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PROLOGO

Siendo tan numerosos y variados los libros sobre Matematica Fi-
nanciera que existen en la actualidad en los ambientes universitarios, este
texto representa un nuevo aporte a la ensefiaza de esta disciplina.

El mismo ha sido disefiado, como se menciona en la introduccion,
para llenar un vacio existente en los tratados teéricos y gufas practicas de
Calculo Financiero, y tiene como objetivo brindar una sintesis tedrico-
practica para agilizar el aprendizaje basico necesario para comprender y
analizar las operaciones financieras.

También sirve para un nivel introductorio para master y postgrados,
de distintas disciplinas, donde se ensefie y/o utilice esta asignatura.

El valor de las aplicaciones de las operaciones financieras muestra a
alumnos y graduados la razén por la cual se considera que los contenidos
que estan volcados en el desarrollo de libro constituyen un tema muy
importante y apasionante; donde se ha tomado en cuenta la experiencia
real, a lo largo de los afios, que han mantenido los docentes con el dicta-
do de las clases en la Facultad de Ciencias Econémicas de la UBA.; co-
mo asi también la vasta experiencia en consultoras privadas, asesorando
a profesionales y gerentes de empresas.

A través del desarrollo del presente trabajo, se generan las nociones
de operaciones simples y compuestas de capitalizacion y actualizacion,
equivalencia de tasas, valuaciéon de capitales multiples, sistemas de
préstamos, costos financieros y operaciones financieras contingentes.

El enfoque pedagdgico de los contenidos y de las aplicaciones ha
tenido también un papel importante par poder preparar a estudiantes y
profesionales en su futuros trabajos e investigaciones.

Poder leer y seguir el presente libro en todos sus desarrollos tedri-
cos y practicos ha sido una grata tarea.

Espero y deseo que los estudiantes y graduados lo encuentren inte-
resante y util, al aplicar el Calculo Financiero en sus campos de interés.

Dra. Maria Teresa Casparri
Profesora Emérita. Facultad Ciencias Econémicas. UBA






¢Cémo puede el ser humano ser feliz, si no puede
resguardarse de la miseria de este mundo?

Por la vida del conocimiento, precisamente...

La vida del conocimiento es la vida que es

feliz a pesar de la miseria del mundo.

Wittgenstein

A NUESTROS ALUMNOS
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INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es llenar el vacio que existe entre los tra-
tados teoricos de calculo financiero y el sinfin de guias y apuntes practi-
cos. Este libro no reemplaza lo primero ni lo segundo. Tiene como fin
brindar una sintesis tedrico-practica para agilizar el aprendizaje basico
necesatio para analizar operaciones financieras.

Esta sintesis es producto de nuestra experiencia adquirida como do-
centes de cilculo financiero, en la cual se mezclarin enfoques diversos,
como desarrollos teéricos, resolucién y explicacion de ejercicios y estu-
dio de casos.
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1. CArPiTULOI:
OPERACIONES SIMPLES

Operaciones simples de capitalizacion y actualizacion. Tasas.
Naturaleza de las operaciones: simples, no se amortiza capital.
Rendimientos: ciertos.

1.1. INTERES Y CAPITAL FINANCIERO

Cuando se dispone de una cantidad de dinero (capital) se puede des-
tinar, o bien a gastatlo satisfaciendo alguna necesidad, o bien a invertirlo
para recuperarlo en un futuro mas o menos préximo, segin se acuerde.

De la misma manera que estamos dispuestos a gastarlo para satisfa-
cer una necesidad, estaremos dispuestos a invertir siempre y cuando la
compensacion econémica nos resulte suficiente. En este sentido, el
principio basico de la preferencia por la liquidez establece que: a
igualdad de cantidades, los bienes mas cercanos en el tiempo son
preferidos a los disponibles en momentos mas lejanos. La razon es
el sacrificio de consumo.

Este aprecio por la liquidez es subjetivo, pero el mercado de dinero
le asigna un valor objetivo fijando un precio por la financiacién que se
llama interés.

El interés se puede definir como el precio por el alquiler o uso del
dinero durante un periodo de tiempo.

Este precio queda determinado, entre otros, por tres factores basi-
cos:

* El riesgo que se asume en la operacion

* La depreciacion del valor del dinero en el tiempo

* La falta de disponibilidad que supone desprenderse del capital duran-

te un tiempo

La cuantificacién de esa compensacién econémica depende de tres
variables, a saber:

* La cuantfa del capital invertido,

* El tiempo que dura la operacion, y
* La tasa que se acuerda para la operacion.
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Las tasas son el precio del dinero en el mercado y se expresan pot-
centualmente respecto al capital que las produce.

Existen basicamente dos tipos de tasas: tasas de interés y de des-
cuento:

a) Tasa de interés: es el porcentaje que debe pagarse por el uso
de una unidad monetaria durante un determinado periodo de
tiempo.

Si una persona realiza una inversién pactando una tasa de interés
para la operacién del 6%, recibird en concepto de interés o renta 6 centa-
vos por cada unidad monetaria que invierta. Notese que esta tasa es
calculada en base una unidad monetaria ubicada temporalmente al
inicio de la operacion.

b) Tasa de descuento: es el porcentaje que debe pagarse por la
disponibilidad inmediata de una unidad monetatia antes de su
vencimiento dentro de “n” unidades de tiempo.

Considere la siguiente situacion: Usted posee un documento con
vencimiento en “x” meses pero necesita dinero hoy, por lo que acude a
una entidad financiera. Esta le adelanta el dinero, aplicando una tasa de
descuento del 5%. Usted pagard el 5% de cada unidad monetaria que
recibirfa en “x” meses por adelantar su disponibilidad. Nétese que esta
tasa es calculada en base a una unidad monetaria ubicada en un

momento de tiempo futuro.

Las tasas van a variar en funcién de cada situacién y de cada perio-
do de tiempo considerado, siendo el espectro de tasas muy amplio.

Por otra parte, cuando se habla de capital financiero (Cj ) nos re-
ferimos a una cantidad (C) de unidades monetarias asociada a un mo-
mento determinado de tiempo (7).

Una vez aclarado esto, podemos introducir la siguiente nomenclatura:

Llamaremos Cy al capital financiero asociado al momento de inicio
de la operacion, Ci al capital financiero asociado al momento uno, y asi
sucesivamente, siendo C, el capital financiero asociado al momento “n”.

18



Para que una operacion financiera se realice es necesario que deudor
y acreedor se pongan de acuerdo en cuantificar los capitales de los que se
parte y a los que finalmente se llega. Esto implica elegir un método ma-
tematico que permita dicha sustitucion, es decir, una ley financiera.

Una ley financiera se define como un modelo matematico para
cuantificar los intereses por el aplazamiento y/o anticipacion de un capi-
tal en el tiempo.

Existen varios tipos de leyes financieras, cada una con caracteristicas
propias. La primera clasificacién a considerar es entre leyes de capitali-
zacion y actualizacion, dividiéndose luego cada una de estas en distin-
tos grupos.

Una ley financiera de capitalizacion es un modelo matematico tal
que, al aplicatlo a un capital C, disponible en un momento no, lo conviet-

te en un capital equivalente C, disponible en un momento n, con n > ny.

Es decir, una ley financiera de capitalizaciéon toma un capital
disponible en un determinado momento y lo valia en un momento futu-
ro; por ejemplo: Cuanto valdra en diez meses un capital que hoy vale
$100. La diferencia entre C, y C, = sera el interés, que representa la

variacién sufrida por el capital debido al transcurso del tiempo del mo-
mento 1o al momento 7.

Una ley financiera de actualizacion es un modelo matematico tal
que, al aplicarlo a un capital C, (también llamado Valor Nominal, VN)
disponible en el momento n, lo convierte en un capital equivalente
C,, (también llamado Valor Actual, VA) disponible en el momento no,
con n > n.

Es decir, una ley financiera de actualizacidon toma un capital dis-
ponible en un momento futuro y lo valia en un momento mas cercano
en el tiempo; por ejemplo: Cuanto vale hoy un documento que estara
disponible en diez meses a $100. La diferencia entre el valor de C, y el

valor de C, , serd la variacién que experimenté C, por su disponibilidad

inmediata en un momento ny, bajo la ley financiera de actualizacién que
se haya aplicado.
Las leyes de capitalizacion expresan la relacion funcional entre el

capital, el interés y el monto (Monto = Capital + Intereses = C, ) y las

leyes de actualizacion relacionan al capital disponible en un momento

19



futuro con su valor actual (Valor Actual = VA = Valor Nominal — Des-
cuentos).

Veamoslo en forma grafica sobre un eje de tiempo

G, capitalizacion C,
s 4] —
0 Intereses n
| |
| |
tiempo
VA actualizacion VN
—  (-a) T
Descuentos

A su vez, las leyes financieras tanto de capitalizacion como de actua-
lizacién se pueden clasificar en simples o compuestas, clasificaciones que
mas adelante estudiaremos detalladamente.

Conociendo las diferentes leyes financieras que existen y cémo fun-
cionan se podran sustituir unos capitales por otros, pudiéndose formali-
zar las diferentes operaciones financieras.

Generalmente para las operaciones de capitalizacién se utilizaran
tasas de interés y para las operaciones de actualizacion tasas de descuen-
to, aunque teniendo en cuenta ciertas cuestiones (como se vera mas ade-
lante) se pueden utilizar ambos tipos de tasas indistintamente en cada
operacion.

1.2. OPERACION FINANCIERA

1.2.1. CONCEPTO Y ELEMENTOS

Se entiende por operacién financiera a toda accién de inversiéon o
financiacién que determine mediante la aplicacién de una ley financiera,
una variacién cuantitativa de capital.

En una operacién financiera basica interviene un sujeto (acreedor)
que pone a disposicién de otro (deudor) uno o mas capitales y que poste-
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riormente recuperara, incrementados en el importe de los intereses debi-
do a la aplicacién de una ley financiera.

La accién de entregar por parte del acreedor y de recibir por parte
del deudor se considerard la prestacion de la operacion financiera. La
operacién concluird cuando el deudor termine de entregar al acreedor el
capital (mas los intereses); a esta actuacion por ambas partes se le deno-
mina la contraprestacion de la operacién financiera.

Tanto la prestacién como la contraprestacion pueden estar formadas
por mas de un capital.

La realizacién de la operaciéon financiera exige un acuerdo sobre, al
menos, cuatro elementos que van a intervenir en la misma:

a) la inversion inicial

b) la ley financiera que se va a emplear

¢) la tasa de interés o tasa de descuento acordada

d) el tiempo de duracién de la operacién

Finalmente, en una operacién financiera no tiene sentido hablar de
capitales iguales (aquellos en los que coinciden cuantias y vencimien-
tos), sino que siempre estaremos refiriéndonos a capitales equivalen-
tes, cuya definicion se dard mas adelante, si bien se adelanta la idea de
que hay equivalencia entre dos capitales cuando a su propietario le resul-
ta indiferente una situacion u otra. Es decir, si a usted le resulta indife-
rente cobrar hoy 1.000 unidades monetarias a cobrar 1.050 unidades
monetarias dentro de un aflo, entonces diremos que ambos capitales
(1.000; 0) y (1.050; 1) son equivalentes. El concepto de equivalencia no
significa que no haya ganancia o costo en la operacién, todo lo contrario:
la equivalencia permite cuantificar ese beneficio o pérdida que estamos
dispuestos a asumir en una operacién concreta. De una manera mas

general, dos capitales cualesquiera, C,; con vencimiento en el momento

niy C,, con vencimiento en el momento n,, son equivalentes cuando se

esta de acuerdo en intercambiar uno por otro.

1.2.2. CLLASIFICACION

Las operaciones financieras se pueden clasificar segin distintas
caracteristicas de las mismas, a saber:

21



1. Segtn la duracion:
* A corto plazo: la duracién de la operacion no supera el afio.
* A largo plazo: aquellas con una duracién superior al afio.

2. Segun la ley financiera que opera:
* Segiin la generacion de intereses o de descuentos:

— Régimen simple: Todos los intereses o descuentos generados
en la operacion son calculados sobre el capital al origen, es de-
cir, no se acumulan y, por tanto, no generan a su vez intereses
o descuentos.

— Régimen compuesto: los intereses o descuentos generados en
el pasado si se acumulan al capital de partida y generan, a su
vez, intereses o descuentos en el futuro.

* Segin el sentido en el que se aplica la ley financiera:

— De capitalizacién: sustituye un capital presente por otro capital
futuro.

— De actualizaciéon o descuento: sustituye un capital futuro por
otro capital presente.

3. Segun el nimero de capitales de que consta:
* Simples: constan de un solo capital en la prestacién y en la con-
tra prestacion.
* Compuestas: cuando constan de mas de un capital en la presta-
cién y/o en la contraprestacion

4. Segun la clase de hechos de los que depende su realizacion:
* Operaciones financieras A término cierto: son aquellas opera-
ciones cuya realizacion esta sujeta sélo al paso del tiempo.
* Operaciones financieras Contingentes o Actuariales: su realiza-
cién esta sujeta a que ocurran determinados hechos que depen-
den del azar.

1.3 OPERACIONES SIMPLES DE CAPITALIZACION
BAJO REGIMEN SIMPLE Y REGIMEN COMPUESTO

Tal como lo definimos anteriormente, una ley financiera de capi-
talizacion es un modelo matematico tal que, al aplicarlo a un capital

C,, disponible en un momento 7, lo convierte en un capital equivalente
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C., disponible en un momento n, con n > ny, es decir, toma un capital
disponible en un determinado momento y lo valia en un momento futu-
ro. Por ejemplo: Cuanto valdra en diez meses un depésito a plazo fijo
que hoy vale $100.

La diferencia entre Ch y C

. serd el interés, que representa la varia-
0

cion sufrida por el capital debido al transcurso del tiempo del momento
no al momento A.

Graficamente

0 1 2 n-2 n-1 n
> — >

| i i i i |

tiempo
CO Cl CZ Cn -2 Cn -1 Cn
L I L i,
Co mpzm/zza'zazan C.
(1+1)
Intereses

La relacién entre estos capitales disponibles en distintos momentos
en el tiempo puede ser de caricter simple o compuesto. A continuacion,
nos ocuparemos en forma separada de la relacién bajo régimen de capi-
talizacion simple y bajo régimen de capitalizacion compuesto.

1.3.1 REGIMEN DE CAPITALIZACION SIMPLE
1.3.1.1 Concepto

Las operaciones financieras bajo régimen de capitalizacion simple
(Interés Simple) se caracterizan por el hecho que los intereses que se
producen en cada perfodo siempre son calculados sobre el mismo capi-
tal, al tipo de interés vigente en cada petiodo.

Son operaciones financieras cuyo objeto es la sustitucion de un
capital por otro equivalente con vencimiento postetrior, mediante la apli-
cacion de la ley financiera cuya forma funcional bésica es la siguiente:
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C,=C,+1(0,n)
=Cy+1(00,1)+1(1L,2)+1(23)+...+I(n—1,n)

Dado que los intereses periédicos son calculados siempre sobre el
capital al inicio

=Cy+C,i,+Cyi, +Cyiy +...+Cyi,
Sacando factor comun C,,
=C,(d+i +i,+i;+...+1i,)

=C,. 1+Zn:ij
j=I

Los intereses totales seran entonces
1(0,n)=C,—C,

=Co 1+ )i |-C,
j=1

n
=Cp-D i
j=1

Donde

® (yes el capital disponible en el momento de inicio de la operacion,

es el capital al inicio.

¢ (, es el monto, capital ubicado en el momento “n”, al que llegamos

a partir de Co mediante la aplicacién de la ley financiera de capitalizacién
simple. Este capital final se ird formando por la acumulacién al capital
inicial de los intereses que genera la operacién periddicamente.

° “i»”

. ’ : 7 €C
;7 es la tasa de interés vigente para el petiodo

® “n” es la cantidad de perfodos que se consideran en la operacion.
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La caracteristica de este régimen que determina su forma funcional es
que los intereses producidos al término de cada petiodo no se capitali-
zan, es decir, no generan nuevos intereses, por lo que el capital sobre el
que se calculan los intereses petfodo a petfodo permanece constante.

Los intereses generados periddicamente se calculan al tipo de interés
vigente en cada periodo. Si el tipo de interés vigente permanece constan-
te al igual que el capital inicial, los intereses seran también constantes.

Bajo esta ultima suposicion desarrollaremos la marcha progresiva del
interés simple.

1.3.1.2 Marchas progresivas

Funciéon Monto

Monto al final del primer periodo

- Ci=Co+1(0,1)
=Co+ Coi Sacando factor comin Cy
=Cy (1 + i)

Monto al final del segundo periodo
-CG=C+1(1,2

Dado que los intereses no se capitalizan, los intereses de I (1,2)
seran calculados sobre el mismo capital que I (0,1) y bajo el supuesto de
que las tasas periddicas se mantienen constantes

C,=Ci + Coi
Reemplazando a Ci por su expresién y sacando factor comun Cy
Co= Co+ Coi + Coi = Co.(1 + 2.0)

Procediendo en forma analoga obtenemos la expresiéon del monto al
final del tercer periodo: Cs
-CG=0C + 1(2,3)
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=Co+2.Coi+Co.i
=C,. (1 +3.i)

En general, siempre y cuando la tasa permanezca constante:
C.=0Co. (1+1in)

El siguiente grafico nos muestra la evolucién del capital en el tiem-
po, suponiendo una operacion de tres perfodos de duraciéon (¢qué suce-
dera con el grafico si la operacién tuviera mas periodos?).

i|]_1,":._ul
J Iy = Ty i

] Oy = Oy + Intereses
I = Cp i - :

0 1 2 3
Imicio Fin

Funcion Intereses periédicos y acumulados

Basandonos en la definicién de interés, los intereses generados
durante el primer periodo seran

- I(O,l):C1—Co:C0(1+l>—Co
= Co.i
Analogamente, los intereses generados durante el segundo periodo
de la operacién

- I1(12)=C,—Ci=Co+ 2. Coi — Cy— Co.i
= Col

En general, para un petiodo cualquiera “p
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- Ip-1p=C,-C,

Reemplazando ambos capitales por su expresion en funcion de C,
- 1p-1p) = G +1(0.p)=C,.1(0.p 1)
=1(0,p)-1(0,p-1)
=Cyi.p—C,i(p-1
= Co.i
Dado que los intereses no se capitalizan, podemos observar que, de

mantenerse la tasa constante, los intereses periédicos son iguales para

todos los periodos.
Los intereses acumulados durante toda la operacion seran

10 =101 +1(12) +1@23)+ ... +1(n-1,n
= Co.i.n

También lo podemos ver de la siguiente forma:

1 (O,I’L) = Cn -G
= C,(1+in)-C,

= Co.i.n
) L I .
Y Queda como ejercicio para el alumno demostrar lo anterior si las tasas de interés
varian periodo a periodo.
1.3.1.3 Formulas derivadas

A partir de la expresién de monto bajo el supuesto de que la tasa de
interés se mantiene constante durante toda la operacién

C.=Co. (1+in)

podemos derivar las expresiones de las distintas variables que intervienen
en el calculo realizando los despejes correspondientes
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Capital al Inicio (C,)

C RN
C=—2—_=C |l+1i.
" (1+in) Al+in)

Noétese que partiendo del valor de un capital disponible en un mo-
mento futuro (Cn) obtenemos su valor al inicio de la operacién (valor
actual: C,) mediante la utilizacién de la expresion inversa un factor de

capitalizacion, lo que demuestra que un factor de capitalizacion puede
ser utilizado como factor de actualizacion si al capital le aplicamos
su expresion inversa.

.\l o )
= (1+i.n)" = factor de actualizacién de “n” perfodos

Tasa de interés (“17)

gL
C, n

1=

Tiempo que dura la operacion

G |t
c, Ji

n=

) Lo .
'y Queda como ejercicio para el alummno realizar los desarrollos para llegar a las
excpresiones anteriores.
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1.3.1.4 Proporcionalidad
Habiendo visto los desarrollos anteriores, podemos deducir que:

1) atiempos iguales, los intereses son proporcionales a los capitales;

i) a capitales iguales, los intereses son proporcionales a los tiempos;

iif) si los capitales y los tiempos son distintos, los intereses son pro-
porcionales a los productos de los capitales por los tiempos.

Para obtener un mismo interés

1) los tiempos deben ser inversamente proporcionales a las tasas en
caso de igualdad de capitales;

i) los tiempos deben ser inversamente proporcionales a los capita-
les si la tasa permanece invariable.

' Queda como ejercicio para el alummo la demostracion analitica de los items
anteriores.

1.3.1.5 Ejercicio de Aplicacion

Una caja de ahorro abierta el 01/04/07 presenta los siguientes mo-
vimientos:

01/04/07 Depésito $ 500
01/08/07 Depésito § 700
01/11/07 Retiro $ 350

a) Determinar los intereses ganados por la misma a la fecha de cierre
01/02/08, sabiendo que las tasa de interés fueron del 8,4% anual has-
ta el 30/06/07 inclusive y 10,8% anual desde ahi en adelante.

b) Calcular qué tasa constante anual ofrece la caja de ahorro capitales si
el total de intereses ganados al 01/02/08 es de $100

c) Considerando el cambio de tasa al momento 30/06/07, calcular en
que momento los intereses alcanzan la suma de $1.200.

Comenzamos planteando el eje de plazos y capitales
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1/4|/O730/|6/O7 l|/8/071/11/07 I 1/|2/08
I I

| | |
50 700 (350) 10, n)
~ ~

i =0,084 i=0,108

Resolucion

a) Debemos determinar los intereses totales generados en la caja de aho-
rro teniendo en cuenta los distintos movimientos y cambios de tasas
teniendo en cuenta las caracterfsticas del régimen de interés simple
1 (0, n) = 500.(0,084.90/365 + 0,108.215/365) +

700(0,108.183/365) — 350.(0,108.91/365)

10, n) = 42,1644 + 37,9036 — 9,4241 = 70,6439

b) Si la tasa hubiese sido constante a lo largo de la operacién y hubié-
semos obtenido al 01/02/07 $100 en concepto de intereses

1 (0, n) = 100 = 500.i.305/365 + 700.i.183/365) — 350.i.91/365
100 = 500.i.305/365 + 700.i.183/365) — 350.i.91/365
= 1 =0,14532

¢) C, = (Ci + Intereses generados por este capital) + (C2 + Intereses
generados por este capital) — (Cs + los intereses que hubiese generado
si continuaba en la cuenta)

$1200 = 500.(1+0,084.90/365 + 0,108.2/365) +
700.(1+0,108.1/365) — 350.(1+0,108.11/365)
2 n=1353

Entonces el monto llegara a ser de $1.200 en el dfa 1353 a partir del
30/06/07.
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1.32 REGIMEN DE CAPITALIZACION COMPUESTA
1.3.2.1 Concepto

La ley de capitalizacion bajo régimen compuesto (Interés Com-
puesto) se verifica si al término del periodo al que se refiere la tasa los
intereses se adicionan al capital original, es decir, si se capitalizan: los
intereses producidos por el capital en el perfodo se acumulan al mismo
para generar intereses en el proximo periodo.

Al invertir un dinero o capital durante un cierto tiempo, nos de-
vuelven ese capital mas los beneficios 6 intereses. Cuando la inversion es
a interés compuesto los intereses se acumulan al capital inicial para vol-
ver a generar intereses. Consecuencia de esto es que el capital varia per-
fodo a petiodo, presentando un crecimiento que es proporcional a su
valor durante el perfodo inmediato anterior. La razén de variacion es el

factor de capitalizacién vigente para el periodo en cuestion (l +i j)

1.3.2.2 Generalizacion y marcha progresiva

Funciéon Monto

Consideremos la expresion monto de un capital C,
C,=C,+1(0,n)

Aplicando la ley de capitalizacion compuesta los intereses correspondien-
tes a cada perfodo seran distintos entre si por dos razones:

a) variacion del capital que los origina

b) variacion en la tasa periddica

Por lo que obtenemos el siguiente desarrollo:

C,=C,+1(0,1)+1(1,2)+...+I(n—1,n)
=C,+C,i, +Ci, +Cyiy +...+C 0,
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Reemplazando los distintos capitales por su expresion en funcion de C,

C, =Cy+ Cydy + Cy (1 +i,)i, + Co (147, )1+, )iy +...+
+C (140 )1 +5,) (1+i,_ ),

Sacando como factor comin C,,
C,=Cy[l+i,+(U+i)iy+ (1 +i) A +i )iy + .+ +5)(1+5,)(0+i )i ]

Si sacamos como factor comun al factor de capitalizacion del primer
periodo (1+ i1)
C,=Cy (1+i)i+i, +(+iy)iy +.+ (1 +4,).(0+i_ )i ]

Sacando como factor comun al factor de capitalizacién del segundo per-

iodo (1 +1i, )

C,=Co (1+i)(+i, N1 +iy+.+ (1 +5)(1+i )i ]

n

Y asf sucesivamente hasta el factor de capitalizacién del antetltimo per-
iodo, obtendremos la expresién de monto bajo régimen compuesto con-
siderando tasas distintas para cada periodo.

C,=C, (1+i)(+5,)1+iy).(1+i_ )(1+i,)

C =C, .ﬁ(1+ i)
J=1

Donde

® (yes el capital disponible en el momento de inicio de la operacion,
es el capital al inicio.

® (, es un capital ubicado en el momento “n”, al que llegamos a partir
de Co mediante la aplicacién de la ley financiera de capitalizacién
compuesta.

[13%24

T2 . 2 . 7
o 1;” es la tasa de interés vigente para el periodo

®  “n” es la cantidad de perfodos que se consideran en la operacion.
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Si la tasa de interés se mantuviera constante para todos los petio-
dos de la operacion, las expresiones de los montos correspondientes a
cada perfodo seran las siguientes:

C, =C,(1+i)
G+ (+i)=C,(1+i)

C,=C.1+i) =C, 1+
C,=C,(1+i) =C, (1+i)(1+i)=C,(1+i)

C,=C,(1+i)

Funcion Intereses periddicos y acumulados

Recordando que en este caso los intereses periddicos se calculan
sobre el capital al inicio de cada periodo en particular, el interés produci-
do durante el primer periodo serd calculado sobre el capital al inicio de

ese primer petiodo: C,

1(0.1)=C, i,

Anialogamente, los interese producidos durante el segundo periodo

seran calculados sobre el capital al inicio de ese periodo: C,

1(1,2)=C, i,

En forma general, los intereses correspondientes al el petfodo “p”
seran

I(p-1,p)=C, i,

Expresando C o1 €n funcion de C,

p-1
1(p-1.p)=C,JTl+i)i,
j=1
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Donde
® (o es el capital con el que se cuenta en el momento de inicio de la
operacion, es el capital al inicio.

113824

® “i.” es la tasa de interés vigente para cada periodo “j” antetior al

J
9

petiodo “p

(I

® “i,” eslatasa de interés vigente en el periodo “p

Queda como ejercicio para el alummno legar a las expresiones de los intereses pe-
riddicos a partir de la definicion de interés.

Aplicando la definicién de Interés, los intereses generados durante
toda la operacion seran entonces

1(0,n)=C,-C,

= co.f[(1+ i.)-C,
j=1

n

=C,| [J+i,)-1

J=1

Sila tasa de interés se mantuviera constante para todos los petio-
dos de la operacién

10.n)=c,Ja+iy -1

) Queda como efercicio para el alummno verificar lo anterior. 3 Como seran los in-
tereses periddicos en este caso?

(

@

1.3.2.3 Formulas detivadas

A partir de la expresiéon de Monto bajo el supuesto de que la tasa
de interés se mantiene constante durante toda la operacién
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C,=C,(1+i)

podemos derivar las expresiones de las distintas variables que intervie-
nen en el calculo realizando los despejes correspondientes

Capital al Inicio (C,)

C N
Cy=7—2==C,(1+i)"
(1+1)
Noétese que partiendo del valor de un capital disponible en un mo-
mento futuro (Cn ), obtenemos su valor al inicio de la operacién (valor
actual: C,)), mediante la utilizacion de la expresion inversa del factor de

capitalizaciéon. Esto nos permite notar que un factor de capitalizaciéon
puede ser utilizado como factor de actualizacién si se aplica a un
capital la inversa de su expresion, es decir, si lo aplicamos elevado a la
menos uno.

= (l +i )_n = factor de actualizacién de “n” petfodos

_ Tasa de interés (“1”)

1
T LS P L
CO CO

Tiempo que dura la operacion

n

_ h{goj _In(c,)-1n(c,)

"Th+d) . In(i+i)
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' Queda como ejercicio para el alumno realizar los desarrollos para legar a las
excpresiones anteriores.

13.2.4  Ejercicio de aplicacion

Dadas las siguientes tasas de interés que capitalizan mensualmente:
3% para el primer periodo, 7% para el segundo, 8% para el tercero y 9%
para el cuarto, sabiendo que en el mes cuatro se pose un monto de
$23.000,
a) calcular el capital disponible al momento dos y los intereses generados
en ese periodo
b) calcular el total de intereses generados en la operacion

c) Si la tasa fuera del 5% durante toda la operacién y C,;=18.000, en que

momento el monto alcanzara los $30.000?
Resolucion

a) Calculamos el capital disponible al momento dos, teniendo en cuenta
la relacion existente entre los capitales

C,=C(1+i)(1+1i,)
23.000 = C,.(1+0,08)(1+0,09)
= C, =19537,89

Los intereses del periodo 2 se calculan sobre el capital disponible al
inicio de ese petriodo, en este caso, sobre el capital disponible al momen-

to uno, que se puede expresar en funcién de C,

11,2) = Coiy= C,.(1+,) " i,
=19.537,89.(1+0,07)".0,07
=1.278,18
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b) Expresando C, en funcién de C,

1(0,4)=C, - C,
=C,—C,(1+0,09)".(1+0,08)".(1+0,07)" (1+0,03)"
=23.000(1-0,7708)

1(0,4)=5272,13

o 30.000=18.000.(1+0,05)"
[30.000
In

18.000
=n=10,47

} = n.In(1+0,05)

Atencién! Dado que la tasa del 5% es mensual, el exponente del
factor de capitalizacién (n) representa meses, por lo que se necesitan
10,47 meses para, a partir de un capital inicial de $18.000, obtener un
monto de $30.000.

1.4 OPERACIONES SIMPLES DE ACTUALIZACION
BAJO REGIMEN SIMPLE Y REGIMEN COMPUESTO

Una ley financiera de actualizacion es un modelo matematico tal
que, al aplicarlo a un capital C, disponible en el momento 7, lo convierte
en un capital equivalente C, disponible en el momento no, con n_> ny,

es decir, toma un capital disponible en un momento futuro y lo valda en
un momento mas cercano en el tiempo. Por ejemplo: Cuanto vale hoy
un documento que estara disponible en diez meses.

La diferencia entre el valor de Cs y el valor de C, , se denomina

descuento y se define como la compensacion o el precio que debe pa-
garse por la disponibilidad inmediata de un capital antes de su venci-
miento dentro de “n” unidades de tiempo.

El descuento, propiamente dicho, no es mas que una disminucién
de intereses que experimenta un capital futuro como consecuencia de
adelantar su vencimiento, por lo tanto se calcula como el interés total de
un intervalo de tiempo (el que se anticipe el capital futuro).
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Como se habra notado, las operaciones de descuento son inversas a
las de capitalizacion.

La relacién entre estos capitales disponibles en distintos momentos
en el tiempo puede ser de caricter simple o compuesto.

Cualquiera que sea la modalidad de descuento que se emplee, en es-

te tipo de operaciones el punto de partida es un capital futuro C, (al que

llamaremos Valor Nominal o VIN) que se quiere sustituir por un capital
presente Cp (al que llamaremos Valor Actual, VA), para lo cual serd ne-
cesario el ahorro de intereses (descuento) que la operaciéon supone.

Sera necesario entonces conocer las condiciones en las que se quie-
re hacer esta anticipacién: duracion de la operacién (tiempo que se anti-
cipa el capital futuro) y tasa de descuento aplicada.

El capital que resulte de la operacién de descuento (Valor Actual)
serd de cuantia menor, siendo la diferencia entre ambos capitales los
intereses que un capital deja de tener por anticipar su vencimiento, es
decir, el descuento.

En definitiva, si trasladar un capital desde el presente al futuro im-
plica afiadirle intereses, hacer la operaciéon inversa, anticipar su venci-
miento, supondra la disminucién de esa misma carga financiera.

Observemos lo anterior graficamente:

0 1 2 n-2 n-1 n
| —
| i i i i |
tiempo
VA VN, VN, VN,, VN,, VN
dn dn—l d2 dl
VA +—— actualizacion «— VN
(1-a)
Descuentos

Noétese que las tasas de descuento hacen referencia a los perfodos de
distancia que hay entre el momento en que estd ubicado el valor que se
desea calcular y el momento en que estarfa disponible el capital en prin-
cipio.
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141  REGIMEN DE ACTUALIZACION SIMPLE
En el caso de la actualizacién simple existen dos leyes, a saber:

I _ Descuento Comercial
IT _ Descuento Racional o Matematico

1.4.1.7 DESCUENTO COMERCIAL

La caracteristica que distingue al descuento comercial es que el des-
cuento se aplica sobre el capital disponible al momento “n” (sobre el
Valor Nominal), para todos los perfodos, es decit, los descuentos de
cualquier periodo siempre los genera el mismo capital VN a la tasa de
descuento vigente en dicho periodo, por lo que el que descuenta obtiene
un beneficio adicional, ya que calcula el descuento sobre una cantidad
superior a la que anticipa. En funcién de lo anterior,

VA=VN-D(0,n)
=VN-d(01)-d(1,2)-d(23)-...—d(n—1,n)
=VN -VN.d,~VNd,-VN.d,—..~VN.d,

Sacando factor comin VN

VA=VN/(l1-d,~d,~-d;—d,—d;—...—d,)
j=1

Aplicando la definicién de descuento, los descuentos realizados en toda
la operacion

D(0,n)=VN-VA=VN.> d,
j=1
Donde

e VA valor actual
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® VN es el valor del capital al momento “n”, es llamado valor nominal.
® 1 es cantidad de periodos involucrados en la operacion.

T34

® d;: tasa de descuento vigente en el periodo .

Los descuentos generados periddicamente se calculan al tipo de
descuento vigente en cada petiodo. Si el tipo de descuento vigente pet-
manece constante al igual que el Valor Nominal, los descuentos periédi-

cos seran también constantes.

Bajo esta ultima suposicién desarrollaremos la marcha progresiva
del Descuento Comercial.

14.1.1.1 Marchas Progresivas
Funcién Valor Actual

St adelantamos el vencimiento de un capital un petiodo

VA(n -1) = VN - d(0,1)
=VN-VN.d Sacando factor comin VN
= VN.(1-d)

Analogamente, si adelantamos el vencimiento de un capital dos perfodos
VA (n-2) = VA (n 1) — d(1,2)
Dado que los descuentos petiddicos se calculan sobre el VN, d(1,2)
serd calculado sobre el mismo capital que d(@,1) y bajo el supuesto de
que las tasas periddicas se mantienen constantes

= VA@n-2)=VA@n-1)-VNd

Reemplazando a VA (n —1) por su expresion en funcion de VN y sa-
cando factor comun VN

VA (n-2) = VN— VN.d— VNd
VA (n-2) = VN.(1 - 2.d)
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Procediendo de igual forma, para hallar el valor del capital tres mo-
mentos antes de su vencimiento

VA (n-3) = VA (n-2) — d(2,3)
=VN-2.VNd-VN.d
= VN.(1 - 3.d)

[{Pe 2]

En general, el valor de un capital “p” momentos antes de su venci-
miento

VA,_,=VN.(l-d.p)
Y el valor de un capital “n” momentos antes de su vencimiento
VA =VN.(1-d.n)

Siempre y cuando la tasa permanezca constante durante todos
los periodos.

El siguiente grafico nos muestra la evolucién del valor del capital en
el tiempo, suponiendo una operacién de n periodos de duracion (¢qué
pasaria si el momento cero estuviera “corrido” nueve o diez momentos
hacia la izquierda?).

/-|dli‘:'."-]- ="M.d

/

ir-2 1) =4H o

/ dinet b =M.

Wi

ek Fiar
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Funcion descuentos periodicos y acumulados

d(01)=VN@m-VN@n-1)=VN-VN.(1-d)
=VN.d
d(12)=VN@m-1)—VN@n-2)=VN-VNd-VN +2. VNd
=VNd

IR E]

En general, los descuentos generados en un petiodo “p

d@p,p+1)=VN@p+1)-VN (p)
=VN[1-(n-p-1)d]-vN[1-(n-p)d]
=VNd

Dado que los descuentos producidos en momentos anteriores no
influyen en el calculo de los descuentos de un periodo determinado, ya
que siempre se calculan sobre un mismo capital (VN), podemos observar
que, de mantenerse la tasa constante, los intereses periddicos son iguales
para todos los perfodos.

DO,n)=d01)+d12)+d@23)+...+d@n-1,n)
D (0.n) = VN.d.n

También lo podemos ver aplicando la definiciéon de descuento

D(O,n)=VN-VA=VN-VN.(1-nd)
= VNd.n

Y Queda como ejercicio para el alumno demostrar lo anterior si las tasas de des-
cuento varian periodo a periodo

14.1.1.2 Proporcionalidad

Como se puede observar en los desarrollos anteriores, el descuento
comercial es proporcional al Valor Nominal y al tiempo, es decir, tiene
las caracteristicas del interés simple, pero debe tenerse presente que no se
trata del conjugado de aquel.
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1.4.1.1.3 Formulas detivadas

A partir de la expresién de Valor Actual bajo el supuesto de que la
tasa de descuento se mantiene constante durante toda la operacion

VA=VN(l1-d.n)

podemos derivar las expresiones de las distintas variables que intervienen
en el calculo realizando los despejes correspondientes

_Valor Nominal (VN)
VN =VA(l—-dn)"

Notese que partiendo del valor presente de un capital (VA) obte-

nemos su valor en un momento futuro (VN ) mediante la utilizacién de

la expresion inversa un factor de actualizacion, lo que demuestra que un
factor de actualizaciéon puede ser utilizado como factor de capitali-
zacion si le aplicamos al capital su expresion inversa.

= (1—d.n)" = factor de capitalizacion de “n” petiodos

_Tasa de descuento (“d”)

d :(l_ﬁj_l
VN ) n

_ Tiempo que dura la operacién
VA 1
n=l-—|—
VN ) d
@

'y Queda como ejercicio para el alumno realizar los desarrollos para llegar a las
excpresiones anteriores.

43



14.1.1.4 Ejercicio de Aplicacion

a) Determinar el descuento que tendra un documento de $25.000 si fue
descontado 120 dias antes de su vencimiento a una tasa de descuento del
60% anual.

D (0,n) = VN.d.n
= $25.000.0,6.120/365 = $4931,51

b) ¢Cual serfa el Valor nominal si el descuento total hubiese sido de
$5.000?

VN = VA + D (0, n)
= VN.(1 - 0,6.120/365) + $5.000 = $ 25.347,22

1.4.1.2 DESCUENTO RACIONAL O MATEMATICO

Este tipo de descuento surge como alternativa al descuento comet-
cial, ya que bajo este ultimo sistema, el valor actual puede llegar a tomar
valores negativos al calcularse el descuento sobre una cantidad
superior a la que anticipa (descuentos periddicos en funcién del valor
nominal siempre).

Bajo el régimen Descuento Racional, el descuento se calcula sobre
el valor actual, por lo que el descuento total nunca sera igual que el capi-

[T39% 2]

tal disponible al momento “n” y mucho menos mayor.

Dos leyes financieras son conjugadas cuando sus factores son
reciprocos entre si y el producto entre estos factores es igual a la unidad,
es decir:

Sean f(no,n) y F (no,n) los factores de dos leyes financieras dis-
tintas, entonces si se cumple que f(no,n).F (no,n)zl y

1

f(no, n) =———, entonces estas leyes financieras son conjugadas.

F(no’n)

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos decir que el Descuento
Racional es la ley de descuento conjugada del Interés Simple.
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14.1.2.1 Generalizacion

Si se desea adelantar la disponibilidad de un capital “n” periodos:

VA=VN —1(0,n)
=VN-1(0,1)-1(1,2)—...= I(n—1,n)
=VN —VAi, —VAi, —...—VAi,

VA = VN—VA.Zn:ij

j=1

VA+VAD i, =VN

J=1

j=1
-1
va=—"N :VA{1+21J
1+ )i J=l
j=1

Noétese que la expresion anterior es la de valor del capital en cero bajo
un régimen de Interés Simple, expresada con otra nomenclatura

Aplicando la definicién de Descuento

VN

1+iij
j=1

D(0,n)=VN -VA=VN —
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D(0,n)=VN 1—;

1+Zn:ij
Jj=1

Como puede observarse, el descuento racional no es proporcional

al tiempo.

Sila tasa de interés se mantiene constante en todos los periodos, la
expresion del valor actual serd

VA= VA,] =VN(1+in)"
1+in

El siguiente grafico nos muestra la relacién entre Valor Actual y
tiempo, Descuento y tiempo bajo esta ley financiera.
Se tomé i= 0,05y VN = $1

Valor actual y Descuento bajo régimen
descuento racional

0 20 40 60 80 100 120

VA — =D(O,n)
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' Queda como actividad para el alummno desarrollar la marcha progresiva de los
valores actuales y descuentos bajo este régimen.

14.1.2.2 Formulas detivadas

A partir de la expresiéon de Valor Actual bajo el supuesto de que la
tasa de interés se mantiene constante durante toda la operacion

VA=VN.(1+in)"

podemos derivar las expresiones de las distintas vatiables que intervienen
en el calculo realizando los despejes correspondientes

_Valor Nominal (VN)
VN =VA(1+in)

_Tasa de interés (“17)

. (VN 1
i=|—-1|—
VA n

_ Tiempo que dura la operacién

1.4.1.2.3 Ejercicio de Aplicacion

Se firma un documento a 90 dias por $1000. Si la tasa de interés anual es
del 60%

a) Calcular cuanto dinero se recibe hoy a cambio de ese documento y el
descuento total realizado.

b) Si la tasa fuera del 50% anual, manteniendo los valores nominal y
actual de este documento, cuantos dias se hubiera adelantado el dinero?
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©) A qué tasa anual se hubiese pactado la operacién si el valor actual del
documento adelantado 90 dias hubiese sido de $900?

Resolucion

a) VA =VN. (1 +in)
= 1.000.(1+0,6.90/365)1 = $871,123

D (0,n) = VN — VA = $1000 — $871,123 = $128,877
b) $871,123 = $1000.(140,5.2/365)' = » = 108 dias
©) $900 = $1000.(1+ 2.90/365)' = i= 0,451
142 REGIMEN DE ACTUALIZACION COMPUESTO

Es la operacion inversa a la de capitalizacion compuesta vista ante-
riormente. Tiene por objeto la sustitucién de un capital futuro por otro
equivalente con vencimiento en un momento mas cercano en el tiempo,
y se caracteriza por el hecho que los descuentos de cualquier periodo
siempre son generados por el capital del perfodo anterior, a la tasa de
descuento vigente en dicho perfodo.

Que los descuentos periddicos se calculen sobre el capital del pet-
iodo anterior significa que los descuentos realizados con anterioridad
influyen en el calculo de los descuentos del periodo en cuestion.

1.4.2.1 Generalizacion y marchas progresivas
Funcién Valor Actual

Si el vencimiento del capital se adelanta “n” perfodos, entonces su
valor estara dado por la siguiente expresion:

VA=VN-D(0,n)

Aplicando la ley de actualizacién compuesta los intereses corres-
pondientes a cada perfodo seran distintos entre si por dos razones:
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a) variacion del capital que los origina y
b) variacion en la tasa periddica,

Por lo que desarrollando obtenemos lo siguiente

VA=VN,—d (01)-d(1,2)-...—d(n—1,n)
=VN,-VN,d, ~VN, .d _,—VN, .d,—..—VN,d,

Donde cada “VN;” representa el valor del capital en los distintos petio-

dos. Siendo “n” el momento en el que el capital estarfa disponible origi-

nalmente, entonces VN, _| representa el valor de ese capital si se adelanta

un periodo su disponibilidad, VN, _, representa el valor del capital si se

adelanta dos periodos su disponibilidad, y asi sucesivamente.

Reemplazando los distintos valores por su expresion en funcion del valor

del capital al momento “n” VN,

VA=VN,—VN,d,—~VN, (1-d )d _ —~VN (1-d )(1-d, )d, _,—..
~VN, (1-d )(1-d, ). (1-4d,)d,

Sacando como factor comin VN,
1-d, —(1-d)d, —(1-d )1-d,_)d, - }

VA=VN, {_ (1-d )1-d,_).(1-d,)d,

Sacando como factor comun al factor de actualizaciéon del primer

petiodo que se adelanta el capital (l - dn)

1-d ,—-\1-d _,)d ,—\1-d _)J\1-d ,)d ,—..
VA:VNn.(l—dn){ n ( ”‘1) n=2 ( n—l)( n—2) n-3 }

- (1 —d,, )(1 —d, )(1 —d, )‘dl
Sacando como factor comun al factor de actualizacién del segundo

petiodo que se adelanta el capital (1— dn_l)
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1-d,,~(1-d,)d, ,~(-d,,)1-d, ), ..
VA=VN,1.(1—dn).(1—dn_1){ 2 ~(=d o) ~(1-d, )1 =d ) }

~(-d_)1-d, ). (1-d,)d,

Y asi sucesivamente hasta el factor de actualizacion del antedltimo perio-
do, obtendremos la generalizacién de valor actual bajo régimen com-
puesto considerando tasas distintas para cada periodo.

VA=VN, (1-d )(1-d ). (1-d,)(1-d,)
VA:VNn.fI(l—dj)

J=1

Donde
e VN, es el capital disponible en el momento futuro “n”.

® VA es un capital ubicado en un momento mas cercano en el tiempo,
“n” periodos mas cerca, al que llegamos a partir de VN, mediante la
aplicacion de la ley financiera de actualizacién compuesta.

® “d;” eslatasa de descuento vigente para cada periodo

® “n” es la cantidad de perfodos que se consideran en la operacion.

Si la tasa de descuento se mantuviera constante para todos los pet-
iodos de la operacién y se quisiera adelantar la disponibilidad de un capi-
tal un periodo, se verificara lo siguiente:

VN, =VN, (1-d)

n

Si se adelantara la disponibilidad dos petiodos
VN, ,=VN, _ (1-d) =VN, (1-d)(1-d)=VN, (1-d)
Si se adelantara la disponibilidad tres periodos
VN, _,=VN, ,(1-d) =VN,(1-d}(1-d)=VN, (1-d)

n
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Y asi sucesivamente, hasta adelantar la disponibilidad de un capital

[T 2]

n” petriodos
VA=VN, (1-4d)'
Funcién descuentos periédicos y acumulados
Sabiendo que los descuentos periddicos se calculan sobre el valor

del capital al momento anterior, la expresion del descuento resultante de
adelantar la disponibilidad de un capital un periodo sera

D(0,1)=VN, d,

Analogamente,

D(1,2)=VN,_.d,_,

(I

En forma general, los intereses correspondientes al perfodo “p” son
D(p-1,p)=VN,d,
Expresando VN, en funcién de VN,

p-1
D(p-1,p)=VN,[]l~d,)a,
j=1

Donde
(13 2

e VN, es el capital disponible al momento futuro “n”.

o “d ;7 es la tasa de descuento vigente para cada periodo anterior al

[T 2]

petiodo “p

[T 2]

o dp ” es la tasa de descuento vigente en el perfodo “p

Aplicando la definicién de descuento, los descuentos acumulados en
el total de la operacién seran entonces

D (0,n)=VN, —VA
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—w,[1-TT0-4,)

J=1

Sila tasa de descuento se mantuviera constante para todos los petfodos
de la operacién

D(0.n)=VN, Ji-(1-d)]

() Queda como eercicio para el alunino verificar lo anterior. ;Como serdn los des
cuentos periddicos en este caso?

1.4.2.2 Formulas derivadas

A partir de la expresion de Valor Actual bajo el supuesto de que la
tasa de descuento se mantiene constante durante toda la operacién

VA=VN(1-d)'

podemos derivar las expresiones de las distintas variables que intervie-
nen en el calculo realizando los despejes correspondientes

_Valor Nominal (VN)
VN =VA(1-d)"

Notese que partiendo del valor presente de un capital (VA) obte-

nemos su valor en un momento futuro (VN ) mediante la utilizacion

de la expresion inversa un factor de actualizacion, lo que nos hace ver
que un factor de actualizacién puede ser utilizado como factor de
capitalizacion, si al capital le aplicamos su expresion inversa.
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= (1—d)™" = factor de capitalizacién de “n” periodos
_Tasa de descuento (“d”)

VA
VN

d=1-1

_ Tiempo que dura la operacién

In(VA)—In(VN)
In(1—d)

n=

®)

v Queda como ejercicio para el alumno realizar los desarrollos para llegar a las

excpresiones anteriores.

1.4.2.3 Ejercicio de Aplicacion

Un documento que vence en dos afios se descuenta al 8% que actualiza
semestralmente durante el primer semestre y el resto del tiempo al 5%
que actualiza trimestralmente. Si el descuento total asciende a $250.000,
a)¢cudl es el valor nominal del documento?
b) Si la tasa descuento hubiera sido del 8% semestral durante toda la
operacion, calcular el valor nominal y valor actual.
©) Si VN= $900.000, calcular el tiempo necesario para que el descuento
total sea de $300.000 si la tasa se mantuvo al 5% trimestral.

Resolucion

a) Aplicamos entonces la definicién de descuento, teniendo en cuenta
que la tasa de descuento del 8% se aplica durante un semestre y la tasa
del 5% se aplica durante 3 semestres, es decir, 6 trimestres.
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D (0,n)=VN, —VA = 250.000
250.000=VN, —VN, (1-0,08)(1-0,05)°
250.000 = VNn.[l —(1-0,08)(1- 0,05)6]

= VN, =772.283,1635

b) Calculamos el VN sabiendo que la tasa permanecié constante para
todo el perfodo de la operacion

D (0,n)=VN, —VA =250.000
250.000=VN, —VN, (1-0,08)’
250.000 = VNn.[l —(1- 0,08)4]

= VN, =881.501,39
Podemos calcular el valor actual de dos formas

VA=VN(1-d) =881.501,39-(1-0,08)' =631.501,39

VA =VN - D(0,n)=881.501,39 — 250.000 = 631.501,39

¢) Procedemos a calcular el momento al que el descuento ascenderd a
$300.000 sabiendo que el valor nominal es $900.000

300.000 = VN - VA
300.000=900.000.]1 - (1-0,05'|

~300.000
900.000

=(1-0,05)"
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In 1—% =n.In(1-0,05)

= n=7,9048

Atencién! Dado que la tasa del 5% es trimestral, el “n” del exponente
del factor de actualizacion representa trimestres, por lo que se concluye
que para que el descuento practicado alcance los $300.000, a una tasa de
descuento del 5% trimestral se necesitan 7,9048 trimestres.

1.5 TASAS

Hasta ahora hemos considerado operaciones en las que la capi-
talizacién o actualizacion se producia en el periodo en que estaba indica-
da la tasa, pero esto no siempre ocurre asi, pues generalmente la tasa esta
expresada en un perfodo y los intereses o los descuentos se calculan por
subperiodos o por otros periodos.

Es por ello que la mayoria de las veces es necesatio realizar una ade-
cuacion de la tasa al periodo con el cual se esta trabajando. Este
procedimiento es fundamental: A la hora de realizar cualquier tipo de
operacion financiera se debe asegurar que la tasa con la que estemos
trabajando se corresponda con el periodo de la operacion.

Lo 16gico es que cualquiera que sea la frecuencia de calculo de los
intereses o descuentos en una operacion, al final, el importe total de los
mismos no vatfe, esto es, el resultado final de la operaciéon no se vea
afectado.

En consecuencia, si se cambia la frecuencia de cilculo de los inter-
eses habra que cambiar el importe de las tasas aplicadas en cada caso.
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1.5.1 TASAS BAJO REGIMENES SIMPLES:
TASAS PROPORCIONALES

En el caso de los regimenes simples, tanto de capitalizaciéon como
de actualizacion, siendo los intereses directamente proporcionales a los
tiempos (salvo en descuento racional), se demuestra que si el tiempo se
expresa en un determinado periodo, la tasa debe ser directamente pro-
porcional al mismo. Bajo estos regimenes, la adecuacién de la tasa se
hace mediante una proporcion.

Se denominan tasas proporcionales (en regimenes simples) aque-
llas que expresadas en tiempos distintos, producen igual interés.

Ejemplos
_Si i;es una tasa anual y la operaci6n es a “n” dias, entonces la tasa a

utilizar serd el resultado de la proporcion correspondiente, considerando

n
un afio civil: i*= l —— es decit, se calcula la tasa diaria (al dividir a

I;por 365) y luego la aplico “n” dias (multiplico esa tasa diaria pon “n”).
Por supuesto, lo anterior también se aplica a tasas de descuento

d*_dj%

[T

i (d -) es una tasa mensual y la operacién es a “n” meses, entonces

SC »

para calcular el capital final, aplico esta tasa veces siempre y cuando

la tasa se mantenga constante para los “n” meses: *=i.n (6
*k —
d*=dn)

Si la tasa variara, entonces la tasa total a aplicar serfa la sumatoria de las
distintas tasas mensuales.

1.5.1.1 Relacién entre tasas de interés y descuento bajo regimenes
simples.

Hemos visto anteriormente que un factor capitalizacién puede ser
utilizado como factor de actualizaciéon y viceversa. Teniendo en cuenta
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esto, podemos establecer las siguientes relaciones entre factores de capi-
talizacion y actualizacién

(1+in)=(1-dn)" expresados como factores de capitalizacion

o
1+ i.n)_l =(1—-d.n) expresados como factores de actualizacion

Estas igualdades no la cumplen dos tasas cualesquiera, sino que
deben estar expresadas en el mismo periodo y una se obtiene en funcién
de la otra.

Tomando la primera expresion, si tenemos como dato la tasa de
descuento, entonces, para hallar la tasa de interés que hace que esta

igualdad se cumpla, realizamos el siguiente despeje:

I, _l-l+dn_ dn

in= — =
1-d.n 1-d.n 1-d.n
. d
= i=—
1-d.n

Si nuestro dato es la tasa de interés, para hallar la correspondiente
tasa de descuento que hace que esta igualdad se cumpla, procedemos
analogamente y llegamos a la siguiente expresion:

d= i.
1+in

<Y7/> . .. . . .
© Queda como ejercicio para el alumno realizar el desarrollo de la siltima expresion.

d

De [=——
1-dn

d L
resulta 1—d.n=— factor de actualizacién, de donde se desprende que
i

i <1 potlo que d<i (porgué?)
i
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i
1+i.n

Por otra parte tenemos que d =

Donde l+i.n=é, factor de capitalizaciéon del que se desprende que

i .
E >1 yen consecuencia 7> d

1.5.2 TASAS BAJO REGIMENES COMPUESTOS:
TASAS EQUIVALENTES

En el caso de regimenes compuestos, al capitalizar o actualizar va-
rias veces en el periodo de la operacion utilizando tasas proporcionales
no se obtienen iguales montos... Para obtener en tiempos iguales mon-
tos iguales pero utilizando distintas frecuencias de capitalizacion o actua-
lizacién, es necesario el uso de tasas equivalentes.

Se denomina tasa equivalente a una tasa subperiédica que capitali-
zada (actualizada) “m” veces en el periodo, produce al final del mismo
igual monto (valor actual) que con la capitalizacién (actualizacién) perio-
dica. Expresado en forma matematica:

(1+i)=0+i )"
(1-d,)=(-d,)"

Donde “i,7,“1,,”,“d 7y “d,,”, representan tasas efectivas para
los periodos considerados por cada una y “m” es un subperiodo de “a”.

En el caso de regimenes simples, las tasas proporcionales son a su
vez equivalentes, cosa que no ocurre con los regimenes compuestos.

Existen también valores proporcionales, tasas de referencia que no
se aplican en forma directa a un capital sino que se utilizan para hallar las
tasas efectivas a aplicar en las capitalizaciones (actualizaciones) en cada
uno de los subperiodos: las tasas nominales anuales de interés J(m) y
de descuento F(m).

Una tasa nominal es la tasa que se obtiene al final de un periodo
siempre y cuando los rendimientos generados subperiddicamente no se
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reinviertan. Es igual a la tasa efectiva subperiédica multiplicada por la
cantidad de veces que entra el subperiodo de capitalizacién 6 actualiza-
ci6én en el periodo considerado.

J(m)=i m  enelcaso de tasas nominales de interés
J(m)
- 7 = lm

m

F(m)=d,m enelcaso de tasas nominales de descuento

F(m) _
=

d

m

“m” representa la cantidad de veces que entra el subperiodo de capitali-
zacion 6 actualizacion en el periodo considerado.

Notese que i, es equivalente a I, y propotcional a J(m).

Por ejemplo, si el periodo considerado es un afio, se tratara de una
tasa nominal anual (TNA). Esta TNA serd igual a la tasa efectiva subpe-
riédica multiplicada por la cantidad de veces que entra en el afio el sub-
petiodo al cual hace referencia.

Entonces, | [ 365 ) representa una tasa nominal anual de interés para

"t

operaciones a “s” dias, por lo que 1(365j serd una tasa nominal anual de

interés para operaciones a 30 dias, (365) serd la TNA de interés para
180
operaciones a 180 dias, etc.

365)_, 365
30 _(ﬁ)'so

30

A su vez J
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por lo que W = Z(EJ

EECE

30

El mismo razonamiento se sigue con las TNA de descuento.

365
180

TINA de interés para operaciones a 180 dias y realizar el razonamiento para

las TINA de descuento.

Queda como ejercicio para el alummno hallar la expresion de i(

) a partir de la

Las tasas nominales no siempre toman como periodo de referencia
al aflo. El periodo de referencia puede ser cualquier periodo. Por ejem-
plo, existen tasas nominales semestrales, de 270 dias, etc.

Una tasa nominal semestral de interés para operaciones de

se expresa 1(180

llsll

({92
S

dias

j. Una tasa nominal de descuento de 270 dias para

operaciones de “s” dfas se expresa F(270j , etc.
”S”
El unico caso en el que una tasa nominal se aplica directamente a
un capital es cuando el periodo al que hace referencia coincide con el
subperiodo considerado, por ejemplo, una tasa nominal anual de interés

para operaciones de un afio j 365) 6 una tasa nominal semestral de
365
descuento para operaciones a seis meses F[ISO . En estos casos, las
180

tasas nominales coinciden a su vez con las tasas efectivas, lo que puede
comprobarse muy facilmente (scémo?).

Una vez visto todo lo anterior, estamos en condiciones de presentar
una nueva expresion equivalente a los factores de capitalizacién o actua-
lizacién antes vistos:
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m

1=d)=0-a,)" = 1= ]

(1+ia):(1+im)-m:[1+MT

Recordando que (1+ i, )=(1- d, )" vemos que

(1+ia)=(1+im)'m:[l+J(m)T = (1-a,)" =(1_dm)m=[1_F<m>y

m m
De donde podemos deducir todas las relaciones entre las distintas tasas.

El siguiente esquema nos ilustrard como se dan estas relaciones:

VAN

F(m) «<—» d(m) d(p) «—» F(p)
J(m) «—> i(m) i(p) «—» J(p)

Veamoslo con un ejemplo:

[T 2]

Si se quiere hallar la tasa de descuento nominal anual del periodo “p
F(p) teniendo como dato la tasa nominal anual de interés del periodo
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[T

“m” J(m), siendo “m” y “p” dos subperiodos distintos del afio, enton-

CeEs:

_Primero, debemos hallar la tasa efectiva para el periodo “m” en funcién
del dato que tenemos: la TNA (tasa nominal anual) de interés para el

periodo “m” (J(m))

J(m) _
=

_En segundo lugar, encontramos la tasa equivalente anual a i(m): i

a’
para lo que debemos trabajar con factores de capitalizacién, planteando
la igualdad que debe cumplirse en funcién de la definicién de tasa equi-
valente:

+i ]"=0+i)

=+ " -1=i,

_Una vez conocida la tasa efectiva anual i, calculamos la tasa efectiva

[Pl

de interés del perfodo “p” (hacemos el cambio de periodo), trabajando
nuevamente con los factores de capitalizacién correspondientes

[1+z ] (1+i,)
:>ip:(1+ia);—1

(I

_Luego, hallamos la tasa de descuento equivalente para el periodo “p”,
expresando ambos factores como factores de actualizacién

+i ] =l1-a]

=d, =1-[l+i ]
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[T 2]

_Por dltimo, a partir de la tasa efectiva de descuento para el perfodo “p
hallamos la TNA de descuento para el mismo periodo realizando una
proporcién. En este caso se trabaja directamente con las tasas

F(p)=d,p

Hasta aqui, dos cuestiones: una positiva y otra no tanto. ;Cual dese-
arfa conocer primero?

La cuestion no tan positiva es que seguir esta serie de pasos puede
resultar engorroso y conducir a errores... la buena noticia es que se pue-
de pasar de una tasa a la otra planteando todo lo anterior en una sola
igualdad de la que despejaremos la incognita:

L) [ Fw)
m p

Noétese que esta ecuacion resume todos los pasos anteriormente realiza-

dos.

&' Dejamos como actividad a los alumnos verificar lo anterior y
_Hallar la tasa efectiva de descuento para el periodo “m’” en funcion de:
a) la tasa de interés efectiva del miismo periodo.
b) la tasa nominal annal de interés del mismo periodo.
¢) la tasa de descuento efectiva para un periodo “p”’
d) la tasa nominal anual de interés de un periodo “p”
¢) la tasa nominal annal de descuento de un periodo “p”
_ Hallar la tasa efectiva de interés para el periodo “m” en funcion de:
a) la tasa de descuento efectiva del mismo periodo.
b) la tasa nominal annal de descuento del mismo periodo.
¢) la tasa de interés efectiva de un periodo “p”
d) la tasa nominal anual de interés de un periodo “p”
¢) la tasa nominal annal de descuento de un periodo “p”
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1.5.2.1 Ejercicio de aplicacion

Dada una tasa de descuento nominal anual para operaciones a 30
dias del 10%, hallar la tasa de interés nominal anual para operaciones a
90 dias equivalente.

Resolucion

) d
Tenemos como dato 30 y queremos calcular 90 .

La forma mas rapida de hacer esta equivalencia es planteando la siguiente
igualdad y despejar la incognita.

[H J(m)}’” :{1_ F(p)}
m p

Lo resolveremos de esta forma y mostraremos como al ir resolviendo y
despejando esta ecuacion estaremos aplicando todos los pasos que plan-
teamos en principio:

)

_365 365
30 J 90
365
odof | TS
365 365
30 90
Hiw) 3
En el primer miembro de la igualdad, al dividir a 30 por 30 ,

365
estamos hallando la tasa de descuento efectiva mensual ( ) .
365
Al elevar el primer factor ala 3 | lo estamos transformando en un fac-
tor de actualizacién anual, y al multiplicar ese exponente por (-1), lo
transformamos en un factor de capitalizacion anual, que debe ser equiva-
lente al segundo miembro de la igualdad.
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365

] 90
%)
11056277 =| 1+ =2~

365
90
Despejamos J <
%)
90 365
|:(1,1056277)365 — 1}@ = J(%J

90
Al elevar el factor de capitalizacién anual a la 36 | estamos hallando un
factor de capitalizaciéon de 90 dias. Al restarle 1 a este factor, encontra-

365

90

[/
mos la tasa efectiva de interés de 90 dias ( ) . Por dltimo, al multiplicar

. ~ 365
esa tasa por la cantidad de veces que entra en el afio 7, obtene-

mos la tasa nominal anual de interés para operaciones a 90 dias.

0,101667 = J(@]
90
1.5.2.2 Relacién entre tasas de interés y descuento bajo regimenes com-
puestos
Sabiendo que un factor capitalizacion puede ser utilizado como
factor de actualizacion y viceversa, podemos establecer las siguientes

relaciones entre factores de capitalizacion y actualizacion bajo regimenes
compuestos

(1+i)' =01-d)" expresados como factores de capitalizacion

(1+i)"=(1-4a) expresados como factores de actualizacion

6 lo que es lo mismo
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(1+i)=(1-a)" expresados como factores de capitalizacion

(1+i )_l =(1-4d) expresados como factores de actualizacion

Estas igualdades no la cumplen dos tasas cualesquiera, sino que
deben estar expresadas en el mismo perfodo y una se obtiene en funcién
de la otra.

Tomando la primera expresion, si tenemos como dato la tasa de
descuento, entonces, para hallar la tasa de interés que hace que esta
igualdad se cumpla, realizamos el siguiente despeje:

1 1_1—1+d_ d . d

1= — = ] =—

1-d 1-d 1-d 1-d

i
Analogamente llegamos a que d = a7
+1

&
% Queda como ejercicio para el alumno demostrar como se llega a la diltima expre-

sion.

De [ =—

d
1-d

d
Resulta 1—d =— factor de actualizacién, de donde se desprende que
i

i <1 porlo que d <7 (sporqué?)
i

i
Por otra parte tenemos que  d = T
+1

L T,
de donde 1+i= R factor de capitalizacién del que se desprende que
i o
—>1 yen consecuencia 7> d
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1.6 CAPITALIZACION CONTINUA

En la practica podemos pactar que la capitalizacion de intereses sea
anual, semestral, trimestral, mensual, diaria, cada hora, cada segundo...
De hecho, podria pactarse que los intereses se capitalizaran cada fraccién
infinitamente pequefia de tiempo, y esto es lo que se conoce como capi-
talizacién continua.

Ahora bien, hemos visto que el factor de capitalizacién bajo régimen
de interés compuesto cuando la tasa se mantiene constante en toda la
operacion es

(1+i )

. ol .
Sabemos que la tasa efectiva subperiédica “ ™ ” puede ser obtenida
a partir de una tasa nominal periédica. Reexpresando el factor de capita-
lizacién en funcién de esto:

14 Lm
m

Dado que “m” representa la cantidad de veces que entra el subper-
fodo en el perfodo considerado, podemos expresarlo como el cociente
entre el periodo y el subperiodo. Denominando “n” al periodo y “s” al

m=—
subperiodo expresamos “m” como § . Manteniendo el periodo de
referencia constante, mientras mas pequefio sea el subperiodo para el
cual calcularemos los intereses, mas grande se hace “m” en nuestra
térmula. Si los intereses se capitalizan cada fraccién infinitamente pe-
quefia de tiempo, el nimero de periodos de capitalizacién anual seria
infinitamente grande, es decir, “m” tenderfa a infinito.

El factor de capitalizaciéon a emplear en operaciones financieras en
las que se pacte este tipo de fraccionamiento es el resultante de aplicar el
limite de “m” tendiendo a infinito al factor de capitalizacién convencio-
nal:

J(m) "
m

lim, |1+

-
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El limite de “b” tendiendo a infinito de una sucesion del estilo de
b

1+2
b

a
es ¢, porlo que

1+J(m) m:ej(m)
m

lim

m-—>oo

Donde el nimero “e” es la base de los logaritmos naturales o nepe-
rianos. El nimero “e” es real e irracional, su valor no puede ser dado
exactamente como un numero finito o con decimales periédicos. Su
valor aproximado por truncamiento es 2,7182818284590452354...
Entonces, bajo un régimen de capitalizacién continua:

C,=C,e’ ™

Si se desea aplicar este factor de capitalizacion durante “t” periodos,

entonces

fim, |1+ _ gromn
m

. . . C, . .
Por lo que si una cantidad de dinero ~%es invertida a una tasa no-
minal J(m) bajo un régimen de capitalizacién continua durante “t” petio-
dos, su monto se obtiene a partir de

_ J(m).t
C,=C,e

n

Realizando una comparacién entre los montos obtenidos utilizando
capitalizacion compuesta no continua y la capitalizaciéon continua, obset-
vamos lo siguiente:

Co(l+i)=Cpe’™

Donde “1” es la tasa efectiva del perfodo
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= (1+i)=e’™
= 1In(1+i)=J(m)

En el caso de capitalizaciéon continua, J(m) es la tasa nominal peri6-
dica para operaciones a subpetiodos infinitamente pequefios de tiempo.

De lo visto anteriormente, se desprende que
.\-1 —
= (i) = e

'y Queda como ejercicio para el alumno realizar los ragonamientos corvespondien-
tes para el caso de actualizacion continua, partiendo de una tasa nominal de
descuento.

1.6.1 Ejercicio de aplicacion

Calcule la cantidad de dinero que debe ser invertida hoy al 8% anual
capitalizable continuamente para acumular $5000 en dos afios. ¢Cual es
la tasa efectiva del periodo de la operacion y cudl la tasa efectiva anual?,
¢Cual serfa la tasa efectiva del perfodo de la operacion si se hubiese pac-
tado al 8% nominal anual para operaciones a 30 dias? ¢Y si se pactaba el
8% de interés anual para operaciones de 1 dia?. Obtenga conclusiones al
respecto.

Resolucién

Primero hallaremos la cantidad de dinero a invertir al 8% capitalizable
continuamente para acumulas $5000 en dos afios:

_ J(m).t
C,=C,e

Sabiendo que "

= 5000 = C,.e"*?
5000.e"%* =C,
4260,72=C,

Tasa efectiva del petfodo, en este caso, 2 afios:
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0082 _ |14
~e (U]

1173511—-1=1,
= 0.173511=,

Z(E] —h
365

Hallamos la tasa efectiva anual, en funcién de la tasa efectiva de 2 afios:

It | =+4 s\ = b
g e B
(1+i) =(1+4i,)

1
=i =(1+0,173511) —1
=i, =0,0832871

Calculamos la tasa efectiva si se hubiese pactado una tasa de interés no-
minal anual para operaciones a 30 dias:

365

30 5.2
1+4,)=]1+0,08.—
( lz) ( 365)

=i, =0,172896

Sien lugar de J(%j =0,08 se hubiese pactado J(3—?5j =0,08

365

2
(1+i,)= (1 +o,08.ij 1

365
i, =0,173490296
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1.7 EJERCICIOS DE APLICACION
Ejercicio 1
Dada una tasa efectiva mensual del 10%, calcule las tasas proporcionales

y equivalentes correspondientes a un bimestre, trimestre, etc., hasta la
tasa anual (12 meses). Grafique.

Resolucion
Efectiva

Periodo Proporcional Equivalente
Mensual 10,0% 10,00%
Bimestral 20,0% 21,00%
Trimestral 30,0% 33,10%
Cuatrimestral 40,0% 46,41%
cinco meses 50,0% 61,05%
Semestral 60,0% 77,16%
7 meses 70,0% 94,87%
8 meses 80,0% 114,36%
9 meses 90,0% 135,79%
10 meses 100,0% 159,37%
11 meses 110,0% 185,31%
12 meses (anual) 120,0% 213,84%
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Calcule el monto y tasas de rendimiento bajo interés simple e interés

Valor tasa en %

1,50

1,00

0,50

Tasas efectivas equivalentes y tasas proporcionales

=&—Interés Compuesto

== Interés Simple

Mensual
Bimestral
Trimestral
5 meses
Semestral
7 meses
8 meses
9 meses
10 meses
11 meses
12 meses

Cuantrimestral

Periodo

Ejercicio 2

Dadas las siguientes condiciones

Capital inicial: $1.000

Periodo de colocacién: 1 afio

Tasas de interés:

Primeros tres meses: 1% efectivo mensual
Siguientes dos meses: 1,5% efectivo mensual
Siguientes cuatro meses: 2% efectivo mensual
Resto de los meses: 3% efectivo mensual

compuesto.
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Factor Monto al final | Intereses Intereses
Mes Tasas . -z
Capitalizacion del mes mensuales | acumulados
0 1.000
1 0,01 1,01 1.010,00 10,00 10,00
2 0,01 1,01 1.020,10 10,10 20,10
3 0,01 1,01 1.030,30 10,20 30,30
4 0,015 1,015 1.045,76 15,45 45,76
5 0,015 1,015 1.061,44 15,69 61,44
6 0,02 1,02 1.082,67 21,23 82,67
7 0,02 1,02 1.104,32 21,65 104,32
8 0,02 1,02 1.126,41 22,09 126,41
9 0,02 1,02 1.148,94 22,53 148,94
10 0,03 1,03 1.183,41 34,47 183,41
11 0,03 1,03 1.218,91 35,50 218,91
12 0,03 1,03 | 1.255,48 36,57 255,48

Bajo interés compuesto, el monto generado al final del afio asciende a
$1255,48, conformado por el capital inicial de $1000 e intereses por
$255,48.

El rendimiento de la operacion expresada en tasa efectiva anual se obtie-

ne planteando $1255,48=1000. (1 + i)

Dado que entre el monto ($1255,48) y el capital inicial ($1000) hay un
afio de distancia, la tasa a despejar sera anual

= $1255,48/1000 — 1 = 0,25548

Silo expresamos en términos mensuales (rendimiento efectivo mensual):

i(365/30) = (1+0,25548)30/365 — 1 = (,01888
¢Qué significan las dos tasas anteriores?

La primera indica lo efectivamente ganado al cabo del afio en la opera-
cién, entonces, sera indistinto invertir el capital capitalizando intereses
mensualmente durante un afio a las tasas mensuales antes descriptas que
capitalizar intereses una sola vez al final del afio a la tasa del 0,25548.

La segunda tasa es la equivalente mensual a la anual calculada antes. Es
decir, da lo mismo capitalizar una vez al final del afio al 0,25548 que 12
veces en el afio al 0,01888.

A continuacion realizamos una comprobacion.
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Periodo Factor Monto al final| Intereses Intereses
Tasas - ..
(Mes) Capitalizacion del mes mensuales | acumulados

0 1000
1| 1,8876% 1,0189 1.018,88 18,88 18,88
2| 1,8876% 1,0189 1.038,11 19,23 38,11
3| 1,8876% 1,0189 1.057,70 19,60 57,70
4| 1,8876% 1,0189 1.077,67 19,97 77,67
5( 1,8876% 1,0189 1.098,01 20,34 98,01
6| 1,8876% 1,0189 1.118,74 20,73 118,74
7| 1,8876% 1,0189 1.139,85 21,12 139,85
8| 1,8876% 1,0189 1.161,37 21,52 161,37
9| 1,8876% 1,0189 1.183,29 21,92 183,29

10| 1,8876% 1,0189 1.205,63 22,34 205,63

11 1,8876% 1,0189 1.228,38 22,76 228,38

12| 1,8876% 1,0189 1.251,57 23,19 251,57

0, Io que es lo mismo: $1000.(1+0,0189)" = $1251,57

Notese que, capitalizando 12 veces al 1,89%, no se genera el mismo
monto que antes... $1251,57 contra $1255,48.

Ejercicio: Determine cudl es el error cometido.
Resolucion

Lo primero que se hizo fue calcular la tasa efectiva anual (25,548%), y
luego se calculd la tasa equivalente efectiva de 30 dias (1,89%), con un
afio de referencia de 365 dias.

En el cuadro anterior se capitaliz6 12 veces a una tasa de 30 dias. Luego,
el periodo total es de 12.30 = 360. Es decir, restan capitalizar 5 dias.

Una forma de resolver el problema es capitalizar tantas veces como un
mes de 30 dfas entre a lo largo de un afio de 365 dias al 1,89%. Es decir,
365/30 veces:

M = $1000.(1 + 0,0189)365/30 = $1255,48, el cual coincide que el monto
original.

En este caso, se estaria tomando que el afio esta constituido por 12
meses de 30,4166667 dias cada uno (365/12). Este esquema es el que se
utilizé en la colocacién original.
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Otra forma es, en el tltimo mes, capitalizar durante el periodo de 35
dfas en lugar de 30. Como la tasa es mensual, el exponente debe estar
expresado en meses (de 30 dias). Luego, si se quiere capitalizar durante
un perfodo de 35 dias en lugar de 30, el exponente no sera 1 sino
1,166666667 (resulta de hacer una regla de tres simple: 35/30 =
1,166666667, es decir, si 30 dias es un mes, 35 dias son apréximadamen-
te 1,166666667 meses).

Periodo Factor Monto Intereses Intereses
Tasas T L.
(Mes) Capitalizacion | _mensual | mensuales | acumulados
0 1.000
1 1,89% 1,0189] 1.018,88 18,88 18,88
2 1,89% 1,0189] 1.038,11 19,23 38,11
3 1,89% 1,0189] 1.057,70 19,60 57,70
4 1,89% 1,0189] 1.077,67 19,97 77,67
5 1,89% 1,0189] 1.098,01 20,34 98,01
6 1,89% 1,0189] 1.118,74 20,73 118,74
7 1,89% 1,0189] 1.139,85 21,12 139,85
8 1,89% 1,0189] 1.161,37 21,52 161,37
9 1,89% 1,0189] 1.183,29 21,92 183,29
10 1,89% 1,0189] 1.205,63 22,34 205,63
11 1,89% 1,0189] 1.228.,38 22,76 228,38
12 1,89% | 1,0221) 1.255,48 27,09 255,48

Como se observa, en este caso se genera el monto original de
$1255,48. Notese que el ultimo factor de capitalizacién es levemente
superior que los anteriores, dado que corresponde a 35 dias (lo otros son
de 30 dias).

En la practica, en la Republica Argentina, generalmente se trabaja
con 365 dfas y cuando se constituye un plazo fijo a un mes es por 30
dfas. Esto quiere decir que si el inversor constituye el plazo fijo el 1 de
enero, con capitalizacién mensual, y lo quiere cobrar el 31 diciembre,
debera hacer 11 colocaciones a 30 dias y una dltima a 35 dfas.

Sintesis

En sintesis, hemos trabajado dos cuestiones:

* La primera es la cuestién de la equivalencia de tasas, donde una
operaciéon con tasas distintas durante un periodo puede expresarse
como otra en la que la tasa permanece constante durante toda la
operacion, generando iguales montos.
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= La segunda es la discrepancia de los resultados cuando se trabaja
con 365 dias, debiéndose tomar el recaudo que no hayan quedado
dias sin capitalizar.

) Recomendacion: para el cilenlo de las tasas utilice como minimo cuatro decimales,
¥ : : L . . . )

ya que al ir realizando distintas equivalencias, los sucesivos redondeos dardn lugar a
errores de calenlo cada veg mayores. ..

Ejercicio 3

Calcule el rendimiento de cada uno de los siguientes activos, expresado
en: tasa efectiva del perfodo de la operacion, tasa efectiva anual y tasa
efectiva mensual. Compare.

Accion ACINDAR:
Al 1 de enero de 1998: §1,37
Al 1 de enero de 2007: $4,88

Inmueble:
Al 31 de diciembre de 1999: $20.000
Al 31 de diciembre de 2006: $46.000

Depésitos a plazo fijo:
Al 1 de enero de 2004: $120.000
Al 1 de junio de 2007: $148.302

Resoluciéon

Accion ACINDAR:

Rendimiento del periodo:

4,88 = 1,37.(1+ i)

i =488/137 -1 =2562Es una tasa de nueve afios.

Para pasarla a efectiva anual se busca el perfodo de referencia:
9.365 = 3285

1+ i (3285/3285) = ( 1+ i (3285/365) )3285/365

1+ 2,562 = (1+ i (3285/3065) ) 3285/365

(1 + 2,562)365/3285 — 1 = i (3285/365)
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(1 +2,562)1/9 — 1 =  (3285/365)
i (3285/365) = 0,1516 = TEA =i = i (365/365)

La antetior es la tasa efectiva anual. Es decir: TEA =i =i (365/365) =
= 0,1516. Se recuerda que en las tasas efectivas el numerador de la nomen-
clatura no tiene importancia, no asi el denominador, que indica el periodo.

Inmueble:

Rendimiento del periodo:

56.000 = 20.000.(1+ i)

i=488/137-1=18 Esuna tasa de siete afios.

Para pasatla a efectiva anual se busca el perido de referencia: 7.365 =
2555.

14 7 (2555/2555) = (1+ i (2555/365) )2555/365

1+ 1,8 = (1+1i(2555/365) ) 2555/365

(1 + 1,8)365/2.555) —-1=i (2555/365)

(1+1,8)1/7—-1=1i(2555/365)

i (2555/365) = 0,1585 = TEA =i =i (365/365)

Depésitos a plazo fijo:

Rendimiento del periodo:

148302 = 120000.(1+ i)

i=488/137—-1=0,2359 Es una tasa de 3 afios y 6 meses.

Para pasarla a efectiva anual se busca el perfodo de referencia:
3.365 + 6.60 = 1455 (suponemos 6 meses de 30 dfas cada uno).
1+ i (1455 /1455) = (1 + i (1455/365) )1455/365

1+ 0,2359 = (1 + i (1455/365) )!1-455/365

(1 + 0,2359)365/1455 — 1 = { (1455/365)

i (2555/365) = 0,625 = TEA =i =i (365/365)
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-Cuadro Resumen-

Rendimiento
ACTIVO Valor Para el periodo de la
operacion TEA TEM
ACINDAR
1 de enero de 1997 $ 1,37 256,20% (9 anos) 15,16% 1,17%
1 de enero de 2007 $ 4,88
Inmueble
Al 31 de diciembre de 1999: $20.000 180,00% (7 anos) 15,85% 1,22%
Al 31 de diciembre de 2006: $ 56.000
Depésitos a plazo fijo
Al 1 de enero de 2004: $120.000 23,59% (3y 1/2 anos) 6,25% 0,50%
Al 1 de julio de 2007: $ 148.302

Para comparar rendimientos entre operaciones se debe utilizar la ta-
sa referente a un mismo petfodo (por ejemplo, las efectivas anuales o las
efectivas mensuales). Nunca comparar tasas referentes a periodos distin-
tos, como por ejemplo la de nueve afios con la de siete afios. Cuando se
comparan colocaciones de distinta duracién, una forma es realizar equi-
valencias de tasas a un perfodo comun. En el grifico se comparan las

efectivas anuales.

Comparacion Rendimientos

(TEA)
18% 7
16% | 15,16% 15,85%
14%
12%
10% -
8% 1 6,25%
6% -
4% -
2%
0% : |
ACINDAR Inmueble Depdsitos a plazo fijo
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Ejercicio 4

Un inversor coloca un capital al 10,1085831% efectivo anual adelantado
durante 90 difas. Al vencer dicho plazo invierte lo cobrado a 60 dias al
50,07303518% efectivo anual vencido. El monto que recibe lo invierte a
210 dias en una cuenta especial de ahorro a una tasa de interés del
77,5170527% anual con capitalizacién bimestral. Si al final del afio tiene
una suma de $30.000, se pide calcular:

a. Tasas efectivas de interés para los subperiodos de cada una de las

colocaciones

¢Cuadl fue el capital que invirtié originalmente?

¢Qué rendimiento efectivo anual obtuvo?

d. ¢Cuanto debié haber invertido inicialmente, para obtener el doble de
intereses al final del perfodo que los originalmente percibidos?

o

Trabaje con 360 dias.
Resolucion
Punto a - Subperiodos, tasas dato y tasas incégnita

El periodo total de la operacién es un afio comercial (de 360 dias).
Lo primero que debe ubicarse son los subpetiodos durante los cuales se
hacen las colocaciones, en base a los cuales se calcularan las tasas efecti-
vas subperfodicas.

Como en todos los casos se reinvierten los montos (capital inicial
mas intereses generados), hay capitalizacién de intereses. Luego, se traba-
ja a interés compuesto, debiéndose calcular tasas efectivas (equivalencia
de tasas).

Colocacion | Subperiodo Tasa dato Tasa que debe
calcularse
Primera 90 dias Tasa de descuento efectiva | Tasa efectiva de 90
anual: 4= 10,1085831% dias: 4360/90)
Segunda 60 dfas Tasa de interés efectiva Tasa efectiva de 60
anual: /= 50,07303518% dias: 4360/90)
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Tercera 210 dias Tasa de interés nominal Tasa efectiva de 210
anual para operaciones de | dias: 360/210)

dos meses: j(360/60) =
77,5170527%

Para realizar el calculo, deben hacerse tres equivalencias:

Primera equivalencia:

(1-d)~' = [1+ i (360/90)]360/90

(1= d)=0/360 —1 =i (360/90)]

i (360/90)] = 0,027

Segunda equivalencia:

(14 i) = [1+ i (360/60)]360/60

(1+1)60/360 —1 = § (360/60)

i (360/60) = 0,07

Tercera equivalencia:

{1+ [j (360/60)]/(360/60) }360/60 = [1+ i (360/210)]360/210
{1+ [J (360/60)]/(360/60) }210/60 — 1 =7 (360/210)

i (360/210) = 0,53

Punto b — Monto invertido originalmente

Teniendo el monto final y las tasas aplicadas, se despeja el capital inicial:

$30000 = Cy.(1+0,027).(1+0,07).(1+0,53)
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$30000

Co= = $17843,32
(1+0,027).(1+0,07).(1+0,53)

Punto ¢ — Rendimiento efectivo anual

Para calcular el rendimiento efectivo, se debe compara lo que reci-
bi6 con lo que deposité inicialmente. El ejercicio pide tal rendimiento en
términos anuales; como en este caso la duracién de la operacion es un
aflo, al comparar monto con capital inicial la tasa efectiva resultante sera
anual, por lo que no debe efectuarse ninguna equivalencia adicional.

$30000 = $17843,32.(1+ i*)

P = [$30000 / $17843,32] -1

i*=0,6813017

Punto d - Cuanto debié haber invertido inicialmente, para obtener
el doble de intereses al final del periodo que los originalmente per-
cibidos.

Primero deben calcularse los intereses originalmente percibidos, los
cuales pueden hallarse como diferencia entre el monto y el capital inicial.
10,7y =M—Cy=$30.000 — $17.843,32 = $12.156,68
El doble de los intereses es: 2¥$12.156,68 = $24.313,37

El nuevo monto serfa el capital inicial mas los nuevos intereses genera-

dos: Cy + $24.313,37 = C..

Otra forma de calcular lo anterior es sumar al monto original, la nueva
porcion de intereses generados: $30.000 + $12.156,68 = $42.156,68.

Luego, el capital que se debié depositar originalmente para obtener dicho
monto es:

Co+$24.313,37 = C, .(1+0,027).(14+0,07).(1+0,53)
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_ $42156,68
" (14+0,027).(1+0,07).(1+0,53)

=$25.073,84

Ejercicio 5

Se invierten $200.000 en el otorgamiento de un préstamo personal,
cobrandose una tasa del 16% anual para operaciones a tres meses. Los
intereses se cobran en forma trimestral y el capital prestado se reembolsa
todo junto al final del afio. Si los intereses recibidos se invierten en el
descuento de documentos trimestrales a la tasa efectiva de descuento del
7,5% trimestral, se pide calcular:

Tasa efectiva subperiodica pactada en la operacion de préstamo
Interes subperiédico de la operacion de préstamo

Monto reunido al final del afio

Rendimiento efectivo anual de la operacion

Valor de las cuotas de interés en el mes 6

o oo o

Trabaje con afio comercial (360 dias).
Resolucion

En primera instancia se plantea el eje de plazos y capitales del ejer-
cicio.

Se cobran intereses (I) en forma trimestral y se devuelve el capital
originalmente prestado al final del afio. Como no se efectiia ninguna
devolucion del capital en un punto intermedio, los intereses se calculan
siempre sobre un capital constante, por lo que los mismos seran constan-
tes. Es decir, las cuatro cuotas de interés tienen el mismo valor.

A su vez, cada cuota de interés es reinvertida en otra operacién (que
en este caso es el descuento de documentos trimestrales) hasta el final
del afio.

De esta forma, el monto generado al final del afio va a estar dado
por la devolucion del capital inicial mas el monto que genera la capitali-
zacion de cada una de las cuotas de interés.
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Co

Punto a -Tasa efectiva subperiédica pactada en la operacién de
préstamo

El periodo de la operaciéon es un afo. El subperiodo es el tiempo que
transcurre entre que se efectia cada pago de interés. En este caso, tres

meses. Luego, la tasa requerida es una tasa efectiva trimestral.

Tasa dato: J (360/90) = 16%
Tasa incognita: i (360/90)
360
11 =
Equivalencia: 1+ 37% =1+ i( 39%) j
90
90
3607 =134
5360 (5]

i[%] =0,04

Punto b - Interés subperiédico de la operacion de préstamo
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1=G. i[w)} = $200000.0,04 = $8000
£

Punto ¢ — Monto reunido al final del afio

Como fue dicho, el monto reunido al final del afio va a estar dado por
la devolucion del capital inicial mas las cuotas de interés capitalizadas.

Lo que debe determinarse es la tasa efectiva a la cual se capitalizaran
las cuotas de interés. La tasa que se da como dato es una tasa efectiva de
descuento trimestral. Como la misma es efectiva y el subperiodo coincide
con el subperiodo de los intereses, no es necesario realizar ninguna equi-
valencia. Directamente se capitaliza hasta el mes 12 con una tasa de des-
cuento (poniendo el exponente con signo negativo).

Capitalizacién de los intereses:

I.[1—d (360/30)] + L[1 —d (360/30)]2 + I .[1 —d (360/30)]-" + I
Capitalizacién de los intereses:

$8000.[1-0,075]-3 + $8000.[1-0,075]-2 4+ $8000.[1-0,075]-' + $8000 =
$361006,53

La dltima cuota no debe capitalizarse porque se realiza al momento de
finalizacién de la operacion.

Monto generado al final del afio: Cy + intereses capitalizados.

Monto generado al final del afio = $200.000 + $36.106,53 = $236.106,53
Punto d - Rendimiento efectivo anual de la operacion

$236106,53 = $200000.(1+i*)

«_ 236.106,53

-1=0,18053264
200.000

Punto e- Valor de las cuotas en el mes 6

84



Se pide valuar cada una de las cuotas de interés en el mes 6. Para
ello, es necesario capitalizar la cuota del mes tres durante tres meses y
actualizar las de los meses 9 y 12, tres y seis meses respectivamente. La
cuota del mes 6 se suma sin capitalizar ni actualizar, dado que ya esta
ubicada en dicho periodo.

V(6) =1 .[1—d (360/90)]"' + I + I .[1—d (360/90)] +
+1.[1—d (360/90)]?

V (6) = $8000.[1 — 0,075]1 + $8000 + $8000.[1 — 0,075] +
+ $8000.[1 — 0,075]2

1.8 ANALISIS DE FUNCIONES FINANCIERAS

Interés Simple, Compuesto
Descuento comercial, matematico y compuesto

Una ley financiera se define como un modelo matematico que es-
tablece una relacioén funcional entre dinero, tiempo y tasa de interés, y de
esta forma, nos permite cuantificar los intereses por el aplazamiento y/o
anticipacion de un capital en el tiempo.

A continuacién estudiaremos brevemente modelos correspondien-
tes a leyes de capitalizacion y actualizacion desde el punto de vista ma-
tematico, teniendo en cuenta que el alumno previamente los ha estudiado
desde su punto de vista financiero.

Dado un capital, todos estos modelos son funciones de dos varia-

bles:

® Tasa de interés o descuento, segin sea el modelo a analizar
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® Tiempo

Con respecto a ambas variables, son funciones continuas.
1.8.1 INTERES SIMPLE

1.8.1.1 Funcion Monto e Interés acumulado

Recordemos la relacién que establece esta ley financiera para el
monto y para los intereses acumulados.

C.=Co(1+1in)
1 (O,I’l) =C,—Co=Cpin
Donde “i” es la tasa de interés periddica y “n’” es la cantidad de periodos
que se consideran en la operacion. Para simplificar el analisis se conside-
rard el monto generado por $1, es decir Co = 1, quedando entonces

C.=1+in
IOn)y=Ci—1=1in

En funcion de la tasa de interés
_Monto

Co=f@)=1+in

13234
1

Si tomamos como variable independiente a “i”’, vemos que se trata
de una funcién lineal cuya pendiente es “n” que en este caso, considera-
mos una constante dada.

Al ser la pendiente un numero positivo (por tratarse de tiempo), se
establece una relacion positiva entre la variable dependiente (monto) y la
independiente (tasa), es decir, a mayor tasa de interés, mayor sera el capi-
tal disponible al momento “n”.

Esto se ve también realizando la derivada primera de la funcién res-

(1924

pecto de “7”.
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oC

“=p >0 = se trata de una funcién creciente

oi
En la expresion
C.=1+in

Claramente podemos ver que corta al eje de ordenadas en 1
(¢Coémor): En términos financieros quiere decir que si la tasa de interés
es igual a cero, entonces el capital que tendremos disponible al momento
“n” sera igual al disponible en el momento cero (recuerde nuestra supo-
sicién Co = 1. Queda para usted como ejetcicio comprobar lo anterior

para cualquier Cy).
_Intereses acumulados

IOn)=f@=Ci—1=1in

[1#:3)
1

Tomando como variable independiente a “i”’, vemos que se trata de

una funcién lineal cuya pendiente es “n” que consideramos una constan-
te dada.

La pendiente positiva nos indica que es una funcién creciente, es
decir, a mayor tasa de interés, mayor sera el total de intereses acumulados
al momento “n”.

Lo vemos ademas realizando la derivada primera de la funcién res-
pecto de “i

25

o1(0,n) . .
———==n>0 = se trata de una funcion creciente

di

Corta al eje de ordenadas en 0, lo que en términos financieros quie-
re decir que si la tasa de interés es igual a cero, el interés acumulado al
momento “n’” sera cero.

Podemos comprobar en el grafico las caracteristicas obtenidas anali-
ticamente para las funciones de monto e interés, ambas considerando a

[1Fe4

i” como variable independiente.
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Cn=f(i)=1+in 1(0,n) =f(i) = i.n

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

Cn=f())=1+in i
— —=1(0,n) = (i) = i.n

Ambos graficos han sido realizado tomando n = 20.

Vemos que ambas rectas son paralelas, y su distancia es de 1 unidad
(¢por quér).

En funcién del tiempo

Monto

C.=fm)y=1+in

€C 9

Tomando como variable independiente a “n” es una funcién lineal
cuya pendiente es “i”” que consideramos una constante dada.

Al ser la pendiente un numero positivo (por tratarse de una tasa de
interés y obviando tasas reales), es una funcién creciente, es decir, cuanto
mas tiempo pase Cp invertido en la operacion, mayor sera el capital que
obtendremos.

Esto se ve también realizando la derivada primera de la funcién res-

113

pecto de “7”.

aC,
on

=> el monto es una funcion creciente respecto de

=i >0

113
1

Corta al eje de ordenadas en 1, lo que en términos financieros quiere
decir que si el tiempo es igual a cero (no transcurre tiempo), entonces el
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monto es igual al capital inicial (recuerde nuestra suposicion Co=1. Queda
para usted como ejercicio comprobar lo antetior para cualquier Cy).

_Intereses acumulados
IOn=fm)=Ca—1=1in

En funcién de “n”, se trata de una funcién lineal cuya pendiente es
“i” que es una constante dada.
La pendiente positiva indica que es una funcién creciente, es decir,
cuanto mas tiempo pase, mayor sera el total de intereses acumulados.
Lo vemos ademas realizando la derivada primera de la funcién res-
pecto de “n”.

oI(0,n) . , ,
———==1>0 = los intereses acumulados son crecientes

on

respecto de “n”

Corta al eje de ordenadas en 0, es decit, si el tiempo transcurrido es
cero, el interés acumulado sera cero.
Podemos ver en el grafico las caracteristicas obtenidas analiticamen-

te para las funciones de monto e interés, ambas considerando a “i”” como
variable independiente.
I0,n)=f(nN)=Cn-1=i.n Cn=f(n)=1+i.n
0 T T T T 1
0 5 10 15 20 25
n
Cn=f(n)=1+i.n === =|0,n) =f(n)=Cn-1=in
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® Ambos graficos han sido realizado tomando i = 0,08

Vemos que ambas rectas son paralelas, y su distancia es de 1 unidad

(¢por quér).

Ademas observamos que los graficos son muy similares cuando se toma
“i” como variable independiente: ;Por qué? ¢En qué difieren?
Para todos los casos estudiados hasta el momento, ¢vale la pena tomar la

derivada segunda de la funcién respecto de n?

1.8.2 INTERES COMPUESTO
1.8.2.1 Funcion Monto

Co=Co(l1+i)
Donde “7” es la tasa de interés periddica y “n” es la cantidad de per-
iodos que se consideran en la operacion. Para simplificar el andlisis se con-
siderard el monto generado por $1, es decir Co = 1, quedando entonces

Co=(1+iyr
En funcion de la tasa de interés

Tomando como variable independiente a la tasa de interés, la fun-

€90

cién monto es un polinomio de grado “n”, dado que “n” es una constan-

te dada.

Co=(01+iyr

Cuando i = 0 entonces C, = 1. Esto expresado en forma financiera
quiere decir que cuando la tasa aplicada al capital inicial (en este caso, $1)
es igual a cero, este no se incrementa con el paso del tiempo, permanece
igual que al momento del inicio de la operacion.

Si “i” tiende a infinito, entonces C, tiende a infinito: cuanto mayor
sea la tasa de interés que aplicamos, mayor sera el monto obtenido.

Esta relacién positiva existente entre tasa de interés y monto la po-
demos comprobar tomando la derivada primera de la funcién respecto
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de “i” y viendo que es positiva. *Recuerde que se trata de una funcién
polinémica, por lo que hay que derivatla como tal.

aC,
Ji

75
[

-1 . .
= n.(l + l)" > 0 = el monto es una funcién creciente de la tasa

2°C
9%

An—2 P .
L= n.(n —l)(l+ l)n > (0 = se trata de una funcién coéncava.

Lo anterior se ve claramente en la grafica de la funcién:

Cn=f()=(1+i)™n

0 0,05 0,1 0,15

® DPara realizar el grafico se tomé n = 20
En funcién del tiempo
Tomando como variable independiente al tiempo, la funcién
C. = (1+i)" esexponencial de la formay =a”.
Corta al eje de las ordenadas en 1 cuando n = 0, es decir, cuando no
transcurre tiempo, el monto es igual al capital inicial.
Cuando n tiende a infinito, el monto también. Esto se debe a la re-

lacion positiva que existe entre monto y tiempo, que se puede ver clara-
mente tomando la derivada primera en funcion de “n”.
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JC,

=(1+i)"In(1+i) >0

dadas las restricciones financieras (¢por qué?)

0°C,

72 = (1 + i)" In (1 + i)2 > (0 = se trata de una funciéon céoncava
n

Observando el grafico podemos ver el comportamiento de la funcién

Cn = f(n) = (1+i)"n

Cn
A

——Cn =f(n) = (1+i)*n |

® DPara realizar el grafico se tomé i = 0,05

) Queda como actividad para el alumno analizar la funcion Intereses Acumulados
en funcion de ambas variables (tasa de interés y tiempo)

1.8.3 DESCUENTO COMERCIAL
1.8.3.1 Valor Actual y Descuento Total
A continuacién analizaremos estas funciones tomando como varia-

ble independiente a la tasa de descuento, quedando como trabajo para el
alumno analizarlas en funcién del tiempo.
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VA=VN.(—-dn)
D (0,n) = VN—VA=VN.dn

Para simplificar el analisis se considerara el descuento realizado a $1, es
decir VN = 1, quedando entonces

VA=1-dn
D0,n=1-VA=dn

En funcién de la tasa de descuento
_Valor actual
VA=f(d)=1-dn

dVA
ad

=-—n <0 = funcién decreciente

Tomando como variable independiente a la tasa de descuento, la
funcién Valor actual es lineal decreciente, ya que su pendiente “n” es un
nimero negativo (¢por qué?). Expresado en términos financieros, cuanto
mayor sea la tasa de descuento, menor sera el valor actual del capital
disponible en el momento “n”.

Podemos observar que corta al eje de ordenadas en 1, lo que signifi-
ca que si la tasa de descuento es igual a cero, el valor actual de un capital
disponible en el momento “n” sera igual que el mismo capital disponible

[T39% 2]

en “n”, no se realizara ningun descuento.
_Descuento Total
D@O,ny=fdy=VA-1=dn

oD(0,n)
ad

Es una funcién lineal, cuyo signo de la derivada primera es positivo,
es decir, existe una relaciéon positiva entre la tasa de descuento y el des-
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cuento total realizado a un documento, cuanto mayor sea la tasa de des-
cuento, mayor sera el descuento total realizado al documento por adelan-
tarlo “n” periodos en el tiempo.

Los siguientes graficos han sido realizado tomando n = 20 y nos
muestran el comportamiento de las funciones que acabamos de analizar
tomando como variable independiente a la tasa de descuento.

Podemos ver que cuando d = 0, el valor actual del capital es igual a
su valor en el momento “n” y que cuando d. n = 1, el valor actual del
capital es cero.

Ademas, cuando la tasa de descuento es igual a cero, el descuento
total también es cero. Como existe una relacién positiva entre ambos, a
medida que aumenta la tasa de descuento, aumenta el descuento total

para un “n” dado.

VA=f(d)=1-d.n D(0,n) = f(d) = d.n

n)

> 0,8 -

VA, D(0
o
>

0,2 1
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

VA=1-d.n d

= =D(0,n) =d.n

(g Queda como ¢ercicio para el alummno analizar en funcién del tiempo.

1.8.4  DESCUENTO RACIONAL
1.8.4.1 Valor Actual y Descuento Total

Es la ley de descuento conjugada de la capitalizacion simple, surge
como alternativa al descuento comercial. El descuento se calcula sobre el
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valor actual y se aplica al valor nominal. Esto se puede ver facilmente
partiendo de la base del descuento racional: el interés simple.

Co=Co(1+in)
Cn = C()l + C{). in

= Ch—Coin=C

Llamando VN al capital disponible en el momento “n” y VA al capi-
tal disponible en el momento cero obtenemos la expresién cominmente
utilizada en este tipo de descuento

VN=VA(1+in) = VA=VN(+in)
D (0,n)=VN—VA=VN—VN.(1+in)

Si tomamos VN = 1, es decir, calculamos los descuentos y valores actua-
les de $1

VA = (1 +in)!
D(0.n)=—"
1+in

A continuacién analizaremos al Valor Actual y al descuento total en fun-
cion de la tasa de interés, quedando como ejercicio para el alumno anali-
zar estas funciones tomando al tiempo como variable independiente.

En funcién de la tasa de interés

_Valor actual

1
1+in

I75:2)
l

VA= f(i)=

Tomando a “1” como variable independiente, VA es una funcién ra-
cional (en este caso, cociente entre un polinomio de grado cero y un
polinomio de grado uno).
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Cuando i = 0 = VA = VN (en este caso, 1), es decir, si la tasa de in-
terés es cero, entonces el valor actual sera igual al valor en “n” del capital
ya que no se efectuara descuento alguno.

Cuando i tiende a infinito, el VA tiende a cero, lo que nos indica la
presencia de una asintota horizontal. La funcién es asintética a cero:
tiende a cero pero nunca toma ese valor (gpor qué?).

Analicemos la forma de esta funcién

8VA:——n<O

di  (1+in)

Se trata de una funcién decreciente dado que el numerador siempre
serd un nimero positivo (por tratarse de tiempo) multiplicado por (-1) y
el denominador obviamente sera siempre positivo (¢por quér). Entonces
a mayor tasa de interés, menor sera el valor actual del capital disponible
en el momento “n”.

VA _ 2n’
- >0
0%  (1+in)

La derivada segunda nos indica la convexidad o concavidad de la
funcién. En este caso, el signo de esta derivada nos dice que se trata de
una funcién coéncava.

_Descuento Total
in

D(0,n)= £(i)=

I+in
Tomando a “7” como variable independiente, esta funcion es racio-
nal (mas precisamente homografica, cociente de polinomios de grado 1).

i=0 = D (0,n) =0, es decir, cuando la tasa de interés es igual a cero,
el descuento realizado al capital es cero.

i tiende a infinito = D (0, n) tiende a 1, es decir, el descuento realizado
tiende a ser el total del valor nominal, aunque nunca llega a setlo (asinto-
ta horizontal al VN). Para comprobar esto matematicamente se aplican
propiedades que permiten resolver el limite de un cociente de infinitos
(¢cuales?).

96



o D(0,n) __n -0

i (1+in)

Por lo tanto existe una relacion positiva entre el descuento total y la tasa
de interés: a mayor tasa de interés, mayor sera el descuento.

2
0 D(O,”) _ 2n < (0 = La funcién es convexa

0% i (1+in)

Los siguientes graficos han sido realizado tomando n = 20 y nos
muestran el comportamiento de las funciones que acabamos de analizar
tomando como variable independiente a la tasa de interés.

Podemos ver que cuando i = 0, el valor actual del capital es igual a

€9

su valor en el momento “n” y que esta funcién tiene como asintota hori-
zontal al eje de las abscisas, es decir, a medida que “i”” aumente, el valor
actual tendera a ser cero, aunque nunca llegara a serlo.

Ademas, cuando la tasa de descuento es igual a cero, el descuento
total también es cero. Como existe una relacién positiva entre ambos, a
medida que aumenta la tasa de interés, aumenta el descuento total para
un “n” dado, pero el limite del descuento total es el valor nominal, el
dinero disponible al momento “n”, es decir, el descuento total no llegara
a alcanzar la suma del valor nominal aunque se acerca mucho.

"VA=1f(i) D(0,n) = f(i)
1.2
1 I
Sos| ——
a 06
§ 0.4
0.2
O 1 T T T 1
0 0.5 1 15 2
i
VA = f(i) = (1+i)*1 — = D(0,n) = (i) = i.n/(1+i.n)"-1
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' Queda como ejercicio para el alumno analizar en funcién del tiempo.

1.8.5 DESCUENTO COMPUESTO
1.8.5.1 Funcion Valor actual
En funcion de la tasa de descuento

VA =VN.(1-d)y»

St VN=1, es decir, calculamos el valor actual de $1 bajo descuento
compuesto VA= (1-d)»

Tomando como variable independiente a la tasa de descuento, la
funcién valor actual es un polinomio de grado “n”, donde “n” es una
constante dada.

Sid = 0 entonces VA = 1, el capital disponible en el momento cero
sera igual al disponible en el momento “n”.

Si d tiende a uno, entonces el valor actual tiende a cero, si la tasa de
descuento es del 100%, entonces el valor actual es cero. A mayor tasa de
descuento, menor es el valor actual. Esto se ve claramente analizando el

signo de la derivada primera de la funcién respecto de “d”.

aaLdA =-n(l-d)™" <0
2
aa\z/é = n(n - 1).(1 —d )"_2 = Funcién céncava
i

El siguiente grafico se hizo tomando n = 20

VA =f(d) = (1-d)*n

1.2
1 — _ — (1-d\A
08 VA =f(d) = (1-d)"n
0.6
0.4
0.2
0+ \ \ : \ |

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

VA
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En funcién del tiempo

Tomando como variable independiente al tiempo, la funcién
VA = (1 — d )" es una exponencial del tipo y = a* donde d es una cons-
tante dada.

Sin =0, es decir, no transcurtre tiempo, el VA = 1, que en este caso
es el VN.

Sin tiende a infinito VA tiende a cero, cuanto mas tiempo se adelan-
te el capital, menor serd el valor que se recibird al momento en que se
desea esté disponible.

oVA
on

=(1-=d)'In(1-d) <0 (zpor qué?)

Por lo que el VA es una funcién decreciente respecto del tiempo
transcurrido.

9> VA
0’n

=(1-d)'In(l-d )2 > (0 = Funcién céncava

® Flsiguiente grifico se hizo tomando d = 0,05

VA = f(n) = (1-d)An

1.2 -
11 [=——Cn=1(n) = (1-d)*n|
08 -

0.4
0.2
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' Queda como ejercicio para el alumno realizar el andlisis de la funcion Descuento
Total para ambas variables.

1.9 EQUIVALENCIA DE CAPITALES

1.91  PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA DE CAPITALES:
CONCEPTO Y APLICACIONES (SUSTITUCION DE
CAPITALES)

Cuando se dispone de vatios capitales de diferentes valores y situa-
dos en diferentes momentos de tiempo podemos evaluar cuil de ellos es
mas conveniente desde el punto de vista financiero (porque valga mas o
menos que los demas).

De acuerdo con el principio financiero basico, para deciditr no basta
con fijarse solamente en los valores sino que también se debe considerar
el momento de tiempo donde se encuentran situados. La comparacién
debe ser homogénea, es decir, tendran que llevarse todos los capitales a
un mismo momento y ah{ efectuar la comparacion.

Comprobar la equivalencia financiera entre capitales consiste en
comparar dos o mas capitales situados en distintos momentos, obser-
vando si tienen el mismo valor en el momento en que se comparan. Para
igualar los capitales en un momento determinado se utilizara la capitali-
zacion o la actualizacion.

Evaluemos entonces una definicién general:

Dos 0 mds capitales, disponibles en los momentos t1, tz, t... t,, son financiera-
mente equivalentes si, valuados en un determinado momento, sus valores son ignales.

Para evaluar en forma correcta una situacion de este tipo, se deben
identificar desde un principio:

_ Capitales que intervienen en la operacién

_ Momento de tiempo a partir del cual se computan los vencimien-
tos (momento de referencia)

_ Momento en el cual se realiza la equivalencia

_ Identificar si se utiliza la capitalizacién o actualizacion.
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Una vez establecidos todos los puntos anteriotes, se puede proceder
a evaluar la situacion... Pero, jatencion! Si el principio de equivalencia
se cumple en un momento de tiempo concreto, no tiene por qué cum-
plirse en otro momento cualquiera. Las propiedades de la equivalencia de
capitales no son las mismas segin se trate de regimenes simples o com-
puestos...

A continuacién, se mostrara por qué bajo regimenes simples si dos
o mas capitales son equivalentes en un momento dado, no lo seran en
ningin otro momento, a diferencia de lo que sucede bajo regimenes
compuestos (si son equivalentes en un momento dado, lo seran en todo
momento).

1.9.2 REGIMENES SIMPLES

Situémonos bajo un régimen de Interés Simple. Si dos capitales (Ci
y C2), colocados a distintos momentos (1, y n,), son financieramente

equivalentes en el momento cero se cumple que
C1.(1 + i.l’l1)’1 = Cz.(1 + i.l’lz)’l

La pregunta a hacer es, entonces, ¢Seguiran siendo equivalentes en
otro momento “f” cualquiera?

Analicemos la siguiente demostracion y veamos si responde nuestra
pregunta.

Sean A y B dos capitales colocados a distinto tiempo, (a y b respec-
tivamente), financieramente equivalentes en el momento cero

A.(+ia)y =C
B. 1+ i.b yt= Co

Por razones de practicidad, vamos a suponer que Cp = $1. Las conclu-
siones de esta demostracion se extienden para Cp distintos de $1.

M A.(1+iagt=1

D) B.(1 +iby1 =1
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Se sigue entonces que
AQQ +ia)'=B.(1+ib)!

Realizando un pasaje de términos
A l+ia

B 1+ib

Valuemos ahora esos capitales ahora en el momento “#”. Obtenemos en-
tonces, los valores en “F” de cada capital. ¢Se sigue cumpliendo la igual-
dad?, ¢siguen siendo equivalentes en el momento “¢’?. Veamos
All+i@-0]'=C A
B1+i®b-1]"'=C (B
C.A)?C B
All+i(@-0]*?B.[1+i(b-1H]"

Realicemos nuevamente un pasaje de términos!

A, 1+ifa—1)
B 1+i(b—1)

Distribuyendo nos queda, entonces

ér) 1+i.a—it
B 1+ib—it

! Hasta el momento, no sabemos si los dos términos que estamos comparando
son iguales o no. En caso de no setlo, podemos realizar el pasaje de términos
sabiendo que no se modificara el sentido de la desigualdad ya que las restricciones
financieras nos aseguran que los factores de capitalizacién, actualizacién y los
capitales no seran términos negativos.
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De (I) y (II) se desprende que
A=(1+ia vy B=01+1ib)

Apelando a nuestros conocimientos basicos sobre fracciones, queda
en evidencia que la igualdad no se cumple, es decir que

A 1+ia-it

B 1+ib-it
Se llega a la conclusién entonces que, bajo régimen de Interés Sim-
ple, si dos capitales son financieramente equivalentes en un momento
dado, no lo seran en ningin otro momento, comparados en otros
momentos, tendran distinto valor. Consecuencia: la eleccion de la
fecha donde se haga el estudio comparativo condicionara el resultado de

la evaluacion.

@ Queda como ejercicio para el alumno pensar que sucede si el régimen a utilizar es
el descuento simple.

1.9.3 REGIMENES COMPUESTOS

Consideremos ahora un régimen de Interés Compuesto. Si dos capi-
tales colocados a distintos momentos bajo este sistema, son financiera-
mente equivalentes en cero, se cumple que:

C.(1+i)" =C,(1+i)™

¢Seguiran siendo equivalentes en otro momento “¢” cualquiera?
e forma analoga a la demostracion antetio
De form 1 la demostraci terior

All+i)"=1 @
B(l+i)"=1 av

All+i)“=B1+i)"
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A_(1+i)
Vemos entonces que — =

B (1+i)

Valuando esos capitales en el momento “#”’

A(l+i) " = c(a)

B(1+i)"™" =ct(B)

¢Siguen siendo estos capitales equivalentes en el momento “£’?.
AL+iy 2B+ iy

A, [+
B

Aplicando propiedades de potencias

De (IIT) y (IV) se desprende que

A_(+i)

B (1+if
Entonces

A _(+i) (1+i)”

B (1+i)f(1+i)"

Queda demostrado que, bajo régimen de Interés Compuesto, si dos
capitales son equivalentes en un momento dado, entonces lo serin en
cualquier otro momento.
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Independientemente de en qué momento realicemos la compara-
cion, si dos o mas capitales son equivalentes en un momento dado, lo
seran en cualquier otro. Es decir, comparados en cualquier momento,
tendran igual valor.

1.9.4  CONCLUSIONES

En materia financiera, estamos trabajando continuamente con equi-
valencias de capitales, evaluando cuin conveniente es remplazar un capi-
tal por otro, ambos disponibles en distintos momentos en el tiempo,
regidos por una ley financiera?.

Las propiedades de las equivalencias van a depender de la ley finan-
ciera con la que estemos trabajando, siendo distintas para leyes simples o
compuestas. Esto se debe a las propiedades de los instrumentos matema-
ticos que definen cada ley financiera.

Para evaluar estas operaciones debemos identificar desde un princi-
pio los capitales que intervendran, el tipo de ley financiera que utilizare-
mos, la fecha desde donde hacemos la evaluaciéon y la fecha en la cual
vamos a comparar estos capitales.

Dependiendo de si se trata de regimenes simples o compuestos, la
determinacién de la fecha en la cual se realizara la equivalencia en fun-
cién a la fecha desde donde hacemos la evaluacién influird en nuestras
conclusiones.

1.9.5  EJERCICIOS DE APLICACION
Ejercicio 1

Se abre una cuenta de inversién el 01/06/07 con un depésito de $1000
que genera el 7% mensual de interés, con el fin de obtener un monto
determinado al cabo de 16 meses. Si el 01/11/07 se retiran $320, ¢cudnto
debo depositar el 01/03/08 a fin de constituit idéntico monto al que
originalmente habia previsto?

2 Recodemos que una ley financiera expresa la relacion funcional entre el capital
con el que se cuenta, el interés (o descuento) y el monto (o valor actual).
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1/6/07 1/1l|/07 1/3/08 1/10/08

1000 (320) X C. i(365/30) = 0,07

El ejercicio nos pide que hallemos el capital “x” a (depositar el dia
01/03/08) que genera igual monto al 01/10/08 que el que hubiesen ge-
nerado hasta esa misma fecha los $320 que extraje de la cuenta (el
01/11/07), es decit, hallar el capital equivalente a los $320 al mo-
mento 01/10/08* (los $320 y los $x estin ubicados en distintos momen-
tos del tiempo).

Primero calculamos el monto que queremos reunir

$1000.(1+0,07.16) = $2120

Por lo tanto el momento de referencia es el 01/06/07 (en ese mo-
mento me estoy planteando toda la situacién) y la equivalencia se debe
realizar en el momento 16 a partir del 01/06/07, o sea el 01/10/08, ya
que en ese momento se quiere reunir el mismo monto que originalmente
se habfa previsto.

Planteo que el monto que quiero reunir pese a las modificaciones
debe ser el que originalmente habia previsto:

$1000.(1+0,07.16) = $100.(1+0,07.16) — $320.(1+0,07.11) + x.(1+0,07.7)
$320.(1+0,07.11) = x.(1+0,07.7) *
$566,4 = x.1,49
$380,13 = x
La suma a depositar el 01/03/08 es de $380,134.

Como estamos trabajando con un régimen simple (en este caso, in-
terés), debemos prestar especial atenciéon al momento de referencia y al
momento en el que se pide realizar la equivalencia, ya que si realizamos la
misma en otro momento los resultados seran distintos. Veamos.

Supongamos que no conocemos las propiedades de equivalencia de
capitales y luego de leer el ejercicio planteamos la equivalencia en el mo-
mento 01/03/08, ya que creemos que de todas formas obtendremos el
mismo resultado.
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$1000.(14+0,07.9) = $100.(1+0,07.9) — $32.(1+0,07.4) + x
$320.(140,07.4) = x
$409.,6 = x esta ubicado en el momento 01/03/08

Hasta aqui podemos ver dos cosas:

® [a suma que hace equivalentes ambas operaciones en distintos mo-
mentos es distinta por tratarse de un régimen simple. Para que sean
equivalentes al 01/10/08: x = $380,13, para que sean equivalentes al
01/03/08: x = $409,6.

® Aunque llevemos el capital resultante de hacer la equivalencia en el
momento 01/03/08 al momento 01/10/08, el resultado no sera el
mismo que al realizar la equivalencia directamente al momento
01/10/08. Queda como ejercicio para el alumno comprobatlo.

Ejercicio 2

Idem anterior, pero considerando que la tasa anterior es de capitalizacion
mensual.

Primero calculamos el monto que se quiere reunir y luego realizamos la
equivalencia respetando el momento que pide el ejercicio, o sea al

01/10/08.

$1000.(1+0,07)16 = C, = $2952,16
$2952,16 = $1000.(1+0,07)16 — $320.(1+0,07)!" + x.(1+0,07)7
$320.(1+0,07)!" = x.(1+0,07)7
$419,46 = x

En este caso, al tratarse de un régimen compuesto, podremos ob-
servar que cualquiera sea el momento en el que se realice la equivalencia,
el capital equivalente a los $320.- sera siempre el mismo, independien-
temente del momento donde se realice la comparacion, lo que nos mues-
tra que, si dos capitales son equivalentes en un momento dado, lo seran
en cualquier otro momento, es decir, valuando ambos capitales en cual-
quier momento, seguiran teniendo el mismo valor.

Realicemos la equivalencia en otro momento, por ejemplo, al
01/03/08 pata chequear que el capital que serd equivalente a los $320 al
01/10/08 es el mismo que seri equivalente al 01/03/08.
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$1000.(14+0,07) = $100.(1+0,07)° — $32.(1+0,07)* + x
$320.(1+0,07)* = x
$419,46 = x esta ubicado en el momento 01,/03/05

Verificamos mediante ejemplos practicos las propiedades enuncia-
das mas arriba sobre equivalencias de capitales.
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2. CAPITULO 11
OPERACIONES COMPUESTAS

Capitales Multiples
Naturaleza de las operaciones: compuestas, se amortiza capital.
Rendimientos: ciertos

2.1.RENTAS

2.1.2. INTRODUCCION

Una renta es una sucesion de pagos o cobros a lo largo de un perio-
do de tiempo, donde cada pago o cobro es denominado término de la
renta.

Sintéticamente, una renta no es mas que una sucesion de capitales.
Tales capitales o términos de la renta pueden ser constantes o variables,
equidistantes en el tiempo o no, de duracion finita o perpetua, de pagos
ciertos o contingentes, etc.

De esta forma, cualquier activo o pasivo que genere una serie de
pagos o cobros constituye una renta. Por ejemplo, las cuotas de un
préstamo, los pagos de un salario, las cuotas de un alquiler, etc., constitu-
yen rentas.

Para dar una idea mas general, pueden pensarse casos extremos. Es-
to es, una colocacién a plazo fijo (que paga un monto determinado al
final de un perfodo determinado) constituye una renta de un solo térmi-
no. En el otro extremo, un activo que genere una retribucién en forma
perpetua, constituye una renta de infinitos términos. Como podra obser-
varse, bajo esta Optica, y siguiendo esta clasificacion, casi cualquier retri-
bucién que genere un activo puede ser considerado una renta. Si bien
ello es cierto desde el punto de vista conceptual, no los desde el punto de
vista operativo. Hs decir, cuando se habla de rentas, o mas especifica-
mente de férmulas de rentas o imposiciones, se esta haciendo referencia
a casos mas particulares de sucesiones de capitales (pagos o cobros), los
cuales son posibles de ser valuados en un momento particular del tiempo
mediante una férmula sencilla.
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Esto es, el aporte fundamental que hace la matematica financiera es
la posibilidad de brindar una férmula para realizar valuaciones de capita-
les maltiples.

Por ejemplo, si se tienen tres documentos de $9000, que vencen de-
ntro de 3, 6 y 9 meses (y dada una tasa de descuento o interés), es senci-
llo calcular el valor actual. Esto es:

VA = $9000.(1+ i345,30))>
+ $9000.(1+ f(365,30))°®
N $9000.(1+ i(365/30))”

No obstante, si tiene un nimero muy elevado de capitales, el calculo
es mas complejo. Por ejemplo, cudl serfa el valor actual de una serie de
300 pagos mensuales de $8000, cuyo primer pago se realiza dentro de un
mes. El calculo que deberfa hacerse es el siguiente:

VA = $8000.(1+ i{345,3))"
$8000.(1+ f{34510)) >
$8000.(1+ {34530

$ 8000.(1+ i(365/30))’4
$8000(1 + i(365/30))75

$8000.(1+ f(365/30)) >
$8000.(1+ (365,30 ) >
$8000.(1+ i(365/30))'300

Dada la complejidad en el calculo, se busca una forma de simplifi-
cada, valiéndose de herramientas matematicas y financieras.

+ 4+ o+ o+ o+ o+

Aclaracion: Cabe destacar que, como se puede observar en los dos ejem-
plos planteados, las sucesiones de capitales corresponden a capitales del
mismo valor (“términos constantes”), el periodo en el cual se realiza un
término y el siguiente es siempre el mismo (sincronismo) y la tasa de
interés es constante a lo largo de toda la operacion.
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2.1.3. CALCULO DEL VALOR FINAL DE PROGRESION O RENTA

Se comienza calculando el valor final3, para luego, en base al mismo
desarrollo, deducir la formula del valor actual.

Datos

Sea una sucesién de “n” pagos iguales e equidistantes en tiempo, el valor
L pagos ig ¢ cq

final esta dado por la siguiente expresion:

VF = C + C(1+ i) + C(1+ i2 + C(1+ i)3+ C(1+ i)* +...+ C(1+ i)n2 +
+ C(1+ it

Esto es, capitaliza cada uno de los pagos hasta el momento del
ultimo pago (momento en el cual finaliza la sucesion).

Se supone que C = 1, al solo fin de simplificar los céalculos.
Luego, la expresion del valor final (VF) queda:

VE =1+ (1+0) + (1402 + (14i)3+ (1) +...+ (1+i2 +
+ (14 iyt

n—1
VE= Y (1+i)
=0

al expresion se corresponde a la de una serie que crece (3por qué:
Tal expresi tr dealad ti t g ?
en progresién geométrica* cuya razén “r” es (1+ i). Por lo que podemos
aplicar una férmula que resume la suma de términos variables en progre-
r'—1
r—1

sién geométrica M =a,.

Donde:
® g, primer término de la progresién
® n cantidad de términos que tiene la progresion

3 El valor final es la valuacién de los capitales al momento de finalizacién (ana-
logo al valor nominal o monto). Setfa lo contrario del valor actual.
* Se incluye como anexo un capitulo acerca de progresiones geométricas.
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® r raz6n de la progresion

Entonces, aplicando esta férmula a nuestro caso:

VF:L(1+i) -1 _(+i) -1
(1+i)—i i

(1+i) -1

1

Genéricamente: VF =C.

Nomenclatura
Cuando se trabaje con rentas, se utilizara la siguiente expresién para refe-
rirnos al valor final de una renta s(l1, n, i)

Donde:

¢ 1lindica que los términos de la renta son vencidos
® n cantidad de términos de la renta

® i tasa de interés efectiva subperiédica’

Entonces,

(1+i)' -1
i
Ejemplo Hallar el valor final de 10 pagos trimestrales de $100 y el ren-

dimiento efectivo de la operacion. Tasa de interés: 10% efectivo anual.

s(1,n,i) =

= Como no hace ninguna referencia, se supone que los pagos
son vencidos.

* Cantidad de términos: 10

= Tasa efectiva subperiédica: equivalente trimestral de la
anual dada como dato.

5 Tasa efectiva subperiodica que hace sincrénica la progresion.
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I(365/90) = (1+ 0,1)%0/365 = 0,02377
(1+0,02377)° -1
0,02377

VF = $100.5(1, 10, 0,02377) = $100.
VF = $1140,035

2.1.4. EXPRESION DEL VALOR FINAL DE UNA RENTA
ANTICIPADA

Se denomina renta anticipada cuando los términos de la renta (pa-
gos o cobros) son realizados al inicio del periodo en lugar de al final.

El valor final de una renta anticipada se expresa S(0, n, i)

Para calcular el valor final de una renta con pagos adelantados, se
debe capitalizar cada término un perfodo mas, respecto al VF de la mis-
ma renta tomada como si fuese vencida.

S = (1+i) + (1+i)2 + A+i)3+ (1+D)* +.+ (1+)22 + (141 + (1+i)

S = (1+i).[1 + (1+i) + (1402 + (1+i2 +.+ (1+i)n3 + (1+i)n2
+ (1+i)n ]

Como la expresion dentro del corchete corresponde a la expresion
de una renta de tipo vencida, la ecuacién queda:

S (0, n, i) = (1+i).s(1, n, i)
O, lo que es lo mismo: 80, n, i) = S(1, n, i).(1 + i)
2.1.5. VALOR ACTUAL DE UNA RENTA
Ademais del valor final, otro indicador sumamente utilizado es el va-
lor actual de una renta. Esto es, la valuacion de los flujos de fondos en el

momento presente. El mismo indica cudnto vale hoy una serie de pagos
futuros.

Suponiendo que las cuotas son de un peso C =$ 1 y recordando
que (1+i)! =,
VA=$1v+$10° + 810" + .. +$10" " + 8§10
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Se puede observar que hay dos términos que se repiten en cada uno

[I3e 1)

de los sumandos: $1 y “v”, entonces:

2y vn—l]

1, 2
VA=$1.v.[1+v +vi+ty
La expresion entre corchetes no es otra cosa que una suma de “n”
términos variables en progresion geométrica, por lo que podemos aplicar
una expresion que resume toda la suma (ver anexo 2.1.10):

r' -1 L ,
M =a,. 1 multiplicando numerador y denominador por (-1),
r —_—
= al.(r ~1)(-1) o Lo
(r=1(=1) "1-r
Entonces

VA=8$1.w. (1_vn)
1-v

Reemplazando v = (1+i)!

A 1=(1+i)™
VA=(1+i) ' ——
(1+) 1-(1+i)"

—_—
[E—

Operando algebraicamente, obtenemos la siguiente expresion:

1-(1+:)"
VA= $1(—)
l
Que es la expresion del valor actual de una renta de 1 pagos venci-
dos, constantes (de valor $1), equidistantes en el tiempo.

El operador que permite calcular este valor actual se expresa me-

diante la letra “@”, por lo que
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a(l,n,i) = ﬂ

Entonces, VA =C.a(l,n,i)

A modo de ejemplo, se calcula el valor actual del caso antes plan-
teado:

1-(140,02377)"

VA = $100.a (1, 10, 0,02377) = $100.
0,02377

VA = §880,79

2.1.6. RENTA VENCIDA Y RENTA ADELANTADA

La diferencia entre una renta vencida y una adelantada es que en las
primeras el pago se efectda al final del perfiodo y en las segundas al inicio.
Lo que debe tenerse en claro es a qué periodo corresponde cada pago, y
no tanto en qué momento se ubiquen.

Por ejemplo:

0 1 2 3 4 5 6 7 9 10
100 100 100 100 100 100 100

En el caso anterior no puede afirmarse que el flujo corresponde a
una renta vencida o a una adelantada. Sencillamente, puede tratarse una
renta vencida o adelantada. La cuestiéon es a qué petiodo corresponde
cada pago.

Por ejemplo, si los 100 iniciales corresponde al perfodo transcurrido
entre los momentos 1 y 2 (serfa el segundo periodo), la renta seria venci-
da. Si, por el contrario, los 100 iniciales corresponde al periodo transcu-
rrido entre los momentos 2 y 3 (setfa el tercer petiodo), la renta seria
adelantada.

Los ejemplos clasicos son el sueldo y el alquiler:
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= Kl alquiler del mes se paga al inicio del mismo, y corresponde al uso
del activo (en este caso el usufructo de la propiedad) de ese mes. Co-
mo se paga o cobra por adelantado, se denomina renta adelantada.

=  Elsuelo se paga a fin de mes (o a inicios del mes siguiente) y corres-
ponde a los servicios prestados ese mes (del mes vencido, dado que
ya termind). Como se pago o cobra vencido, se denomina renta ven-
cida.

Ahora bien, para realizar las valuaciones, es muy importante si se es-
ta frente a una renta vencida o adelantada, porque ello define en qué
momento cae el valor actual (VA) o valor final (VF) de la renta.

2.1.6.1. Renta Vencida
Valor actual

Si estamos frente a una renta vencida, el valor actual cae un mo-
mento antes del primer pago. Esto es asi porque la renta se inicia en el

momento inmediatamente anterior al pago, dado que este Gltimo se rea-
liza al final del petfodo (porque es vencido).

0 1 2 3 4 5 6
VA C C C C C C
Valor final

En tanto, el valor final cae en el momento del altimo pago, dado que
el mismo se realiza en el momento en el cual termina la renta.

0 1 2 3 4 5 6
C C C C C C
VF
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2.1.6.2. Renta Adelantada

Valor actual

0 1 2 3 4 5 6 7
C C C C C C
VA

El valor actual cae al momento del primer pago. Dicho valor ac-
tual se ubica en el momento en el cual se inicia la renta, que es el mo-
mento 1. En este caso, la renta no comienza en cero, comienza en 1, y el
primer pago corresponde al periodo comprendido en entre 1y 2 (que se
efectda en forma adelantada, es decir, al iniciar el periodo).

Valor final
0 1 2 3 4 5 6 7
C C C C C C

VF

El valor fina cae un periodo después del altimo pago. En este
caso, la renta termina en el periodo 7, es decir, el pago efectuado en 6
corresponde al periodo comprendido entre 6 y 7. Pero la renta termina
en 7 (no en 6), sélo que pago se percibe por adelantado.

Como conclusién, puede afirmarse que tanto en una renta vencida
como adelantada el valor actual se ubica al momento en que la renta se
inicia y el valor final al momento en que la renta finaliza.

2.1.7. VALUACIONES DE CAPITALES MULTIPLES

Las férmulas de rentas (valor actual, final, vencidas o adelantadas)
son de suma utilidad para realizar valuaciones de capitales multiples, es
decir, sumas de dinero que se ubican temporalmente en distintos mo-
mentos del tiempo y a lo largo de un periodo, en principio, definido.

Las férmulas bésicas de rentas pueden ser utilizadas para valuar bo-
nos, acciones o cualquier otro activo que efectie pagos con un patrén
relativamente estable o capaz de ser modelizado, es decir, que pueda pro-
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yectarse en un flujo de fondos y que sea cierto (mas adelante se abordara
el tema de rentas contingentes).

Hay que dejar en claro que no existe una forma tnica de valuar ca-
pitales o activos. En general, existen métodos mas aceptados que otros, o
incluso métodos que son mas utilizados no por su rigor metodologico
sino por su facilidad de calculo, lo cual contribuye a su mejor entendi-
miento por parte de los actores que intervienen en el mercado (inverso-
res, accionistas, management de la empresa, administradores impositivos,
organismos y empresas evaluadoras, organismos de contralor, analistas
privados, etc.). En sintesis, nada impide introducir un método novedoso,
siempre y cuando este bien justificado.

El buen manejo de la idea de valuacién de capitales constituye la
piedra angular de buena parte de los métodos de valuacién de activos. Si
bien existen nuevas corrientes fuertemente criticas a la idea de calcular
valores descontados y realizar equivalencia de tasas, tales métodos con-
tindan utilizindose en forma generalizada e, incluso, en ciertos casos
pueden complementarse con métodos mas sofisticados.

No obstante, la exploracién del tema en este curso se limitard sola-
mente al manejo de las férmulas de rentas.

2.1.7.1. Casos bdsicos

Vamos a suponer que hoy estamos ubicados en el periodo cero, y
queremos valuar todas las rentas en dicho periodo.

Pagos Mensuales

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10  Meses
700 100 100 100 100 100 700 100 100 100

VA= 100.a(1,10, i(365/30))

Esta valuacién cae en el perfodo cero.
Pagos Trimestrales

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Meses
100 700 100
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VA=100. a(1,3, I365/90))

Esta valuacion cae en el periodo cero.

Pagos Trimestrales en otro orden

o 1 2 3 4 5 6 7 8
100 1700 100

VA= 100.a(1,3,i55,9))

Esta valuacién NO cae en el perfodo cero.

Como los periodos son trimestrales (y la tasa utilizada es efectiva
trimestral) la valuaciéon cae “un periodo antes del primer pago”. Como
los periodos son trimestrales, un periodo antes (serfan tres meses antes)
corresponderia al mes “-2”. Luego, dado que se utilizé la férmula de

renta vencida, la valuacién 100.a(1,3,i345,99)) cae en el periodo (-2).

Para llevarla al momento cero, sencillamente se capitaliza lo anterior
tantas veces como sea necesario a la tasa correspondiente (no la trimes-

10

Meses

tral, calcule la mensual o bimensual equivalente). Por ejemplo:

Valor en el periodo cero: 100.a(1,3,7 545,90, )-(1+ i(365,30))2

O, lo que es lo mismo:

Valor en el periodo cero: 100.a(1,3, 735,90 )-(1 + (35,60))

Ambas formas son exactamente iguales, la cuestion es llevar la valua-
cién original al momento cero, el cual se esta tomando como referencia.

Pagos Bimestrales

o1 2 3 4 5 6 7 8

100 100 100 100 100

Meses



Los términos de la renta son de periodicidad bimestral, por lo que
debe utilizarse una tasa bimensual para realizar la valuaciéon. No obstante,
al igual que en el ejemplo anterior, la valuacién no cae directamente en el
momento cero. L.a misma cae en el “momento -1 (un petfodo de dos
meses que precede al mes 1, en el cual se realiza el primer pago). Para
llevar la valuacién al momento cero (que es que arbitrariamente toma-
mos como referencia para hacer las valuaciones) hay que capitalizar tan-
tas veces como periodos falten para llegar hasta dicho punto. En este
caso falta un mes, por lo que debo capitalizar una vez si utilizo una tasa
mensual.

Entonces, el valor en el periodo cero sera:
VA=100.a(1,5,i 345, 60))-(1 + i(365/30))

Conclusiones:

® DPara realizar la valuacion, lo primero que tiene que observarse es el
petiodo que transcurre entre los términos de la renta. Esto es lo que
definird que tasa va a utilizar para realizar el calculo.

= Una vez calculado lo anterior, debe observase en qué lugar cay6 la
valuacién. Una vez ubicado el mismo, hay que capitalizatlo o actuali-
zarlo tantas veces como perfodos falten hasta el momento en el cual
se desea hacer dicha valuacion, a la tasa que corresponda.

= DPiense en “periodos” y no en meses, dias o afios.

Queda como ejercicio para el alumno demostrar las signientes relaciones entre operadores:
e a(l,n,i)=a(0,n,i).A+i)"

a(0,n,i)=a(l,n,i).(1+1)

e s(In,i)=s0,n0).0+i)"

e s(0,n,i)=s,ni0).0+17)

e s(ILn,i)=a(l,ni).d+i)"

e a(l,n,)=s,ni).A+i)™"

e s5(0,n,0)=a(0,n,i).(1+)"

e a(0,n,i)=s(0,n,i).(1+1)™"
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2.1.8. RENTAS DE PAGOS VARIABLES

Luego de haber estudiado distintas valuaciones de rentas de pagos
constantes, podemos introducir conceptos de la valuacién de rentas cu-
yos pagos son variables.

Para realizar la deducciéon de operadores que nos permitan valuar
estas rentas en distintos momentos en el tiempo, los pagos no deben
variar de cualquier forma, sino que deben seguir un patrén de variacion.

En lo que a este libro se refiere, estudiaremos dos tipos de rentas de
pagos variables:

® Rentas de pagos variables en progresiéon geométrica
® Rentas de pagos variables en progresion aritmética

2.1.8.1. Rentas de pagos variables en progresion geométrica

La particularidad que tienen los pagos de esta renta es que varfan si-
guiendo una ley de progresion geométrica, es decir, cada pago es igual al

@ 9,

anterior multiplicado por una constante “q’:
C=C.q

® Si ¢ > 1, entonces los pagos iran aumentando en el tiempo.
® i ¢ <1, entonces los pagos seran decrecientes en el tiempo.

Si reemplazamos a C,_; por su expresion en funcién de C,_,,

C,=C.q

C[ = (C[—Z’q)'q

C[ = CI—Z'qZ

Reemplazando a C,_, por su expresion en funcion de C,_s,

CT = CT—3 'q3

. . -1
Y asi sucesivamente, obtenemos que C, = C,.q
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Valor actual

Sabemos que el valor actual de una renta sera la sumatoria de los va-
lores actuales de cada pago, si se trata de una renta de pagos vencidos:

Noétese que hemos agregado un subindice en cada cuota para distin-
guirla, dado que no son todas iguales.

VA=C,.A+) "' +C,.A+) 7 +.+C,_.(1+) " "+C,.A+i)™"

Reexpresando todas las cuotas en funcién de la primera y reempla-

€ 9,

zandoa (1+i)” por su expresion “V’:
VA=C.(1+i)" +Cq.(1+) 7 +..+C.q" .1+ ) " "+ C.g"".A+i)™"

VA=C,w+C gV’ +..+C.g" V' +C.qg"" V"

Podemos observar que hay dos factores que se repiten en todos los

(T3]

términos de la sumatoria: C; y “v”, entonces
VA = Cl.v[l +qV' +.+ g TV T+ q"“l.v"_l]
Aplicando propiedad de potencias
VA=C, .vll +(gv) +. 4 (gv) ™ + (q.v)HJ
Vemos claramente que la expresion entre corchetes es una suma de

términos variables en progresiéon geométrica, cuya razoén es (q.v). Esta
suma puede resumirse en la siguiente expresion:
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Vl_l 1_ n
M:al.r =a. d , por lo que
r—1 1-r
VA=C1.V.[1_(Q'V) }
—q.v
i)
VA = Cl. ' 1+i
(A+i)| - 4
1+i

El valor actual de una renta de pagos vencidos variables en progre-
sién geométrica es:

1-q" (1+i)™"

m:c{ —

} =C,.d(1,niq)

Esta expresion es aplicable siempre y cuando (1+i)#q (¢por quér)
Si (1 + i) =gq, entonces

VA=C.A+)" +Crg.(1+i) " +..+C.q">.(1+i) " "+ C.g" . +i)™

VA=C,.(1+i)" +C.(A+i).(A+) > +..+C,(A+i)">.(A+i) " +C.(A+i)"".(1+i)™"
Aplicando propiedades de potencias

VA=C,.(1+i)" +C,.(A+i)7 +C,.(A+i) " +...+C,(1+)""™ + C.(1+i)"™"
VA=C.(1+i)" +C,.(A+) ™" +C,.(A+) " +..+C,(1+i) " +C,.(1+i)"

. . -1
VA es la sumatoria de “n” términos iguales a C,(1+1)

Entonces, en caso que (l +i ) =gq, el valor actual sera
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VA=C,.(+i)"n

g Queda como ejercicio para el alumno realizar los razonamientos anteriores
cuando se trabaja con rentas variables en progresion geométrica de pagos ade-

lantados
Valor final
0 1 2 3 n-2 n-1 n
| | | | | | |
| | | | | | |
G G, G O C, C,

VF=C,.(+i)""+C,.(1+i)" > +..+C, ,.(1+i) +C,
Expresando todas las cuotas en funcion de C;

VF =C,(14+i)"" +C,.q(1+i)" +..+C,.qg"* (1+i) +C,.q""
Debemos hallar un operador tal que

VF = C1.Sg (1,n,i,q)

Anteriormente se ha pedido al alumno demostrar que

S (1,ni) = A(1,n,0).(1+1)"

Esta igualdad se sigue cumpliendo en el caso de los operadores de

rentas variables, por lo que el operador Sg (1,n,i,q) que estamos buscan-
do es

Sg (,n,iq) = Clg (Ln,i,q). (1+1)"
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Entonces, el valor final de una renta de pagos vencidos vatiables en
progresion geométrica es

VF =C,.S,(Ln,iq)=C.A ,(Lniq)1+i)

q

-(i4)
va= |1\ g (Lnig)

1+i—gq

Operando algebraicamente:

(1) —q”}

VF=C1.[ o

Nuevamente, esta féormula se puede aplicar siempre y cuando
(1+i)#q

Si (1+4) = g, el valor final estara dado por

VE=C.(1+i)" " n
2.1.8.2. Rentas de pagos variables en progresion aritmética

En este tipo de rentas los capitales van variando una progresion
aritmética, esto es, cada pago es igual al anterior aumentado (o disminui-
do) en una misma razén “R”, (que se denomina razén de la progresion
aritmética). Entonces:

C,=C_+R

Si R > 0, las cuotas seran crecientes en el tiempo
Si R <0, las cuotas seran decrecientes en el tiempo
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Si reemplazamos a C,_; por su expresion en funciéon deC,_,,

C.=C_+R
C =(C_,+R)+R
C =C_,+2.R

C - . C
Reemplazando a /=2 por su expresion en funcion de =3

C,=C_,+3.R

>

Y asi sucesivamente, obtenemos que

C,=C+(-1R

Valor Actual
0 1 2 3 n-2 n-1 n
| | | | | | |
| | | | | | |
va G G G ¢, C. C,

Noétese que hemos agregado un subindice en cada cuota para distinguirla,
dado que no son todas iguales.

VA=C,.A+) "' +C,.A0+) 7 +.+C,_.(1+) """ +C,.A+i)™"

Reexpresando todas las cuotas en funcién de la primera y reemplazando

O\-1
(1+1) e,
a pOI' su CXPrCSlOﬂ v

VA=C.(A+i)" +(C,+R).(A+) > +(C, +2.R).(1+i) " +...
+(C +(=2).R)A+) " +(C, + (n—D.R)(1+i) ™"
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Aplicando propiedad distributiva en cada sumando
VA=C,.(A+i)" +C.A+) > +RA+) > +C.(1+i)” +2.R(1+i)" +...
+C.(A+) "V +(m=2).R(A+) "V +C.(A+i) " +(n—-2).R(1+i)™"

€y,

Sacando factor comun C; y “v” en los factores que los contengan a
ambos:

VA=C, .v[l +v LV T+ v”_1]+ RV +2RV +..+(n—1).RV"
VA=C,. L(Lni ) (1+i)"

(Ln, i)+ Rv*+ 2RV +...+(n—1).RV"

Reexpresando en forma de sumatoria los términos que contienen a K:
n-1

VA=C,.A(1,n,i)+ R.v.Zt.v’
1=0

Si agregamos a la suma el término para el cual /=0, esta no se ve
modificada en lo absoluto y se puede reexpresar:

n—1
VA=C,.A(,n,i)+ R.v.z tv'

t=0

Se puede demostrar mediante métodos de sumacién numérica que

R.V.ZI.V' = B a(l, n,i)—ﬂ.v"

=0 L l

Esta demostracién escapa a los fines del libro por lo que no la desarrolla-
remos, peto reemplazaremos la expresion en nuestro desarrollo:
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n.Rv"

i

va=c, a(ni)+X.a(ni)-
l

Sacando factor comun ((1,n,i)

VA= (cl + I_g).a(l, n i)~ RV
1

i
Valor Final

Al calcular el valor actual de una renta de pagos vencidos, variables
en progresion aritmética estamos valuando la renta un momento antes
del primer pago, en este caso, en el momento cero. Si queremos calcular
el valor final, deberemos valuar la renta junto con el ultimo de los pagos,
en este caso, en el momento “n”, entre ambas valuaciones hay “n” per-
iodos de diferencia, entonces:

0 1 2 3 n-2 n-1 n

| | | | | | |

| | | | | | |

VA Cl C2 C3 Cn—z Cn—l Cn
VF

VF =VA.(1+1)"

VF = [(q + I_ej.a(l, n,i)— "R .v”}(l +i)"
1 1

Distribuyendo (I+0) en el corchete

VF = (Cl +I,ej.a(1,n,i).(1+i)" R iy
l l

s(Ln,i)=a(,n,i).(1+10)"

Teniendo en cuenta la relacidén
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VF = (Cl +1?j.s(1,n,i) _nR
l

l

2.1.9. RENTAS PERPETUAS

Hasta el momento hemos estudiado valores finales y actuales de
rentas con una cantidad finita de pagos. En esta seccion, introduciremos
los conceptos necesarios para realizar valuaciones de rentas que suponen
que sus pagos se recibiran por siempre. Este tipo de rentas se denominan
rentas perpetuas.

Como podra imaginar, no serd posible calcular el valor futuro de
una renta perpetua, lo que si se puede es calcular su valor actual o su
valuacion en algin momento determinado.

Algunos ejemplos de este tipo de renta son los dividendos de algu-
nas acciones e intereses de bonos a perpetuidad.

En la practica, todas las perpetuidades tendrin que terminar algin
dfa, pero el supuesto de infinito se seguird aplicando en el tratamiento
matematico de este tipo de rentas.

2.1.9.1. Valor actual

Si se trata de una renta perpetua de pagos constantes vencidos, en-
tonces:

VA

Para el calculo del valor actual de rentas de pagos vencidos, cons-
tantes y finitos utilizamos el operador

a(l,n,i) = ﬂ
i
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Ahora bien, el calculo de una renta perpetua de pagos vencidos y
constantes es un calculo bastante parecido al de una renta de este estilo
pero de una cantidad finita de pagos, la diferencia radica en la cantidad
de pagos. Para hallar un operador que nos resuma los pasos de este
calculo en el caso de rentas perpetuas, es razonable proponer que este

a(l,n,i) cuando “n” tiende a infinito:
1-(1+6)"

i
lim, ,_a(l,n,i)

sea el limite del operador

lim, , a(l,n,i)=lim,

Porloque VA =C.

VA =C. a(l’ 0, l)
Donde Cl(l, 0, l) = hmn—)oo a(l’ n, l)
= lim 1-(+d)"

1

[T ]

Dado que el unico término de la expresion afectado por “n” es

(1+i)"

, aplicando propiedades de limites

_1=lim,__(1+i)"

a(l,e0,i) i

lim__(1+i)"=0

Donde n—yoo

1

Por lo que a(l,ee,i) _

Siendo el valor actual de una renta perpetua de pagos vencidos y cons-

1
tantes VA=C. i

Procediendo anidlogamente, si los pagos fueran adelantados,
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1‘.(1 +i)
VA=C. !
W' Queda como ejercicio para el alumno hallar el valor de una renta perpetna en el
momento “R”, en caso que esta sea vencida y en caso que sea adelantada.
2.1.10. EJERCICIOS DE APLICACION

Ejercicio 1

Dada la siguiente cartera de inversion, calcule su precio (por el método
de flujos de fondos descontado) y su valor final.

La cartera se compone de las siguientes colocaciones:

1. 100 Titulos publicos que amortizan cuotas de capital e intereses de
$50 en forma semestral. Son 40 pagos y la primera cuota se percibira
dentro de 4 meses.

2. 250 acciones de una empresa de servicios publicos americana que
pagara indefinidamente dividendos anuales por un valor de $100 por
cada accion. El primer pago se realiza a fin de afio, para el cual faltan
4 meses.

3. Alquileres pagaderos trimestralmente durante 5 afios. El primer pa-
go, que asciende a $5000, se efectia dentro de 5 meses y se estima
que se incrementara a una tasa promedio del 0,5%.

Suponga una tasa de interés del 10% efectiva anual para todas las valua-

ciones y a lo largo de todos los periodos considerados.

Resolucion
1. VA =5000.a(1,40, i(365,180)).(1 + i(365,60))

Es una renta finita de términos constante. Al calcular el valor actual,
el mismo cae un perfodo antes del primer pago (el petfodo son 6 meses
dado que la frecuencia de pago es semestral). Como el primer pago es
dentro de 4 meses, el VA cae dos periodos detras del punto de referencia
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(en este caso, “hoy”). Por ello, debo capitalizar dos meses (segundo fac-
tor de la valuacion).

2. VA =25000.a(1,00,7).(1+ i(365/30))8

Es una renta perpetua. Como la frecuencia de pago es anual (y su-
ponemos que la renta es vencida) el valor actual cae un momento antes
del primer pago, en este caso, un afio antes. Como estabamos parados 4
meses antes del primer pago, el VA de la renta cae 8 meses antes del
punto de referencia debiendo en consecuencia capitalizar 8 meses para
llegar al punto de referencia.

3. VA=5000.(1,20,0,005,i65,00)1 + isss/50, )

Es una renta de pagos crecientes en progresion geométrica. La fre-
cuencia de pago es trimestral, y como usamos una férmula vencida, la
valuacién cae un momento antes del primer pago (en este caso, tres me-
ses antes). Como estamos parados cinco meses antes, debemos llevarla
dos meses mas atras (actualizar dos meses).

Calculo del valor actual

Cada una de las valuaciones anteriores estan calculadas en un mis-
mo punto del tiempo, por lo tanto es posible sumarlas. La suma de cada
una de ellas constituirfa, segin este esquema, el precio de la cartera de
inversion. Es lo que usted deberfa pagar hoy para acceder a cada uno de
los pagos que genera cada renta que compone la cartera por los periodos
determinados.

En sintesis, el precio de la cartera sera:

Precio = 5000.a(1,40, 7 35/150)-(1+ i35 60,
+25000.a(1,00,0).(1+ i{3550))°
+5000.0(1,20,0,005, 57001 + i 365720 )

Calculo del Valor Final
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Una vez calculado el valor actual, y teniendo en cuenta que la tasa
de interés utilizada es la misma para todas las colocaciones, es muy senci-
llo calcular el valor final de la renta. Directamente se capitaliza al valor
actual por los perfodos que faltan hasta el momento de finalizacién de
los pagos que realiza la cartera.

No obstante, en este caso vamos a realizar el calculo de la forma
mas complicada a fin de practicar la operatoria, omitiendo el hecho de ya
tener calculado el VA.

En este caso particular, como las colocaciones tienen distinta dura-
cion, es necesario determinar cual serd el periodo tomado como referen-
cia para el calculo del valor final.

Una forma es llevar todo al momento en el cual finaliza la coloca-
cién mas larga. En el ejemplo, la colocacién mas larga son los bonos: 40
cuotas semestrales empezando dentro de 4 meses. El ultimo pago se
realiza en el mes 238. Luego, habria que calcular todo en el mes 238.

Bonos

El valor final de los bonos cae al momento del ultimo pago (mes 238),
por lo cual sélo hay que calcular el valor final con la férmula de renta
vencida:

VF =5000.5(1,40,i 365/50,)

Acciones

No obstante, para finalizar el calculo del VF de la cartera surge una difi-
cultad adicional. La renta perpetua no tiene fin (y por lo tanto no tiene
valor final), por lo que es necesario determinar que método se usard para
hacer la valuacién. Una forma es calcular el valor final de los pagos que
se efectuaron hasta el mes 238 (como una renta finita) y luego calcular el
VA de los pagos postetiores como una renta perpetua.

Hasta el mes 238 se realizaron 20 pagos, efectuandose el ultimo en el
mes 232. Se calcula el VF hasta ese punto, se capitaliza hasta el mes 238 y
luego se actualizan con férmula de renta perpetua los pagos postetiores a
238 (los cuales son infinitos).
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VF =25000.5(1,20,).(1+ i35/30)° +25000.a(1,00,(55590))-(1 + it365/30))°

Alquileres

Para el caso de los alquileres, el dltimo pago cae en el mes 62. Se
calcula el valor final con férmula vencida, el cual cae al momento del
ultimo pago (mes 62). Luego se capitaliza hasta el momento tomado
como referencia de finalizacién de la cartera (el mes 238).

VF = 5000.5(1,20,0,005,i 145 001 + 365,30, )

La suma de cada una de las valuaciones anteriores (todas caen el
mes 238) constituye el valor o precio de la cartera en dicho periodo.

Ejercicio 2

Una persona realiza la siguiente proyeccion de sus ingresos para los pro-
ximos dos afios:

= Ingreso salarial: Su sueldo durante el primer afio asciende a $3.000,
el cual estima que se incrementara un 15% el segundo afo. Los pa-
gos son mensuales.

= Ingreso por actividad independiente: cobra honorarios por $500,
con periodicidad bimestral. El primer pago se realiza dentro de un
mes. Para el proximo aflo, tiene planeado ajustar sus honorarios en

$100.
= Ingresos por rentas de la propiedad:
— Alquiler: Cobra alquiler en ddlares, por un monto de u$s 400,
pagaderos en forma mensual. El primer pago se realiza dentro

de tres meses. Tipo de cambio para el primer afio u$sl = $3; ti-
po de cambio estimado para el proximo afio: u§s1 = $3,15.
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Bonos: Cobra intereses y devolucion del capital por un valor de
$1.000 en forma trimestral. El primer pago se realiza dentro de
dos meses.

Plazo fijo: Cobra intereses por $550 en forma cuatrimestral. El
primer pago se realiza dentro de cinco meses. Dadas las expecta-
tivas de incremento de las tasas de interés, estima que los intet-
eses cobrados se incrementaran un 12% el préximo afio.

Todos los pagos son vencidos.

Se pide calcular, utilizando una tasa de referencia del 8% efectiva anual:

1. Valor en el momento cero de los ingresos del primer afio.

2. Valor en el momento cero de los ingresos de los dos afios.

3. Valor de los ingresos de los dos afios al finalizar el dltimo mes
del segundo afio.

4. Valor en el momento cero de los ingresos de los dos afios, si la
tasa de interés se incrementa en un punto porcentual a partir de
iniciado el segundo afio.

Resolucion
EJE DE TIEMPO
P(elf/izj)o Sueldo lzngﬁ;(i;trz Alquiler Bonos Plazo Fijo

0

1 3000 500

2 3000 1000

3 3000 500 1200

4 3000 1200

5 3000 500 1200 1000 550

6 3000 1200

7 3000 500 1200

8 3000 1200 1000

9 3000 500 1200 550

10 3000 1200

1 3000 500 1200 1000
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12 3000 1200
13 3450 600 1260 616
14 3450 1260 1000
15 3450 600 1260
16 3450 1260
17 3450 600 1260 1000 616
18 3450 1260
19 3450 600 1260
20 3450 1260 1000
21 3450 600 1260 616
22 3450 1260
23 3450 600 1260 1000
24 3450 1260
VALOR ACTUAL DE LOS INGRESOS PERCIBIDOS DURANTE EL PRIMER ANO
o Tasa efectiva|nimero de E Mes en el Valor en
Cuota Periodicidad subperiodica| pagos a(t,n,i) VA qs:ll:;a;gr:a m(::n;:znto
Sueldo $ 3.000|Mensual 0,00635 12| 11,5193574| $34.558,07 0| $34.558,07,
Actividad Indep. $ 500|Bimestral 0,01273 6| 574146216/ $2.870,73 -1]  $2.888,95
|Alquiler $ 1.200|Mensual 0,00635 10| 9.65967045| $ 11.591,60 2| $11.445:88
Bonos $ 1.000| Trimestral 0,01916 4| 3,81552276] $3.815,52 -1]  $3.839,73
Plazo Fijo $ 550|Cuatrimestral 0,02563 2| 1,92566972 $1.059,12 1] $1.052,44
$ 53.785,08
VALOR ACTUAL DE LOS INGRESOS PERCIBIDOS DURANTE EL SEGUNDO ANO
s . |nGmero Mes”en el Valor en
Cuota | Periodicid ZEE;::SZ’I'Z: de la(tnil va || momento
pagos valuacion cero
Sueldo $ 3.450|Mensual 0,00635 12| 11,5194]$39.741,78 12| $36.836,76
Actividad Independiente $ 600|Bimestral 0,01273 6| 5.74146] $3.444,88 11| $3.213.33
|Alquilier $ 1.260|Mensual 0,00635 12| 11,5194|$ 14.514,39 12| $13.453,43
Bonos $1.000| Trimestral 0,01916 4| 3,81552| $3.815,52 11| $3.559,06
Plazo Fijo $ 616|Cuatrimes 0,02563 3| 285257 $1.757,18 9] $1.659,94
TOTAL $ 58.722,52
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VALOR ACTUAL DE LOS INGRESOS PERCIBIDOS DURANTE EL SEGUNDO ANO - CAMBIO DE TASA

Mes en el Mes Valoren | Total valor Valor en el
Tasa efectiva| n°de que "cae"| Valor en mes| donde | mes 12 del| ingresos 2°
Cuota | Periodo P a(l,n,i) VA = momento
subperiodica | pagos la 12 queda | pago que | afio en mes cero
valuacion pago que| falta 12
Sueldo $ 3.450{Mensual 0,00711 12| 11,4635[$ 39.548,97 12| $39.548,97, $39.548,97] $ 36.658,04
Actividad Indep. $ 600|Bimestral 0,01427] 5| 4,79292| $2.875,75 13| $2.855,46] 13 $59577| $3.451,22] $3.198,95
Alquiler $ 1.260[Mensual 0,00711 12| 11,4635]$ 14.443,97 12| $14.443,97, $14.44397[ $13.388,16
|Bonos $ 1.000 Trimestral 0,02148| 3] 2.87561] $2.875.61 14| $2.835,16) 14 $98593| $3.821,09] $3.541,78
|
Plazo Fijo $616 Cua(nmes1 0,02874] 2| 1,91698| $1.180,86 13| $1.172,52] 13 $611,65 $1.784,17| $1.653,76
TOTAL | | $ 60.856.08 | $ 63.049.43| $ 58.440,68

I
2.1.11.  ANEXO: Progresién Geométrica

En matematica, una progresion geométrica estd constituida por
una secuencia de elementos en la que cada uno de ellos se obtiene multi-
plicando el anterior por una constante denominada razdn de la progre-
sién.

Ejemplo, {1, 2, 4, 8, 16,...} es una progresion geométrica cuya razén
es 2.

La progresion puede representarse de forma recursiva con la si-
guiente formulacion:

a =a;
a, ra,

donde a, designa al elemento que ocupa el puesto #-ésimo en la progresion y
res la ragdn o proporcion constante entre dos elemento consecutivos.

También puede representarse en forma explicita con la siguiente
ecuacion:

a,=ayr"'

El elemento general (a,) es igual al primer elemento (a1) multiplica-
do por la razén (r) elevada a la posicion del elemento que se desea averi-
guar menos 1 (n-1).

Las progresiones geométricas pueden ser:

® crecientes, cuando la razén es mayor que 1, por lo que cada término
es mayor que el anterior.

® decrecientes, cuando la razén es mayor que 0 y menor que 1, por lo
que cada término es menor que el anterior.
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® alternas, cuando la razén es menor que 0, por lo que sus términos se
iran alternando entre positivos y negativos.

Suma de los primeros n términos de una progresion geométrica

Se denomina como S, a la suma de n términos consecutivos de una
progresion geométrica:
S,=a,ta,+a,...+a,  +a,
Si se quiere obtener una férmula para calcular de una manera rapida
dicha suma, se multiplica ambos miembros de la igualdad por la razén de
la progresion r.

S,r=(a+a,+a,...+a, +a,)r
o lo que es lo mismo,
Sp.r=a.r+a,r+ar...+a, .r+a,r
Si se tiene en cuenta que al multiplicar un término de una progre-
sién geométrica por la razén se obtiene el término siguiente de esa pro-
gresion,
S, r=a,+ay...+a,+a,.r

Si se procede a restar de esta igualdad la primera:

S,r=a,+a...+a,+a,.r

S,=a,+a,+a,...+a,_ +a,

Sy r—S,=—a,+a,.r
o lo que es lo mismo,

Sn.(r—l): a,r—a
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Sise despeja S, = Gl =%
r—1

De esta manera se obtiene la suma de los # términos de una progre-
sién geométrica cuando se conoce el primer y el dltimo término de la
misma. Si se quiere simplificar la férmula, se puede expresar el término

- -1
general de la progresion a, como a, =a,.r"

Asf, al substituitlo en la férmula anterior se tiene lo siguiente:

n—1

n n
_ar r—a _ar —al:al(r —1)
r—1 r—1 r—1

S

n

con lo que se obtiene la siguiente igualdad:

Sn=a1r—_1
r—1

Con esta férmula se puede obtener la suma de # términos consecu-
tivos de una progresion geométrica con sélo saber el primer término a
sumar y la razén de la progresion.

Suma de infinitos términos de una progresion geométrica

Si el valor absoluto de la razén es menor que la unidad |7|< 1, la
suma de los infinitos términos decrecientes de la progresion geométrica
converge hacia un valor finito. En efecto, si |7| <1, 7 tiende hacia 0,
de modo que
r° -1 0-1_gq

= al' =
r—1 r=1 1-r
En definitiva, la suma de los infinitos términos de una progresion

geométrica de razon inferior a la unidad se obtiene utilizando la siguiente
férmula:

:al
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2.1.12.  ANALISIS DE FUNCIONES FINANCIERAS - RENTAS
Operadores a(1,n,i) y s(1,n,i)

Los operadores utilizados para hallar el valor actual o final de una renta
son funcién de dos variables:

C( 2»

® la cantidad de pagos de la renta
® tasa de interés “7”

Respecto de ambas variables estos operadores son funciones conti-
nuas.

Para un analisis basico de estas funciones, analizaremos los valores
que las mismas toman en algunos puntos y el signo de sus derivadas

primera y segunda.
Recordemos entonces dos expresiones posibles para cada operador

a(l,n,i)=a, :ﬂ = i(l"'i)_t

l 1=1
. (1+l -1
s(l,n,z)zsl Z 1+z

Segtn sea la variable en funcién de la cual estamos analizando el
operador, utilizaremos una expresion u otra sélo a los fines de hacer mas
sencillo el analisis, para trabajar con una expresion que nos sea mas
“coémoda”.

I) Valor actual de una renta un momento antes del primer pago

En funcion de la tasa
n

a(l,n,i)=f(i)=> (1+i)"

t=1
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Para analizar en funcién de la tasa, tomamos la expresién de sumato-
ria: el operador a; es la suma de “n” términos del estilo (1+i)”, donde la
variable independiente es “I” y “¢”” va tomando los valores establecidos
por la sumatoria, que son fijos, constantes para cada término en parti-
cular.

Sii =0 entonces a; = n (el denominador en cada término es igual a
uno, y la funcién ai serfa la suma de “n” términos iguales a 1).

Si i tiende a infinito entonces a; tiende a cero (dado “n”, los deno-
minadores de los términos serfan cada vez mayores, al dividir a una cons-
tante por nimeros cada vez mayores, obtengo resultados cada vez mas
pequefios).

Derivando la expresion respecto de “i”
de una suma es la suma de las derivadas:

, recordando que la derivada

dal < A\-r-1
SLN(=00+
T ICHIEN)

Debido las restricciones financieras 72> 0 e i 20, (obviando el ca-
so de las tasas reales), “i” s6lo puede tomar valores mayores o iguales
que cero, por lo que la expresion (1+i )™ se mantendra siempre positiva
y el signo de la derivada sera siempre negativo, por lo que se trata de una
funcién decreciente, lo cual es logico, ya que a mayor tasa de interés,
menor sera el valor actual de la renta.

Lol S 1)+ =S 10400

2.
d l =1 t=1

n

tle+1)1+i)"7 >0

t=1

Por lo que se trata de una funcién céncava, que tiene como asintota
el eje positivo de las abscisas.
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En la grafica de la funcién podemos observar las caracteristicas obte-
nidas en forma analitica. Agregamos ademads el grafico de la funcién
a(0,n,i), dejando como actividad al alumno el estudio de sus caractersticas.

Vemos claramente que la grafica de a(0,n,7) estd por encima de la
grafica de a(l,n,i) (¢por quér).

a(1,n,i) y a(0,n,i) en funcion de "i"

25 -
— a(0,n,i)
23 - | = = a(1,n,i
3¢5 (1.n,i)
510
T <
>K 57 ——
0 T T \-— —\ — T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

® Ambos graficos fueron hechos teniendo en cuenta un n=20 y c=1

—_

n n—

i a(lni)= ()= (1+i)" a(0,n,i)=f(i)=>Y (1+i)"

t=1 t

Il
[=)

S

0 n
© 0 0

En funcién de la cantidad de pagos
atni)= ="~

Para analizar en funcién de “n” tomamos la expresion que resume
una sumatoria de “n” términos variables en progresion geométrica, “n”
es la variable independiente e “i” es una constante dada.
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Sin =0 entonces @, = 0 (recordar que (1+i)" = —)

Sin =1 entonces a, =£_=(1+i)_1
i

Sin tiende a infinito, @, tiende a —
i

€0

En esta expresiéon de @, el unico término afectado por “n” es

(1+i)™, por lo que la derivada primera teniendo en cuenta las restric-

ciones financieras

s NP %i[— (1+i)"|= (—1).%(1 +i) " .In(1+i)(-1)

Por lo que se trata de una funcién creciente.
d*a(l) (~D0+i)"n*(1+i)
—t = : <0
d°n i

Por lo que la funcién es convexa.

a(1,n,i) a(0,n,i) en funcién de "n"
S 25,
Tz’ 20 | =
§ E: 15 4
E % 10 4 — (1,0,
@ 5 = ==3(0,n,i)
g
N T T T T T T 1
= 0 10 20 30 40 50 60 70
n

Ambas graficas fueron hechas tomando i = 0,05y ¢ =1

143



1-(1+i)"

i a(l,n,i)=f(n)=—_ a(0,n,i)= f(n)= (1+1)

0 0 0
1 (1+i)" 1
© ! 1+1_

I i

IT) Valor de una renta junto con el altimo de los pagos
En funcién de la tasa

n-1

s(Lni)=f(i)=>"(1+if
=0
Para analizar en funcién de

[13t2
1

tomamos la expresion de sumatoria,
por lo que el operador s, se expresa como la suma de “n” términos del

estilo (147 , donde la variable independiente es “¢” y “¢” va tomando

los valores establecidos por la sumatoria, que son fijos para cada
término en particular.

, . -\ ,
Tenemos entonces que cada uno de los términos (l+l) seran de

grado “f’ y §, sera un polinomio completo de grado “n-1”

Sii =0 entonces §,= n (al elevar a la cero, todos los términos son
iguales a uno y la funcién s, serfa la suma de “n” términos iguales a 1).

Si i tiende a infinito entonces S, tiende a infinito (dado “n”, los
términos individuales serfan cada vez mayores, y, al sumarlos, obtengo
una expresion mayor aun).

Derivando la expresion respecto de
de una suma es la suma de las derivadas:

[75:2)
l

, recordando que la derivada
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Dadas las restricciones financieras (obviando el caso de las tasas te-

ales), “1” sélo puede tomar valores mayores o iguales que cero, por lo

s s L\r—1 ;. .. .
que la expresion (1+i) ™" se mantendra siempre positiva y el signo de la

derivada sera siempre positivo, por lo que se trata de una funcién cre-
ciente. Lo cual es légico, ya que a mayor tasa de interés, mayor sera el
valor final de la renta.

=Y 1(t-D1+i)*>0

Por lo que se trata de una funcién coéncava.

W' Queda como actividad al alumno el andlisis de la funcion S(0,n,i).

S(1,n,i) y S(0,n,i) en funcion de "i"

200 -
150
100 -

Valor final S(1,n,i)
S(0,n,i)
[6)]
o o

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25

® Ambos graficos fueron hechos teniendo en cuenta un n=20y c= 1

i sni)= )=S0+ ‘ SO )= 1) =3 (i)
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Vemos claramente que la grifica de S (0,7,i) esta por encima de la
grifica de S (1,n,i) (spor qué?).

' Saque conclusiones conceptuales sobre la diferencia entre los graficos de los ope-

“ ({752

radores “a”y s, ambos en funcion de “i”. A qué se debe?

En funcién de la cantidad de pagos

s(L,n,i)= f(n)z(lL?rl_l

1

Para analizar en funcién de “n” tomamos la expresién que resume
la sumatoria de “n” términos variables en progresién geométrica, “n” es
la variable independiente e “i” es una constante dada.

Sin = 0 entonces s1 =0
Sin =1 entonces s1 =1

Si n tiende a infinito, s1 tiende a infinito

[T3% 1)

En la expresién compacta de s1, el dnico término afectado por “n
es (1+i), por lo que la derivada primera teniendo en cuenta las restric-
ciones financieras es:

ds _1dl+i) -1
d i d i

ds, _(1+i).In(1+i)
dn i

>0
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Por lo que se trata de una funcién creciente.

dzzsl _ .(1+i)”.1‘r12 (1+9) -0
d'n i

Por lo que la funcién es concava.

S(1,n,i) S(0,n,i) en funcién de "n"
e 400+
@ 300 -
=
- c
s S 200 +
;‘u:) ] 100 —5(1 n |)
o ) — —
5 s(0,n,i)
E 0 T T T 1
0 20 40 60 80
n

®  Ambas graficas fueron hechas tomando i = 0,05y ¢ =1

s(l,n,i)=f(l’l)=(lL_)_l s(O,n,i)=f(n)=(lL_)_l(l+i)
i i
0 n n
1 1 141
2 2+1 (2+i).(1+1)
[ee] (o) (o)

@ . iy oy - .
¥ Dejamos como actividad al alnmno el andlisis de la funcion S(0,n,i).

Obtenga conclusiones conceptuales sobre la diferencia entre los graficos de los ope-

radores ‘AU y “S”, ambos en funcion de “n”. ;A qué se debe?
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Para analizar los operadores (0,n,i) y S(0,n,i) se debe proceder

en forma analoga.
“i”

Al realizar el analisis en funcion de
la expresion de sumatoria.

es conveniente trabajar con

(13984

Para analizar en funcién de “n” tener en cuenta que

a(o,n,i)zﬂu”):"juﬂ)-f

t=0

Considerar en la primera expresion que multiplicar por (1+i) es lo
mismo que dividir por (1+i) -1, entonces

ﬂ@ﬂ

l

=0

a(O,n,i):

1+i

i
Recordando que? =d , entonces
+1

i 1 d

1+i

a(0ni) 20 gy 1) 1)

Procediendo de la misma forma con el operador s0O

i l d

1+1i

S(o,n,i)zw(lﬂ): (1+i)" -1 (1+i)' -1

Obtenemos asi dos expresiones mas “cémodas” con las que realizar
el andlisis en funcién de “n”.

2.2. SISTEMAS DE AMORTIZACION DE PRESTAMOS

Un sistema de amortizacién de préstamo consiste en disefiar una
arquitectura determinada para devolver el capital inicialmente otorgado.
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En la primera parte del libro, cuando se abordaron las denominadas
operaciones simples, el capital tomado en préstamo (o invertido) se de-
volvia (o se recibia) todo junto al final del periodo junto con los intereses
totales. Para ello, se aplicaba directamente la férmula de monto segun la
tasa y el periodo pactado.

En esta seccion, se analizara la opcién de abonar devoluciones pat-
ciales del capital en periodos intermedios y no todo junto al finalizar la
operacion.

El preconcepto fundamental que hay que tener en cuenta es que, en
principio, los intereses se calculan sobre el denominado saldo de deuda.
Es decir, la tasa de interés efectiva se aplica sobre el capital adeudado.

No obstante, mas adelante se presentara un caso donde esto no se
cumple, pero configura una excepcién y es un caso prohibido en las
operaciones financieras.

Esquema

Se toma como referencia un ejemplo sencillo, sobre el cual se plan-
tearan distintas formas de devolucion del capital.

Se toma en préstamo el valor Vo, el cual sera devuelto dentro de un
aflo, pactando una tasa nominal anual determinada.

2.2.2. OPERACION SIMPLE 1

Se devuelve el capital en una sola cuota junto con los intereses al final del
periodo.

Este caso corresponde al tipo de operaciones simples desarrolladas
en el capitulo 1. Se devuelve todo el capital en una sola cuota (C = Vo) y
los intereses se calculan sobre el saldo de deuda. Como no hubo devolu-
ci6én del capital en ningin perfodo intermedio, el saldo de deuda es el
monto inicial del préstamo: Vo. Los intereses se calculan aplicando la
tasa de interés correspondiente sobre dicho saldo. La tasa de interés es la
del perfiodo de saldo; en este caso un afo.

Cuota de capital: m = Vo
Cuota de Interés: I = Vo.i siendo i la tasa efectiva annal
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Monto total devuelto:
M=m+1(0,n) = Vo + Vo.i= Vo. (1+ i) siendo i la tasa efectiva annal

Aclaracion: I (0, n) son los intereses totales, que en este caso patticular

coinciden con la cuota de interés dado que es una sola.
2.2.3. OPERACION SIMPLE 2

Se devuelve el capital en una sola cuota al final del periodo, pero los in-
tereses se pagan en forma trimestral.

Este caso es igual que el anterior, con la unica diferencia que los in-
tereses, en lugar de pagarse de una sola vez al final de la operacién, se
pagan en forma trimestral.

La devolucion del capital no varifa, se devuelve todo junto al final del
petiodo, como en el caso anterior. Luego la cuota de capital es: C = Vo.

Los intereses se calculan sobre el saldo de deuda, que en este caso
también es Vo, pero como cambia el perfodo (trimestral) debera aplicarse
una tasa efectiva trimestral.

Cuota de capital: m = Vo

360

Cuota de Interés: I = Vo. i(
90

j (tasa efectiva trimestral)

En este caso se tienen 4 cuotas de interés. Luego, los intereses tota-

les abonados ascenderan a: I (0, n) = 4.Vo. i[ @]
90

Monto total devuelto:

M=C+1(0,n) =Vo+4Vo. i,
%)
0 3 6 9 12 meses
I 1 1 1 Cuota de interés
Vo Cuota de capital
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Ejercicio 1
¢Qué otra forma mas rapida puede utilizarse para calcular el monto de-
vueltor?

Ejercicio 2
Respecto a las operaciones simples 1 y 2, demuestre en qué caso los in-
tereses totales abonados son mayores. Explique conceptualmente.

2.2.4. OPERACION COMPUESTA 1

Se devuelve el capital en dos partes: el 30% a los cuatro meses y el
resto a fin del periodo.

En este caso se genera un quiebre respecto al tipo de operaciones an-
tes presentadas, dado que no se pagan solamente intereses, sino que una
parte de lo abonado a lo largo del petfodo corresponde a la amortizacién
del capital. En este sentido, cada vez que se devuelve una parte del capital,
se estd cambiando la estructura de la operacién, dado que se estara frente a
un saldo de deuda decreciente. Por ello, se denominara “complejas” a este
tipo de operaciones, dado que la cuota de interés dejard de ser constante
en virtud de estar frente a un saldo de deuda variable (decreciente). Tam-
bién puede afirmarse que toda operacién compleja puede ser interpretada
como una sucesion de operaciones simples.

Como los intereses se calculan sobre el saldo de deuda, y siempre
que se realiza un desembolso se debe abonar interés, cada vez que se
realiza una devolucién de capital, debe pagarse en forma asociada el in-
terés correspondiente. Esta situacion se refleja en los siguientes articulos
del Cédigo Civil de la Nacién, Ley N° 340 de 1869:

Art. 776. Si el dendor debiese capital con intereses, no puede, sin consentimiento del
acreedor, imputar el pago al principal.

Art. 777. El pago hecho por cuenta de capital e intereses, se imputard primero a los
intereses, a no ser que el acreedor diese recibo por cuenta del capital.

De lo anterior se desprende que, al ingresar un pago determinado, la

prioridad corresponde al pago de intereses. Si queda un remanente, se
destinard a la amortizacion del capital. O, dicho de otro forma, no es
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posible amortizar capital sin pagar intereses (a no ser que el acreedor lo
autorice en forma expresa).

En el ejemplo planteado, dado que el capital de amortiza en dos
partes, se tendran que ingresar dos cuotas de interés, pero las mismas no
seran iguales como en el ejemplo anterior (operacién simple dos), dado
que al devolver capital, el saldo de deuda disminuye. El hecho que el
interés se calcule sobre saldos esta regulado por la siguiente resolucién

del B.C.R.A:

“Los intereses que generan las operaciones activas que las entidades financieras otor-
gan deben ser vencidas. Solo se pueden cobrar intereses sobre saldos efectivamente
prestados y por los tiempos que bayan estado a disposicion del cliente”.

Luego, como los intereses se calcular sobre saldos, la cuota de in-
terés sera decreciente. En este ejemplo significa que la segunda cuota de
interés sera menor a la primera, dado que el capital adeudado disminuye
luego de la primera devolucién de capital.

La primer cuota de amortizacion es el 30% del capital: m; = 0,3*Vo

La cuota de interés asociada es la tasa periddica que corresponda
multiplicada por el dinero que se tuvo disponible durante dicho petiodo.
En el ejemplo, el tomador dispuso del monto Vo durante cuatro meses.
Luego, se calcula la tasa efectiva de 4 meses y se la multiplica por Vo para
abonar los intereses correspondientes. En sintesis, el saldo de deuda
hasta la primera amortizacién del capital es Vo, dado que aun no se de-
volvié nada. Luego, la primera cuota de interés sera:

1(0,1) = Vo. i(%oj
120
Noétese que la tasa refiere al periodo de las cuotas de devolucion del
capital, esto es, 4 meses. Indica que la tasa de interés se aplica por el
petiodo durante el cual el monto estuvo a disposicién del tomador.
En suma, la primera cuota total (C1) estd compuesta por una patte

de interés y una parte de capital:

=  Forma general: Cj=mj + [j= Ci =mi + [

*  Enel¢jemplo: Ci = my + 11 = Vo.0,3 + Vo. i(@)
120
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Resta calcular la segunda cuota total: El capital se termina de devol-
ver al final del afio, donde se ingresara el saldo remanente, que asciende
al total tomado en préstamo menos la parte que previamente se amot-
tizé. En el ejemplo, la segunda cuota de capital sera:

®  Segunda cuota de capital: m; = Vo —my
= Comom =0,3Vo=m;=Vo-0,3.Vo=07Vo

Resta calcular la cuota de interés. Como en el caso anterior, hay que
identificar el monto que estuvo a disposiciéon del tomador durante el
periodo comprendido entre el pago de la primera cuota y la segunda (el
monto en este caso es el saldo de deuda):

® Saldo de deuda: Vp = Vo —m; = Vo —0,3.Vo = 0,7Vo
Nota: en este caso coincide con la segunda cnota de amortizacion dado que en el ejenplo
el capital se devuelve en dos cuota: en todos los sistemas, el saldo de denda del siltimo

periodo es ignal al siltimo pago de amortizacion, dado que se esta cancelando el préstamo.

El tomador tuvo a disposicién la suma de 0,7.Vo durante ocho me-
ses. Luego, la segunda cuota de interés sera:

= | = (saldo de deuda).(tasa efectiva del periodo)

» L=0,7Vo. I\ (tasa efectiva de ocho meses)
(240)
En suma, la segunda cuota total sera:

" Co=my+16=0,7Vo+0,7.Vo. I 360
Ga)

Luego de pagada Cs, queda saldada la deuda de capital y abonados
loa intereses correspondientes.
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Por udltimo, los intereses totales abonados son:

120

= ] (0’ n) =L+1=V, i(360) + 0,7V, l[%J

2.2.4 OPERACION COMPUESTA 2

Se devuelve el capital en tres partes: el 30% a los cinco meses, otro
40% a los nueve meses y el resto a fin del periodo.

Conceptualmente, este caso es igual al anterior, con la sola diferen-
cia que el capital es devuelto en tres pagos.

A continuacién se presenta el calculo de las cuotas de amortizacion
e interés correspondientes:

o Ci=mi+1
(@] M1:0,3.V0
O 11 = V(). i360
()

o (Co=mr+1D
o m=04.V,
o L=(Vo—03Vo). i
(i)

o (Cs=ms+15
(@] I’H3:0,3. V()

O 13 = (V()—O,3.V()—O,4.V()). l(@)
90

Aclaracion: En las tres cuotas de interés, la expresion entre parénte-
sis a la cual se le aplica la tasa de interés constituye el saldo de deuda, es
decir, el monto original tomado en préstamo menos lo amortizado. En la
primera cuota, como ain no se devolvié nada, el saldo de deuda coincide
con el valor original del préstamo. En las cuotas subsiguientes, como ya
se amortiz6 una parte, el saldo de deuda sera menor.
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Ejercicio 3

Se toma un préstamo por $100.000 a devolver a fin de afio. La tasa pac-
tada asciende al 12% nominal anual para operaciones a un mes, utilizan-
do un perfodo de referencia de 360 dias. No se pacta ninguna estructura
de amortizacién: el tomador decide si desea realizar amortizaciones pat-
ciales o devolver todo junto a fin del periodo. Si en el mes 6 el tomador
desembolsa $50.000, se pide calcular:

1. Qué parte corresponderd al pago de intereses y qué parte a la amorti-
zacion del capita.

2. Cudl es el saldo de deuda luego del desembolso

3. Cuanto restara abonar al final del afio en concepto de capital e inter-
eses para saldar la deuda.

2.2.5. OPERACION COMPUESTA 3

Se devuelve el capital en partes iguales: una a los seis meses y otra a fin
del periodo.

Este caso ya corresponde al tema que se esta desarrollando, es decir,
diseflar mecanismos para amortizar el capital. La diferencia conceptual
radica en establecer una forma regular de amortizacién. En este caso,
partes iguales. Es decir, constituye un caso mas particular respecto a los
antes desarrollados.

Si el capital se devuelve en dos cuotas iguales, cada cuota de amorti-
zacién sera:

El saldo de deuda hasta la primera amortizacién del capital es Vo,
dado que adn no se devolvié nada. Luego, la primera cuota de interés
sera:

10, 1) = Vo. I,

(i)
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Noétese que la tasa refiere al periodo de las cuotas de devolucion del
capital, esto es, 6 meses. Indica que la tasa de interés se aplica por el
periodo durante el cual el monto estuvo a disposicion del tomador.

Siguiendo la légica anterior, la segunda cuota de interés sera:
I(1,2) = (Vo —m). i(@j

180

Cuotas totales:

Cr=mi+5L=-2+Vo. i,
2 (%)
Vv, .
C2:m2+12:— +(Vo—m).l360
: ()

En esta caso, el préstamo de devuelve en dos cuotas totales (Ci y
(), abonandose en la suma de ambas la totalidad del capital y los intet-
eses correspondientes.

Vv
Cuotas de capital: m; =m; = ?0
Cuotas de Interés: I =Vo. i,
(%)

L = (Vo —my). i(@j

180

Intereses totales: I (0,n) =11+ 1>

Los puntos fundamentales, que se profundizaran a través del desa-
rrollo de este capitulo, son, entre otros, los siguientes:

® Determinar la composicién de la cuota total: qué parte corresponde
a la amortizacién del capital y qué parte corresponde al pago de in-
tereses.

® Determinar la forma o evolucién de la cuota total: si es constante,
creciente, decreciente o una combinacion de casos.
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Respecto al ultimo punto, es facil determinar la forma de la cuota
total en el ejemplo desatrollado:

= La parte de capital es constante, pero como la parte de interés se
calcula sobre el saldo de deuda (que es decreciente dado que se
va devolviendo capital) dicha parte de interés es decreciente.
Luego, si la parte de capital es constante y la parte de interés es
decreciente, la cuota total es decreciente.

=  Bste sencillo analisis puede generalizarse afirmandose que, bajo
un sistema de tasa sobre saldos, si la cuota de amortizacioén es
constante, la cuota total sera decreciente.

2.2.6. OPERACION COMPUESTA 4

Se devuelve el capital en doce cuotas iguales: una vez por mes.

El concepto de este ejemplo es el mismo que el anterior, sélo que de-
vuelve el capital en un mayor nimero de cuotas.

Si el capital se devuelve en 12 cuotas iguales, la cuota de amortizacion
Yo
12

serd —2 en todos los casos. Es decit, m; =m; =m3 = .... = mp =

A continuacién se presentan las expresiones del calculo de las cuotas:

° C
Y
12

o I=Vo. ( 36()) Como se amortiza en forma mensual, se apli-

O m;

30
ca una tasa efectiva mensual sobre el saldo de deuda para
calcular la cuota de interés
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° C2

Vi
my = ﬁ
O 12 = (VO — m]). i(@}
30
° C3
Vi
O mj3= é
O 1’5: (Vo—n’h—mz). i(@)
30
Como todas las cuotas de amortizacion son iguales, se puede simplificar la
expresion anterior:
I=Vo-2m). i,
)
° C4
Vi
O my= é
30
Cs Gy
ms = & My = &
12 12
Is = (Vo —4m). I ,, Iy = (Vo —8m). I,
) )
Cs Cuo
Yo Yo
me= — Mio= —
12 T2
Is = (Vo —5m). I/, Iy = (Vo —9m). I/,
=) =)
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C; Cn

m7 = Y—; My = Y—;

I7 = (VO — 6m) l 360 111 - (VO - 101’11). l 360
%) %)

Cs Co2

mg = Y—; M, = Y—;

Ig = (VO — 7rn) l 360 Ilz: (VO - llm). l 360
%) %)

La forma de devolucién de un préstamo desarrollada (operaciones
complejas 3 y 4) se denomina “SISTEMA ALEMAN DE AMORTI-
ZACION”.

Basicamente, las caracteristicas del mismo son las siguientes:

1. Tasa sobre saldos (significa que el interés se calcula sobre el saldo de
deuda).

2. Cuota de capital constante.

3. Cuota total decreciente en progresion aritmética.

La dltima caracteristica es una consecuencia de las condiciones uno
y dos.

Ejercicio 1
Demuestre que bajo el sistema aleman de amortizacién la cuota total es
decreciente en progresion aritmética y determine cudl es la razén de la
progresion.

Ejercicio 2
Derive una expresion general para la cuota total

2.2.7 OPERACION COMPUESTA 5

Se devuelve el capital en doce cuotas, de forma tal que la cuota
total (capital mas interés) sea constante.
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En este caso, al igual que en el anterior, se esta disefiando una for-
ma de devolucién del préstamo. A partir de la operacién compuesta 3, se
estableci6 una forma regular de devolucién del capital, calculando cuotas
constantes de capital. Pero, como el interés se calcula sobre el saldo de
deuda (que decreciente dado el pago de amortizacion) la cuota total re-
sulta decreciente. En este caso, se pide que la cuota total sea constante.
Ello significa que, dado que la cuota de interés obligatoriamente sera
decreciente por la disminucién del saldo de deuda, la cuota de amortiza-
cién debera ser creciente a los fines de generar una cuota total constante.
La problematica radica en coémo disefiar la estructura de las amortizacio-
nes de forma tal que resulte una cuota total constante.

Para ello, se plantea la estructura antes desarrollada:

Ci=Vo.i+m
C= (VO - ml).i + my

Noétese que no se ha planteado nada nuevo, solamente se presenta la
composicién de la primera y segunda cuota: cuota de interés (tasa de
interés efectiva peridédica aplicada sobre el saldo de deuda) mas la cuota
de amortizacién.

Pero como se establecié que la cuota total debia ser constante:

Ci=(C
Voi+mi=Vo-mi).i+m
Vo.i+m; =Voi-mii+m

m; = —my i +mp
mi+ my.l = mo
m1.(1+ l) = my

Se ha deducido la expresion my = my. (1+7)

La cual significa que la segunda cuota de amortizacién es igual a la
primera por el factor de capitalizacion, aplicando la tasa efectiva periédi-
ca de la operaciéon. Restarfa demostrar si esta relaciéon se cumple entre
todas las cuotas de amortizacion.
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Ejercicio
Deducir la expresion para el resto de las cuotas de amortizacion y plante-
ar una férmula general.

Es facil demostrar que la relaciéon antes planteada se cumple en
cualquier caso, por ejemplo:
m3 = mz.(l -H)
m4 = mj (1 +l>

m12=m11.(1 +i)
De lo cual puede derivarse la siguiente relacién: m; =m j—l'(l +1)

También, poniendo una cuota de amortizacion en funcién de la an-
. . . . _ - j—h
terior, puede resumirse la siguiente expresion: m; =m,.(1+i)"" con
i >h
Ejercicio
Demuestre la expresion anterior

Aplicando las relaciones anteriores, pueden expresarse a todas las
cuotas de amortizacién en funcién de la primera (my):

my=m;.(1+17)

m3=m;.(1+7)2

1’1’14:r1’l1.(1‘i‘l')*77

m5=m1.(l+l)4

my=my.(1+7)10

mp=my.(1+)"

La suma de todas las cuotas de amortizaciéon debe ser igual al capital

tomado en préstamo:

Vo=mi +my+ms+...+ mn + mn
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Reexpresando todo en funcién de my:

Vo =mi + mi.(1+i) + m.(1+0)2 +... + m.(1+0)10 +
+ ml.(l-i-l)“

Sacando factor comin my:
Vo=mi[1+ (1+i) + (1+i)2 + ...+ (1410 + (1+)1])

Puede observarse que la expresion entre corchetes es una serie que
crece en progresion geométrica a la razén (1+i). Luego, puede aplicarse
la f6rmula de suma geométrica o, lo que es lo mismo interpretado en
términos de matematica financiera, aplicar la férmula del valor final de

una renta:  V, =m,.s(1,12,i)
En general, V,=m,.s(1,n,i)

Con la férmula anterior, puede calcularse el valor de la primer cuota
de amortizacién:

-1 .
m, =V,.s~ (1,n,i)
Con la misma, automaticamente se tiene el valor de las subsiguien-

tes, pudiéndose calcular la composicion de todas las cuotas, presentadas
a continuacion:

° Ci
o m= Vo.s_l(l,n,i)
(@] 11 = Vo. l 360
%)
° C2
o m2=m1.(1+l)
o L= (VO—I’IM). I 360
%)
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G;
ms= m1.(1+i)?

L= (VO—m1—m2). i360
(%)
Cy
msi=m 1(14‘1)3
14: (VO—M1—I7’12—I7’13). i360
(%)
Cu
mi — M1.(1+l>10
Ii=Vo-mi—mo—msz—my-
Co

mip—m 1.(l+l')“

I, = (VO—Wl1—I7”lz—Wl3—Wl4—

....—mm). l 360
%)
...—m“). i360
%)

La expresion entre paréntesis a la cual se la aplica la tasa de interés

p-1

para este caso serfa: V =V, — ij

j=1

efectiva periddica para calcular la cuota de interés corresponde al saldo
de deuda. La expresion planteada corresponde al caso general, esto es, el
saldo de deuda es capital original menos lo amortizado, sin plantear nin-
guna forma de estructuracién de las amortizaciones. La férmula general

Vp es el saldo de deuda al momento “p”. Generalmente es denomi-

nado “saldo al inicio”, dado que lo que se debe antes de ingresar la cuota
correspondiente al periodo “p”.
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En tanto, a las amortizaciones acumuladas hasta la amortizacion “p”

P
inclusive, suele llamarse M p = Zm :
J=1

Bajo el sistema aleman, la expresion del saldo de deuda se resumia a:

V, =V, —(p—1).m, dado que la cuota de amortizacién era constante.

En este sistema, también puede buscarse una expresion para el sal-
do de deuda, dado que las amortizaciones tienen una estructura determi-
nada: crecen en progresion geométrica a la razén (1+i). Por ejemplo, pa-
ra las amortizaciones acumuladas hasta la n° 5:

M,=mi +my+ m;+my+ ms

M, =mi + mi.(14+0) + mi.(1+0)2 + mi.(1+0)? + my.(1+i)*
Mg=mi[1+ (1+) + (142 + (1403 + (1+i)*]

M, =mi.s(1,5,0)

En general,

Mp =m,.s(l, p,i)

[{35% 3}

El saldo de deuda al momento “p” seria:

V,=V,-M,,
Vp =V, —m.s(l,p—1)

Noétese que, como fue dicho, Vp corresponde al saldo de deuda antes de

[T39% 3]

abonada la cuota “p”, con lo cual la cuota de amortizacién m, no ha

sido ingresada, no debiendo ser restada (dado que atn no se pago).
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Luego, la composicién de las cuotas puede escribirse como sigue:

° C3
o m3=mi.(1+i)?2

o L= (Vo-mus(l,21). i(@]

30
o (,
m4=m1.(l+i)3
L= (Vo —mus (1, 3, i)). z(@)
30
e (i
m11=m1.(1+l)1“
111 = (VO — m1,s(1, 10, i)) l(@J
30
e (i

miz = ml.(1+l n
Iz = (Vo —mu.s(1, 11, 0)). i(%o)
30
Esta forma de estructurar las amortizaciones, de forma tal que la
cuota total resulte constante, se denomina SISTEMA FRANCES DE
AMORTIZACION.

Basicamente, las caracteristicas del mismo son las siguientes:
1. Tasa sobre saldos (significa que el interés se calcula sobre el saldo de
deuda).
2. Cuota total constante.

3. Cuota de amortizacioén creciente en progresion geométrica.

La dltima caracteristica es una consecuencia de las condiciones uno
y dos.
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Ejercicio
Derive una expresion para el calculo de la cuota total bajo el sistema
francés de amortizacion.

RESUMEN DE FORMULAS
General Aleman Francés
Cu'ota y m, m,=m= Vo/n | mi=Vols (1,12, 0]
amortizacion m;= m.(1+i)!

m; = m, (1+ih

Amortizaciones

P
acumuladas 1‘417 = ij Mp =—.p Mp=m.s(1,p,i0)

Saldo de deuda
al inicio vV =V, _1‘417_1 —— A G-p) Vp=Vo—-mi.51,p-1,1)
f .
n

Cuota interés | 7 =y —p1 i V
Voot l; =[Vo~°-(i—1)}" = Wo=mi.5(1, -1, )

Cuota total Cj=m;+ 1, v V.o
clzno{%_z,(,_n} Ci=C=V,a'l(l,n, i)

2.2.8 EJERCICIOS DE APLICACION
Ejercicio 1

Se toma un préstamo de $100.000 a ser devuelto en 12 cuotas mensuales,
a la tasa nominal anual para operaciones a 30 dias del 12%. Presente el
cuadro de marcha (cuota total, cuota de interés, cuota de amortizacion,
amortizaciones acumuladas, saldo de deuda) del préstamo bajo el sistema
aleman y el sistema francés de amortizacion. Compare la evolucion de la
cuota, del saldo de deuda y los intereses totales abonados. Trabaje con
360 dfas.
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Resultados

» Cuadros de Marcha

SISTEMA ALEMAN
Periodo | Amortizacién Amortizacién Saldo al inicio | Cuota Interés | Cuota Total
Acumulada

0
1 8.333,33 8.333,33 100.000,00 1.000,00 9.333,33
2 8.333,33 16.666,67 91.666,67 916,67 9.250,00
3 8.333,33 25.000,00 83.333,33 833,33 9.166,67
4 8.333,33 33.333,33 75.000,00 750,00 9.083,33
5 8.333,33 41.666,67 66.666,67 666,67 9.000,00
6 8.333,33 50.000,00 58.333,33 583,33 8.916,67
7 8.333,33 58.333,33 50.000,00 500,00 8.833,33
8 8.333,33 66.666,67 41.666,67 416,67 8.750,00
9 8.333,33 75.000,00 33.333,33 333,33 8.666,67
10 8.333,33 83.333,33 25.000,00 250,00 8.583,33
11 8.333,33 91.666,67 16.666,67 166,67 8.500,00
12 8.333,33 100.000,00 8.333,33 83,33 8.416,67

0
SISTEMA FRANCES
Periodo| Amortizacion Amortizacion Saldo al inicio | Cuota Interés | Cuota Total
Acumulada

0
1 7.884,88 7.884,88 100.000,00 1.000,00 8.884,88
2 7.963,73 15.848,61 92.115,12 921,15 8.884,88
3 8.043,36 23.891,97 84.151,39 841,51 8.884,88
4 8.123,80 32.015,77 76.108,03 761,08 8.884,88
5 8.205,04 40.220,81 67.984,23 679,84 8.884,88
6 8.287,09 48.507,89 59.779,19 597,79 8.884,88
7 8.369,96 56.877,85 51.492,11 514,92 8.884,88
8 8.453,66 65.331,51 43.122,15 431,22 8.884,88
9 8.538,19 73.869,70 34.668,49 346,68 8.884,88
10 8.623,58 82.493,28 26.130,30 261,30 8.884,88
11 8.709,81 91.203,09 17.506,72 175,07 8.884,88
12 8.796,91 100.000,00 8.796,91 87,97 8.884,88

0
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» Graficos Comparativos

Evolucion de la Cuota de Amortizacion

9.000,00 -
O Aleman

8.800,00 - B Francés

8.600,00 -

8.400,00 -

8.200,00 -

8.000,00

7.800,00 -

7.600,00 -

7.400,00 -

Como se observa, la cuota de amortizacion constante del sistema
aleman es al principio superior a la creciente del sistema francés. A partir
de cierto punto (en este caso el mes 7), la de éste ultimo pasa a superar a
la del aleman.

De lo anterior se deduce bajo el sistema aleman el capital es amorti-
zado mds rapidamente que bajo el sistema francés.

Total Amortizado luego de pagada la 5° cuota

50.500,00

50.000,00

50.000,00

49.500,00

49.000,00

48.507,89

48.500,00

48.000,00

47.500,00

SISTEMA ALEMAN SISTEMA FRANCES
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En efecto, como se observa en el grafico precedente, el fondo
amortizado, en este caso luego de pagada la quinta cuota, es superior en
el sistema aleman respecto al correspondiente bajo el sistema francés.

Evolucion del la Cuota de Interés

1.200,00

@ Aleman

1.000,00 1 B Francés

800,00 -

600,00 -

400,00 +

200,00 -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

En tanto, como bajo el sistema aleman el capital se amortiza mas
rapidamente que bajo el francés, el saldo de deuda del primero decrecera
mas rapido que el del segundo. Luego, la cuota de interés bajo el sistema
aleman sera inferior a la correspondiente del francés, con la sola excep-
cion de la primera, que es igual en ambos sistemas (dado que el saldo de
deuda es el mismo, esto es, el monto original tomado en préstamo, dado
que en ese punto aun no se amortizo nada).
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Intereses Totales Pagados

6.640,00

6.618,55

6.620,00
6.600,00
6.580,00
6.560,00
6.540,00

6.520,00

6.500,00

6.500,00
6.480,00
6.460,00
6.440,00 +

SISTEMA ALEMAN SISTEMA FRANCES

Como consecuencia de lo anterior, los intereses totales pagados ba-
jo el sistema aleman resultan inferiores a los correspondientes bajo el
sistema francés, tal como se observa en el grafico precedente.

Por ultimo, resta comparar la evolucién de la cuota total. Como se
observa en el grafico siguiente, la cuota total constante del sistema
francés es inferior a la del sistema aleman hasta la sexta cuota. A partir de
la séptima inclusive, se invierte la relacion, pasando a ser superior la del
francés e inferior la del aleman.

Evolucion de la Cuota Total

9.600,00 J
O Aleman

9.400,00

B Francés

9.200,00

9.000,00

8.800,00

8.600,00

8.400,00

8.200,00

8.000,00

7.800,00
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Ejercicio 2

*  Demuestre en forma tedrica a partir de qué momento la cuota de
amortizacion del sistema francés pasa a superar a la del sistema
aleman.

* Dado que, bajo igualdad de condiciones (respecto al monto, plazo y
tasa de interés), los intereses totales bajo el sistema francés resultan
superiores al los del sistema aleman, ¢puede afirmarse qué el costo
financiero del primero es superior al del segundo? Verdadero, Falso.
Justifique.

*  Demuestre en forma tedrica a partir de qué momento la cuota total
del sistema francés pasa a superar a la del sistema aleman.

® Si para otorgar un préstamo se pone como requisito que la cuota
total no supere un determinado porcentaje del sueldo neto del to-
mador, bajo qué sistema se otorgaran mas prestamos. Justifique.

229 OTROS SISTEMAS DE AMORTIZACION

2.2.10.1 Sistema Americano
Sistema americano simple

Este sistema de amortizacién de préstamos se caracteriza por el
hecho de que la totalidad del capital prestado se devuelve de una sola vez
en la ultima cuota, mientras que, durante toda la vida de la operacién tan
solo se liquidan intereses.

Al no amortizar capital periédicamente el saldo de deuda permanece
intacto hasta el ultimo momento. Esto hace que, desde la primera hasta
la antetltima, las cuotas sean constantes, compuestas solo por la cuota de
interés. La ultima cuota es una cuota extraordinaria, que estard compues-
ta por una parte de interés y por la amortizacién total del préstamo.

Este sistema fue clasificado como “operacion simple” al inicio del
desarrollo del capitulo, dado que no amortiza capital.
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Cuotas

C1:C2:C3: oo — L1 —= Vol
Ca=V,i+V,=V,.(1 +1i)

Intereses periddicos y totales
10,1) =1(1,2) = 12,3) = ... = I(n-1,n) = V,,.i

=10m) =Y I(p—1,p)=V,.in
t=1

Saldos de deuda periodo a periodo

Sistema ameticano con fondo de ahortro

Esta variante del sistema americano consiste en el pago periddico de
los intereses al prestamista (préstamo americano simple), y, al mismo
tiempo, la constitucion de un fondo que genere el capital con el que
cancelar el saldo inicial del préstamo a su vencimiento, es decir, a medida
que se van pagando los intereses, se abre una cuenta asociada al présta-
mo en la que se va formando un capital con el se realizard la amortiza-
ci6én del préstamo a su vencimiento.

A este sistema se lo conoce con el nombre de sistema de americano
con fondo de amortizaciéon o de ahorro.

Esta variante constituye una operacion compuesta, dado que parale-
lamente al pago de intereses se abona una renta a los fines de generar un
monto para amortizar el capital en la tltima cuota. No obstante, cabe
destacar que no hay amortizaciones parciales a lo largo de la vida del
préstamo como en los sistemas francés y aleman antes presentados.

Para el desarrollo de esta operacion debemos considerar los siguientes
elementos:
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* Del préstamo:
Valor del préstamo: 'V
Duracién: n perfodos
Tipo de interés activo: I,

Sistema de amortizacion americano.

* Del fondo:
Tipo de interés pasivo: I,
Frecuencia y valor (constante o variable) de los aportes.
Duracién: por defecto, la del préstamo.

Cuotas
Los pagos a realizar por el prestatario pueden calcularse como suma de
dos conceptos:

a) Los intereses de un préstamo de cuantia V|, a la tasa de interés activa
ia

b) La aportacién periddica a un fondo de cuantia C, , tal que invertida a
la tasa de interés pasiva i, (generalmente menor que I,), reproduzca al

final de la vida del préstamo el capital V,, que tiene que entregar al pres-

tamista.
Considerando los aportes para la constitucion del fondo constantes

(pueden ser variables, pero para el desarrollo del tema los considerare-
mos siempre constantes)

C=C=.=C_ =Vi+C,
Siendo C,=V,.i+ C;.s(1,n, i)

e Por qué cree usted que a las dos tasas de interés involucradas
en este tipo de operaciones se las llama activa para el pago de in-
tereses y pasiva para la constitucién del fondo?
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Fondo de ahorro

En cuanto al fondo que se va constituyendo para hacer frente a la
devolucion del total del préstamo, éste va creciendo por dos motivos:
por los aportes periddicos efectuados y por los intereses que genera el
saldo que permanece acumulado en el mismo.

Para el calculo de los depésitos a efectuar al fondo se tendrd en
cuenta la tasa pasiva ofrecida por el banco y el capital que se quiere cons-
tituir finalmente (importe del préstamo). Graficamente:

= C,.s(l,n,i,)=V,

De donde se obtiene la cantidad a aportar C, en el caso que ésta

sea constante (o la primera de ellas en el caso que los aportes constituyan
una renta en progresiéon geométrica o aritmética, en donde el operador a
utilizar sera el que se corresponda con la forma de variaciéon que presen-
tan las cuotas).

En cualquier caso, estos aportes al fondo de constitucién no tienen
la condicién de cuota de amortizacion, porque el importe del préstamo
no decrece en el tiempo, sino que permanece constante durante toda la
vida del mismo (no hay amortizacién de capital).

A continuacién se presenta un cuadro de marcha progresiva de un
préstamo de $100.000 a devolver por el sistema americano con fondo de
ahorro, en donde se puede observar la evolucién de los capitales en el
tiempo.
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MOHTO INTERESES
AHOS CUOTA CI: ?g:EDsE DESTIHADO AL| SOBRE EL UAFLOONRD%EL TOF-I-OJ:ILDI:)EL
FOHDO FOHDO
i
1 2223778 15.000,00 723778 0,00 723778 723778
2 2223775 15.000,00 723775 o056 64 774438 14.93214
3 2223775 15.000,00 723775 1.048 75 5286 .50 23.265,64
4 2223778 15.000,00 723778 1.6258 81 5 566 56 3213520
2 2223775 15.000,00 723775 224945 9.487 21 41.62241
g 2223775 15.000,00 723775 291357 10151 32 9177373
7 2293778 15 000,00 725778 362416 10861 91 6263564
g 2223778 15.000,00 723778 4584 50 11 622 25 74 257 59
] 2223775 1:5.000,00 723775 519805 1243580 86,693,649
10 2223778 15 000,00 723775 5.065 56 13306 31] 100.000,00
TOTAL 222.377,50] 150.000,00 72.377,50 27.622 .50 100.000,00

2.2.10.2 Sistema directo o de “tasa cargada”

El sistema directo consta de amortizaciones constantes (al igual que
el sistema aleman) pero tiene la peculiaridad que el interés se calcula
sobre el monto otorgado en préstamo en todos los casos, y no sobre el
saldo de deuda.

Cabe destacar que este sistema es considerado abusivo, dado que se
pagan intereses sobre el capital inicial y no sobre el saldo de deuda. Esto
significa que se paga renta (interés) por una prestaciéon que ya fue devuel-
ta (fondo amortizado). Esto es, se pagan intereses por dinero que ya fue
devuelto. Por este motivo, este sistema también es conocido como sis-
tema de “tasa cargada”, en virtud que la tasa efectiva resulta mayor a la
utilizada para calcular la cuota de interés, dado que es aplicada sobre el
monto inicial y no sobre el saldo deuda.

En suma, tal sistema no encuadra dentro de la normativa establecida
por el B.C.R.A. para las operaciones financieras, motivo por el cual es
aplicada en operaciones comerciales (por ejemplo, compra a crédito de
electrodomésticos).

Para calcular la tasa efectiva (o costo financiero), se realiza una
equivalencia al sistema francés. Es decir, se compara el monto inicial-
mente prestado con la cuota efectivamente pagada, y se despeja la tasa
implicita:

Vo=Ca(l,n,i*) —» i* = costo financiero (tasa efectiva)
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En términos operativos, este sistema es el mas facil de manejar, da-
do que tiene amortizaciones constantes, cuota de interés constante y, por
lo tanto, cuota total constante. Queda a cargo del alumno el planteo
teérico de las férmulas respectivas. El elemento distintivo de este siste-
ma, como fue dicho, es que, al ser la tasa aplicada sobre valor inicial y no
saldos, la misma no representa el costo financiero de la operaciéon y por
lo tanto no puede ser comparada con el resto de los sistemas. Por ello, es
necesatio realizar la equivalencia al sistema francés antes planteada para
calcular el costo financiero real.

2.2.9.3 Ejercicios de Aplicacion

EJERCICIO 1

Tipo: Reembolso de capital mediante pago sinico, pago periddico de intereses y consti-
tucion de fondo de amortizacion.

Ejercicio 1

Dados V= $100.000

n=:060
i,=0,01
ip =0,05

Hallar cuota total (cuota activa + cuota pasiva)

Rta.

1.000

$
$ 282,8184527

Ca
c,
EJERCICIO 2

Un préstamo de $50.000 sera reembolsado mediante el pago de intereses

mensuales activos sobre el capital prestado y la constitucién de un fondo
de ahorro mediante el pago de 24 cuotas de imposiciones mensuales,
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iguales y consecutivas a una tasa pasiva del 3%. Si la tasa activa es del
5,814%, determine:

a) Cuota total

b) Total de intereses activos

c) Total de intereses pasivos

d) Qué cantidad de los intereses del préstamo obtenido se estin
pagando con el fondo de ahorro?

e) Cual deberia ser la tasa de interés activa que deberfa pactarse pa-
ra que el fondo pague la totalidad de intereses y V(0) del présta-
mo solicitado?

Respuestas

a) $4359,371 (Ca = 2907 + Cp = 1452,371)

b) $69.768

c) $15.143,1

d) $54.624,904 de intereses quedarfan a cargo de la persona que solicita
el préstamo.

e) 1,= 0,01261924

EJERCICIO 3

Se otorga un préstamo de $100.000 por el sistema francés al 1% mensual
a 60 meses.

a) ¢En qué momento el total amortizado alcanza el 40% del valor
del préstamo?

b) Sise quisiera cambiar desde el inicio a un sistema americano con
fondo de ahorro considerando una tasa activa del 1% y una tasa
pasiva del 3%, ¢cudl serfa el total de intereses activos y pasivos?
¢Qué conclusion puede sacar al respecto?

Rtas. a) n = 28,41
b) Ia = $60.000 Ip = $63.202,24757
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EJERCICIO 4

Calcular el valor de la cuota total en funcién de los siguientes datos:
V(0) = $100.000

I activa = 0,04 mensual

i pasiva = 0,05 mensual

n =10 meses

Rta. C, = $11.950,4574

EJERCICIO 5

Complete el ejercicio comparativo antes resuelto ($100.000 a ser devuel-
to en 12 cuotas mensuales, a la tasa efectiva nominal anual para opera-
ciones a 30 dfas del 12%) con el sistema americano y el directo. Recuerde
comparar:

= Cuadro de marcha

=  Evolucién de la cuota total, cuota de amortizacién y cuota de interés
= Evolucién del fondo amortizado

= Evolucién del saldo de deuda

= Intereses totales pagados

2.3 CIERRE DEL CAPITULO.
ESTUDIO DE CASO: ANALISIS DE OPCIONES DE
INVERSION

Consigna

Se pide analizar dos alternativas de inversion. Analice rendimientos, in-
tereses ganados y disponibilidad del capital, entre otros indicadores. Pre-
sente resultados comparativos y saque conclusiones. Formule recomen-
daciones respecto a qué colocacion es mas conveniente. Justifique.

Primera Alternativa:

Le ofrecieron otorgarle un préstamo personal a una persona por
un monto de $2.400, bajo las siguientes condiciones:

" Tasa efectiva anual: 15%

= Plazo: 24 cuotas mensuales (dos afios)
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= Amortizacién: Sistema Francés
= Se efectia un contrato y el individuo presenta garante.

Segunda Alternativa

La alternativa contra la cual debe comparar, es el clasico depésito a plazo
fijo. Las tasas vigentes en el mercado al 27/04/2007 son las siguientes:

Importe Plazos y TASAS (nominal anual)
30-59 dias  60-89 dias 90-179 dias més de 180
dias
$ D $ D $ D $ D
129();)9’ 6,75% 0,40% 7,00% 0,40% 7,25% 0,40% 8,25% 1,25%
5000 -
L0000 6-75% 040% 7,00% 0,40% 7,25% 0,40% 8,25% 1,25%
10001 -
30000 7+25% 0.75% 7,50% 0,75% 7,75% 0,75% 9,00% 2,75%
30001 -
so000  T-25% 0.75% 7,50% 0,75% 7,75% 0,75% 9,00% 2,75%
50&2 © 7250 1,25% 7,75% 1,25% 8,00% 1,25% 9,00% 3,50%

Fuente: Banco Francés — Abril de 2007
Resolucion

Antes de realizar los calculos pertinentes, es necesario decidir con-
ceptualmente qué alternativas van a ser consideradas.

El principio rector para comparar inversiones financieras es que las
mismas, para ser comparadas, deberfan ser lo mas homogéneas posi-
bles. Homogéneas respecto al riego asumido, al plazo de la colocaciéon y
a la naturaleza de la operacién. Por lo tanto, solamente deberfan compa-
rarse colocaciones de igual plazo, con el mismo riesgo y cuya estructura
de amortizacién o capitalizacién responde a la misma naturaleza. En sin-
tesis, solamente se deberfan hacer comparaciones entre productos finan-
cieros iguales, con la misma estructura de amortizacién, a igual plazo y
con el mismo riego. Por ejemplo:
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Plazo fijo a 60 dfas del Banco A VS Plazo fijo a 60 dias del Banco B.

Préstamos Hipotecarios a 20 afios (sistema francés de amortizacién
con cuotas mensuales) de la Financiera A VS Financiera B.

Bonos en pesos a 10 afios con amortizacién semestral bajo el sistema
aleman de amortizacién de la Provincia A y VS Provincia B, asu-
miendo que ambos tienen igual riesgo.

Etc.

No obstante, en la practica continuamente se comparan inversiones

totalmente heterogéneas. Al hacerlo, hay que tener en cuenta los errores
conceptuales que se estan incurriendo y, como minimo, intentar minimi-
zarlos.

res,

Las colocaciones planteadas presentan las siguientes discrepancias:

El plazo fijo es una colocacion simple, en el sentido que no amortiza
capital, mientras que el préstamo personal es una operacién com-
puesta, dado que amortiza capital. Es decir, la naturaleza de ambas
colocaciones es totalmente distinta.

En segundo lugar, y relacionado con lo anterior, la disponibilidad del
capital es totalmente distinta: mientras que en plazo fijo puede tener
disponibilidad casi inmediata (si elijo el menor plazo) o muy baja
disponibilidad (si elijo el plazo mas largo), el préstamo va acumulan-
do la amortizacion de capital periodo a perfodo, obteniendo la tota-
lidad del capital hacia el final del plazo de la colocacion.

En tanto, el plazo del préstamo es dos afios, mientras que la coloca-
cion a plazo fijo tiene varios plazos con distintas tasas, pero ninguno
es de dos afios.

Por dltimo, el riesgo implicito es distinto. En teorfa, un plazo fijo en
moneda local deberfa tener asociado un riesgo sustancialmente mas
bajo que un préstamo personal.

Como fue dicho, no obstante las discrepancias estructurales anterio-
se intentara desarrollar alguna comparacién para extraer conclusio-

nes importantes.
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¢ En primera instancia, se omitird la cuestion del riesgo y se supondra
que ninguna de las dos operaciones tienen costos asociados (comi-
siones, impuestos, etc.).

® En segunda, se intentard que ambas colocaciones sean por el mismo
plazo y que tengan, al menos, una estructura de pago similar. Es de-
cit, si las cuotas del préstamo son mensuales, que la renta del plazo
fijo debera ser mensual. Y si el préstamo es a dos aflos, que la colo-
cacion a plazo fijo sea, valga la redundancia, también a dos afos.

¢ DPor dltimo, intentar que la disponibilidad del capital sea similar. Si en
una opcién se reinvierte lo ingresado al mayor plazo, debe hacerse lo
mismo con la operacién contra la cual se estd comparando.

Para conjugar los elementos anteriores, va a ser necesario mezclar
ambas operaciones, dado que si se analizan por separado, no se estarfan
tomando en cuenta las observaciones realizadas. Por “mezclar” se en-
tiende reinvertir las cuotas del préstamo en el plazo fijo al plazo que
corresponda segun la alternativa seleccionada.

Frente a esto se plantean tres alternativas:

® No reinvertir nada: Consiste en comparar las cuotas cobradas men-
sualmente en el préstamo con un plazo fijo que paga los intereses en
forme mensual, sin reinvertir ni las cuotas del primero ni los inter-
eses del segundo. Esta opcién provee la maxima disponibilidad po-
sible del capital, el recupero mas rapido pero el minimo rendimiento.

® Reinvertir todo a corto plazo: Implica que cada vez que se cobra
una cuota del préstamo, se reinvierte a plazo fijo al minimo plazo, es
decir, a un mes. En el caso de la opcién del plazo fijo, se hacen colo-
caciones a un mes reinvirtiendo intereses. Esta opcién provee tam-
bién una alta disponibilidad del capital, pero un minimo recupero
(dado que todo se reinvierte). En tanto, genera un rendimiento in-
termedio.

® Reinvertir todo al mayor plazo posible: esta tercera opcidén con-
siste en reinvertir las cuotas cobradas en el préstamo al mayor plazo
posible segtn la estructura temporal de tasas de interés ofrecida por
el banco. En el caso del plazo fijo, consiste, analogamente, en hacer
la colocacién al mayor plazo y reinvertir nuevamente al mayor plazo
(en el ejemplo consistirfa en invertir a la tasa de 180 dias cuatro veces
en el periodo capitalizando intereses). Esta opcién da la minima dis-
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ponibilidad del capital, el minimo recupero pero el maximo rendi-

miento.
RESUMEN RESULTADOS
CONCEPTO OPCION 1 OPCION 2 OPCION 3
Préstamo  |Plazo Fijo |Préstamo Plazo Fijo |Préstamo |Plazo Fijo
INTERESES $ 361.8 $ 324.0 $ 663.2 $ 345.8 $ 581.2 $421.2
RENDIMIENTO 7.27% 6.54% 10.8% 7.0% 11.5% 8.4%

E/ rendimiento estd expresado en tasa efectiva annal

Recapitulando, siempre debe tenerse en cuenta que las operaciones fi-
nancieras tienen implicito:

e Un plazo
® Una naturaleza (estructura de amortizacién)
® Un riesgo

Cada uno de los tres elementos anteriores tiene un impacto sobre el ren-

dimiento de la operacién:

® Operaciones a plazos mas largos generan mayores rendimientos

®  Operaciones con menor disponibilidad del capital generan mayores
rendimientos. Dicho de otro modo, operaciones que amortizan mas
rapidamente abonan menos intereses.

®  Operaciones mas riesgosas generan mayores rendimientos.

En tanto, un elemento que no se ha considerado, pero que tiene asi-
dero en la practica, es que las colocaciones a plazo fijo tienen un monto
minimo como requisito, que generalmente asciende a $1.000. Tomando
esto en cuenta, se desprende que las primeras cuotas del préstamo no po-
dran ser reinvertidas en tanto no se acumulen los mencionados $1.000.

Ejercicio
Recalcule los resultados tomando en cuenta el requisito anterior.

Por ultimo, como fue dicho al principio, se ha omitido del analisis la
cuestion de los costos. No obstante, en la prictica todas las operaciones

financieras tienen costos asociados, los cuales deben ser tomados en
cuenta dado que reducen los rendimientos de las colocaciones. En un
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plazo fijo el costo asociado puede estar dado por la obligatoriedad de
abrir una caja de ahorro en el banco, mientras que el préstamo tiene
costos de otorgamiento (escribanfa o estudio de abogados que disefie la
garantfa) y de administracién (cobro de la cuota). La cuestién del cémpu-
to de los costos se abordara en el capitulo siguiente.
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3. CAriTULO III
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CoSTOS FINANCIEROS

Naturaleza de las operaciones: simples y complejas
Rendimientos ciertos
Costos no implicitos

3.1 INTRODUCCION

Se denomina costo financiero al rendimiento (costo) de una opera-
cion financiera (por ejemplo un préstamo) que contempla absolutamente
todas las erogaciones que debemos afrontar para iniciar, mantener y
finalizar dicha operacion.

En el mercado financiero, todas las operaciones tienen costos aso-
ciados, por lo cual utilizar solamente la tasa de interés como indicador de
rendimiento (o costo) resulta insuficiente. En casos extremos, existen
operaciones que son pactadas a tasa de interés del 0% (rendimiento apa-
rente nulo) pero que llevan asociados todo un conjunto de erogaciones
adicionales que hacen que el costo total, ain con tasa cero, sea positivo, y
considerable.

Los costos a los cuales se hace referencia son, por ejemplo, los gas-
tos de otorgamiento, comisiones, gastos administrativos o cualquier otra
erogacion asociada a la operacion financiera. Para calcular los costos
financieros, se utiliza la 6ptica de la evaluacién de proyectos, es decit, se
imputa como costo todas aquellas erogaciones que se deben afrontar
para realizar la operacién. Quedan fuera del analisis aquellas erogaciones
que se deben afrontar independientemente de que inicia lo operaciéon o
no (“costos hundidos”). Por ejemplo, si para contratar un préstamo del
Banco Nacién debo abrir una caja de ahorro, el costo de mantenimiento
de la misma genera un costo adicional al tomador que debe ser compu-
tado; pero si el tomador ya posee una caja de ahorro en dicho banco (y la
mantiene independientemente de si toma el préstamo o no) el costo de
mantenimiento de la misma no deberfa computarse.

En la publicidad de productos financieros (generalmente préstamos
o planes de financiacién) la variable a la que se hace referencia lleva el
nombre de “Costo Financiero Total” (C.F.T). No obstante, dicha varia-
ble en raras oportunidades contempla la totalidad de los costos asocia-

185




dos. Cabe destacar, que tampoco existe un CFT universal, ya que, como
fue expuesto en el ejemplo, el costo financiero no depende sélo del pro-
ducto sino también del tomador.

En la actualidad, el manejo de los costos asociados es una herra-
mienta muy utilizada para el marketing de los productos financieros
(principalmente en todas las lineas de préstamos: personal, prendario, in-
mobiliario). Es decir, se reduce la tasa de interés (que es lo que se pro-
mociona) y se compensa con la suba o la creacién de un costo asociado:
un gasto administrativo, una comisiéon o la obligaciéon de contratar un
seguro mas caro que el del mercado para adquirir dicho producto®
(“cliente cautivo”).

3.2 CALCULO DEL COSTO FINANCIERO

El calculo del costo financiero se realiza en el contexto de la evalua-
cién de proyectos, esto es, plantear un cash flow o flujo de fondos con
todos los costos asociados y calcular la tasa implicita o tasa interna de

retorno (T.LR.).

3.21 EJEMPLO 1: PRESTAMO AUTOMOTOR “TASA CERO”

La firma Citroen publica una opcién de financiamiento para adqui-
rir vehiculos O Km. Dicha opcién se promociona como “Zasa 0 sin gastos
de otorgamiento”.

La informacién publicada en la “letra chica” es la siguiente:

= TNA: 0%

= Seguro de Vida: 0,28% mensual sobre el monto del préstamo.

= Gastos Administrativos: 0,5% mensual sobre el monto del
préstamo

Calculo del costo financiero

¢ El caso mas comun lo configuran los créditos prendarios, donde el seguro del
automotor no lo elije el cliente sino que es impuesto por el banco emisor, donde
la cuota del mismo es mas elevada que la promedio del mercado.
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Supuestos

Realizamos los célculos suponiendo que tomamos en préstamo $20.0007
a pagar en 60 cuotas mensuales.

Datos

* Cuota Pura: Como la tasa de interés es del 0%, la cuota pura coin-
cide con la cuota de amortizacién: $20000/60 = $333,3

=  Cuota Gastos Administrativos: 0,5%.$20.000 = $100

* Cuota Seguro de Vida: 0,28% .$20.000 = $56

=  Cuota Total: $333,3 + $100 + $56 = $489,3

-Resumen Cuadro de Marcha-

i Gastos Seguro de
Cuota Amortizacion Administrativos Vida Cuota Total
1 333,3 56 100 489,3
2 333,3 56 100 489,3
3 333,3 56 100 489,3
59 333,3 56 100 489,3
60 333,3 56 100 489,3
TOTALES 20.000 3.360 6.000 29.360

Como se observa en el cuadro precedente, se devuelven los $20.000
del préstamo (no se pagan intereses) pero al cabo de 5 afios se abonan
$3360 en concepto de seguro de vida y $6000 en concepto de gastos
administrativos.

Para calcular el costo financiero, se debe compara el valor neto to-
mado en préstamo ($20.000) con la cuota total ($489,3) y se calcula la
tasa implicita®, que en este caso asciende al 1,36% efectivo mensual. Es
decir, como los perfiodos son mensuales, la tasa implicita que resulta del

7 Suponemos un valor bajo porque en general este tipo de planes financian sélo
un porcentaje del valor del vehiculo.

8 La tasa implicita se puede calcular por métodos manuales, como tanteo o in-
terpolacion, o por medio de calculadora financiera o planilla de calculo utilizan-
do la funcién TIR.
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365
30

misma asciende a 17,8%.

calculo es una i( j = 1,36%. Si se calcula tasa la equivalente anual, la

Resultados

= Como se resume en el cuadro siguiente, el costo financiero efec-
tivo anual de la operacién asciende al 17,8%, muy lejos del 0%
de interés publicitado.

= En tanto, el costo nominal (“en billetes”, sin tomar en cuenta la
diferencia temporal de los pagos) asciende a $9360 pesos, que es
la suma de todos los gastos pagados en las cuotas del préstamos.

RESUMEN RESULTADOS
Intereses Totales $ -
Costos Totales $ 9.360,00
Costo Financiero (TIR) (TEA) 17,8%

Comentarios

= Como se observa, en este caso, el costo para el tomador (y la ganan-
cia del emisor) viene dada por los gastos administrativos y el seguro
de vida.

= Cabe destacar, que lo anterior configura una estimacién “de mini-
ma”, sujeta a la informacién publicada; el costo total serd muy pro-
bablemente superior, dados otros costos que generalmente no son
publicados (apertura de cuenta bancaria, seguro automotor mas caro,
impuestos, etc.).

= De aqui surge otra caracteristica de las operaciones financieras, que
es la restriccion de la informacion.

3.2.2. EJEMPLO 2: PRESTAMO AUTOMOTOR TRADICIONAL

En este caso se analiza el costo financiero de un crédito prendario.
El producto analizado es el “Super Crédito Automotor” del Banco Rio.
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La totalidad de la informacién publicitada se presenta en el Anexo (pun-

to 4.1).

A continuacién se presenta la informacion necesaria para realizar los

calculos, la cual es presentada de la siguiente forma:

Cuadro de Tasas y Cuotas para vehiculos 0 km

Cuota de . Cuota con gestién y
ital e Cuota con Gest19n Y otorgamiento de vida
T .Catplt otorgamiento de vida un 4 § rulares Cia. RIO
Plazo [ .00 | ditular Cia. RIO Seguros, | (0° PEEES
por Seguros, Gastos Adm. e
cada Gastos Adm. ¢ [VA IVA sobre intereses
$1.000 sobre intereses y gastos. — Y
Hasta 6 | 5.50% | 169.35 177.65 178.65
Hasta 12 | 5.50% | 85.84 94.14 95.14
Hasta 24 | 7.50% | 45.00 53.65 54.65
Hasta 36 | 8.50% | 31.57 40.40 41.40
Hasta 48 | 9.25% | 25.00 33.96 34.96
Hasta 60 |10.00%]| 21.25 30.34 31.34

*) Todos los créditos poseen el 2% + 1A de Gastos de otorgamiento.
P %

Calculo del costo financiero

Supuestos

Se realiza el calculo para un plazo de 5 afios (60 cuotas) para un
monto de $20.000.

Datos

La cuota total, segun la informacién publicada (dltimo renglon del
cuadro), asciende a $30,34 por cada $1000 tomados en préstamo.
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Luego, por $20.000 tomados, la cuota total asciende a: $30,34.20=

= $6006,8

Resumen Datos:

= Valor inicial del préstamo: $20.000

= Plazo: 60 cuotas

= Cuota Total: $606,8

Se plantea el cash flow y se calcula la tasa implicita o TIR.

-Periodos y Cuotas Mensuales-

0 1

2

3

59

60

$20.000 | (3606,8)

($606,8)

($606,8)

($606,8)

($606,8)

La tasa implicita resultante (efectiva mensual) asciende al 2,23%. Si
se calcula la efectiva anual equivalente, la misma asciende a 30,665%.

Resumiendo, la tasa de interés publicada es una TNA para opera-
ciones a 30 dias del 10%, la cual equivale a una TEA del 10,47%. Pero el
costo financiero asciende al 30,665% (TEA). Nétese que en este caso,
la tasa de interés explica menos de la mitad del costo financiero total.

Aclaracién: En este caso, el monto neto tomado en préstamo es
$20.000 porque, si bien existen gasto que se pagan al inicio, los mismos
han sido cargados como préstamo en la cuota. Es decir, el monto toma-
do en préstamo es mas que $20.000, pero neto de gastos iniciales queda
exactamente igual a $20.000.

Resultados

=  Costo Financiero Total (TIR — TEA): 30,6655%

® Tasade Interés (TEA): 10,47%
= Intereses Totales Pagados: $21,25.20.60 — $20000=$5500

=  Costos Totales Pagados: $606,8.60 — $20.000=$16408
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Comentarios

Puede observarse que los intereses sélo representan el 33,5% de los
costos totales pagados.

Por dltimo, 1éase la “letra chica” de la publicidad del préstamo, en el
titulo “Clausulas legales” del Anexo — I. Noétese que el costo finan-
ciero total (CFT) publicado asciende al 26,67%, pero el mismo “no
incluye IVA sobre intereses, comisiones y gastos, ni seguro del au-
tomotor”. Esto demuestra que raramente el CFT publicado contem-
pla al menos el minimo de gastos asociados.

3.2.3. EJEMPLO 3: PRESTAMO PERSONAL

En este caso el producto financiero analizado es un préstamo per-

sonal, mas especificamente el “Préstamo Personal 1000/30” del Banco
Rio. La totalidad de la informacién publicitada se presenta en el Anexo
(punto 4.2).

La informacién bésica necesaria para realizar una primera estima-

ci6n del costo financiero es la siguiente:

Por cada $1000 tomados en préstamo se pagan 60 cuotas promedio
de $30.

La cuota promedio de $30 incluye “capital, intereses, IVA y Gest. de
cont. y Otorg. de cobertura de vida” (ver letra chica de la publicidad,
bajo el titulo “Anexo Legal”).

Los gastos de otorgamiento ascienden al 4% + IVA.

Calculo del costo financiero

Supuestos

®  Se supone que se toman $20.000 en préstamo.
= Por el momento se omitira el calculo del IVA en los gastos de
otorgamiento.
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Datos

=  Monto original: $20.000

=  Cuota total promedio: $30.20 = $600

=  Gastos de otorgamiento: $20000.0,04 = $800

® Neto tomado en préstamo: $20.000 - $800 = $19200
= Plazo: 60 cuotas mensuales

Se plantea el cash flow y se calcula la tasa implicita o TIR.

-Periodos y Cuotas Mensuales-

0 1 2 3 59 60

$19.200 | ($600) ($600) ($600) ($600) ($600)

La tasa implicita resultante (efectiva mensual) asciende al 2,35%. Si
se calcula la efectiva anual equivalente, la misma asciende a 32,644%.

Resultados

= Costo Financiero Total (TIR — TEA): 32,644%
= Intereses Totales Pagados: $21,25.20.60 — $20000=$5500
= Costos Totales Pagados: $600.60 — $19800=$16200

Comentarios

® En laletra chica de la publicidad, se publica que el CFT con IVA
asciende al 29,68%. Si se lee con atencién, no incluye los gastos
de otorgamiento.

=  Como fue dicho en el ejemplo anterior, el costo calculado confi-
gura una estimacion de minima. Es decir, no se ha computado el
costo del IVA en los gastos de otorgamiento, ni el costo de
mantenimiento de la caja de ahorro en el banco en caso de no
poseetla previamente. De computarse ambos conceptos, el co-
sto financiero sera superior al 32,644% calculado.
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® Por ultimo, la estimacién realizada es un indicador promedio, ya
que la cuota de $30 cada $1.000 es un promedio. La misma varia
en funcién del tomador y destino de los fondos tomados en
préstamo.

3.2.4 EJEMPLO 4: PRESTAMO DE CONSUMO

En este caso el producto financiero analizado es un préstamo per-
sonal, con destino a financiar exclusivamente gasto de consumo. El pro-
ducto pertenece al Banco Galicia y se denomina “Linea de Crédito de
Consumo”.

La informacioén se presenta del siguiente modo:

=  Monto: $10.000

= Plazo: Cuatro afios

®  Periodo: Mensual

= TNA: 18,50%°

"  Gastos: La operacién incluira gastos por el 3% + IVA sobre el mon-
to del préstamo

N°Cuota Amortizacion Interés Cuota IVA Seguro Cuota
Pura Total

1 143,75 150 293,75 31,5 30 355,25

24 202,45 91,3 293,75 19,173 18,26 331,18

48 289,44 4,34 293,78 0,9114 0,87 295,56

La informacién corresponde a noviembre de 2006.

Las condiciones descriptas y la tabla precedente, donde se desagrega
la composicion de tres cuotas (la primera, la nimero 24 y la dltima), es la
totalidad de la informacién publicitada por la entidad. Si bien se podtian
conseguir algunos datos adicionales, se procedera a calcular el costo fi-
nanciero con la informacién presentada.

9 Como el periodo es mensual, la TNA presentada es una Tasa Nominal Anual
para un Periodo de 30 dias. En nomenclatura: j(365/30) = 18,50%.
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Calculo del costo financiero

En primera instancia se debe calcular la totalidad de las cuotas para
presentar el cash flor y calcular la tasa implicita.

Como se puede observar en la tabla, la particularidad de este ejem-
plo es que la cuota total no es constante. Esto ocurre por dos motivos:

. Por efecto del IVA: el IVA se calcula sobre intereses!?, y como
los intereses son decrecientes, la cuota IVA también lo sera.
. Por efecto del seguro: en este caso, la cuota del seguro de vida

es decreciente. Presumiblemente, el seguro se calcula sobre el
saldo de deuda en . Como el saldo es decreciente, la cuota del
seguro de vida sera decreciente.

Verificacion del supuesto del seguro de vida sobre saldo de deuda

El saldo de deuda al inicio del primer periodo asciende a $10.000. Si
el seguro de vida se calcula sobre el saldo de deuda, la alicuota del seguro
serfa: $10.000.alicuota = $30 = alicuota = $30 / $10.000 = 0,003.

Se debe verificar que si al multiplicar los restantes saldos de deuda
por la alicuota del 0,003 se arriba a las cuotas de seguro de $18,26 y $0,87
presentadas:

V (24) = V (0) — #(1).5(1,23,i) = $6.086,39 = $6.086,39x0,003 = $18,26.
V (48) =V (0) —t(1).S5 (1,47,i) = $289,41 = $289,41x0,003 = $0,87.
Como se observa, ambos valores coinciden, por lo cual queda veri-

ficado que el seguro de vida se calcula sobre el saldo de deuda con una
alicuota del 0,003.

10 E] valor agregado de un préstamo son los intereses, luego configuran la base
imponible del IVA. Verificando para el ejemplo: 150x0,21=30; 91,3x0,21=
=19,173; 4,34x0,21= 0,9114.

11 En general, en este tipo de préstamos, los dos casos mas comunes son los
siguientes: el seguro de vida se calcula sobre el valor inicial del préstamo o sobre
el saldo de deuda.
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Supuestos

Se supone que se toman $20.000 en préstamo y que la tasa es igual a
la establecida para un préstamo de $10.000 (TNA del 18,50%).

Datos

®=  Monto original: $20.000
= TEM: 1,5%
=  Plazo: 48 cuotas mensuales
= Gastos de otorgamiento: $20000.0,03 = $600

= IVA sobre gastos de otorgamiento: $600.0,21 = $126

= Neto tomado en préstamo: $20.000 - $600 - $126 = $19274
= IVA, por cuota: 21% sobre intereses

* Seguro de Vida, por cuota: 0,3% sobre saldo de deuda

A continuacién se presenta un version resumida del cuadro de mar-
cha (primeras tres cuotas, cuatro del medio y dltimas tres) con todos los
elementos confortantes de la cuota total.

N° Amortizacién Saldo al Interés Cuota Seguro Cuota Total VA Cuota Total

Cuota Inicio Pura s/IVA c/IVA
1 287,50 20.000,0 300,00 587,5 60,00 647,50 63,00 710,50

2 291,81 19.7125 295,69 587,5 59,14 646,64 62,09 708,73

3 296,19  19.420,7 291,31 587,5 58,26 645,76 61,18] 706,94

23 398,92 12.571,7 188,58 587,5 37,72 625,22 39,60 664,82
24 404,91 12.172,8 182,59 587,5 36,52 624,02 38,34 662,36
25 410,98 11.767,9 176,52 587,5 35,30 622,80 37,07, 659,87
26 417,15  11.356,9 170,35 587,5 34,07 621,57 3577] 657,34
46 561,84 1.710,9 25,66 587,5 5,13 592,63 5,39] 598,02
47 570,26 1.149,1 17,24 587,5 3,45 590,95 3,62 594,57
48 578,82 578,8 8,68 587,5 1,74 589,24 1,82] 591,06

Para calcular el costo financiero, se construye un cash flow con la
totalidad de las cuotas, el monto neto tomado como préstamo como
valor inicial (en el ejemplo, $19274) y se calcula la tasa implicita o TIR.

Resultados

*  Costo Financiero Total (TIR — TEA): 31,98%
= Intereses Totales Pagados: $8.200
= Costos Totales Pagados: $12.288
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Comentarios

= En este caso, a diferencia del ejemplo 1, la mayor parte del costo
financiero es explicado por el interés.

= En general, el costo financiero de los mismos productos ofrecidos
por las distintas entidades financieras es similar 12, pero diferencian el
producto con distintas combinaciones de tasa de interés y costos.

3.3 CONCLUSIONES

®=  Nunca decida en funcién de la tasa de interés, sino en funciéon del
costo financiero.

®= No confie en el indicar publicado como Costo Financiero Total
(CFT), ya que en la mayoria de las oportunidades no contempla la
totalidad de los gastos asociados a la operacion.

®= Compute todos sus gastos en el calculo del costo total. Este vatia
segun el tomador.

®= Como simple parametro de referencia, compare el costo financiero
total efectivo anual con el rendimiento efectivo anual de un plazo fi-
jo, a modo de evaluar el spread de rendimientos.

3.4 ANEXO

Anexo al Ejemplo 2 “Stper Crédito Automotor Banco Rio”

CREDITO AUTOMOTOR BANCO RiO

Ahora, con Super Créditos Automotor Usted puede comprar su auto o utilitario, 0
km o usado de hasta 8 afios de antigliedad para uso particular, con una financiacion de
hasta el 80% del valor, en cualquier sucursal de Banco RIO.

Porcentajes de Financiacion

Vehiculos Okm:

Clientes de Banco RIO: 80%

Clientes de otros bancos: 70%

12 Excepto bancos publicos cuando otorgan préstamos subsidiados.
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Vehiculos usados:

Clientes de Banco RIO: entre el 30% y el 55%

Clientes de otros bancos: entre el 30% y el 55%
Sin tope maximo de monto a financiar para hasta un 70% de financiacién y $100.000
para créditos con financiacién entre 71% y 80%.

Moneda: Pesos
Tasa: Fija

Plazos: Hasta 60 meses

Sistema de amortizacion: Sistema Francés.
Forma de Pago: Opcional a través de Débito Automatico en su cuenta de Banco RIO

Cuadro de Tasas y Cuotas para vehiculos 0 km

Cuota de C . Cuota con gestioén y

ital e tota con Gestlfm Y otorgamiento de vida

T .Cip ! otorgamiento de vida un d § ulares Cia. RIO

Plazo Tasa IALEXESES 1 itular Cla. RIO Seguros, o8 ares Hid.
NA por G Seguros, Gastos Adm. e
astos Adm. e IVA .

cada bre intereses v oastos IVA sobte intereses y
$1.000 SODIE Inte Vg : gastos.
Hasta 6 5.50% | 169.35 177.65 178.65
Hasta 12 | 5.50% | 85.84 94.14 95.14
Hasta 24 | 7.50% | 45.00 53.65 54.65
Hasta 36 | 8.50% | 31.57 40.40 41.40
Hasta 48 | 9.25% | 25.00 33.96 34.96
Hasta 60 [10.00%] 21.25 30.34 31.34

(*) Todos los créditos poseen el 2% + IVA de Gastos de otorgamiento.
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REQUISITOS

Edad de los titulares: de 21 a 64 afios.

Nacionalidad: Argentino residente o extranjero con residencia permanente en el pais.
Antigtiedad minima en el domicilio: 1 afio.

Continuidad Laboral: 2 afios como minimo.

Ingresos netos mensuales minimos: Solteros: $1000 / Casados: $ 1.200.- netos.
Relacion cuota total / ingreso neto mensual: Soltero / Grupo familiar 30%.
También puede consultar por otros productos de Super Créditos Automotor en
mas de 100 concesionarias adheridas en todo el pais.

Clausulas legales.

Las cuotas totales incluyen capital, intereses, comisiéon por cobertura de vida por un
titular, gastos administrativos e iva sobre los intereses y gastos administrativos. LTV 55%
Plazo 6 meses TNA fija 5.50% TEA 5.64% CFT 28.68%. Plazo 12 meses TNA fija
5.50% TEA 5.64% CFT 26.22%. Plazo 24 meses TNA fija 7.50% TEA 7.76% CFT
26.60%. Plazo 36 meses TNA fija 8.50% TEA 8.84% CFT 26.60%. Plazo 48 meses TNA
fija 9.25% TEA 9.65% CFT 26.57%. Plazo 60 meses TNA fija 10.00% TEA 10.47%
CFT 26.67%. El CFT no incluye iva sobre intereses, comisiones y gastos, ni seguro del
automotor. Los créditos estan sujetos a la aprobacién del departamento correspondiente
de Banco Rio. Consulte por condiciones, plazos y cuotas en concesionarios adheridos.

(*) La afectacién neta informada debera alcanzar para cubrir la cuota total del crédito
(Capital, Intereses, gastos, seguros, impuestos y comisiones).

Banco RIO® 2006 Todos los derechos reservados.

Fuente: Web Banco Rio

Noviembre de 2006

Anexo al Ejemplo 3 “Crédito 1000/30 Banco Rio”
PRESTAMO PERSONAL BANCO RiO

Super Préstamo RIO 1000/30. Facil de sacar, facil de pagar.
¢Quiere cambiar el auto?

¢Quiere remodelar su casa?

¢Quiere equipar su negocio?

Con Super Préstamo 1000/30 compre hoy y pague en hasta 60 cuotas fijas y en
pesos.
Cada $1.000 paga $30.

Facil de sacar:

Porque lo tiene aprobado dentro de las 24hs.

Porque tiene minimos requisitos: ingresos netos mensuales desde $1.000 solteros y
$1.200 grupo familiar.
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Facil de pagar:

Porque puede elegir pagar su crédito hasta en 60 cuotas fijas y en pesos.

Porque tiene hasta 90 dias para pagar la primera cuota.

Porque lo puede cancelar total o parcialmente, cuando lo desee y sin cargo.
No espere mas. Con 1000/30 compre hoy y pague hasta en 60 cuotas fijas y en
pesos.

Monto Maximo: Hasta § 50.000

Moneda: Pesos

Tasa: Fija

Plazos: Hasta 60 meses.

Sistema de amortizacion: Sistema Francés.
Cancelacion: Puede ser total o parcial, sin costo alguno.

Forma de Pago:
Hasta 90 dias para abonar su primera cuota.
A través de Débito Automatico en su cuenta de Banco RIO.
En cualquier sucursal de Banco RIO.

REQUISITOS
Edad: de 21 a 70 afos.
Antigtiedad Laboral: 6 meses como minimo.
Ingresos netos mensuales minimos desde:
Solteros: $1.000.
Grupo familiar § 1.200.

Anexo Legal.

(*) El crédito se encuentra sujeto a las condiciones de contrataciéon y otorgamiento del
departamento correspondiente del Banco Rio. Monto sujeto a ingresos declarados. Ingre-
sos mensuales netos minimos requeridos desde: $1.000 (solteros), $1.200 (grupo familiar).
Plazo 60 meses: TNA: 19.10%, TEM: 1.59%, CFT con IVA: 29.68%.. Sist. Amort.
Francés. Cuota promedio total, incluye capital, intereses, IVA y Gest. de cont. y Otorg.
de cobertura de vida. Gs. de otorgamiento 4% + IVA minimo $20.

Fuente: Pagina web Banco Rio
Noviembre de 2006

3.5 EJERCICIOS DE APLICACION
EJERCICIO 1

Calcule el costo financiero total de ambos préstamos hipotecarios y de-
termine cudl es el mas conveniente. Trabaje con 360 dias.
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®= Monto tomado en préstamo: $100.000
= Valor de la propiedad: $200.000
= Plazo: 10 afios

Préstamo Hipotecario Tipo HIPOTECARIO SAN’II‘QI(;IDER
Costo Flr.l.anc1ero Total - Préstamo MAYO 2007 MAYO 2007

a Tasa Fija

Tasa (maximo - minimo) 9,7500 - 9,7500 13,7000 - 13,2000
Seggro de vida y desempleo (maximo - 0.2250 - 0,2250 0,0826 - 0,0826
minimo)

Seg.uroi (}ie viday desempleo - Base de Monto del préstamo Monto del préstamo
aplicacion

Seguro de incendio (maximo - minimo) 0,0150 - 0,0150 0,0121 - 0,0121
Seguro de incendio - Base de aplicaciéon ~ Valor de propiedad Valor de propiedad
Gastos de administracién (maximo -

. 3,5000 - 3,5000 N/A -N/A
minimo)
Ga§t’os de administracién - Base de apli- Cuota Monto del préstamo
cacion

Gastos de evaluacién y/o tasacion
(maximo - minimo)
Gastos de evaluacién y/o tasacién - Base

0,0000 - 0,0000  180,0000 - 180,0000

de aplicacién N/A Monto del préstamo
Gastos de otorgamiento (maximo - 1.210,0000 -

minimo) 1.210,0000 N/A-N/A
ggztos de otorgamiento - Base de aplica- Monto del préstamo N/A

Costo Financiero Total con IVA T.E.A.
(maximo - minimo)

Costo Financiero Total sin IVA T.E.A.
(maximo - minimo)

Otros gastos

16,3700 - 16,3700 17,0100 - 16,4500

16,0800 - 16,0800 16,6800 - 16,1200

Honorarios por hipoteca (§) 1.945,70 500,00
HOFI,OMHOS por hipoteca - Base de apli Monto del préstamo Monto del préstamo
cacién

Honorarios por hipoteca - Frecuencia ~ Unico pago al inicio Unico pago al inicio
Comisiones por intermediacion de com- 0,00 1.787.50
pra-venta ($)

Comisiones por 1nterm‘ed1a~c’10n de com- N/A Valor de propiedad
pra-venta - Base de aplicacion

Comisiones por intermediacion de com- N/A Unico pago al inicio

pra—venta - Frecuencia
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Otros honorarios e impuestos (§) 145,20 N/A
Otros honorarios e impuestos - Base de

S Suma fija N/A
aplicacion
Otros honorarios e impuestos - Frecuen- _- . P, o
cia Unico pago al inicio Unico pago al inicio

Gastos totales por honorarios de escri-
banifa (con - sin IVA)
Fuente de la informacion: http:/ | www.clientebancario.bera.gov.ar/

2.099,90 - 1.879,50 2.767,90 - 2.287,50

Anexo

BANCO HIPOTECARIO

Somos creadores de duefios. Porque somos los unicos que otorgamos
préstamos a 20 afios a tasa fija.

Financie hasta un 75% del valor de la vivienda que siempre quiso tener. Benefi-
ciese con nuestros préstamos en pesos en tasa fija o variable, con sistema de
amortizacion francés, a partir de los $10.000, y sin limite maximo.

Tasas y Pla- .. ., | Formas de |Cémo Solici-
Requisitos |Documentacion
Z0Ss Pago tarlo
Plazo 5 afios 10 afos 15 afios 20 afos

TNA 9,00% 9,75% 9,75% 9,75%
CFT 15,56% 15,01% 15,45% 14,90%

Tasa Variable

Plazo 5 aflos 10 anos 15 anos 20 afios
TNA 7,50% 8,00% 8,50% 8,75%
CFT 14,15% 13,41% 13,71% 13,46%
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Para créditos con destino adquisicion, terminacion, ampliacion de viviendas
(nuevas o usadas), cancelacién de préstamos hipotecarios de otras entidades o
compra de locales comerciales, por hasta el 75% del valor de la propiedad a
adquitir y/o ampliat. Plazos de reembolso: 5, 10, 15 6 20 afios. Para un crédito
de $50.000, a un plazo de 5 afios: T.N.AX fija: 9.00% (T.E.A**: 9.38%); a un
plazo de 10 afios: T.N.A. fija: 9.75% (T.E.A.: 10.20%); a un plazo de 15 afos:
TN.A. fija: 9.75% (T.E.A.: 10.20%); a un plazo de 20 afos: T.N.A. fija: 9,75%
(T.E.A.: 10,20%). A un plazo de 5 afios: T.N.A. variable: 7.50% (T.E.A.: 7.76%);
a un plazo de 10 afios: T.N.A. variable: 8.00% (T.E.A.: 8.30%); a un plazo de 15
afios: T.N.A. variable: 8.50% (T.E.A.: 8.84%); a un plazo de 20 afos: T.N.A.
variable: 8.75% (T.E.A.: 9.11%).

ILa tasa variable informada es la misma y se recalculara mensualmente en funcion
de: Tasa encuesta BCRA para dep6sitos a plazo fijo en pesos de 30 a 59 dias,
mas un diferencial definido por el Banco para cada plazo/destino. Se aplicara la
mayor entre ambas.

El C.F.T.*** indicado supone destino compra de vivienda con un valor de ga-
rantia de $ 90.000 e incluye intereses, comisién de administracion, IVA s/comi-
si6n de administracion, seguro de vida, seguro de incendio, IVA s/seguro de in-
cendio e impuestos internos s/seguro de incendio. El CFT correspondiente a
créditos con tasa variable es calculado sobre la tasa minima.

Aprobacion sujeta a la evaluacion por el Banco de: (I) la aptitud crediticia de los
solicitantes (conforme pautas de politica crediticia y riesgo del B.C.R.A. y las ge-
neralmente aceptadas) y (II) la aptitud juridica y econémica del inmueble ofreci-
do en garantia; y (III) Ingreso minimo requerido: $1500. Consulte también por
condiciones para inquilinos.

*T.N.AL: Tasa Nominal Anual
T H.AL: Tasa Efectiva Anual
*kC.F.T.: Costo Financiero Total

Fuente: bhtip:/ | www.hipotecario.com.ar/ default.asp?id=77 Smnu=77

Resultados

Los resultados se presentan desagregados en tres partes:

= Resultados 1: Sin IVA

® Resultados 2: Con IVA sobre seguro de incendio y gastos adminis-
trativos

® Resultados 3: Con IVA sobre seguro de incendio, gastos administra-
tivos e intereses

202



COSTOS

Hipotecario | Santander I-’ago

Monto $ 100.000,0] $ 100.000,0

Valor Propiedad $ 200.000,0] $200.000,0

Plazo 60 60

TNA 9,75% 13,70%

TEM 0,008125 0,011

Cuota Pura $1.307,7 $1.504,9

Seguro de Vida $225,0 $82,6| Porcuota
Seguro de Incendio $ 30,0 $24,2] Por cuota
Gastos administrativos $3,5 $0,0] Por cuota
Evaluacion y tasacion $180,0 Alinicio
Otorgamiento $1.210,0 $0,0[ Alinicio
Honorarios Hipoteca $1.9457 $500,0[ Alinicio
Comisiones intermediacion $0,0 $1.787,5| Alinicio
Otros honorarios e impuestos $145,2 $0,0[ Alinicio
Honorarios Escribania $2.099,9 $2.767,9] Alinicio

RESULTADOS 1 | Hipotecario | Santander
Cuota con gastos $ 1.566,2 $1.611,7
Monto Neto $94.599,2 $94.764,6
CFTTIRTEM 1,3% 1,4%
CFT TIR TNA 15,7% 16,4%
CFTTIRTEA 17,118% 17,969%
RESULTADOS 2 | Hipotecario | Santander
IVA seguro Incendio 6,3 5,082
IVA gastos administrativos 0,735 0
Cuota $1.573,2 $1.616,8
Monto Neto $94.599,2 $94.764,6
CFTTIRTEM 1,3% 1,4%
CFT TIR TNA _15,7% 16,4%
CFT TIRTEA 17,115% 17,967%
RESULTADOS 3 | Hipotecario | Santander
IVA INTERESES
CFTTIRTEM 1,49% 1,48%
CFT TIR TNA 17,85% 17,81%
CFT TIR TEA 19,69% 19,63%
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EJERCICIO 2
¢AL CONTADO O EN CUOTAS?

Usted quiere adquirir un notebook cuyo precio de lista es $2.999.
Usted dispone del dinero pero consulta las condiciones para pagarlo en
cuotas. Le informas que puede abonarlo con tarjeta de crédito en 12
cuotas sin interés.

¢Como compararfa ambas opciones?

Resoluciéon
Parte A
Informacién Basica:
Precio contado 2999
12 cuotas sin interés 249916667

Flujos de fondos:

SIN COSTOS
Contado Cuotas
Mes . Dinero . Dinero
Flujo Flujo
remanente remanente
0 -2999 0 2.999,00
1 0 0 -249,92 2.749,08
2 0 0 -249,92 2.499,17
3 0 0 -249,92 2.249,25
4 0 0 -249,92 1.999,33
5 0 0 -249,92 1.749,42
6 0 0 -249,92 1.499,50
7 0 0 -249,92 1.249,58
8 0 0 -249,92 999,67
9 0 0 -249,92 749,75
10 0 0 -249,92 499,83
11 0 0 -249,92 249,92
12 0 0 -249,92 0,00

De pagar al contado, se abonan $2.999 en el momento inicial, tet-
minandose la operacién. De pagar con tarjeta en 12 cuotas, se eroga la
primera cuota de $249,92 en el periodo siguiente, terminando la opera-
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cién a fines del mes 12. Pero la diferencia fundamental de esta dltima
opcidn es que, al no realizar el pago en forma integra, el individuo no se
descapitaliza, teniendo disponibilidad de cierto capital que va disminu-
yendo a medida que se pagan las cuotas.

La pregunta determinante es cuil es la conveniencia de optar por la
segunda opcién y no por la primera. En términos estrictamente financie-
ros, y suponiendo que no existe inflacién, si no se hace nada con la dis-
ponibilidad de capital que otorga el pago en cuotas, ambas operaciones
serfan casi indistintas. La diferencia se genera cuando se da uso al capital
remanente, es decir, cuando se lo reinvierte para ganar un interés.

La operacion basica es invertir el saldo remanente a plazo fijo. Se
utiliza una tasa del 9,5% nominal anual para operaciones a 30 dias (TEM
= 0,7808%). Los resultados se presentan en la tabla siguiente:

Cuotas
Mes . Reinversién Saldo a Reinvertir|
Flujo luego de pagada

Remanente

la cuota
0 2.999,00

1 -249,92 3022,416849 2.772,50
2 -249,92 2794,148472 2.544,23
3 -249,92 2564,097725 2.314,18
4 -249,92 2332,250691 2.082,33
5 -249,92 2098,593345 1.848,68
6 -249,92 1863,111551 1.613,19
7 -249,92 1625,791063 1.375,87
8 -249,92 1386,617525 1.136,70
9 -249,92 1145,576468 895,66
10 -249,92 902,6533096 652,74
11 -249,92 657,8333537 407,92
12 -249,92 411,10179 161,19

Como se observa, de invertir los remanentes a plazo fijo a la tasa del
0,7808% efectiva mensual, al final de perfodo se dispone de $161,19.
Dicha suma es el monto que se genera por capitalizar los saldos. Luego,
realizando tal operatoria es conveniente el pago con tarjeta, dado que, al
final de periodo, se dispone del bien mas $161,19 adicionales.
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Comentarios:

Ventajas pago con tarjeta:
=  De incrementarse la tasa de interés, la diferencia financiera fren-
te al pago al contado se puede incrementat.
= Disponibilidad del dinero ante una contingencia u otra oportu-
nidad de inversién mds conveniente.

Desventajas pago con tarjeta:
=  Hay costos adicionales, como por ejemplo el seguro sobre saldo
deudor, que no se ha contemplado.
= De generarse algin retraso en el pago de las cuotas, la tasa efec-
tiva anual a la que se financia el monto adeudado se ubica en
torno al 30% efectivo anual, elevando considerablemente el co-
sto del financiamiento.

Efecto inflacionario: De elevarse el costo de vida, pueden darse los si-
guientes efectos:
= Silos ingresos se incrementan: Como las cuotas son fijas, el co-
sto de la misma se reduce en proporcion a los ingresos, haciendo
mas conveniente este tipo de operacion.
= Si los ingresos no se incrementan: el costo de la cuota en pro-
porcién de los mismos se mantiene constante (absorbe la misma
proporciéon de ingresos), con el agravante que el resto de los
bienes (que aumentan de precio) absorben una proporciéon ma-
yor de los ingresos, reduciendo el poder adquisitivo real.

Parte B: Considerando costos: Se tiene en cuenta la devolucion del
IVA.

Rehaga el ejercicio anterior teniendo en cuenta que:

®  De pagar al contado, obtiene una devolucion neta del IVA del 4,13%
(5% del IVA, es decir, 4,13% del importe de la compra -IVA inclui-
do-). El tope de compra sujeto a devolucion son $1000.

®= De pagar con tatjeta de crédito, obtiene una devoluciéon neta del
IVA del 2,48% (3% del IVA, es decir, 2,48% del importe de la com-
pra -IVA incluido-). El tope de compra sujeto a devolucién son

$1000.
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Para facilitar los calculos, se tomara como supuesto que la devolucién del
IVA es inmediata.

Informacion Bésica:

Pagando al contado Pesos

Precio 2999
Devolucion IVA débito 413
Neto 29577
Pagando con tarjeta Pesos

Precio contado 2999
12 cuotas sin interés 249916667

En primera instancia, como el precio neto de pagar al contado tet-
mina siendo de $2.949, sobre dicho monto se debe compara el costo
financiero para analizar la compra con tarjeta de crédito.

Pagando con tarjeta Pesos

Precio contado 29577
12 cuotas sin interés 249916667
Costo de la operacion 0,2140%
Costo de la operaciéon TEA 2,63%

Segun los célculos anteriores, pagando con tarjeta de crédito el co-
sto financiero expresado en tasa efectiva anual asciende al 2,63%. No
obstante, no se ha tenido en cuenta la devolucién del IVA en la compra
en cuotas. La misma se instrumenta de la siguiente forma: se acreditada
sobre el total de la compra (en este caso sobre $1000, dado que se activa
el tope) en el resumen del mes en cual se ha realizado la operacién. Se
supondra que la devolucion es al mes siguiente: se realiza la operacion y
se acredita el monto junto con el pago de la primera cuota. El monto a
acreditar asciende a $1000.0,0263 = $26,3. Luego, en términos netos, la
primer cuota serd inferior al resto ($249,91 - $26,3 = $§223,601).
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Pagando con tarjeta (Devo-
lucién IVA)
Precio contado

12 cuotas sin interés

Costo de la operacién

Costo de la operaciéon TEA

Pesos

29577

La primera asciende a 223,61,
mientras que el resto es de
249,916667

0,0773%
0,94%

Como se observa, la devolucién del IVA genera una baja del costo
financiero del 2,63% al 0,94% efectivo anual.
No obstante, el cilculo del costo financiero no sirve en este caso a
los fines comparativos porque, la operacién junto a la cual se esta con-
trastando (el pago al contado) no posee costo financiero por no tratarse,
valga la redundancia, de una operacién financiera.
A los fines comparativos se realiza la operatoria antes presentada, es
decir, se calcula el interés generado por la inversion de saldos remanen-
tes, al igual que en la parte A. Noétese que, en este caso, la opcion de
pago al contado también generara un remanente (devolucién del IVA de
$41,3), el cual sera reinvertido hasta fin del periodo para homogeneizar
ambas operaciones
Los resultados se resumen en el cuadro siguiente:

CON DEVOLUCION DEL IVA

Contado Cuotas
Saldo a
Mes . Reinversion . Reinversion | Reinvertir luego
Flujo Flujo
Remanente Remanente de pagada la
cuota

0 -2957,7 41,3 2.999,00
1 0 41,6 -223,62 3.022,42 2.798,80
2 0 41,9 -249,92 2.820,65 2.570,74
3 0 42,3 -249,92 2.590,81 2.340,89
4 0 42,6 -249,92 2.359,17 2.109,25
5 0 42,9 -249,92 2.125,72 1.875,81
6 0 43,3 -249,92 1.890,45 1.640,54
7 0 43,6 -249,92 1.653,35 1.403,43
8 0 44,0 -249,92 1.414,39 1.164,47
9 0 44,3 -249,92 1.173,56 923,65
10 0 44,6 -249,92 930,86 680,94
11 0 _ 4§,Q -249,92 686,26 _436,34
12 0 L 453 -249,92 439,75 189,83
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Como se observa, de abonar al contando se dispondra, al final del
periodo de $45,3, mientras que abonando con tarjeta los intereses gana-

dos ascienden a $189,83.

Ejercicio: Rehaga el ejercicio computando el “seguro sobre saldo deu-
dot” en la operacién de compra con tarjeta de crédito. Suponga que
asciende al 0,3% sobre el monto de saldo deudor.
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4. CAPITULO IV
OPERACIONES FINANCIERAS
CONTINGENTES

Naturaleza de las operaciones: simples y compuestas
Rendimientos: contingentes

4.1 INTRODUCCION
Las operaciones financieras se pueden dividir en dos grandes grupos:

® A término cierto: son aquellas operaciones cuya realizacion esta
sujeta solo al paso del tiempo.

* Contingentes o Actuariales: su realizacién esta sujeta a que ocu-
rran determinados hechos dependientes del azar.

Durante la primer patte de la materia nos hemos dedicado al estu-
dio de distintos tipos de operaciones financieras ciertas, llegando el mo-
mento de los conceptos basicos de algunas de las operaciones financieras
actuariales, especificamente, las que dependen de la supervivencia de las
personas que participan de las mismas.

4.2 SEGUROS SOBRE LA VIDA

Los seguros sobre la vida se dividen en dos grandes grupos: los se-
guros de vida y seguros en caso de fallecimiento. Se suele agregar un
tercer grupo: el de los seguros mixtos, el que hay previsto un riesgo de
muerte y otro de supervivencia.

Dentro de los seguros de vida, encontramos a las rentas vitalicias
(RV). Una renta vitalicia es una sucesion de pagos que recibira el bene-
ficiario mientras se encuentre con vida. Estas, al igual que las rentas cier-
tas pueden ser inmediatas o diferidas, pactadas a un plazo determinado o
sin limite de tiempo.
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En el caso de los seguros por fallecimiento, el capital asegurado se
paga a los beneficiarios designados en la pdliza por el asegurado en el
caso de su fallecimiento. Dentro de esta rama, encontramos los seguros

{37524

temporarios a “n” afios, los seguros de vida entera y renta post falleci-
miento del asegurado.

421 CONCEPTOS BASICOS

Las compaififas de seguros estin sujetas a factores externos futuros
que pueden conllevar pérdidas extraordinarias si no son previstos eficien-
temente.

Estas organizaciones requieren medir con precisién los riesgos a los
que estan sujetas, por lo que recurren constantemente a la estadistica
para conocer su exposicién a la incertidumbre y estimar valores rentables
que consideren el impacto de los factores relevantes.

En este campo, las técnicas actuariales tienen por finalidad valuar
econémicamente las coberturas basicas de los seguros de vida con el fin
de lograr el equilibrio necesatio para el cumplimiento de las obligaciones
del asegurado y del asegurador. Las técnicas aplicadas requieren para su
aplicacion una base demogtrafica (sobre la cual se aplicara la estadistica) y
una base financiera.

4.2.2 BASE DEMOGRAFICA: TABLAS DE MORTALIDAD

Las tablas de mortalidad son un modelo matematico idéneo para el
calculo de las probabilidades de supervivencia y fallecimiento.

Se presentan como la evolucién de un conjunto cerrado de perso-
nas homogéneas e independientes, presentando puntos anuales dis-
cretos de eliminacién, bajo el supuesto de que las probabilidades de falle-
cimiento son s6lo funcién de la edad alcanzada.

Analicemos detenidamente la definicién anterior:

El conjunto es cerrado ya que se parte de un grupo inicial al cual no
se incorporaran mas integrantes. Calificar a las personas de “homogéne-
as” significa que todas estin en igualdad de condiciones ante la mortali-
dad, es decir, ninguna tiene mas probabilidad de fallecer que otra. Decir
que estas personas son “independientes”, hace referencia a que el falle-
cimiento de una persona no tiene influencia en el fallecimiento de otra.
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La informacién se incorpora al modelo en forma discreta: los falleci-
mientos sucedidos a lo largo del afio se contabilizan al final del mismo.

Las tablas de mortalidad se construyen mediante la observacién de
grupos de personas de la misma edad. De estos registros se deducen las
frecuencias que nos permitiran calcular las probabilidades de vida o
muerte para cada una de las edades.

Para realizar este calculo se parte de una edad determinada, conside-
rando la cantidad de personas con vida de esa edad (a este numero de
personas se lo denomina base o raiz de la tabla) y las personas con vida
en las edades consecutivas posteriores, finalizando en una edad determi-
nada, segun sea el estudio que se esté realizando.

Si consideramos una tabla completa, tomamos como edad inicial a

la edad cero, y suponemos que nadie alcanzard los (® (omega) afios de

edad, siendo ® — 1 la dltima edad alcanzada con vida por alguna petso-
na. Esto no significa que no se tengan registros de personas que lleguen
o incluso superen esta edad, sino que el porcentaje es tan pequefio que
no tiene efecto apreciable a la hora de hacer una estimacién. General-

mente, se considera ® = 100.

Podemos darle a las tablas una interpretaciéon deterministica o es-
tocastica.

Desde el punto de vista estocastico, los valores observados de pet-
sonas fallecidas (y por ende, sobrevivientes) constituyen variables aleato-
rias que se corresponden a momentos sucesivos en el tiempo, pudiéndo-
se estimar su funcion de distribucion, esperanza, varianza, etc.

En este trabajo, se tomara la interpretacion deterministica por ser
mas didactica.

En los seguros de personas, patrticularmente, en la rama “vida”, las
tablas son utilizadas para construir modelos de aseguracion diseflados
para evaluar y valuar econémicamente el riesgo que representa la incerti-
dumbre sobre el momento del fallecimiento de una persona. En general,
se calculan los riesgos y en funcién de estos, las primas que deben pagar
los asegurados para cubrirse ante determinadas contingencias (falleci-
miento, enfermedad o accidente).

Las tablas utilizadas por las compafifas aseguradoras difieren un po-
co de las tablas generales ya que el conjunto de asegurados constituye en
s{ una poblacién especial: los asegurados adquieren su condicién de tal,
previo examen médico y quienes no gozan de una buena salud o some-
ten su vida a grandes riesgos son rechazados o admitidos en condiciones
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especiales. Hsta seleccién influye sobre la mortalidad de las personas
durante un cierto tiempo.

En el campo asegurador existen distintas clases de tablas, a los fines
de hacer mas preciso el cilculo de un riesgo particular. En principio, la
distincién mds importantes es por género: existen tablas de mujeres y
tablas de hombres.

Segun su finalidad, se pueden armar distintos tipos de tablas, como
por ejemplo:

® Tablas selectas: Clasifican por edad y antigiiedad en el seguro en

los afios en los cuales se admite que la seleccion tiene efecto.

® Tablas finales: Consideran la mortalidad de los asegurados cuya
antigliedad excede el tiempo que dura la seleccion.
® Tablas de asegurados en su totalidad.

Ademas, distintas tablas pueden realizarse bajo distintos supuestos,
por ejemplo: considerar una sola causa de egreso (por ejemplo, solo fa-
llecimiento) o multiples (fallecimiento, invalidez, etc.).

En este apunte trabajaremos con las tablas mas generales: las que
tienen como edad base de la tabla a la edad cero y considera sélo un
motivo de egreso: el fallecimiento.

Vale la pena mencionar que las tablas no solo se utilizan en el ambito
de los seguros, sino que son muy ttiles en muchos campos de la ciencia,
adaptando su construccién al uso que se les quiera dar.

Por ejemplo, en el campo de la Ingenierfa, se arman tablas que son
utilizadas como registro de la resistencia de sistemas mecanicos o
electronicos, o de simples elementos. En el campo de la medicina se
utilizan las tablas para comparar la efectividad de distintos tratamientos
para una enfermedad. Los demoégrafos usan las tablas de mortalidad
como herramientas en la proyecciéon de poblacién.

4.2.3 FUNCIONES BIOMETRICAS Y PROBABILIDADES.
INTERPRETACION DETERMINISTICA

Las tablas de mortalidad contienen registros, que constituyen los va-

lores observados para cada edad de las distintas funciones biométricas, a
saber:
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® [x: Numero de personas que, de un grupo inicial dado, llegan
con vida a la edad “x”, (bajo la interpretacién estocastica, [x re-
presenta la cantidad esperada de sobrevivientes a la edad “x” del
grupo inicial),

® Siguiendo laidea, [ (x +1) representa la cantidad de personas que
alcanzan la edad “x +17, [ (x +2) representa la cantidad de pet-
sonas que alcanzan la edad “x +27, etc.,

® dx: Representa la cantidad de personas que teniendo la edad “x”,
no alcanzan la edad “x +1”, y se define como dx = [(x) — I(x +1)

Ademis, figuran las probabilidades de supervivencia ¢ fallecimiento a
cada una de las edades:

®  p. :probabilidad que tiene una persona que acaba de cumplir la

edad “x” de alcanzar con vida la edad “x+1”. De acuerdo con la
definicién frecuencista de probabilidad:

® (. :probabilidad de que una persona de edad “x” no llegue con
vida a la edad “x+17,

_dx l(x)—l(x+1)_
T "

Las siguientes probabilidades no figuran explicitamente en la tabla,
pero son de utilidad a la hora de los célculos.

Se denomina , p,. ala probabilidad que tiene una persona de edad

“x” de alcanzar la edad “x + n”
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_ I(x+n)

I
De la misma forma, queda determinada la probabilidad de que una

€C 9

persona de edad “x” no sobreviva “n” afios mas

24, =1-,p,

Si deseamos calcular la probabilidad de que una persona que hoy

[T3%3)

tiene “x” afios, fallezca entre las edades “x+m” y “x+m+n”, entonces
estaremos ante una probabilidad diferida de fallecimiento:

Ax+m)=l(x+m+n)
Ix

m/n1x

Donde _ “m” indica la cantidad de afios de diferencia enttre la edad en
que se plantea el calculo y la edad a partir de la cual se comen-
zard a observar el suceso.

_ “n” es la cantidad de afios en los que se observa el suceso.

W sTiene sentido hablar de probabilidades diferidas de supervivencia? ;Por qué?

Llamamos [(n) a la base de la tabla, donde “n” es la edad inicial que
se considera en la tabla.

Observando los valores de las distintas funciones biométricas en

una tabla de mortalidad, podemos observar su comportamiento aproxi-
mado a través de las distintas edades.
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Funcion I(x)

12000 -
10000
8000 -
6000 -
4000 -
2000 -

0 T T

1 9 17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 97
Edad

I(x)

Funcion d(x)

350 -
300 -
250 -
200 -
150 -
100 -
50 -
O A

1 8 15 22 29 36 43 50 57 64 71 78 85 92 99
Edad

d(x)

Ademas de los valores de las funciones biométricas y las probabilida-
des asociadas a cada edad, en las tablas figuran valores que resumen dis-
tintos calculos: los valores de conmutacion.

Los valores de conmutacion son valores auxiliares, cuyo objeto es
facilitar las operaciones relacionadas con el calculo de las primas.

En el presente trabajo, utilizaremos cuatro valores de conmutacion:
dos basados en el numero de sobrevivientes y dos basados en el numero
de fallecidos.

Los basados en el nimero de sobrevivientes son:

e D _ seobtiene multiplicando la cantidad de personas que alcan-

zan con vida la edad “x” del grupo inicial por el factor de actua-
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. ., D\—x . . , L, . .
lizacion (1 + l) , donde “1” es la tasa de interés técnico efectivo
anual.

® N se obtiene sumando los valores de D, desde t =0 hasta

t=w—x-1

Los basados en el nimero de fallecidos son:

e (C, se obtiene multiplicando la cantidad de personas fallecidas a

. ., O (x+1 .
la edad “x” por el factor de actualizacién (1 + l) (= ), donde “9”
es la tasa de interés técnico efectivo anual.

® M ecslasumatoria de los valores de C,, desde £ =0 hasta

t=w—x-1.

4.3 VALUACION ECONOMICA DE LLAS COBERTURAS
BASICAS

4.3.1 SEGUROS SOBRE LA VIDA
4.3.1.1 Renta Vitalicia

Una renta vitalicia es una serie de pagos que recibird su beneficiario
mientras se encuentre con vida. La realizacién de cada pago esta condi-
cionada a que la persona que lo recibira se encuentre con vida.

Las rentas vitalicias constituyen un seguro en caso de supetrviven-
cia, y cubren la disminucién total o parcial de la capacidad de generar
ingresos que sufte una persona a partir de una edad determinada.

Veamos cual es el mecanismo bésico para determinar cuanto vale
hoy esta sucesién de pagos, considerando contratos temporales o sin
limite de tiempo.

Comencemos distinguiendo cuatro elementos principales que intet-
vienen en una operacién de esta clase:

® Capital
¢ Tiempo
® Factor de actualizacién financiero
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® Probabilidad asociada a que ocurra el hecho del cual estos pagos
dependen (para este caso especifico, este hecho aleatorio es la su-
pervivencia de la persona en cuestion).

&' 5 Qué elementos intervienen en las operaciones financieras ciertas? ;Cudl es la
diferencia?

(

Si el periodo entre pago y pago es un afio, se denomina anualidad.

Un dotal puro es una promesa de pagar a una persona una cierta
cantidad de dinero en una fecha dada, siempre y cuando esa persona se
encuentre con vida. El valor actual de este dotal puro que se pagara en

[I3% 2]

n” periodos se denomina prima pura tnica: , E . Pura porque es
calculada sin contemplar gastos o comisiones, y Gnica ya que se paga de
una vez al contratar la prestacién.

Para determinar la prima pura unica es necesario establecer:

a) Capital a recibir

b) Factor de actualizacion

¢) Probabilidad de que en “n” perfodos, la persona que hoy contra-
ta este servicio a la edad “x”, se encuentre con vida. Esta proba-
bilidad constituye el factor de actualizacion biométrico.

Considerando un dotal puro de $1 y periodos anuales, su prima pura
unica estara dada por:

nEx = (1+i)“ﬂ‘ npx'$1
= ,E =V'.p.$1
Recuerde que (1+i)» = vn

En una renta vitalicia, cada pago es un dotal puro ubicado en un de-
terminado momento en el tiempo. El valor actual de una renta vitalicia
de pagos vencidos sin limite de tiempo estara dado por la sumatoria de
los valores actuales de cada dotal puro, es decir por la sumatoria de las
primas puras tnicas de cada dotal:

ax= E + ,E + ;E +..+ E

w—-x—-1"x
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' ¢Por qué la sumatoria llega hasta ,, _E _ ?

Remplazando a cada prima pura Gnica por su expresion

vii(x+1) vz.l(x+2)+ VI(x+3) vii(x+4) + v (@ —1)

1) 1) ) k) 1)

ax =

Podemos observar que el valor actual de una renta de este estilo es
la suma de los valores actuales de las cuotas (en este caso de $1) multipli-
cados por la probabilidad de que la persona llegue con vida a la edad del
pago, es decir, es la esperanza matematica de los valores actuales de
cada pago de la renta.

Para hacer mis facil el cilculo de este valor actual, al igual que lo
hicimos en el caso de rentas ciertas, procedemos a hallar un operador
que resuma la sumatoria anterior, es aqui donde utilizaremos los valores
de conmutacion.

Primero, tomamos como denominador comin [(x)

ViI(x+ D)+ I(x+2)+ v I(x+3)+ v I(x +4)+ .. +v T Il (w-1)

I(x)
Multiplicamos numerador y denominador por v*
dre V1) v 20+ 2) v P I (x4 3) vt I (x +4) + v I (0-1)
I(x)v*
Recordemos que D, =V Ix, D_, = v I(x+1) etc.
ax = D,+D,+D s+D 4+..+D,,
D

X
Reemplazando a la sumatoria de los D por su correspondiente va-
w—x-1

lor de conmutacion: N. =D +D_,,+D_,+...= szH
=0

x+1 x+2
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D

X

ax es la cantidad de dinero que debo pagar hoy para ser el beneficia-
rio de esta renta anual vitalicia, cuyos pagos son de $1.

De forma analoga, podemos hallar la prima neta tinica de una ren-
ta vitalicia sin limite de tiempo anticipada,

y de una renta anual vitalicia sin limite de tiempo diferida

N

x+k+1

D

X

a x=

) Queda como ejercicio para el alumno verificar lo anterior.

Si el contrato finaliza luego de una cantidad determinada de pagos,
aun cuando el rentista se encuentre con vida, estamos en presencia de
una renta vitalicia temporaria.

Cualquier renta constituida por una cantidad finita de pagos se pue-
de expresar como la diferencia entre dos rentas perpetuas: una ordinaria
y la otra, diferida.

Si representamos a la prima pura tnica de una renta de pagos
anuales contingente temporal a “n” afios de $1 por afio con a (x; 1)

alx,n)=ax—-a’x

Reemplazando por sus expresiones, obtenemos que
-N
D

X

x+1 x+n+l

a(x,n)=

Pagando primas anuales iguales durante un periodo dado, una per-
sona puede crear una pension cuyos pagos se inician en una fecha especi-
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ficada y contintian hasta que fallezca. Esto se puede hacer mediante la
contratacion de una poliza de anualidad.

El pago de las primas constituye una anualidad contingente tempo-
ral anticipada, ya que la primera se abona al adquirirse la péliza. Los pa-
gos comienzan a ser recibidos también en forma anticipada.

Sea c1: pagos realizados para formar el fondo
c2: pagos recibidos de la renta vitalicia

.Nx_Nx-#k — C2'Nx+k
D

X X

cl

4.3.1.2 Seguros en caso de fallecimiento

El beneficio se paga en forma de capital o renta al beneficiario de-
signado por éste en caso de fallecer el asegurado.

® Seguro de vida entera: Se paga la suma previamente establecida
una vez ocurrida la muerte del asegurado, aun cuando éste no
hubiera completado el pago de las primas comprometidas.

® Seguro Temporal a “n” afios: La compafifa se compromete a
pagar la suma establecida al beneficiario una vez producida la
muerte del asegurado, siempre y cuando la misma haya ocurrido
dentro de los “n” afios siguientes a la emision de la poliza.

Nuevamente, enumeramos los cuatro elementos principales que in-
tervienen en una operacion de este estilo:

® Capital
¢ Tiempo
® Factor de actualizacién financiero

® Probabilidad asociada a que ocurra el hecho del cual estos pagos
dependen (en este caso, este hecho aleatorio es el fallecimiento de
la persona en cuestién).
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4.3.1.3 Seguro de Vida Entera

El fondo que permitira a la compania aseguradora pagar la suma de
dinero pactada en el contrato a cada beneficiario en caso de que se pro-
duzca el fallecimiento del asegurado, se constituye con los aportes de una
determinada cantidad de personas de la misma edad que han contratado
el mismo seguro.

Llamemos Ax a la prima neta unica de una poéliza de seguro de vi-
da de $1, emitida para una persona de edad “x”.

La contribucién total al fondo es de Ix.Ax, donde Ix representa la can-
tidad de personas que han contratado a la misma edad, el mismo seguro.

Durante el primer aflo, se espera que fallezcan dx asegurados, por lo
que, al final del afio la compafifa deberd pagar $1 por cada persona falle-
cida, es decir, $1.dx. El valor presente de la suma pagada sera v.dx.

Durante el segundo afio, se espera que fallezcan d(x+1) de los ase-
gurados, debiéndose pagar al final del mismo $1.d(x+1) a los beneficia-
rios, y asi sucesivamente en el transcurso de los afios.

Podemos observar que, el fondo que hoy debera reunir la compafifa
aseguradora y que le permitira afrontar sus obligaciones futuras con cada
uno de los asegurados debera ser igual al valor actual de estas obligacio-
nes futuras:

Ix.Ax = v.$Ldx + V2. $1.d0xc+1) +v°. $1.d(x+2) +v*. $1.d(x+4) + ...
+ v $1d(e—1)

' sPor qué la sumatoria llega hasta v~ .d (@ — 1)?

Para hallar el valor de la prima que deberd pagar cada una de las
personas que deseen entrar en este contrato, simplemente despejamos

Ax de la igualdad planteada:

1'@+v2'd(x+l)+v3.d(x+2)+v4'd(x+3)+“ o d@—1)

Ax=v .
x Ix Ix Ix Ix

Como se puede observar, cada valor actual de las obligaciones futu-
ras estd multiplicado por la probabilidad de que esa obligacion futura
exista. Reexpresando las probabilidades:
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1 2 3 4 -
Ax=v.q, +V g Vo gtV g etV g,

Vemos que la prima neta tinica de un seguro de vida entera es la

esperanza matematica del valor actual de las obligaciones futuras de
la compaiia.

Para hacer mas facil el calculo de este valor actual, al igual que lo
hicimos en el caso de rentas ciertas, procedemos a hallar un operador
que resuma la sumatoria anterior, para lo cual utilizaremos valores de
conmutacion.

Tomando denominador comun Ix y multiplicando numerador y

denominador de la expresién por V'

Axe VI dx+v2 d(x+1) +v P d(x+2) v d(x+3) +..4+v . d(w-1)

v ix

Reemplazando D =v'ix, C = vdx
y Mx = Cx + Cx+l + Cx+2 + Cx+3 +...
Ax = C+C+C ,+C +..+C,
D

X

4.3.1.4 Seguro Temporal a “n” afios

Designando con Al(x, n) a la prima pura unica de una poéliza de se-
guro temporal a “n” afios de §1, para una persona de edad “x” y proce-
diendo de forma similar a la anterior, teniendo en cuenta que el ultimo

beneficio se paga al término de “n” afios, se deduce que:

Mx_Mx+n
D

X

Al(x,n) =
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4.3.1.5 Seguros Mixtos

Son aquellos planes de seguros que cubren el riesgo de superviven-
cia y el de fallecimiento conjuntamente. El plan mas conocido es el Segu-
ro Dotal, que consiste en la combinacién de un seguro de supervivencia
de capital diferido a “n” afios y de un seguro temporal de muerte por el
mismo término. La aseguradora pagara el capital convenido al asegurado
en caso de estar este con vida al cabo de los “n” afios contratado o pa-
gard dicho capital a los beneficiaros designados en caso de fallecimiento
del asegurado.

Designando con A (x,n) a la prima pura unica de una poliza de segu-
ro temporal a “n” afios de $1, para una persona de edad “x” y proce-
diendo de forma similar a la anterior, teniendo en cuenta que el dltimo

beneficio se paga al término de “n” afios, se deduce que:

MX — Mx+n + Dx+n
D

X

Ax,n)=

4.4EJERCICIOS DE APLICACION
EJERCICIO 1

En la Tabla CSO 1980 para hombres podemos observar los siguien-
tes datos

130 = 9.580

145 = 9.210,292
165 = 7.329,743
d75 = 314,46

En funcién de lo anterior, calcular la probabilidad de que un hom-
bre que hoy tiene 30 afios

a) Alcance los 45 afios

b) No alcance los 65

¢) Alcance los 45 pero no los 65
d) Muera a los 75
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Utilizando el concepto de probabilidad como frecuencia relativa (el
cociente entre casos favorables y casos posibles) realizamos una aproxi-
macion a estas probabilidades

130 9.580

130—-165 9.580-7.329,743
130 9.580

b) 35¢30 = =0,234891

donde /30 — [65 representa el nimero de personas que fallece entre los
30 y 65 afios de edad.

145—-165 9.210,292—-7.329,743

3015;20) = ~0,1963
94 )= 50 9.580
) 47531436 _, 535805

130~ 9.580

EJERCICIO 2

El dia que Pedro cumple 30 afios destina $5000 de sus ahorros a la com-
pra de un dotal puro pagadero siempre y cuando alcance los 65 afios.
Suponiendo que sobrevive, ¢Cuanto recibird suponiendo un interés fi-
nanciero del 3% anual?

Utilice los datos que necesite del ejercicio anterior.

Considerando que el valor actual de esa promesa de pago es de $5.000 y
periodos anuales
VA = v npx. $y donde (1+i)» = vn

45165
5.000 = (1+0,03) ™ —.
$ ( ) S0 Y

=  $y = $18.388,041
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EJERCICIO 3
Observando los siguientes valores de la tabla CSO 1980 para hombres:

N55 = 14.036,804
N58 = 11.192,44
N65 = 6.086,117
D50 =1.261,717
D55 =995,972
D57 = 900,749

Resuelva:
Ejercicio 3.1

Hallar la prima neta tnica de una anualidad vitalicia anticipada de $1.000
anuales, diferida por 15 afios, para una persona de 50 afios.

Recordemos como obtener la prima pura unica de una renta anual vitali-
cia sin limite de tiempo diferida adelantada

"

_ Nx+k
Dx

. Cuota

El tiempo de diferimiento es de 15 afios, entonces

_ 6.086,117
1.261,717

a"50= $1.000

N3O+I5 $1000 = $4.823,678
D50

Ejercicio 3.2

Una viuda de 55 afios desea que se le liquide la suma asegurada de una
poliza de $25.000 en forma de una anualidad vitalicia anticipada. Hallar la
cuota anual de la renta.

Atencion! Los datos con los que contamos son los de una tabla para
hombres, por lo que si queremos realizar una aproximacién correcta de
esta cuota anual debemos utilizar una tabla para mujeres. Queda como
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ejercicio para el lector realizar este calculo. La respuesta del mismo utili-
zando la tabla CSO 1980 para mujeres es: Cuota = $1.586,11.

Ejercicio 3.3

Pedro recibe $10.000 de un fondo de retiro al cumplir 57 afios, ¢qué
pago anual recibird si utiliza dicha cantidad en la compra de una renta

ordinaria vitalicia?

_ Nx+1

ax . Cuota
Dx
$10.000 =%. Cuota = Cuota = $804,783
900,749

EJERCICIO 4

Conociendo

M30 = 617,867
D30 = 2953,693
N30 = 60731,443

Hallar la prima neta unica de una poéliza de seguro de vida entera de

$1.000 para un hombre de 30 afios de edad.

Ax= % . Cuota
Dx

617,867

x=————_%1.000 = $209,1847
2.953,693
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4.5 ANEXO: TABLA DE MORTALIDAD CSO 1980, INTERES
TECNICO 4%

I - HOMBRES
X I(x) d(x) a(x) D(x) N(x) C(x) M(x)
0]10.000.000 | 41.800 | 0,00418 | 10.000.000,00 | 237.828.615,12 | 40.192,31 | 852.745,57
1| 9.958.200 | 10.655 | 0,00107 | 9.575.192,31 | 227.828.615,12 | 9.851,15 | 812.553,26
2| 9.947.545| 9.849 |0,00099 | 9.197.064,53 | 218.253.422,81 | 8.755,73 | 802.702,12
3| 9.937.696 | 9.738 |0,00098 | 8.834.575,56 | 209.056.358,28 | 8.324,08 | 793.946,39
4| 9.927.958 | 9.432 |0,00095 | 8.486.460,11 | 200.221.782,72 | 7.752,42 | 785.622,31
5| 9.918.526 | 8.927 |0,00090 | 8.152.305,38 | 191.735.322,62 | 7.055,14 | 777.869,89
6| 9.909.599 | 8.522 |0,00086 | 7.831.700,03 | 183.583.017,24 | 6.476,02 | 770.814,76
7] 9.901.077| 7.921 |0,00080 | 7.524.004,78 | 175.751.317,20 | 5.787,80 | 764.338,74
8| 9.893.156 | 7.518 |0,00076 | 7.228.832,19 | 168.227.312,42 | 5.282,05 | 758.550,94
9| 9.885.638 | 7.316 |0,00074 | 6.945.518,13 | 160.998.480,24 | 4.942,43 | 753.268,89
10| 9.878.322 | 7.211 | 0,00073 | 6.673.440,39 | 154.052.962,10 | 4.684,13 | 748.326,46
11| 9.871.111| 7.600 |0,00077 | 6.412.085,48 | 147.379.521,71 | 4.746,94 | 743.642,34
12| 9.863.511| 8.385 |0,00085| 6.160.719,87 | 140.967.436,23 | 5.035,81 | 738.895,40
13| 9.855.126 | 9.756 | 0,00099 | 5.918.733,29 | 134.806.716,36 | 5.633,85 | 733.859,58
14| 9.845.370 | 11.322 | 0,00115| 5.685.455,86 | 128.887.983,07 | 6.286,70 | 728.225,74
15| 9.834.048 | 13.080 | 0,00133 | 5.460.497,77 | 123.202.527,22 | 6.983,52 | 721.939,03
16| 9.820.968 | 14.829 | 0,00151 | 5.243.495,11 | 117.742.029,44 | 7.612,81 | 714.955,51
17| 9.806.139 | 16.377 | 0,00167 | 5.034.209,41 | 112.498.534,34 | 8.084,15 | 707.342,70
18 | 9.789.762 | 17.425 | 0,00178 | 4.832.501,82 | 107.464.324,93 | 8.270,64 | 699.258,55
19| 9.772.337 | 18.177 | 0,00186 | 4.638.365,72 | 102.631.823,11 | 8.295,75 | 690.987,91
20| 9.754.160 | 18.533 | 0,00190 | 4.451.671,30 | 97.993.457,39 | 8.132,90 | 682.692,16
21| 9.735.627 | 18.595 | 0,00191 | 4.272.320,27 | 93.541.786,09 | 7.846,26 | 674.559,26
22| 9.717.032 | 18.365 | 0,00189 | 4.100.153,99 | 89.269.465,82 | 7.451,16 | 666.713,00
23| 9.698.667 | 18.040 | 0,00186 | 3.935.004,60 | 85.169.311,83 | 7.037,79 | 659.261,84
24| 9.680.627 | 17.618 | 0,00182 | 3.776.620,48 | 81.234.307,23 | 6.608,81 | 652.224,05
25| 9.663.009 | 17.104 | 0,00177 | 3.624.757,04 | 77.457.686,75| 6.169,23 | 645.615,24
26 | 9.645.905| 16.687 | 0,00173 | 3.479.174,08 | 73.832.929,72 | 5.787,33 | 639.446,01
27| 9.629.218 | 16.466 | 0,00171 | 3.339.572,36 | 70.353.755,64 | 5.491,04 | 633.658,68
28| 9.612.752 | 16.342 | 0,00170 | 3.205.636,23 | 67.014.183,28 | 5.240,09 | 628.167,64
29| 9.596.410| 16.410 | 0,00171 | 3.077.102,44 | 63.808.547,05| 5.059,51 | 622.927,56
30| 9.580.000 | 16.573 | 0,00173 | 2.953.692,84 | 60.731.444,61 | 4.913,24 | 617.868,05
31| 9.563.427 | 17.023 | 0,00178 | 2.835.176,03 | 57.777.751,77 | 4.852,54 | 612.954,81
32| 9.546.404 | 17.470 | 0,00183 | 2.721.278,26 | 54.942.575,74 | 4.788,43 | 608.102,27
33| 9.528.934 | 18.201 | 0,00191 | 2.611.825,29 | 52.221.297,48 | 4.796,91 | 603.313,84
34 | 9.510.733 | 19.021 | 0,00200 | 2.506.573,56 | 49.609.472,19 | 4.820,22 | 598.516,93
35| 9.491.712 | 20.028 | 0,00211 | 2.405.346,66 | 47.102.898,64 | 4.880,20 | 593.696,72
36| 9.471.684 | 21.216 | 0,00224 | 2.307.953,13 | 44.697.551,97 | 4.970,84 | 588.816,52
37| 9.450.468 | 22.681 | 0,00240 | 2.214.214,86 | 42.389.598,84 | 5.109,70 | 583.845,68
38 | 9.427.787 | 24.324 | 0,00258 | 2.123.943,05 | 40.175.383,97 | 5.269,08 | 578.735,98
39| 9.403.463 | 26.235 | 0,00279 | 2.036.983,86 | 38.051.440,92 | 5.464,46 | 573.466,90
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40| 9.377.228 | 28.320 | 0,00302 | 1.953.173,86 | 36.014.457,06 | 5.671,87 | 568.002,44
41| 9.348.908 | 30.757 | 0,00329 | 1.872.379,92 | 34.061.283,20 | 5.923,03 | 562.330,57
42| 9.318.151 | 33.173 | 0,00356 | 1.794.442,28 | 32.188.903,28 | 6.142,58 | 556.407,54
43| 9.284.978 | 35.933 | 0,00387 | 1.719.282,68 | 30.394.461,00 | 6.397,74 | 550.264,95
44 | 9.249.045 | 38.753 | 0,00419 | 1.646.758,69 | 28.675.178,32 | 6.634,45 | 543.867,21
45| 9.210.292 | 41.907 | 0,00455 | 1.576.787,36 | 27.028.419,63 | 6.898,47 | 537.232,76
46| 9.168.385 | 45.109 | 0,00492 | 1.509.243,22 | 25.451.632,27 | 7.139,97 | 530.334,29
47| 9.123.276 | 48.536 | 0,00532 | 1.444.055,44 | 23.942.389,04 | 7.386,93 | 523.194,32
48 | 9.074.740 | 52.089 | 0,00574 | 1.381.127,92 | 22.498.333,61 | 7.622,76 | 515.807,40
49| 9.022.651 | 56.030 | 0,00621 | 1.320.384,85 | 21.117.205,69 | 7.884,13 | 508.184,63
50 | 8.966.621 | 60.166 | 0,00671 | 1.261.716,69 | 19.796.820,83 | 8.140,50 | 500.300,51
51| 8.906.455| 65.017 | 0,00730 | 1.205.048,63 | 18.535.104,14 | 8.458,50 | 492.160,01
52| 8.841.438 | 70.379 | 0,00796 | 1.150.242,11 | 17.330.055,51 | 8.803,92 | 483.701,51
53| 8.771.059 | 76.395 | 0,00871 | 1.097.198,11 | 16.179.813,40 | 9.188,92 | 474.897,59
54 | 8.694.664 | 83.121 | 0,00956 | 1.045.809,26 | 15.082.615,30 | 9.613,40 | 465.708,67
55| 8.611.543 | 90.163 | 0,01047 995.972,42 | 14.036.806,04 | 10.026,78 | 456.095,27
56 | 8.521.380 | 97.656 | 0,01146 947.639,01 | 13.040.833,62 | 10.442,36 | 446.068,49
57 | 8.423.724 | 105.211 | 0,01249 900.749,00 | 12.093.194,61 | 10.817,51 | 435.626,13
58 | 8.318.513 | 113.049 | 0,01359 855.287,29 | 11.192.445,60 | 11.176,34 | 424.808,62
59 | 8.205.464 | 121.194 | 0,01477 811.215,29 | 10.337.158,31 | 11.520,75 | 413.632,27
60 | 8.084.270 | 129.995 | 0,01608 768.493,95 9.525.943,02 | 11.882,09 | 402.111,52
61| 7.954.275 | 139.518 | 0,01754 727.054,40 8.757.449,08 | 12.262,05 | 390.229,43
62 | 7.814.757 | 149.966 | 0,01919 686.828,71 8.030.394,68 | 12.673,38 | 377.967,38
63 | 7.664.791 | 161.420 | 0,02106 647.738,84 7.343.565,97 | 13.116,67 | 365.294,00
64 | 7.503.371 | 173.628 | 0,02314 609.709,14 6.695.827,13 | 13.566,03 | 352.177,33
65| 7.329.743 | 186.322 | 0,02542 572.692,76 6.086.117,99 | 13.997,93 | 338.611,30
66 | 7.143.421 | 198.944 | 0,02785 536.668,19 5.513.425,23 | 14.371,33 | 324.613,37
67| 6.944.477 | 211.390 | 0,03044 501.655,77 4.976.757,04 | 14.683,09 | 310.242,04
68 | 6.733.087 | 223.472 | 0,03319 467.678,23 4.475.101,27 | 14.925,29 | 295.558,95
69 | 6.509.615 | 235.452 | 0,03617 434.765,32 4.007.423,04 | 15.120,59 | 280.633,66
70 | 6.274.163 | 247.892 | 0,03951 402.922,99 3.572.657,72 | 15.307,19 | 265.513,08
71| 6.026.271 | 260.938 | 0,04330 372.118,76 3.169.734,73 | 15.493,05 | 250.205,89
72| 5.765.333 | 274.718 | 0,04765 342.313,45 2.797.615,97 | 15.683,87 | 234.712,84
73 | 5.490.615 | 289.026 | 0,05264 313.463,68 2.455.302,52 | 15.866,09 | 219.028,96
74 | 5.201.589 | 302.681 | 0,05819 285.541,30 2.141.838,84 | 15.976,61 | 203.162,88
75| 4.898.908 | 314.460 | 0,06419 258.582,33 1.856.297,55 | 15.959,95 | 187.186,27
76 | 4.584.448 | 323.341 | 0,07053 232.676,90 1.5697.715,22 | 15.779,52 | 171.226,31
77 | 4.261.107 | 328.617 | 0,07712 207.948,27 1.365.038,32 | 15.420,18 | 155.446,80
78 | 3.932.490 | 329.936 | 0,08390 184.530,08 1.157.090,05 | 14.886,61 | 140.026,61
79| 3.602.554 | 328.012 | 0,09105 162.546,15 972.559,98 | 14.230,58 | 125.140,00
80 | 3.274.542 | 323.656 | 0,09884 142.063,80 810.013,82 | 13.501,54 | 110.909,42
81| 2.950.886 | 317.161 | 0,10748 123.098,27 667.950,02 | 12.721,72 | 97.407,88
82| 2.633.725 | 308.804 | 0,11725 105.642,00 544.851,76 | 11.910,11 | 84.686,16
83 | 2.324.921 | 298.195 | 0,12826 89.668,73 439.209,76 | 11.058,59 | 72.776,05
84 | 2.026.726 | 284.248 | 0,14025 75.161,34 349.541,02 | 10.135,93 | 61.717,46
85| 1.742.478 | 266.512 | 0,15295 62.134,59 274.379,68 | 9.137,97 | 51.581,53
86 | 1.475.966 | 245.143 | 0,16609 50.606,83 212.245,09 | 8.082,00 | 42.443,56
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87| 1.230.823 | 220.995 | 0,17955 40.578,42 161.638,25 | 7.005,65 | 34.361,56
88| 1.009.828 | 195.169 | 0,19327 32.012,05 121.059,84 | 5.949,00 | 27.355,91
89 814.659 | 168.871 | 0,20729 24.831,82 89.047,78 | 4.949,41 | 21.406,91
90 645.788 | 143.216 | 0,22177 18.927,34 64.215,96 | 4.036,07 | 16.457,49
91 502.572 | 119.100 | 0,23698 14.163,29 45.288,62 | 3.227,33 | 12.421,42
92 383.472 | 97.191 | 0,25345 10.391,23 31.125,33 | 2.532,36 9.194,10
93 286.281 | 77.900 | 0,27211 7.459,20 20.734,10 | 1.951,66 6.661,74
94 208.381 | 61.660 | 0,29590 5.220,65 13.274,90 | 1.485,38 4.710,08
95 146.721 | 48.412 | 0,32996 3.534,48 8.054,24 | 1.121,38 3.224,70
96 98.309 | 37.805 | 0,38455 2.277,16 4.519,76 842,00 2.103,32
97 60.504 | 29.054 | 0,48020 1.347,57 2.242,60 622,21 1.261,32
98 31.450 | 20.694 | 0,65798 673,53 895,03 426,12 639,10
99 10.757 | 10.757 | 1,00000 221,50 221,50 212,98 212,98
100 0 0| 1,00000 0,00 0,00
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I - MUJERES

X I(x) d(x) q(x) D(x) N(x) C(x) M(x)
0] 10.000.000 | 28.901 | 0,00289 | 10.000.000,00 | 241.732.980,43 | 27.789,42 | 702.577,68
1] 9.971.099 | 8.674 |0,00087 | 9.587.595,19 | 231.732.980,43 | 8.019,60 | 674.788,25
2| 9.962.425| 8.069 |0,00081 | 9.210.821,93 | 222.145.385,24 | 7.173,31 | 666.768,65
3| 9.954.356 | 7.865 |0,00079 | 8.849.386,24 | 212.934.563,31 | 6.723,03 | 659.595,34
4] 9.946.491| 7.658 |0,00077 | 8.502.302,19 | 204.085.177,07 | 6.294,32 | 652.872,31
5| 9.938.833 | 7.554 |0,00076 | 8.168.996,25 | 195.582.874,88 | 5.970,04 | 646.577,99
6| 9.931.279 | 7.250 |0,00073 | 7.848.834,05| 187.413.878,63 | 5.509,40 | 640.607,95
7] 9.924.029 | 7.145 |0,00072 | 7.541.446,42 | 179.565.044,58 | 5.220,78 | 635.098,55
8| 9.916.884 | 6.960 | 0,00070 | 7.246.170,00 | 172.023.598,16 | 4.890,00 | 629.877,77
9] 9.909.924 | 6.820 | 0,00069 | 6.962.581,15 | 164.777.428,16 | 4.607,35 | 624.987,76
10| 9.903.104 | 6.734 | 0,00068 | 6.690.182,22 | 157.814.847,00 | 4.374,28 | 620.380,41
11| 9.896.370 | 6.828 | 0,00069 | 6.428.493,24 | 151.124.664,78 | 4.264,75 | 616.006,14
12| 9.889.542| 7.120 |0,00072 | 6.176.978,75 | 144.696.171,54 | 4.276,09 | 611.741,39
13| 9.882.422 | 7.412 |0,00075| 5.935.126,56 | 138.519.192,78 | 4.280,25 | 607.465,30
14| 9.875.010| 7.901 |0,00080 | 5.702.572,22 | 132.584.066,22 | 4.387,14 | 603.185,06
15| 9.867.109 | 8.387 |0,00085| 5.478.855,37 | 126.881.494,00 | 4.477,89 | 598.797,91
16 | 9.858.722 | 8.873 | 0,00090 | 5.263.652,28 | 121.402.638,63 | 4.555,16 | 594.320,02
17| 9.849.849 | 9.357 |0,00095| 5.056.648,95 | 116.138.986,35 | 4.618,88 | 589.764,86
18 | 9.840.492 | 9.643 |0,00098 | 4.857.543,58 | 111.082.337,40 | 4.576,98 | 585.145,98
19| 9.830.849 | 10.028 | 0,00102 | 4.666.138,00 | 106.224.793,83 | 4.576,65 | 580.569,01
20| 9.820.821 | 10.311 | 0,00105 | 4.482.094,51 | 101.558.655,83 | 4.524,81 | 575.992,36
21| 9.810.510 | 10.498 | 0,00107 | 4.305.181,44 | 97.076.561,32 | 4.429,69 | 571.467,54
22| 9.800.012 | 10.682 | 0,00109 | 4.135.167,85 | 92.771.379,88 | 4.333,97 | 567.037,86
23| 9.789.330 | 10.866 | 0,00111 | 3.971.788,97 | 88.636.212,03 | 4.239,06 | 562.703,89
24| 9.778.464 | 11.148 | 0,00114 | 3.814.788,79 | 84.664.423,06 | 4.181,80 | 558.464,83
25| 9.767.316 | 11.330 | 0,00116 | 3.663.884,34 | 80.849.634,27 | 4.086,61 | 554.283,03
26| 9.755.986 | 11.609 | 0,00119 | 3.518.879,11 | 77.185.749,92 | 4.026,19 | 550.196,42
27| 9.744.377 | 11.889 | 0,00122 | 3.379.511,41 | 73.666.870,82 | 3.964,71 | 546.170,22
28| 9.732.488 | 12.262 | 0,00126 | 3.245.565,49 | 70.287.359,41 | 3.931,83 | 542.205,51
29| 9.720.226 | 12.636 | 0,00130 | 3.116.804,22 | 67.041.793,92 | 3.895,91 | 538.273,68
30| 9.707.590 | 13.106 | 0,00135 | 2.993.031,22 | 63.924.989,70 | 3.885,41 | 534.377,77
31| 9.694.484 | 13.572 | 0,00140 | 2.874.029,22 | 60.931.958,48 | 3.868,81 | 530.492,36
32| 9.680.912 | 14.037 | 0,00145 | 2.759.620,83 | 58.057.929,26 | 3.847,46 | 526.623,55
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33| 9.666.875| 14.501 | 0,00150 | 2.649.634,11 | 55.298.308,43 | 3.821,77 | 522.776,09
34| 9.652.374 | 15.251 | 0,00158 | 2.543.903,34 | 52.648.674,32 | 3.864,84 | 518.954,32
35| 9.637.123 | 15.901 | 0,00165 | 2.442.196,06 | 50.104.770,98 | 3.874,58 | 515.089,49
36 | 9.621.222 | 16.933 | 0,00176 | 2.344.390,87 | 47.662.574,92 | 3.967,35| 511.214,91
37| 9.604.289 | 18.152 | 0,00189 | 2.250.254,64 | 45.318.184,05| 4.089,38 | 507.247,56
38| 9.586.137 | 19.556 | 0,00204 | 2.159.617,00 | 43.067.929,41 | 4.236,23 | 503.158,18
39| 9.566.581 | 21.239 | 0,00222 | 2.072.318,58 | 40.908.312,41 | 4.423,85 | 498.921,95
40 | 9.545.342 | 23.099 | 0,00242 | 1.988.190,17 | 38.835.993,83 | 4.626,22 | 494.498,10
41| 9.522.243 | 25.139 | 0,00264 | 1.907.095,09 | 36.847.803,66 | 4.841,14 | 489.871,88
42| 9.497.104 | 27.256 | 0,00287 | 1.828.904,14 | 34.940.708,57 | 5.046,94 | 485.030,73
43 | 9.469.848 | 29.262 | 0,00309 | 1.753.514,73 | 33.111.804,43 | 5.209,99 | 479.983,79
44 | 9.440.586 | 31.343 | 0,00332 | 1.680.861,86 | 31.358.289,70 | 5.365,87 | 474.773,80
45| 9.409.243 | 33.496 | 0,00356 | 1.610.847,46 | 29.677.427,84 | 5.513,91 | 469.407,93
46 | 9.375.747 | 35.628 | 0,00380 | 1.543.377,88 | 28.066.580,38 | 5.639,29 | 463.894,02
47 | 9.340.119 | 37.828 | 0,00405| 1.478.377,90 | 26.523.202,50 | 5.757,22 | 458.254,73
48 | 9.302.291 | 40.279 | 0,00433 | 1.415.759,99 | 25.044.824,59 | 5.894,47 | 452.497,51
49 | 9.262.012 | 42.883 | 0,00463 | 1.355.413,21 | 23.629.064,60 | 6.034,18 | 446.603,03
50| 9.219.129 | 45.727 | 0,00496 | 1.297.247,75| 22.273.651,39 | 6.186,89 | 440.568,85
51| 9.173.402 | 48.711 | 0,00531 | 1.241.166,72 | 20.976.403,64 | 6.337,14 | 434.381,96
52| 9.124.691 | 52.010 | 0,00570 | 1.187.092,40 | 19.735.236,92 | 6.506,09 | 428.044,82
53| 9.072.681 | 55.797 | 0,00615 | 1.134.928,91 | 18.548.144,53 | 6.711,36 | 421.538,73
54| 9.016.884 | 59.602 | 0,00661 | 1.084.566,44 | 17.413.215,62 | 6.893,30 | 414.827,37
55| 8.957.282 | 63.506 | 0,00709 | 1.035.959,04 | 16.328.649,18 | 7.062,33 | 407.934,07
56 | 8.893.776 | 67.327 | 0,00757 989.052,14 | 15.292.690,14 | 7.199,28 | 400.871,75
57| 8.826.449 | 70.876 | 0,00803 943.812,39 | 14.303.638,00 | 7.287,28 | 393.672,47
58 | 8.755.573 | 74.160 | 0,00847 900.224,64 | 13.359.825,61 | 7.331,67 | 386.385,19
59| 8.681.413 | 77.611 | 0,00894 858.268,95 | 12.459.600,97 | 7.377,73 | 379.053,52
60 | 8.603.802 | 81.479 | 0,00947 817.880,87 | 11.601.332,03 | 7.447,53 | 371.675,79
61| 8.522.323 | 86.331 | 0,01013 778.976,39 | 10.783.451,16 | 7.587,52 | 364.228,27
62| 8.435.992 | 92.457 | 0,01096 741.428,24 | 10.004.474,77 | 7.813,39 | 356.640,75
63 | 8.343.535 | 100.290 | 0,01202 705.098,38 9.263.046,53 | 8.149,37 | 348.827,36
64 | 8.243.245 | 109.223 | 0,01325 669.829,84 8.557.948,15 | 8.533,89 | 340.677,99
65| 8.134.022 | 118.676 | 0,01459 635.533,27 7.888.118,31 | 8.915,84 | 332.144,10
66 | 8.015.346 | 128.245 | 0,01600 602.173,83 7.252.585,04 | 9.264,17 | 323.228,26
67 | 7.887.101 | 137.472| 0,01743 569.749,13 6.650.411,21 | 9.548,76 | 313.964,08
68 | 7.749.629 | 146.003 | 0,01884 538.286,94 6.080.662,08 | 9.751,27 | 304.415,32
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69| 7.603.626 | 154.810 | 0,02036 507.832,32 5.542.375,15 | 9.941,81 | 294.664,04
70 | 7.448.816 | 164.694 | 0,02211 478.358,50 5.034.542,83 | 10.169,76 | 284.722,24
71| 7.284.122 | 176.494 | 0,02423 449.790,34 4.556.184,33 | 10.479,23 | 274.552,48
72| 7.107.628 | 190.982 | 0,02687 422.011,47 4.106.393,99 | 10.903,32 | 264.073,24
73| 6.916.646 | 208.250 | 0,03011 394.876,95 3.684.382,52 | 11.431,89 | 253.169,93
74 | 6.708.396 | 227.625 | 0,03393 368.257,49 3.289.505,57 | 12.014,88 | 241.738,04
75| 6.480.771 | 247.825 | 0,03824 342.078,85 2.921.248,08 | 12.577,99 | 229.723,16
76 | 6.232.946 | 267.830 | 0,04297 316.343,98 2.579.169,23 | 13.070,50 | 217.145,17
77 | 5.965.116 | 286.564 | 0,04804 291.106,41 2.262.825,25 | 13.446,87 | 204.074,67
78 | 5.678.552 | 303.519 | 0,05345 266.463,14 1.971.718,84 | 13.694,69 | 190.627,80
79| 5.375.033 | 319.008 | 0,05935 242.519,87 1.705.255,70 | 13.839,95 | 176.933,11
80 | 5.056.025 | 333.647 | 0,06599 219.352,24 1.462.735,83 | 13.918,32 | 163.093,17
81| 4.722.378 | 347.567 | 0,07360 196.997,30 1.243.383,59 | 13.941,35 | 149.174,85
82| 4.374.811 | 360.484 | 0,08240 175.479,13 1.046.386,29 | 13.903,33 | 135.233,50
83 | 4.014.327 | 371.446 | 0,09253 154.826,60 870.907,16 | 13.775,11 | 121.330,17
84 | 3.642.881 | 378.167 | 0,10381 135.096,62 716.080,56 | 13.484,96 | 107.555,06
85| 3.264.714 | 379.034 | 0,11610 116.415,63 580.983,94 | 12.996,04 | 94.070,10
86 | 2.885.680 | 373.089 | 0,12929 98.942,07 464.568,31 | 12.300,19 | 81.074,06
87| 2.512.591 | 360.105 | 0,14332 82.836,41 365.626,24 | 11.415,51 | 68.773,86
88 | 2.152.486 | 340.480 | 0,15818 68.234,89 282.789,83 | 10.378,26 | 57.358,36
89| 1.812.006 | 315.180 | 0,17394 55.232,21 214.554,94 | 9.237,58 | 46.980,10
90 | 1.496.826 | 285.520 | 0,19075 43.870,32 159.322,73 | 8.046,42 | 37.742,52
91| 1.211.306 | 253.006 | 0,20887 34.136,58 115.452,41 | 6.855,89 | 29.696,10
92 958.300 | 219.269 | 0,22881 25.967,75 81.315,83 | 5.713,16 | 22.840,22
93 739.031 | 185.874 | 0,25151 19.255,82 55.348,08 | 4.656,77 | 17.127,05
94 553.157 | 154.502 | 0,27931 13.858,45 36.092,26 | 3.721,92 | 12.470,28
95 398.655 | 126.501 | 0,31732 9.603,51 22.233,81 | 2.930,17 8.748,36
96 272.154 | 102.260 | 0,37574 6.303,97 12.630,30 | 2.277,57 5.818,19
97 169.894 | 80.695 | 0,47497 3.783,94 6.326,33 | 1.728,14 3.540,62
98 89.199 | 58.501 | 0,65585 1.910,26 2.542,40 | 1.204,66 1.812,48
99 30.698 | 30.698 | 1,00000 632,13 632,13 607,82 607,82
100 0 0] 1,00000 0,00 0,00
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