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PREFACIO

Revisamos exhaustivamente esta edicion de Cdlculo de Thomas con la finalidad de cubrir las
necesidades de los profesores y los estudiantes actuales. El resultado es un libro con mas ejem-
plos, mas ejercicios de nivel medio, mayor cantidad de figuras y mejor flujo conceptual, ademas
de mayores claridad y precision. Al igual que las ediciones anteriores, esta nueva edicion ofrece
una introduccion moderna al calculo que apoya la comprension conceptual, pero conserva los
elementos esenciales de un curso tradicional. Tales mejoras se relacionan estrechamente con una
version ampliada del texto de MyMathLab® (al que nos referiremos mas adelante), el cual brin-
da apoyo adicional a los estudiantes y flexibilidad a los profesores.

Muchos de nuestros alumnos estuvieron expuestos a la terminologia y los aspectos compu-
tacionales del calculo durante el bachillerato. A pesar de la familiaridad con el algebra y la tri-
gonometria, sus habilidades en estas materias con frecuencia son insuficientes para alcanzar el
éxito en el calculo universitario. Con este texto buscamos equilibrar la escasa experiencia de
los estudiantes con el calculo y el desarrollo de habilidades algebraicas que podrian necesitar,
todo sin socavar o minar su confianza. Ademas, hemos tenido cuidado de presentar suficiente
material, soluciones detalladas paso a paso y ejercicios que apoyen una comprension completa
para alumnos de todos los niveles.

Animamos a los estudiantes a ir mas alla de la memorizacion de las férmulas para genera-
lizar conceptos conforme éstos se presenten. Nuestro deseo es que después de cursar calculo,
ellos tengan confianza en sus habilidades para razonar y resolver problemas. El dominio de un
tema maravilloso con aplicaciones practicas al mundo sera su recompensa, pero el verdadero
regalo serd la habilidad para pensar y generalizar. Creemos que este libro brindara respaldo y
apoyo para ambas cosas.

Cambios en la decimosegunda edicion

CONTENIDO En la preparacion de esta edicion hemos conservado la estructura basica de la ta-
bla de contenido de la edicion anterior. Hemos puesto atencion a las peticiones de los usuarios
y los revisores de posponer la introduccion de ecuaciones paramétricas hasta después de expli-
car las coordenadas polares, y de presentar el tema de la regla de ’Hopital después de las fun-
ciones trascendentes. Realizamos numerosas revisiones a la mayoria de los capitulos, como se
detalla a continuacion.

« Funciones Condensamos este capitulo ain mas para centrarnos en la revision de los con-
ceptos sobre funciones. El material de requisito que cubre nimeros reales, intervalos, incre-
mentos, lineas rectas, distancias, circunferencias y parabolas se presenta en los apéndices
la3.

« Limites Para mejorar la continuidad en este capitulo, combinamos las ideas de limites que
incluyen infinito y su relacion con las asintotas en las graficas de las funciones, colocan-
dolas juntas al final de la tltima seccion del capitulo.

« Derivadas Aunque utilizamos tasas de cambio y tangentes a curvas como motivacion para el
estudio del concepto de limite, ahora presentamos el concepto de derivada en un solo capi-
tulo. Reorganizamos e incrementamos el nimero de ejemplos de tasas relacionadas y agre-
gamos nuevos ejemplos y ejercicios sobre graficacion de funciones racionales.

xiii
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Prefacio

Antiderivadas e integracién Conservamos la organizacion de la decimoprimera edicion al
colocar las antiderivadas como el tltimo tema referente a las aplicaciones de las derivadas.
Nuestro objetivo es exponer “la forma de recuperar una funcién a partir de su derivada”,
como la solucién del tipo mas sencillo de una ecuacion diferencial de primer orden. Las
integrales, como “limites de sumas de Riemann”, estudiadas sobre todo a la luz del pro-
blema de determinar areas de regiones generales con fronteras curvas, son un nuevo tema
que forma la parte sustancial del capitulo 5. Después de un cuidadoso desarrollo del con-
cepto de integral, pusimos nuestra atencion en su evaluacion y su relacion con las anti-
derivadas, relacion que se plasma en el teorema fundamental del calculo. Las aplicaciones
correspondientes definen diversas ideas geométricas de area, volumen, longitudes de tra-
yectorias y centroides, todas como limites de sumas de Riemann que dan lugar a integrales
definidas que pueden evaluarse determinando una antiderivada del integrando. Posterior-
mente, regresamos al tema de resolver ecuaciones diferenciales de primer orden mas com-
plicadas; después de ello, definimos y establecemos las funciones trascendentes y sus
propiedades.

Ecuaciones diferenciales Algunas universidades prefieren que este tema se incluya en un
curso aparte de calculo. Aunque nosotros tratamos las soluciones de ecuaciones diferencia-
les con variables separables, cuando tratamos las aplicaciones de crecimiento y decaimiento
exponenciales en el capitulo de funciones trascendentes, organizamos todo nuestro material
en dos capitulos (que pueden omitirse para seguir la secuencia de calculo). En el capitulo 9
damos un tratamiento introductorio a las ecuaciones diferenciales de primer orden. El capi-
tulo incluye una nueva seccion sobre sistemas y planos fase, con aplicaciones a modelos
que incluyen presas y depredadores. En el capitulo 17 presentamos una introduccion a ecua-
ciones diferenciales de segundo orden, que se incluye en MyMathLab, asi como en el sitio
Web del texto, www.pearsoneducacion.net/thomas.

Series Conservamos la estructura organizacional de la decimoprimera edicion para los temas
de sucesiones y series. Agregamos nuevas figuras y nuevos ejercicios a diversas secciones,
pero ademas revisamos algunas de las demostraciones relacionadas con la convergencia de
series de potencia para mejorar la accesibilidad del material a los estudiantes. Uno de los
usuarios del texto nos dijo que cualquier modificacion que hiciéramos “para que este ma-
terial resultara mas sencillo para los estudiantes” seria bienvenida en su facultad; ese co-
mentario nos guio para hacer las revisiones de este capitulo.

Ecuaciones paramétricas Varios usuarios pidieron incluir este tema en el capitulo 11, don-
de también se tratan coordenadas polares y secciones conicas. Lo hicimos luego de com-
prender que muchos departamentos eligen cubrir tales temas al inicio de Calculo III, como
preparacion para tratar el calculo con vectores y de varias variables.

Funciones de variables vectoriales Redujimos los temas de este capitulo para dar mayor
énfasis a los conceptos que fundamentan el material sobre derivadas parciales, el vector gra-
diente y las integrales de linea. Compactamos el analisis del marco de Frenet y las tres leyes
de Kepler acerca del movimiento de los planetas.

Cilculo de varias variables En estos tres capitulos resaltamos el disefio, ademas de afadir
muchas figuras, ejemplos y ejercicios nuevos. Reorganizamos el material inicial sobre inte-
grales dobles. Combinamos en una sola seccion las aplicaciones de integrales dobles y tri-
ples a masas y momentos; se presentan casos tanto de dos como de tres dimensiones. Dicha
reorganizacion permite una mejor exposicion de los conceptos clave, junto con sus propie-
dades y sus aspectos computacionales. Al igual que en la edicion anterior, en ésta conti-
nuamos haciendo las conexiones de las ideas de varias variables con sus analogos de una
variable que se estudian antes en el texto.

Campos vectoriales Dedicamos un considerable esfuerzo para mejorar la claridad y pre-
cision matematica de nuestro estudio de calculo integral vectorial, incluyendo ejemplos,
figuras y ejercicios adicionales. Los teoremas y los resultados importantes se enuncian con
mayor claridad y en forma completa; se incluyen explicaciones amplias de sus hipotesis
y consecuencias matematicas. El drea de una superficie ahora se organiza en una sola sec-
cién, mientras las superficies definidas, explicita o implicitamente, se tratan como casos
especiales de la representacion paramétrica mas general. Las integrales de superficie y sus
aplicaciones se estudian en una seccion separada. El teorema de Stokes y el teorema de
la divergencia se siguen presentando como generalizaciones del teorema de Green a tres
dimensiones.
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EJERCICIOS Y EJEMPLOS Sabemos que los ejercicios y los ejemplos son componentes funda-
mentales en el aprendizaje del calculo. En virtud de tal importancia, actualizamos, mejoramos
y ampliamos el numero de ejercicios en casi todas las secciones del libro. En la presente edicion
incluimos mas de 700 nuevos ejercicios. Continuamos nuestra organizacion y la agrupacion de
ejercicios por tema, como en las ediciones anteriores, pasando de problemas computacionales a
problemas aplicados y tedricos. Los ejercicios que requieren del uso de sistemas de computo
(como Maple® o Mathematica®) se colocaron al final de cada seccion de ejercicios con el ti-
tulo Exploraciones con computadora. La mayoria de los ejercicios aplicados tienen un sub-
titulo para indicar la clase de aplicacion adecuada del problema.

Muchas secciones incluyen ejemplos nuevos para clarificar y profundizar en el significado
del tema que se estudia, asi como para ayudar a los estudiantes a comprender las consecuencias
matematicas o las aplicaciones a la ciencia y la ingenieria. Al mismo tiempo, eliminamos ejem-
plos que repetian material presentado con anterioridad.

DISENO  Por su importancia en el aprendizaje del calculo, continuamos con la mejora de figuras
existentes en este texto e incluimos un numero significativo de nuevas figuras. Continuamos
con el uso del color de manera consistente y pedagogica para resaltar la idea conceptual que
se ilustra. También revisamos todas las leyendas de las figuras, poniendo mucha atencion a la
claridad y precision en los enunciados cortos.

No importa qué
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FIGURA 2.50 La geometria dentro del FIGURA 16.9 Una superficie, como una
argumento del ejemplo 1. red o un paracaidas, en un campo vectorial

que representa los vectores velocidad del
flujo de agua o aire. Las flechas muestran la
direccion y sus longitudes indican la rapidez.

MYMATHLAB Y MATHXL El aumento en el uso y la demanda de sistemas de tareas en linea
ha llevado a cambios en MyMathLab y MathXL® para el texto. El curso MyMathLab ahora
incluye muchos mas ejercicios de todo tipo. Los nuevos applets Java™ se agregan a la ya sig-
nificativa coleccion, para ayudar a los estudiantes a visualizar los conceptos y generalizar el
material.

Otras caracteristicas destacadas

RIGOR El nivel de formalidad es consistente con el de las ediciones anteriores. Seguimos dis-
tinguiendo entre analisis formal e informal, y sefialamos sus diferencias. Consideramos que
iniciar con una idea mas intuitiva y menos formal ayuda a los estudiantes a comprender un con-
cepto nuevo y dificil, de manera que luego ellos puedan apreciar cabalmente su precision
matematica y los resultados. Ponemos atencion en definir las ideas de una manera detallada
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y en probar los teoremas adecuados para estudiantes de calculo, aunque mencionamos temas
mas profundos o sutiles que ellos estudiaran en un curso mas avanzado. Nuestra organizacion
y las distinciones entre tratamiento informal y formal dan al profesor un considerable grado de
flexibilidad en la cantidad y la profundidad de cobertura de los diferentes temas. Por ejemplo,
no demostramos el teorema del valor intermedio ni el teorema del valor extremo para funciones
continuas en ¢ = x = b, pero enunciamos dichos teoremas de manera muy precisa, ilustramos
su significado en numerosos ejemplos y los utilizamos para demostrar otros resultados impor-
tantes. Ademas, para aquellos profesores que deseen una mayor profundidad, en el apéndice 6
estudiamos la validez de tales teoremas con base en la completez de los niimeros reales.

EJERCICIOS DE ESCRITURA Los ejercicios de escritura colocados en todo el texto piden a los
estudiantes explicar una variedad de conceptos y variaciones del calculo. Ademas, al final de
cada capitulo se incluye una lista de preguntas para que revisen y sinteticen lo que aprendieron.
Muchos de estos ejercicios son buenas tareas de redaccion.

REPASO Y PROYECTOS DE FINAL DE CAPITULO Ademés de los problemas que aparecen en
cada seccion, cada capitulo termina con preguntas de repaso, ejercicios de practica que cubren
todo el capitulo, y una serie de ejercicios adicionales y avanzados que sirven para incluir pro-
blemas mas desafiantes o que sintetizan el conocimiento. La mayoria de los capitulos también
incluyen descripciones de varios Proyectos de aplicacion tecnologica, que pueden desarro-
llarse de manera individual o por grupos en un periodo mas prolongado. Dichos proyectos re-
quieren el uso de una computadora con Mathematica o Maple, y de material adicional, el cual
esta disponible en Internet en www.pearsoneducacion.net/thomas y en MyMathLab.

ESCRITURA Y APLICACIONES Como siempre, este texto contintia siendo facil de leer, pues
tiene un estilo conversacional al tiempo que es rico matematicamente. Cada nuevo tema se
plantea mediante ejemplos claros y faciles de comprender; ademads, el tema se refuerza me-
diante aplicaciones a problemas del mundo real y de interés inmediato para los estudiantes. Un
sello distintivo del libro han sido sus aplicaciones del calculo a la ciencia y la ingenieria. Estos
problemas aplicados se han actualizado, mejorado y ampliado de manera continua durante las
ultimas ediciones.

TECNOLOGIA En un curso que utilice el texto, la tecnologia puede incorporarse de acuer-
do con el criterio de cada profesor. Cada seccion contiene ejercicios que requieren el uso de
tecnologia; si es pertinente el uso de una calculadora o una computadora, se incluye un sim-
bolo en los ejercicios, o bien, éstos se agrupan bajo el titulo Exploraciones con compu-
tadora si se requiere del uso de un sistema algebraico computacional (SAC, como Maple o
Mathematica).

Complementos multimedia y apoyo en linea

MANUALES DE RECURSOS TECNOLOGICOS

Maple Manual de James Stapleton, North Carolina State University

Mathematica Manual de Marie Vanisko, Carroll College

TI-Graphing Calculator Manual de Elaine McDonald-Newman, Sonoma State University
Estos manuales cubren Maple 13, Mathematica 7 y las TI-83 Plus/T1-84 Plus y TI-89, respec-
tivamente. Cada manual ofrece una guia detallada para integrar un paquete especifico o una
calculadora graficadora a lo largo de todo el curso, incluyendo sintaxis y comandos. Los ma-
nuales estan disponibles para profesores calificados a través del Centro de Recursos para el
Profesor de Pearson, www.pearsonhighered/irc y MyMathLab.

SITIO WEB www.pearsoneducacion.net/thomas

El sitio Web de Cdlculo de Thomas contiene el capitulo sobre ecuaciones de segundo orden,
incluyendo las respuestas a problemas de numero impar; ademas, presenta las biografias his-
toricas ampliadas y los ensayos a que hace referencia el texto. También esta disponible una
coleccion de modulos en Maple y Mathematica, asi como los Proyectos de aplicacion tecno-
logica, que pueden usarse como proyectos para los alumnos, ya sea que trabajen de manera in-
dividual o por grupos.
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Curso en linea con MyMathLab (se requiere un cédigo de acceso)

MyMathLab es un curso en linea especifico del texto y facil de personalizar que integra ins-
trucciones interactivas de multimedios con contenido del texto. MyMathLab da al profesor las
herramientas que necesita para poner todo su curso o una parte de éste en linea, si sus alumnos
estan en un laboratorio o bien trabajan en su casa.

« Ejercicios interactivos, correlacionados con el libro de texto en el nivel de objetivos, se ge-
neran de manera algoritmica para practica y dominio ilimitados. La mayoria de los ejerci-
cios son de respuesta abierta y presentan soluciones guiadas, problemas de ejemplo y apoyo
al aprendizaje para ayuda adicional.

« Capitulo “Cémo prepararse”: incluye cientos de ejercicios referentes a las habilidades
necesarias de dlgebra y trigonometria. Cada estudiante puede recibir apoyo para aquellas
habilidades en las que necesite ayuda.

« Plan de estudio personalizado, generado cuando los estudiantes completan un examen o
un cuestionario; indica los temas que tienen que dominarse, y contiene vinculos a ejercicios
tutoriales para mejorar su comprension y desempeio.

« Apoyo de aprendizaje multimedia, como videoclases, applets de Java y animaciones; ayuda
a los estudiantes a mejorar, independientemente de su nivel de comprension y desempeiio.

« Administrador de evaluaciones: permite crear trabajos, cuestionarios y examenes en linea,
que se califican de manera automatica. Basta seleccionar una mezcla adecuada de las pre-
guntas en el banco de ejercicios de MyMathLab y de los ejercicios creados por el profesor.

« Libro de calificaciones: disefiado especificamente para matematicas y estadistica, de ma-
nera automatica hace un seguimiento del estudiante y brinda al profesor control para calcu-
lar las calificaciones finales. También es posible agregar calificaciones extras a este libro de
calificaciones.

« Diseiiador de ejercicios MathXL: permite crear ejercicios fijos y algoritmicos para las
tareas en linea. El profesor puede utilizar la biblioteca de ejercicios como un punto sencillo
de inicio.

MyMathLab es activado por CourseCompassTM, entornos de ensefianza y aprendizaje de Pearson

Educacion, y por MathXL, nuestro sistema en linea de tareas, tutoriales y trabajos. MyMathLab

esta disponible para maestros calificados que adopten el texto. Para mayor informacion, co-

muniquese con su representante de ventas local de Pearson.

Video clases con captura opcional

Las presentaciones de las clases incluyen ejemplos y ejercicios del texto, ademas de que apo-
yan un enfoque que enfatiza la visualizacion y la resolucion de problemas. Esta disponible por
medio de MyMathLab y MathXL.

Cursos en linea con MathXL (se requiere codigo de acceso)
MathXL es un sistema en linea para tareas, tutoria y asignacion de trabajos que acompana a li-
bros de texto en matematicas y estadistica de Pearson.

« Ejercicios interactivos, correlacionados con el libro de texto en el nivel de objetivos; se
generan de manera algoritmica para practica y dominio ilimitados. La mayoria de los ejer-
cicios son de respuesta abierta y ofrecen soluciones guiadas, problemas de ejemplo y apoyo
al aprendizaje para ayuda adicional.

« Capitulo “Como prepararse”: incluye cientos de ejercicios referentes a las habilidades
necesarias de algebra y trigonometria. Cada estudiante puede recibir apoyo para aquellas
habilidades en las que necesite ayuda.

« Plan de estudio personalizado: se genera cuando los estudiantes completan un examen o
un cuestionario; ademas, indica los temas que tienen que dominarse, y contiene vinculos
a ejercicios tutoriales para mejorar su comprension y desempefio.

« Apoyo de aprendizaje multimedia, como videoclases, applets de Java y animaciones;
ayuda a los estudiantes a mejorar, independientemente de su nivel de comprension y de-
sempefio.
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« Libro de calificaciones: disefiado especificamente para matematicas y estadistica, de ma-
nera automatica hace un seguimiento del estudiante y y brinda al profesor control para calcu-
lar las calificaciones finales. También es posible agregar calificaciones extras a este libro de

calificaciones.

« Diseiiador de ejercicios MathXL: permite crear ejercicios fijos y algoritmicos para las
tareas en linea. El profesor puede utilizar la biblioteca de ejercicios como un punto sencillo

de inicio.

« Administrador de evaluaciones: permite crear trabajos, cuestionarios y examenes en linea
que se califican de manera automatica. Basta seleccionar una mezcla adecuada de las pre-
guntas en el banco de ejercicios de MyMathLab y de los ejercicios creados por el profesor.

MathXL esta disponible para profesores calificados que adopten el libro. Para mayor informa-
cioén, comuniquese con su representante de ventas local de Pearson.

TestGen®

TestGen permite a los maestros construir, editar, imprimir y administrar exdmenes utilizando
un banco de preguntas computarizado, el cual fue desarrollado para cubrir todos los objetivos
del texto. TestGen tiene como base un algoritmo que permite a los profesores crear multiples
versiones, aunque equivalentes, de la misma pregunta o examen con tan sdlo hacer clic en un
boton. Los profesores también pueden modificar las preguntas del banco respectivo o agregar
nuevas preguntas. Es posible imprimir los examenes o administrarlos en linea.

Diapositivas de clases en PowerPoint®

Estas diapositivas de presentaciones de clases fueron disefiadas especificamente para la secuen-
cia y filosofia de la serie de Cdlculo de Thomas. Se incluyen graficas clave del libro para ayudar
a hacer vividos los conceptos en el salon de clases.

Manual de soluciones para el profesor
El Manual de soluciones para el profesor, de William Ardis, Collin County Community College,
contiene soluciones completamente desarrolladas de todos los ejercicios del texto.

Agradecimientos

Queremos expresar nuestro agradecimiento a las personas que hicieron muchas e invaluables contribuciones a esta edicion conforme se de-
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1.1

FUNCIONES

INTRODUCCION Las funciones son fundamentales en el estudio del calculo. En este capitulo
repasamos lo que son las funciones, como se dibujan sus graficas, como se combinan y se
transforman, asi como las formas en las que se pueden clasificar. Ademas, revisamos las fun-
ciones trigonométricas y analizamos las representaciones erroneas que pueden ocurrir cuando
se utilizan calculadoras o computadoras para obtener la grafica de una funcion. En los apén-
dices se revisa el sistema de los nimeros reales, asi como las coordenadas cartesianas, las
lineas rectas, las parabolas y las circunferencias. En el capitulo 7 se tratan las funciones inver-
sas, exponenciales y logaritmicas.

| Las funciones y sus graficas

Las funciones son una herramienta para describir el mundo real en términos matematicos.
Una funcién puede representarse mediante una ecuacion, una grafica, una tabla numérica o
mediante una descripcion verbal; a lo largo de este texto utilizaremos las cuatro representa-
ciones. Esta seccion revisa tales ideas de funcion.

Funciones: Dominio y rango

La temperatura a la cual hierve el agua depende de la altitud sobre el nivel del mar (el punto
de ebullicion es mas bajo conforme se asciende). El interés que se paga por una inversion de-
pende del tiempo que ésta se conserve. El area de un circulo depende de su radio. La distancia
que recorre un objeto a una rapidez constante a lo largo de una trayectoria recta depende del
tiempo transcurrido.

En cada caso, el valor de una cantidad variable, digamos y, depende del valor de otra can-
tidad variable, que podriamos llamar x. Decimos que “y es una funcion de x”, lo que en forma
simbdlica escribimos como

y=f(x) (“yvesiguala fdex”).

En esta notacion, el simbolo f representa a la funcion, la letra x es la variable independiente
que representa el valor de entrada de £, mientras que y es la variable dependiente o variable de
salida de f'en x.

DEFINICION ~ Una funcién /de un conjunto D a un conjunto Y es una regla que asigna
a cada elemento x € D un solo o unico elemento f(x) € Y.

El conjunto D de todos los valores posibles de entrada se denomina dominio de la funcion.
El conjunto de todos los valores de f(x) cuando x varia por todos los valores de D se denomina
rango de la funcion. El rango podria no incluir a todos los elementos del conjunto Y. El dominio
y el rango de una funcion pueden ser cualquier conjunto de objetos, aunque en calculo con fre-
cuencia se trata de conjuntos de numeros reales, los cuales se interpretan como puntos de una
recta coordenada. (En los capitulos 13 a 16 encontraremos funciones para las que los elementos
son puntos en el plano coordenado o en el espacio).
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— f e f(X)
Entrada Salida
(dominio) (rango)

FIGURA 1.1 Diagrama que muestra una
funcioén como una especie de maquina.

" @) S f(x)

D = conjunto Y = conjunto que
dominio contiene al rango
FIGURA 1.2 Una funcion del conjunto D a
un conjunto Y asigna un tnico elemento de Y
a cada elemento en D.

Con frecuencia una funcion se expresa mediante una formula que describe como calcular
el valor de salida a partir de la variable de entrada. Por ejemplo, la ecuacién 4 = 772 es una
regla que permite calcular el area A de un circulo de radio r (asi,  se interpreta como una lon-
gitud, que en esta formula sélo puede ser positiva). Cuando definimos una funciéon y = f(x)
mediante una formula, y el dominio no se establece de forma explicita o se restringe por el con-
texto, se supondra que el dominio serd el mayor conjunto de numeros reales x para los cuales
la férmula proporciona valores reales para y, el llamado dominio natural. Si de alguna manera
queremos restringir el dominio, debemos establecerlo. El dominio de y = x2 es todo el conjunto
de los nimeros reales. Para restringir el dominio de la funcion, digamos a valores positivos
para x, escribiriamos “y = x2, x > 0”.

Por lo regular, al cambiar el dominio para el que aplicamos una féormula, se modifica tam-
bién el rango. El rango de y = x2 es [0, ). El rango de y = x2, x = 2, es el conjunto de todos
los nimeros reales que se obtienen al elevar al cuadrado numeros mayores o iguales a 2. En la
notacion de conjuntos (véase el apéndice 1), el rango es {x2|x = 2} o {y|y =4} o [4, ).

Cuando el rango de una funcién es un subconjunto de niimeros reales, se dice que la fun-
cion tiene valores reales (o que es real valuada). Los dominios y rangos de muchas funcio-
nes con valores reales de una variable real son intervalos o combinaciones de intervalos. Los
intervalos pueden ser abiertos, cerrados y semiabiertos, asi como finitos o infinitos. El rango
de una funcion no siempre es sencillo de determinar.

Una funcién f es como una maquina que produce el valor de salida f(x) en su rango, siem-
pre que le demos el valor de entrada x de su dominio (figura 1.1). Las teclas de funciones en
una calculadora ofrecen un ejemplo de una funcion vista como una maquina. Por ejemplo, la
tecla \/x en una calculadora da el valor de salida (la raiz cuadrada) siempre que se introduce
un numero no negativo x y se presiona la tecla V x.

Una funcién también se puede representar como un diagrama de flechas (figura 1.2).
Cada flecha asocia un elemento del dominio D con un tnico elemento en el conjunto Y. En la
figura 1.2 las flechas indican que f(a) esta asociada con a, f(x) estd asociada con x y asi suce-
sivamente. Observe que una funcion puede tener el mismo valor en dos elementos de entrada
diferentes en el dominio [como ocurre con f(a) en la figura 1.2], pero a cada elemento de en-
trada x se le asigna un solo valor de salida f{(x).

EJEMPLO 1 Verifique los dominios naturales y los rangos asociados de algunas funciones
sencillas. En cada caso, los dominios son los valores de x para los que la formula tiene sentido.

Funcién Dominio (x) Rango (y)
y=x? (=, ») [0, %)

y=1/x (=%, 0) U (0, %) (=, 0) U (0, %)
y=Va [0, =) [0, %)
y=V4-—x (=, 4] [0, %)
y=VI1-—x [—1,1] [0,1]

Solucién  La féormula y = x? da un valor real y para cualquier nimero real x, asi que el do-
minio es (—, ©). El rango de y = x2 es [0, «©), ya que el cuadrado de cualquier numero real
es no negativo y todo numero no negativo y es el cuadrado de su raiz cuadrada, y = y)2
paray = 0.

La formula y = 1/x sera un valor real y para toda x, excepto para x = 0. De acuerdo con
las reglas aritméticas, no podemos dividir un niimero entre cero. El rango de y = 1/x, el con-
junto de los reciprocos de todos los numeros reales distintos de cero, es precisamente el
conjunto de todos los nimeros reales distintos de cero, ya que y = 1/(1/y). Esto es, para
y# 0, el nimero x = 1/y es la entrada asignada al valor de salida y.

La formula y = Vx da un valor real de y solo si x = 0. El rango de y = Vx es [0, %),
porque cada numero no negativo es la raiz cuadrada de algiin nimero (es decir, es la raiz cua-
drada de su propio cuadrado).

Eny = V4 — x la cantidad 4 — x no puede ser negativa. Es decir, 4 —x = 0o x = 4.
La formula da valores reales de y para todas las x = 4. El rango de V4 — x es [0, =), el
conjunto de todos los numeros no negativos.
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FIGURA 1.5 Grafica de la funcién en el

ejemplo 2.

1.1 Las funciones y sus graficas 3

La formula y = V1 — x* da un valor real de y para toda x en el intervalo cerrado de
—1 a 1. Fuera de este dominio, 1 — x2 es negativo y su raiz cuadrada no es un nimero real.
Los valores de 1 — x2 y sus raices varfan de 0 a 1 en el dominio dado. El rango de V'1 — x?
es [0, 1]. [ |

Graficas de funciones

Si f es una funcion con dominio D, su grafica consiste en los puntos del plano cartesiano
cuyas coordenadas son las parejas de entrada-salida de f. En notacioén de conjuntos, la gra-
fica es

{(x, f(0)) | x e D}.

La grafica de la funcién f(x) = x + 2 es el conjunto de puntos con coordenadas (x, y)
para los que y = x + 2. Su grafica es la linea recta que se bosqueja en la figura 1.3.

La grafica de una funcion f es una representacion util de su comportamiento. Si (x, y)
es un punto en la grafica, entonces y = f(x) es la altura de la grafica en el punto x. La altura
puede ser positiva, negativa o cero, lo cual depende del valor de f(x) (figura 1.4).

y=x+2

2

/ X
200

FIGURA 1.3 Lagraficade f(x) = x + 2es

el conjunto de puntos (x, y) para los cuales y

FIGURA 1.4 Si (x, y) pertenece a la grafica

de f, entonces el valor de y = f(x) es la altura de
la grafica arriba de x (o abajo de x si f(x) es
negativa).

tiene el valor x + 2.

EJEMPLO 2 Trace la grafica de la funcién y = x2 en el intervalo [—2, 2].

Solucién  Elabore una tabla de parejas xy que satisfagan la ecuacion y = x2. Trace los pun-
tos (x, y) cuyas coordenadas aparecen en la tabla y dibuje una curva suave por los puntos tra-
zados (rotule la curva con su ecuacion) (véase la figura 1.5). u

(Como sabemos que la grafica de y = x2 no serd como una de estas curvas?

wy=x%? w=x
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Para averiguarlo, podriamos tabular mas puntos. Pero, ;como los conectamos? La pregunta ori-
ginal se sostiene: ;de qué manera sabremos con certeza cual es el aspecto de la grafica entre
los puntos que tabulamos? El calculo responde esta pregunta, como veremos en el capitulo 4.
Mientras tanto, nos conformaremos con tabular puntos y conectarlos lo mejor que sea posible.

Representacion en forma numérica de una funcion

Vimos como puede representarse una funcion de forma algebraica mediante una formula (la
funcion del area de un circulo) y visualmente mediante una grafica (ejemplo 2). Otra manera
de hacerlo es en forma numérica por medio de una tabla de valores. Los ingenieros y cientifi-
cos con frecuencia utilizan las representaciones numéricas. Con una adecuada tabla de valores,
se obtiene la grafica de una funcion al aplicar el método que se ilustrd en el ejemplo 2, posible-
mente con ayuda de una computadora. La grafica que consiste en so6lo los puntos de la tabla se
denomina diagrama de dispersion.

EJEMPLO 3  Las notas musicales son ondas de presion en el aire. Los datos en la tabla 1.1
indican la variacion de presion registrada contra el tiempo en segundos de una nota musical
producida por un diapason. La tabla es una representacion de la funcion de presion a lo largo
del tiempo. Si primero trazamos un diagrama de dispersion y luego conectamos los puntos
(t, p) de la tabla, obtendremos la grafica que se muestra en la figura 1.6.

TABLA 1.1 Datos del diapason p (presion)
Tiempo Presion Tiempo Presiéon (l)g B © Datos
0.00091 —0.080 0.00362 0.217 8‘61 -
0.00108 0.200 0.00379 0.480 02 R /s sen)
0.00125 0.480 0.00398 0.681 -02p 0%01 0,002 RO0F 0.004 0.0 6os
0.00144 0.693 0.00416 0.810 0.6
0.00162 0.816 0.00435 0.827

FIGURA 1.6 La curva suave que pasa por los puntos trazados
0.00180 0.844 0.00453 0.749 segun la tabla 1.1 forma una grafica que representa a la funcion
0.00198 0.771 0.00471 0.581 de presion (cjemplo 3).
0.00216 0.603 0.00489 0.346
0.00234 0.368 0.00507 0.077
0.00253 0.099 0.00525 —0.164
0.00271 —0.141 0.00543 —0.320
0.00289 —0.309 0.00562 —0.354
0.00307 —0.348 0.00579 —0.248
0.00325 —0.248 0.00598 —0.035
0.00344 —0.041

|

La prueba de la recta vertical para una funcién

No cualquier curva en el plano coordenado puede ser la grafica de una funciéon. Una funcién f
solo puede tener un valor f(x) para cada x en su dominio, por lo que ninguna recta vertical in-
terseca mas de una vez a la grafica de una funcion. Si a esta en el dominio de la funcion f, en-
tonces la recta vertical x = « intersecara a la grafica de f en un unico punto (a, f(a)).

Una circunferencia no puede ser la grafica de una funcion, ya que algunas rectas vertica-
les intersecan a la circunferencia dos veces. Sin embargo, la circunferencia en la figura 1.7a
contiene las graficas de dos funciones de x: la semicircunferencia superior, definida median-
te la funcién f(x) = V1 — x* y la semicircunferencia inferior definida mediante la funcién

gx) = — V1- 2 (figuras 1.7b y 1.7¢).
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y = |«
y=-x 3
=x
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-3 -2 -1 0 1 2 3
FIGURA 1.8 La funcion valor

absoluto tiene
y rango [0, ).

dominio (—o, ®)

y
y=—x y=f)
2 —
=1
1L y
y=x?
I I I I
2 1 o 1 2
FIGURA 1.9 Para graficar la funcion

y = f(x), que se muestra aqui, aplica-
mos formulas diferentes a las distintas
partes del dominio (ejemplo 4).

y
4
//y:x
3r A ©
4
2F o~ o
//
| A
L //A [
2 a1 2 3 *
S—
//
*—O0 -2
4
4
FIGURA 1.10 La grafica de la fun-

cién mayor entero y = |x] esta sobre

o debajo de la

rectay = x, por lo que

proveé un piso entero para x

(ejemplo 5).

1.1 Las funciones y sus graficas 5

(@) X2 +y* =1 ®) y=VI1-x? ©) y=-V1-x?

FIGURA 1.7 (a) La circunferencia no es la grafica de una funcion; no satisface el criterio de la recta ver-

tical. (b) La semicircunferencia superior es la grafica de la funcion f(x) = V1 — x% (c) La semicircun-

ferencia inferior es la grafica de la funcion g(x) = = V1 — x>

Funciones definidas por partes

A veces una funcion se describe mediante el uso de formulas diferentes en distintas partes de
su dominio. Un ejemplo es la funcion valor absoluto

X,
IX[=19_
X,

cuya grafica se observa en la figura 1.8. El lado derecho de la ecuacion significa que la funcion
esigualaxsix =0, eigual a —x six < 0. A continuacion veremos algunos otros ejemplos.

x=0

x <0,

EJEMPLO 4  La funcién
—X, x <0
flx) = X2, 0=x=1
1, x> 1

esta definida en toda la recta real, pero sus valores estan dados por distintas formulas, lo
cual depende de la posicion de x. Los valores de f estan dados por y = —x, cuando x < 0,
pory = x? cuando 0 = x = 1, y por y = 1 cuando x > 1. Sin embargo, la funcioén es sim-
plemente una funcion cuyo dominio es todo el conjunto de los nimeros reales (figura 1.9). m

EJEMPLO 5  La funcioén cuyo valor en cualquier nimero x es el mayor entero menor o igual
a x se denomina funcién mayor entero o funcién piso entero. Se denota |x|. La figura 1.10
muestra la grafica. Observe que

EJEMPLO 6  La funcion cuyo valor en cualquier nimero x es el menor entero mayor o igual
a x se conoce como funcién menor entero o funcion techo entero. Se denota [x]. La fi-
gura 1.11 muestra la grafica. Para valores positivos de x, esta funcion podria representar, por
ejemplo, el costo de permanecer x horas en un estacionamiento que cobra $1 por cada hora
o fraccion de una hora. [ |
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y
e
//v:x
3k o—s’”
4
b o—e”
< y=To]
10—o"
//
| A | | | x
2 -1 1 2 3
o— -1
//
O—/. 2~
4

FIGURA 1.11 La grafica de la funcion
menor entero y = [x] esta sobre o arriba de
la recta y = x, por lo que proporciona un

Funciones crecientes y decrecientes

Si la grafica de una

funcion asciende o sube cuando usted se mueve de izquierda a derecha,

consideramos que la funcién es creciente. Si la grafica desciende o baja cuando se mueve de
izquierda a derecha, la funcion es decreciente.

DEFINICIONES

lesquiera dos puntos en /.

1. Si f(x2) > f(x1), siempre que x| < x», entonces se dice que f es creciente en /.
2. Si f(x,) < f(x1), siempre que x| < x», entonces se dice que f es decreciente en /.

Sea funa funcién definida en un intervalo / y sean x| y x, cua-

Es importante notar que las definiciones de funciones crecientes y decrecientes deben

techo entero para x (ejemplo 6).

y
y=x
(=x, ) (x, )
0 X
(a)
y
(x, y)
O X
(=x,-y)
(b)

FIGURA 1.12 (a) La gréfica de y = x?

satisfacerse para toda pareja de puntos x| y x, en /, con x; < x,. Puesto que utilizamos la
desigualdad < para comparar los valores de la funcion, en lugar de =, en ocasiones se dice
que f es estrictamente creciente o decreciente en /. El intervalo / puede ser finito (también se
le llama acotado) o infinito (no acotado) y, por definicion, el intervalo nunca puede consistir
de un solo punto (apéndice 1).

EJEMPLO 7  La funcién que se graficd en la figura 1.9 es decreciente en (—o, 0] y es
creciente en [0, 1]. La funcioén no es creciente ni decreciente en el intervalo [1, »), a con-
secuencia de que, en las definiciones, se utilizaron desigualdades estrictas para comparar los
valores de la funcion. [ |

Funciones pares y funciones impares: Simetria

Las graficas de funciones pares y de funciones impares tienen las propiedades caracteristicas
de la simetria.

DEFINICIONES  Una funcion y = f(x) es una

si f(=x) = f(x),
si f(=x) = —f(x),

funcién par de x
funcion impar de x

para toda x en el dominio de la funcion.

Los nombres par e impar provienen de las potencias de x. Si y es una potencia par de x,
como en y = x2 0 en y = x* es una funcion par de x, ya que (—x)> = x?2 y (—x)* = x*
Si y es una potencia impar de x, como eny = x 0 en y = x3, es una funcién impar de x, por-
que (—x)! = —xy (—x)3 = —x3.

La grafica de una funcion par es simétrica con respecto al eje y. Como f(—x) = f(x),
el punto (x, y) esta en la grafica si y solo si el punto (—x, y) lo esta (figura 1.12a). Una reflexion
con respecto al eje y deja a la grafica sin cambio.

La grafica de una funcién impar es simétrica con respecto al origen. Como f(—x) =
—f(x), el punto (x, y) esta en la grafica si y solo si el punto (—x, —y) también lo esta (figura
1.12b). De forma equivalente, una grafica es simétrica con respecto al origen si una rotacion de
180°, en relacion con el origen, deja sin cambios a la grafica. Observe que las definiciones im-
plican que tanto x como —x deben estar en el dominio de f.

(una funcidn par) es simétrica con respecto
al eje y. (b) La grafica de y = x3 (una funcion
impar) es simétrica con respecto al origen.

EJEMPLO 8

f(x) = x2 Funcioén par: (—x)? = x2 para toda x; simetria con respecto al eje y.

fx)y=x2+1 Funcién par: (—x)? + 1 = x2 + 1 para toda x; simetria con respecto al
eje y (figura 1.13a).

fx) =x Funcion impar: (—x) = —x para toda x; simetria con respecto al origen.

fix)y=x+1 No es impar: f(—x) = —x + 1, pero f(x) = —x — 1. No son iguales.

No es par: (—x) + 1 #x + 1, para toda x # 0 (figura 1.13b). [ |
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y=x+1

<
Il
=

(a) (b)
FIGURA 1.13 (a) Cuando sumamos el término constante 1 a la funcion
y = x2, la funcioén resultante y = x2 + 1 sigue siendo par y su gréfica sigue
siendo simétrica con respecto al eje y. (b) Cuando sumamos el término cons-
tante 1 a la funcion y = x, la funcion resultante y = x + 1 ya no es impar.
Se pierde la simetria con respecto al origen (ejemplo 8).

Funciones comunes

Con frecuencia, en calculo aparecen una variedad de tipos importantes de funciones. Vamos a
identificarlas y a describirlas brevemente.

Funciones lineales Una funcion de la forma f{x) = mx + b, para constantes m y b, se de-
nomina funcion lineal. La figura 1.14a muestra un arreglo de rectas f{x) = mx donde b = 0,
por lo que tales rectas pasan por el origen. La funciéon f{x) = x donde m = 1 y b = 0, se de-
nomina funcion identidad. Las funciones constantes se presentan cuando la pendiente m = 0
(figura 1.14b). Una funcion lineal con pendiente positiva cuya grafica pasa por el origen se
denomina relacion de proporcionalidad.

(b)
FIGURA 1.14 (a) Rectas con pendiente m que pasan por el origen. (b) Una funcion
constante con pendiente m = 0.

DEFINICION  Dos variables y y x son proporcionales (una con respecto a la otra)
si una siempre es un multiplo constante de la otra; esto es, si y = kx para alguna
constante & distinta de cero.

Si la variable y es proporcional al reciproco 1/x, entonces algunas veces se dice que y es in-
versamente proporcional a x (puesto que 1/x es el inverso multiplicativo de x).

Funciones potencia Una funcion f(x) = x4 donde « es una constante, se denomina funcion
potencia. Existen varios casos importantes a considerar.
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FIGURA 1.15

(a) a = n, un entero positivo.

La grafica de f(x) = x", paran = 1, 2, 3, 4, 5, se muestra en la figura 1.15. Dichas funciones
estan definidas para todos los valores reales de x. Observe que cuando la potencia n crece, en el
intervalo (—1, 1), las curvas se aplanan hacia el eje x y también crecen cada vez mas rapida-
mente para |x| > 1. Cada curva pasa por el punto (1, 1) y por el origen. Las graficas de las fun-
ciones con potencia par son simétricas con respecto al eje y, mientras que aquellas con potencia
impar son simétricas con respecto al origen. Las funciones con potencia par son decrecientes
en el intervalo (—, 0] y crecientes en [0, ), en tanto que las funciones con potencia impar son
crecientes en toda la recta real (—o, o).

Yooy g2 Yoyl N Yoy
1k 1k \1— 1k
1 1 1 1 1 1 1 1
0] 1 * 21 /0] 1 x o] 1 x S0 1 *
1k gk b 1k

Graficas de f(x) = x",n =1, 2, 3,4, 5, definidas para —o < x < o,

(b) a= —1,0bien,a = —2.

Las graficas de las funciones f(x) = x~! = 1/xy g(x) = x~2 = 1/x? se muestran en la fi-
gura 1.16. Ambas funciones estan definidas para toda x # 0 (nunca se puede dividir entre cero).
La grafica de y = 1/x es la hipérbola xy = 1, la cual tiende al eje de las abscisas cuando se
aleja del origen. La grafica de y = 1/x?2 también tiende al eje de las abscisas. La grafica de la
funcion f es simétrica con respecto al origen; f es decreciente en el intervalo (—, 0) y tam-
bién en el intervalo (0, »). La grafica de la funcion g es simétrica con respecto al eje y; g es
creciente en (—, 0) y decreciente en (0, ).

Dominio: x # 0 X
Rango: y#0 0
Dominio: x # 0
Rango: y>0
(a) (b)
FIGURA 1.16  Graficas de las funciones potencia f(x) = x¢ para el inciso (a) a = —1 y para
el inciso (b) a = —2.
113 2
c)a=—,5,-Y5.
©a=3.3:3Y3

Las funciones f(x) = x!/2 = Vi ygkx) =x'3= Vx son las funciones raiz cuadrada y raiz
cubica, respectivamente. El dominio de la funcion raiz cuadrada es [0, ), pero la funcion
raiz ctbica estd definida para todo real x. Sus graficas se muestran en la figura 1.17 junto
con las graficas de y = x3/2y y = x2/3. (Recuerde que x3/2 = (x!/2)3 y x2/3 = (x1/3)2),

Funciones polinomiales Una funcién p es polinomial si

px)=a,x"+a,—x" '+ +aix+ag

donde 7 es un entero no negativo, y los numeros ay, @, az, ..., a, son constantes reales (de-
nominados coeficientes del polinomio). Todos los polinomios tienen dominio (—2, ). Si el
coeficiente principal @, # 0 y n > 0, entonces a n se le llama el grado del polinomio. Las fun-
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y
y y
y=Vx y=x?
3
1+ y=Vx
1 / 1k
L X ; X ; X X
0 1 1 o] 1 ol 1
Dominio: 0 < x < o Dominio: —o < x < Dominio: 0 = x < o Dominio: —o < x < %
Rango: 0=y<o Rango: —-»o<y<w® Rango: 0=y<® Rango: 0=y<w
FIGURA 1.17 Graficas de las funciones potencia f(x) = x% paraa = %, %, % y % .

ciones lineales con m # 0 son polinomios de grado 1. Los polinomios de grado 2 por lo regular
se escriben como p(x) = ax? + bx + c y se conocen como funciones cuadraticas. De la
misma forma, las funciones cuibicas son polinomios, p(x) = ax? + bx2 + cx + d, de grado 3.
La figura 1.18 muestra las graficas de tres polinomios. En el capitulo 4 se estudian técnicas
para graficar polinomios.

3 2
XX 1
y= 3 5 2x + 3
y
4r y
i Foy=8xt o 14x® - 9% 4 11— 1 y=G -2+ D -1
16
) I
/N N
-1 i 1 2
1 X —
4 L Jom— |
4 1 2 *
—6
_8
_10 -
41 -12F
(a) (b) (©)

FIGURA 1.18 Graficas de tres funciones polinomiales.

Funciones racionales Una funcion racional es un cociente o una razon f(x) = p(x)/q(x),
donde p y g son polinomios. El dominio de una funcién racional es el conjunto de todos los
nimeros reales x para los que g(x) # 0. Las graficas de varias funciones racionales se mues-
tran en la figura 1.19.

y
y 5%+ 8x—3
L y="—
3x°+2
of [T
_2x>-3hL 5
Y=5r14 \1 Rectay=§
1 1 /I/I 1 1 1 X
) ~ 2 4 s 0 5 10
1L
-4
NO ESTA A ESCALA
o -6
-8
(a) (b) (©)

FIGURA 1.19 Graficas de tres funciones racionales. Las lineas rectas se denominan asintotas y no son parte de
la grafica.
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Funciones algebraicas Cualquier funcion que se construyen mediante polinomios y utilizan-
do operaciones algebraicas (suma, resta, multiplicacion, division y extraccion de raices) esta en
la clase de las funciones algebraicas. Todas las funciones racionales son algebraicas, pero
también estan incluidas funciones mas complicadas (como y3 — 9xy + x3 = 0, que se estudian
en la seccion 3.7). La figura 1.20 muestra las graficas de tres funciones algebraicas.

y o y=x"a-4

y o y=a -
_ 3,2 123
L y=362 -1
- y
2+ Ir
‘l,
1 1
] * 0] * 0 51 *
-1 7
-2 b
_3F

(@) (b) ()
FIGURA 1.20 Graficas de tres funciones algebraicas.

Funciones trigonométricas Las seis funciones trigonométricas basicas se revisan en la sec-
cion 1.3. Las graficas de las funciones seno y coseno se muestran en la figura 1.21.

A A e R e
VIV VA VARV

(a) f(x) = sen x (b) f(x) = cosx

FIGURA 1.21 Graficas de las funciones seno y coseno.

Funciones exponenciales Las funciones de la forma f(x) = a*, donde la base ¢ > 0 es una
constante positiva y a # 1, se denominan funciones exponenciales. Todas las funciones expo-
nenciales tienen dominio (—o, %) y rango (0, *), de manera que una funciéon exponencial
nunca toma el valor 0. En la seccion 7.3 estudiaremos las funciones exponenciales. Las gra-
ficas de algunas funciones exponenciales se muestran en la figura 1.22.

y y
y = 10" y =107

12+ 12
10~ 10

8 8L

6 y=3" 6

4 4+

2 y=27 2

_—T | x L —
-1 =05 0 05 1 -1 =05 0 05 1

() (b)

FIGURA 1.22 Graficas de funciones exponenciales.
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Funciones logaritmicas Estas son las funciones f(x) = log,x, donde la base @ # 1 es una
constante positiva. Las funciones inversas de las funciones exponenciales y el calculo de tales
funciones se analizan en el capitulo 7. La figura 1.23 muestra las graficas de cuatro funciones
logaritmicas con diferentes bases. En cada caso, el dominio es (0, @) y el rango es (—%, ).

FIGURA 1.23 Graficas de cuatro funcio-

nes logaritmicas.

Funciones trascendentales

y =logjox

I I
-1 0 1

FIGURA 1.24 Grafica de una catenaria
o cable colgante. (La palabra latina catena
significa “cadena”).

Se trata de funciones que no son algebraicas e incluyen las fun-

ciones trigonométricas, trigonométricas inversas, exponenciales y logaritmicas, asi como muchas
otras funciones. Un ejemplo particular de una funcion trascendental es una catenaria. Su gra-
fica tiene la forma de un cable, como el de una linea telefonica o un cable eléctrico, que cuelga
libremente bajo su propio peso de un soporte a otro (figura 1.24). La funcion que define la gra-
fica se analiza en la seccion 7.7.

Ejercicios 1.1

Funciones
En los ejercicios 1 a 6, determine el dominio y el rango de cada una de las
funciones.

L f(x)=1+x2 2. fx)=1-Vx
3. F(x) = V5x + 10 4. glx) = Vx> — 3x
5. f(t):% 6. G =" f ”

En los ejercicios 7 y 8, ;cudl de las graficas representa la grafica de una
funcion de x? ;Cuales no representan a funciones de x? Dé razones que
apoyen sus respuestas.

7. a. y b. y

Determinacion de formulas para funciones
9. Exprese el area y el perimetro de un tridngulo equildtero como una
funcién del lado x del triangulo.

10. Exprese la longitud del lado de un cuadrado como una funcion de la
longitud d de la diagonal del cuadrado. Exprese el area como una fun-
cién de la longitud de la diagonal.

11. Exprese la longitud del lado de un cubo como una funcion de la lon-
gitud de la diagonal d del cubo. Exprese el area de la superficie y el
volumen del cubo como una funcion de la longitud de la diagonal.
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12. Un punto P en el primer cuadrante pertenece a la grafica de la fun-
cion f(x) = V. Exprese las coordenadas de P como funciones de
la pendiente de la recta que une a P con el origen.

13. Considere el punto (x, y) que esta en la grafica de la recta 2x + 4y = 5.
Sea L la distancia del punto (x, y) al origen (0, 0). Escriba L como
funcion de x.

14. Considere el punto (x, y) que esta en la grafica de y = Vx — 3.
Sea L la distancia entre los puntos (x, y) y (4, 0). Escriba L como fun-
cion de y.

Las funciones y sus graficas

En los ejercicios 15 a 20, determine el dominio y grafique las funciones.
15. f(x) =5 —2x 16. f(x)=1—2x —x2

17. g(x) = Vx| 18. g(x) = V—x

19. F(t) = t/|t] 20. G(r) =1/t

21. Determine el dominio de y = L.
4—-V¥-9
1 d "2
22. Determine el rangodey = 2 + .
& 7 X+ 4

23. Grafique las siguientes ecuaciones y explique por qué no son graficas
de funciones de x.
a. |y|=x b. y2 = x?

24. Grafique las siguientes ecuaciones y explique por qué no son grafi-
cas de funciones de x.

a. |x|+|y\:1 b.|x+y|:1

Funciones definidas por partes
En los ejercicios 25 a 28, grafique las funciones.

X, 0=x=1
zs'f(x):{z—x, l<x=2
26 1 =x, 0=x=1

W Ly 1<x=2

4 — 52, x=1
27. Fx) = X2+ 2x x> 1

1/x, x<0
28. G(x)={x 0=y

Determine una férmula para cada funcion graficada en los ejercicios 29
a32.

29. 2. b.
1,1
, (1, 1)
ol > "
30. a. b.
2 2,1
X
| 2 5

~

31. a. y b.
T 3 0 x
(Zﬂl, -1 3,-D
(T, 1)

]_
i Ao—?
! I I t
: of T | i
| %—2%4£4
T T
2

Las funciones mayor entero y menor entero
33. ;Para qué valores de x es

a. |x]=0? b. [x]=0?

34. ;Cuales valores x de niimeros reales satisfacen la ecuacion [x| = [x|?

-

32. a. y b.

<

)

~——
(%)
Syt
S_

35. (Es cierto que [—x] = —|x| para todo numero real x? Justifique su
respuesta.

36. Grafique la funcion

flxl, x=0
f(")*{m, X<,

(Por qué f(x) se denomina parte entera de x?

Funciones crecientes y funciones decrecientes

Grafique las funciones en los ejercicios 37 a 46. Si tiene simetrias, ;qué
tipo de simetria tienen? Especifique los intervalos en los que la funcion es
creciente y los intervalos donde la funcion es decreciente.

37. y= —x3 38. y= _Lz

X
39. y= 1 40.y:|i—|
41. y = Vx| 42. y=V-x
43. y=x3/8 4. y= —4Vx
45, y = —x3/2 46. y = (—x)*3

Funciones pares y funciones impares
En los ejercicios 47 a 58, indique si la funcion es par, impar o de ninguno
de estos tipos. Justifique su respuesta.

47. f(x) =3 48. f(x) = x5

49. f(x)=x*+1 50. f(x) =x2+x

51. gx) =x3+x 52, g(x) =x*+3x2—1
53 g = 5 54. g(x) = xzf 1

55. h(t) = g 56. h(t) = |13|

57. h(t)=2t+1 58. h(t) =2t| + 1

Teoria y ejemplos
59. La variable s es proporcional a #, y s = 25 cuando # = 75. Determine ¢
cuando s = 60.



60.

61.

62.

63.

64.

Energia cinética La energia cinética K de una masa es propor-
cional al cuadrado de su velocidad v. Si K = 12,960 joules, cuando
v = 18 m/s, ;cual es el valor de K cuando v = 10 m/s?

Las variables » y s son inversamente proporcionales, mientras que
r = 6 cuando s = 4. Determine s cuando » = 10.

Ley de Boyle La ley de Boyle establece que el volumen V de un
gas, a temperatura constante, aumenta cuando la presion P dismi-
nuye, de manera que /' y P son inversamente proporcionales. Si
P = 14.7 1b/in? cuando ¥ = 1000 in?, entonces ;cual es el valor de
V cuando P = 23.4 lbs/in®?

Una caja sin tapa se construye a partir de una pieza rectangular de
carton, cuyas dimensiones son 14 por 22 pulgadas (in). A la pieza
de carton se le cortan cuadrados de lado x en cada esquina y luego
se doblan hacia arriba los lados, como en la figura. Exprese el volu-
men ¥ de la caja como una funcion de x.

[ 22 1

:x X

I_
X

X X

| N
(68 2

L
|

La siguiente figura muestra un rectangulo inscrito en un tridngulo
rectangulo isdsceles, cuya hipotenusa tiene una longitud de dos
unidades.

a. Exprese la coordenada y de P en términos de x. (Podria iniciar
escribiendo una ecuacion para la recta AB).

b. Exprese el area del rectangulo en términos de x.

P(x, ?7)

En los ejercicios 65 y 66 relacione cada ecuacion con su grafica. No utili-
ce un dispositivo para graficar y dé razones que justifiquen su respuesta.

65.

a. y=x* b. y=x’ c. y=xl0
y
8
h
N | /.
0
f

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

13

1.1 Las funciones y sus graficas

a.y =5x b. y=5x c.y=x°

y

.

a. Grafique juntas las funciones f(x) = x/2 y g(x) = 1 + (4/x) para
identificar los valores de x que satisfacen
X 4
E > 1+ X
b. Confirme algebraicamente los hallazgos del inciso a).
a. Grafique juntas las funciones f(x) = 3/(x — 1)y g(x) = 2/(x + 1)
para identificar los valores de x que satisfacen
3 2
< .
x—1 x + 1

b. Confirme algebraicamente los hallazgos del inciso a).

Para que una curva sea simétrica con respecto al eje x, el punto (x, y)
debe estar en la curva si y sélo si el punto (x, —y) estd en la curva.
Explique por qué una curva que es simétrica con respecto al eje x no
es la grafica de una funcion a menos que la funcion sea y = 0.

Trescientos libros se venden en $40 cada uno, lo que da por resulta-
do un ingreso de (300)($40) = $12,000. Por cada aumento de $5 en
el precio, se venden 25 libros menos. Exprese el ingreso R como una
funcion del numero x de incrementos de $5.

Se va a construir un corral con la forma de un tridngulo rectangulo
isosceles con catetos de longitud de x pies (ft) e hipotenusa de longi-
tud 4 ft. Si los costos de la cerca son de $5/ft para los catetos y $10/ft
para la hipotenusa, escriba el costo total C de la construcciéon como
una funcion de 4.

Costos industriales Una central eléctrica se encuentra cerca de un
rio, donde éste tiene un ancho de 800 ft. Tender un cable de la planta
a un lugar en la ciudad, 2 millas (mi) rio abajo en el lado opuesto,
tiene un costo de $180 por ft que cruce el rio y $100 por ft en tierra
a lo largo de la orilla del rio.

2 mi

IID X o

—l

Ciudad

Central eléctrica
NO ESTA A ESCALA

a. Suponga que el cable va de la planta al punto Q, en el lado
opuesto, lugar que se encuentra a x ft del punto P, directa-
mente opuesto a la planta. Escriba una funcion C(x) que indi-
que el costo de tender el cable en términos de la distancia x.

b. Genere una tabla de valores para determinar si la ubicacion mas
barata para el punto O es menor a 2000 ft o mayor a 2000 ft del
punto P.



14 Capitulo 1: Funciones

1 2 | Combinacion de funciones; traslacion y cambio de tamano de funciones
|

En esta seccion examinaremos las principales formas en las que las funciones se combinan o
transforman para obtener nuevas funciones.

Sumas, diferencias, productos y cocientes

Al igual que los numeros, las funciones se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir (excepto
si el denominador es cero) para obtener nuevas funciones. Si f'y g son funciones, entonces para
cada x que esté en el dominio tanto de f'como de g (esto es, parax € D(f) N D(g)), definimos
las funciones f + g, f — gy fg mediante las formulas

(f + 20 = fix) + gx).
(f — &) = f(x) — gx).
(f&)x) = fx)g ().
Observe que el signo de + en el lado izquierdo de la primera ecuacion representa la operacion
de suma de funciones, mientras que el signo + en el lado derecho de la ecuacion significa la
suma de los nimeros reales f(x) y g(x).

En cualquier punto de D(f) N D(g), en el cual g(x) # 0, podemos definir también la fun-
cion f/ g con la formula

(g)(x) = ;ECC)) (donde g(x) # 0).

Las funciones también se pueden multiplicar por constantes: si ¢ es un nimero real, en-
tonces la funcion cf esta definida para toda x en el dominio de / mediante

(¢ )x) = ¢f(x).
EJEMPLO 1  Las funciones definidas mediante las formulas
o =Vx y g =Vi-x

tienen dominios D(f) = [0, ©) y D(g) = (—, 1]. Los puntos comunes a tales dominios son
los puntos
[0, ) N (=2, 1] = [0, 1].

La siguiente tabla resume las formulas y los dominios para diferentes combinaciones algebrai-
cas de las dos funciones. Ademas, escribimos f - g para la funcion producto fg.

Funcion Formula Dominio

f+g (f+om=Vx+ V1-x

[
f—g (f—29w=Va—V1-x [0, 1]
g—f - N®=V1-x-Vx [0, 1]
fg (f - 90 = fx)gE = Va(l — x) [0, 1]
g g(x) _ ;t‘c)) == [0, 1) (excluido x = 1)
g, _&0 1« N
g/f s (x) = ) = (0, 17 (excluido x = 0)

La grafica de la funcion f + g se obtiene a partir de las graficas de 'y g, donde se su-
man las ordenadas f(x) y g(x) en cada punto x € D(f) N D(g), como en la figura 1.25. En la
figura 1.26 se muestran las graficas de f + gy f - g del ejemplo 1.
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8_
(=T

4
fla) + g(@)
2
I 1 I I
0 a * o v z 3 & 1
5 5 5 5
FIGURA 1.25 Suma grafica de dos FIGURA 1.26 El dominio de la funcion f + g es
funciones. la interseccion de los dominios de f'y g, el intervalo

[0, 1] en el eje x donde estos dominios se traslapan.
Ademas, este intervalo es el dominio de la funcion
f - g (ejemplo 1).

Composicion de funciones

La composicion es otro método para combinar funciones.

DEFINICION  Si f y g son funciones, la funcion composicién / o g (“/ compuesta
con g”) se define por

(f @) = flgx)).

El dominio de f ° g consiste de todos los numeros x en el dominio de g para los
cuales g(x) esta en el dominio de f.

La definicién implica que f ° g puede formarse cuando el rango de g estd en el dominio
de f. Para encontrar (f ° g)(x), primero encontramos g(x) y después f(g(x)). La figura 1.27
representa a f © g como el diagrama de una maquina, en tanto que la figura 1.28 muestra la
composicion mediante un diagrama de flechas.

fog
f(g@)
X
g

8
X — g g(x) [ — flex)
FIGURA 1.27 Dos funciones pueden componerse
en x siempre que el valor de una funcion de x esté en £
el dominio de la otra. La composicion se denota
mediante f ° g. FIGURA 1.28 Diagrama de flechas para f ° g.

Para evaluar la composicion g © f (cuando esta definida), invertimos el orden para en-
contrar primero f(x) y después g(f(x)). El dominio de g © f es el conjunto de numeros x en el
dominio de f, tales que f{(x) esté en el dominio de g.

Por lo general, las funciones f ° gy g ° f son muy diferentes.



16 Capitulo 1: Funciones

y
y=x2+2
y=x2+1
y=x?
y:x2—2
1 unidad
L A X
-2 0 |\2
-1 7], 2 unidades
R

FIGURA 1.29 Para trasladar la
grafica de f(x) = x? hacia arriba

(o hacia abajo) sumamos constantes
positivas (o negativas) a la formula
para f (ejemplos 3a 'y b).

EJEMPLO 2 Si f(x) = Vxyg(x) = x + 1, determine
@) (f°g)(x) (b) (g° /) © (foNX) (@ (g°gx)

Solucion

Composicion Dominio
@) (/g9 = flg) = Vgx) = Vx + 1 [—1,%)
) (g°/)0) = g(f(0) = fx) + 1= Vx + 1 [0, o)
© (fo/)@) = (/) = Vf(x) = VVx=x!/4 [0, =)
@ (o9 =glg)=gw)+1=(+1)+1=x+2 (—c, )

Para ver por qué el dominio de f + g es [—1, %), observe que g(x) = x + 1 esta definida
para todos los valores reales x, pero pertenece al dominio de f sélo si x + 1 = 0, es decir,
six = —1. [

Observe que si f(x) = x2y g(x) = \/);, entonces (f ° g)(x) = (\/);)2 = x. Sin embargo,
el dominio de f ° g es [0, %), no (—%%, ®), ya que Vi requiere que x = 0.

Traslacion de la grafica de una funcion

Una forma comun para obtener una nueva funcioén a partir de una ya existente es mediante la
suma de una constante a cada salida de la funcion dada, o a su variable de entrada. La grafica
de la nueva funcion es la grafica de la funcion original trasladada vertical u horizontalmente,
como se indica a continuacion.

Formulas de traslacion

Traslacién vertical

y=fx)+k Si k> 0, la grafica de f se recorre k unidades hacia arriba.
Si k < 0, la grafica de f se recorre | k| unidades hacia abajo.

Traslacién horizontal

y=f(x+h) Sih > 0, la grafica de f se recorre / unidades hacia la izquierda.
Si h <0, la grafica de f se recorre || unidades hacia la derecha.

EJEMPLO 3

(a) Sumar I al lado derecho de la formula y = x2 para obtener y = x? + 1 traslada la grafica
una unidad hacia arriba (figura 1.29).

(b) Sumar —2 al lado derecho de la férmula y = x2 para obtener y = x2 — 2, traslada la gra-
fica dos unidades hacia abajo (figura 1.29).

(¢) Sumar 3 a x en y = x2 para obtener y = (x + 3)2 traslada la grafica 3 unidades a la iz-
quierda (figura 1.30).

(d) Sumar —2 ax eny = |x| y luego sumar —1 al resultado da y = |x — 2| — 1y traslada
la grafica 2 unidades a la derecha y una unidad hacia abajo (figura 1.31). [ |

Cambio de tamanio y reflexion de la grafica de una funcion

Cambiar el tamafo de la grafica de una funcién y = f(x) es alargarla o comprimirla, vertical
u horizontalmente. Lo anterior se realiza mediante la multiplicacion de la funcion £, o la varia-
ble independiente x, por una constante apropiada c¢. Las reflexiones con respecto a los ejes
coordenados son casos especiales donde ¢ = —1.
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Sumar una constante Sumar una constante
positiva a x. negativa a x.

- y —

y=(x+3)2 y=x2 y=(x—2)2

L X
- —4
L1 I L
3 o 1 2 *

FIGURA 1.30 Para trasladar la grafica de y = x? FIGURA 1.31 Traslacion de la grafica
hacia la izquierda sumamos una constante positiva de y = |x/|, 2 unidades a la derecha y
a x (ejemplo 3c). Para desplazar la grafica a la 1 unidad hacia abajo (ejemplo 3d).

derecha, sumamos una constante negativa a x.

Foérmulas para cambiar la escala vertical u horizontal y la reflexion de una grafica
Para ¢ > 1, la griafica modifica su escala:

y = cf(x) Alarga la grafica de f verticalmente en un factor de c.

y= % (£9)] Comprime la grafica de f verticalmente en un factor de c.

y = f(cx) Comprime horizontalmente la grafica de f por un factor de c.

y = flx/c) Alarga horizontalmente la grafica de f por un factor de c.

Para ¢ = —1, la grafica de f se refleja:

y = —f(x) con respecto al eje x.

v = f(—x) con respecto al eje y.

EJEMPLO 4  En este ejemplo cambiamos el tamaio y reflejamos la grafica de y = V.

(a) Cambio vertical: Al multiplicar el lado derecho de y = Vi por 3 para obtener
y =3 Vx, la grafica se alarga verticalmente en un factor de 3, mientras que al multiplicar
por 1/3 se comprime en un factor de 3 (figura 1.32).

(b) Cambio horizontal: La grafica de y = V 3x es una compresion horizontal de y = Vi
por un factor de 3 y y = Vx/3 es un alargamiento horizontal por un factor de 3 (fi-

gura 1.33). Observe que y = Vi3x = V3V por lo que una compresion horizontal
podria corresponder a un alargamiento vertical por un factor de escala diferente. Del
mismo modo, un alargamiento horizontal podria corresponder a una compresion verti-
cal de un factor de escala diferente.

(¢) Reflexion: La grafica de y = —Vx es una reflexion de y = Vx con respecto al eje x y
y =V —x es una reflexion con respecto al eje y (figura 1.34). [ |
3 3 y="V-x
5+ y=3Vx 4
4 s y=V3x
3r alarga- y=Vx N compresion_ L
2 miento L Y= VX -3 2
1 \[ alargamiento
1 3VA 1 y=Vux/3
I I 1 I I ! ! L
-1 o 1 2 3 4 * -1 o 1 2 3 4 *
FIGURA 1.32 Alargamiento y compre- FIGURA 1.33  Alargamiento y compresion FIGURA 1.34 Reflexiones de la grafica
sién vertical de la grafica de y = Vx por horizontal de la grafica de y = V/x por un factor de y = V/x con respecto a los ejes de

un factor de 3 (ejemplo 4a). de 3 (ejemplo 4b). coordenadas (ejemplo 4c).
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EJEMPLO 5  Dada la funcién f(x) = x* — 4x3 + 10 (figura 1.35a), determine férmulas para

(a) comprimir la grafica horizontalmente por un factor de 2, seguida por una reflexion con
respecto al eje y (figura 1.35b).

(b) comprimir la grafica verticalmente por un factor de 2, seguida por una reflexion con res-
pecto al eje x (figura 1.35c¢).

y y=16x*+32x3+10 Y X

f) =x*—4x* + 10
20 20 y:—%x4+2x3—5

10+
10+

oo 1 3 J4 " 2 oo 1 1o 172 3
10k -10
—10+

20 20

(a) (b) (©
FIGURA 1.35 (a) Grafica original de /. (b) Compresion horizontal por un factor de 2 de y = f{(x) del inciso (a), seguida por una reflexion
con respecto al eje y. (¢) Compresion vertical por un factor de 2 de y = f{(x) del inciso (a), seguida por una reflexién con respecto al

eje x (ejemplo 5).
Solucion
(a) Multiplicamos x por 2 para obtener la compresion horizontal y por —1 para dar la re-
flexion con respecto al eje y. La formula que se obtiene al sustituir x con —2x, en el lado
derecho de la ecuacion para f, es:
y=f(—2x) = (=2x)* — 4(—2x)> + 10
= l6x* + 32x3 + 10
(b) La formula es
y= —lf(x) - Lyiios n
2 2
Elipses
Aunque no son graficas de funciones, las circunferencias pueden estirarse o comprimirse,
tanto horizontal como verticalmente, de la misma forma que las graficas de las funciones.
La ecuacion estandar para una circunferencia con radio 7 y centro en el origen es
x2+y2=r2
Al sustituir x por cx, en la ecuacion estandar para una circunferencia (figura 1.36a), se obtiene
x4+ y2 =2 (1)
y y y
r 2 +y?=r2 r et 4yt=r? Lot +yr =12
—r 0 r x r 0 r . r 0 r x
c c c c
—-r —r —-r
(a) circunferencia (b)elipse,0 <c <1 (c) elipse, ¢ >1

FIGURA 1.36 El alargamiento o compresion horizontal de una circunferencia produce graficas de elipses.



b

ﬁnayor

b

FIGURA 1.37 Grafica de la elipse

X yz
; + ? =1, a > b, donde el eje mayor

es horizontal.

Ejercicios 1.2
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Si0 < ¢ <1, la grafica de la circunferencia, ecuacion (1), se alarga horizontalmente; si ¢ > 1,
la circunferencia se comprime horizontalmente. En cualquiera de los casos, la grafica de la
ecuacion (1) es una elipse (figura 1.36). Observe en la figura 1.36 que las intersecciones con
el eje y de las tres graficas siempre son —r y r. En la figura 1.36b, el segmento que une los
puntos (*r/c, 0) se denomina eje mayor (o eje principal) de la elipse; el eje menor es el
segmento de recta que une (0, £r). Los ejes de la elipse se invierten en la figura 1.36¢: el eje
mayor es el segmento de recta que une los puntos (0, =7), mientras que el eje menor es el
segmento de recta que une los puntos (*r/c, 0). En ambos casos, el eje principal es el ma-
yor segmento de recta.
Si dividimos ambos lados de la ecuacién (1) entre 72, obtendremos

N

2

=1 (2)

QN‘R
%/

donde @ = r/cy b = r. Sia > b, el eje mayor es horizontal; si a < b, el eje mayor es vertical.
El centro de la elipse, dada por la ecuacion 2, es el origen (figura 1.37).
En la ecuacion (2), al sustituir x por x — A,y y por y — k, el resultado es

(x—h)?  (y—k)?
a’ * b? -

1. (3)

La ecuacion (3) es la ecuacion estandar de una elipse con centro en (4, k). La definicion geo-
métrica y las propiedades de las elipses se estudian en la seccion 11.6.

Combinaciones algebraicas

En los ejercicios 1 y 2, determine dominios y rangos de f, g, f + gy

/g
1. f(x) =x, gx)=Vx—1
2. fx)y=Vx+1, gx)= Vx—1

En los ejercicios 3 y 4, determine dominios y rangos de 1, g, f/g y g/f-

9. flx) = Vx + 1, glx) =

W) = +

x+4
2
10 J() = 370 g0 = 5 b = V2o

Sean f(x) =x — 3, g(x) = \/};, h(x) = x* y j(x) = 2x. Exprese
cada una de las funciones de los ejercicios 11 y 12 como una composicion
de funciones que incluyan aunaomasde f, g, hy .

3./ =2 g =x+1 Moa y= V-3 b. y =2Vx
4. f) =1, gy =1+ Vax e y = 2 d y = 4x
e.y=V(x—-3) f.y=(2x—6)
Composicion de funciones 12. a. y =2x — 3 b. y = x/?
5. Sif(x) =x + 5yg(x) = x* — 3, determine lo siguiente: e y=1 dy=x-6
a. /(g(0) b. g(/(0)) o y=2ViT3 £y = VE 3
¢ flgx) d. g(/tx) 13. Copie y complete la siguiente tabla:
e. f(f(=5) f. g(e2)
g f(f(x) h. g(g(x)) 8(x) f®) (fo0))
6. Sif(x) =x— 1ygx) = 1/(x + 1), determine lo siguiente. a x—7 Vix 9
a. fl(g(1/2)) b. g(f(1/2)) b x +2 3x 2
c. f(g(x) d. g(f(x)) c. ? Vx -5 Vit -5
e. f(/2) £ g(g(2) . . ,
g /() h. g(e(x)) ¢ ¥ ~
En los ejercicios 7 a 10, escriba una férmula para f o g o h. e. ? 1+ % X
7. fx) =x+ 1, gx)=3x, hix) =4 —x |
8. fx) =3x+4, gx)=2x—1, h(x)=» f. 5 ? *
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14. Copie y complete la siguiente tabla.

8k) fx) fo8
1
a |x| ?
b o x— 1 X

X
¢ ? Vix x|
d. Vi 2

X -2 -1 0 1 2
f(x) 1 0o | —2 1| 2
g(x) 2 1 0 -1 0
a. f(g(—1)) b. g(£(0)) c. f(f(=1))
d. g(g(2)) e. g(f(=2)) f. f(g(1))

16. Evalue cada expresion con el uso de las funciones

fx)=2-x, g(x):{x_)il 0;x52~

a. f(g(0))
d. f(f(2))

b. g(f(3))
e. g(f(0))

c. glg(=1))
f. f(g(1/2))

En los ejercicios 17 y 18, (a) escriba formulas para f o gy g ° f, luego
determine (b) el dominio y (c) el rango de cada una.

17. f@) = Vx + 1, g) = &
18. f(x) =% gv) = 1 — Vix

19. Sea f(x) = ﬁ Determine una funcion y = g(x), de manera
que (f °g)(x) = x.

20. Sea f(x) = 2x3 — 4. Determine una funcién y = g(x) de tal forma
que (fog)(x)=x+ 2.

Graficas trasladadas
21. La siguiente figura muestra la grafica de y = —x? recorrida a dos
nuevas posiciones. Escriba las ecuaciones para las nuevas graficas.

Posicioén (a) y=—x Posicién (b)

22. La siguiente figura muestra la grafica de y = x2 recorrida a dos nue-
vas posiciones. Escriba las ecuaciones para las nuevas graficas.

y
Posicion (a)
L y =x2
1 1 X
0
B Posicién (b)
5+

23. Relacione las ecuaciones listadas en los incisos (a) a (d) con las gra-
ficas que aparecen mas abajo:

a y=@x-17>-4
c.y=(x+27>+2

b. y=(x—272+2
d y=@x+3?>-2

Posicién 2 Posicién 1

TR L Y
Posicién 3 L
| | | | |

X
-4 -3 -2 -10|] 1 2
Posicion 4
(=3,-2)
(1,-4)

24. La siguiente figura muestra la grafica de y = —x? recorrida a cuatro
posiciones nuevas. Escriba una ecuacion para cada una de las graficas
nuevas.

y
(1,4)
(=2, 3)
(b) (a)
2,0
- x
4.1/ /
© (d)
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Los ejercicios 25 a 34 indican cuantas unidades y en qué direccion se re-
corre la grafica de cada una de las ecuaciones dadas. Dé una ecuacion
para la grafica trasladada. Luego haga un bosquejo de las dos graficas
juntas y anote al lado de cada grafica su ecuacion respectiva.

25. x2 4+ 3% =49 Hacia abajo 3, a la izquierda 2
26. x2 + )2 =25 Hacia arriba 3, a la izquierda 4
27. y =x3 Alaizquierda 1, hacia abajo 1

28. y = x*/3 Hacia la derecha 1, hacia abajo 1
29. y = Vx A laizquierda 0.81

30. y = —Vx Aladerecha3

31. y=2x — 7 Haciaarriba 7

32. y=—(x+ 1) + 5 Haciaabajo 5, a la derecha 1

N[ —

33. y = 1/x Haciaarriba 1, a la derecha 1
34. y=1/x% A laizquierda 2, hacia abajo 1

Grafique las funciones de los ejercicios 35 a 54.

35. y=Vx+4 36. y= V9 —x

37. y = |x — 2| 3. y=|1—-x| -1
39.y=1+Vx—1 40. y=1—- Vi
41. y = (x + 1) 42. y = (x — 8)23
43. y=1-x" 44. y + 4 ="
45. y=Vx—-1-1 46. y = (x + 202 + 1
1 _1_
47.y—x_2 8. y =2
4. y=1+2 50. y= —
YT T2
1 1
51, y=——— 52 y=——1
Y (x — 1)? 7 x?
1 1
53.y==+1 54, y=——
Y X 7 (x + 1)

55. La siguiente figura muestra la grafica de una funcion f(x) con do-
minio [0, 2] y rango [0, 1]. Determine los dominios y los rangos de
las siguientes funciones y haga un bosquejo de sus graficas.

y
1 y = fx)
0 2
a. f(x) +2 b. f(x) —1
¢ 2/(x) d —f(x)
e. fx+2) f. f(x—1)
g f(=x) h. —f(x+1)+1

56. La siguiente figura muestra la grafica de una funcion f(x) con domi-
nio [—4, 0] y rango [—3, 0]. Determine los dominios y los rangos de
las siguientes funciones y haga un bosquejo de sus graficas.

y
L 1 t
4 2 0
y=g@®
a. g(—1) b. —g(1)
c. g(r)+3 d. 1 —g()
e. g(—t+2) f. gt —2)
g g(l—1) h. —g(t—4)

Cambios de tamaiio vertical y horizontal

Los ejercicios 57 a 66 indican el factor y la direccion en los que las grafi-
cas de las funciones dadas se alargan o se comprimen. Dé una ecuacion
para la grafica que se alargd o comprimio.

57. y =x* — 1, alargamiento vertical por un factor de 3

58. y =x*— 1, compresion horizontal por un factor de 2

59. y=1+ é, compresion vertical por un factor de 2

60. y =1+ alargamiento horizontal por un factor de 3

1
P
61. y = Vx + 1, compresion horizontal por un factor de 4
62. y = Vx + 1, alargamiento vertical por un factor de 3
63. y = V4 — x?, alargamiento horizontal por un factor de 2
64. y = V4 — x%, compresion vertical por un factor de 3

65. y =1 —x3, compresion horizontal por un factor de 3

66. y = 1 — x3, alargamiento horizontal por un factor de 2

Graficacién

En los ejercicios 67 a 74, grafique cada funcion; no lo haga graficando
puntos, inicie con la grafica de una de las funciones estandar presentadas
en las figuras 1.14 a 1.17 y mediante la aplicacion de una transformacion

adecuada.
_ _Xx
68. y =,/1 2

67. y=—-V2x +1
70. y=(1 —x)*+2

69. y=(x—1>+2

71.y=i—l 72.y=%+1

73. y = —\3/);

75. Grafique la funciony = |x* — 1].
76. Grafique la funciony = V|x]|.

74, y = (—2x)*

Elipses
Los ejercicios 77 a 82 presentan ecuaciones de elipses. Ponga cada ecua-
cion en la forma estandar y haga un bosquejo de la elipse.

77. 9x* + 25)7 = 225 78. 16x> + 7y = 112
79. 33> + (y —2)* =3 80. (x + 1> +2°=4
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81. 3(x — 1>+ 2(y +2)*=6 a. fg b, [/g e g/f
1= = o

82.6<x+§)2+9(y_l>2:54 d. /== ff e. & =gg f.f g

: ’ g g f h fof i geg

83. Escriba una ecuacion para la elipse (x>/16) + (3%/9) = 1, trasladada 86. ;Puede una funcion ser simultineamente par e impar? Justifique su
4 unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia arriba. Haga un bos- respuesta.

quejo de la elipse, luego identifique su centro y su eje mayor. 87. (Continuacion del ejemplo 1.) Grafique las funciones f(x) = Vx

84. Escriba una ecuacion para la elipse (x2/4) + (12/25) = 1, trasladada y g(x) = V1 — xjunto con (a) su suma, (b) su producto, (c) sus di-
3 unidades hacia la derecha y 2 unidades hacia abajo. Haga un bos- ferencias, (d) sus cocientes.

quejo de la elipse, luego identifique su centro y su eje mayor. 88. Sean f(x) = x — 7y g(x) = x2. Grafique / y g junto con f o gy g f

Combinacion de funciones

85. Suponga que f es una funcion par y g es una funcion impar, y que
tanto f como g estan definidas en toda la recta real, R. ;Cuales de
las siguientes funciones (donde estén definidas) son pares? ;Cuales
impares?

1 3 | Funciones trigonométricas
|

En esta seccion se revisan la medida en radianes y las funciones trigonométricas basicas.

Angulos

Los angulos se miden en grados y radianes. La medida en radianes del angulo central 4'CB’
en un circulo de radio » se define como el numero de “radios” contenidos en el arco s, subten-
dido por el angulo central. Si denotamos este angulo central por 6 cuando se mide en radianes,
esto significa que 6 = s/r (figura 1.38), o

s =r60 (0 enradianes). (1)

FIGURA 1.38 La medida en radianes del

angulo central A'CB’ es el nimero 6 = s/7.
Para un circulo unitario de radior = 1, 0 es
la longitud del arco AB que el angulo central
ACB determina sobre el circulo unitario.

Si el circulo es un circulo unitario que tiene radio » = 1, entonces, con base en la figura 1.38 y
la ecuacién (1), vemos que el angulo central 0, medido en radianes, es justamente la longitud
del arco determinado por el angulo al cortar el circulo unitario. Como una vuelta completa del
circulo unitario es 360° o 27 radianes, tenemos

7 radianes = 180° (2)

1 grado = T~ 0.017) radianes.

180
I radidn = —— (= 57.3) grados 0 130

La tabla 1.2 muestra la equivalencia entre medidas en grados y radianes para algunos angulos
basicos.

TABLA 1.2 Angulos medidos en grados y radianes

Grados —180

=135 =90

. =37 —ar
0 (radianes) T 4 3

—45 0 30 45 60 9 120 135 150 180 270 360
T e T oz m @ M 3w 5w 3,
4 6 4 3 2 3 4 6 S T




hipotenusa
opuesto
\ 0
adyacente

sen O = 0—.p csc O = 2P
hip op

d hi
cos 0 = a_.y sec 6 = e
hip ady

d
tan 6 = P coth = %y
ady op

FIGURA 1.41 Razones trigonométricas
de un angulo agudo.

FIGURA 1.42 Las funciones trigonométricas
de un angulo general 0 estan definidas en
términos de x, y y r.
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Se dice que un angulo en el plano xy esta en posicién estandar si su vértice se encuentra
en el origen y su rayo inicial esta a lo largo de la parte positiva del eje x (figura 1.39). A los an-
gulos medidos en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj, a partir de la parte
positiva del eje x, se les asigna medidas positivas, mientras que a los angulos que se miden en
sentido del giro de las manecillas del reloj se les asignan medidas negativas.

y y

Rayo terminal

Rayo inicial

\J Medida

negativa

Medida

Rayo inicial
\ positiva

Rayo
X terminal

FIGURA 1.39  Angulos en posicion estandar en el plano xy.

Los angulos que describen rotaciones en contra de las manecillas del reloj pueden ir mas
alla de 27 radianes o 360°. De forma andloga, los angulos que giran en sentido de las maneci-
llas del reloj pueden tener medidas negativas de cualquier tamano (figura 1.40).

y y y y
3T S
\ 2
x x x x
/3w )
97 4

4

FIGURA 1.40 Las medidas en radianes, distintas de cero, pueden ser positivas o negativas, e ir mas
alla de 27r.

Convencion para angulos: Uso de radianes A partir de ahora, en este libro se supondra que
todos los dngulos se miden en radianes, a menos que se indiquen explicitamente grados u otra
unidad. Cuando hablemos acerca del angulo 7/3, queremos decir 7r/3 radianes (que es 60°), no
/3 grados. Utilizamos radianes, porque eso simplifica muchas de las operaciones en calculo;
algunos resultados que obtendremos, los cuales incluyen funciones trigonométricas, no son
validos cuando los angulos se miden en grados.

Las seis funciones trigonométricas basicas

Quizas est¢ familiarizado con la definicion de las funciones trigonométricas de un angulo
agudo en términos de los lados de un triangulo rectangulo (figura 1.41). Ampliamos esta
definicion a angulos obtusos y negativos, colocando primero el angulo en forma estandar en un
circulo de radio ». Luego definimos las funciones trigonométricas en términos de las coorde-
nadas del punto P(x, y), donde el rayo terminal interseca al circulo (figura 1.42).

) _r

seno: senf = v cosecante: cscf = y

X r

coseno: cosf = - secante: secf = ¢

. =Y . _X
tangente: tan6 = 3 cotangente: cotf = y

Estas definiciones ampliadas coinciden con las definiciones en el tridngulo rectangulo cuando el
angulo es agudo.
Tenga en cuenta también que siempre que los cocientes estén definidos,

sen O

tan 6 = cos 0 coth = P
1 1
sec = cos 6 csc 6 = sen O
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Como se observa, tan 6 y sec 6 no estan definidas si x = cos 8 = 0. Lo anterior significa que no
estan definidas si 0 es =7/2, =37/2, ... De forma andloga, cot 6 y csc 6 no estan definidas
4 para valores de 6 para los cuales y = sen 6 = 0, es decir, para § = 0, 7, =27, ...
V3 4 Los valores exactos de estas razones trigonométricas para algunos angulos pueden dedu-
1 cirse a partir de los triangulos en la figura 1.43. Por ejemplo,
T 3 T 1 T 1 V3
sen— = —~— sen— = — en— = ——
1 4\ 6 2 3 2
FIGURA 1.43  Angulos en radianes y COSE _ 1 cosz _ \/5 cosz _1
longitudes de lados de dos tridngulos 4 \6 6 2 3 2
comunes. r
tan—- =1 tanf=L tan— = \/3
4 6 3 3
El acronimo “tose taco” (figura 1.44) es util para recordar cuando las funciones trigonométri-
cas basicas son positivas o negativas. Por ejemplo, con base en el triangulo de la figura 1.45,
vemos que
27 V3 2r 1 an ™ _ /3
sen—— = ——, cos —— = —, an—— = — .
3 2 3 2 3
27 27 1 V3
y s 27, sen 27 = (-2, X2
(eos 3 sen ) = (-3 55)
y
SE TO
seno todas P
positivo positivas
1
X V3 2,
2 “‘\3
TA co 1 *
tangente coseno 2
positiva positivo
FIGURA 1.44 El acrénimo “tose taco”, que

se forma a partir de “todas positivas”, “seno

positivo”,
itiv u ua
0sitivo” nos ayuda a recordar cudles de las
unci . " i
funciones trigonométricas son positivas en

cada uno de los cuadrantes.

FIGURA 1.45 Triangulo para calcular

el seno y el coseno de 27r/3 radianes.

Las longitudes de los lados se pueden obtener
de la geometria de triangulos rectangulos.

tangente positiva” y “coseno

Mediante el uso de un método semejante, determinamos los valores de sen 6, cos 6 y tan 6 que
se muestran en la tabla 1.3.

TABLA 1.3 Valores de sen 6, cos 6 y tan 6 para valores seleccionados de 6
Grados —180 —-135 -90 -—-45 0 30 45 60 90 120 135 150 180 270 360
. =37 —Tr - T T T T 27T 3 5 37

0 (radianes) - 4 2 4 0 6 4 3 5 3 4 6 T > 27

sen 6 0 _7\/5 ~1 —-Vv2 0 1 ﬁ ﬁ 1 ﬁ ﬁ 1 0 -1 0
2 2 2 2 2 2 2 2

cos 0 -1 _7\/5 0 ﬁ 1 ﬁ ﬁ 1 0 _1 _7\/2 _7\/5 —1 0 1
2 2 2 2 2 2 2 2

tan 0 0 1 -1 0 % 13 V3 -l _T\@ 0 0




Periodos de las funciones
trigonométricas
Periodo 7: tan(x + 77) = tan x

cot(x + ) = cotx

Periodo 277:  sen(x + 27) = sen x
cos(x + 2m) = cos x
sec(x + 27) = sec x
csc(x + 2m) = csc x

Par

cos(—x) = cos(x)

sec(—x) = sec(x)

Impar

sen(—x) = —sen x

tan(—x) = —tan x

csc(—x) = —cscx

cot(—x) = —cotx
y

P(cos 0, sen 0)

|sen 0] /\0
[ ;

|cos 6|0 1

FIGURA 1.47 El triangulo de referencia
para un angulo general 6.
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Periodicidad y graficas de las funciones trigonométricas

Cuando un angulo de medida 6 y un angulo con medida 6 + 27 estdn en posicion estandar, sus
rayos terminales coinciden. Por lo tanto, las funciones trigonométricas de los dos angulos
tienen los mismos valores: sen(f + 2m) = sen(f), tan(f + 2), etcétera. De forma analoga,
cos(@ — 2m) = cos(), sen(f — 2m) = sen(h), etcétera. Describimos este comportamiento
repetitivo diciendo que las seis funciones trigonométricas son periodicas.

DEFINICION  Una funcidn f(x) es periédica si existe un nimero positivo p, tal
que f(x + p) = f(x) para todo valor de x. El menor de estos valores de p es el
periodo de f.

Cuando graficamos las funciones trigonométricas en el plano coordenado, por lo regular deno-
tamos a la variable independiente con x en vez de 6. La figura 1.46 muestra que las funciones
tangente y cotangente tienen periodo p = 7, en tanto que las otras cuatro funciones tienen pe-
riodo 27r. Ademas, las simetrias de estas graficas revelan que las funciones coseno y secante
son pares, mientras que las otras cuatro funciones son impares (aunque esto no demuestra di-
chos resultados).

y =tanx

J

X

y Yy
Yy =cosx y =senx /
[
I
I
|

X

N

X
—7‘7 0 '{‘T T 2 - 7& 3‘£ T
VARV % %
Dominio: —0 < x < o Dominio: —0 < x < Dominio: x #+ 7 2 * 777' e
Rango: -1=y=1 Rango: -1=y=1 Raneo:  —o <
Periodo: 27 Periodo: 27 £0: . y<
(a) (b) Periodo: 7 ©
y y
y =secx y=cscx y =cotx
Kj ! \1
1 1 X
-7 _m 0| @ -7 _T ™ 3m\2
2 2 2 2 2
Dominio: x #=+ g + 777 Domlmo‘ x#0, £, i27r, L. Dominio: x # 0, =, £2m, . ..
Rango: y=_loy=1 Raqgo: y=-loy=1 Rax}go: —0 <y < w©
Periodo: 27 Periodo:
Periodo: 2
(d) (e) ()

FIGURA 1.46 Graficas de las seis funciones trigonométricas basicas, con los angulos medidos en
radianes. En cada funcion, el sombreado indica su periodicidad.

Identidades trigonométricas

Las coordenadas de cualquier punto P(x, y) en el plano pueden expresarse en términos de la
distancia r del punto al origen y el angulo 6 que el rayo OP forma con la parte positiva del eje x
(figura 1.42). Como x/r = cos 0y y/r = sen 0, tenemos

x=rcosfh, y=rsenf.

Cuando r = 1, es posible aplicar el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo de referencia
de la figura 1.47 y obtener la ecuacion

cos? @ + sen? 0 = 1. (3)
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Esta ecuacion, verdadera para todos los valores de 6, es la identidad que se utiliza con mayor
frecuencia en trigonometria. Al dividir esta identidad primero entre cos? 0 y luego entre sen? 0
se obtiene

1 + tan? 0 = sec? 0
1 + cot? = csc? 6

Las siguientes formulas se cumplen para todos los angulos 4 y B (ejercicio 58).

Formulas para la suma

cos(4 + B) = cos A cos B— sen 4 sen B

4
sen(4 + B) = sen 4 cos B + cos 4 sen B (4)

Existen formulas analogas para cos(4 — B) y sen(4d — B) (ejercicios 35 y 36). Todas
las identidades trigonométricas necesarias en este libro se deducen de las ecuaciones (3) y (4).
Por ejemplo, al sustituir 4 y B por 6 en la formula de la suma, se obtiene

Foérmulas para el angulo doble

cos 20 = cos? § — sen? 6
(5)

sen 20 = 2 sen 6 cos 6

Se pueden deducir otras formulas si se combinan las ecuaciones
cos?f +sen?0 =1 cos?6 — sen? § = cos 20.

Sumamos las dos ecuaciones para obtener 2 cos?> # = 1 + cos 26 y restamos la segunda de la
primera para obtener 2 sen> § = 1 — 2 cos 26. Esto lleva a las identidades siguientes, que
son ttiles en calculo integral.

Foérmulas para el angulo medio
cos? = 1 + cos 20 6)
2
sen?f = 1 — cos 26 )
2
Ley de los cosenos
Sia, by cson lados de un triangulo ABC, y 6 es el angulo opuesto a ¢, entonces
¢ =a*+ b? — 2ab cos 0. (8)

Esta ecuacion se denomina ley de los cosenos.



B(a cos 0, a sen 0)

0

\

C b A®,0)

FIGURA 1.48 El cuadrado de la distancia
entre A y B da la ley de los cosenos.
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Podemos ver por qué se cumple la ley si introducimos ejes coordenados con el origen en C
y la parte positiva del eje x a lo largo de un lado del tridngulo, como se muestra en la figura
1.48. Las coordenadas de 4 son (b, 0); las coordenadas de B son (a cos 6, a sen ). Por lo tanto,

el cuadrado de la distancia entre 4 y B

c2 = (a cos O — b)?> + (a sen 6)?

= a2 (cos® @ + sen’ @) + b — 2ab cos O
T
1
=q?+ b2 — 2ab cos 6.

La ley de los cosenos generaliza el teorema de Pitigoras. Si § = /2, entonces cos § = 0
yc2=a?+ b2

Transformaciones de las graficas trigonométricas

En el siguiente diagrama se hace un resumen de las reglas para trasladar, alargar, comprimir
y reflejar la grafica de una funcion aplicadas a las funciones trigonométricas que analizamos

en esta seccion.
/Traslacién vertical

y=af(b(x +¢)) +d

Alargamiento o compresion vertical; si a es
negativa, reflexion con respecto al eje x

Alargamiento o compresion horizontal; si b es Traslacion horizontal

negativa, reflexion con respecto al eje y

Las reglas de transformacion aplicadas a la funcion seno dan lugar a la féormula general
de funciones senos o sinusoides

fix)=4 sen(%ﬁ (x — C)) + D,

donde |4| es la amplitud, | B| es el periodo, C es la traslacién (o corrimiento) horizontal, y
D es la traslacion (o corrimiento) vertical. A continuacion se presenta una interpretacion gra-

fica de los diferentes términos.

DA y=Asen(%T(x—C))+D

Traslacion
horizontal

©)

Amplitud (4) Este eje es la

rectay = D.

Traslacion
vertical (D)

<— Esta distancia es —
el periodo (B).

Dos desigualdades especiales

Para cualquier angulo 0, medido en radianes, se cumple

—10] = senf = |6] y —6] =1 — cosf = |6].
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y Para establecer estas desigualdades, representamos a # como un angulo distinto de cero

en posicion estandar (figura 1.49). En la figura, el circulo es unitario, asi que |0] es igual a

P la longitud del arco circular AP. Por lo tanto, la longitud del segmento de recta 4P es menor
que |0].
1/ |z N0 El triangulo APQ es un tridangulo rectangulo con lados de longitud
=
=i N QP =|senf|, AQ=1— cos®.
0 Q A(1,0) .
1 —coso Con base en el teorema de Pitagoras y el hecho de que AP < |6|, obtenemos

cos 0

FIGURA 1.49 Con base en la geometria de
esta figura, hecha para 6 > 0, obtenemos la
desigualdad sen? 6 + (1 — cos 6)? < 62

sen0 =602 vy

sen? 0 + (1 — cos ) = (4P)* = 62. (9)

Ambos términos en el lado izquierdo de la ecuacion (9) son positivos, asi que cada uno es
menor que su suma y, por lo tanto, menor o igual a 2;

(1 — cos 6)> =62

Al sacar raices cuadradas, lo anterior es equivalente a decir que

por lo que

—|0] =senO0=|0] 'y

|send=16] 'y

[1 —cos| =|6],

-6 =1 —cos0=|0].

Tales desigualdades seran utiles en el siguiente capitulo.

Ejercicios 1.3

Radianes y grados
1. En un circulo de radio de 10 m, jcual es la longitud de un arco que
subtiende un angulo central de (a) 47/5 radianes? (b) 110°?

2. Un angulo central en un circulo de radio 8 esta subtendido por un
arco de longitud 107. Determine la medida del angulo en radianes
y en grados.

3. Usted quiere construir un angulo de 80° marcando un arco en el peri-
metro de un disco, con diametro de 12 in, y dibujando lineas de los
extremos de este arco hacia el centro del disco. ;Cual debe ser la lon-
gitud del arco? (Aproxime al décimo mas cercano).

4. Si se hace rodar a nivel del piso una rueda de 1 m de diametro 30 cm
hacia delante, ;qué angulo gir6 la rueda? Responda en radianes (al
décimo mas cercano) y en grados (al grado mas cercano).

Evaluacion de funciones trigonométricas
5. Copie y complete la siguiente tabla de valores de funciones. Si la
funcion no esta definida en un angulo dado, escriba INDEF. No uti-
lice calculadora ni tablas.

0 - —-27/3 0 w/2 37/4

sen 6
cos 6
tan 60
cot 6
sec 0
csc 6

6. Copie y complete la siguiente tabla de valores de funciones. Si la
funcion no esta definida en un angulo dado, escriba INDEF. No uti-
lice calculadora ni tablas.

/] —3m/2 —7/3 —7/6 w/4 57/6

sen 6
cos 0
tan 60
cot 6
sec 6
csc 6

En los ejercicios 7 a 12 se establece ya sea sen x, cos x o tan x. Determine
los otros dos si x pertenece al intervalo que se especifica.

_3 T o T

7. senx = 5 XE|:*2,’7T:| 8. tanx = 2, xe{o,fz}
_1 T ) T

9. cosx = 3 xe[ *2,0} 10. cosx = 13 )CE|:*2,7T
_1 37 __1 3

11. tanx = 2 xe {w,fz } 12. senx 2 xe |:7T,72 }

Graficacion de funciones trigonométricas
Grafique las funciones en los ejercicios 13 a 22. ;Cual es el periodo de
cada funcién?

13. sen2x 14. sen (x/2)
15. cos mx 16. cos%x
17. —sen% 18. —cos 2mwx

T T
19. cos< 2) 20. sen(x + 6)



21. sen(x - %) +1 22. cos(x + 2777) -2

En el plano #s (el eje ¢ es horizontal y el eje s es vertical) grafique las fun-
ciones en los ejercicios 23 a 26. ;Cual es el periodo de cada funcion?
(Qué simetrias tienen las graficas?

23. s = cot 2t 24, s = —tan 7t

_ mt - z
25, 5 = sec(z) 26. s csc(z)

27. a. Grafique juntas y = cos xy y = sec x, para —37/2 < x = 37/2.

Comente sobre el comportamiento de sec x con respecto a los sig-
nos y los valores de cos x.

b. Grafique juntas y = sen xy y = csc x para —7 = x = 2. Co-
mente sobre el comportamiento de csc x con respecto a los signos
y los valores de sen x.

28. Grafique juntas y = tan x y y = cot x para —7 = x = 7. Comente

sobre el comportamiento de cot x con respecto a los signos y los va-
lores de tan x.

29. Grafique juntas y = sen x y y = [sen x|. ;Cuales son el dominio y el
rango de[sen x|?

30. Grafique juntas y = sen x y y = [sen x]. (Cuales son el dominio y
el rango de [sen x|?

Aplicacion de las formulas para la suma
Utilice las formulas para la suma para deducir las identidades en los ejer-
cicios 31 a 36.

31. cos(x - %) = senx 32. cos(x + %) = —senx

33. sen(x + g) = cosX 34. sen( - %) = —COosX

35. cos(4 — B) = cos A cos B + sen 4 sen B (el ejercicio 57 brinda una
deduccion diferente).

36. sen(4 — B) =sen A4 cos B — cos 4 sen B.
37. (Qué sucede si toma B = A4 en la identidad trigonométrica cos (4 — B)

= cos 4 cos B + sen A sen B? (El resultado coincide con algo que
ya conoce?

38. (Qué sucede si toma B = 27 en las formulas para la suma? ;Los re-
sultados coinciden con algo que ya conoce?

En los ejercicios 39 a 42 exprese la cantidad dada en términos de sen x

y COS X.

39. cos(m + x) 40. sen (27 — x)

37 37
. == . =+
41 sen( > x) 42 cos( 2 x)
43. Evalue sen Im como sen| = + L
: 12 4 3/

, 9% T 27
44. Evalue cos T como 005(4 + 3 )

45. Evalte cos = 46. Evalte senL

™
12 12°

Aplicacion de las formulas para el doble de un angulo
Determine los valores de la funcion en los ejercicios 47 a 50.

0T 5 S5
47. cos 3 48. cos T
0 T 53w
49. sen 1 50. sen 3

1.3 Funciones trigonométricas 29

Resolucion de ecuaciones trigonométricas
Para los ejercicios 51 a 54 determine el angulo 6 donde 0 = 6 = 2.

51. sen’6 = % 52. sen? 0 = cos? 0

53. sen20 —cos O =0 54. cos20 + cosf =0

Teoria y ejemplos
55. Formula para la tangente de la suma La formula estandar para la
tangente de la suma de dos angulos es

tan4 + tan B

+B) = .
tan(4 + B) 1 —tanA4tan B
Deduzca la formula.

56. (Continuacion del ejercicio 55). Deduzca una férmula para
tan (4 — B).

57. Aplique la ley de los cosenos al triangulo de la siguiente figura, con
la finalidad de deducir la férmula para cos (4 — B).

y

58. a. Aplique la formula para cos(4 — B) a la identidad sen 6 =

cos <% - 0) para obtener la formula para la suma sen(4 + B).

b. Deduzca la formula para cos(4 + B) mediante la sustitucion de
—B por B en la formula para cos(4 — B) del ejercicio 35.

59. Un triangulo tiene lados a = 2y b = 3, y angulo C = 60°. Determine
la longitud del lado c.

60. Un tridngulo tiene lados @ = 2y b = 3, y angulo C = 40°. Determi-
ne la longitud del lado c.

61. Ley delos senos La /ey de los senos establece que si a, by ¢ son los
lados opuestos de los angulos 4, By C, en un triangulo, entonces

send _ senB _ senC
a — p ~  c

Utilice las siguientes figuras y, si se requiere, la identidad sen(w —
0) = sen 0 para deducir la ley.

A A

62. Un triangulo tiene lados a = 2 y b = 3, y el angulo C = 60° (como
en el ejercicio 59). Determine el seno del angulo B mediante la ley
de los senos.
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63. Un triangulo tiene lado ¢ = 2 y dngulos 4 = /4 y B = /3. Deter-
mine la longitud a del lado opuesto al angulo 4.

64. La aproximacién sen x~x Con frecuencia es util saber que, cuan-

do x se mide en radianes, sen x ~ x para valores de x numéricamen-
te pequenos. En la seccion 3.9 veremos por qué esta aproximacion
es cierta. El error de la aproximacion es menor que 1 en 5000 si
|x| <o0.1.

a. Con su graficadora en modo de radianes, grafique juntas y = sen x
y y = x en una ventana alrededor del origen. ;Qué sucede cuando
x esta cerca del origen?

b. Con su graficadora en modo de grados, grafique juntas y = sen x
y ¥ = x en una ventana, alrededor del origen, otra vez. ;Qué tan
diferente es con respecto a la grafica que obtuvo en modo de
radianes?

Curvas senoidales generales
Para

flx) =4 sen(%r(x - C)) + D,

identifique 4, B, C'y D para las funciones seno de los ejercicios 65 a 68
y bosqueje sus graficas.

65. y =2sen(x +m) — 1 66. y=%sen(7rx— ) +%
= Zeen(Ti)+ L _L 2w
67. y = 77_sen(zt)—t-ﬂ_ 68. y 2 ST L>0

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
En los ejercicios 69 a 72 explorara de forma grafica la funcion seno

flx) = Asen(%T(x — C)) +D

conforme cambian los valores de las constantes 4, B, C'y D. Utilice un sis-
tema algebraico computacional (SAC) o una calculadora graficadora para
realizar los pasos dados en los ejercicios.

69. El periodo B Fije las constante 4 = 3, C =D = (.

a. Grafique f(x) para los valores B = 1, 3, 2, 57 en el intervalo
—4ar = x = 4. Describa lo que sucede a la grafica de la funcion
seno conforme aumenta el periodo.

b. (Qué sucede a la grafica para valores negativos de B? Pruebe con
B=-3yB=-2m.

70. El desplazamiento horizontal C Establezca las constantes 4 = 3,

B=6,D=0.

a. Grafique f(x) para los valores de C = 0, 1 y 2, en el intervalo
—47 = x =< 4. Describa lo que sucede a la grafica de la funcion
seno cuando C aumenta en valores positivos.

b. (Qué sucede a la grafica para valores negativos de C?

c. ;Cual es el valor positivo mas pequeiio que debe asignarse a C de
manera que la grafica no exhiba un desplazamiento horizontal?
Confirme su respuesta con una grafica.

71. El desplazamiento vertical D Establezca las constantes 4 = 3,

B=6,C=0.

a. Grafique f(x) para los valores de D = 0, 1 y 3, en el intervalo
—47 = x = 4. Describa lo que sucede a la grafica de la funcion
seno cuando D aumenta en valores positivos.

b. (Qué sucede a la grafica para valores negativos de D?

72. La amplitud 4 Establezca las constantes B = 6, C = D = 0.

a. Describa lo que sucede a la grafica de la funcion seno cuando 4
aumenta en valores positivos. Confirme su respuesta graficando
f(x) para los valoresde 4 = 1,5y 9.

b. (Qué sucede a la grafica para valores negativos de 4?

1 4 | Graficacion por medio de calculadoras y computadora

Una calculadora graficadora o una computadora con un software para graficar nos permiten
graficar con alta precision funciones complicadas. Muchas de estas funciones no podrian grafi-
carse con facilidad de otra forma. Sin embargo, debemos tener cuidado cuando se utilicen tales
dispositivos con propositos de graficacion; en esta seccion tratamos algunos de los temas rela-
cionados. En el capitulo 4 veremos como el calculo nos ayuda a determinar que consideremos
con precision todas las caracteristicas importantes de la grafica de una funcion.

Ventana de graficacion

Cuando utilizamos una calculadora graficadora o una computadora como una herramienta de
graficacion, parte de la grafica se muestra en una pantalla o ventana rectangular. Con fre-
cuencia, la ventana predeterminada ofrece una representacion incompleta o engafiosa de la gra-
fica. Utilizamos el término ventana cuadrada cuando las unidades o las escalas en ambos ejes
son iguales. Este término no significa que la ventana sea cuadrada (por lo regular es rectangu-
lar), significa que la unidad en el eje x (unidad x) es igual que la unidad en el eje y (unidad y).
Cuando una grafica se muestra en la ventana predeterminada, la unidad en el eje x puede
diferir de la unidad en el eje y para ajustar la grafica a la ventana. La ventana se fija especi-
ficando un intervalo [a, b] para los valores de x y un intervalo [c, d] para los valores de y.
La maquina selecciona valores igualmente espaciados de x en [a, b] y luego traza los puntos
(x, f(x)). Un punto se grafica si y solo si x esta en el dominio de la funcién y f(x) pertenece
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al intervalo [c, d]. Luego se traza un pequeiio segmento de recta entre cada punto graficado y
su siguiente punto vecino. Ahora daremos ejemplos ilustrativos de algunos problemas comunes
que ocurren con este procedimiento.

EJEMPLO 1 Grafique la funciéon f(x) = x3 — 7x2 + 28 en cada una de las siguientes
ventanas.

(a) [—10,10]por[—10,10]  (b) [—4, 4] por [—50,10]  (c) [—4, 10] por [—60, 60]

Solucion

(a) Seleccionamos a = —10, 5 = 10, ¢ = —10 y d = 10 para especificar el intervalo de va-
lores de x y el rango de valores de y para la ventana. La grafica resultante se muestra en
la figura 1.50a. Parece que la ventana corta la parte inferior de la grafica y que el inter-
valo de valores para x es demasiado grande. Probemos con la siguiente ventana.

10 10 60

Y Y A D N

—10]| v L L (10 \ _4] L h L L L ' (10

~10 =50 -60
(a) (b) (©

FIGURA 1.50 La grafica de f(x) = x> — 7x? + 28 en diferentes ventanas. Con frecuencia, seleccionar una ventana que dé una

representacion clara de una grafica es un proceso de prueba y error (ejemplo 1).

(b) Ahora vemos mads caracteristicas de la grafica (figura 1.50b), pero la parte superior se
pierde y necesitamos ver mas a la derecha de x = 4. La siguiente ventana deberia ayudar.

(¢) La figura 1.50c muestra la grafica en esta nueva ventana. Observe que obtenemos una re-
presentacion mas completa de la grafica en esta ventana, que es una grafica razonable de
un polinomio de tercer grado. L]

EJEMPLO 2 Cuando se muestra una grafica, la unidad en el eje x puede diferir de la unidad
en el eje y, como se observa en las graficas de las figuras 1.50b y 1.50c. El resultado es una
distorsion de la representacion que podria ser engafiosa. La ventana podria hacerse cuadrada
mediante una compresion o un alargamiento de las unidades en uno de los ejes para hacer coin-
cidir la escala con el otro, lo que da como resultado la grafica verdadera. Muchos sistemas
tienen integradas funciones para hacer “cuadrada” la ventana. Si su sistema no es asi, debera
hacer algunos calculos y fijar el tamafio de la ventana en forma manual para obtener una ven-
tana cuadrada o aplicar a la ventana conocimientos previos de la representacion verdadera.

La figura 1.51a muestra las graficas de las rectas perpendicularesy = xyy = —x + 3V2

junto con la semicircunferencia y = V9 — x*, en una ventana no cuadrada [—6, 6] por
[—6, 8]. Observe la distorsion. Las rectas no parecen ser perpendiculares, y la semicircunfe-
rencia tiene forma eliptica.

La figura 1.51b muestra las graficas de las mismas funciones en una ventana cuadrada
en la que las unidades en x se han hecho iguales a las unidades en y. Observe que la ventana
[—6, 6] por [—4, 4] tiene el mismo eje x en ambas figuras, 1.51a y 1.51b, pero al cambiar la
escala en el eje x se ha comprimido en la figura 1.51b para obtener la ventana cuadrada. La
figura 1.51c ofrece una vista ampliada de la figura 1.51b gracias a una ventana cuadrada de
[—3, 3] por [0, 4]. [

Si el denominador de una funcidn racional es cero para algtin valor de x en la ventana, una
calculadora o el software de graficacion de una computadora producirian un segmento de recta
muy inclinado, casi vertical, de la parte superior a la parte inferior de la ventana. A continua-
cioén tenemos un ejemplo.
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0
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-3 | | | | 3

s 4 0
(@) (b) ()

FIGURA 1.51 Graficas de rectas perpendiculares y = xyy = —x + 3\/5, y la semicircunferencia y = V9 — x?
aparecen distorsionadas (a) en una ventana no cuadrada, pero son claras en (b) y (c), que son ventanas cuadradas
(ejemplo 2).

EJEMPLO 3 Grafique la funciéon y = 2 l =
Solucion  La figura 1.52a muestra la grafica en la ventana cuadrada predeterminada [—10,
10] por [—10, 10] de nuestro software de graficacion. Observe el segmento de recta casi ver-
tical en x = 2. En realidad no es parte de la grafica, y x = 2 no pertenece al dominio de la
funcion. Por prueba y error logramos eliminar la recta si cambiamos el tamafio de la ventana
a una menor de [—6, 6] por [—4, 4], que muestra mejor la grafica (figura 1.52b). [ |

10

~

—10| | : : J110 -6

i

~10 4
(@) (b)
FIGURA 1.52 Graficas de la funcion y = ﬁ Sin una cuidadosa eleccion

de la ventana, podria aparecer una recta vertical (ejemplo 3).

En ocasiones la grafica de una funcion trigonométrica oscila muy rapido. Cuando una
calculadora o el software trazan los puntos de la grafica y los conectan, se pierden muchos de
los puntos maximos y minimos. La grafica resultante es muy engafosa.

EJEMPLO 4  Grafique la funcion f{x) = sen 100x.

Solucion  La figura 1.53a muestra la grafica de f en la ventana de [—12, 12] por [—1, 1].
Vemos que la grafica se ve muy extrafla, ya que la curva senoidal debe oscilar periddicamente
entre —1 y 1. El comportamiento no se exhibe en la figura 1.53a. Podriamos experimentar con

TN - W'l»111ly'\'l’|'|‘1lll»"ﬂ|‘;‘1l|‘\ly\y'v'l'4“;‘1'; VAMV\VA

1 -1
(a) (b) (C)

FIGURA 1.53 Graficas de la funcion y = sen 100x en tres ventanas. Puesto que el periodo es 277/100 ~ 0.063, la ventana
mas pequefia en (c) muestra mejor los aspectos reales de esta funcion que oscila rapidamente (ejemplo 4).
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una ventana mas pequefia, digamos [—6, 6] por [—1, 1], pero la grafica no es mejor (figura
1.53b). La dificultad es que el periodo de la funcion trigonométrica y = sen 100x es muy pe-
quefio (277/ 100 ~ 0.063). Si elegimos la ventana mucho mas pequefia [—0.1, 0.1] por [—1, 1],
obtenemos la grafica que se observa en la figura 1.53c. Esa grafica revela las oscilaciones
esperadas de una curva senoidal. [

EJEMPLO 5  Grafique la funciéon y = cos x + %sen 50x.

Solucion  En la ventana [—6, 6] por [—1, 1] la grafica se parece mucho a la funcion coseno
con algunas pequefas perturbaciones en ella (figura 1.54a). Obtenemos una mejor imagen
cuando reducimos en forma significativa la ventana a [—0.6, 0.6] por [0.8, 1.02], para obte-
ner la grafica de la figura 1.54b. Ahora vemos las pequefias pero rapidas oscilaciones del
segundo término, (1/50)sen 50x, que se afiaden a los valores relativamente mayores de la cur-
va coseno. [

1 1.02

0.6

-1 0.8
(a) (b)

FIGURA 1.54 En (b) vemos la imagen de un acercamiento de la funcién

1 o . -
y=cosx + 50 Sen 50x cuya grafica esta en (a). El término cos x claramente

domina al segundo término, 505N 50x, que produce las oscilaciones rapidas

a lo largo de la curva coseno. Ambas imagenes son necesarias para tener una

idea clara de la grafica (ejemplo 5).

Como obtener una grafica completa

Algunos dispositivos no mostraran la parte de la grafica de f(x) cuando x < 0. Por lo regular
eso sucede a consecuencia del procedimiento que el dispositivo utiliza para calcular los valores
de la funcion. En ocasiones obtenemos la grafica completa al definir la formula para la fun-
cion de una manera diferente.

EJEMPLO 6  Grafique la funcién y = x!/3.

Solucion  Algunos dispositivos para graficar muestran la grafica que aparece en la figura
1.55a. Cuando la comparamos con la grafica de y = x!/3 = Vx en la figura 1.17, vemos que
se pierde la rama izquierda para x < 0. La razén de que las graficas difieran es que muchas

2 2
3| L ] ] ] ] I3 3|t ] ] ] ] I (3
-2 -2
(a) (b)

FIGURA 1.55 En (a) se pierde la rama izquierda de la grafica de y = x!/3.

En (b) graficamos la funcion f(x) = i| |x| 1/3, en donde se obtienen ambas

|x
ramas. (Véase el ejemplo 6).
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calculadoras y muchos programas de graficacion calculan x!/3 como e(!/3) Inx, Pyesto que la
funcion logaritmo no esta definida para valores negativos de x, el dispositivo de computo solo
logra producir la rama derecha, donde x > 0. (En el capitulo 7 se presentan las funciones loga-
ritmica y exponencial).

Para obtener la representacion completa que muestre ambas ramas, podemos graficar la

funcion

o) = 2 |x['

x|

Esta funcién es igual a x!/3, excepto en x = 0 (donde f no esta definida, aunque 0/3 = 0).

La grafica de f se presenta en la figura 1.55b. [ |
Ejercicios 1.4
Seleccion de una ventana X 42 -1
En los ejercicios 1 a 4 utilice una calculadora graficadora o una compu- 19. f(x) = 241 20. fix) = 241
tadora para determinar cudl de las ventanas dadas muestra mejor la gra- ! g
fica de la funcion que se especifica. 21. f(x) = 5 X 22. f(x) = 5
. 5 X —x—06 x*=9
1. f(x) =x* — Tx" + 6x 5 5
6x° — 15x + 6 x =3
=1L -1,1 b. [-2,2 -5,5 23. =" 24. =
. 1;) ]l(I)Jor[ ,13) 10] d [ 5, 5] i 2’5 ]15 " 100 " o
¢ [10, 10} por [~10,10] . [=5, S]por [~25, 13] 25. y = sen250x 26. y = 3 cos 60x
2. flx) = x> — 4> —4x + 16
X X
a. [—1, 1] por[—5,5] b. [—3, 3] por [—10, 10] 27. y = 008<5> 28. y ES%(@)
c. [—5, 5] por [—10, 20] d. [—20, 20] por [—100, 100] 1 |
3. f(x) =5+ 12x — & 29.y=x+ﬁsen30x 30.y=x2+%c05100x
a. [=1 1] por[=1,1] b. [=5, 5] por [~10, 10] 31. Grafique la mitad inferior de la circunferencia definida por la ecua-
c. [—4, 4] por [-20, 20] d. [—4, 5] por [—15, 25] cionx? + 2x = 4 + 4y — 2.
4, f(x) = V5 +4x — x? 32. Grafique la rama superior de la hipérbola y? — 16x2 = 1.
a. [—2,2]por[—2,2] b. [—2, 6] por [—1, 4] 33. Grafique cuatro periodos de la funcion f(x) = —tan 2x.
c. [—3, 7] por[0, 10 d. [—10, 10] por [-10, 10
[ Tpor . [ Tpor ] 34. Grafique dos periodos de la funcion f(x) = 3 cot% + 1.
Determinacién de una ventana ) )
En los ejercicios 5 a 30 determine una ventana adecuada para la funcién 35. Grafique la funcion f(x) = sen 2x + cos 3x.
dada y utilicela para mostrar su grafica. s 5 36. Grafique la funcion f(x) = sen x.
) =x'— 4’ + ) =L % o+
5. fl0) =" = dx 15 6- f(x) 302 ol Graficacién en modo de puntos (Dot)
7. f(x) =x> = 5+ 10 8. f(x) = 4x> — x* Otra forma de evitar conexiones incorrectas cuando se utiliza un dispo-
sitivo de graficacion es por medio del uso del “modo de puntos” (dot) que
— \/ 2 _ 2 3
9. fx) =xV9 —x 10. f(x) = x(6 = x) traza s6lo los puntos. Si su dispositivo de graficacion le permite ese modo,
1. y = 2x — 3:2° 12. y = X33 = 8) uselos para trazar las funciones en los ejercicios 37 a 40.
1 1
13. y = 5% — 2x 14. y = X35 — x) 3My=13 38. y =seny
3 _
15. y = | — 1] 16. y = |x* — x| 39. y = x|x] 40.y=x2 !
17. y =253 18. y=1——1 o
YT +2 i x+3
Capitulo Preguntas de repaso
1. ;Qué es una funcion? ;Cual es su dominio? ;Su rango? ;Qué es un 3. ;Qué es una funcion definida por partes? Dé ejemplos.

diagrama de flechas para una funcién? Dé ejemplos.

2. (Qué es la grafica de una funcion con valores reales de una variable
real? ;Cual es la prueba de la recta vertical?

4.

(Cuales son los tipos importantes de funciones que se encuentran con
frecuencia en calculo? Dé un ejemplo de cada tipo.



5. (Qué se entiende por funcion creciente? (Y por funcion decreciente?
Dé un ejemplo de cada una.

6. /Qué es una funcion par? ;Qué es una funcion impar? ;Cuales son
las propiedades de simetria que tienen las graficas de tales funciones?
De esto, ;qué ventajas se pueden aprovechar? Dé un ejemplo de una
funcion que no sea par ni impar.

7. Si fy g son funciones reales, jcomo estan relacionados los do-
minios de /' + g, f — g, fg 'y f/g con los dominios de [y g?
D¢ ejemplos.

8. ;Cuando es posible realizar la composicion de una funcion con
otra? Dé ejemplos de composiciones y sus valores en varios pun-
tos. ¢Importa el orden en el que se lleva a cabo la composicion de
funciones?

9. ;Como debe cambiar la ecuacion y = f(x) para trasladar su grafica
| k| unidades verticalmente hacia a arriba o hacia abajo? ;Horizontal-
mente hacia la derecha o hacia la izquierda? D¢ ejemplos.

10. ;Coémo debe cambiar la ecuacion y = f{(x) para comprimir o alargar
su grafica por un factor ¢ > 1? ;Para reflejar la grafica con respecto
a un eje de coordenadas? D¢ ejemplos.
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11. ;Cual es la ecuacion estandar de una elipse con centro en (4, k)?
;Cual es su eje mayor? ;Cual es su eje menor? Dé ejemplos.

12. ;Qué es una medida en radianes? ;Como se convierte de radianes a
grados? ;Como se convierte de grados a radianes?

13. Realice la grafica de cada una de las seis funciones trigonométricas.
;Qué simetrias tienen sus graficas?

14. ;Qué es una funcion periodica? Dé ejemplos. ;Cual es el periodo de
cada una de las seis funciones trigonométricas?

15. Comenzando con la identidad sen? 6 + cos? § = 1 y las formulas
para cos(4 + B) y sen(4 + B), muestre como se pueden deducir va-
rias de las identidades trigonométricas.

16. ;Como esta relacionada la férmula general para la funciéon seno,
f(x) = 4 sen (27/B)(x — C)) + D, con el desplazamiento, el alar-
gamiento, la compresion y la reflexion de su grafica? Dé ejemplos.
Trace la grafica de la curva del seno e identifique como actian las
constantes 4, B, C'y D.

17. Mencione tres problemas que podrian surgir cuando se grafican fun-
ciones mediante una calculadora o una computadora con un programa
de graficacion. Dé ejemplos.

Capitulo Ejercicios de practica

Funciones y sus graficas
1. Exprese el area y la circunferencia de un circulo como funciones
del radio del circulo. Luego exprese el area como funcion de la cir-
cunferencia.

2. Exprese el radio de una esfera como funcion del area de la superficie
de la esfera. Luego exprese el area de la superficie como funcion del
volumen.

3. Un punto P, en el primer cuadrante, estd en la parabola y = x2. Ex-
prese las coordenadas de P como funcién del angulo de inclinacién
de la recta que une a P con el origen.

4. Un globo de aire caliente que se eleva verticalmente desde el nivel del
suelo es localizado por una estacion rastreadora ubicada a 500 ft
del punto de lanzamiento. Exprese la altura del globo como una fun-
cién del angulo que forma la recta, que va de la estacion al globo,
con el suelo.

En los ejercicios 5 a 8, determine si la grafica de la funcion es simétrica
con respecto al eje y, al origen o a ninguno de los dos.

S. y:xl/s 6.y:x2/5

T.y=x>—2x—1 8./\/:5"Z

En los ejercicios 9 a 16, determine si la funcion es par, impar o ninguna
de las dos.

9. y=x>+1 10 y=x — x> —x

11. y =1 — cosx 12. y = secxtanx
X+l
X = 2x

13. y = 14. y = x — senx

15. y = x + cosx 16. y = xcosx

17. Suponga que tanto f como g son funciones impares definidas sobre

toda la recta real. ;Cuales de las siguientes (donde estén definidas)
son pares? ;Cuales son impares?

3

a. fg b f

18. Si f(a — x) = f(a + x), demuestre que g(x) = f(x + a) es una fun-
cion par.

c. f(senx)  d. g(secx) e |g]

En los ejercicios 19 a 28, determine (a) el dominio y (b) el rango.
20 y=-2+ VI —x

22, y =327+ 1

19. y =|x| -2
21 y = V16 — 22
23. y=2¢* -3 24. y = tan (2x — m)
26. y = x**

28. y=—1+ V2 —x

29. Indique si cada una de las funciones es creciente, decreciente o nin-
guna de éstas.

25. y =2sen(3x + 7) — 1

27. y=In(x —3) +1

a. El volumen de una esfera como funcion de su radio.
b. La funcién mayor entero.

¢. La altura sobre el nivel del mar en la Tierra como funcién de la
presion atmosférica (suponiéndola distinta de cero).

d. La energia cinética como una funcion de la velocidad de una
particula.

30. Determine el mayor intervalo en el cual la funcién dada es creciente.
a. f(x)=|x—-2|+1
c. gx) = (3x — IS

b. f(x) = (x + 1)*

d. R(x) = V2x — 1

Funciones definidas por partes
En los ejercicios 31 y 32, determine (a) el dominio y (b) el rango.

31 _{\/*x, —4=x=0
YT Wi 0<x=4

—x — 2, 2 =x= -1
32.y= X, —-1<x=1
—x + 2, 1<x=2
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En los ejercicios 33 y 34, escriba una formula definida por partes para la
funcion.
33. 4.

N

0] i 2

2.5)

Composicion de funciones
En los ejercicios 35 y 36, determine

a. (feg(-1)
e (fe ).

3. f(x) = 1.

b. (g f)(2).
d. (g°g).

1
W i2
g(x) = Va+1
En los ejercicios 37 y 38, (a) escriba las formulas para f ° gy para g ° f;
para cada una de ellas determine (b) el dominio y (c) el rango.
37. f(x) =2 — X%, glx) = Vx+2
38. fx) = Vx, gx)=VI1-x

Para los ejercicios 39 y 40, haga un bosquejo de las graficas de /'y de
Sef.

36. f(x) =2 — x,

—x—2, —4=x=-1
39. f(x) =4 —1, -1<x=1
x — 2, 1<x=2
+1, 2=x<0
4. fx) =3 " *
x—1, 0=x=2

Composicion con valores absolutos En los ejercicios 41 a 48, grafique
juntas f1y f2. Luego describa como la aplicacion de la funcion valor ab-
soluto en f5 afecta a la grafica de f).

J1x) S2(x)

41. x x|

42. X2 |x
43. X | %3]
4. X2 +x |x2 + x|
45. 4 — x? |4 — X

1 1

46. m
47. Vx Vx|
48. senx sen |x|

Traslacion y cambio de tamaiio de graficas

49. Suponga que se tiene la grafica de g. Escriba las ecuaciones para las
graficas que se obtienen, a partir de la grafica de g, mediante trasla-
cion, cambio de tamafio o reflexion, como se indica.

a. Hacia arriba % unidad, a la derecha 3

b. Hacia abajo 2 unidades, a la izquierda 2

3
c. Reflexion con respecto al eje y

d. Reflexion con respecto al eje x

Ed 6s.

e. Alargamiento vertical en un factor de 5
f. Compresion horizontal en un factor de 5

50. Describa como se obtiene cada grafica teniendo como base la grafica
dey = f(x).
a. y= f(x —5)
c. y = f(=3x)

e.y:f(§)74

En los ejercicios 51 a 54, grafique cada funcion; no lo haga mediante el
trazado de puntos, sino iniciando con la grafica de una de las funciones
estandar que se presentaron en las figuras 1.14 a 1.17; luego aplique una
transformacion adecuada.

b. y = f(4x)
d. y=f2x+1)

f. y=-3f(x) +%

- _ x -1 -2
5Ly = —\/1+3 52.y=1-3
53. y = % + 1 54, y = (—5x)'

2x
Trigonometria

En los ejercicios 55 a 58 realice un bosquejo de la grafica dada. ;Cual es
el periodo de la funcion?

55. y = cos2x 56. y = sen%
57. y = senmx 58. y = cos%

59. Grafiquey = 2 cos (x - %)

60. Grafiquey = 1 + sen (x + %)

En los ejercicios 61 a 64, el triangulo ABC es un triangulo rectangulo con
angulo recto en C. Los lados a, b y ¢ son opuestos a los angulos 4, By C,
respectivamente.

61. a. Determineay b,sic =2,B = /3.
b. Determineayc,sib=2,B = /3.

62. a. Exprese a en términos de 4 y c.
b. Exprese a en términos de 4 y b.
63. a. Exprese a en términos de By b.
b. Exprese C en términos de 4 y a.
64. a. Exprese sen 4 en términos de a y c.
b. Exprese sen 4 en términos de b y c.

65. Altura de un poste Dos cables van de la parte superior 7" de un
poste vertical a dos puntos By C en el suelo, donde C esta 10 m
mas cerca a la base del poste que el punto B. Si el cable BT forma
un angulo de 35° con la horizontal, mientras que el cable CT for-
ma un angulo de 50° con la horizontal, ;cual es la altura del poste?

66. Altura de un globo meteorologico Dos observadores ubicados en
Ay B, separados 2 km entre si, miden de forma simultanea el angu-
lo de elevacion de un globo aerostatico; las medidas son 40° y 70°,
respectivamente. Si el globo esta directamente arriba de un punto del
segmento de recta que une a 4 y B, determine la altura del globo.

67. a. Grafique la funcion f(x) = senx + cos(x/2).

b. ;Cual parece ser el periodo de esta funcion?
c. Confirme de forma algebraica su respuesta al inciso (b).
Grafique f(x) = sen(1/x).

(Cuales son el dominio y el rango de f?

R

c. (Es f periddica? Justifique su respuesta.
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Capitulo

Las funciones y sus graficas
1. ;Existen dos funciones /'y g, tales que /' o g = g o f? Justifique su
respuesta.

2. (Existen dos funciones /'y g con la siguiente propiedad? Las grafi-
cas de /'y g no son lineas rectas, pero la grafica de f° g es una recta.
Justifique su respuesta.

3. Si f(x) es impar, ;jpuede decir algo de g(x) = f(x) — 2? ;Qué ocu-
rriria si f fuera par? Justifique su respuesta.

4. Si g(x) es una funcion impar definida para todos los valores de x,
(qué puede decir acerca de g(0)? Justifique su respuesta.

5. Grafique la ecuacion |x| + |[y| =1+ x.

6. Grafique la ecuacion y + |y| = x + |x|.

Deducciones y demostraciones
7. Demuestre las siguientes identidades.

1 —cosx _ senx

l —cosx _ . 7Xx
senx 1 + cosx

1+ cosx 2

a.

8. Explique la siguiente “demostracion sin palabras” de la ley de los
cosenos. (Fuente: “Proof without Words: The Law of Cosines”, Sid-
ney H. Kung, Mathematics Magazine, vol. 63, num. 5, diciembre
de 1990, p. 342).

9. Demuestre que el area del tridngulo 4BC esta dada por (1/2)ab sen C
= (1/2)bc sen A = (1/2)ca sen B.

10. Demuestre que el area del triangulo ABC esta dada por
\/s(s —a)(s — b)(s — c)dondes = (a + b + ¢)/2,esel
semiperimetro del triangulo.

11. Demuestre que si f es tanto par como impar, entonces f(x) = 0 para
toda x en el dominio de f.

12. a. Descomposiciones par-impar Sea f una funcién cuyo domi-
nio es simétrico con respecto al origen, esto es, siempre que x esté
en el dominio, —x también lo estara. Demuestre que f es la suma
de una funcion par y de una funcién impar:

J() = E(x) + O(),

Ejercicios adicionales y avanzados

donde P es una funcion par e / es una funcion impar. (Sugerencia:
Sea E(x) = (f(x) + f(—x))/2. Demuestre que P(—x) = P(x), asi
que P es par. Luego demuestre que /(x) = f(x) — P(x) es impar).
b. Unicidad Demuestre que solo existe una forma de escribir f
como la suma de una funcién par y una funcion impar.
(Sugerencia: Una forma se presenta en el inciso (a). Si ademas,
f(x) = Pi(x) + I1(x), donde P, es par e /; es impar, demuestre
que P — Py = I, — I. Luego utilice el ejercicio 11 para demos-
trarque P=Piel =1.
Exploraciones con graficadoras-efectos de los parametros
13. ;Qué sucede con la grafica de y = ax? + bx + ¢, cuando
a. a cambia, mientras que b y ¢ permanecen fijas?
b. b cambia (a y ¢ permanecen fijas, con a # 0)?
¢. ¢ cambia (a y b permanecen fijas, con a # 0)?
14. ;Qué sucede con la grafica de y = a(x + b)? + ¢, cuando
a. a cambia, mientras que b y ¢ permanecen fijas?
b. b cambia (a y ¢ permanecen fijas, con a # 0)?
¢. ¢ cambia (a y b permanecen fijas, con a # 0)?
Geometria
15. El centro de masa de un objeto se mueve a velocidad constante v, a lo
largo de una recta. La siguiente figura ilustra el sistema de coorde-
nadas y la recta de movimiento. Los puntos indican las posiciones
del objeto cada segundo. ;Por qué las areas 4y, 45, ... , As de la figura
son iguales? Como en la ley de areas iguales de Kepler [véase la sec-

cion 13.6 (volumen 2)], la recta que une el centro de masa del objeto
con el origen barre areas iguales en tiempos iguales.

y
%
10+ S t=6
g
° 5
Z
t=1

Kilémetros

16. a. Determine la pendiente de la recta que va del origen al punto me-
dio, P, del lado AB del triangulo de la siguiente figura (a, b > 0).

y

B(0, b)

X
o A(a, 0)

b. (Cuando es OP perpendicular a AB?
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17. Considere el cuarto del circulo de radio 1 y los triangulos rectangulos 18. Sean f(x) = ax + by g(x) = cx + d. {Qué condiciones deben sa-
ABE y ACD de la siguiente figura. Utilice las formulas comunes del tisfacer las constantes a, b, ¢ y d para que (f ° g)(x) = (g ° f)(x)
area para concluir que para todo valor de x?

1 [ 1 senf
= <<=
2sen0cos(9 2 = 2 cosf
y
0, 1)¢ C
B
\
1 \
\
\
6 b .
A E (1,0)
Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica

Una panordamica de Mathematica
Un panorama de Mathematica es suficiente para completar los modulos de Mathematica que aparecen en el sitio Web.

Moédulo Mathematica/Maple:

Modelacion del cambio: Resortes, conduccion segura, radiactividad, arboles, peces y mamiferos
Construya e interprete modelos matematicos, analicelos y mejorelos; luego haga predicciones con base en ellos.



LIMITES Y CONTINUIDAD

INTRODUCCION Los matematicos del siglo XviI estuvieron profundamente interesados en el
estudio del movimiento de objetos en la Tierra o cerca de ella, asi como en el movimiento de
los planetas y las estrellas. Este estudio incluy6 tanto la rapidez de los objetos como la direc-
cién de su movimiento en cualquier instante; los matematicos sabian que la direccion era tan-
gente a la trayectoria del movimiento. El concepto de limite es fundamental para determinar la
velocidad de un objeto en movimiento y la tangente a una curva. En este capitulo desarro-
llamos tal concepto, primero de una manera intuitiva y luego formalmente. Utilizamos limites
para describir la forma en que una varia funcién. Algunas funciones varian continuamente,
cambios pequefios en x producen s6lo cambios pequefios en f(x). Otras funciones pueden tener
valores que “saltan”, varian erraticamente, o tienden a aumentar o disminuir sin cota. La no-
cion de limite brinda una forma precisa de distinguir entre dichos comportamientos.

2 1 | Tasas de cambio y tangentes a curvas

BIOGRAFIA HISTORICA*

Galileo Galilei
(1564-1642)

El célculo es una herramienta que sirve para ayudarnos a comprender como cambian las rela-
ciones funcionales, tal como la posicion o la rapidez de un objeto en movimiento como una
funcion del tiempo, o bien, el cambio de la pendiente de una curva por la cual se desplaza un
punto. En esta seccion presentamos las ideas de tasas de cambio promedio e instantanea y
mostramos que estan muy relacionadas con la pendiente de una curva en un punto P en la
curva. En el siguiente capitulo estudiaremos desarrollos precisos de conceptos tan importantes,
pero por ahora utilizaremos un enfoque informal, el cual permitira ver al lector como esos con-
ceptos conducen de una manera natural a la idea central de este capitulo: el limite. Veremos que
los limites desempefian un papel fundamental en célculo y en el estudio del cambio.

Rapidez promedio y rapidez instantanea

A finales del siglo xvi, Galileo descubridé que si un sdlido, cerca de la superficie terrestre,
se deja caer a partir del reposo (es decir, cuando no estd en movimiento) y se le permite caer li-
bremente, recorrera una distancia proporcional al cuadrado del tiempo durante el que ha caido.
Este tipo de movimiento se denomina caida libre. Se supone que la resistencia que ejerce
el aire para detener la caida del objeto es despreciable y que la tnica fuerza que acttia sobre el
objeto es la gravedad. Si y denota la distancia recorrida en pies (ft) después de ¢ segundos, en-
tonces la ley de Galileo es

y = 1612,

donde 16 es la constante de proporcionalidad (aproximada). (Si y se mide en metros, la cons-
tante es 4.9).

La rapidez promedio de un objeto en movimiento durante un intervalo de tiempo se de-
termina dividiendo la distancia recorrida entre el tiempo transcurrido al recorrer esa distancia.
La unidad de medida es longitud por unidad de tiempo: kildmetros por hora, pies (0 metros)
por segundo o cualquiera que sea adecuada para el problema del que se trate.

* Para aprender mas acerca de los personajes historicos mencionados en el texto, asi como sobre el desa-
rrollo de muchos elementos importantes y temas de calculo, visite www.aw.com/thomas.
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Capitulo 2: Limites y continuidad

EJEMPLO 1 Se deja caer una roca desde lo alto de un acantilado. ;Cual es la rapidez promedio

(a) durante los primeros 2 segundos de la caida?
(b) durante el intervalo de un segundo entre el segundo 1 y el segundo 2?

Solucion  La rapidez promedio de la roca durante el intervalo de tiempo dado es el cambio en
la distancia, Ay, dividido entre el intervalo de tiempo, At. (En el apéndice 3 se revisan incre-
mentos tales como Ay y Af). Si medimos la distancia en ft y el tiempo en segundos, tenemos
los siguientes célculos:

. Ay 16(2)* — 16(0)° ft
(a) Para los primeros 2 segundos: A 2’20 =32 seg
Ay 16(2)* — 16(1)° ft

(b) Del segundo 1 al segundo 2: AT -1 g .

Buscamos una forma para determinar la rapidez de un objeto que cae en el instante #), en vez
de utilizar su rapidez promedio en un intervalo de tiempo. Para hacer esto, examinamos lo que
sucede cuando calculamos la rapidez promedio en intervalos cada vez mas pequefios, iniciando
en ty. El siguiente ejemplo muestra el proceso. Aqui, nuestro analisis es informal, pero se hara
con mayor precision en el capitulo 3.

EJEMPLO 2
t = 2 segundos.

Determine la rapidez de la roca que cae en el ejemplo 1, en + = 1 y en

Solucion  Podemos calcular la rapidez promedio de la roca en un intervalo de tiempo
[#0, to + K], que tiene una longitud A7 = A, como

Ay 16(ty + h)* — 161>
A p : (1)

No es posible utilizar esta formula para calcular la rapidez “instantanea” en el momento exacto
to haciendo simplemente la sustitucion 2 = 0, ya que no podemos dividir entre cero. Pero po-
demos usarla para calcular la rapidez promedio en intervalos de tiempo cada vez mas pequeiios
iniciando en 7y = 1 y #, = 2. Cuando hacemos esto, vemos un patrén (tabla 2.1).

TABLA 2.1 Valores de rapidez promedio en intervalos de tiempo pequeios [to, tg + h]

Ay 16(ty + h)2 — 16102

Rapidez promedio: — =
pidez p Ar 7

Longitud del Rapidez promedio en el Rapidez promedio en el
intervalo de intervalo de longitud intervalo de longitud
tiempo A que iniciaen#) = 1 que inicia en 7) = 2
1 48 80
0.1 33.6 65.6
0.01 32.16 64.16
0.001 32.016 64.016
0.0001 32.0016 64.0016

La rapidez promedio en intervalos que inician en # = 1, cuando la longitud del inter-
valo disminuye, parece que se aproxima a un valor limite de 32. Esto sugiere que la roca, en
to = 1 seg, cae con una rapidez de 32 ft/seg. Confirmemos esto algebraicamente.



Secante

P(x;, fix)))

0 X X2

FIGURA 2.1 Una secante a la grafica de
¥ = f(x). Su pendiente es Ay/Ax, la tasa
de cambio promedio de f en el intervalo

[x1, x2].

FIGURA 2.2 L es tangente a la circunferencia
en P si pasa por P de manera perpendicular
al radio OP
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Si consideramos que 7y = 1, luego desarrollamos el numerador en la ecuacion (1) y sim-
plificamos, encontraremos que

Ay 161 + h)* —16(1)* 161 + 2k + #°) — 16
At h N h

_ 32h + 16/

=32 + 16h.
i 32 + 16k

Para valores de / diferentes de cero, las expresiones de los lados derecho e izquierdo son equi-
valentes, y la rapidez promedio es de 32 + 16h ft/seg. Ahora vemos por qué la rapidez pro-
medio tiene el valor limite 32 + 16(0) = 32 ft/seg, cuando 4 se aproxima a cero.

De forma andloga, si en la ecuacion (1) se establece que #) = 2, el procedimiento da como
resultado

AY _ 64 + 16k
At

para valores de % diferentes de cero. Cuando / esta cada vez mas cercana a cero, para ty = 2,
la rapidez promedio tiene el valor limite de 64 ft/seg, como lo sugiere la tabla 2.1. [ ]

La rapidez promedio de un objeto que cae es un ejemplo de una idea mas general, la cual
se analiza a continuacion.

Tasas de cambio promedio y rectas secantes

Dada una funcién arbitraria y = f{(x), calculamos la tasa de cambio promedio de y con respecto
a x en el intervalo [x, x;] al dividir el cambio en el valor de y, Ay = f(x;) — f(x) entre la lon-
gitud Ax = x, — x; = h del intervalo durante el cual ocurre el cambio. (Para simplificar la
notacion, aqui y posteriormente, utilizamos el simbolo /4 en lugar de Ax).

DEFINICION  La tasa de cambio promedio de y = f(x) con respecto a x, en el inter-
valo [x1, x2], es

Ay flo) = flr) _ fla + h) — flx)

— == . h#0.

Geométricamente, la tasa de cambio de f en [x, x] es la pendiente de la recta que pasa por
los puntos P(xy, f(x1)) y O(xa, f(x7)) (figura 2.1). En geometria, una recta que une dos puntos
de una curva es una secante de esa curva. Asi, la tasa de cambio promedio de f de x; a x; es la
misma que la pendiente de la secante PQ. Considere lo que sucede cuando el punto Q se apro-
xima al punto P a lo largo de la curva, de manera que la longitud % del intervalo en el que
ocurre el cambio se aproxima a cero.

Definicion de la pendiente de una curva

Sabemos lo que significa la pendiente de una recta, que nos indica la razén a la cual se eleva o
desciende, esto es, su tasa de cambio como la grafica de una funcidn lineal. Pero, ;qué sig-
nifica la pendiente de una curva en un punto P de ésta? Si existe una recta fangente a la curva en
P (una recta que solo toca la curva, como la tangente a una circunferencia) seria razonable
identificar la pendiente de la tangente como la pendiente de la curva en P. Asi, necesitamos un
significado preciso para la tangente en un punto de esta curva.

Para circunferencias, la tangencia es directa. Una recta, L, es tangente a una circunferen-
cia en un punto P si L pasa por P perpendicularmente al radio en P (figura 2.2). Tal recta sélo
toca la circunferencia. Pero, ;qué significa decir que una recta L es tangente a alguna curva C
en el punto P?
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Pierre de Fermat
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Con la finalidad de definir tangencia para curvas generales, necesitamos un enfoque que
tome en cuenta el comportamiento de las secantes que pasan por P y puntos cercanos O,
cuando Q se mueve hacia P a lo largo de la curva (figura 2.3). A continuacidon presentamos
la idea:

1. Inicie con lo que podemos calcular, es decir, la pendiente de la secante PQ.

2. Investigue el valor limite de la pendiente de la recta secante cuando Q se aproxima a P a lo
largo de la curva. (En la siguiente seccion aclaramos la idea de limite).

3. Si el limite existe, tomelo como la pendiente de la curva en Py defina la tangente a la
curva en P como la recta que pasa por P con esta pendiente.

Seguimos este procedimiento en el problema de la roca que caia analizado en el ejemplo 2.
El siguiente ejemplo ilustra la idea geométrica para la tangente a una curva.

Tangente Secantes

P i —

\
é\ Tangente/'

Secantes

FIGURA 2.3 Latangente a la curva en P es la recta que pasa por P cuya pendiente es el limite de
las pendientes de las rectas secantes cuando Q — P por ambos lados.

EJEMPLO 3 Seguimos este procedimiento en el problema de la roca que caia analizado en el
ejemplo 2. El siguiente ejemplo ilustra la idea geométrica para la tangente a una curva.

Solucién  Iniciamos con una recta secante que pasa por P(2, 4) y Q2 + h, (2 + h)?), un
punto cercano. Luego escribimos una expresion para la pendiente de la secante PQ e investi-
gamos lo que sucede a la pendiente cuando Q se aproxima a P a lo largo de la curva:

Ay _@+hn*-22 RP+ah+4-4

Ax h h

_ W+ 4h
h

Pendiente de la secante =

=h+ 4.

Si & > 0, entonces Q esta arriba y a la derecha de P, como en la figura 2.4. Si 42 < 0, entonces
Q esta a la izquierda de P (no se muestra). En cualquier caso, cuando Q se aproxima a P a lo
largo de la curva, /& se aproxima a cero y la pendiente de la secante # + 4 se aproxima a 4.
Tomamos 4 como la pendiente de la parabola en P.

Lapendiente (2 + h)> — 4 _

de la secante es h bt

NO ESTA A ESCALA

FIGURA 2.4 Determinacion de la pendiente de la pardbola y = x2 en el punto
P(2, 4) como el limite de las pendientes de las rectas secantes (ejemplo 3).
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La tangente a la parabola en P es la recta que pasa por P con pendiente 4:

y=4+4kx—-2) Ecuacién punto pendiente

y =4x — 4. u

Tasas de cambio instantaneas y rectas tangentes

Los valores de rapidez (tasas de cambio) a la que caia la roca en el ejemplo 2 en los instantes
t = 1yt = 2se denominan tasas de cambio instantaneas. Estas y las pendientes de rectas tan-
gentes estan estrechamente relacionadas, como veremos en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 4  La figura 2.5 muestra como una poblacion p de moscas de la fruta (Drosophila)
crece en un experimento de 50 dias. El nimero de moscas se contd en intervalos regulares,
tales valores se graficaron con respecto al tiempo ¢ y los puntos se unieron mediante una curva
suave (de color naranja) en la figura 2.5. Determine la tasa promedio de crecimiento del dia 23
al dia 45.

Solucion  Habia 150 moscas el dia 23, y 340 el dia 45. Asi que el nimero de moscas se in-
crement6 en 340 — 150 = 190 en 45 — 23 = 22 dias. La tasa de cambio promedio de la
poblacion del dia 23 al dia 45 fue

. . Ap 340 — 150 _ 190 ,
Tasa de cambio promedio: ArC 45-23 2 © 8.6 moscas/dia.

350
300
250
200
150
100

50

Q(45, 340)
Ap-= 190

tas/dia

P(23, 150)

Numero de moscas

0 10 20 30 40 50
Tiempo (dias)

FIGURA 2.5 Crecimiento de una poblacién de moscas de la fruta
en un experimento controlado. La tasa promedio de cambio durante
los 22 dias es la pendiente Ap/A¢ de la recta secante (ejemplo 4).

Este promedio es la pendiente de la secante que pasa por los puntos Py Q en la grafica de la
figura 2.5. u

La tasa de cambio promedio del dia 23 al dia 45, que se calculd en el ejemplo 4, no nos
dice qué tan rapido cambia la poblacion el dia 23. Para eso necesitamos examinar intervalos de
tiempo mas cercanos al dia en cuestion.

EJEMPLO 5  ;Qué tan rapido aumento, en el dia 23, el nimero de moscas en la poblacion del
ejemplo 4?

Solucion  Para responder la pregunta, examinamos las tasas de cambio promedio en interva-
los cada vez mas pequefios que inicien en el dia 23. En términos geométricos, encontramos
dichas tasas mediante el calculo de las pendientes de las rectas secantes de P a Q, para una
sucesion de puntos Q que se aproximan a P a lo largo de la curva (figura 2.6).
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Ejercicios 2.1

Tasas de cambio promedio

En los ejercicios 1 a 6, encuentre la tasa de cambio promedio de la funcion
en el intervalo o intervalos dados.

1. fx)=x+1

a. [2,3]

2. g(x) = x*
a. [—1,1]

3. h(t) = cott

a. [m/4,3m/4]
4. g(t) =2 + cost
a. [0, 7]

14
A
Pendiente de PQ = Ap/At 350 BG35,350)
0 (moscas/dia) 0(45, 340)
§ 300
(45, 340) H ~ 8.6 g 250
w‘f;’ 200
330 — 150 s P(23, 150)
(40, 330) 0=~ 106 E 150
310 — 150 _ 100
(35, 310) 35— ~ 133 5
(30, 265) % ~ 16.4 0 07”0 30 20 50

A(14,0) Tiempo (dias)

FIGURA 2.6 Las posiciones y pendientes de cuatro secantes que pasan por el punto P en la grafica de la mosca de la fruta
(ejemplo 5).

Los valores en la tabla indican que las pendientes de las secantes aumentan de 8.6 a 16.4
cuando la coordenada ¢ de Q disminuye de 45 a 30; esperariamos que las pendientes aumen-
ten un poco cuando ¢ continue hacia 23. Geométricamente, las secantes giran alrededor de P
y, en la figura, parece que se aproximan a la recta en negro. Como esta recta parece que pasa
por los puntos (14, 0) y (35, 350), tiene pendiente

330 -0 _ 16.7 moscas/dia (aproximadamente).
35— 14
En el dia 23 la poblacion se incrementaba a una razén de alrededor de 16.7 moscas/dia. [ |

Se encontré que las tasas instantaneas, en el ejemplo 2, eran los valores de la rapidez
promedio, o tasas de cambio promedio, cuando la longitud del intervalo de tiempo, %, se apro-
ximaba a cero. Esto es, la tasa instantanea es el valor al que se aproxima la tasa promedio
cuando la longitud / del intervalo, en el que ocurre el cambio, se aproxima a cero. La tasa de
cambio promedio corresponde a la pendiente de una recta secante; la tasa instantanea corres-
ponde a la pendiente de la recta tangente cuando la variable independiente se aproxima a un
valor fijo. En el ejemplo 2, la variable independiente, #, se aproximo a los valores t = 1y t = 2.
En el ejemplo 3, la variable independiente x se aproximé al valor x = 2. Asi, vemos que
las tasas instantaneas y las pendientes de rectas tangentes estan estrechamente relacionadas.
Estudiaremos tal relacion a lo largo del siguiente capitulo, pero para hacerlo necesitamos del
concepto de limite.

5. R() = V40 + 1; [0,2]

6. P(0) = 6> — 46> + 50; [1,2]

Pendiente de una curva en un punto

En los ejercicios 7 a 14, utilice el método del ejemplo 3 para determinar
(a) la pendiente de la curva en el punto dado P y (b) una ecuacion de la
recta tangente en P.

b [-1,1]

b. [-2,0] 7.y=x*-3, P2,1)
8. y=5-x% P1,4
b. [7/6, 7/2] 9. y=x>—2x— 3, P2,-3)

10. y = x* — 4x, P(1,-3)
b. [, 7] 11. y = x%, P(2,8)



12. y=2-4x% P, 1
13. y =x° — 12x, P(1,-11)
14. y=x* — 332+ 4, P(2,0)

Tasas de cambio instantaneas

15. Rapidez de un automévil La siguiente figura muestra la grafica
distancia-tiempo para un automoévil deportivo que acelera a partir
del reposo.

650 P/
600 0 y
500 Q7
400 Q7'
300
0, /
200 /
100 »

0 5 10 15 20
Tiempo transcurrido (seg)

Distancia (m)

t

a. Estime las pendientes de las secantes PQ,, PQ,, PO3y PQ4,
luego anote los valores en una tabla como en la figura 2.6.
(Cuales son las unidades adecuadas para estas pendientes?

b. Después estime la rapidez del automovil en el instante 7 = 20 seg.

16. La siguiente figura muestra la grafica de la distancia contra el
tiempo de caida para un objeto que cae de un médulo lunar desde
una altura de 80 m con respecto a la superficie de la Luna.

a. Estime las pendientes de las secantes PQ,, PQ,, PO3y PQa,
luego anote los valores en una tabla como en la figura 2.6.

b. ;Qué tan rapido iba el objeto cuando chocd con la superficie lunar?

y
~ 80 P
E [on
g 60 05
5
S 40 (03
=
Q
§ 20 0
Z
t
0 5 10

Tiempo transcurrido (seg)

17. En la siguiente tabla se indican las utilidades de una compafiia pe-
quefia para cada uno de los primeros cinco afios de operacion.

Ao Utilidad en miles de délares
2000 6
2001 27
2002 62
2003 111
2004 174

a. Trace los puntos que representan la utilidad como una funcion del
afio y unalos mediante una curva suave.

18.

20.

21.
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(Cual es la tasa promedio de aumento de la utilidad entre 2002
y 2004?

Utilice su grafica para estimar la razén a la cual cambiaron las
utilidades en 2002.

Construya una tabla de valores para la funcion F(x) = (x + 2)/(x — 2)
en los puntos x = 1.2, x = 11/10,x = 101/100, x = 1001/1000,
x = 10001/10000 y x = 1.

a.

b.

a.

Con base en su tabla, determine la tasa promedio de cambio de
F(x) en los intervalos [1, x] para cada x # 1.

Si es necesario, amplie la tabla para tratar de determinar la tasa
de cambio de F(x) enx = 1.

. Seag(x) = \/);parax = 0.

Determine la tasa de cambio promedio de g(x) con respecto a x
en los intervalos [1, 2], [1, 1.5] y [1, 1 + A].

Construya una tabla de valores de la tasa promedio de cambio
de g con respecto a x en el intervalo [1, 1 + /] para algunos
valores de & que se aproximen a cero, digamos, # = 0.1, 0.01,
0.001, 0.0001, 0.00001 y 0.000001.

. De acuerdo con su tabla, jcual es el valor de la tasa de cambio de

g(x) conrespectoaxenx = 1?

. Calcule el limite de la tasa de cambio promedio de g(x) con res-

pecto ax en el intervalo [1, 1 + 4], cuando /4 se aproxima a cero.

Sea f(t) = 1/tparat # 0.

a.

Determine la tasa de cambio promedio de f'con respecto a ¢ en
los intervalos (i) desde r =2 at =3y (i))detr=2ar=T.

. Construya una tabla de valores de la tasa de cambio promedio de

fcon respecto a ¢ en el intervalo [2, 7] para algunos valores de ¢
que se aproximen a 2, digamos, t = 2.1, 2.01, 2.001, 2.0001,
2.00001 y 2.000001.

. ¢Qué valor indica su tabla para la tasa de cambio de f'con res-

pectoatent =27

. Calcule el limite cuando 7 se aproxima a 2 de la tasa de cambio

promedio de f'con respecto a ¢ en el intervalo de 2 a 7. Tendra
que trabajar con un poco de algebra antes de poder sustituir
t=2.

La siguiente grafica muestra la distancia total s recorrida por un
ciclista después de ¢ horas.

40

30

20

10

Distancia recorrida (mi)

0 1 2 3 4
Tiempo transcurrido

. Estime la rapidez promedio del ciclista durante los intervalos de

tiempo [0, 1], [1, 2.5] y [2.5, 3.5].

Estime la rapidez instantanea del ciclista en los instantes 1 = 1/2,
t=2yt=3.

Estime la rapidez maxima del ciclista y el momento especifico
cuando esto ocurre.
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22. La siguiente grafica muestra la cantidad total de gasolina, 4, en el a. Estime la tasa promedio de consumo de gasolina durante los
tanque de gasolina de un automovil después de haberlo conducido intervalos de tiempo [0, 3], [0, 5] y [7, 10].

durante ¢ dias.

A

16

12

Cantidad restante (gal)
[ee]

b. Estime la tasa instantanea de consumo de gasolina en los instantes
t=1,t=4yt=28.

c. Estime la tasa maxima de consumo de gasolina y el instante
especifico en el que ocurre.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo transcurrido (dias)

2 2 | Limite de una funcién y leyes de los limites

ENSAYO HISTORICO

Limites
y
— 1
x—1
L X
~1 0 1
L X
~1 0 1

FIGURA 2.7 La grafica de f es idéntica
aladelarectay = x + 1, exceptoenx = 1,
donde f no esta definida (ejemplo 1).

En la seccién 2.1 vimos que los limites surgen cuando determinamos la tasa instantdnea de
cambio de una funcién o la tangente a una curva. Aqui iniciamos con una definicién informal
de limite y mostramos como calcular los valores de limites. En la siguiente seccion se presenta
una definicion precisa.

Limites de los valores de una funcion

Con frecuencia, cuando estudiamos una funcion y = f{x), estamos interesados en el compor-
tamiento de la funcion cerca de un punto particular x, pero no en x,. Por ejemplo, éste podria

ser el caso si xp es un nimero irracional, como 7 o V 2, cuyos valores s6lo pueden aproxi-
marse mediante numeros racionales “cercanos” en los que en realidad evaluamos la funcion.
Otra situacion ocurre cuando tratamos de evaluar una funcién en x, lo cual lleva a una division
entre cero, que no estd definida. Esta ultima circunstancia la encontramos al buscar la tasa ins-
tantanea de cambio en y considerando el cociente Ay/h para h muy cercano a cero. A continua-
cién damos un ejemplo especifico donde exploramos numéricamente como se comporta una
funcion cerca de un punto particular en el que no es posible evaluar directamente la funcion.

EJEMPLO 1 ;Cual es el comportamiento de la funcion

O —

2 _
x —1

cercadex = 1?

Solucion  La formula dada define a f para todos los nimeros reales x, excepto x = 1 (no
podemos dividir entre cero). Para cualquier x # 1, es posible simplificar la férmula al factorizar
el numerador y cancelar los factores comunes:

x—Dx+1) _

fl) = ==

x + 1 para x # 1.

La grafica de f'es larectay = x + 1, a la cual se le quita el punto (1, 2). Este punto se muestra
como un circulo vacio o “agujero” en la figura 2.7. Aunque f(1) no esta definida, es claro que
podemos hacer el valor de f(x) tan cercano a 2 como se quiera si se selecciona a x suficien-
temente cerca de 1 (véase la tabla 2.2).

[
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TABLA 2.2 Cuanto mas cerca esté x de 1, mas cerca parecera estar
F0) = (¢ = 1)/(x — 1) de 2
_xX=1_
Valores de x menores y mayores a 1 fx) = -1 = x +1, x#1
0.9 1.9
1.1 2.1
0.99 1.99
1.01 2.01
0.999 1.999
1.001 2.001
0.999999 1.999999
1.000001 2.000001

Ahora generalizamos la idea ilustrada en el ejemplo 1.

Suponga que f(x) esta definida en un intervalo abierto alrededor de x, excepto posiblemente en
Xo. Si f(x) esta arbitrariamente cerca de L (tan cercano como queramos) para toda x suficiente-
mente cercana a x,, decimos que f'se aproxima al limite L cuando x tiende a x( y escribimos
lim f(x) = L,
XX
que se lee: “el limite de f(x) cuando x tiende a xy es L”. En el ejemplo 1 diriamos que f{(x)
tiende al /imite 2 cuando x se aproxima a 1 y escribimos

2 _
lim f(x) =2, o T
xX—>

=2.
x—1x—1

En esencia, la definicion dice que los valores de f{(x) estan cercanos al nimero L siempre que x
sea cercana a x( (a cualquier lado de x). La definicion es “informal”, porque las frases arbi-
trariamente cercana 'y suficientemente cerca no son precisas; su significado depende del con-
texto. (Para un mecanico que fabrica un piston, cercano significaria a unos cuantos milésimos
de una pulgada. Para un astrébnomo que estudia galaxias distantes, cercano seria a unos cuan-
tos miles de afios luz). No obstante, la definicion es suficientemente clara para permitirnos
reconocer y evaluar limites de funciones especificas. Sin embargo, necesitaremos la defini-
cion precisa de la seccion 2.3 cuando demostremos teoremas acerca de limites. A continuacion
estan algunos ejemplos mas que exploran la idea de limites.

EJEMPLO 2  Este ejemplo ilustra que el valor limite de una funcién no depende de como
esté definida la funcion en el punto al que se esta aproximando. Considere las tres funciones
en la figura 2.8. La funcion f'tiene limite 2 cuando x — 1, aunque f no esté definida en x = 1.

0 Y PZAI e Pz Y

0
2
_ -1 _ );71’“&1 _
@ f) =" (b) gt) = (©) h(x)=x+1
1, x=1

FIGURA 2.8 Los limites de f(x), g(x) y A(x) son iguales a 2 cuando x tiende a 1. Sin
embargo, solo /(x) tiene el mismo valor de la funcién que su limite en x = 1 (ejemplo 2).
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y
y=x
X0
X0 X
(a) Funcién identidad
y
k y=k
0 X0 *

(b) Funcién constante

FIGURA 2.9 Las funciones en el ejemplo 3
tienen limites en todos los puntos xj.

La funcioén g tiene limite 2 cuando x — 1, aunque 2 # g(1). La funcion /4 es la tinica de las tres
funciones, en la figura 2.8, cuyo limite cuando x — 1 es igual a su valor en x = 1. Para A,
tenemos lim,—; A(x) = A(1). Esta igualdad del limite y el valor de la funciéon son importantes;
regresaremos a ello en la seccion 2.5. [ |

EJEMPLO 3

(a) Sifeslafuncién identidad, f(x) = x, entonces para cualquier valor de x, (figura 2.9a),

lim f(x) = lim x = xo.
XX XX

(b) Sifes la funcién constante, f(x) = k (funcién con el valor constante k), entonces para
cualquier valor de xq (figura 2.9b),

lim f(x) = lim k = k.

XX XX

Como ejemplos de cada una de estas reglas, tenemos

limx =3 y

lim (4) = lim(4) = 4.
x—3 x—>=7 x—2
En el ejemplo 3 de la seccion 2.3 demostramos estas reglas. [ |

Algunas formas en las que los limites no existen se ilustran en la figura 2.10; se describen
en el siguiente ejemplo.

y y
_ 0, x<O0 1
YT, k=0
1
X X
0 0
0, x=0
y= 1
b sen g, X >0
1k
(a) Funcién escaldn unitario U(x) (b) g(x) ©) f(x)

FIGURA 2.10 Ninguna de estas funciones tienen limite cuando x tiende a 0 (ejemplo 4).

EJEMPLO 4  Analice el comportamiento de las siguientes funciones cuando x — 0.
0, x<0
Ulx) =
ORTCE
%, x#0
(b) glx) =
, x=20
0, x=0
© flx)= |
seny, x>0
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Solucion

(a) La funcidn tiene un salto: La funcion escalén unitario U(x) no tiene limite cuando x — 0,
ya que sus valores saltan en x = (. Para valores negativos de x, arbitrariamente cercanos
a cero, U(x) = 0. Para valores positivos de x, arbitrariamente cercanos a cero, U(x) = 1.
No existe un tnico valor L al que se aproxime U(x) cuando x — 0 (figura 2.10a).

(b) La funcion “crece” demasiado y no tiene limite: g(x) no tiene limite cuando x — 0, ya que
los valores de g crecen arbitrariamente en valor absoluto cuando x — 0 y no permanecen
cercanos a algun nimero real fijo (figura 2.10b).

(¢) La funcion oscila demasiado y no tiene limite: f(x) no tiene limite cuando x — 0, ya que
los valores de la funcion oscilan entre +1 y —1 en cada intervalo abierto que contenga a 0.
Los valores no permanecen cerca de algin nimero cuando x — 0 (figura 2.10c). [ |

Leyes de los limites

Cuando se estudian limites, en ocasiones utilizamos la notacion x — x, si queremos enfatizar
el punto xy que se considera en el proceso del limite (por lo regular, para mayor claridad de un
analisis o un ejemplo particular). En otras ocasiones, tal como en los enunciados del teore-
ma siguiente, emplearemos la notaciéon mas sencilla x — ¢ o x — a, que evita el uso del sub-
indice en x(. En todos los casos, los simbolos x, ¢ y a se refieren a un solo punto en el eje x que
puede o no pertenecer al dominio de la funcién que se estudie. Para calcular limites de fun-
ciones, que son a su vez combinaciones aritméticas de funciones con limites conocidos, uti-
lizamos varias reglas sencillas.

TEOREMA 1: Leyes de los limites  Si L, M, ¢ y k son numeros reales y
lim f(x) = L y lim g(x) = M, entonces

1. Regla de la suma: lim(f(x) + gix)) =L+ M
xX—c

2. Regla de la diferencia: lim(f(x) —glx)) =L - M
X—>c

3. Regla del miiltiplo constante:  lim (k- f(x)) = k- L
X—>c

4. Regla del producto: lim(f(x)-g(x)) = L-M

5. Regla del cociente: lim M = L, M#0
g M

6. Regla de la potencia: lim[f(x)]" = L", n es un entero positivo.
X—>c

7. Regla de la raiz: lim Vf(x) = /L =LV " n es un entero positivo
xX—c

(Si n es par, suponemos que lim f(x) = L > 0.)

En palabras, la regla de la suma dice que el limite de una suma es la suma de los limites. De
forma analoga, las siguientes reglas indican que el limite de una diferencia es la diferencia
de los limites; el limite de una constante por una funcion es la constante por el limite de la fun-
cién; el limite de un producto es el producto de los limites; el limite de un cociente es el
cociente de los limites (siempre que el limite del denominador no sea 0); el limite de una po-
tencia (o raiz) entera positiva de una funcion es la potencia (o raiz) entera del limite (siempre
que la raiz del limite sea un ntimero real).

Es razonable que las propiedades en el teorema 1 sean verdaderas (aunque tales argumen-
tos intuitivos no constituyan demostraciones). Con base en nuestra definicion informal de
limite, si x es suficientemente cercana a ¢, entonces f(x) es cercana a L, y g(x) es cercana
a M. Entonces es razonable que f(x) + g(x) sea cercana a L + M; f(x) — g(x) sea cercana a
L — M; kf(x) sea cercana a kL; f(x)g(x) sea cercana a LM, y f(x)/g(x) sea cercana a L/M, si
M no es cero. En la seccion 2.3, con base en una definicion precisa de limite, demostraremos
la regla de la suma. Las reglas 2 a 5 se demuestran en el apéndice 4. La regla 6 se obtiene al
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aplicar la regla 4 de manera repetida. La regla 7 se demuestra en textos mas avanzados. Las
reglas de la suma, de la diferencia y del producto pueden extenderse a cualquier nimero de
funciones, no sélo para dos.

EJEMPLO 5  Utilice las observaciones lim,—. k = ky lim,—.x = ¢ (ejemplo 3) las propie-
dades de los limites para determinar los siguientes limites.

4 2 _
(@) lim(> + 42 —3)  (b) lim % (© limz\/4x2 -3
xX—c xX—>—.

X—>c x2
Solucion

(@) lim(* + 4x* — 3) = lim x> + lim 4x> — lim 3 Reglas de la suma y de la diferencia
x—c x—c x—c x—c

=+ 4% -3 Reglas de la potencia y del multiplo

lim(x* + %% — 1
Xt —1 _ x—>c( ) .
(b) lim 5 = 5 Regla del cociente
e x4+ 5 lim (x* + 5)

X—c

lim x* + lim x* — lim 1
— — —
== - x2 ¢ . e Reglas de la suma y de la diferencia
lim x* + lim 5

xX—c Rande
4 2
¢ttt —1
S — Reglas de la potencia y el producto
c“+5
(© lim V42 — 3 =V lim (42 — 3) Regla de la raiz con n = 2
x—=2 x—=2
= \/ lim 4x* — lim 3 Regla de la diferencia
x—>-2 x—>=2

= \V4(-2)? -3 Reglas del producto y del multiplo
V16 — 3
\4E) m

Dos consecuencias del teorema 1 simplifican atin mas la tarea de calcular limites de funciones
polinomiales y racionales. Para evaluar el limite de una funcién polinomial cuando x se apro-
xima a ¢, basta con sustituir x por ¢ en la formula de la funcion. Para evaluar el limite de una
funcion racional cuando x se aproxima a un punto c, en el que el denominador no sea cero,
sustituya la x por ¢ en la formula de la funcion. (Véase los ejemplos 5a y 5b). Veremos los
resultados formalmente en los siguientes teoremas.

TEOREMA 2: Limites de polinomios

SiP(x) = ayx” + ap_ X"~ + -+ + ap, entonces
lim P(x) = P(c) = ayc" + ap_1" '+ - + ay.
xX—c

TEOREMA 3: Limites de funciones racionales
Si P(x) y Q(x) son polinomios, y Q(c) # 0, entonces
P(x) P(c)
im = .
x=e O(x)  QOle)




Identificacién de factores comunes
Puede demostrarse que si O(x) es un
polinomio y O(c) = 0, entonces (x — ¢)
es un factor de Q(x). Asi que si en una
funcion racional de x, tanto el numerador
como el denominador son iguales a cero

en x = ¢, entonces éstos tienen (x — ¢)
como un factor comun.

\—'\ of 1
(b)

FIGURA 2.11 La grafica de f(x) =

(x2 + x — 2)/(x*> — x) en el inciso (a) es la
misma que la grafica de g(x) = (x + 2)/x
en el inciso (b), excepto enx = 1, donde f
no esta definida. Las funciones tienen el
mismo limite cuando x — 1 (ejemplo 7).
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EJEMPLO 6  Los siguientes calculos ilustran los teoremas 2 y 3.

i Bt 4?3 (D' HACE =3 0 .
== 245 (-1)*+5 6

Eliminacion algebraica de denominadores iguales a cero

El teorema 3 solo se aplica si el denominador de la funcidn racional no es cero en el punto
limite c. Si el denominador es cero, al cancelar los factores comunes en el denominador y el
numerador, es posible reducir la fracciéon a una cuyo denominador ya no sea cero en c. Si esto
sucede, mediante sustitucion en la fraccion simplificada, encontraremos el limite.

EJEMPLO 7  Evalte

X +x—-2
1111‘172 .
x—1 xX° — x

Solucion ~ No podemos sustituir x = 1, ya que eso convierte en cero al denominador. Pro-
bamos para ver si el numerador también es cero en x = 1. Si es el caso; por lo tanto, tiene un
factor comun (x — 1), con el denominador. Al cancelar (x — 1), se obtiene una fraccion mas
sencilla con los mismos valores que la original para x # 1:

x2+x—2:(x_1)(x+2):x+2
X2 —x x(x — 1) x -

six # 1.

Con la fraccion mas sencilla, mediante sustitucion, es posible determinar el limite cuando
x—1:

x—1 x° — x x—1

Véase la figura 2.11. ]

Uso de calculadoras y computadoras para estimar limites

Cuando no podemos utilizar la regla del cociente del teorema 1 porque el limite del denomina-
dor es cero, tratamos de utilizar una calculadora o una computadora para hacer una conjetura
numérica del limite cuando x esta cada vez mas cercana de c. Utilizamos dicho enfoque en el
ejemplo 1, pero las calculadoras y las computadoras en ocasiones dan valores incorrectos o
impresiones erroneas para funciones que no se definen en un punto o no tienen limite alli,
como lo ilustramos a continuacion.

V% + 100 — 10

EJEMPLO 8  Estime el valor de lim 5

x—0 X

Solucion  La tabla 2.3 lista los valores de la funcion para varios valores cercanos a x = 0.
Cuando x se aproxima a 0 mediante los valores =1, £0.5, =0.10 y =0.01, la funcién parece
aproximarse al numero 0.05.

Cuando tomamos valores ain mas pequefios de x, *0.0005, =0.0001, =0.00001 y
+0.000001, parece que la funcion se aproxima al valor cero.

;La respuesta es 0.05 o 0, o algn otro valor? En el siguiente ejemplo contestamos la
pregunta. |
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Vx? + 100 — 10

TABLA 2.3 Valores de f(x) = s cercax =0
X
X fe)
+1 0.049876
+0.5 0.049969 S . 0.057
,Se aproxima a 0.057
+0.1 0.049999 ¢ P
+0.01 0.050000
+0.0005 0.080000
+0.0001 0.000000

+0.00001 0.000000 [ ¢5¢ aproximaa 0?

+0.000001 0.000000

Con una computadora o una calculadora se podrian obtener resultados ambiguos, como en
el ultimo ejemplo. En el problema, no es posible sustituir x = 0, y el numerador y el denomi-
nador no tienen factores comunes evidentes (como en el ejemplo 7). Sin embargo, en ocasiones
podemos crear un factor comun algebraicamente.

EJEMPLO 9  Evalte

Va2 + 100 — 10

lim 5

x—0 X

Solucion  Este es el limite que consideramos en el ejemplo 8. Es posible crear un factor
comtn mediante la multiplicacion tanto del numerador como del denominador por la expresion

radical conjugada Vx? + 100 + 10 (que se obtiene al cambiar el signo que esta después de
la raiz cuadrada). Mediante propiedades algebraicas, racionalizamos el numerador:
Va2 +100 — 10 _ Vx? + 100 — 10 Vx* + 100 + 10
s - s Va2 + 100 + 10
x> 4+ 100 — 100
(V2 + 100 + 10)

x2

(Va2 + 100 + 10)

Factor comtin x2

Para x # 0, cancelar x2

B |
V2 + 100 + 10

Por lo tanto,

. Vxr+ 100 — 10
lim = lim

1
=0 2 =0/ + 100 + 10

El denominador no es 0

= 1 enx = 0; sustituir
V0?2 + 100 + 10
1
= = 0.05.
20
Tales calculos dan la respuesta correcta, en contraste con los resultados ambiguos en el ejemplo 8
obtenidos mediante una computadora. [

No siempre podemos resolver algebraicamente el problema de determinar el limite de un
cociente donde el denominador se vuelve cero. En algunos casos, el limite podria determinar-
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FIGURA 2.12 La grafica de f esta atrapada
entre las graficas de gy /.

FIGURA 2.13 Cualquier funcién u(x) cuya
grafica estd en la region entre y = 1 + (x2/2)
yy =1 — (x2/4) tiene limite 1 cuando x — 0
(ejemplo 10).

y=|0|
1L y = sen
N 0
- P
-1+ y=-16l

(b)
FIGURA 2.14 El teorema de la compresion

confirma los limites del ejemplo 11.
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se con ayuda de un poco de geometria aplicada al problema (véase la demostracion del teore-
ma 7 en la seccion 2.4) o mediante métodos de calculo (ilustrados en la seccion 7.5). El teo-
rema que aparece a continuacion también es util.

El teorema de la compresion (o del sandwich)

El siguiente teorema nos permite calcular una variedad de limites. Se denomina teorema de la
compresion o del saindwich porque se refiere a una funcioén f cuyos valores quedan entre los
valores de otras dos funciones g y 4, que tienen el mismo limite L en el punto c. Al quedar atra-
pados entre los valores de dos funciones que se aproximan a L, los valores de f* también deben
aproximarse a L (figura 2.12). En el apéndice 4, encontrara la demostracion.

TEOREMA 4: Teorema de la compresion Suponga que g(x) = f(x) =< h(x) para
todos los valores de x en alglin intervalo abierto que contiene a ¢, excepto
posiblemente en x = c. También suponga que

lim g(x) = lim A(x) = L.

X—>c X—c

Entonces lim,—. f(x) = L.

El teorema de la compresion también se denomina teorema del emparedado o teorema del
sandwich.

EJEMPLO 10  Puesto que

8]
o

X

) paratodax # 0,

determine lim,—q u(x), no importa qué tan complicada sea u.

Solucion  Como

lim(1 — (x*/4)) = 1 y lim(1 + (x*/2)) =1,
x—0 x—0
el teorema del sandwich implica que lim,—¢ u(x) = 1 (figura 2.13). [

EJEMPLO 11 El teorema de la compresion nos ayuda a establecer varias reglas importantes
de limites:

1i 0=0 b) i 0 =1
(a) egr}) sen (b) 953) cos
(¢) Para cualquier funcion f, lim | f(x)’ = 0 implica lim f(x) = 0.
xX—>c X—>c
Solucion
(a) En la seccion 1.3 establecimos que —|6| = senf = || para toda 6 (figura 2.14a). Como

limg—o (—|0|) = limg—g|6] = 0, tenemos

lim senf = 0.
0—0

(b) Con base en la seccion 1.3, 0 = 1 — cos @ = |6| para toda 0 (figura 2.14b); tenemos
limg—o (1 — cosf) = 00

lim cos® = 1.
0—0

(¢) Como —|f(x)] = f(x) = |f(x)| y —|fx)| y |f(x)] tienen limite igual a cero cuando
X — ¢, se sigue que lim, . f(x) = 0. [ |
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Otra propiedad importante de los limites se expone en el teorema que veremos a conti-
nuacion, y en la siguiente seccion presentaremos una demostracion.

TEOREMA 5 Si f(x) = g(x) para toda x en algun intervalo abierto que contenga
a ¢, excepto posiblemente en x = ¢, y los limites de f y g existen cuando x se
aproxima a c, entonces

lim f(x) < lim g(x).
xX—>c xX—c

Es falsa la afirmacion que resulta de cambiar, en el teorema 5, la desigualdad menor o igual
(=) por la desigualdad estricta menor que (<). La figura 2.14a indica que para 6 # 0, —|6| <
sen § < |6/, pero que en el limite cuando § — 0, se cumple la igualdad.

Ejercicios 2.2

Limites y graficas y
1. Para la funcion g(x), que se grafica a continuacion, determine los
limites siguientes o explique por qué no existen. 1= Y=/x
a. limg(x) b. limg(x) ¢ limg(x) d. lim g(x) /
x—1 x—2 x—3 x—2.5
| ) | X
y -/\: 2
-
y =8
lF-—p-——p———-o
‘A/ 4. ;Cuales de los siguientes enunciados, con respecto a la funcioén
| { é g X v = f(x) graficada aqui, son verdaderos y cuales son falsos?
a. lim2 f(x) no existe.
x—
2. Para la funcion f{(f), que se grafica aqui, determine los limites si- b. lim f(x) = 2
guientes o explique por qué no existen. =2
a lim f() b lm f0) e lm /() A lim f() ¢.. lim f(x) no existe.
== == = 1——0.
d. lim f(x) existe para todo punto xg en (—1, 1).
X—X0
S
e. lim f(x) existe para todo punto xq en (1, 3).
X—>Xo
1
s=ft
s = fn) y =%
A | | t
/oN -1 0 1
-1

3. (Cuales de los siguientes enunciados, con respecto a la funcion
y = f(x) graficada aqui, son verdaderos y cuales son falsos?

a. lim f(x) existe. Existencia de limites

b. lirr%) f(x) =0 En los ejercicios 5 y 6, explique por qué los limites no existen.
xX—>
e lim f(x) = 1 5. lim -~ 6. lim —
x—0 =0 |x| =1 x — 1
d. Xh_Ifll fx) =1 7. Suponga que una funcién f(x) esta definida para todos los valores

e. lim f(x) = 0 realf?s de x, excepto para x = xo. jPuede decir algo acerca de la exis-
=1 tencia de lim,—,, f(x)? Dé razones para su respuesta.
f. lim f(x) existe para todo punto xg en (—1, 1). 8

ey . Suponga que una funcion f{(x) esta definida para toda x en [—1, 1].
(Puede decir algo acerca de la existencia de lim,— f(x)? Justifique

. lim f(x) no existe.
g x—>1f( ) su respuesta.



9. Si lim,— f(x) = 5, debe estar definida en x = 1? Si es asi, ;debe
ser f(1) = 5? ;Puede concluir algo acerca de los valores de f en
x = 1? Explique.
10. Si f(1) = 5, ¢lim,—; f(x) debe existir? Si es asi, jentonces debe
cumplirse que lim,— f(x) = 5? (Es posible concluir algo acerca de
lim,—; f(x)? Explique.

Calculo de limites
En los ejercicios 11 a 22, determine los limites.

11. lim7(2x + 5) 12. 1irn2(—x2 + 5x — 2)
x—>— x—
13. ll’né 8(t — 5)(t — 7) 14. limz(x3 —2x* + 4x + 8)
— x—>—
, x+3 ,
15. )31212 16 16. SLITB 35(2s — 1)
y+2
17. lim 3(2x — 1)? 18. lim —————
x——1 =2 -+ 5+ 6
19. 1im3(5 — )43 20. lin})(Zz - 8)l3
o —

lim -3 22. lim V5h+4-2
B=0N/3h + 1+ 1 7=0 h

Limites de cocientes Determine los limites en los ejercicios del 23 a 42.

21.

2. lim * > 24, lim 3
x—=5 x2 — 25 =3 x2 + 4x + 3
2 2
,  x*+3x—10 , x*—Tx + 10
25. xl—IEIS x+5 26. 31_?’12 x—2
27. “mw 28. lim w
| =1 £ —t—2
oy — 5% + 8)?
29. lim 23 30, lim o
x—>-2 x> + 2x »y=0 3y" — 16y
1 1 1
31. lim = 32. Ijm *—1—=**1
1 x—1 x—0 X
4 _ 3 _
3. lim L1 34, lim 28
u—1 1> — 1 v—2 vt — 16
_ _ 2
35, 1im Y23 36. lim XX
=9 x—9 x—4 2 — \/;
A /2
— + —_
37 fim X 38, lim VX 873

=l\/xy +3 -2 x——1 x + 1
Va2 +12 -4 x+2

39, lim X 1274 4. tim —>t2
e} x =2 xirr—lzx/x2+573
_ 2 _ _
A, lim 2= YX¥ =3 2. lim — 2%

x—=3 x+3

=45 — V¥ +9

Limites con funciones trigonométricas Determine los limites en los
ejercicios del 43 a 50.

2

43. lim (2senx — 1) 44. lim sen”x
x—0 x—0

45, lim secx 46. lim tanx
x—0 x—0

47. lim LT Xt senx 48. lim (2 — 1)2 — cosx)
x—0 3cosx x—0

49. lim Vx +4cos(x + ) 50. lim V7 + sec’x
X—>—T X
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Aplicacion de las reglas de los limites

51. Suponga que lim,—( f(x) = 1 y lim,— g(x) = —5. Indique las re-
glas del teorema 1 que se usaron para realizar los pasos (a), (b) y (c)
de los siguientes calculos.

2/ — gy _ W gt

S0 () + 7 i () + 7P @
lim 2f(x) — lim g(x)
_ x—0 x—0 ®
(1im (00 + 7))
2 lim f(x) — lim g(x)
= i~ ©

- . + i 2/3
(tim ) + i 7)

_ @M =(=5 7

(1+7% 4

52. Sean lim,— A(x) = 5, lim,— p(x) = 1, y limy— r(x) = 2. Indi-
que las reglas del teorema 1 que se usaron para realizar los pasos (a),
(b) y (c) de los siguientes calculos.

i vy p— lim (p(x)(4 — ()

= ()
(1im p(o))(1im (4 = r(@)))

B A\ /S;Lml h(x) ©
(lim p))(tim 4 — lim )

MEIO I

T -2) 2

(a)

53. Suponga que lim,—. f(x) = 5y lim,—. g(x) = —2. Determine
b. lim 2f(x)g(x)
X—c
c. lim (f(x) + 3g(x)) d tim —2%
. x x . —
e € e f(x) — g(x)
54. Suponga que lim,—4 f(x) = 0y lim,—4 g(x) = —3. Determine
b. lim xf(x)
x—4

a. lim f(x)g(x)

a. 11;m4(g(x) +3)
, R gl
¢. Jim (g(x)) d- lim ) — 1
55. Suponga que lim,—; f(x) = 7y lim,—; g(x) = —3. Determine
a. lim (f(x) + g(x)) b. lim f(x)-g(x)
c. lim 4g(x) d. lim f(x)/g(x)

56. Suponga que lim,——, p(x) = 4, lim,—_, r(x) = 0,y lim,—_,
s(x) = —3. Determine

a. E)rr_l2 (p(x) + r(x) + s(x))
b. lim_ p(x) - r(x) - s(x)

c. im_z(—4p(x) + 5r(x))/s(x)
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Limites de tasas de cambio promedio
Debido a su relacion con las rectas secantes, tangentes y tasas instan-
taneas, los limites de la forma

. fx+h) — f(x)
hm e —
h—0 h

aparecen con mucha frecuencia en calculo. En los ejercicios 57 a 62,
evalue este limite para el valor dado de x y la funcion f.

57. fx) =x% x=1 58. f(x) =¥ x= -2
59. f(x) =3x—4, x=2 60. f(x) = 1/x, x= -2
61. f(x) = Vx, x=7 62. fx) = \V3x+1, x=0
Aplicacion del teorema de la compresion
63. Si V5 —2¢" = f(x) = V5 — x* para toda —1 = x = 1, deter-
mine lim,—g f(x).
64. Si2 — x> = g(x) = 2 cosx para toda x, determine lim, g(x).
65. a. Puede demostrarse que las desigualdades
x? X senx
—_ < -
! 6 2 — 2cosx

se cumplen para todos los valores de x cercanos a cero. ;(Nos in-
dica algo acerca de

. X sen x
lim ————?
x—0 2 — 2cosx

Justifique su respuesta.
b. Grafique juntasy = 1 — (x2/6), y = (xsenx)/(2 — 2cosx), y

y = lpara —2 = x = 2. Comente algo sobre el comportamiento
de las graficas cuando x — 0.

66. a. Suponga que las desigualdades

2
X 1 — cosx 1
—_——— << =
4 X2 2

N [ —
[\

se cumplen para valores de x cercanos a cero. (Son validas, como
lo vera en la seccion 10.9). (Qué nos indica esto con respecto al
1 — cosx

lim ——— 5%
x—0 X

Justifique su respuesta.

b. Grafique juntas las ecuaciones y = (1/2) — (x?/24),
y=(1—cosx)/x’,yy = 1/2 para —2 = x = 2. Comente
algo sobre el comportamiento de las graficas cuandox — 0.

Estimacion de limites

Para los ejercicios 67 a 74 sera 1til manejar una calculadora graficadora
67. Sea f(x) = (x> — 9)/(x + 3).

a. Construya una tabla de valores de f en los puntos x = —3.1,
—3.01, —3.001 y asi sucesivamente, tanto como lo permita su
calculadora. Luego estime lim,—._3 f(x). (Cual es la estimacion
si ahora evalua f enx = —2.9, —2.99, —2.999, ...?

b. Respalde sus conclusiones del inciso (a) mediante la grafica de f
cerca de xo = —3, asi como utilizando las funciones Zoom y
Trace para estimar valores de y en la grafica cuando x — —3.

¢. Determine algebraicamente lim,—_3 f(x) como en el ejemplo 7.
68. Seag(x) = (2 — 2)/(x — V2).

a. Construya una tabla de valores de g en los puntos x = 1.4,
1.41, 1.414 y asi sucesivamente con aproximaciones decimales

de \V/2. Estime lim,—+/3 g(x).

b. Respalde su conclusion del inciso (a) mediante la grafica de g
cerca de xo = V/2 asi como utilizando las funciones Zoom y
Trace para estimar valores de y en la grafica cuando x — V2.
c. Determine algebraicamente lim, /5 g(x).
69. Sea G(x) = (x + 6)/(x* + 4x — 12).

a. Construya una tabla de valores de G en los puntos x = —5.9,
—5.99, —5.999, y asi sucesivamente. Luego estime
lim,—_¢ G(x). (Cual es la estimacion si ahora evaliia
Genx = —6.1,-6.01, —6.001, ...?

b. Respalde sus conclusiones del inciso (a) mediante la grafica

de G, asi como utilizando las funciones Zoom y Trace para
estimar valores de y en la grafica cuando x — —6.

¢. Determine algebraicamente lim,—_¢ G(x) .
70. Sea h(x) = (x> — 2x — 3)/(x* — 4x + 3).

a. Construya una tabla de valores de # enx = 2.9,2.99,2.999 y
asi sucesivamente. Luego estime lim,—3 A(x). ;Cudl es la
estimacion si ahora evalta 2 enx = 3.1, 3.01, 3.001, ...?

b. Respalde sus conclusiones del inciso (a) mediante la grafica de /
cerca de xy = 3, asi como utilizando las funciones Zoom y Trace
para estimar valores de y en la grafica cuando x — 3.

c. Determine algebraicamente lim,—3 /(x) .

71. Sea f(x) = (x> — 1)/(|x| — 1).

a. Construya una tabla de valores de f en valores de x que se
aproximen a xo = —1, tanto por arriba como por abajo. Luego
estime lim,—_; f(x).

b. Respalde su conclusion del inciso (a) mediante la grafica de f
cerca de xo = —1, asi como utilizando las funciones Zoom y
Trace para estimar valores de y en la grafica cuando x — —1.

c. Determine algebraicamente lim,——; f(x) .

72. Sea F(x) = (x* + 3x + 2)/(2 — |x|).

a. Construya una tabla de valores de f en valores de x que se
aproximen a xo = —2, por arriba y por abajo. Luego estime
meﬁ_z F(x) .

b. Respalde su conclusion del inciso (a) mediante la grafica de f
cerca de xop = —2, asi como utilizando las funciones Zoom y
Trace para estimar valores de y en la grafica cuando x — —2.

¢. Determine algebraicamente lim,—_, F(x).
73. Seag(f) = (sen6)/0.
a. Construya una tabla de valores de g para valores de 6 que se

aproximen a 6y = 0, por arriba y por abajo. Luego estime
ng—)() g (0 ) .
b. Respalde su conclusion del inciso (a) mediante la grafica de f
cercade 6y = 0.
74. Sea G(1) = (1 — cost)/£.
a. Construya tablas de valores de G para valores de 7 que se aproxi-
men a £y = 0, por arriba y por abajo. Luego estime lim,—o G(7).

b. Respalde su conclusion en el inciso (a) con la grafica de G cerca
de o= 0.

Teoria y ejemplos
75. Six* = f(x) = ¥ paraxen[—1,1]yx* = f(x) = x* parax < —1
y x > 1, jen qué puntos ¢ usted puede conocer automaticamente

lim,—. f(x)? (Qué puede decir acerca del valor del limite en estos
puntos?



76. Suponga que g(x) = f(x) = h(x) para toda x # 2y que
lim g(x) = lim A(x) =
x—2 x—2

(Puede concluir algo acerca de los valores de f, gy henx = 2? (Es
posible que f(2) = 0? ;Es posible que lim,—, f(x) = 0? Justifique

sus respuestas.

2.3 La definicion formal de limite 57

81. a. Grafique g(x) = xsen (1/x) para estimar lim,— g(x), en caso
necesario, haga un acercamiento (zoom) en el origen.

—5.

b. Mediante una demostracion, confirme su resultado del inciso (a).

82. a. Grafique h(x) = x?cos (1/x®) para estimar lim,—q /(x), en caso
necesario, haga un acercamiento (zoom) en el origen.

b. Confirme su estimacion del inciso (a) mediante una demostracion.

. f) =5 :
77. Si lim ———— = 1, determine lim f(x).
x—4 X — 2 x—4
() EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
78. Si lim ~——-= = 1, determine Estimacion grafica de limites
72X 1) En los ejercicios 83 a 88, utilice un SAC para realizar los siguientes pasos:
X
a. ll'm2 fx) b. 11'm2 ~ a. Trace la funcion cerca del punto xg al que se aproxima.
x—— x——
) = 5 b. Con base en su grafica, haga una conjetura acerca del valor del
x) — .
79. a. Si lim ———— = 3, determine lim f(x). limite.
=2 X — 2 x—2 4 ; )
o f) -5 o 83. lim * 10 84. lim %
b. Si lim ———— = 4, determine lim f(x). =2 x =2 x—=1 x+1)
x—2 X — 2 x—2
f(x) 85. lim 7‘314—)6_1 86. lim )627_9
80. Si }%7 = 1, determine =0 X Y3 A /xz +7-4
, . fx) , 1 —cosx . 2x°
A JE} 1) b. 3210 x 87. )}E}}) xsenx 88. xlgr}) 3 —3cosx

2 3 | La definicién formal de limite
o |

y
y=2x—1
Cota superior:
y=9
Para ? i |
satisfacer { 7¢- : :
esto | :
: : Cota inferior:
| I y=5
| ]
| ]
Lyl .
0 345
=
Restringirse
a esto

FIGURA 2.15 Si se mantiene x a una unidad
de xop = 4, el valor de y se mantendra a dos
unidades de yy = 7 (ejemplo 1).

Ahora ponemos nuestra atencion en la definicion formal de limite. Reemplazamos las frases
vagas como “se acerca arbitrariamente a” de la definicion informal con condiciones especifi-
cas que pueden aplicarse a cualquier ejemplo particular. Con una definicion precisa, es posible
demostrar las propiedades de los limites que se dieron en la seccion anterior y establecer mu-
chos limites especificos.

Para demostrar que el limite de f(x) cuando x — x, es igual al numero L, necesitamos
demostrar también que la distancia entre f{x) y L puede hacerse “tan pequefia como queramos”
si x se mantiene “suficientemente cerca” de x,. Veamos lo que esto requerira si especificamos
el tamafio de la distancia entre f(x)y L.

EJEMPLO 1 Considere la funcién y = 2x — 1 cerca de xo = 4. Intuitivamente parece que y
estara cerca de 7 cuando x esté cerca a 4, por lo que lim,—4(2x — 1) = 7. Sin embargo, ;qué
tan cerca de xo = 4 debe estar x para hacer que y = 2x — 1 difiera de 7, digamos en menos
de dos unidades?

Solucion  Preguntamos: jPara qué valores de x es |y — 7| < 27? Para determinar la respues-
ta, primero expresamos |y — 7| en términos de x:
ly =7[=12x = 1) = 7[=2x - 8|.

Entonces la pregunta se transforma en: ;qué valores de x satisfacen |2x — 8| < 2? Para en-
contrarlos, resolvemos la desigualdad:

[2x — 8| <2
2 <2x—-8<2
6 <2x <10
3<x<5
—“1<x-4<1.

Al mantener x a menos de una unidad de xy = 4, mantendremos a y a menos de dos unidades
de yo = 7 (figura 2.15). [ |
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y
Lo d
o flx)
fix) se
Le encuentra aqui
L — %\/
para toda x # x,,
que esté aqui
e
— X
0 Xo—8 xy Xxp+6

FIGURA 2.16 ;Cdémo debemos definir
6 > 0 de manera que manteniendo a x
dentro del intervalo (xo — 8, X + &)

el valor de f(x) se mantenga dentro del

. 1 1
- = —~ )9
intervalo (L 10,L + 10).

y
L+e
fix) se
L u_ﬂx) encuentra aqui
L—-—edl
para toda x # X,
que esté aqui
) )
(3 )
0 e 7

Xg—0 Xy Xp+96

FIGURA 2.17 Larelacionde 8y € en la
definicion de limite.

En el ejemplo anterior, determinamos qué tan cerca debe estar x de un valor particular x
para asegurar que las salidas f(x) de alguna funcion estén dentro de un intervalo preestablecido
alrededor del valor limite L. Para mostrar que el limite de f{(x), cuando x — x, en realidad es
igual a L, debemos ser capaces de mostrar que la distancia entre f(x) y L puede hacerse menor
que cualquier error prescrito, sin importar cuan pequefio sea éste, manteniendo a x suficiente-
mente cerca a x.

Definicion de limite

Suponga que vemos los valores de una funciéon f(x) cuando x se aproxima a xy (sin tomar
en cuenta el valor mismo xp). Desde luego, queremos ser capaces de decir que f(x) estd a
menos de un décimo de unidad de L tan pronto como x esté a menos de alguna distancia &
de x¢ (figura 2.16). Pero, en si mismo, eso no es suficiente, ya que cuando x continua su ca-
mino hacia x, ;qué impediria a f(x) oscilar en un intervalo de L — (1/10) a L + (1/10) sin
tender hacia L?

Podriamos decir que el error no es mayor que 1/100 o 1/1000 o 1/100,000. Cada vez
determinamos un nuevo intervalo § alrededor de xj, de manera que si mantenemos a x den-
tro de ese intervalo se satisface la nueva tolerancia de error. Cada vez existe la posibilidad
de que f{(x) oscile y se aleje de L en alguna etapa.

Las figuras de la siguiente pagina ilustran el problema. Puede pensar en esto como una
discusion entre un escéptico y un académico. El escéptico presenta e-retos para mostrar que el
limite no existe o, con mayor precision, que hay lugar a dudas. El académico responde cada
reto con un d-intervalo alrededor de xy que mantiene los valores de la funcion a menos de
€ unidades de L.

(Cémo acabar con esta, en apariencia, serie sin fin de retos y respuestas? Al mostrar que
para cada tolerancia de error e que el retador proponga, podemos encontrar, calcular o conje-
turar una distancia 6 correspondiente que mantenga a x “suficientemente cerca” de x, para
que f(x) esté dentro del rango de tolerancia de L (figura 2.17). Lo anterior lleva a la definicion
formal de limite.

DEFINICION  Sea f(x) definida en un intervalo abierto alrededor de x, excepto
posiblemente en x,. Decimos que el limite de f(x) cuando x se aproxima a x es
el nimero L y escribimos

lim f(x) =L,

XX
si, para todo niimero € > 0, existe un nimero 6 > 0 correspondiente tal que para
toda x,

0<|x—x| <86 = |fx)—L|<e.

Una manera de interpretar tal definicion es suponer que operamos un taladro de precision.
Podemos intentar obtener el didmetro L, pero como nada es perfecto, debemos quedar satis-
fechos con un diametro f(x) entre L — e y L + €. La 6 es la medida de qué tan preciso habre-
mos de establecer el control para x de forma que se garantice este grado de precision en el
didmetro del orificio. Observe que cuanto mds estricta sea la tolerancia para el error, tal vez
tendremos que ajustar 8. Esto es, el valor de 6 (que determina qué tan estricto debe ser nues-
tro control) depende del valor €, que es la tolerancia de error.

Ejemplos: Comprobacién de la definicion

La definicion formal de limite no dice como determinar el limite de una funcién, pero nos
permite verificar que un limite supuesto es correcto. Los siguientes ejemplos muestran como
puede usarse la definicion para verificar los limites en el caso de funciones especificas. Sin
embargo, el proposito real de la definicidon no es para hacer célculos como éstos, sino para
comprobar teoremas generales de manera que los célculos de limites especificos puedan
simplificarse.
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y y y y
X Y=f(x)/ y=f(x)/ y=f(x y =/
1 1
L+55 L+155 | L L
| 100 100 j
|
LF=====2 LF====== | LE==7772 LI :
| e I I 1 P
Lo ] oL L L= 100 : L= 100 o
10 / | 10 | | | I ]
! | | | | |
/ | N AL v / : . A4 b,
0 ) 0 / X0 \ 0 Xo 0 < x N\
Xo = 8110 Xo + 8110 Xo— 81100 X0+ S1/100
El reto: Respuesta: Nuevo reto: Respuesta:
Establecer |f(x) —L| <e= % | x— x0| < 8110 (un nimero) Establecer |f(x) —Ll <e= 1&) | X = x0| < 01/100
y y
y =/ y =f(x)
1 1
L+ 1000 L+ 000
g 2
L 7/ L4 '
y I [
1 I 17 [
L = 1000 i L= 1000 b
! 1
l |
1 | | |
0 X0 * 0 Xo *
Nuevo reto: Respuesta;
_ 1
€~ 1000 | x = xo| < 8111000
y y y
y =[x y =f(x)
_1 1
L+ 160,000 L+ 160,000
\ L+ €
) = —
i
_1 L ;/ I L—e :
L = 160,000 ~ 100,000 | :
| |
i i
|
/] /| | . /] | .
0 Xo 0 X0 0 R
Nuevo reto: Respuesta: Nuevo reto:
1
€~ 100,000 |x - x0| < 81/100,000 €=
EJEMPLO 2 Demuestre que
lim (5x — 3) = 2.
x—1
Solucion  Establecemos xo = 1, f(x) = 5x — 3, y L = 2 en la definicion de limite. Para

cualquier € > 0 dado, tenemos que encontrar un 6 > 0 adecuado, de manera que six # 1 y x
estd a una distancia menor a 6 de xo = 1, esto es, siempre que

0<|x—1] <8,
se cumple que f(x) estd a una distancia menor a € de L = 2, es decir,

[f(x) — 2| <e.
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y
y:5x77
2+ €
|
|
] |
: 1
Lo
2—¢€ —t
/ B
| | |
[
T X
0 1—€ 1 1+€
5 *3
-3
NO ESTA A ESCALA

FIGURA 2.18 Si f(x) = 5x — 3, entonces
0 < |x — 1] < /5 garantiza que
[f(x) — 2| < € (ejemplo 2).

Xg— €

0

Xg— 08 X9 Xo + 8

FIGURA 2.19 Para la funcion f(x) = x,
encontramos que 0 < |x — x| <&
garantizard que | f(x) — xo| < e siempre
que 6 = € (ejemplo 3a).

y
=k
k+ € >
k I T ]
k—e€ t : -
| i I
| i I
| | I
| | I
| | |
| | |
1 I !
0 Xg—98 X5 Xg+ 6

FIGURA 2.20 Para la funcion f(x) = k,
encontramos que | f(x) — k| < e para
cualquier 8 positivo (ejemplo 3b).

Determinamos el valor de & si trabajamos hacia atras a partir de la desigualdad con e:
[(5x —3) —2|=|5%x — 5| <€
Slx—1] <e
[x — 1] < €/5.
Asi, tomamos § = €/5 (Figura2.18). Si0 < |x — 1| < § = €/5, entonces

[(5x — 3) = 2|=|5x — 5|=5|x — 1| < 5(¢/5) = €,

lo cual prueba que lim,—;(5x — 3) = 2.

El valor de 8 = €/5 no es el tnico que hard que 0 < |x — 1| < & implique |5x — 5| < e.
Cualquier valor positivo mas pequefio para 6 también funcionard. La definicién no pregunta
por el “mejor” valor positivo de 8, s6lo por uno que funcione. [ |

EJEMPLO 3 Pruebe los siguientes resultados, presentados graficamente en la seccion 2.2.

(a) lim x = xg (b) lim k =k (k constante)
XX XX
Solucién

(a) Sea e > 0 dado. Debemos encontrar 6 > 0 tal que para toda x
0<|x—x <6 implica |x — x| < €.

La implicacion se cumplird si & es igual a € o cualquier nimero positivo menor (figura
2.19). Lo anterior prueba que lim, ., x = xq.

(b) Sea e > 0 dado. Debemos encontrar 6 > 0 tal que para toda x
0<|x—x| <86 implica |k — k| <e.

Como k — k = 0, utilizamos cualquier niimero positivo para 6 y la implicacion se cum-
plira (figura 2.20). Esto prueba que lim,—,, k = k. [ |

Determinacion algebraica de delta para épsilon dada

En los ejemplos 2 y 3, el intervalo de valores alrededor de xo, para el cual | f(x) — L| es menor
que €, fue simétrico con respecto a xy, por lo que podriamos tomar 6 como un medio de la lon-
gitud de ese intervalo. Cuando no se tiene tal simetria, lo cual es bastante comtn, tomamos &
como la distancia de x( al extremo mas cercano del intervalo.

EJEMPLO 4  Para el limite lim,—sVx — 1 = 2, determine una 6 > 0 que funcione para
e = 1. Esto es, determine 6 > 0 tal que para toda x

0<|x—5|<6é = [Vx—1-=-2| <1.

Solucion  Organizamos la busqueda en dos pasos, como se describe a continuacion.

1. Resuelva la desigualdad | NVx — 1 — 2| < 1 para encontrar un intervalo que contenga
axy =5, en el que la desigualdad se cumpla para toda x # x.

Vx—1-2l<1
“1<Vx-1-2<1
1<Vx-1<3
1<x—-1<9
2<x<10
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3 La desigualdad se cumple para toda x en el intervalo abierto (2, 10), asi que también se

FIGURA 2.21 Un intervalo abierto de
radio 3 alrededor de xy) = 5 estara dentro

del intervalo

s 3 10 cumple para toda x # 5 en ese intervalo.

2. Determine un valor de 6 > 0 para colocar el intervalo centrado 5 — 6 < x <5 + 0
(centrado en xo = 5) dentro del intervalo (2, 10). La distancia de 5 al extremo mas cer-
cano de (2, 10) es 3 (figura 2.21). Si tomamos & = 3 o cualquier nimero positivo mas
pequefio, entonces la desigualdad 0 < |x — 5| < 8 automdticamente colocaré a x entre 2

y 10 para hacer | Vx — 1 — 2| < 1 (figura 2.22):

abierto (2, 10).

0<|x—35]<3 = [Vx—1-=-2| <1. ]

y=Vx-1

Dados f, L,xyy € > 0, ;como determinar algebraicamente una 6?
El proceso para determinar una 6 > 0 tal que para toda x

0<|x—x| <$é = |f(x) — L] <€

puede realizarse en dos pasos.

1. Resuelva la desigualdad |f(x) — L| < € para determinar un intervalo abierto
(a, b) que contenga a x en el cual se cumpla la desigualdad para toda x # xg.

5 8 10 2. Determine un valor de & > 0 que coloque un intervalo abierto (xog — 8, x9 + 8)
NO ESTA A ESCALA con centro en xq dentro del intervalo (a, b). La desigualdad |f(x) — L| < € se
FIGURA 2.22 La funcion y los intervalos cumplira para toda x # x, en este é-intervalo.
del ejemplo 4.
EJEMPLO 5  Pruebe que lim,—; f(x) = 4 si
2
x5, x #2
x =
10 {1, x = 2.
Solucion  Nuestra tarea es mostrar que dado € > 0, existe 6 > 0, tal que para toda x
0<|x—2] <6 = [f(x) — 4] <e.
y
2 1. Resuelva la desigualdad | f(x) — 4| < € para determinar un intervalo abierto que con-
/ y=x tenga xo = 2 en el que la desigualdad se cumpla para toda x # xy.
4 +¢€ Para x # xo = 2, tenemos f(x) = X2, por lo que la desigualdad a resolver es
x> — 4] < e:
4p———- 12,4) X — 4| <€
I
: —e<x*—4<ce
| Suponga que € < 4;
4—¢€ : i 4 —e< <4+ € lea mas adelante.
|
: i i(2 ) V4 — e < |x| < V4 + € h)n inter;alo abiertol alrlededor
| N € xXog — que resuelve la
:I i i Vi —e<x<V4+e. desigualdad.
Tz Vare N —
- te La desigualdad |f(x) — 4| < e se cumple para x # 2 en el intervalo abierto ( 4 — €,
FIGURA 2.23 Un intervalo que contiene V4 + E) (figura 2.23).
ax = 2, de manera que la funcion del
ejemplo 5 satisfaga | f(x) — 4| < e. 2. Determine un valor 8 > 0 que coloque el intervalo centrado (2 — 8,2 + &) dentro del

intervalo ( V4 —€, V4 + e).
Tome 6 como la distancia de x, = 2 al extremo mas cercano de ( V4 —€ V4 + e).
En otras palabras, tome 6 = min {2 - V4 —-€6V4+e— 2}, el minimo (el menor)
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de los dos numeros 2 — V4 — ey V4 + € — 2. Si 6 tiene éste o cualquier valor posi-
tivo menor, la desigualdad 0 < |x — 2| < § automaticamente colocara a x entre V4 — €
y V4 + € para hacer | f(x) — 4| < e. Para toda x,

0<|x—2]<6é o] |f(x) — 4| <e.

Lo anterior completa la prueba para e < 4.
Si € = 4, entonces tomamos 6 como la distancia de xo = 2 al extremo mas cercano

del intervalo (0, V4 + e). En otras palabras, tomamos 6 = min {2, V4 + e — 2}.
(Véase la figura 2.23). [ |

Uso de la definicion para demostrar teoremas

Pocas veces empleamos la definicion formal de limite para verificar limites especificos, como
los de los ejemplos anteriores. En vez de ello, recurrimos a los teoremas generales de limites,
en particular a los teoremas de la seccion 2.2. La definicion se utiliza para demostrar dichos
teoremas (véase el apéndice 4). Como un ejemplo, demostramos la parte 1 del teorema 1, la
regla de la suma.

EJEMPLO 6  Dado que lim,—. f(x) = Ly lim,—. g(x) = M, demuestre que
lim (f(x) + g(x)) = L + M.
xX—>c

Solucion  Sea € > 0 dado. Queremos encontrar un nimero positivo 9, tal que para toda x
0<|x—c|<5é = [ f(x) + g(x) = (L + M)| <e.
Reagrupando términos, obtenemos
|f(x) + g(x) = (L + M)|=|(f(x) = L) + (g(x) — M)] Desigualdad del tridngulo:
la + b| =|a|+ |b|
=[f(x) = L[ +|g(x) — M|.
Como lim,—. f(x) = L, existe un nimero §; > 0 tal que para toda x
0<|x—c| <& = |f(x) — L| < ¢€/2.
De forma analoga, como lim,—,. g(x) = M, existe un numero 6, > 0 tal que para toda x
0<|x—c| <& = lg(x) — M| < €/2.
Sea 8 = min {8y, 6,}, el menor de §;y 5,. Si0 < |x — ¢| < § entonces |x — ¢| < &y, asi

que |f(x) — L] < €/2,y |x — ¢| < &,,asique |g(x) — M| < €/2. Por lo tanto,

+ = €.

/) + g(0) = (L +M)| <5+ 5

Esto prueba que lim,—.(f(x) + g(x)) = L + M. [

Ahora demostramos el teorema 5 de la seccion 2.2.

EJEMPLO 7  Dado que lim,—. f(x) = L y lim,—.g(x) = M, y ademas, f(x) = g(x) para
toda x en un intervalo abierto que contiene a ¢ (excepto posiblemente a ¢ mismo), demuestre
que L = M.

Solucion  Utilizamos el método de demostracion por contradiccion. Suponga, por el con-
trario, que L > M. Asi, por la regla del limite de una diferencia del teorema 1,

)}i_lg(g(X) - fx)) =M~ L.
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Por lo tanto, para cualquier € > 0, existe un 6 > 0 tal que
[(glx) — f(x)) = (M —L)| <e siempre que 0 < |x — ¢| < 8.

Como, por hipotesis, L — M > 0, tomamos € = L — M en particular y tenemos un nimero
6 > 0 tal que

[(gx) = fx) —M-L)| <L-M siempre que 0 < |x — ¢| < 6.

Como para cualquier niimero @, a < |a|, tenemos
(gx) —fx) —M—-L)<L-M

siempreque 0 < |x —¢| < §

que se reduce a

Intervalos centrados en un punto

g(x) < f(x) siempre que 0 < |x — ¢| < 6.
Pero esto contradice f(x) = g(x). Asi, la desigualdad L > M debe ser falsa. Por lo tanto,
L=M. ]
9 10.

En los ejercicios 1 a 6, trace un bosquejo del intervalo (a, b) en el eje x con fo)=Vx y
el punto x; dentro. Luego, determine un valor de 6 > 0 tal que para toda x, y xXg=1 S =2Vx+1
0<|x—x <6 = a<x<bh. L=11 Xo =
l.a=1, b=17, xo=5 5 €=3 y=\/;c
2.a=1, b=17, xp=2 411 ____________ |
““““ I
3.a=-7/2, b=-1/2, x0= -3 3L | : :
4 a=-17/2, b=-1/2, x = —3/2 4 I
5.a=4/9, b=4/7, x=1/2 S !
I I I
6. a=27591, b=232391, xy=3 0 9 1 25 .
16 16
PR -10 261 3 341
Determinacion grafica de deltas )
En los ejercicios 7 a 14, utilice las graficas para encontrar una 6 > 0 NOESTAAESCALA
tal que para toda x 11. 12.
0<|x—x] <86 = |flx) —L| <e. y
7. 8. f9) = 2
y Xg=2
fx)=—3x+3 T_4
=3 e=1
L=175
e=0.15 R | S
3 I
—-=x+3 4pF=---- | :
——————— 7.65 ] S
—————— 75 [
x ! 735 Pl
I : X
(. 0 /2 N\
) L Vi oVs
NOESTA A ESCALA . NO ESTA A ESCALA
(.
(.
Il
A= I N
31 7 29

NO ESTA A ESCALA

NO ESTA A ESCALA
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13. 14.
y y
=1
o=l
0=
L __ 2
2.01 | L=2
| E=001
2ot
[
[
1.99 ———--|
o
[
[
[
Ll
N
[
Pl
[ :
(I
[
[
1 11 X
x 0 1/ 1 \1
P 2 P
2.01 1.99
NO ESTA A ESCALA

Determinacion algebraica de deltas

En cada uno de los ejercicios 15 a 30 se da una funcion f(x), asi como nu-
meros L, xo y € > 0. En cada caso, determine un intervalo abierto alrede-
dor de xo en el que se cumpla la desigualdad | f(x) — L| < e. Luego, dé un
valor para § > 0 tal que para toda x que satisface 0 < |x — xo| < § se
cumple la desigualdad | f(x) — L| <.

15. f(x) =x + 1, L=235, X0 = 4, e =0.01

16. f(x

)

) =2x — 2, L= —6, X0 = —2,

17. f) = Vx+1, L=1 x=0e=01
)
)

e = 0.02

18. f(x) = Vx, L=1/2, xo=1/4  e=01
19. f0)=V19—x, L=3 x=10, e=1
2. fx)=Vx—-7, L=4 x=23 e=1I
21. f(x) = 1/x, L=1/4, X0 = 4, e = 0.05
2. fx) =x% L=3, x=V3 e=0l

23. fx) =x%, L=4, xp=-2, €=05

24, f(x) = 1/x, L=-1, xo = —1, e =0.1

25 fx)=x>—5, L=11, x=4, e=1

26. f(x) = 120/x, L =35,

27. f(x) = mx, m >0, L =2m, X0 = 2, e = 0.03
28. f(x) = mx, m >0, L = 3m, x=3, €=c>0
29. f(x) = mx + b, m >0, L = (m/2) + b,

xo = 1/2, e=c>0
30. f(x) = mx + b, m >0, L=m+b, X0 =1,

e = 0.05

Aplicacion de la definicion formal

En los ejercicios 31 a 36 se presenta una funcion f(x), un punto xy y

un numero positivo e. Determine L = lim f(x). Luego, encuentre un
X—>X)

nimero 6 > 0 tal que para toda x

0<|x—x| <& = [f(x) — L| <e.
31. f(x) =3 — 2x, X0 = 3, e = 0.02
32. f(x) = —3x — 2, xo = —1, e = 0.03
2
33. f(x) = ey X0 = 2, e = 0.05
X+ 6x+5 _ _
34. f(x) = T+s5 X0 = —5, e = 0.05
35. f(x) = V1 — 5x, X0 = —3, €e=05
36. f(x) = 4/x, X0 = 2, e=04

En los ejercicios 37 a 50, pruebe los limites que se proponen.

37. lim (9 —x) = § 38. lim (3x — 7) =2
x—4 x—3
39. lim Vi =5 =2 40. lim V4 —x =2
x> x>
2 # 1
41 lim fO) =1 si f(x) = {x’ *
x—1 2, x =1

2 _
42 lim f() =4 si f(x)z{x, x# -2

1, x = -2
43. lim%=l 44. lim l=l
x—1 X=\3 X
2 2
Lo =9 Lox =1
45'x1—1>n23x+37 6 46')}1—r>n1x—1 2
4 — 2x x <1
47. 1i =2 si = ’
Jim f(x) st f(x) {6x74, x=1
2x. x<0
48. i =0 si = ’
JTim fx) si f(x) {x/Z, =0

49. lim xsen% =0

x—0




50

. lim x? sen% =0

x—>

Teoria y ejemplos

51

52.
53.

54.

55.

56.

. Explique lo que significa lin}) g(x) = k.
X—>
Pruebe que lim f(x) = L siy solo si }}irr}) fh+c¢)=1L.
xX—>c i

Una afirmacion errénea acerca de limites Por medio de un ejem-
plo demuestre que la siguiente afirmacion es erronea.

El niimero L es el limite de f{x) cuando x se aproxima a x si
f(x) se hace muy cercano a L cuando x se aproxima a xy.

Explique por qué la funcion en su ejemplo no tiene el valor dado de L
como limite cuando x — xg.

Otra afirmacion erronea acerca de limites Mediante un ejemplo
demuestre que la siguiente afirmacion es erronea.

El numero L es el limite de f(x) cuando x se aproxima a x si, dado
cualquier € > 0, existe un valor de x para el que | f(x) — L| <.

Explique por qué la funcion en su ejemplo no tiene el valor dado de L
como limite cuando x — x.

Fabricacion de cilindros Antes de solicitar la fabricacion de cilin-
dros para motor de automdvil con 4rea transversal de 9 in2, necesita
conocer cuanta desviacion del diametro ideal del cilindro, que es de
xo = 3.385 in, se puede permitir para, aun asi, obtener un area que
no difiera mas de 0.01 in? con respecto a las 9 in? requeridas. Para
hacerlo, considere 4 = 7r(x/2)? y busque el intervalo en el cual debe
estar x para hacer que |A - 9| = 0.01. ;Cual es ese intervalo?

Fabricacion de resistores eléctricos La ley de Ohm para circuitos
eléctricos, como el que se ilustra en la siguiente figura, establece que
V' = RI. En esta ecuacion, V' es un voltaje constante, / es la corriente
en amperes y R es la resistencia en ohms. A su empresa le han soli-
citado suministrar los resistores para un circuito en el que V sera de
120 volts e I sera 5 = 0.1 amperes. jEn qué intervalo debe estar R
para que / esté a menos de 0.1 amperes del valor /p = 5?

2.3 La definicion formal de limite 65

¢Cuando un ndmero L no es el limite de f(x) conforme x — x¢?
Demostracion de que L no es el limite Podemos probar que

lim, ., f(x) # L determinando una € > 0 tal que no exista posible
6 > 0 que satisfaga la condicion

paratodax, 0 < |x — xo| <& = |f(x) — L] <e.

Realizamos esto para nuestro candidato e, mostrando que para cada 6 > 0
existe un valor de x tal que

0<|x—x| <& 'y |f(x) — L] = €.

y =/

L+e€

L—e€
)
— 1 il
Ol xg—6)\| xg Xxo+96

un valor de x para el cual
0<|x—x| <8y|f)—L| =€

x <1

x,
57. Sea f(x) = {x +1, x> 1.

y=x+1

y =fx)

a. Seae = 1/2. Demuestre que no existe posible 6 > 0 que
satisfaga la siguiente condicion:

Paratodax, 0 < |[x — 1| <& = |f(x)—2| <1/2.

Esto es, para cada 6 > 0 demuestre que existe un valor de x
tal que

0<|x—1|<$ y [f(x) — 2] = 1/2.
Lo anterior demostrara que lim,—; f(x) # 2.

b. Demuestre que lim,—; f(x) # 1.

¢. Demuestre que lim,— f(x) # 1.5.
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x2, x <2 y
58. Seah(x) =43, x=2
2, x>2. ° 2
y /
y =28
4k y = h(x) 1
3+ °
_ |
L y=2 / 1 0 X
_ 2
I y=x EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
| En los ejercicios 61 a 66, explorara con mayor detalle la determinacion
0 B X grafica de deltas. Utilice un SAC para realizar los siguientes pasos:
a. Trace la funcion y = f{(x) cerca del punto x( al que se quiere
Demuestre que aproximar.
a. )}1_1‘)112 h(x) # 4 b. Conjeture acerca del valor del limite L y luego evaltie simbo-

3 licamente el limite para ver si su suposicion fue correcta.
b. lim h(x) # 3 P P
=2 c¢. Utilizando el valor e = 0.2, en la misma grafica trace las rectas

c. )}Lmz h(x) # 2 delabanday, =L —eyy, =L + €, junto con la funcion f°
59. Para la funcion que se grafica a continuacion, explique por qué cerca de xq.
a. lim f(x) # 4 d. Con base en su grafica del inciso (c), estime una 6 > 0 tal que
x—3 para toda x,

b. lim f(x) # 48 0<|x—x| <8 = |f&)—L|<e.
© ;}1—1313 ft) # 3 Compruebe su estimacion al graficar £, y; y », en el intervalo
0< |x - x0| < §. Para la ventana utilice x) — 26 = x = x + 20

Y y L —2e =y =L + 2e. Si algunos valores de la funcion estan
fuera del intervalo [L — 2e, L + 2¢] significa que eligio una &
\ demasiado grande. Intente con una estimacion mas pequeiia.
48 e. Repita los incisos (c) y (d) sucesivamente para e = 0.1, 0.05
41+ ° y 0.001.
y =fx) xt =81
3F O\ 61'f(X)=X—3’x0=3
5% + 9x?
62. f(x) ==, x=0
/@) 2% + 3x2 0
sen 2x
63. f(x) = T3y W= 0
I * (1 — cosx)
0 3 X =
64. f(x) = F—<enx > =0
. ) . i 3
. a. -1
60. a. Para la funcion graficada a continuacion, demuestre que 65. f(x) = Vx X =1

_1’
_3x2—(7x+1)\/);+5
B x— 1

lim,—_; g(x) # 2.

b. (Parece que existe lim,— —; g(x) Si es asi, ;cudl es el valor del
limite? Si no existe, ;por qué?

66. f(x)

s X0 =

74 | Limites laterales
T

En esta seccion ampliaremos el concepto de limite a limites laterales (o de un solo lado), que
son limites cuando x se aproxima al nimero ¢ sélo por el lado izquierdo (donde x < ¢) o s6lo
por el lado derecho (x > ¢).

Limites laterales

Para tener un limite L cuando x tiende a ¢, una funcidn debe estar definida en ambos lados de ¢
y sus valores f(x) deben aproximarse a L cuando x se aproxima a c. Debido a ello, los limites
ordinarios se denominan limites bilaterales.



FIGURA 2.24 Diferentes limites laterales,
por la derecha y por la izquierda, en el

origen.

-2

FIGURA 2.26

y
y=V4-x
X
0 2
11'11217\/4 - =0y
x>

lim V4 — x* = 0 (ejemplo 1).

x—>=2

2.4 Limites laterales 67

Si f carece de limite bilateral en ¢, podria tener un limite lateral, esto es, un limite si la
aproximacion es solo por un lado. Si tal aproximacion se da por la derecha, el limite es un
limite por la derecha. Si es por la izquierda, es un limite por la izquierda.

La funcion f(x) = x/|x| (figura 2.24) tiene limite 1 cuando x se aproxima a 0 por la
derecha, y limite igual a —1 cuando x tiende a 0 por la izquierda. Como dichos valores para
los limites laterales son diferentes, no existe un solo nimero al que f(x) se aproxime cuando
x tiende a 0. Asi que f(x) no tiene limite (bilateral) en 0.

De manera intuitiva, si f(x) esta definida en el intervalo (c, b), con ¢ < b, y se aproxima
arbitrariamente a L cuando x tiende a ¢ dentro de ese intervalo, entonces f tiene limite por la
derecha igual a L en c¢. Escribimos

lim_f(x) = L.
xX—c

El simbolo x — ¢* significa que s6lo consideramos valores de x mayores a c.

De forma analoga, si f(x) esta definida en un intervalo (a, ¢), con a < ¢, y se aproxima
arbitrariamente a M cuando x tiende a ¢ dentro de ese intervalo, entonces f tiene limite por la
izquierda igual a M en c. Escribimos

lim f(x) = M.
x—c
El simbolo x — ¢~ significa que so6lo consideramos valores de x menores que c.

Tales definiciones informales de limites laterales se ilustran en la figura 2.25. Para la fun-
cién f(x) = x/|x| en la figura 2.24 tenemos

lim, f(x) =1 y lim f(x) = —1.
x—0" x—0

y y
I
L f(x) f(x) M
0 C X * 0 X o C *
@ lim fix) =L (b) lim fl) =M

FIGURA 2.25 (a) Limite por la derecha cuando x se aproxima a c. (b) Limite por la izquierda
cuando x se aproxima a c.

EJEMPLO 1 Eldominiode f(x) = V4 — es[—2,2];su grafica es la semicircunferencia
de la figura 2.26. Tenemos

lim V4 -x=0 'y limV4-x=0.

x—>=2 x—2
La funcion no tiene limite por la izquierda en x = —2 ni limite por la derecha en x = 2.
No tiene limite ordinario bilateral en —2 ni en 2. [ |

Los limites laterales tienen todas las propiedades que se listan en el teorema 1 de la sec-
cién 2.2. El limite por la derecha de la suma de dos funciones es la suma de sus limites por la
derecha y asi sucesivamente. Los teoremas para limites de polinomios y funciones racionales
se cumplen con limites laterales, asi como el teorema del sandwich y el teorema 5. Los limi-
tes laterales se relacionan con los limites de la siguiente manera.

TEOREMA 6 Una funcién f(x) tiene un limite cuando x tiende a ¢ si y so6lo si ahi
tiene limites por la derecha y por la izquierda, y ademads si estos limites laterales
son iguales:

lim f(x) = L = lim f(x) =L y lim_f(x) = L.
xX—c xX—c x—>c
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y = fx)

0 1 2 3 4

FIGURA 2.27 Grafica de la funcién en el
ejemplo 2.

y
L+emn
o flx)
fix) se
L encuentra aqui
L—ed
para toda x # xg
que esté aqui
R
X
5 2 ) x
X0 Xg + 0

FIGURA 2.28 Intervalos asociados con la
definicion de limite por la derecha.

y
L+en
¢ flx)
fix) se
L= encuentra aqui
L—eL
para toda x # x;
que esté aqui
- 8
( o ¥
—e
0 Xg— & X

FIGURA 2.29 Intervalos asociados con la
definicion de limite por la izquierda.

EJEMPLO 2 Para la funcién que aparece en la figura 2.27,

Enx = 0: lim, ¢ f(x) = 1,
lim,—¢- f(x) y limy—( f(x) no existen. La funcion no esta definida a la
izquierda de x = 0.

Il
—

lim,—1- f(x) = 0 aunque f(1) = 1,

lim, - f(x) =1,

lim,—; f(x) no existe. Los limites por la derecha y por la izquierda no
son iguales.

Enx = 2: lim,—,- f(x) = 1,

lim,—o+ f(x) = 1,

lim,—, f(x) = 1 aunque f(2) = 2.
Enx = 3: limems f(x) = limey f(x) = limes f(x) = f(3) = 2.
Enx = 4: lim,—4- f(x) = 1 aunque f(4) # 1,

lim, 4+ f(x) y lim,—4 f(x) no existen. La funcidn no esta definida a la
derecha de x = 4.

Enx

En cualquier otro punto ¢, en [0, 4], f(x) tiene limite igual a f(c). [ |

Definicion formal de limites laterales

La definicion formal del limite de la seccion 2.3 se puede modificar facilmente para los limites
laterales.

DEFINICIONES  Decimos que f{(x) tiene limite por la derecha igual a L en x,, por
lo que escribimos

lim f(x) = L  (véase la figura 2.28)
X—>Xo
si para todo niimero € > 0, existe un nimero 6 > 0 correspondiente tal que para
toda x
Xo<x<xy+ 6 = |f(x) — L] <ee.
Decimos que f tiene limite por la izquierda igual a L en x,, por lo que escribimos

lim f(x) = L  (véase la figura 2.29)
XX

si para todo nimero € > 0, existe un nimero 8 > 0 correspondiente tal que para
toda x

xXo— 0 < x < x = |f(x) — L] <ee.

EJEMPLO 3 Demuestre que

Solucion  Sea € > 0 dado. Aqui xp = 0 y L = 0, asi que necesitamos determinar 6 > 0 tal
que para toda x

0<x<s6 = |Vx-0|<e,

o bien

0<x<s = Vix < e.



FIGURA 2.30  lim Vx = Oenel
X

ejemplo 3.

2.4 Limites laterales 69

Al elevar ambos lados de la ultima desigualdad al cuadrado, se obtiene
x < € si 0<x<3é.
Si elegimos § = €2, tenemos
0<x<ds=é¢ = Vrx<e,
o bien

0<x<e& = |[Vx-0|<e.

De acuerdo con la definicion, esto muestra que limx_>0+\/); = 0 (figura 2.30). [
Las funciones analizadas hasta ahora tienen algun tipo de limite en cada punto de interés.
En general, esto no necesariamente ocurre.

EJEMPLO 4  Muestre que y = sen(1/x) no tiene limite cuando x tiende a cero por cualquier
lado (figura 2.31).

X
0
y=sen%
=

FIGURA 2.31 La funcién y = sen(1/x) no tiene limite por
la derecha ni limite por la izquierda cuando x tiende a cero
(ejemplo 4). En la grafica se omiten valores muy cercanos

al eje y.

Solucion  Cuando x tiende a cero, su reciproco, 1/x, crece sin cota y los valores de sen(1/x)
se repiten de manera ciclica de —1 a 1. No existe un niimero L al que los valores de la funcién
estén suficientemente cercanos cuando x se aproxima a cero. Esto es cierto incluso si restrin-
gimos x a valores positivos o a valores negativos. La funcion no tiene limite por la izquierda
ni limite por la derecha en x = 0. [ |

Limites que incluyen a (sen 6)/6

Un hecho importante acerca de (sen 0)/6 es que, medido en radianes, su limite 6 — 0 es 1. En
la figura 2.32 podemos ver esto y confirmarlo de manera algebraica si aplicamos el teorema
de la compresion. Vera la importancia de este limite en la seccion 3.5, donde se estudiaran las
tasas instantaneas de cambio de las funciones trigonométricas.

y
__senf .
Y=g (radianes)
=3 2r~“Zr T 21 37

NO ESTA A ESCALA
FIGURA 2.32 La grafica de f(6) = (sen 6)/6 sugiere que

ambos limites, por la derecha y por la izquierda, cuando 6 se
aproxima a cero son iguales a 1.
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y
TEOREMA 7
| T olirrh senf _ 1 (6 en radianes) (1)
\P
tan 0 Prueba El plan es mostrar que tanto el limite por la derecha como el limite por la izquierda
! son iguales a 1. Entonces sabremos que el limite bilateral también es 1.
sen 6 Para mostrar que el limite por la derecha es 1, iniciamos con valores positivos de 6
menores que 7/2 (figura 2.33). Observe que
0 .
csf [ L1 x Area de AOAP < 4rea del sector OAP < 4rea de AOAT.
o 0 A1, 0)

1 Podemos expresar estas areas en términos de 6 como sigue

FIGURA 2.33 Figura para la demostracion

del teorema 7. Por definicion, 74/04 = Area de AOAP = %base X altura = %(l)(sen 0) = %sen 0
tan 0, pero OA = 1, por lo que 74 = tan 6. | 1 0
Area del sector OAP = Erze = 5(1)26 =5 (2)

Area de AOAT = %base X altura = %(1)(tan 0) = %tan@.

Asi que,
La ecuacion (2) es donde interviene 1 1 1
la medida en radianes: el area del B senf < 5 0 < 5 tan 0.

sector OAP es 0/2 sblo si 0 se mide

en radianes. Esta tltima desigualdad no se altera si dividimos los tres términos entre el nimero (1/2) sen 6,

el cual es positivo, ya que 0 < 0 < 7/2:

0 1
< .
sen 0 cos O

Al tomar reciprocos, las desigualdades se invierten:

1>%>cos9.

Puesto que limy—o+ cos & = 1 (ejemplo 11b, seccion 2.2), el teorema del sandwich nos da

lim S00 —
6—0" 0
Recuerde que sen 6 y 6 son funciones impares (seccion 1.1). Por lo tanto, f(6) = (sen 6)/0
es una funcion par, con una grafica simétrica con respecto al eje y (figura 2.32). Esta simetria
implica que el limite por la izquierda en 0 existe y tiene el mismo valor que el limite por la

derecha:
, 0 sen 6
lim 522 =1 = Ji
6=0- 0 o0t 6
asi que por el teorema 6 se tiene limy— (sen 6)/6 = 1. [ |

EJEMPLO 5  Muestre que (a) }}imo COShT_l =0 y (b h'mo Selslxzx = %
— x—>
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Solucion

(a) Utilizando la férmula del 4ngulo medio, cos 7 = 1 — 2 sen?(%/2), calculamos

, cosh — 1 , 2sen’ (h/2)
lim ——— = lim — —————
h—0 h h—0 h
= —tglin}) sen 6 sen 6 Sea® = h/2.
Ecuacion (1) y ejemplo 11a
= —(1)(0) = 0. de la seccion 2.2.

(b) La ecuacion (1) no se aplica a la fraccion original. En el denominador necesitamos 2x,
no 5x. Para obtenerlo, multiplicamos numerador y denominador por 2/5:

. sen2x _ ,_ (2/5)-sen2x
lim = lim
x—0 Sx =0 (2/5)-5x

_2 lim sen 2x Ahora, la ecuacion (1)
5x>0 2x se aplica con § = 2x.
2 2

=Z(1) =2 .
5 (1) 5

EJEMPLO 6  Determine lin}) mnt375t602t.
11—

Solucion  Con base en la definicion de tan ¢ y sec 2¢, tenemos

lim tan 7 sec 2t _ lh’m sent¢ 1 1
—0 3t 3/—>0 ¢ COSt cos2t

Ecuacion (1) y ejemplo 11b

1 1
= g (O = g de la seccién 2.2.

Ejercicios 2.4

Determinacion grafica de limites

y
1. De los siguientes enunciados, respecto de la funciéon y = f(x) que v = f0)
aparece graficada, jcuales son verdaderos y cuales son falsos?
y 2 °
y =fx)
1 1+ *—0—o
! s " I I I I
) B S 0 2 3 *
a. lim f(x) =1 b. lim f(x) =0 a. lim f(x) =1 b. lim f(x) no existe.
x—>—1 x—0 x——1" x—2
c. lim f(x) =1 d. lim f(x) = lim f(x) c. lim f(x) =2 d. lim f(x) =2
e XIE}) f(x) existe. f. )}E}) f) =0 e. xl—i>n11* flx) =1 f. t11_r311 f(x) no existe.
g Jim /00 =1 h. lim f(x) =1 g lim f(x) = lim f(x)
i lim f(x) = 0 i lim f(x) =2 o 7 , ,
x—1 x—2" h. lim f(x) existe para toda c en el intervalo abierto (—1, 1).
k. limr f(x) no existe. 1. 11'11;+ fx) =0 e
x—— x—

i. lim f(x) existe para toda c en el intervalo abierto (1, 3).
2. De los siguientes enunciados, respecto de la funcion y = f(x) que e

. jo i =0 k. li No existe.
aparece graficada, ;cuales son verdaderos y cuales son falsos? ] x—1>rP1 1) xggl’ f(x) No existe
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3. Sea f(x) =

g e Fop

Capitulo 2: Limites y continuidad

3—x, x<2
%+1, x> 2.
y

Determine lim,—+ f(x) y lim,—,- f(x).
¢ Existe el lim,—, f(x)? Si es asi, jcual es? Si no existe, jpor qué?
Determine lim,—4- f(x) y lim,—4+ f(x).

¢ Existe el lim,—4 f(x)? Si es asi, jcual es? Si no existe, jpor qué?

3—x, x<2
4. Sea f(x) = 2, x =2
X
- >
> x>2
y
y3X‘
3
— [ )
- X
- y 2
L1 L1 x
-2 0 2

s o=

Determine lim,—,+ f(x), lim,—,- f(x),y f(2).

¢ Existe el lim,—; f(x)? Si es asi, ;cual es? Si no existe, ;por qué?

¢. Determine lim,—_- f(x) y lim,—_+ f(x).

&

5. Sea f(x) =

(Existe el lim,—; f(x)? Si es asi, jcual es? Si no existe, ;por qué?
0, x=0
L >0
seny, X .
y
1 -
X
0
0, x=0
y= 1
sen—, x>0
1+

a. (Existe el lim,—q+ f(x)? Si es asi, ;cudl es? Si no existe, ;por qué?

b.

C.

(Existe el lim,— - f(x)? existe? Si es asi, ;cual es? Si no existe,
(por qué?

(Existe el lim,—q f(x)? Si es asi, ;cudl es? Si no existe, ;por qué?

6. Seag(x) = Vi sen(1/x).
x
-1F y=-Vx
a. (Existe el lim,—o+ g(x)? Si es asi, jcudl es? Sino existe, ;por qué?

b. (Existe el lim,—o- g(x)? Si es asi, ¢cudl es? Si no existe, ;jpor qué?

. Grafique f(x) = {

1 -2
. Grafique f(x) = {2 *

. (Existe el lim,—¢ g(x)? Si es asi, ;cudl es? Si no existe, ;por qué?

X, x # 1
0, x=1.

. Determine lim,— ;- f(x) y limy—1+ f(x).

. (Existe el lim,—; f(x)? Si es asi, ;cual es? Si no existe, ;por qué?

x #1
x =1

. Determine lim,—+ f(x) y limy—1- f(x).

. (Existe el lim,—; f(x)? Si es asi, ;cual es? Si no existe, ;por qué?

Grafique las funciones en los ejercicios 9 y 10. Luego responda estas pre-

guntas.

a.
b.

C.

d.

9. flx) =

10. f(x) =

(Cual es el dominio y cual el rango de f?
(En qué puntos c, si los hay, existe lim,—. f(x)?
(En qué puntos solo existe el limite por la izquierda?
(En qué puntos solo existe el limite por la derecha?
- 0=x<l1
1=x<2
s x=2

N =

-1 =x<0,
x=20
0, x < -1

o 0<x=1

Naulite

o x>1

Determinacion algebraica de limites laterales
Calcule los limites en los ejercicios 11 a 18.

11.

m
x—=0.5"

x+ 2 , x— 1
X+ 1 12. lim \

x—1"

13. lim ( )(2x+5)

r—>*2+ 1)\ + x
x+6 — X

i () (50) (35)

15. lim

VIR + 4h+5 -5

h—0" h



V6 - \Vs2+ 11h+ 6
A

16. lim
h—0"
) |x + 2| ) |x + 2|
17. a. x11)11‘12+(x+3)x+2 b. xl1)11127(x+3) 72
VZTC(x—l) V2x(x — 1)
18. a. lim ———— _—
x—17" |x— l| x—1" |x— 1‘

Utilice la grafica de la funcion maximo entero y = |x| (figura 1.10 de la
seccion 1.1) para ayudarse a encontrar los limites en los ejercicios 19 y 20.
6] 16]

19. a. elggl*T b. 9119[31*7

20. a. lim ( — [1]) b lim (1 — |¢])

Uso de lim " 0 1
0—0 0

En los ejercicios 21 a 42, determine los limites.
21. lim senV/20 22. 1im 5K () constante)

0—0 20 —0 1
2. lim 0 24, i

) ygr}) 4y " 0 sen 3k
. tan 2x . 2t

25. )}E}) X 26. }E)I(l) anz
27. lim xese 2x 28. lim 6x*(cotx)(csc 2x)

x—0 cos 5x x—0

, X+ Xxcosx . x> — x + senx
29. lim enxcos x 30. lim =
31. lim 1 — cosé 32, ljm ¥ X cOSX
" 9—>0 sen20 " x—0 sen?3x
sen (1 — cost) sen (sen /)

33. lim———— 34. lim ——

t—0 1 — cost h—0 senh

sen 6 , _ senSx

3. 0111}) sen 20 36. xlg%) sen 4x
37. lim 6 cos 6 38. lim sen 6 cot 26

6—0 6—0

tan 3x ~sen3ycot Sy

39, lim ——— 40. lim ———

x—0 sen 8x y—0 ycotdy
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a1, lim e 42. lim —2cot40
6—0 - cot 30 6—0 sen” 6 cot” 20

Teoria y ejemplos

43. Si usted sabe que en un punto interior del dominio de £, lim,—4+ f(x)
y lim,—, f(x) entonces ;se cumplird lim,—, f(x)? Justifique su
respuesta.

44. Si sabe que existe lim,—. f(x) ;puede encontrar su valor calculando
lim,—.+ f(x)? Justifique su respuesta.

45. Suponga que f es una funcion impar de x. (Saber que
lim,—¢+ f(x) = 3 le indica algo acerca de lim,—q- f(x)? Justifique
su respuesta.

46. Suponga que f'es una funcion par de x. ;Saber que lim,—, f(x) = 7
le indica algo acerca de lim,——- f(x) o de lim,—_»+ f(x)? Justifique
su respuesta.

Definiciones formales de limites laterales

47. Dado € > 0, determine un intervalo I = (5,5 + §),5 > 0, tal que
sixestaen/entonces Vx — 5 < e.;Qué limite se verifica y cudl es
su valor?

48. Dado € > 0, determine un intervalo I = (4 — §,4),8 > 0, tal que
si x esta en [ entonces V4 — x < €. ;Qué limite se verifica y cual
es su valor?

En los ejercicios 49 y 50, utilice las definiciones de limite por la derecha

y limite por la izquierda para probar los siguientes enunciados acerca de

limites.

49. lim < = -1 50. lim 2 = 1
x—>0’|x| x—2" |x — 2|

51. Funcién maximo entero Determine (a) limy—agor [X] ¥y
(b) limy—400- | x| ; luego utilice las definiciones de limites para
verificar sus resultados. (¢) Con base en sus conclusiones de los
incisos (a) y (b), (qué puede decir acerca de lim,—4g|x | ? Justi-
fique su respuesta.

¥ sen(1/x), x <0

52. Limites laterales Sea f(x) = {
X, x> 0.

Determine (a) lim,—¢+ f(x) y (b) lim,—¢ f(x); luego utilice las
definiciones de limites para verificar sus resultados. (¢) Con base en
sus conclusiones de los incisos (a) y (b), ;qué puede decir acerca
de lim,—¢ f(x)? Justifique su respuesta.

2.5 I Continuidad

Cuando trazamos valores de una funcion generados en un laboratorio o recolectados en el cam-
po de estudio, con frecuencia los unimos con una curva continua para mostrar los valores de la
funcién en los tiempos que no medimos (figura 2.34). Al hacerlo, suponemos que trabajamos
con una funcion continua, de forma que sus salidas varian continuamente con las entradas y no
saltan de un valor a otro sin tomar los valores intermedios. El limite de una funcién continua,
cuando x se aproxima a ¢, puede encontrarse con el simple calculo del valor de la funcién en c.
(En el teorema 2 vimos que esto es cierto para polinomios).

De manera intuitiva, cualquier funcion y = f(x), cuya grafica puede trazarse en todo su
dominio con un movimiento continuo sin levantar el lapiz, es un ejemplo de una funcién con-
tinua. En esta seccion estudiaremos de manera mas precisa lo que significa que una funcion sea
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FIGURA 2.35 La funcidn es continua en
[0,4] exceptoenx = 1,x =2yx =4
(ejemplo 1).

Continuidad ~ Continuidad por
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FIGURA 2.36 Continuidad en los puntos a,
byc.

continua. También estudiaremos las propiedades de funciones continuas y veremos que muchas
de las funciones presentadas en la seccion 1.1 son continuas.

Continuidad en un punto

Para entender la continuidad es util considerar una funcion como la de la figura 2.35, cuyos
limites analizamos en el ejemplo 2 de la tltima seccion.

EJEMPLO 1 Determine los puntos en los que la funcién f de la figura 2.35 es continua y los
puntos donde f no es continua.

Solucion  La funcién f es continua en todo punto de su dominio [0, 4], excepto en x = 1,
x = 2y x = 4. En estos puntos, la grafica se corta. Observe la relacion entre el limite de f
y el valor de /" en cada punto del dominio de la funcion.

Puntos en los que la funcién es continua:

Enx =0, li')rrol+ f(x) = f(0).
Enx =3, 11'_1313 fx) = f(3).

En0<c<4,c#1,2, lim f(x) = f(c).
xX—c

Puntos en los que la funcién no es continua:

Enx =1, lim1 f(x) no existe.
X

Enx = 2, lim2 f(x) = 1,pero 1 # f(2).
x>

Enx =4, Hn}f(x): 1, pero 1 # f(4).
xX—>

Enc < 0,c >4, tales puntos no estan en el dominio de f. [ |

Para definir continuidad en un punto en el dominio de una funcion, necesitamos definir
continuidad en un punto interior (que implica un limite por los dos lados) y continuidad en un
extremo (que implica un limite lateral) (figura 2.36).

DEFINICION

Punto interior: Una funcion y = f(x) es continua en un punto interior ¢ de su do-
minio si

lim f(x) = f(c).

Punto extremo: Una funcion y = f(x) es continua en un extremo izquierdo a o es
continua en un extremo derecho b de su dominio si

lim f(x) = fa) o

lingﬁ f(x) = f(b), respectivamente.

Si una funcién f no es continua en un punto ¢, decimos que f es discontinua en ¢, y que ¢
es un punto de discontinuidad de f. Observe que ¢ no necesita estar en el dominio de f.

Una funcion f'es continua por la derecha (continua desde la derecha) en un punto x = ¢
en su dominio si lim,—. f(x) = f(c). Es continua por la izquierda (continua desde la iz-
quierda) en c si lim,—. f(x) = f(c). Asi, una funcion es continua en un extremo izquierdo a
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FIGURA 2.37 Una funcion que es continua
en todo punto de su dominio (ejemplo 2).

y = Ux)

X

or

FIGURA 2.38 Una funcion que tiene una
discontinuidad de salto en el origen
(ejemplo 3).

y
4+ —
3F *——0
y=x]
2+ &——o0
1+ *—0
I N I I I X
-1 1 2 3 4
o—
—_—0 2+

FIGURE 2.39 La funciéon maximo

entero es continua en todo punto no entero.
Es continua por la derecha, pero no es
continua por la izquierda, en cada punto
entero (ejemplo 4).
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de su dominio si es continua por la derecha en a, y es continua en un extremo derecho b de su
dominio si es continua por la izquierda en b. Una funcidn es continua en un punto interior ¢ de
su dominio si y so6lo si es continua por la derecha y continua por la izquierda en ¢ (figura 2.36).

EJEMPLO 2 La funcién f(x) = V4 — x? es continua en todo punto de su dominio [—2, 2]
(figura 2.37) si incluye a x = —2, donde f es continua por la derecha, y en x = 2, donde es
continua por la izquierda. [ |

EJEMPLO 3 La funcion escalon unitario U(x), que se grafica en la figura 2.38, es continua
por la derecha en x = 0, pero no es continua por la izquierda ni continua alli. Tiene una discon-
tinuidad de salto en x = 0. [

Resumimos continuidad en un punto en la forma de una prueba o un criterio.

Prueba de continuidad
Una funcion f(x) es continua en un punto interior x = ¢ de su dominio si y so6lo si
cumple las siguientes tres condiciones:

1.  f(c) existe (c pertenece al dominio de f).
2. Existe el lim,— f(x) (f tiene limite cuando x — ¢).
3. lim. f(x) = f(c) (el limite es igual al valor de la funcion).

Para la continuidad lateral y la continuidad en un punto extremo, los limites en las partes 2
y 3 de la prueba deben reemplazarse por los limites laterales apropiados.

EJEMPLO 4  La funciéon y = |x|, que se presentd en la seccion 1.1, esta graficada en la
figura 2.39. Es discontinua en cada entero, puesto que los limites por la izquierda y por
la derecha no son iguales cuando x — n:

lim x| =n—1 y lim [x| = n.
X—n X—n
Como |n| = n, la funcién maximo entero es continua por la derecha en cada entero 7 (pero no
es continua por la izquierda).
La funciéon méaximo entero es continua en cada nimero real que no sea entero. Por
ejemplo,
lim x| =1=|L15].

x—1.5

En general, sin — 1 < ¢ < n, n es un entero, entonces

lim|x|] =n—-1=|c]. ]

X—c

La figura 2.40 muestra varios tipos de discontinuidades. La funcion en la figura 2.40a es
continua en x = 0. La funcion en la figura 2.40b seria continua si tuviera f(0) = 1. La funcién
en la figura 2.40c seria continua si f(0) fuera 1 en vez de 2. Las discontinuidades en la figura
2.40b y ¢ son removibles (o evitables). Cada funcion tiene limite cuando x — 0; podemos evi-
tar la discontinuidad si hacemos f(0) igual a este limite.

Las discontinuidades en la figura 2.40d a 1.40f son maés serias: lim,—¢ f(x) no existe y
no hay forma de mejorar la situacién cambiando f'en 0. La funcion escalonada en la figura
2.40d tiene una discontinuidad de salto. Los limites laterales existen, pero con valores di-
ferentes. La funcién f(x) = 1/x? en la figura 2.40e tiene una discontinuidad infinita. La fun-
cion en la figura 2.40f tiene una discontinuidad oscilante. Oscila demasiado para tener limite
cuando x — 0.
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Yy =fx) y =flx)

1 = fix)
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X 1
y=f =% /\ ik §
0 1 X
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FIGURA 2.40 La funcion en (a) es continua en x = 0; las funciones en las graficas (b) a (f)
no lo son.

(=]

Funciones continuas

Una funcion es continua en un intervalo siy solo si es continua en cada punto del intervalo. Por
ejemplo, la funcion semicircunferencia graficada en la figura 2.37 es continua en el intervalo
[—2, 2], que es su dominio. Una funcién continua es aquella que es continua en cada punto
de su dominio. Una funcion continua no necesita ser continua en todos los intervalos.

EJEMPLO 5

(a) La funciéon y = 1/x (figura 2.41) es una funcion continua, ya que es continua en todo
punto de su dominio. Tiene un punto de discontinuidad en x = 0; sin embargo, como no
esta definida alli, es discontinua en cualquier intervalo que contenga a x = 0.

(b) De acuerdo con el ejemplo 3 de la seccion 2.3, la funcion identidad f(x) = x y las fun-
x ciones constantes son continuas para todo numero real. [ |

Combinaciones algebraicas de funciones continuas son continuas donde estén definidas.

FIGURA 2.41 Lafunciény = 1/xes
continua en cada valor de x excepto en TEOREMA 8: Propiedades de las funciones continuas  Si las funciones f y g
x = 0. Tiene un punto de discontinuidad son continuas en x = ¢, entonces las siguientes combinaciones son continuas en
enx = 0 (ejemplo 5). X =c.

1. Sumas: f+g

2. Diferencias: f—g

3. Multiplos constantes: k- f, para cualquier nimero k

4. Productos: f-g

5. Cocientes: f/g, siempre que g(c) # 0

6. Potencias: f", donde n es un entero positivo

7. Raices: \'/]’ siempre que esté definida en un intervalo que

contenga a ¢, donde 7 es un entero positivo.
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La mayoria de los resultados del teorema 8 se deducen de las reglas de los limites del teo-
rema 1, seccion 2.2. Por ejemplo, para probar la propiedad de la suma, tenemos

lim(f + g)(x) = lim(f(x) + g(x))

= hln flx) + li£1 g(x), Regla de la suma, teorema 1
= )}(cc) + g(c)x ‘ Continuidad de /'y gen ¢
= (f + g)o).
Esto muestra que f'+ g es continua.
EJEMPLO 6
(a) Todo polinomio P(x) = a,x" + a,_x""' + -+ + ay es continuo, ya que, por el teo-

rema 2, seccion 2.2, se tiene lim P(x) = P(c).
xX—c

(b) Si P(x)y O(x) son polinomios, entonces la funcion racional P(x)/Q(x) es continua siempre

que esté definida (Q(c) # 0) por el teorema 3, seccion 2.2. [ |
EJEMPLO 7  La funcién f(x) = |x| es continua en todo valor de x. Si x > 0, tenemos
f(x) = x, un polinomio. Si x <0, tenemos f(x) = —x, otro polinomio. Por tltimo, en el origen,
limy—o|x| = 0 =10|. [

Las funciones y = sen x y y = cos x son continuas en x = 0 por el ejemplo 11 de la sec-
cién 2.2. De hecho, ambas funciones son continuas en todos los reales (ejercicio 68). Con
base en el teorema 8, se deduce que las seis funciones trigonométricas son continuas siem-
pre que estén definidas. Por ejemplo, y = tan x es continua en --- U (—m/2,7/2)U
(m/2,3mw/2)U ---.

Composicion de funciones

Toda composicion de funciones continuas es continua. La idea es que si f(x) es continua en
X = ¢,y g(x) es continua en x = f{(c), entonces g ° f es continua en x = ¢ (figura 2.42). En este
caso, el limite cuando x — ¢ es g(f(c)).

g-f

Continua en ¢

g
Continua m
" enc . en f(c) X
c flo) g(fle))

FIGURA 2.42 Las composiciones de funciones continuas son continuas.

TEOREMA 9: Composicion de funciones continuas  Si f es continuaency g es
continua en f{c), entonces la composicion g ° f es continua en c.

De manera intuitiva, el teorema 9 es razonable, ya que si x es cercana a c, entonces f{(x) es
cercana a f(c), y como g es continua en f{(c) se sigue que g(f(x)) es cercana a g(f(c)).

La continuidad de la composicion se cumple para cualquier nimero finito de funciones.
El tnico requisito es que cada funcion sea continua donde se aplique. En el ejercicio 6 del
apéndice 4 aparece un esquema de la prueba del teorema 9.
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27 -7 0 T 2

FIGURA 2.43 La grafica sugiere que
¥ = |(x sen x)/(x2 + 2)| es continua
(ejemplo 8d).

EJEMPLO 8  Demuestre que las siguientes funciones son continuas en todos los puntos de
sus dominios respectivos.

2/3
a) y=Vaxl—2x—5 b) y = —
@@ y (b) y L+
x—2 X senx
c = d)y=|—/—""-
Solucion

(a) La funcion raiz cuadrada es continua en [0, ©), ya que es una raiz de la funcion iden-
tidad f(x) = x, que es continua (parte 7, teorema §). Entonces, la funcion dada es la
composicion del polinomio f(x) = x> — 2x — 5 con la funcién raiz cuadrada
g(1) = Vi, por lo tanto es continua en su dominio.

(b) EIl numerador es la raiz cubica de la funcion identidad elevada al cuadrado; el denomi-
nador es un polinomio que siempre es positivo. Por lo tanto, el cociente es continuo.

(¢) El cociente (x — 2)/(x?> — 2) es continuo para toda x # + \/5, y la funcién es la compo-
sicion de este cociente con la funcion valor absoluto, que es continua (ejemplo 7).

(d) Puesto que la funcion seno es continua en todos los reales (ejercicio 68), entonces el
término del numerador x sen x es el producto de funciones continuas, y el término del
denominador x* + 2 es un polinomio siempre positivo. La funcién dada es la composi-
ciéon de un cociente de funciones continuas con la funciéon continua valor absoluto
(figura 2.43). [ |

En realidad, el teorema 9 es una consecuencia de un resultado mas general que ahora es-
tableceremos y demostraremos.

TEOREMA 10: Limites de funciones continuas  Si g es continua en el punto b
y lim,—. f(x) = b, entonces

lim,—. g(f(x)) = g(b) = g(lim—. f(x)).

Prueba  Sea € > 0 dado. Ya que g es continua en b, existe un nimero §; > 0 tal que
lg(y) — g(b)| < e siempreque 0 <|y — b| < 8.
Puesto que lim,—. f(x) = b, entonces existe § > 0 tal que
|f(x) — b| < 8 siempreque 0 <|x — ¢| <.
Si hacemos y = f(x), entonces tenemos que
ly — b| < 8 siempreque 0 <|x — ¢| <,
lo que, con base en el primer enunciado, implica que |g(y) — g(b)| = |2(f(x)) — g(b)| <,

siempre que 0 < |x — ¢| < 8. De la definicion de limite, esto prueba que
lim,—. g(f(x)) = g(b). u

EJEMPLO 9  Como una aplicacion del teorema 10, tenemos

, 3 i , 3
lim cos|2x + sen|— + x =cos| lim 2x + lim sen{—— + x
x—m/2 2 x—/2 x—m/2 2

= cos (m + sen2mw) = cosm = —1. [ |
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Extension continua hacia un punto

La funcién y = f(x) = (sen x)/x es continua en todo punto, excepto en x = 0. En esto se parece
a la funcion y = 1/x. Pero y = (sen x)/x es diferente de y = 1/x en que tiene un limite finito
cuando x — 0 (teorema 7). Por lo tanto, es posible extender el dominio de la funcion para in-
cluir el punto x = 0, de tal manera que la funcion ampliada sea continua en x = 0. Definimos
una nueva funcion

s€n x

Flx) = < x#0
1, x = 0.
La funcién F(x) es continua en x = 0, ya que
lim S35 = F(0)
x—0
(figura 2.44).
y y
T 2 T 2 T 2 T 2
<_§’ E) (5’ E) (_T 77) (T ?)
o 0 7 T 0 T
2 2 2 2
(@ (®)

FIGURA 2.44 La gréfica (a) de f(x) = (sen x)/x para —m/2 = x = 7 /2 no incluye al punto
(0, 1), ya que la funcién no esta definida en x = 0. (b) Es posible eliminar la discontinuidad de
la grafica si se define la nueva funcion F(x) con F(0) = 1y F(x) = f(x) en todos los demas

puntos. Observe que F(0) = lin}) f(x).
—

Con mayor generalidad, una funcion (tal como una funcion racional) puede tener limite,
aunque en ese punto no esté definida. Si f(c) no esta definida, pero existe el lim,—. f(x) = L
definimos una nueva funcion F(x) mediante la regla

f(x), si x esta en el dominio de f
Flx) = o
L, six = c.
La funcién f es continua en x = ¢. Se denomina extension continua de f para x = c. Para fun-
ciones racionales f, las extensiones continuas por lo regular se determinan cancelando los
factores comunes.

EJEMPLO 10  Demuestre que

2
X+ x—06
) =FSE0 xe

tiene una extension continua para x = 2 y determine esa extension.

Solucion  Aunque f(2) no esté definida, si x # 2, tenemos

f(x):x2+x—6:(x_z)(x+3):x+3
¥ -4 (x—2)x+2) x+2°

La nueva funcion

x + 3
x+2

F(x) =
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FIGURA 2.45 (a) La graficade f(x)y
(b) la grafica de su extension continua F(x)
(ejemplo 10).

y
3 *—e
2_
1_
& | | | x
0 1 2 3 4

FIGURA 2.46 La funcion

2x— 2, 1=x<2
f(x)_{3, 2=x=4
no toma todos los valores entre f(1) = 0
y f(4) = 3; le faltan todos los valores
entre 2y 3.

es igual a f(x) para x # 2, pero es continua en x = 2, con valor igual a 5/4. Por lo tanto, f es
la extension continua de f parax =2y

2 —
lim Xt X0 i ) = 2.
x—2 x2 — 4 x—2 4
La grafica de f'se presenta en la figura 2.45. La extension continua f tiene la misma grafica,
salvo que no muestra un agujero en (2, 5/4). En efecto, f es la funcién f con su punto de dis-
continuidad en x = 2 removido. [ |

Teorema del valor intermedio para funciones continuas

Las funciones que son continuas en intervalos tienen propiedades que las hacen particularmen-
te utiles en matematicas y sus aplicaciones. Una de éstas es la propiedad del valor intermedio.
Se dice que una funcién tiene la propiedad del valor intermedio si siempre que toma dos valo-
res, también toma todos los valores entre esos dos.

TEOREMA 11: Teorema del valor intermedio para funciones continuas  Sif
es una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] y si yy es cualquier valor entre
f(a)y f(b), entonces yy = f(c) para algtn ¢ en [a, b].

y

y =fx)

fib)

Yo

fla)

El teorema 11 dice que funciones continuas en intervalos cerrados finitos tienen la pro-
piedad del valor intermedio. Geométricamente, el teorema del valor intermedio indica que cual-
quier recta horizontal y = yg que cruza el eje y entre los nimeros f(a) y f(b) cruzara la curva
y = f(x) al menos una vez en el intervalo [a, b].

La prueba del teorema del valor intermedio depende de la propiedad de completez del sis-
tema de los niimeros reales (apéndice 6) y puede encontrarse en textos mas avanzados.

La continuidad de f'en el intervalo es esencial para el teorema 11. Si f'es discontinua,
aunque sea en un solo punto del intervalo, la conclusion del teorema podria no cumplirse,
como sucede para la funcion graficada en la figura 2.46 (basta seleccionar yy como cualquier
nimero entre 2 y 3).

Una consecuencia para la graficacion: Conectividad El teorema 11 implica que la grafica
de una funcidén continua, en un intervalo, no puede tener rupturas en el intervalo. Sera conexa,
esto es, una curva sin cortes. No tendra saltos, como la grafica de la funciéon maximo entero
(figura 2.39), ni ramas separadas como la grafica de 1/x (figura 2.41).

Una consecuencia para la determinacion de raices Una solucion de la ecuacion f(x) = 0
se llama raiz de la ecuacion o cero de la funcion f. El teorema del valor intermedio nos dice
que si f'es continua, entonces cualquier intervalo en el que f'cambia de signo tendra un cero de
la funcion.

En términos practicos, cuando en una pantalla de computadora vemos que la grafica de
una funcién continua cruza el eje horizontal, sabemos que no brinca el eje. En realidad, exis-
te un punto donde el valor de la funcion es cero.
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FIGURA 2.48 Lascurvasy = Vox +5
yy =4 — x*yy =4 — x? tienen el mismo
valorenx = ¢ cuando V2x + 5 = 4 — ¥
(ejemplo 12).
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EJEMPLO 11  Demuestre que entre 1 y 2, existe una raiz de la ecuacion x> —x — 1 = 0.

Solucion  Sea f(x) =x3—x—1.Como f(1)=1—-1—-1=—-1<0yf2)=23—-2—-1=
5 > 0, vemos que yo = 0 es un valor entre f(1) y f(2). Como fes una funcion continua, el
teorema del valor intermedio dice que existe un cero de f'entre 1 y 2. La figura 2.47 muestra

el resultado de hacer acercamientos para ubicar la raiz alrededor de x = 1.32. [ |
5 1
1 1 1 1 1 1 1.6
i) -1
(@) (b)
0.02 0.003
1.320 ' ' ! ! 111.330 1.3240 ' ' L——=111.3248
-0.02 —-0.003

© (d)
FIGURA 2.47 Acercamiento a un cero de la funcién f(x) = x* — x — 1. El cero est4 cerca
de x = 1.3247 (ejemplo 11).

EJEMPLO 12 Utilice el teorema del valor intermedio para probar que la ecuacion
V2ox +5=4-—4%

tiene una solucion (figura 2.48).

Solucion  Rescriba la ecuacion como

X+ 5+ 2= s

y establezca que f(x) = V2x + 5 + x%. Ahora g(x) = V2x + 5 es continua en el intervalo
[—5/2, ), ya que es la composicion de la funcion raiz cuadrada con la funcién lineal no nega-
tivay = 2x + 5. Entonces fes la suma de la funcion g y la funcioén cuadratica y = x2, la cual es
continua para todos los valores de x. Se sigue que f(x) = V2x + 5 + x? es continua en el in-
tervalo [—5/2,00). Por ensayo y error, encontramos los valores de la funcion
f(0) = V5 ~ 224 y f(2) = Vo +4= 7, observe que f'también es continua en el intervalo
cerrado [0, 2] — [—5/2, ). Como el valor yy = 4 esta entre los nimeros 2.24 y 7, por el teo-
rema del valor intermedio, existe un nimero ¢ — [0, 2] tal que f{c) = 4. Esto es, el nimero ¢

resuelve la ecuacion original. [ |
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Ejercicios 2.5

Continuidad de las graficas

En los ejercicios 1 a 4, indique si la funcion graficada es continua en

[—1, 3]. Sino, jen donde no es continua y por qué?

1. 2.
y
y = fx)
2_/\/
/ -
L L L L x
-1 0 1 2 3
3 4.
y
y = h(x)
.\2_\/_‘
1_
I I I Ly
-1 0 1 2 3

-1 0 1 2
y
y = k(x)
2_
17/
e !
1 0 1 2

Los ejercicios 5 a 10 se refieren a la funcion

=1,

2x,

fx) = 1,
—2x + 4,

0,

“1=x<0
0<x<l1
x=1
I<x<2
2<x<3

Grafica para los ejercicios 5 a 10.

. (Existe f(—1)?
. ¢ Existe lim,— 1+ f(x)?
- limysy+ f(x) = f(=1)?

T o®

. (Existe f(1)?
. ¢Existe lim,— f(x)?
¢ limesy f(x) = £(1)?

&
TP 20

[=7)

(La funcion f'es continuaenx = —17?

. ¢La funcion f'es continua en x = 1?

7. a. jEsta fdefinida en x = 2? (Véase la definicion de f).

b. ;f es continua en x = 2?

8. (En cuales valores de x la funcion f'es continua?

9. ;Qué valor debe asignarse a f(2) para hacer que la funcion extendida

sea continua en x = 27

10. ;A qué nuevo valor debe cambiarse f(1) para eliminar la discon-

tinuidad?

Aplicacion del criterio de continuidad

(En qué puntos no son continuas las funciones de los ejercicios 11 y 12?
(En cudles, si acaso, las discontinuidades son removibles? jEn cudles no
son removibles? Justifique sus respuestas.

11. Ejercicio 1, seccion 2.4

12. Ejercicio 2, seccion 2.4.

(En qué puntos las funciones de los ejercicios 13 a 30 son continuas?

1 1
13. y = —— — 3x 4. y=——-+4
R YT 2y
x + 1 x+3
15. y= ——7— 16. y= ———
7 X —4x+3 Y xr—3x — 10
1 X
17. y = |x — 1| + senx 18. y = - =
y=lx-1 Ve 2
COS X x+2
19. y=— 20. y = “osx
21. y = csc2x 22.y:tan7r7x
23y=xtanx 24,y = Vit + 1
’ 2+ 1 ) 1 + sen’x

25. y=V2x + 3 26. y= V3x — 1

27. y= (2x — 1) 28. y= (2 —x)'*
2 _
r-—x-o 6, x#3

29. g(x) = x =3
5, x=3
3
Y8 sxr 2

30. f) =45

: 3, x=2

4, x=-2

Limites que incluyen funciones trigonométricas

Determine los limites en los ejercicios 31 a 36. En el punto al que se

aproximan, jlas funciones son continuas?
31. lim sen (x — senx)
X/

33. lim1 sec (ysec?y — tan’y — 1)
o

34. lim tan <E cos (sen x1/3))
x—0 4

35. lim cos (*) 36.
=0 V19 — 3 sec 2t =7l

32. HTT(I) sen <E cos (tan t))
t*)

2

lim Vesc?x + 5V3 tanx



Extensiones continuas
37. Defina g(3) de manera que extienda g(x) = (x> — 9)/(x — 3) para que
sea continua en x = 3.

38. Defina 4(2) de manera que extienda A(f) = (2 + 3t — 10)/(t — 2)
para que sea continua en ¢ = 2.

39. Defina f(1) de manera que extienda f(s) = (s> — 1)/(s*> — 1) para
que sea continuaen s = 1.

40. Defina g(4) de manera que extienda
glx) = (x* = 16)/(x* — 3x — 4)
para que sea continua en x = 4.

41. ;Para qué valores de a

2
x> =1, x<3
f(x)i{Zax, x=3

es continua en toda x?

42. ;Para qué valores de b

( ) {x, x <

x) =

g b, x= -2
es continua en toda x?

43. ;Para qué valores de a

2
ax —2a, x=2
f(x)_{lz, ¥ <2

es continua en toda x?

44. ;Para qué valores de b

x—b
, x <0
gy =q 0!
P +b, x>0
es continua en toda x?
45. ;Para qué valoresde ay b
=2, x= -1
fx)=qax—b, —-1<x<1
3, x=1
es continua en toda x?
46. ;Para qué valoresdeay b
ax + 2b, x=0
gx)=<x>+3a—b, 0<x=2
3x — 5, x>2

es continua en toda x?

En los ejercicios 47 a 50, grafique la funcion f para ver si parece que tiene

una extension continua en el origen. Si es asi, utilice las funciones Trace
y Zoom para determinar un buen candidato para el valor de la funcion ex-
tendida en x = 0. Si la funcién no parece tener una extension continua,
(podra extenderse para que sea continua en el origen por la derecha o por
la izquierda? Si es asi, jcual(es) deberia(n) ser el(los) valore(s) de la fun-
cion extendida?

100 — 1

o _
47, f() = 10 S LA §

48. f(x) T

49. f(x) = X

50. f(x) = (1 + 2x)'~
|x]

2.5 Continuidad 83

Teoria y ejemplos

51. Se sabe que una funcién continua y = f{(x) es negativa en x = 0y po-
sitiva en x = 1. jPor qué la ecuacion f(x) = 0 tiene al menos una
solucion entre x = 0 y x = 1? Ilustre con un bosquejo.

52. Explique por qué la ecuacion cos x = x tiene al menos una solucion.

53. Raices de una cubica Demuestre que la ecuaciéonx’ — 15x + 1 =0
tiene tres soluciones en el intervalo [—4, 4].

54. Valor de una funcién Demuestre que la funciéon F(x) = (x — a)*
(x — b)? + x toma el valor (¢ + b)/2 para algtn valor de x.

55. Resolucion de una ecuacion Si f(x) = x> — 8x + 10, demuestre
que existen valores ¢ para los que f(c) es igual a (a) ; (b) —\/g;
(¢) 5,000,000.

56. Explique por qué los siguientes cinco enunciados piden la misma in-
formacion.

a. Determine las raices de f(x) = x> — 3x — 1.

b. Determine la abscisa de los puntos donde la curva y = x3 cruza
alarectay =3x + 1.

¢. Determine todos los valores de x para los que x> — 3x = 1.

d. Determine las abscisas de los puntos donde la curva cubica
y=2x—3xcruzaalarectay = 1.

e. Resuelva la ecuacionx®> — 3x — 1 = 0.

57. Discontinuidad removible D¢ un ejemplo de una funcién f(x) que
sea continua para todos los valores de x, excepto en x = 2, donde
tiene una discontinuidad removible. Explique como sabe que fes dis-
continua en x = 2y como sabe que la discontinuidad es removible.

58. Discontinuidad no removible D¢ un ejemplo de una funcion g(x)
que sea continua para todos los valores de x, excepto en x = —1,
donde tiene una discontinuidad no removible. Explique como sabe
que g es discontinua alli y por qué la discontinuidad es no removible.

59. Una funcién discontinua en todo punto

a. Con base en el hecho de que todo intervalo no vacio de nimeros
reales contiene tanto nimeros racionales como irracionales,
demuestre que la funcion

) 1, sixesracional
X) = . L
0, six esirracional

es discontinua en todo punto.

b. (En algin punto f'es continua por la derecha o continua por la
izquierda?
60. Si las funciones f(x) y g(x) son continuas para 0 =< x = 1, jpodria
ser f(x)/g(x) discontinua en algn punto de [0, 1]? Justifique su
respuesta.

61. Si la funcion producto A(x) = f(x) - g(x) es continua en x = 0, ;las
funciones f(x) y g(x) deben ser continuas en x = 0? Justifique su
respuesta.

62. Composicion discontinua de funciones continuas D¢ un ejemplo
de funciones /'y g, ambas continuas en x = 0, para las cuales la com-
posicion f o g sea discontinua en x = 0. ;Esto contradice el teore-
ma 9? Justifique su respuesta.

63. Funciones continuas que nunca son cero /Es cierto que una fun-

cién continua que nunca es cero en un intervalo nunca cambia de
signo en ese intervalo? Justifique su respuesta.
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64.

65.

Capitulo 2: Limites y continuidad

Estiramiento de una liga de hule /Es cierto que si estira una liga,
moviendo un extremo hacia la derecha y otro hacia la izquierda, al-
gun punto de la liga quedara en su posicion original? Justifique su
respuesta.

Un teorema de punto fijo Suponga que una funcion f es continua
en el intervalo cerrado [0, 1], y que 0 = f(x) = | para toda x en [0, 1].
Demuestre que debe existir un numero ¢ en [0, 1] tal que f(c¢) = ¢

para probar que f(x) = sen x y g(x) = cos x son continuas en todo
punto c.

Resolucién grafica de ecuaciones
En los ejercicios 69 a 76 utilice el teorema del valor intermedio para pro-
bar que cada ecuacion tiene una solucion. Luego utilice una computadora

(a ¢ se le denomina punto fijo de f).

o una calculadora graficadora para resolver las ecuaciones.

66. La propiedad de conservar el signo de las funciones continuas 69. X —3x—1=0
S‘?a f definida en un Aintervalo (a,b)y suponga que flc) # 0 en al- 70. 20 — 2% —2x + 1 =0
gun ¢, donde f'es continua. Demuestre que existe un intervalo (¢ — &,
¢ + 6) alrededor de ¢ donde /" tiene el mismo signo que f{(c). 71. x(x — 1)> =1 (una raiz)

67. Pruebe que f es continua si y so6lo si

Jim fle + h) = f(c).
68. Utilice el ejercicio 67 junto con las identidades 74.

sen(h + ¢) =senhcosc + coshsenc,

cos(h + ¢) = coshcosc — senhsenc 76.

72. X' =2

73. Vi+ V1i+x=4

¥ —15x + 1 =0 (tres raices)

75. cosx = x (unaraiz). Aseglrese de utilizar el modo radianes.

2senx = x (tresraices). Asegurese de utilizar el modo radianes.

Limites que incluyen al infinito; asintotas de graficas

2.6

FIGURA 2.49 La grafica dey = 1/x tiende
a cero cuando x — 00 0 x —> — 00,

En esta seccion estudiamos el comportamiento de una funcion cuando la magnitud de la varia-
ble independiente x se hace cada vez mas grande, o x — *o. Ademas, ampliamos el concepto
de limite al de limites infinitos, que no son limites como los que hemos estudiado hasta ahora,
sino que implican un nuevo uso del término de limite. Los limites infinitos ofrecen simbolos y
lenguaje utiles para describir el comportamiento de funciones cuyos valores se hacen arbitra-
riamente grandes en magnitud. Utilizamos tales ideas de limites para analizar las graficas de
funciones que tienen asintotas horizontales o asintotas verticales.

Limites finitos cuando x — £«

El simbolo de infinito () no representa un numero real. Utilizamos < para describir el com-
portamiento de una funcion cuando los valores de su dominio o rango rebasan cualquier cota
finita. Por ejemplo, la funcién f(x) = 1/x estd definida para toda x # 0 (figura 2.49). Cuando
x es positiva y se vuelve arbitrariamente grande, 1/x se vuelve muy pequefio. Cuando x es ne-
gativa y su magnitud cada vez es mas grande, 1/x de nuevo se vuelve muy pequefio (en magni-
tud). Resumimos tales observaciones diciendo que f(x) = 1/x tiene limite 0 cuando x — 0 o
x—> —00, 0 que 0 es un /imite de f(x) = 1/x en infinito o en menos infinito. A continuacion
damos definiciones mas precisas.

DEFINICIONES
1. Decimos que f{(x) tiene el limite L cuando x tiende a infinito y escribimos
lim f(x) =L
x—00
si, para todo numero € > 0, existe un nimero M correspondiente tal que para toda x
x>M = |f(x) — L] <e.
2. Decimos que f(x) tiene el limite L cuando x tiende a menos infinito y escribimos
lim f(x) =1L
x——00
si, para todo niimero € > 0, existe un numero correspondiente /N tal que para toda x

x <N = [f(x) — L] <e.




No importa qué

ndmero positivo sea €,
la gréfica se encuentra
enestabandaenx = =

_1 €
Y= x y ahi permanece.

L.
N

Sin importar qué
nimero positivo
sea €, la grafica
Se encuentra en
estabandaen x = -
y ahi permanece.

FIGURA 2.50 La geometria dentro del
argumento del ejemplo 1.
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Intuitivamente, lim,—c f(x) = L si, cuando x se aleja del origen en la direccion positiva, f(x)
se hace muy cercana a L. De forma andloga, lim,—.—« f(x) = L si, cuando x se aleja del origen
en la direccion negativa, f(x) se hace cada vez mas cercana a L.

La estrategia para calcular limites de funciones cuando x — +00 es semejante a la de los
limites finitos de la seccion 2.2. Alli, primero encontramos los limites de las funciones cons-
tante e identidad, y = ky y = x. Luego ampliamos dichos resultados para otras funciones al
aplicar el teorema 1 de limites de combinaciones algebraicas. Aqui hacemos lo mismo, salvo
que las funciones iniciales sony = kyy = 1/x,envezdey = kyy = x.

Los hechos basicos que se verifican mediante la aplicacion de la definicion formal son

lim k=k y lim % =0. (1)

Xx—>+00 x—>+00

Probamos el segundo resultado, pero dejamos el primero para los ejercicios 87 y 88.

EJEMPLO 1 Demuestre que

P P
(a) Xli)rrgo =0 (b) xllgloo = 0.
Solucion
(a) Sea € > 0. Debemos determinar un nimero M tal que para toda x
1 1
x>M = ¥~ 0 = |5 <e€

La implicacion se cumplird si M = 1/e o cualquier nimero positivo mayor (figura 2.50).
Lo anterior demuestra que lim, . (1/x) = 0.

(b) Sea e > 0. Debemos determinar un nimero N tal que para toda x

x <N = % - 0‘ = % < €.
La implicacion se cumplird si N = —1/€ o cualquier nimero menor que —1/¢ (figura
2.50). Esto prueba que lim,—_oo (1/x) = 0. [ |

Los limites en infinito tienen propiedades similares a las de los limites finitos.

TEOREMA 12  Todas las leyes de limites en el teorema 1 se cumplen cuando
remplazamos lim,—. por lim,— 0 bien, lim,—_oo. Esto es, la variable x puede
tender a un numero finito ¢ 0 a *o.

EJEMPLO 2 Las propiedades en el teorema 12 se utilizan para calcular limites de la misma
forma que cuando x se aproxima a un niimero finito c.

(a) lim <5 + %) = lim 5 + lim % Regla de la suma
x—>00 X—>00 x—>00
=5+0=5 Limites conocidos
V3
(b) lim S = lim 3%%
x—>—00 X x—>—00

. U N |
lim 7T\/§' lim &+ lim 5  Regladel producto

x—>—00 x—>—00 x—>—00

77\/5 0-0=0 Limites conocidos |
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y _ 52 +8 -3
3% 42
T
_3
\ | Rectay—3
TR . Ll sy
-5 0{ 5 10
1
T2 NOESTA A ESCALA

FIGURA 2.51 La grafica de la funcion en
el ejemplo 3a. La grafica tiende a la recta
¥ = 5/3 cuando |x| crece.

-6

-8

FIGURA 2.52 La grafica de la funcion en
el ejemplo 3b. La grafica tiende al eje x
cuando | x| aumenta.

Limites al infinito de funciones racionales

Para determinar el limite de funciones racionales cuando x — +00, primero dividimos el nu-
merador y el denominador entre la potencia mas alta de x en el denominador. De esta forma, el
resultado depende de los grados de los polinomios que aparecen.

EJEMPLO 3 Estos ejemplos ilustran lo que sucede cuando el grado del numerador es menor
o igual que el grado del denominador.

L5+ 8 -3, 5+ (8/x) — (3/x2) Dividir el numerador y el
@ XIEEO 32 + 2 - lengo 3+ (2/x2) denominador entre x2.
_3+0-0_5 Véase la figura 2.51.
3+0 3
, 11x + 2 , (ll/xz) + (Z/XS) Dividir el numerador y el
(b) xl‘}Ex, 23 — 1 - x_Eloo 2 — (1/x3) denominador entre x°.
0+0 sase 1a fi
= =0 Véase la figura 2.52. ™
2-0

Un caso para el cual el grado del numerador es mayor que el grado del denominador se
ilustra en el ejemplo 8.

Asintotas horizontales

Si la distancia entre la grafica de una funcion y alguna recta fija tiende a cero, cuando un punto
en la grafica se mueve cada vez mas lejos del origen, decimos que la grafica se aproxima asin-
toticamente a la recta y que la recta es una asintota de la grafica.

Al examinar la grafica de f(x) = 1/x (figura 2.49), observamos que el €je x es una asintota
de la curva por la derecha, ya que

1
y también por la izquierda, porque
A
Jim, =0,

Decimos que el eje x es una asintota horizontal de la grafica de f(x) = 1/x.

DEFINICION ~ Unarecta y = b es una asintota horizontal de la grafica de una
funcion y = f(x) si

lim f(x) = b 0 11;11100 f(x) = b.

x—00

La grafica de la funcion

:5x2+8x—3

Je) 3% + 2

que se bosquejo en el figura 2.51 (ejemplo 3a) tiene la recta y = 5/3 como una asintota hori-
zontal, tanto por la derecha como por la izquierda, puesto que

) 5 ) 5
Jim f=3 vy Jim fo =3



y

2_
y=1
1 1 I/x

0

y=-1 /

)
x_zﬁx)— |x|3+1

FIGURA 2.53 La grafica de la funcion del
ejemplo 4 tiene dos asintotas horizontales.

1 Julal I X
-1 \j V 1
FIGURA 2.54 Larectay = 1 es una asintota

horizontal de la funcion que se grafica aqui
(ejemplo 5b).

y
/Y =2+ %%
2
N N
1 -
I I I I I I X
37 27 —-m 0 T 2w 37

FIGURA 2.55 Una curva puede cruzar una
de sus asintotas un numero infinito de veces
(ejemplo 6).
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EJEMPLO 4  Determine las asintotas horizontales de la grafica de

_ X =2
f) lx|® + L.

Solucion  Calculamos los limites cuando x — £00,

3 _ 3 _ 1 — (2/x%)
Parax = 0: lim "372 = lim x3 2 _ lim /¥ _
x=00 |x3 41w £1 0 x4+ (1/x0)
3 _ 3 _ 1 — (2/%%)
Parax < 0: lim xr =2 lim X2 lim 7/—— .

y—o0 x[P 41 a0 (—x) 4 1 x—-0 —1 + (1/x%)

Las asintotas horizontales son y = —1 y y = 1. La grafica se muestra en la figura 2.53. Ob-
serve que la grafica cruza la asintota horizontal y = —1 para un valor positivo de x. [ |

EJEMPLO 5  Determine (a) lim sen(1/x) y (b) lim xsen(1/x).
Xx—>00 x—>+00

Solucion

(a) Introducimos la nueva variable = 1/x. A partir del ejemplo 1, sabemos que t— 0"
cuando x — o0 (figura 2.49). Por lo tanto,

, 1 .
lim sen = lim sent = 0.
X—>00 t—0"

Asimismo, podemos investigar el comportamiento de y = f(1/x) cuando x — 0 si anali-
zamos el valor de y = f{(¢) cuando t — +00, donde ¢ = 1/x.

(b) Calculamos los limites cuando x — 00 y x — —00:

sen ¢

li 1_1, - i 1_1, sent
im xseny = lim —— = y im xseny = lim —— =

X—00 (—o0t I xX——00 t—0- I

1.

La grafica se presenta en la figura 2.54. Vemos también que la recta y = 1 es una asintota
horizontal. n

El teorema del sandwich también se cumple cuando x — +00. Aunque usted debe ase-
gurarse que la funcion, cuyo limite trata de determinar, permanezca entre las funciones que
la acotan para valores de x muy grandes en magnitud, es decir, cuando x — 00 0 x — — 9.

EJEMPLO 6  Mediante el uso del teorema del sandwich, determine la asintota horizontal de
la curva

sen x
X

y=2+

Solucion  Nos interesa el comportamiento cuando x — +00. Como

sen x 1
0= |5 5| = |
y limy—i00 | 1/x]| = 0, por el teorema del sandwich, tenemos lim,— .00 (senx)/x = 0. De

aqui que

lim (2+¥)=2+0=2,

x—>£00

y la recta y = 2 es una asintota horizontal de la curva, tanto por la izquierda como por la
derecha (figura 2.55).

Este ejemplo ilustra que una curva puede cruzar una de sus asintotas horizontales muchas
veces. [
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2_
o3 _ x4 1

YT T4 2 x4

La distancia vertical
entre la curva y la recta
tiende a cero cuando x — ¢

Asintota
T oblicua

FIGURA 2.56 La grafica de la funcién en
el ejemplo 8 tiene una asintota oblicua.

EJEMPLO 7 Determine lim (x — Va® + 16).

x—>00
Solucion  Ambos términos, x y Vx* + 16 tienden al infinito cuando x — 00, por lo que
no es claro lo que le sucede a la diferencia (no es posible restar % de o, puesto que el simbolo no
representa un nimero real). En esta situacion podemos multiplicar el numerador y el denomi-
nador por la expresion radical conjugada para obtener una expresion algebraica equivalente:

2
lim (x — Vo2 + 16) = lim (x — Va? + 16) XX £ 16
x_m e X+ Vo + 16
¥ = (% + 16) 16
= lim ————~ = lim —mM8mMMm@——
O+ V16 T®x + Vi + 16

Cuando x — 00, el denominador en la Gltima expresion se hace arbitrariamente grande, con
lo que vemos que el limite es 0. También podemos obtener este resultado mediante un calculo
directo usando las leyes de los limites:

_16

lim —16 = lim X - 0 -0

TR+ VR 16 T 216 1+ V1I+0
2 2
X X

Asintotas oblicuas

Si el grado del numerador de una funcion racional difiere del grado del denominador en 1, la
grafica tiene una asintota oblicua o inclinada. Al dividir el numerador entre el denominador
determinamos una ecuacion para expresar / como una funcioén lineal, mas un residuo que tiende
a cero cuando x —> £00.,

EJEMPLO 8  Determine la asintota oblicua de la grafica de

x> =3
2x — 4

fx) =

de la figura 2.56.

Solucion  Estamos interesados en el comportamiento cuando x — £00. Dividimos (x2 — 3)
entre (2x — 4):

ey

2x—4jx2—3
X = 2x
2x — 3
2x — 4

2 _
f(x):;x—i:<;+l>+<2xl—4>'

— R S—

lineal g(x) 1'esiduo

Esto nos dice que

Cuando x — +00, el residuo, cuya magnitud da la distancia vertical entre las graficas de /'y g,
tiende a cero, hace de la recta inclinada

_X
g =5 +1



Puede llegar tan alto
como quiera tomando
a x suficientemente

qué tan alta esté B, la
grafica va mds arriba.

==

y =

X

=@ ——

Sin importar que
tan baja sea —B, la
Puede llegar tan bajo
como quiera tomando| ¢ _p
a x suficientemente
cercana a 0.

FIGURA 2.57 Limites laterales infinitos:

lim L. —00,

lim 1 o0
y x—0" ¥

x*)0+x

FIGURA 2.58 Cerca de x = 1, la funcién
y = 1/(x — 1) se comporta igual que la
funcién y = 1/x cerca de x = 0. Su grafica
es la grafica de y = 1/x desplazada 1 unidad
hacia la derecha (ejemplo 9).

Sin importar qué tan
Be alta sea B, la grafica
es ain mas alta.

< Q————
=

(a)
FIGURA 2.59 La grafica de f(x) enel
ejemplo 10 tiende a infinito cuando x — 0.

cercana a 0. Sin importar

grafica va mds abajo.
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una asintota de la grafica de f (figura 2.56). La recta y = g(x) es una asintota tanto por la
derecha como por la izquierda. El siguiente apartado confirmara que la funcion f(x) se hace ar-
bitrariamente grande en valor absoluto cuando x — 2 (donde el denominador se hace cero)
como se muestra en la grafica. [ |

En el ejemplo 8, observe que si el grado del numerador en una funcién racional es mayor que
el grado del denominador, entonces el limite cuando |x| se hace grande es + o —, depen-
diendo del signo que toman el numerador y el denominador.

Limites infinitos

Veamos de nuevo la funcién f(x) = 1/x. Cuando x — 0", los valores de f'crecen sin cota y en
algun momento sobrepasan a cualquier niimero real positivo dado. Esto es, dado cualquier
numero real positivo B, no importa lo grande que sea, los valores de f se hacen aiin mayo-
res que éste (figura 2.57). Asi, £ no tiene limite cuando x — 0. Sin embargo, es conveniente
describir el comportamiento de f'diciendo que f(x) tiende a % cuando x — 0*. Escribimos

lim f(x) = lim %= 00,
x—0" x—0"

Al dar esta ecuacion, no estamos diciendo que el limite existe. Ni afirmamos que existe un
numero real %, porque no hay tal nimero. Mejor dicho, aseguramos que lim,—o+ (1/x) no
existe, porque 1/x se hace arbitrariamente grande y positivo cuando x — 07 .

Cuando x — 07, los valores de f(x) = 1/x se vuelven negativos y de magnitud arbitraria-
mente grande. Dado cualquier numero real negativo — B, los valores de f tarde o temprano es-
taran abajo de —B. (Véase la figura 2.57). Escribimos

1
lim f(x) = lim + = —o00,
x—0" x—0" ¥
Nuevamente, no decimos que el limite exista y sea igual al nimero —2. No hay nimero real
—oo. Describimos el comportamiento de una funcidén cuyo limite cuando x : 0~ no existe
porque sus valores se hacen negativos y arbitrariamente grandes en magnitud.

EJEMPLO 9

lim

Determine lim .
—1x—1

x—1tx — 1

Solucion geométrica  La grafica de y = 1/(x — 1) es la grafica de y = 1/x recorrida
1 unidad hacia la derecha (figura 2.58). Por lo tanto, y = 1/(x — 1) se comporta cerca de 1
exactamente como se comporta y = 1/x cerca de 0:

lim L 0 y lim L —00,
x—1rx — 1 =1 x — 1

Solucién analitica  Considere el nimero x — 1 y su reciproco. Cuando x — 1%, tenemos
que (x —1)—0"y 1/(x —1)—00. Cuando x— 17, tenemos que (x — 1)—0" y

1/(x —1)— —o0. [
EJEMPLO 10  Analice el comportamiento de
1
flx) = - cuando x—0.
X

Solucién  Cuando x se aproxima a cero por cualquier lado, los valores de 1/x? son positivos
y se hacen arbitrariamente grandes (figura 2.59). Esto significa que

1
1i = lim — = oo. u
LA L e
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y

y = flx)

0 /

X
X — 0 0

\
Xg+ 8

FIGURA 2.60 Paraxyg— 06 <x<xp+ 0,
la grafica de f(x) estd por arriba de la recta
y=B5B.

y
\ Xp— 0 x0+6/
\ X0 / Y
T T
0 | |
| 1
| |
| |
! |
|
! ]
-B

y = flx)

it
FIGURA 2.61 Paraxyg— 06 <x<xp+ 0,

la grafica de f(x) esta por abajo de la recta
y=—B.

La funcién y = 1/x no muestra un comportamiento consistente cuando x — 0. Tene-
mos que 1/x — 00 si x — 0", pero 1/x — —00 si x — 0~. Todo lo que podemos decir acerca
de lim,— (1/x) es que no existe. La funcién y = 1/x” es diferente. Sus valores tienden a
infinito cuando x, por cualquier lado, se aproxima a cero, entonces afirmamos que
lim, g (1/x%) = o0,

EJEMPLO 11  Los siguientes ejemplos ilustran que las funciones racionales pueden tener
diferentes comportamientos cerca de los ceros del denominador.

(a) Hmuz lm(x——2)2: 1mx_2=0
=2 x2 — 4 =2 (x —2)x+2) x—o2x+2
-2 x—2 1 1
b) 1 X . = i = =
&l T s+ AWM yv2 4
(© lim x—3 = 1im x—3 - —00 Los valores son negativos para
=2t 2 — 4 =2t (x — 2)(x +2) x > 2, con x cerca de 2.
(d) lim x—3 = lim x—3 _ Los valores son positivos para
=2 2 — 4 x—>2 (x —2)(x +2) x < 2, conx cerca de 2.
(e) xll_l’)n2 ;2 . = )}I_Ig m no existe. Véase los incisos (c) y (d).
) lim 2 —x —(x—-2) -1

; = lim ;= lim ———

x—2 (x — 2) x—2 (x — 2) x—2 (x — 2)
En los incisos (a) y (b) el efecto del cero en el denominador en x = 2 se cancela porque

el numerador también es cero alli. Asi que existe un limite finito. Esto no se cumple en el in-

ciso (f), donde la cancelacién aun deja un factor cero en el denominador. [ |

Definicion formal de limites infinitos

En vez de pedir que f{(x) esté arbitrariamente cerca de un nimero finito L, para toda x suficien-
temente cercana a xo, las definiciones de limites infinitos piden que f(x) esté arbitrariamente
lejos del cero. Excepto por este cambio, el lenguaje es muy similar al que ya vimos. Las figuras
2.60 y 2.61 ilustran tales definiciones.

DEFINICIONES
1. Decimos que f(x) tiende a infinito cuando x se aproxima a x, y escribimos
lim f(x) = oo,
XX
si para todo niimero real positivo B existe un correspondiente 6 > 0, tal que para
toda x

0<|x—x <86 = f(x) > B.
2. Decimos que f(x) tiende a menos infinito cuando x se aproxima a xy, y es-
cribimos
lim f(x) = —oo,
XX
si para todo numero real negativo —B existe un correspondiente 6 > 0, tal que
para toda x

0<|x—x| <6 = fx) < —B.

Las definiciones precisas de limites laterales infinitos en x son analogas y se establecen en los
ejercicios.



Asintota vertical

Asintota 1
horizontal
X
0 1  Asintota
horizontal,
y=0

Asintota vertical,
x=0

FIGURA 2.62 Los ejes de coordenadas son
asintotas de ambas ramas de la hipérbola

y=1/x
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EJEMPLO 12 Demuestre que lim 1 00,
x—0 x2
Solucion  Dada B > 0, queremos encontrar 6 > 0 tal que si

0 < |x—0] <& entonces é>B.

Abhora,

C . 1
siysélosix? < -

1
5> B 3

0, de manera equivalente,
1
x| < ——=.

VB

Asi, al seleccionar § = 1/ VB (o cualquier ntimero positivo menor que éste), vemos que

|x| < & entonces % ~1l-op
X 13
Por lo tanto, por definicion,
1
lim — = o0 [

Asintotas verticales

Observe que la distancia entre un punto de la grafica de f(x) = 1/x y el eje y tiende a cero
cuando el punto se mueve verticalmente y se aleja del origen y a lo largo de la grafica (figura
2.62). La funcion f(x) = 1/x no esta acotada cuando x se aproxima a 0, ya que

lim 1_ —00,

1
lim 3 = oo
y =0 X

x_)0+x

Decimos que la recta x = 0 (el eje y) es una asintota vertical de la grafica de f(x) = 1/x. Ob-
serve que el denominador es cero en x = 0 y que alli la funcidn no esta definida.

DEFINICION ~ Una recta x = g es una asintota vertical de la grafica de una funcion
y=fx)si
lim_f(x) = +00 0 lim f(x) = £00.
x—a Xx—a
EJEMPLO 13 Determine las asintotas horizontales y verticales de la curva
_x+3
x+2°

Solucion  Nos interesa el comportamiento cuando x — +00 y el comportamiento cuando
x — —2, donde el denominador es cero.
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y
Asintota
vertical, 6
x=-2 5 _x+3
4_y7 x+2
=1+ I
Asintota 3P x+2
horizontal, L
=1 Ny —
L1 I L X
-5 4 -3\-2 -10 1 2 3
71_
ok
3k
_4_

FIGURA 2.63 Lasrectasy =1lyx= —2
son las asintotas de la curva en el ejemplo 13.

y
8
y=-
2 —4
Asintota
Asintota vertical, x = 2
vertical, Asintota
x=-2

horizontal, y = 0

FIGURA 2.64 Grafica de la funcion en
el ejemplo 14. Observe que la curva tiende
al eje x so6lo por un lado. Las asintotas no
tienen que ser por ambos lados.

Las asintotas se descubren rapidamente si escribimos la funcién racional como un poli-
nomio con un residuo, al dividir (x + 3) entre (x + 2):

1
x+2jx+3

x+2
1
Este resultado nos permite rescribir y como:
=1+ .
Y x+2
Cuando x — +£00, la curva se aproxima a la asintota horizontal y = 1; cuando x — —2, la
curva tiende a la asintota vertical x = —2. Vemos que la curva en cuestion es la grafica de
f(x) = 1/x recorrida 1 unidad hacia arriba y 2 unidades hacia la izquierda (figura 2.63). Las
asintotas, en vez de ser los ejes de coordenadas, ahora son lasrectasy = l yx = —2. [ |

EJEMPLO 14  Determine las asintotas horizontales y verticales de la grafica de

8
P-4

f&x) =~

Solucion  Nos interesa el comportamiento cuando x — +£00 y cuando x — +2, donde el de-
nominador es cero. Observe que f'es una funcion par de x, asi que su grafica es simétrica con
respecto al eje y.

(a) Comportamiento cuando x — £00. Ya que lim,—oo f(x) = 0, la recta y = 0 la recta
y = 0 es una asintota horizontal, por la derecha, de la grafica. Por simetria, también es
una asintota por la izquierda (figura 2.64). Observe que la curva tiende al eje x solo por
la parte negativa (o por abajo). Ademas, f(0) = 2.

(b) Comportamiento cuando x — +2. Como

lim f(x) = —o0 'y lim f(x) = oo,
x—2" x—2

la recta x = 2 es una asintota vertical tanto por la derecha como por la izquierda. Por
simetria, la recta x = —2 también es una asintota vertical.

No hay otras asintotas, ya que f tiene un limite finito en todos los demas puntos. [ |
EJEMPLO 15  Las curvas

1 - tanx = sen x
coS X y ¥ X = Cosx

y =secx =

tienen asintotas verticales en multiplos impares de 77/2, donde cos x = 0 (figura 2.65).

y =secx y =tanx

:] —
(o8}
3
(o8}
3
3
t2
To
=}
3
8}
3

T
o
|
x
|
|
x
|
!

FIGURA 2.65 Las graficas de sec x y tan x tienen un niimero infinito de asintotas
verticales (ejemplo 15). |
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FIGURA 2.66 Las graficas de /'y g son
(a) distintas para |x| pequefio, y (b) casi
idénticas para |x| grande (ejemplo 16).
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Términos dominantes
En el ejemplo 8 vimos que mediante el proceso de division podriamos rescribir la funcion

2 _
09 =5

como una funcion lineal mas un residuo:

_[x 1
) = (2 + 1) R (2x L 4).

De inmediato, esto nos dice que

X - 1
fx) = 5 +1 Para x numéricamente grande, 7y — 4 Seacercaa 0.

1

f (x) = 2x7_4 Para x cerca de 2; este término es muy grande.

Si queremos conocer el comportamiento de f, ésta es la forma de hacerlo. Se comporta como
y = (x/2) + 1 cuando x es numéricamente grande y la contribucion de 1/(2x — 4) al valor
total de f es insignificante. Se comporta como 1/(2x — 4) cuando x se acerca tanto a 2 que
1/(2x — 4) hace la contribucion dominante.

Decimos que (x/2) + 1 domina cuando x es numéricamente grande, y que 1/(2x — 4)
domina cuando x se acerca a 2. Los términos dominantes como éstos nos ayudan a predecir
el comportamiento de una funcion.

EJEMPLO 16  Sean f(x) = 3x* — 2x> + 3x* — 5x + 6 y g(x) = 3x*. Demuestre que aun-
que 'y g son muy diferentes para valores de x pequefios, son practicamente iguales para |x]|
muy grande, en el sentido de que sus cocientes se aproximan a 1 cuando x — 00 o x —> — 00,

Solucion  Las graficas de /' y g se comportan de forma muy diferente cerca del origen (fi-
gura 2.66a), pero parecen casi idénticas a una escala muy grande (figura 2.66b).

Podemos probar que el término 3x* en f, representado graficamente por g, domina al
polinomio f para valores grandes de x si examinamos la razén de las dos funciones cuando
x — +00. Encontramos que

St -2 43P - 5x+ 6
im —— = lim
x—4+00 g(_x) X—>+00 3x4

, 2 1 5 2
= -+ -+ =
xgllloo (1 3x &2 3 )

:1’

lo cual significa que 'y g son casi idénticas para |x| grande. [ |
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Ejercicios 2.6

Determinacion de limites
1. Para la funcion f; cuya grafica se muestra a continuacion, determine
los siguientes limites.

a. ll;mzf(x) b. Li@yf(x)
d. 11'n713 f(x) e. 11'n(;1+ f(x)

g lim f(x) h. lim f(x)

c. ilg fx)
f. 11'11(;17 f(x)
i. 11’111oo f(x)

y

/ f
_6—5—4—7[11\/2 345 6
)

=3

2. Para la funcion f, cuya grafica se muestra, determine los siguientes

limites.

a. xlgr‘l‘ f(x) b. xE}IzL fx) c. xinzy fx)
d. ]}1_1312 fx) e. x_l)irg+ fx) f. x_l)irfréf fx)
g xgn_g fx) h. xgg)u ) i. xglg, fx)
ji lim £o) k. lim f(x) L lim ()

-6 -5 4/-3

En los ejercicios 3 a 8, determine los limites de cada una de las funciones
(a) cuando x — 00 y (b) cuando x — —00. (Podria ser ttil visualizar su
respuesta con ayuda de una calculadora graficadora o una computadora).

2 2
3.f(x):;*3 4.f(x):71'*;
5. g(X):; 6. g(X):;
2+ (1/x) 8 — (5/%)
=5+ (7/x 3—-(2/x
7. ) = I 8. o) = —— 1
3 - (1/x%) 4+ (V2/xd)
Determine los limites en los ejercicios 9 a 12.
9. lim SO 10. lim <0
x—00 6—>—00 36
11, lim 2 LFsent 12. lim L +Senr

(—>-co t+ cost r—o0 2r + 7 — Ssenr

Limites de funciones racionales
En los ejercicios 13 a 22, determine el limite de cada funcion racional
(a) cuando x — o0 y (b) cuando x — — 00,

3. 0 = 555 -
15. f(x) = ;‘2113 16. f(x) = f;%;

17. h(x) = % 18. g(x) = m

19. g(x) = w 20. h(x) = w?ﬁ;ﬁ
M) = T TRHED gy ) = =

3 + 3x% — 5x =T+ 49
Limites cuando x — o o0 cuando x —> —x

El proceso mediante el cual determinamos limites de funciones racionales
se aplica de la misma forma a cocientes de potencias no enteras o negati-
vas de x; divida el numerador y el denominador entre la mayor potencia
de x en el denominador y proceda a partir de ahi. Determine los limites en
los ejercicios 23 a 36.

7 _ 2 _ 1/3
23. lim /2 =3 24, aim (Y X1
x—=00 N 2% + x xX—>—00 82 — 3
_ 3 \3 2 _
25, lim |4 2. lim [
x—>—00 \ x* + Tx x—00 N x° + x — 2
+ x! +
27. lim 2V 4t 28, lim 2 Vi
xX—>00 3X - 7 xX—>00 2 — \/;C
Y. _AS 1 4
0, lm V2= Vx 30. 1im
=00 Vy +Vx w00 x 77— x

31, lim &L 32. lim

33. lim ————— 34. lim

_ _ 3
35 lim X3 36. lim 43

TN 4y + 25

Limites infinitos
Determine los limites en los ejercicios 37 a 48.

1 .5
37. xli)n& 3x 38. xll)n(}’ 2x
o 0.t L
2x , 3x
41. o x + 8 42. xll}zlf 2x + 10
43, lim —— 44 lim
=7 (x = 7) x=0 x*(x + 1)
45. a. lim —— b. lim 2
x—0" 3)61/3 x—0" 3x1/3



46. a. lim = b lim =
x—0" x1/5 x—0" x1/5
, 4 ,
47. lim —— 48. lim ——
x—0 y2/5 x>0 323

Determine los limites en los ejercicios 49 a 52.

49. lim tanx 50. lim  secx
x—(mw/2)” x—(—m/2)"

51. lim (1 + csc ) 52. lim (2 — cot®)
6—0 6—0

Determine los limites en los ejercicios 53 a 58.

53. lim— cuando
2 -
a. x—2" b. x—2~
c. x— 2% d. x— -2~
54. lim 5 cuando
2 -
a. x— 1" b. x— 1~
c. x——1* d x—-1"

2
55. lim (X? — %) cuando

a. x—0" b. x—0"
[ x—)% d x——1
2
,oxt =1
56. lim o 4cuando
a. x— 2% b. x— -2
c. x—17 d. x—0"
2 _
57. limxﬁixtzcuando
x’ — 2x
a. x—0" b. x—2"
c. x—>2° d x—2

e. ;/Qué puede decir acerca del limite cuando x — 0?

¥ —=3x+2

58. lim37 cuando
X — 4x
a. x—2" b. x— —27"
c. x—>0 d. x—17

e. ;/Qué puede decir acerca del limite cuando x — 0?

Determine los limites en los ejercicios 59 a 62.

59. 1im<2 - i) cuando
/3

a. t—0" b. t— 0"
60. lim (tsl/s + 7) cuando
a. t—0" b. t— 0"

1 2
61. lim (7 + 7) cuando
x2/3 (x _ 1)2/3

a. x—0" b. x—0"

c. x— 17 d. x—1"
. lim KRR cuando

a. x—0" b. x— 0"

c. x— 17 d. x— 1"
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Graficacion de funciones racionales sencillas
En los ejercicios 63 a 68, grafique las funciones racionales. Incluya las
graficas y ecuaciones de las asintotas y los términos dominantes.

63. y= 64 y= —

x—1 x+1

_ 1 -3
65')}72x+4 66'y7x*3
_x+3 . x
67'y_x-§-2 68'y_x+1

Creacion de graficas y funciones

En los ejercicios 69 a 72 elabore un bosquejo de la grafica de una funcion
y = f(x) que satisfaga las condiciones indicadas. No se piden formulas,
solo rotule los ejes de coordenadas y realice un bosquejo adecuado de la
grafica. (Las respuestas no son tUnicas, asi que sus graficas podrian no
ser exactamente las que aparecen en la seccion de respuestas).

69. £(0) = 0, /(1) = 2, f(~=1) = =2, lim_f(x) = ~1,y
lim f(x) = 1 :

70. /(0) = 0, lim f(x) = 0, lim f(x) =2, y

lim /(x) = 2
78 f(0) =0, Jim () =0, lim f() = lim f(x) = o0,

lim f(x) = —coy lim_f(x) = —o0
x—1 x——1

72 f(2) = 1,/(=1) = 0, lim f(x) = 0, lim f(x) = o0,

l_i)rr(;, f(x) = —ooy lim f(x) =1

En los ejercicios 73 a 76, determine una funciéon que satisfaga las con-
diciones indicadas y elabore un bosquejo de su grafica. (Aqui, las respues-
tas no son Unicas. Cualquier funcién que cumpla con las condiciones
es aceptable. Tenga la libertad de utilizar formulas definidas por partes,
si esto le ayuda).

73. lim f(x) =0, lim f(x) = coylim f(x) = o©
x—>+00 x—2" x—2"

74. lim g(x) =0, lim g(x) = —coy lim_g(x) = 00
X—>+00 x—3 x—3"

75. lim A(x) = =1, lim A(x) = 1, lim A(x) = —1y
x—>—00 xX—00 x—0
lim A(x) = 1
x—0"

76. lim k(x) = 1, lim k(x) = o0y lim k(x) = —00
x—>£00 x—1 x—1"

77. Suponga que f(x) y g(x) son polinomios en x y que
lim, oo (f(x)/g(x)) = 2. ;Qué puede concluir sobre
limy— 0 (f(x)/g(x))? Fundamente su respuesta.

78. Suponga que f(x) y g(x) son polinomios en x. Si g(x) nunca es cero,
(puede tener una asintota la grafica de f(x)/g(x)? Fundamente su
respuesta.

79. La grafica de una funcion racional, jcuantas asintotas horizontales
puede tener? Justifique su respuesta.

Determinacion de limites de diferencias cuando x — *x
Determine los limites en los ejercicios 80 a 86.

80. lim (Vx +9 — Vi + 4)

Xx—00

81. lim (VA2 +25 - Va2 — 1)
Xx—00

82. lim (Vx> +3 +x)
x—>—00

83. lim (2v + V4 + 3x — 2)
x—>—00

84. lim (Vox® —x — 3x)

Xx—>00
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85. lim (\/x2 + 3x — \/x2 - 2x>
X

—00
86. lir‘r;o(\/x2 +x - V¥ —x)
x>

Aplicacion de las definiciones formales
Utilice las definiciones formales de los limites cuando x — £ 00 para es-
tablecer los limites de los ejercicios 87 y 88.

87. Si f tiene el valor constante f(x) = k, entonces lim f(x) = k.
x—00

88. Si f tiene el valor constante f(x) = k, entonces lim f(x) = k.
X—>—00

Utilice las definiciones formales para probar las proposiciones acerca de
limites en los ejercicios 89 a 92.

89. lim — = —oo 90. lim 1 = oo
x—0 x x—0 |x|
91. 1 2 - 92. -

im ) lim o=
x—3 (x — 3) x—>=5 (x + 5)

93. A continuacion aparece la definicion de limite lateral (por la derecha)
infinito.

Decimos que f(x) tiende a infinito cuando x se aproxima a x
por la derecha, y escribimos
lim _ f(x) = oo,

x—=xo"

si, para todo niimero real positivo B, existe un 6 > 0 correspon-
diente tal que para toda x

Xo<x<xg+ 96 = f(x) > B.

Modifique la definicion de manera que sea valida para los siguientes casos.

a. lim_ f(x) = o0
X>X0

b, lim f(x) = —o0

XX

c. lim f(x) = —o0
X>X0

Utilice las definiciones formales del ejercicio 93 para probar los limites
que aparecen en los ejercicios 94 a 98.

. PN
94, xli)rl;)l+; = &0 95. x]l%lﬁ; = —
. 1 , 1
96. lim = - 97. lim = 00
x—2" X — 2 x—=2tx — 2
98. lim —— = oo

=11 =7

Asintotas oblicuas
Grafique las funciones racionales en los ejercicios 99 a 104. Incluya las
graficas y ecuaciones de las asintotas.

x> 2+ 1
99.y=x_1 100.y=x_1
_ 2 _
101.y=x2_14 102.y=;x+i
2 _ 3
103, y =1 104, y == 11
X

Ejercicios adicionales de graficacion

En los ejercicios 105 a 108, grafique las curvas. Explique las relaciones

entre la formula de la curva y lo que usted ve.

105.y:% 106.y:_712
4 —x 4 —x
1 T
107. y = 3 + — 108. y = sen ( )
7 x1/3 7 x2 + 1

En los ejercicios 109 y 110, grafique las funciones. Luego responda las

siguientes preguntas.

a. ;Como se comporta la grafica cuando x — 0%
b. ;Cdémo se comporta la grafica cuando x — £00?

c. ;Como se comporta la grafica cercadex = 1 ydex = —1?

3/ \¥°
110. y=5<x_ 1)

Justifique sus respuestas.

23
109. y =%( —%)

Capitulo Preguntas de repaso

1. ;Cual es la tasa de cambio promedio de la funcion g(7) sobre el inter-
valode t = aat = b? ;Como esta relacionada con la recta secante?

2. (Qué limite debe calcularse para determinar la tasa de cambio de una
funcion g(f) en t = #y?

3. Dé una definicion informal del limite
lim f(x) = L.
XX
¢ Por qué esta definicion es “informal”? Dé ejemplos.

4. ;La existencia y el valor del limite de una funcién f(x), cuando x
tiende a x(, depende siempre de lo que pase en x = x(? Explique y
dé ejemplos.

5. Para que el limite no exista, ;qué comportamientos puede tener una
funcion?

6. (Qué teoremas se tienen para el calculo de los limites? Dé ejemplos
de cémo se utilizan los teoremas.

7. (Cémo se relacionan los limites laterales con los limites? ;Coémo
puede utilizarse esta relacion, en algunos casos, para calcular un
limite o probar que el limite no existe? Dé ejemplos.

8. (Cual es el valor de limg— ((sen 6)/0)? ;Importa si 6 estda medido
en grados o en radianes? Explique.

9. Exactamente, ;qué significa lim,—.,, f(x) = L? D¢ un ejemplo en el
que, para la definicion formal de limite, determine una 6 > 0 para f,
L, xoy € > 0 dados.

10. D¢ las definiciones precisas de los siguientes enunciados.
a. lim—, f(x) =5 b. lim,—,+ f(x) = 5

c. lim—; f(x) = o© d. lim,—; f(x) = —o0



11.

12.

13.

14.

15.

;Qué condiciones debe satisfacer una funcion si es continua en
un punto interior de su dominio? ;Cuales si el punto es un punto
extremo?

(Coémo puede ayudarle observar la grafica de una funcion para de-
terminar en donde ésta es continua?

(Qué significa que una funcion sea continua por la derecha en un
punto? ;Qué significa que sea continua por la izquierda? ;Como es-
tan relacionadas las continuidades laterales con la continuidad?

;Qué significa que una funcion sea continua en un intervalo? Dé
ejemplos para ilustrar el hecho de que una funcidn, la cual no es con-
tinua en todo su dominio, puede ser continua en intervalos selec-
cionados de su dominio.

(Cuales son los tipos basicos de discontinuidad? Dé un ejemplo de
cada uno. ;Qué es una discontinuidad removible (o evitable)? Dé un
ejemplo.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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;Qué significa que una funcion tenga la propiedad del valor interme-
dio? ;Cuales condiciones garantizan que una funcion tenga esta pro-
piedad en un intervalo? ;Cuales son las consecuencias para la grafi-
cacion y la resolucion de la ecuacion f(x) = 0?

¢En qué circunstancias puede extender una funcion f(x) para que sea
continua en un punto x = ¢? D¢ un ejemplo.

Exactamente, ;qué significan lim, e f(x) = Ly limy—_co f(x) = L?
Dé ejemplos.

(Qué son lim,— 400 k (k constante) y lim,— 400 (1/x)? (Coémo puede
ampliar estos resultados a otras funciones? Dé ejemplos.

;Como se determina el limite de una funcién racional cuando
x — £00? Dé ejemplos.

;Qué son las asintotas horizontales y las asintotas verticales? Dé
ejemplos.

Capitulo

Ejercicios de practica

Limites y continuidad

1.

Grafique la funcion

1, x= -1
—X, -1 <x<0
flx) = 1, =0
—X, 0<x<1
1, x=1

Luego analice a detalle los limites, los limites laterales, la continui-
dad y la continuidad lateral de fenx = —1, 0 y 1. jHay alguna dis-
continuidad que sea removible? Explique.

. Repita las instrucciones del ejercicio 1 para

0, x= -1
I RVES 0<|x|<1
1) = 0, x =1
1, x> 1.

. Suponga que f(7) y g(¢) estan definidas para toda ¢ y que lim,—,,

f(t) = =7y lim;—, g(#) = 0. Determine el limite cuando ¢ — 7, de
las siguientes funciones.
a. 3f(f) b. (f(1))?
/@)
c. f(1)-g(0) p—
e. cos (g(1) £ [f(0)]
g f(1) +g() h. 1/f()

. Suponga que las funciones f(x) y g(x) estan definidas para toda x y

que lim,—o f(x) = 1/2 y lim,—¢ g(x) = V2. Determine los limites

cuando x — 0 de las siguientes funciones.

a. —g(x) b. g(x)- f(x)
c. f(x) +g(x) d. 1/f(x)
e. x + f(x) 7](();) -_C(l)sx

En los ejercicios 5 y 6 determine el valor que debe tener el lim,— g(x) si
se satisface el limite indicado.

5.

7.

lim (4 — g(x)) 1 6. lim < lim g( )) 2
- = . X X =
x—0 X x——4 xHOg

¢En qué intervalos son continuas las siguientes funciones?
a. fx) =x'? b. g(x) =/
c. hix) =x2 d. k(x) = x7/°

. (En qué intervalos son continuas las siguientes funciones?

a. f(x) = tanx b. g(x) = cscx

sen x
X

d. k(x) =

Determinacién de limites
En los ejercicios 9 a 24 determine el limite o explique por qué no existe.

9.

10.

X —4x + 4
X+ 5x% — 14x
a. cuandox —0

2+ x
X+ 2+ 2
a. cuandox—0 b. cuandox — —1

1—\/); 2 —d®

lim

b. cuando x — 2

lim

11. lim ——— 12. lim
—1 1 —x x—a X' — a
(x + h)? — ¥ (x + h)? — ¥
13. lim ——— 14. lim ————
h—0 h x—0 h
1 1 R
) 2+x) —38
15. lim 25X 2 16, tim > 78
x—0 x—0
13 _ /3
17, 1im > =1 18, lim 216
=1V - =04 \/x — 8
tan (2x)
19. lim —— 20. lim cscx
x—0 tan (7x) X—>ar—
21. lim sen (g + sen x) 22. lim cos? (x — tanx)
X X—>m
. 8x , cos2x — 1
23. }ER) 3senx — x 24. xlg)r}) sen x
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En los ejercicios 25 a 28, determine el limite de g(x) cuando x tiende al
valor indicado.

1
25. lim (4g(x))'3 =2 26 I e
er18+( g(x)) xﬁm\I/E x + g(x)

X _ 2
27 1im X Tl o 2. lim 2 -
i =22 \/g(x)

Extensién continua

29. ;La funcién f(x) = x(x2 — 1)/|x2 — 1| puede extenderse para ser
continua en x = 1 y x = —1? Justifique sus respuestas. (Grafique
la funcidn; la encontrara muy interesante).

30. Explique por qué la funcion f(x) = sen(1/x) no tiene extension con-
tinuaenx = 0.

En los ejercicios 31 a 34, grafique la funcidn para ver si parece que tenga

una extension continua en el punto a dado. Si es asi, utilice las funciones
Trace y Zoom para determinar un buen candidato para el valor en a de la
funcion extendida. Si la funcién parece que no tiene extension continua,
(puede tener una extension continua por la derecha o una por la izquierda?
Si es asi, ;cual cree que debe ser el valor de la funcion extendida?

-1 5cos 6
3. fx) ==, a=1 32.g(0)= > 2% a=a)2
x - Vx 40 — 2m
33,400 =1+ ), a=0 34 k(x) =ﬁ a=0

Raices

Ed 35 Seaf(x) =x* —x — 1.

a. Ultilice el teorema del valor intermedio para demostrar que f'
tiene un cero entre —1 y 2.

b. Resuelva graficamente la ecuacion f(x) = 0 con un error de
magnitud a lo sumo de 1078,

¢. Puede demostrarse que el valor exacto de la solucion en el
inciso (b) es
1. VeON? (1 Ve
2 18 2 18 '

Evalue esta respuesta exacta y comparela con el valor que
encontr6 en el inciso (b).

36. Sea f(0) = 0° — 260 + 2.

a. Ultilice el teorema del valor intermedio para mostrar que f tiene
un cero entre —2y 0.

b. Resuelva graficamente la ecuacion f(0) = 0 con un error de
magnitud a lo sumo de 1074,

c. Puede demostrarse que el valor exacto de la solucion en el

inciso (b) es
1/3 1/3
[CR K Y I
27 27
Evalue esta respuesta exacta y comparela con el valor que

encontr6 en el inciso (b).

Limites en infinito
Determine los limites en los ejercicios 37 a 46.

2x + 3 2% +3
i . e
37 xggo 5x + 7 38 x—>—00 5x2 + 7
2 _
39. lim * 2t 40. lim 5
x——00 3x x—0 x° — Tx + 1
2 4 3
4. lim T 42. lim Xt
x>0 x + 1 x—c0 12x° + 128
8. 5 sen x (Si tiene una graficadora, intente graficar la funcion
. lim ——
x—=00 | x| para —5 = x = 5).
01 (Si tiene una graficadora, intente graficar
44, glim % f(x) = x(cos (1/x) — 1), cerca del origen
— 00

para “ver” el limite en infinito).

. x +senx + 2Vx R
45. lim —————— 46. lim —————
X—>00 x + senx x—00 23 1 oy
Asintotas horizontales y verticales
47. Utilice limites para determinar las ecuaciones de todas las asintotas

verticales.
P +4 ¥ -x-2
a. 7x_3 b.f(x)fm
¢ y= xz2 +x—6
x*+2x — 8
48. Utilice limites para determinar las ecuaciones de todas las asintotas
horizontales.

11— Vx + 4
—= b. f(x) = ~———
SRR/

X+ 4 [x*+9
c o glx)=—7F — d y= W

Capitulo

1. Asignacién de un valor a 0° Las reglas de los exponentes nos di-

cen que a° = 1 si a es cualquier nimero diferente de cero. También
nos dicen que 0” = 0 si n es cualquier nimero positivo.

Si tratamos de extender estas reglas para incluir el caso 0°, obten-
driamos resultados controversiales. La primera regla dice que 0° = 1,
mientras que la segunda indica que 0° = 0.

Aqui no estamos tratando con preguntas de tipo verdadero o
falso. Ninguna de las reglas se aplica, asi que no hay contradiccion.
De hecho, podriamos definir 0 como cualquier valor que queramos,
siempre y cuando logremos convencer a los demas de aceptarlo.

(Qué valor le gustaria que tuviera 0°? A continuacién estd un
ejemplo que podria ayudarle a decidir. (Véase el ejercicio 2, donde
se da otro ejemplo).

a. Calcule x¥ parax = 0.1, 0.01, 0.001 y asi sucesivamente hasta
donde su calculadora se lo permita. Registre los valores que
obtenga. ;Qué patrén observa?

Ejercicios adicionales y avanzados

b. Grafique la funcion y = x* para 0 <x = 1. Aunque la funcion no
esta definida para x = 0, la grafica se aproximara al eje y por la
derecha. ;jHacia qué valor de y parece dirigirse? Haga un acerca-
miento para respaldar su idea.

2. Una razén por la que 0° podria ser algo distinto de 0 y de 1

Cuando el numero x aumenta en valores positivos, ambos nimeros
1/xy 1/(In x) se aproximan a cero. ;Qué sucede con el nimero

1 1/(Inx)
fx) = (})

cuando x aumenta? A continuacion se presentan dos maneras de
averiguarlo.

a. Evalte fparax = 10, 100, 1000 y asi sucesivamente hasta donde
lo permita su calculadora. ;Qué patron observa?



b. Grafique f en diversas ventanas de graficacion, incluyendo ven-
tanas que contengan al origen. ;Qué observa? Trace los valores
de y en la grafica. ;Qué encontr6?

3. Contraccion de Lorentz En la teoria de la relatividad, la longitud

de un objeto, digamos un cohete, parece variar a los ojos de un obser-
vador dependiendo de la velocidad a la que viaja el objeto con res-
pecto a ese observador. Si éste mide la longitud del cohete en reposo
Ly, entonces a una velocidad v la longitud parecera ser

Esta ecuacion es la féormula de contraccion de Lorentz. Aqui, ¢ es la
rapidez de la luz en el vacio, alrededor de 3 — 108 m/seg. ;Qué le
sucede a L cuando v aumenta? Determine lim,—..- L. ;Por qué es
necesario el limite por la izquierda?

. Control del flujo en un deposito que se vacia La ley de Torricelli
establece que si usted vacia un depdsito, como el que se ilustra en la
figura, la tasa y a la que el agua sale es una constante multiplicada
por la raiz cuadrada de la profundidad x del agua. La constante de-
pende del tamafio y la forma de la véalvula de salida.

Rapidez de salida y ft*/min l
<

Suponga que, para cierto depdsito, y = \/);/2, y usted trata de
mantener una salida relativamente constante, para lo cual afiade,
de vez en cuando, agua al depdsito mediante una manguera. ;Qué
profundidad debe tener el agua si quiere mantener una rapidez o
tasa de salida de

a. yo = 1 ft3/min, con una diferencia a lo sumo de 0.2 ft3/min?
b. yo = 1 ft}/min, con una diferencia a lo sumo de 0.1 ft*/min?

. Dilatacion térmica en equipos de precision Como seguramente
sabe, los metales se dilatan con el calor y se contraen con el frio. Las
dimensiones de una pieza de equipo de laboratorio en ocasiones son
tan importantes que el taller donde se fabric el equipo debe estar a la
misma temperatura que la del laboratorio donde se utilice el equipo.
Una barra comtn de aluminio, de 10 cm de ancho a 70°F, tendra

y =10+ (t = 70) x 10*

centimetros de ancho a una temperatura cercana ¢. Suponga que uti-
liza una barra como ésta en un detector de ondas de gravedad y su an-
cho debe estar, cuando mucho, a 0.0005 cm de los 10 cm ideales.
(Qué tan cerca a ty = 70°F debe mantener la temperatura para ase-
gurarse de no exceder esta tolerancia?

. Marcas en una taza de medicion El interior de una taza de me-

dicién de 1 litro por lo regular es un cilindro circular recto de radio de
6 cm (véase la figura). Por lo tanto, el volumen de agua que se pone
en la taza es una funcion del nivel % al cual se llena la taza, donde la
foérmula es

V = 76>h = 36mh.
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;Con cuanta precision debemos medir / para medir 1 litro de agua
(1000 cm?) con un error de no més del 1% (10 cm3)?

Marcas de
alrededor
de 1 mm
de ancho
(@
r=6cm
4 Pe R ™ . \

Volumen del liquido
"V = 36mh
N

)

(b)

Una taza de medicion de 1 litro (a), modelada como un cilindro circu-
lar recto (b) de radio » = 6 cm.

Definicion formal de limite
En los ejercicios 7 a 10 utilice la definicion formal de limite para probar
que la funcioén es continua en xy.

7.
9.
11.

12.

13.

14.

fx)y=x*—=17, xo=1 8. g(x) = 1/(2x), xo=1/4

hx) = V2x—3, xo=2 10. F(x) = V9 —x, xo=5

Unicidad de limites Demuestre que una funcion no puede te-
ner dos limites diferentes en el mismo punto. Esto es, si
limy—y, f(x) = Ly y lim,—,, f(x) = Ly, entonces L; = L,.

Pruebe la regla del limite del multiplo constante:

lim kf(x) = k lim f(x) para cualquier constante k.
xX—c xX—c

Limites laterales
termine

Si limy—g+ f(x) = 4 y limy—g- f(x) = B, de-

b. lim, ¢ f(x* — x)

d. lim, g f(x* — x*)

a. lim g f(x* — x)
c. limygr f(x* — x%)
Limites y continuidad ;Cuales de los siguientes enunciados son
verdaderos y cuales son falsos? Si es verdadero, explique por qué;

si es falso, dé un contraejemplo (esto es, un ejemplo que confirme la
falsedad).

a. Si existe el lim,—, f(x) pero no existe el lim,—, g(x) entonces
lim,—,(f(x) + g(x)) no existe.

b. Sino existe el lim,—, f(x) y tampoco existe el lim,—, g(x) en-
tonces lim,—, (f(x) + g(x)) no existe.

¢. Sif es continua en x, entonces también lo es | f].

d. Si|f| es continua en a, entonces también lo es f.
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En los ejercicios 15 y 16 utilice la definicion formal de limite para probar
que la funcion tiene una extension continua para el valor dado de x.

15.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

-1 B ¥ —=2x-3 _
f(x)—x+l,x— 1 16. g(x) = o6 x=3
Una funcién continua sélo en un punto Sea

) X, sixesracional
x) = . L
0, sixes irracional.

a. Demuestre que f es continua en x = 0.

b. Con base en el hecho de que todo intervalo abierto de nimeros
reales contiene tanto niimeros racionales como irracionales, de-
muestre que f no es continua en cualquier valor de x distinto
de cero.

Funcién regla de Dirichlet Si x es un niimero racional, entonces
x puede escribirse de manera inica como un cociente de enteros m/n,
donde n > 0, y m y n no tienen factores comunes mayores a 1. (Deci-
mos que tal fraccion estd en su minima expresién. Por ejemplo, 6/4
escrita en su minima expresion es 3/2). Sea f(x) definida para toda
x en el intervalo [0, 1] mediante

e =

0, si x es irracional.

six = m/n es nlimero racional en su minima expresion

Por ejemplo, f(0) = f(1) =1, f(1/2) = 1/2, f(1/3) = f(2/3) =
1/3, f(1/4) = f(3/4) = 1/4y asi sucesivamente.

a. Demuestre que f'es discontinua en todo nimero racional en [0, 1].

b. Demuestre que f es continua en todo nimero irracional en [0, 1].
(Sugerencia: Si e es un numero positivo dado, demuestre que sélo
existe un nimero finito de racionales » en [0, 1] tales que f(r) — €).

c. Elabore un bosquejo de la grafica de f. jPor qué cree que a f se
le denomina “funcion regla”?

Puntos antipodas ;Hay alguna razon para creer que siempre existen
un par de puntos antipodas (diametralmente opuestos) en el Ecuador
de la Tierra, donde las temperaturas son iguales? Explique.

Si 11'31 (f(x) + g(x)) =3y li_)m (f(x) — g(x)) = —1, determine
Jim fx)g(x).

Raices de una ecuacién cuadratica que es casi lineal La ecuacion
ax? + 2x — 1 = 0, donde @ es una constante, tiene dos raices si

a > —1ya#0, una positiva y una negativa:

-1+ VI1+a
a

1 +a

rla) = L@ =

a. ;Qué pasa con 71 (a) cuando ¢ — 0? ;Y cuando a — —17?
b. ;Qué pasa con r—(a) cuando @ = 0? ;Y cuando ¢ — —17?

c. Justifique sus conclusiones graficando r4(a) y r—(a) como
funciones de a. Describa lo que observe.

d. Para que tenga un mayor respaldo, grafique ax? + 2x — 1
simultaneamente para a = 1, 0.5, 0.2, 0.1 y 0.05.

Raices de una ecuaciéon Demuestre que la ecuacion x + 2 cosx = 0
tiene al menos una solucion.

Funciones acotadas Una funcion £, con valores reales, esta aco-
tada por arriba en un conjunto D si existe un numero N tal que
f(x) = N para toda x en D. Cuando existe, a N le llamamos una cota
superior para f'en D y decimos que f esta acotada por arriba por N.
De manera analoga, decimos que f esta acotada por abajo en D si
existe un nimero M tal que f(x) — M para toda x en D. Cuando exis-

te, a M le llamamos una cota inferior para fen D y decimos que f
esta acotada por abajo por M. Decimos que f estd acotada en D

si esta acotada tanto por arriba como por abajo.

a. Demuestre que festa acotada en D si y solo si existe un nimero B

tal que |f(x)| = B para toda x en D.

b. Suponga que f'esta acotada por arriba por N. Demuestre que si
lim,, y, f(x) = L, entonces L = N.

c. Suponga que f'esta acotada por abajo por M. Demuestre que si
limy, y, f(x) = L, entonces L = M.

24. Max {a, b} y min {a, b}
a. Demuestre que la expresion
a—>b
at+tb " | |
2 2
esigualaa,sia — b,yesigualabsib — a. En otras palabras,
max{a, b} da el mayor de los dos niimeros a y b.

méx {a, b} =

b. Encuentre una expresion similar para min {a, b}, el menor
deayb.

sen 0
0

Limites generalizados que incluyen a

La formula limy—o(sen 6)/6 = 1 puede generalizarse. Si lim, . f(x) = 0
y f(x) nunca es cero en un intervalo abierto que contenga al punto x = ¢,

excepto posiblemente ¢, entonces
sen f(x)
im——— =
v=e f(x)
A continuacion, se presentan varios ejemplos

sen x2

a. lim 5 =1
x—0 x
2 2 2
’ sen x ; senx” ., X
b. lim —— = lim lim~—=1-0=0
=0 X x—0 x x—0 ¥

sen(xQ—x—2)7 sen (x> — x — 2)

“ XEHEI x + 1 B x~1>n;11 (x2 —x—2)
i ()cz—x—2)_l i (x+1)(x—2)_
x*1>n’—ll x+1 - x*1>n’—ll x +1 N
sen(l*\/;c> sen(l*\/);)l_\/;
d. lim = lim =
x—1 x— 1 x—1 1 — \/; x—1
1+ lim = __1

lim
==+ V) e =D+ V) 2
Determine los limites en los ejercicios 25 a 30.

sen (1 — cosx)

sen x
25. lim —— 26. lim ————
XE}) . XLITOL sen\/);
sen (sen x) sen (x2 + x)
27. lim ——— 28. lim ———
x—0 X x—0 x
sen (x2 — 4) Sen(\/;c* 3)
29. lim ———— 30. lim ————
x—2 x—2 x—9 x—9

Asintotas oblicuas
En los ejercicios 31 a 34, determine todas las posibles asintotas oblicuas.

_ 2 +ox -3

Vi + 1
33.y= Va2 + 1

31. y 32. y = x + xsen(l/x)

34. y = Va2 + 2x
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Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica

Moédulos Mathematica/Maple

Llévela al limite

Parte 1

Parte II (Cero elevado a la cero: ;Qué significa?)

Parte I1I (Limites laterales)

Visualice e interprete el concepto de limite por medio de exploraciones graficas y numéricas.
Parte IV (;Qué diferencia hace una potencia!)

Observe cuan sensibles pueden ser los limites con diversas potencias de x.

Ir al infinito

Parte I (Exploracion del comportamiento de una funcién cuando x — o o0 x —> —0)

Este mddulo ofrece cuatro ejemplos para explorar el comportamiento de una funciéon cuando x — 00 0 x — — 00,

Parte II (Tasas de crecimiento)

Observe las graficas que parecen ser continuas; sin embargo, la funcion no es continua. Se exploran varios temas de continuidad para obtener resultados
que podrian sorprenderle.



DERIVADAS

INTRODUCCION Al inicio del capitulo 2 analizamos cémo determinar la pendiente de una
curva en un punto y como medir la tasa a la que cambia una funciéon. Ahora que hemos estu-
diado los limites, es posible definir tales ideas de forma precisa y ver que ambas son interpre-
taciones de la derivada de una funcién en un punto. Luego ampliamos este concepto, de un
solo punto, a la funcién derivada y desarrollamos reglas para determinar con facilidad esta fun-
cion derivada, sin tener que calcular los limites de manera directa. Tales reglas se utilizan para
determinar derivadas de la mayoria de las funciones comunes revisadas en el capitulo 1, asi
como diversas combinaciones de ellas. La derivada es uno de los principales elementos en
calculo; la usamos para resolver una amplia variedad de problemas que incluyen tangentes y
tasas de cambio.

3 1 | Tangentes y la derivada en un punto

y = flx)
Oxg + h, fixg + h)

| flxg + h) = fix)

P(xg, flxp))

0 Xp Xy +h

FIGURA 3.1 La pendiente de la recta
flxo + h) = f(xo)

tangente en P es lim
& h—0 h
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En esta seccion definimos la pendiente y la tangente a una curva en un punto, asi como la deri-
vada de una funcion en un punto. Posteriormente, interpretamos la derivada como la tasa ins-
tantanea de cambio de una funcién y aplicamos dicha interpretacion al estudio de ciertos tipos
de movimiento.

Determinacion de una tangente a la grafica de una funcion

Para determinar una tangente a una curva arbitraria, y = f(x), en un punto P(xop, f(xo)), uti-
lizamos el procedimiento que se present6 en la seccion 2.1. Calculamos la pendiente de la se-
cante que pasa por Py un punto cercano Q(xy + A, f(xo + h)). Luego investigamos el limite de
la pendiente cuando 2 — 0 (figura 3.1). Si el limite existe, le llamamos la pendiente de la curva
en Py definimos la tangente en P como la recta que pasa por Py que tiene tal pendiente.

DEFINICIONES La pendiente de la curva y = f(x) en el punto P(xo, f(xo)) es el
nimero

xo + h) — f(x
m = }}irr%) fixo })1 fxo) (siempre que el limite exista).

La recta tangente (o simplemente la tangente) a la curva en P es la recta que pasa
por Py tiene dicha pendiente.

En la seccion 2.1, ejemplo 3, aplicamos estas definiciones para determinar la pendiente
de la pardbola f(x) = x2 en el punto P(2, 4) y la recta tangente a la pardbola en P. Veamos otro
ejemplo.



_1
y=3%

la pendiente es — 1
&2

/

la pendiente es —1
enx = -1

FIGURA 3.2 Las pendientes de las rectas
tangentes, que son muy inclinadas cerca

del origen, gradualmente se vuelven menos

inclinadas conforme el punto de tangencia

se aleja del origen (ejemplo 1).

la pendiente es _1

4

la pendiente es —:11

FIGURA 3.3 Las dos rectas tangentes a
y = 1/x tienen pendiente —1/4 (ejemplo 1).
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EJEMPLO 1

(a) Determine la pendiente de la curva y = 1/x en cualquier punto x = a # 0. ;Cual es la pen-
diente en el punto x = —1?

(b) (En donde la pendiente es igual a —1/4?

(¢) (Qué pasa con la tangente a la curva en el punto (a, 1/a) cuando a cambia?

Solucion

(a) Aqui f(x) = 1/x. La pendiente en (a, 1/a) es

1 1
flat+th)—fla)  a+n @ 1a—(ath)
m————=lim— = lim - ————
h—0 h h—0 h =0 h ala + h)
=lim_7h=h'm_71=—i
h—0 ha(a + h)  h—0 a(a + h) a*

Observe como hemos mantenido la escritura de “limy,—.” antes de cada fraccion hasta el
paso donde pudimos evaluar el limite sustituyendo # = 0. El nimero a puede ser positivo
0 negativo, pero no 0. Cuando @ = —1, la pendiente es —1/(—1)?> = —1 (figura 3.2).

(b) La pendiente de y = 1/x en el punto donde x = a es —1/a?. Serd igual a —1/4, siempre
que

Tal ecuacidn es equivalente a a*> = 4, asi que ¢ = 2 0 a = —2. La curva tiene pendiente
—1/4 en los dos puntos (2, 1/2) y (=2, —1/2) (figura 3.3).

(¢) La pendiente —1/a? siempre es negativa si a # 0. Cuando @ — 07, la pendiente tiende
a —y la tangente se hace cada vez mas inclinada (figura 3.2). Tal situacion se presenta
de nuevo cuando ¢ — 0~. Cuando a se aleja del origen, en cualquier direccion, la pendien-
te tiende a 0 y la tangente tiende a volverse horizontal. [ |

Tasas de cambio: derivada en un punto
La expresion

flxo + h) = f(xo)

P , h#0

se denomina cociente de diferencias de f en xy con incremento 4. Si el cociente de dife-
rencias tiene un limite cuando /4 tiende a cero, a ese limite se le da un nombre y una notacién
especiales.

DEFINICION  La derivada de una funcién f en un punto x,, denotada por /”(xo), es

flxo + h) — f(xo)

’ e 1’
£ = Jlim )

siempre que este limite exista.

Si interpretamos el cociente de diferencias como la pendiente de la recta secante, enton-
ces la derivada es la pendiente de la curva, y = f(x), en el punto P(xy, f(xo)). El ejercicio 31
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indica que la derivada de la funcion lineal f(x) = mx + b en cualquier punto x, es simple-
mente la pendiente de la recta, de manera que

f'(xo) = m,

lo cual es congruente con nuestra definicion de pendiente.

Si interpretamos el cociente de diferencias como una tasa promedio de cambio (seccion
2.1), la derivada indica la tasa instantanea de cambio de la funcion con respecto a x en el punto
x = xo. Estudiaremos esta interpretacion en la seccion 3.4.

EJEMPLO 2 Enlos ejemplos 1 y 2 de la seccidn 2.1, estudiamos la velocidad de una piedra
que cae libremente, a partir del reposo, cerca de la superficie de la Tierra. Sabemos que la
piedra cay6 y = 16¢2 ft durante los primeros ¢ segundos, por lo que utilizamos una sucesion de
tasas promedio en intervalos cada vez mas pequefios para estimar la velocidad de la piedra en
el instante 7 = 1. ;Cual fue la velocidad exacta de la piedra en ese instante?

Solucion  Sea f(#) = 16¢2. Determinamos que la velocidad promedio de la piedra durante el
intervalo entre t = 1y ¢ = 1 + h segundos, para & > 0, es

f(U+h) = f(1)  16(1 + h)* — 16(1)°  16(h* + 2h)
h B h B h

= 16(h + 2).

Entonces, la velocidad de la piedra en el instante # = 1 es
}}imo 16(h + 2) = 16(0 + 2) = 32 ft/seg.

Fue correcta nuestra estimacion original de 32 ft/seg en la seccion 2.1. [ |

Resumen

Hemos analizado las pendientes de curvas, rectas tangentes a curvas, la tasa de cambio de
una funcion y la derivada de una funcién en un punto. Todas estas ideas se refieren al mismo
limite.

Las siguientes son interpretaciones para el limite del cociente de diferencias,

flxo + h) — flxo)
m :

h—0 h

La pendiente de la grafica de y = f(x) en x = xo.
La pendiente de la tangente a la curva y = f(x) en x = x.

La tasa de cambio de f{(x) con respecto a x en x = xy.

El O

La derivada f'(x() en un punto.

En las siguientes secciones dejamos que el punto x varie por todo el dominio de la funcion f.
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Pendientes y rectas tangentes

En los ejercicios 1 a 4, utilice la cuadricula y una regla para hacer una es-
timacion de la pendiente de la curva (en unidades de y por unidad de x) en
el punto P, y en el punto P,.

1. y 2. y
pz
b 4 2
Tl"
{ ! \
/ \ /
1 \ { X
/ Y \
\ A \
P, A7t \
X
0 5
3 y 4 y
/1 N,
AN 3
N / \
/ r\_. / N \
1 /’ E; 2 Pi ¥P2
/ ! \
/ / \
0 S 0 S ) .
/

En los ejercicios 5 a 10, determine una ecuacion para la tangente a la
curva en el punto dado. Luego elabore un bosquejo de la curva y la tan-
gente.

5.y=4-x (~1,3) 6.y=@x—17+1, (1)

7.y =2Vx, (1,2) 8 y—%, (=1, 1)
X
5 1 1
9. y=x", (—=2,-8) 10. y = 3> <_2,_*)
X 8

En los ejercicios 11 a 18, determine la pendiente de la grafica de la fun-
cion en el punto dado. Luego determine también una ecuacion para la
recta tangente a la grafica en ese punto.

11. f(x) =x*+1, (2,5) 12. f(x) =x—2x% (1,-1)
_x
x =2’
15. h(r) =7, (2,8)
17. f(x) = Vx, (4,2)

13. g(x) =

(3.3) 14. g(x) = x% (2.2)

16. h(r) = £ + 3¢, (1,4)

18. f(x) = Vx + 1, (8,3)

En los ejercicios 19 a 22, determine la pendiente de la curva en el punto

que se indica.

19. y =5, x= -1 20 y=1-x% «x
1 x— 1

21.y:x_71,x:3 22.y:x+1,

Il
[\S)

x=0

Rectas tangentes con pendientes especificas

(En qué puntos las graficas de las funciones, en los ejercicios 23 y 24,

tienen tangentes horizontales?

23, f(x) =" +4x — 1 24, g(x) = x> — 3x

25. Determine ecuaciones para todas las rectas que tienen pendiente —1y
que son tangentes a la curvay = 1/(x — 1).

26. Determine una ecuacion de la recta que tiene pendiente 1/4 y que es
tangente a la curvay = V.

Tasas de cambio

27. Objeto que se deja caer desde una torre Un objeto se deja caer
desde lo alto de una torre de 100 m de altura. Su altura por encima del
nivel del suelo, al cabo de ¢ segundos, es 100 — 4.9¢2 m. ;Cual es su
rapidez 2 segundos después de que se suelta?

28. Rapidez de un cohete La altura de un cohete luego de ¢ segundos
a partir del lanzamiento es de 3¢2 ft. ;Qué tan rapido asciende el
cohete 10 segundos después del lanzamiento?

29. Cambio del drea del circulo ;Cual es la tasa de cambio del area
de un circulo (4 = mr?), con respecto al radio, cuando el radio es
r=3?

30. Cambio del volumen de una pelota ;Cual es la tasa de cambio
del volumen de una pelota (V = (4/3)mr3), con respecto al radio,
cuando el radio es r = 2?

31. Demuestre que la recta y = mx + b es su propia recta tangente en
cualquier punto (xo, mxo + b).

32. Determine la pendiente de la tangente a la curva y = 1/ Vi en el
punto donde x = 4.

Prueba para tangentes
33. ;La grafica de

_ x?sen(1/x), x # 0
J) = {o, x=0

tiene una tangente en el origen? Justifique su respuesta.

34. ;La grafica de

_ Jxsen(1/x), x#0
g(x)_{o, x=0

tiene una tangente en el origen? Justifique su respuesta.

Tangentes verticales

Decimos que una curva continua y = f(x) tiene una tangente vertical en
el punto donde x = xy, si lim,—o (f(xo + k) — f(x0))/h = o0 0 —o. Por
ejemplo, y = x!/3 tiene una tangente vertical en x = 0 (véase la figura):

L SO+ ) —f0) pB—g
lim = lim
h—0 h h—0 h
1

= lim —— = o0,
h—0 p2/3
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36. ;La grafica de
0, x<0
I, x=0

Ulx) = {

tiene una tangente vertical en el punto (0, 1)? Justifique su respuesta.

Grafique las curvas en los ejercicios 37 a 46.

a. (/En donde parece que las graficas tienen tangentes verticales?

b. Confirme sus hallazgos del inciso (a) con el calculo de limites.
Pero, antes de hacerlo, lea la introduccion a los ejercicios 35

y 36.
37. y= X3 38. y = X3
TANGENTE VERTICAL EN EL ORIGEN
39. y = X' 40. y = P
Sin embargo, y = x2/3 no tiene tangente vertical en x = 0 (véase la figura 41, y = 45 — 2x 42, y =P — 525
mas adelante): 3.y =" - (x -1 44, y=x"+ (x — )P

g0 +hn) —g(0) 2B —9
m——— = lim——

— SO
45.y={ Vil x 46. y = V|4 — x|

h=0 h =0 h Vi, x>0
o1
= lim —
h=0 p1/3 EXPLORACIONES CON COMPUTADORA

Utilice un SAC para desarrollar los siguientes pasos para las funciones en

no existe, ya que el limite por la derecha es %, y por la izquierda es —oe. Nt
los ejercicios 47 a 50:
y a. Trace y = f(x) en el intervalo (xo — 1/2) = x = (xo + 3).

b. Si se mantiene x fijo, el cociente de diferencia

flxo + h) = f(xo)

gq(h) = A
en xj se vuelve una funcion del tamafio de paso 4. Introduzca esta
0] * funcion en el drea de trabajo de su SAC.
NO TIENE TANGENTE VERTICAL EN EL ORIGEN ¢. Determine el limite de ¢ cuando / — 0.
d. Defina las rectas secantes y = f(xo) + ¢ - (x — xo) parah = 3,2y 1.
35. ¢La grafica de Grafiquelas junto con /'y la recta tangente en el intervalo del
-1, x<0 inciso (a).
flx) = 0, x=0 47. fx) =x*+2x, x =0 48. f(x):er%, xo =1
L, x>0 49. f(x) =x +sen(2x), xo=m/2
tiene una tangente vertical en el origen? Justifique su respuesta. 50. f(x) = cosx + 4sen (2x), xo = .
3 2 | La derivada como una funcién
°
|

En la seccion anterior definimos la derivada de y = f{(x) en el punto x = xy como el limite

flxo + h) — flxo)
p .

ENSAYO HISTORICO f'(xp) = lim
h—0

La derivada . . ., . . .
Ahora estudiaremos la derivada como una funcion deducida a partir de f; para ello, considere-

mos el limite en cada punto x en el dominio de f.

DEFINICION  La derivada de la funcién f(x) con respecto a la variable x es la funcion
/' cuyo valor en x es

flx + h) — f(x)

’ = li LA
J) = lim =

siempre que el limite exista.




y = flx)
La pendiente de
la secante es

f2) — flx)
0(z, f(2) e
P fl) A = )
AN
T |
b=z - 5
| |
— -
X z=x+nh
La derivada de fen x es
£ = tim EED =0
h—0 h
i 2=

=X

FIGURA 3.4 Dos formas para el cociente
de diferencias.

Derivada de la funcion reciproca

d(1y_ _1
A \ X 2

x#0
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3.2 La derivada como una funcion

Utilizamos la notacién f(x) en la definicion para enfatizar la variable independiente de x
respecto a la cual se esta definiendo la funcion derivada f”(x). El dominio de f” es el conjunto
de puntos en el dominio de f para los cuales existe el limite, lo que significa que el dominio
puede ser el mismo o mas pequefio que el dominio de f. Si f” existe en un x particular, de-
cimos que f es derivable (tiene derivada) en x. Si f” existe en todo punto del dominio de £,
decimos que /" es derivable.

Si escribimos z = x + &, entonces 7 = z — x y h tiende a 0 si y s6lo si z tiende a x. Por
lo tanto, una definicion equivalente de la derivada es la siguiente (figura 3.4). Esta formula, en
ocasiones, es mas conveniente cuando se busca la derivada de una funcion.

Formula alternativa de la derivada

fz) = f(x)

£ = lim S

Calculo de derivadas a partir de la definicion

El proceso de calcular una derivada se denomina derivacion. Para resaltar la idea de que la
derivacion es una operacion realizada sobre una funcion y = f(x), utilizamos la notacion

d
af(x)

como otra forma de denotar la derivada f”(x). El ejemplo 1 de la seccion 3.1 ilustra el proceso
de derivacion para la funciéon y = 1/x cuando x = a. Para x, que representa cualquier punto
en el dominio, obtenemos la formula

d(l)y__1

dx X xz.

A continuacion damos dos ejemplos mas en los cuales permitimos que x sea cualquier punto
del dominio de f.

X

EJEMPLO 1 .
x—1

Derive f(x) =

Solucion  Utilizamos la definicion de derivada, la cual requiere calcular f(x + /) y luego res-
tar f(x) para obtener el numerador en el cociente de diferencias. Tenemos

__x __ath
) ="7v f(x+h)—(x+h)_l,p0rloque
+ h) —
f’(x) = ;%w Definicion
x+h x

- 1im & +h—1 x-1
h—0 h

:liml.(x-l-h)(x—l)—x(x-i-h—l) a ¢_ad—ch
h—0h x+h—-—Dkx-1) b d bd

= 1 —h Simplifique,

lim -
B0 (x +h— Dix— 1)

—1 —1 )
= lim = . Cancele 1 # 0
=0 (x +h— Dx—1 (x— 1) e -
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Derivada de la funcion raiz cuadrada
1

(a) Utilizamos la formula alternativa para calcular f':

d\/
— Vx = , x>0
dx 2Vx
y
y=-x+1
\
\
4,2 y=Vx
H
| | | | |
0 4

FIGURA 3.5 Lacurvay = Vxy

su tangente en (4, 2). La pendiente de
la tangente se determina al evaluar la
derivada en x = 4 (ejemplo 2).

EJEMPLO 2

(a) Determine la derivada de f(x) = Vi para x > 0.
(b) Determine la recta tangente a la curvay = Vixenx = 4.

Solucion

’

f@ = lim f(z; - )]:(x)
_ lim YEZ VX
Ty zZ — X
= lim Vz - Vx
(V- VA)(VE + VA

= lim 1

1 _
= Vz 4+ Ve 2V
(b) La pendiente de la curvaenx = 4 es

1
'4 = —— =
A 2V/4

La tangente es la recta que pasa por el punto (4, 2) con pendiente 1/4 (figura 3.5):

=

_ 1.
y—2+4(x 4)

y=%x+1. |

Notaciones

Existen muchas formas para denotar a la derivada de una funcién y = f{(x), donde la variable
independiente es x y la variable dependiente es y. Algunas de las notaciones alternativas co-
munes para la derivada son

d d

=y =2 =D 4 )~ pig)w) = D).
Los simbolos d/dx y D indican la operacion de derivacion. Leemos dy/dx como “la derivada
de y con respecto a x”, y df/dx y (d/dx) f(x) como “la derivada de f con respecto a x”. Las no-
taciones “prima”, y’ y ' provienen de las notaciones que usaba Newton para las derivadas. Las
notaciones d/dx son similares a las que utilizo Leibniz. El simbolo dy/dx no debe considerarse
un cociente (hasta que presentemos la idea de “diferenciales” en la seccion 3.9).

Para indicar el valor de una derivada en un niimero especifico x = a, utilizamos la
notacion

ool _df _d
f'la) == ™ fx) .
En el ejemplo 2,
d 1 1 1
4)=--Vx| = =7 T
f ( ) dx x=4 2\/); x=4 2\/2 4

Grafica de la derivada

Con frecuencia podemos hacer una grafica razonable de la derivada de y = f{(x) si estimamos
las pendientes en la grafica de f. Esto es, trazamos los puntos (x, f”'(x)) en el plano xy y los uni-
mos mediante una curva suave, que representa a y = f”'(x).
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EJEMPLO 3 Grafique la derivada de la funcion y = f{(x) de la figura 3.6a.

Solucion  Hacemos un bosquejo de las tangentes a la grafica de f en intervalos seguidos
y utilizamos sus pendientes para estimar los valores de f'(x) en estos puntos. Trazamos los
pares correspondientes (x, f”(x)) y los unimos mediante una curva suave como se muestra en
la figura 3.6b. [ |

(Qué podemos aprender de la grafica de y = f(x)? A primera vista vemos
donde la tasa de cambio de f es positiva, negativa o cero;

2. el tamafio aproximado de la tasa de crecimiento en cualquier punto x y su tamafio en rela-
cion con el tamano de f(x);

3. dodnde la tasa de cambio es creciente o decreciente.

y
Pendiente 0|
——— y = /)
A
Pendiente —1
B . 4 Pendiente &= 8 _ 2 unidades y/unidad x
Pendiente = 4
3 E
c .
5 ~ 8 unidades y
- L.g_
Pendiente
—
~ 4 unidadegs x .
0 3 10 15
) (a)
Pendiente

8] w S
T
~
Il
=
=
\/

] 3 1 15 *
_1 — (’
b5

Coordenada vertical |—1

(b)

FIGURA 3.6 Hicimos la grafica de y = f"(x) en (b) trazando las pendientes de la grafica
de y = f(x) en el inciso (a). La coordenada vertical de B es la pendiente en By asi suce-

Pendiente =
b+ h) — fib) sivamente. En (b) vemos que la tasa de cambio de f es negativa parax entre A’ y D'; la
E—I?o n tasa de cambio es positiva para x a la derecha de D'.

Pendiente =

. fla+ h) - fla)
i h

1i

0" Derivabilidad en un intervalo; derivadas laterales

Una funcion, y = f(x), es derivable en un intervalo abierto (finito o infinito) si tiene derivada
en cada punto del intervalo. Es derivable en un intervalo cerrado [a, b] si es derivable en el
interior (a, b), y si los limites

lim — Derivada por la derecha en a
I I X h—0" h
b+ h)— f(b
h=>0 h<0 hlin& w Derivada por la izquierda en b

FIGURA 3.7 Las derivadas en los extremos
son limites laterales. existen en los extremos (figura 3.7).
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0
v’ no estd definida en x = 0:
la derivada por la derecha

# derivada por la izquierda

FIGURA 3.8 La funciény = |x|noes
derivable en el origen, donde la grafica
tiene una “esquina” (ejemplo 4).

Las derivadas por la derecha y por la izquierda pueden definirse en cualquier punto del
dominio de una funcion. A consecuencia del teorema 6, seccion 2.4, una funciodn tiene derivada
en un punto si y solo si ahi tiene derivadas por la izquierda y por la derecha, y tales derivadas
laterales son iguales.

EJEMPLO 4  Demuestre que la funcién y = | x| es derivable en (—, 0) y (0, ®), pero no tiene
derivada en x = 0.

Solucion  Con base en la seccion 3.1, la derivada de y = mx + b es la pendiente m. Asi, a la
derecha del origen,

d d d

a(|x|) = 7()‘) = a(l'x) = 1. %(mx +b)=m, |x|=x
A la izquierda del origen,

d _d oy d .= _ Qo

g (XD = (=x) = - - (=1+x) 1 x| = —x

(figura 3.8). No hay derivada en el origen, ya que las derivadas laterales son diferentes ahi:

0+ A =J0] A

Derivada por la derecha de |x|en cero = im —
h—0" h h—0" h
= lim — |h| = h cuando h >0
h—0" h
= lim1 =1
h—0*
| - o+h=lo I
Derivada por la izquierda de |x|en cero = lim ————— = lim —
h—0" h h—0" h
_ . —h
= lim —( |h| = —h cuando h < 0
h—0" h
= lim -1 = —1. [ |
h—0"

EJEMPLO 5  En el ejemplo 2, encontramos que para x > 0,
d 1
—Vx = .
dx 2Vx

Aplicamos la definicion para examinar si la derivada existe en x = 0:

Vo+h—-Vo o

lim ——— = lim, —= = o0,
h—0* h =0t VI
Como el limite (por la derecha) no es finito, no existe la derivada en x = 0. Ya que las pen-
dientes de las rectas secantes que unen al origen con los puntos (4, \/};) en la grafica de

y= \/x tienden a %, la grafica tiene una tangente vertical en el origen. (Véase la figura 1.17
en la pagina 9). [ |

¢Cuando una funcion no tiene derivada en un punto?

Una funcion tiene una derivada en un punto x si las pendientes de las rectas secantes que pasan
por P(xo, f(x0)) y un punto cercano Q en la grafica tienden a un limite finito cuando Q se apro-
xima a P. La derivada no existe cuando las secantes no tienden a una posicion limite, o bien,
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se vuelven verticales cuando Q se aproxima a P. Asi, la derivabilidad es una condicién de
“suavidad” de la grafica de f. Una funcion puede no tener derivada en un punto por muchas
razones, incluyendo la existencia de puntos donde la grafica tiene

~ o«
1. una esquina, donde las derivadas 2. un pico, donde la pendiente de PQ tiende
laterales son diferentes. a % por un lado y a — por el otro.

3. una tangente vertical, 4. una discontinuidad (aqui se muestran dos ejemplos).
donde la pendiente de PO
tiende a % por ambos lados
o tiende a — por ambos
lados (en este caso, —).

Otro caso en el que la derivada puede no existir ocurre cuando la pendiente de la funcion os-
cila rapidamente cerca de P, como f(x) = sen(1/x) cerca del origen, donde es discontinua
(figura 2.31).

Las funciones derivables son continuas

Una funcioén es continua en todo punto donde tiene derivada.

TEOREMA 1: Derivabilidad implica continuidad  Si f tiene derivadaenx = ¢,
entonces f es continua en x = c.

Prueba Dado que f'(c¢) existe, debemos mostrar que lim,—. f(x) = f(c), o de forma equiva-
lente, que lim,—g f(c + &) = f(c). Si h # 0, entonces

fle +h) = fle) + (flc + h) = f(c))

g KRS,
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Ahora tomamos el limite cuando # — 0. Por el teorema 1 de la seccion 2.2,

tim e+ 0 = i o)+ i KD
= f(c) + f'(c)-0
=f(c)+0
= f(o). m

Con argumentos analogos para limites laterales, demuestre que si /" tiene una derivada la-
teral (por la derecha o la izquierda), en x = ¢, entonces f es continua por ese lado en x = c.

El teorema 1 indica que si una funcién tiene una discontinuidad en un punto (por ejem-
plo, una discontinuidad de salto), entonces no puede ser derivable ahi. La funcién mayor entero
vy = |x] no es derivable en cada entero x = n (ejemplo 4, seccion 2.5).

iCuidado! El reciproco del teorema 1 es falso. Una funcidén no necesita tener derivada en un
punto para que sea continua, como vimos en el ejemplo 4.

Ejercicios 3.2

Determinacion de funciones derivadas y valores de derivadas En los ejercicios 17 a 18, derive las funciones. Luego determine una
Mediante la definicion, calcule las derivadas de la funciones en los ejerci- ecuacion de la recta tangente en los puntos que se indican en la grafica de
cios 1 a 6. Luego determine los valores de las derivadas como se especifica. la funcion.
L f(x) =4 —=x% f(=3),f(0), f(1) 8
, 17. y = f(x) = , () =1(6,4)
2. Fx) = (x = D* + 15 F'(=1),F'(0), F'(2) Vx —2
3. g() = %; g(-1),¢2), 2 (V3) 8 w=gz) =1+ Vd—z (Gw =032
1 -z En los ejercicios 19 a 22, determine los valores de las derivadas.
4. k(z) = D K(=DR().K(V2)
z 19. % sio s=1-3F4
5. p(6) = V30; p'(1),p'(3),p'(2/3) D]y
6. r(s) = V2s + 1; r(0),r(1),7(1/2) 20 2 § y-1-1
T odx |, x
En los ejercicios 7 a 12, determine las derivadas que se indican. Vi
&y dr . 21, 4 Sir=———
7.5 siy=2¢ 8.@ si r=5"—25+3 db |y \V4— 8
ds __ 1 dv 1 22.d7w sio w=z+4+ Vz
9. i S ST 10. a S v=i1o dz |._,
TR g T Y Uso de la formula alternati derivad
- = S = so de la formula alternativa para derivadas
dq Vg +1 dw V3w -2 .

Utilice la formula
Pendientes y rectas tangentes £2) = f0)
En los ejercicios 13 a 16, derive las funciones y determine la pendiente de f'(x) = lim f2) —J®)
zZ—Xx

la recta tangente en el valor dado de la variable independiente. o
9 para determinar la derivada de las funciones en los ejercicios 23 a 26.
13 fx) =x+5, x=-3 |
i B0 =5
14. k(x) = 2 , x=2
tx 24, fx) =x> —3x + 4
15.s=7 -7 t=-1
s 25. g(x) = %1
6. y=2F3 1= N
HE A P 26. g(x) =1+ Vx



Graficas

Relacione las funciones que se grafican en los ejercicios 27 a 30 con las
derivadas graficadas en las figuras de la (a) a la (d).

y
O X
(a)
.
/! L

y

N/

(b)

y,
e AW

(©) (d)
27. y 28. y
y =fx) v = fr(x)
0 * 0 *
29. y 30. y
/\ Y :f3(7 \ v =f4(0)
\/ ! N~ "

31. a. La grafica en la siguiente figura esta formada por segmentos de
recta unidos. (En cudles puntos del intervalo [—4, 6] no esta de-
finida f'? Justifique su respuesta.

©.2)

y

(6,2)
y = flx)

(1.2)

b. Grafique la derivada de f.
La grafica debe mostrar una funcién escalonada.

4.-2)
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32. Recuperacion de una funcion a partir de su derivada

a. Utilice la siguiente informacion para graficar la funcion /" en el
intervalo cerrado [—2, 5].

i) La grafica de f se construye de segmentos continuos de recta
unidos unos con otros.

ii) La grafica inicia en el punto (—2, 3).

iii) La derivada de f es la funcion escalonada de la siguiente
figura.

b. Repita el inciso (a), pero suponga que la grafica inicia en (—2, 0)
ynoen(—2,3).

33. Crecimiento de la economia La grafica de la siguiente figura mues-
tra el cambio porcentual anual promedio y = f{(¢) en el producto na-
cional bruto (PNB) de Estados Unidos para los afios 1983 a 1988.
Grafique dy/dt (donde esté definida).

7%
6
5
4
3
2
1
0

1983 1984 1985 1986 1987 1988

34. Moscas de la fruta (Continuacion del ejemplo 4, seccion 2.1) Las
poblaciones que se reproducen en ambientes cerrados, primero cre-
cen en forma lenta cuando hay relativamente pocos miembros, luego
mas rapido cuando el numero de individuos que se reproducen au-
menta y los recursos atin son abundantes, y después de manera lenta
una vez que la poblacion alcanza la capacidad limite del ambiente.

a. Ultilice la técnica grafica del ejemplo 3 para graficar la derivada
de la poblacion de la mosca de la fruta. La grafica de la
poblacion se reproduce a continuacion.

p

350
300
250
200
150
100

50

Nuamero de moscas

0 10 20 30 40 50
Tiempo (dias)

b. ;Durante qué dias la poblacion parece que se incrementa de ma-
nera mas rapida? ;Cuando de manera mas lenta?
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35. Temperatura La siguiente grafica muestra la temperatura 7 en °F en
Davis, California, el 18 de abril de 2008, entre las 6 A.M. y las 6 P.M.

T
80
70
60

50

Temperatura (°F)

40

0 3 6 9 12
6AM. 9AM. 12DELDIA 3PM. 6P.M.
Tiempo (horas)
a. Estime la tasa de cambio de la temperatura a las
i) 7AM. ii) 9 A.M.

iii) 2 pM. iv) 4 pM.

b. (A qué hora la temperatura se incrementa mas rapido? ;A qué
hora decrece mas rapido? ;Cual es la tasa para cada una de
esas horas?

c¢. Utilice la técnica grafica del ejemplo 3 para graficar la derivada
de la temperatura 7 contra el tiempo ¢.

36. Pérdida de peso Jared Fogle, también conocido como “el hombre
del emparedado Subway”, pes6 425 1b en 1997, antes de perder mas
de 240 1b en 12 meses (http://en.wikipedia.org/wiki/Jared_Fogle).
En la siguiente figura se ilustra un posible diagrama de su drastica
pérdida de peso.

w

500
425

300

200

Peso (libras)

100

0 1 23 456 78 9101112
Tiempo (meses)

a. Estime la tasa de pérdida de peso de Jared cuando

r=1 ii) 1 =4 iii) = 11
b. (Cuando perdid peso Jared mas rapidamente y cudl es esa tasa
de pérdida de peso?

c. Utilice la técnica grafica del ejemplo 3 para graficar la derivada
del peso W.

Derivadas laterales

Calcule las derivadas por la derecha y por la izquierda como limites para
mostrar que las funciones en los ejercicios 37 a 40 no son derivables en el
punto P.

37. y 38. y
y =fx)
y =x? y =) y=2
y=2
y=1x P(1,2)
1_
x ! L X
P(0,0) of 1 2

9., 40. y

y = fx)
y=2x—1 P, 1)

1+ P(1, 1) i x
y:l\/;c y=x
0 1

En los ejercicios 41 y 42 determine si la funcion definida por partes es
derivable en el origen.

2x — 1, x=0
X+H2x+7, x<0

1. f(x) = {

P, x=0

s

xl/3, x<0

42. g(x) = {

Derivabilidad y continuidad en un intervalo

Cada figura en los ejercicios 43 a 48 presenta la grafica de una funcién
en el intervalo cerrado D. ;En qué puntos del dominio la funcion parece
ser

a. derivable?
b. continua, pero no derivable?

¢. ni continua ni derivable?

Justifique sus respuestas.
43. 44.

= y y
)[}): —f:(’:C)SxSZ y = flx)
2=

45. 46.

~

y =)
D: 2=x=3

47. 48.

y =)
D: -1=x=2 4




Teoria y ejemplos
En los ejercicios 49 a 52,

a.
b.

49.
51.
53.

54.

55.

56.

57.

58.

59,

Determine la derivada, f”(x), de la funcion dada y = f(x).

Grafique y = f(x) yy = f'(x), una al lado de la otra, usando un con-
junto diferente de ejes y responda las siguientes preguntas.

. ¢Para qué valores de x, si los hay, f” es positiva? ;Es cero?

(Es negativa?

. (En qué intervalos de valores de x, si los hay, la funcion y = f{(x) es

creciente cuando x aumenta? ;Decrece cuando x aumenta? ;Como se
relaciona esto con lo que encontrd en el inciso ¢)? (En la seccion 4.3
trataremos esta relacion).

y = 50. y = —1/x

y=x/3 52. y = x*/4

Tangente a una paribola ;La pardbola y = 2x> — 13x + 5 tiene
una tangente cuya pendiente es —1? Si es asi, determine una ecua-

cion para la recta y el punto de tangencia. Si no, ¢por qué no existe tal
tangente?

Tangente a y = Vi (Alguna tangente a la curva y = Vx cruza
el eje x en x = —17? Si es asi, determine una ecuacion para la recta
y el punto de tangencia. Si no, jpor qué no existe tal tangente?
Derivada de —f Se sabe que una funcion f(x) es derivable en
x = xo. ({Qué le dice esto acerca de la derivabilidad de la funcién —f
enx = x,? Justifique su respuesta.
Derivada de miiltiplos Se sabe que una funcion g(#) es derivable en
t = 7. (Qué le dice esto acerca de la derivabilidad de la funcion 3g
en ¢t = 77 Justifique su respuesta.
Limite de un cociente Suponga que las funciones g(7) y A(f) estan
definidas para todos los valores de #y g(0) = 4(0) = 0. ;Puede existir
lim,— (g(#))/(h(2))? Si existe, ;debe ser igual a cero? Justifique su
respuesta.
a. Sea f(x) una funcion que satisface | f(x)] = x2 para —1 = x < I.
Demuestre que f'es derivable en x = 0 y determine f7(0).

b. Demuestre que

X2 senl, x#0

X
flx) =

R x=0
es derivable en x = 0 y determine f"(0).
Grafique y = 1/(2\/}?) en una ventana que tenga 0 = x < 2. Luego,
en la misma pantalla, grafique
y=Yxth=Vx
h

para & = 1, 0.5, 0.1. Luego intente con # = —1, —0.5, —0.1. Ex-
plique lo que ocurre.

60.

61.

62.
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Grafique y = 3x% en una ventana que tenga —2 =x = 2,0 <y < 3.
Luego, en la misma pantalla, grafique
N h? =3

re h
para s = 2,1, 0.2. Luego intente con 2 = —2, —1, —0.2. Explique lo
que ocurre.
Derivada de y = |x| Grafique la derivada de f(x) = |x|. Luego
grafique y = (|x| — 0)/(x — 0) = |x|/x. {Qué concluye?
Funcion de Weierstrass continua, pero no derivable en punto

alguno La suma de los primeros ocho términos de la funcién de
Weierstrass f(x) = Xn2o (2/3)" cos (9"mx) es

g(x) = cos (mx) + (2/3)! cos (97x) + (2/3) cos (9%mx)
+ (2/3)3 cos (Pmx) + -+ + (2/3)7 cos (97mx).

Grafique esta suma. Haga varios acercamientos. ;Qué tanto “brinca”
la grafica? Especifique un intervalo en la pantalla en la que la grafica
mostrada sea suave.

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
Utilice un SAC para desarrollar los siguientes pasos para las funciones de
los ejercicios 63 a 68.

63.
64.

65.

66.

67.
68.

a. Grafique y = f{(x) para ver el comportamiento global de la funcion.

b. Defina el cociente de diferencias ¢ en un punto general x, con
tamaio de paso general /.

c. Tome el limite cuando # — 0. ;Qué formula se obtiene?

d. Sustituya el valor x = x¢ y trace la funcion y = f(x) junto con
su recta tangente en ese punto.

e. Sustituya varios valores para x, tanto mayores como menores
a x, en la formula obtenida en el inciso (c). ;Los nimeros
concuerdan con su figura?

f. Grafique la formula obtenida en el inciso (¢). ;Qué significa el
hecho de que sus valores sean negativos? ;Qué significa el hecho
de que sean cero? ;Qué significa el hecho de que sean positivos?
(Concuerda esto con su grafica del inciso (a)? Justifique sus
respuestas.

f)=x+x—x, x =1
fx) =xP+ 2B x =1
4x
x) = L Xg =2
16 =55 x
x — 1
x) = L, xo = —1
Jo=sap
f(x) = sen2x, xo = 7/2
f(x) = x?cosx, xp = m/4

3.3 | Reglas de derivacién
|

Esta seccion presenta varias reglas que nos permiten derivar funciones constantes, funciones
potencia, polinomios, funciones racionales y diversas combinaciones de éstas, de manera
simple y directa, sin tener que tomar limites cada vez.

Potencias, miltiplos, sumas y diferencias

Una regla sencilla de derivacion es que la derivada de toda funcion constante es cero.
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y
¢ (x, ¢) (x+h,c)
T h
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
h .
0 X x+h

FIGURA 3.9 Laregla (d/dx)(c) = 0 es otra
forma de decir que los valores de funciones
constantes nunca se modifican y que la
pendiente de una recta horizontal es cero

en todo punto.

BIOGRAFIA HISTORICA

Derivada de una funcion constante
Si f tiene el valor constante f(x) = ¢, entonces

af _ 4

dx —a(c) =0.

Richard Courant
(1888-1972)

Prueba Aplicamos la definicion de la derivada de f(x) = ¢, la funcion cuyos valores de salida
tienen el valor constante ¢ (figura 3.9). En cada valor de x, encontramos que

+ h) — —
f/(x):,}gl})w:;}% C:}}i_r)%o: ) -

De la seccion 3.1, sabemos que

d%lc(%) = —é, 0 d%c(xfl) = —x2

Con base en el ejemplo 2 de la tltima seccion, también sabemos que

(VA

e 0 i(xl/z) = %x_l/z.

1
2V’ dx

Estos dos ejemplos ilustran una regla general para derivar una potencia x”. Primero demos-
traremos la regla cuando 7 es un entero positivo.

Regla de la potencia para enteros positivos:
Si n es un entero positivo, entonces
d n n—1

—x" = nx
dx

Demostracion de la regla para potencias enteras positivas La formula
X=X+ 2+

puede verificarse si se hace la multiplicacion del lado derecho. Luego, de acuerdo con la formula
alternativa para la definicion de la derivada,

f@) = fx) o —

!( — ’
f'(x) = lim — = lim =~ —
STz =X Sz =X
= lmE" "+ 2% o+ X2+ D n términos
Zz—>X
= nx"" L. u

En realidad, la regla de la potencia es vélida para todos los nimeros reales n. Hemos visto
ejemplos para potencias que son, en un caso, un entero negativo y, en otro, una fraccion; pero
n también podria ser un nimero irracional. Para aplicar la regla de la potencia, restamos 1 del
exponente original » y multiplicamos el resultado por n. Aqui iniciamos la version general de
la regla, pero nos ocuparemos de su demostracion en el capitulo 7.
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y = 3x?
Pendiente = 3(2x)
/ = 6x
3+ (1,3) =6(1) =
I
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FIGURA 3.10 Las graficasde y = x2y
y = 3x2. Si se triplica la coordenada y,
se triplica la pendiente (ejemplo 2).
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Regla de la potencia (versidn general)
Si n es cualquier nimero real, entonces

d _
L= " 1
dx

para toda x donde las potencias x” y x” ~! estén definidas.

5

EJEMPLO 1 Derive las siguientes potencias de x.
@ m @ @5 ©@x @ Ve
X

Solucién

d 3 _ 331 _32 doopy _2 om-1 2
(a) dx(x) 3x 3x (b) dx(x ) 3r 3r

A (V) = \/2x V2! ALY _d o ay o gt o g5 = 4
© (xV2) = V2x @ gol) = o= 4 .

(e i(x74/3) = _%x*(4/3)*1 =

_4
dx 3*

0 (Vi) = g (xe) =

X

<1 + %>x1+<”/2>—1 =@+ mVaT

La siguiente regla dice que cuando una funcion derivable se multiplica por una constante,

su derivada se multiplica por la misma constante.

Regla de la derivada de un miiltiplo constante
Si u es una funcién derivable de x, y ¢ es una constante, entonces
d du

E(cu) =c

En particular, si # es cualquier nimero real, entonces

d n n—1
- \cx = cnx .
2 )
Prueba
d , cu(x + h) — cu(x)  Definicion de derivada
—cu = lim ]
dx h—0 h con f(x) = cu(x)
Coulx + h) — ulx)
= clim ————————— Propiedad del limite del multiplo constante
h—0 h
= c% u es derivable
EJEMPLO 2

(a) La formula de la derivada

A 32) = 3.0x =
dx(3x) 3:2x = 6x

indica que si cambiamos el tamafio de la grafica de y = x2 mediante la multiplicacion
de cada coordenada y por 3, entonces multiplicamos la pendiente en cada punto por 3

(figura 3.10).
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Notacion de funciones mediante u y v
Cuando necesitamos una féormula de
derivacion, las funciones con las que
trabajamos muy probablemente se
denotaran con letras como /'y g. No es
adecuado utilizar estas mismas letras
cuando se establecen las reglas generales
de derivacion, asi que utilizamos letras
como u y v, que muy probablemente no
se habran empleado.

(b) Negativo de una funcion
La derivada del negativo de una funcion derivable u es el negativo de la derivada de la fun-

cién. La regla del multiplo constante conc = —1 da
d — 4y = -1y = —du
dx( u) = dx( Leu) ! dx (u) dx’ -

La siguiente regla dice que la derivada de la suma de dos funciones derivables es la suma
de sus derivadas.

Regla de la derivada de una suma

Si u y v son funciones derivables de x, entonces su suma u + y es derivable en cada
punto donde tanto # como v son derivables. En tales puntos,
dv

d _du v
dx(u+v)_ dx * dx’

Por ejemplo, si y = x* + 12x, entonces y es la suma de u(x) = x* y v(x) = 12x. Asi,
tenemos

dy_ d 4 d _ 3
= O+ (120 = 42+ 12,

Prueba Aplicamos la definicion de la derivada a f(x) = u(x) + v(x):

[u(x + h) + v(x + h)] — [u(x) + v(x)]

L) + w0

- hEH) h
o fux + h) —ulx)  v(x + h) = v(x)
= lim +
=0 h h
_ u(x+h)—u(x)+1, vix + h) —v(x) _ du | dv
=i h il h T e ™

Si se combina la regla de la suma con la regla del multiplo constante, se obtiene la regla de la
diferencia, la cual dice que la derivada de una diferencia de funciones derivables es la diferen-
cia de sus derivadas:

d _d _ _du  _\dv _du _dv
dx (u=v) = dx [+ (=Dv] dx + (= dx dx dx’
La regla de la suma también se extiende a sumas finitas de mas de dos funciones. Si v,
uy, ..., u, son derivables en x, entonces también loes u; + up + " + u, y
d duy  duy du,
dx (ur + tt) dx dx dx

Por ejemplo, para ver que la regla se cumple para las tres funciones, calculamos

d d d dus du duy dus

——tuwtuw) = (g +uw) +uz) = (g +up) + —— = — + .

S ) = (G ) ) = G )+ 2= T TR T
En el apéndice 2 se presenta una demostracion mediante induccidn matematica para cualquier

numero finito de términos.

EJEMPLO 3 Determine la derivada del polinomio y = x> + %xz —5x + 1.

d
Solucion d% = di;CXS + di)lc (?xz) - G%(SX) + di;( (1) Reglas de la suma y de la diferencia.

3x2+§'2x—5+0=3x2+§x—5 m
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FIGURA 3.11 La curva en el ejemplo 4
y sus tangentes horizontales.
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Podemos derivar cualquier polinomio, término a término, en la forma en que derivamos el
polinomio del ejemplo 3. Todos los polinomios son derivables en todos los valores de x.

EJEMPLO 4  ;Lacurvay = x* — 2x2 + 2 tiene alguna tangente horizontal? Si es asi, jen
donde?

Solucion  Las tangentes horizontales, si las hay, aparecen donde la pendiente dy/dx es cero.
Tenemos

& _d

= (x* — 2x% + 2) = 4x° — 4x.

L dy
Ahora resolvemos la ecuacion — = 0 para x:

dx
4 —4x =0
4x(x* = 1) =0
x=0,1,-1.

La curvay = x* — 2x? + 2 tiene tangentes horizontales en x = 0, 1 y —1. Los puntos corres-
pondientes en la curva son (0, 2), (1, 1) y (—1, 1). Véase la figura 3.11. En el capitulo 4 vere-
mos que determinar los valores de x, donde la derivada de una funcién es igual a cero, es un
procedimiento util e importante. |

Productos y cocientes

Mientras que la derivada de la suma de dos funciones es la suma de sus derivadas, la derivada
del producto de dos funciones no es el producto de sus derivadas. Por ejemplo,

d

) = 42y = ~ 4. dy=1.1=
i (x+x) I (x*) = 2x, mientras que o (x) i x)=1-1=1.

La derivada de un producto de dos funciones es la suma de dos productos, como se explica a
continuacion.

Regla de la derivada de un producto
Si u y v son derivables en x, entonces también lo es su producto uv, y

La derivada del producto uv es u por la derivada de v mas v por la derivada de u. En no-
tacion prima, (uv)’ = wv’ + vu'. En notacion de funciones,

d%[f(x)g(X)] = f(x)g'(x) + g(x)f'"(x).

EJEMPLO 5  Determine la derivada de y = (x2 + 1)(x3 + 3).

Solucion

(a) De acuerdo con la regla del producto, con u = x> + 1 y v = x3 + 3, determinamos

L@+ 1002 +3)] = (@ + DEA) + @+ 3@ L =2

=3x" + 3% + 2x* + 6x
= 5x* + 3x% + 6x.
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Tlustracion de la regla del producto
Suponga que u(x) y v(x) son positivas y

aumentan cuando x aumenta, y 2 > 0.

v(x + h)
Av u(x + h) Av
P R
v(x)
u(x)v(x) v(x) Al
0 Au
u(x) u(x + h)

Por lo tanto, el cambio en el producto uv es
la diferencia de las areas de los “cuadrados”
mayor y menor; esta diferencia es la suma
de los rectangulos sombreados en color gris
claro: uno en la parte superior y otro en el
lado derecho. Esto es,
A(uv) = u(x + hv(x + h) — u(x)v(x)
= u(x + h)Av + v(x)Au.
Al dividir entre / se obtiene
A(uv)
h
El limite cuando 2 — 0% da la regla del
producto.

= u(x + h)% + () %.

(b) Este producto particular puede derivarse también (quiza mejor) si se multiplica la expre-
sion original para y y se deriva el polinomio resultante:

y=@F+ 1D +3)=x"+x>+32+3

d
& sxt + 3x% + 6x.
dx
Esto concuerda con nuestro primer calculo. [ |

Demostracion de la regla de la derivada de un producto

d o ulxy + Wu(x + k) — ulx)u(x)
ar W) = fim, h

Para cambiar esta fraccion en una equivalente que contenga los cocientes de diferencias para
las derivadas de « y v, en el numerador restamos y sumamos u(x + h)v(x):

u(x + hv(x + h) — ulx + hv(x) + ulx + Hv(x) — u(x)v(x)

dx h—0 h

vix + h) — v(x) u(x + h) — u(x)
B R S T—
v(x + h})l — v(x) T () }}1_1110 u(x + h})l - u(x)-

1 + h
fim [+

limu(x + A) - lim
h—0 h—0

Cuando % se aproxima a cero, u(x + h) tiende a u(x), ya que u, al ser derivable en x, es continua
en x. Las dos fracciones tienden a los valores de dv/dx en x y a du/dx en x. En resumen,

d dv du
= =u——+ v,
dx (wv) = u dx v dx "
La derivada del cociente de dos funciones se da mediante la regla del cociente.
Regla de la derivada de un cociente
Si u y v son derivables en x y si v(x) # 0, entonces el cociente u/v es derivable
enxy
Jdu v
d (u)_ _dx dx
dx \v 2 :
En notacion de funciones,
d [f(x)] _ gW)f'(x) = f(¥)g'(x)
dx Lg(x) 2 (x) '
EJEMPLO 6  Determine la derivada de y = £ 1.
£+1
Solucién  Aplicamos la regla del cociente conu = 12 — lyv = 3 + I:
@ _ (13 +1)-2t — (tz - 1) 37 d <U> B v(du/dt) — u(dv/dt)
dt - (13 + 1)2 dt\v) v?
_ 20+ 2t = 384 + 37
(£ + 1)
=+ 32+ 2
=— [

£ + 1)
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Demostracion de la regla de la derivada de un cociente
ulx + h)  ulx)
d <u> vy +h) ux)
= lim—F—F-—7—
h—0

dx \V h
o ov(@ulx + k) — ulx)v(x + h)
= lim
h—0 h(x + hv(x)

Para cambiar la ultima fraccién en una equivalente que contenga los cocientes de diferencias
para las derivadas de u y v, en el numerador restamos y sumamos v(x)u(x). De esta forma,
obtenemos

d (ﬂ) o v(x)ulx + h) — v(x)u(x) + v(x)ulx) — ulx)v(x + k)
dx \v) ~ a0 hv(x + h)v(x)
o) u(x + hlz — u(x) ~ ux) v(x + h:l — v(x)
- hhlpo v(x + h)v(x)

Si tomamos los limites en el numerador y en el denominador, obtendremos ahora la regla del
cociente. [ ]

Al resolver un problema de derivacion, la eleccion de cuales reglas utilizar marcara una
diferencia en la cantidad de trabajo que usted realice. Veamos un ejemplo.

EJEMPLO 7 En vez de utilizar la regla del cociente para determinar la derivada de

(x — D(* = 2x)
R

desarrolle el numerador y divida entre x*:

x — D* - 2x 3 342
_ ( )(4 ) _ X 3); + 2x _ x_l _ 3)6_2 + 2)6_3.
X X

Luego utilice las reglas de la suma y de la potencia:

d
D 23—+ 23
dx
__1 . 6 _ 6
=—S+2-. o

X X X

Derivadas de segundo orden y de érdenes superiores

Siy = f(x) es una funcién derivable, entonces su derivada f”(x) también es una funcion. Si f”
también es derivable, entonces podemos derivar a /' para obtener una nueva funcion de x de-
notada mediante f”. Asi, /" = (f')’. La funcién f” se denomina segunda derivada de f, ya
que es la derivada de la primera derivada. Se escribe de varias formas:

:dzy_d<dy)_dy'_

fro0 =5 =55 ) = 5 =" = DO = D2 S0,

dx® T odx

El simbolo D? significa que la operacion de derivar se realiza dos veces.
Siy = x9, entonces y’ = 6x3 y tenemos

H_dy,_d 5\ — 4
= i —dx(6x)—30x.

Asi, D2(x¢) = 30x*.
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Como leer los simbolos para las

-

Si y” es derivable, su derivada, y” = dy"/dx = d?y/dx3, es la tercera derivada de y
con respecto a x. Los nombres continian como usted imaginara, con

derivadas
d"y
. w_d w1 _ %Y _ o
rima = = =D
y yp y dx y i y
" “y biprima o y doble prima” . .
7 ) IO 7 P denotando la n-ésima derivada de y con respecto a x para cualquier entero positivo .
% “d cuadrada y dx cuadrada” Podemos m’te.rpretar la segunda derivada como la t.asa. de camt’no de la’ pendiente de la
dx tangente a la grafica de y = f(x) en cada punto. En el siguiente capitulo vera que la segunda
"<y triple prima” derivada revela si la grafica se dobla hacia arriba o hacia abajo de la recta tangente conforme
W . se aleja del punto de tangencia. En la siguiente seccion interpretaremos tanto la segunda como
ysuperm-o la tercera derivadas en términos de movimiento a lo largo de una linea recta.
o “enésima derivada de y”
J i} “dalandeyentredxalan” EJEMPLO 8  Las primeras cuatro derivadas de y = x> — 3x2 + 2 son
X

D"  “Dalan”o “derivada de orden n”

Primera derivada: ¥y =3x* — 6x
Segunda derivada: y'=6x—06
Tercera derivada: y" =6

Cuarta derivada: Y = 0.

La funcion tiene derivadas de todos los érdenes; la quinta derivada y las superiores son todas

iguales a cero.

Ejercicios 3.3

Calculo de derivadas
En los ejercicios 1 a 12 determine la primera y la segunda derivadas.

Ly=-x+3 2.y=x+x+38
3.5 =52 -37° 4. w=37 — 73 + 212
_4x3 _x3 ¥ x
S.yf3 X 6.y73+2+4

_ 1 B 4
— 2 — 1
7. w=3z -z 8. s = =21 +;
9. y = 6x* — 10x — 5x 2 10. y =4 —2x —x3
1 5 12 4 1
=== L= — — o+ —
11. r 352 2 12. r 0 Pe o

En los ejercicios 13 a 16 determine )’ (a) aplicando la regla del producto
y (b) multiplicando los factores para producir una suma de términos que
resulte mas facil de derivar.

13.y=3-x)F —x+1) 14 y = (2x + 3)(5x* — 4x)

15. y = (x> + 1)<x +5+ %) 16. y = (1 + B - x73)

Determine las derivadas de las funciones en los ejercicios 17 a 28.

_2x+5 4 - 3x
17.y—3x_2 18.z—3x2+x
_ x4 _ A1
19.g(x)—x+ S 20.f(t)—tz+l_2
21. v=(1 -0 + A)"! 22. w=(2x—7)'(x + 5)
Vs — 1 5x + 1
23, = 24, u="—
1) =5 YT A

25,y = LEX—4VA 26.r:2(i+\/5)
Vo

1 b+ Dx+2)

TS @ y T am e -2

Determine las derivadas de todos los ordenes de las funciones en los ejer-
cicios 29 a 32.

4

X 3 X
29.y=3—§x2—x 30.y=m

3.y=(x—-DE*+3x—5) 32. y= (4 + 3x)(2 — x)

Determine la primera y la segunda derivadas de las funciones en los ejerci-
cios 33 a 40.

¥ +7 £ +5t—1
33.y="+ 34.32#

0 —1DO*+6+1) P+ —x+1)
35. r = . U=

03 x*

37. 0w = <71 ;232)(3 - 2)

243\ (¢ — 1 P43
39. p = (q )(q 3 ) 40. p = q3 3
12 q (=1 +(g+1
41. Suponga que u y v son funciones de x que son derivables en x = 0

Y que
u(0) =5, u'(0) = -3, v(0)=—1,

3. w=(z+ Dz—1DEF+1)

v'(0) = 2.

Determine los valores de las siguientes derivadas en x = 0

d d (u d (v d
a. dx(uv) b. dx<v> c. i <u> d. dx(7v 2u)



42. Suponga que u y v son funciones derivables de x y que
u(l) =2, u'(1) =0, v(l)=35 v'(l)=—1.

Determine los valores de las derivadas siguientes en x = 1.

d d (u d (v d
a. dx(uv) b. i (v) L (u) d. dx(7v 2u)

Pendientes y tangentes
43. a. Normal a una curva Determine una ecuacion para la recta
perpendicular a la tangente a la curva y = x> — 4x + 1 en el punto
2, 1).
b. Pendiente minima ;Cual es la menor pendiente en la curva?
(En qué punto de la curva tiene dicha pendiente?

c. Tangentes con una pendiente especifica Determine ecuacio-
nes para las tangentes a la curva en los puntos donde la pendiente
de la curva es 8.

44. a. Tangentes horizontales Determine ecuaciones para las tan-
gentes a la curvay = x3 — 3x — 2. También determine ecuaciones
para las rectas que son perpendiculares a estas tangentes en los
puntos de tangencia.

b. Pendiente minima ;Cual es la menor pendiente en la curva?
(En qué punto de la curva se tiene esta pendiente? Determine
una ecuacion para la recta que es perpendicular a la tangente
de la curva en este punto.

45. Determine las tangentes a la curva llamada serpentina de Newton
(que se grafica aqui) en el origen y en el punto (1, 2).

y

1,2)

46. Determine la tangente a la curva llamada bruja de Agnesi (graficada a
continuacion) en el punto (2, 1).

y

47. Tangente cuadratica a la funcién identidad La curvay = ax? +
bx + ¢ pasa por el punto (1, 2) y es tangente a la recta y = x en el ori-
gen. Determine a, b y c.

48. Cuadriticas que tienen una tangente comtin  Las curvas y = x2 +
ax + byy = cx — x? tienen una recta tangente comun en el punto
(1, 0). Determine a, b y c.

49. Determine todos los puntos (x, y) en la grafica de f(x) = 3x* — 4x
con rectas tangentes paralelas a la recta y = 8x + 5.

50. Determine todos los puntos (x, y) en la grafica de
g(x) = %x3 - %xz + 1 con rectas tangentes paralelas a la recta
& —2y=1.

51. Determine todos los puntos (x, y) en la grafica de y = x/(x — 2) con
rectas tangentes perpendiculares a la recta y = 2x + 3.
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52. Determine todos los puntos (x, y) en la grafica de f(x) = x2 con rectas
tangentes que pasen por el punto (3, 8).

fx) =22

10 -

b

53. a. Determine una ecuacion para la recta que es tangente a la curva
y = x> — xenel punto (—1, 0).

b. Grafique juntas la curva y la recta tangente. La tangente interseca
a la curva en otro punto. Utilice las funciones Zoom y Trace para
estimar las coordenadas del punto.

1| c. Confirme las estimaciones de las coordenadas del segundo punto
de interseccion; para ello, resuelva de manera simultanea las
ecuaciones de la curva y de la tangente. (Utilice la tecla Solver =
Resolver).

54. a. Determine una ecuacion para la recta que es tangente a la curva
y = x3 — 6x% + 5x en el origen.

b. Grafique juntas la curva y la recta tangente. La tangente interseca
a la curva en otro punto. Utilice las funciones Zoom y Trace para
estimar las coordenadas del punto.

1| c. Confirme las estimaciones de las coordenadas del segundo punto
de interseccion; para ello, resuelva de manera simultanea las
ecuaciones de la curva y de la tangente. (Utilice la tecla Solver =
Resolver).

Teoria y ejemplos
Para los ejercicios 55 y 56, evalue cada limite convirtiendo primero cada
uno a una derivada evaluada en un valor particular de x.

50 _ 2/9 _
X 1 L X 1
55 }I—IPI x— 1 36 xl—IEI x + 1

57. Determine el valor de @ que hace que la siguiente funcion sea deriva-
ble para todo valor de x.

ax,
gx) = {x2 — 3x,

58. Determine los valores de a y b que hacen que la siguiente funcion sea
derivable para todo valor de x.

ax +b, x> -1
f(x)_{bx2—3, x= -1

six <0
six =0

59. El polinomio general de grado » tiene la forma
P(x) = apx" + @y X" ' 4 -
donde a, # 0. Determine P’(x).

60. La reaccion del cuerpo a un medicamento La reaccion del
cuerpo a una dosis de medicamento, en ocasiones, puede represen-
tarse mediante una ecuacion de la forma

R=M2(£_M)

+ azx2 + a;x + ag

2 3



124

61.

62.

63.

Capitulo 3: Derivadas

donde C es una constante positiva y M es la cantidad de medicamento
que absorbe la sangre. Si la reaccion es un cambio en la presion sangui-
nea, R se mide en milimetros de mercurio. Si la reaccion es un cam-
bio en la temperatura, R se mide en grados, etcétera.

Determine dR/dM. Esta derivada, como una funcién de M, se
denomina sensibilidad del cuerpo al medicamento. En la seccion 4.5
veremos cémo determinar la cantidad de medicamento a la cual el
cuerpo es mas sensible.

Suponga que la funcién v, en la regla de la derivada de un producto,
tiene un valor constante c. En este caso, ;qué dice la regla del pro-
ducto? ;Qué dice de ello la regla de la derivada del multiplo
constante?

Regla del reciproco

a. Laregla del reciproco indica que en cualquier punto donde la
funcion v(x) es derivable y diferente de cero,

d (1) __1ldv
dx \V v2dx’

Demuestre que la regla del reciproco es un caso especial de la
regla de la derivada de un cociente.

b. Demuestre que juntas, la regla del reciproco y la regla del pro-
ducto, implican la regla de la derivada de un cociente.

Generalizacion de la regla del producto La regla de la derivada
de un producto da la formula

64.

65.

Regla de la potencia para enteros negativos Ultilice la regla de la
derivada de un cociente para probar la regla de la potencia para en-
teros negativos, esto es,

d —m —m—1
— @) = —mx
S
donde m es un entero positivo.
Presion en un cilindro Si en un cilindro se mantiene gas a una tem-

peratura constante 7, la presion P esta relacionada con el volumen V'
mediante una formula de la forma

nRT  an*

V — nb 72’
en la que a, b, n y R son constantes. Determine dP/dV. (Véase la
siguiente figura).

P =

~,
—

l(,-d“'
.

ey _ J’f

A

66. La mejor cantidad para hacer un pedido Una féormula para ad-
d (w) = u dv +ou du ministracion de un inventario dice que el costo promedio semanal de
dx dx dx encargo, pago y manejo de la mercancia es
para la derivada del producto de dos funciones derivables de x. Alg) = % +oem + %,
a. ;Cual es la formula analoga para la derivada del producto uvw de .
tres funciones diferenciables de x? donde ¢ e}s la cantidad que usted ordena o encarga cuando quedan
) pocos articulos (zapatos, escobas o cualquier otro producto), k es el
b. ;Cudlesla férmula} para 1? derivada del producto uyususus de costo que implica hacer el pedido (un costo invariable, sin importar con
cuatro funciones diferenciables de x? qué frecuencia haga los pedidos), ¢ es el costo de un articulo (cons-
¢. (Cual es la formula para la derivada de un producto ujuous ... u, tante), m es el namero de articulos vendidos cada semana (constante)
de un ntimero finito »n de funciones derivables de x? y h es el costo semanal de manejo por articulo (una constante que
toma en cuenta cuestiones como espacio, cargos de servicio, seguros
y vigilancia). Determine dA/dq y d*4/dq>.
3 4 | La derivada como una tasa de cambio
L

En la seccién 2.1 presentamos las tasas de cambio promedio e instantdnea. En esta seccion
estudiaremos mds aplicaciones en las cuales las derivadas modelan las tasas a las cuales las
situaciones cambian. Es natural pensar en una cantidad que cambia con respecto al tiempo,
pero otras variables pueden tratarse de la misma manera. Por ejemplo, un economista nece-
sitaria estudiar como el costo de produccion del acero varia con el numero de toneladas pro-
ducidas, o un ingeniero necesita conocer como la electricidad producida por un generador varia

con su temperatura.

Tasas de cambio instantaneas

Si interpretamos el cociente de diferencias (f(x + 4) — f(x))/h como la tasa promedio de
cambio en f en el intervalo de x ax + &, podemos interpretar su limite cuando 2 — 0 como la
tasa a la cual cambia f en el punto x.



Posicion en el instante 7 ... y en el instante # + At
|

| As \

S
s = f(t) s+ As = f(t + A1)

FIGURA 3.12 Las posiciones de un cuerpo
que se desplaza a lo largo de la recta coorde-
nada en el instante 7 y un poco después en el
instante 7 + Az. Aqui la recta coordenada es
horizontal.
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DEFINICION  La tasa de cambio instantinea de / con respecto a x en xo es la
derivada

flxo + h) — flxo)

’ — l’
f(xo) = lim o

siempre que el limite exista.

Asi, las tasas instantaneas son limites de tasas promedio.

El uso de la palabra instantinea es convencional, aunque x no represente tiempo. Sin em-
bargo, con frecuencia se omite la palabra. Cuando decimos tasa de cambio, queremos indicar
tasa instantdanea de cambio.

EJEMPLO 1 El area A de un circulo esta relacionada con su diametro mediante la ecuacion

_ T
A—4D.

(Qué tan rapido cambia el area con respecto al diametro cuando el didmetro es de 10 m?

Solucion  La tasa de cambio del area con respecto al diametro es

@D
5

dA _ T o
dD 4 2b =

Cuando D = 10 m, el 4rea cambia con respecto al didmetro a una tasa de (77/2)10 = 57 m?/m
~15.71 m?/m. [

Movimiento a lo largo de una recta: Desplazamiento, velocidad,
rapidez, aceleracion y sacudida

Suponga que un objeto se desplaza a lo largo de una recta coordenada (un eje s), por lo regular
horizontal o vertical, de manera que conocemos su posicion s en esa recta como una funcion
del tiempo 7:

s = f(2).

El desplazamiento del objeto durante el intervalo de tiempo de #a r + At (figura 3.12) es
As = f(t + A1) — f(1),

y la velocidad promedio del objeto durante el intervalo de tiempo es

desplazamiento As f(t+ Ar) — f(2)
Yprom = = . -

tiempo de recorrido At At

Para determinar la velocidad del cuerpo en el instante exacto ¢, tomamos el limite de la ve-
locidad promedio durante el intervalo de #a ¢ + Az cuando At tiende a cero. Este limite es la de-
rivada de f con respecto a 7.

DEFINICION La velocidad (velocidad instantanea) es la derivada de la posicion
con respecto al tiempo. Si la posicion de un cuerpo en el instante ¢ es s = f(7),
entonces la velocidad del cuerpo en el instante ¢ es

o) = B = qy LU AD = SO

dt a0 At
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Ademas de decir qué tan rapido se desplaza un objeto a lo largo de la recta horizontal en la
figura 3.12, su velocidad indica la direccion del movimiento. Cuando el objeto se mueve hacia
delante (s es creciente), la velocidad es positiva; cuando el objeto se mueve hacia atras (s es de-
creciente), la velocidad es negativa. Si la recta de coordenadas es vertical, el objeto se mueve
hacia arriba en el caso de velocidad positiva y hacia abajo en el caso de velocidad negativa
(figura 3.13).

0 0
s aumenta: s disminuye:
pendiente positiva, asi que el pendiente negativa, asi que el
movimiento es hacia arriba. movimiento es hacia abajo.

FIGURA 3.13 Para el desplazamiento s = f(7) a lo largo de una linea recta
(el eje vertical), v = ds/dt es positiva cuando s aumenta, y negativa cuando §
disminuye. Las curvas en naranja representan la posicion a lo largo de la recta
durante el tiempo; no describen la trayectoria del movimiento, el cual es a lo
largo del eje s.

Si conducimos a la casa de un amigo y regresamos, digamos a 30 mph, el velocimetro in-
dicara 30 durante todo el camino, no —30 en el trayecto de regreso, aunque nuestra distancia a
casa disminuya. El velocimetro siempre indicara la rapidez, que es el valor absoluto de la ve-
locidad. La rapidez mide la tasa de avance, sin importar la direccion.

DEFINICION ~ La rapidez es el valor absoluto de la velocidad,

ds

Rapidez = |v(#)| = i

EJEMPLO 2 La figura 3.14 presenta la grafica de la velocidad v = f"(¢) de una particula que
se mueve a lo largo de una recta horizontal (en vez de mostrar una funcion de posicion s = f{(¢),
tal como en la figura 3.13). En la grafica de la funcion velocidad, no es la pendiente de la curva
lo que nos indica si la particula se mueve hacia delante o hacia atras a lo largo de la recta (que
no se muestra en la figura), sino el signo de la velocidad. Al observar la figura 3.14, nos damos
cuenta de que la particula se mueve hacia delante durante los primeros 3 segundos (cuando la
velocidad es positiva), se mueve de regreso durante los siguientes dos segundos (la velocidad
es negativa), se mantiene sin movimiento durante 1 segundo, y luego se mueve de nuevo hacia
delante. La particula acelera cuando su velocidad positiva aumenta durante el primer segundo,
se mueve a una velocidad constante durante el siguiente segundo y luego se frena cuando la
velocidad disminuye hacia cero durante el tercer segundo. Se detiene durante un instante en
t = 3 segundos (cuando la velocidad es cero) y cambia de direccion cuando la velocidad em-
pieza a ser negativa. Ahora la particula se mueve hacia atras y aumenta su rapidez hasta t = 4
segundos, cuando alcanza su mayor rapidez durante su movimiento de regreso. Al continuar su
movimiento de regreso en el tiempo ¢ = 4, la particula otra vez inicia su frenado hasta que fi-
nalmente se detiene en ¢ = 5 segundos (cuando la velocidad de nuevo es cero). La particula
ahora permanece sin movimiento durante un segundo completo y luego se mueve otra vez ha-
cia adelante en # = 6 segundos, acelera durante el tltimo segundo del movimiento hacia de-
lante, como se indica en la grafica de la velocidad. [ |
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FIGURA 3.14 La grafica de la velocidad de una particula que se desplaza a lo largo de una
recta horizontal, analizada en el ejemplo 2.

La razén o tasa a la cual el cuerpo cambia su velocidad es la aceleracion del cuerpo. Esta
mide qué tan rapido el cuerpo eleva o disminuye su velocidad.

Un cambio repentino en la aceleracion se denomina sacudida. Cuando un paseo en auto-
movil o autobus tiene muchas sacudidas, no es que la aceleracion sea necesariamente elevada,
sino que los cambios en la aceleracion son abruptos.

DEFINICIONES La aceleracion es la derivada de la velocidad con respecto al
tiempo. Si la posicion de un cuerpo en el instante 7 es s = f{¢), entonces la aceleracion
del cuerpo en el instante ¢ es

_dv _ds
a(t) = a2
La sacudida es la derivada de la aceleracion con respecto al tiempo:
() = da _ ds
== pry

Cerca de la superficie de la Tierra todos los cuerpos caen con la misma constante de ace-
leracion. Los experimentos de Galileo en torno a la caida libre (véase la seccion 2.1) conducen
a la ecuacion

s = %gtz,

donde s es la distancia que cae el objeto y g es la aceleracion debida a la gravedad terres-
tre. Esta ecuacion se cumple en el vacio, donde no existe la resistencia del aire, y modela bas-
tante bien la caida de objetos densos y pesados, tales como piedras o herramientas de acero,
durante los primeros segundos de su caida, antes de que los efectos de la resistencia del aire
sean significativos.

El valor de g en la ecuacion s = (1/2)gt? depende de las unidades utilizadas para medir ¢
y s. Con ¢ en segundos (la unidad usual), el valor de g determinado por la medida al nivel del
mar es aproximadamente de 32 ft/seg? (pies por segundo al cuadrado), en medidas inglesas, y
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FIGURA 3.15 Una bola que cae a partir del
reposo (ejemplo 3).
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FIGURA 3.16 (a) Laroca del ejemplo 4.
(b) Las graficas de s y v como funciones del
tiempo; s es maximo cuando v = ds/dt = 0.

La grafica de s no es la trayectoria de la roca:

es una grafica de la altura contra el tiempo.
La pendiente de la curva es la velocidad
de la roca. En este caso se grafica como

una linea recta.

g = 9.8 m/seg? (metros por segundo al cuadrado) en unidades métricas. (Estas constantes gra-
vitacionales dependen de la distancia al centro de masa de la Tierra; por ejemplo, son lige-
ramente menores en la cima del monte Everest).

La sacudida asociada con la aceleracion constante debida a la gravedad (g = 32 ft/seg?)
es cero

._d _
j=4@ =0
Un objeto no experimenta sacudidas durante una caida libre.

EJEMPLO 3 La figura 3.15 muestra la caida libre de una bola pesada que se dejo caer desde
el reposo en el instante 7 = 0 seg.

(a) ;Cuantos metros caera la bola durante los primeros 2 segundos?
(b) ;Cual es su velocidad, su rapidez y su aceleracion cuando ¢ = 2?

Solucion

(a) La ecuacién de caida libre, en el sistema métrico, es s = 4.9¢2. Durante los primeros 2 se-
gundos, la bola cae

s(2) = 4.9(2)> = 19.6 m.

(b) En cualquier instante ¢, la velocidad es la derivada de la posicion:
v(t) = s'(1) = %(4.9#) = 9.8¢.

En ¢t = 2, la velocidad es
v(2) = 19.6 m/seg
en la direccion de descenso (s aumenta). La rapidezent = 2 es

rapidez = |v(2)| = 19.6 m/seg.

La aceleracion en cualquier instante ¢ es

a(t) = v'(t) = s"(t) = 9.8 m/seg”.

En ¢ = 2, la aceleracion es 9.8 m/seg?. [ |

EJEMPLO 4  Una explosion de dinamita lanza una roca directamente hacia arriba con una ve-
locidad inicial de 160 ft/segundo (alrededor de 109 mph) (figura 3.16a). Alcanza una altura
de s = 1607 — 16¢2 ft al cabo de ¢ segundos.

(a) (Qué altura alcanza la roca?
(b)

(Cuales son la velocidad y la rapidez de la roca cuando la roca esta 256 ft por arriba del
nivel del suelo durante el ascenso? ;Durante el descenso?

(¢) (Cual es la aceleracion de la roca en cualquier instante ¢ durante su trayecto (después de
la explosion)?

)

(Cuando choca la roca contra el suelo?

Solucion

(a) En el sistema de coordenadas que hemos elegido, s mide la altura con respecto al suelo,
asi que la velocidad es positiva en el ascenso y negativa durante el descenso. El instante en
el que la roca estd en el punto mas alto es aquél en el que la velocidad es cero. Para co-
nocer la altura maxima, todo lo que necesitamos hacer es determinar cuando v = 0 y eva-
luar s en ese instante.

En cualquier instante ¢ durante el trayecto de la roca, su velocidad es

_ds _d _ - _
v=" = (160t 16£%) = 160 — 32t ft/seg.
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La velocidad es cero cuando
160 — 32t =0 o t = 5seg.
La altura de larocaen t = 5 seg es
Smax = 5(5) = 160(5) — 16(5)*> = 800 — 400 = 400 ft.

Véase la figura 3.16b.

Para determinar la velocidad de la roca a 256 ft, en el ascenso y luego en el descenso, pri-
mero determinamos los dos valores de ¢ para los cuales:

s(t) = 160t — 162 = 256.
Para resolver la ecuacion, escribimos

162 — 160t + 256 = 0
16( — 10 + 16) = 0
(t—=2)(t—8) =0

t = 2seg,t = 8seg.

La roca esta 256 ft por encima del suelo 2 segundos después de la explosion y nueva-
mente a los 8 segundos después de la explosion. Las velocidades de la roca en esos ins-
tantes son

v(2) = 160 — 32(2) = 160 — 64 = 96 ft/seg.
v(8) = 160 — 32(8) = 160 — 256 = —96 ft/seg.

En ambos instantes, la velocidad de la roca es 96 ft/seg. Como v(2) > 0, la roca se des-
plaza hacia arriba (s aumenta) en ¢t = 2 seg, se mueve hacia abajo (s disminuye) en = 8§,
ya que v(8) < 0.

En cualquier instante durante el trayecto que sigue a la explosion, la aceleracion de la roca
es constante

_dv

“T

= %(160 — 32f) = —32 ft/seg’.

La aceleracion siempre es hacia abajo. Conforme la roca sube, se desacelera, y cuando
cae, se acelera.

La roca choca con el suelo en el tiempo positivo ¢, para el cual s = 0. La ecuacion 160t —
16¢2 = 0 se factoriza para obtener 16¢(10 — ¢) = 0, asi que tiene soluciones t = 0 y
t = 10. En ¢z = 0, la explosion ocurri6 y la roca sale lanzada hacia arriba. Regresa al suelo
al cabo de 10 segundos. [ |

Derivadas en economia

Los ingenieros utilizan los términos velocidad y aceleracion para referirse a las derivadas de
las funciones que describen el movimiento. También los economistas tienen un vocabulario es-
pecial para las tasas de cambio y las derivadas. Ellos las denominan marginales.

En una operacion de fabricacion, el costo de produccion c¢(x) es una funcion de x, el nu-

mero de unidades producidas. El costo marginal de produccion es la tasa de cambio del costo
con respecto al nivel de produccion, es decir, dc/dx.

Suponga que c(x) representa los dolares necesarios para producir x toneladas de acero en

una semana. Cuesta mas producir x + 4 toneladas por semana, y la diferencia de costos, divi-
dida entre #, es el costo promedio de producir cada tonelada adicional:

c(x + h) — c(x) _ costo promedio de cada una de las
h " htoneladas adicionales de acero producidas
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FIGURA 3.17 Produccion semanal de acero:
c(x) es el costo de producir x toneladas por
semana. El costo de producir / toneladas
adicionales es c(x + h) — c(x).
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FIGURA 3.18 El costo marginal dc/dx
es aproximadamente el costo extra Ac de
producir Ax = 1 unidad adicional.

El limite de esta razon cuando 2 — 0 es el costo marginal de producir mas acero por se-
mana cuando la produccion semanal actual es de x toneladas (figura 3.17):

de_ ) )
dx = hil}) 7 = COSt0 marginal de prodauccion.

En ocasiones el costo marginal de produccion se define, de manera informal, como el
costo extra de producir una unidad adicional:

Ac _ clx + 1) = clx)

Ax 1 ’

que es aproximado por el valor de dc/dx en x. Esta aproximacion es aceptable si la pendiente
de la grafica no cambia demasiado rapido cerca de x. Entonces el cociente de diferencias sera
cercano a su limite dc/dx, que es lo que sube en la recta tangente si Ax = 1 (figura 3.18). La
aproximacion funciona mejor para valores grandes de x.

Con frecuencia, los economistas representan la funcion de costo total mediante un polino-
mio cubico

cx) =ax® + B + yx + 8

donde 6 representa costos fijos tales como la renta, la calefaccion, la capitalizacion del equipo
y los costos de administracion. Los otros términos representan costos variables tales como los
costos de la materia prima, los impuestos y la mano de obra. Los costos fijos son indepen-
dientes del numero de unidades que se produzcan, mientras que los costos variables dependen

de la cantidad producida. Por lo regular, un polinomio cubico es adecuado para capturar el
comportamiento del costo en un intervalo realista.

EJEMPLO 5  Suponga que cuesta

e(x) = x> — 6% + 15x
ddlares producir x radiadores cuando se producen de 8 a 30 radiadores, y que
Hx) = % — 3x% + 12x

da por resultado el ingreso, en ddlares, de la venta de x radiadores. Suponga que usted tiene un
taller que produce 10 radiadores diarios. Aproximadamente, ;cuanto sera el costo extra de pro-
ducir un radiador mas por dia? ;Cual es el aumento estimado en los ingresos por la venta de
11 radiadores diarios?

Solucion  El costo de producir un radiador adicional por dia, cuando se producen 10 radia-
dores es alrededor de ¢'(10):

(x) = i(ﬁ — 62 + 15x) = 32 — 12x + 15
dx
¢'(10) = 3(100) — 12(10) + 15 = 195.

El costo adicional sera de alrededor de $195. El ingreso marginal es
r(x) = d%(ﬁ —3x% 4+ 12x) = 3x%* — 6x + 12.
La funcién de ingreso marginal estima el aumento en el ingreso que resultard de la venta de una

unidad adicional. Si actualmente usted vende 10 radiadores diarios, puede esperar que su ingre-
so se incremente en aproximadamente

#(10) = 3(100) — 6(10) + 12 = $252

si aumenta las ventas a 11 radiadores por dia. [ |
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EJEMPLO 6  Para comprender mejor el lenguaje de tasas marginales, considere la tasa margi-
nal de impuestos. Si su tasa de impuestos marginal sobre la renta es del 28% y sus ingresos au-
mentan en $1000, esperara pagar $280 adicionales en impuestos. Esto no significa que paga el
28% de su ingreso total en impuestos. Solo significa que en el nivel actual de ingresos /, la tasa
de aumento de impuestos 7 con respecto al ingreso es dT/dl = 0.28. Usted pagara $0.28 en im-
puestos por cada dolar adicional que gane. Por supuesto, si usted gana mucho mas, puede caer
en un nivel de impuestos mas elevado y su tasa marginal aumentara. [ |

Sensibilidad al cambio

Cuando un cambio pequeilo en x produce un cambio grande en el valor de la funcion f(x), de-
cimos que la funcion es relativamente sensible a cambios en x. La derivada f”(x) es una medida
de esa sensibilidad.

EJEMPLO 7  Datos genéticos y sensibilidad al cambio

Al trabajar en su jardin con guisantes y otras plantas, el monje austriaco Gregor Johann Mendel
(1822-1884) dio la primera explicacion cientifica de la hibridacion.

Sus cuidadosos registros mostraron que si p (un numero entre 0 y 1) es la frecuencia del
gen (dominante) de los guisantes con cascara lisa, y (1 — p) es la frecuencia del gen para cas-
cara rugosa en guisantes, entonces la proporcion de guisantes de cascara lisa en la siguiente ge-
neracion sera

y=2p(1 = p) +p*=2p - p*

La grafica de y contra p, en la figura 3.19a, sugiere que el valor de y es mas sensible a un cam-
bio en p cuando p es pequeiio que cuando p es grande. Este hecho se corrobora con la grafica
de la derivada en la figura 3.19b, que muestra que dy/dp es cercana a 2 cuando p es proxima
a cero y cercana a 0 cuando p es proxima a 1.

dy/dp
2
dy
- 2-2p
p 0 1 p
(@) (b)

FIGURA 3.19 (a) La grifica de y = 2p — p? describe la
proporcion de guisantes de cascara suave en la siguiente
generacion. (b) La grafica de dy/dp (ejemplo 7).

La implicacion para genética es que la introduccion de unos cudntos genes de cascara lisa,
en una poblacién donde la frecuencia de guisantes con cascara rugosa es grande, tendra un
efecto mas drastico en las generaciones posteriores que un aumento similar cuando la pobla-
cién tiene una proporcion grande de guisantes de cascara lisa. [ |
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Ejercicios 3.4

Movimiento a lo largo de una recta coordenada
Los ejercicios 1 a 6 dan las posiciones s = f{(f) de un cuerpo que se mueve
en una recta coordenada; x esta en metros y  en segundos.

W=

a. Determine el desplazamiento del cuerpo y la velocidad promedio
para el intervalo indicado.

b. Determine la rapidez y aceleracion del cuerpo en los extremos
del intervalo.

c. (Cuando, si es que sucede, el cuerpo cambia de direccion durante
el intervalo?

s=F~f—-3+2 0=1=2
s=6t—rF, 0=t=6
s=—-F+32-3t, 0=tr=3
s=(4) -F~F+2 0=1r=3
szz?s—% l=t=5
T+ 5 =t=0

. Movimiento de una particula En el instante ¢, la posicion de un

cuerpo que se mueve en el eje s es s = 13 — 62 + 9rm.

a. Determine la aceleracion del cuerpo en cada instante en que la
velocidad es cero.

b. Determine la rapidez del cuerpo en cada instante en que la ace-
leracién es cero.

c. Determine la distancia total recorrida por el cuerpode r = 0at = 2.

. Movimiento de una particula En el instante + = 0, la veloci-

dad de un cuerpo que se desplaza a lo largo del eje horizontal x es

v=12—4r+3.

a. Determine la aceleracion del cuerpo en cada instante en que la
velocidad es cero.

b. (Cuando se desplaza el cuerpo hacia delante? ;Cuando se des-
plaza hacia atras?

c. (Cuando aumenta la velocidad del cuerpo? ;Cudndo disminuye?

Aplicaciones de caida libre

9.

10.

11.

Caida libre en Marte y en Jupiter Las ecuaciones para caida li-
bre en las superficies de Marte y de Jupiter (s en metros, ¢ en segun-
dos) son s = 1.862 para Marte y s = 11.44¢% en Jupiter. Si en cada
planeta se deja caer una roca desde el reposo, ;cuanto tardara en al-
canzar una velocidad de 27.8 m/s (alrededor de 100 km/h)?
Movimiento de un proyectil en la Luna Se lanza una roca ver-
ticalmente hacia arriba, desde la superficie lunar, a una velocidad de
24 m/seg (aproximadamente 86 km/h); la roca alcanza una altura
de s = 24¢ — 0.8¢%> m en ¢ segundos.

a. Determine la velocidad y la aceleracion de la roca en el instante .
(En este caso, la aceleracion es la aceleracion debida a la gravedad
lunar).

. (Cuanto tarda la roca en llegar a su punto mas alto?

. ¢ Qué altura alcanza la roca?

. ¢Cuanto tarda la roca en alcanzar la mitad de su altura maxima?
(Cuanto tiempo permanece la roca en el aire?

Determinacion de g en un pequeiio planeta sin aire Supongamos

que exploradores en un pequefio planeta sin aire usaron una pistola de

resorte para lanzar una bola verticalmente hacia arriba, desde la superficie,

y con una velocidad de lanzamiento de 15 m/seg. Puesto que la acelera-

cion debida a la gravedad en la superficie del planeta fue de gs m/seg?,

los exploradores esperaban que la bola alcanzara una altura de s = 15¢

— (1/2)gst% m al cabo de ¢ segundos. La bola alcanzé su altura maxima

20 segundos después de ser lanzada. ;Cual es el valor de g,?

b
c
d
e.

12.

13.

14.

Bala rapida Una bala calibre 45 disparada directamente hacia arri-
ba, desde la superficie de la Luna, alcanzara una altura de s = 832¢
— 2.6¢% ft después de ¢ segundos. En la Tierra, en ausencia de aire,
su altura seria de s = 832¢ — 1672 ft después de t segundos. En cada
caso, /cuanto tiempo estara en el aire la bala?

Caida libre desde la torre de Pisa Si Galileo hubiera dejado caer
una bala de canodn desde la torre de Pisa, a 179 ft del nivel del suelo,
la altura de la bala al cabo de ¢ segundos de la caida habria sido
s =179 — 16¢2.
a. (Cuales habrian sido la velocidad, la rapidez y la aceleracion de
la bala en el tiempo ¢?
b. ;Cuanto habria tardado la bala en golpear el suelo?
¢. (Cual habria sido la velocidad de la bala en el momento del
impacto?
Formula de caida libre de Galileo Galileo desarrollé una formula
para la velocidad de un cuerpo durante la caida libre al hacer rodar ha-
cia abajo, desde el reposo, bolas sobre tablones inclinados. Cada vez
inclinaba mas los tablones y buscaba una formula limite que predijera
el comportamiento de la bola cuando el tablon estuviera vertical y la
bola cayera libremente; véase el inciso (a) de la siguiente figura. En-
contrd que, para cualquier angulo dado del tablon, la velocidad de la
bola 7 segundos en movimiento era un multiplo constante de ¢. Esto es,
la velocidad estaba dada por una féormula del tipo v = k¢. El valor de la
constante k dependia de la inclinacion del tablon.

En notacion moderna —inciso (b) de la figura— con la distan-
cia en metros y el tiempo en segundos, lo que Galileo determind
mediante experimentacion fue que para cualquier angulo dado 6 la
velocidad de la bola a # segundos de inicio del movimiento era

v = 9.8(sen )¢ m/seg.

Posicién de
caida libre

- \ I
\ | y

(@ (b)

a. (Cual es la ecuacion para la velocidad de la bola en caida libre?
b. Con base en su trabajo del inciso (a), ;cual es la aceleracion
constante que experimenta un cuerpo en caida libre cerca de
la superficie de la Tierra?

Interpretacion del movimiento a partir de graficas
15.

La siguiente figura muestra la velocidad v = ds/dt = f(t)(m/seg) de
un cuerpo que se mueve a lo largo de una recta coordenada.

v (m/seg)
v = fl)
!

AN
o 3 4 6/8 10
3

a. /Cuando retrocede el objeto?
b. (Cuando aproximadamente se mueve el objeto con rapidez
constante?

t (seg)



17. Lanzamiento de un cohete

c. Grafique la rapidez del objeto para 0 = ¢ = 10.

d. Grafique la aceleracion donde esté definida.

16. Una particula P se mueve en la recta numérica que se ilustra en el in-

ciso (a) de la siguiente figura. El inciso (b) ilustra la posicion de P
como una funcion del tiempo z.

—(‘)—4— —L ———> 5 (cm)
(a)
s (cm)
AL 5= 10
I I I I I I

o] 1 2 1(seg)

ok
(6, —4)

4 —

(b)

a. ;Cuando se mueve P hacia la izquierda? ;Cuando hacia la
derecha? ;Cuando esta inmovil?

b. Grafique la velocidad y la rapidez de la particula (donde estan
definidas).

Cuando se lanza el modelo de un co-

hete, el combustible se quema durante unos segundos, con lo que el

cohete acelera hacia arriba. Cuando se consume el combustible, el co-

hete sigue subiendo durante algin tiempo y luego empieza a bajar. En

ese momento, una pequeiia carga explosiva abre un paracaidas que

frena la caida del cohete para evitar que éste se destruya al aterrizar.

La siguiente figura muestra la informacion de la velocidad del
vuelo del cohete. Utilice la informacion para responder lo siguiente.

a. Cuando el motor se detuvo, ;qué tan rapido ascendia el cohete?
b. ;Durante cuantos segundos se quemo el combustible?
200

IS B

100 / i
50 / =
50 N \//

0 2 4 6 8 10 12
Tiempo después del lanzamiento (seg)

Velocidad (ft/seg)

c¢. ;Cuando alcanzo el cohete el punto mas alto? En ese momento,
;cual era su velocidad?

d. ;Cuando se abri6 el paracaidas? En ese momento, ;qué tan
rapido descendia el cohete?

e. (Cuanto tiempo descendio el cohete antes de que el paracaidas
se abriera?

f. ;Cuando fue mayor la aceleracion del cohete?

g. (Cuando fue constante la aceleracion del cohete? En ese mo-
mento, /cual fue su valor (al entero mas cercano)?

18

133
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. La siguiente figura representa la velocidad v = f{(¢) de una particula
que se mueve en una recta horizontal coordenada.

v

L1
of N2 3 4/5 6 7

a. ;Cuando se mueve la particula hacia delante? ;Cuando hacia
atras? ;jCuando aumenta su rapidez? ;Cuando se detiene?

b. ¢Cuando es positiva la aceleracion de la particula? ;Cuando es
negativa? ;Cuando es cero?

¢. (Cuando alcanza la particula su maxima rapidez?

d. ;Cuando permanece inmovil la particula durante mas de un
instante?

19. Dos bolas que caen La siguiente figura de una fotografia con mul-

tiples tomas muestra dos bolas que caen desde el reposo. Las reglas
verticales estan marcadas en centimetros. Con base en la ecuacion
s = 490¢2 (la ecuacién de caida libre para s en centimetros y ¢ en se-
gundos), responda las siguientes preguntas.

W b 4 gf o of ]

S @ 5 2PN &
# % B @ @ 8 AN
o R

L]
a
-

G R R -

L]
-

a. ;Cuanto tardan las bolas en caer los primeros 160 cm? En ese
periodo, ;cual es su velocidad promedio?

b. (Qué tan rapido caian las bolas cuando llegaron a la marca de
160 cm? En ese momento, jcual era su aceleracion?

¢. Aproximadamente, ;jqué tan rapido se disparaba el flash (en
flashes por segundo)?
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20. Un viaje en camiéon La siguiente grafica indica la posicion s de

21.

22.

un camion que viaja por una carretera. El camion iniciaent = 0y
regresa 15 h después en t = 15.

a. Ultilice la técnica descrita en la seccion 3.2, ejemplo 3, para
graficar la velocidad del camion v = ds/df para 0 = ¢ < 15.
Luego repita el proceso, con la curva de la velocidad, para
graficar la aceleracion del camion dv/dt.

b. Suponga que s = 15¢2 — 3. Grafique ds/dt y ds*/df* y compare
sus graficas con las del inciso (a).

500

400

300 i / \
200 i \
100 i / \

T T T T Y
0 5 10 15

Tiempo transcurrido, 7 (hr)

Posicion, s (km)

Las siguientes graficas muestran la posicion s, la velocidad v = ds/dr
y la aceleracion a = d%s/dt> como funciones del tiempo 7 de un
cuerpo que se desplaza en una recta coordenada. ;Cual grafica es
cual? Justifique sus respuestas.

N

Las siguientes graficas muestran la posicion s, la velocidad v = ds/dt
y la aceleracién a = d%s/dt* como funciones del tiempo ¢ de un
cuerpo que se desplaza en una recta coordenada. ;Cual grafica es
cual? Justifique sus respuestas.

0

y

®

Economia

23.

24.

Costo marginal Suponga que el costo, en dolares, de producir x la-
vadoras es c(x) = 2000 + 100x — 0.1x2.

a. Determine el costo promedio por lavadora en la produccion de las
primeras 100 lavadoras.

b. Determine el costo marginal cuando se producen 100 lavadoras.

¢. Demuestre que el costo marginal cuando se producen 100 lava-
doras es aproximadamente el costo de producir una lavadora
mas después de producir las 100 primeras; hagalo calculando
el altimo costo en forma directa.

Ingreso marginal
doras es

Suponga que el ingreso por la venta de lava-

rx) = 20,000(1 - %)

dolares.
a. Determine el ingreso marginal cuando se producen 100 lavadoras.

b. Utilice la funcion ' (x) para estimar el incremento en los ingresos
que se obtendrian por el incremento de la produccion de 100 a
101 lavadoras a la semana.

c¢. Determine el limite de #'(x) cuando x — . ;Coémo interpreta
este nimero?

Aplicaciones adicionales

25.

26.

28.

Poblacion de bacterias Cuando un bactericida se agregd a un
cultivo de nutrientes en el que las bacterias crecian, la poblacion de
bacterias continud su crecimiento por un tiempo, pero luego dejo
de crecer y empezo a disminuir. El tamafio de la poblacion en el
tiempo ¢ (horas) fue b = 10° + 10%* — 1032 Determine las tasas
de crecimiento en

a. ¢t = 0 horas.
b. t = 5horas.
c. t = 10 horas.

Drenado de un deposito El numero de galones de agua en un de-
poésito ¢ minutos después de que éste empezd a drenar es Q(f) =
20030 — 1)2. ;Qué tan rapido sale el agua al final de 10 minutos?
(Cual es la tasa promedio a la que el agua sale durante los primeros
10 minutos?

. Drenado de un depésito Toma 12 horas drenar un deposito de al-

macenamiento si se abre la valvula ubicada en la parte inferior. La
profundidad y de fluido en el deposito ¢ horas después de que se abrid
la valvula esta dada mediante la formula

¢ 2
y:6(l_ﬁ) m.

a. Determine la tasa dy/dt (m/h) a la que drena el deposito en el
instante 7.

b. ;Cuando el nivel del fluido en el depdsito desciende mas rapido?
(Cuando desciende mas lentamente? En esos instantes, ;cudles
son los valores de dy/dt?

¢. Grafique juntas y y dy/dt, luego analice el comportamiento de y
en relacion con los signos y valores de dy/dt.

Inflado de un globo EI volumen, V = (4/3)7r3, de un globo es-

férico cambia con el radio.

a. A qué tasa (ft3/ft) cambia el volumen con respecto al radio
cuando r = 2 ft?

b. (Aproximadamente en cuanto aumenta el volumen cuando el
radio cambia de 2 a 2.2 ft?



29. Despegue de un aviéon Suponga que la distancia que recorre un avion
a lo largo de la pista antes de despegar estd dada por D = (10/9)¢2,
donde D se mide en metros desde el punto de partida y ¢ se mide en
segundos a partir del momento que se liberan los frenos. El avion em-
pezard a volar cuando su rapidez alcance 200 km/h. ;Cuénto tardara
en emprender el vuelo y qué distancia habra recorrido en ese tiempo?

30. Brotes de lava volcanica Aunque en noviembre de 1959 la erup-
cion del volcan Kilauea Iki en Hawai inici6 con una linea de brotes a
lo largo de la pared del crater, posteriormente la actividad se concen-
tro en un solo conducto en el piso del crater; en un momento dado
lanz6 lava a 1,900 ft de altura (un récord para el archipié¢lago). ;Cual
fue la velocidad de salida de la lava en ft por segundo? ;jEn millas por
hora? (Sugerencia: Si vy es la velocidad de salida de una particula de
lava, su altura ¢ segundos después serd s = vot — 1672 ft. Comience
por determinar el tiempo en el que ds/dt = 0. No tome en cuenta la
resistencia del aire).

Andlisis de movimiento mediante graficas
Los ejercicios 31 a 34 dan la funcién de posicion como una funcién del tiem-
po t, s = f{t), de un objeto que se mueve a lo largo del eje x. Grafique f jun-
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to con la funcion velocidad v(f) = ds/dt = f'(f) y la funcion aceleracion
a(t) = d%s/dt*> = f"(t). Comente sobre el comportamiento del objeto en
relacion con los signos y valores de v y a. En sus comentarios incluya
temas como los siguientes:

a. ;Cuando esta en reposo el objeto?

b. (Cuando se mueve hacia la izquierda (hacia abajo) o hacia la
derecha (hacia arriba)?

c¢. (Cuando cambia de direccion?

d. ;Cuando se incrementa la rapidez y cuando disminuye ésta?

e. ;/Cuando es mas rapido el movimiento? ;Cuando es mas lento?
f. (Cuando esta el objeto mas lejos del origen?

31. s = 200¢ — 16¢2, 0 = ¢ = 12.5 (un objeto pesado lanzado directa-
mente hacia arriba desde la superficie de la Tierra a una velocidad de
200 ft/seg).

2. 5s=F-3t+2, 0=r=5
B.s=FP—-62+7, 0=r=4
M. s=4-Tt+6f—F£, 0=tr=4

3 5 | Derivadas de funciones trigonométricas
|

Muchos fenomenos de la naturaleza son mas o menos periddicos (campos electromagnéticos,
ritmo cardiaco, mareas, clima). Las derivadas de senos y cosenos desempefian un papel impor-
tante en la descripcion de cambios periodicos. Esta seccion explica como derivar las seis fun-
ciones trigonomeétricas basicas.

Derivada de la funcion seno

Para calcular la derivada de f(x) = sen x, para x medida en radianes, combinamos los limites
del ejemplo 5a y el teorema 7 de la seccion 2.4 con la identidad de la suma de angulos para la
funcion seno:

sen(x + &) = sen x cos & + cos x sen A.

Si f(x) = sen x, entonces

sen(x + h) — senx

Sl ) = S0 _
- = lim

Definicion de derivada

J'x) = hh—rpo h h—0

(senxcosh + cosxsenh) — senx

h

senx (cosh — 1) + cosxsenh

h—0 h

_ , _cosh — 1
=senx* lim ——— + cosx-
h—0 h
o
limite 0

h—0 h

, cosh — 1 , sen &
lim (senx*——— | + lim | cosx*
h—0 h h—0 h

., senh
lim —— = senx-0 + cosx-1 = cosx.
h—0 h

-
limite 1

Ejemplo 5a y teorema 7,
seccion 2.4

La derivada de la funcion seno es

dx

la funcion coseno:

(senx) = cosx.
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| 71\ | y:/cosx
N NS

X

y' = -sen x

FIGURA 3.20 Lacurvay’ = —senx como
la grafica de las pendientes de las tangentes
alacurvay = cosx.

EJEMPLO 1 Determinemos las derivadas de diferencias, productos y cocientes que incluyen
a la funcion seno.

dy
@ y= x* — senx: I =2x — dii(senx) Regla de la diferencia
= 2x — cosx
d
(b) y = x*senx: dii = xzd%lc(sen x) + 2xsenx Regla del producto

= x?cosx + 2xsenx.

X d (senx) — senx-1
_ senx. dy 7 dx .
() y="%" P Regla del cociente

X2

_ XCOSX — senx

)C2

Derivada de la funcién coseno
Con la ayuda de la formula de la suma de angulos para la funcion coseno,
cos(x + &) = cos x cos & — sen x sen A,

podemos calcular el limite del cociente de diferencias:

d . cos(x + h) — cosx
—(cosx) = lim Definicion de derivada
dx h—0 h
(cosxcosh — senxsenh) — cosx Identidad del coseno
= lim de la suma de angulos
h—0 h

cosx(cosh — 1) — senxsenh

= lim

h—0 h
o cosh — 1 , sen &
= lim cosx*———— — lim senx-

h—0 h h—0 h
_ , _cosh — 1 . senh
= cosx* lim ——— — senx- lim

h—0 h h—0 h
=cosx-0 — senx-1 Ejemplo 5a y teorema 7,
seccion 2.4

= —senx.

La derivada de la funcion coseno es el negativo de la funcion seno:

d (cosx) = —senx.
dx




--5

Lo Posicion
en reposo
Posicion en

=5
r=0

N

FIGURA 3.21 Un peso colgado de un
resorte vertical, que luego se desplaza,
oscila hacia arriba y hacia abajo de la
posicion en reposo (ejemplo 3).
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La figura 3.20 ilustra una forma de visualizar este resultado de la misma manera que hicimos
para la graficacion de derivadas en la seccion 3.2, figura 3.6.

EJEMPLO 2  Determinemos las derivadas de la funcion coseno en combinacioén con otras
funciones.

(@) y = 5x + cosx:

dy d d
pAp—— 4+« sola de la suma
o dr (5x) e (cosx) Regla de la suma
=5 — senx.
(b) ¥y = senxcosx:

dy d d

R - + “ ola de .

e sen x P (cosx) + cosx e (senx) Regla del producto

= senx(—senx) + cosx(cosx)

= COS2x - senzx.

COS X

© y= 1 —senx’

d d
dy (1 — senx) i (cosx) — cosx e (1 — senx)

= Regla del cociente
dx (1 — senx)?

(1 — senx)(—senx) — cosx(0 — cosx)

(1 — senx)?
_ 1 —senx 2 2
= ﬁ sen“x + cos“x = 1
— senx
1
= . u
1 — senx

Movimiento arménico simple

El movimiento de un objeto o peso que oscila libremente hacia arriba y hacia abajo sin resis-
tencia en el extremo de un resorte es un ejemplo de movimiento armonico simple. El movi-
miento es periddico y se repite indefinidamente, asi que lo representamos mediante funciones
trigonométricas. El siguiente ejemplo describe un caso en el que no existen fuerzas que se
opongan, tales como friccion o flotacion que detengan el movimiento.

EJEMPLO 3 Un peso sujeto a un resorte (figura 3.21) se estira hacia abajo cinco unidades
a partir de su posicion de reposo y se libera en el instante # = 0 para que oscile hacia arriba y
hacia abajo. Su posicion en cualquier instante 7 es

s = 5cost.

(Cual es su velocidad y su aceleracion en el instante ¢?

Solucion  Tenemos

Posicion: s = 5cost
o _ds _d -
Velocidad: V= T (5cost) Ssent
. _dv _d, -
Aceleracion: a=_ = (—5sent) 5cost.
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5, Observe todo lo que podemos aprender de estas ecuaciones:

5 v = _5sen 5 1. Conforme avanza el tiempo, el peso se mueve hacia abajo y hacia arriba entre s = —5y
\ cost s = 5 en el eje s. La amplitud del movimiento es 5. El periodo del movimiento es 27, que
es el periodo de la funcidn coseno.

1=}
Il

2. La velocidad v = —5 sen ¢ alcanza su mayor magnitud, 5, cuando cos ¢t = 0, como lo

muestran las graficas de la figura 3.22. De ahi que la rapidez del cuerpo, |v| = 5|sen ¢/,
0 T m 3w 2w 5w sea mayor cuando cos ¢t = 0; esto es, cuando s = 0 (la posicion de reposo). La rapidez
del cuerpo es cero cuando sen ¢t = 0. Esto ocurre cuando s = 5 cos # = *5 en los extre-
mos del intervalo de movimiento.

5k 3. El valor de la aceleracion siempre es exactamente el opuesto del valor de su posicion.
Cuando el cuerpo esta arriba de la posicion de reposo, la gravedad tira de él hacia abajo;
cuando el cuerpo esta debajo del punto de reposo, el resorte tira de €l de regreso hacia
arriba.

FIGURA 3.22 Las graficas de la posicion y
la velocidad del peso del ejemplo 3.

4. La aceleracion, a = —5 cos ¢, es cero s6lo en la posicion de reposo, donde cos = 0y la
fuerza debida a la gravedad y la fuerza del resorte se compensan mutuamente. Cuando el
cuerpo esta en otra posicion, las dos fuerzas son diferentes y la aceleracion no es cero.
La magnitud de la aceleracion es maxima en los puntos mas alejados de la posicion de
reposo, donde cos r = *1. [ |

EJEMPLO 4  La sacudida del movimiento arménico simple del ejemplo 3 es

c_da _d _
= dt( 5cost) = 5sent.

Tiene su mayor magnitud cuando sen # = *1, no en los extremos del desplazamiento, sino en
la posicion de reposo, donde la aceleracion cambia de direccion y de signo. [ |

Derivadas de las otras funciones trigonométricas basicas

Puesto que sen x y cos x son funciones derivables de x, las funciones relacionadas

S€Cx =

n
T cosx’ ¢ ~ senx’ cos X’ y osex =

sen x

son derivables en todo valor de x en que estén definidas. Sus derivadas, calculadas mediante la
regla del cociente, se dan en las siguientes formulas. Observe los signos negativos en las formu-
las para las cofunciones.

Las derivadas de las otras funciones trigonométricas:

d%lc(tanx) = sec’x d%lc(cotx) = —csc’x
d _ d _
E(secx) = secxtanx a(cse X) = —cscxcotx

Para mostrar un calculo comun, determinamos la derivada de la funcion tangente. Las
otras derivadas se dejan para el ejercicio 60.
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EJEMPLO 5  Determine d(tan x)/dx.

Solucion  Utilizamos la regla de la derivada de un cociente para calcular la derivada:

cosx d (senx) — senx d (cosx)
d _d (senx) _ dx dx .
- (tan X)) =— = Regla del cociente

dx dx \COSX COSZ X

cosx cosx — senx (—senx)

COS2 X

i cos’>x + sen’x
cos’ x
1
= = sec’x |

coszx

EJEMPLO 6  Determine y”, si y = sec x.

Solucion  Para encontrar la segunda derivada se debe obtener una combinacion de derivadas
trigonométricas.

= S€Cx

<
|

[

sec x tan x Regla de la derivada de la funcion secante.
v d
dx

<
\

(secx tanx)

<
Il

d d
secx e (tanx) + tanx e (secx) Regla de la derivada de un producto.

= secx (5602 x) + tanx(sec x tan x) Reglas de las derivadas.

sec® x + sec x tan®x |

La derivabilidad de las funciones trigonométricas en todos sus dominios ofrece otra prue-
ba de su continuidad en cada punto de sus dominios (teorema 1, seccion 3.2). Asi, mediante
sustitucion directa, podemos calcular limites de combinaciones algebraicas de funciones trigo-
nométricas.

EJEMPLO 7  Utilizamos sustitucion directa para calcular los limites siempre que no haya una
division entre cero, que algebraicamente no esta definida.

m V2 +seecx = V2+sec0 = V2+1 _ﬁ:_\/g

li

= = = (]
x—0cos(7m — tanx)  cos(wm — tan0) cos(wm — 0) -1
Ejercicios 3.5
Derivadas 1
.y = — 4V + .y = -4
En los ejercicios 1 a 18, determine dy/dx. 5.y = csex Vi+1 6. y = x* cotx X2
7. = t 8. = t
1. y = —10x + 3 cosx 2.y = % + Ssenx f(x) = senx tanx gl) = csox cotx

9. y = (secx + tanx)(secx — tanx)
3.y =  cosx 4.y = \/);secx +3 10. y = (senx + cosx) secx
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_ cotx _ _ Cosx
1. y= 1 + cotx 12. y 1 + senx
4 1 _cosx X
13. vy =Gosx T tanx 4. y =—¢ COS X

15. y = x¥*senx + 2xcosx — 2senx

2

16. y = x“cosx — 2xsenx — 2cosx

17. f(x) = x*senx cosx 18. g(x) = (2 — x) tan’x

En los ejercicios 19 a 22, determine ds/dt.
19. s = tant — ¢ 20. s = £ —sect + 1

21_S21+csct 2. 5 = sen t
1 —csct 1 — cost
En los ejercicios 23 a 26, determine dr/d6.
23. r=4 — 6%senf 24. r = 6senf + cos 6

25. r 26. r = (1 + sec)senf

sec 6 csc 0
En los ejercicios 27 a 32, determine dp/dq.

27.p=5+L 28. p = (1 + cscq)cosq

cotg
7senq+cosq _ tang
29. p = cosg 30'p_1+tanq
gsenq 3g + tang
31.p: 2_1 32.p:W
33. Determine y” si
a. y = cscx. b. y = secx.
34. Determine y® = d@y/dx* si
a. y = —2senx. b. y = 9cosx.

Rectas tangentes

En los ejercicios 35 a 38, grafique las curvas en los intervalos dados, junto
con sus tangentes en los valores de x que se indican. Rotule cada curva y
su tangente con su ecuacion.

35. y =senx, —37/2 =x=2m
x = —m,0,3m7/2

36. y = tanx, —w/2 <x < /2
x = —m/3,0,7/3

37. y =secx, —w/2<x<m/2

x = —m/3,7/4
38. y =1+ cosx, —3m/2=x=2m
x = —m/3,3m7/2

En los ejercicios 39 a 42, ;las graficas de las funciones tienen alguna tan-

gente horizontal en el intervalo 0 =< x < 27? Si es asi, ;donde? Si no, jpor
qué? Visualice sus hallazgos mediante la graficacion de las funciones con
una calculadora graficadora.

39. y =x + senx
40. y = 2x + senx
41. y = x — cotx
42. y =x + 2cosx

43. Determine todos los puntos en la curva de y = tan x, —7/2 < x
< /2, donde la recta tangente sea paralela a la recta y = 2x. Elabore
un bosquejo de la curva y de la tangente(s) juntas; rotule cada una con
su ecuacion.

44. Determine todos los puntos en la curva de y = cot x, 0 < x < 7,
donde la recta tangente sea paralela a la recta y = —x. Elabore un
bosquejo de la curva y de la tangente(s) juntas; rotule cada una con
su ecuacion.

En los ejercicios 45 y 46, determine una ecuacion para (a) la tangente a
la curva en Py (b) la tangente horizontal a la curva en Q.

45. 46.
y y

2_

1_

0

y =4+ cotx — 2csc x
L1 1 L 5y
0 ] 2 3

4

y=1 + V2 escx + cot x

Limites trigonométricos
Determine los limites en los ejercicios 47 a 54.

: 1 1
47. }1_1312 sen (x 2)
48. lim 6\/ 1 + cos (7 cscx)

x— =7/

sen 6 —%

im tanf — 1
o—m/6 0 — 7§

m
0—m/4 0 — %

51. lim sec{cosx + Wtan( T ) - 1}
x—0 4 secx

+
52. lim sen _mrtanxy
x—0 tanx — 2secx

49. 50.

53. limtan (1 _ sent 54. lim cos Ll
1—0 t 6—0 sen 6

Teoria y ejemplos

Las ecuaciones en los ejercicios 55 y 56 dan la posicion s = f{(f) de un
cuerpo que se mueve en una recta coordenada (s en metros, ¢ en segun-
dos). Determine la velocidad, la rapidez, la aceleracion y la sacudida del
cuerpo en el instante ¢ = 7/4 seg.

55. s =2 — 2sent

57. (Existe un valor de ¢ que haga que

56. s = sent + cost

2
sen 3x’ c£0

xZ

fx) = c, x=0

sea continua en x = 0? Justifique su respuesta.
58. ;Existe un valor de » que haga que
) {x +b x<0
x) =
g cosx, x=0

sea continua en x = 0? ;Que sea derivable en x = 0? Justifique sus
respuestas.



59.
60.

61.

62.

63.

64.

65.

Determine d%%°(cos x)/dx*.
Deduzca la féormula para la derivada con respecto a x de
c. cotux.

a. secX. b. cscx.

Un objeto esta sujeto a un resorte y alcanza su posicion de equilibrio
(x = 0). Entonces, se pone en movimiento que da por resultado un
desplazamiento de

x = 10 cost,

donde x se mide en centimetros y ¢ se mide en segundos. Véase la
siguiente figura.

=—10
Posicion de
- ——0 equilibrio
enx =0
10

X
a. Determine el desplazamiento del objeto cuando t = 0, t = 7/3
yt=3m/4.
b. Determine la velocidad del objeto cuando ¢ = 0,1 = 7/3 y
t = 3m/4.
Suponga que la posicion de una particula, en el eje x, esta dada por
x = 3cost + 4sent,
donde x se mide en ft y 7 se mide en segundos.
a. Determine la posicion de la particula cuando t = 0,1 = 7/2,t = 7.
b. Determine la velocidad de la particula cuando ¢t = 0, t = 77/2
yt=m.
Grafique y = cos x para —7 =< x =< 277. En la misma pantalla,
grafique
sen(x + h) — senx
h

para h = 1,0.5,0.3 y 0.1. Luego, en una nueva pantalla, hagalo con
h=—1,—-0.5y —0.3. ;Qué sucede cuando 2 — 0"? ;Qué sucede
cuando & — 0~ ? ;Qué fenomeno se ilustra aqui?

Grafique y = —sen x para —7 =< x =< 2. En la misma pantalla,
grafique
cos(x + h) — cosx

YST
para h = 1,0.5,0.3 y 0.1. Luego, en una nueva pantalla, hagalo con
h=—1,-0.5y —0.3. ;Qué sucede cuando 7 — 0"? ;Qué sucede
cuando 4 — 07?7 ;Qué fenomeno se ilustra aqui?
Cocientes de diferencias centradas
centradas

El cociente de diferencias

foe +h) = fx = h)
2h
se utiliza para aproximar f'(x) en calculos numéricos, ya que (1) su
limite cuando 4 — 0 es igual a f'(x), cuando f”(x) existe, y (2) por lo
comun brinda una mejor aproximacion de f’(x) para un valor dado
de & que el cociente de diferencias

f&+h) = f(x)
—
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Observe la siguiente figura.

y
Pendiente = f(x)
Pendiente = M
h
\
i
\
} } | > Pendiente = W
\ | :
y=fo | | |
\ | :
L A L h | )
‘ X h X x+h

a. Para ver qué tan rapido el cociente de diferencias para f{x) = sen x
converge a f'(x) = cos x, grafique y = cos x junto con

_ sen(x + h) — sen(x — h)
e 2h

en el intervalo [—r, 27r], para & = 1, 0.5 y 0.3. Compare los re-
sultados con los que obtuvo en el ejercicio 63 para los mismos
valores de /.

b. Para ver qué tan rapido el cociente de diferencias para f(x) = cos x
converge a f'(x) = —sen x, grafique y = —sen x, junto con

_ cos(x + h) — cos(x — h)
e 2h

en el intervalo [—r, 27r], para & = 1, 0.5 y 0.3. Compare los re-
sultados con los que obtuvo en el ejercicio 64 para los mismos
valores de /.

66. Una advertencia acerca de los cocientes en diferencias centradas
(Continuacion del ejercicio 65). El cociente

&+ h) = fx = h)
2h

puede tener un limite cuando # — 0, aunque f no tenga derivada en x.
Como ejemplo, tome f(x) = |x| y calcule

o+ A= [0 — Al
i A

Como vera, el limite existe aunque f(x) = |x| no tenga derivada en
x = 0. Moraleja: Antes de utilizar un cociente de diferencias cen-
tradas, asegurese de que la derivada exista.

67.

Pendientes en la grafica de la funcion tangente Grafique juntas
y = tan x y su derivada en (—/2, 7/2). (La grafica de la funcion
tangente parece tener una pendiente minima? ;Una pendiente ma-
xima? ¢En algin punto la pendiente es negativa? Justifique sus
respuestas.
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68. Pendientes en la grafica de la funcion cotangente Grafique
juntas y = cot x y su derivada para 0 < x < 7. ;La grafica de la
funcion cotangente parece tener una pendiente minima? ;Una pen-
diente maxima? ;jEn algtn punto la pendiente es negativa?
Justifique sus respuestas.

69. Exploracion de (sen kx)/x  Grafique juntas y = (sen x)/x,
y = (sen 2x)/xyy = (sen 4x)/x en el intervalo —2 =< x < 2.
(En donde aparentemente la grafica cruza al eje y? ¢En realidad
las graficas intersecan al eje x? ;Qué esperaria que sucediera con las
graficas de (sen 5x)/x y y = (sen(—3x))/x cuando x — 0? ;Por qué?
(Qué pasaria con la grafica de y = (sen kx)/x para otros valores
de k? Justifique sus respuestas.

70. Radianes en comparacion con grados: derivadas en modo grados
(Qué sucede con las derivadas de sen x y cos x si ¢ se mide en grados
y no en radianes? Para averiguarlo, realice los siguientes pasos.

a. Con su calculadora graficadora o computadora en modo grados

grafique

sen &

fly =

y estime lim;,— f(h). Compare su estimacion con 7r/180. ;Existe
alguna razon para creer que el limite deberia ser 7/180?

. Con su calculadora graficadora en modo grados, estime

lim cosh — 1
h—0 h

. Ahora regrese a la deduccion, en el texto, de la formula para la

derivada de sen x y realice los pasos de la deduccion usando el
modo grados en los limites. ;Qué férmula obtiene para la
derivada?

. Deduzca la derivada de cos x usando el modo grados en los

limites. ;Qué formula obtiene para la derivada?

. Las desventajas de las formulas en modo grados se hacen eviden-

tes a medida que se toman derivadas de orden mas alto. Inténtelo.
(;Cuales son las derivadas de segundo y tercer 6rdenes de sen x
y cos x?

3.6 | Laregla de la cadena

(Cémo podemos derivar F(x) = sen(x2 — 4)? Esta funcion es la composicion f o g de dos fun-
ciones, y = f(u) = senu 'y u = g(x) = x2 — 4, las cuales sabemos co6mo derivar. La respuesta,
dada por la regla de la cadena, dice que la derivada es el producto de las derivadas de /'y g.
En esta seccion desarrollamos la regla.

Derivada de una funcién compuesta

La funcién y = éx = %(3x) es la composicion de las funciones y = L u'y u = 3x. Tenemos

2

2

o1 du

du 2 y dx:3'

3 1
Como = = 5 3, en este caso, vemos que

* 2

C: yvueltas B:u vueltas A: x vueltas

FIGURA 3.23 Cuando el engrane A da
x vueltas, el engrane B da u vueltas y el
engrane C da y vueltas. Al comparar las
circunferencias o contar los dientes, vemos

que y = u/2 (C da media vuelta por cada
vuelta de B) y u = 3x (B da tres vueltas por

cada vuelta de A), asi que y = 3x/2. Por lo

tanto, dy/dx = 3/2 = (1/2)(3) =
(dy/du)(du/dx).

EJEMPLO 1 La funcion

b _ & du

dx  du dx’

Si consideramos a la derivada como una tasa de cambio, nuestra intuicion nos permite ver que
esta relacion es razonable. Siy = f(u) cambia la mitad de rapido que u, y u = g(x) cambia tres
veces mas rapido que x, entonces esperariamos que y cambiara 3/2 veces mas rapido que x.
Este efecto es muy parecido al de un engranaje multiple (figura 3.23). Veamos otro ejemplo.

y =035+ 1)
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es la composicion de y = f(u) = u? y u = g(x) = 3x2 + 1. Al calcular las derivadas, vemos
que

dy du _
i dx—2u 6x

=203x>+ 1)-6x
= 36x> + 12x.

Al calcular la derivada a partir de la formula desarrollada (3x2 + 1)2 = 9x* 4+ 6x2 + 1 se ob-
tiene el mismo resultado:

d_d a4 2
o dr Ox" + 6x° + 1)
= 36x° + 12x. [ ]

La derivada de la funcion compuesta f(g(x)) en x es la derivada de f en g(x) por la de-
rivada de g en x. Esto se conoce como la regla de la cadena (figura 3.24).

Composicién f o g

La tasa de cambio en

xes f(gx)) - g').
f

8

La tasa de cambio La tasa de cambio

enxes g'(x). en g(x) es f'(g(x)). —_——
x FEEE T eSO T e

FIGURA 3.24 Multiplicacion de tasas de cambio: La derivada de f' > g en x es
la derivada de f en g(x) por la derivada de g en x.

TEOREMA 2: Regla de la cadena  Si f(u) es derivable en el punto u = g(x),
y g(x) es derivable en x, entonces la funcion compuesta (f © g)(x) = f(g(x)) es
derivable en x y

(f o g)'(x) = f'(gx) g (x).

En notacion de Leibniz, si y = f(u) y u = g(x), entonces

& _ & du

dx  du dx’

donde dy/du se evalta en u = g(x).

“Demostracion” intuitiva de la regla de la cadena:
Sea Au el cambio en u cuando x cambia en Ax, de manera que
Au = g(x + Ax) — g(x).
Entonces el cambio correspondiente en y es
Ay = fu + Au) — f(u).
Si Au # 0, podemos escribir la fraccion Ay/Ax como el producto

Ay _ Ay Au

= 1
Ax  Au Ax )
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y tomar el limite cuando Ax — 0:
ay . Ay
— = lim
dx  Ax—0 Ax

Il

5
B
5

|

. y u
= lim —- lim — (Observe que Au — 0 cuando
Ax — 0, ya que g es continua).

=

El problema con este argumento es que podria ocurrir que Au = 0 aunque Ax # 0, de manera
que la cancelacion de Au en la ecuacion (1) podria no ser valida. Una demostracion requiere de
un enfoque diferente para evitar esta falla; haremos tal demostracion en la seccion 3.9. [ |

EJEMPLO 2 Un objeto se mueve a lo largo del eje x de forma que su posicion en cualquier
momento ¢ = 0 estd dada por x(#) = cos(t? + 1). Determine la velocidad del objeto como una
funcion de .

Solucion ~ Sabemos que la velocidad es dx/dt. En este caso, x es una funcién compuesta,
x = cos(u) y u = t> + 1. Tenemos

dx = —sen(u) x = cos(u)
du
% = 2t. u=~+1
Por la regla de la cadena,
dx _ dx du
dt  du dt
= —sen(u)- 2t & evaluada en u
= —sen(” + 1)-2¢
= —2tsen( + 1). =

Regla “de afuera hacia dentro”

Una dificultad con la notacion de Leibniz es que no establece especificamente donde se
evaluan las derivadas en la regla de la cadena. Asi que algunas veces resulta util considerar la
regla de la cadena mediante la notacion funcional. Siy = f(g(x)), entonces

b _ :

o= (g g ).
En palabras, hay que derivar la funcion de “afuera” (externa), f, y evaluarla en la funcion de
“adentro” (interna) que queda sola, g(x); después, se multiplica por la derivada de la “funcion
de adentro” (interna).

EJEMPLO 3 Derive con respecto a x la funcion sen(x? + x).
Solucion  Aplicamos directamente la regla de la cadena y encontramos

6%lcsen (% + x) = cos (x> + x)+(2x + 1).

—

interna la interna derivada de
que queda la interna L
sola
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Uso repetido de la regla de la cadena

En ocasiones, para determinar una derivada, tenemos que utilizar la regla de la cadena dos o
mas veces.

EJEMPLO 4  Determine la derivada de g(¢) = tan(5 — sen 2¢).

Solucion  Observe que la tangente es una funcion de 5 — sen 2z, mientras que el seno es una
funcion de 2¢, que a la vez es una funcion de ¢. Por lo tanto, con base en la regla de la cadena,

Derivada de tan u con

g'(t) = %(tan (5 — sen 2t))

u=>5—sen?2t
_ secz(S — sen Zt) 1(5 — sen 2/) Derivada de 5 — sen u
dt conu =2t
_ 2 d
= sec” (5 — sen2f)+ [0 — cos ZI.E(%)
= sec?(5 — sen2¢) - (—cos 2¢) + 2
= —2(cos 2¢) sec’ (5 — sen2f). [

La regla de la cadena con potencias de una funcion

Si f es una funcion derivable de u, y u es una funcion derivable de x, entonces sustituir y = f(u)
en la formula de la regla de la cadena

b _ & du

dx  du dx
lleva a la formula

d oo~ du
af(u) =f (u)a-

Si n es cualquier niimero real y " es una funcién potencia, f(«) = u", la regla de la poten-
cia establece que f”(u) = nu”"~'. Siu es una funcion derivable de x, entonces utilizamos la regla
de la cadena para extenderla a la regla de la cadena para potencias:

—W") = ! % %{<u”) = m""!

EJEMPLO 5  La regla de la cadena para potencias simplifica el calculo de derivadas de una
potencia de una expresion.

Regla de la cadena para potencias
conu =53 —xn=17.

doc3 a7 _ 3 a6 d e 3 a4
(@) dx (5x° — XM =7(5x" — x%) i (5x” — x%)
= 7(5x> — x*)0(5-3x% — 4x%)
= 7(5x> — xH0(15x% — 4x%)
d(_1 _dn oy
®) G (3x - 2) RSN

= —103x — 2)*2(%(3x -2)

Regla de la cadena para potencias
conu =3x—2,n=—1.

—1(3x — 2)7%(3)
-3
(3x — 2)?

En el inciso (b), también podiamos haber determinado la derivada mediante la regla de la
derivada de un cociente.

(c) d (sen5 x)=>5 sen? x + d sen x Regla de la cadlen:? para potencias con u = senx, n = 5,
dx dx ya que sen” x significa (sen x)", n # —1.

= 5sen*xcosx |
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EJEMPLO 6  En la seccidn 3.2 vimos que la funcién valor absoluto, y = |x|, no es derivable
en x = 0. Sin embargo, la funcién si es derivable en todos los demas niimeros reales, como

lo demostraremos a continuacioén. Ya que |x| = \/)?, podemos deducir la siguiente formula:
Derivada de la funcion valor absoluto i( |x]) = i\/)?
dx dx
d (|x]) = L’ x#0 1 d ., 5 Regla de la cadena para potencias
o &l N 2\/72 dx(X) conu=xn=1/2,x #0
X X7, /457
1 ;
= m‘ 2x Vi = |x]
X
= L, x # 0. [ ]
x|

EJEMPLO 7  Demuestre que la pendiente de toda recta tangente a la curvay = 1/(1 — 2x)?
es positiva.

Solucion  Determinamos la derivada
dy

_d 53
dx  dx (1 = 2v)

4 d .
= —3(1 —2x)* I (1 — 2x) Regla de la cadena para potencias con u = (1 — 2x),n = —3

= =3(1 — 2x)*+(-2)
6
(1 — 2x)*

En cualquier punto (x, y) de la curva, x # 1/2, asi que la pendiente de la recta tangente es

& _ 6
de (1 = 2x)*’

que es el cociente de dos numeros positivos. [ |

EJEMPLO 8  Las formulas para las derivadas de las funciones sen x y cos x se obtuvieron
bajo el supuesto de que x se mide en radianes, no en grados. La regla de la cadena nos ofrece
una nueva interpretacion de la diferencia entre las dos unidades. Puesto que 180° = 7 radianes,
x° = 7rx/180 radianes, donde x° es la medida del 4ngulo en grados.

Con base en la regla de la cadena,

d (0)71 XN _ T X ) _ T (x°)
d S T e 3™ 480 ) T 180 180 ) T 180 W)

Observe la figura 3.25. De forma anéloga, la derivada de cos(x°) es —(7/180) sen(x°).
El factor 7 /180 vuelve a aparecer cada vez que se repite la derivacion. Aqui vemos la ven-
taja de utilizar la medida en radianes al efectuar los calculos. [ |

— oy — X
y = sen(x®) = sen 180

[ 180
y = senx

FIGURA 3.25 Sen(x°) oscila s6lo 7r/180 veces tanto como oscila sen x. Su pendiente maxima
es /180 en x = 0 (ejemplo 8).
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Calculo de derivadas

En los ejercicios 1 a 8, dadas y = f(u) y u = g(x), determine dy/dx =

S(g())g' (x)-
Ly=6u—09, u=(1/2x" 2.y=2° u=8—1
3. y=senu, u=3x+1 4. y = cosu, u= —x/3
5. y=cosu, u=senx 6. y=senu, u =x — Ccosx
7. y=tanu, u=10x —5 8. y=—secu, u=x>+7Tx

En los ejercicios 9 a 18, escriba la funciéon en la forma y = f(u) y

u = g(x). Luego determine dy/dx como una funcion de x.

9. y=(2x+ 1)

-7
— _X
11. y (1 7)

2 4
13.y:(x§+x*%)

15. y = sec(tanx)

10. y = (4 — 3x)°

X -10
12. y = (5 - 1)

14. y =

16. y = cot('rr - %)

18. y = 5cos *x

332 —4x + 6

17. y = sen’x

Determine las derivadas de las funciones de los ejercicios 19 a 40.

19. p=V3—1t 20. g = V2r — 2
_ 4 4 —wen (37 3t
21. s = 377_sen3t+ 571_cosSt 22. s sen( 2 )+cos( )

23. r = (csc + cotf)! 24. r = 6(sec § — tan §)>/>

2

25. y = x*sen*x + xcos 2x 3

X 3
X — 5COS X

26. y = %senf 3

7L Y ,L_l

27. y 21(3x 2) +< 2)
1(2 4

28. y = (S—ZX)_3+§(¥+ 1>

29. y = (4x + 3)*(x + 1) 30. y = (2x — 5)7'(x* — 5x)°

3 h(x) = xtan (2V) + 7 32 k(x) = ¥ sec G)

33. f(x) = V7 + xsecx 34, gly) = 3
(x +7)
_ (_sen6 Y _ (Lt sen3r)”
35. f(0) = (1 - 0080) 36. g(1) = ( + son )
37. r = sen(6?) cos(26) 38. r = sec\V6 tan (%)
d sen
39. ¢ = sen <7> 40. g = cot(—)
Vit 1 1

En los ejercicios 41 a 58, determine dy/dt.
41. y = sen® (mwt — 2) 42. y = sec’ mt
43. y = (1 + cos21)™* 44. y = (1 + cot(z/2))?

45. y = (rtann)'” 46. y = (> sen 1)*>

(AN (3t —4\"
47.y_(t3*4t B.ry=512

49

51

53
55

57

.y = sen(cos(2f — 5)) 50. y = cos (5 sen (é))

3

= 4 1 _ 1 2 3
.y (1 + tan (12>> 52. y 6<1 + cos (7t))
.y ="VI1+ cos(?) 54.y:4sen(vl+\/t)
. y = tan’ (sen’ 1) 56. y = cos* (sec? 3¢)

.y =3t(22 - 5)* 58.y=\/3t+\/2+\/1—t

Segundas derivadas
En los ejercicios 59 a 64, determine y”.

59

13
.y=(1+;>

60. y = (1 — Vx)™!

61. y=écot(3x— 1) 62. y = 9tan (%)
63. y=x(2x+ 1)* 64. y=x>(x — 1)°
Determinacion de los valores de las derivadas
En los ejercicios 65 a 70, determine el valor de (f ° g)’ en el valor dado
de x.
65. fu)=w> + 1, u=gx)=Vx, x=1
1 1
66. f(u)=l—a, u=gx) = — x=-1
67. f(u) = cot%, u=gkx)=5Vx, x=1
68. f(u) =u + 7, u=gk)=mx, x=1/4
cos” u

__2u — — 2 —

69. flu) = 5——, u=glx)=10x"+x+1, x=0
u + 1
70. f(u) = u=1Y u:g(x)zifl x = -1
u+1)’ X2 ?
71. Suponga que /'(3) = —1,g'(2) = 5,g(2) =3 yy = f(g(x)). (Cual es
el valor de y’ enx = 2?
72. Sir = sen(f(?)), f(0) = 7/3 y f(0) = 4, entonces, /cual es el valor
dedr/dtent = 0?

73. Suponga que las funciones /'y g, asi como sus derivadas con respecto

a x, tienen los siguientes valores enx = 2y x = 3.

X fe) &) ' 8'@)

2 8 2 1/3 -3
3 3 —4 2 5

Determine las derivadas con respecto a x de las siguientes combina-
ciones en el valor dado de x.

a. 2f(x), x=2

c. flx)-glx), x=3
e flglx), x=2
g 1/d(x), x=3

b. f(x) + gx), x=3

d. f(x)/g(x), x=2

f. Vi), x=2

h. VAx) + &), x=2
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74.

75.
76.
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Suponga que las funciones /'y g, asi como sus derivadas con respecto
a x, tienen los siguientes valoresenx = 0y x = 1.

x f) g() ') g'®x)
0 1 1 5 1/3
1 3 —4 —-1/3 -8/3

Determine las derivadas con respecto a x de las siguientes combina-
ciones en el valor dado de x.

a. 5f(x) —glx), x=1 b. f(x)g(x), x=0
fx) _

C. m, d. f(g(x)), x=0

e. g(f(x)), x=0 f. "M+ ) x=1

g fx+g(x), x=0
Determine ds/dt cuando 0 = 37/2,sis = cos 0y do/dt = 5.
Determine dy/dt cuando x = 1,siy = x> + 7x — Sy dx/dt = 1/3.

Teoria y ejemplos
(Qué sucede si puede escribir una funciéon como una composicion de
diferentes funciones? ;Obtendra la misma derivada en cada caso? La re-
gla de la cadena indica que asi debe ser. Intente con las funciones de los
ejercicios 77y 78.

71.

78.

79.

80.
81.

82.

Determine dy/dx si y = x, usando la regla de la cadena con y como
una composicion de

a.y=w/5+7 y u=5%-235
b.y=1+/u) y u=1/(x—1).

Determine dy/dx siy = x3/2, usando la regla de la cadena con y como
una composicion de

ay=u y u=Vx

b. y=Vu y u= ¥,

Determine la tangente ay = ((x — 1)/(x + 1))>enx = 0.
Determine la tangente ay = V2 —x+ Tenx=2.

a. Determine la tangente a la curva y = 2 tan(mrx/4) enx = 1.

b. Pendientes en la curva tangente ;Cual es el valor mas
pequeiio que puede tener la pendiente a la curva en el intervalo
—2 < x < 2? Justifique su respuesta.

Pendientes en la curva senoidal

a. Determine ecuaciones para las tangentes a las curvas y = sen 2x
yy = —sen(x/2) en el origen. ;Hay algo especial en lo que estén
relacionadas las tangentes? Justifique su respuesta.

b. (Qué puede decirse acerca de las tangentes a las curvas
y =senmxyy = —sen(x/m) en el origen? (m es una constante
distinta de cero). Justifique su respuesta.

c. Para una m dada, jcual es el maximo valor que pueden tener las
pendientes a la curva y = sen mxy y = —sen(x/m)? Justifique
su respuesta.

d. La funcion y = sen x completa un periodo en el intervalo
[0, 277], la funcién y = sen 2x completa dos periodos, la funcion
y = sen(x/2) completa medio periodo y asi sucesivamente.
(Existe alguna relacion entre el nimero de periodos que completa
y = sen mx en [0, 277] y la pendiente de la curva y = sen mx en
el origen? Justifique su respuesta.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

Funcionamiento demasiado rapido de maquinaria Suponga que
un piston describe un movimiento recto hacia arriba y hacia abajo,
y que su posicion en el instante 7 segundos es

s = Acos(2mbt),

con A y b positivos. El valor de 4 es la amplitud del movimiento y

b es la frecuencia (nimero de veces que el piston se mueve hacia

arriba y hacia abajo cada segundo). ;Qué efecto tiene la duplicacion

de la frecuencia en la velocidad, la aceleracion y la sacudida del

piston? (Una vez que lo determine, sabra por qué algunas maquinas

se descomponen cuando las hacen funcionar demasiado rapido).
Temperatura en Fairbanks, Alaska La grafica en la siguiente fi-
gura muestra la temperatura promedio, en grados Fahrenheit, en Fair-
banks, Alaska, durante un afio tipico de 365 dias. La ecuacion que
aproxima la temperatura en el dia x es

- 2m
y—37sen{365(x 101)}+25

y se grafica en la siguiente figura.
a. (En qué dia la temperatura aumenta mas rapidamente?

b. ;Aproximadamente, cuantos grados por dia aumenta la tempera-
tura cuando ésta se incrementa mas rapido?

y
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Movimiento de una particula La posicién de una particula que
se desplaza a lo largo de una recta coordenada es s = V1 + 4¢, con
s en metros y ¢ en segundos. Determine la velocidad y la acelera-
cion de la particula cuando 7 = 6 seg.

Aceleracién constante Suponga que la velocidad de un cuerpo que
cacesv = k\Vs m/seg (k constante) en el instante en que el cuerpo
ha caido s metros, contados desde su punto de inicio. Demuestre que
la aceleracion del cuerpo es constante.

Caida de un meteorito La velocidad de un meteorito pesado que
entra a la atmosfera terrestre es inversamente proporcional a Vs
cuando se encuentra a s km del centro de la Tierra. Demuestre que
la aceleracion del meteorito es inversamente proporcional a s2.

Aceleracion de una particula Una particula se desplaza a lo largo
del eje x con una velocidad de dx/dt = f(x). Demuestre que la ace-
leracion de la particula es f(x) /' (x).

Temperatura y periodo de un péndulo Para oscilaciones de am-
plitud pequeiia (balanceos cortos), podemos modelar sin problemas
la relacion entre el periodo, 7, y la longitud, Z, de un péndulo sim-
ple mediante la ecuacién

T= ZW\/Z,

donde g es la constante de aceleracion debida a la gravedad en el
lugar en que se encuentre el péndulo. Si medimos g en centimetros
por segundo al cuadrado, entonces medimos L en centimetros y 7 en
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segundos. Si el péndulo es de metal, su longitud variara con la tem-
peratura, la cual aumenta o disminuye a una razon que es casi pro-
porcional a L. En simbolos, con u# como la temperatura y k£ como la
constante de proporcionalidad,

L _

o kL.

Suponiendo este caso, demuestre que la tasa a la que cambia el perio-
do con respecto a la temperatura es k7/2.

Regla de la cadena Suponga que f(x) = x? y g(x) = |x|. Entonces
las dos composiciones

(feow) =[x]=x" y (g° Hlx) =[] =
son diferenciables en x = 0, aunque g no sea diferenciable en x = 0.

(Esto contradice la regla de la cadena? Explique.

La derivada de sen 2x Grafique la funcién y = 2 cos 2x para
—2 = x = 3.5. Luego, en la misma pantalla, grafique

sen2(x + h) — sen2x
y = h

para & = 1.0, 0.5 y 0.2. Experimente con otros valores de % e inclu-
ya valores negativos. ;Qué pasa cuando # — 0? Explique dicho com-
portamiento.

La derivada de cos(x?) Grafique y = —2x sen(x?) para —2 < x < 3.
Luego, en la misma pantalla, grafique

_ cos ((x + h)?) — cos (x?)

- h

parah = 1,0.7,y 0.3. Experimente con otros valores de 4. ;Qué pasa
cuando & — 0? Explique dicho comportamiento.

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
Polinomios trigonométricos

93.

Como muestra la siguiente figura, el “polinomio” trigonométrico

s = f(t) = 0.78540 — 0.63662 cos 2t — 0.07074 cos 6¢
— 0.02546 cos 10t — 0.01299 cos 14t

ofrece una buena aproximacion a la funcion dientes de sierra s = g(7)
en el intervalo [—r, 77]. ;Qué tan bien aproxima la derivada de f a
la derivada de g en los puntos donde dg/dt esta definida? Para res-
ponder, siga los siguientes pasos.
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a. Grafique dg/dt (donde esté definida) en [—r, 7).
b. Determine df/dt.

c. Grafique df/dt. Aparentemente, ;jen donde es mejor la aproxi-
macion de dg/dt mediante df/dt? ;En donde parece ser menos
buena? Las aproximaciones mediante funciones trigonométricas
son importantes en la teoria de oscilaciones y en la teoria del
calor, pero no debemos esperar demasiado de ellas, como
veremos en el siguiente ejercicio.

94. (Continuacion del ejercicio 93) En el ejercicio 93, el polinomio

trigonométrico f(7), que aproximé una funcion dientes de sierra g(7)
en [—r, 7], tenia una derivada que aproximo la derivada de la fun-
cién dientes de sierra. Sin embargo, es posible que un polinomio
trigonométrico aproxime razonablemente una funcion sin que su
derivada aproxime bien la derivada de la funcion. Como ejemplo,

el “polinomio”

s = h(t) = 1.2732sen 2t + 0.4244 sen 61 + 0.25465 sen 10z
+ 0.18189 sen 147 + 0.14147 sen 18¢
que se grafica en la siguiente figura, aproxima la funcion escalonada

s = k(t), también mostrada ahi. No obstante, la derivada de / no se
parece a la derivada de .

A

i
S B

a. Grafique dk/dt (donde esté definida) en [—7, 77].
b. Determine dh/dt.

¢. Grafique dh/dt para qué tan inadecuadamente se ajusta la grafica
a la grafica de dk/dt. Comente sus observaciones.

3 7 | Derivacion implicita
-l

La mayoria de las funciones que hemos tratado hasta ahora se han descrito mediante una ecua-
cion de la forma y = f(x), la cual expresa de manera explicita a y en términos de la variable x.
Hemos aprendido reglas para derivar funciones definidas de esta manera. Otra situacion ocurre
cuando encontramos ecuaciones como

x3+y3—9xy=0, y—=—x=0, 0

X+ —25=0.
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y
51 y =fikx)
(x> ¥1)
| A
|
B4y —9y=0 :
|
| V= fr(x)
(%0, y2) 1
1
0 X0 5

(v & Y =AW

FIGURA 3.26 Lacurvax’ + )3 —9xy =0
no es la grafica de ninguna funcion de x. Sin

embargo, la curva puede dividirse en arcos

separados que son las graficas de funciones
de x. Esta curva en particular, llamada folio
(hoja), se remonta a Descartes en 1638.

y V=x
Pendiente =

I
2y 2V

11

2y 2V

FIGURA 3.27 Laecuaciony* —x =00
)2 = x, como se escribe por lo comun,

Pendiente =

define dos funciones derivables de x en el

intervalo x > 0. El ejemplo 1 muestra cémo
determinar las derivadas de dichas funciones

sin despejar @ y en la ecuacion y? = x.

/ y2=—\/;f

(Véase las figuras 3.26, 3.27 y 3.28). Estas ecuaciones definen una relacion implicita entre las
variables x y y. En algunos casos podemos despejar y en esas ecuaciones para obtener una fun-
cién explicita (o quiza varias funciones) de x. Cuando no es posible enunciar una ecuacion F(x,
y) = 0 en la forma y = f(x), para derivarla de la manera usual, se puede determinar dy/dx me-
diante derivacion implicita. Esta seccion describe la técnica.

Funciones definidas implicitamente

Iniciamos con ejemplos que incluyan ecuaciones conocidas en las que podemos despejar y
como una funcion de x y asi calcular dy/dx de la manera usual. Luego derivamos implicita-
mente las ecuaciones y encontramos la derivada para comparar los dos métodos. Después de
los ejemplos, resumimos los pasos incluidos en el nuevo método. En los ejemplos y en los ejer-
cicios siempre se supone que la ecuacion dada determina @ y implicitamente como una funcion
diferenciable de x, asi que dy/dx existe.

EJEMPLO 1 Determine dy/dx, siy? = x.

La ecuacién y2 = x define a dos funciones derivables de x, que es posible deter-
minar, y; = Vi Yy = - Vi (figura 3.27). Sabemos coémo calcular la derivada de cada una
de estas funciones para x > 0:

Solucion

1 21
dx 2V

dx 2V~

Pero suponga que solo sabemos que la ecuacion y2 = x define a y como una o més funciones
derivables de x para x > 0, sin conocer exactamente dichas funciones. Aun asi, jes posible de-
terminar dy/dx?

La respuesta es si. Para determinar dy/dx basta con derivar ambos lados de la ecuacion
2=

y? = x con respecto a x, tratando a y = f{x) como una funcién derivable de x:
y=x ;
[£ 2
5 @ _ La regla de la cadena da e (y“) =
ydx d 2 o dy
T[f(«\')] =2f(0)f'(x) = o
dy 1 ax ax
&2
Esta formula da las derivadas calculadas para ambas soluciones explicitas, y; = Vi y
Y2 = —\/;C.
dyi 1 1 | 1 1

a2 avE T T p(cvg) 2V

EJEMPLO 2 Determine la pendiente de la circunferencia x2 + y2 = 25, en el punto (3, —4).

Solucion  La circunferencia no es la grafica de una sola funcioén de x. Mas bien, es la com-
binacion de dos graficas de funciones derivables, y; = V25 —x? y y, = = V25 — x?

(figura 3.28). El punto (3, —4) esté en la grafica de y,, por lo que podemos determinar la pen-
diente mediante el calculo de la derivada de manera directa si usamos la regla de la cadena para
potencias:

”

)12 =

d )
@ oy 6 i (25 — x

= 1 2-1/2( _ e
dx | =3 75(25 — x3)7V2(—2x)



y
v = V25 — 2
I s °
/(3,4)
vy = -V25 — x?

iente = _% = 3
Pendiente = y=13

FIGURA 3.28 La circunferencia combina
las graficas de dos funciones. La grafica
de )? es la semicircunferencia inferior que

pasa por (3, —4).

y
al y? = x% + sen xy
zk
I I I I X
—4 -2 2 4
ok
_4%

FIGURA 3.29 La grafica de y? = x*> + senxy

del ejemplo 3.

151

3.7 Derivacion implicita

Podemos resolver este problema con mayor sencillez mediante la derivacion, con respecto
a x, de la ecuacion implicita dada de la circunferencia:

d 2 d 2 d

i + = - Y

dx ) dx 07 dx (25)
dy

2x + Zya =0
dy __x
dx y
La pendiente en (3, —4) es —; =— % = %
(3,-4) -

Observe que, a diferencia de la formula de la pendiente con dy?/dx, la cual s6lo es para
puntos debajo del eje x, la formula dy/dx = —x/y se aplica a todos los puntos donde la circun-
ferencia tenga pendiente. También observe que la derivada incluye a ambas variables, x y y, no
solo a la variable independiente x. [ |

Para calcular las derivadas de funciones definidas implicitamente, procedemos como en
los ejemplos 1 y 2. Tratamos a y como una funcion derivable de x y aplicamos las reglas usuales
para derivar ambos lados de la ecuacion definida.

Derivacion implicita

1. Derivar, con respecto a x, ambos lados de la ecuacion tratando a y como una fun-
cién derivable de x.

2. Agrupar los términos con dy/dx en un lado de la ecuacion y despejar dy/dx.

EJEMPLO 3 Determine dy/dx si y? = x2 + sen xy (figura 3.29).

Solucion  Derivamos implicitamente la ecuacion.

y2 =x*+ sen xy

e 07) = 5 (2) + 5 (sen)

Derivar ambos lados con
dx respecto ax...

...tratando a y como una funcion de x
y usando la regla de la cadena.

2yZ = 2x + (cosxy) d( )

oot

dy
2yd = 2x + (cosxy)

Tratar a xy como un producto.

d d
2ydfi — (cos xy) (x?i) = 2x + (cosxy)y

Agrupar los términos con dy/dx.

d
(2y — xcosxy) &

o 2x + ycosxy
d 2x + ycosx
Y _ X T yeosy Despejar dy/dx.
dx 2y — xcosxy

Observe que la formula para dy/dx se aplica dondequiera que la curva definida implicitamente
tenga pendiente. De nuevo, observe que la derivada incluye a ambas variables, x y y, no so6lo a
la variable independiente x. u
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Tangente
Rayo de luz &

Curva de la
superficie

Recta normal de la lente

Punto de incidencia

FIGURA 3.30 El perfil de una lente muestra
la refraccion (desviacion) de un rayo de luz
que pasa a través de la superficie de la lente.

FIGURA 3.31 El ejemplo 5 muestra como
determinar las ecuaciones para la tangente
y la normal del folio (hoja) de Descartes

en (2, 4).

Derivadas de orden superior

También se puede utilizar la derivacion implicita para determinar derivadas de orden superior.

EJEMPLO 4  Determine d?y/dx? si 2x3 — 3y? = 8.
Solucion  Para empezar, derivamos ambos lados de la ecuacion con respecto a x para encon-
trar y' = dy/dx.

d 3 a0 d
& =) dx(g)

6x> — 6y =0

Tratar a y como una funcion de x.

’

2
X .
VT cuandoy # 0  Despejary’.

Ahora aplicamos la regla del cociente para determinar y”.

y”:d(x2>:2xy—x2y' :g_ﬁ,y,
dx \ YV y2 y y2

Por tiltimo, sustituimos y' = x2/y, para expresar a y” en términos de x y de y.

. 2x X2 <x2) 2% X
y'== =5 =5 - =, cuandoy # 0 [ ]
y yz y y y3

Lentes, tangentes y rectas normales

En la ley que describe como cambia la direccion de la luz cuando penetra en una lente, los an-
gulos importantes son los 4ngulos que forma la luz con la recta perpendicular a la superficie de
la lente en el punto de incidencia (angulos 4 y B en la figura 3.30). Esta linea se denomina nor-
mal a la superficie en el punto de incidencia. En una vista de perfil de una lente, como la de la
figura 3.30, la normal es la recta perpendicular a la tangente de la curva del perfil en el punto
de incidencia.

EJEMPLO 5  Demuestre que el punto (2, 4) esta en la curva x> + y3 — 9xy = 0. Luego de-
termine la tangente y la normal a la curva alli (figura 3.31).

Solucion  Elpunto (2, 4) estd en la curva, ya que sus coordenadas satisfacen la ecuacion dada
paralacurva2’ + 43 —9(2)(4) =8 + 64 — 72 = 0.

Para determinar la pendiente de la curva en (2, 4), primero utilizamos la derivacion impli-
cita para determinar la férmula para dy/dx:

x3+y3—9xy=0

Loy + L) - Loy = L)

dy dy dx
2 4 27 _ — 4+ = =
3 3 dx Q(x dx Y dx

Derivar ambos lados con
0 respecto a x.

Tratar a xy como un producto y
ay como una funcion de x.

d
(3y* — 9x)d—i +32 -9 =0

dy
2 A Y g, 22
3(y" — 3x) o 9y — 3x

aly_3y—x2

= . Despejar dy/dx.
dx y2 — 3x



Ejercicios 3.7

Derivacion implicita

Utilice derivacion implicita para determinar dy/dx en los ejercicios 1 a 14.

LYy +x?=6
.2y + P =x+y
5 x(x —p)? =x2—)?

_x—1
7')/2_x+1
9. x = tany

11. x + tan(xy) = 0

1 = —
13. ysen (y) =1—xy
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Ahora evaluamos la derivada en (x, y) = (2, 4):

dy
dx

3y - :3(4)_22:£:i

04 4*-302) 10 5

(2,4) a y2 — 3x

La tangente en (2, 4) es la recta que pasa por (2, 4) con pendiente 4/5:

y=4+%(x—2)

4 12
=Zx+ -
R
La normal a la curva en (2, 4) es la recta perpendicular a la recta tangente alli, es decir, la recta
que pasa por (2, 4) con pendiente —5/4:

5
y=4-,06-2)

y = —%x + % u

La formula cuadratica nos permite despejar a y en términos de x, en una ecuacion de se-

gundo grado como y? — 2xy + 3x2 = 0. Existe una formula para las tres raices de una ecuacion

cubica, la cual es como la formula cuadratica, pero mucho mas complicada. Si esta formula se

utilizara para despejar a y en términos de x en la ecuacion x* + y3 = 9xy del ejemplo 5, en-
tonces las tres funciones determinadas por la ecuacion serian

y=§[—f<x>i\/?3(j_§+\/ﬁ_j_x;_w)}

Utilizar derivacion implicita en el ejemplo 5 fue mucho mas sencillo que calcular dy/dx direc-
tamente de cualquiera de las formulas anteriores. La determinacion de las pendientes en curvas
definidas mediante ecuaciones de grado superior por lo comun requiere derivacion implicita.

En los ejercicios 15 a 18, determine dr/d6.

2, 1 _ _ 355 L4
2. ¥ 4 = 180 15. 6'7 + /2 = 1 16. r =2V =26 + 36
4. ¥ —xp+)y =1 17. sen(rf) = % 18. cosr + cot® = rf
6. (3xy + 7)> = 6y
, 22—y Segundas derivadas
8 x = X+ 3y En los ejercicios 19 a 26, utilice derivacion implicita para determinar
1 ) dy/dx y luego d?y/dx?.
. xy = cot(x;
y 7 19. 2 +)7 =1 20. 25+ 28 =1
12. x* + seny = x7y
21. )2 = x> + 2x 22. P —2x=1-2
14. xcos (2x + 3y) = ysenx 3.2V =x—y 24+ =1
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25. Six? + 3 = 16, determine el valor de d2y/dx? en el punto (2, 2).

26. Sixy + )2 = 1, determine el valor de d%y/dx? en el punto (0, —1).
En los ejercicios 27 y 28, determine la pendiente de la curva en los puntos
dados.

27. 2+ x2=)"—2xen(—2,1)yen (=2, —1).

28. (2432 =(x—y)en(l,0)yen(l, —1).

Pendientes, tangentes y normales

En los ejercicios 29 a 38, verifique que el punto dado esté en la curva y

determine las rectas que son (a) tangente y (b) normal a la curva en el
punto dado.

2. ¥ +xy—)y =1, (2,3)

30. X7 + )7 =25, (3,-4)

31. X572 =9, (-1,3)

32. - 2x—4—1=0, (-2,1)

33,62 +3xy + 22+ 17y — 6 =0, (—1,0)
34. X2 — \/?:xy + 2% =5, (\/g, 2)

35. 2xy + wseny = 2w, (1, 7/2)

36. xsen2y = ycos2x, (w/4,m/2)

37. y =2sen(mx —y), (1,0)

38. x*cos’y —seny =0, (0,)

39. Tangentes paralelas Determine los dos puntos donde la curva
x2 4+ xy + )2 = 7 cruza al eje x y demuestre que las tangentes a la
curva en estos puntos son paralelas. ;Cual es la pendiente comin
a tales tangentes?

40. Normales paralelas a una recta Determine las normales a la curva
xy + 2x —y = 0, que son paralelas a la recta 2x + y = 0.

41. La curva ocho Determine las pendientes de la curva y* = 32 — x2

en los dos puntos que se muestran a continuacion.

—_

()

(&)

Y=y - x

-1

42. La cisoide de Diocles (que data del 200 a. de C.) Determine
ecuaciones para la tangente y la normal a la cisoide de Diocles

122 —x) =x3en(l, ).

Y2 —-x) =x

LEJa.n

43. La curva del diablo (Gabriel Cramer, 1750) Determine las pen-
dientes de la curva del diablo y* — 4)2 = x* — 9x2 en los cuatro
puntos que se indican.

y
y4 _ 4y2 — X4 _ 9)C2
(-3,2) 2 3,2
X
-3 3
329 3 3,-2)

44. El folio de Descartes (Véase la figura 3.26).

a. Determine la pendiente del folio de Descartes x3 + 3 — 9xy = 0
en los puntos (4, 2) y (2, 4).

b. (En qué otro punto, distinto del origen, el folio tiene una tangente
horizontal?

c¢. Determine las coordenadas del punto 4 en la figura 3.26, donde
el folio tiene una tangente vertical.

Teoria y ejemplos

45. Intersecciones de la normal La recta que es normal a la curva
x? + 2xy — 3y = 0en (1, 1), jen qué otro punto interseca a la
curva?

46. Regla de la potencia para exponentes racionales Seanpy g
enteros con ¢ > 0. Si y = xP/4, obtenga la derivada de la ecuacion
equivalente y¢ = x? implicitamente y demuestre que para y # 0,

d /4 — P g1
dxxp 7~ .

47. Normales a una parabola Demuestre que si es posible dibujar tres
normales desde el punto (a, 0) a la pardbola x = )2, la cual se repre-
senta en el siguiente diagrama, entonces a debe ser mayor que 1/2.
Una de las normales es el eje x. jPara qué valor de a las otras dos
normales son perpendiculares?

0 (a, 0)




48. ;Existe algo especial con respecto a las tangentes a las curvas

12 =x3y 2x2 + 3)2 = 5 en los puntos (1, +1)? Justifique su
respuesta.

22+ 3y =5

(1,-1

49. Verifique que los pares de las siguientes curvas se cortan ortogonal-

mente.

2

a. x>+ )P =4, x*=3)?

b.x:1*y2, x:%)ﬂ

50. La grafica de y> = x3 se denomina parabola semiciibica y se mues-
tra en la siguiente figura. Determine la constante b de forma que la

rectay = —%x + b corte ortogonalmente a esta grafica.
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En los ejercicios 51 y 52, determine dy/dx (considerando a y como una

funcion diferenciable de x) y dx/dy (considerando a x como una funcion
diferenciable de y). ;Como parecen estar relacionadas dy/dx y dx/dy? Ex-
plique geométricamente la relacion en términos de las graficas.

51. 0 + Xy =6 52. x° + )% = sen’y

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
En los ejercicios 53 a 60, utilice un SAC para desarrollar los siguientes
pasos.

a. Trace la ecuacion con el graficador de relaciones implicitas de un
SAC. Verifique que el punto P satisface la ecuacion.

b. Mediante derivacion implicita, determine una férmula para la de-
rivada dy/dx y evaluela en el punto dado P.

c. Utilice la pendiente que encontrd en el inciso (b) para determinar
una ecuacion para la recta tangente a la curva en P. Luego trace
juntas la curva implicita y la recta tangente en una sola grafica.

53. ¥ — xy -i-y3 =7, P(2,1)
54. ¥ + yx + X+t =4, P(1,1)

55.yz+y:?ti, P(0, 1)

56. y° + cosxy = x°, P(1,0)

y T
57. x + tan (;) =2, P(l,z>

58. x° + tan(x + y) = 1, P<%,0)
59. 20 + ()P =22 +2, P(1,1)
60. x\V1+2y+y=2x* P(1,0)

3 8 | Tasas relacionadas

En esta seccion analizaremos problemas que se refieren a la tasa a la que cambia alguna variable
cuando se conoce la tasa (o razon) a la que cambia otra variable (o quizas otras) relacionada(s).
El problema de determinar una tasa de cambio a partir de otras tasas de cambio relacionadas se
denomina problema de tasas relacionadas.

Ecuaciones de tasas relacionadas

Suponga que bombeamos aire a un globo esférico. Tanto el volumen como el radio aumentan
al pasar el tiempo. Si V es el volumen y r es el radio del globo en un instante determinado,

entonces

w
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dy _
dr
cuando y = 6 ft

?

FIGURA 3.32 La geometria del deposito
conico y la tasa a la cual el agua llena el
deposito determinan la rapidez con la que
se eleva el nivel del agua (ejemplo 1).

Mediante la regla de la cadena, derivamos ambos lados con respecto a ¢ para determinar una
ecuacion que relacione las tasas de cambio de V'y r.

dv _dVdr _ dr
AV _ dVdr _ 4 pdr
dt  dr dt dt
De esta forma, si conocemos el radio  del globo y la tasa de cambio dV'/dt a la que aumenta el
volumen en un instante dado, entonces podemos despejar dr/dt en la ecuacion para determinar
qué tan rapido aumenta el radio en ese instante. Observe que es mas sencillo medir directa-
mente la tasa de cambio del volumen (la razon a la que el aire se bombea en el globo) que
medir el aumento del radio. La ecuacion de las tasas relacionadas nos permite calcular dr/dt a
partir de dV/dk.

Con mucha frecuencia la clave para relacionar las variables en problemas de tasas rela-
cionadas es elaborar un dibujo que muestre las relaciones entre ellas, como se ilustra en el si-
guiente ejemplo.

EJEMPLO 1 Se vierte agua en un deposito de forma conica a razon de 9 ft*/min. El depdsito
tiene su vértice en la parte inferior, una altura de 10 ft, y el radio de la base mide 5 ft. ;Qué tan
rapido sube el nivel del agua cuando el agua tiene una profundidad de 6 ft?

Solucion  La figura 3.22 muestra un depdsito conico parcialmente lleno. Las variables en el
problema son

V = volumen (ft?) de agua en el depdsito en el instante ¢ (min)

x = radio (ft) de la superficie de agua en el instante ¢

vy = profundidad (ft) de agua en el depdsito en el instante 7.

Suponemos que V, x y y son funciones derivables de 7. Las constantes son las dimensiones del
deposito. Nos piden determinar dy/dt cuando

v

= 3 1
7 9 ft°/min.

y=6ft y

El agua forma un cono con volumen

1
V= mxty.
3
Esta ecuacion incluye a x, asi como a /'y a y. Puesto que no se da informacion acerca de x
y dx/dt en el instante en cuestion, necesitamos eliminar x. Los tridngulos semejantes en la
figura 3.32 nos sugieren una manera de expresar a x en términos de y.

x_S . =2
y 10 2°
Por lo tanto, encontramos
2
1 (XY, 2T
V=3 Q)y 12
para obtener la derivada
ﬂ — T, 3 2@ — L) dl
ar — 127w T a7 ar

Por ultimo, utilizamos y = 6 y dV/dt = 9 y despejamos dy/dt.

_T 2@
9_4“)m
dy 1
o w03

En el instante en cuestion, el nivel del agua se eleva aproximadamente 0.32 ft/min. [



do

- 0.14 rad/min
cuando 6 = m/4 dy _o
y dt :
cuando
0 = w4

Observador
500 ft

FIGURA 3.33 La tasa de cambio de la

altura del globo esta relacionada con la tasa

de cambio del angulo que el observador

forma con el suelo (ejemplo 2).
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Estrategia para problemas de tasas relacionadas

1. Elabore un dibujo y dé nombre a las variables y las constantes. Utilice t para el
tiempo. Suponga que todas las variables son funciones derivables de z.

2. Escriba la informacion numérica (en términos de los simbolos que haya elegido).

3. Escriba lo que se pide determinar (por lo regular, una tasa de cambio expresada
como una derivada).

4. Escriba una ecuacion que relacione a las variables. Puede combinar dos o mas
ecuaciones para obtener una sola que relacione la variable, cuya tasa de cambio
necesita conocer, con las variables cuyas tasas de cambio conoce.

5. Derive con respecto a t. Luego exprese la tasa de cambio que necesita en términos
de las tasas de cambio y las variables cuyos valores conoce.

6. Evalue. Utilice los valores conocidos para determinar la tasa de cambio
desconocida.

EJEMPLO 2 Un globo de aire caliente se eleva verticalmente desde el nivel de un campo y
es rastreado por un observador, que se encuentra a 500 ft del punto de lanzamiento. En el
momento en que el angulo de elevacion del observador es 77/4, el angulo aumenta a razén de
0.14 rad/min. ;Qué tan rapido se eleva el globo en ese instante?

Solucion  Respondemos la pregunta es seis pasos.

1.  Elabore un dibujo y nombre las variables y las constantes (figura 3.33). Las variables en
el dibujo son

0 = el angulo, en radianes, que forma la vista del observador con el suelo.
y = la altura del globo en ft.

Representamos con ¢ al tiempo, en minutos, y suponemos que 6 y y son funciones derivables
de 7.

La unica constante en el dibujo es la distancia del observador al punto de lanzamiento
(500 ft). No necesitamos ponerle un simbolo especial.

2. Escriba la informacion numérica.
a9 E
dt 4
3. Escriba lo que se pide determinar. Necesitamos dy/dt cuando 0 = /4.

= 0.14 rad/min cuando 0=

4. Escriba una ecuacion que relacione a las variables y 'y 6.

= tan 0 o y = 500 tan 6

R
500
5. Derive con respecto a t usando la regla de la cadena. El resultado nos dice como esta re-
lacionada dy/dt (que necesitamos) con du/dt (que conocemos).
dy

Y _ 2 g 40
i 500 (sec” 6) o

6. Evalie con 6 = 7 /4y df/dt = 0.14 para determinar dy/dt.

dy > ™
= 500(V/2)2(0.14) = 140 sec T = V2
En el instante en cuestion, el globo se eleva a una tasa de 140 ft/min. [ |

EJEMPLO 3 Un policia en su auto patrulla se aproxima desde el norte a una interseccion en
angulo recto, persiguiendo a un automoévil que va a exceso de velocidad, el cual ha dado vuelta
en la esquina y ahora se dirige hacia el este. Cuando la patrulla estd a 0.6 mi al norte de la in-
terseccion y el automovil esta a 0.8 mi al este, el policia, con su radar, determina que la dis-
tancia entre ¢l y el automovil aumenta a razon de 20 mph. Si la patrulla se desplaza a 60 mph
en el instante de la medicion, ;cual es la rapidez del automovil?
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Situacién cuando
x=08,y=0.6

ds

d =20

FIGURA 3.34 Larapidez del automovil esta
relacionada con la rapidez de la patrulla y la
tasa de cambio de la distancia entre ellos
(ejemplo 3).

FIGURA 3.35 La particula P se desplaza en
el sentido de las manecillas del reloj a lo
largo de la circunferencia (ejemplo 4).

Solucion  Dibujamos el automoévil y la patrulla en el plano coordenado, usando la parte posi-
tiva del eje x para representar el tramo de la carretera que va hacia el este, y la parte positiva del
eje y para representar el tramo que va hacia el sur (figura 3.34). Denotamos el tiempo por ¢y
definimos

x = posicion del automovil en el instante ¢

y = posicion de la patrulla en el instante ¢

s = distancia entre el automovil y la patrulla en el instante 7.

Suponemos que x, y y s son funciones derivables de ¢.
Necesitamos determinar dx/dt cuando

d
y=06mi, L= —60mph, % =20mph.

x = 0.8 mi, ar r

Observe que dy/dt es negativa, ya que y disminuye.
Derivamos la ecuacion de distancia

=2+ y2
(también podriamos haber utilizado s = Vx* + 1?), y obtenemos

ds _ ., dx . d
2Sdt_2xdt+2ydt

ds _1( dx v
dt S di Ve

1 [, b
V2 + 2\ dt Yar )

Por ultimo, utilizamos x = 0.8, y = 0.6, dy/dt = —60, ds/dt = 20 y despejamos dx/dt.

1 dx
20=———————10.8% + (0.6)(—60
V(0.8)* + (0.6)? ( ar (00X ))
dx 20V(0.8)% + (0.6)> + (0.6)(60) .

dt 0.8

En el momento en cuestion, la rapidez del automovil es de 70 mph. [ |

EJEMPLO 4  Una particula, P, se desplaza a velocidad constante en el sentido de las mane-
cillas del reloj a lo largo de una circunferencia con radio de 10 ft y con centro en el origen.
La posicidn inicial de la particula es (0, 10) en el eje y y su destino final es el punto (10, 0) en
el eje x. Una vez que la particula estd en movimiento, la recta tangente en P interseca al eje x
en el punto Q (el cual se mueve al pasar el tiempo). Si la particula tarda 30 segundos en ir de
su posicion inicial a la final, ;qué tan rapido se mueve el punto Q en el eje x cuando estd a 20 ft
del centro de la circunferencia?

Solucion  Dibujamos la situacion en el plano coordenado con la circunferencia centrada en el
origen (figura 3.35). Representamos con ¢ al tiempo y denotamos con 6 al angulo que se forma
entre el eje x y el radio que une al origen con P. Como la particula se mueve desde la posicion
inicial a la final en 30 segundos, viaja a lo largo del circulo a una tasa constante de 7/2 ra-
dianes en 1/2 minuto, es decir, 7 rad/min. En otras palabras, df/dt = —ar, con ¢ medido en
minutos. El signo negativo aparece porque 6 disminuye al pasar el tiempo.

Si denotamos con x(#) a la distancia del punto Q al origen, en el instante ¢, necesitamos de-
terminar dx/dt cuando

x=20ft y % = —qr rad/min.
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FIGURA 3.36 Avion A4, a una altura
constante, que viaja hacia la estacion
del radar R (ejemplo 5).
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Para relacionar las variables x y 6, con base en la figura 3.35, vemos que x cos 8 = 10, o
x = 10 sec 6. Al derivar esta ultima ecuacion, se obtiene

dx _ 10sec0tan0d0

7 ar = —107 sec 0 tan 6.

Observe que dx/dr es negativa, ya que x disminuye (Q se mueve hacia el origen).

Cuando x = 20, cos 6 = 1/2 y sec § = 2. Ademas, tanf = Vsec?h — 1 = \[3 Se
sigue que

& (—10m2)(V3) = —20V3m.

dt

En el momento en cuestion, el punto O se mueve hacia el origen con una rapidez de
20V/37 ~ 108.8 ft/min. n

EJEMPLO 5  Un avion vuela a una altitud constante de 12,000 ft sobre el nivel del mar, con-
forme se aproxima a una isla del Pacifico. La aeronave pasa directamente por la linea de vision
de una estacion de radar, ubicada en la isla; el radar indica que el angulo inicial entre el nivel
del mar y su linea de vision al avion es de 30°. ;Con qué rapidez (en millas por hora) se apro-
xima el avion a la isla cuando es detectado por el radar, si éste gira hacia arriba (en contra de
las manecillas del reloj) a razon de 2/3 grado/segundo, con la finalidad de mantener el avion
dentro de su linea de vision?

Solucion  El avidn, 4, y la estacion del radar, R, se dibujan en el plano coordenado, consi-
derando el eje positivo x como la distancia horizontal al nivel del mar de R a A4, y la parte po-
sitiva del eje y como la altitud vertical desde el nivel del mar. Representamos con ¢ al tiempo
y observamos que y = 12,000 es una constante. La situacion general y el angulo de la linea
de vision, 6, se ilustran en la figura 3.36. Necesitamos determinar dx/df cuando 6 = 7/6 rad
y df/dt = 2/3 grados/seg.

Con base en la figura 3.36, vemos que

12,000
X

=tanf o x = 12,000 cot®h.

Si se utilizan millas en vez de ft en nuestras unidades de distancia, la Gltima ecuacion se tra-
duce en

12,000

X = %230 cot 6
La derivacion con respecto a ¢ produce
dx _ 1200 csc? 9 49
dt 528 dt’

Cuando 6 = /6, sen? § = 1/4, asi que csc? § = 4. Al convertir df/dt = 2/3 grados/seg a
radianes por hora, encontramos
d _2(m

= = ——=)(3600) rad/hr. 1 hr = 3600 seg, 1 grado = /180 rad
dt  3\180

De esta forma, la sustitucion en la ecuacion para dx/dt da

de _ (1200, (2\( 7 -
E‘( o8 >(4)<3)(180>(3600)~ 380.

Aparece el signo negativo, ya que la distancia x disminuye, por lo que la aeronave se aproxi-
maba a la isla con una rapidez de unos 380 mi/hr cuando fue detectada por primera vez por
el radar. [

EJEMPLO 6  La figura 3.37a muestra una cuerda que pasa por una polea en Py que tiene su-
jeto un peso W en un extremo. El otro extremo esta sujeto 5 ft por arriba del suelo en la mano
de un trabajador, M. Suponga que la polea esta a 25 ft por arriba del suelo, la cuerda mide 45 ft
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M 6 ft/seg
= e

4;)(*4 5 ft

FIGURA 3.37 Un trabajador en M camina
hacia la derecha tirando del peso W hacia
arriba conforme la cuerda se mueve y pasa

(b)

por la polea P (ejemplo 6).

R - Y S N Y

una ecuacion que relacione dS/dt con dr/dt.

x=3yy=-—-4?

de largo y el trabajador camina rapidamente, por lo que se aleja de la recta vertical PV a razén
de 6 ft/seg. ;Qué tan rapido se eleva el peso, cuando la mano del trabajador esta a 21 ft de PW?

Solucion  En cualquier instante 7, sea OM la linea horizontal de longitud x ft, que va del
punto O, directamente debajo de la polea, a la mano del trabajador M (figura 3.37). Sea 4 la al-
tura, con respecto a O, del peso W, y denotemos como z la longitud del trozo de cuerda que va
de la polea P a la mano del trabajador. Necesitamos conocer dh/dt cuando x = 21, puesto que
dx/dt = 6. Observe que la altura de P por arriba de O es de 20 ft, ya que O esta 5 ft por encima
del suelo. Supongamos que el angulo en O es recto.

En cualquier instante ¢ se presentan las siguientes relaciones (figura 3.37b):

20— h +z=45 La longitud total de la cuerda es 45 de ft.
200 + X2 =2 El angulo en O es recto.

Si despejamos z en la primera ecuacion, se tiene z = 25 + £, lo que sustituimos en la segunda
ecuacion para obtener

20° + x* = (25 + h)>. (1)
Al diferenciar ambos lados con respecto a ¢ se obtiene

dx _ dh
2x 7 2(25 + h) i

y al despejar dh/dt en esta Gltima ecuacién encontramos

dh  x dx

dt 25+ hdt

(2)

Como conocemos dx/dt, solo falta determinar 25 + 4 en el instante cuando x = 21. De acuer-
do con la ecuacion (1),

20% + 212 = (25 + h)?
asi que

(25 + h)?> = 841, obien, 25+ h = 29.

Ahora, la ecuacion (2) da

dh _ 21 126
=6 =—_—-=~43ft/se
dt 29 29 /see
como la tasa a la que se eleva el peso cuando x = 21 ft. [ |
Ejercicios 3.8
. Area Suponga que el radio r y el rea 4 = 712 de un circulo son 8. Six%?3 =4/27ydy/dt = 1/2, ;cuél es el valor de dx/dt cuando
funciones derivables de ¢. Escriba una ecuacion que relacione dA4/dt x =27
con dr/dt. 9. SiL =\ + )2 dx/dt = —1,ydy/dt = 3, determine dL/dt
. Area de la superficie Suponga que el radio, , y el area de la super- cuandox = Syy = 12.
ficie S = 4772 de una esfera son funciones derivables de ¢. Escriba 10. Sir + s2 + v3 = 12, dr/dt = 4 y ds/dt = —3, determine dv/dt

cuandor =3ys = 1.

Suponga que y = 5x y dx/dt = 2. Determine dy/d. 11. Si la longitud original de 24 m del lado x de un cubo disminuye a
on de 5 i dox=3m,} ¢ razd bi

. Suponga que 2x + 3y = 12y que dy/dt = —2. Determine dx/dt. razén de 5 m/min, cuando x M- ¢8 que razon cambia

) a. el 4rea de la superficie del cubo?
. Siy =x?ydx/dt =3, jcudl es el valor de dy/dt cuando x = —1?

b. el volumen?

ix =y — =5, ;cua =129
- Six =y} —yydy/dt =5, jcuil es el valor de dr/dt cvando y = 27 12. La superficie del 4rea de un cubo aumenta a razén de 72 in?/seg.
. Six? 4+ y? =25ydx/dt = =2, ;cudl es el valor de dy/dt cuando (A qué tasa cambia el volumen del cubo cuando la longitud del

lado es x = 3 in?



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Volumen El radio r y la altura / de un cilindro circular recto estan

relacionados con el volumen V del cilindro mediante la formula

V = wr2h.

a. ;Como esta relacionada dV/dt con dh/dt si r es constante?

b. (Como esta relacionada dV'/dt con dr/dt si h es constante?

¢. (Como esta relacionada dV/dt con dr/dty dh/dt sinirynih
son constantes?

Volumen El radio 7 y la altura 4 de un cono circular recto estan

relacionados con el volumen ¥ del cono mediante la ecuacion

V = (1/3)mrh.

a. ;Como esta relacionada dV/dt con dh/dt si r es constante?

b. ;Como esta relacionada dV/dt con dr/dt si h es constante?

¢. ;Coémo esta relacionada dV/dt con dr/dty dh/dt sini rnih
son constantes?

Cambio del voltaje El voltaje 7 (en volts), la corriente / (en am-
peres) y la resistencia R (en ohms) de un circuito eléctrico, como el
que se ilustra aqui, estan relacionados mediante la ecuacion V' = IR.
Suponga que ¥ aumenta a razén de 1 volt/seg, mientras que / dis-
minuye a razon de 1/3 de amp/seg. Con ¢ se denota el tiempo en
segundos.

LV_
(i

(Cuél es el valor de dV/dt?
(Cual es el valor de dI/dt?
. ¢Qué ecuacion relaciona a dR/dt con dV/dty dI/dt?

Determine la razon a la que cambia R cuando V' = 12 volts
e [ =2 amp. (R aumenta o disminuye?

I

Potencial eléctrico El potencial eléctrico P (en watts) de un cir-
cuito eléctrico esta relacionado con la resistencia del circuito R (en
ohms) y la corriente / (en amperes) mediante la ecuacion P = RI2.

a. ;Como estan relacionadas dP/dt, dR/dty dl/dt si P, R € I no son
constantes?

b. (Como esta relacionada dR/dt con dI/dt si P es constante?
Distancia Sean x y y funciones derivables de 7, y sea

s=Vx2+ y2 la distancia entre los puntos (x, 0) y (0, y) en el
plano xy.

a. (Como esta relacionada ds/dt con dx/dt si y es constante?

b. (Como esta relacionada ds/dr con dx/dty dy/dt sinixniy
son constantes?

¢. (Como esta relacionada dx/dt con dy/dt si s es constante?

Diagonales Six, y y z son las longitudes de los lados de una
caja rectangular, la longitud comun de las diagonales de la caja

ess =V +y2 + 22,

a. Suponiendo que x, y y z son funciones derivables de ¢, ;como esta
relacionada ds/dt con dx/dt, dy/dt 'y dz/dt?

b. (Como esta relacionada ds/dt con dy/dt y dz/dt si x es constante?

¢. (Como estan relacionadas dx/dt, dy/dt y dz/dt si s es constante?

Area El area 4 de un triangulo con lados de longitudes a y b, que
forman un angulo de medida 6, es
A= %ab sen 6.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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a. ;Como esta relacionada dA/dt con df/dt si a'y b son constantes?

b. (Como esta relacionada dA/dt con df/dt y da/dt si slo b es
constante?

¢. (Coémo esté relacionada dA/dt con df/dt, da/dty db/dt sini a
ni b ni O son constantes?

Calentamiento de un plato Cuando un plato circular de metal se
calienta en un horno, su radio aumenta a razén de 0.01 cm/min. (A
qué razon aumenta el area del plato cuando el radio es de 50 cm?

Cambio de dimensiones de un rectingulo La longitud 1 de un
rectangulo disminuye a razén de 2 cm/seg, mientras que el ancho w
aumenta a razon de 2 cm/seg. Cuando 1 = 12 cm y w = 5 c¢m, deter-
mine las tasas de cambio de (a) el area, (b) el perimetro y (c) las lon-
gitudes de las diagonales del rectangulo. ;Cual de estas cantidades
aumenta y cual disminuye?

Cambio de dimensiones en una caja rectangular Suponga que
las longitudes de los lados x, y y z de una caja rectangular cerrada
cambian a las siguientes tasas:

dx dy dz _
dt dt dt

Determine las tasas a las que cambia (a) el volumen, (b) el area de la
superficie y (c) la longitud de la diagonal, s = Vx> + )? + Z2enel

instante en que x =4,y =3yz = 2.

= 1 m/sec, = —2m/sec, 1 m/sec.

Una escalera que resbala Una escalera de 13 ft estd recargada so-

bre el muro exterior de una casa cuando su base empieza a deslizarse

y alejarse (véase la figura). En el instante en el que la base esta a 12 ft

de la casa, la base se mueve a una tasa de 5 ft/seg.

a. (/Queé tan rapido la parte superior de la escalera se resbala hacia
abajo?

b. En ese instante, ;con qué tasa cambia el area del triangulo formado
por la escalera, la pared y el suelo?

c. En ese instante, ja qué tasa cambia el angulo 6 entre la escalera y
el suelo?

y

y(®)

escalera de 13 ft

—>—> X
0 x(1)

Trafico aéreo comercial Dos aviones comerciales vuelan a una al-
tura de 40,000 ft a lo largo de recorridos en linea recta que se interse-
can en angulos rectos. El avion 4 se aproxima al punto de interseccion
con una rapidez de 442 nudos (millas nauticas por hora; una milla
nautica equivale a 2000 yardas). El avion B se aproxima a la intersec-
cion a 481 nudos. ;A qué tasa cambia la distancia entre ellos cuando
A estd a 5 millas nauticas del punto de interseccion y B a 12 millas
nauticas del punto de interseccion?

Vuelo de una cometa Una nifia vuela una cometa a una altura de
300 ft, y el viento aleja horizontalmente a la cometa a una tasa de 25
ft/seg. ;(Qué tan rapido debe soltar la cuerda cuando la cometa esta
a 500 ft de ella?

Perforacion de un cilindro Los mecanicos de la Automotriz Lin-
coln vuelven a perforar un cilindro de 6 in de profundidad para colo-
car un nuevo piston. La maquina que utilizan aumenta el radio del
cilindro una milésima de pulgada cada 3 minutos. ;Qué tan rapido
aumenta el volumen del cilindro cuando la perforacion (el diametro)
es de 3.800 in?
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27. Crecimiento de una pila de arena Desde una banda transporta-
dora cae arena a la parte superior de una pila conica a una tasa de
10 m?/min. La altura de la pila siempre es tres octavos del didmetro
de la base. ;Qué tan rapido cambian (a) la altura y (b) el radio cuando
la pila tiene una altura de 4 m? Dé su respuesta en centimetros por
minuto.

28. Drenado de un depésito conico Desde un depdsito conico de con-
creto (con el vértice hacia abajo), con altura de 6 m y cuyo radio de la
base mide 45 m, fluye agua a razén de 50 m?/min.

a. ;Con qué rapidez (en centimetros por minuto) disminuye el nivel
del agua cuando la profundidad es de 5 m?

b. En ese momento, /qué tan rapido cambia el radio de la superficie
del agua? D¢ su respuesta en centimetros por minuto.

29. Drenado de un deposito semiesférico De un depdsito, en forma de
tazon semiesférico de 13 m de radio, sale agua a razén de 6 m3/min;
en la figura se le observa de perfil. Responda las siguientes pregun-
tas, considerando que el volumen de agua en un tazén semiesférico
de radio R es V = (m/3)y*(3R — y) cuando el agua tiene una profun-
didad de y metros.

Centro de la esfera

13
Nivel del agua [

a. ;A qué tasa cambia el nivel del agua cuando ésta tiene una pro-
fundidad de 8 m?

b. (Cual es el radio r de la superficie del agua cuando la profundidad
del agua es de y m?

c. (A qué tasa cambia el radio » cuando el agua tiene una profundi-
dad de 8 m?

30. Crecimiento de una gota de lluvia Suponga que una gota de lluvia
es una esfera perfecta y que, durante la condensacion, la gota reco-
lecta humedad a una tasa proporcional al area de su superficie. De-
muestre que en tales circunstancias el radio de la gota aumenta a una
tasa constante.

31. Radio de un globo que se infla Un globo esférico se infla con helio
artazén de 1007 ft3/min. ;Qué tan répido aumenta el radio del globo
en el instante en el que el radio es de 5 ft? ;Con qué rapidez aumenta
el area de la superficie?

32. Un bote que es arrastrado Un bote se arrastra hacia un muelle me-
diante una cuerda que estd atada a la proa del bote y a un aro en el
muelle a 6 ft arriba de la proa. Se tira de la cuerda a razon de 2 ft/seg.

a. (/Qué tan rapido se aproxima el bote al muelle cuando la longitud
de la cuerda es de 10 ft?

b. (A qué velocidad cambia el angulo 6 en ese instante? (Véase la
figura).

Anillo en el borde
del muelle

33. Un globo y una bicicleta Un globo se eleva verticalmente desde
una superficie plana a una tasa de 1 ft/seg. Justo cuando el globo esta
a 65 ft sobre el nivel del suelo, una bicicleta que se desplaza a una
velocidad constante de 17 ft/seg pasa debajo de €l. ;Qué tan rapido
cambia la distancia, s(7), entre la bicicleta y el globo 3 segundos
después?

i - K

0 x(1)

34. Preparacion de café De un filtro conico sale café y cae en una ca-
fetera cilindrica a razén de 10 ft3/min.

a. (/Qué tan rapido sube el nivel en la cafetera cuando el café en el
cono tiene una profundidad de 5 in?

b. En ese momento, ;qué tan rapido disminuye el nivel en el cono?

(Qué tan rapido
disminuye
este nivel?

(Qué tan rapido
aumenta

este nivel?
Ny

35. Potencia cardiaca A finales de la década de 1860, Adolf Fick, un
profesor de fisiologia en la Facultad de Medicina en Wiirzberg,
Alemania, desarrollé uno de los métodos que utilizamos en la actua-
lidad para medir cuanta sangre bombea el corazén humano en un
minuto. Probablemente, su potencia cardiaca cuando lea esta ora-
cion sea de alrededor de 7 L/min. En reposo es aproximadamente un
poco menos de 6 L/min. Si fuera un corredor de maratdn, su potencia
cardiaca podria ser tan alta como 30 L/min.

Su potencia cardiaca puede calcularse mediante la formula

_9
v =15



36.

37.

38.

39.

donde QO es el nimero de milimetros de CO, que exhala en un minuto
y D es la diferencia entre la concentracion de CO, (ml/L) en la san-
gre bombeada a los pulmones y la concentracion de CO, en la sangre
que regresa de los pulmones. Con Q = 233 ml/miny D = 97 — 56 =
41 ml/L,

233 ml/min

~ 5.68 L/min,
41 ml/L /

y
muy cercano a los 6 L/min que la mayoria de la gente tiene en estado
basal (es decir, en reposo). (Datos del doctor J. Kenneth Herd, del
Quillan College of Medicine, East Tennessee State University).

Suponga que cuando Q = 233 y D = 41, también sabemos
que D disminuye a razén de 2 unidades por minuto, mientras que
QO permanece sin cambio. ;Qué sucede con la potencia cardiaca?

Movimiento a lo largo de una parabola Una particula se desplaza
a lo largo de la pardbola y = x? en el primer cuadrante, de tal manera
que su coordenada x (medida en metros) aumenta a una razén cons-
tante de 10 m/seg. ;Qué tan rdpido cambia el dngulo de inclinacién 6
de la linea que une a la particula con el origen cuando x = 3 m?

Movimiento en el plano Las coordenadas de una particula en un
plano métrico xy son funciones diferenciables del tiempo ¢ con dx/dt
= —1 m/segy dy/dt = —5 m/seg. {Qué tan rapido cambia la dis-
tancia al origen de la particula cuando pasa por el punto (5, 12)?
Grabacion en video de un automévil en movimiento Usted hace
una videograbacion de una carrera de automoviles desde una tribu-
na ubicada a 132 ft de la pista; sigue un automovil que se desplaza a
180 millas/h (264 ft/seg), como se ilustra en la figura. ;Qué tan rapi-
do cambiara el angulo 0 de su camara cuando el automovil esté justo
enfrente de usted? ;Qué tan rapido cambiara medio segundo después?

Camara

Automévil

Movimiento de sombra Una luz brilla desde el extremo superior de
un poste de 50 ft de altura. Se lanza una pelota a la misma altura
desde un punto ubicado a 30 ft de distancia de la luz. (Véase la
figura). ;Qué tan rapido se mueve la sombra de la pelota a lo largo
del suelo 1/2 segundo después? (Suponga que la pelota cae una dis-
tancia s = 16¢2 ft en  segundos).

Luz

< Pelota en el instante 1 = 0

1/2 seg después

Poste de
50 ft

Sombra

0 30 x(1)

NO ESTA A ESCALA

40.

41.

42.

43.

44. Barcos
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3.8 Tasas relacionadas

Sombra de un edificio En la mafiana de un dia en el que el sol pasa
directamente encima de un edificio que mide 80 ft de altura, la sombra
proyectada es de 60 ft de largo al nivel del suelo. En ese momento el an-
gulo 6 que el sol forma con el suelo aumenta a una razén de 0.27°/min.
(A qué tasa decrece la sombra? (Recuerde usar radianes. Exprese su
respuesta en pulgadas por minuto; redondee a la décima mas cercana).

80’

.m0 e e e |

i T T e |

Una capa de hielo que se derrite Una bola esférica de acero, con un
diametro de 8 pulgadas, se cubre con una capa de hielo de espesor uni-
forme. Si el hielo se derrite a una tasa de 10 in3/min, ;qué tan rdpido
disminuye el grosor de la capa de hielo cuando tiene 2 in de espesor?
(Qué tan rapido decrece el area superficial exterior del hielo?

Patrulla de caminos Un avion de la policia vuela a 3 millas de al-
tura, con una velocidad constante de 120 mi/hora, por encima de un
camino recto. El piloto ve un automovil que se acerca vy, utilizando
un radar, determina que en el instante en que la distancia entre el
automovil y el avion, en la linea visual de éste, es de 5 millas, esta
distancia disminuye a razén de 160 mi/hora. Encuentre la velocidad
a la que se desplaza el automovil por la carretera.

Jugadores de béisbol Un diamante de béisbol es un cuadrado de

90 ft de lado. Un jugador corre de la primera a la segunda base con
una rapidez de 16 ft/seg.

a. /A qué tasa cambia la distancia entre el jugador y la tercera base
cuando aquél se encuentra a 30 ft de la primera base?

b. En ese momento, ja qué tasa cambian los angulos 6; y 6, (véase
la figura)?

c. Eljugador se desliza en la segunda base con una rapidez de
15 ft/seg. ;A qué tasa cambian los angulos 6, y 6, cuando
el jugador toca la base?

Segunda base

<&

90’
0, N Jugador

Tercera
base

30 Primera
base

Home

Dos barcos navegan alejandose en linea recta desde un pun-
to O a lo largo de rutas que forman un angulo de 120°. El barco 4 se
desplaza a 14 nudos (millas nauticas por hora; una milla nautica equi-
vale a 2000 yardas). El barco B se desplaza a 21 nudos. ;Con qué ra-
pidez se alejan los buques cuando O4 = 5y OB = 3 millas nauticas?
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3 9 | Linealizacién y diferenciales
7

Y y = f(x)

Pendiente = f'(a)

(a, f(a))

0 a

FIGURA 3.39 La tangente a la curva
y = f(x)enx = aes larecta

L(x) = fla) + f'(a)(x — a).

En ocasiones es posible aproximar funciones complicadas con otras mas sencillas, las cuales
ofrecen la precision que necesitamos para aplicaciones especificas, a la vez que son mas faci-
les de utilizar. Las funciones de aproximacion analizadas en esta seccion se denominan /inea-
lizaciones y tienen como base las rectas tangentes. En el capitulo 10 se estudian otras funciones
de aproximacion, como los polinomios.

Introducimos nuevas variables, dx y dy, llamadas diferenciales, y las definimos de una ma-
nera que hace la notacion de Leibniz para la derivada dx/dy una razén verdadera. Utilizamos
dy para estimar el error al medir, lo cual después ofrece una demostracion precisa para la regla
de la cadena (seccion 3.6).

Linealizacion

Como se observa en la figura 3.38, la tangente a la curva y = x? estd muy proxima a ella cerca
del punto de tangencia. Durante un pequefio intervalo, los valores de y a lo largo de la recta tan-
gente dan buenas aproximaciones a los valores de y de la curva. Este fendmeno se observa
mediante un acercamiento a las dos graficas en el punto de tangencia o al ver las tablas de
valores para la diferencia entre f(x) y su recta tangente cerca de la abscisa x del punto de tan-
gencia. El fendmeno es cierto, no s6lo para parabolas; localmente, toda curva derivable se com-
porta como su recta tangente.

3 0

0

y = 2%y sutangente y = 2x — 1 en (1, 1). La tangente y la curva muy parecidas cerca de (1, 1).

1.2 1.003
0.8 )12 0.997 ! ) )1.003
0.8 0.997

La tangente y la curva atin mds parecidas. En la
pantalla de la computadora no puede distinguirse
la tangente de la curva en este intervalo de x.

La tangente y la curva mucho mas parecidas
en todo el intervalo de x que se muestra.

FIGURA 3.38 Cuanto mayor sea la ampliacion de la grafica de la funcion cerca de un punto
donde la funcioén es derivable, la grafica se volvera mas plana y se parecera mas a su
tangente.

En general, la tangente a y = f(x) en el punto x = a, donde f es derivable (figura 3.39),
pasa por el punto (a, f(a)), por lo que la ecuacion punto pendiente de ésta es

y = fla) + f'(a)(x — a).
Asi, esta recta tangente es la grafica de la funcion lineal
L(x) = fla) + f'(a)(x — a).

Mientras esta recta permanezca cercana a la grafica de f, L(x) brinda una buena aproxima-
cion a f(x).
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DEFINICIONES Si f es derivable en x = a, entonces la funcion de aproximacion
L(x) = f(a) + f'(a)(x — a)
es una linealizacién de / en a. La aproximacion
f(x) = L(x)

de f mediante L es la aproximacion lineal estandar de f en a. El punto x = a es el
centro de la aproximacion.

EJEMPLO 1 Determine la linealizacion de f(x) = V1 + xenx = 0 (figura 3.40).

=

y=1+§

11+ ~

1+x

I I 1 I X 0.9 !

-1 0 1 2 3 4 -0.1 0 0.1 0.2
FIGURA 3.40 Lagraficadey = V1 + xy su linealizacion FIGURA 3.41 ) Vista ampliada de la
enx = 0yx = 3. La figura 3.41 muestra una vista ampliada ventana de la figura 3.40.

de la ventana pequena alrededor del 1 en el eje y.

Solucion  Como
ORI

tenemos f(0) = 1y f'(0) = 1/2, 1o que da la linealizacion

L(x) = f(a) + flla)(x —a) =1 +%(x -0 =1 +%,

Observe la figura 3.41. u

La siguiente tabla muestra qué tan precisa es la aproximacion V1 + x ~ 1 + (x/2) del
ejemplo 1 para algunos valores de x cercanos a 0. Conforme nos alejamos del cero, perdemos
precision. Por ejemplo, para x = 2, la linealizacién da 2 como la aproximacion para \/5, que
no tiene siquiera precision de un decimal.

Aproximacion Valor verdadero |Valor verdadero — aproximacion
Viz=1+ OZJ =1.10 1.095445 <1072
Vi0s = 1+ 992~ 1025 1024695 <1073
Vi00s = 1+ 0905~ 100250 1.002497 <1073

No se deje engaiiar por los calculos anteriores pensando que cualquier cosa que hagamos
con una linealizacion estaria mejor hecha con una calculadora. En la practica, nunca utili-
zariamos una linealizacion para determinar una raiz cuadrada particular. La utilidad de la linea-
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y
0 ™ *
2 y =cCosx
= _ T
y= x+2

FIGURA 3.42 La grafica de f(x) = cos x
y su linealizacién en x = /2. Cerca de

x = /2, cos x~ —x + (m/2) (ejemplo 3).

lizacion es su capacidad para reemplazar una formula complicada por una mas sencilla en todo

un intervalo de valores. Si tenemos que trabajar con V' 1 + x para x cercana a 0 y estamos
en condiciones de tener una pequefa tolerancia de error, entonces podemos trabajar con
1 + (x/2). Por supuesto, necesitamos conocer qué tanto error hay. Posteriormente, en el capi-
tulo 10, examinaremos la estimacion del error.

Por lo regular, una aproximacion lineal pierde precision conforme se aleja de su centro.

Como sugiere la figura 3.40, la aproximacion V' 1 + x = 1 + (x/2) probablemente sera muy
burda para ser util, cerca de x = 3. Ahi necesitamos la linealizacion en x = 3.

EJEMPLO 2 Determine la linealizacion de f(x) = V1 + xenx = 3.

Solucion  Evaluamos la ecuacion que define a L(x) en @ = 3. Con

B =2 e =10+ =1

x=3

tenemos

L(x)=2+i(x—3)= +%. [

ENYEO

En x = 3.2, la linealizacion del ejemplo 2 da

Vi+tx=V1+32~

32

+ a 1.250 + 0.800 = 2.050,

BN

la cual difiere del valor verdadero, V4.2 ~ 2.04939 en menos de un milésimo. La linealiza-
cion del ejemplo 1 da

32

\/1+x=\/1+3.2’~%1+7=1+1.6=2.6,

un resultado que esta alejado en mas del 25 por ciento.
EJEMPLO 3 Determine la linealizacion de f(x) = cos x en x = /2 (figura 3.42).

Solucion ~ Como f(w/2) = cos(w/2) = 0, f'(x) = —senxy f'(7/2) = —sen(w/2) = —1,
tenemos que la linealizacion en a = /2 sera

L(x) = fla) + f'(a)(x — a)

0+ (—1)(x - g)

aa
:—x+5. |

Una aproximacion lineal importante para raices y potencias es
(I +x)f~1+4 kx (xcercade 0,y k cualquier niimero),

(ejercicio 13). Esta aproximacion, adecuada para valores de x suficientemente cercanos a cero,
tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, cuando x es pequefia

l+x%1+%x k=1/2
1 lx =(l-x)'=1+)(-x)=1+x k = —1; sustituya x por —x.
V1 + 5x* = (1 + 5)64)1/3 ~ 1+ %(5)(?4) =1+ §x4 k = 1/3; reemplace x por 5x*.
1 _ 2\-1/2 1 2 _ L > ,
=(1—-x9 X1+ |- )(=x)=1+=x k = —1/2; reemplace x por —x*.
1 —x° 2 2
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Diferenciales

En ocasiones utilizamos la notacién de Leibniz dy/dx para representar la derivada de y con res-
pecto a x. Al contrario de lo que parece, no es una razéon. Ahora introducimos dos nuevas varia-
bles, dx y dy, con la propiedad de que cuando su razdn existe, ésta es igual a la derivada.

DEFINICION  Seay = f(x) una funcion derivable. La diferencial dx es una variable
independiente. La diferencial dy es

dy = f'(x) dx.

A diferencia de la variable independiente dx, la variable dy siempre es una variable depen-
diente. Depende tanto de x como de dx. Si dx tiene un valor especifico dado y x es un niimero
particular en el dominio de la funcidén f, entonces estos valores determinan el valor numérico
de dy.

EJEMPLO 4

(a) Determine dy siy = x> + 37x.
(b) Determine el valor de dy cuando x = 1 y dx = 0.2.

Solucion
(@ dy = (5x* + 37) ax
(b) Alsustituirx = 1y dx = 0.2, en la expresion para dy, tenemos

dy = (5-1* + 37)0.2 = 84. m

El significado geométrico de las diferenciales se ilustra en la figura 3.43. Sea x = a y de-
finamos dx = Ax. El cambio correspondiente en y = f(x) es

Ay = f(a + dx) — f(a).

X y = f)

(a + dx, fla + dx))

| Ay = fia + dx) — fla)

AL = f'(a)dx
(a, fla))
| dx = Ax |
} } Cuando dx es un cambio menor en x,
R I I el cambio correspondiente en la
ecta | I s .
| , linealizacién es precisamente dy.
tangente | |
! ! X
0 a a+ dx

FIGURA 3.43 Geométricamente, la diferencial dy es el cambio
AL en la linealizacion de f* cuando x = a cambia en una cantidad
dx = Ax.

El cambio correspondiente en la recta tangente L es
AL = L(a + dx) — L(a)
= fla) + f'(@l(a + dx) — a] — f(a)

L(a + dx) L(a)
= f'(a) dx.
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dr =0.1

S AA = dA = 2ma dr
FIGURA 3.44 Cuando dr es pequeilo
comparado con a, la diferencial d4 da la
estimacion A(a + dr) = ma® + dA
(ejemplo 6).

Esto es, el cambio en la linealizacién de f es precisamente el valor de la diferencial dy cuando
x = ay dx = Ax. Por lo tanto, dy representa la magnitud que se eleva o baja la recta tangente
cuando x cambia en una cantidad dx = Ax.

Si dx # 0, entonces el cociente de la diferencial dy entre la diferencial dx es igual a la de-
rivada f'(x), ya que

. _f&)ax o dy
dy ~ dx = I —f(x)—dx.

Algunas veces escribimos
df = f'(x) dx

en vez de dy = f'(x)dx, y llamamos a df la diferencial de f. Por ejemplo, si f(x) = 3x2 — 6,
entonces

df = d(3x* — 6) = 6x dx.
Toda foérmula de derivacion como

du + v) _du dv d(senu) ~ cosy
dx dx  dx dx v

tiene una forma diferencial correspondiente como

dlu+v)=du+dv o d(senu)= cosudu,

EJEMPLO 5  Podemos utilizar la regla de la cadena y otras formulas de derivacion para deter-
minar diferenciales de funciones

(a) d(tan2x) = sec’(2x) d(2x) = 2 sec? 2x dx
X ):(x-i-l)dx—xd(x—i—l) xdx + dx — xdx dx

®) d(x + 1 o+ 1) T G+ Gt "

Estimacion con diferenciales

Suponga que conocemos el valor de una funcién derivable f(x) en un punto a y necesitamos
estimar cuanto cambiara este valor si nos movemos al punto cercano a + dx. Si dx = Ax es
pequefia, entonces, con base en la figura 3.43, vemos que Ay es aproximadamente igual a la
diferencial dy, Como

f(a + dx) = f(a) + Ay, Ax = dx
la aproximacion diferencial da
fla + dx) = f(a) + dy

cuando dx = Ax. Asi, la aproximacion Ay ~ dy puede usarse para estimar f(a + dx) cuando
f(a) se conozca y dx sea pequefia.

EJEMPLO 6  El radio r de un circulo aumenta de ¢ = 10 m a 10.1 m (figura 3.44). Utilice
dA para estimar el incremento en el area A del circulo. Estime el area del circulo agrandado y
compare su estimacion con el area verdadera mediante el calculo directo.

Solucion  Puesto que 4 = 772, el aumento estimado es
dA = A'(a) dr = 2ma dr = 2w(10)(0.1) = 27 m>.
Asi, como 4 (r + Ar) = A(r) + dA, tenemos

A(10 + 0.1) = A(10) + 27
= 7(10)* + 27 = 1027.
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El 4rea de un circulo de radio 10.1 m es aproximadamente 1027 m?2.
El area real es

A(10.1) = 7(10.1)?
= 102.01l7 m?.

El error en nuestra estimacion es 0.017 m?, que es la diferencia A4 — dA. [ |

Error en la aproximacion diferencial

Sea f(x) derivable en x = a y suponga que dx = Ax es un incremento de x. Tenemos dos formas
de describir el cambio en f cuando x cambia de ¢ a @ + Ax:

El cambio real: Af = fla + Ax) — f(a)
La estimacion diferencial: df = f'(a)Ax.
(Qué tan bien aproxima df a A f?
Medimos el error de la aproximacion al restar df de A 1

Error de aproximacion = Af — df

= Af — f'(a)Ax
= fla + Ax) — f(a) — f'(a)Ax
Af
_ (f(a +A) — fl@) f,(a)), N
Ax

A esta parte llamamos e

= €-Ax.
Cuando Ax — 0, el cociente de diferencias

fla + Ax) — f(a)
Ax

se aproxima a f’(a) (recuerde la definicién de f'(a)), asi que la cantidad entre paréntesis se
vuelve un numero muy pequeiio (por lo cual lo hemos denominado €). De hecho, e — 0 cuando
Ax — 0. Cuando Ax es pequeifio, el error de aproximacion e Ax es aun mas pequeflo.

Af = fl(a)Ax + € Ax

- N
cambio  cambio error
real estimado

Aunque no conocemos el tamafio exacto del error, es el producto de dos cantidades pequenas,
€ - Ax, las cuales tienden ambas a cero cuando Ax — 0. Para muchas funciones comunes, siem-
pre que Ax sea pequefa, el error es aun mas pequeno.

Cambio en y = f(x) cercadex = a

Siy = f(x) es derivable en x = a, y x cambia de a a a + Ax, el cambio Ay en f esta
dado por

Ay = f'(a) Ax + € Ax (1)

en la que € — 0 cuando Ax — 0.
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En el ejemplo 6 encontramos que
A4 = 7(10.1)* — 7(10)* = (102.01 — 100)7 = 27 + 0.017) m?
A emor
£ error

asi que el error de aproximacion es Ad — d4 = eAr = 00l7 y € = 0.0l7/Ar =
0.017/0.1 = 0.17 m.

Demostracion de la regla de la cadena

La ecuacioén (1) nos permite demostrar correctamente la regla de la cadena. Nuestro objetivo
es demostrar que si f(u) es una funcion derivable de 'y u = g(x) es una funcion derivable de x,
entonces la composicion y = f{g(x)) es una funcion derivable de x. Como una funcion es deri-
vable si y sélo si tiene derivada en cada punto de su dominio, debemos mostrar que siempre
que g sea derivable en x( y f sea derivable en g(x), entonces la composicion es derivable en x
y la derivada de la composicion satisface la ecuacion

b
dx X=Xq

= f'(g(xo)) g’ (x0).

Sea Ax un incremento de x y sean Au y Ay los incrementos correspondientes en u y en y.
Al aplicar la ecuacion (1), tenemos

Au = g'(x0)Ax + € Ax = (g'(xy) + €1)Ax,
donde €; — 0 cuando Ax — 0. De manera similar,
Ay = f'(uo)Au + € Au = (f'(uo) + €2)Au,

donde €, — 0 cuando Au — 0. También observe que Au — 0 cuando Ax — 0. Al combinar la
ecuacion para Au 'y Ay, se obtiene

Ay = (f'(uo) + €2)(g'(x0) + €1)Ax,

asi que

Ay

Ax = f'(up)g'(x0) + €2g'(x0) + f'(uo)er + €z€.

Como €, y €; tienden a cero cuando Ax tiende a cero, tres de los cuatro términos de la derecha
se anulan en el limite, lo que deja

dy o Ay o, ,
di lx=xe AEEOE = f'(uo)g'(x0) = f'(g(xo)) - g'(x0). |

Sensibilidad al cambio

La ecuacion df = f'(x)dx indica qué tan sensible es la salida de f* a un cambio en la entrada
de valores diferentes de x. Cuanto mayor sea el valor de f’ en x, mayor sera el efecto de un
cambio dado dx. Conforme nos movemos de a a un punto cercano a + dx es posible describir
el cambio en f de tres maneras:

Real Estimado
Cambio absoluto Af = fla + dx) — f(a) df = f'(a) dx
A d
Cambio relativo 7f 7/[
f(a) f(a)
: Af af
Cambio porcentual —— X 100 —— X 100

fla) fla)
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EJEMPLO 7  Suponga que necesita calcular la profundidad de un pozo a partir de la ecuacién
s = 16¢% midiendo el tiempo que tarda en caer una roca al agua. /Qué tan sensibles seran sus
calculos a un error de 0.1 seg en la medicion del tiempo?

Solucion  La magnitud de ds en la ecuacion

ds = 32t dt

depende de qué tan grande sea t. Si t = 2 seg, el cambio provocado por dt = 0.1 es de alrede-
dor de

ds = 32(2)(0.1) = 6.4 ft.
Tres segundos después en t = 5 seg, el cambio causado por el mismo df es
ds = 32(5)(0.1) = 16 ft.
Para un tamafio fijo de error en la medicion del tiempo, el error al utilizar ds para estimar la

profundidad es mayor cuando el tiempo que tarda la roca en golpear el agua es mayor. [ |

EJEMPLO 8 A finales de la década de 1830, el fisidlogo francés Jean Poiseuille descubri6 la
formula que actualmente utilizamos para predecir cuanto es capaz de disminuir el radio de una
arteria parcialmente obstruida el volumen del flujo normal. Su férmula,

V=Kt
dice que el volumen V" de un fluido que pasa a través de un tubo delgado por unidad de tiempo

a una presion fija es una constante multiplicada por la cuarta potencia del radio del tubo .
(Cémo afecta a 7 una reduccion del 10% en r? (Véase la figura 3.45).

Tinte Globo
—— opaco inflable en
—Obstruccién el catéter
Angiografia Angioplastia

FIGURA 3.45 Para desbloquear una arteria
obstruida, se inyecta un tinte opaco en ella para
hacer visible el interior bajo los rayos X. Luego
se infla un catéter con punta de globo dentro

de la arteria para ensancharla en el sitio donde
se localiza la obstruccion.

Solucion  Las diferenciales de r y ¥ estan relacionadas mediante la ecuacion

_dar

dVv dr = 4k” dr.
dr

El cambio relativo en V es

av _ akdr _ jdr

V T re
El cambio relativo en 7 es 4 veces el cambio relativo en 7, asi que una disminucion del 10%
en r dara por resultado una disminucion del 40% en el flujo. [ |

EJEMPLO 9  La segunda ley de Newton,

_d _ o dv _
F_dt(mv)_mdt ma,
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se basa en la hipdtesis de que la masa es constante, pero sabemos que esto no es estrictamente
cierto, ya que la masa de un cuerpo aumenta con la velocidad. En la férmula corregida de Eins-
tein, la masa tiene el valor

mo
m= 2/ 2°
1 —v/c

donde “la masa en reposo” m representa la masa de un cuerpo que no se mueve, y ¢ es la ve-
locidad de la luz, que es de alrededor de 300,000 km/seg. Utilice la aproximacion

1

1 %l-i-%xz @)
— X

2
para estimar el aumento Am de la masa que resulta al agregar la velocidad v.

Solucion  Cuando v es muy pequefia comparada con ¢, v2/c? es cercana a cero, por lo que
es seguro usar la aproximacion

1 L (v
L L+ L (7 Ecuacion (2) conx = g

para obtener

o bien,
1 1
m = mgy + Emov2 <§) (3)
La ecuacion (3) expresa el aumento de la masa que resulta de agregar la velocidad v. [ |

Conversion de masa a energia

La ecuacion (3), deducida en el ejemplo 9, tiene una interpretacion importante. En la fisica
newtoniana, (1/2)mqv? es la energia cinética (EC) del cuerpo, pero si rescribimos la ecuacion
(3) en la forma

1
(m — mp)c? = §m0v2,

veremos que

1 myv® = lmov2 — %mo(O)2 = A(EC),

_ 2 o L
(m — mo)c 2 >

o bien,
(Am)c* ~ A(EC).

Asi que el cambio en la energia cinética A(EC) al ir de la velocidad 0 a la velocidad v es apro-
ximadamente igual a (Am)c?, el cambio en la masa multiplicado por el cuadrado de la veloci-
dad de la luz. Utilizando ¢ ~ 3 X 108 m/seg, vemos que un pequefio cambio en la masa puede
generar un gran cambio en la energia.
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3.9 Linealizacion y diferenciales

Determinacion de linealizaciones
En los ejercicios 1 a 5, determine la linealizacion L(x) de f(x) en x = a.

1.

2
3
4.
5
6

fx)y=x*—2x+3, a=2

L fx) = VXE+9, a=—4

.f(x):x-ﬁ-%, a=1
f(x)=\3/);, a= -8

. f(x) =tanx, a=m

. Aproximacion lineal comuin en x = 0 Determine las linealizacio-

nes de las siguientes funciones en x = 0.

(a) senx (b) cosx (c) tanx

Linealizacién para aproximaciones

En los ejercicios 7 a 12, determine una linealizacion en un entero cercano

a x, elegido de manera adecuada, en la que la funcion dada y sus deriva-

das sean faciles de evaluar.

7.
8.
9.
10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.

flx) = x>+ 2x, x=0.1
fx)=x", x =09
fx) =2 +4x — 3, xo=—09

fx)y=1+x, xo=8.1
flx) = \3/);, xo = 8.5
— X —
f(x)_x+la X0—1.3
Demuestre que la linealizacién de f(x) = (I + x)* en x = 0 es

L(x) =1+ kx.
Utilice la aproximacion lineal (1 + x)¥~ 1 + kx para determinar una

aproximacion para la funcion f(x) en valores de x cercanos a cero.

a. f(x)=(1—x°
ﬁ d. f(x): \/2+x2
X
_ 3 BAY
f. fx) = (172+x)

e. f(x) = (4 + 317
Mas rapido que una calculadora Ultilice la aproximacion
(1 + x)¥~ 1 + kx para estimar lo siguiente.

a. (1.0002)% b. V1.009

Determine la linealizacion de f(x) = Vx + 1 + senxenx = 0.
(Como estan relacionadas las linealizaciones individuales de

Vx + lysenxenx = 0?

b. f(x) = 12?

e flx) =

Derivadas en forma diferencial
En los ejercicios 17 a 28, determine dy.

17.

19.

21.
23.
25.

27.

y=x—3Vx 18. y =xV1 — x?
2 _ 2V
y = 5 20, y= —
1+ x 3(1 + Va)
22+ xy—x=0 22, ) — 4 —y =0
y = sen (5V7x) 24. y = cos (x?)
y = 4tan (x*/3) 26. y =sec(x* — 1)
1
=3csc(l —2Vx 28. :2c0t( )
y ( ) y i

Error de aproximacion
En los ejercicios 29 a 34, cada funcion f(x) cambia de valor cuando x pasa

de

29
30
31
32
33
34

Xo axg + dx. Determine
a. el cambio Af'= f(xo + dx) — f(x¢);
b. el valor de la estimacion df = f”(xq)dx, y

c. el error de aproximacion |Af — df].

y
y= Jy
[ 1
A= o+ d) — )
(x, f(xp)) df = f(x) dx
/}v dx }
Tangente | |
1 1 X
0 Xo X + dx

L fx) =X+ 2y, xp=1, dx=0.1
L fx) =232 4+ 4x — 3, xo= —1,
L) =x—x, x=1, dcx=0.1
Cfx)=xY xp=1, dx=0.1

L fx) =x" x =05 dx=0.1
L f)=x—2x+3, x=2, dx=0.1

Estimacion de cambios mediante diferenciales
En los ejercicios 35 a 40, escriba una férmula diferencial que estime el
cambio dado en el volumen o el area de la superficie.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Ap
41

42

El cambio en el volumen V' = (4/3)mr73 de una esfera cuando el radio
pasade rgary + dr.

El cambio en el volumen ¥ = x3 de un cubo cuando las longitudes de
los lados pasan de xp a xg + dx.

El cambio en el 4rea de la superficie S = 6x2 de un cubo cuando las
longitudes de los lados pasan de xq a xy + dx.

El cambio en el 4rea de la superficie lateral S = 77V 72 + h? de un
cono circular recto cuando el radio pasa de ry a g + dry la altura no
se modifica.

El cambio en el volumen V = 7r2h de un cilindro circular recto
cuando el radio pasa de ry a ry + dry la altura no se modifica.

El cambio en el area de la superficie lateral S = 27r7h de un cilindro
circular recto cuando la altura cambia de A a hy + dh y el radio no se
modifica.

licaciones
. El radio de un circulo aumenta de 2.00 a 2.02 m.

a. Estime el cambio en el area resultante.
b. Exprese la estimacion como un porcentaje del area del circulo
original.
. El didmetro de un arbol era de 10 in. Durante el afio siguiente, la cir-
cunferencia aumentd 2 in. ;jAlrededor de cuanto se incrementd el

diametro del arbol? Aproximadamente, ;cuanto crecid el area de la
seccion transversal?
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

Capitulo 3: Derivadas

Estimacion de volumen Estime el volumen del material en un cas-
caron cilindrico con longitud de 30 in, radio de 6 in y grosor de 0.5 in.
D —
. . 0.5 in
o] 1
30 in

Estimacion de la altura de un edificio Un agrimensor se encuen-
tra de pie a 30 ft de la base de un edificio, mide el angulo de ele-
vacion a la parte superior del edificio y éste es de 75°. ;Con qué pre-
cision se debe medir el angulo para que el porcentaje de error en la
estimacion de la altura del edificio sea menor del 4%?

Tolerancia El radio r de un circulo se mide con un error del 2%
cuando mucho. ;Cual es el maximo error porcentual correspondiente
en el calculo de

a. la circunferencia?
b. el area del circulo?

Tolerancia El lado x de un cubo se mide con un error del 0.5
cuando mucho. ;Cudl es el maximo error porcentual correspondiente
en el calculo de

a. el area de la superficie del cubo?
b. el volumen del cubo?

Tolerancia La altura y el radio de un cilindro circular recto son
iguales, asi que el volumen del cilindro es ¥ = 743, El volumen se
calculard con un error no mayor al 1% del valor real. Determine de
forma aproximada el mayor error que puede tolerarse en la medida
de h, expresado como un porcentaje de 4.

Tolerancia

a. ;Con qué precision debe medirse el diametro interior de un
deposito cilindrico de almacenamiento, cuya altura es de 10 m,
para calcular el volumen del depdsito con un error menor al
1% de su valor real?

b. (Con qué precision debe medirse el diametro exterior del de-
posito para calcular la cantidad de pintura que se necesitara para
pintar la parte lateral del depdsito con un error menor al 5% de la
cantidad real?

El diametro de una esfera se mide como 100 = 1 cm y el volumen
se calcula con base en tal medida. Estime el error porcentual en el
calculo del volumen.

Estime el error porcentual permitido al medir el diametro D de una
esfera si el volumen debe calcularse correctamente con una diferencia
no mayor del 3 por ciento.

Efecto de maniobras de vuelo en el corazéon La cantidad de tra-
bajo que realiza la cavidad de bombeo principal del corazon, el ven-
triculo izquierdo, esta dada por la ecuacion

2
w=py+ 20
2g

donde W es el trabajo por unidad de tiempo, P es la presion arterial
promedio, ¥ es el volumen de la sangre bombeada durante una uni-
dad de tiempo, & (“delta”) es la densidad de la sangre, v es la velo-
cidad promedio de la sangre que sale, y g es la aceleracion debida
a la gravedad.

Cuando P, V, § y v permanecen constantes, ' se convierte en
una funcion de g, por lo que la ecuacion toma la forma simplificada

W=a+ g (a, b constantes) .

52.

53.

54

Como miembro del equipo médico de la NASA, usted necesita cono-
cer qué tan sensible es /¥ a cambios aparentes en g causados por ma-
niobras de vuelo, y esto depende del valor inicial de g. Como parte
de sus investigaciones, decide comparar el efecto sobre /' de un cam-
bio dg en la Luna, donde g = 5.2 ft/seg?, con el efecto del mismo
cambio dg que se tendria en la Tierra, donde g = 32 ft/seg?. Utilice la
ecuacion simplificada anterior para determinar la razon de dWpyn,
ad WTierra~

Medicion de la aceleracion debida a la gravedad Cuando la lon-
gitud L del péndulo de un reloj se mantiene constante, controlando
su temperatura, el periodo del péndulo 7" depende de la aceleracion
debida a la gravedad g. Por lo tanto, el periodo variara ligeramente
cuando el reloj se mueva de un lugar a otro de la superficie de la Tie-
rra, dependiendo del cambio de g. Si se hace un seguimiento de A7,
estimamos la variacion en g a partir de la ecuacion T' = 2ar(L/g)1/2
que relaciona 7, gy L.

a. Manteniendo a L constante y a g como la variable independiente,
calcule dT'y utilicela para responder los incisos (b) y (c).

b. Sigaumenta, ;7 aumentard o disminuira? ;El péndulo de un
reloj ird mas rapido o mas lento? Explique.

c. Un reloj con péndulo de 100 cm se mueve de una localidad donde
g = 980 cm/seg? a una nueva localidad. Esto aumenta el periodo
en dT = 0.001 seg. Determine dg y estime el valor de g en la
nueva localidad.

La linealizacién es la mejor aproximacion lineal Suponga que
y = f(x) es diferenciable en x = a y que g(x) = m(x — a) + c es una
funcion lineal en la que m y ¢ son constantes. Si el error E(x) = f{(x)
— g(x) fuera suficientemente pequeio cerca de x = a, podriamos
pensar en utilizar a g como una aproximacion lineal de f en vez de la
linealizacion L(x) = f(a) + f'(a)(x — a). Demuestre que si impone-
mos a g las condiciones

1. E(a) =0 El error de aproximacion es cero en x = a.
2 i E(x) El error es despreciable cuando se
o lim —— = . - o
M x—a compara conx — a

entonces g(x) = f(a) + f'(a)(x — a). Asi, la linealizacion L(x) da
la uinica aproximacion lineal cuyo error es cero en x = a y al mismo
tiempo es despreciable en comparacion con x — a.

La linealizacion, L(x):

y = fla) + fla)x — a)

Alguna otra
aproximacion lineal, g(x):

\ y=mx—a)+c
y=f()€/

(4 fl)

|
|
|
|
|
a

. Aproximaciones cuadraticas

a. Sea Q(x) = by + bi(x — a) + by(x — a)? una aproximacion
cuadratica para f(x) en x = a con las propiedades:

i) O(a) = f(a)
ii) Q'(a) = f'(a)
iii) 0"(a) = f"(a).

Determine los coeficientes by, b; y b;.



b. Determine la aproximacion cuadrética para f(x) = 1/(1 — x)
enx = 0.

. Grafique f(x) = 1/(1 — x) y su aproximacién cuadratica en
x = 0. Luego haga un acercamiento a las dos graficas en el
punto (0, 1). Comente sus observaciones.

. Determine la aproximacion cuadratica para g(x) = 1/xenx = 1.

Grafique g y su aproximacion cuadratica juntas. Comente sus
observaciones.

e. Determine la aproximacion cuadrética para A(x) = V1 + xen

x = 0. Grafique juntas / y su aproximacion cuadratica. Comente
sus observaciones.

f. ;Cuales son las linealizaciones de f, g y 4 en los puntos respec-
tivos de los incisos (b), (d) y (e)?

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA

En los ejercicios 55 a 58, utilice un SAC para estimar la magnitud del error
al utilizar la linealizacion, en vez de la funcion, en el intervalo especifi-
cado /. Siga los siguientes pasos:

55.

56.

57.
58.
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. Trace la funcion f en el intervalo /.

T &

. Determine la linealizacion L de la funcién en el punto a.

o

. Trace juntas 'y L.

(=9

. Grafique el error absoluto | f(x) — L(x)| en el intervalo / y
determine su valor maximo.

e. Con base en su grafica del inciso (d), estime una 6 > 0 tan grande
como pueda que satisfaga

[x —a| <& =

[f(x) = L(x)| <€

parae = 0.5,0.1 y 0.01. Luego verifique de manera grafica para
ver si su estimacion de 6 es valida.

fx) =x>+x*—2x, [-1,2],

_x—1 _3 _1
S0 =i { 4’1}’ )
fx) = B(x = 2),
f(x) = Vx — senx,

a=1

[-2,3],
[0, 27r],

a=2
a=2

Capitulo

10.
11.

12.

Preguntas de repaso

. (Qué es la derivada de una funcion? ;Coémo esta relacionado su do-

minio con el dominio de f? Dé ejemplos.

. (Qué papel desempena la derivada en la definicion de pendientes,

tangentes y tasas de cambio?

. En ocasiones, jcomo puede graficar la derivada de una funcion cuan-

do todo lo que tiene es una tabla de los valores de la funcion?

. (Qué significa que una funcién sea derivable en un intervalo abierto?

;Y enun intervalo cerrado?

. (Como estan relacionadas las derivadas y las derivadas laterales?

. Describa geométricamente cuando una funcion no tiene derivada en

un punto.

. (Coémo esta relacionada la diferenciabilidad de una funcién en un

punto con su continuidad ahi si es que es continua?

. (Qué reglas conoce para calcular derivadas? D¢ algunos ejemplos.

Explique coémo las tres formulas

i — n—1
a - (x") = nx

d _ du
b. dx(cu)fcfdx

d _duy | dup du,
c. dx(u1+u2+~~~+un)— dx+ dx+"'+dx

nos permiten diferenciar cualquier polinomio.

Ademas de las tres formulas listadas en el punto anterior, ;qué formu-
la necesita para derivar funciones racionales?

;Qué es la segunda derivada? ;Qué es la tercera derivada? ;Cuantas
derivadas sabe que tienen las funciones? D¢ algunos ejemplos.

(;Cual es la relacion entre la tasa promedio de cambio y la tasa instan-
tanea de cambio de una funcion? Dé un ejemplo.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

24.

25.

(Como surgen las derivadas en el estudio del movimiento? ;Qué pue-
de aprender acerca del movimiento de un cuerpo a lo largo de una
linea si examina les derivadas de la funcion de posicion del cuerpo?
Dé ejemplos.

(Como surgen las derivadas en economia?

Dé ejemplos de otras aplicaciones de las derivadas.

(Qué tienen que ver los limites lim,—o((sen /)/h) y lim,—o((cos & —
1)/h) con las derivadas de las funciones seno y coseno? ;Cuales son
las derivadas de dichas funciones?

Una vez que usted conoce las derivadas de sen x y cos x, coOmo pue-
de encontrar las derivadas de tan x, cot x, sec x y csc x? ;Cuales son
las derivadas de tales funciones?

(En qué puntos son continuas cada una de estas funciones trigono-
métricas? ;Como lo sabe?

(Cual es la regla para calcular la derivada de una composicion de
dos funciones diferenciables? ;Como se evalia tal derivada? Dé
ejemplos.

Si u es una funcién diferenciable de x, ;como puede determinar
(d/dx)(u") si n es un entero? ;Como lo haria si 7 es un nimero real?
Dé ejemplos.

(Qué es la derivacion implicita? ;Cuando la necesita? Dé ejemplos.
(Como surgen los problemas de tasas relacionadas? Dé ejemplos.

Proponga una estrategia para resolver problemas de tasas relaciona-
das. Ilustre con un ejemplo.

(Cual es la linealizacion L(x) de una funcién f(x) en un punto x = a?
;Qué se le pide a f en a para que la linealizacion exista? ;Como se
utilizan las linealizaciones? Dé ejemplos.

Si x se mueve de @ a un valor cercano a + dx, ;como estima el cam-
bio correspondiente en el valor de una funcion diferenciable f{(x)?
(Como hace una estimacion del cambio relativo? ;Y una estimacion
del cambio porcentual? Dé un ejemplo.
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Capitulo Ejercicios de practica

Derivadas de funciones
Determine las derivadas de las funciones en los ejercicios 1 a 40.

1. y = x> — 0.125x8 + 0.25x 2.y =3—07+ 0.3x

1
3 a2 2 = 7 _
3.y=x —3(x" +7) 4. y 7+ V7 p——1
5.y = (x + 1)2(x* + 2x) 6. y=02x—5)(4—x)"!
2\ 2
7.y = (6> + sech + 1)° 8.y=(—1—CS§0—%)
9. s = Vi 10. s = I
1+ Vi Vi1
_ 2 2 _ 1 2
11. y = 2tan"x — sec”x 12. y = enly  Senx
ol _ 3 (2
13. s = cos* (1 — 21) 14. s = cot (7)
15. s = (sect + tant)’ 16. s = csc> (1 — ¢ + 37)

17. r = V260sen6 18. » = 26V cos 0
19. r = sen V20 20.r=sen<0+ \/0+1)

21. y = %xz csc% 22. y = 2Vxsen Vi
23. y = x " gsec(2x)? 24. y = Vxcse(x + 1)°
25. y = 5cotx? 26. y = x*cot 5x
27. y = x*sen” (2x%) 28. y = x Z2sen® (x)
-
29. 5 = (i) 30.5= L
t+1 15(15¢ — 1)
2 2
31.y:(\/);> 32.y:(i)
1 +x 2V + 1
2
3Boy= [ 34,y =4V + Vx
X
2 2
_ sen 6 _ (1 +send
3= (cos@ - 1) 36. (1 - cos9>
37. y = (2x + )V2x + 1 38. y =20(3x — 4)/43x — 4)71S
9. y=— > 40. = (3 + cos®3x) 1

(5x% + sen 2x)*?

Derivacion implicita

En los ejercicios 41 a 48, determine dy/dx mediante derivacion implicita.

41. xy + 2x + 3y =1 Q2. +xy+)y?—5x=2
43. 8% + a4y — 3P =20 44 5+ 10095 = 15
45. Vxy =1 46. X% =1

2 _ X 5 1 +x
47.y—x+1 48. y° = 1=«

En los ejercicios 49 y 50, determine dp/dq.
49. pP + 4pg — 34> =2 50. g = (5p% + 2p)

En los ejercicios 51 y 52, determine dr/ds.

51. rcos2s + sen’s = 7 5. 2rs —r— s+ 8 =-3

53. Determine d?y/dx? mediante derivacion implicita:
2

a. X +)° =1 b.yZZI—E

54. a. Mediante derivacion implicita de x2 — 2 = 1, demuestre que
dy/dx = x/y.
b. Luego, demuestre que d2y/dx* = —1/y3.
Valores numéricos de derivadas

55. Suponga que las funciones f{(x), g(x) y sus primeras derivadas tienen
los siguientes valoresenx = 0y x = 1.

X fe) g(x) ' 8'®)

0 1 1 -3 1/2
1 3 5 1/2 —4

Determine las primeras derivadas de las siguientes combinaciones en
el valor dado de x.

a. 6f(x) —g(x), x=1

. f(x)
glx) + U

e. g(f(x)), x=0

g fx+g(x), x=0

56. Suponga que la funcién f(x) y su primera derivada tienen los siguien-
tes valoresenx = Oy x = 1.

b. f(x)g(x), x=0
x=1 d. f(gx)), x=0

f. (x + /()2 x=1

X fe) '

0 9 -2
1 -3 1/5

Determine las primeras derivadas de las siguientes combinaciones en
el valor dado de x.

a. Vxf(x), x=1 b. Vf(x), x=0
c. f(Vx), x=1 d. f(I —5tanx), x=10
. % x=0 f. 10sen (%)fz(x), x=1

57. Determine el valor de dy/dtent = 0siy =3 sen2xyx = 2 + .
58. Determine el valor de ds/duenu =2sis =+ 5ty

t = (u®+ 2u)'/3,
59. Determine el valor de dw/dsens = 0siw = sen (— 2) y

r = 8 sen(s + 7/6).

60. Determine el valor de dr/dtent = 0,sir = (02 + 7)!/3y
0% +0=1.

61. Si)’ +y = 2 cos x, determine el valor de d?y/dx?* en el punto (0, 1).
62. Six!/3 + y1/3 = 4, determine d?y/dx? en el punto (8, 8).

Aplicacion de la definicion de derivada
En los ejercicios 63 y 64, determine la derivada usando la definicion.

1
2t + 1

63. f(1) = 64. g(x) =2x> + 1



65.

66.

67.

68.

a. Grafique la funcion

X2, —1=x<0
_2

X7, 0=x=1.

flx) = {

b. ¢La funcion f es continua en x = 0?
c. ¢La funcion f es derivable en x = 0?
Justifique sus respuestas.

a. Grafique la funcion

flx) = {x’

tan x,

-1=x<0
0=x=m/4

b. ¢La funcion f es continua en x = 0?
c. ;La funcion f es derivable en x = 0?
Justifique sus respuestas.

a. Grafique la funcion

X,
fx) = {2 .

b. ¢La funcion f es continua en x = 1?

IA

0=x
1<x=2

¢. ¢La funcion f es derivable en x = 1?
Justifique sus respuestas.
(Para qué valor o valores de la constante m, si existen, la funcion

) = {sen 2x,

mx,

x=0
x>0
a. escontinua enx = 0?
b. es derivable en x = 0?

Justifique sus respuestas.

Pendientes, tangentes y normales

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

Tangentes con pendiente especifica ;Existen puntos en la curva
y = (x/2) + 1/(2x — 4) donde la pendiente sea —3/2? Si es asi,
encuéntrelos.

Tangentes con pendiente especifica ;Existen puntos en la curva
y =x — 1/(2x) donde la pendiente sea 3? Si es asi, encuéntrelos.
Tangentes horizontales Determine los puntos en la curva y = 2x3
— 3x2 — 12x + 20 donde la tangente sea paralela al eje x.

Intersecciones de tangentes con los ejes Determine las intersec-
ciones con el eje x y con el eje y de la recta que es tangente a la curva
y =x3en el punto (—2, —38).

Tangentes perpendiculares o paralelas a rectas Determine los pun-
tos en la curva y = 2x3 — 3x% — 12x + 20 donde la tangente es

a. perpendicularalarectay = 1 — (x/24).

b. paralelaalarectay = — 12x.

Interseccion de tangentes Demuestre que las tangentes a la curva
y = (msenx)/xenx = 7 yenx = — se intersecan en angulos
rectos.

Normales paralelas a una recta Determine los puntos en la curva
y =tanx, —m/2 < x < 7/2, donde la normal es paralela a la recta
y = —x/2. Elabore un bosquejo de la curva y de las normales juntas,
luego rotule cada una con su ecuacion.

Rectas tangentes y rectas normales Determine ecuaciones para la
tangente y la normal a la curvay = 1 + cos x en el punto (7/2, 1).
Elabore un bosquejo de la curva, la tangente y la normal juntas, luego
rotule cada una con su ecuacion.

71.

78.

79.

80.
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Parabola tangente La pardbola y = x2 + C es tangente a la recta
y = x. Determine C.

Pendiente de una tangente Demuestre que la tangente a la curva
y = x3 en cualquier punto (@, a®) corta nuevamente a la curva en un
punto donde la pendiente es cuatro veces la pendiente en (a, a?).
Curva tangente /Para qué valores de ¢ lacurvay = ¢/(x + 1) es
tangente a la recta que pasa por los puntos (0, 3) y (5, —2)?

Normal a una circunferencia Demuestre que la recta normal en
cualquier punto de la circunferencia x> + y2 = a2 pasa por el origen.

En los ejercicios 81 a 86, determine ecuaciones para las rectas tangentes y
normales a la curva en el punto dado.

81.
82.
83.
84.
85.

86.
87.

88.

¥ +22=9 (1,2)
¥ +yr=2 (1,1
xy+2x—5=2, (3,2)

(y—xP=2x+4, (62)
x+ V=6, (41)

FP+ 22 =17, (1,4)

Determine la pendiente a la curva x*y? + 32 = x + y en los puntos
1L, Dy, —10.

La grafica que aparece a continuacion sugiere que la curva

y = sen(x — sen x) podria tener tangentes horizontales en el eje x.
¢ Esto es cierto? Justifique su respuesta.

y = sen (x — sen x)

Analisis de graficas

Cada una de las figuras en los ejercicios 89 y 90 incluye dos graficas:
la grafica de una funcion f(x), junto con la grafica de su derivada f”(x).
(Cual grafica corresponde a cada una? ;Como lo sabe?

89. 90.
Y y
@) ol
17
| | X
-1 0 1
1+
L
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91. Utilice la siguiente informacion para graficar la funcion y = f{(x) para
—l=x=6.
i) La grafica de f esta formada por segmentos de recta unidos por
los extremos.
ii) La grafica inicia en el punto (—1, 2).
iif) La derivada de f, donde esta definida, coincide con la funcién es-
calonada que se muestra a continuacion.

92. Repita el ejercicio 91, pero ahora suponga que la grafica inicia en
(—1,0)ynoen(—1,2).
Los ejercicios 93 y 94 se refieren a las graficas que aparecen a continuacion.
Las graficas del inciso (a) representna los numeros de conejos y zorros en
una pequefia poblacién del Artico, los cuales se grafican como funciones
del tiempo para 200 dias. En un principio, el nimero de conejos aumenta
conforme éstos se reproducen. Pero los zorros se alimentan de conejos, de
manera que cuando el nimero de zorros aumenta, la poblacion de conejos
se estabiliza y luego declina. El inciso (b) presenta la grafica de la derivada
de la poblacion de conejos, obtenida mediante la graficacion de pendientes.
93. a. ;Cual es el valor de la derivada de la poblacion de conejos cuando
el nimero de éstos es maximo? /Y cuando se registra el minimo
numero de conejos?
b. (Cual es el tamaio de la poblacion de conejos cuando su derivada
es la mayor posible? ;Y cuando es la menor posible (negativa)?
94. ;En qué unidades deben medirse las pendientes de las curva de pobla-
cion de conejos y de zorros?

Numero
de conejos
2000
Num. inicial de conejos = 1000
Num. inicial de conejos = 40
(20, 1700)
1000
Niimero
dezorros | | -==7=Sso
0 50 100 150 200
Tiempo (dias)
(a)
+100
50

(o
- N /

0 50 100 150 200
Tiempo (dias)
Derivada de la poblacién de conejos
(®)

Limites trigonométricos
Determine los limites en los ejercicios 95 a 102.

95, lfm —SSNX 96. lfm >X—tan’x
x—0 2x2 — X x—0 2x
sen (sen 6
97. lim 2l 98. h'm¥
r—0 tan2r 6—0 6
99 4tan’0 + tan6 + 1
" o—(m/2) tan?6 + 5
_ 2
100 Jim 1 — 2606
6—0"5cot"0 — 7coth — 8
101. lim ~°0* 102. lim L= 080
x—0 2 — 2cosx 6—0 @2

Muestre como extender las funciones en los ejercicios 103 y 104 para que

sean continuas en el origen.

tan (tan x)
tan x

tan (tan x)

103. g(x) = 104. f(x) =

sen (sen x)

Tasas de cambio relacionadas

105. Cilindro circular recto El area total de la superficie S de un cilin-
dro circular recto esta relacionada con el radio de la base r y la altura
h mediante la ecuacion S = 2712 + 2mrh.

a. (Como se relaciona dS/dt con dr/dt si h es constante?

b. ;Como se relaciona dS/dt con dh/dt si r es constante?

¢. (Como se relaciona dS/dt con dr/dt y dh/dt sini r ni h son
constantes?

d. ;Como se relaciona dr/dt con dh/dt si S es constante?

106. Cono circular recto El area lateral de la superficie S de un cono
circular recto esta relacionada con el radio de la base  y la altura 4
mediante la ecuacion S = 7r\V 12 + h2.

a. (Como se relaciona dS/dr con dr/dt si h es constante?

b. ;Coémo se relaciona dS/dt con dh/dt si r es constante?

¢. (Como se relaciona dS/dt con dr/dt y dh/dt sini r ni h son
constantes?

107. Cambio del 4rea de un circulo El radio de un circulo cambia a
una tasa de —2/7 m/seg. (A qué tasa cambia el drea del circulo
cuando » = 10 m?

108. Cambio en las aristas de un cubo EI volumen de un cubo au-
menta a razon de 1,200 cm?/min en el instante en que sus aristas
tienen una longitud de 20 cm. ;A qué tasa cambian las longitudes
de las aristas en ese instante?

109. Resistores conectados en paralelo Si dos resistores de R y R,
ohms estan conectados en paralelo en un circuito eléctrico para for-
mar una resistencia de R ohms, el valor de R se puede encontrar a
partir de la ecuacion

Si Ry decrece a una tasa de 1 ohm/seg, y R, aumenta a una tasa
de 0.5 ohm/seg, ;a qué tasa cambia R cuando R; = 75 ohms
y Ry, = 50 ohms?



110.

111.

112.

113.

114.

115.

Impedancia en un circuito en serie La impedancia Z (ohms) en
un circuito en serie estd relacionada con la resistencia R (ohms) y
la reactancia x (ohms) mediante la ecuacion Z = VR*> + X>. Si R
aumenta a una razon de 3 ohms/seg y x disminuye a una razon
de 2 ohms/seg, ja qué tasa cambia Z cuando R = 10 ohms y
x = 20 ohms?

Velocidad de una particula en movimiento Las coordenadas de
una particula que se desplaza en el plano xy son funciones diferen-
ciables del tiempo 7 con dx/dt = 10 m/seg y dy/dt = 5 m/seg. {Qué
tan rapido se aleja la particula del origen cuando pasa por el punto
(3, —4)?

Movimiento de una particula Una particula se mueve a lo largo
de la curva y = x3/2 en el primer cuadrante, de tal manera que su
distancia al origen aumenta a razén de 11 unidades por segundo.
Encuentre dx/dt cuando x = 3.

Drenado de un depésito El agua fluye del deposito conico que se
ilustra en la siguiente figura a razon de 5 ft3/min.

a. (Cual es la relacion entre las variables /4 y r en la figura?

b. ;Qué tan rapido baja el nivel del agua cuando # = 6 ft?

Tasa de salida: 5 ft3/min

Carrete giratorio Al tirar de un cable de television enrollado en
un carrete grande para atarlo al poste telefonico a lo largo de una
calle, el carrete se desenrolla en capas de radio constante (véase la
figura). Si el camion que tira del cable se mueve con una rapidez
constante de 6 ft/seg (un poco més de 4 mph), utilice la ecuacion
s = rf para determinar qué tan rapido da vueltas el carrete (en ra-
dianes por segundo) cuando se desenrolla la capa de radio de 1.2 ft.

Movimiento de un faro La figura representa un bote a 1 km de

la costa, la cual se ilumina desde el bote con un faro de busqueda.

La luz da vuelta a una tasa constante de df/dt = —0.6 rad/seg.

a. [Qué tan rapido se mueve la luz a lo largo de la costa cuando
alcanza el punto 4?

b. (Cudntas revoluciones por minuto son 0.6 rad/seg?
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1 km

116. Puntos que se mueven sobre los ejes coordenados Los puntos 4
y B se mueven a lo largo de los ejes x y y, respectivamente, de ma-
nera que la distancia » (en metros) a lo largo de la perpendicular
desde el origen a la recta 4B permanece constante. ;Qué tan rapido
cambia O4? Cuando OB = 2r y B se mueve hacia O a una razén
de 0.3r m/seg, ;qué tan rapido cambia OA4? ;Estard aumentando o
disminuyendo?

Linealizacién
117. Determine la linealizacion de
a. tanxenx = —7/4 b. secxenx = —m/4.
Grafique las curvas junto con su linealizacion.

118. Podemos obtener una aproximacion lineal util de la funcion
f(x) = 1/(1 + tan x) en x = 0 mediante la combinacion de
las aproximaciones

1
1 +x

~1—x y tanx ~ x

para obtener

1

— =1 —x.
1 + tanx x

Demuestre que este resultado es la aproximacion lineal estandar de
1/(1 + tanx)enx = 0.

119. Determine la linealizacion de f(x) = V'1 + x + senx — 0.5enx = 0.

120. Determine la linealizacion de f(x) = 2/(1 —x) + VI + x — 3.1
enx = 0.

Estimacion de cambio mediante diferenciales

121. Area de la superficie de un cono Escriba una formula que per-
mita estimar el cambio que ocurre en el area de la superficie la-
teral de un cono circular recto cuando la altura pasa de hg a hy + dh
y el radio no se modifica.

v={mh
S =mrViZ + h?

(Area de 1a superficie lateral)

122. Control del error

a. (Qué tan precisa debe ser la medida del lado de un cubo para
estar razonablemente seguros de que el calculo del area de la
superficie del cubo tenga un error no mayor del 2%?
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b. Suponga que el lado se mide con la precision requerida en el
inciso (a). ;Con cuanta precision puede calcularse el volumen
del cubo con base en la medida del lado? Para descubrirlo,
estime el error porcentual en el calculo del volumen que podria
resultar al utilizar la medida del lado.

123. Error acumulado Cuando se midio la circunferencia del ecuador

de una esfera, se obtuvieron 10 cm con un posible error de 0.4 cm.
Luego, esta medida se utiliza para calcular el radio. Después, el
radio se usa para calcular el area de la superficie y el volumen

de la esfera. Estime los errores porcentuales en los valores
calculados de

a. el radio.

b. el area de la superficie.

¢. el volumen.

124. Determinacion de una altura Para determinar la altura de un

farol (véase la figura), usted fija un poste de 6 ft a 20 ft del poste
del farol y mide la longitud a de su sombra; encuentra que tal longi-
tud es de 15 ft, mas o menos una pulgada. Calcule la altura del farol
usando el valor a = 15 ft y estime el posible error en el resultado.

=

Capitulo

1. Una ecuacién como sen? 6 + cos? # = 1 se denomina identidad,

ya que se cumple para todos los valores de 6. Una ecuaciéon como
sen & = 0.5 no es una identidad, pues solo se satisface para ciertos
valores de 6, no para todos. Si usted deriva con respecto a § ambos
lados de una identidad trigonométrica en 6, la nueva ecuacion re-
sultante también sera una identidad.

Obtenga las derivadas respectivas para mostrar que las ecua-
ciones resultantes se cumplen para todo 6:

a. sen 260 = 2 sen 6 cos 0
b. cos 26 = cos? 6 — sen? 0

. Si la identidad sen(x + a) = sen x cos @ + cos x sen a se deriva con
respecto a x, ¢la ecuacion resultante también es una identidad? ;Este
principio se aplica a la ecuacion x> — 2x — 8 = 0? Explique.

3. a. Determine valores para las constantes a, b y ¢ que hagan que

f(x) =cosxygx) =a+ bx + cx?
satisfagan las condiciones
J0)=g(0), [(0)=g'©0) y f"(0)=g"0).
b. Determine valores para by ¢ que hagan que
fx)=sen(x +a) y g(x)=bsenx+ ccosx
satisfagan las condiciones
f(0)=¢(0) y f(0)=g'(0)

c. Para los valores determinados de a, b y ¢, ;qué sucede para la
tercera y cuarta derivadas de /'y g en cada uno de incisos (a)

y (b)?

4. Soluciones a ecuaciones diferenciales

a. Demuestre que y = senx,y = cosxyy = acosx + b senx
(con a y b constantes) satisfacen la ecuacion

y'+y=0.

Ejercicios adicionales y avanzados

b. (Como modificaria las funciones en el inciso (a) para que
satisfagan la ecuacion

Y+ 4y =02

Generalice el resultado.

5. Un circulo osculador Encuentre los valores de 4, k' y a que hacen

que el circulo (x — k)2 + (v — k)*> = a? sea tangente a la parabola
y =x%+ 1 enel punto (1, 2); y que también hagan que las segundas
derivadas d?y/dx? tengan el mismo valor en ambas curvas en ese pun-
to. Circulos como éste, que son tangentes a una curva y tienen la
misma segunda derivada que la curva en el punto de tangencia, se lla-
man circulos osculadores (del latin osculari, que significa “besar”).
Nos referiremos a ellos nuevamente en el capitulo 13.

. Ingreso marginal Un autobus tiene capacidad para 60 personas.

El nimero x de personas por viaje que acostumbra transportar el auto-
bus esta relacionado con el pasaje (p dolares), de acuerdo con la ley
p = [3 — (x/40)]% Escriba una expresion para el ingreso total 7(x)
por viaje que recibe la empresa de autobuses. ;Qué numero de per-
sonas por viaje hara que el ingreso marginal dr/dx sea igual a cero?
(Cual es el precio del pasaje correspondiente? (Este precio es el que
maximiza el ingreso, de manera que quiza la empresa de autobuses
deba revisar su politica de precios).

7. Produccion industrial

a. Los economistas suelen usar la expresion “tasa de crecimiento”
en términos relativos y no en términos absolutos. Por ejemplo,
sea u = f(f) el namero de personas en la fuerza laboral en el
tiempo ¢ en una industria determinada. (Tratamos esta funcion
como si fuera diferenciable, a pesar de que es una funcion
escalonada con valores enteros).

Sea v = g(?) el promedio de produccion por persona en la
fuerza de trabajo en el instante ¢. Entonces, la produccion total
es y = uv. Si la fuerza laboral crece a razon del 4% por afio
(du/dt = 0.04u) y la produccion por trabajador aumenta a razén
del 5% por afo (dv/dt = 0.05v), determine la tasa de creci-
miento de la produccion total y.



9. Pisa en paracaidas

b. Suponga que la fuerza laboral en el inciso a) decrece a razon del
2% anual, mientras que la produccion por persona aumenta a
razon del 3% anual. jLa produccion total aumenta o disminuye,
y a qué razon?

8. Diseilo de una gondola El disefiador de un globo esférico de aire

caliente que mide 30 ft de didametro quiere colgar la goéndola (ca-
nastilla) a 8 ft debajo de la parte inferior del globo utilizando cables
tangentes a la superficie del globo, como se ilustra en la figura. Se
representan dos cables que van de las aristas superiores de la gondola
a sus puntos de tangencia, (12, —9) y (12, —9). ;Qué ancho debe
tener la géndola?

x4y =225

(-12,-9)

Cables de
suspension
Goéndola

—| |<— Ancho

NO ESTA A ESCALA

La fotografia muestra el salto con paracaidas
que Mike McCarthy realiz6 desde la parte superior de la Torre de Pisa
el 5 de agosto de 1988. Elabore un dibujo para mostrar la forma de
la grafica de su rapidez durante el salto.

El londinense Mike McCarthy salt6 desde la Torre de Pisa y después
abrio su paracaidas. McCarthy califico el salto, realizado desde una
altura de 179 ft, como el récord mundial de salto en paracaidas mas
bajo. (Fuente: Boston Globe, 6 de agosto de 1988).

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Movimientos de una particula La posicion en el tiempo # = 0 de
una particula que se desplaza a lo largo de una recta coordenada es

s = 10cos(t + m/4).

a. (Cual es la posicion inicial de la particula (r = 0)?

b. (Cuales son los puntos mas lejanos a la izquierda y a la derecha
del origen que alcanza la particula?

c. Encuentre la velocidad y la aceleracion de la particula en los
puntos del inciso (b).

d. ;Cuando alcanza la particula el origen por primera vez? En ese
momento, ;cuales son su velocidad, su rapidez y su aceleracion?

Disparo de un clip En la Tierra, usted facilmente puede disparar
un clip 64 ft hacia arriba con una liga. El clip, # segundos después del
disparo, estd a s = 64¢ — 16> ft arriba de su mano.

a. /Cuanto tiempo tarda el clip en alcanzar su maxima altura? ;Con
qué velocidad deja la mano que lo lanza?

b. En la Luna, la misma aceleracion mandaria el clip a una altura
de s = 64t — 2.6¢2 ft en ¢ segundos. ;Mds 0 menos cuanto tiempo
tarda el clip en alcanzar su altura maxima y qué tan alto llegaria?

Velocidades de dos particulas En el tiempo ¢ segundos, las posi-
ciones de dos particulas en una recta coordenada son s; = 38 — 122
+ 18t + 5 metros y s> = —£ + 922 — 12¢ metros. ;Cuéando tienen las
dos particulas la misma velocidad?

Velocidad de una particula Una particula de masa constante m se
desplaza a lo largo del eje x. Su velocidad v y su posicion x satisfacen
la ecuacion

1 1
Em(vz —vp?) = Ek(xo2 -7,

donde £, vy y x¢ son constantes. Demuestre que siempre que v # 0,

dv _
mo = kx.

Velocidad promedio e instantanea

a. Demuestre que si la posicion x de un punto en movimiento esta
dada por funcion cuadratica de ¢, x = At2 + Bt + C, entonces la
velocidad promedio en cualquier intervalo de tiempo [71, #,] es
igual a la velocidad instantanea en el punto medio del intervalo
de tiempo.

b. (Cual es el significado geométrico del resultado que obtuvo en el
inciso (a)?

Determine todos los valores de las constantes m y b para los que la

funciéon
_ {senx, x <
Y mx +b, x=1
es
a. continua enx = .
b. derivable en x = 7.
¢;La funcion
1 — cosx
_ X , x#0
flx) =
0, x=0

tiene derivada en x = 0? Explique.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
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25.
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a. /Para qué valoresde ay b

ax, x <2
ax> —bx +3, x=2

fx) = {

sera diferenciable para todos los valores de x?
b. Analice la geometria de la grafica resultante de f.

a. /Para qué valoresde ay b

) = ax + b, x= -1
EW T el +x+2b, x> -1

sera derivable para todos los valores de x?
b. Analice la geometria de la grafica resultante de g.

Funciones diferenciables impares ;Existe algo especial acerca
de la derivada con respecto a x de una funcion derivable impar? Justi-
fique su respuesta.

Funciones diferenciables pares ;Existe algo especial acerca de la
derivada con respecto a x de una funcién derivable par? Justifique su
respuesta.

Suponga que las funciones f y g se definen en todo un intervalo
abierto que contiene al punto xy, que f es derivable en xy, que f(xo) =
0, y que g es continua en xy. Demuestre que el producto fg es deri-
vable en x,. Por ejemplo, este proceso muestra que aunque
|x| no es derivable en x = 0, el producto x|x| si es derivable
enx = 0.

(Continuacion del ejercicio 21) Utilice el resultado del ejercicio
21 para demostrar que las siguientes funciones son derivables en
x=0.

a. |x|senx

d. hx) = {

c. \3/);(1 — COS X)
x*sen(1/x), x#0
0, x=20

(La derivada de

b. x*?senx

2
h(x) = {)(; sen (1/x), ;ci g

es continua en x = 0? ;La derivada de k(x) = xA(x) lo es? Justifique
sus respuestas.

Suponga que una funcion f satisface las siguientes condiciones para
todos los valores reales de x y y.

) flx +y) = fx) f(»).
ii) f(x) = 1 + xg(x), donde lim,—y g(x) = 1.

Demuestre que la derivada f”(x) existe en todo valor de x y que

) = f).

La regla generalizada del producto Utilice induccion matema-
tica para probar que si y = wuju; ... u, es un producto de un namero
finito de funciones derivables, entonces y es derivable en su dominio
comun y

dy  duy duy du,
— = Wy gy Fouyg—— Uy o un Uy ——.
dx dx

dx ~ dx

26.

27.

28.

Regla de Leibniz para derivadas de orden superior de un producto
La regla de Leibniz para derivadas de orden superior de un producto
de funciones derivables establece que

d*(uv 2 2
a. (z)zdfl;v+2@dfv+udfg.
dx dx dx dx dx
d(uv) _du du dv du d*v v
b. 3 —7311'1‘372* 5 tu—3.
dx dx dx? dx dx dx
o P dw o dudy
M dxn dX" v n dx"*] d
N nn—=1)-(n—k+ 1) gk, g%
k! X"k dk
d"v
+ot )
“ dx"

Las ecuaciones en los incisos (a) y (b) son casos especiales de la
ecuacion en el inciso (c). Deduzca la ecuacion del inciso (c)
mediante induccion matematica; para ello, utilice

) ()
k k+1) Km-k  (k+ DWm—k— 1

El periodo de un reloj de péndulo El periodo 7' de un reloj de
péndulo (el tiempo para dar una oscilacion completa) se determina
mediante la formula 72 = 472L/g, donde T se mide en segundos,
g = 32.2 ft/seg?, y L (la longitud del péndulo) se mide en ft. Deter-
mine de forma aproximada,

a. la longitud del péndulo del reloj cuyo periodo es 7 = 1 seg.
b. el cambio dT en T si el péndulo del inciso (a) se alarga 0.01 ft.

c. el tiempo que el reloj se adelanta o retrasa en un dia como
resultado del cambio del periodo por la cantidad d7 encontrada
en el inciso (b).

Cubo de hielo que se derrite Suponga que un cubo de hielo man-
tiene su forma cubica cuando se derrite. Denominamos s a la longitud
de su lado, de manera que su volumen es V' = s3 y el area de su super-
ficie es 6s2. Suponga que ¥y s son funciones derivables del tiempo ¢.
También suponga que el volumen del cubo disminuye a una tasa pro-
porcional al area de su superficie. (Esta ultima suposicion parece bas-
tante razonable cuando pensamos que el hielo se derrite en la superfi-
cie: al cambiar la cantidad de superficie se modifica la cantidad de
hielo expuesto para derretirse). En términos matematicos,

& _

(e
0 k(6s7),

k> 0.

El signo menos significa que el volumen disminuye. Suponemos que
el factor de proporcionalidad & es constante. (Probablemente dependa
de cuestiones tales como la humedad relativa del aire y la incidencia o
ausencia de luz solar, por citar unas cuantas). Suponga que hay un
conjunto particular de condiciones por las que el cubo pierde 1/4 de
su volumen durante la primera hora y que el volumen es Vj cuando
t = 0. ;Cuanto tardara en derretirse el cubo de hielo?
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Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica

Médulos de Mathematica/Maple:

Convergencia de pendientes de secantes a la funcion derivada

Visualizara la recta secante entre puntos consecutivos en una curva y lo que sucede cuando la distancia entre ellos se hace pequeiia. La funcion, los puntos
de muestra y las rectas secantes se grafican en una sola grafica, mientras que una segunda grafica compara las pendientes de las rectas secantes con la
funcion derivada.

Derivadas, pendientes, rectas tangentes y animacion

Partes I-111. Visualizara la derivada en un punto, la linealizacion de una funcion y la derivada de una funcion. Aprendera como trazar la funcion y las
tangentes seleccionadas en la misma grafica.

Parte IV (Trazo de muchas tangentes)

Parte V (Animacion). Las partes IV y V del modulo pueden utilizarse para realizar animacion con rectas tangentes que se mueven a lo largo de la grafica
de una funcion.

Convergencia de las pendientes de las secantes a la funcion derivada
Visualizara las derivadas laterales, por la derecha y por la izquierda.

Movimiento a lo largo de una linea recta: Posicion — Velocidad — Aceleracion
Observe espectaculares imagenes animadas de las relaciones entre las funciones de posicion, velocidad y aceleracion. Las figuras en el texto se pueden
animar.



APLICACIONES DE
LAS DERIVADAS

INTRODUCCION  En este capitulo utilizamos las derivadas para determinar valores extremos
de funciones, para determinar y analizar las formas de las graficas, y para determinar numé-
ricamente donde una funcion es igual a cero. También presentamos la idea de recuperar una
funcioén a partir de su derivada. La clave para muchas de esas aplicaciones es el teorema del
valor medio, que prepara el terreno para el calculo integral en el capitulo 5.

4 1 | Valores extremos de funciones
o

y =senx
y = cosx

wly
©ly

—1F

FIGURA 4.1 Extremos absolutos para las
funciones seno y coseno en [—/2, 7/2].
Estos valores pueden depender del dominio
de una funcion.
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Esta seccion muestra como localizar e identificar valores extremos (maximo o minimo) de una
funcion con base en su derivada. Una vez que logremos hacer esto, resolveremos una variedad
de problemas en los que determinaremos la mejor forma de hacer algo en una situacion dada
(véase la seccion 4.5). La determinacion de valores maximo y minimo es una de las aplica-
ciones mas importantes de la derivada.

DEFINICIONES Sea f'una funcién con dominio D. Entonces ftiene un valor ma-
ximo absoluto sobre D en un punto c, si

fx) = f(e) para toda x en D
y un valor minimo absoluto sobre D en c, si

fx) = f(o) para toda x en D.

Los valores maximo y minimo se denominan valores extremos de la funcion f. Los maxi-
mos y minimos absolutos también se denominan maximos y minimos absolutos (o globales).

Por ejemplo, en el intervalo cerrado [—/2, 7/2], la funcidén f(x) = cos x toma un va-
lor méximo absoluto de 1 (una vez) y un valor minimo absoluto de 0 (dos veces). En el mis-
mo intervalo, la funciéon g(x) = sen x toma un valor maximo de 1 y un valor minimo de —1
(figura 4.1).

Las funciones con la misma regla o formula de definicién pueden tener diferentes ex-
tremos (valores maximo o minimo) dependiendo del dominio. Veremos esto en el siguiente
ejemplo.
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EJEMPLO 1 Los extremos absolutos de las siguientes funciones en sus dominios se ob-
servan en la figura 4.2. Observe que una funcién podria no tener maximo o minimo si el
dominio es no acotado o no contiene a los puntos extremos del intervalo.

Regla de la funciéon ~ Dominio D Extremos absolutos en D
(a) y = x? (=00, ) No hay maximo absoluto.
Minimo absoluto de 0 en x = 0.
(b) y = x? [0, 2] Maximo absoluto de 4 en x = 2.
Minimo absoluto de 0 en x = 0.
(¢) y =x2 (0, 2] Maximo absoluto de 4 en x = 2.
No hay minimo absoluto.
d) y =x? 0,2) No hay extremos absolutos. -
y=x2y y=2 y=2 y=xy
D = (-, ) D =10,2] D =(0,2] D =1(0,2)
L X 1 X L X 1 X
2 2 2 2
a) s6lo min. abs. b) max. abs. y min. abs. ¢) s6lo méx. abs. d) ni max. ni min.
FIGURA 4.2  Graficas del ejemplo 1.
BIOGRAFIA HISTORICA Algunas de las funciones en el ejemplo 1 no tuvieron valores maximos o minimos. El si-

guiente teorema afirma que una funcidon que es continua en todo punto de un intervalo cerrado
[a, b] tiene un valor maximo absoluto y un valor minimo absoluto en el intervalo. Cuando
graficamos una funcion, buscamos estos valores extremos.

Daniel Bernoulli
(1700-1789)

TEOREMA 1: Teorema de los valores extremos  Si f es continua en un inter-
valo cerrado [a, b], entonces f tiene tanto un valor maximo absoluto M como
un valor minimo absoluto m en [a, b]. Esto es, existen numeros x; y x; en [a, b]
con f(x1) = m, f(x) = My m = f(x) = M para cualquier otro x en [a, b].

La demostracion del teorema de los valores extremos requiere de un conocimiento detalla-
do del sistema de los numeros reales (véase el apéndice 6), por lo que no la veremos aqui. La
figura 4.3 ilustra posibles ubicaciones para los extremos absolutos de una funcion continua en
un intervalo cerrado [, b]. Como observamos para la funcién y = cos x, es posible que un mi-
nimo absoluto (o méaximo absoluto) pueda ocurrir en dos o mas puntos diferentes del intervalo.

Los requerimientos del teorema 1 de que el intervalo sea cerrado y finito, asi como de que
la funcién sea continua, son los ingredientes clave. Sin ellos, la conclusion del teorema no
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No hay valor maximo
AN

y=x
0=x<l1

= X
AN 1
Valor minimo
FIGURA 4.4
discontinuidad puede evitar que una funcion

(=]

Incluso un solo punto de

tenga valor maximo o minimo en un intervalo
cerrado. La funcién

_ {x, 0=x<1
770, x=1
es continua en todo punto de [0, 1], excepto

en x = 1; sin embargo, la grafica en [0, 1]
no tiene punto maximo.

Capitulo 4: Aplicaciones de las derivadas

(2, M)
I
PNy =0 ,
:M | y :ﬂx)
M
! |
! |
I I xl 1 I X L m o
a Xy | b a b
| Maiximo y minimo en los
extremos del intervalo.
(xy, m)
Maéximo y minimo en
puntos interiores.
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
| i
X I : I X
a Xy b a X b

Méximo en punto interior,
minimo en un extremo.

Minimo en un punto interior,
maximo en un extremo.
FIGURA 4.3  Algunas posibilidades para el maximo y el minimo de una funcion
continua en un intervalo cerrado [a, b].

necesariamente se cumple. El ejemplo 1 muestra que un valor extremo absoluto podria no exis-
tir si el intervalo no es cerrado, o bien, no es finito. La figura 4.4 indica que no es posible omitir
el requisito de continuidad.

Valores extremos locales (relativos)

La figura 4.5 muestra una grafica con cinco puntos, donde la funcidn tiene valores extremos en
su dominio [a, b]. El minimo absoluto ocurre en a aunque en e el valor de la funcion es menor
que cualquier otro punto cercano. La curva crece del lado izquierdo de ¢ y decrece del lado
derecho de ¢, por 1o que f(c) es un maximo local. La funcion alcanza su maximo absoluto en d.
Ahora definiremos lo que significa un extremo local.

DEFINICIONES  Una funcidn tiene un valor maximo local en un punto ¢ en su
dominio D si f(x) = f(c) para toda x € D que esta dentro de algun intervalo abierto
que contenga a c.

Una funcion tiene un valor minimo local en un punto ¢ en su dominio D si f(x) =
f(c) para toda x € D que esta dentro de algun intervalo abierto que contenga a c.

Si el dominio de f es el intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene un maximo local en el punto
extremo x = a, si f(x) = f(a) para toda x en algln intervalo semiabierto [a, a + §), § > 0.
Asimismo, tiene un maximo local en un punto interior x = ¢, si f(x) =< f{(c) para toda x en algiin
intervalo abierto (¢ — &, ¢ + 8), 6 > 0; ademas, tiene un maximo local en el punto extremo
x = b si f(x) = f(b) para toda x en alglin intervalo semiabierto (b — 8, b], & > 0. Las desigual-
dades se invierten para valores minimos locales. En la figura 4.5 la funcion tiene maximos
locales en ¢ y d, asi como minimos locales en a, e y b. Los extremos locales también se cono-
cen como extremos relativos. Algunas funciones pueden tener un numero infinito de extremos
locales, incluso en un intervalo finito. Un ejemplo es la funcion f(x) = sen(1/x) en el intervalo
(0, 1]. (Esta funcion se grafica en la figura 2.40).



Valor méximo local

| y = fx)
|
|
| \
J | I
I | I
\ | \
\ | \
\ | \
[ | [
. I | . I
Pendientes | Pendientes
de secantes = 0 : de secantes = 0
(nunca negativa) : (nunca positiva)
i | i
I | I
L ! L X
X c X

FIGURA 4.6 Una curva con un valor maxi-
mo local. La pendiente en ¢, simultaneamente
el limite de nimeros no positivos y de niime-
ros no negativos, es cero.
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Maiximo absoluto
No hay valor mayor de f.

Miximo local También es un maximo local.

No hay valor mayor
de fcerca de €l.

Minimo local
Cerca de €l no existe
valor menor de f.

Minimo absoluto
No hay valor menor
de f. También es un |

Py [
minimo local. |
L

a c e

I Cerca de €l no existe
I
| valor menor de f.

I I
d b

[

[ [
[ [
[ [
[ [
} ‘ Minimo local }
[ [
[ [
[ [
I I

FIGURA 4.5 Coémo identificar tipos de maximos y minimos para una funcién con dominio

a=x=bh.

Un maximo absoluto también es un maximo local. Al ser el mayor valor global, también
es el mayor valor en sus inmediaciones. Por ello, una lista de todos los mdximos locales de
manera automdtica incluira al maximo absoluto, si es que existe. De forma analoga, una lista
de todos los minimos locales incluird al minimo absoluto, si es que existe.

Determinacion de extremos

El siguiente teorema explica por qué por lo regular sdlo necesitamos investigar unos cuantos
valores para determinar los extremos de una funcion.

TEOREMA 2: Teorema de la primera derivada para valores extremos locales Si f
tiene un valor maximo local o un minimo local en un punto interior ¢ de su dominio,
y si f' esta definida en ¢, entonces

() = 0.

Prueba  Para probar que f”'(c) es cero en un extremo local, primero demostramos que f”(c)
no puede ser positiva y luego que f”(c) no puede ser negativa. El tinico numero que no es posi-
tivo ni negativo es cero, asi que f"'(c) debe ser cero.

Para comenzar, suponga que f tiene un valor maximo local en x = ¢ (figura 4.6), por lo
que f(x) — f(c) = 0 para todos los valores de x suficientemente cercanos a ¢. Como c¢ es un
punto interior del dominio de f, f'(c) esta definida por el limite

- f&x) = fle)
m-——=;".

li —
Moy —¢

Esto significa que los limites laterales existen en x = ¢ y son iguales a f”(c). Cuando exami-
namos estos limites por separado, encontramos que

W = fe) _

+ X —cC

Puesto que (x — ¢) > 0

flle) =1l y f(x) = f(e) (1)

xX—>c
De forma analoga,

Puesto que (x — ¢) < 0

G (O y 1) = f(e) @

"(e) = 1i —
f (C) e X C
Juntas, las ecuaciones (1) y (2) implican que f'(c) = 0.
Esto prueba el teorema para valores maximos locales. Para demostrar el teorema para
valores minimos locales, basta con utilizar f(x) = f(c), lo cual invierte las desigualdades
de las ecuaciones (1) y (2). [ |
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(b)
FIGURA 4.7 Puntos criticos sin valores
extremos. (a) y’ = 3x2esOenx = 0,

pero y = x3 no tiene extremos alli.
(b) " = (1/3)x2/3 no est4 definida en

x = 0, pero y = x!/3 no tiene extremos alli.

El teorema 2 establece que la primera derivada de una funcion siempre es cero en un punto
interior donde la funcion tiene un valor extremo local y la derivada esta definida. Por ello, los
unicos lugares donde la funcion f posiblemente tiene un valor extremo (local o global) son
1. puntos interiores donde /" = 0,

2. puntos interiores donde f” no esta definida,

3. los puntos extremos del dominio de f.

La siguiente definicion nos ayuda a resumir.

DEFINICION ~ Un punto interior del dominio de una funcién f donde f” es cero o
no esta definida es un punto critico de f.

Asi, los unicos puntos del dominio donde la funcion puede tener valores extremos son los pun-
tos criticos y los puntos extremos del intervalo. Sin embargo, tenga cuidado de no malinter-
pretar lo que se dice aqui. Una funcién puede tener un punto critico en x = ¢ sin tener un valor
extremo local ahi. Por ejemplo, las dos funciones y = x3 y y = x!/3 tienen puntos criticos en
el origen y ahi tienen un valor de cero, pero cada funcion es positiva a la derecha del origen y
negativa a la izquierda. En consecuencia, ninguna de las funciones tiene un valor extremo local
en el origen. En vez de ello, cada funcion tiene un punto de inflexion ahi (véase la figura 4.7).
Definimos y analizamos los puntos de inflexion en la seccion 4.4.

La mayoria de los problemas referentes a valores extremos piden determinar los extremos
absolutos de una funcion continua en un intervalo cerrado y finito. El teorema 1 nos asegura
que tales valores existen; el teorema 2 nos indica que €stos se presentan solo en puntos criticos
o en los extremos del intervalo. Con frecuencia, es posible listar tales puntos y calcular los va-
lores correspondientes de la funcion para determinar cuéles son los valores maximo y minimo,
y localizar donde estan. Por supuesto, hemos visto que si el intervalo no es cerrado o no es
finito (tal como a < x < b, 0 bien, a < x < ), los extremos absolutos no necesariamente exis-
ten. Si existe un valor maximo o minimo absoluto, debe presentarse en un punto critico o en
un extremo del lado derecho o izquierdo del intervalo.

Como determinar los extremos absolutos de una funcion continua f en un
intervalo cerrado finito

1. Evaltie /" en todos los puntos criticos y en los puntos extremos del intervalo.
2. Tome el mayor y el menor de tales valores.

EJEMPLO 2 Determine los valores maximo y minimo absolutos de f(x) = x2en [—2, 1].

Solucion  La funcidn es derivable en todo su dominio, asi que el tnico punto critico es donde
f'(x) = 2x = 0, es decir, x = 0. Necesitamos verificar los valores de la funcion en x = 0 y en
los puntos extremos del intervalox = =2y x = 1:

Valor en el punto critico: f(0)=0

Valores en los extremos del intervalo:  f(—2) =4

f)=1

La funcion tiene un valor maximo absoluto de 4 en x = —2 y un valor minimo absoluto de 0
enx = 0. [ |
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i

-2,-32
23 |

FIGURA 4.8 Los valores extremos de
g(f) = 8t — t*en [—2, 1] (¢jemplo 3).

y
y= B, 2<=x<3
Maiximo absoluto;
Maiximo también es maximo local
local 2

I I I I I x
-2 -1 0 1 2 3

Minimo absoluto;

también es minimo local
FIGURA 4.9 Los valores extremos de
f(x) = x*/3 en [—2, 3] aparecen en x = 0
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EJEMPLO 3 Determine los valores maximo y minimo absolutos de g(f) = 8 — t* en
[-2,1].

Solucion  La funcién es derivable en todo su dominio, por lo que los tnicos puntos criti-
cos se presentan donde g’'(7) = 0. Al resolver esta ecuacion, se obtiene

8—47=0 o t=V2>1,

un punto fuera del dominio dado. Por lo tanto, los extremos absolutos de la funcién se presen-
tan en los puntos extremos, g(—2) = —32 (minimo absoluto) y g(1) = 7 (maximo absoluto).
Véase la figura 4.8. [ |

EJEMPLO 4  Determine los valores maximo y minimo absolutos de f(x) = x2/3 en el inter-
valo [—2, 3].

Solucion  Evaluamos la funcion en los puntos criticos y en los extremos, luego tomamos
el mayor y el menor de los valores resultantes.
La primera derivada

2

3V

fi0) =3x8 =

no tiene ceros, pero no esta definida en el punto interior x = 0. Los valores de f en este punto
critico y en los extremos del intervalo son
Valor en el punto critico: f(0)=0

Valores en los puntos extremos:  f(—2) = (—2)%3 = V4
f3) = BPP = V5.

Con base en esta lista, observamos que el valor maximo absoluto de la funcion es % ~ 2.08,
y se presenta en el extremo derecho x = 3. El valor minimo absoluto es 0 y se presenta en

y x = 3 (ejemplo 4). el punto interior x = 0 donde la grafica tiene un “pico” (figura 4.9). [

Ejercicios 4.1
Determinacion de extremos con base en las graficas 3.y 4. y
En los ejercicios 1 a 6 y con base en la grafica, determine si la funcion .
tiene valores extremos absolutos en [a, b]. Luego explique por qué su res- y=f»
puesta es congruente con el teorema 1.

1. y 2- y
y = h(x) y = fx)
| | | X | | | x
0 a c b 0 a c b
| | | | x | | | x
0 a ¢, ¢ b a c b
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5 y 6- y
= g(x)
s . v =g
1 ! 1 x ! ! I X
0 a c b 0 a c b

En los ejercicios 7 a 10, determine los valores extremos absolutos y en
donde se presentan.

[
[
=

En los ejercicios 11 a 14, relacione cada tabla con una grafica.

11. 12.
x f'® x ')
a 0 a 0
b 0 b 0
c 5 c =5
13. 14.
x J'® x F'®)
a no existe a no existe
b 0 b no existe
c -2 c -1.7
\/\\ |
[ |
| [ [
I [ | [
a b ¢ a b ¢ \
(a) (b)

]
[N p—
S
[
Q
S b=

© (d)

En los ejercicios 15 a 20, grafique cada funcién y determine si la funcion
tiene valores extremos absolutos en su dominio. Explique por qué su res-
puesta es congruente con el teorema 1.

15. fx) = x|, -1 <x<2

16. y = , —l<x<l1
Y X+ 2
—X 0=x<1
17. = ?
7- 8 {x—l, l=x=2
1
5 -1=x<0
18. A(x) =

x, 0=x=4

19. y =3senx, 0<x<2mw

x+1, —-1=

=
A

oy <@

20. f(x) =

=
I

CoS X, 0=

Extremos absolutos en intervalos cerrados finitos

En los ejercicios 21 a 36, determine los valores maximo y minimo absolu-
tos de cada funcion en el intervalo indicado. Luego grafique la funcion.
Identifique los puntos de la grafica donde se alcanzan los extremos abso-
lutos e incluya sus coordenadas.

21.f(x):§x*5, —2=x=3
22, fx) =—x—4, 4=x=1
23, fx)=x>—1, -1=x=2

24, fx) =4—x*, -3=x=1

25, Fx) = — =, 05=x=2
X
26. F(x) =—%, -2 =x=-1

27. h(x) = Vx, —1=x=38
28. h(x) = =333, —1=x=1

29. glx) = V4 —x3, —2=x=1

30. gx) = -V5-+, -Vi=x=0
31. f(6) = sen, —gs()s%”

32. f(6) = tan®, fgsas%

33. g(x) = cscx, %sxs%"

34. g(x) = secx, —%sxs%

5. f=2—1t], -1=t=3

36. f(r) =|t—=5|, 4=t=7

En los ejercicios 37 a 40, determine los valores maximo y minimo absolu-
tos y diga donde se alcanzan.

37. f(x) =x*"3, —1=x=38

38. f(x) = PP —1=x=<38

39. g(0) =605, -32=0=1

40. h(0) = 36*3, —27=06=38



Determinacion de puntos criticos
En los ejercicios 41 a 48, determine todos los puntos criticos para cada
funcion.

41, y=x* —6x + 7
43. f(x) = x(4 — x)

42. f(x) = 6x> — ¥

44. g(x) = (x — 1)*(x — 3)
xz
46. f(x) =

47. y = ¥® — 32Vx 48. g(x) = V2x — &

Determinacion de valores extremos
En los ejercicios 49 a 58, determine los valores extremos (absolutos y lo-
cales) de la funcion, luego indique donde se alcanzan.

49. y=2x>— 8 +9 50. y=x'—2x + 4
51 y=x+x>— 8 + 5 52. y = X’(x — 5)?
53. 3=V -1 54. y = x — 4Vx

1
55, y= ——— 56. y = V3 4+ 2x — &%
V= 2
X x+ 1

57. y = 58. y=———"—

7 x4+ 1 7 X+ 2+ 2
Extremos locales y puntos criticos
En los ejercicios 59 a 66, determine los puntos criticos, los extremos del

dominio y los valores extremos (absolutos y locales) para cada funcion.
59. y = x2/3(x +2) 60. y = P2 - 4)

61. y = x\V4 — x? 62. y=x*V3—x

45.y=x2+%

4 —2x, x=1 3—x x <0
63. y = ? 64. y = ’
Y {x+1, x> 1 7 {3+2x—x2,x20
65 _{—x2—2x+4, x=1
- x>+ 6x—4, x>1
—%xz—%x-i-l?s, x=1
66. V =
X — 6x2 + 8x, x> 1

En los ejercicios 67 y 68, justifique sus respuestas.
67. Sea f(x) = (x — 2)?/3.
a. (Existe f'(2)?
b. Demuestre que el unico valor extremo local de f* se alcanza en
x=2.
c. ¢(Elresultado del inciso (b) contradice el teorema de los valores
extremos?
d. Repita los incisos (a) y (b) para f(x) = (x — a)*/3, pero
remplace 2 porx = a.
68. Sea f(x) = x> — 9x].
a. ;Existe f'(0)?
b. (Existe /'(3)?
c. (Existe f'(—3)?
d. Determine todos los valores extremos de f.

Teoria y ejemplos

69. Un minimo sin derivada La funcién f(x) = |x| tiene un valor mi-
nimo absoluto en x = 0, aunque f no es derivable en x = 0. /Es esto
congruente con el teorema 2? Justifique su respuesta.

70. Funciones pares Siuna funcion par f(x) tiene un valor maximo lo-
cal en x = ¢, jse puede decir algo acerca del valor de f enx = —¢?
Justifique su respuesta.

71. Funciones impares Si una funcion impar g(x) tiene un valor mi-
nimo local en x = ¢, jse puede decir algo acerca del valor de g en
x = —c? Justifique su respuesta.
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72. Sabemos como encontrar los valores extremos de una funcién con-
tinua f(x) investigando sus valores en los puntos criticos y en los ex-
tremos del intervalo. Pero, ;qué ocurre si no hay puntos criticos o
extremos? ;Qué sucede entonces? ;Existen realmente tales funcio-
nes? Justifique sus respuestas

73. La funcion

V(x) = x(10 — 2x)(16 — 2x), 0<x<35,
modela el volumen de una caja.

a. Determine los valores extremos de V.
b. Interprete los valores determinados en el inciso (a) en términos
del volumen de la caja.

74. Funciones cubicas Considere la funcion cubica
f(x) = ax® + bx* + cx + d.

a. Demuestre que f puede tener 0, 1 y 2 puntos criticos. Dé ejemplos
y graficas que respalden su argumento.
b. (Cuantos valores extremos locales puede tener f?

75. Altura maxima de un cuerpo que se desplaza verticalmente
La altura de un cuerpo que se desplaza verticalmente esta dada por

S=_%g12+vol+s(), g>0,

con s en metros y ¢ en segundos. Determine la altura maxima del
cuerpo.

76. Pico de la corriente alterna Suponga que en cualquier tiempo 7 (en
segundos) la corriente i (en amperes) en un circuito de corriente al-
ternaes i = 2 cos ¢ + 2 sen ¢. ;Cual es la corriente pico (mayor mag-
nitud) para tal circuito?

Grafique las funciones en los ejercicios 77 a 80. Luego determine los va-

lores extremos de la funcion en el intervalo e indique donde se alcanzan.
77. fx) =[x = 2|+ |x+3], 5=x=5

78 gx)=|x—1| = |x—=5], —2=x=7

79. h(x) = |x + 2| — |x = 3], —00<x< o

80. k(x) =[x + 1| + |x = 3], —0o<x<

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA

En los ejercicios 81 a 86, utilizara un SAC para ayudar a determinar los
extremos absolutos de la funcion indicada en el intervalo cerrado especifi-
cado. Siga los pasos siguientes.

a. Trace la funcion en el intervalo para ver su comportamiento general
ahi.

b. Determine los puntos interiores donde f” = 0. (En algunos ejercicios
tal vez tenga que utilizar la funcion para resolver numéricamente una
ecuacion con la finalidad de aproximar una solucion). Es posible
graficar también a f”.

¢. Determine los puntos interiores donde no existe /.

d. Evaltie la funcion en todos los puntos que encontro en los incisos (b)
y (c), asi como en los extremos del intervalo.

e. Determine los valores extremos absolutos de la funcion en el inter-
valo e identifique donde se alcanzan.

81. f(x) = x* — 8x% + 4x + 2, [—20/25, 64/25]
82. f(x) = —x* +4x° —4x + 1, [-3/4,3]

83. f(x) =3 —x), [-2.2]

84. f(x) =2 + 2x — 3x*¥3, [—1,10/3]

85. f(x) = Vx + cosx, [0,27]

86. f(x) = ¥/ — senx + % [0, 277]
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4 2 | EL teorema del valor medio
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S =0

(b)
FIGURA 4.10 El teorema de Rolle dice
que una curva derivable tiene al menos una

tangente horizontal entre cualesquiera dos
puntos por los que la curva cruza una recta
horizontal. Puede tener s6lo una (a) o mas
de una (b).

BIOGRAFIA HISTORICA

Michel Rolle
(1652-1719)

Sabemos que las funciones constantes tienen derivadas iguales a cero, pero, /podria existir una
funcion mas complicada cuya derivada siempre sea cero? Si dos funciones tienen derivadas
idénticas en un intervalo, j,como estan relacionadas esas funciones? En este capitulo responde-
remos éstas y otras preguntas aplicando el teorema del valor medio. Primero se expone un caso
especial, conocido como teorema de Rolle, que se utiliza para demostrar el teorema del valor
medio.

Teorema de Rolle

Como lo sugiere su grafica, si una funcion derivable cruza una recta horizontal en dos puntos
diferentes, existe al menos un punto entre ellos donde la tangente a la grafica es horizontal y la
derivada es cero (figura 4.10). Ahora establecemos y demostramos dicho resultado.

TEOREMA 3: Teorema de Rolle  Suponga que y = f(x) es continua en todo
punto del intervalo cerrado [a, b] y es derivable en todo punto de su interior (a, b).
Si f(a) = f(b), entonces existe al menos un niimero ¢ en (a, b) en el que f”(c) = 0.

Prueba Al ser continua de acuerdo con el teorema 1, f toma los valores maximo y minimo
absolutos en [a, b]. Estos sdlo se pueden alcanzar

1. en puntos interiores donde f” es cero,
2. en puntos interiores donde f’ no existe,
3. enlos puntos extremos del dominio de la funcion, en este caso a 'y b.

Por hipotesis, f tiene una derivada en todo punto interior. Lo anterior elimina la posibilidad (2),
dejandonos con los puntos interiores donde f” = 0 y con los dos puntos extremos del inter-
valo,ay b.

Si el méximo o el minimo se alcanzan en un punto c entre a y b, entonces por el teorema 2
de la seccion 4.1, f'(c) = 0y asi determinamos un punto para el teorema de Rolle.

Si tanto el maximo absoluto como el minimo absoluto se alcanzan en los extremos, en-
tonces, ya que f(a) = f(b), debe ser el caso de que f sea una funcidn constante con f(x) = f(a)
= f(b) para toda x € [a, b]. Por lo tanto, f'(x) = 0 y el punto ¢ pueden ser cualquiera en el
interior (a, b). [ |

Las hipotesis del teorema 3 son esenciales. Si no se cumplen en alglin punto, la grafica
podria no tener una tangente horizontal (figura 4.11).

y y y
y = flx) y = flx) Y =fx)
° \
! ! X ! 11 X ! ! ! X
a b a xo b a xy b
(a) Discontinuidad en un (b) Discontinuidad en un (c) Continua en [a, b], pero no
extremo del intervalo [a, b] punto interior de [a, b] diferenciable en un punto

FIGURA 4.11  Si no se satisfacen las hipotesis del teorema de Rolle, podria no haber una tangente horizontal.

El teorema de Rolle podria combinarse con el teorema del valor intermedio para mos-
trar cuando existe una unica solucion real de una ecuacion f(x) = 0, como se ilustra en el si-
guiente ejemplo.



FIGURA 4.12 El unico cero (numero real)
del polinomio y = x3 + 3x + 1 es el que se
muestra aqui, donde la curva cruza al eje x
entre —1 y 0 (ejemplo 1).

y Tangente para}a a la cuerda

Pendiente

fb) — fla)
b

—da

|
|
I
| ‘
| \
| \
| \
1 |
c b
y=f)

FIGURA 4.13 Geométricamente, el teorema
del valor medio dice que en algiin punto entre
a'y b la curva tiene al menos una tangente

paralela a la cuerda 4B.

BIOGRAFIA HISTORICA

Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813)
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EJEMPLO 1 Demuestre que la ecuacion

X4+3x+1=0

tiene exactamente una solucion real.

Solucion  Definimos la funcidén continua
fx) =x+3x + L.

Como f(—1) = =3y f(0) = 1, el teorema del valor intermedio nos indica que la grafica
de f cruza al eje x en algin punto en el intervalo abierto (—1, 0). (Véase la figura 4.12).
La derivada

fix) =3 +3

nunca es cero (ya que siempre es positiva). Ahora, si hubiera siquiera dos puntosx = ay x = b
donde f{(x) fuera cero, el teorema de Rolle nos garantizaria la existencia de un punto x = ¢ en-
tre ellos donde f” seria cero. Por lo tanto, /' no tiene mas que un cero. [ |

El uso principal que haremos del teorema de Rolle es para demostrar el teorema del valor
medio.

Teorema del valor medio

El teorema del valor medio, que establecié por primera vez Joseph-Louis Lagrange, es una
version general del teorema de Rolle (figura 4.13). El teorema del valor medio garantiza
que existe un punto donde la recta tangente es paralela a la cuerda 4B.

TEOREMA 4: Teorema del valor medio  Suponga que y = f(x) es continua en un
intervalo cerrado [a, b] y derivable en el interior del intervalo (a, b). Entonces existe
al menos un punto c en (a, b) en el que

b —
1O 1@ _ o), &)

Prueba Dibujamos la grafica de f y trazamos una recta que pase por los puntos 4(a, f(a))
y B(b, f(b)). (Véase la figura 4.14). La recta es la grafica de la funcion

b —
g = fla) + 109D ) @

(ecuacion punto pendiente). La diferencia vertical entre las graficas de /'y gen x es

h(x) = f(x) — g(x)

= f(x) = fla) = M(x—a)- ©)

La figura 4.15 muestra juntas las graficas de f, gy /.

La funcion /4 satisface las hipotesis del teorema de Rolle en [a, b]. Es continua en [a, b] y
diferenciable en (a, b), ya que tanto / como g lo son. Ademas, i(a) = h(b) = 0, ya que las gra-
ficas de f y g pasan por A y B. Por lo tanto, 4'(c) = 0 en algin punto ¢ e (a, b). Este es el punto
que necesitamos para la ecuacion (1).
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y
1
y=VI-x-1=x=1
1
X
-1 0 1

FIGURA 4.16 La funcién f(x) = V1 — x?
satisface las hipdtesis (y la conclusion) del
teorema del valor medio en [—1, 1], aunque
f no sea derivable en —1y 1.

y
BQ2.4
na (2,4)
3=
y=x
2_
1 (1,1
| | x
A0, 0) 1 2

FIGURA 4.17 Como encontramos en el
ejemplo 2, ¢ = 1 es donde la tangente
resulta paralela a la cuerda.

400 |-
= 8,352
£ 320 ( )
8
S 240
=
a 160~ n este punto, la
80 rapidez del automévil
| fue de 30 mph.
1 1 1 1 1 1 1 [
0 5
Tiempo (seg)

FIGURA 4.18 Distancia contra el tiempo
transcurrido para el automovil del ejemplo 3.
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B(b, f(b))
y=Jf) /

Ala, fla))

\
[

[

[

[

[

[

[

l

a b
FIGURA 4.14 La grafica de /'y la cuerda
AB en el intervalo [a, b].

FIGURA 4.15 La cuerda AB es la grafica
de la funcién g(x). La funcion A(x) = f(x)
— g(x) proporciona la distancia vertical
entre las graficas de 'y genx.

Para verificar la ecuacion (1), derivamos ambos lados de la ecuacion (3) con respecto a x
y luego establecemos x = c:

h(x) = f'(x) — w Derivada de la ecuacion (3)...
o = o - U ID
0=f(c)— W H(c)=0
fe) = w Reacomodando
que es lo que queriamos demostrar. [ |

Las hipdtesis del teorema del valor medio no piden que f sea derivable en a o en b. Basta
con la continuidad en a y b (figura 4.16).

EJEMPLO 2 La funcién f(x) = x2 (figura 4.17) es continua para 0 < x < 2, y es derivable
para 0 < x < 2. Como f(0) = 0y f(2) = 4, el teorema del valor medio afirma que en algin
punto c en el intervalo, la derivada f”(x) = 2x debe tener el valor (4 — 0)/(2 — 0) = 2. En este
caso, es posible identificar a ¢ si resolvemos la ecuacién 2¢ = 2 para obtener ¢ = 1. Sin em-
bargo, no siempre es sencillo determinar ¢ algebraicamente, aunque sepamos que existe. [ |

Una interpretacion fisica

Podemos considerar al numero ( f(b) — f(a))/(b — a) como el cambio promedio en f en [a, b],
y a f'(¢) como un cambio instantaneo. Luego, el teorema del valor medio indica que en algin
punto interior el cambio instantaneo debe ser igual al cambio promedio de todo el intervalo.

EJEMPLO 3 Si un automovil acelera desde cero y tarda 8 segundos en avanzar 352 ft, su
velocidad promedio para el intervalo de 8 segundos es 352/8 = 44 ft/seg. El teorema del valor
medio afirma que en algun punto durante la aceleracion el velocimetro debe indicar exac-
tamente 30 mph (44 ft/seg) (figura 4.18). [ |



y=x2+C 7 C=2
C=

C=0

C=-1

5 C=-2

FIGURA 4.19 Desde un punto de vista geo-
métrico, el corolario 2 del teorema del valor
medio dice que las graficas de funciones con
la misma derivada en el intervalo s6lo pue-
den diferir por un desplazamiento vertical.
Las graficas de las funciones con derivada 2x
son las parabolas y = x2 + C, las cuales se
muestran aqui para algunos valores de C.
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Consecuencias matematicas

Al inicio de la seccion preguntamos qué clase de funcion tiene una derivada cero en todo un
intervalo. El primer corolario del teorema del valor medio da la respuesta de que solo las fun-
ciones constantes tienen derivadas igual a cero.

COROLARIO 1  Si f'(x) = 0 en cada punto x de un intervalo abierto (a, b),
entonces f(x) = C para toda x e (a, b), donde C es una constante.

Prueba Queremos demostrar que f tiene un valor constante en el intervalo (a, b). Para ello,
demostramos que si x| y x, son cualesquiera dos puntos en (a, b) con x; < x,, entonces f(x}) =
f(x2). Ahora [ satisface las hipotesis del teorema del valor medio en [xj, x»]: es derivable en
todo punto de [x}, x,]; por lo tanto, también es continua en todo punto. En consecuencia,

fx2) = f(x1)

=10

en algun punto ¢ entre x; y x,. Como f" = 0 en todo el intervalo (a, b), esta ecuacion implica
sucesivamente que

10 2 I g ) - fm) =0,y f) = o) .

Al inicio de esta seccion, también preguntamos acerca de la relacion entre dos funcio-
nes que tienen derivadas idénticas en todo un intervalo. El siguiente corolario nos dice que sus
valores en el intervalo tienen una diferencia constante.

COROLARIO 2  Si f'(x) = g'(x) en cada punto x de un intervalo abierto (a, b),
entonces existe una constante C tal que f(x) = g(x) + C para toda x € (a, b). Esto
es / — g es una funcién constante en (a, b).

Prueba En cada punto x € (a, b) la derivada de la funcién diferenciah = f — ges

h(x) = f'(x) — g'(x) = 0.

Asi, por el corolario 1, A(x) = C en (a, b). Esto es, f(x) — g(x) = C en (a, b), asi que
flx) = gx) + C. [ |

Los corolarios 1 y 2 también son ciertos si el intervalo abierto (a, ) no es finito. Esto es,
siguen siendo ciertos si el intervalo es (a, ©), (—%, b) 0 (—%, ®).

El corolario 2 desempefiard un papel importante cuando analicemos las antiderivadas
en la seccion 4.7. Por ejemplo, nos indica que como la derivada de f(x) = x2 en (—%, ®) es
2x, cualquiera otra funcidén con derivada 2x en (—o, ) debe tener la férmula x> + C para
algun valor de C (figura 4.19).

EJEMPLO 4  Determine la funcién f(x) cuya derivada sea sen x y cuya grafica pase por
el punto (0, 2).

Solucion  Como la derivada de g(x) = —cos x es g'(x) = sen x, vemos que f y g tienen la
misma derivada. Entonces, el corolario 2 indica que f(x) = —cos x + C, para alguna cons-
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Ejercicios 4.2

Verificacion del teorema del valor medio
Determine el valor o valores de ¢ que satisfacen la ecuacion

f(b) — fla)
b—a

en la conclusion del teorema del valor medio para las funciones y los in-

tervalos en los ejercicios 1 a 6.

1 fx) =x>+2x— 1, [0,1]

2. f(x) =3, [0,1]

w

. f(x):x-ﬁ-%, BJ}
. fx) = Vx—1, [1,3]

. fx) =X =2 [-1,2]

) {x3, —2=x=0
. g(x) =
g X2, 0<x=2

wn A

=)

tante C. Como la grafica de f pasa por el punto (0, 2), el valor de C se determina a partir de
la condicion de que f(0) = 2:

f(0) = —cos (0) + C =2, asi que C = 3.

La funcién f(x) = —cos x + 3. [

Determinacion de la velocidad y de la posicion a partir de la aceleracion

Es posible utilizar el corolario 2 para determinar las funciones velocidad y posicion de un ob-
jeto que se desplaza a lo largo de una recta vertical. Suponga que un objeto o un cuerpo caen
libremente a partir del reposo con una aceleracion de 9.8 m/seg?. Consideremos, ademds, que
la posicion del cuerpo se mide positivamente hacia abajo desde la posicion de reposo (de ma-
nera que el eje coordenado vertical apunta hacia abajo, en la direccion del movimiento, con
la posicion de reposo en 0).

Sabemos que la velocidad v(?) es alguna funcion cuya derivada es 9.8. También, que la de-
rivada de g(r) = 9.8¢ es 9.8. Por el corolario 2,

v(t) =98t + C
para alguna constante C. Como el cuerpo cae a partir del reposo, v(0) = 0. Por lo tanto,
9.8(0) + C =0, y C=0.

La funcién velocidad debe ser v(f) = 9.8¢. (Qué puede decirse acerca de la funcidon posi-
cion s()?

Sabemos que s(¢) es alguna funcion cuya derivada es 9.8¢. También, que la derivada de
f(t) = 4.912 s 9.8¢. Con base en el corolario 2,

s(f) =497 + C
para alguna constante C. Como s(0) = 0,
4.9(0)* + C =0, y Cc=0.

La funcion de posicion es s(f) = 4.9¢% hasta que el cuerpo golpea el suelo.

La capacidad para determinar funciones a partir de sus tasas de cambio es una herramienta
muy poderosa del calculo. Como veremos, ésta es fundamental en el desarrollo matematico del
capitulo 5.

En los ejercicios 7 a 12, jcuales de las funciones satisfacen las hipotesis
del teorema del valor medio en el intervalo dado y cuales no? Justifique
sus respuestas.

7. fx) = X3, [-1,8]
8. f(x) =x*, [0,1]
9. f(x) = V(1 —x), [0,1]

sen x

, —mT=x<0
10. f(x) = x
0, x=0
11. f(x) {xz_x’ ==
. X) =
2 —3x -3, —1<x=0

2x — 3, 0=x=2
12. f(x)7{6x—x2—7, 2<x=3



13. La funcion

x, 0=x<1
f(x)f{o’ =1

es cero en x = 0y x = 1, asi como derivable en el intervalo (0, 1),
pero su derivada ahi nunca es cero. ;Como es esto posible? ;Acaso
el teorema de Rolle no dice que la derivada tiene que ser cero en al-
gun punto en (0, 1)? Justifique su respuesta.

14. ;Para qué valores de a, m y b la funcion

3, x=0
f(x) =9 x>+ 3x +qa, 0<x<l1
mx + b, l=x=2

satisface las hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo
[0, 212

Raices (ceros)
15. a. Grafique los ceros de cada polinomio en una linea, junto con los
ceros de su primera derivada.

)y=x>—4
i) y=x>+ 8 + 15
i) y=x" =3 +4=(x + )(x — 2)?
iv) y = x> — 33x% + 216x = x(x — 9)(x — 24)
b. Utilice el teorema de Rolle para probar que entre cada dos ceros

dex” + a,_ X" ' +---+ a;x + ag existe un cero de

"+ (n = Da- "2+ + an

16. Suponga que f” es continua en [a, b] y que f tiene tres ceros en el
intervalo. Demuestre que f” tiene al menos un cero en (a, b). Gene-
ralice dicho resultado.

17. Demuestre que si /" > 0 en todo un intervalo [a, b], entonces [’
tiene al menos un cero en [a, b]. ;Qué sucede si ahora f” < 0 en todo
[a, b]?

18. Demuestre que un polinomio ctibico puede tener a lo sumo tres ceros
reales.

Demuestre que las funciones en los ejercicios 19 a 26 tienen exactamente
un cero en el intervalo dado.

19. f(x) =x*+3x+ 1, [-2,—1]

20. f(x) = + 2 47, (~00,0)
X

21, g(t) = Vi+ V1+1-4, (0,0)

1

22. g(t)zli_t"r l+f_3.1, (—1,1)

23. 7(0) = 6 + sen® (g) -8, (—00,00)
24. r(0) = 26 — cos?0 + V2, (—00, )
1
25. r(0) = secH — E +5, (0,7/2)
26. r(0) = tan6 — cotd — 6, (0,7/2)
Determinacion de funciones a partir de sus derivadas

27. Suponga que f(—1) = 3 y que f'(x) = 0 para toda x. ;Debe ser
f(x) = 3 para toda x? Justifique su respuesta.
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28. Suponga que f{(0) = 5y que f'(x) = 2 para toda x. ;Debe ser
f(x) = 2x + 5 para toda x? Justifique su respuesta.

29. Suponga que f'(x) = 2x para toda x. Determine f{(2) si
a. f(0) =10 b. f(1) =0 c. f(=2)=3.

30. ;/Qué puede decir acerca de las funciones cuya derivada sea cons-
tante? Justifique su respuesta.

En los ejercicios 31 a 36, determine todas las funciones posibles con la
derivada indicada.

31. a. y' = x b. y =¥’ c.y =x°

32. a. y' = 2x b.y =2x -1 c.y =3x2+2x—1
r 1 A _L [A— i

33.2|.y7—x*2 b. y =1 2 c.y75+x2

3421)/’:L by’:L cy':4x—L

2Vx Vx Vx
35. a. y' = sen2t b. y' = cos% c. y' =sen2t + cosé
36. a. y' = sec’f b. y' = Vo c.y = Vo — sec?0

En los ejercicios 37 a 40, determine la funcion con la derivada indicada y
cuya grafica pase por el punto P.

37. f'(x) = 2x — 1, P(0,0)

38. g'(x) = iz +2v, P(—1,1)
X

39. /'(6) = 8 — csc?, (% 0)

40. 7'(t) = secttant — 1, P(0,0)

Determinacion de la posicion a partir de la velocidad

y la aceleracién

Los ejercicios 41 a 44 indican la velocidad v = ds/dt y la posicion inicial
de un cuerpo que se desplaza a lo largo de una linea coordenada. Deter-
mine la posicion del cuerpo en el instante 7.

4. v=98+5, s0)=10
42. v=132t—2, s(05) =4
43. v =senmt, s(0) =0

2

44. v = —cos % s(m?) =1

Los ejercicios 45 a 48 indican la aceleracion a = d?s/dt?, la velocidad y la
posicion iniciales de un cuerpo que se desplaza en una linea coordenada.
Determine la posicion del cuerpo en el instante 7.

45. a = 32, v(0) =20, s(0)=5
46. a = 9.8, v(0) = -3, s(0)=0

—4sen2t, v(0) =2, s(0)=-3

47. a

48. a = —cos3t w(0) =0, 5(0)=—1
T

Aplicaciones

49. Cambio de temperatura Un termometro de mercurio tardo 14 se-
gundos en subir de —19 °C a 100 °C cuando se saco de un congelador
y se coloco en agua hirviendo. Demuestre que en algiin momento el
mercurio sube a una tasa de 8.5 °C/seg.
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50.

51.

52.

53.

54.

Capitulo 4: Aplicaciones de las derivadas

Un camionero recibié una multa en la caseta de cobro de una carre-
tera, segun la cual en 2 horas habia recorrido 159 millas en la auto-
pista con un limite de velocidad de 65 mph. El camionero fue mul-
tado por exceso de velocidad. ;Por qué?

Los relatos clasicos nos dicen que un trirreme con 170 remos (bar-
co de guerra de la antigua Grecia o la antigua Roma) una vez cubri6
184 millas nauticas en 24 horas. Explique por qué en algiin momento
de esta hazafa la rapidez del trirreme excedio los 7.5 nudos (millas
nauticas por hora).

Un maratonista corrié en 2.2 horas la maraton de la ciudad de Nue-
va York, cuya ruta mide 26.2 millas. Demuestre que el maratonista
corri6 exactamente a 11 mph por lo menos dos veces durante el reco-
rrido, suponiendo que las velocidades inicial y final fueron cero.

Pruebe que en algln instante durante un viaje de 2 horas en auto-
movil la lectura del velocimetro sera igual a la rapidez promedio del
viaje.

Caida libre en la Luna La aceleracion de la gravedad en la Luna
es de 1.6 m/seg?. Si se lanza una roca al interior de una grieta, ;qué
tan rapido cae justo antes de golpear el fondo 30 segundos después?

Teoria y ejemplos

55.

56.

58.

59.

La media geométrica de a y b La media geométrica de dos nu-
meros positivos ¢ y b es el nimero \ab. Demuestre que el valor ¢
en la conclusion del teorema del valor medio para f(x) = 1/x en un
intervalo de numeros positivos [a, b] es ¢ = Vab.

La media aritméticade ay b La media aritmética de dos nimeros
ay b es el nimero (a + b)/2. Pruebe que el valor de ¢ en la conclu-

sién del teorema del valor medio para f(x) = x? en cualquier intervalo
[a,b]esc = (a + b)/2.

. Grafique la funcion

f(x) = senxsen (x + 2) — sen’ (x + 1).
(Qué hace la grafica? ;Por qué se comporta asi la funcion? Justifique
sus respuestas.
El teorema de Rolle

a. Construya una funcion polinomial f{x) que tenga ceros enx = —2,
-1,0,1y2.

b. Trace en el mismo sistema de coordenadas /'y su derivada /.
(En qué se relaciona lo que ve con el teorema de Rolle?

c. (g(x) = senxy suderivada g’ ilustran el mismo fenomeno que
Fyfrn

Solucién inica Suponga que f es continua en [a, b] y derivable en

(a, b). También suponga que f(a) y f(b) tienen signos opuestos y que

f" #0entre ay b. Demuestre que f(x) = 0 exactamente una vez entre

ayb.

60.

61.
62.
63.
64.

65.

66.

67.

68.

69.
70.

71.

72.

Tangente paralelas Suponga que / y g son derivables en [a, b] y
que f(a) = g(a) y f(b) = g(b). Demuestre que existe por lo menos
un punto entre a y b donde las tangentes a las graficas de /'y g son
paralelas o son la misma recta. Ilustre con un bosquejo.

Suponga que f'(x) = 1 para 1 = x = 4. Demuestre que f(4) —
f(1) =3.

Suponga que 0 < f”'(x) < 1/2 para todos los valores de x. Demuestre
que f(—1) < f(1) <2 + f(—1).

Demuestre que |cos x — 1| =< |x]| para todo valor de x. (Sugerencia:
Considere f(¢) = cos ¢ en [0, x]).

Demuestre que para cualesquiera numeros a y b, se cumple la desi-
gualdad del seno, [sen b — sena| < |b — a|.

Si las graficas de dos funciones derivables f(x) y g(x) empiezan en
el mismo punto del plano y las funciones tienen la misma tasa de
cambio en todo punto, ;las graficas tienen que ser idénticas? Justi-
fique su respuesta.

Si [f(w) — f(x)| = |w — x| para todos los valores de w y de x, y si
f es una funcion derivable, demuestre que —1 = f'(x) = 1 para todos
los valores de x.

Suponga que f es derivable en a = x = b y que f(b) < f(a). De-
muestre que /' es negativa en alglin punto entre a y b.

Sea f una funcién definida en un intervalo [a, b]. ;Qué condiciones
debe imponer a f para garantizar que

WOE a(a) ——

min f’ T

donde min /' y max f' se refieren a los valores minimo y maximo
de /' en [a, b]? Justifique sus respuestas.

Utilice las desigualdades del ejercicio 68 para estimar f(0.1) si f”'(x)
=1/(1 +x*cosx)para0 =x=0.1y f(0) = 1.

Utilice las desigualdades del ejercicio 68 para estimar f(0.1) si
f'(x)=1/(1 —x*para0 =x=0.1y f(0) = 2.

Sea f diferenciable en todo valor de x y suponga que f(1) = 1, que
f'<0en(—%,1)yquef’ >0en(l,x).

a. Demuestre que f(x) — 1 para toda x.

b. (Debe cumplirse que /(1) = 0? Explique.

Sea f(x) = px? + gx + r una funcion cuadratica definida en un in-
tervalo cerrado [a, b]. Demuestre que existe exactamente un punto ¢
en (a, b) en el cual f satisface la conclusion del teorema del valor
medio.

4 3 | Funciones monotonas y el criterio de la primera derivada
|

Para graficar una funcion derivable es util conocer en donde es creciente (asciende de izquierda
a derecha) y en donde decrece (desciende de izquierda a derecha) en un intervalo. Esta seccion
ofrece un criterio (o una prueba) para determinar en donde crece la funcion y en donde decrece.
También mostramos cdmo verificar que los puntos criticos de una funcion resultan ser valores

extremos locales.
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FIGURA 4.20 La funcion f(x) =
x3 — 12x — 5 es mondtona en tres
intervalos separados (ejemplo 1).
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Funciones crecientes y funciones decrecientes

Como otro corolario del teorema del valor medio, mostramos que las funciones con deriva-
da positiva son crecientes y las funciones con derivada negativa son funciones decrecientes.
Se dice que una funciéon que es creciente o decreciente en un intervalo es monétona en el
intervalo.

COROLARIO 3  Suponga que f es continua en [a, b] y derivable en (a, b).

Si f"(x) > 0 en cada punto x € (a, b), entonces f es creciente en [a, b].

Si f'(x) < 0 en cada punto x e (a, b), entonces f es decreciente en [a, b].

Prueba Sean x; y x, dos puntos cualesquiera en [a, b] con x; < x,. El teorema del valor medio
aplicado a f en [xi, x;] dice que

fx2) = flx) = f'(e)x2 — x1)

para alguna ¢ entre x; y x,. El signo del lado derecho de esta ecuacion es del mismo signo
de f'(c), ya que x, — x| es positiva. Por lo tanto, f(x;) > f(x1), si /' es positiva en (a, b) y
Sx2) < f(x1) si f” es negativa en (a, b). n

El corolario 3 es valido para intervalos tanto infinitos como finitos. Para determinar los
intervalos donde una funcién f es creciente o es decreciente, primero determinamos todos los
puntos criticos de f. Si a < b son dos puntos criticos para f, y si la derivada f” es continua pero
nunca es cero en el intervalo (a, b), entonces por el teorema del valor medio aplicado a f”, la
derivada debe ser positiva en todo (a, b), o bien, siempre negativa. Una forma en la que es posi-
ble determinar el signo de f” en (a, b) es simplemente evaluando la derivada en un solo punto ¢
en (a, b). Si f'(c) > 0, entonces f'(x) > 0 para toda x en (a, b), asi que, por el corolario 3, f es
creciente en [a, b]; si f'(c) < 0, entonces f es decreciente en [a, b]. El siguiente ejemplo ilus-
tra como utilizar tal procedimiento.

EJEMPLO 1 Determine los puntos criticos de f(x) = x3 — 12x — 5 e identifique los interva-
los en los que /" es creciente y en los que f es decreciente.

Solucion  La funcién f es continua y derivable. La primera derivada

frx) =3x* — 12 = 3(x*> — 4)
=3(x + 2)(x — 2)

esceroenx = —2yx = 2. Estos puntos criticos subdividen el dominio de f para crear los in-
tervalos abiertos ajenos (—%, —2), (—2,2) y (2, %) en los que f” es positiva o negativa. Deter-
minamos el signo de /' al evaluar f” en un punto conveniente en cada subintervalo. Entonces,
si aplicamos el corolario 3, el comportamiento de f* esta determinado en cada subintervalo. Los
resultados se resumen en la siguiente tabla y la grafica de /" esta dada en la figura 4.20.

Intervalo —00 <x < -2 —2<x<2 2 <x< o
f' evaluada f'(=3)=15 7'(0) = —12 f'33) =15
Signo de f’ + - +
Comportamiento de f Creciente decreciente creciente
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Min. absoluto

En la tabla resumen del ejemplo 1 utilizamos desigualdades del tipo “estrictamente” me-
nor a, para especificar los intervalos. El corolario 3 indica que también podriamos utilizar
desigualdades del tipo =. Esto es, la funcion f del ejemplo es creciente en —% < x < 2, decre-
ciente en —2 = x = 2 y creciente en 2 = x < . No decimos nada acerca de si una funcion
es creciente o decreciente en un solo punto.

Criterio de la primera derivada para extremos locales

En la figura 4.21, en los puntos donde f tiene un valor minimo, /" < 0 inmediatamente a la
izquierda y /" > 0 inmediatamente a la derecha. (Si el punto es un extremo del intervalo, s6lo
hay un lado que considerar). Asi, la funcién es decreciente a la izquierda del valor minimo y es
creciente a su derecha. De forma analoga, en los puntos donde f tiene un valor maximo, /" > 0
inmediatamente a la izquierda y /" < 0 inmediatamente a la derecha. Asi, la funcion es cre-
ciente a la izquierda del valor maximo y decreciente a su derecha. En resumen, en un punto
extremo local, el signo de f’ cambia.

Max. absoluto,
f'no definida
Mix. local

No hay extremo
/=0
No hay extremo

=0

Min. local

|
|
|
|
|
I
a cy c) c3 cy Cs b

FIGURA 4.21 Los puntos criticos de una funcion se encuentran donde es creciente y donde es decreciente. La
primera derivada cambia de signo en un punto critico donde existe un extremo local.

Tales observaciones conducen a un criterio para la presencia y naturaleza de los valores
extremos locales de funciones derivables.

Criterio de la primera derivada para extremos locales

Suponga que ¢ es un punto critico de una funcion continua £, y que f es derivable en
todo punto de alglin intervalo que contiene a ¢, excepto posiblemente en ¢ mismo.
Al moverse de izquierda a derecha en este intervalo,

1. si /" cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f tiene un minimo local en c;

2. si f' cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f tiene un maximo local en c;

3. si f’ no cambia de signo en c (esto es, [’ es positiva en ambos lados de ¢ o es
negativa en ambos lados de ¢), entonces f no tiene un extremo local en c.

El criterio para extremos locales en los extremos del intervalo es similar, pero so6lo hay que
considerar un lado.

Prueba del criterio de la primera derivada Parte (1). Como el signo de /' cambia de nega-
tivo a positivo en ¢, existen nimeros a 'y b talesque a < c¢ < b, f' <0en(a,c)y f' > 0en (c,
b). Six € (a, ¢), entonces f(c) < f(x), yaque f/ < 0 implica que f es decreciente en [a, c]. Six
e (¢, b), entonces f(c) < f(x), ya que f” > 0 implica que f es creciente en [c, b]. Por lo tanto,
f(x) = f(c) para toda x € (a, b). Por definicion, f tiene un minimo local en c.

Las partes (2) y (3) se demuestran de forma analoga. [ |
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FIGURA 4.22 La funcién f(x) = x!/3(x — 4)
decrece cuando x < 1y crece cuando x > 1
(ejemplo 2).

Ejercicios 4.3
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EJEMPLO 2 Determine los puntos criticos de

f(x) = x"BPx — 4) =X — 4x'3,

Identifique los intervalos en los que f es creciente y en los que es decreciente. Determine los
valores extremos locales y absolutos de la funcion.

Solucion  La funcidn f es continua en toda x, ya que es el producto de dos funciones con-
tinuas, x!/3 y (x — 4). La primera derivada

R A Y SR V- N S /- SR s
f'(x) dx(x 4x ) 3 ¥ 3¥

ﬂxfz/s(x _ 1) _Ma- 1D
3 3x%3

es cero en x = 1y estd indefinida en x = 0. El dominio no tiene extremos, asi que los puntos
criticos x = 0 y x = 1 son los unicos lugares donde /" podria tener un valor extremo.

Los puntos criticos dividen al eje x en intervalos en los que f’ es positiva o negativa. El
patréon de signos de /7 revela el comportamiento de f entre y en los puntos criticos, como se
resume en la siguiente tabla.

Intervalo x <0 0<x<l x>1
Signo de f”’ - - +
Comportamiento de f  decreciente decreciente creciente

El corolario 3 del teorema del valor medio nos dice que f decrece en (—, 0], decrece en
[0, 1]y crece en [1, ). El criterio de la primera derivada para extremos locales nos dice que f
no tiene un valor extremo en x = 0 (f’ no cambia de signo) y que f tiene un minimo local en
x = 1 (f' cambia de negativa a positiva).

El valor del minimo local es f(1) = 1/3(1 — 4) = —3. Este también es un minimo abso-
luto, ya que f es decreciente en (—o°, 1]y creciente en [1, «). La figura 4.22 muestra este valor
en relacion con la grafica de la funcion.

Observe que lim,— f'(x) = —o0, por lo que la grafica de f tiene una tangente vertical
en el origen.

[

Analisis de funciones a partir de su derivada Lo =2+ 4)
Responda las siguientes preguntas acerca de las funciones cuyas derivadas 8. f') = (x + Dx —3)° x#-13
se dan en los ejercicios 1 a 14. 4 6
) » 9. f)=1—-—, x#0 10. f'(x)=3——~, x#0
a. (Cuales son los puntos criticos de f? X Vi
b. (En qué intervalos /" es creciente? ;En cudles es decreciente? 11. f/(x) =x Px +2) 12. f'(x) = x 2(x = 3)
c. (En qué puntos, si los hay, /" toma valores maximo local y 13. f'(x) = (senx — 1)2cosx + 1),0 = x = 27

minimo local?

) == D+ 2)x = 3)
L ffx) = (= Tx + Dx +5)

¥ — 1)
. f'(x) = x+72’ x # =2

A N W

|

14. f'(x) = (senx + cosx)(senx — cosx),0 = x = 27

Cfx) =x(x = 1) 2. f'l(x) = (x — D(x +2)
) = (= DAx +2) 4, f'(x) = (x — 1)*(x + 2)?

Identificacion de extremos
En los ejercicios 15 a 40:
a. Determine los intervalos abiertos en los que la funcion es
creciente y en los que es decreciente.

b. Identifique los valores extremos locales y absolutos de la funcion,
si los hay; ademas, indique en donde se alcanzan.
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15.

\o AR

X
-3 2 -1 1 2 3
-1
—2.
17.
y
2
y = flx)
/| i
1 2

V=3 2 -

Aks

19. g(t) = 2 —3t+3

21. h(x) = —x> + 22
23. f(0) = 36* — 46°

25. f(r) = 3 + 16r

27. f(x) =x* — 8% + 16
29. H(f) = % A0

31, f(x) =x—6Vx —1

33. g(x) = xV8 — x?
¥ -3
35. f(x)—x_z, x #2

37. f(x) = x"P(x + 8)
39. h(x) = A2 — 4)

En los ejercicios 41 a 52:

16.

18.

20.
22.
24.

26.
28.

30.

32.
34.

36.

40.

ENBLVNDY

-359\:2(123

yefw /\/

[N/

—3»—211 1 2 3

=2

gt)= -3 +9+5
h(x) = 2x3 — 18x
£(6) = 60 — 6°

h(r) = (r +7)

glx) =x* — 4 + 4?
K() =157 - ¢

g(x)=4\/);—x2+3
glx) =x*V5 —x

3

X
Jl) = 32+ 1
. g(x) = P(x + 5)

k(x) = X032 — 4)

a. ldentifique los valores extremos locales de la funcion en el
dominio indicado e indique donde se alcanzan.

b. ;Cuales de estos valores extremos, si los hay, son absolutos?

¢. Apoye sus resultados con una calculadora graficadora o una

computadora.

41. f(x) =2x —x%, -0 <x=2

2. fx)=(x+1)?% —-o0<x=0

43. gx)=x>—4x+4, 1=x<

44, g(x) = x> —6x — 9, —4=x< 0
45. f( =12t — 1, -3=1<
46. f(1) = £ — 32, -0 <=3

3
47. h(x) =% -2 + 4, 0=x<

3

48. k(x) = x> + 322 + 3x + 1,

49. f(x) = V25 —-x* —-5=x=35

-0 <x=0

50. f(x) = VX’ —2x—3, 3=x<o0

Y22 g=x<1

51. g(x) = |

X

X

X

52.

x2

x) = , 2<x=1
g0 =775

En los ejercicios 53 a 60:

a. Determine los extremos locales de cada funcion en el intervalo
indicado y diga donde se alcanzan.

b. Grafique juntas la funcién y su derivada. Comente sobre el

53.
54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

comportamiento de /" en relacion con los signos y valores de f”.

flx) =sen2x, 0<x=m
f(x)=senx—cosx, 0<x=<2m
f(X)=\/§cosx+senx, 0<x<2m

— -
= — — < < —
f(x) 2x + tanx, 2 X<

f(x) :%—ZSeng, 0=x=2m

f(x) = —2cosx — cos’x, —wm=x=am

f(x) = csc>x — 2coty, 0<x <

f(x) = sec>x — 2 tanwx, %ﬂ- <x < %

Teoria y ejemplos

Demuestre que las funciones en los ejercicios 61 y 62 cuentan con valores
extremos locales en los valores dados de 6 y diga qué clase de extremos
locales tiene la funcion.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

M6) =3cosS, 0=0=2m enf=0yo=2m

h(9)=SSenQ, 0=60=m enf=0y0=m

Elabore la grafica de una funcion derivable y = f(x) que pase por el

punto (1, 1) con f" (1) =0y

a. f'(x) > Oparax < ly f'(x) < Oparax > I;

b. f'(x) < Oparax < ly f'(x) > 0parax > 1;

c. f'(x) > Oparax # 1,

d. f'(x) < Oparax # 1.

Grafique una funcion derivable y = f(x) que tenga

a. un minimo local en (1, 1) y un maximo local en (3, 3);

b. un maximo local en (1, 1) y un minimo local en (3, 3);

¢. maximos locales en (1, 1)y (3, 3);

d. minimos locales en (1, 1) y (3, 3).

Grafique una funcion continua y = g(x) tal que

a. g(2) =2,0<g < lparax < 2,g'(x) =1 cuandox—2",
-1 <g <Oparax > 2,yg'(x) = —1" cuando x — 2*;

b. g(2) =2,g" < Oparax < 2, g’(x) = —00 cuando x — 2,
g’ > Oparax > 2,y g'(x) = 00 cuando x — 27,

Grafique una funcion continua y = A(x) tal que

a. 7(0) =0,—-2 =< h(x) = 2todax, h'(x) = o0 cuandox — 0",
y h'(x) = 00 cuando x — 0*;

b. 7(0) = 0, -2 = h(x) = 0todax, h'(x) — o0 cuando x —> 0",
y h'(x) = —00 cuando x — 0.

Analice el comportamiento de los valores extremos de la funcion
f(x) = x sen(1/x), x # 0. ;;Cuantos puntos criticos tiene esta funcion?
(En el eje x donde quedan éstos ubicados? ;La funcion f tiene un mi-
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nimo absoluto? ;Tiene un maximo absoluto? (Véase el ejercicio 49 de 69. Determine los valores de las constantes a y b para que f{x) = ax? + bx
la seccion 2.3). tenga un maximo absoluto en el punto (1, 2).

68. Determine los intervalos en los que la funcion f(x) = ax? + bx + ¢, 70. Determine los valores de las constantes a, b, ¢ y d, de manera que
a # 0, es creciente y en donde es decreciente. Describa el razona- f(x) = ax® + bx* + cx + d tenga un méaximo local en el punto (0, 0)

miento que respalda su respuesta.

y un minimo local en el punto (1, —1).

4 4 | Concavidad y trazado de curvas

FIGURA 4.23 La grafica de f(x) = x> es
concava hacia abajo en (—%, 0) y concava
hacia arriba en (0, ) (ejemplo 1a).

Hemos visto cdmo la primera derivada nos indica donde es creciente la funcion, donde es de-
creciente y si un maximo local o un minimo local se alcanzan en un punto critico. En esta
seccion veremos que la segunda derivada nos brinda informacion acerca de como la grafica de
una funcion diferenciable abre hacia arriba o hacia abajo. Con tal informacion acerca de la
primera y la segunda derivadas, junto con el conocimiento previo del comportamiento asin-
totico y la simetria que obtuvimos en las secciones 2.6 y 1.1, ahora podemos dibujar una gra-
fica precisa de una funcion. Con la finalidad de organizar todas estas ideas en un proceso
coherente, damos un método para el trazado de graficas y mostramos las caracteristicas rele-
vantes de las funciones. La identificacion y el conocimiento de la ubicacion de estas caracteris-
ticas es de suma importancia en matematicas y sus aplicaciones a la ciencia y la ingenieria, en
especial en el analisis y la interpretacion grafica de datos.

Concavidad

Como se observa en la figura 4.23, la curva y = x> sube conforme x crece, pero las partes
definidas en los intervalos (—o, 0) y (0, c°) abren de forma diferente. Conforme nos aproxi-
mamos al origen por el lado izquierdo a lo largo de la curva, la curva abre hacia la derecha y
queda por debajo de sus tangentes. Las pendientes de las tangentes disminuyen en el intervalo
(=090, 0). Conforme nos alejamos del origen hacia la derecha a lo largo de la curva, la curva
abre hacia la izquierda y queda por arriba de sus tangentes. Las pendientes de las tangentes au-
mentan en el intervalo (0, ). Este comportamiento define la concavidad de la curva.

DEFINICION  La gréafica de una funcion derivable y = f(x) es

(a) coéncava hacia arriba en un intervalo abierto / si f” es creciente en [;

(b) céncava hacia abajo (convexa) en un intervalo abierto 7 si f” es decreciente
en /.

Si y = f(x) tiene segunda derivada, podemos aplicar el corolario 3 del teorema del valor
medio a la funcion primera derivada. Concluimos que /' crece si f” > 0 en [ y decrece si
<.

Criterio de la segunda derivada para concavidad
Sea y = f{(x) dos veces derivable en el intervalo /.

1. Si f” > 0en I, la grafica de f en I es concava hacia arriba.

2. Si f" < O0en [, lagraficade f en I es concava hacia abajo.

Siy = f(x) es dos veces derivable, utilizaremos indistintamente las notaciones f”y y” cuando
denotemos la segunda derivada.
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FIGURA 4.24 La grafica de f(x) = x> es
concava hacia arriba en todo el intervalo
(ejemplo 1b).
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FIGURA 4.25 Uso del signo de )" para
determinar la concavidad de y (ejemplo 2).
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FIGURA 4.26 La grafica de f(x) = x/3
tiene una tangente horizontal en el origen,
donde cambia la concavidad, aunque /"
no existe en x = 0 (ejemplo 3).

Capitulo 4: Aplicaciones de las derivadas

EJEMPLO 1

(a) Lacurvay = x? (figura 4.23) es concava hacia abajo en (—, 0), donde y” = 6x < 0y
es concava hacia arriba en (0, *) donde y” = 6x > 0.

(b) La curva y = x? (figura 4.24) es coéncava hacia arriba en (—o, ©), ya que su segunda
derivada y” = 2 siempre es positiva.

EJEMPLO 2 Determine la concavidad de y = 3 + sen x en [0, 27].

Solucion

La primera derivada de y = 3 + sen x es y’

cos x y la segunda derivada
es y" = —sen x. La grafica de y = 3 + sen x es concava hacia abajo en (0, 7), donde
y!l —

= —sen x es negativa. Es concava hacia arriba en (7, 27), donde y” = —sen x es positiva
(figura 4.25).

|
Puntos de inflexion

La curvay = 3 + sen x del ejemplo 2 cambia de concavidad en el punto (7, 3). Puesto que la
primera derivada y' = cos x existe para toda x, vemos que la curva tiene una recta tangente de
pendiente —1 en el punto (7, 3). Este punto se denomina punto de inflexion de la curva. En la
figura 4.25 observe que la grafica cruza a su tangente en este punto y que la segunda derivada
y" = —sen x tiene valor cero cuando x = 7. En general, tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION ~ Un punto donde la grafica de una funcién tiene una recta tangente y
la concavidad cambia es un punto de inflexiéon.

Observamos que la segunda derivada de f(x) = 3 + sen x es igual a cero en el punto de in-
flexion (7, 3). Por lo general, si la segunda derivada existe en un punto de inflexion (¢, f{(c)),
entonces f"(c) = 0. Esta es una consecuencia inmediata del teorema del valor medio, siempre
que /" sea continua en un intervalo que contenga a x = ¢, puesto que la segunda derivada cam-
bia de signo al moverse a lo largo de ese intervalo. Incluso si se quita la hipdtesis de con-
tinuidad, sigue siendo cierto que f"(c) = 0, siempre que exista la segunda derivada (aunque
se requiere un argumento mas avanzado en el caso de discontinuidad). Ya que una recta tan-
gente debe existir en el punto de inflexion, entonces la primera derivada f'(c) existe (es finita),

o bien, hay una recta vertical en el punto. En una recta vertical no existen ni la primera ni la
segunda derivadas. En resumen, concluimos el siguiente resultado.

En un punto de inflexién (¢, f(c)), no existe f"(c) = 0 o bien f"(c).

EJEMPLO 3

El siguiente ejemplo ilustra una funcién que tiene un punto de inflexiéon donde la primera

derivada existe, pero la segunda derivada no.

La grafica de f(x) = x3/3 tiene una tangente horizontal en el origen, ya que

f'(x) = (5/3)x%/3 = 0, cuando x = 0. Sin embargo, la segunda derivada

wen — A5 23\ _ 10 53
7' dx(S’x) 9"

no existe en x = 0. No obstante, /"(x) < 0 parax < 0y f"(x) > 0 para x > 0, asi que la

segunda derivada cambia de signo en x = 0 y hay un punto de inflexion en el origen. La gra-
fica se presenta en la figura 4.26.
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FIGURA 4.27 La grafica de y = x* no tiene
punto de inflexion en el origen, aunque ahi
y" =0 (ejemplo 4).

X

Punto de
inflexién

FIGURA 4.28 Un punto de inflexiéon donde
y"y " no existen (ejemplo 5).
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A continuacion se expone un ejemplo para ilustrar que un punto de inflexiéon no necesaria-
mente se alcanza, aunque exista la derivada 'y f” = 0.

EJEMPLO 4  Lacurvay = x* no tiene un punto de inflexion en x = 0 (figura 4.27). Aunque
la segunda derivada y” = 12x2 sea cero alli, ésta no cambia de signo. [

Como una ultima ilustracion, mostramos la situacion en la que un punto de inflexion se

alcanza en una tangente vertical a la curva donde no existen ni la primera ni la segunda
derivadas.

EJEMPLO 5  La grafica de y = x!/3 tiene un punto de inflexién en el origen, ya que la se-
gunda derivada es positiva para x < 0 y negativa para x > 0:

w_d* (apn\_d (1 op)_ 2 sp
y _dx2<x Ie \3 ¥ =—5x"

Sin embargo, en x = 0 no existen y’ = x2/3/3 ni y”, y hay una tangente vertical ahi.
Véase la figura 4.28. [ |

Para estudiar como una funcién del tiempo el movimiento de un objeto que se desplaza
a lo largo de una recta, con frecuencia estamos interesados en conocer cuando la aceleracion
del objeto, dada por la segunda derivada, es positiva o cuando es negativa. Los puntos de in-
flexion en la grafica de la funcion de posicion del objeto indican donde cambia el signo de la
aceleracion.

EJEMPLO 6  Una particula se desplaza a lo largo de una recta coordenada horizontal (posi-
tiva hacia la derecha) con funcion de posicion

s(f) =28 — 142 + 22t — 5, t=0.

Determine la velocidad y la aceleracion, y describa el movimiento de la particula.

Solucion  La velocidad es
v(t) = s'(t) = 67 — 28t + 22 = 2(t — 1)(3t — 11),
en tanto que la aceleracion es
a(t) =v'(t) = s"(t) = 12t — 28 = 43t — 7).

Cuando la funcion s(¢) es creciente, la particula se desplaza hacia la derecha; cuando s(¢) es
decreciente, la particula se mueve hacia la izquierda.
Observe que la primera derivada (v = s') es cero en los puntos criticos 7 = 1y r = 11/3.

Intervalo 0<t<1 1 <tr<11/3 11/3 <t
Signo de v = 5’ + — +
Comportamiento de s creciente decreciente creciente

Movimiento de la

particula derecha izquierda derecha

La particula se desplaza hacia la derecha en los intervalos de tiempo [0, 1) y (11/3, %) y hacia
la izquierda en (1, 11/3). Momentaneamente esta detenida (en reposo)ent = 1yt = 11/3.
La aceleracion a(f) = s"(f) = 4(3¢t — 7) es cero cuando t = 7/3.

Intervalo 0<t<7/3 7/3 <t
Signo de a = s” - +

Grafica de s concava hacia abajo  concava hacia arriba
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F=0,f"<0
= max. local

F=0,f">0
= min. local

La particula inicia moviéndose hacia la derecha mientras reduce su velocidad, luego regresa
y comienza a desplazarse hacia la izquierda en ¢ = 1 bajo la influencia de la aceleracion hacia
la izquierda durante el intervalo de tiempo [0, 7/3). Luego, la aceleracion cambia de direccion
en t = 7/3, pero la particula contintia moviéndose hacia la izquierda, mientras frena bajo la
aceleracion hacia la derecha. En ¢ = 11/3, la particula vuelve a cambiar de direccion: ahora
se desplaza hacia la derecha en la misma direccion que la aceleracion. [ |

Criterio de la segunda derivada para extremos locales

En vez de buscar los cambios de signo de f” en los puntos criticos, algunas veces podemos uti-
lizar el siguiente criterio para determinar la presencia y naturaleza de extremos locales.

TEOREMA 5: Criterio de la segunda derivada para extremos locales  Suponga
que /" es continua en un intervalo que contenga a x = c.

1. Si f'(c) =0y f"(c) <0, entonces f tiene un maximo local en x = c.
2. Si f'(¢) = 0y f"(c) > 0, entonces f tiene un minimo local en x = c.

3. Si f'(¢c) = 0y f"(c) = 0, entonces la prueba no es concluyente. La funcién f
puede tener un maximo local, un minimo local o ninguno de éstos.

Prueba Parte (1). Si f"(c) < 0, entonces f"(x) < 0 en algun intervalo abierto / que contiene
al punto ¢, ya que /" es continua. Por lo tanto, /' es decreciente en 7. Como f'(c) = 0, el signo
de /' cambia de positivo a negativo en ¢, asi que, por el criterio de la primera derivada, f tiene
un maximo local en c.

La demostracion de la parte (2) es similar.

Para la parte (3), considere tres funciones: y = x% y = —x*y y = x3. Para cada funcion,
la primera y la segunda derivadas son cero en x = 0. Sin embargo, la funcién y = x* tiene un
minimo local alli, y = —x* tiene un méaximo local, y y = x3 es creciente en cualquier inter-
valo abierto que contenga a x = 0 (por lo que ahi no tiene maximo ni minimo). Por lo tanto,
la prueba no es concluyente. [ |

Este criterio requiere que conozcamos [ sélo en ¢ y no en un intervalo alrededor de c.
Lo anterior hace que sea un criterio sencillo de aplicar. Esa es la buena noticia. La mala es que
el criterio no es concluyente si f/ = 0 o si f” no existe en x = ¢. Cuando esto suceda, utilice el
criterio de la primera derivada para valores extremos locales.

Juntas, /'y f”, nos indican la forma de la grafica de una funcion, esto es, donde se lo-
calizan los puntos criticos y lo que sucede en un punto critico, donde es creciente la funcion,
donde es decreciente y como abre la curva de acuerdo con su concavidad. Utilizamos esta in-
formacion para hacer el esquema de la grafica de una funcion que tiene estas caracteristicas
importantes.

EJEMPLO 7  Trace la grafica de la funcion

fx) =x* —4x + 10
aplicando los siguientes pasos.
(a) Identifique donde se alcanzan los extremos de f.
(b) Determine los intervalos en los que f es creciente y los intervalos donde f es decreciente.
(¢) Determine donde la grafica de f es concava hacia arriba y donde es concava hacia abajo.
(d) Elabore un bosquejo general de la forma de la grafica de f.

(e) Ubique algunos puntos especificos, tales como los puntos maximos y minimos locales,
asi como los puntos de inflexion y las intercepciones con los ejes. Luego grafique la
curva.
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Solucion  La funcién f es continua, ya que f'(x) = 4x3 — 12x2 existe. El dominio de f es
(=00, ) y el dominio de f' también es (—o, ). Asi, los puntos criticos de /" se alcanzan s6lo
en los ceros de /. Como

f'(x) = 4x> — 1267 = 4x*(x — 3)

la primera derivada es cero en x = 0 y en x = 3. Utilizamos estos puntos criticos para definir
intervalos donde f es creciente o decreciente.

Intervalo x <0 0<x<3 3<x
Signo de [’ — - +
Comportamiento de f  decreciente decreciente creciente

(a) Por medio del criterio de la primera derivada para extremos locales y la tabla anterior,
vemos que no hay extremo en x = 0 y hay un minimo local en x = 3.

(b) Con base en la tabla anterior, vemos que f es decreciente en (—<, 0] y [0, 3], y es cre-
ciente en [3, «).

(¢) f"(x) = 12x2 — 24x = 12x(x — 2) es cero en x = 0 y en x = 2. Utilizamos los puntos
para definir intervalos donde f es concava hacia arriba y concava hacia abajo.

Intervalo x <0 0<x<2 2 <x

Signo de f” + - +

Comportamiento de f concava concava concava
hacia arriba hacia abajo hacia arriba

Vemos que f es concava hacia arriba en los intervalos (—2, 0) y (2, ®), y es concava hacia
abajo en (0, 2).
(d) Al resumir la informacion de las dos tablas anteriores, obtenemos lo siguiente.

x<0 0<x<2 2<x<3 I<x
decreciente decreciente decreciente creciente
conc. hacia conc. hacia conc. hacia conc. hacia
y arriba abajo arriba arriba
y=x*—4+10
20~ .. .
La forma general de la curva se representa en la siguiente figura.
15+
(0, 10) . . .
Punto de | decrece | decrece I'decrece | crece Forma general
inflexion sk : : :
conc. : conce. : conc. : cone
_ 1' 0 i 2' é :‘ X arriba i abajo i arriba i arriba
=51 Punto de % (2.-6) 0 2 3
_10} inflexién \ | | |
punto punto  min.
151 infl. infl.  local
ok G.-17)
{‘/I‘“imo (e) Trace las intersecciones con los ejes (si es posible) y los puntos donde y’ y y” son cero.
ocd Indique los valores extremos locales y los puntos de inflexion. Utilice la forma general
FIGURA 4.29 La grafica de f(x) = como guia para elaborar el bosquejo de la curva. (Si es necesario, trace mas puntos.)

x* — 4x3 + 10 (ejemplo 7). En la figura 4.29 se presenta la grafica de f. [ |
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Los pasos en el ejemplo 7 describen un procedimiento para la graficacion de las carac-
teristicas clave de una funcion.

Procedimiento para graficar y = f(x)
1.
2.
3.

NS e

Identifique el dominio de £ y las simetrias que pueda tener la curva.
Determine las derivadas y' y y”.

Determine los puntos criticos de £, si los hay, e identifique el comportamiento de
la funcién en cada uno de ellos.

Determine donde es creciente la funcién y donde es decreciente.
Determine los puntos de inflexion, si hay alguno, y la concavidad de la curva.
Identifique las asintotas que pueda tener (véase la seccion 2.6).

Trace los puntos clave, tales como intersecciones con los ejes y los puntos encon-
trados en los pasos 3 a 5, luego elabore un bosquejo de la curva junto con las
asintotas que tenga.

. (x + 1)?
EJEMPLO 8  Trace la grafica de f(x) = ——.
1+ x°
Solucion
1. El dominio de f es (—o, %) y no tiene simetrias con respecto a los ejes ni con el origen
(seccion 1.1).
2. Determine "y f".
+1)? Interseca al eje x en
f(x) = u x = —1, interseca al
1+ ejey(y=1enx=0
, (1+x3)-2x+1)— (x + 1)*-2x
1) = —
(1 +x9)
B 2(1 — ¥?) Puntos criticos:
- (1+x2)2 x=-lLx=1
) (1 4+ x3)%-2(—2x) — 2(1 — D)[2(1 + x?)-2x]
x) =
(1 + x%)*
o 4x(x2 -3) Luego de unas opera-
o (1 + x2)3 ciones algebraicas
3. Comportamiento en los puntos criticos. Los puntos criticos sélo se presentan en x = *1,
donde f'(x) = 0 (paso 2), ya que [ existe en todo el dominio de /. Enx = —1, f"(=1) =
1 > 0, lo que, por el criterio de la segunda derivada, da un minimo relativo. En x = 1,
f"(1) = —1 <0, que por el criterio de la segunda derivada, da un maximo relativo.
4. Creciente y decreciente. Vemos que en el intervalo (—%, —1) la derivada f'(x) < 0, y

la curva es decreciente. En el intervalo (—1, 1), /'(x) > 0 y la curva es creciente; es
decreciente en (1, %), donde otra vez ' (x) < 0.



y Punto de inflexién

Asintota
horizontal

" !
-1 1

Punto de inflexion

donde x = —V/3

(x + 1)?

FIGURA 4.30 Lagraficadey = 5
1+ x

(ejemplo 8).

5.

7.
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Puntos de inflexion. Observe que el denominador de la segunda derivada (paso 2) siempre
es positivo. La segunda derivada f” es cero cuando x = —\/g, 0,y V3. La segunda de-
rivada cambia de signo en cada uno de estos puntos: negativa en (—OO, —\/g) , positiva
en (—\/5, 0) , hegativa en (0, \/?;), y positiva de nuevo en (\/g, OO) . Asi, cada uno de
esos puntos es un punto de inflexion. La curva es concava hacia abajo en el intervalo
(—OO, —\/5) , concava hacia arriba en (—\/5, O) , concava hacia abajo en (0, \/5), Y,
nuevamente, concava hacia arriba en (\5, OO) .

Asintotas. Al desarrollar el numerador de f(x) y luego dividir el numerador y el denomi-
nador entre x2 se obtiene

(X+1)2:x2+2x+1

(x) = Desarrollando el numerador
d 1+ x° 1+ x%
1+ (2/x) + (1/x%)
= > Dividiendo entre x2
(1/x7) + 1

Vemos que f(x) — 1" cuando x — «© y que f(x) — 1~ cuando x — —o°. Asi, la recta
y = 1 es una asintota horizontal.

Como f disminuye en (—%, —1) y luego aumenta en (—1, 1), sabemos que
f(—1) = 0 es un minimo local. Aunque f decrece en (1, %), nunca cruza la asintota
horizontal y = 1 en este intervalo (se aproxima a la asintota por arriba). Asi que la
grafica nunca es negativa y f(—1) = 0 también es un minimo absoluto. Asimismo,
f(1) = 2 es un maximo absoluto, ya que la grafica nunca cruza a la asintota y = 1 en
el intervalo (—, —1), aproximandose a ella por abajo. Por lo tanto, no hay asintotas
verticales (el rango de f'es 0 =y = 2).

La grafica de f aparece en la figura 4.30. Observe como la grafica es concava hacia abajo
cuando se aproxima a la asintota horizontal y = 1 conforme x — —%, y concava hacia

arriba al aproximarse a y = 1 cuando x — . [ |
o X+ 4
EJEMPLO 9  Trace la grafica de f(x) = 2
Solucion
1. El dominio de f comprende todos los numeros reales distintos de cero. No existen in-

tersecciones con los ejes, ya que ni x ni f{x) pueden ser cero. Como f(—x) = —f(x),
notamos que f es una funcion impar, por lo que la grafica de f es simétrica con respecto
al origen.

Calculamos las derivadas de la funcién, pero primero la rescribimos para simplificar
los célculos:

2
x+4 x 2 S -
fx) = > =5 + ¥ Funcién simplificada para la derivacion.
X

1_2_x—4 , . o

f'(x) = E -5 = 72 Combinar fracciones para resolver con facilidad f”(x) = 0.
X X
4 4 . .. .

f(x) = 3 Existe en todo el dominio de f.

X

3. Los puntos criticos se presentan en x = *2, donde f’(x) = 0. Como f"(—2) <0y

f"(2) > 0, por el criterio de la segunda derivada, vemos que en x = —2 se alcanza un
maximo relativo con f(—2) = —2 y un minimo relativo en x = 2 con f(2) = 2.
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FIGURA 4.31 Lagraficadey =

(ejemplo 9).

X +4
2x

4.

En el intervalo (—o, —2) la derivada f’ es positiva, ya que x2 — 4 > 0, por lo que la
grafica es creciente; en el intervalo (—2, 0), la derivada es negativa y la grafica es de-
creciente. De forma similar, la grafica es decreciente en el intervalo (0, 2) y creciente
en (2, ).

No hay puntos de inflexion, ya que f”(x) < 0 siempre que x < 0, f"(x) > 0 siempre que
x >0,y f” siempre existe y nunca es cero en el dominio de f. La grafica es concava ha-
cia abajo en el intervalo (—2, 0) y cdncava hacia arriba en el intervalo (0, «).

Con base en la formula rescrita para f(x), vemos que

. x 2 _ p x 2 _
Xl_l,%l+ (§+Y)_+OO y xl—IH)l’ <§+f)—700,

por lo que el eje y es una asintota vertical. También, cuando x — % o x — —», la gréfica
de f(x) tiende a larecta y = x/2. Asi que y = x/2 es una asintota oblicua.

La grafica de f se trazé en la figura 4.31. [ |

Comportamiento grafico de las funciones a partir de sus derivadas

Como vimos en los ejemplos 7 a 9, podemos aprender mucho acerca de una funcién dos veces
diferenciable si examinamos su primera derivada. Podemos determinar donde asciende la gra-
fica de la funcion y donde estan ubicados los extremos locales. Al derivar y’ sabemos coémo
sube o baja la funcion cuando pasa por los intervalos de crecimiento y decrecimiento. También
podemos determinar la forma de la grafica de la funcion. La informacion que no se puede
obtener a partir de la derivada es la referente a como colocar la grafica en el plano xy. Pero,
como descubrimos en la seccién 4.2, la Unica informacién adicional que necesitamos para
ubicar la grafica es el valor de f en un punto. La informacion acerca de las asintotas se deter-
mina mediante limites (seccion 2.6). La siguiente figura resume como la primera y la segun-
da derivadas afectan la forma de una grafica.

y =/ y =/ y =/
Derivable = y'> 0 = asciende de y' < 0 = desciende de
suave, conexa; la gréfica izquierda a derecha; izquierda a derecha;
puede subir o bajar puede ser ondulada puede ser ondulada

o o —
+
y" > 0 = cdncava hacia y" < 0= cdncava hacia y" cambia de signo en
arriba en su totalidad; no tiene | abajo en su totalidad; no tiene un punto de inflexién
ondas; puede subir o bajar. ondas; puede subir o bajar
AN\
+ —

y' cambia de signo = la y=0yy' <0 y=0yy"'>0

gréfica tiene un maximo en un punto; la grafica en un punto; la grafica

local o un minimo local tiene un maximo local tiene un minimo local
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Analisis de funciones a partir de sus graficas

Identifique los puntos de inflexion asi como los maximos y los minimos
locales de las funciones graficadas en los ejercicios 1 a 8. Identifique los
intervalos en los que las funciones son concavas hacia arriba y concavas
hacia abajo.

1. 2 2.
y= ﬁ—x——2x+l

32 3 4
y y
X
O;; &Z
X
0

4
y=% -2 +4

3. _ 3.2 o 4. _9 3.0
y=50"-1D Y=g 6=
y y
W x ﬂ x

0 0

o

2m 2m 6'y=tanx—4x,—£<x<f

5. y=x+sen2x,—=* =x=

3 3 2 2
y y
I V\I /\I I
om 27 " 0 !
3 3

- y=senld 2w =x=2m 8'y=2cosx—\6x, —7TSx5377T

NO ESTA A ESCALA

Graficacion de ecuaciones

De acuerdo con los pasos del procedimiento de graficacion de la pagina
208, grafique las ecuaciones en los ejercicios 9 a 48. Incluya las coorde-
nadas de todos los puntos extremos y los puntos de inflexion.

9. y=x>—4x+3 10. y=6—2x — x*

1. y=x> — 3x + 3 12. y = x(6 — 2x)?

13. y= -2+ 62— 3 4. y=1—9x — 6x> — x°
15, y=(x— 2P + 1

16. y=1-—(x+ 1)

17. y =x* — 22 = ¥*(x* = 2)

18. y= x* + 6> —4=x%(6 —x») — 4
19. y =4 — x* = ¥4 — x)

20. y = x* 4+ 2 = X*(x + 2)

21 y=x° — 5x* = x*x — 5)

. 4
22, y :x(i— 5)

23. y=x +tsenx, 0=x=27
24. y=x —senx, 0=x=27w
25.y=\/§x—2cosx, 0=x=27

26.y:gx*tanx, _Tﬂ-<x<%

27. y =senxcosx, 0=x=m
28.y=cosx+\/§senx, 0=x =27

29, y =% 30. y = x*°
X V1 —x?
Moy=—Frr 2.y=—"
\/XZ +1 2x + 1
33, y=2x — 32 34. y = 5 — 2x
35. y=x2/3(%—x) 36. y=x2/3(x—5)
37. y=xV8 — ¥ 38. y=(2 — )
39. y = V16 — ¥ 40.y:x2+%
2 _
41.y=);_23 42. y = Vi + 1
8x 5
43, y = 44, y =
Y x2+4 y x4+5
45. y =|x* — 1| 46. y = |x¥* — 2x]

-x, x<0
V- (Y S
48. y = Vix — 4|

Bosquejo de la forma general si conocemos y’

En cada uno de los ejercicios 49 a 70 se indica la primera derivada de
una funcién continua y = f(x). Determine y” y luego, de acuerdo con los
pasos 2 a 4 del procedimiento de graficacion de la pagina 208, elabore
un bosquejo de la forma general de la grafica de f.

49. y' =2 4+ x — x* 50.y’:x2—x—6

51. y = x(x — 3)? 52. ' = x*(2 — x)

53. y = x(x? — 12) 54. y' = (x — 1)*(2x + 3)

55. y' = (8x — 5x})(4 — x)° 56. y' = (x* — 2x)(x — 5)°
- 2 _m us

57. y' = sec™x, 2<x<2
- _m s

58. )’ = tanx, 2<x<2

59. y' cotg, 0<6<2m 60.y’ZCS(:2§, 0<60<2m

’— an? ™ ™
. - —— <0<
61. y tan 6 — 1, > 0 5
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62. y'=1—cot?, 0<0<
63. y' =cost, 0=1t=27
64. y' =sent, 0=¢=2mw
65. y = (x + 1) 66. y = (x —2)7'/
67. y =xBx—1) 68. ' =x(x+1)
—2x, =0
69. ' = 2|x]| :{ oo
2x, x>0
2
x5, x=0
70. y' = ’
Y {xz, x>0

Graficacion de y a partir de las graficasde y’' y y”

Cada uno de los ejercicios 71 a 74 muestran las graficas de la primera y
segunda derivadas de una funcion y = f(x). Copie el dibujo y agréguele
la grafica aproximada de f, ya que la grafica pasa por el punto P.

71. y 72. y

y =[x
P y=f)

AN

X

y=r"x y=r"x
3.y
Pq y=f
0 X
y=fz>\\
74y
y=fx
0 X
N
Pe

Graficacion de funciones racionales
Grafique las funciones racionales en los ejercicios 75 a 92.

77.y=x4;2_1 78.y=x22—:4
79.)/:)62171 80.y:xzxj1
81.y=—ﬁ sz.y=§%‘2‘
85.y=xzx__#l+1 86.y=—x2x_f;_1
87.y:x3 ;23)_6::_3)(2_] 88.y2x3x+_xx;2

X x — 1
89. y = 9. y= ——
YT YT Rk - 2)
8 . .
91. y = bruja de Agnesi
Y= (bruj gnesi)
4x .
92. y = serpentina de Newton
Y=z, (serp )

Teoria y ejemplos

93. La siguiente figura muestra una parte de la grafica de una funcion
dos veces diferenciable y = f(x). En cada uno de los cinco puntos
indicados, clasifique y’ y y" como positiva, negativa o cero.

0 X
94. Trace una curva suave conexa y = f(x) con
f(=2) =8, @)= f(=2)=0,
f(0) = 4, f'(x) <0 para |x|] <2,
f(2) =0, f"(x) <0 para x <0,

f'(x) >0 para |x]| > 2, f"(x) >0 para x>0.

95. Grafique una funcion dos veces derivable y = f(x) con las siguientes
propiedades. Cuando sea posible, sefiale las coordenadas.

x y Derivadas
x <2 Yy <0, >0
2 1 y'=0, »">0
2<x<4 y'>0, » >0
4 4 Y>>0, »=0
4<x<6 y'>0, <0
6 7 y'=0, »'<0
x>6 y' <0, »' <0

96. Grafique una funcion dos veces derivable y = f(x) que pasa por los
puntos (—2, 2), (—1, 1), (0, 0), (1, 1) y (2, 2), cuyas dos primeras
derivadas tienen estos patrones de signos

Movimiento a lo largo de una recta Las graficas de los ejercicios 97 y
98 indican la posicion s = f{(f) de un cuerpo que se desplaza hacia arriba
y hacia abajo a lo largo de una recta coordenada. (a) (En qué momento
el cuerpo se aleja del origen? jEn qué momento se aproxima al origen?
(b) (Aproximadamente en qué momento la velocidad es igual a cero?
(¢) (Aproximadamente en qué momento la aceleracion es igual a cero?
(d) (En qué momento la aceleracion es positiva? ;Y negativa?
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Costo marginal La siguiente grafica muestra el costo hipotético
¢ = f(x) en el que se incurre al fabricar x articulos. ;Aproxima-
damente en qué nivel de produccion el costo marginal cambia de

~

decreciente a creciente?

c

c=f

Costo

P PO NP T B
20 40 60 80 100120
Miles de unidades producidas

La siguiente grafica muestra el ingreso mensual de la Corporacion
Widget durante los altimos 12 afos. ;Aproximadamente en qué in-
tervalos de tiempo aumento el ingreso marginal? ;En qué intervalos
disminuy6?

y=r@

Suponga que la derivada de la funcion y = f(x) es

y = (= 1)Ax - 2).
(En qué puntos, si hay alguno, la grafica de f tiene un minimo local,
un maximo local o un punto de inflexion? (Sugerencia: Dibuje un
patrén de signos para y').
Suponga que la derivada de la funcién y = f(x) es

Yo=(xr— 1)%x — 2)(x — 4).

(En qué puntos, si los hay, la grafica de f tiene un minimo local, un
maximo local o un punto de inflexion?

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.
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4.4 Concavidad y trazado de cruvas

Para x > 0, dibuje una curva y = f(x) que tenga f(1) = 0y
f'(x) = 1/x. ;Puede decirse algo acerca de la concavidad de tal
curva? Justifique su respuesta.

;Puede decirse algo acerca de la grafica de una funcion y = f(x) que
tiene segunda derivada continua que nunca es cero? Justifique su
respuesta.

Si b, ¢ 'y d son constantes, ;para qué valor de b la curvay = x3 + bx?
+ cx + d tendra un punto de inflexion en x = 1? Justifique su
respuesta.

Parabolas

a. Encuentre las coordenadas del vértice de la parabola
y=ax> +bx +c,a # 0.

b. ;En qué punto la parabola es concava hacia arriba? ;En cual es
concava hacia abajo? Justifique sus respuestas.

Curvas cuadraticas ;Qué puede decir acerca de los puntos de in-
flexion de la curva cuadratica y = ax® + bx + ¢, a # 0? Justifi-
que su respuesta.

Curvas cubicas ;Qué puede decir acerca de los puntos de infle-
xién de la curva cubica y = ax3 + bx? + cx + d, a # 0? Justifique
su respuesta.

Suponga que la segunda derivada de la funcion y = f(x) es
V' =(x+ DHkx — 2).
(Para qué valores de x de la grafica de f* tiene un punto de inflexion?
Suponga que la segunda derivada de la funcion y = f(x) es
Y =X x — 2% + 3).
(Para qué valores de x la grafica de f'tiene un punto de inflexion?

Determine los valores de las constantes a, b y ¢, de forma que la gra-
fica de y = ax® + bx? + cx tenga un maximo local en x = 3, minimo
local en x = —1 y punto de inflexion en (1, 11).

Determine los valores de las constantes a, b y ¢, de forma que la
grafica de y = (x* + a)/(bx + c) tenga un minimo local en x = 3
y un maximo local en (—1, —2).

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA

En los ejercicios 113 a 116, encuentre los puntos de inflexion (si los hay)
en la grafica de la funcion y las coordenadas de los puntos en la grafica
donde la funcién tiene un valor maximo o minimo local. Después, grafi-
que la funciéon en una region suficientemente grande para mostrar en
forma simultanea todos estos puntos. Agregue a su figura las graficas de
las funciones de la primera y segunda derivadas. ;Como se relacionan
los puntos en los que estas graficas cortan el eje x con la grafica de la
funcion? ;De qué otra manera se relacionan las graficas de las derivadas
con la grafica de la funcion?

113.

115.

116.

117.

118.

y=x"—5*—240 114. y = x* — 1247

y=%x5 + 16x% — 25

4 3

X X 2

= - 4%+ +
y="7 3 4x 12x + 20
Grafique juntas f(x) = 2x* — 4x2 + 1 y sus dos primeras derivadas.
Comente sobre el comportamiento de f en relacion con los signos y
los valores de "y f".

Grafique juntas f(x) = x cos x y su segunda derivada para 0 = x
= 27r. Comente sobre el comportamiento de f* en relacion con los
signos y los valores de /.



214 Capitulo 4: Aplicaciones de las derivadas

4 5 | Optimizacién aplicada

| X

(®)
FIGURA 4.32 Una caja sin tapa fabricada
al cortar las esquinas de una hoja cuadrada

de lamina. ;Cuadl es el tamailo de las esquinas
que maximizan el volumen de la caja
(ejemplo 1)?

Miximo
y

= y =x(12-2x)?,

] 0=x=6

g

=

S

. min
min

N . /.

0 2 6

NO ESTA A ESCALA

FIGURA 4.33  El volumen de la caja en la
figura 4.32 graficada como una funcion de x.

(Cuales son las dimensiones de un rectangulo con perimetro fijo que tenga drea mdxima?
(Cuales son las dimensiones para la lata cilindrica mds barata de un volumen dado? ;Cuantos
articulos deben fabricarse para que la produccion sea lo mds rentable posible? Cada una de
estas preguntas busca el valor 6ptimo de una funcion dada. En esta seccion utilizaremos las
derivadas para resolver diversos problemas de negocios, matematicas, fisica y economia.

Resolucion de problemas aplicados a la optimizacion

1. Lea el problema. Lea el problema hasta que lo comprenda. ;Qué datos se dan?
(Cuadl es la cantidad desconocida que debe optimizarse?

2. Elabore un dibujo. Anote el nombre de cada parte que pueda ser importante para
el problema.

3. Introduzca variables. Elabore una lista de las relaciones en el dibujo y en el pro-
blema como una ecuacién o una expresion algebraicas; luego, identifique la va-
riable desconocida.

4. Escriba una ecuacion para la cantidad desconocida. Si puede, exprese la incog-
nita como una funcion de una sola variable o con dos ecuaciones con dos incogni-
tas. Esto tal vez requiera mucha manipulacion algebraica.

5. Pruebe los puntos criticos y los extremos del intervalo en el dominio de la incog-
nita. Utilice lo que conoce acerca de la forma de la grafica de la funcién. Con
base en la primera y la segunda derivadas identifique y clasifique los puntos cri-
ticos de la funcién.

EJEMPLO 1 Se construira una caja sin tapa cortando pequefios cuadrados iguales de las es-
quinas de una lamina de hojalata de 12 por 12 in y doblando hacia arriba los lados. ;Qué tan
grandes deben ser los cuadrados que se van a cortar para hacer que la caja tenga la maxima
capacidad posible?

Solucion  Iniciamos con un d