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Prologo

Introduccion a la Probabilidad y la Estadistica es el resultado la labor de docencia y de
investigacion desarrollada por profesores y auxiliares docentes de nuestro Departamento
Pedagdgico de Matematica, en articulacion con el programa de formacion docente en
métodos cuantitativos del Centro de Investigacion en Métodos Cuantitativos aplicados a
la Economia y la Gestion (IADCOM), de la Facultad de Ciencias Econémicas de la
Universidad de Buenos Aires.

Para mi es muy grato tener el honor de prologar este trabajo, el cual ha sido coordinado
por la titular de catedra de Estadistica de nuestro departamento, Maria José Bianco, con
la cual también comparto tareas de dictado de seminarios en el doctorado.

Maria José ha coordinado esta publicacion, en conjunto con Dario Bacchini, Lara
Vazquez y Javier Garcia Fronti. Con el fin de entregar a los alumnos de la materia un
libro de texto, se han procesado didacticamente los materiales y se fijaron siete unidades
teméticas: 1. Teoria de la probabilidad, 2. Variables aleatorias y distribuciones de
probabilidad, 3. Descripcion de datos, 4. Distribuciones de muestreo y Estimacion, 5.
Prueba de hipotesis, 6. Regresion lineal y 7. Numeros indice. Dichos capitulos han sido
elaborados por Dario Bacchini y Lara Vazquez, en colaboracion con Matias Larra, Juana
Llamas, Andrea Lepera y Valeria Gogni.

Quiero terminar este prélogo remarcando el entusiasmo y dedicacién del grupo docente
involucrado en este trabajo y quiero desearles el mayor de los éxitos en la tarea de los
préximos cuatrimestres. Asimismo, considero muy importante que este grupo de docentes
publique este texto en nuestra facultad y permita el acceso libre a los estudiantes.

Profesora Emérita Dra. Maria Teresa Casparri



1 Teoria de la
Probabilidad

Lara Vazquez
Valeria Gogni



La vida esté llena de incertidumbres. De hecho, casi todos los eventos que nos suceden llevan
consigo algo de aleatoriedad. Por ejemplo, podemos decir que el 6mnibus que nos lleva a la
Facultad pasa regularmente a las 8.45 a.m.; pero, ¢podemos afirmar con toda certeza que
mafiana pasara exactamente a esa hora?

El lector puede imaginar, sélo con un pequefio esfuerzo, ejemplos como el del parrafo anterior.
Sobre la base de este (y de los que se le hayan ocurrido a usted), podemos realizar las primeras
definiciones referidas a diversos fendmenos.

— Un fenémeno se dice deterministico, si se sabe con toda certeza cual ser4 su comportamiento.

— Un fendmeno es aleatorio, cuando no podemos afirmar con certeza cual sera su
comportamiento.

Ejemplo 1

Si lanzamos una piedra al aire, podemos afirmar con certeza que volvera a caer a la superficie de la
tierra, pero no podemos saber con precision el punto en el que caera. Asi, la caida es un fendmeno
deterministico, mientras que el lugar en que se producird dicha caida es aleatorio, ya que existe
incertidumbre respecto del punto preciso en el que caera.

Ejemplo 2

Un seguro de vida paga un monto determinado en caso de muerte del asegurado. El pago del monto es
un fenémeno deterministico, ya que sabemos que la muerte indefectiblemente sucedera. Sin embargo,
el momento de pago es aleatorio, ya que no podemos precisar con exactitud la edad a la cual fallecera
cada asegurado.

Como vera el lector, ejercitando un poco su imaginaciéon, estamos rodeados de fenémenos
aleatorios, y lidiamos a diario con los mismos casi sin notarlo.

Pensemos, ademas, en la cantidad de afirmaciones que oimos a diario, casi sin darnos cuenta,
relacionadas con la “probabilidad” de ocurrencia de determinados fendmenos. Por ejemplo,
frecuentemente escuchamos en el noticiero que hay alta probabilidad de lluvias, o a un locutor
decir que la probabilidad de que un equipo de futbol revierta un resultado adverso es casi nula,
0 bien, que la probabilidad de ganar en un determinado juego es una en cien. Sin embargo,
seguramente, pocas veces hemos reparado en pensar qué quiere decir exactamente un valor
determinado de “probabilidad”.

En este capitulo, lo que pretendemos es justamente precisar algunas definiciones de
probabilidad. La Teoria de la Probabilidad es la encargada de estudiar los fendmenos aleatorios
y, mediante ciertos axiomas que veremos mas adelante, se define lo que llamaremos medida de
probabilidad. A su vez, a partir de dichos axiomas se desprenden una serie de propiedades de
la probabilidad muy utiles para su aplicacién al andlisis de fenébmenos concretos.

Asi, mediante ciertos estudios probabilisticos se podran realizar afirmaciones respecto de la
probabilidad de que determinado articulo de una linea de produccidon sea defectuoso, la
probabilidad de ganar cierto juego de azar o la probabilidad de que al extraer un individuo al azar
del curso de estadistica, el mismo sea un hombre y, ademas, sea fumador.

En el presente capitulo se presentaran los conceptos basicos relacionados con la Teoria de la
Probabilidad, la cual constituye una piedra angular de la Estadistica. Pero antes de entrar de
lleno en el tema que nos compete, expondremos un breve repaso de la Teoria de Conjuntos, la
cual sera una herramienta fundamental para los desarrollos posteriores.

1.1 Teoria de Conjuntos: un repaso

La Teoria de Conjuntos, o al menos los conceptos basicos de ésta, es desarrollada en los
estudios de nivel medio. Sin embargo, aqui se realiza una breve introduccién a modo de repaso
y con el fin de establecer la notacién a usar a lo largo del capitulo.

De acuerdo con lo visto anteriormente, lo que nos interesa estudiar es el comportamiento de los
fenomenos aleatorios. Dicho comportamiento puede relacionarse con el resultado de un
determinado experimento. Por ejemplo, el experimento puede consistir en medir la hora en que
pasa el mnibus, u observar el punto de caida de una piedra o bien anotar el resultado de un
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partido de futbol. Teniendo en mente esta relacion, pasemos a desarrollar la teoria desde esta
Optica, considerando al comportamiento aleatorio de ciertos fenémenos como resultados de un
experimento determinado.

Definimos, a continuacion, ciertos elementos comunes de cualquier experimento:

— Espacio muestral (o ): conjunto de todos los posibles resultados que se pueden dar al
realizar un experimento.

— Evento Simple: cada uno de los posibles resultados, considerados individualmente. Es decir,
cada uno de los elementos del espacio muestral.

— Evento compuesto: conjunto de eventos simples.

En general, salvo aclaracion en contrario, la letra griega omega () representara el espacio
muestral, mientras que las letras mayusculas del alfabeto latino (A, B,...) denotaran eventos,
tanto simples como compuestos. Unos ejemplos clarificaran las definiciones enunciadas.

Ejemplo 3

Considere el lanzamiento de un dado. El espacio muestral esta dado por ¢ ={1,2,3,4,5,6} , un evento

>

simple es 4 ="el resultado es 2” y un evento compuesto es B =" el resultado es un nimero par”. L0S
eventos pueden escribirse también como A={2} y B={2,4,6}.

Ejemplo 4

Si se considera un experimento dado por el lanzamiento de una moneda, el espacio muestral esta dado
por Q= {cara,ceca}, Y en este caso s6lo es posible considerar los eventos simples A={cara} Y

B ={ceca} .

Ejemplo 5

Considere el lanzamiento de dos monedas, una por vez. El espacio muestral estd dado por
Q= {CaCe, CaCe, CeCe, CeCa} 10, Un evento simple es A= {CaCe}, O de manera extensiva A = "el

primer lanzamiento es caray el segundo ceca ”. Un evento compuesto B = {CaCa, CeCe} , 0 de manera

extensiva B = “los dos lanzamientos arrojan el mismo resultado”*.

A continuacidn, definimos algunas operaciones béasicas relacionadas con conjuntos:

— Unién de dos conjuntos (AUB): estd dada por el conjunto de todos los resultados que
pertenecen al evento a o al evento g 0 a ambos.

Ejemplo 6.a
Si se considera el lanzamiento de un dado y se definen los eventos A=1{1,2,3} Yy B={2,4,6} , entonces
AUB={1,2,3,4,6}.
— Interseccion de dos conjuntos ( A(\B): estd dada por el conjunto de los resultados que
pertenecen tanto a A como a s, es decira a y a s simultineamente.
Ejemplo 6.b
Continuando con los conjuntos definidos en el Ejemplo 6.a, tenemos que ANB ={2} .

— Complemento de un conjunto (AC): es el conjunto de todos los elementos del espacio
muestral que no pertenecen al evento a.'?

10 Ca = cara; Ce = ceca.
11 Nétese que este caso se considera relevante el orden en que se dan los resultados, ya que si no interesara el orden,
los eventos A={CaCe} y C={CeCa} serian iguales, y el espacio muestral se reduciriaa Q={CaCa,CaCe, CeCe} .

12 El complemento suele denotarse también como A.
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Ejemplo 6.c

Continuando los ejemplos anteriores: A° ={4,5,6} Y B® ={1,3,5} .
Por otro lado, podemos realizar algunas definiciones que estan relacionadas con las
caracteristicas de los conjuntos:

— Cuando todos los elementos de un conjunto a pertenecen también a otro conjunto g, se dice
que a estaincluido en g, ysedenota A-B.

— Un conjunto que no posee ningun elemento se denomina conjunto vacio y se denota por
o={}

— Dos eventos a Yy B son mutuamente excluyentes si la ocurrencia de uno implica la no-

ocurrencia del otro, es decir, la interseccion de los conjuntos que representan a dos eventos
mutuamente excluyentes es el conjunto vacio: ANB=J.

— Dos eventos a y B son colectivamente exhaustivos si la unién de los conjuntos que los
representan conforman el espacio muestral: AUB=Q. Es decir, que con certeza ocurrira al
menos uno de ellos.

De acuerdo con las definiciones enunciadas hasta aqui, se pueden extraer las siguientes
conclusiones:

— Ac: Todo evento esta incluido en el espacio muestral.

- ANA°=0 y AUA®°=Q: Un evento y su complemento son mutuamente excluyentes y
colectivamente exhaustivos.

En la Figura, se puede observar el diagrama de Venn de cada una de las operaciones y
definiciones expuestas previamente.

AcB eventos mutuamente excluyentes eventos colectivamente exhaustivos

Podemos notar a su vez, que cada operacion define nuevos eventos, con los cuales se podran
efectuar nuevamente las operaciones definidas, realizando de esta manera, operaciones
compuestas.
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Ejemplo 7

Consideremos el lanzamiento de un dado. El espacio muestral, como ya hemos visto, es
Q={1,2,3,4,5,6} . Ademas, definimos los eventos A = “e/ resultado es mayor a 3", B = “e/ resultado

esimpar”,y C = “el resultado es 1. O bien, A={4,5,6}, B={1,3,5},Y C={1}.

De acuerdo con las definiciones arriba enunciadas, podemos obtener los siguientes resultados:
ANC =@ (Ay C son mutuamente excluyentes) y C c B (C esta incluido en B).

Ejemplo 8
Supongamos que, con los datos del ejemplo anterior, deseamos hallar las operaciones compuestas
A°NB, Yy (AﬂCC )U B . Siempre es recomendable operar paso a paso.

Para hallar A° N B, primero obtenemos AC ={1,2,3} Y luego, realizamos la interseccion de este
ultimo con s. Finalmente, A° B ={1,3} .

Para la segunda operacion deseada, calculamos primero c°© ={2,3,4,56}, luego realizamos la
interseccion con a, dando por resultado ANC® ={4,5,6} , Y finalmente, al realizar la unién con s, el

resultado es (AﬂCC )U B= {1,3,4,5,6} ,

1.1.1 Propiedades de operaciones

Las operaciones entre conjuntos definidas en la seccion anterior presentan algunas propiedades
que vale la pena tener presentes. A modo de ejercicio, el lector puede comprobar las propiedades
que siguen realizando, en cada una de ellas, el diagrama de Venn del miembro izquierdo y del
miembro derecho por separado, y luego, compararlos para verificar la igualdad.

— Asociatividad de la unién: la unién de un conjunto A con la union de otros dos conjuntos B y
C, es igual a la unién de la unién de los dos primeros con el tercero. Es decir:

AU(BUC)=(AUB)UC

— Asociatividad de lainterseccidn: la interseccién de un conjunto A con la interseccién de otros
dos conjuntos By C, es igual a la interseccién de la interseccién los dos primeros con el tercero.
Es decir:

AN(BNC)=(ANB)NC

— Distributividad de la interseccién respecto de launién: La interseccion de un evento A con
la unién de otros dos eventos B y C, es la unién de las intersecciones de A con cada uno de
ellos. Es decir:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

— Distributividad de la unién respecto de la interseccion: La unién de un evento A con la
interseccién de otros dos eventos B y C, es la interseccién de las uniones de A con cada uno
de ellos. Es decir:

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

— Complemento de la unidén: el complemento de la unién de los conjuntos A y B es la
intersecciéon de los complementos de cada uno de ellos. Es decir:

(AUB)" =A°NB°

— Complemento de la interseccion: el complemento de la interseccién de los conjuntos Ay B
es la union de los complementos de cada uno de ellos. Es decir:

(ANB)° = A°UB*
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1.2 Definicion de Probabilidad

En esta seccion veremos que existen varias maneras de definir a la probabilidad, las cuales
surgiran de acuerdo con el tipo de fenébmeno que estemos analizando. A su vez, se observara
que estas definiciones estan estrechamente ligadas a las nociones intuitivas que se pueden llegar
a tener respecto de la probabilidad.

1.2.1 Definicion Clasica

Si preguntamos a cualquier persona que nos diga cual es la probabilidad de obtener ceca al
lanzar una moneda al aire, casi con seguridad nos contestara “un 50%”. Asimismo, si
consultamos cudl es la probabilidad de obtener el nimero 6 al lanzar un dado, es muy posible
que la respuesta sea “un sexto”; mientras que si preguntamos cual es la probabilidad de obtener
un numero par, la respuesta sera “un 50%”. Estas respuestas intuitivas estan ligadas a la
definicién clasica de probabilidad:

Sea Q un espacio muestral finito que contiene N eventos simples, y sea a un evento que puede darse de

n maneras distintas; es decir, que al realizar un experimento hay N resultados posibles de los cuales n son
favorables al evento a. La probabilidad de que ocurra el evento a esta dada por:

(A)= resultados favorables _ n
resultados posibles N

Si relacionamos la definicién precedente con el repaso de la Teoria de Conjuntos, podemos
afirmar que la probabilidad de que se dé el evento A estd dada por el cociente entre la cantidad

de elementos del conjunto favorables al evento A y el nimero de elementos del conjunto €2,
siendo estos Ultimos igualmente probables.

Cabe aclarar que el evento A puede ser simple o compuesto, y en este segundo caso, puede
resultar complicado determinar la cantidad de maneras en que puede darse el evento. A su vez,
hay ocasiones en que resulta complicado determinar la cantidad de elementos que posee el
espacio muestral {2 . Para ambos casos, resultan Utiles las reglas de conteo (combinatoria,
variaciones, etc.) que seran vistas en la seccion 6 de este capitulo.

Ejemplo 9
Un individuo esta por jugar a un juego en el que se lanzan dos dados equilibrados; gana $ 1 si el resultado
de la suma de los nimeros obtenidos en ambos dados es siete.

La cantidad de resultados posibles cuando se lanzan dos dados es 36 (estos resultados son igualmente
probables): si el resultado del primer dado es 1, el segundo puede arrojar cualquiera de los nimeros del
1 al 6, con lo cual ya tenemos seis resultados posibles; si el primer dado es 2, el segundo nuevamente
podra arrojar cualquier valor del 1 al 6, con lo cual ya sumamos doce resultados; y asi sucesivamente

hasta completar 6 =36 resultados posibles.

Luego, deberiamos determinar la cantidad de resultados favorables al evento “la suma de los dados es
77: éste puede darse de seis maneras distintas (1 y6,2y5,3y4,4y3,5y2,6y1).

En la siguiente tabla, se resumen todos los resultados posibles, y aparecen sombreados los resultados
favorables al evento:

Dado 2

1 2 3 4 5 6
1lz2lzalals]al7
2lz]als]eal7]2
2lzlals]eal7]2]0
E 'R E R
sle|7]2]|9|10]11
6|7 g9 [to]11]12
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Asi, la probabilidad de que el apostador gane, esta dada por el cociente entre el nimero de resultados
favorables al suceso y el nimero de resultados posibles:

P(A):£:%:O,1667

1.2.2 Definicidn Frecuentista

La Definicién Frecuentista de probabilidad surge debido a la existencia de fendmenos aleatorios
en los cuales no se puede determinar con precision la probabilidad clasica de cada evento simple,
es decir, que no podemaos precisar cuantos resultados favorables a un evento existen y/o cuantos
resultados posibles hay.

Consideremos algunos ejemplos en los cuales no se puede determinar con precision los casos
favorables y los casos posibles: un jefe de control de calidad desea determinar la probabilidad
de que un articulo sea defectuoso, un fanatico esta interesado en la probabilidad de que su
equipo de fatbol gane o un profesor que quiere saber la probabilidad de que sus alumnos
aprueben.

Para estimar la probabilidad de cada uno de esos eventos, se recurre a la segunda manera de
definir a la probabilidad, utilizando la frecuencia relativa de ocurrencia de los mismos.

Sea el nimero de veces que se observa un fenémeno determinado, y sea k el nimero de veces en que
ocurre un resultado favorable al evento a. La probabilidad de ocurrencia del evento a es la frecuencia
relativa observada cuando el nimero total de observaciones crece indefinidamente:

La gran mayoria de los fendmenos aleatorios con que nos enfrentaremos en la practica son de
este tipo, por lo cual esta definicion de probabilidad ser4 muy utilizada a lo largo de la presente
obra.

Ejemplo 10

Consideremos un control de calidad de una empresa, en el cual se desea saber la probabilidad de que un
determinado artefacto tenga una vida Util superior a las 1200 hs. Para ello, el departamento de control
de calidad separa 500 unidades de la produccién y mide la vida Gtil de cada unidad. Los resultados se
observan en la siguiente tabla:

Duracion (en hs.)| fiec. ahs. fiec. rel

menos de 300 1a 2%
300 aB99 40 8%
900 a 999 a5 11%
1000 & 1099 70 14%
1100 41199 85 17%
1200 a4 1299 115 253%
1300 a 1399 84 17%
1400 o mds 41 5%
500 100%

Asi, de acuerdo a la Definicién Frecuentista (y considerando que 500 es un nimero suficientemente
grande), la probabilidad de que la vida Gtil sea mayor o igual a 1200 hs. es:

_ 115+84+41
500

Esta definicion de probabilidad da lugar a las pruebas de hipétesis, que seran tratadas en el
Capitulo 7. Consideremos el lanzamiento de un dado y supongamos que queremos detectar si
el mismo estéa cargado. Para ello, podriamos lanzar el dado un gran nimero de veces y observar
la frecuencia relativa de ocurrencia de cada resultado; por ejemplo, si lanzamos el dado 600
veces, deberiamos esperar que 100 veces se dé cada uno de los resultados posibles. Sin
embargo, dificilmente esto ocurra, y supongamos que el resultado 2 se dio 140 veces. Lo que se
pretende al realizar un test de hipétesis, es probar si la evidencia empirica es suficiente como

P(A) =0,23+0,17+0,08 =0,38
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para afirmar que el dado esta efectivamente cargado a favor del niUmero 2, o si la observacion
de una cantidad elevada de dicho resultado se debi6 simplemente al azar propio del experimento.
Continuaremos con este tema en el capitulo correspondiente.

1.2.3 Definicidn Subjetiva

La Definicion Subjetiva de probabilidad estéa relacionada con el grado de creencia que tiene quien
lleva a cabo un experimento respecto de la probabilidad de ocurrencia del mismo.

Asi, por ejemplo, al lanzar un nuevo producto al mercado, un gerente de ventas puede creer que
el mismo tendra un 70% de aceptacion en el pablico, es decir, que la probabilidad (subjetiva) de
que un individuo acepte el producto es de 0,7. Esta probabilidad suele llamarse también
probabilidad a priori, ya que refleja el grado de creencia antes de que se realice cualquier prueba
empirica. Las probabilidades a priori suelen modificarse luego mediante algun tipo de
experimento como, por ejemplo, una encuesta para ver la aceptacion que podria tener el
producto. Una vez que el experimento se realiza, se modifican las probabilidades a priori para
obtener las probabilidades a posteriori, las cuales seran utilizadas para tomar decisiones.

Este tipo de andlisis de problemas es lo que se conoce como Analisis Bayesiano, mediante el
cual se madifican las probabilidades subjetivas (a priori) utilizando el Teorema de Bayes, el cual
serd expuesto més adelante. La tarea consiste en analizar la informacion suministrada por los
resultados de algun tipo de experimento (por ejemplo, como dijimos anteriormente, una
encuesta), para obtener probabilidades condicionadas a dicha informacion. Este tipo de analisis
esta intimamente relacionado con la dependencia estadistica de ciertos fenémenos, el calculo
de probabilidades condicionales y el Teorema de Bayes, temas desarrollados mas adelante en
el presente Capitulo. Cabe destacar que el Andlisis Bayesiano tiene una amplitud mucho mayor
que la mencionada. Sin embargo en esta obra no se trataran con profundidad problemas de este
tipo.

Antes de iniciar el estudio de probabilidades condicionales y de fenémenos estadisticamente
independientes, desarrollaremos los axiomas principales que debe cumplir cualquier medida de
probabilidad.

1.3 Axiomatica

Todas las definiciones anteriores estan intimamente ligadas a la parte experimental de la
Estadistica. Sin embargo, en los Ultimos afios, la Teoria de la Probabilidad ha evolucionado de
manera sorprendente y las definiciones se han hecho mas rigurosas desde un punto de vista
matematico.

En este contexto, el ruso Andrei Kolmogorov (1933) definid la medida o funcién de probabilidad
mediante una serie de axiomas. Estos, si bien son vélidos para cualquiera de las definiciones de
probabilidad expuestas anteriormente, amplian la definicién incluyendo a cualquier medida que
los verifique.

Dado un espacio muestral €2, llamamos medida de probabilidad a una funcién p que va del espacio
muestral al conjunto de los nimeros reales si satisface los siguientes axiomas:

a) SiAesun evento cualquiera, entonces P(A) >0
b) P(Q)=1
c) SiA (i:1,2...) son eventos mutuamente excluyentes, entonces:

P(AUAU.)=P(A)+P(A)+..

Es decir, que la probabilidad “P” asigna a cada elemento del espacio muestral un nimero que
verifica los axiomas expuestos.

A partir de estos tres axiomas, se desprenden las siguientes conclusiones?*s;

— Conocida la probabilidad de un evento a, se puede conocer la de su complemento A
mediante la siguiente relacion:

% Las demostraciones de estas conclusiones se encuentran en el Apéndice del final del presente capitulo.
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P(A°)=1-P(A)
— La funcion de probabilidad esta incluida en el intervalo real [0,1], es decir:
0<P(A)<1
— La probabilidad del evento vacio es nula, es decir:
P(2)=0
— Si Ay B son dos eventos cualesquiera'#, entonces la probabilidad de su unién es:
P(AU B): P(A)+ P(B)—P(Aﬂ B)

— Si a, B y C son tres eventos cualesquiera, entonces la probabilidad de su unién es:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB|-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
— Si a estaincluido en g, entonces la probabilidad de a es menor o igual a la probabilidad de s

AcB = P(A)<P(B)
— Si a estd incluido en g, entonces la probabilidad de la interseccion de los dos conjuntos
coincide con la probabilidad de a:

AcB = P(ANB)=P(A)

1.4 Probabilidad Conjunta y Marginal

En la presente seccion, expondremos conceptos relacionados con la probabilidad de eventos
que ocurren simultdneamente y la probabilidad de eventos simples. Ambos conceptos ya han
sido estudiados y ejemplificados en apartados anteriores, pero no han sido definidos de manera
precisa.

1.4.1 Probabilidad Conjunta

Si bien hasta aqui no hemos definido el concepto de Probabilidad Conjunta, hemos estado
trabajando con él de manera implicita. La probabilidad conjunta de dos eventos A y B es
simplemente la probabilidad de que ambos sucedan al mismo tiempo.

Ejemplo 11

Consideremos el lanzamiento de un dado. La probabilidad del evento A = “el resultado estd entre 2 y
4, ambos inclusive” estd dada por:

3 1
P(A)==—==
(A)=5=3

Definamos los siguientes eventos simples: A = “el resultado es mayor o iguala2”, A, = “ el resultado

es menor o igual a 4”. Claramente podemos ver qué A=A N A,. De este modo, la probabilidad
conjunta de los eventos A y A, esté dada por:

P(ANA)=P(A)=

Basandonos en el ejemplo anterior, podemos formalizar la definicion:

14 No necesariamente mutuamente excluyentes.
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Sea A un evento que surge como resultado de la interseccion de los eventos A, A,,..., A, es decir:
ANAN..NA, =A. LaProbabilidad Conjunta de los eventos A, A,,..., A, es la probabilidad del evento
gue surge como interseccion de todos ellos:

P(ANAN..NA)= p[QAjj:p(A)

1.4.2 Probabilidad Marginal

La Probabilidad Marginal es simplemente la probabilidad de ocurrencia de un evento A, sin
pensar en la existencia de otro evento B que suceda de modo simultaneo con A.

Ejemplo 12

Consideremos el Ejemplo 11. La probabilidad conjunta de los eventos A y A, es:

1
P(ANA)= 3
La Probabilidad Marginal de cada uno de los eventos es:
5 4
P = — = —
(A)=3  P(A)=<

Nétese que la probabilidad marginal es simplemente la probabilidad de un evento determinado.
Lo mismo ocurre con la probabilidad conjunta. Sin embargo, utilizamos el término marginal o
conjunta para hacer referencia a que la probabilidad es calculada en un contexto en el cual se
estudian los fendmenos de manera simultanea.

1.5 Probabilidad Condicional e Independencia

En la presente seccion analizaremos la influencia que tiene sobre un evento determinado la
informacion que se posee sobre otro evento relacionado con el mismo, si es que existe tal
influencia.

1.5.1 Probabilidad Condicional

Cuando se trabaja con fendmenos aleatorios, muchas veces podemos contar con cierta
informacion que modificaria nuestra estimacion de la probabilidad del mismo. En estos casos, se
dice que la probabilidad del evento en cuestion esta condicionada a la ocurrencia de otro evento.

Ejemplo 13

Consideremos el lanzamiento de dos dados. El resultado del primero de ellos se denotara por d, y el
resultado del segundo por d, . La probabilidad de que la suma sea 3 esta dada por:

2 1
P(dl‘l'dz :3):£:E

Sin embargo, si sabemos que el resultado del primer dado es 2, la inica manera de que la suma sea 3 es
que el resultado del segundo sea 1, por lo tanto, la probabilidad seré:

P(d, +d, =3 sabiendo que d, =2)=

[ RN

En la siguiente Tabla se ilustra el razonamiento seguido en el ejemplo:
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Dado 2 Dado 2
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1213|4567 1
— 213|456 [7]%8 =2 ~ | 213145678
Sl3|4 5617 (8|9 S| 3
" »
a 456|718 ]9 |10 5 4
5|67 |89 1011 5
6|17 |89 |1D]j11]12 6

A continuacién, definimos formalmente el calculo de probabilidades condicionadas.

Sean a y B dos eventos de un espacio muestral <> . La probabilidad de que se produzca el evento a
condicionada a (sabiendo) que ocurrié el evento s, P(A| B) , €s el cociente entre la probabilidad conjunta
y la probabilidad del evento conocido:

P(AIB)z% siendo  P(B)>0 1)

Si bien el Ejemplo 13 se resolvi6 de manera directa utilizando la definicién clasica de
probabilidad, podria resolverse utilizando la formula anterior, de la siguiente manera:

Ejemplo 14
Consideremos el ejemplo anterior. La probabilidad de que la suma de los dos dados sea 3, sabiendo que
el resultado del primer dado fue 2 es:
P(d1+d2=3Nd1=2) 1/36 1
P(d1=2) ~1/6 6

P(d1+d2=3/d1=2)=

Puede observarse que el condicionamiento es equivalente a “recortar” el espacio muestral: se
eliminan del espacio muestral aquellos eventos que resultan imposibles de acuerdo a la
informacién con la que contamos. Esta afirmacion puede verse claramente en la figura del
Ejemplo 13.

1.5.2 Eventos Estadisticamente Independientes

Légicamente, puede suceder que tengamos informaciéon sobre la ocurrencia de un evento
determinado g, Yy sin embargo la probabilidad marginal de ocurrencia del evento A no se vea
alterada. Esto quiere decir, que la ocurrencia de g no tiene ninguna influencia sobre el evento a
, s decir, que los eventos son estadisticamente independientes.

Dos eventos a y B son estadisticamente independientes, si la ocurrencia de uno no afecta la probabilidad
de ocurrencia del otro, es decir que:

P(AB)=P(A) @)

De las definiciones de probabilidad condicional y eventos independientes, se desprende la regla
del producto de probabilidades de eventos independientes.

Si a y B son dos eventos estadisticamente independientes, entonces la probabilidad conjunta es igual
el producto de las probabilidades marginales:

P(ANB)=P(A).P(B)

Se destaca que la independencia es una relacién simétrica entre eventos, esto quiere decir
que si A es independiente de B, entonces B es independiente de A. Como ejercicio, el lector
puede demostrar esto a partir de las definiciones expuestas.

Ejemplo 15
Consideremos el lanzamiento de dos dados y los siguientes eventos: A = “e/ resultado del primer

dadoesdos” y A, = “el resultado del segundo es tres ”. La probabilidad marginal de cada uno de ellos
es:
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1 1
P(Ai):P(dI:Z)zg; P(AZ):P(d2:3):g
La probabilidad conjunta es*®:

P(ANA) =5

Como puede observarse, la probabilidad conjunta es el producto de las probabilidades marginales.

Dado 2 Dado 2 Dado 2

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Lz |3|4]5 6|7 1123|456 ][7 L2 |3]|4(5]|6]|7

R R N - 213456 ]7 |8 2345|1678
= 3|4 | 56|78 |0 E I|4[5|6[T7T]|8 |9 E 3|4 |56 |7 [8 ]9
5 4|56 | 7|80 |10 5 4|56 |72 |9 ]|10 5 45|67 8]0 |10
5|6 |78 |9 |10]11 S|6 (7| &8[9 ]10)11 S|1é 7] |8 [10)11

6| 7|28 [9|10)11]12 6|7 [& |9 |10[11]12 6|7 |89 |10f{11]12

A A, ANA,

Ejemplo 16
Consideremos el lanzamiento de dos dados y los siguientes eventos: B, = “el resultado del primer dado
es dos” y B, = “la suma de los resultados de los dos dados es cinco”. La probabilidad marginal de
cada uno de ellos es:

4

P(B)=P(d,=2)=2:  P(B)=P(d+d,=5)=—-~

O

La probabilidad conjunta es:

1

P(B,NB,)=—

(B:NB,) 36

ya que existe una Unica manera de que simultdneamente, el resultado del primer dado sea 2 y la suma
sea 5 (el primero resultado debe ser 2 y el segundo 3).

En este caso, los eventos son dependientes, ya que el producto de las probabilidades marginales no
iguala a la probabilidad conjunta.

Dado 2 Dade 2 Dado 2
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
112|345 6]|7 1234567 123|456 ]|7
S22 lalslejqje 23 45672 (2]3]4]5]6/7 |8
5 3456|7809 = 345|678 ]9 s 3456|789
5 4156|789 |10 5 4156|789 |10 E 45|67 8|9 |10
S|la|7|&|@[10]11 5|6 | T7[E8 |9 |10 S|l6 7891011
6|7 |89 [10]11]12 67|89 [10]11]12 6|7 |89 (1011|112

B, B, B,NB,

Ejemplo 17

Calculando las probabilidades condicionales del ejemplo 15, podemos verificar los siguientes
resultados:

|

P(AIA)=P(0,=20,-3)=1:  P(AIA)=P(, =30, =2)-

15 Hay una posibilidad sobre las 36 combinaciones posibles al lanzar dos dados.
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Las cuales son idénticas a las probabilidades marginales de A, y A,, implicando de esta manera la
independencia de los eventos. La grafica auxiliar al calculo se ilustra a continuacion:

Dado 2 Dado 2
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 4 1
2 5 2134567 |8
— -
_33 & _§3
54 7 54
5 g 5
] 9 6

Al calcular las probabilidades condicionales del Ejemplo 16, tenemos que:
1
P(B,|B,)=P(d, =2|d, +d, =5)=Z ;

_1
6

Estas son diferentes de las probabilidades marginales, implicando dependencia entre B, y B,. Las
siguientes figuras ilustran los calculos.

P(B,|B,)=P(d, +d, =5[d, =2)

Dado 2 Dado 2

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 5 1

_2 3 _2345678
;3 3 ;3
545 54
5 El
6 6

1.5.3 Ley de Probabilidad Total

Utilizando el esquema de probabilidades condicionales, si no se conoce directamente la
probabilidad de ocurrencia de un evento A, la misma puede obtenerse utilizando la ley de la
probabilidad total, la cual determina la probabilidad de un evento por medio de las probabilidades
conjuntas del mismo con otros eventos mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos.

Sea A un evento de un espacio muestral <> ysea D, (j=1,2,...,n) una particion del espacio muestral (es
decir, que los D; son mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos), entonces la probabilidad
total del evento A esta dada por:

P(A)= n P(AﬂDj)= _n P(A|DJ)'P(D')

]
i=1 j=1

Esta férmula puede comprobarse simplemente inspeccionando la siguiente figura, donde el
espacio muestral se divide en ocho partes. Una demostracion mas rigurosa se expone en el
Apéndice del final del capitulo.

16 Notese que pudimos haber dicho simplemente la probabilidad de A, o bien, la probabilidad marginal de A. La forma
de expresar la probabilidad dependera del contexto.
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Evento A a partir de su interseccién con una particion del espacio muestral.

Ejemplo 18

Consideremos una bolsa con cubitos y bolitas de madera de dos colores (rojo y verde). Se sabe que el
20% de las piezas rojas son bolitas, es decir, P(b/r)=0,2 Y el 40% de las verdes son bolitas, es decir,

P(b/v)=0,4. Ademas, se conoce que el 70% de las piezas son rojas ( P(r)=0,7).

La probabilidad de extraer una bolita puede calcularse mediante el empleo de la formula de calculo de
probabilidad total, teniendo en cuenta que el porcentaje de piezas verdes sera el complemento del
porcentaje de piezas rojas: p(v)=0,3. Finalmente, la probabilidad deseada es:

P(b) = P(r nb)+ P(vb)
P(b) = P(r).P(b/r)+P(v).P(b/V)
P(b)=0,7. 0,2+0,3.0,4

P(b) = 0,26

Ejemplo 19

Consideremos el ejemplo anterior. Si en total hay 250 piezas en la bolsa, tendremos que 175 (70% de
250) son rojas 'y 75 (30% de 250) son verdes. De las piezas rojas, 35 son bolitas (20% de 175); mientras
que de las verdes, 30 son bolitas (40% de 75). Esto nos da un total de 65 bolitas sobre las 250 piezas, es
decir que:
P(b)=2 —0,26
250

En la siguiente Tabla, se resumen todas las cantidades de piezas y colores de acuerdo con los datos del
ejemplo:

holitas cukitos Total colores

werdes 30 45 75

rojas 35 140 175

Total forma 65 185 250

Ejemplo 20

En el afio 2005 el gobierno cree que la inflacion estara entre el 8,5% y el 10%. Sin embargo, de acuerdo
con sus estimaciones, hay una probabilidad de 0,02 de que esté por debajo del minimo esperado y una
probabilidad del 0,20 de que supere el maximo previsto.

22




Ademas, dada la relacion inversa existente entre el nivel de desempleo y la tasa de inflacién, el gobierno
prevé que, si la inflacién esta en los niveles esperados, hay una probabilidad de 0,65 de que el desempleo
sea inferior o igual al 13%. Esta probabilidad aumenta a 0,80, si la inflacién supera el maximo previsto,
y cae a s6lo el 0,05, si la inflacién esta por debajo del minimo esperado.

De este modo, si denotamos r a la tasa de inflacion y u a la tasa de desempleo, entonces la probabilidad
de que esta Gltima esté por debajo de 13% es:
P(u<13%)=P(u<13%|n <8,5%)xP(n <8,5%)
+P (U <13%]8,5% < m <10%)x P(8,5% < = <10%)
+P (U <13%]|n > 10%)x P (> 10%)
0,05x0,02+0,65x(1-0,02-0,20)+0,80x0,20
0,668

1.5.4 Teorema de Bayes

Basado en las probabilidades condicionales y la ley de la probabilidad total, el reverendo Thomas
Bayes expuso el siguiente Teoremal’:

Dado un evento A y n eventos mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos B,,B,,...,B,,
entonces la probabilidad de cualquiera de los eventos B; condicionado al evento a puede calcularse como:

P(A,)P(B)

~

iZ:l:P(AIBi)P(Bi)

P(8,[A)

En el Apéndice se encuentra la demostracion del Teorema.

Ejemplo 21

En un centro médico especializado en problemas respiratorios, el 80% de los fumadores que se fueron
a atender resultd tener cancer, mientras que de los no fumadores atendidos sélo el 10% tenia cancer. Se
sabe, ademas, que el 60% de los pacientes no son fumadores. ¢ Cuél es la probabilidad de que un paciente
con cancer sea fumador?

Definimos los eventos:
B, = “el paciente es no fumador”, B, = “el paciente es fumador”,y A= el paciente tiene cdancer”.

De acuerdo con la informacién que contamos, conocemos las siguientes probabilidades:
P(B)=0,60; P(B,)=0,40; P(N Bl)=0,10; P(NBQ)=0,80

Sobre la base de éstas, podemos hallar la probabilidad deseada, es decir F’(B2 |A) Utilizando el Teorema
de Bayes tenemos que:

P(48,)P (5,
(B4 B )P () PIAB,IP(E,)

Reemplazando con los datos de la clinica:

0,80x0,40
0,10x0,60+0,80x0,40
=0,8421

P(B)|A)=

17 Bayes, T. (1963).
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Ejemplo 22

Consideremos el Ejemplo 20. Si el gobierno conoce primero el dato de la tasa de desempleo, y sabe que
la misma superé el 13%, entonces las probabilidades de cada uno de los niveles de inflacion se
modificarian. Si escribimos =, , 7, y 7, para cada uno de los niveles previstos de inflacion (menor a

8,5%, entre 8,5% y 10%, y mayor a 10%, respectivamente), entonces las probabilidades buscadas son

P(;r1| u >13%), P(;rz|u >13%) y P(7Z'2|U >13%) , las cuales pueden hallarse aplicando la férmula de

Bayes. EI denominador de la férmula puede expresarse como:

3
P(u>13%|7; )xP(7;)=0,95x0,02+0,35x0,78+0,20x0,20 = 0,332

=1

Podemos observar que es simplemente la probabilidad de que el desempleo supere el 13%, es decir, uno
menos la probabilidad de que sea menor o igual al 13%, la cual fue hallada en el Ejemplo 20.

Luego, las probabilidades buscadas son:

P(u>13%|7z, )xP(7,)
0,332

~0,95x0,02

0,332

=0,06

P(7,|u>13%)=

P(u>13%|z, )xP(x,)
0,332

~0,35x0,78

0,332

=0,82

P(,|u>13%)=

P(u>13%|7,)xP(x,)
0,332

~0,20x0,20

~ 0,332

=0,12

P(75|u>13%) =

1.6 Reglas de Conteo

En muchos fenédmenos se puede identificar claramente cuantos resultados son posibles al
realizar un experimento y cuantos son favorables a cierto evento a, y con dichos valores calcular
la probabilidad del evento utilizando la definicion clasica. Sin embargo, la tarea al realizar el
conteo de casos favorables y casos posibles puede resultar sumamente ardua.

Por ejemplo, consideremos la probabilidad de que al sacar tres cartas de una baraja francesa,
dos de ellas sean negras. Para ello, deberiamos contar cuantas combinaciones posibles hay al
sacar tres cartas de una baraja francesa, y luego contar cuantas de ellas son favorables al evento
“dos son negras”. Esta tarea seria muy engorrosa si no se utilizan las reglas de conteo que se
exponen en esta seccion.

Al momento de trabajar con reglas de conteo, un factor importante a considerar es la relevancia
del orden en el cual suceden las observaciones. De esta manera, dependiendo de si el orden
altera o no el resultado del experimento se estara trabajando con reglas distintas. Basicamente,
las reglas de conteo son las variaciones, permutaciones y combinaciones. Antes de abordar el
detalle de cada una de ellas, debe tenerse en cuenta las diferencias principales entre las mismas:
en las combinaciones el orden es irrelevante y el resultado depende de los elementos que
conformen la observacién; en las variaciones, por el contrario, dos observaciones representan
resultados distintos a pesar de tener los mismos elementos si el orden en el cual los mismos se
presentan varia. Finalmente, al trabajar con permutaciones se evallan las distintas alternativas
para ordenar un grupo de elementos.
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1.6.1 Variacionesy Permutaciones

Consideremos dos lanzamientos consecutivos de una moneda. Los resultados posibles,
considerando el orden en que ocurren, son cuatro:

Q ={CaCa; CaCe; CeCa; CeCe}
Consideremos ahora tres lanzamientos consecutivos, entonces hay ocho resultados posibles:
Q = {CaCaCa; CaCaCe; CaCeCa; CeCaCa; CaCeCe; CeCaCe; CeCeCa; CeCeCe}
Consideremos 5 lanzamientos, o 10 lanzamientos, o, mas aun, 20 lanzamientos. La tarea de

contar uno por uno todos los posibles resultados seria muy complicada ¢no? Para contar la
cantidad de resultados posibles en estos casos se utilizan las variaciones.

Cuando un fenémeno puede ocurrir de n maneras distintas (hay n resultados posibles), y el mismo se repite
r veces, la cantidad total de resultados distintos que se pueden obtener (considerando el orden en que
ocurre el resultado de cada ensayo) es una variacion de n elementos tomadosde r enr :

—nl
V(n,r) =n

Ejemplo 23
Si lanzamos una moneda al aire hay dos resultados posibles (N=2), cara o ceca Si lanzamos 2 veces

. . 2
consecutivas una moneda (r =2), los resultados posibles son V(z;z) =2"=4,
. _ 93 _ .
Si se lanzan 3 veces, entonces hay V(2;3) =2" =8 resultados posibles.

. . . , 20 . .
Si se realizan 20 lanzamientos, habré V(z;zo) =27 =1.048.576 posibles resultados (teniendo en cuenta
el orden en que ocurren las caras y las cecas obtenidas).

Ejemplo 24

En los ejemplos anteriores hemos visto que si lanzamos 2 veces un dado, hay 36 resultados posibles si
se tienen en cuenta el orden en que ocurren los nimeros (es decir, un 6 y un 1 no es lo mismo que un 1
y un 6). Esta cantidad no es ni mas ni menos que las variaciones de 6 tomados de 2 en 2:

Vs =6° =36

Por otra parte, hay ocasiones en que se combinan distintos fenémenos. Por ejemplo, lanzamos
un dado y una moneda y queremos analizar cuantos posibles resultados se obtienen. Estas
circunstancias generan la segunda regla de conteo.

Si hay r fenémenos donde el primero posee n, resultados posibles, el segundo n, resultados posibles,...,
y el r-ésimo n_ resultados posibles, entonces el nimero total de resultados distintos que se pueden obtener
al combinar los r fendmenos es:

n xn, x...xn,

Ejemplo 25
Si se lanza una moneda (n, =2) y un dado (n, =6), la cantidad de resultados posibles es:

2x6=12

Este resultado es bastante intuitivo, considerando que puede ocurrir “cara” con cada uno de los seis
resultados del dado y “ceca” con cada uno de los mismos.
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Ejemplo 26
Si se lanza una moneda (n, = 2), dos dados (n, =n, =6) y se extrae una carta de una baraja espafiola (
n, = 40), la cantidad de resultados posibles es:

2x6x6x40=2.880

Un caso patrticular de la segunda regla de conteo mencionada es lo que se denomina Variacién
sin repeticién. En ese caso, lo que se considera es que el fendbmeno sujeto a experimentacion es
siempre el mismo pero los eventos, una vez que suceden, no vuelven a ocurrir. Es decir que, con
cada repeticion del experimento, el nimero de eventos posibles disminuye en uno respecto de
los posibles casos del experimento anterior. Por lo tanto:

Cuando un fendmeno puede ocurrir de n maneras distintas (hay n resultados posibles), el mismo se repite
r veces Yy, ademas, una vez obtenido un resultado determinado el mismo no puede volver a darse, la
cantidad total de resultados distintos (considerando el orden en que ocurre el resultado de cada ensayo)
genera las variaciones sin repeticion de n elementos tomadosde a r:

VR, =n:(n=1)-(n-2)-....-(n=(r-1))

Ejemplo 27

Podemos considerar que una persona posee cuatro CDs de mdsica distintos y decide llevar en sus
vacaciones sélo dos de ellos. Ademas, decide escucharlos en su automovil en el mismo orden en el cual
los selecciona. A su vez, en funcién de la duracion del viaje, dificilmente terminard de escuchar el
segundo disco. Como no tiene preferencias entre esos discos, la eleccion de los mismos la realizara al
azar. ¢ Cuéntas combinaciones posibles de discos a escuchar tiene la persona?

En este caso podriamos facilmente calcularlo por extensién, obteniendo las siguientes doce
combinaciones:

{AB; AC; AD; BA; BC; BD;CA; CB;CD; DA; DB; DC}

Llegariamos al mismo resultado con la férmula expuesta, remplazando N=4 ya que hay 4 CDsy r —2
porque se seleccionaran dos de ellos (sin repeticion):

4 M

VR(4'2) = M = Z :12

Ejemplo 28

Si se toma un mazo de barajas espafiolas (40 cartas) y quiere saberse la cantidad de maneras posibles
que existe de tomar dos cartas diferentes (considerando importante el orden en el cual sean
seleccionamos las mismas). Debe tenerse en cuenta que, una vez tomada una carta del mazo original, la
misma ya no formara parte de él. El calculo intuitivo de la cantidad de posibilidades en este caso no es
sencillo. Sin embargo, podemos realizar el calculo deseado utilizando la férmula de variaciones sin

repeticion con N=40y  _ >, obteniendo un total de {1560 combinaciones posibles!:

40! 40!
VRwa =(a0-2)1 " ag1

Es muy importante tener en cuenta que en las reglas analizadas hasta aqui es importante el
orden en que ocurren los eventos. Es decir que, por ejemplo, al lanzar dos veces una moneda,

no es lo mismo CaCe que CeCa, o al lanzar dos dados, no es lo mismo un dos y un tres que
un tres y un dos.

La segunda regla de conteo que analizaremos, y que también considera el orden de los
resultados es la permutacién. Esta considera las distintas maneras de ordenar un grupo de
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elementos. Uno de los casos mas sencillos es el caso de la permutaciéon simple. Lo que se
refleja en este caso es la cantidad de maneras en las que puede ordenarse un grupo de n
elementos:

Si se poseen n elementos, la cantidad de maneras de ordenarlos es:

n!:nx(n—l)x(n—Z)x...x2><1

Puede verse que esta alternativa de calculo es equivalente al de una variacion sin repeticién en
donde el numero de experimentos, r, es igual al nimero de resultados posibles para el primero
de ellos. Es decir:

]
nt —nl

Esta equivalencia es légica dado que las distintas formas de ordenar el grupo constituyen los
distintos eventos para la variacion.

Ejemplo 29

Puede considerarse, a modo de ejemplo, el caso en el cual cinco deportistas deban realizar una prueba.
El orden en el cual cada uno de ellos la efectlie depende de un sorteo el cual consiste en retirar de una
urna el nombre de cada uno de ellos. La cantidad de maneras de ordenar a estos deportistas es entonces

120 y esta dado por: 5!=5x4x3x2x1=120

Una alternativa a la permutacion simple es la de considerar la cantidad de muestras ordenadas
distintas que pueden obtenerse de un grupo. Este concepto es similar al de la variacion sin
repeticion, y la férmula de calculo es la misma:

Si se extraen r elementos de un conjunto de n, la cantidad de muestras ordenadas distintas que pueden
obtenerse es la permutacién de n tomadosde a r:

n!
P(n;r) :VR(n:r) = m

Ejemplo 30

Continuando con el ejemplo anterior, podria darse el caso en que el primer dia realicen la prueba sélo
tres de los cinco deportistas. ¢ Cuantas alternativas distintas de deportistas seleccionados y orden en el
gue se realizaran las pruebas existen? Este calculo equivale a determinar la permutacion de 5 elementos
. 1
(los deportistas) tomados de a 3 (tres): p.. = _ot 60

63 (5-3)!
En ocasiones se presentan casos en los cuales el orden pierde importancia, por ejemplo si
queremos saber solamente la suma de los dados, o la cantidad de cecas que salen. En estos
casos las reglas de conteo cambian, de acuerdo a lo que se vera en el siguiente apartado.

1.6.2 Combinatorias

Segun hemos hecho referencia en el parrafo anterior, hay casos en los cuales no resulta
relevante el orden en el cual se dan los resultados, sino cuéles son esos resultados en si. Por
ejemplo, en el caso en que lancemos un dado dos veces de manera tal que avancemos en un
juego tantos casilleros como indica la suma de ellos, el orden de los resultados no resultara
relevante: si obtenemos un 5 y luego un 2 significara lo mismo que obtener un 2 y luego un 5; en
ambos casos avanzaremos 7 casilleros. Cuando trabajamos con variaciones o permutaciones,
el orden resulta relevante: por ejemplo, en el caso en que en el juego en cuestion deban cumplirse
las "prendas" relativas al casillero al cual nos lleve el primer dado.
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Cuando se trabaja con combinatorias lo que se busca calcular es la cantidad de grupos distintos
de r elementos que pueden formarse con los n elementos que conforman un conjunto.

Si se extraen r elementos de un conjunto de n, la cantidad de muestras distintas que pueden obtenerse
(sin importar el orden) es la combinatoria de n elementos tomadosde a r:

n!
c ="
@0 (n—r)tr!

La combinatoria de n tomados de a r suele escribirse como:

e

Ejemplo 31

Si se considera el Ejemplo 30, con la combinatoria puede calcularse cuantos grupos de deportistas
distintos realizarian la prueba el primer dia de la competicidn. En esta situacion no resulta relevante el
orden en el que participaran los tres deportistas seleccionados sino cuales son los mismos. La cantidad
de grupos distintos que deberan realizar la prueba el primer dia es la combinatoria de cinco elementos
tomados de a 3:

Bl

(G530

Cs) =

Es decir, que hay diez grupos distintos de tres deportistas que debieran realizar la prueba el primer dia.

Ejemplo 32

Dado un grupo de cien lamparitas, quince de ellas resultan ser defectuosas. ¢Cual es la probabilidad de
que, tomando dos lamparitas al azar, las dos resulten ser defectuosas?

Lo primero que debemos calcular, de acuerdo a la definicidn clasica, es la cantidad de eventos posibles:
es decir, cuantos conjuntos de dos lamparitas pueden formarse. En este caso, tomamos dos lamparitas (

r —2) de entre cien (N =100):

|
Casos Posibles = C( = 100! 4950

1002) ~ 9g121 =

Los casos favorables son la cantidad de grupos de dos lamparitas que pueden formarse sélo
considerando aquellas defectuosas:

151
152) 13121

La probabilidad entonces de tomar dos lamparitas defectuosas es

2% 6,021
4950

Puede también considerarse la combinacion de distintos elementos existiendo la posibilidad de
reposicion. Por ejemplo, para el caso de la suma que se obtiene al lanzar dos veces un mismo
dado, el hecho de que en el primer lanzamiento haya salido un dos no invalida que el segundo
resultado sea también un dos.

Casos Favorables = C( 105
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Sis

e consideran r elementos de un conjunto de n, la cantidad de muestras distintas que pueden obtenerse

(sin importar el orden) en caso de que la obtencién de un resultado no invalide nuevamente su ocurrencia

€es:

(n+r-1)!

CR, ., = —
™0 (n=1)!r!

Ejemplo 33
Si se considera la cantidad de combinaciones posibles que surgen de dos lanzamientos de un dado,

independientemente del orden, los resultados que seran distintos son los sombreados con gris en el
cuadro siguiente, es decir, 21 combinaciones diferentes.

Dado 2
1 2 3 4 5 6

Dado 1

o g W

Prescindiendo de la representacién grafica, podria haberse utilizado la férmula anterior con N=6
(resultados posibles en un lanzamiento) y r =2 (cantidad de lanzamientos):

(6+2-1)!

Rea = 6_)i2r

1.7 Apéndice: Demostraciones

1.7.1 Conclusiones de la Axiomatica

1.

P(A°)=1-P(A)
De acuerdo con la definicién del complemento, tenemos que AU A® =Q, por lo cual:

P(AUA®)=P(Q)

Segun el Axioma b) expuesto en la seccion 1.3, P(() =1,y dado que Ay A® son mutuamente

excluyentes podemos usar el Axioma c) para escribir P(AU AC) = P(A)+ P(AC) .

Igualando ambas expresiones resulta:
P(A)+P(A%) =P(®)
P(A)+P(A%) =1
P(A)=1-P(A°)

0<P(A)=<1

De acuerdo al Axioma a) expuesto en la seccién 1.3, tenemos que para cualquier evento A se verifica
que P(A)>0. A su vez, por la demostracion anterior P(A)+ P(AC ) =1, por lo cual,
indefectiblemente p(A)<1.

Combinando las dos desigualdades del parrafo anterior, obtenemos lo que queriamos demostrar.
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3.

P()=0

De acuerdo con la definicion de evento vacio, tenemos que QU@ =Qy QNI =J. Como la

interseccion es vacia y la union es el espacio muestral, entonces & y <> son eventos complementarios,
es decir @=0°.

A su vez, sabemos que P(Q)+P(QC)=1. Pero por el Axioma b) P(«)=1, por lo cual
P(Q%)=P(2)=0.

4,

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Primero, escribimos la unién de Ay B como:
AUB=(ANB)U(ANB)U(BNA°) )

A su vez, podemos escribir los eventos A'y B como:

A=(ANB)U(ANB®)

@)
B=(BNA)U(BNA®)

Observamos que los eventos entre paréntesis de (1) y (2) son mutuamente excluyentes, por lo cual
podemos aplicar el Axioma c) para escribir:

P(AUB)=P(ANB)+P(ANB®)+P(BNA°)
P(A)=P(ANB)+P(ANB°) ©)
P(B)=P(BNA)+P(BNA°)

Si tomamos la primer expresion de (3) y restamos de ésta, miembro a miembro, la segunda y la tercera
ecuacion, obtenemos:

P(AUB)-P(A)-P(B)=-P(ANB)

Despejando, p(AUB) obtenemos lo que gueriamos demostrar.

P(AU BUC)=P(A)+ P(B)+ P(c)—P(AnB)—P(AnC)—P(Bnc)+ P(Aanc)

La demostracion es similar a la anterior y la dejamos como ejercicio para el lector

AcB = P(A)<P(B)
Pude observarse que:
AcB =(AUB)=B; (ANB)=A; (ANB°)=0

Entonces, utilizando la expresion de (3), puede escribirse:
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P(AUB)="P(B)
P(B)
P(B)

Como, por Axioma, P(BﬂAC)ZO = P(B)ZP(A)

P(ANB)+P(ANB®)+P(BNA°)
P(A)+P(@)+P(BNA°)
P(A)+P(BNA°)

7. AcB = P(ANB)=P(A)
Si AcB =(ANB)=A ,dedonde se deduce que P(ANB)=P(A)

1.7.2 Probabilidad Total

Si D, (j=1,2,...,n) soneventos mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos, entonces tenemos
que:

Ln_JDj:DlUDZU...UDn:Q (4)
j=1

A su vez, de acuerdo con las propiedades de eventos, se tiene que:
A=ANQ

Con lo cual, remplazando <> por la expresion (4), y usando las propiedades de interseccion e union de
conjuntos, tenemos que:

A=AN(D,UD,U..UD,)
=(AND,)U(AND,)U..U(AND,)

=C_J1(Aﬂ Dj)

Luego,

P(A)= P{O(Aﬂ Dj)} )

Asimismo, como los eventos entre corchetes en el miembro derecho de (5) son mutuamente excluyentes,
podemos usar el Axioma c):

P{Q(AﬂDj)}ng(AﬂDj) (6)

Finalmente, igualando (5) con (6), obtenemos la ley de la probabilidad total:

n

P(A)=>P(AND,)

i=1
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1.7.3 Teorema de Bayes

De acuerdo con la definicion de la probabilidad condicional, tenemos que:

p(NB)Z% siendo  P(B)>0

0 bien, considerando un evento cualquiera B; condicionado a otro evento A, la formula precedente se
puede escribir como:

F>(BJ.|A)=M siendo  P(A)>0 7

P(A)

Por otro lado, si consideramos el evento A condicionado a B, , tenemos que:

o(ae)- "

siendo P(Bj)>0. A su vez, cOmo P(Bj ﬂA)= P<Aﬂ Bj), podemos remplazar la expresion (8) en el
numerador de (7):

P(AB;)P(B;)=P(ANB) ®

P(Bj|A):P(A|EE—l§(Bj) siendo  P(A)>0 ©)

Luego, si B, pertenece a un grupo de eventos mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos, y de
acuerdo con la ley de probabilidad total, tenemos que la probabilidad del evento A se puede escribir como:

P(A)= ‘n P(AB)P(B) (10)

i=1

Finalmente, reemplazando (10) en el denominador de (9), se obtiene el Teorema de Bayes:

P(AB,)P(B,)

~

3P (AB)P(8)

P(B|A)
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En el capitulo anterior se ha desarrollado la Teoria de la Probabilidad, una de las piedras
angulares de la estadistica. Esta Teoria estd estrechamente relacionada con las variables
aleatorias, que seran presentadas en este capitulo, y que permitiran de alguna manera cuantificar
los experimentos aleatorios con los que trabajemos.

Al realizar un experimento aleatorio, sus resultados posibles, es decir, los elementos del espacio
muestral, pueden ser cualitativos o cuantitativos. Por ejemplo, si arrojamos un dado, los posibles
resultados son cuantitativos, ya que podemos asignar facilmente una cantidad numérica a cada
uno de ellos; en cambio, si arrojamos una moneda al aire, los resultados “cara” o “ cecas” no
tienen una relacion obvia con un conjunto de nimeros, por lo cual este experimento es cualitativo.

Las variables aleatorias asignan valores numéricos a cada posible resultado de un espacio
muestral, ya sea éste cualitativo o cuantitativo, y su uso es de gran utilidad cuando se desean
realizar estudios cuantitativos relacionados con ciertos fenémenos.

2.1 Definicion

Una variable aleatoria asigna un valor numérico a cada resultado posible del espacio muestral
de un fenédmeno o experimento aleatorio. En base a ello, podemos formalizar la definicion.

Una variable aleatoria X (03) es una funcién que asigna un namero real a cada posible resultado » de un
espacio muestral <> . Es decir que:

X0 -4 ; ASR 1)

En la definicion puede observarse que los valores que toma la variable aleatoria son un
subconjunto de los nimeros reales. Sin embargo, si se trata de un fendmeno cuyos resultados
posibles constituyen un conjunto numerable (ya sea finito o infinito), los valores de la variable
aleatoria serdn un subconjunto de los nUmeros enteros,Z, o de los nimeros naturales, N.

Ejemplo 1
Consideremos el lanzamiento de una moneda. Podemos asignar al resultado ceca el valor cero, y al

resultado cara, el valor uno. El espacio muestral es (2= {031;0)2} = {cara;cec a} ,y la variable aleatoria
definida sobre el mismo es X (Ceca) =0;X (Cara) =1,

Desde ya, que, en este caso, la especificacion es totalmente arbitraria, teniendo presente que el
lanzamiento de una moneda es un experimento intrinsecamente cualitativo. Por ejemplo, se podria haber

optado por definir a la variable aleatoria como X (Ceca) =LX (cara) =-1

Ejemplo 2

Consideremos el lanzamiento de un dado. El espacio muestral es 92{1,2,3,4,5,6}. Al ser el espacio

muestral intrinsecamente cuantitativo, la variable aleatoria mas logica para definir, llamémosla x ,
serfa asignar a la misma el resultado del espacio muestral. Es decir que, en este caso, tenemos que

Q= A en términos de la definicion expuesta mas arriba.

Sin embargo, se podria definir otra variable, digamos v, que asigne 1 a los resultados pares y 0 a los
impares. En la siguiente tabla, se exponen ambas variables.
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Ejemplo 3

Si deseamos estudiar las estaturas de un grupo de personas, los resultados seran aleatorios en la medida
que seleccionemos al azar las personas a medir. En este caso, al tratarse de una variable cuantitativa, el
espacio muestral coincidira con los valores que pueda tomar la variable (o = A).

Los valores que puede tomar la variable son de 0 a 3 metros de altura (exagerando los limites superior
e inferior), es decir, que A= (0; 3) , un subconjunto de los nimeros reales.
En la definicion expuesta precedentemente, hemos mencionado que los valores que puede

tomar una variable aleatoria estan dados por los elementos de un conjunto A . Ademas,

destacamos que A puede ser un subconjunto de los nimeros reales, o un subconjunto de los
nameros enteros (0 quizas de los naturales). Esto nos lleva a la distincion entre variables
continuas y discretas.

Variables aleatorias discretas y continuas

En los Ejemplos 1 y 2, se definieron variables cuyos valores posibles formaban un conjunto
discreto, mientras que en el Ejemplo 3 se definié una variable aleatoria que podia tomar valores
dentro de un intervalo de la recta real. Esta distincion que realizamos en cuanto a los posibles
valores que puede tomar una variable aleatoria nos lleva a diferenciar entre variables aleatorias
continuas y discretas.

Un espacio muestral <> es discreto si es numerable, ya sea finito o infinito. Por otro lado, <> es continuo
si sus elementos forman un conjunto infinito no numerable.

Ejemplo 4

Como se ha ilustrado en los ejemplos precedentes, el lanzamiento de un dado, o el lanzamiento de una
moneda, claramente constituyen experimentos aleatorios cuyos espacios muestrales son discretos, ya
que la cantidad de resultados posibles es finita y numerable en ambos casos (6 en el dado y 2 en la
moneda).

Por otro lado, la cantidad de mililitros de lluvia que cae en un afio en una zona subtropical constituye
un fendmeno aleatorio, y en principio su resultado puede ser cualquier nimero real positivo. El espacio
muestral, en este caso, es continuo, ya que los resultados incluidos en el mismo forman un conjunto
infinito no numerable.

Asimismo, podemos clasificar a las variables aleatorias en discretas o continuas, de acuerdo a
la imagen de la funcién que las define, es decir, de acuerdo con los elementos del conjunto A.

Una variable aleatoria es discreta si la imagen de la misma esta constituida por un conjunto numerable:

X:Q->A  (Aesnumerable)
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Ejemplo 5

Las variables aleatorias definidas en los Ejemplo 1 y 2 son discretas, ya que el conjunto imagen es un
subconjunto de los nimeros enteros y, por lo tanto, es numerable.

Ejemplo 6

Consideremos un juego en el cual se lanza una moneda al aire tres veces consecutivas, y se paga $ 0,50
al jugador por cada ceca que sale. En la siguiente tabla, se exponen los elementos del espacio muestral
y los valores correspondientes de la variable aleatoria:

® X ((,0)
CaCaCa | $ 0,00
CaCaCe | $ 0,50
CaCeCe | $ 1,00
CeCeCe | $1,50

Siendo los posibles valores un conjunto numerable finito, la variable aleatoria es discreta.

En el ejemplo anterior, no consideramos el orden en que se consiguié cada resultado, ya que, a
los efectos de la apuesta, lo nico que importa es cuantas cecas se obtuvieron. Por ejemplo, la
obtencion de CaCeCa y CeCaCa, arroja el mismo resultado de la variable, $0,50.-, que CaCaCe.
Sin embargo, cuando analicemos las probabilidades asociadas a cada valor de la variable
aleatoria, tendremos que analizar las distintas maneras en que se pueden presentar cada uno
de ellos.

Antes de proseguir, remarcamos algo sumamente importante. No necesariamente los valores
de una variable discreta son nimeros enteros (o naturales), sino que lo que importa es
que todos los resultados constituyan un conjunto numerable (finito o infinito).

En el ejemplo anterior, claramente, los valores no son enteros. Sin embargo, se puede enumerar
cada uno de ellos, es decir, que podemos contabilizar cada resultado posible. Lo que importa es
que haya una correspondencia uno a uno con los numeros naturales, esto es, que el conjunto
sea numerable.

Una variable aleatoria es continua si la imagen de la misma estd constituida por un intervalo de los
nGmeros reales:

X:Q-(ab); (a,b) € R

Ejemplo 7

La variable definida en el Ejemplo 3, “estatura”, es continua, ya que los posibles valores que puede
tomar la misma constituyen un intervalo de la recta real.

Ejemplo 8

Consideremos la cantidad de mililitros de lluvia por metro cuadrado que cae en un afio en una zona
subtropical (Ejemplo 4). Podemos definir una variable aleatoria, asignando a la misma el valor
observado en el espacio muestral (es decir, que, si cayeron 500 mililitros, la variable toma el valor 500).
Claramente, la variable es continua, ya que sus valores posibles forman un conjunto infinito no
numerable.

Finalmente, hacemos una ultima aclaracion en cuanto a los espacios muestrales (dominio) y los
valores que puede tomar una variable aleatoria (imagen). En principio, en el caso de espacios
muestrales cuantitativos, uno esté tentado a asociar los valores del mismo a los valores de la
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variable. Sin embargo, como vimos en el Ejemplo 2, esto no necesariamente es asi. Ademas, es
importante destacar que un espacio muestral continuo puede tener asociada una variable
aleatoria discreta. ¢ Le parece raro? Considere el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9

En los Ejemplos 4 y 8 se ha considerado la cantidad de mililitros de lluvia por metro cuadrado que cae
en un afio en una zona subtropical. En el caso de Bolivia, por ejemplo, las precipitaciones anuales son
de 555mm.® Puede considerarse, entonces, el caso en el que el gobierno entregue un determinado
subsidio a los productores si el nivel de lluvias es inferior a los 480 mm. (z d6lares) o superior a los 630
mm. (w dolares). En este caso, la variable aleatoria discreta monto del subsidio ( x ) puede tomar

Unicamente los valores {0; z ;W}. Esta variable se encuentra asociada a un espacio muestral
continuo dado por el nivel de lluvias anual que se presente. De esta manera:

o X (oa)

< 480 mm uds :

480 mm - 630 mm |u$s 0

> 630 mm uds w

Notacion

Antes de continuar, hacemos un paréntesis para remarcar ciertas cuestiones referidas a la
notacion que utilizaremos de aqui en adelante.

En general, y siguiendo la convencion de la mayoria de los autores, las variables aleatorias seran
expresadas por letras mayusculas ( X,Y,W,etc), mientras que los valores particulares que
puedan asumir las variables, seran denotados con letras mindsculas ( X, Y, W,€etc).

En consecuencia, y recordando la notacion de Teoria de Probabilidades vista en el capitulo
anterior, la probabilidad de que una variable aleatoria tome un valor determinado se expresara

como P(X = X) , siendo x un valor particular del dominio. En el caso del Ejemplo 9, podriamos
calcular la probabilidad de que no exista pago de subsidio, lo cual se expresaria con la siguiente

notacion: P(X :0), siendo 0 el valor particular considerado.

2.2 Distribucion De Probabilidades

En la seccién anterior hemos definido a las variables aleatorias, las cuales asignan un valor
numeérico a los distintos eventos de un espacio muestral. De esta manera, podemos definir,
entonces una funcion real que asigna una probabilidad a cada valor que puede tomar la variable
aleatoria.

Expresemos lo mismo en otras palabras. En el capitulo anterior, hemos mencionado que a un
experimento aleatorio se le puede asignar una medida de probabilidad, la cual debia cumplir con
ciertos axiomas. Asi, y de acuerdo a la relacidon biunivoca existente entre los fendmenos
aleatorios y las variables aleatorias definidas sobre los mismos, l6gicamente a cada valor que
tome la variable se le podréa asignar la probabilidad relacionada con el evento subyacente en el
valor de la variable.

En base a lo expresado anteriormente, podemos enunciar la siguiente definicion:

18 "E] Libro del Mundo", Arte Grafico Editorial Argentino (1997)
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La distribucién de probabilidades de una variable aleatoria es el conjunto de todos los valores que puede
tomar la misma y sus respectivas probabilidades.

Para ejemplificar y considerar con mayor profundidad esta definicién, analizaremos por separado
el caso de variables aleatorias discretas y continuas.

2.2.1 Funcién de Probabilidad de variables discretas

Empecemos con un ejemplo de una variable aleatoria discreta definida sobre un espacio muestral
discreto.

Ejemplo 10
Definimos la siguiente variable aleatoria relacionada con el lanzamiento de una moneda:

X (Ceca) =0;X (Cara) =1 claramente podremos establecer la probabilidad asociada a cada valor que
toma la misma como:

P(X =0)=P(ceca)=0,5;y P(X =1)=P(cara)=0,5

Teniendo presente lo mencionado al inicio de esta seccion, y con el ejemplo anterior como
herramienta para clarificar la manera de asignar probabilidades a cada valor de una variable
aleatoria, podemos realizar la siguiente definicion:

Sea X una variable aleatoria discreta definida sobre un espacio muestral < . Su funcién de probabilidad es
una funcién que cumple las siguientes condiciones:

a)vxeA: p(x)20
b) > p(x)=1 @)

xeA

donde A, como siempre, es el conjunto numérico que representa todos los posibles valores que puede
asumir la variable aleatoria.

De acuerdo a la expresion (1) expuesta al inicio de la Seccion 1, la expresiéon (2), y a las
propiedades vistas en el anterior, respecto de las medidas de probabilidad, podemos expresar lo
siguiente:

X:Q—>A

p:A—[0:1]
Es decir que, dado un espacio muestral <, podemos definir una funcién x que asigna a cada
resultado (simple o compuesto) un nimero perteneciente a un conjunto numérico A. A su vez,
podemos definir una funcién p que asigna a cada valor de X (perteneciente al conjunto A) un

namero contenido en el intervalo de la unidad (teniendo presente que la suma de p sobre todos
los posibles valor de X debe ser uno).

De acuerdo con ello, se puede observar que estamos frente a una composicion de funciones en
la cual p depende en Ultima instancia del resultado » del espacio muestral < :

p[X(w)]

De este modo, como la aleatoriedad esta presente en el evento », y X es simplemente una
transformacion de dicho evento, el punto b) de (2) podria escribirse como:

P(Q)=> p[X (w)]:; p(x)=1

weQ)

Esta expresion relaciona el punto b) de la expresion (2) con el Axioma b) de la seccién 1.3 del
capitulo anterior.

Clarifiquemos la definicion y los conceptos expuestos mediante un simple ejemplo.
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Ejemplo 11

Consideremos un juego en el cual se lanza 2 veces una moneda, y el apostador gana $1 por cada cara
que salga.

El espacio muestral esta dado por los posibles resultados que se obtengan al lanzar dos veces una
2
moneda: CeCe, CaCe, CeCa, CaCa Yy la probabilidad de cada uno de ellos es de (l/ 2) =1/4 . Asu

vez, los valores de la variable aleatoria “ganancia del apostador” correspondientes a cada resultado del

espacio muestral son X (CeCe)=0, X(CaCe)=1, X(CeCa)=1y X(CaCa)=2.

De esta manera, las probabilidades asociadas a cada posible ganancia del apostador dependen en Gltima
instancia del resultado del espacio muestral:

P(X =0)=P[X()=0]=P(w=CeCe)=1/4
P(X =1)=P[ X(e)=1]=P(w=CaCedw=CeCa)=1/4+1/4=1/2
P(X =2)=P[X(w)=2]=P(w=CaCa)=1/4

A su vez, podemos comprobar que la suma de las probabilidades sobre todos los posibles valores de la
variable aleatoria y sobre todos los posibles resultados del espacio muestral es 1:

2
SP(X =k)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=1/4+1/2+1/4=1
k=0

z P(w)=P(CeCe)+P(CaCe)+P(CeCa)+P(CaCa)=1/4+1/4+1/4+1/4=1

weQ)

Si queremos saber la probabilidad de que la variable aleatoria tome ciertos valores en un intervalo
determinado, no tenemos mas que sumar las probabilidades de cada uno de los valores de ese
intervalo.

La probabilidad de que X pertenezca a un intervalo [a;b] incluido entre sus posibles valores, esta dada
por®:

P(asxsb)=xzb;p(x)

Ejemplo 12
Consideremos la siguiente variable aleatoria x 'y su correspondiente funcion de probabilidad?’:

X 1 2 3 4 | 3 a7 319 |10

P(x =) |005|0,06|0,07[0,10|0,20(0,12|0,17|0,10] 0,04 |0,03

Notese antes que nada que:

En base a la tabla, podemos calcular la probabilidad de que la variable se encuentre entre los valores 2
y 6, ambos inclusive:

6
2<X <6 :Zp =0,06+0,07+0,10+0,20+0,18 =0,61
xX=2

Asimismo, si no incluimos los extremos del intervalo, tenemos la siguiente probabilidad:

19 Notamos que el intervalo se escribid utilizando corchetes para indicar que se incluyen ambos extremos del mismo.
20 Omitimos los resultados del espacio muestral que generan la variable aleatoria.
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5
P(2<X <6)=> p(x)=0,07+0,10+0,20=0,37

x=3

En el ejemplo anterior, se destaca la necesidad de definir muy precisamente qué valores de la
variable son relevantes al calcular la probabilidad, ya que al excluir los extremos del intervalo la
probabilidad se modifica notablemente.

Hasta aqui los conceptos basicos relacionados con las probabilidades vinculadas a variables
aleatorias discretas. A continuacion, analizaremos cémo asignar probabilidades a variables
aleatorias continuas, y luego, estudiaremos algunas propiedades comunes a ambos tipos de
variables.

2.2.2 Funcién de Densidad de variables continuas

Cuando el espacio muestral es continuo, no tendremos asociado a cada posible resultado una
probabilidad. Pensemos en la definicion clasica: tendremos un resultado favorable e infinitos
resultados posibles. Asi, la probabilidad de un resultado particular sera cero.

En el caso de una variable aleatoria continua, tenemos una funcién de densidad que nos permitira
calcular la probabilidad asociada a un intervalo de valores de la variable aleatoria.

Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio muestral continuo <, cuyos posibles valores
pertenecen al conjunto A incluido en el conjunto de los nimeros reales (A < R). Su funcién de densidad
es una funcién que cumple las siguientes condiciones:

Lf(x)=0
2._[ f(x)dx=1

XeA

Los comentarios realizados para las variables aleatorias discretas, referidos a la composicion de
funciones desde el espacio muestral al intervalo de la unidad, son validos también en este caso,
y remitimos al lector a lo expuesto mas arriba.

Hemos dicho que la funcion de densidad nos permitira calcular la probabilidad dentro de un
intervalo de valores (incluido en el conjunto A).

La probabilidad de que una variable aleatoria continua, X, pertenezca a un intervalo [a; b] , estd dada por
la integral de su funcidn de densidad entre los extremos de dicho intervalo:

P(a<X sb)zj.f(x)dx

De acuerdo con esta definicion, podemos ver que la probabilidad puntual de una variable
aleatoria continua es efectivamente nula:

P(X =a)=P(a<X <a)= f (x)dx=0 3)
Ejemplo 13

Consideremos una variable aleatoria x , definida sobre el intervalo [0;3], cuya funcion de densidad
es:

f(x):x— 0<x<3

Para comprobar que es una funcion de densidad, en primer lugar, observamos que es no negativa en el
intervalo en el cual esté definida. Luego, comprobamos que la integral de la funcidn en el intervalo es
igual a uno:

3 3

2
IX_dX:X_
SR

3

0
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Si, por ejemplo, deseamos saber cual es la probabilidad de que la variable aleatoria se encuentra en el
intervalo de la unidad, simplemente calculamos la integral de la funcién de densidad en el mismo:

X 1
P(O<X <1)=[ -dx=2-
1927

Del estudio de funciones, recordamos que la integral de una funcién no negativa sobre un
intervalo determinado nos proporcionaba el area que se encuentra entre la curva de la funcion y
el eje de las abscisas, como ilustra la siguiente figura:

ﬂreaz]jf[x]dx

fix)

De esta manera, el &rea que se encuentra entre la curva de una funcién de densidad y el eje de

abscisas, en el dominio correspondiente a la variable aleatoria, [Xm; A ] , debe ser uno. Asimismo,

la probabilidad de que la variable aleatoria se encuentre entre dos valores a y b, representa el
area que se encuentra entre el eje de abscisas, las rectas x — a, X =D yla curva de la funcion.
En las siguientes figuras, se observa lo mencionado.

4 I:'f{"ld":*”("m SX=x)=1 " I:f{X)dx=P[a5Xsb)
/7\\;) / .
T Ty > x, a 3 o >

Ejemplo 14
2
En el ejemplo anterior hemos comprobado que la integral de la funcién de densidad f (X) =X19 en

el dominio de la variable aleatoria, X 6[0;3] , 85 Uno. A su vez, hemos visto que la probabilidad de

que la variable aleatoria se encuentre entre 0 y 1 era de 1/27, que es justamente la integral de la funcién
de densidad entre dichos valores. Gréaficamente, podemos observar que los valores mencionados se
corresponden con las &reas debajo de la funcién de densidad.

16 16 4
14 4 14 4
12 4 124

14 Area=1 14
Area=1:27
08 A 08 A
06 4 i
04 A 04
024 02
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Ejemplo 15

Consideremos la siguiente funcién de densidad que depende del parametro ¢ .
X3
f(x)=—
(==

¢Cual es el valor de este parametro si el dominio de la variable aleatoria es el intervalo [0;10] ?

Para el valor de  hallado ;cudl es la probabilidad de que la variable aleatoria sea menor que 5 y la
probabilidad de que la misma se encuentre entre 6 y 9?

En primer lugar, para calcular el valor de o, debemos tener presente la condicion que debe cumplir la
funcion de densidad, es decir, que la integral entre el maximo y el minimo valor del dominio debe ser
igual a 1:

10 10 X3 1x*
f(x)dx= [ Zax==2
_[ (x)dx j . X

x=10 4 4
:i &_0_ 222500
0 0 a 4 a

a\ 4 4

x=0
Para que la integral sea igual a 1, necesariamente @ = 2500 .

Luego, con este valor de o, calculamos las probabilidades deseadas integrando en el intervalo
correspondiente:

5 X3 @ X3
P(X <5)=[ ———dx P(6<X <9)=[ ———dx
0 2500 6 2500
1 (5*-0* 1 (9' -6
- 25000 4 - 25000 4
=0,0625 =0,5265

Gréaficamente:

03 09
08 08
07 07
0§ 08
08 08
04 04
03 03
02 02
01 04

0 t 0 +
[ 2z 3 4 5 65 7 8 9 10 11 12 13 14 [ 2 3 4 5 6 T B 9 10 11 12 13 14

En el siguiente apartado estudiaremos las funciones de distribucion, las cuales constituyen una
herramienta fundamental a la hora de analizar variables aleatorias y calcular probabilidades
asociadas a las mismas. En la exposicion se trabajard de manera simultdnea con variables
aleatorias discretas y continuas.

2.2.3 Funcién de Distribucién

Hasta aqui hemos visto como calcular la probabilidad de que una variable aleatoria tome cierto
valor o pertenezca a cierto intervalo. Ahora pasaremos a presentar la funcion de distribucion, la
cual es ampliamente utilizada para el célculo de probabilidades.
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La Funcion de Distribucion F (X) asociada a una variable aleatoria X es la funcion que permite calcular

la probabilidad de que la variable aleatoria asuma un valor menor o igual al argumento de la funcion. Es
decir,

Fo (x)=P(X <x)

Asi, en el caso discreto tenemos que:

Fx (X)ZZP(Y) (4)
mientras que en el caso continuo:
R (x)= [ f(y)dy (5)

y<Xx

En las definiciones anteriores, y es una variable auxiliar que se utiliza como indice para realizar
la suma en el caso discreto, o como variable de integracién en el caso continuo.

Ejemplo 16

Consideremos el Ejemplo 15, donde la funcion de densidad era f(X)=X3/2500 y el dominio era
[0;10] . La funcion de distribucion es:

y=x 4

_ X
10000

y=0

4

xy? 1y
F(x)= [ —dy=——2
(x) L 2500 7 ~ 2500 4

A partir de la funcién de distribucidn, podemos calcular la probabilidad de que la variable aleatoria sea
menor o igual a un valor especificado. Por ejemplo, la probabilidad de que la variable sea menor o igual a
5 es de:

4
P(X <5)=F(5)= 105000 ~0,0625

Podemos observar que la probabilidad de que la variable de los Ejemplos 15 y 16 sea menor a
5 coincide con la probabilidad de que sea menor o igual a 5. Esto se debe a que la probabilidad
puntual de cada valor de una variable aleatoria continua es cero, tal cual se expuso en la
expresion (3).

Veamos un ejemplo de variable aleatoria discreta.

Ejemplo 17

Consideremos el Ejemplo 12, donde la funcién de probabilidad estaba dada de manera tabular:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p(x) [ 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,10 | 0,20 | 0,18 | 0,17 | 0,10 | 0,04 | 0,03

La funcidn de distribucidn indica la probabilidad acumulada hasta cada valor, y se obtiene mediante la
suma de las probabilidades asociadas a los valores de la variable menores o iguales al valor
correspondiente. Por ejemplo,
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F(1)=P(X <1) F(2)=P(X <2)
—P(X =1) =P(X =1)+P(X =2)
=0,05 =011

Con esta Idgica, podemos construir de manera tabular la funcion de distribucién para todos los valores
de la variable aleatoria?*:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
F(x) | 005011 | 0,18 | 0,28 | 048 | 066 | 0,83 | 0,93 [ 0,97 [ 1,00

En rigor, la Funcion de Distribucién debe definirse sobre toda la recta real. De esta manera,

cuando una variable aleatoria tiene un dominio acotado, digamos X E[Xm;XM], entonces la
Funcion de Distribucion definida sobre toda la recta real es:

0 XX,
F ()= I;f(y)dy X, < X< Xy
1 X2 Xy,

En palabras, la funcion vale cero para valores menores al minimo valor del dominio y vale 1 para
valores mayores al maximo. Para valores intermedios, se utilizan las expresiones (4) o (5) del
inicio de esta seccion, segun la variable aleatoria sea discreta o continua.

Ejemplo 18

Consideremos el Ejemplo 16. La funcién de distribucion, definida sobre toda la recta real es:

0 x<0
4
F(x): X 0<x<10
10000
1 x>10

En el caso de variables discretas, al definir la funcion de distribucidon sobre toda la recta real
debemos tener presente que la misma es constante entre los valores que puede tomar la variable
y “salta” en cada uno de los valores del dominio.

Ejemplo 19

Consideremos el Ejemplo 17. La funcion de distribucion, definida sobre toda la recta real es:

0 x<1 x <1 0
0.05 1<;<2 1<x<2 0,05
0,11 2<x<3 2<x<3 0,11
0,18 3<x<4 3<x<4 0,18
028 4s<x<5 4<x<5 | 028
F(x): 0,48 5<x<6 5<x<6 | 048
0.66 6<x<7 6<x<7 | 066
0,83 7<x<8
7<x<8 | 083
0,93 8<x<9
0,97 9<x<10 8=x<9 | 093
1 x>10 9<x<10 | 097
x =10 1

21 Note la semejanza con las frecuencias relativas acumuladas descritas en la primera seccién del Capitulo 3
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De acuerdo con la definicion de Funcién de Distribucion, y con los ejemplos anteriores, puede notarse

que F (X) es una funcién no negativa monétonamente no decreciente. Es decir, que:
si b>a =  F(b)>F(a)

Si la variable es continua, la funcion serd una curva suave no decreciente que va desde cero
hasta uno, cuando la variable independiente crece desde menos infinito hasta mas infinito (o
desde el minimo valor de su dominio hasta el maximo). Por otra parte, si la variable es discreta,
la funcion de distribucion crecera de a saltos desde cero hasta uno, cuando la variable crezca
desde menos infinito hasta mas infinito (o0 desde el minimo hasta el maximo). Los valores en los
cuales salta la funcion de distribucion son aquéllos en los que la funcion de probabilidad toma un
valor positivo.

&
F(x) F
1 e I_ F(Xj
—
1
i
. !
'
— |
> i
X X d
Ld u T Ty

Ejemplo 20
Las curvas correspondientes a las funciones de distribucion de los Ejemplos 18 y 19 son las siguientes:

F()

08 08
0,6 06
04 04

021 02

00
1,00
1,00
3,00
5,00
7,00
9,00
1,00
3,00
5,00
7,00
9,00
1,00
3,00
o

4 24 01 2 3 4 5 B 7 8 89 10 1 1213

Podemos observar que la funcién de distribucién cumple con las siguientes condiciones:
lim F(x)=0

X—>—00

lim F(x)=1

X—>+00 ( )
Por otra parte, la principal funcién de la funcion de distribucién es que si conocemos los valores
que toma para cada argumento, facilmente podemos calcular las probabilidades relacionados
con intervalos de la variable aleatoria o la probabilidad puntual en el caso de variables aleatorias
discretas.

La probabilidad de que una variable aleatoria pertenezca a un determinado intervalo (a; b] esta dada por

la diferencia entre la funcion de distribucién evaluada en el extremo superior y la funcion de distribucion
evaluada en el extremo inferior. Es decir:

P(a<X <h)=F(b)-F(a) (6)

Es importante notar que, para el caso de variables discretas, en la formula precedente no se
incluye el valor del extremo inferior del intervalo, ya que, de acuerdo a la definicion de la funcion
de distribucién, estamos calculando la probabilidad de que la variable sea menor o igual a b, y
estamos restando la probabilidad de que sea menor o igual al valor a. Asi, el valor a de la variable
no esta incluido en el calculo de la probabilidad.
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Ejemplo 21

Consideremos la siguiente variable aleatoria discreta, con sus correspondientes funciones de

probabilidad y de distribucién:

x Fix)
X pix) T 0
010125 O<zr<1|0125
1 |nars e B
2 0375 - ! F(X):
3 |04 227 <3)0878
rE3 1

0 x<0
0125 0<x«<l1
05 1<x<2
0,875 2<x<3

1 X>3

Usando la expresién (6) anterior podemos calcular la probabilidad de que la variable sea mayora 1y

menor o igual a 3:
P(1<X <3)=F(3)-F(1)=1-05=0,5

Anélogamente, pudimos haber calculado la probabilidad anterior como:

P(l<X <3)=P(X =2)+P(X =3)=0,375+0,125=0,5

En la férmula anterior, tuvimos presente lo mencionado en el péarrafo precedente, respecto de no incluir

el valor inferior del intervalo (1 en este caso) al sumar las probabilidades.

En el caso de variables aleatorias continuas, no es necesario hacer la salvedad mencionada
precedentemente, ya que la probabilidad puntual de que la variable aleatoria asuma el valor a es

nula.

Ejemplo 22

Consideremos una variable aleatoria x , definida sobre los reales positivos, cuya funcion de densidad

es:

f(x)=0,5e">" x>0

La funcién de distribucién para X >0 es la integral de la funcién de densidad:

F(x)= J'OX 0,5e**Ydy
— 1_970,5-)(
Por lo tanto:

x<0

0
F(x)= {1—e*"5'X x>0

La probabilidad de que la variable esté entre 5y 10 es:
P(5< X <10)=F(10)-F(5)
— (1_ @0.510 ) _ (1_ g 055 )

—e25_g"
=0,075347

Teniendo en cuenta que la probabilidad puntual de una variable aleatoria continua es cero,

podemos establecer las siguientes relaciones:
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Si X es una variable aleatoria continua, se cumplen las siguientes relaciones:

P(a<X <h)=P(a<X<h)
=P(a<X <b)
=P(a< X <b)

Con esta definicién, podemos re-expresar (3) correspondiente al célculo de la probabilidad
puntual de la siguiente manera:

P(X =a)=P(a<X <a)=F(a)-F(a)=0

Ademas, de acuerdo con su definicién, la funcion de distribucion se obtiene mediante el calculo
de la integral de la funcién de densidad. De esta manera, la funcién de densidad es la derivada
de la funcion de distribucioén:

T frmw-100

Ejemplo 23

Consideremos el ejemplo anterior, donde la funcién de distribucion era:

F(x)=1-"*"
La funcion de densidad puede obtenerse como:
d
.I: - l_ —0,5-x - _0,5 —0,5:x =0,5 —0,5:x O
(x)dx(e)(e)e X >

Podemos observar que coincide con aquélla definida en el Ejemplo 22.

Por otra parte, en el caso de variables aleatorias discretas, cada valor de la funcién de
probabilidad puede calcularse como la diferencia entre dos valores consecutivos de la funcion
de distribucion:

p(xk+1) =F (Xk+1)_ F(Xk)

En esta expresion, x, indica el k-ésimo valor que puede asumir la variable, y x, ., el siguiente.

Esta salvedad la hacemos ya que no necesariamente los valores coincidiran con dos enteros
consecutivos. Por ejemplo, si la variable puede tomar los valores 0, 2 y 4, tenemos que

p(2) =F (2)— F (0) , siendo 0 y 2 nimeros no consecutivos, pero si adyacentes en el dominio de

la variable.
Ejemplo 24
Consideremos el Ejemplo 21. Podemos ver las siguientes relaciones?:
P(0)=F(0)-F(-1) P(1)=F(1)-F(0)
=0,125-0 =0,5-0,125
=0,125 =0,375

22 Recordemos que para cualquier X <0, F (X) =0
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P(2)=F(2)-F(1) P(3)=F(3)-F(2)
~0,875-0,5 ~1-0,875
~0,375 ~0,125

2.2.4 Distribucion de Probabilidad

Para caracterizar completamente a una variable aleatoria debemos conocer su distribucion de
probabilidad, la cual es una combinacién de los conceptos expresados hasta aqui.

La Distribucion de Probabilidades (o simplemente la “distribucion”) de una variable aleatoria estd dada
por el dominio de la misma (los posibles valores que puede tomar) y por su funcién de probabilidad o
densidad, o bien, por su funcidn de distribucién, ya que mediante una puede obtenerse la otra.

Ejemplo 25
De los Ejemplos 22 y 23 podemos expresar la distribucion de la variable x como:
0 x<0
F =
(x) {1—e4"5'X x>0
O bien, como:
f(x)=0,5¢% x>0

v f (X) =0 en otro caso.

En el Ejemplo 21, cualquiera de las dos tablas expuestas en el mismo representa la distribucion de la
variable aleatoria de dicho ejemplo.

En la seccion siguiente analizaremos algunas medidas referidas a una variable aleatoria que
permiten conocer ciertas caracteristicas respecto de la distribucion de sus valores.

2.3 Cuantiles, Momentos y otras medidas

2.3.1 Cuantiles

Los cuantiles de una distribucién son valores de la variable aleatoria que acumulan una
determinada probabilidad, es decir, que la probabilidad de que la variable aleatoria sea menor al
cuantil, es un valor predeterminado.

Cuando se desean obtener los cuantiles, el trabajo seria a la inversa: se conoce la probabilidad,
y se desea saber cudl es el valor de la variable que acumula dicha probabilidad.

El cuantil g de una distribucion, x, , es el valor de la variable aleatoria tal que la probabilidad de que la
misma sea menor o igual a ese valor es . Es decir:

P(X<x,)=g
0 expresando en términos de la Funcién de Distribucion:
Fl)=q
Ejemplo 26
Consideremos la funcion de distribucion:
0 x<0
F =
(x) {1—e*"5'X x>0

El cuantil  de esta variable aleatoria es:
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—0,5><)(q

q=1-¢ = X, =-2xIn(1-q)

Por ejemplo, el valor de la variable que acumula 0,90 es:

%o =—2xIn(1-0,9)
=4,6051702

Podemos comprobar que: F (4, 6051702) =1-g VAR - 09.

Algunos autores prefieren separar los cuantiles en cuartiles, deciles y percentiles, de acuerdo a
la division que se haga del dominio de la variable aleatoria. Asi, por ejemplo, los cuartiles separan
en cuatro a la funcién de probabilidad (o densidad), el primer cuartil acumula 25%, el segundo
50%, el tercero 75% y el cuarto 100%. Los deciles dividen en diez el dominio de la variable, el
primero acumula un 10%, el segundo un 20%, y asi sucesivamente. Finalmente, los percentiles
dividen en cien el dominio, y el primer cuantil acumula un 1%, el segundo un 2%, y asi
sucesivamente.

Puede observarse que la definicibn de cuantil es mucho mas general e incluye a las otras
definiciones (por ejemplo, el segundo cuartil, quinto decil y percentil cincuenta es el cuantil 0,5),
y es por ello que en la presente obra se trabajara exclusivamente con cuantiles, para evitar la
confusion del lector.

2.3.2 Momentos Absolutos y Centrados

Los momentos son valores numéricos que estan relacionados con la distribucion de
probabilidades de una variable aleatoria y permiten conocer ciertas caracteristicas de la misma.

Los momentos de una variable aleatoria X son un promedio ponderado de una funcién de dicha variable,

g (X ) , donde los ponderadores son los valores de su funcion de probabilidad o densidad, segln sea discreta

o continua la variable aleatoria. El resultado obtenido se denomina valor esperado de la funcion g(X) :

E[o(x)]-Xa(p(x
0 (7
E0(x)]= [0 f ()0

De acuerdo con la forma que tome la funcion g(X) en la definicion anterior, surgen distintos
momentos de la variable.

. . - = L
El momento absoluto de orden r de una variable aleatoria surge de definir Q(X) =X en laexpresion (7):

E[X’J:;xrp(x)
Y (8)
E[X’}:J;xrf (x)dx
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El momento absoluto de orden uno se denomina esperanza matematica o valor esperado de la variable, y
suele denotarse por 4:

E(X):%x.p(x)

0

E(X):Ix.f(x)dx

VX

Puede observarse que este valor es un promedio ponderado de los valores de la variable
aleatoria. Los ponderadores dan mas peso a los valores mas probables, y de ahi su nombre de
valor esperado.

Ejemplo 27
Consideremos la siguiente funcion de densidad:
f(x):—ix2+lx 0<x<6
36 6

En primer lugar, comprobamos que se trata de una funcién de densidad, ya que es no negativa en el

intervalo [OJ 6] y la integral en dicho soporte es 1:

S X% x X X2
I —— 4= |OX=| ———+
2\ 36 6 36x3 6x2

NG ¢ x* X2
X| ——+= |dx=| — +
36 6 36x4 6x3

x=6 3 2
_ 6 .6
108 12

x=0

x=6 64 63
=——+—-=-9+12=3
144 18

X=

Ejemplo 28

Consideremos una variable aleatoria cuya funcion de densidad es:
f(x)=0,01e* x>0
La esperanza matematica es®:
E(X)= TX.O, 01e *%™dx
0

—0,01x

—€

X—0
© _e—O,le
—J' dx
x=0 0 9(6{

-0,01x

X—®

= |:|im (_Xe—omx ) _ (O.G_O‘OM ) 4 —g, =

x=0

Ejemplo 29

Consideremos una variable aleatoria discreta cuya funcién de probabilidad esta dada por:

23 Para el calculo se utilizd el método de integracion por partes.
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pX)
0,125
0,375
0,375
0,125

WIN| | O|X

El valor esperado es:

3
E(X):Zox.p(x)
=0x0,125+1x0,375+2x0,125+3x0,125
=15

En el ejemplo anterior, podemos observar que la esperanza matematica no pertenece al dominio
de la variable aleatoria, lo cual sucede en muchas ocasiones. La interpretacion debe realizarse
pensando en que la variable surge de un experimento aleatorio y, si repetimos muchas, pero
muchas veces el mismo, el promedio de las observaciones sera la esperanza matematica. De
hecho, la variable aleatoria del ejemplo anterior puede pensarse como la cantidad de caras que
se obtienen al lanzar tres veces consecutivas una moneda. Si realizamos los tres lanzamientos
una gran cantidad de veces, la cantidad promedio de caras que se obtienen sera de
aproximadamente 1,5.

El momento centrado de orden r de una variable aleatoria surge de definir g(x)= [x— E(X )T en la
expresion (7):
E{[x-E00T }=ZDx-E(X)T p(x)

0

E[X-E(O)] | = [[x-E(O)] f(x)ax

VX

El momento centrado de orden 2 se denomina varianza:

var(X) = X[ x-E(X)] p()

0

Var(X)= [[x=E(X)] f (x)dx

VX

El concepto de varianza indica el grado de dispersion de los valores de la variable aleatoria en
torno de su valor esperado.

Asi, al realizar un experimento aleatorio, “esperamos” que el valor de la variable aleatoria

asociada a dicho experimento sea E<X). Légicamente esto dificimente ocurra, y esta

relacionado con la varianza de la variable. Un alto valor de la varianza indica que los valores
estan muy dispersos respecto de su esperanza, por lo cual es muy probable que el valor obtenido

al realizar una vez el experimento difiera considerablemente de E(X). Por otro lado, una

varianza pequefia indica un alto grado de concentracién de la variable en torno a su valor
esperado y, de este modo, al realizar una vez el experimento es mas probable que obtengamos

un valor cercano a E(X)

Es dificil utilizar directamente a la varianza como un indicador del grado de dispersién (sobre
todo al momento de interpretar el resultado), ya que la unidad de medida de la variable aleatoria
queda elevada al cuadrado, de manera que, es mas Util para estos fines el desvio estandar.
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El desvio estdndar de una variable aleatoria es la raiz cuadrada de la varianza:

de(X)=Var(X)

Ejemplo 30
En el Ejemplo 27 calculamos la esperanza de una variable aleatoria cuya funcion de densidad era:
f(x):—ix2+lx 0<x<6
36 6

La esperanza resulto ser E(X) =3. De este modo, la varianza ser4:
6

_[ (—— X" += ! xj dx

0 6

6

'[ Xt +3 - (—ixz +1xjdx

0 36 6

¢ 1 1,1 (1,1
Ixz(——x += xjdx+32j.(——x2+—xjdx—6jx(——x2+—xjdx
0 6 36 6 s \ 36 6

0

Var

El segundo término de la suma en la expresion anterior contiene la integral de la funcion de densidad
en todo el dominio, por lo cual dicha integral es igual a 1. El dltimo término contiene la integral de x
multiplicada por la funcion de densidad, es decir, que el resultado sera igual a la esperanza matematica,
cuyo valor es 3. Entonces,
6
Var (X _[xz(——x += x]dx+32><1 6x3

0

1x 1x
= ——_+__
365 64
__216 54 g
5

=18

X=6
+9-18

x=0

Luego, el desvio estandar es:

de(X)=4L8

=1,341641

Ejemplo 31
Calculemos la varianza de la variable del Ejemplo 29.
3
Var(X)=>(x- L5
x=0

=(0-15)" x0,125+(1-1,5)" x0,375+(2-1,5)* x0,375+(3-1,5)* x0,125
=0,75
Luego, el desvio estandar es:

de(X)=40,75

=0,866025
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La varianza puede calcularse de manera alternativa como:

Var(X)=E(X*)-E(X)’

Ejemplo 32
Consideremos la funcion de densidad del Ejemplo 28. EI momento absoluto de orden dos es?*:

E(x 2) = szo, 01e > dyx
0

0,01 |77

= 0.61| x2 =%

Luego, la varianza sera:

2

Var(X)=E(X*)-E(X)
= 20000 -100
=10000

El desvio estandar es:

d.e.(X)=+10000

=100

De acuerdo a lo visto en los ejemplos precedentes, el valor del desvio estandar, no es muy Util
si no lo comparamos con la esperanza. Por ejemplo, consideremos dos variables positivas, una
con valor esperado de 1.000.000 y la otra con esperanza igual a 5, siendo el desvio estandar de
ambas igual a 10. En la primera, la desviacion es muy pequefia en relacion a la media, mientras
que en la segunda es mucho mayor. Por ello, resulta importante el estudio del desvio en relacién
a la media de la variable.

Sobre la base de lo mencionado en el parrafo anterior, surge el concepto de Coeficiente de
Variacion.

El Coeficiente de Variacion de una variable aleatoria es el cociente entre el desvio estandar y la esperanza
matematica:

de.(X)

cv.(X)= E(X)

Ejemplo 33

El coeficiente de variacion de los Ejemplos 29 y 31 es:

24 Nuevamente, utilizamos la integracién por partes en el calculo.
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0,866025
15
=0,577350

cv.(X)=

Es decir, que el desvio estandar es aproximadamente el 57,73% de la media.

Por otra parte, el desvio estandar de la variable de los Ejemplos 27 y 30 es aproximadamente de 44,72%
de la media, ya que

cv.(X)= 1341641 34;641

~0,447214
2.3.3 Medidas de Forma

Existen otras medidas calculadas a partir de los momentos que estan relacionadas con la forma
que tiene la funcién de probabilidad (o densidad).

La Simetria nos indica si la distribucion de los valores de la variable alrededor de su esperanza
es simétrica; es decir, indica si los valores por encima y por debajo de la media tienen la misma
relevancia en la distribucion.

El Coeficiente de Asimetria de una variable aleatoria esta dada por el cociente entre el momento centrado
de orden 3y el desvio estandar elevado al cubo:

iy EIDECT) E{X-E(T]
K va )"

Si el coeficiente de asimetria es cero, entonces la funcién de probabilidad (densidad) es
simétrica, y se dice que la variable aleatoria lo es. Ademas, si la variable es simétrica, todos sus
momentos centrados de orden impar son cero.

Por otra parte, si el coeficiente de asimetria es positivo, se dice que la variable es asimétrica
positiva o hacia la derecha. Esto indica que la “cola” derecha (positiva o de los valores mayores

de la variable) es mas larga que la “cola” izquierda. Finalmente, si AS(X)<0, la variable es
asimétrica negativa o hacia la izquierda, indicando que la “cola” izquierda es mas larga.
En la figura se ilustra la forma de la distribucién de acuerdo al valor del coeficiente de asimetria.

Otro indicador de la forma de la funcion de probabilidad es el coeficiente de kurtosis?® (o
simplemente kurtosis). Este valor nos indica el grado de apuntamiento de la distribucién.

e AN

—_— —

Simétrica

TN
/N
g ~—
Asimétrica Positiva
//\\

Asimétrica Negativa

% O bien curtosis, segun la terminologia usada por algunos autores.
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La Kurtosis de una variable aleatoria esta dada por el cociente entre el momento centrado de orden 4y la
varianza al cuadrado:

efx e} _eflx-e0T]

de(x)"  var(X)

Ku(X)=

Si el coeficiente de kurtosis es mayor a 3, decimos que la distribucién es muy apuntada
(leptocurtica). Si es menor a 3, diremos que la distribucion es muy chata (platicartica).
Finalmente, si es igual a 3 diremos que no es ni muy apuntada ni muy chata (mesocurtica)?®.

La kurtosis, al igual que la varianza, y como se desprende de su forma de célculo, puede
interpretarse como un indicador de la dispersion. Una kurtosis elevada indica mayor dispersion.

En la figura se ilustra la forma de la distribucidn de acuerdo al valor del coeficiente de kurtosis.

Platicirtica "
///—\\ A
/ ™

Mesoitica "

\

\

\
\.\_\_!
Leptocirtica

Ejemplo 34
Calculemos el Coeficiente de Asimetria y de Kurtosis de la variable aleatoria de los Ejemplos 27 y 30.

El momento centrado de orden 3 es:

+27x3-27x1
3 3
:6——9><6—+81—27
5 20
=0

Por lo cual, AS(X ) =0, y la distribucion es simétrica.

%6 Muy puntiaguda o poco puntiaguda en relacion a la distribucion Normal, la cual serd tratada en el Capitulo 3.
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El momento centrado de orden 4 es:

= x“(—ix%lx dx— 12jx( i + x dx+
36 6 36
o 1 fyf_ 1
+54jx -—X + x dx— 108J‘x ——x? + x dx+
ST )7\ 36
6
+81j(—i X2 +1x) dx
736" 6
7 6
(oA X I 008 a8 108x3481
367 66) , 5 20

4 3 3
28 19048 5an 8 _3oais
7 5 20

x=6 3 3

=~ 6,942857
Luego, el coeficiente de kurtosis es:

Ku(X)= %_2142857

Al ser el coeficiente de kurtosis menor a 3, podemos decir que la distribucién es menos apuntada que
distribucion normal. El siguiente grafico compara, la distribucién Normal, que veremos en el préximo
capitulo, con la distribucion que estamos analizando:

BREBBER

oo
=T ING T

g

POOO000000 0000 OR
[=1
B

2.4 Distribuciones Discretas

En esta seccion se analizan las principales familias de distribuciones para el caso de variables
aleatorias discretas. Estas son: Distribucion de Bernoulli, Distribucién Binomial, Distribucién de
Poisson y Distribucién Hipergeométrica.

2.4.1 Distribucion de Bernoulli

La distribucion de Bernoulli estd asociada a eventos dicotomicos. Es decir, fenébmenos en los
cuales el resultado puede tomar Unicamente dos valores, que llamaremos de manera genérica
“éxito” y “fracaso”. Por ejemplo, si se lanza una moneda al aire, el resultado sera cara (éxito) o
ceca (fracaso). Asimismo, si se pregunta a una persona si simpatiza por un equipo de futbol, la
respuesta sera si (éxito) o no (fracaso), si preguntamos a un individuo si fuma nuevamente la
respuesta sera si (éxito) o no (fracaso).

La variable de Bernoulli es una variable aleatoria relacionada con el tipo de fendmenos
ejemplificados en el parrafo anterior, y asigna el valor cero al evento “fracaso” y el valor uno al
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evento “éxito”. La probabilidad de obtener éxito es P y por lo tanto la probabilidad de fracaso es
1-p.

Sea x una variable que indica la ocurrencia de “éxito” en un evento determinado, entonces x tiene una
distribucién de Bernoulli, cuya funcién de probabilidad es:

P(Xx=0|p)=1-p  P(X=1p)=p

Ejemplo 1

Consideremos el lanzamiento de una moneda al aire, y supongamos que estamos interesados en que el
resultado sea “cara”. La probabilidad de éxito es la probabilidad de obtener una cara al lanzar la moneda,
es decir p=1/2. La variable Bernoulli asociada al lanzamiento de la moneda tiene la siguiente

distribucion.

P(X =0[p=1/2)=1-1/2=1/2 P(X =1p=1/2)=1/2

Ejemplo 2

Supongamos que en una institucion compuesta por 150 personas se esta realizando un estudio sobre la
cantidad de fumadores que integran la misma. En base al estudio se encontrd que 50 son fumadores y
100 no.

Sea x una variable Bernoulli que indica “éxito” en caso de que una persona seleccionada al azar fume.
El parametro P indica la proporcion de fumadores, es decir que p=50/150=1/3. Entonces, la
distribucion de x es:

P(X =0|p=1/3)=1-1/3=2/3 P(X =1p=1/3)=1/3

2.4.2 Distribucion Binomial

La Distribucion Binomial es en alguna medida una generalizacién de la Distribucién de Bernoulli.
Mas precisamente, una variable aleatoria binomial es la suma de variables Bernoulli. Este tipo
de variables tiene importantes aplicaciones: estudios de mercado, encuestas electorales, estudio
de la mortalidad, seguros de vida, juegos de azar, etc.

Consideremos por ejemplo 10 lanzamientos consecutivos de una moneda, y supongamos que el
resultado “cara” representa el éxito. Cada lanzamiento constituye una variable Bernoulli con
pardmetro p=1/2. La cantidad total de éxitos en los 10 lanzamientos es una variable aleatoria

binomial.
Supongamos que en una poblacion el 30% de las personas son fumadores. Si se seleccionan

15 personas y se les pregunta si fuma o no, el resultado de cada pregunta es una variable
Bernoulli con p=0,30, mientas que el total de éxitos (personas que responden que si fuman) es

una variable binomial.
En general, se realizan n ensayos, y la probabilidad de “éxito”?” en cada uno de ellos es . Se
desea calcular la probabilidad de que ocurran exactamente k éxitos en las n pruebas. Si x es

la variable aleatoria que indica el nimero de éxitos, se desea conocer: P(X = k|n, p). Notese

gue la probabilidad esta condicionada a la cantidad de ensayos y la probabilidad de éxito en cada
uno de ellos.

A su vez, el dominio de la variable binomial esta dado por los nimeros enteros comprendidos
entre 0 y n, ambos inclusive. Esto es bastante obvio, ya que si repetimos n veces un
experimento, a lo sumo obtendremos n éxitos, y como minimo no obtendremos ninguno. Por
ejemplo, si lanzamos 10 veces una moneda, como maximo obtendremos 10 caras, y como
minimo ninguna.

27 Es importante notar que “éxito”, en términos estadisticos, no necesariamente implica algo deseable. Por ejemplo, en
los seguros de vida, la variable de interés es la cantidad de decesos que se producen en un grupo determinado.
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En base a lo expuesto hasta aqui, ya hemos identificado el dominio y los parametros relevantes
para el calculo de la funcion de probabilidad:

Dominio Pardmetros
p
n
D={0,12,.,n-1,n} robabilidad de éxito
(cantidad de ensayos) (p " N
en cada ensayo)

Ademas, existen dos supuestos fundamentales en los se basa la distribucién binomial, a saber:
(a) La probabilidad de éxito es constante en cada ensayo.
(b) Los ensayos son independientes.

Para desarrollar la funcién de probabilidad analizaremos primero algunos ejemplos.

Ejemplo 3

Consideremos el lanzamiento de una moneda tres veces consecutivas. Sea x la variable que indica la
cantidad de caras que se obtienen. Deseamos conocer la probabilidad de que x —2, es decir, que se
obtengan exactamente dos caras en los tres ensayos.

En base a estos datos, podremos determinar que la cantidad de ensayos independientes es N=3 y la
probabilidad de éxito en cada ensayoes p=1/2.

La probabilidad de obtener la secuencia CaCaCe es:

px px(1—p)=0,5x0,5x0,5=0,125

A su vez, las secuencias CaCeCa y CeCaCa también se corresponden con el evento “salen exactamente
dos caras”. Estas dos tienen igual probabilidad que la calculada anteriormente, y al ser eventos
mutuamente excluyentes, debemos sumar las probabilidades, o simplemente multiplicar la anterior por
3. Es decir que:

P(X =2jn=3p=1/2)=3x0,125=0,375

Ejemplo 4

Consideremos el lanzamiento de cinco dados. Sea x la variable que indica la cantidad de dados que
caen con el 1 o el 2 hacia arriba. Deseamos saber la probabilidad de que tres dados caiganen 1 0 2, es

decir, la probabilidad de que X =3.
En este caso, la cantidad de ensayos independientes es N=5 y la probabilidad de éxito es p =1/3.

El suceso de que los tres primeros sean éxitos (caigan con 1 o 2 hacia arriba) y los dos restantes sean
fracasos (caigan con 3 04 0 5 o 6 hacia arriba) tiene una probabilidad de:

px px px(1-p)x(1-p)=(L/3)’ x(2/3) =4/ 243

Sin embargo, ésta no es la probabilidad de que X =3, ésta es solamente una de las maneras en que se
da dicho evento. En este caso, determinar la cantidad de maneras en que se puede producir el éxito es
un tanto mas complicado que en el ejemplo anterior. Adelantamos que son 10 las formas en que se
pueden dar tres éxitos y dos fracasos en los cinco ensayos. Por ello, la probabilidad deseada es:
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P(X =3jn=5,p=1/3)=10x4/ 243=40/ 243=0,1646

En los ejemplos anteriores, hemos visto que primero calculamos la probabilidad de una de las
maneras en que se puede dar el evento de interés, y luego contamos de cuantas maneras
distintas se podria dar el mismo.

Mas precisamente, en primer lugar, se determiné que la probabilidad de que los primeros k
ensayos sean éxitos y los restantes N-k sean fracaso es:

PXPXPpX.X(1—p)x(1—p)=p“x1-p)"*
Luego, para determinar la cantidad de formas en que se puede dar este evento, simplemente

debemos contar la cantidad de maneras en que pueden ocurrir los k éxitos y los N—k fracasos.

Es decir que se debe determinar cuantas formas existen de ordenar n elementos, donde k tienen
una caracteristica determinada. Este numero es simplemente la Combinatoria de “n elementos

tomado de a k”, analizado en el Capitulo 1:

En base a lo mencionado, podemos realizar la siguiente definicion:

Consideremos n ensayos independientes, en los cuales hay una probabilidad constante, P, de obtener un

resultado determinado llamado de manera genérica “éxito”. La probabilidad de obtener un “fracaso” es,
obviamente, 1-p.

Sea x la variable aleatoria que indica la cantidad de éxitos que se obtienen en los n ensayos
independientes. Entonces x tiene una distribucién de probabilidad binomial dada por:

P(X =k|n, p)=£:j p* (1-p)"™ k=012,..n-1n.

Cabe destacar que cuando N=1 la distribucién binomial se reduce a la distribucién de Bernoulli.

En la siguiente figura, se ilustra la distribucion binomial para distintos valores de los parametros
ny?p.

p:O_l; n=3 p=0.666666666666667;, n=5
0.35000

0.80000

0.70000 +— 0.30000 ——

0.60000 +— 0.25000 —

0.50000 T—
0.20000 —

0.40000 +—

0.15000 —

0.30000 T—

0.20000 +— 0.10000 —

0.10000 — 0.05000 -

0.00000 ‘ ‘ ‘ _ |_|
1

0.00000
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p=0.333333333333333; n=6 p=0.5; n=10

0.35000 — 0.30000

0.30000

0.25000 —

0.25000 —
0.20000

0.20000 —

0.15000

0.15000 —

0.10000

0.10000 —

0.05000
0.05000 + — H
0.00000 [l _ 0.00000 T T T T T T T T -
5 8

0 1 2 3 4 6

!
~ [

o

10

Al igual que en cualquier distribucion discreta, la funcién de distribucién es simplemente la suma
de las probabilidades hasta el valor de interés, es decir:

Fs (k[n, p)=P(X <k|n, p):ZP(X =j|n, p):zk:(

k n
j=0 j=0

Jj p'(1-p)""’

Ejemplo 5

Supongamos que en una poblacidn determinada hay un tercio de fumadores y dos tercios no fumadores.
Si se toma una muestra aleatoria con reposicion de 10 personas, ¢cuél es la probabilidad de que
exactamente 2 sean fumadores? ¢ Cudl es la probabilidad de que haya como méximo 3 fumadores?

Claramente x , la cantidad de fumadores que se encuentren, es una variable binomial con pardmetros
N=10 y p=1/3. La probabilidad de que se encuentren exactamente 2 fumadores entonces es:

P(X = 2|n =10,p =1/3) ={120J(1/3)2 (2/3)1072

=45(1/3) (2/3)
~0,19509

Por otro lado, la probabilidad de que haya como méximo 3 fumadores es la funcidn de distribucién
evaluada en 3:

FB (3|n =10; p =l/3) = i[ljpj(]-/:g)j (2/3)10—j

i=0

= 0,55926

Ejemplo 6

En una urna hay 8 bolitas, de las cuales 2 son blancas y las restantes negras. Suponga que se extraen al
azar, con reposicion, 5 bolitas (se extrae una bolita y se la vuelve a colocar en la urna para la siguiente
extraccién). Se desean responder las siguientes preguntas: ¢Cudl es la probabilidad de que dos sean
blancas? ¢ Cuél es la probabilidad de que todas sean negras? ¢Cudl es la probabilidad de que al menos
dos sean blancas?

En este caso, la cantidad de bolitas blancas es una variable aleatoria binomial X |, con parametros N =5
y p=2/8=1/4.Entonces, la primera pregunta es la probabilidad de que la variable sea igual a 2:

P(X=2n=57p :1/4):[2}(1/4)2 (3/4)’
= 0,26367

La segunda pregunta que se formula es equivalente a que la cantidad de bolitas blancas sea cero. Es
decir que,
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P(todasnegras)=P(X =0[n=5,p=1/4)

= [2}(1/4? (3/4)
=0,23730

Finalmente, la probabilidad de que al menos dos sean blancas puede calcularse utilizando los conceptos de
eventos complementarios. La probabilidad de que haya al menos dos éxitos, es uno menos la probabilidad
de que se den “menos de dos”, ya que se trata de eventos complementarios, y del Capitulo 1 sabemos que

P(A) =1- P(A) . Ademéds, “menos de dos éxitos”, es lo mismo que decir que “como méximo un éxito”.
Con esto en mente, podemos calcular:
P(X22|n=5p=1/4)=1-P(X <2|n=5,p=1/4)
=1-P(X <1|n=5,p=1/4)
=1-F,(1n=5,p=1/4)
=0,89595

A continuacion, expondremos las principales caracteristicas de la distribucién binomial. La
demostracion se expone al final del capitulo.

Sea x una distribucion binomial con pardmetros n y P. Entonces:
E(Xn, p)=nxp

Var(X|n, p)=nxpx(1-p)

Ejemplo 7
El valor esperado de la variable del Ejemplo 5 es:

E(X|n=10,p=1/3)=10/3=3,33
La varianza y el desvio estdndar estan dados por:

V(X|n=10,p=1/3) =10x(1/3)x(2/3) de(X|n=10,p=1/3)=+20/9
=20/9 = =2/3x+/5
=2,22 =1,49

Ejemplo 8

Considerando los datos del Ejemplo 6, la media y el desvio estandar de la variable aleatoria: Cantidad
de bolitas blancas es:

E(X|n=5p=1/4)=5x1/4=5/4

de(X|n=5p=1/4)=\5x1/4x3/4=\15/16 =15/4=0,9682

Finalmente, las medidas de forma también pueden calcularse en funcién de los parametros n y

p.
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Sea x una distribucion binomial con parametros n y . Entonces los coeficientes de asimetria y de
kurtosis son:

s(X|n, p)=——122P
A(X| p) nxpx(l—p)
u(x(n p) =3+ 0P"P)]
Ku(X|n,p)=3 (-p)

En la formula anterior del coeficiente de asimetria, se puede observar que la distribucion es
simétrica solamente si p=1/2.

2.4.3 Distribucion Geométrica

En la distribucidn binomial se trabaja con ensayos repetidos de variables Bernoulli, en donde la
variable aleatoria que se representa es el nimero de éxitos que se obtienen dado un nimero
determinado de ensayos. Tal como se ha visto, el nimero de ensayos es uno de los pardmetros
del modelo.

Sin embargo, al trabajar con ensayos de Bernoulli no necesariamente nos va a interesar la
cantidad de éxitos sino, por ejemplo, la cantidad de ensayos que debieran repetirse hasta
alcanzar el primer éxito. La distribucion asociada a este tipo de eventos es la distribucién
geométrica. Nos interesa conocer: cuantas veces debe repetirse un determinado experimento
hasta alcanzar el primer éxito. Lo que en esta distribucién se considera fijo es, entonces, el
namero de éxitos, el cual es igual a 1.

Ejemplo 9

Suponga un juego de dados tal que en cada ronda el jugador arroje repetidas veces el mismo dado y se
vayan sumando los valores obtenidos en cada tiro, siempre que ese valor sea distinto de uno. En el caso
de que el resultado sea igual a uno, se anula todo el puntaje obtenido por el jugador en esa ronda. El
jugador decide cuéntas veces arrojara el dado en su turno: puede arriesgarse y continuar o conformarse
con lo obtenido hasta determinado tiro ante el riesgo de que el préximo sea el nimero 1. Gana el juego
quien sume primero 100 puntos.

Lo que nos interesara es, entonces, modelar en cual de los lanzamientos saldra el nimero 1. Este sera el
evento “éxito”, aunque tendra una connotacion negativa. En caso de que el jugador decida arrojar el
dado cuatro veces, esta dejando de arriesgarse ante la posibilidad de que el uno salga en el quinto intento.
¢Cual es la probabilidad de que esto ocurra?

Para resolver este problema debe tenerse en cuenta que estamos trabajando con eventos independientes,

que la probabilidad de éxito (obtener un uno) es igual a 1/6 vy la de fracaso es 5/6 . El evento “que
salga un uno en el quinto intento” es igual a que en los otros cuatro intentos el resultado haya sido
distinto a uno. Con lo cual tendriamos:

P(T, =1nT,,3, 1) =P(T, #1)xP(T, #1)xP(T, #1)xP(T, #1)xP(T; =1) , dado que los eventos
son independientes.

Asimismo, como la probabilidad de éxito es constante en cada uno de los experimentos, tenemos:

4
P(T, =10T,,,, #1)=P(T #1)'xP(T =1) = [2) x(%j = 0.08038

La variable T es una variable de Bernoulli, la variable que estamos analizando en este caso es la variable
Y, nimero de ensayos hasta obtener el primer éxito. Entonces, estamos haciendo:

P(Y=5):(gj4x%

que es el mismo resultado obtenido anteriormente.
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En una serie de ensayos independientes de Bernoulli, donde la probabilidad de éxito es igual a P, se

considera la variable aleatoria x , donde x es el nimero de ensayos hasta obtener el primer éxito. La
variable x tiene distribucién geométrica, con funcién de probabilidad:

P(Y=y|p)=(1-p)""xp

Como puede notarse en la definicion, existe un Gnico parametro que caracteriza a la distribucion:
la probabilidad de éxito. El dominio es el conjunto de los nimeros naturales (sin considerar el
cero): en el caso del ejemplo anterior, se podria querer calcular la probabilidad de que arroje
infinitas veces el dado hasta obtener un uno. La probabilidad de ese evento seria muy pequefia.
Hay que tener en cuenta, de todas formas, que, al tratarse de ensayos de Bernoulli, la
probabilidad de que arrojemos, por ejemplo, cien veces el dado hasta obtener un uno es igual a
la probabilidad de que en el quinto tiro obtengamos nuestro primer uno y en las 95 jugadas
siguientes salga cualquier otro nimero menos ese.

La siguiente tabla resume las caracteristicas antedichas:

Dominio Parametro
p
D={12..n.....} (probabilidad de éxito en cada
ensayo)

Es importante la interpretacion de la funcion de distribucion, p(y <n), ya que la misma implica

la probabilidad de que el primer éxito ocurra antes del enésimo ensayo. Al momento de realizar
el calculo estamos frente a una progresién geométrica de la forma:

P(Y<n)= ni(l— p) "x p=1-(1-p)""

i=1

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 10

Consideremos el caso de un matrimonio joven que desea tener un hijo. Asuma que las probabilidades
de tener un hijo varén o una hija mujer son las mismas. ;Cual es la probabilidad de que su primer hijo
sea vardn? ;Cuadl es la probabilidad de que el primer hijo varén sea el tercero?

Primero debemos definir la probabilidad de éxito (probabilidad de tener un hijo varén), la cual es igual
a 1/2 . Laprobabilidad de que el primer hijo sea varén es P(Y =1)=0,5"x0,5=0,5

El caso en donde se busca que v =1 la probabilidad es equivalente a la de un tGnico ensayo de Bernoulli,
es decir, es equivalente a considerar la probabilidad de éxito: que el resultado del ensayo sea éxito.

El segundo caso planteado es: P(Y =3)=0,5?x0,5=0,125 . Esto implica que la probabilidad de que
el primer hijo vardn sea el tercero es de 0,125

Los momentos de esta variable aleatoria son los que se muestran en el recuadro siguiente:

Sea x una variable aleatoria con distribucién geométrica, su esperanza y su varianza son:

1
p
1—

E(X|p)

P

2

Var(X|p)=

Ejemplo 11
Si retomamos el juego de dados del Ejemplo 9, podemos considerar la media de la distribucion:
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E(Y|p:1/6):%:6

Es importante tener en cuenta la interpretacion y no, nicamente, el calculo. Que la media sea igual a 6
implica que, en promedio, el primer nimero uno se obtendra en el sexto lanzamiento del dado. Eso nos
llevaria a no intentar mas de cinco lanzamientos consecutivos. Si proseguimos el andlisis con el calculo
de la varianza, se puede observar que el desvio estandar es:

1 5/6 1
V. X|=|=—==30 de| X|= |=+30
ar[ U e e( ‘6)

6

Por lo tanto, el coeficiente de variacion es mayor al 90%, lo cual indica que existe una gran dispersion
en relacion a la media:

30

Coef. Var = o =~0.9129

2.4.4 Distribucién Hipergeométrica

En la Seccion 2.4.2 se analiz6 la distribuciéon Binomial, donde se tomaba una muestra con
reposicion de una poblacién determinada. De esta manera, la probabilidad de éxito se mantiene
constante en cada ensayo.

Si la muestra se toma sin reposicion de una poblacion finita, la probabilidad de éxito en cada
ensayo no es constante, y el calculo de la probabilidad debe modificarse.

En este caso, deben considerarse tres parametros: el tamafio de la poblacién, la cantidad de
éxitos que hay en la mismay el tamafio de la muestra. Para ilustrar el mecanismo, empezaremos
por un ejemplo.

Ejemplo 12

Supongamos que se posee una baraja espafiola de 40 naipes, y se desea calcular la probabilidad de
obtener 2 cartas de oro si se extraen 4 cartas sin reposicion. Es decir, si x es la variable que representa
la cantidad de oros que se extraen, se desea la probabilidad de que x —a4 . El tamafio de la poblacion
es 40, el tamafio de la muestra es 4 y la cantidad de éxitos en la muestra es 10 (hay 10 cartas de cada
palo: oros, espadas, bastos y copas)

Cuando se saca la primera carta, la probabilidad de extraer un oro es:
p, =10/40

Sin embargo, al extraer la segunda carta, la probabilidad de éxito dependera del resultado de la primera
extraccién. En primer lugar, quedan solamente 39 cartas en la baraja. Ademas, si la primera carta fue
oro, quedan solamente 9 casos favorables y 30 desfavorables. Es decir, que la probabilidad de que las
dos primeras sean oro sera:

p, x p, =(10/40)x(9/39)

Siguiendo con esta légica, la probabilidad de que las dos primeras cartas sean de oro y las dos Ultimas
no lo sean es:

P, x P, x(1-p,)x(1- p, ) =(10/40)x(9/39)x(1-8/38)x(1-8/37)
=(10/40)x(9/39)x(30/38)x(29/37)

Aqui es importante notar que cualquier otro orden tiene la misma probabilidad. Consideremos, por
ejemplo, el caso en que la primera carta y la Gltima sean oro. En este caso se tiene una probabilidad de:

b, x(1- p,)x(1- by )x p, = (10/40)x (1-10/39)x(1-9/38)x(9/37)
— (10/40)x(30/39)x(29/38)x(9/37)

Podemos notar que los denominadores son los mismos, y lo que se modifico fue solamente el orden de
los numeradores.
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De este modo, en base a las reglas de conteo, sabemos que hay 6 maneras en que se pueden ordenar 4
elementos tomados de a dos:
4 1
= i -6
2 2121

P(X =2)=6x(10/40)x(9/39)x(30/38)x(29/37)=0,2142

Finalmente, la probabilidad buscada es:

Por suerte, no sera necesario el trabajo tedioso utilizado en el ejemplo anterior, ya que existe
una manera directa de calcular las probabilidades en estos casos, y es mediante la distribucion
Hipergeométrica.

Antes de exponer la funcién de probabilidad, haremos algunos comentarios en relacion al
dominio y los parametros relevantes.

En primer lugar, como se ha mencionado, los parametros relevantes son el tamafio de la
poblacién,h, el tamafio de la muestra extraida, m, y la cantidad de “éxitos” que hay en la
poblacién, a. En el ejemplo previo, se extrajo una muestra de tamafio M=4 cartas de una
poblacién con h=40 elementos, siendo @=10 la cantidad de elementos favorables al evento
“es oro”.

Si se extraen m elementos, obviamente se obtendran como maximo m “éxitos”. Ademas, si se
extrae una muestra de tamafio superior al nUmero de éxitos en la poblacion (m > a ), I6gicamente
la cantidad de éxitos en la muestra no podra superar la cantidad de éxitos de la poblacion. De
esta manera, el dominio seran los enteros desde 0 hasta el minimo entre m y a, ambos inclusive.

Por ejemplo, si se extraen cuatro cartas (M=4) y se analiza la cantidad de oros (2=10), el
maximo de éxitos sera cuatro, que es el minimo entre 4 y 10. Sin embargo, si se extraen seis
cartas (M=6), y se analiza la cantidad de ases que salen (2=4), el maximo de éxitos sera
cuatro, porque por mas gue se sigan sacando cartas nunca se podran extraer mas de 4 ases. En
este caso, el maximo de éxitos es 4, que es el minimoentre M=6y a=4.

En la siguiente Tabla se ilustra lo comentado en los parrafos precedentes:

Dominio Parametros
m a h
D={012...,min(ma)} | (famano (cantidad de | (tamafio de
de la éxitos la
muestra) | en ja poblacion) | Poblacion)

A continuacion, exponemos la funcién de probabilidad de una variable aleatoria hipergeométrica.
La deduccion se encuentra en el Apéndice del final del capitulo.
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Consideremos una poblacion de tamafio h, donde a elementos son favorables a un evento (hay a “éxitos”
en la poblacion), y los restantes h—a no lo son. Supongamos que se extrae una muestra de tamafio m.

Sea x la variable aleatoria que representa la cantidad de éxitos obtenidos en la muestra. Entonces x
sigue una distribucion hipergeométrica, cuya funcion de probabilidad esta dada por:

P(x=k|m,a,h):w

)

al (h—a)!
_ ki(a—k)! (m=k)[h—a—(m-k)]!
h!
mi(h—m)!

con k=0,1...m; k<a; m-k<h-a (h;m;a enteros positivos).

Las condiciones impuestas a los parametros al final de la definicion anterior son bastante obvias.
La cantidad de éxitos de la muestra no puede superar la cantidad de éxitos de la poblacion (

k <a), ylacantidad de fracasos de la muestra no puede superar la cantidad de fracasos de la
poblacion (m—k <h-a). Finalmente, como se menciond anteriormente, la cantidad de éxitos
muestrales esta limitada al tamafio de la muestra: k=0,1,...,m.

Ejemplo 13

Supongamos que se extraen 5 cartas (sin reposicidn) de una baraja espafiola y se desea calcular la
probabilidad de que 3 sean espadas.

El tamafio de la poblacion es h=40, la cantidad de éxitos es @ =10 y el tamafio de la muestra es
M =5 Se desea conocer la probabilidad de que la variable x (nimero de espadas) sea igual a 3.

Utilizando la definicién anterior:

[10](30)

3)\ 2

P(X =3/m=5,a=10;h :40)264—050’07933
SJ

En la siguiente figura, se ilustra la distribucion para distintos valores de los pardmetros

a=10; m=5; h=40 a=4; m=5; h=10
0.45000 0.50000

0.40000 0.45000
0.40000

0.35000

0.35000

0.30000

0.30000

0.25000 —

0.25000

0.20000 - —

0.20000

0.15000 - —
0.15000

0.10000 - ] 0.10000

0.05000 - — { 0.05000
0.00000 S 0.00000
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a=10; m=5; h=20 =50; m=10; h=100
0.40000 0.30000
0.35000 —
0.25000
0.30000 —
0.20000 1]
0.25000 —
0.20000 — 0.15000 —
0.15000 —
0.10000 —
0.10000 —
0.05000 —
0.05000 — H H
0.00000 T T T T T 0.00000 1 T T T
0 1 2 3 4 5 0 12 3 4 5 6 7 8 9 10

La funcién de distribucién es simplemente la suma de los valores de probabilidad para los cuales
la variable es menor o igual al valor de interés:

F. (k|m.a,h)=P(X <k|m,a,h)

- >P(X = jimah)

j=0

S
=0

Supongamos que de los 100 alumnos que estdn actualmente cursando estadistica, 25 han aprobado
Analisis Matematico | con una nota superior o igual a 7. Si se extraen 10 alumnos distintos al azar (sin
reposicion), ¢cudl es la probabilidad de que mas de 5 hayan aprobado Anlisis Matemético | con nota
superior o igual a 72 En este caso h =100, a=25 y m=10. La probabilidad deseada es jmenor al
1,5%!:

Ejemplo 14

P(X >5|m=10,a=25h=100)=1-P(X <5|m =10,a = 25,h =100)
=1-F, (5/m=10,a = 25,h =100)
=1-0,98551
= 0,01449

En términos de los parametros, se puede determinar las principales caracteristicas de la
distribucion. Para una demostracion, véase Canavos (1997).

Sea x una variable aleatoria con distribucion hipergeométrica con parametros m, a y N. Entonces

E(X|m,a,h):m><E71
Var(X|m,a,h)= mxazgh—a)x T]__

Ejemplo 15
Considerando el ejemplo anterior, la esperanza y la varianza de la variable “numero de alumnos que
aprobaron Analisis Matematico I nota superior o igual a 7” son:
10x 25

E(X|m=10,a=25h=100)=="~

=25
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10><252><75X@ ~1,7045
100 99

Finalmente, las medidas de forma estan dadas por las siguientes relaciones?®;

Var(x|m:10,a:25,h:100):

Sea x una variable aleatoria con distribucion hipergeométrica con parametros m, a y N. Entonces el
coeficiente de asimetria es

(h—2a)(h—2m)v/h-1

(h—2)mxa(h-a)(h—m)

As(X|m,a,h)=

y el coeficiente de curtosis esta dado por:

h*(h-1)

KO )= =2 (h-a) (n—a)(n-m)

x{h(h+1)—6m(h—m)+3hiz(h—a)x[hz(m—2)—h><m2 +6m(h-m)]

Aproximacion por ladistribucion binomial

Como habra visto, la distribucién hipergeométrica tiene un grado de complicacién superior a la
binomial. Por suerte, para ciertos valores de los parametros, la primera distribucion puede
aproximarse con esta Ultima.

En primer lugar, notemos que si definimos a la probabilidad del primer éxito como:
g=al/h
Entonces la esperanza y la varianza pueden expresarse como:
E(X|m.a,h)=mxq
h—m
h-1

La esperanza entonces es idéntica a la de una distribucion binomial con parametros my p=a/h
. Lavarianza, en cambio, es mas pequefia que la de una distribucién binomial con los parametros

Var(X|a, m,h):m><q><(1—q)><

mencionados, debido al factor

-m _. . .
. Sin embargo, cuando h— o, las varianzas coinciden

también. De manera mas general, se demuestra que existe una convergencia entre las funciones
funciones de probabilidad de ambas distribuciones.

La funcion de probabilidad de la distribucién hipergeométrica converge a la distribucién binomial cuando
el tamafio de la poblacién tiende a infinito:

limP, (X =k|h,ma)=P,(X =kjn=m,p=a/h)

La demostracién de la proposicion anterior no se expondra en esta obra. La misma puede
consultarse en Canavos (1997) o Novales (2000).

Ejemplo 16

Considere una empresa que produce 1500 artefactos por dia. Al finalizar la produccion diaria se realiza
un control de calidad. Los ingenieros responsables del mismo afirman que diariamente hay 50 productos

28 No ahondaremos aqui sobre las mismas. El lector interesado puede consultar Canavos (1997).
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fallados. Si se extrae una muestra de tamafio 40 , los ingenieros estan en lo correcto, la probabilidad de
obtener 3 articulos defectuosos es:

R, (X =3|m=40,a=50,h =1500) = 0,10442

Si se utiliza la distribucién binomial para aproxima esta probabilidad, los parametros serian N=40 y
p =50/1500=1/30, y la probabilidad resultante es:

P, (X =3)n=40, p=1/30)=0,10438

En la tabla siguiente, se comparan ambas distribuciones. Se puede observar que la probabilidad de
obtener mas de ocho articulos defectuosos es despreciable en ambos casos (la tabla deberia continuar

hasta k =40, que es el tamafio muestral, pero se han omitido los valores con probabilidad despreciable).
En la figura se comparan los gréaficos de ambas distribuciones, notandose la similitud de las mismas.

Parametros y Caracteristicas

Hipergeométrica Binomial
m a h n p
40 50 1500 40 1/30
E(X) V(X) E(X) V(X)
1 13 1.2554 1 13 1.2889 0.40000
0.35000
Probab aaae
K PHip(X=k) | PBin(X=k) 0.30000
0 0.25301 0.25767 0.25000 4
1 0.35863 0.35541
2 0.24268 0.23898 0.20000 -
3 0.10442 0.10438 0.15000
4 0.03211 0.03329
5 0.00751 0.00827 0.10000
6 0.00139 0.00166
7 000021  0.00028 0.05000 1
8 0.00003 0.00004 0.00000 A e
90 g-ggggg g-ggggg 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 : : —— ——
1 0.00000  0.00000 B PHip(x=k) B PBin(X=k)

2.4.5 Distribucién de Poisson.

Una de las distribuciones discretas mas importantes por la cantidad de aplicaciones que posee
es la Distribucién de Poisson. Mencionamos, a continuacién, algunas de sus aplicaciones:

— Lineas de espera.

— Compaiiias de Seguros.

—  Evolucion de Nacimientos y Muertes.
— Mercado de Capitales.

— Control de Calidad.

En términos generales, la distribucion de Poisson esta asociada a eventos “raros” que ocurren
de manera independiente a una tasa constante en el tiempo o en el espacio. La variable cuenta
la cantidad de veces que ocurre el evento en un intervalo (de tiempo o espacio) determinado. Al
ser una variable que indica cantidad, su dominio son los nimeros naturales incluyendo el cero
(enteros no negativos). La funcién de probabilidad cuenta con un solo parametro, 4, el cual
representa la media y la varianza.

Dominio Parametros
A
D={012. (intensidad de
ocurrencia)

A continuacion, se define formalmente la distribucién de Poisson.
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Consideremos cierto evento aleatorio que ocurre de manera independiente a una tasa constante en el tiempo
(o el espacio). Sea x el nUmero de eventos que ocurren. Entonces, x sigue una distribucidn de Poisson
cuya funcidn de probabilidad es:

exp(—4)x A"

i k=012... A>0

P(X =k|4)=

Otra aplicacién importantisima de esta variable es que permite aproximar la distribucién binomial
cuando el tamafio de la muestra es grande y la probabilidad de éxito en cada ensayo es pequefia.
Esta utilidad sera analizada més adelante.

Antes de continuar, exponemos lo mencionado mas arriba en cuanto a las caracteristicas de la
distribucion.

Sea x una variable aleatoria con distribucién Poisson con parémetro 4. Entonces,
E(X[4)=2

Var(X|2)=4 =  de(X|1)=V1

Ejemplo 17

Supongamos que, en promedio, ocurren 5 fallas diarias en una linea de montaje y que la cantidad de
fallas diarias es una variable aleatoria x que sigue una distribucion de Poisson. ¢Cuél es la
probabilidad de obtener exactamente tres fallas en un dia? ¢Y la probabilidad de obtener cinco fallas?
Para responder, en primer lugar se debe tener en cuenta que la cantidad promedio representa el
parametro, por lo que 4 =5 Luego, simplemente aplicamos la férmula expuesta:

0,20000

0,18000

0,16000 —

0,14000 mim

0,12000 — 1

0,10000 mimim

0,08000 — 1

0,06000 mimim

0,04000 M

0,02000 - —
-+ =

0,00000 +——+—"+"7T"T T T T T T T T T
012 3 456 7 8 910111213 141516 17 18 19 20

_ 3
P(X =32 =5)=%;0,14037
L 5
P(X =5|/1=5)=%;0,17547

La funcidn de probabilidad se observa en la figura anterior.

En el ejemplo previo puede observarse una caracteristica importante de la distribucion. Si bien
el dominio contintia hasta el infinito, existe un gran sesgo hacia la derecha, y las probabilidades
correspondientes a valores altos se hacen despreciables rapidamente.

En la siguiente figura, se compara la forma de la distribucion para distintos valores del pardmetro

A
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¥
¥

0,40000 0,30000

0,35000 H

0,25000
0,30000 H

0,20000 +—H

0,25000

0,20000 H 0,15000 +— [ M

0,15000
0,10000 +— M

0,10000

0,05000 H HHH
0,05000 H (H «1’ <‘7
. L 0,00000 ‘ H”

0,00000 +-=++ — T T T T T T T T T
0123 456 7 8 91011121314151617 181920 0123456 7 8 91011121314151617 181920

r=4 2=8
0,25000 0,16000

0,14000

0,20000

0,12000 T M

M 0,10000 — 1

0,15000 —

0,08000 1

0,10000 um 0,06000 HHHH

0,04000 - 1

0,05000 - —
T 0,02000 —
oon 1 ﬂ‘ﬂ‘n‘ - =AHHH ‘ ‘|_|‘|_|‘r|‘

0,00000 T — 0,00000 T L e
0123456 7 8 91011121314151617 1819 20 0123456 7 8 91011121314151617 181920

El parametro de la distribucién de Poisson esta intimamente relacionado con la amplitud del
intervalo temporal (o espacial) al cual se refiere el fendmeno bajo estudio, y en caso de que se
desee la probabilidad referida a otro periodo (o longitud), simplemente se debe adaptar el

pardmetro proporcionalmente. Asi, en el ejemplo anterior, A =5 para la distribucién de fallas

diarias. Si se desea la distribucién de las fallas semanales, se debera utilizar 4=25 (asumiendo
5 dias laborales en la semana). El ejemplo siguiente ilustra esta caracteristica.

Ejemplo 18

Consideremos un torneo de fatbol en el que se convierte un promedio de 2,5 goles por partido.
Supongamos que la cantidad de goles sigue una distribucion de Poisson. ¢Cual es la probabilidad de
gue en 5 partidos se conviertan 10 goles? Si en total se juegan 20 partidos, ¢Cuantos goles se esperan
en el torneo? ¢ Cual es el desvio estandar de la variable aleatoria: Cantidad de goles?

La variable aleatoria a analizar es: Cantidad de goles convertidos en un partido, que sigue una
distribucion de Poisson

Para responder la primera pregunta debemos encontrar el pardmetro adecuado. Si el promedio es de 2,5
por partido, entonces, en cinco partidos deberiamos utilizar el parametro 4, =5x2,5=12,5. Luego,

simplemente utilizamos la formula:

exp(—12)x12"°

P(X,s =104, =12,5) = Toi

= 0,09564

Si se considera el torneo completo, entonces, el parametro adecuado para 20 partidos es
A, =20%x2,5=50. Al ser el parametro igual a la esperanza matematica y a la varianza, tenemos que:

E(Xy|4=50)=50

Var (X A =50)=50 = de.(X| 4, =50) =50 =5¢2 =7,0711
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En el siguiente ejemplo se considera un caso en el cual debe analizarse si resulta apropiado
utilizar dicha distribucion.

Ejemplo 19

Consideremos la cantidad de goles por equipo y por partido de un campeonato :
Goles Frecuencia

mundial de fGtbol. Cada partido corresponde a dos observaciones, una por cada o 75

equipo. Nos afirman que la cantidad de goles que marca cada equipo en un 36

partido es una variable aleatoria Poisson. Para confirmarlo, tomamos los datos 28

de Alemania 2006, los cuales se observan en el cuadro. Asi, hubo 48 equipos que =

4
durante un partido terminaron con el marcador en 0, hubo 36 equipos que

~N[o|glslw|N]E-

0
terminaron un partido con un gol a favor, y asi sucesivamente. é

Con estos datos, se puede calcular el promedio, sumando el producto de cada
marcador por la cantidad de observaciones, y luego dividiendo por el total. Esto nos da:

0x48+1x36+...+7x0
128

Es decir, que, en promedio, cada equipo que juega convierte aproximadamente 1,15 goles. Recordemos
que en una distribucién de Poisson, el parametro 4 es la media de la distribucion, por lo que con estos
datos, esperamos que la cantidad de goles por equipo por partido sea una variable aleatoria con
distribucion Poisson con A4=115. En la siguiente tabla, en la tercera columna se observa la
probabilidad asociada a cada posible marcador (por equipo y por partido), si la misma fuera una Poisson,
mientras que en la cuarta se observan las cantidades esperadas en un total de 128 observaciones,
calculadas multiplicando este valor por la probabilidad tedrica correspondiente. Vemos que los valores
observados no difieren sustancialmente de aquéllos esperados si la variable “cantidad de goles por
partido y por equipo en un mundial” fuera una Poisson con media 1,15, salvo en el caso de un gol. En
consecuencia, resultaria apropiado utilizar esta distribucion. El gréfico ilustra mejor esta idea.

=1,1484375

Cantidad Prob. Cantidad
Goles | Observada | Tedrica [ Esperada 60
0 48 0,31664 46,55 50
1 36 0,36413 53,53 40
2 28 020938 | 30,78 30
3 1 008026 | 1180 ig
4 4 0,02307 3,39 0
5 0 0,00531 0,78 o 1 2 3 4 5 & 7
6 L 0.00102 0,15 O Cantidad Observada B Cantidad Esperada
7 0 0,00019 0,03

Aproximaciéon de la distribuciéon binomial

Cuando una variable aleatoria presenta las caracteristicas correspondientes a una distribucion
binomial, en ciertas ocasiones se pueden aproximar las probabilidades mediante la distribucion
de Poisson.

La funcion de probabilidad Binomial converge a la distribucién de Poisson cuando el tamafio de la muestra,
n, tiende a infinito y la probabilidad de éxito, P, tiende a cero, manteniéndose constante el producto de

ambas A=nxp:
limP, (X =k|n, p)=P, (X =k|A=nxp)

n—o
p—0

La demostracién de la relaciéon precedente se encuentra en el Apéndice al final de este capitulo.

En las siguientes tabla y figura se comparan las funciones de probabilidad para distintos valores
de n y P, manteniendo el producto constante en A=nxp=1.
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Bino a Po 0
k n=50 n=100 n=150 n=0,005 A
| p=0,02 | p=0,01 | p=0,0067 | n=200 | 1,00
0 0,36417 0,36603 0,36665 0,36696 0,36788
1 0,37160 0,36973 0,36911 0,36880 0,36788
2 0,18580 0,18486 0,18456 0,18440 0,18394
3 0,06067 0,06100 0,06111 0,06116 0,06131
4 0,01455 0,01494 0,01507 0,01514 0,01533
5 0,00273 0,00290 0,00295 0,00298 0,00307
6 0,00042 0,00046 0,00048 0,00049 0,00051
7 0,00005 0,00006 0,00007 0,00007 0,00007
8 0,00001 0,00001 0,00001 0,00001 0,00001
9 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,40 0,40
0,35 0,35 H
0,30 0,30 H
0,25 0,25 H
0,20 0,20 H
0,15 0,15 H
0,10 0,10 H
0,05 0,05
0,00 H 0,00 -+ L - " y
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
@ Poisson (1) B n=50; p=0,02 @ Poisson (1) ® n=100; p=0,01
0,40 0,40
0,35 | 0,35
0,30 0,30 H
0,25 0,25
0,20 0,20 H
0,15 0,15
0,10 0,10 H
0,05 0,05
0,00 + T T T T 0,00 + T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
@ Poisson (1) @ n=150; p=1/150 @ Poisson (1) @ n=200; p=0,005

Ejemplo 20

En un control de calidad, diariamente se extraen 50 articulos para ser analizados. Si mas de 3 articulos
son defectuosos, se debera detener el proceso y analizar las causas de los defectos para corregirlas. Si
en un dia determinado el 1% de los articulos son defectuosos, ¢cudl es la probabilidad de detener el
proceso?

Lo que se debe calcular en definitiva es la probabilidad de que la variable x , “cantidad de articulos
defectuosos”, sea mayor a tres. Esta variable puede considerarse binomial, con parametros N= 50 y
p=0,01. La probabilidad de que haya mas de tres articulos defectuosos es:

P, (X =3|n=50, p=0,01)=1-F, (3|n=50, p =0,01)
=1-0,99840
=0,00160

Si aproximaramos esa probabilidad utilizando la distribucion de Poisson con parametro
A=50x0,01=0,5, obtendriamos:

P.(X 23/4=05)=1-F,(3/4=0,5)=1-0,99825=0,00175

Como puede apreciarse ambas probabilidades son muy cercanas. Con lo cual, podriamos afirmar que
hay aproximadamente un 0,2% (redondeando 0,0016 y 0,00175) de que el proceso se detenga.
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2.5 Distribuciones Continuas

En esta seccion analizaremos las principales distribuciones asociadas a variables aleatorias
continuas. Para definir una variable continua, debemos caracterizar su dominio y su funcién de
densidad o de distribucion (ver Capitulo 2).

Recordemos que este tipo de variable esta generalmente asociada a datos que provienen de
observaciones originadas en un proceso de medicidn, en oposicién a las variables discretas que,
en general, se asocian a un proceso de conteo.

2.5.1 Distribucion Uniforme

Como primera aproximacion a las funciones continuas podemos describir a la Distribucion
Uniforme. En este caso, la funcion de densidad refleja que cada uno de los posibles valores de
la variable tiene igual probabilidad de ocurrencia. De la misma manera que al arrojar un dado
existe igual probabilidad de obtener cualquiera de los seis posibles valores, al considerar la
distribucion uniforme cualesquiera dos intervalos de igual longitud tienen la misma probabilidad.

Por ejemplo, si el crecimiento diario, en centimetros, de una determinada especie vegetal puede
estar comprendido entre 0 y 6 sin predominar un valor sobre otro, la distribucién seria uniforme.
En la siguiente figura, se comparan la funcion de probabilidad de un dado y la funcién de densidad
uniforme correspondiente al crecimiento de la planta.

03 0.3
0.25 0.25

0.2 0.2

Probabilidad
IS)
o
&
f(x)
o
[
o

Valores Centimetros (X)

Puede observarse, en la figura anterior, que la funcién de densidad uniforme es una constante,
c, para todo el rango de valores para el cual la variable esta definida (esta definicién, que puede
hacerse sobre cualquier intervalo real, dependera del significado asignado). Al tratarse de una
funcion de densidad, debe verificarse que:

b
j'c dx=1 siendo ay b los extremos del intervalo considerado
a

Tal como se detalla en el Apéndice, la constante para la cual es verdadera la condicién anterior

1
es —.
b-a

Se considera un evento aleatorio que puede tomar un valor real en el rango [a ; b], teniendo cualesquiera

dos intervalos de igual longitud la misma probabilidad de ocurrencia. Sea x la variable aleatoria
representativa de ese evento. Entonces x estd uniformemente distribuida, con funcion de densidad:

f(x|a,b)=b—ial a<x<b

Realizando la operacion correspondiente, puede verse que la funcion de distribucion es una

funcién lineal de la forma:
X—a
F(xlab)=— a<x<b
b-a

Retornando a nuestro ejemplo del crecimiento diario de un vegetal, la gréfica de la funcion de
distribucion se observa a continuacion:
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0.8

0.6 4

F(X)

0.4 4

0.2 4

0 T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Centimetros (X)

Dada la simplicidad de esta distribucion, es muy sencillo proceder al calculo de sus momentos.

Sea x una variable aleatoria con distribuciéon Uniforme con pardmetros a y b . Entonces,

E(x|a,b)=aT+b
2
Var(x|a,b)=% = d.e.(X|a,b)=b;\/l_2a

Una de las principales aplicaciones de esta distribucion esté en la generacion de nimeros al azar
para procedimientos de simulacion, muestreo y programacién entre otras. En general, los
procedimientos de simulacion se inician seleccionando aleatoriamente cualquier nUmero entre el
0 y el 1. De manera que cada uno de esos valores tenga igual probabilidad de ocurrencia al
momento de realizar la programacion, es necesario considerar que se distribuyen uniformemente
en el intervalo [0;1] .

Ejemplo 21

Tomemos el caso anterior de la simulacién para iniciarnos en esta distribucion. La funcion de densidad
va a ser de la forma:

f(xa=0b=1)=1  0<x<1

0+1 1
La esperanza de esta variable, conforme a las definiciones dadas en el apartado, es igual a - =§ y
la varianza L
varianza — .
12

Utilizando una planilla de Microsoft® Excel puede observar este comportamiento. Puede generar una
gran cantidad de nimeros aleatorios utilizando la funcion "ALEATORIO( )"?° y calcular el promedio
entre ellos. Presionando repetidas veces la tecla F9 se generaran nuevos nimeros. Podra comprobar que

. 1 i 1
el promedio esta en todos los casos cercano a 2 y la varianza a o

2.5.2 Distribucién Exponencial

La distribucion exponencial sirve especialmente para fenomenos en los cuales la probabilidad de
observar un valor elevado disminuye rapidamente. Esto es, la probabilidad de que la variable
esté comprendida en un intervalo cercano a cero, sera mayor a la probabilidad de que se
encuentre en un intervalo alejado del origen, siempre que los intervalos que se comparen sean
del mismo tamario.

La distribucién exponencial tiene como dominio a todos los nimeros reales positivos, y posee un
Unico pardmetro asociado a la escala:

29 La funcidn correspondiente para la version en inglés de Microsoft® Excel es “RAND( )”.
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Dominio

Parametros

D =[0;+x)

a>0

(escala de la funcién
de densidad)

Una variable aleatoria x tiene distribucion exponencial, si su funcidn de densidad es:

f (X|a) =a-exp(-a-X)

x>0 a>0

En la siguiente figura, se ilustra la funcion de densidad para distintos valores del parametro. En
la misma puede observarse que cuanto mayor es el parametro «, la distribucién se encuentra
mas concentrada cerca del origen, es decir, que la probabilidad de ocurrencia de valores

elevados es muy pequefia.

0,45

a=04

0,40 -
0,35
0,30
0,25
0,20 -
0,15
0,10
0,05
0,00

0,60

0,50 -

0,40

0,30

0,20
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0,00

0,00
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3,30
3,85
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6,60
7,15
7,70
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8,80
9,35
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0,00
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1,65
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275
3,30
385
4,40
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6,05
6,60
7,15
7,70
8,25 %

8,80
9,35
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1,00 -
0,80
0,60 -
0,40 -

0,20

0,00 T
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2,00 1

1,50 1

1,00 4

0,50

0,00

0,00
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6,05
6,60
7,15
7,70
8,25

8,80
9,35
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0,00
0,55
1,10
1,65
2,20
2,75
3,30
3,85
4,40
4,95
5,50
6,05
6,60
7,15
7,70
8,25
8,80
9,35
9,90

Una aplicacién importante de esta distribucién esta dada por su relacion con la variable Poisson:
el tiempo que transcurre entre ocurrencias de un proceso de Poisson con intensidad 4, se
distribuye exponencialmente con pardmetro @ =A. De manera mas general, la distribucién
exponencial suele utilizarse para modelar el tiempo que transcurre entre fallas de cierto proceso.
El parametro » es la frecuencia de las fallas, mientras que su inverso, 1/a, es el tiempo
promedio entre fallas (ver Canavos, 1997).

En base a la funcién de densidad expuesta, se puede obtener la funcién de distribucién:

F(X|ar)=P(X <x|a)= '[Oxaexp(—ay)dy =1—exp(—ax)

Ejemplo 22

Suponga que las fallas en una linea de produccién ocurren en promedio cada 2 horas. Se desea
determinar la probabilidad de que una falla ocurra antes de la primera hora de operacion, y la

probabilidad de que la produccidn se realice de manera continua por 4 horas sin ninguna falla.

De acuerdo a las caracteristicas de este problema, el tiempo entre fallas es exponencial. Siendo el tiempo
promedio entre fallas la inversa del parametro, tenemos que @ =1/2. Denotaremos con la letra T al
tiempo entre fallas. De este modo, la probabilidad de que una falla ocurra antes de la primera hora es:




P(T<la=1/2)=F,, (la=1/2)
=1-exp(-1/2x1)
~0,3935

Por otro lado, la probabilidad de que la produccién continGe por 4 hs. sin fallas es bastante baja, 0,1353
aproximadamente:

P(T 24la=1/2)=1-F,, (4la=1/2)
=1-[1-exp(-1/2x4)]
=exp(—1/2x4)
=0,1353

La esperanza y la varianza de la distribucion exponencial son:

E(X|a)=1/a

Var(X|a)=1/d’ = de(X|a)=la

Las formulas anteriores plasman los comentarios realizados anteriormente: el tiempo promedio
es la inversa del pardmetro, y cuanto mayor es el parametro, mas concentracién existe en la
distribucion (mas pequefia es la varianza).

Otra aplicacion de la distribucion exponencial puede darse en analisis de supervivencia.

Ejemplo 23

Suponga que la tasa de mortalidad es independiente de la edad de la personay la variable T es el tiempo
al fallecimiento, entonces, la funcion de densidad que refleja su distribucion es de la forma:

f(t)=a-e

Si se sabe que el tiempo promedio al fallecimiento es de cincuenta afios, ¢cual es la probabilidad de
fallecer antes de que transcurran sesenta afios?

El primer paso para la resolucion es deducir el valor del pardmetro o . Si E(X |a)=1/a y se sabe
1
ue E(X|a)=50 = a=—=0,02.
que E(X|a) %

Luego, utilizando la funcién de distribucién podemos calcular la probabilidad deseada:

F (60| =0,02) =1—exp(-0,02x60) = 0,698

2.5.3 Distribucion Normal

La distribucion Normal es la més conocida y ampliamente utilizada, especialmente, cuando se
realizan estudios sobre una poblaciéon basados en una muestra aleatoria extraida de la misma.
La amplia utilizacién se debe en parte al Teorema Central del Limite que sera estudiado en
capitulos posteriores. Ademas, debido a la forma de su funcién de densidad, esta distribucién
resulta apropiada para muchos fendmenos sociales, econémicos, bioldgicos, etc., que puedan
ser objeto de estudios estadisticos.

El dominio de una variable que posee distribucion Normal esta dado por todos los ndmeros
reales, y sus dos parametros, / y o, estan asociados a la ubicacion y a la escala de la funcion

de densidad, siendo su forma siempre similar a la de una “campana”:
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Dominio Parametros

UeER c>0

D=R .
(posicién) (escala)

La variable aleatoria x tiene distribucién Normal, si su funcién de densidad es:

2
f(x|y,a):\/%aexp|:—(x?7“j} xel; uel,oc>0

Se recuerda que las probabilidades se calculan mediante la integracion de la funcion de
densidad. Sin embargo, la integracion de la funcién anterior es sumamente complicada, por lo
cual se recurren a aproximaciones de la misma, a través de las cuales se construyeron tablas
que permitieron obtener de manera directa los valores. La mayoria de los libros de estadistica
incluyen apéndices con estas tablas. En esta obra no se incluiran, debido a que las
probabilidades pueden calcularse con cualquier software que posea funciones estadisticas
(Microsoft® Excel o SPSS, por ejemplo).

Los valores tabulados corresponden a la variable estandarizada, es decir, aquélla cuya media
es igual a cero y el desvio estandar es igual a uno. Para transformar una variable Normal con
media /! y desvio s en una variable Normal Estandar, simplemente debemos restar la media y

dividir por el desvio.

Si x esuna variable Normal con media { y desvio &, entonces

Es una variable Normal Estandar, es decir, Normal con media 0 y desvio 1.

La funcion de distribucién Normal Estdndar, cuyos valores son los que se exponen en las tablas
estadisticas, es:

X
1
F(xl,u=0,cr=1)=j \/T_T[exp(—xz)dx x€R

De este modo, al momento de buscar la probabilidad acumulada hasta un determinado valor en
la tabla, el primer paso seré la estandarizacién de la misma. De esta manera, si la variable x
se distribuye con media 25 y desvio estandar 7, entonces la variable z =(x —25)/7 se distribuye

con media cero y desvio uno. Si quiere conocerse cudl es la probabilidad de que la variable x
tome un valor inferior a 20, deberd buscarse en las tablas la probabilidad acumulada
correspondiente al valor:

z=(20-25)/7=-5/7
Ejemplo 24

Consideremos que la variable aleatoria X representa la altura de los jugadores de basquet y se distribuye
normalmente con media 1.95 my desvio estdndar de 20cm. ¢ Cual es la probabilidad de que un jugador
de basquet tenga una altura superior a 2,10m?

Responder a la pregunta planteada equivale a calcular:

P(X>210)=1-F(21x=19505=0,2)
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1 15 195 5 210 25 3

Estatura (X)

Utilizando Microsoft® Excel directamente podremos calcular F (2,1|,u =1950=0, 2) =0,7734 , con

lo cual la probabilidad de que un jugador tenga una altura superior a 2,10 m. es de 0,2266. Al mismo
resultado llegamos en caso de recurrir a las tablas. Pero para ello antes debemos estandarizar la variable,
de modo tal que:

2,1-1,95

F (21 =1950=0,2)= FZ( 0o

|,u:0;a=lj=0,7734

Como se menciond anteriormente, los pardmetros estan asociados a la posicién y a la escala de
la funcién de densidad. Esta caracteristica de los pardmetros se refleja mas claramente teniendo
en cuenta que los mismos representan la media y el desvio estdndar de la variable.

La esperanza y la varianza de una variable aleatoria con distribucion Normal estan dadas por:
E(X|uio)=u

Var(X|40)=0’ = de(X|yo)=0

2.5.4 Distribucién Gamma

Antes de introducirnos en la distribucién en si, primeramente, definiremos la “funcion gamma”,
ya que la funcion de densidad de una variable con distribucion gamma utiliza dicha funcién.

Se llama funcion gamma a la siguiente integral, que se lee “gamma de a”:

I'(a)= J.Omua’l exp(—u)du

Algunas propiedades de la funcion gamma son: (ver Canavos, 1997):

1. r(a)=(a-1) a entero positivo

2. r(a)=(a-1)-r(a-1) a>0

3. T(0,5)=\

La distribucion gamma tiene dos parametros que la caracterizan, uno asociado a la escala y otro
asociado a la forma, y el dominio esta dado por los reales positivos:

Dominio Parametros
a>0 £>0
D =[0;-+0)
(escala) (forma)
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La variable aleatoria x tiene distribucion gamma, si su funcion de densidad es:

(xa)’
X (4)

f(x|a,ﬂ)= exp(-ax)  x>0; @, >0

Los valores de la funcién de densidad y las probabilidades acumuladas (funcién de distribucion)
pueden calcularse con Microsoft® Excel®0. Sin embargo, en este programa la funcién de densidad
esta expresada como:

XaExcel N (X / ﬂ Excel )aExoel
BT (aExceI ) XU’ ( Xeycel )

Por lo tanto, puede apreciarse que ag, =8 Y Lo =1/ .

f (X|a1ﬂ) = exp(_X/ﬂExcel ) = exp(_X/ﬁExcel)

En la siguiente figura se observa la distribucion gamma para distintos valores de los parametros.
El parametro f es de forma, y el pardmetro » de escala. En la figura, puede observarse la

similitud de las dos primeras graficas con la distribucidon exponencial expuesta en la Seccién
2.5.2. En realidad, como puede apreciarse en la definicion, cuando S =1 la distribucién

gamma se reduce a la exponencial.

a=1;B=1 a=05;p=1
1,20 0,60
1,00 0,50
0,80 0,40
0,60 0,30 1
0,40 1 0,20 4
0,20 4 0,10 1
0,00 T 0,00 T
o N O 1N O LW O n O n»u O 1w O nw o mnw o n o O N O NN O 1L O WV O 1V O nuw O nw O W o v O
O O o0 = N N 0O M & ¢ 10D © © N~ 0 0 O O O O d 4 N N M0 M < < 1D © © N~ 0 0 o O
a=1;p=2 0=05;p=2
0,40 0,20
0,35 1 0,18 -
0,16 4
0,30 1
0,14 4
0,25 4 0,12 1
0,20 4 0,10 4
0,15 - 0.08 4
0,06
0,10 1
0,04 4
0,05 1 0,02 -
0,00 T 0,00
o N O N O W O N O 1N O W o nuw O nw O un o o N O N O L O W o N O N O n O W o un o
S ddaadmomFF0woESNNGS S o S ddaadmomFFB S ENNGS o o

En general, si #<1 la funciéon decae rapidamente, mientras que cuando £ >1 la funcién
presenta un pico que ocurre cuando x =(1/a)x(p—1). Cuando S>1, este ultimo valor de x

es donde la funcién de densidad alcanza su maximo, es decir, es la moda de la variable aleatoria.
Cuando f <1 la variable no posee moda.

30 La definicion de la funcion de densidad en Microsoft® Excel esta realizada de manera distinta a la expuesta aqui. Por
lo tanto, para el uso de la funcién, debera utilizarse como primer parametro
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Ejemplo 24
Una interesante aplicacion de esta distribucion se relaciona con la variable T,, definida como el tiempo

gue media hasta la i-ésima ocurrencia de un evento que sigue un proceso de Poisson a lo largo del
tiempo®. Asumamos que el evento consiste en la aparicion de una falla en la linea de montaje, y
deseamos analizar la variable T,: “tiempo hasta la ocurrencia de la tercera falla”. Suponga que el tiempo,

en horas, hasta la aparicion de la segunda falla sigue la distribucion Gamma, con a =0,4 y #=3.Es
decir que:

f (1) =3¢ (0.4

La probabilidad de que antes de 6 hs. ocurra la tercera falla es de aproximadamente:

6
| 1 gou(0,4t)° dt =0,4303
5 2t

Esta probabilidad se calculé con Microsoft® Excel utilizando ag =3 Y Be =1/0,4,y corresponde

al &rea sombreada en la siguiente figura:

012

008

006

0

002

0 5 10 15 20 25

Tiempo

La esperanza y la varianza de una variable aleatoria con distribucion gamma estan dadas por:

s

a

E(X|a.B)=

Var (X |a, B) = p = de(X|a B)=Y=

a2

=

Ejemplo 26

Si continuamos el ejemplo anterior, el tiempo esperado hasta la ocurrencia de la tercera falla se calcula
como:

E(T3|a=o,4;ﬁ=3)=0—3’4=7,5

Esto implica que, en promedio, la tercera falla ocurrird a las 7 horas y media de iniciado el proceso de
produccion. La varianza y el desvio estandar son:
3

Var(T3|a:0,4;,B=3)=W:18,75 = de(T,|a=0,4,3=3)=433

31 Ver Landro (2002)
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Puede observarse que los desvios respecto a la media son claramente significativos siendo el desvio
estandar superior a la mitad del valor medio. Es decir, que el coeficiente de variacién es mayor al 50%:

4,33

cv.(T;) -z

=0,5774

2.6 Anexo: Demostraciones

2.6.1 Deduccién de la Funcién de Probabilidad de una Variable Hipergeométrica

La deduccién de la funcion de probabilidad de una variable hipergeométrica surge de la definicion
clasica de probabilidad, donde se define la probabilidad de un evento como el cociente entre los
casos favorables a la ocurrencia y el total de posibles casos.

El evento que se representa mediante una variable hipergeométrica consiste en que en una
muestra (sin reposicion) de m elementos de una poblacion de tamafioh, x de esos elementos

tengan una determinada caracteristica, sabiendo que del total de la poblacion sélo la presentan
una cantidad a.

Los casos posibles para este evento definido estan dados por todas las posibles muestras de m
elementos, en donde lo que resulta relevante no es el orden en el cual se escojan a los mismos,
sino los elementos que conforman cada grupo. Es necesario entonces recurrir a las reglas de
conteo que se describen en el Capitulo 1: estamos frente a una combinatoria de h elementos
tomados de a m. En consecuencia:

. h h!
Casos posibles = = —
m) m!(h—m)!

Determinar los casos favorables puede resultar un poco mas complejo, pero, de todas formas,
también obedece a la consideracion de las reglas de conteo vistas. Las muestras que seran
favorables a nuestra variable son aquéllas que contengan x éxitos y exactamente (m-—x)

fracasos. Esto implica que estamos frente a la ocurrencia conjunta de esos dos eventos. Para
calcular la cantidad de posibles combinaciones, debemos considerar que cualquier conjunto de
x éxitos puede combinarse con cualquier conjunto de (m - x) fracasos: la cantidad total surge

del producto:
Cant.de gruposcon "x" éxitos x Cant.de gruposcon"m—x" fracasos
Los grupos con x éxitos se pueden seleccionar del total de a elementos que presentan la

caracteristica en la poblacion (una combinatoria de x elementos tomados de a a ). De manera
analoga, los grupos con (m—x) fracasos se pueden seleccionar del conjunto de elementos que

no presentan la caracteristica favorable al evento, los cuales comprenden un total de (h—a) . En
consecuencia,

Casos favorables = [i][;:ij - x!(:i X)! g (m- X)![((hh—_;)i(m -x) !

Claramente, entonces, se deduce la funcion de probabilidad que se habia introducido en la
Seccion 4.4.4 del presente capitulo.

P(X Xm,a,h)@[(:r?jaxj

Se definié en el presente capitulo que: “La funcién de probabilidad Binomial converge a la
Poisson cuando el tamafio de la muestra, n, tiende a infinito y la probabilidad de éxito, P, tiende

a cero, manteniéndose constante el producto de ambas A=nxp:

2.6.2 Relacion Binomial - Poisson
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!@OPB(X =k|n, p)=P, (X =k|2=nxp)"
p—0

A continuacion, demostraremos la expresién anterior. Recordemos que:
n Kk n—k
R, (X =k|n, p):(k) p*-(1-p)

Vamos a expresar la media de la poblacién, que suponemos constante, comoA=n-p, con lo
cual la expresion toma la forma:

gty (] (-]

el 042

Considerando ahora el limite de esta probabilidad cuando el tamafio de la poblacion tiende a
infinito, se tiene que:
n -k

lim Py (X = k;n,p) = li n! x(l>k><<1 A) x(1 A)
o B = KTLD _nl—%k!(n—k)! n n n

-k

n(m-1D.(n-k+1) A N" A
= lim X—X[1——) X({1—-—
n-oo k! nk n n
Ko nm-1D.Mm-k+1) N N
= — X lim X{1l——]) xX|{1—— X
k! n-o | nk n

J

¥

Tiende a 1 al ser dos polinomios de orden k con coeficiente
principal iqual a 1

" A

X{1——) X{1—-—

n n

\ I J
Y Y

Tiende a e ~*(propiedad -1
de limite)

-k

Ak
=er

=Pp(X=k; A=nXp)

A

2.6.3 Constante en la Distribucién Uniforme

Esta demostracion es muy sencilla y se expone a fines ilustrativos con la intenciéon de reflejar la
importancia de que, al definir una funcién de densidad, la integral para todo el domino sea igual
a uno.

Se ha observado, en la seccién correspondiente, que, al considerar una distribucion uniforme,
cualesquiera de los valores del dominio de la variable aleatoria tienen igual probabilidad de
ocurrencia. En consecuencia, se observo que la funcion de densidad se corresponde con una

constante cuyo valor es igual a b_a donde a y b son lo limites de integracion del intervalo. Esto
-a

surge de la restriccion impuesta para la funcion de densidad. Sea f(x)=c la funcion de
densidad, tenemos que, por definicién:

b
J'cdx=1

En consecuencia, el valor de ¢ surge de:
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b
1:jc dx

1:c~x|z

1
b-a

o

l1=c-(b-a) =

En el capitulo anterior se presentaron los conceptos relacionados con las variables aleatorias y
sus distribuciones de probabilidad. Asimismo, se expusieron las principales medidas que
caracterizan a la distribucién de una variable aleatoria (la media, la varianza, el coeficiente de
asimetria, el coeficiente de curtosis, etc.).

En este capitulo se presentaran las principales distribuciones que suelen utilizarse en la practica,
las cuales surgen debido a ciertas caracteristicas que presentan los fenémenos bajo estudio. En
este sentido, existen ciertas funciones de probabilidad (discretas) o de densidad (continuas) que
representan familias de distribuciones que dependen de los valores de ciertos parametros. Asi,
cada familia resulta util en distintos contextos, y el valor de los parametros permite conocer no
sélo la distribucion de la variable aleatoria, sino también las principales medidas descriptivas de
la misma.

Por ejemplo, la siguiente funcién de densidad corresponde a la familia de distribuciones
exponenciales (mas adelante se analizara en detalle esta familia), y la forma particular que

adopte depende del valor del pardmetro 0:
f(x)=60-e”™ (x=0)

En el Ejemplo 22 del capitulo anterior, se presento esta funcion en el caso particular en que
6=0,5.

Aqui supondremos que los parametros que caracterizan a cada familia son conocidos. En
capitulos posteriores se analizaran distintos métodos para calcular los valores de los mismos, o
mas precisamente “estimar” sus valores a partir de observaciones muestrales.
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3 Descripcion de
Datos
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La Estadistica Descriptiva se utiliza para describir un conjunto de datos referidos a un
fenomeno.

En este capitulo se realizara una descripcion de los datos a través de ciertas medidas que
resumen las principales caracteristicas del conjunto de datos bajo estudio.

Si bien en este capitulo no se tratara la inferencia, el calculo de las medidas numéricas que
describen un conjunto de datos sera fundamental cuando, en base a una muestra, deseemos
inferir ciertas caracteristicas de una poblacién.

La descripcién numérica de un conjunto de datos brinda gran informacion relacionada con la
distribucion de sus valores. Existen medidas que proporcionan una idea de la ubicacién de la
distribucion, es decir, en torno a qué valor se encuentran distribuidos los datos. Estas medidas
se conocen con el nombre de Medidas de Posicion.

Por otro lado, estan las Medidas de Dispersién, las cuales brindan informacién respecto a qué
tan diseminados se encuentran los datos en relacion con su ubicacién central.

Finalmente, las Medidas de Forma indican, precisamente, la forma que tiene la distribucion.
Estas medidas permiten saber si hay tendencia a que los valores se agrupen a algunos de los
lados de los valores centrales (simetria) y si los valores centrales tienen gran probabilidad de
ocurrir o no (curtosis). Algunos autores incluyen estas medidas en las Medidas de Dispersién, lo
cual es adecuado ya que indican como estan dispersos los datos respecto de su centro. Sin
embargo, aqui las expondremos en un apartado distinto para dar mayor sencillez a la exposicion.

Las medidas numéricas descriptivas mas importantes que estudiaremos se encuadran dentro de
lo que se conoce como Momentos de una distribucién de datos. A continuacion, expondremos
las férmulas de calculo de los mismos, las cuales quizas le resulten un tanto complejas.

El Momento Absoluto (o Respecto del Origen) de Orden “r”, ma, , se calcula de la siguiente manera:

M
Z Xir : fi
i=1

Donde x representa el i-ésimo valor observado, f; la frecuencia del mismo, M es la cantidad de valores
distintos observados y n es la cantidad total de valores observados contando repeticiones.

ma, =

S|

El Momento Centrado (o Respecto de la Media) de Orden “r”, mc, , se calcula de la siguiente manera:

ﬁl:(xi _mai)r : fi

Siendo ma, el momento absoluto de orden 1, y las demas variables como antes.

mc, =

S|

En el caso de contar con datos agrupados, x representara la marca de clase, y el calculo de
los Momentos sera aproximado.

Antes de avanzar vamos a volver sobre algunos conceptos vistos en el Prefacio.

Poblacién: Desde un punto de vista estadistico, una Poblacion (o Universo) es la totalidad de
individuos u objetos que se desea estudiar. O, mas ampliamente, podemos pensar en toda la
informacion disponible referida a un fenémeno.

Muestra: Es una parte de la Poblaciéon que se ha seleccionado para ser analizada con el fin de
obtener conclusiones respecto de la totalidad de los elementos de la misma.

Datos: Son la materia prima de cualquier estudio estadistico y, por ello, es fundamental la calidad
de los mismos. Si los datos que utilizamos no son confiables, los resultados que obtengamos a
partir de los mismos tampoco lo seran, aun utilizando las técnicas estadisticas mas avanzadas.
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Tipos de Datos

Datos Cualitativos: Son aquellos datos que no son intrinsecamente numéricos, no pueden ser
sometidos a cuantificacion y arrojan respuestas categoricas referidas a atributos de los
elementos de la muestra o poblacién.

Nominales: Los nimeros identificadores de cada categoria son asignados sin poseer ningun
tipo de jerarquia entre si. Es decir, que la asignacion es totalmente arbitraria.

Ordinales: Los nimeros en la codificacion de categorias se asignan de acuerdo a un orden que
contiene informacion sobre la intensidad del atributo.

Datos cuantitativos: En este caso, los datos son intrinsecamente numéricos. Es decir que
surgen de un proceso de medicién o de conteo, y de acuerdo con ello, podemos separarlos en
dos subcategorias:

Discretos: Surgen, generalmente, de un proceso de conteo. Los valores que puede asumir la
variable pertenecen a un conjunto finito o infinito, pero numerable.

Continuos: Se obtienen mediante un proceso de medicion, y pueden tomar infinitos valores
dentro de un intervalo.

3.1 Distribuciones de Frecuencia

En primer lugar, nos interesara saber cuantas observaciones de cada valor se obtuvieron. Para
ello, utilizaremos las frecuencias absolutas y relativas de cada uno de los valores de la variable,
que indican la cantidad y el porcentaje de datos que se hallé para cada valor obtenido.

La frecuencia absoluta, f,, correspondiente a un valor x de la variable estudiada, es la cantidad de
observaciones del mismo dentro del total de datos.

La frecuencia relativa, fr,, de cada valor x , se obtiene dividiendo la correspondiente frecuencia absoluta,

f., por el nimero total de observaciones, n , e indica la proporcion de observaciones correspondientes a
dicho valor.

De manera general, se denominara Distribucion de Frecuencias al conjunto de los valores de las variables
y sus respectivas frecuencias, ya sean estas absolutas o relativas: (x;f,) 0 (x; f,;)-

En el siguiente ejemplo, ilustramos los conceptos definidos precedentemente.
Ejemplo 1

Consideremos las notas de los examenes finales de la materia Estadistica de un curso hipotético de la
Universidad de Buenos Aires.

Datos de Notas
5

Moo e e | e |

OO0~~~ ||| ||
(Ua] fUu] RUu] fun] jun) gun) gun)jun) jus)

e [ | e o 0 | Lo | Rafra | =
m@m@ (@@ @@ dm|m

[}

Los valores que puede tomar la variable son los nimeros enteros del 1 al 10, con lo cual se trata de una
variable cuantitativa discreta. La frecuencia absoluta (o simplemente frecuencia) es la cantidad de veces
que se repite cada valor y la frecuencia relativa sera la cantidad de veces que se repite cada valor dividido
por el numero total de datos, que en este caso es 50. Con la informacion de los “Datos de Notas”
podemos armar la Distribucion de Frecuencias.
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Valor |Frecuencia|Frec. Relativa

x{i) nii) (i)
1 1 20%
2 2 40%
3 3 5,0%
4 9 18,0%
5 1 220%
B B 12 0%
7 B 12 0%
8 8 16,0%
9 3 5,0%
10 1 20%

Si graficamos cada valor observado en el eje de abscisas y la frecuencia correspondiente (absoluta o
relativa) en el eje de ordenadas, obtenemos los graficos de barras representativos de la distribucion de
los datos.
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Como podemos observar en el ejemplo anterior, los graficos de frecuencias relativas y absolutas
tienen exactamente la misma forma, salvo por los valores del eje de ordenadas. En el caso de
frecuencias absolutas, el eje mencionado representa cantidades, mientras que en el gréafico de
frecuencias relativas se representan porcentajes.

De acuerdo con las definiciones expuestas anteriormente, la suma de todas las frecuencias
absolutas es igual al nUmero total de datos, mientras que la suma de todas las frecuencias
relativas es igual al 100% (o la unidad). En simbolos:

D fi=n ifri=1

i=1 i=1

Donde M indica la cantidad de valores distintos observados y n la cantidad total de datos
contando las repeticiones.

Ejemplo 2

Considerando el ejemplo anterior, vemos que M = 10 pues hay diez notas distintas observadas,
mientras que n = 50 es el total de alumnos evaluados.

Si sumamos las frecuencias absolutas obtenemos el nimero total de alumnos calificados:

10
D f =14+2+3+9+11+6+6+8+3+1=50

i=1

A su vez, si sumamos las frecuencias relativas, obtenemos el 100%:

10
Z f; =0.02+0.04+0.06+0.18+0.22+0.12+0.12+0.16 +0.06 +0.02 =1
i=1
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Ejemplo 3

El siguiente cuadro compara la cantidad de explotaciones agropecuarias de cada provincia en los afios
1998 y 2002 en base a los Censos Nacionales Agropecuarios realizados por el INDEC (Instituto
Nacional de Estadisticas y Censos de la RepUblica Argentina).

En este caso, se observa que la variable de interés es la provincia, mientras que la frecuencia esta
relacionada con la cantidad de explotaciones agropecuarias que posee cada una.

En base a la informacion de la tabla anterior, la cual podria interpretarse como una distribucién de
frecuencias absolutas, construiremos las frecuencias relativas y los diagramas de barra
correspondientes.

Para hacer mas sencillo el andlisis e ilustrar claramente los conceptos, trabajaremos solamente con los
totales de cada afio (primera columna) y utilizaremos Unicamente las seis provincias con mayor cantidad
de EAP*, Teniendo en cuenta estas restricciones, construimos la tabla de frecuencias.

Explotaciones agropecuarias (EAP) por tipo de delimitacion,
segun provincia. Total del pais. Afios 1988 y 2002
Explotaciones agropecuarias
Provincia Censo Nacional Agropecuario 1988 Censo Nacional Agropecuario 2002
Total Con.limites Sin !imites Total Con_limites Sin !l’r_nites
definidos definidos definidos definidos

Total del pais 421,221 378,357 42,864 333,533 297,425 36,108
Buenos Aires 75,531 75,479 52 51,116 51,107 9
Mendoza 35,221 33,249 1,972 30,656 28,329 2,327
Santa Fe 37,029 36,884 145 28,103 28,034 69
Misiones 28,566 27,517 1,049 27,955 27,072 883
Coérdoba 40,817 40,061 756 26,226 25,620 606
Entre Rios 27,197 27,134 63 21,577 21,577 -
Santiago del Estero 21,122 11,532 9,590 20,949 10,830 10,119
Chaco 21,284 17,595 3,689 16,898 15,694 1,204
Corrientes 23,218 22,070 1,148 15,244 14,673 571
Salta 9,229 4,798 4,431 10,297 5,575 4,722
Formosa 12,181 9,582 2,599 9,962 8,994 968
Tucuman 16,571 15,998 573 9,890 9,555 335
Catamarca 9,538 6,988 2,550 9,138 6,694 2,444
Jujuy 8,526 4,286 4,240 8,983 4,061 4,922
San Juan 11,001 10,300 701 8,509 7,927 582
La Rioja 7,197 5,374 1,823 8,116 5,852 2,264
La Pampa 8,718 8,632 86 7,775 7,774 1
Rio Negro 9,235 7,709 1,526 7,507 7,035 472
Neuquén 6,641 2,530 4,111 5,568 2,198 3,370
San Luis 6,962 5,974 988 4,297 4,216 81
Chubut 4,241 3,484 757 3,730 3,574 156
Santa Cruz 1,114 1,102 12 947 944 3
Tierra del Fuego 82 79 3 90 90
Fuente: INDEC, Censo Nacional Agropecuario 1988 y 2002.

TABLA DE FRECUANCIAS
Explotaciones agropecuatias (EAP)
ChA 1995 CRA 2002

Total 244 361 100% | 185633 100%

Frec. Frec. Rel. Frec. Frec. Rel.
Buenos Aires 7553 30.591% 51116 27 54%
flendoza 35.21 14 41% 30656 16,51%
Santa Fe 37029 15,15% 25103 15,14%
Misiores 28 566 11,69% 27855 15,06%
Cdrdaoba 4087 16,70% 26226 14 13%
Entre Rioz 27197 11,13% 2577 11 ,62%

%2 |as frecuencias relativas y el total de observaciones se calcularan en base a estas seis provincias solamente.
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Con la informacién precedente, podemos construir un grafico comparativo de las frecuencias relativas
y absolutas de los dos afios.

Frecuencia Absoluta
80.000
70.000
50.000

50.000
40.000 O CNA 1598

30.000 W CNA 2002
20.000
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Comparando los dos graficos, puede observarse que las barras de 1998 tienen la misma forma en ambos,
y lo mismo ocurre con las barras del 2002 (ya hemos mencionado que las figuras de las frecuencias
absolutas y relativas tienen la misma forma). Sin embargo, al comparar la relacién que hay entre 1998
y 2002 las comparaciones en términos relativos y absolutos pueden ser distintas.

Buenos
Aires
Mendoza
Santa Fe
Misiones
Cdrdoba
Entre Rios

Por ejemplo, la cantidad de EAP de Mendoza en 2002 es menor que en 1998 (ver gréfico Frecuencia
Absoluta), pero esa cantidad representa un porcentaje mayor del total de EAP analizadas (ver grafico
Frecuencia Relativa). Lo mismo sucede con las provincias de Misiones y Entre Rios.

Este fenémeno se debe a que, si bien disminuye la frecuencia absoluta de un valor, n, también baja la

cantidad total de observaciones, N, por lo cual el cociente entre ambos valores puede ser mayor.
Dependiendo del analisis que queramos hacer, nos serd mas Util un gréafico que otro.

Continuando con el andlisis de la distribucion de frecuencias de un conjunto de datos, ademas
de la frecuencia correspondiente a cada valor, es (til la informacion relacionada con la frecuencia
de valores menores o iguales a una determinada observacion, es decir, la frecuencia acumulada
para un valor dado.
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La Frecuencia Acumulada correspondiente al valor x es la suma de las frecuencias de todos los valores
menores o iguales a x,:
i

F=Yf,

i
=1

=~

La Frecuencia Relativa Acumulada correspondiente al valor x es la suma de las frecuencias relativas de
todos los valores menores o igual a

Fi= Z fi

k=1

Alternativamente, esta ultima se puede calcular como la frecuencia absoluta acumulada, F,, dividida entre
el total de observaciones n.

E =

n

F
n

llustremos las definiciones con los datos de las notas de los examenes finales del Ejemplo 2 de
mas arriba.

Ejemplo 4

En base a las frecuencias calculadas para cada una de las notas, podemos obtener las frecuencias
acumuladas simplemente sumando todas las frecuencias anteriores. Veamos algunos ejemplos de los
valores con los cuales se construye la tabla de frecuencias acumuladas.

La frecuencia acumulada absoluta de 2, es la suma de las frecuencias de 1y 2. La frecuencia relativa
acumulada se obtienen dividiendo el valor calculado entre el nimero total de alumnos evaluados, es
decir, 50.

F=f+f,=1+2=3

La frecuencia acumulada de 4 es la suma de las frecuencias de 1, 2, 3 y 4. La frecuencia relativa
acumulada se obtiene dividiendo el valor calculado entre 50.

F=f+f,+f,+f, =1+2+3+9=15

F,-re-B_gq
50 50
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La Tabla de Frecuencia Simples y Acumuladas es:

Frecuencia
Acumulada

Frec. Relativa

fi}

Frec. Relativa
Acumulada

Valor | Frecuencia
X{i) nii)
1 1
2 2
3 3
4 9
5 1
B B
7 B
8 8
9 3
10 1

20%
4,0%
6,0%
18,0%
220%
120%
120%
16,0%
6,0%
20%

20%

6,0%
120%
300%
520%
64.0%
76.0%
920%
95.0%
100,0%

El cuadro anterior nos permite ver directamente la cantidad de alumnos que resultaron desaprobados en
el examen, la cual esta representada por la frecuencia acumulada del valor X=3. Es decir que 6 alumnos

resultaron insuficientes en el examen33.

A su vez, observando en la columna correspondiente a la frecuencia relativa acumulada, podemos ver
qué porcentaje obtuvo una nota inferior o igual a 3: 12%.

Como es l6gico, siempre el mayor valor observado, x,, , tiene una frecuencia absoluta acumulada

igual al nimero total de datos y una frecuencia relativa acumulada igual a la unidad.
F(xy)=n
Fri(xM) =1

Ademas, podemos observar que la frecuencia acumulada de un valor puede obtenerse sumando
la frecuencia acumulada hasta el valor anterior y la frecuencia correspondiente al valor en

cuestion:

Fi =Fi—1+fi

Ademas, directamente de la formula anterior, vemos que la frecuencia de un valor determinado
se puede obtener mediante la resta de la frecuencia acumulada hasta el mismo y la frecuencia

acumulada hasta el anterior:

Ejemplo 5

Consideremos el ejemplo anterior para ilustrar las formulas. La frecuencia del valor 5 puede obtenerse
mediante la resta de la frecuencia acumulada correspondiente a dicho valor y aquélla correspondiente

al valor 4:

f,=F,—F,=26-15=11

33 En la Facultad de Ciencias Econdmicas de la UBA, los examenes finales se aprueban con una nota superior o igual

a 4 (cuatro).
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La frecuencia acumulada de 9 puede obtenerse sumando la frecuencia acumulada hasta 8 y la frecuencia
correspondiente a 9:

F,=F,+f,=46+3=49

Veamos ahora qué sucede con las frecuencias acumuladas cuando las variables son cualitativas.
Si el analisis se realiza sobre variables cualitativas cuyo ordenamiento no es obvio, la frecuencia
acumulada pierde sentido ya que no podemos definir claramente cuando un valor es menor que
otro.

Considere, por ejemplo, el caso estudiado mas arriba en relacién a la cantidad de explotaciones
agropecuarias de las distintas provincias de la Republica Argentina. Siendo los “valores” en dicho
ejemplo los nombres de las provincias, no tiene sentido hablar de la frecuencia acumulada de
Cérdoba, porque no podemos decir que Buenos Aires sea menor o mayor que Cérdoba, y lo
mismo ocurriria con la frecuencia acumulada de cualquier otra provincia. Esto se debe a que la
variable analizada es Cualitativa Nominal (ver Prefacio), cuyos valores son “etiquetas” que no
pueden ordenarse sin recurrir a la arbitrariedad.

Una observacion final al respecto: jNo confunda la variable con su frecuencia! La variable
estudiada es la provincia (“Buenos Aires”, “Cérdoba”, etc.) y la frecuencia es la cantidad de EAP
que posee la misma. Las frecuencias si pueden ordenarse, pero la frecuencia acumulada se
calcula para cada valor de la variable y esta Gltima no posee ordenamiento.

Estas observaciones respecto a las variables cualitativas no se presentan cuando las mismas se
pueden ordenar sin arbitrariedad. Como ilustracion de esto consideremos el afio que cursa un
determinado alumno en la carrera de Economia. Esta variable es de tipo Cualitativa Ordinal (ver
Prefacio). En este caso, si se puede analizar la frecuencia acumulada hasta un determinado
valor. Por ejemplo, nos puede interesar la frecuencia relativa acumulada hasta tercer afio. Es
decir, el porcentaje de alumnos que cursa primero, segundo y tercer afio, o lo que es lo mismo,
el porcentaje de alumnos que no ha alcanzado aun el cuarto afio.

Cuando se analizan variables cuantitativas continuas (su valor puede ser cualquier nimero real),
la frecuencia absoluta de cada uno de los valores serd muy pequefia e incluso existirdn
muchisimos valores para los cuales no existan observaciones. Por ejemplo, supongamos que
estamos analizando las estaturas de un grupo de 30 personas, y realizamos las mediciones con
una precisién de 3 decimales. Es muy probable que todas las observaciones arrojen un valor
distinto. En este caso, es conveniente agrupar los datos correspondientes a un intervalo de
valores, para que la visualizacion de las distribuciones sea mas adecuada. En el apartado
siguiente, trataremos estos casos.

3.1.1 Distribuciones de Frecuencia con Datos Agrupados

Si deseamos analizar la estatura de los alumnos del curso de Estadistica, en primer lugar
mediremos a cada uno de los alumnos. Luego, cuando calculemos las frecuencias absolutas de
cada valor, veremos que la mayoria de las observaciones son Unicas y su célculo no nos brinda
ninguna idea respecto de la distribucién de las estaturas. En este caso, resulta conveniente
agrupar los datos en intervalos, y asignar una frecuencia (absoluta y relativa, simple o
acumulada) a cada intervalo en lugar de a cada valor observado.
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Los intervalos en los cuales se agrupan los datos se denominan intervalos de clase.

Cada intervalo tiene un limite superior y un limite inferior, asigndndose al mismo todas las observaciones
mayores o iguales al limite inferior e inferiores al limite superior.

Se denomina marca de clase al punto medio de cada intervalo de clase, es decir, al promedio simple entre
el limite superior y el limite inferior.

Cada uno de los intervalos tendra su frecuencia de clase, absoluta y relativa.

Finalmente, se denomina amplitud de un intervalo de clase a la diferencia entre el limite superior y el limite
inferior. Es decir:

amplitud = w; = Ly, — Lins

Ejemplo 6

Considere los siguientes datos de las estaturas, en metros, de los alumnos del Ejemplo 1.

Datos de Estatura
1,554 1,640 1,680 1,729 1,760
1,554 1,642 1,687 1,731 1,763
1612 1,652 1687 1737 1,781
1614 1,652 1,691 1,738 1,787
1,622 1,653 1,702 1,738 1,796
1,624 1,658 1,704 1,738 1,797
1,633 1,660 1,704 1,740 1,801
1,635 1675 1,705 1,752 1817
1,640 1,679 1,715 1,753 1818
1,640 1,680 1,717 1,753 1,858

Si consideramos intervalos de 5 cm. de amplitud cada uno, podemos construir el siguiente cuadro de
datos agrupados.

Clase | Marca | Frecuencia Frecuencia |Frec. RelativalFrec. Relativa
LI [ LS| vij) nij) Acumulada fli) Acumulada
155|160 1575 2 2 40% 4,0%
160|165 1625 10 12 200% 24 0%
165170 1E75 12 24 24 0% 48 0%
1,70 1,75]| 1,725 13 37 26 0% 74 0%
175(180] 1775 9 46 18,0% 92 0%
1.80(1.85] 1825 3 49 5,0% 98 0%
1.85(190] 1875 1 50 20% 100,0%

Los graficos de frecuencias absolutas y relativas para datos datos agrupados por intervalos se llaman
histogramas

El Histograma de un conjunto de datos es un grafico que representa en el eje de ordenadas la frecuencia
(absoluta o relativa) y en el eje de abscisas los valores de la variable. Es decir, es el grafico de la
distribucion de frecuencias.
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A su vez, las frecuencias acumuladas se grafican mediante la ojiva.
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El Poligono de Frecuencias Acumuladas u Ojiva se construye marcando en primer lugar cada uno de los
pares (L ;F) Y, luego, uniendo los puntos marcados mediante lineas rectas.

El Poligono de Frecuencias Relativas Acumuladas es igual al anterior, pero utilizando los pares (L;F,)

—100% ———— .
2 a% e
£ 8%
S 0w > 2 rad
< By <
5 =
Ea0% ad =2
2 % 2 o Pad
E 0% Ed
3 T 15
§ am » ERT rd
H H
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£l H Z ¥
[=3 =} =} =1 =} =1 [=1 -
2§ 8 B B & @ 2 8§ & & 8 § 3

Observamos que en los graficos de frecuencias simples del ejemplo anterior se utilizaron las
marcas de clase en el eje de abscisas, mientras que en los graficos de frecuencias acumuladas
se utilizaron los limites superiores. Esto se debe a que el punto medio de una clase no acumula
toda la frecuencia de esa clase.

Consideremos por ejemplo la segunda clase, siendo el limite inferior 1,60m., el limite superior
1,65m., y la marca de clase el promedio entre estos dos ultimos valores, 1,625m. La frecuencia
acumulada de esta clase es 12, sin embargo, no hay 12 observaciones menores o iguales a
1,625m., sino que en realidad son menores a 1,65m.

En ocasiones, de acuerdo a la variable que se estudie, hay intervalos que poseen una gran
cantidad de observaciones, mientras que otros quedarian vacios distorsionando la distribucién
de frecuencias, en esos casos es conveniente utilizar intervalos de amplitudes diferenciales.

Un tipico ejemplo de una variable que conviene agrupar con intervalos de distinta longitud es el
ingreso familiar. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 7

Consideremos los siguientes datos correspondientes al nivel de Ingreso que percibe por su trabajo un
grupo de 50 personas.

Datos de Ingresos
§ 47636 |§ FEFET | % 106475 |F 124123 % 158223
§ 52598 |% V7957 | % 106714 % 127337 | § 158723
§ ES6645|% 928590 |% 108239 |% 129733 | % 162685
§ 59274 |% 83574 |% 14195 |% 135165 % 170032
§ B1973|% 84455 |% 115700 | % 1.414058 | § 173047
§ B2475|% 87451 (% 119529 |F 143453 | 175105
§ B0 |% 87940 % 119551 |§ 144113 | § 204114
§ EE9E2|§ 89500 % 1219658 |§ 145531 | § 209459
§ G89E1 % 94562 | § 1.21990 | § 149700 | § 220791
§ 7E676 (% 101376 (% 123606 | % 186225 )% 379495

Es obvio que necesitamos agrupar los mismos, ya que no hay ningdn valor repetido. Si consideramos
intervalos de amplitud $ 250, obtenemos la siguiente tabla de frecuencias y el grafico correspondientes.
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Clase Marca Frecuencia| Frecuencia

LI LS x(i} nii} Acumulada

i 250,00 125 0 0 "
250,00 | 500,00 75 1 1 12
50000 | 750,00 B25 a8 9 10
750,00 100000 a7s 10 19 5
1000,00 1250 00 1125 12 k]l s
1250,00 1500,00 1374 g EC]
1500,00 1750,00 1624 g 45 !
1750,00 200000 1875 1 45 ?
2000,00 12250,00 2125 3 49 ”%&%&%&%g%&%&%ﬁ%g
2250,00 12500,00 2375 0 43 ThERsRRRARNAERS RSB
2500,00 1 2750,00 2525 0 49
2750,00 |3000,00 2875 0 48
3000,00 13250,00 325 0 49
3250,00 3500,00 3375 0 43
3500,00 375000 3625 0 49
3750,00 4000,00 3875 1 50

Puede notarse que muchas clases quedaron sin observaciones en el extremo superior, mientras que se
observa una gran concentracion en el extremo inferior de la distribucion. Esto indica que quizas resulte
maés conveniente construir intervalos de distinta amplitud. Por ejemplo, podemos construir la siguiente
tabla de frecuencias y su correspondiente grafico.

Clase Marca Frecuencia| Frecuencia 10
LI LS x{i} nii} Acumulada 8l
0 500,00 250 1 1
500,00 | 750,00 625 3 9 6
750,00 100000 a7s 10 19
1000,00 1250,00 1125 12 H 4
125000 150000 1375 3 39 5
1500,00 2000,00 1750 7 46
2000,00 | 3000 00 2500 3 49 e e - - s E
300000 400000 3500 1 50 T E : = =

3.2 Medidas de Posicién

Aqui presentamos medidas relacionadas con la ubicacion de los datos observados. Por ejemplo,
si medimos la estatura de un grupo de estudiantes varones, es razonable pensar que las
observaciones estaran en torno a los 1,75 m. Sin embargo, si medimos las estaturas de los
miembros de un equipo de basquet, es mas probable que las observaciones se agrupen cerca
de los 2 m. de altura. De esta manera, estas medidas de posicién nos indican dénde esté ubicada,
aproximadamente, la distribucion de las observaciones.

Dentro de estas medidas de posicién, podemos diferenciar entre las de tendencia central
(indican cual es el centro de la distribucién de frecuencias) y las de tendencia no central
(brindan informacion respecto de la ubicacién de ciertos valores, no necesariamente centrales).

Las medidas de tendencia central que estudiaremos aqui son la Media, la Mediana y la Moda.
En cuanto a las medidas de posicién no central, se estudiaran los Percentiles.

3.2.1 Media Aritmética

La media aritmética®* de un conjunto de datos se calcula como:

o1e
x_Ein f

i=1

En el caso de que no existan datos repetidos, la frecuencia de cada valor es igual a 1, es decir
que f, =1 para cualquier observacion. Ademas, la cantidad de observaciones distintas coincide

34 La media aritmética es el promedio simple entre los datos, y se lo suele denominar de distintas maneras: media,
promedio o valor medio.
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con la cantidad total de datos, es decir, que M =N . De esta manera, si no hay observaciones
repetidas, la media aritmética es:

ixi

i=1

X =

S|

Esta adaptacion, cuando f, =1 vy M =N, puede realizarse en varias formulas que se

presentaran en lo que resta del capitulo. Sin embargo, no expondremos mas la misma, para
evitar ser reiterativos en la exposicion.

Cabe mencionar que en realidad esta Ultima forma se puede utilizar siempre, nada mas que hay
que prestar atencion de sumar todas las repeticiones de un mismo valor. Podemos ver que el
célculo de la media aritmética de este modo es mas intuitivo: simplemente sumamos todos los
valores y dividimos por la cantidad de observaciones. La férmula de mas arriba, al utilizar las
frecuencias, es mas operativa, ya que en lugar de sumar f veces un mismo ndmero,
simplemente multiplicamos al mismo por dicho valor, el cual indica justamente la cantidad de
veces que se repite. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 8

Consideremos los datos referidos a las notas de los exdmenes finales, las cuales se reproducen en la
tabla.

Si sumamos todos los valores y, luego, dividimos dicha suma por la cantidad total de observaciones,
N=50, obtendremos el calculo de la media aritmética sin utilizar las frecuencias:

Datos de Notas

[{e] [(o] [{o] [o¢] [oo] Noo] Noo] foe] Foo)

oo |~~~ ~N|N]o|o

(o] [o2]l {2} [e2] (2] [62] k&3] Réa] (2] (&)]

Malbd[dlw|wlw|N]N|-
(G20 (620 (o0 (62 (20 B (B B B B

=
o

13 o o 1+2+2+43+3+3+..49+49+9+10 284
505" 50 50

=5,68

Sin embargo, utilizando las frecuencias la formula se reduce mucho (jno hacen falta puntos
suspensivos!), ya que en lugar de sumar varias veces un mismo nimero, simplemente los multiplicamos
por la cantidad de veces que se repite, es decir, por su frecuencia. Utilizando esta técnica, el calculo
seria:

o1& Ix1+2x24+3x3+4x9+5x11+6x6+7x6+8x8+9x3+10x1 284
i=1

Veamos ahora un ejemplo con datos agrupados.

Ejemplo 9

Consideremos los datos de estatura del Ejemplo 6 y el calculo de las frecuencias realizado.
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Si consideramos los datos sin agrupar de la primera tabla, al haber muy pocas observaciones repetidas,
la utilizacion de las frecuencias en el calculo no brinda ningdn atajo. Por ello, simplemente sumamos
todos los valores y dividimos por la cantidad de observaciones.

Datos de Estatura
1,584 1,640 1,680 1,729 1,760
1,584 1,642 1,687 1,731 1,763
1,612 1,652 1,687 1,737 1,781
1,614 1,652 1,691 1,738 1,787
1,622 1,653 1,702 1,738 1,7%
1,624 1,655 1.7 1,738 1,797
1,633 1,660 1.7 1,740 1,801
1,635 1,673 1,708 1,792 1,817
1,640 1,679 1,715 1,793 1,818
1,640 1,680 1,717 1,793 1,838

=1,704

1 SZOZX  1,594+1,594+1,612+...+1,817+1,818+1,859 _ 85,179
505" 50 50

Consideremos ahora los datos agrupados como en el Ejemplo 7. Tenemos 7 clases distintas, es decir

que M =7 (ver tabla). Si calculamos el producto de cada marca de clase por su frecuencia, obtenemos
los valores de la ultima columna de la siguiente tabla. Luego, sumando dichos productos obtenemos el
total ilustrado al final de la Gltima columna.

Clase Marca | Frecuencia - R
OlLs|yijy | ngy [V D)
188 (1,60 1,578 2 3,130
1E0| 1,63 1625 1 16,250
1685 (1,70] 167 12 20,100
101,73 1,745 13 22425
178180 1,77 9 15,975
180(1.85] 1825 3 5,473
1.85]1.90) 1.87% 1 187
Suma= 85,250

7

Zyi - f, =1,575%x2+1,625x10+...+1,875x1= 3,150 +16, 250 +...+1,875 =85, 250

i=1

Finalmente, la suma calculada es divida por la cantidad total de datos, N =50, para obtener la media
aritmética aproximada:

7 85 250
G2

i=1

-1
— =1,705
Y= 50

En el ejemplo se puede observar que la media calculada con datos agrupados no coincide
exactamente con el promedio simple (calculado con los datos sin agrupar). Esto se debe a que
al agrupar los datos, algo de informacion estamos perdiendo. Sin embargo, los calculos son més
sencillos cuando se trabaja con los datos agrupados. De esta manera, hay un intercambio entre
sencillez y exactitud.

En la medida que la agrupacion se realice de manera tal de reflejar la distribucion de los datos,
los célculos realizados con datos agrupados estardn proximos a los valores verdaderos
provenientes de todas las observaciones.

Finalmente, de manera alternativa, podemos calcular la media en términos de la frecuencia
relativa. Esta Ultima se definia como:
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Si remplazamos esta expresion en el calculo de la media, obtenemos lo siguiente:

M
X=>x-f,

i=1

Antes de continuar, haremos una observacion. Al inicio de esta seccién hemos definido los
momentos, mencionando que serian Utiles para calcular las medidas de tendencia central, de
dispersion y de forma. Podemos observar que la media aritmética definida mas arriba es
simplemente el momento absoluto de orden 1, ya que si remplazamos en la férmula expuesta al
principio de esta seccién el valor “r” por un 1, obtenemos la férmula del promedio. Por lo tanto,
podemos escribir:

X =ma

Luego, con esta observacion podemos expresar los momentos centrados de la siguiente forma:

mc, =

S|

ile(xi Xt

Ya volveremos sobre estos Ultimos cuando veamos medidas de dispersién y de forma. Pero
antes, veamos otras medidas de tendencia central.

3.2.2 Mediana

La media aritmética es la medida mas ampliamente utilizada para indicar el centro de una
distribucion. Sin embargo, el célculo de la misma es muy sensible a los valores extremos,
entendiendo por éstos a aquéllos muy pequefios 0 muy grandes.

Consideremos, por ejemplo, la observacion de las siguientes estaturas (en metros) de cuatro
personas: 1.70, 1.72, 1.73 y 2.10. El promedio de estas observaciones es 1.81, pero
seguramente esperariamos un valor central cercano a 1.72 6 1.73. La distorsién se debe a la
observacion de la estatura 2.10, la cual es muy grande en comparacién con las demas.

Para superar este inconveniente, la mediana es una medida que utiliza los valores centrales de
los datos ordenados para indicar el centro de la distribucion.

La Mediana de un conjunto de datos, X ., es el valor central cuando los datos estan ordenados de manera

creciente o decreciente.

me !

Si la cantidad de datos es impar, simplemente ordenamos los datos y nos fijamos cual queda en el medio.
Si la cantidad de datos es par, no hay un Gnico valor central, por lo cual la mediana sera el promedio simple
entre los dos valores centrales.

En la definicion anterior vemos que la mediana es el valor de los datos que deja a la misma
. . . . . . n
cantidad de datos por encima y por debajo. Es decir, que tiene una frecuencia acumulada de 5

y una frecuencia relativa acumulada del 50%.
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Ejemplo 10

Supongamos que contamos con 5 datos referidos a la estatura de los jugadores de un equipo de basquet.
La mediana sera simplemente el valor “del medio” cuando los datos estén ordenados. Si las estaturas
observadas (ordenadas) son:

[1,869]1,908] 1,912 1,978 2,072]

Entonces, la mediana es la tercera observacion, es decir que X =1,912.

En caso de que la cantidad de observaciones sea par, deberemos calcular el promedio entre los valores
centrales. Si incluimos a los suplentes del equipo, las observaciones son:

1,869 1,901] 1,912 1,978 2,072
1,889 (1,908 [ 1,921 | 1,994 | 2,075

Luego, la mediana sera el promedio entre los dos valores centrales, es decir, entre la
observacién 5y 6 en el conjunto de datos ordenados:

- 1912+1,921

me

X =1,9165

De manera mas formal, podemos volver a definir la mediana en términos matematicos.

Si contamos con n observaciones ordenadas, entonces, si nes impar, la mediana es:

O bien, cuando n es par:

Ejemplo 11
Tomemos en cuenta el ejemplo anterior. En primer lugar, pueden considerarse s6lo los titulares del

L . n+1 . .
equipo siendo N=5, y al ser impar debemos calcular N =3. Luego, la mediana es igual a la tercera

observacion:

X =% =1,912
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Luego, cuando se consideraron los suplentes y los titulares, N=10. Siendo el total de observaciones

n n
par, hay dos valores centrales dados por las posiciones 2 =5y 2 +1=6 de los datos ordenados. De esta

manera, la mediana es el promedio entre la quinta y la sexta observacion:

X

_X%+X :L91242r],921:l9165

me 2

Consideremos un ejemplo con una mayor cantidad de datos, como los “Datos de Estatura”
utilizados en la seccién anterior.

Ejemplo 12
Los datos ordenados se observan en la tabla. Luego, al ser N=50 un ntmero par, la mediana ser4 el

. L n n , .
promedio entre las ubicaciones 3 =%y §+1: 26, las cuales estan resaltadas en la tabla. Es decir:

_ Xps X _1,702+1,704

X = =1,703
me 2 2
Datos de Estatura
1,594 1,640 1,680 1,729 1,760
1,594 1,642 1,687 1,731 1,763
1,612 1,652 1,687 1,737 1,781
1.614 1,652 1.691 1,733 1,787
1,622 1,653 1,702 1,738 1,796
1,624 1,655 1,704 1,738 1,797
1,633 1,660 1.7 1,740 1,801
1,635 1,673 1,708 1,782 1,817
1,640 1,679 1,715 1,783 1,818
1,640 1,680 1,717 1,783 1,858

Cuando solamente disponemos de los datos agrupados, la mediana estar dentro del primer intervalo que

. . n , .
acumule una frecuencia mayor o igual a > El célculo de la misma es:

n

~—F_

2

Xee =L +f—'wj
j

Donde L; esel limite inferior del intervalo que contiene la mediana, n es la cantidad total de observaciones,
F,_, es la frecuencia acumulada hasta el intervalo anterior, f; es la frecuencia del intervalo, y w; es la
amplitud del intervalo.

Ejemplo 13

Los datos agrupados de estatura, del ejemplo 6, con sus respectivas frecuencias simples y acumuladas,
se observan en la tabla.
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Clase Marca |Frecuencia| Frecuencia

i| LI | LS| vij) nij) Acumulada
111551601 1575 2 2
2[1B0| 165 1525 10 12
3155 1.70] 1575 12 24
4[{1.70| 1,75| 1,725 13 37
5[1,75/1.80] 1775 9 46
5[180|185] 1825 3 49
7[185/150] 1875 1 50

. . n . .
El cuarto intervalo es el primero que acumula 3" 25 0 mas. La mediana entonces es:

L X
X, =L, +2 ., =1,70+-%-—0,05=1,7038

3.2.3 Moda

Tanto la media como la mediana se utilizan exclusivamente con datos cuantitativos, ya que no
nos basta con conocer la categoria en la cual se encuentra una observacién, sino que tenemos
que conocer el valor de cada observacion para realizar el calculo. La moda tiene la principal
ventaja de poder calcularse con datos cualitativos y en distribuciones que son relativamente
simétricas, indicara la posicién central de las observaciones.

La Moda o el Modo de un conjunto de datos, X, , es el valor mas frecuente. Es decir, es aquel valor que
tiene mayor frecuencia (tanto absoluta como relativa).

Puede presentarse el caso en que dos (0 mas) valores tienen la méxima frecuencia. En este caso decimos
que la distribucion es bimodal (o multimodal).

Ejemplo 14

Los datos de las notas de los alumnos, con sus respectivas frecuencias simples, son los expuestos en la
tabla.

Valor Frecuencia
x(i) n(i)
1 1
2 2
3 3
4 9
5 11
6 6
7 6
8 8
9 3
10 1

La moda, es simplemente el valor mas observado (el que tiene frecuencia maxima), es decir que
X0 =5.
mo
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Cuando contamos con datos agrupados, existe una clase modal, la cual es la que posee mayor frecuencia.
La moda se calcula de la siguiente manera:
d
X =L +—2—-w,
mo L| dl +d2 1

Donde L, es el limite inferior de la clase modal, d, es la diferencia entre la frecuencia del intervalo modal
y la frecuencia del intervalo anterior y d,la diferencia entre la frecuencia del intervalo modal y la
frecuencia del intervalo posterior.

Ejemplo 15

Los datos agrupados de estatura, con sus respectivas frecuencias simples, se observan en la tabla. La
clase modal (aquélla con mayor frecuencia) es la cuarta. Por lo cual la moda es:

Clase Marca |Frecuencia
j|LL] LS| yij} nij)
1155|160) 1575 2
2|1 B0[165] 1525 10
3|1 BE5[1.70] 1675 12
41,70 1,75] 1,725 13
5|1.751180) 1775 9
G|180]185] 1,825 3
7|1,85]190] 1875 1
X =Ly +——-w _170+— 83712 go5-171
d, +d, (13-12) +(13-9)

Observacion: Si los intervalos tuviesen amplitudes diferenciales no serian comparables, ya que en un
intervalo de mayor amplitud es més probable tener una mayor frecuencia, no porque los datos sean mas
frecuentes, sino que porque el intervalo tiene un rango mayor.

En estos casos se debe pensar a la frecuencia como el area del rectangulo correspondiente a ese intervalo
de clase en el histograma, para luego calcular la altura h, de cada uno usando la férmula:

Finalmente el intervalo modal sera el de mayor h, ocupando esta medida el lugar de las frecuencias en la
férmula de calculo anteriormente planteada.

Pasamos ahora a analizar la medida de posicién no central que estudiaremos aqui.

3.2.4 Percentiles

Cuando tenemos un conjunto de observaciones ordenadas de una variable cuantitativa,
podemos calcular facilmente el porcentaje de observaciones que se encuentran por debajo de
un valor determinado, simplemente observando la frecuencia relativa acumulada hasta el mismo.
En base a esta idea, se definen los percentiles, deciles y cuartiles de la distribucién de
frecuencias.
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Los Percentiles dividen la distribucion de frecuencias en cien partes iguales. El primero, B, acumula ﬁ

(1%), el segundo, P, % (2%), y asi hasta el ultimo, P, que acumulagl%1 (99%).

Ejemplo 16

Los datos de estatura ordenados se observan en la tabla, ordenados de menor a mayor.

Datos de Estatura
1,554 1,640 1,680 1,729 1,760
1,554 1,642 1,687 1,731 1,763
1612 1,652 1687 1737 1,781
1614 1,652 1,691 1,738 1,787
1,622 1,653 1,702 1,738 1,796
1,624 1,658 1,704 1,738 1,797
1633 1,660 1,704 1,740 1,801
1,635 1675 1,705 1,752 1817
1,640 1,679 1,715 1,753 1818
1,640 1,680 1,717 1,753 1,859

Siendo N=50, el percentil 10 es el valor que acumula %:5 observaciones. Es decir que
P, =1622.
75-n

El percentil 75 acumula =37,5 observaciones. Al igual que con la mediana, calculamos el

promedio simple entre la observacion 37 y 38, obteniendo como resultado:

P, :M:Lmﬁ
2

Cuando solamente disponemos de los datos agrupados, el percentil estara dentro del primer intervalo que

. . n-k , .
acumule una frecuencia mayor o igual a 100 El célculo de la misma es:

j-1
p=L+200 "

Donde L, es el limite inferior del intervalo que contiene al percentil, n es la cantidad total de

observaciones, F_, es la frecuencia acumulada hasta el intervalo anterior, f. es la frecuencia del

-1 ]

intervalo, y w; es la amplitud del intervalo.

Ejemplo 17

Los datos agrupados de las estaturas de los alumnos, con sus respectivas frecuencias simples y
acumuladas, se observan en la tabla.
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Clase Marca |Frecuencia| Frecuencia
i| LI | LS| vij) nij) Acumulada
1155|1601 1575 2 2
2|1 B0[165] 1625 10 12
3|1 B5|1.70] 1675 12 24
41.70]1,75] 1,725 13 37
a|1.751180] 1,775 9 46
G|180]1.85] 1825 3 49
7|1,85]190] 1875 1 50

Calculo de la altura que supera al 60% de los alumnos, P, :

El cuarto intervalo es el primero que acumula n-k = 50-60 =30 o0 mas.
100 100
El percentil 60 es:
nk g 50:60_,,
P, =L +%-wj :1.70+%o.05:1.702

j

Los cuartiles, dividen la distribucidn de frecuencias en cuatro partes iguales. El primer cuartil, tiene una

n 2:n 3-n
frecuencia acumulada de 2 , 25%, el segundo 7 50%, vy el tercero 7 75%.

Los deciles dividen la distribucion en diez partes iguales, el primero acumula ) (10%) observaciones, el

segundo 21_0n (20%), vy asi sucesivamente, hasta que el noveno y Gltimo decil acumulagl;on (90%).

De las definiciones anteriores, podemos ver que los cuartiles son los percentiles 25, 50 y 75,
mientas que los deciles son los percentiles 10, 20,..., 90. De lo que se deduce que los Uultimos
son un caso particular de los primeros.

Finalmente, observamos que la Mediana es el percentil 50, el quinto decil y el segundo cuartil.

En el siguiente apartado, presentamos las medidas numéricas de dispersion, las cuales brindan
una idea respecto de la concentracion de las observaciones en torno a sus medidas de tendencia
central.
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3.2.5 Medidas de Dispersion

Si bien las medidas de posicién brindan informacion valiosa en relacion a la ubicacion de los
datos, es importante también conocer qué tan dispersas estan las observaciones.

Consideremos por ejemplo la observacion de la estatura dos grupos de tres personas cada uno.
Las observaciones del primer grupo son 1,70m., 1,71m. y 1,72m., mientras que las del segundo
son 1,55m., 1,71m. y 1,87m. Los dos grupos tienen la misma media y mediana, la cual es de
1,71m. Sin embargo, claramente las observaciones son muy distintas, poseyendo el segundo
grupo mucha mas dispersion que el primero.

3.2.6 Rango

La medida de dispersidon mas sencilla es el rango o recorrido, y nos indica la longitud del intervalo
en el cual estan situadas todas las observaciones del conjunto de datos. Cuanto mayor es el
rango, mas dispersos estaran los datos.

El Rango (o Recorrido) de un conjunto de datos es la diferencia entre el maximo y el minimo valor
observado:

Rango = X, — X

min *

Ejemplo 17

Utilizando los dos grupos ejemplificados al inicio de esta seccion, podemos ver que el rango del primer
grupo es 1,72-1,70=0,02 (2cm.), mientras que el rango del segundo grupo es 1,87-155=0,32
(32cm.).

3.2.7 Rango Intercuartilico

Esta medida es muy sencilla, y es muy similar a la anterior. La diferencia entre ambas es que el
Rango Intercuartilico calcula la longitud del intervalo en el cual se encuentra el 50% de las
observaciones centrales, mientras el Rango calcula la longitud del intervalo en el cual se
encuentran todas las observaciones.

El Rango Intercuartilico es la diferencia entre el tercer y el primer cuartil, o lo que es lo mismo, entre el
percentil 75y el percentil 25:

RIC= Q75 _st :

Ejemplo 18

Si consideramos las estaturas del Ejemplo 16 puede calcularse el Rango Intercuartilico. Para hacerlo,
deben de conocerse los percentiles 75 y 25. El percentil 75, conforme a lo desarrollado en el ejemplo al
cual nos referimos, es 1,746.

El percentil 25 corresponde a la observacion %:% =12,5. En consecuencia, se requiere de
calcular el promedio entre las observaciones 12 y 13:
Q, = ],642;1,652 _1647

El Rango Intercuartilico de las alturas observadas es entonces:

RIC=1,746-1,647=0,099 (9,9 cm.).
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3.2.8 Varianza

La medida mas ampliamente usada para representar la dispersion de los datos es la varianza, la
cual es una medida de los desvios que existen entre las observaciones y su media.

Para calcularla, se promedian las desviaciones cuadraticas de cada uno de los datos respecto
de la media aritmética. Es decir, que cada desviacion se eleva al cuadrado y luego, se promedian
estos valores.

La Varianza muestral, S?, de un conjunto de datos es:

M
5? :ni_lg(xi XY

Ejemplo 19
Considere los dos grupos de estaturas mencionados al inicio de esta seccion.

La varianza muestral del primer grupo es:

s?= %[(L 70-171)° +(L71-172)° + (1 72-171)" | = % =0,0001

La varianza muestral del segundo es:

s2= %[(L 55-1,71)° +(L71-1,71)" + (187 -1 72)° | = &2512 =0,0256

Como era de esperar, la varianza del segundo grupo es mayor que la del primero.

Podemos desarrollar las férmulas correspondientes a la varianza, obteniendo las siguientes
formas de calculo més sencillas:

2

n =2
= ——(ma, — )

En general, cualquier momento centrado puede expresarse en términos de momentos
absolutos®. En el Apéndice de este capitulo se presenta la deduccion de la férmula anterior y se
demuestra, ademas, como expresar cualquier momento centrado utilizando los momentos
absolutos.

3.2.9 Desvio Estandar

Quizas se pregunte por qué elevar al cuadrado las desviaciones en lugar de promediarlas
directamente. La respuesta es que, si se promedian directamente las desviaciones respecto de
la media, aquéllas positivas se compensaran con las negativas y el resultado final sera cero, no

3 Recordemos que la Varianza es el momento centrado de orden 2 y la media el momento absoluto de orden 1.
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aportando ninguna nocién respecto de la dispersion de los datos. En el Apéndice se demuestra
que para cualquier conjunto de datos el momento centrado de orden 1 es siempre igual cero.

Un pequefio inconveniente que presenta la varianza es que su valor esta expresado en unidades
al cuadrado. Por ejemplo, si la variable que se mide son metros, la varianza indicara metros
cuadrados. Por ello, en lugar de utilizar la varianza como medida de dispersion se suele utilizar
el desvio estandar.

El Desvio Estandar muestral de un conjunto de datos, S, es la raiz cuadrada de la VVarianza muestral.

3.2.10 Medidas de Forma

Finalmente, las Medidas de Forma constituyen el Ultimo grupo de medidas que permite
caracterizar un conjunto de datos. Particularmente, como su nombre lo indica, permiten
caracterizar la forma que tiene la distribucion de frecuencias.

3.2.11 Coeficiente de Asimetria

Cuando en un conjunto de observaciones encontramos las mismas desviaciones por encima que
por debajo de la media, decimos que la distribucién de frecuencias es simétrica.

Si las desviaciones positivas (observaciones mayores a la media) son mas importantes que las
desviaciones negativas, decimos que la distribucién es asimétrica positiva (o con sesgo a la
derecha), mientras que si ocurre lo contrario diremos que la distribucidon posee asimetria
negativa (o0 con sesgo alaizquierda). En la figura, vemos la caracterizacién gréafica de los tres
casos mencionados.

Una manera sencilla de determinar si una distribucion es simétrica o no, es comparando la media
y la mediana y, posiblemente, también la moda. Las relaciones son:

X < Xppe <X = Asimétrica Positiva (Sesgo a la Derecha).
Xo =Xpe =X = Simétrica (Sesgo Nulo).
Xio > Xpe >X = Asimétrica Negativa (Sesgo a la Izquierda).
_//‘\\
/s N
/ \
S
Simétrica "
f\\
Asimétrica Positiva g
/‘/\
e
!/’// ~—
Asimétrica Negativa
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El Coeficiente de Asimetria es una medida numérica que permite determinar qué tipo de
asimetria posee una distribucion.

El Coeficiente de Asimetria es:

As =1 - = 5
R
La relacion es:
As=0 = Simétrica
As>0 = Asimétrica Positiva
As<0 = Asimétrica Negativa

En el numerador del coeficiente, el exponente de los desvios es impar, por lo cual si hay desvios
mas importantes hacia la derecha de la media (més cantidad o de mayor tamafio) que a la
izquierda, el coeficiente resultara positivo. Lo contrario ocurrird cuando los desvios mas
importantes se encuentren a la izquierda de la media, resultando la distribucién asimétrica
negativa.

Ejemplo 20

Si tomamos los datos de las estaturas de los dos grupos de tres personas utilizados para ilustrar las
medidas de dispersion, podremos ver qué los datos son simétricos, ya que el coeficiente de asimetria es
nulo.

El momento centrado de orden dos, para cada uno de los grupos, ya se habia calculado y es,
respectivamente, 0,000067 y 0,17067. A continuacién, mostramos el calculo del momento centrado de
orden 3y el correspondiente coeficiente de asimetria:

Grupo 1:

me, =1/3x [(L 70-1,71)’ +(1,71-1,71)* + (1,721, 71)1

= As =0
~1/3x( (-0,01)" +(0,01)° | =0
Grupo 2:
mc, =1/3x [(1, 55-1,71)° +(1,71-1,71)° +(1,87 -1, 71)3]
= As, =0

~1/3x[ (-0,16)" +(0,16)" | =0

Claramente, entonces, se observa que el coeficiente de asimetria es igual a cero dado que las
desviaciones por encima y por debajo de la media son igual de importantes en ambos casos.
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Veamos un ejemplo un poco mas complejo de datos sesgados.

Ejemplo 21

Consideremos los datos de ingresos, cuyos valores reproducimos en la tabla.

Datos de Ingresos
§ A6 % VAT B 106475 | % 124123 | % 188223
§ 525098 % 7957 |% 106704 |% 127337 | % 188723
$ SE6AG (% 82855 |% 1.08239|% 1297 33| % 162668
§ 692749 836745 114195 |% 1961665 170032
$ B1973|% 84455 % 118700 | % 14058 | F 173047
§ B2475|% 87451 % 119529 | % 143453 | F 175105
$ GEEG10|% 87940 0% 1195581 | % 144113 | % 204114
$ GERE9|% 89500 )% 121958 | % 145531 | % 2.094F9
$ GE9F1 % 94552 | % 1219580 | % 149700 | §F 2207 1
§ 7676 |% 101376 % 123606 | % 156225 | §F 379495
El promedio es $ 1210,77, mientras que la varianza es 320.667,85.
El momento centrado de orden tres es:
50
me, = %Z(Xi -1210,77)* = 5%[(476,36—1210, 77)* +(525,98-1210,77)" +......+(3794,98 -1210, 77)3] =351.335.654,81
i=1

Finalmente, el coeficiente de asimetria es:

_ 351.335.654,81

(\/320.667,85)3

As =1,935

En el gréfico de este grupo de datos, realizado en el Ejemplo 7 y reproducido a continuacion, se puede
ver la asimetria de la distribucion.

k3

500

750
1000
1250
1500
2000
3000
4000

3.2.12 Curtosis

La Gltima medida que estudiaremos aqui, y que esté relacionada con la forma de la distribucion,
indica qué tan puntiaguda es la distribucion.

Si la distribucién es muy chata, diremos que la distribucién es platiclrtica; si es muy puntiaguda,
diremos que es leptocurtica; finalmente, si no es ni muy chata ni muy puntiaguda, diremos que
es mesocdrtica.
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Légicamente, si es muy chata o puntiaguda debe determinarse en comparacién a alguna
distribucion de referencia. Esta distribucion es la llamada Normal o Gaussiana, estudiada en el
Capitulo 2.

En la figura, se ilustran los tres tipos de distribuciones mencionados.

Platicurtica
’/ .\\
Mesomistica "
Leptocurtica v
El Coeficiente de Curtosis es:
M
lZ(xI -%)"n,
K= N i=1 — mC4
84 [ n )2
mc,
n-1
La relacion es:
K=3 = Mesocdrtica
K>3 = Leptocdrtica
K<3 = Platiclrtica

El nUmero 3 que aparece en la definicion anterior no es un error ni una casualidad. Lo que sucede
es que nuestra distribucion de referencia, la Normal, tiene un Coeficiente de Curtosis igual a 3.
Por ello, las comparaciones se hacen contra este nimero.

Ejemplo 22
Consideremos los datos del ejemplo anterior. EI momento centrado de orden cuatro es:

=970.538.478.593,57
Luego, ya que la varianza es 320.667,85 (ver Ejemplo 21) el coeficiente de curtosis es:

K = 970.538.478.593,57 _

9,4384
(320.667,85)°
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Siendo este valor mayor que 3, podemos afirmar que la distribucion es leptocurtica.

3.3 Apéndice: Demostraciones

3.3.1 Cdlculo de la varianza

1 M
St =—= D (=D,
i=1
M
__n 2 i o
a1 (x; — %) ; Multiplico y divido por n
i=1
M
__n )2
Th-1 z(xi = X)7 " fri Por definicion de frecuencia relativa
i=1
M
__n 2_ 9.y %+ %2)-
i) (% X" X +X) " fri Al desarrollar cuadrados
i=1
M M M
=" X2 fri—2-% ) X fut 7Y fu
n— 1 l Tt L Tl T
i=1 i=1 i=1

n
=m(ma2—2-f2+f2)
52_

n =2
=7 (ma; —x%)

3.3.2 Momento centrado de primer orden:

Se recuerda, a continuacion, la definicion de momento centrado de orden r:
13 r
mc, —NZ(Xi -ma,)" -n,
i=1

Puede demostrarse, entonces, que el momento centrado de orden 1 es igual a cero,
independientemente del grupo de datos sobre el cual se trabaje.

M

mc; :_Z(Xi _mai)'ni

= (Xi_mai)'fi
M
=D % _ma1'z i
i:1ma i:1:l
=ma, —ma
mc, =0
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Una poblacién, estadisticamente hablando, contiene a todos los elementos relacionados con un
fenomeno que se pretende estudiar. Por ejemplo, si analizamos el nivel de ingreso de los
ciudadanos econémicamente activos de Argentina, entonces, todos y cada uno de los ingresos
de cada ciudadano activo constituyen la poblacién bajo estudio.

Generalmente, el estudio de toda la poblacién resulta muy costoso, o poco practico o hasta puede
resultar imposible), y por ello se utilizan muestras. Una muestra constituye una seleccion
relativamente reducida de elementos de la poblacién. Es importante que la obtencién de la
muestra sea técnicamente buena para que la misma represente a la poblacién, y asi poder
realizar estudios sobre la muestra y extrapolar los resultados a la poblacién. Lo que se busca al
trabajar con muestras es conseguir o que seria una poblacién en miniatura, mas manipulable y
con un costo de adquisicién menor. Sin embargo, por mas que se tomen todos los recaudos
necesarios, siempre al trabajar con muestras se enfrenta el riesgo de que la misma no represente
fielmente a la poblacion.

Uno de los principales objetivos de la estadistica aplicada es lograr realizar afirmaciones
generales respecto de ciertas caracteristicas de una poblacion sobre la base de observaciones
realizadas en una muestra de la misma. La muestra es el “camino” a través del cual se pueden
obtener conclusiones relacionadas con la poblacién. Este procedimiento de obtener conclusiones
de una poblacién en base a datos de una muestra es lo que hemos denominado “Inferencia
Estadistica” en el Capitulo 1. Por ejemplo, las encuestas politicas a un grupo de personas sirven
para sacar conclusiones respecto de la intencion de voto de toda la poblacion, la medicién del
rating televisivo en ciertos hogares es usado para estimar la cantidad de personas de la poblacion
que mira cada programa, la seleccién de algunas lamparitas para medir su vida Util se usa para
inferir la duracién de toda la produccién, etc.

En algunos casos, el analisis de toda la poblacién bajo estudio resulta destructivo, como en el
caso del control de calidad: si se utilizan todos los productos fabricados para testearlos, jno
gquedaria ninguno para vender! En otros casos, el andlisis de la poblacion resulta costoso, como
en los estudios de mercado: el costo de encuestar a toda la poblacién en relacién a un producto
puede eliminar las ganancias que genere la venta del mismo.

Hemos mencionado que siempre existe el riesgo de que la muestra no represente
adecuadamente a la poblacion y, por ello, es importante mencionar que para realizar Inferencia
Estadistica, ademas de sacar conclusiones en relacion a la poblacion, es necesario brindar
alguna medida del riesgo de éstas. Esta idea se comprendera con mayor precisiéon cuando se
analicen en el capitulo siguiente los intervalos de confianza.

Por otra parte, al tomar diferentes muestras de una misma poblaciéon se obtendran diferentes
caracteristicas muestrales (media, desvio estandar, etc.). De este modo, las medidas
muestrales que se analizan para inferir caracteristicas poblacionales constituyen
variables aleatorias, porque su valor es incierto y depende de la muestra extraida de la
poblacién (depende del “resultado del experimento”). Por ello, antes de pasar de lleno a la
realizacion de inferencias, en este capitulo, se analizard la distribucién de probabilidades de
algunas caracteristicas muestrales, lo cual permitira no sélo realizar estimaciones, sino también
indicar el nivel de riesgo que poseen las mismas.

4.1 Muestreo Aleatorio: Técnicas

Es importante que la muestra sea representativa de la poblacién, y si bien nunca tendremos la
certeza de que dicha condicién se cumpla, existen algunas técnicas que permiten seleccionar
“mejores” muestras.

Como primera medida, hay que evitar que exista sesgamiento en la recoleccién de datos. Por
ejemplo, si deseamos estudiar la cantidad de simpatizantes de cada club de fatbol que hay en el
pais, no seria muy adecuado realizar encuestas en la puerta del estadio de Boca antes de un
partido. Por ello, es necesario “extender” lo mas posible el proceso de recoleccion de datos para
cubrir mejor a la poblacion.

Por otra parte, el tamafio de la muestra es importante, ya que cuantos mas datos contenga la
misma, mayor informacion relacionada con la poblacion tendra, y las inferencias serdn mas
confiables. Sin embrago, el mayor tamafio implicard un mayor costo, y deberd buscarse un
equilibrio entre estos factores.
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Cuando se eligen los elementos que conformaran una muestra se pueden utilizar dos métodos
bien diferenciados: se eligen arbitrariamente o se realiza una seleccién al azar. El primer caso
se conoce como “muestreo de juicio” (o no aleatorio) y se utiliza cuando el observador tiene gran
conocimiento del objeto de estudio o cuando no se desea dejar fuera de la muestra algunos
elementos considerados importantes para el estudio. En el segundo caso, denominado
“muestreo aleatorio” (o probabilistico), cada elemento de la poblacién tiene una probabilidad
determinada de ser incluido en la muestra.

Supongamos que se disefia un experimento y se lo realiza para medir una propiedad x , o0 bien, se
selecciona un elemento determinado para observar en el mismo la propiedad x *. En el primer “ensayo”

se obtiene la observacion X1 , en el segundo (realizado idealmente en las mismas condiciones) se obtiene
la observacion X,y asi sucesivamente hasta obtener n observaciones {X1; Xyre Xn} de la propiedad

x . Entonces {Xli Xy Xn} forman un conjunto de variables iid que constituye una muestra aleatoria
de la propiedad x .

Nétese que al decir que los ensayos se realizan “en las mismas condiciones”, estamos
asumiendo:

— Que se trata de una poblacion infinita, o puede tratarse como tal por su gran tamafio, o bien,
— Que se realiza el muestreo con reposicion en una poblacion finita (ver Capitulo 1).
Si el muestreo se realiza sin reposicién en una poblacién finita, entonces las variables

aleatorias {X,; X,;-+X,} no seran independientes (ver Canavos, 1997).

Es importante destacar que cada miembro Xi de la muestra aleatoria constituye una variable
aleatoria antes de que se extraiga la muestra, cuya distribucién es idéntica a la de la poblacién.

Una vez que se llevan a cabo las observaciones, obtendremos una realizacion {Xl; X,yeen Xn} de
la muestra aleatoria.
Ejemplo 1

Supongamos que se desea conocer la cantidad de aparatos de TV que tiene cada hogar en la ciudad de
Buenos Aires, para lo cual se extraera una muestra aleatoria de 50 hogares de la poblacion. Cada hogar
es un elemento de la poblacion, y la propiedad a observar es la “cantidad de aparatos de TV

Antes de extraer la muestra, cada observacion es una variable aleatoria que podria tomar valores entre
cero y, digamos, veinte®’. Si realizamos las siguientes observaciones en 50 hogares, tenemos una
realizacion de la muestra aleatoria:

WIN[N PO
[S20 N1 (V) [ B
NjWlwIN|IN
N~V W
Wl |o|w|-
Rl ININ
WIN[W[F]N
NiRP|Wlw]|o
Njw|™|O]N
Njo|A~ R |0

Estos valores son el resultado de una realizacion de la muestra aleatoria. Si volvemos a realizar el
proceso de seleccion, obtendremos otra muestra que seguramente sera distinta a la anterior.

El proceso de obtencion de una muestra aleatoria puede realizarse mediante el empleo de
distintas técnicas, las cuales se analizan en mayor detalle a continuacion.
Simple

Realizamos un “muestreo aleatorio simple” cuando todos los elementos de la poblacion tienen la
misma probabilidad de ser incluidos en la muestra. Es decir, que si se toma una muestra de una

poblacion con N elementos en total, cada uno tendra una probabilidad de 1/ N de ser incluido

3 E| primer caso corresponde, en general, a fendomenos fisicos: se construyen experimentos y se los repite bajo las
mismas condiciones. El segundo estd mas relacionado con las ciencias econémico-sociales: se seleccionan ciertos
objetos tangibles de una poblacion determinada.

37 Suponiendo que ningln hogar tendra mas de 20 TVs.
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en la muestra. El hecho de que sea “aleatorio” implica que cada elemento tiene una probabilidad
de ser escogido, y que sea “simple” implica que la probabilidad es la misma para todos los
elementos. Ademas, cada una de las posibles muestras de tamafio n tiene la misma posibilidad
de ser seleccionada (ver “Sistematico”, mas adelante).

Para realizar la seleccién pueden utilizarse tablas de nimeros aleatorios y una codificacion de
los elementos de la poblacion. Para mayores detalles, ver Berenson y Levine (1996).

En lo que sigue de esta obra supondremos que contamos con una muestra aleatoria simple, ya
gue este tipo de muestreo es la base de las técnicas de Inferencia Estadistica que se
desarrollaran en los capitulos posteriores. Sin embargo, por una cuestién de completitud, se
expondran, a continuacién, otras técnicas que suelen utilizarse para obtener muestras, sin
ahondar en sus detalles.

Sistematico

Realizamos un “muestreo aleatorio sistematico”, cuando todos los elementos de la poblacién
estan ordenados y elegimos al azar el primer elemento, e incluimos en la muestra a los que

aparecen en la lista cada k elementos. El tamafio de la muestra sera de aproximadamente
N/k, donde N es el tamafio de la poblacién.

Ejemplo 2

Consideremos una empresa de telefonia celular que tiene 300.000 abonados y supongamos que tenemos

un listado ordenado de los mismos. Deseamos realizar un sistematico con k =1.000, y seleccionamos
al azar el primer miembro de la muestra, que resulta el cliente 512. Entonces, el segundo miembro de
la muestra serd el cliente 1.512, el tercero el cliente nimero 2.512, y asi, sucesivamente. En total, al
llegar al cliente 299.512, habremos seleccionado 300.000/1.000 = 300 clientes.

La sistematizacion del proceso de muestreo puede referirse también a una cuestion temporal o
espacial, y no solo al orden. Por ejemplo, realizariamos un muestreo sistemético temporal, si
todos lo lunes observaramos la cantidad de vehiculos que pasan por un peaje. Por otra parte, si
medimos el nivel de precipitaciones en un dia determinado cada 100 km., estariamos realizando
un muestreo sistematico espacial. Se debe tener mucho cuidado cuando se realizan muestreos
de este tipo, ya que se podrian generar errores. Por ejemplo, es posible que los dias lunes pasen
mas vehiculos por los peajes de ingreso a la ciudad de Buenos Aires, y seria un error realizar la
medicion dicho dia si se desea estimar el promedio diario.

Si bien cada elemento tiene igual probabilidad de ser incluido en la muestra, al igual que en el
muestreo simple, en el caso del muestreo sistematico cada muestra de tamafio n no tiene la
misma probabilidad de ser seleccionada. Por ejemplo, consideremos el caso de la encuesta a
abonados: de todas las muestras de tamafio 300 que podrian elegirse haciendo un muestro
simple, utilizando el muestreo sistematico no podria seleccionarse nunca una muestra que
contenga los clientes 2 y 3 simultdneamente. De este modo, usando el muestreo sistematico,
hay muestras que quedan excluidas.

Estratificado

Si en una poblacién existen grupos muy homogéneos entre si, pero bastante diferenciados entre
ellos, resulta conveniente realizar un “muestreo estratificado”. Cada grupo relativamente
homogéneo constituye un estrato, y para extraer la muestra se lleva a cabo un muestreo simple
en cada uno de los estratos, de manera que se obtiene una sub-muestra por cada estrato.

El tamafio de cada sub-muestra puede ser proporcional al tamafio relativo del estrato respecto
de la poblacién, o bien, todas las sub-muestras pueden ser del mismo tamafio n/h, donde n es
el tamafio de la muestra y h la cantidad de estratos. Por ejemplo, si se desea analizar el precio
en dodlares por metro cuadrado de las propiedades en la Ciudad de Buenos Aires, podrian
considerarse como estratos los distintos barrios, pues los valores en cada uno seran similares.
De este modo, en la muestra se incluirian algunas propiedades de cada barrio (la cantidad
elegida podria ser, por ejemplo, proporcional a la cantidad de habitantes en cada barrio).
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Por conglomerados

Si varios elementos de la poblacion forman una unidad inseparable a los efectos del estudio,
entonces, decimos que tenemos la poblacién separada en conglomerados. Realizamos un
“muestreo por conglomerados” cuando seleccionamos al azar algunos conglomerados (hacemos
un “muestreo aleatorio” entre los conglomerados) e incluimos en la muestra a todos los
elementos individuales que pertenecen a cada conglomerado elegido.

En general este muestreo se utiliza cuando los conglomerados son bastante similares entre si, y
hay mucha diversidad dentro de cada uno de ellos. Al existir similitud entre los conglomerados,
se supone que cada uno es representativo de la poblacion total. Por ejemplo si se desea estudiar
la proporcion de fumadores en la Ciudad de Buenos Aires, podrian considerarse como
conglomerados los distintos barrios, presuponiéndose que en todos los barrios la proporcion de
fumadores es similar. Asi se considerarian en la muestra algunos barrios al azar.

Si bien en los muestreos “estratificado” y “por conglomerado”, se divide a la poblacion total en
grupos, en el primer caso hay mucha homogeneidad en cada grupo y diferencia entre los grupos,
mientras que en el segundo hay gran homogeneidad entre los grupos, pero mucha diversidad
dentro de cada uno.

Cabe sefalar que tanto en el muestreo estratificado como en este, usamos los barrios de la
Ciudad de Buenos Aires, pero con distintos criterios. En el primer caso, se considera que el valor
del metro cuadrado de una propiedad es similar dentro de cada barrio pero diferente de un barrio
a otro. En el muestreo por conglomerados, en cambio, suponemos que no hay diferencias entre
la proporcion de fumadores entre un barrio y otro, por lo que cualquier barrio elegido, ofreceria
informacion similar.

4.2 Distribuciones de Estadisticos

En la seccion anterior, hemos visto que cuando se extraen muestras aleatorias, las
observaciones pueden diferir de una extraccion a otra (de hecho, esto es lo que hace “aleatoria”
a la muestra). Por ello, al ser aleatoria la muestra, también lo sera cualquier medida que se
calcule con la misma, como el promedio, la varianza o la mediana. A continuacién, analizaremos
esta cuestion.

4.2.1 Estadisticos y Parametros

La utilidad de las muestras radica en su utilizacion para obtener conclusiones referidas a cierta
poblacién. Se denominan “estadisticos” a las caracteristicas observadas en la muestra. Estos
permiten realizar inferencias referidas a las caracteristicas correspondientes poblacionales
denominadas “parametros”. De modo general, podemos decir que un “estadistico” es una
caracteristica de la “muestra”’, mientras que un “parametro” es una caracteristica de la
“poblacién”. Los primeros permiten estimar los valores de los segundos.

El término “parametro” esta asociado a la utilizaciéon de los modelos de probabilidad estudiados
en el Capitulo 2 para la realizaciéon de inferencias. Por ejemplo, si la poblacion analizada se
distribuye normalmente, necesitaremos inferir los valores de U y o, si la poblacion es
exponencial, necesitamos el pardmetro de escala «, etc. En general, desde el enfoque clasico
no bayesiano, los parametros se consideran constantes fijas cuyo valor es desconocido.

Un parametro es un valor que describe (parcial o totalmente) a una distribucion de probabilidades de una
propiedad poblacional de interés.

Para poder realizar cualquier afirmacion probabilistica, necesitaremos conocer los valores de los
parametros, o al menos obtener estimaciones de los mismos a partir de una muestra aleatoria.
Para ello se utilizan los “estadisticos”.

Un estadistico es una funcion de los elementos de una muestra aleatoria que no posee valores desconocidos.

Puede notarse que la definicion anterior es bastante general, y no se limita solamente a las
medidas descriptivas expuestas en el Capitulo 2 (media, mediana, varianza, etc.).
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Ejemplo 3
Supongamos que se extraera una muestra aleatoria de 4 elementos de una poblacion, {Xl; XZ; X3; X4}
Los siguientes son estadisticos:
X +X,
2

E, = X.X,.X,.X,

E

1

X + X, +X,+ X,
E, = p

Si deseamos estimar la media poblacional ¢Cual utilizariamos? Bastante intuitivamente, creremos que

todo el mundo responderia E3 , pero ¢por qué?

El ejemplo ilustra que, cuando se desea realizar inferencias relacionadas con los parametros
poblacionales, se debe seleccionar un estadistico adecuado para dicha tarea. La seleccién
estard basada en ciertas propiedades que poseen algunos estadisticos, las cuales seran
analizadas en el capitulo siguiente, donde se estudia més a fondo la estimacién de parametros.

4.2.2 Distribucion de Muestreo

Las caracteristicas que se calculan con una muestra (media, varianza, etc.), 0 mas generalmente
los “estadisticos”, son variables aleatorias, porque son funciones de los elementos de una
muestra aleatoria de la poblacién. De este modo, para cada realizacion de la muestra aleatoria,
se obtendra un valor distinto del “estadistico”, una realizacion del mismo.

Ejemplo 4

Consideremos los estadisticos El, E2 y E3 el Ejemplo 3. Supongamos que se extrajo la siguiente
muestra, que constituye una realizacion de la muestra aleatoria:

XX, =152,2,5)

Entonces, la realizacion correspondiente de cada estadistico es®:

1+5 1+2+2+5
61.1:—:3; ezkl:1X2X2X5:20; e3-1:—:2,5
; 5 : . .
Si repetimos el proceso de muestreo y obtenemos otra realizacion:
(%% %}, ={2:3,2,4}
Entonces, tendremos las correspondientes realizaciones de los estadisticos:
2+4 2+3+2+4
e“:T:g; e,,=2x3x2x4=48, e, =—-—"—=2/75

De manera general, el valor particular que tome un estadistico, depende de los valores

{Xl; Xz;---;Xn}que tome la muestra aleatoria {Xl; X,y Xn} 39 En el ejemplo previo, el tamafio de

cada muestra era N =4,y las variables {Xl; Xz; X3; X4} se referian a los valores a observar,

desconocidos antes de extraer la muestra. Una vez que se extrae una muestra particular, estas
variables toman valores especificos, y permiten calcular un valor particular del estadistico, una
realizacion del mismo. En el ejemplo, 2,5y 2,75 son dos realizaciones del estadistico E, .

38 El segundo subindice lo utilizamos para indicar el nimero de muestra.
39 Como siempre, utilizamos letras mayUsculas para denotar variables aleatorias y letras minUsculas para las
realizaciones de las mismas.
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Como se obtienen distintos valores de acuerdo a la muestra que se seleccione, podriamos
pensar en una distribucién de probabilidades para los valores que puede tomar el estadistico. Es
mas, si pudiésemos tomar todas las muestras posibles de un tamafio n determinado, y con cada
una de ellas calcular el valor del estadistico g, observando las frecuencias de cada valor,
obtendriamos lo que se denomina distribucion de muestreo del estadistico.

La distribucion de muestreo de un estadistico es la distribucion de probabilidad del mismo que se
obtendria si se toman infinitas muestras aleatorias independientes (o todas las muestras posibles) de tamafio
n.

Notese la analogia con la nocién de una distribucién de probabilidad.

— Sitomamos todos los elementos de la poblacion (los habitantes de Buenos Aires, por ejemplo)
y medimos cierta caracteristica (la estatura), observando las frecuencias de cada valor
obtendremos la distribucion de probabilidades de la caracteristica observada.

— Si tomamos todas las muestras posibles de tamafio n de la poblacion y calculamos un
estadistico determinado, observando las frecuencias de cada valor del estadistico
obtendremos la distribucién de muestreo del mismo.

Todas las distribuciones de probabilidad pueden describirse, al menos parcialmente, por sus
momentos. En particular, la media y la varianza de un estadistico nos proporcionaran una
importante informacion respecto de su distribucion de muestreo. En este punto, es importante
remarcar que, en general, la distribucién de muestreo de un estadistico no coincide con la
distribucion de la poblacidn, por lo que posiblemente tampoco lo hagan su media y varianza. Mas
adelante volveremos sobre esta cuestion.

Ejemplo 5

Supongamos que en una fabrica de lamparitas el departamento de control de calidad desea estudiar la
vida Gtil de cada producto. Para ello, extraemos una muestra de 4 lamparitas diarias durante dos semanas
y calculamos el promedio. Los resultados obtenidos se ilustran en la siguiente tabla. Podemos ver que
el promedio depende de la muestra extraida y, en este caso, tiene un rango que va de 616,11 a 778,16
horas.

Con este procedimiento, tenemos 14 realizaciones de la muestra aleatoria y, consecuentemente, 14
realizaciones del estadistico “media muestral”. Con estas realizaciones, podemos utilizar las técnicas
del Capitulo 2 para construir la distribucion de frecuencias y el correspondiente histograma de las
medias muestrales, como se observa en la siguiente figura. Si pudiésemos seguir extrayendo muestras
de manera indefinida y conseguir infinitas realizaciones de la muestra aleatoria (cosa que no es posible
en términos préacticos), entonces, la distribucion que obtendriamos seria la distribucion de muestreo del
promedio muestral.

Muestra # 1 2 3 4 5 6 7
651 773 867 617 624 654 741
532 840 691 710 679 623 683
573 741 685 680 679 825 758
709 759 727 784 557 650 794
Promedio| 616,11|778,16]|742,59]| 697,77] 634,72]| 688,19 743,92

Muestra # 8 9 10 11 12 13 14
795 780 710 680 753 647 624
765 643 703 753 744 785 700
728 743 740 749 552 765 692
691 673 690 683 793 713 612
Promedio| 744,73|709,83]|710,74]| 716,05]710,69] 727,72 656,90

Datos de 14 muestras con N=4
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Clase Marca Frecuencia | Frec. Relat.
LI LS x(i) n(i) f(i)
600,00 630,00 615 1 7,14%
630,00 660,00 645 2 14,29%
660,00 690,00 675 1 7,14%
690,00 720,00 705 5 35,71%
720,00 750,00 735 4 28,57%
750,00 780,00 765 1 7,14%
« 40%
2
B 30%
[}
o
8 20%
o
g
S 10%
(53
o
Loo%
615 645 675 705 735 765
Duracién (en hs.)
Distribucion de frecuencias e histograma de las medias muestrales

Al utilizar el proceso de muestreo para calcular estadisticos y, con ellos, estimar parametros
poblacionales, siempre se acarrea un riesgo y, por ello, las inferencias estadisticas estan sujetas
a la posibilidad de error. El desvio estandar de una distribucién de muestreo es una medida de
la dispersién del estadistico y, por tanto, del error que se pueda cometer en las conclusiones que
se obtienen. Por ello, el desvio estandar, en este contexto, suele denominarse error estandar
del estadistico.

En lo que resta del capitulo analizaremos las distribuciones de algunos estadisticos particulares,
a saber: media muestral, varianza muestral y proporcion muestral.

4.3 Distribucion de x (media muestral): varianza poblacional
conocida

Si bien ya hemos trabajado en varias ocasiones con la media muestral, y sabemos que es un
estadistico que se utiliza para realizar inferencias en relacién a la media poblacional, definamosla
formalmente.

Sea {XI;XZ;---;XH}, una muestra aleatoria. Entonces, el siguiente estadistico se denomina media
muestral:

_ 1L
X==—)> X

=(X,+ X, +..+ X )/n

Dado que el valor que tome el estadistico depende de la realizaciébn que se obtenga de una

muestra aleatoria, X constituye una variable aleatoria, ya que su valor es incierto antes de la
extraccion de la muestra.

Ejemplo 6

Supongamos que se desea estimar la estatura (en metros) de los alumnos de la Facultad de Ciencias
Econdmicas de la Universidad de Buenos Aires. Para ello, se tomard una muestra aleatoria de 60

alumnos (30 varones y 30 mujeres): {Vl;Vz;---;Vm} y {Ml; M,;... M30} . Consideremos las siguientes
observaciones:

Varones Mujeres
168|172 1,70 | 1,71 | 1,57 1,60] 1,85] 1,76 | 1,82 | 1,59
182|186 | 1,87 | 1,77 | 1,65 1,68 ] 1,63 ] 1,54 | 1,62 | 1,64
1,70 | 1,79 | 1,72 | 1,98 | 1,77 165| 1,55] 1,65] 1,69 | 1,70
1,93 (169 1,73]180] 1,72 1,78 11,79 11,63 | 1,72 | 1,69
1,66 | 1,73 ] 159 1,94 | 1,74 1,58 | 1,62 1,59 ] 1,56 | 1,61
1,79 1,73 165] 1,79 ] 1,76 1,89 ] 1,63 ] 1,72 1,63 | 1,62

Podemos ver que la realizacion de la media muestral, correspondiente a esta realizacion de las muestras
aleatorias es:
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v, =175 M =167

Supongamos ahora que tomamaos otra muestra de 60 alumnos (obtenemos otra realizacion de la muestra
aleatoria), siendo las observaciones, con sus respectivas medias, las siguientes:

Varones Mujeres
1,75[175[186]1,79] 1,85 164 ]1171)166]| 176|175
1,79 [182[190]177]181 162]163)163]1,62] 187
169 [172[176]184] 1,89 1,66 ]165)164] 161|183
1,71 [189[ 193|178 1,64 1,83]163)181]170] 1,63
151(181[164]1,81] 1,90 1591153)181]1,77] 1,83
1,81 (191|178 1,77 ] 1,69 1,66 ] 1,68 ) 1,78 | 1,58 | 1,76

v, =179 M,=170

Si siguiéramos el proceso y seleccionaramos todas las muestras posibles de 30 varones y 30 mujeres,

obtendriamos todas las posibles realizaciones de los estadisticos V y M , respectivamente. Con todos
estos valores, construiriamos la distribucion de muestreo de los mismos.

Generalmente, se toma una Unica muestra (o pocas) con la cual se realizan inferencias. Por ello,
es importante conocer como es la distribucion del estadistico, sin tener que recurrir a la extraccion
todas las muestras posibles (lo cual, de hecho, en general resulta imposible).

La esperanza matemética y la varianza son dos caracteristicas que representan (al menos
parcialmente) a toda distribucion de probabilidades. Estas caracteristicas, referidas a la media
muestral, son analizadas a continuacion. Luego se analizara la forma completa de la distribucion

de muestreo de X en ciertos casos especiales, y la manera de aproximarla cuando se carece
de alguna informacion.

4.3.1 Esperanzay Varianza de la media muestral

Sea {X,; X,;.s X}, una muestra aleatoria de variables iid con media . Entonces,

E(X)=u

Lo anterior quiere decir que si tomamos todas las muestras posibles de tamafio n y calculamos
la media muestral de cada una, el promedio de todas estas medias muestrales serd la media
poblacional. El hecho de que el valor esperado coincida con la media poblacional es una
importante propiedad, que sera analizada con mayor detalle en el capitulo siguiente.

Ejemplo 7

Supongamos que se desea analizar una poblacién de 5 elementos, donde los valores de la caracteristica
de interés son 10, 12, 14, 16 y 18. Entonces u =14 . Obviamente, en este caso, no es necesario utilizar

muestreo, pero lo haremos para ilustrar la proposicién anterior.
Supongamos que se toman todas las posibles muestras de tamafio 2 y se calcula el promedio en cada

una. Entonces, el promedio de todas estas medias muestrales serd igual a la media poblacional, es decir
14. En la siguiente tabla, se observan los calculos*:

40 Por lo expuesto en la seccion 1 de este capitulo, el muestreo es realizado con reposicion, y de acuerdo a lo visto en
el Capitulo 1 hay n' =5% muestras posibles.
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Media Media
Muestra # X1 X2 muestral (i) Muestra # X1 X2 muestral (i)
1 10 10 11 14 14 16 14
2 10 12 12 15 14 18 16
3 10 14 13 16 16 10 13
4 10 16 14 17 16 12 14
5 10 18 12 18 16 14 15
6 12 10 13 19 16 16 16
7 12 12 14 20 16 18 17
8 12 14 12 21 18 10 14
9 12 16 13 22 18 12 15
10 12 18 15 23 18 14 16
11 14 10 10 24 18 16 17
12 14 12 11 25 18 18 18
13 14 14 15 Promedio medias muestrales = 14

Si se realizara lo mismo con todas las muestras de tamarfio 3, se obtendria el mismo resultado.

Generalmente, las poblaciones son mucho mas grandes, o incluso infinitas, y no es posible tomar
todas las muestras de un tamafio determinado. Ademas, esto no seria muy practico si se desean
hacer inferencias, ya que tomar a toda la poblacién seria mas sencillo que tomar todas las
muestras posibles de un tamafio determinado. Por ejemplo, en el caso anterior hay 5 elementos
en la poblacién, y 25 muestras posibles de tamafio 2 (tomadas con reposicion). El Ejemplo 7 fue
utilizado solamente con fines ilustrativos, ya que en la practica nunca tomaremos todas las
muestras posibles de cierto tamafio.

Sea {Xlixzi---;xn}, una muestra aleatoria de variables iid con desvio estandar . Entonces, el error

estandar de X es:

2
o

Var (X ) =— = error estandar =d.e.(X ) = 9

n n

La féormula anterior implica que a medida que se aumenta el tamafio muestral, n, el error estandar
del estadistico se reduce. Si el desvio es mas pequefo, las observaciones estaran mas

concentradas en torno a la esperanza, por lo que es de esperar que las realizaciones de X
estén bastantes proximas a la media poblacional, {, que es precisamente la esperanza del

estadistico analizado.

El hecho de que el desvio disminuya cuando crece el tamafio muestral es otra propiedad
importante de un estadistico, que sera analizada en el proximo capitulo.

Las demostraciones de las proposiciones anteriores son muy sencillas y se encuentran en el
Apéndice del final del capitulo.

Como resulta obvio por la férmula de calculo, el desvio de la media muestral (error estandar de

X)) resulta inferior al desvio poblacional. ¢Por qué ocurre esto? Cuando se selecciona un
individuo de la poblacién, éste puede resultar en una observacién “extrema” (muy bajo o muy
alto, por ejemplo), y si tomamos individualmente todos los elementos de la poblacién, las
observaciones pueden estar muy dispersas. En cambio, cuando tomamos una muestra de un
tamafio determinado, 30 por ejemplo, y calculamos el promedio, es menos probable que este
valor sea “extremo”, ya que los valores altos se promedian con los bajos, obteniendo un valor
mas proximo al centro de la distribucién. De este modo, si tomamos muchas muestras de tamafio
30 y calculamos el promedio de cada una de ellas, la dispersion de las medias muestrales
resultard inferior a la dispersion de la poblacion.

Ademas, cuanto méas grande el tamafio muestral, menor fluctuacion tendra la media muestral, ya

que las observaciones “muy altas” se estaran promediando con méas cantidad de valores bajos o

medios, haciendo menos notorio su efecto. Veamos algunos ejemplos para clarificar las ideas.
Ejemplo 8

Consideremos el ejemplo anterior. El desvio estandar poblacional puede calcularse y resulta igual a (ver
Capitulo 2):

EZ(xi — ) =2,8284.
54
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Ahora, calculemos el error estandar de la media muestral para un tamafio de muestra N =2 . Como

hemos visto, la media de la “media muestral” coincide con la media poblacional, es decir 4 = Uy = 14
. Ademas, hemos visto que se tienen 25 posibles muestras de tamafio 2, por lo que:

og = | =%~ ) =2

25°5

Podemos apreciar que el error estandar de la media muestral es menor que el desvio estandar poblacional
y, ademas, que se cumple la relacién establecida en la proposicién anterior:

o 28284
O ===

En la siguiente figura, y utilizando los datos del ejemplo anterior, graficamos la distribucion poblacional

y la distribucion de X para N =2 . Aunque hay bastante dispersion en la distribucion de la media
muestral, podemos apreciar que la misma es menor que en la poblacion.

25%

20%
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10%

g
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Distribucion poblacional

Distribucion de X con N=2

Al igual que en el caso anterior, el ejemplo previo es solamente ilustrativo, ya que en la practica
nunca tomaremos todas las muestras posibles.

Ejemplo 9

Consideremos el ejemplo de las estaturas expuesto anteriormente. Supongamos, ademas, que se sabe
que el desvio estandar poblacional es de 10 cm (o sea 0,10 m ) para los varones y 8 cm (0,08 m) para
las mujeres. Con esta informacion, podemos calcular el error estandar de la media muestral cuando se
toman 30 observaciones:

0,10 0,08

J__0018 de(M)= \/__0015

Si en lugar de tomar 30 observaciones, se tomaran 20 o 10, entonces los errores estandares
correspondientes serian:

de.(V)

0,08

de(M)= \/__o 018

de.(V)

J__oozz
e(V)= :)/920,032 de(M)= (\)/%

Como ya hemos mencionado, podemos observar que al disminuir el tamafio muestral, se incrementa el
error estandar de la “media muestral”.

= 0,025

En este punto, es importante destacar que la disminucién en el error estandar cuando se aumenta
el tamafio de la muestra es decreciente. En el ejemplo previo, se puede observar que la
disminucién en el error estandar al aumentar una muestra de 10 a 20 es muy superior a la
disminucién que se obtiene cuando se aumenta de 20 a 30. Por esta razdn, es importante evaluar
la conveniencia de aumentar el tamafio de la muestra: una muestra mayor reduce el error
estandar, pero resulta mas costosa. En términos practicos, si la muestra es mayor a 30, la
reduccion del error estandar al aumentar la muestra no es demasiado significativa.
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Los resultados de esta seccién son validos sin importar la forma que tenga la distribucion

poblacional. En lo que sigue analizaremos la forma de la distribucion completa de X (no sélo
su media y su varianza) cuando la poblacién es Normal, y cémo se puede aproximar la misma
cuando la poblaciéon no es Normal.

4.3.2 Poblaciones Normales

Cuando una muestra aleatoria es extraida de una poblacion con distribucion Normal, podemos
conocer de manera exacta la distribucién de la media muestral.

La distribucion de muestreo de X cuando se muestrea una poblacién Normal con media / y desvio &

(ambos conocidos) es también Normal con media / y desvio 6/\/H. Es decir, X~N (y; %).

La demostracion de la afirmacion anterior excede el alcance del presente libro. El lector
interesado puede consultar Novales Cinca (1997) o Canavos (1997).

Como ya se ha mencionado, el error estandar disminuye cuando aumenta el tamafio muestral,

por lo que, en este caso, tendremos que la distribucion de muestreo de X tiene la forma de
campana tradicional de una variable Normal, pero cuando aumenta n la distribucion estar4 mas
concentrada en torno a su valor medio. Esto puede apreciarse en la figura.

0,3 4

0,25 - / \
" X con
0.2 | Poblacion \ -
n=
n=

0,15 4
0,1 4

0,05

0

Ahora analicemos un ejemplo de aplicacion.
Ejemplo 10

Supongamos que el nivel de ingreso medio de cierta localidad del pais tiene una distribucion Normal,
con media 1.500 y desvio 500. Si se extrae una muestra aleatoria de tamafio N=20, ;cuél seré la
probabilidad que el ingreso medio de la misma esté entre 1.400 y 1.600?

Para responder esta pregunta, en primer lugar, debemos conocer la distribucién de probabilidades del
ingreso medio, la cual de acuerdo a lo visto es Normal con:

w —u oy =0l \/H
=1.500 =500/+/20 =111,80
Luego, utilizando lo visto en el Capitulo 2 podemos calcular:

P (1400 < X <1600) = P(X <1600) - P (X <1400)

X —1500 _ 16001500 ) 5 ( X —1500 _ 1400 1500)
111,80 u1s0 )\ 111,80 111,80
=P(Z2<0,8044)-P(z <-0,8944)

=0,8145-0,1855

= 0,629

Es decir, que al extraer una muestra de tamafio 20, hay un 62,90% de probabilidad de que el ingreso
medio se encuentre entre 1400 y 1600. Podemos comparar este valor con la probabilidad analoga
considerando una extraccion individual. Es decir, responder a la pregunta ¢Cual sera la probabilidad
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que el ingreso de una persona extraida al azar esté entre 1.400 y 1.600? Calculando este valor, tenemos
que:

P (1400 < X <1600) = P( X <1600)— P (X <1400)

X —1500 1600—1500) (Y—lsoo 1400—1500)
-P < -P <

500 500

=P(z<0,2)-P(z2<-0,2)

500 500

=0,5793 -0, 4207
= 0,1586

Por lo tanto, si extraemos un elemento individual de la poblacién, hay una probabilidad de 15,86% de
que el ingreso esté entre 1400 y 1600. Esto ilustra claramente la mayor concentracién que posee la
distribucion de la media muestral en relacion a la distribucién poblacional. Asimismo, cuando se
aumenta el tamafio de la muestra, la concentracion es ain mayor. Por ejemplo, si tomamos una muestra

de tamafio N'=40, la probabilidad aumenta a 79,41% (jcompruébelo!).

En este ejemplo, se supuso que la poblacién era Normal. Sin embargo, en la préactica,
generalmente, se desconoce la forma de distribucién poblacional, y ello elimina la posibilidad de
realizar un analisis como el anterior. Afortunadamente, utilizando un teorema estadistico que
veremos en la seccién siguiente, por mas que se desconozca la distribucion de la poblacién, en
ciertos casos podremos obtener una aproximacion de la distribuciéon de muestreo de la media
muestral.

4.3.3 Poblaciones No Normales: Teorema Central del Limite

En el capitulo 2 y en éste, hemos visto que la distribucion Normal tiene gran importancia en
muchas aplicaciones, y ello se debe a que la suma de variables aleatorias independientes con
igual distribucion (sin importar cudl sea ella), converge a una distribucién Normal, cuando la
cantidad de variables involucradas en la suma crece. Es decir, que si se suman muchas variables
aleatorias con igual distribucion, la distribucién de la variable resultante sera aproximadamente
Normal.

Los comentarios intuitivos mencionados en el parrafo anterior se formalizan en el siguiente
teorema, cuya demostracion excede el alcance de esta obra. El lector interesado puede consultar
Canavos (1997).

Teorema Central del Limite (v. 1): Sean {X;i=12,..,n}, variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas (iid), siendo la media y varianza de cada una [ y o, respectivamente.
Entonces, cuando la cantidad de variables crece indefinidamente (n — « ), la distribucion de la variable:

Zn:Xi —un
Z — =l

n O'\/ﬁ
Converge a una distribucion Normal Estandar. Es decir:

lim Z, = Z ~ N(0,1)

n—-oo

Recordamos del Capitulo 2 que si se suman n variables aleatorias iid con media / y varianza

o’ la esperanza de la suma sera N4 y la varianza sera n’c’. Por lo tanto, la variable Z_ que

aparece en el teorema, es una variable estandarizada, y por ello su media y varianza son 0y 1,
respectivamente. Por lo tanto, en el teorema seria equivalente decir:

Y, ix lim 2™ _y n0)
= ;= lim——=Y ~N(0,
P n no

125




A fines de ilustrar este teorema, veremos lo que sucede al considerar la suma de variables con
distribucion exponencial con parametro « =0,01. A medida que incrementemos el nimero n de
variables que sumemos, vemos la convergencia a la distribuciéon normal:

0,0025 0,0014
0,0012
0,002
0,001
0,0015
0,0008
0,001 0,0006
0,0004
0,0005
0,0002
0
200 400 600 800 1000 1200 1400 0
500 1000 1500 2000 2500 3000
-0,0005 -0,0002
n=>5 n =10
0,0006 0,00045
0,0004
0,0005
0,00035
0,0004 0,0003
0,0003 0,00025
0,0002
0,0002
0,00015
0,0001 0,0001
0,00005
0
2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 0
-0,0001 6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000 13000 14000
n— 50 n=100

Primero veamos un ejemplo del Teorema, y luego veremos su aplicacion en las distribuciones
de muestreo.

Ejemplo 11

En una zona productiva dada, existen numerosas hilanderias. EI promedio diario de hilados que produce
cada una de ellas sigue una distribucién Exponencial con media igual a 100m. Se desea saber cudl es la
distribucion de la media diaria total si existen 50 empresas en la zona.

Recordamos del Capitulo 2 que la media de la distribucion exponencial es igual a 1/« , con lo cual:

1/ =100 = a=0,01

El desvio estandar en la distribucion exponencial coincide con la media, por lo tanto, es igual a 100m.
Por el Teorema Central del Limite, la variable aleatoria “media diaria total de la zona” tendrd una
distribucién aproximadamente Normal cuya media sera igual a nxz=50x100=5000, y el desvio

estandar serd o«/n =1004/50 = 707,11 . Observar los graficos anteriores: en el caso de n=500, el centro

de la campana de Gauss esta en 5000 (media de la variable suma) y los puntos de inflexion en
5000+707,11.

Es importante destacar que en este ejemplo consideramos que la media para cada empresa seguia una
distribucion exponencial. Sin embargo, mientras que el promedio de cada empresa tenga la misma
distribucion (aunque la desconozcamos) y sean independientes es de aplicacion el enunciado de este
teorema.

Volviendo a las distribuciones de muestreo, el TCL es de aplicacion cuando se realizan
muestreos sobre poblaciones cuya distribucion se desconoce, y no se puede afirmar que sea
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Normal. Primero, enunciaremos el teorema de otra manera*!, y después, haremos algunos
comentarios al respecto, y ejemplificaremos.

Teorema Central del Limite (v. 2): Cuando se muestrea una poblacién cualquiera con media 4 y desvio
o (0 equivalentemente varianza ¢?2), la variable:

X —

Z =—'u, siendo X =23 X
" 0'/\/5 n; '

tiene una distribucién que tiende a una Normal estandar cuando n tiende a infinito.

Es decir, que la distribucién de lim );%” =7Z~N(0,1)
n—oo n

La variable Z_  es exactamente la misma que la expuesta en la version anterior del teorema.
Para obtener esta ultima expresién de Z_, nada mas dividimos el numerador y el denominador
de la version anterior por n.

De este modo, no importa la forma de la distribucidon poblacional, siempre que tomemos una
muestra lo suficientemente grande, la distribucién de muestreo de X podra aproximarse por
una distribucion Normal. Asi, aunque no conozcamos la distribucién de la poblacién, para un
valor de n suficientemente grande, podremos al menos aproximar la distribucion de muestreo de
la media muestral (siempre que conozcamos la media y el desvio poblacional). En términos
practicos, para un tamafio muestral mayor a 30 la aproximacién es bastante buena, sin importar
lo “no Normal” que sea la distribucion.

Ejemplo 12
En la siguiente figura, se ilustra la distribucion de frecuencias simulada de la media muestral para una

distribucién de Poisson. Para construirla, se extrajeron 5000 muestras aleatorias de tamafio N=4 y 5000

de tamafio N'=30 de una poblacién con distribucion de Poisson con 4 =1. Con cada muestra obtenida
se calculd la media muestral, obteniendo asi 5000 realizaciones de media muestral con 4 observaciones,
y 5000 realizaciones de media muestral con 30 observaciones. Luego, se grafico la distribucién de
frecuencias de las realizaciones, la cual aproximaria la distribucion de muestreo “real”. El teorema
anterior estipula que cuanto mayor sea n, la distribucion de muestreo se acercard mas a una distribucion
Normal. Finalmente, para corroborar el teorema, se superpuso a cada grafico la distribucién Normal

correspondiente a cada una, con media Hg = A y desvio oy = \/Z/\/H Por lo tanto, la media es 1

en ambos caso, mientras que el error estandar depende del tamafio muestral: es o = Ji/JZ =0,5

para N=4y o, =\/i/\/5;0,1826 para N=30.

25% 5%
20% 1 20%
15% A 15% +
10% A 10%
w1 . 0% |
n=4 n=30
Distribucion de la media muestral. Extraccion de 5000 muestras de una Poisson con 3 — 1.

En la figura se observa que la distribucién de muestreo de X se aproxima mucho a la Normal cuando

n=30. Por otra parte, para N=4 se observa gran diferencia entre las dos distribuciones, la Normal y
la de muestreo, ademas de observarse una marcada asimetria en esta Ultima que no se percibe en el otro

41 Las dos versiones que presentamos dicen exactamente lo mismo, pero con otras palabras.
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caso. Asimismo, tal cual se vio en el apartado anterior, cuando aumenta el tamafio muestral, la dispersion
se reduce.

Analicemos, ahora, una aplicacién del Teorema a un caso practico de control de produccion.

Ejemplo 13

Una empresa que produce y envasa dulce de leche esté interesada en medir el tamafio medio de cada
uno de sus envases de 500 gr., ya que si el paquete dice que posee mas dulce del que realmente contiene
se estaria defraudando al consumidor, y ello podria ocasionar sanciones legales.

Para realizar el andlisis se extraera una muestra de 40 potes y se calculara la media muestral, conociendo
que el desvio estandar poblacional es de 20 gr.

Ya que se desean evitar sanciones legales, se desea saber si la media poblacional es inferior a los 500
gr. Como se tomara una muestra para realizar el estudio, se corre el riesgo de que la media muestral
sobreestime la media real. Para medir este posible error, se desea conocer la probabilidad de que la
media observada en la muestra sea significativamente mayor a la real. Concretamente, la empresa desea
saber: ¢Cual es la probabilidad de que la media muestral sea 5 gr. mayor a la media real? O, en otras
palabras, ¢cudl es la probabilidad de que la media muestral menos la media real supere los 5 gr.? Es

decir, que se desea calcular: P(X —u> Sgr) .

Para realizar el célculo, reordenaremos la expresion, y utilizaremos el teorema central del limite, ya que
el tamafio muestral es mayor a 30. Los datos que conocemos son N=40 y =20, por lo tanto:

- X —u ,u+5—,u) 5
P(X>u+5)=P > |= > —
(0 ve) = T 20 201 J%
1,5811
=1-P(Z <1,5811)=1-0,943
=0,057

Es decir, que la probabilidad de que la media observada sea 5gr. mayor a la media real es
aproximadamente 5,7%.

Ejemplo 14

Supongamos que la distribucion de ingresos de los habitantes de cierta localidad esta sesgada de manera
negativa, como se ilustra en la figura, siendo la media 24.000 y el desvio estandar 5.000. ;Cual es la
probabilidad de que si se extraen 40 personas de manera aleatoria, el promedio de ingresos de éstas,
esté entre 23.000 y 27.000?

Sabemos que, como el ndmero de la muestra es mayor a 30, podemos aproximar la distribucién del

promedio muestral, X , mediante una Normal con media 4, = 24000 y Oy =6/«/ﬁ:5000/m; 790,57
. Asi, la probabilidad buscada es:

Ingresos Anuales M= 24000
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P(23000 < X < 27000)

F,(23000—24000 _ X—u _ 27000 24000]
5000//40 ~ o/<n 5000/+/40

=~ P(~1,2649 < Z < 3,7947)

= P(Z <3,7947) - P(Z < -1,2649)

=0,9999-0,1030

=0,8970

Es decir, que hay casi un 90% de probabilidad de que la media muestral esté en el intervalo propuesto.

4.4 Distribucion de p (proporcion muestral)

En muchos estudios, es importante analizar la proporcién de la poblacién que cumple cierta
caracteristica: el porcentaje de habitantes que esta a favor de cierto candidato politico, la
proporcién de productos fallados en un dia de operacion, el porcentaje de alumnos que estudia
Economia respecto del total de la facultad, etc. Para realizar inferencias estadisticas, en este
caso, se utilizara la proporcion muestral p, que es simplemente la cantidad de casos favorables

("éxitos”) que se obtuvo en la muestra, dividido por el tamafio de la muestra.

Consideremos una muestra aleatoria de n variables aleatorias iid, cada una con distribucidn de Bernoulli.
Entonces la variable “cantidad de éxitos en la muestra”, x , sigue una distribucién Binomial, y el siguiente
estadistico se denomina proporcién muestral:

p=X/n

Recordamos del Capitulo 2, que una distribucién de Bernoulli es una variable aleatoria que puede
tomar los valores 1 6 0, con probabilidades [ y 1- p, respectivamente. A su vez, si se considera
la suma de n variables aleatorias independientes de Bernoulli, se obtiene una variable aleatoria
Binomial, que indica la cantidad de “éxitos” que se obtiene cuando se extrae una muestra
aleatoria. Ademas, se vio en dicho capitulo que cuando n tiende a infinito (es lo suficientemente
grande) la distribucién Binomial puede aproximarse con una Normal. Esta aproximacion es
bastante buena cuando np>5y n(1-p)=5 (ver Novales Cinca, 1997). Entonces, recordando

gue la esperanza de una variable Binomial es NP y el desvio estandar np(l— p) , la distribucion
de la siguiente variable es aproximadamente Normal Estandar si n es grande:
X —-np

«/np(l— p)

La variable x (“cantidad de éxitos en una muestra”) puede convertirse facilmente en la
“proporcion de éxitos en una muestra”, simplemente dividiéndola por el tamafo muestral n. Por
lo tanto, si en la variable estandarizada anterior dividimos numerador y denominador por n
podemos realizar la siguiente afirmacion.

Consideremos el estadistico p. La distribucion de muestreo de la siguiente variable es aproximadamente
Normal Estdndar cuando el tamafio muestral n tiende a infinito:

p-p
p(1-p)

n

La afirmacion anterior no es mas que una aplicacion del Teorema Central del Limite, ya que la
variable x es la suma de las variables Bernoulli con componen la muestra, y al dividirla por el
tamafio muestra se obtiene la “media muestral” de éstas. Es decir que p es simplemente una

media muestral, en el caso particular en que cada una de las variables que compone la muestra
es una variable de Bernoulli:

B +B, +...+B,

X=B+B,+..+B, = p=
n
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Debido a esto, todo lo visto en el apartado anterior es valido aqui.
Ejemplo 15
Supongamos que en una empresa, la proporcion de productos fallados en la produccién diaria es de
0,10. ¢Cual es la probabilidad de que si se extraen 100 articulos, la proporcién muestral de articulos
fallados supere sea menor al 6%?
En este caso, N=100 y p=0,10, por lo que np=100x0,10=10>5 y n(1-p)=100x0,90=90>5,
por lo que podemos utilizar la distribucién Normal. Entonces,

_ p-p 0,06—-0,10 p-p -0,04
P(p<0,06)=P < =P <
( ) (Jp(p—l)/n \/0,10><0,9/100J («/p(p—l)/n 0,0?J

=P(Z <-1,3333)
=0,0912

Es decir, que hay menos del 10% de probabilidad de que la proporcion muestral de articulos fallados
sea menor al 6%.

Es importante hacer una observacion mas, antes de proseguir. Para calcular la varianza
poblacional, es necesario conocer el parametro P, y el mismo generalmente es desconocido (por
eso, tomamos muestras y utilizamos el estadistico D). En estos casos, existen dos caminos
alternativos para solucionar este inconveniente, cuya utilizacion depende del caso practico
particular que se analice:

— Se remplaza p por P en el célculo de la varianza.
— Se utiliza p=0,5, porque es el valor que maximiza la varianza de p.

— Se emplea alguna aproximacion previa basada en la opinién de un experto.
Ejemplo 16
Dos candidatos a presidente, de los partidos politicos A y B, llegaron a la segunda vuelta (ballotage)
para definir quién gobernara la Nacion los proximos 4 afios. Para analizar las posibilidades que tiene de
ganar, el partido A encarga a una consultora la realizacion de una encuesta a 500 votantes (es importante

que la muestra sea aleatoria, ya que si, por ejemplo, se encuestan solamente a personas de la ciudad de
Buenos Aires, la muestra estaria sesgada).

Los analistas, sabiendo que existe una probabilidad de error en los resultados que se obtengan en la
muestra, desean informar al partido no sélo el resultado de la encuesta, sino también una medida del
riesgo de que los resultados sean erréneos. Para ello, pueden calcular la probabilidad de que la
proporcion muestral observada supere en 5 puntos porcentuales a la proporcion real. Es decir,

P(p—p>0,05).

Utilizando lo visto en la seccién anterior, y lo mencionado en ésta, sabemos que la distribucién de
muestreo de D puede aproximarse con una Normal. Ademds, como desconocemos el valor poblacional
de P, carecemos de informacion para calcular la varianza de p. En estos casos, para cubrirnos,
utilizamos la maxima varianza posible*?, que ocurre cuando p=0,5. Por lo tanto, la probabilidad
deseada puede calcularse como:

42 Sj la varianza es mayor, habra mayor probabilidad de que una realizacién de 0 difiera p. Por lo que eligiendo la
mayor varianza posible, obtendremos la mayor probabilidad de que P—p > 0,05
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p p-p _ p+005-p
Jp(1-p)/500 /p(1-p)/500

P(p-p>0,05)=P(p> p+0,05)=

p|z>_ 005 zl_pizgﬂ]
p(1-p)/500 \/m

=1-P(Z <2,2361)

=1-0,9873

=0,0127

Puede observarse entonces que, como maximo, hay aproximadamente un 1,27% de probabilidad de que
la proporcién muestral observada en una muestra aleatoria de 500 votantes supere en un 5% a la
proporcion real. Por lo tanto, en principio podriamos decir si la proporcién muestral de votantes
favorables al partido A supera el 55%, el partido tendria una probabilidad de 98,73% (como minimo)
de ganar la eleccion. En este punto, es muy importante destacar que la muestra debe ser aleatoria, ya
gue en caso contrario se podrian llegar a conclusiones erradas.

4.5 Distribucion de s> (varianza muestral) en poblaciones
Normales

Sea {Xlixzi---;xn}, una muestra aleatoria. Entonces, el siguiente estadistico se denomina varianza
muestral:

El desvio estandar muestral es la raiz cuadrada de la varianza muestral.

s? es una variable aleatoria, ya que es un estadistico cuya realizacién depende de la realizacion
de una muestra aleatoria. Por lo tanto, cuando extraemos una muestra y calculamos la varianza
muestral, lo que tenemos es una realizacion del estadistico S?, y si extraemos distintas
muestras, obtendremos distintas realizaciones de s?®.

La distribucién de muestreo de s? sera la distribucion de probabilidades que se obtendria, si se
seleccionaran todas las muestras aleatorias posibles; en cada una de ellas se calcula el
estadistico y se observan las frecuencias relativas de cada realizacion. Esto no es posible en
términos practicos y, por ello, al igual que utilizamos la Normal y utilizaremos la t de Student (ver
Seccion 6) para la media muestral, recurriremos a algunas distribuciones tedricas para la
distribucién de muestreo de la varianza muestral, a saber: la distribucion Chi-cuadrado y la
distribucion F de Fischer- Snedecor. Antes de analizar estas distribuciones tedricas, veamos un
ejemplo para clarificar los conceptos.

Ejemplo 17

Consideremos el Ejemplo 6 de este capitulo, en el cual se extrajeron dos muestras de estaturas de 30
varones y 30 mujeres. La primera realizacion de la muestra era:

Varones Mujeres
168|172 1,70 | 1,71 | 1,57 160] 1,85] 1,76 | 1,82 | 1,59
182|186 | 1,87 | 1,77 | 1,65 1,68 ] 1,63 ] 1,54 | 1,62 | 1,64
1,70 | 1,79 | 1,72 | 1,98 | 1,77 165| 1,55] 1,65] 1,69 | 1,70
193 (169 1,73]180] 1,72 1,78 11,79 11,63 ] 1,72 | 1,69
1,66 | 1,73 ] 159 1,94 | 1,74 1,58 | 1,62 1,59 ] 1,56 | 1,61
1,79 1,73 165] 1,79 ] 1,76 1,89 ] 1,63 ] 1,72 1,63 | 1,62

Por lo tanto, la realizacion de la varianza muestral, y el correspondiente desvio muestral, es:

s? (varones) =0,009355 => s, (varones) =0,096719
s? (mujeres) =0,008046 = s, (mujeres) =0,089702
La segunda muestra era:
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Varones Mujeres
1,75 1,75[186] 1,79 ] 1,85 164 ]1,71)166] 1,76 | 1,75
1,79(182[190]1,77] 181 1,62 ]163)1,63] 1,62 1,87
169 172| 176|184 1,89 1,66 ] 165) 1,64 ] 1,61 1,83
1,711189] 193 1,78 | 1,64 1,831 163]181] 1,70 | 1,63
151]1181]164(181f 1,90 159]1153]181] 177 ] 1,83
1,81] 191 1,78 1,77 | 1,69 1,66 | 1,68 1,78 | 1,58 | 1,76

Siendo las varianzas y desvios resultantes las siguientes:

s? (varones) =0,008364 = s, (varones) =0,091457
s7 (mujeres) =0,008029 => s, (mujeres) = 0,089606

Si siguiéramos el proceso y seleccionaramos todas las muestras posibles de 30 varones y 30 mujeres,
obtendriamos todas las posibles realizaciones de los estadisticos s?(varones) Y s?(mujeres),

respectivamente. Con todas estas realizaciones y sus frecuencias correspondientes podriamos construir
la distribucion de muestreo de los estadisticos mencionados. Como esto no es posible en la practica, se
recurren a modelos de probabilidad teéricos.

En los apartados siguientes, en primer lugar expondremos las funciones de densidad teéricas
que utilizaremos, con sus correspondientes esperanza y varianza, y, luego, veremos su
aplicacion a las distribuciones de muestreo.

45.1 Distribucion de varianza muestral: Chi-cuadrado

La distribucion Chi-cuadrado tiene importantes aplicaciones para realizar inferencias
relacionadas con la varianza de una poblacién. La funcién de densidad de esta variable es un
caso particular de la distribucion gamma, y surge de remplazar en la misma el parametro de

escala por el nimero 0,5 (a =1/2) y el parametro de forma por g=n/2 (ver Capitulo 2).

La variable x tiene distribucion Chi-cuadrado con 7} grados de libertad, si su funcion de densidad es:

nl2
f(x|77)=(xiexp(—x/2) x>0; >0

X[ (n/2)
Entonces, escribimos X (1 4?2.

La esperanza y la varianza de una variable aleatoria con distribucion Chi-cuadrado estan dadas por:

E(X|n)=n Var(X|n)=2n

Al igual que con las distribuciones vistas en el Capitulo 2, la funcién de distribucion de la variable
Chi-cuadrado se encuentra tabulada en muchos libros de texto, o bien puede calcularse
utilizando Microsoft® Excel.

En el primer grafico de la siguiente figura, se ilustra la funcién de densidad para distintos valores
del parametro 1. Se observa que la distribucién es asimétrica, pero cuando la cantidad de grados
de libertad aumenta, esta caracteristica disminuye. Es mas, cuando 7] es lo suficientemente

grande, la distribuciéon Chi-cuadrado tiene a una distribucion Normal. Esto puede apreciarse en
la segunda parte de la figura.

Chi-Cuadrado
0,016 - Ditribucién Chi-Cuadrado con 0,006 1¢con 30 g.l.

lgl
0,014 / 9 0,005 | \ A\ .—— Normal
7\ -media = 30

-varianza = 60

0,004 -

0,003 -

0,002 -

0,001 -

T ! -10 10 30 50 70
25 30 -0,001 -
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Un aspecto importante de esta distribucion es que la suma del cuadrado de n variables normales
estandarizadas, se corresponde con la variable Chi-cuadrado con n grados de libertad. Es decir
que si tomamos n variables aleatorias N (0;1) , las elevamos al cuadrado a cada una de ellas, y

las sumamos, la distribucién resultante sera la Chi-cuadrado. Esto es:

Sean Z, (i=1,...,n) variables aleatorias Normales iid con media 0 y desvio 1. La variable

Y=>7
i=1
tiene distribucion Chi-cuadrado con n grados de libertad.

Andalogamente, si X, (i=12,...,n) constituye una muestra aleatoria de variables Normales iid con media

'y desvio igual a +, la variable
n (X — 2
Y = Z[ i :uj

i=1 o

tiene distribucién Chi-cuadrado con n grados de libertad.

En base a la proposicién anterior, surge la aplicacion de la distribuciéon Chi-cuadrado a la
distribucidon de muestreo de la varianza muestral.

Sea {Xlixzi---;xn}, una muestra aleatoria de una poblacién Normal con media / y desvio o (ambos
conocidos), y sea:
s =23 (%, - X
n-13
la varianza muestral. Entonces, la distribucion de muestreo de (n—1)s?/o? es Chi-cuadrado con n-1
grados de libertad. Es decir,

(n—-1s*
gz Xn-1

La demostracién de las proposiciones anteriores excede el alcance de este libro.
Ejemplo 18

En el mercado financiero, suele ponerse mucho énfasis en el andlisis de la variabilidad de los precios
y/o rendimientos. Supongamos que deseamos analizar la varianza del rendimiento mensual de un activo
financiero, cuya distribucion, en base a la experiencia historica, es Normal con media 0 y desvio
estandar 1%. Si obtenemos una muestra de rendimientos mensuales de los Ultimos 2 afios (24 meses),
¢cual serd la probabilidad que el desvio mensual, calculado a partir de la muestra exceda a 1,25%?

Antes de calcular lo deseado, recordemos que los datos son referidos al desvio y la distribucién Chi-
cuadrado es para las varianzas, por lo que para utilizarla deberemos elevar al cuadrado cada uno de los
datos con que contamos. Asi, la varianza poblacional serd o® =0,01° =0,0001, la cantidad de grados
de libertad serd 23 (tenemos 24 datos muestrales) y el valor cuya probabilidad se desea calcular es
0,0125? =0,00015625. La probabilidad deseada, entonces, es poco mas del 4%:

p— 2 —
P (s >0100015625)=P((n 12)3 (2 1)><0,00015625j
o

0,0001
= P( 23 >35,9375)
=0,0419

4.5.2 Distribucion F (Fischer — Snedecor)

La distribucion F es sumamente importante cuando se desean comparar varianzas de distintas
poblaciones. Su aplicacién se realiza especialmente para realizar pruebas de hipétesis
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estadisticas, las cuales se veran en el Capitulo 7. A continuacion, se expone la funcion de
densidad, su esperanza y su varianza, y luego se explicara su utilizacion como distribucion de
muestreo.

La variable x tiene distribucién F con pardametros n, y 7, , si su funcién de densidad es:

FI:(% "‘772)/2]771”1/2772’72/2 (m-2)I2
1“(771/2)F(772 /2)

)’(771“72)/2

f(Xm.m,)= (77, +xmy

con X>0y 7;7,>0.
La esperanza y la varianza de una variable aleatoria con distribucion F:
_
E(X|n,.m,)=—2=  para n,>2
n,—2

2:11; '(771+772 _2)
m '(772 _2)2 '(772 _4)

V(X[n,.m,)= para 7, > 4

Las probabilidades de la distribucién F pueden calcularse con Microsoft® Excel o SPSS. En la
siguiente figura, se observa la funcién de densidad de la distribucion F para distintos valores de
grados de libertad.

0,006 - Ditribucion F con
_ n=20; m=50.
0,005 -
n=2; m=2.
0,004
, n=10; m=10.
0,003 4 A \
/ \ n=5; m=12
0,002
0,001 4f/
0 T T T T d
0 1 2 3 4 5

Tal como en el caso de la distribucion Chi-cuadrado, las aplicaciones se derivan de la definicion
de la variable cuya distribucién es F. En este caso, el cociente de dos variables Chi-cuadrado,
cada una dividida por sus respectivos grados de libertad, tiene una distribucion F.

Sean a y B dos variables independientes con distribucion Chi-cuadrado, cuyos grados de libertad son,
respectivamente, 5, y 7, . Entonces, la variable:

F_ Aln,
B/n,

tiene distribucién F con parametros 7, y 7,, denominados grados de libertad de numerador y

denominador respectivamente (notado F~F, , )

De lo mencionado anteriormente, podemos realizar la siguiente afirmacion, que resulta en la
aplicacion mas importante de la distribucion F:
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Sea {Xli XZ;---; Xn} una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién Normal con desvio Oy, y sea

{Yl;Yzi ---;Ym} una muestra aleatoria de tamafio m de otra poblacion Normal con desvio o, . Entonces, por
lo visto en el apartado anterior, (n—1)s2 /o es una Chi-cuadrado con N=1 g.l.y (m—1)s? /o2 es una
Chi-cuadrado con m-1 g.l.

Si dividimos cada una de estas variables por sus respectivos grados de libertad, obtenemos s} /6% y s? /¢

. Luego, el cociente de estas dos variables sera F, con N=1 y m-1 grados de libertad:

sz /o

sy /oy

L F(n-1,m-1)

Ejemplo 19

Supongamos que se extraen dos muestras de una misma poblacién Normal, una de tamafio 20 y otra de
tamafio 50. ¢ Cuél es la probabilidad de que la varianza muestral de la primera muestra sea mas del doble
que la varianza muestral de la segunda?

Que la varianza muestral de la primera muestra, s?, sea el doble 0 mas que la segunda, sz, es
equivalente a decir que s? > 2s2. Teniendo en cuenta que las dos muestras se extrajeron de la misma
poblacion, o7 = o? =o*. Por lo tanto, la probabilidad deseada es:

2 2
P(s/s; >2):P(Sl fo >2]

s;lo?
= P(FM > 2)
=0,0265

Por lo tanto, hay aproximadamente un 2,65% de probabilidad de que la varianza muestral con 20
elementos sea mas del doble que la varianza con 50 elementos.

Es importante realizar una Gltima aclaracién de esta distribucion, cuya demostracion es inmediata
por la definicién de la distribuciéon F en términos de dos variables Chi-cuadrado.

Si F =% es tiene distribucion Fisher-Snedecor con 7 y 7, grados de libertad en numerador y
7,

denominador respectivamente, entonces 1/ F :% tendré distribucion Fisher-Snedecor con 77, y 7,
T

grados de libertad.

4.6 Distribucion de x : varianza poblacional desconocida

En el apartado 3 se analizé la distribucién de X, cuando se tomaban muestras de poblaciones
con varianza conocida. Si la poblacion se distribuye como una variable Normal, entonces X
también sera Normal, mientras que para cualquier otras distribucidn, la distribucién de X puede
aproximarse con una Normal si el tamafio muestral es suficientemente grande.

Cuando se desconoce la varianza poblacional, se utiliza otro modelo teérico de probabilidad
para la distribucion de muestreo de X : la distribucién t de Student.

A continuacion, expondremos la funcion de densidad de una variable con distribucion t de

Student, las férmulas de calculo de la esperanza y la varianza, y un teorema que relaciona esta
variable con la Normal y la Chi-cuadrado. Luego, aplicando este teorema, utilizaremos la t de

Student como distribucién de muestreo para X .
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4.6.1 Distribucion t de Student

La variable x tiene distribucion t de Student con 7 grados de libertad, si su funcion de densidad es:

r[(n+1)/2](x/2)"
nrT(nl2)

La esperanza y la varianza de una variable aleatoria con distribucion t de Student son:
E(X|7)=0

V(X|1])=77/(77—2) con 77> 2

f(x|n)= [1+ len]f(ml)/z —0 < X <40, 77>0

Al igual que con las distribuciones vistas en el Capitulo 2, la funcién de distribucion de la variable
t de Student se encuentra tabulada y sus valores pueden calcularse utilizando Microsoft® Excel
0 SPSS.

La distribucion t de Student es simétrica y tiene forma de campana al igual que la distribucion
Normal. Cuando la cantidad de grados de libertad es pequefia la distribuciéon t posee menos
kurtosis y las “colas” mas levantadas o0 mas pesadas que la Normal, pero para valores de grados
de libertad suficientemente grandes, la distribucion t de Student puede aproximarse mediante
una Normal estandar. En la siguiente figura, se ilustra una comparacién de la distribucién t para
distintos grados de libertad, y la distribucion N (0;1) . Se puede observar que para 30 grados de

libertad, las dos curvas son practicamente iguales. Por esta razén, la distribuciéon T de Student
con grados de libertad superiores a 30, suele aproximarse por la distribucién normal estandar.

Ditribucién t con
30g.l.

Normal 4g.l.

1g.l

/
/0,0015 -

s
/

0,001

0,0005 -

fa)

En este capitulo, hemos visto la aplicacion de las distribuciones Normal y Chi-cuadrado a las
distribuciones de muestreo. La principal caracteristica de una variable t de Student, y lo que
permite su utilizacién como distribucién de muestreo, es que relaciona a las dos distribuciones
anteriores. La siguiente propiedad establece la relacibn mencionada, y la funcion de densidad
expuesta mas arriba se desprende del mismo. La demostracién excede el alcance de esta obra.
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El cociente entre una variable Normal Estandar y la raiz cuadrada de una variable Chi-cuadrado dividida
por sus grados de libertad 77, es una variable t de Student con 7 grados de libertda, notada T,, , siempre y

cuando las dos variables involucradas sean independientes.

Es decir, que si z es una variable aleatoria Normal Estandar, v es una variable Chi-cuadrado con 7] grados

de libertad, y las variables z e vy son independientes, entonces, la siguiente variable tiene una distribucién
T de Student con 1] grados de libertad:

4.6.2 Poblaciones Normales con muestras pequefias

En base lo anterior, y a las distribuciones de muestreo de X y de s? estudiadas en las
secciones anteriores, podemos obtener la principal aplicacién de la distribucién t de Student.

Cuando se muestrea una poblacién Normal con media / y desvio desconocido, la distribucion de:

_X-u

_s/\/H

T

es t de Student con N—1 grados de libertad.

La demostracién de esta proposicion se basa en la seccién anterior, y se encuentra en el
Apéndice de este capitulo.

Ejemplo 20

La emisién de didxido de carbono (CO2) es uno de los principales causantes del efecto invernadero a
nivel mundial. Supongamos que el gobierno de un pais esta interesado en controlar la emisién de CO2
de los automdviles para proteger el medio ambiente. Para ello, ha intimado a las empresas a que la
emision debe ser de como maximo de 140 gramos por kilémetro al finalizar el corriente afio.

Al finalizar el afio, el gobierno empieza a realizar los controles correspondientes, para lo cual tomara
muestras de 20 coches en cada fabrica. Supongamos que en la muestra correspondiente a la fabrica A
se observé una media de 143 g/km. y un desvio estandar de 5 g/km. Si la emisién de CO2 de los coches
de la fbrica A sigue una distribucion Normal ;Cual es la probabilidad de que la empresa esté violando
el requisito del gobierno? En otras palabras: si su media poblacional (la media de todos sus coches)
fuese realmente 140 g/km. ¢cuél seria la probabilidad de haber observado el valor de 143 g/km. 0 mas?

La probabilidad que se desea calcular es P()z 2143|,u =140) , para lo que utilizaremos la distribucion

t de student con 19 grados de libertad, ya que la varianza poblacional es desconocida y la muestra es de
tamario 20. La probabilidad deseada es aproximadamente 0,7%, ya que:

X—p 143—140)
s/n  5/J20
=P(T, >2,6833)
=0,0074

P(X 2143| 1 =140) = P(

Por lo tanto, siendo tan baja la probabilidad de haber observado un valor de 143, si la media realmente
fuera 140, las autoridades deberian sospechar que la empresa no esta cumpliendo con el requisito.

Generalmente, la utilizacién de la distribucién t de Student esta asociada a tamafios muestrales
pequefios. Esto se debe a que la cantidad grados de libertad de la t de Student que corresponde

a la distribucién de muestreo de ()z—y)/(s/\/ﬁ) es igual al tamafio muestral menos uno: N—1.

Por lo tanto, si el tamafio muestral es grande, la distribucion de muestreo de ()? —,u)/(s/\/ﬁ), la

cual es t de Student, puede aproximarse mediante una distribucién Normal (ver seccion anterior).
En la practica, si el tamafio muestral es superior a 30, se utiliza directamente la distribucion
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Normal Estandar, ya que no hay practicamente diferencia entre los valores de probabilidad de
esta Ultima y los correspondientes a una t de Student con 29 g.l.

Por lo tanto, la distribucién t de student se utiliza en la practica cuando se muestrean
poblaciones Normales con varianza desconocida, y cuando el tamafio muestral es
pequefio (menor a 30).

4.7 Estimacion: puntual y por intervalo

En el capitulo anterior, hemos visto el concepto de muestra aleatoria y mencionado algunas
técnicas de muestreo utilizadas para su obtencion. Asimismo, presentamos las distribuciones de
muestreo de los principales estadisticos que se utilizan para realizar inferencias, a saber: la
media muestral, la proporcion muestral y la varianza muestral.

Ademas, vimos que siempre que se extrae una muestra se corre cierto riesgo de que la misma
no sea representativa de la poblacion. A su vez, al tomar diferentes muestras de una misma
poblacién, se obtendran diferentes caracteristicas muestrales (media, desvio estandar, etc.). Por
ello, cuando se realizan inferencias estadisticas no solamente es importante realizar la
estimacion en si, sino también medir de alguna manera el riesgo que tiene el resultado obtenido.

Cuando se realizan inferencias estadisticas, generalmente, se supone que un fenémeno
determinado (o la poblacién) tiene caracteristicas similares a algin modelo probabilistico como
los estudiados en el Capitulo 2. Por lo tanto, la poblacion tiene una distribucién con una funcion
de densidad o probabilidad determinada que depende de ciertos parametros, cuyos valores
numéricos necesitamos conocer para asignar probabilidades a los sucesos. Por ejemplo, si se
supone que la poblacién es Normal, entonces, se deberan determinar los valores numéricos de
los parametros , y o, si la poblacion es Poisson, se debera determinar el valor del parametro

; etc. De este modo, en el proceso de estimacion, se realizan dos aproximaciones: en primer
lugar se supone que la poblacién pertenece a cierta familia de distribuciones (Normal, Poisson,
etc.), y luego se estiman los valores numéricos de los parametros que determinaran el miembro
de la familia que caracteriza a la poblacion (Normal estandar 6 Normal con =5y - — 2,

Poissoncon 5 _> 6con 4 —s, etc.).

En términos generales, la funcién de probabilidad poblacional depende de algin parametro ,,

que puede tomar ciertos valores. El proceso de “Estimacion de Parametros” desarrolla técnicas
para construir “estimadores” de dicho parametro, los cuales permiten asignar valores numéricos
al mismo a partir de informacion muestral. El proceso consiste en especificar criterios para la
determinacion de los mejores estimadores de ,,, a través de la estipulacion de propiedades

deseables de las estadisticas de muestra utilizadas como estimadores y el desarrollo de técnicas
apropiadas para el proceso de estimacion en si.

Un estimador puntual (o simplemente estimador) es un estadistico muestral que se utiliza con el fin de
inferir el valor de un parametro poblacional desconocido®.

Una estimacidn es la realizacion de un estimador en base a datos provenientes de una muestra aleatoria.
Es un valor especifico observado de un estimador.

Asi, con el proceso de estimaciéon puntual se pretende hallar una estimacion univaluada del
parametro poblacional de interés, ya que mediante una muestra se estima un Unico valor del

mismo. Por ejemplo, el estadistico X es un “estimador” de la media poblacional, y el valor

especifico x que tome cuando es extraida una muestra aleatoria (es decir, la realizacion de X)
es la “estimacion puntual”.

Ejemplo 21
Supongamos que la variable “estatura de los alumnos de la facultad” se distribuye Normalmente. El

parametro ,, es desconocido, y su valor podria inferirse a traves de un estimador como la media

43 La definicién de “estadistico muestral” (o simplemente “estadistico”) y de “parametro poblacional” fue expuesta en
la Seccién 2.1 del Capitulo 4.
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muestral X. Si se extrae una muestra aleatoria de 50 alumnos varones, como la del Ejemplo 6 del
Capitulo 4, entonces X =1,75 es la estimacién puntual de .

Para que la estimacidon puntual sea “buena”, es deseable que el estimador cumpla ciertas
propiedades que seran analizadas en el apartado siguiente.

Ejemplo 22

Si la poblacion de interés es Normal, el parametro ,, es la media, la mediana y la moda poblacional, ya

que se trata de una distribucion simétrica. Por lo tanto, al extraer una muestra aleatoria, la media
muestral, la mediana muestral y la moda muestral son tres posibles estimadores puntuales del parametro
poblacional . Teniendo en cuenta que lo mas probable es que los valores muestrales de las tres

caracteristicas mencionadas no coincidan ;,Como decidimos cudl de ellos utilizar para estimar el
parametro? En la secci6n siguiente, veremos los criterios que permiten decidir, y concluiremos que el

mejor estimador de ,, es la media muestral X.

El proceso de estimacién puntual asigna un Unico valor al parametro poblacional desconocido.
Por lo tanto, la estimacion puntual es correcta o equivocada y, generalmente, ocurrird este
segundo caso, ya que es muy poco probable que la estimacién obtenida a partir de una Unica
muestra coincida con el parametro poblacional. Sin embargo, la estimacion por si sola no nos
dice nada respecto de cuan equivocada puede ser nuestra estimacion. Por ejemplo, si la estatura
media de los alumnos de la faculta fuera 1,78m., la estimacion del Ejemplo 1 no fue tan mala.
Sin embargo, si la media poblacional fuera 1,85m., nuestra estimacién estuvo muy alejada del
verdadero valor. Por ello, resulta importante asignar alguna medida de riesgo a la estimacién, o,
mejor aun, indicar un intervalo en el cual puede estar contenido el valor del parametro.

En el capitulo anterior, hemos visto que los estadisticos (y los estimadores) son variables
aleatorias, ya que su valor varia de una muestra a otra. Por lo tanto, por mas que usemos el
mismo “estimador”, la “estimaciéon puntual” resultante variara de una muestra a otra. Sin
embargo, al conocer la distribucién de muestreo del estimador, podremos hallar un intervalo que
con cierta probabilidad contendra al parametro. Asi, como mediante la estimacion puntual se
asigna un solo valor numérico a cada parametro desconocido, y esto generalmente no es del
todo satisfactorio, se recurre a la construccion de un intervalo de confianza para el parametro.

Un Intervalo de Confianza (IC) constituye un rango de valores posibles dentro del cual se encuentra el
parametro poblacional a estimar con un nivel de confianza determinado de antemano.

Los limites del intervalo se calculan en base a datos provenientes de una muestra aleatoria, y por lo tanto
son aleatorios. Una vez extraida una muestra, se especifican los valores numéricos de los limites del
intervalo, y decimos que tenemos un Intervalo de Confianza estimado.

Asi, cuando se lleva a cabo una “estimacion por intervalo” se utilizan los datos provenientes de
una muestra aleatoria para determinar un intervalo de valores en cual se cree, con cierta
probabilidad, que estara el parametro poblacional de interés.

Reiteramos que toda inferencia estadistica debe estar asociada a un nivel de riesgo determinado.
En las estimaciones puntuales, el error estandar suele utilizarse como medida del riesgo mientras
que, en los intervalos de confianza, esto es medido por el nivel de confianza.

El proceso de estimacion que se estudiara en las secciones siguientes busca lograr afirmaciones
como la siguiente:

“La estimacion de la caracteristica A €S XX.

Con un zz% de confianza estaré entre L1 y LS”.
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En la proposicion, A es la caracteristica poblacional estudiada (estatura media, nivel de ingreso
medio, proporcion de fumadores, etc.), xx es la estimacion puntual de la misma en base a los
datos de una muestra aleatoria, zz% es el nivel de confianza del intervalo, cuyos limites inferior
y superior son LI y LS, respectivamente.

4.8 Propiedades deseables de un Estimador

La definicion de “estimador” fue expuesta en la seccion anterior, y ya habia sido introducida en
el capitulo previo, cuando se definieron las “estadisticas” y se menciond que las mismas eran
utilizadas para estimar los valores de los parametros. Pero se pueden definir muchos estadisticos
para estimar el valor de un parametro. Entonces, debemos tener criterios para juzgar qué tan
bueno es un estimador, o de modo mas general ¢,qué es un estimador bueno?

De manera intuitiva, podemos pensar que para que no se produzcan sobre o subestimaciones,
la distribucion de muestreo del estadistico deberia estar centrada en el valor del parametro.
Ademas, si se cumple lo anterior y el error estandar es pequefio, habra una mayor probabilidad
de que una realizacion del estadistico esté cerca del valor real del parametro. Mas adelante,
formalizaremos estas dos propiedades deseables.

Sea 5 un estimador del parametro ,,. El error cuadratico medio de ; es:

ECM (3)=E[(3-¢)' ]

=Var(3)+[p-E(3)]

Si el estimador ; cumple con las condiciones mencionadas en el parrafo previo, entonces el
ECM sera lo mas pequefio posible, ya que, al estar su distribucién centrada en el parametro, el
segundo término se anula, y como el error estandar es pequefio, también lo sera su varianza.
Para hallar al mejor estimador de ,,, podria buscarse a aquél que posea el menor ECM. Sin
embargo, esto no es tarea facil y en muchas circunstancias produce resultados ambiguos, ya
que para la mayoria de las distribuciones estudiadas no existe ningun estimador que minimice el
ECM para todos los posibles valores del pardmetro (ver Canavos, 1997).

Considere a J = g(X,; X,;...; X, ) como un estadistico muestral obtenido a partir de una muestra

de tamafio n. En los apartados siguientes, veremos qué propiedades debe cumplir ; para que
sea el “mejor” estimador del parametro ,, y mencionaremos cuales de las estadisticas que

analizamos en el capitulo anterior cumplen cada una de las propiedades expuestas. Luego, en
las secciones posteriores, mencionaremos algunas técnicas que permiten encontrar la funcion

que define a un estimador.

4.8.1 Insesgamiento

Como se ha mencionado, es deseable que un estimador tenga su distribucién de muestreo
centrada en el valor del parametro que pretende estimar.

Un estadistico muestral J =g(X,; X,;...; X,) s un estimador insesgado del parametro ,,, si su esperanza
matematica es igual al parametro:

E(J ) =@
El sesgo de un estimador es la diferencia entre su esperanza y el parametro:

Sesgo(J)=E(J)—¢

Como puede observarse de la definiciébn anterior, si un estimador es insesgado, entonces su
sesgo es nulo. Ademas, en este caso, el ECM es igual a la varianza.

Algunos autores denominan imparcialidad a la propiedad de insesgamiento presentada en este
apartado, la cual se refiere a que la media de la distribucion de muestreo del estimador es igual
al pardmetro. Es decir que, en promedio, el estimador toma valores por encima del parametro
con la misma frecuencia que valores que estan por debajo.
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Esta propiedad no garantiza nada respecto de la estimacién obtenida a partir de una Unica
muestra. Lo que afirma es que, si un estimador es insesgado, entonces, el promedio de todas
las estimaciones que se obtendrian con todas las muestras posibles de tamafio n coincidiria con
el valor del parametro. Sin embargo, ya hemos mencionado que es imposible tomar todas las
muestras posibles de un determinado tamafio.

Si , es la esperanza matematica de una distribucion de probabilidad cualquiera (es decir, es la media
poblacional), entonces,

X
Il
S|
>

Il
AN

es un estimador insesgado de la misma.

Esta proposicion ya fue expuesta en el capitulo anterior, donde vimos que E(X)=ﬂ, y la
demostracion se dio en el apéndice de dicho capitulo.

Si la esperanza matemaética de una distribucién de probabilidad cualquiera es conocida, entonces:

l n

n iZl:(xi _/1)2

es un estimador insesgado de la varianza poblacional.

2
o =

Esta proposicién tiene poca aplicacién practica, ya que generalmente la media poblacional
no se conoce. En este caso, utilizamos la varianza muestral como estimador.

La varianza muestral es un estimador insesgado de la varianza poblacional de cualquier distribucion de
probabilidades:

2oL (X - )?)2 (Es insesgado)
n-14 '
i=1

El siguiente estadistico es un estimador sesgado de la varianza poblacional:

Sk =%Z(Xi —X)Z (Es sesgado)

La demostracion excede el alcance de esta obra. El lector interesado puede consultar el Capitulo
9 de Novales (1997).

La proposicién previa es la que justifica el uso del divisor »n_1 en el calculo de la varianza
muestral. Es importante, ademas, mencionar que la proposicién anterior no implica que s sea un
estimador insesgado de ¢ .

La proporcidon muestral es un estimador insesgado de la proporcion poblacional:

[4 =£ (Es insesgado)
n

La demostracién de la proposicion anterior esta en el apéndice de este capitulo.
4.8.2 Eficiencia

La eficiencia de un estimador esti relacionada con su estabilidad de muestra en muestra:
decimos que un estimador es mas eficiente que otro si es mas estable de una muestra a otra.
Por ejemplo, si tomamos muchas muestras, los valores (las realizaciones) de la media muestral
estardn mas concentrados que las observaciones de la mediana muestral o el modo muestral.
Por lo tanto, la media muestral es un estimador mas eficiente (estable) que la mediana muestral
y el modo muestral. La estabilidad de las observaciones de una variable aleatoria esta
intimamente relacionada con su desvio estandar, y por ende la eficiencia de un estimador estara
relacionada con su error estandar: cuanto mas chico el error estandar, mas eficiente es el
estimador.
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En otras palabras, cuando se extrae una Unica muestra, ésta podria estar sesgada, y por lo tanto
es importante tener una idea del riesgo que se podria estar cometiendo al realizar la estimacion
puntual. El error estandar del estimador es justamente una medida para ello. Cuanto mas
pequefo sea el error estandar, mejor o mas confiables sera nuestra estimacion puntual.

Si bien existen técnicas para determinar si un estimador tiene la minima varianza que podria
poseer cualquier otro estimador del parametro, no entraremos en detalles de estas cuestiones
aqui. Simplemente, analizaremos la eficiencia en términos relativos, como una herramienta para
comparar dos estimadores puntuales.

Sean J, y J, dos estimadores insesgados de ,,. Si var(J,)<Var(J,), entonces J, es mas eficiente que
J,.

La eficiencia relativa de J, respecto de J, es var(J,)/Var(J,) -

Si los estimadores son sesgados, se suele utilizar el ECM para medir la eficiencia relativa.

Ejemplo 23

Si {X;;X,;...;X,} €sunamuestra aleatoria de variables iid con media ,,, entonces cada una de las X
individualmente es un es estimador insesgado de ,,, porque se verifica que E(X;)= s . Sin embargo,
el promedio simple de todas las observaciones, X, es también un estimador insesgado, pero es més
eficiente, ya que Var(xi ) =0’ >Var()z) =d*/n.

Considere todos los estimadores insesgados de . Entonces J” es el estimador insesgado de varianza

minima, si Var(J*)SVar(J) , siendo , cualquier otro estimador de insesgado de , .

Si un estimador es insesgado de varianza minima, entonces, es el mas eficiente entre todos los
estimadores del parametro de interés, ya que su varianza es mas pequefia que la de cualquier
otro estimador. No entraremos en los detalles, pero puede demostrarse que X es el estimador
de minima varianza de la media poblacional (ver el Capitulo 8 de Canavos, 1997), y por lo
tanto el mas eficiente.

4.8.3 Consistencia

Es logico esperar que cuanta mas informacion muestral se posea, mejor sean las estimaciones
que se realicen. Por lo tanto, un buen estimador deberia mejorar a medida que aumenta el
tamafio muestral.

Un estimador J del parametro desconocido ,, es consistente si “converge en probabilidad” al verdadero

valor del parametro*. Es decir, la probabilidad que la diferencia entre el estimador y el parametro sea muy
pequefia tiende al 100% cuando el tamafio n de la muestra crece:

rl]l_r)'g P(|Jn -9 <€)=1 para todo . -o.

Algunos autores denominan esta propiedad “coherencia”, e indica que al aumentar el tamano de
la muestra se tiene casi la certeza de que el valor del estimador se aproximara bastante al valor
del parametro.

En términos menos técnicos, la definicion anterior quiere decir que, cuando el tamafio muestral
aumenta, el valor de cualquier realizacion del estimador estard muy proximo al valor del
parametro. Por lo tanto, si se esperan que las observaciones estén muy cercanas al valor del
parametro, quiere decir que el sesgo y el error estadndar del estimador se hacen cada vez mas
pequefios conforme crece la cantidad de observaciones de la muestra. A continuacion,
introduciremos un nuevo concepto relacionado con el sesgo de un estimador, y luego
resumiremos las ideas presentadas aqui en un teorema.

4 El subindice n se utiliza para indicar que el estimador esta calculado con una muestra aleatoria de tamafio n .
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Un estimador es asintéticamente insesgado, si su sesgo tiende a cero cuando el tamafio de la muestra
tiende infinito.

De la definicion anterior resulta obvio que cualquier estimador insesgado resultard ser
asintéticamente insesgado, ya el sesgo es cero para cualquier tamafio de muestra.

Ejemplo 24

La varianza muestral s y la media muestral X son estimadores insesgados, y en consecuencia
asintéticamente insesgados, de la varianza poblacional y la media poblacional, respectivamente. Por
otro lado, el estimador S?, expuesto en la Seccidn 8.1 de este capitulo, es un estimador sesgado. Pero su
valor esperado tiende a la varianza poblacional cuando el tamafio de la muestra crece, por lo que su
sesgo tiende a cero cuando n tiende a infinito y, por lo tanto, es un estimador asint6ticamente insesgado.

Si un estimador J,, del parametro , es asintéticamente insesgado y su varianza tiende a cero cuando
el tamafio muestral aumenta, entonces J es un estimador consistente de ,, .

Puede demostrarse que la media muestral es un estimador consistente de la media poblacional.
Este hecho es lo que se conoce como Ley de los Grandes NUmeros, y es lo que permite utilizar
el promedio de un nimero finito de observaciones para estimar la media de la distribucion
poblacional, teniendo en cuenta que la confiabilidad de este promedio es mayor que la de
cualquiera de las observaciones.

Ley de los Grandes Numeros (LGN): Si {X;; X,;...;X,} €s una muestra aleatoria de variables iid con

media , y varianza o (ambos finitos), entonces, X, es un estimador consistente de , .

Utilizando la LGN y la desigualdad de Chebyshev, es posible determinar el tamafio muestral
necesario para asegurar con una determinada probabilidad que la media muestral no se alejara
de la media poblacional mas alla de un valor especificado. En la seccion final de este capitulo,
volveremos sobre este tema.

Antes de proseguir haremos una Ultima aclaracién: En una distribucién simétrica (la mediana
poblacional coincide con la media poblacional), la mediana muestral es un estimador insesgado
y consistente de la mediana poblacional, ya que cuando aumenta el tamafio muestral, las
realizaciones de este estimador se acercan al valor de la caracteristica poblacional. Sin embargo,
el error estandar de la mediana muestral es mas grande que el de la media muestral. Por lo tanto,
en una distribucién simétrica, la media muestral es un estimador mas eficiente de la
mediana poblacional que la mediana muestral.

4.8.4 Suficiencia

En la Seccion 8.1 se menciond que X es un estimador insesgado de , en cualquier poblacion.

Asimismo, en el Ejemplo 3 de la Seccién 8.2 vimos que cualquier elemento de la muestra
aleatoria sera un estimador insesgado de la media poblacional: si la muestra esta compuesta por
las siguientes variables iid {X,;X,;...; X, }, entonces, la esperanza de cada una de las variables

X; sera ,, y por lo tanto, J, =X, sera un estimador insesgado de
combinacion lineal del tipo:

.- Es mas, cualquier

J=a X, +a, X, +..+a X, con Y ¢ =1
i=1

es un estimador insesgado de , (la demostracion de esta afirmacion se propone como ejercicio).
Sin embargo, obviamente, J, = X, no ser& el mejor estimador de la media poblacional, ni mucho

menos. Por ejemplo, si se toman una muestra de 50 alumnos para estimar la estatura media de
los alumnos de la facultad, la primera observacién no seria una muy buena estimacion, ya que
podria haberse observado un alumno muy alto o muy bajo. Esto nos lleva a pensar que un buen
estadistico debe utilizar la mayor cantidad de informacion posible contenida en la muestra.

Cuando se construye un estimador, se busca utilizar toda la informacion contenida en la muestra.
De manera general, podemos decir que cuando un estimador es suficiente es porque utiliza una
cantidad de informacion tal que ningln otro estimador podria sacar informacién adicional sobre
el pardmetro de la poblacién a partir de la muestra.
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Como se menciono antes, si se toma una muestra aleatoria de tamafio n, el estimador J =X, es
un estimador insesgado de la media poblacional, pero no utiliza toda la informacién muestral y,
por lo tanto, no es suficiente.

La suficiencia de un estimador es quizas la caracteristica mas importante, pero la complejidad
matematica que contienen los desarrollos asociados con una exposicion rigurosa de la misma
excede el alcance de este libro.

4.9 Estimacién Puntual: métodos

Cuando se extrae una Unica muestra, y con las observaciones obtenidas con la misma se calcula
el valor de un estimador, estamos realizando una estimacién puntual. En el apartado anterior,
hemos visto las propiedades que son deseables para que un estimador sea considerado “bueno”.
Aqui veremos algunos métodos que suelen emplearse para obtener estimadores, es decir, para
obtener la funcién que transforma los datos de una muestra en un nimero que corresponde a la
estimacion del parametro de interés.

Por ejemplo, la funcion para estimar la media poblacional hemos visto que es:
(X + X, +..+X,)/n

En lo apartados siguientes mencionaremos algunos métodos que permiten obtener esta férmula,
y, de modo mas general, como obtener la funcion , que permite definir al estimador

J =g(X;; X,;..; X, ) - Simplemente, expondremos la l6gica de cada método, sin profundizar en su

implementacién ni en los aspectos practicos. Puntualmente, se expondran los métodos de
méxima verosimilitud y de momentos. Otro método importante de estimacion es el de minimos
cuadrados, pero el mismo sera presentado en el Capitulo 6, en el contexto del andlisis de
regresion lineal.

49.1 Maxima verosimilitud

Cuando se extrae una muestra de una poblacién que se supone tiene funcién de densidad

f (x;) , €l interés recae en obtener un valor para el parametro desconocido ,,. El método de

“maxima verosimilitud” consiste en asignar al parametro aquel valor que maximiza la probabilidad
de que la muestra a extraer sea la muestra realmente observada.

Por ejemplo, considere una muestra de tamafio 4: {X;X,;X,;X,}. Suponga que extrae una
muestra con las siguientes observaciones: {5;2;0,75;3} . El método asigna al parametro
poblacional el valor que maximiza la probabilidad de que simultineamente X, =5, X,=2,
X;=0,75y X,=3.

De modo mas general, para cualquier muestra de tamafio n, el método maximizara la
probabilidad conjunta de que X, =x, X, =X,,..., Y X, =X, . ES decir, maximiza la probabilidad

de que las variables aleatorias que componen la muestra aleatoria tomen los valores que se
obtienen en una realizacién particular de la misma.

Ejemplo 25 4

Suponga que en una poblacién se desea estudiar cuantos apoyan a cierto candidato politico. Para ello,
se extrae una muestra de 20 habitantes, de los cuales 8 estan a favor del candidato. ¢Cudl es el valor del
estimador de maxima verosimilitud de ,?

Para calcularlo, debemos obtener el valor del parametro , que maximiza la probabilidad (binomial) de
que en una muestra de tamafio 20, se obtengan 8 éxitos. Es decir:

msX'<p>=msX[28°J p'(1-p)""

4 Este ejemplo requiere que el lector conozca algunos conceptos de analisis matematico.
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Para facilitar el procedimiento, se toman logaritmos:

L(p)=In[1(p)]
= |n(280j+8><ln(p)+12><ln(l— p)

Derivando e igualando a cero obtenemos:

6L(p)=§+ 12

-1)=0
op p 1-p )
8§ 12
=>—=— =8-8p=12p
p 1-p
P
20

El ejemplo anterior puede generalizarse facilmente: si tomamos una muestra de tamafio n y
obtenemos x éxitos, el estimador de maxima verosimilitud de , es X/n. Es decir, la proporcion
muestral.

Es importante mencionar que lo expuesto aqui simplemente ilustra la idea de la técnica sin
profundizar demasiado en ella. En Novales (1997) y Canavos (1997) se encuentra una exposicion
detallada del tema, incluyendo los estimadores maximo-verosimiles de los parametros de las
distribuciones mas conocidas y una descripcién de las principales propiedades de este tipo de
estimadores. Sin mas, en la siguiente tabla se ilustran las principales poblaciones utilizadas en
la practica y los estimadores que se obtienen con el método de Maxima Verosimilitud:

Poblaciéon | Parametro Estimador MV
_ 1
u nzl ;
Normal
> 2 1 1 —\2
P S _—Z(x,—x)
Nz
. . X
Binomial p=F
. o 1
Poisson 1 X==>X
n i=1

49.2 Momentos

El método de estimacion por Momentos se basa en el concepto de que toda distribucion puede
caracterizarse, al menos parcialmente, por sus momentos. De este modo, el método iguala
algunos momentos muestrales, calculados de acuerdo a lo visto en el Capitulo 2, con los
momentos tedricos expresados en términos de los pardmetros de una distribucién
determinada.

Por ejemplo, para el caso de una distribucion Normal, la media coincide con el parametro , y la

varianza con el parametro ¢, y por lo tanto la media muestral y la varianza muestral seran los
estimadores propuestos para estos parametros.

Si se supone que la poblacion sigue una distribucion Gamma, entonces, tenemos que:
Ex)=Z; vy var(x)=£

a2

Resolviendo estas dos ecuaciones de manera simultdnea, obtenemos que:
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[ECOT

a_ﬂ. y P Var (X)

“Var(X)'

Finalmente, remplazando los momentos teoricos por los muestrales, obtendriamos los
estimadores por momentos de los parametros:
X . X?
a=—, y ﬂ = —5

S
Con esta légica se pueden calcular los momentos de las distintas distribuciones. A continuacion,
se expone el resumen de los estimadores que se obtendrian para las poblaciones mas utilizadas
en la practica.

Poblaciéon | Parametro | Estimador Momentos
u X =£ZXi
Nz
Normal
18 —\2
P sz_—Z(x,—x)
ni=
X
Binomial p —
n
. o 13
Poisson 2 X==>X
n i=1

Al igual que en el apartado anterior, remitimos al lector a Novales (1997) o Canavos (1997) para
profundizar en el tema.

En general, resulta mucho mas util especificar un rango de valores dentro del cual puede estar
contenido el parametro poblacional a analizar. Esto nos lleva directamente a la estimacion de
Intervalos de Confianza.

4.10Intervalos de Confianza (1C)

Cuando realizamos estimaciones por intervalos, deseamos conocer un rango de valores dentro
del cual es probable que esté el pardmetro. En términos generales, si especificamos un nivel de
probabilidad (denominado nivel de confianza) con el cual deseamos realizar la estimacion, 1,
, podemos decir que buscamos dos limites de un intervalo, k v k,, tal que la probabilidad de que

la diferencia entre el estimador y el parametro esté en el rango especificado sea 1, : Es decir:
Pk, <J-—p<k,)=1-«

Por ejemplo, podemos decir para un fenémeno especifico que la probabilidad de que la diferencia
entre X y , esté entre -2y 2 es de 90 %. En este caso, tendriamos que los limites del intervalo
deseado son k,=-2 y k, =+2, y el nivel de probabilidad con que se realiza la estimacion es
1-a=0,9, porlo que @ =0,1. Es decir:

P(-2<X-u<2)=0,90

Obviamente, los limites del rango expuesto, k y k,, dependeran tanto del nivel de probabilidad

deseado como del error estandar del estadistico. Por un lado, cuanto mayor sea el error estandar,
mas amplio sera el intervalo para una misma probabilidad, y por otro, para un mismo error
estandar, mayor serd el intervalo para un mayor nivel de probabilidad.
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Sin embargo, nos interesa determinar un intervalo en el cual esté el parametro, y no solamente
especificar el intervalo de la diferencia entre éste y su estimador. Para ello, el camino logico a
seguir es remplazar el estimador por una realizacién del mismo (una estimacion) obtenida a
través de una muestra aleatoria. Manipulando la expresion anterior, podemos escribir4:

P[I-k,(0y;)<p<I -k (0y;0)|=1-a

Si remplazamos el estimador ;, por una realizacién del mismo, j, no podremos hablar méas de

probabilidad, ya que no habria mas variables aleatorias involucradas en la expresion
(recordamos que un parametro es un nimero fijo desconocido). Por lo tanto, la expresién entre
corchetes seria verdadera o falsa, lo cual podria determinarse si conociéramos el verdadero valor
de .

@

Por lo expuesto, cuando se realiza una estimacion de los limites del intervalo, hablamos de
confianza en lugar de probabilidad, y generalmente escribiremos:

Cli-k(oy;a)<p<j-k(oy;a)]=1-a

Siguiendo con el ejemplo anterior, si extraemos una muestra y obtenemos que x —10, €ntonces,
podemos decir que con un 90% de confianza la media poblacional esta entre 8 y 12:

C(-2<10-u<+2)=C(10-2< u<10+2)
=C(8<u<12)
=90%
Calcular las realizaciones de cada estimador ya es tarea corriente. Lo que necesitamos
determinar es algin método para hallar los valores de k vy k,, los cuales, conjuntamente con la
estimacién puntual, permitiran establecer el intervalo de confianza del parametro. Para ello,
recurriremos frecuentemente a las distribuciones de muestreo estudiadas en el capitulo anterior.

Antes de estudiar las técnicas de construccion de este tipo de intervalos, remarquemos
claramente qué implica un nivel de confianza dado. El IC se construye con una realizacion del
estimador, la cual depende de la muestra extraida. Es posible, y muy probable, que si tomaramos
otra muestra se obtendria otra realizacion distinta de ; vy, por lo tanto, otro intervalo distinto. El
nivel de confianza 1_, nos dice que si se extraen infinitas muestras de tamafio n y con cada
una de ellas se construye el intervalo, el 100x(1—«)% de los mismos contendra al verdadero

valor de ,.

Por ejemplo, si se extraen 1.000 muestras y con cada una de ellas se calcula el intervalo para ,,

con un 95% de confianza, esperamos que 950 de estos intervalos contengan al verdadero valor
del parametro. Lo que implica el nivel de confianza, es que “confiamos” en que nuestra muestra
particular es una de las 950 que genera un intervalo correcto (que contiene a ,), pero “no

tenemos la certeza” de ello, ya que la muestra obtenida podria ser una de las 50 que genera un
intervalo equivocado (que no contienen al verdadero valor de ,,). Nunca sabremos si el intervalo

es correcto o equivocado, a menos que conozcamos el verdadero valor ,, y en cuyo caso no
tendria sentido construir un IC.

4.10.1 Media en poblaciones normales con varianza conocida

X es un “buen” estimador de la media poblacional, en el sentido de que posee las propiedades
_ 2
deseables que se expusieron en la Seccién 8. En el capitulo anterior, vimos que X~N (u; %),

. . 2 2 . . ..
cuando se muestrean poblaciones N (,Ll,G ) 0 cuando no se conoce la distribucién pero n es lo

suficientemente grande (siendo o conocido). Por lo tanto, tenemos que:

46 Primero restamos ; en cada miembro, luego multiplicamos por —1 (recordando invertir el sentido de las
desigualdades), y finalmente reordenamos. Ademas, en la expresion dejamos claro que los limites dependen del valor
del error estandar del estadistico y de la probabilidad deseada.
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P[ZaIZ— /\/— 1a/2j:1_0‘

Donde z,,, ¥ z_,,, son los valores correspondientes a una Normal Estandar que acumulan (a

izquierda) una probabilidad de /2 y 1-a/2 , respectivamente, como puede observarse en la
figura.

Teniendo en cuenta que la Normal estandar es simétrica respecto del origen, tenemos que
z Utilizando esta relacion, y reagrupando, obtenemos que:

al2 1 al2*

1-a=P(-2_,xol\N<X-pu<z,,xol\n)
_P( X lalzxo-/\/ﬁ<—/u< X+Zla/2X0/\/_)

= P()Z—Zl_alzxalx/ﬁéluﬁ )?+Zl_a,2><0'/\/ﬁ)= -

El intervalo de confianza de un 100x(1—«a)% para la media poblacional , cuando se conoce el desvio
estandar » es:

C(7 Ziar \/— 7+21a/2%J:1_0‘

Ejemplo 26

Suponga que la estatura de los alumnos varones de la Facultad de Ciencias Economicas se distribuye
Normalmente, y se sabe que el desvio poblacional es de 15 cm. ;Cual es el intervalo de confianza que
contendréa a la verdadera media poblacional con un 99%, si se obtuvo la siguiente muestra de 20 datos?

Varones
18311821191 1,80]| 1,85
1,76 | 1,70 1,80 | 1,70 | 1,83
1,76 | 1,721 1,91 ]| 1,84 | 1,90
1,76 | 1,77 | 1,76 | 1,74 | 1,81

Si calculamos el promedio (la realizacion de X para esta muestra particular), tenemos que X =175
Teniendo en cuenta que @ =0,01 (porque 1~ — 9996 ), buscamos en la tabla Normal Estandar el valor

que acumula 1-a/2=0,995, y tenemos que z,.,, = 2,5758. Finalmente, como sabemos que n — 20

y 0=0,15, podemos construir el IC:

C(X—ZOVQ%T X + Z4 g05 \/_) 0,99
0,15 0,15
1,80-2,5758— < <L75+25758—j=C 17120< 141 <1,8848
( N T )~ C b TI20= u=18848)
=0,99
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Es decir, que con un 99% la estatura media de los varones estara entre 1,66m. y 1,84m.

El intervalo del ejemplo anterior se obtuvo a partir de una realizacién de X, y si tomaramos otra
muestra, obtendriamos posiblemente otra realizacion distinta del estimador y, por lo tanto, otro
intervalo distinto. Un nivel de confianza de, por ejemplo, un 99%, significa que si se extraen
infinitas muestras de tamafio n y con cada una de ellas se construye el intervalo, el 99% de los
mismos contendra a la verdadera media poblacional.

De este modo, si el 99% de los intervalos que se construyen contienen al verdadero valor
poblacional, de alguna manera “confiamos” en que nuestra muestra particular genera uno de
estos intervalos correctos, pero no tenemos la certeza de ello. Es decir, que nuestra muestra
particular podria ser una de las que genera el 1% de los intervalos equivocados que no contienen
al verdadero valor del parametro. Nunca lo sabremos, a menos que conozcamos el verdadero
valor del parametro y, en cuyo caso, no tendria sentido realizar inferencias.

4.10.2 Media en poblaciones normales con varianza desconocida

En la Seccidn 6, hemos visto que cuando se trabaja con una muestra aleatoria de tamafio n de
una poblacion Normal con media y varianza desconocida, la distribuciobn de muestreo de la
siguiente variable es T de Student con »_1 g.l. (grados de libertad)

X—u .
S/\/Z n—1

En base a ello, podemos expresar que:

]
I
v

M
:
15

Donde t, ., Y t son los valores correspondientes a una T de Student con n-1 g.l. que

n—11-«/2
acumulan una probabilidad de a/2 y 1-a/2 , respectivamente (ver Figura). Al igual que la
Normal Estédndar, la t de Student es simétrica respecto del origen y, por lo tanto,
t102 = 11142 - Si utilizamos esta relacion entre los valores de la distribucion de muestreo y

reagrupamos la expresion anterior, podemos obtener el intervalo aleatorio que con una
probabilidad de 1—« contiene a p:

l-a= P<_tn—1;1—a/2 xs/n<X-pu< 11 ar XS/‘/H)
= P(_X L TP XS/‘/H S-u< -X 11w XS/‘/H)

= P()? by 11 ra XSINN S < X4t 10 0 xs/\/ﬁ) =l-«a

Cuando obtenemos una muestra y, a partir de ella, una realizacion de los estadisticos X y s?,
obtenemos el Intervalo de Confianza para la media poblacional.
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El intervalo de confianza de un 100><(1—a)% para la media poblacional , cuando el desvio estandar
poblacional es desconocido es:

— S
C(X _tn—l;l—a/Z ﬁ Su

IA

_ S
X+t 1102 ﬁ) =l-a

Ejemplo 27

Supongamos que una empresa desea controlar la vida atil de cierto producto. Para ello, se extrae una
muestra de 20 artefactos y se los enciende hasta que fallen. La duracion de cada artefacto se muestra en
la tabla.

774 759 755 724
660 763 742 601
667 707 665 644
696 699 778 780
691 663 765 575

Si la distribucion de la duracion es Normal, ¢cual es el intervalo en el cual se encuentra la duracién
media con un 99% de confianza?

En primer lugar, con los datos calculamos la media muestra y el desvio muestral, los cuales son:
X =705,4 y s=60. Luego, buscamos el cuantil de la distribucién T de Student con 19 g.l que acumula
un 99,5% de probabilidad. Estos valores se justifican en que el tamafio muestrales n=20 y o =1%,
entonces, n—1=19 y 1-a/2=99,5%. Buscando en la tabla, obtenemos que t o =2,8609y, por
tanto, el intervalo de confianza deseado es:

60 60
C| 705,4-2,8609—— < 11 < 705,4+2,8609—— | = C(667,01< 11 < 743,78
[ N 1/_20] ( " )

=0,99

En palabras: con un 99% de confianza podemos decir que la duracién media de las lamparitas esta entre
666,02 y 744,78 horas.

Recordemos la interpretacion de un intervalo de confianza en el contexto del ejemplo previo: si
extraemos infinitas muestras de tamafio 20, el 99% de las mismas generard un intervalo que
contendrd a la verdadera duracion media, pero no sabemos si huestra muestra particular es una
de la que pertenece a este 99% que genera intervalos “correctos”.

4.10.3 Media en poblaciones no Normales

Por aplicacion del Teorema Central del Limite, hemos visto que cuando no se conoce la
distribucion de la poblacion, la distribucién de muestreo de X puede aproximarse mediante una
Normal cuando el tamafio muestral es suficientemente grande. De esta manera, aplicamos lo
descrito en el Apartado 4.1, y obtenemos un intervalo de confianza aproximado.

Si, ademas de no saber si la muestra proviene de una poblacién Normal, se desconoce la
varianza poblacional, la distribucién de muestreo de la variable ()?—y)/(s/\/ﬁ) puede

aproximarse mediante una distribucion T de Student. Por lo tanto, en este caso, el intervalo
aproximado se construira utilizando la técnica descrita en el apartado anterior.

4.10.4 Varianza en poblaciones Normales con media desconocida

En la Seccion 5, expusimos la distribucion de muestreo de la varianza muestral s* cuando se
trabaja con una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacibn Normal con media
desconocida. Mas precisamente, hemos expuesto que la distribucién de la siguiente variable es
Chi-cuadrado con n-1 g.l.
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(n—1)s?

~X2
-1
o2 n

Con esta informacién, podemos escribir que:

n-1)s?
P(Zr?m/z < (0'—2) < ﬂ(fl;lalzj =l-a

La distribucién Chi-cuadrado no es simétrica por lo que podremos recurrir a la simplificacion de
los apartados anteriores, y si o si deberemos conseguir dos valores de la distribucién de
muestreo. Manipulando la expresién anterior, podemos construir el intervalo aleatorio que
contiene a la varianza poblacional & con una probabilidad de 1—« .

2
P[ 1 o 1 ]:1—0:
Zn—l;l—alz (n_l)s Zn—l;a/Z

Note que en la expresion anterior el valor de la chi-cuadrado que acumula 1-a/2 qued6 a la
izquierda, y el que acumula a/2 quedd a la derecha?’. Finalmente,

2 ="
Xn11-al2 Xntal2

El intervalo de confianza de un 100><(1—a)% para la varianza poblacional ¢® cuando se muestrean
poblaciones Normales es*®:

C(Msaz swjzl—a

2 2
Xn1l-ai2 Xntial2

Ejemplo 28

Considere el Ejemplo 27 de la Seccién 10.1, donde se obtuvo un desvio muestral s=60 con una
muestra de n =20 lamparitas. ;Cudl es el intervalo que con un 95% de confianza contiene a la varianza
poblacional?

Teniendo en cuenta que el intervalo se construye para la varianza, en primer lugar, calculamos
s? =60% =3600. Luego, teniendo en cuenta el nivel de confianza del 95%, tenemos que: « = 0,05,
al2=0,025 y 1-a/2=0,975. Ademas, teniendo en cuenta que la muestra es de 20 elementos,
utilizaremos una Chi-cuadrado con 19 grados de libertad. Los valores necesarios de la Chi-cuadrado
SON: Y. 000 =8,9065 Y 1. 0475 = 32,8594 . Luego, el intervalo de confianza es:

19%3600 <o?< 19x 3600

<o’ < 2082 < o* <7681
32,8526 8,9065

Por lo tanto, podemos decir que con un 95% de confianza el desvio estandar estara entre /2028 = 45,63
y \/7681=87,64.

4.10.5 Proporcién en poblaciones Binomiales

En el Capitulo 2 se vio que cuando el parametro n es lo suficientemente grande, la distribucion
binomial podia aproximarse con la Normal. Utilizando esta propiedad, en el Capitulo 4, hemos
visto que cuando el tamafio de la muestra es grande, la distribucién de muestreo de la siguiente
variable puede aproximarse por una Normal Estandar:

47 Esto se debe aquesi a<b=1/a>1/b.
48 Utilizamos sf en lugar de s* para indicar que estamos haciendo referencia a una estimacion calculada a partir de

una muestra, es decir que sf hace referencia a una realizacion de s°.
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p—p
Jp(1=p)/n

Por lo tanto, utilizando la simetria de la distribucién Normal, podemos escribir:

~N(0; 1)

p-p
Pl -z <
1-al2 p(]__ p)/n

Manipulando el argumento de la probabilidad del miembro izquierdo, obtenemos:
l-a= P(_Zl—szZ X4/ p(l-p)/n<p-p<z ), Xy p(1- p)/n)
= P(—|T)—zlfa,2 x[p(l-p)In<-p<-p+z,,xp(l- p)/n)

= P(p_zl—aIZX\Ip(l_p)/nSpgp+zl—al2x p(l—p)/n): -

En este caso, para poder construir el intervalo de confianza estimado, debemos utilizar la
estimacion puntual P, para calcular el desvio estandar del estimador p . Es decir, debemos

remplazar P, por p en las raices cuadradas que aparecen en ambos extremos del intervalo*°.

<z ., |=l-a

El intervalo de confianza de un 100><(1—a)% para la proporcion poblacional p, cuando el tamafio de la
muestra es suficientemente grande, es:

(px Zl al2 X — I5 +Zl al2 ‘\’ J

Ejemplo 29

Suponga que, en una encuesta tomada a 500 personas, en una determinada ciudad, 350 respondieron
gue apoyan al candidato A, lo que significa que la proporcién muestral es de un 70%. Entonces, sabiendo

que Z,q5 =196 , el intervalo de 95% de confianza para la proporcion poblacional es

0,95= C(OGO 196x 070X030<p<066+l96 070X030J

=C(0,5571< p <0,6429)

Siendo el limite inferior del intervalo mayor a 0,50, el resultado de esta encuesta permite afirmar con
un 95% de confianza que el candidato A ganara las elecciones.

4.111C para comparar poblaciones

Muchas veces se desean comparar poblaciones para saber si sus medias son iguales o no. Por
ejemplo, el gobierno Nacional podria estar interesado en comparar el ingreso medio de los
habitantes de dos provincias para saber si son iguales, o si su diferencia supera una cantidad
determinada. O una empresa podria estar interesada en comprar la proporcion de articulos
defectuosos que generan dos maquinas para utilizar aquélla que tenga mejor funcionamiento.
También, puede darse el caso en que se desee comparar la variabilidad de cierta caracteristica,
y el interés recaeria en las varianzas.

Estas ideas nos llevan, directamente, a la construccion de intervalos de confianza para la
“diferencia de medias”, la “diferencia de proporciones” y el “cociente de varianza”

49 Al igual que con la varianza, utilizamos un subindice X para indicar que se trata de una realizacion de P .
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4.11.1 Diferencia de medias

En primer lugar, debemos establecer la distribucién de muestreo de la diferencia de medias
muestrales.

Sean {X;;X,;..;X,} ¥y {Y;Y;...;Y,} dos muestras aleatorias de tamafios n y m, respectivamente,
provenientes de dos poblaciones Normales independientes con medias x4, y 4, , y varianzas o2 y oy .
Entonces:
X —¥) = (ux — )
ox* 4 ov?
n m

~N(0; 1)

Sobre la base de la distribucion de muestreo expuesta, podemos construir el Intervalo de
Confianza correspondiente. Sabemos, entonces, que:

P Ly g2 < ()Z_Y_)_(,Ux _IUY)
\/Giﬁ?
n m

Reagrupando la expresion anterior, tenemos que:

2 2 2 2
P (X-Y)-2_,, %+%S(#x —, ) <(X=Y)+2,, GTX+G—H: =l-a

Finalmente, una vez que se obtienen las dos muestras, se pueden obtener las estimaciones de
X e Y , ycon ellas estimar el intervalo.

El intervalo de confianza de un 100x(1—«)% para la diferencia de medias, 24, — 14 , cuando se muestrean

dos poblaciones Normales con varianzas conocidas o7 y oy es:

2 2 2 2
oy O oy O

Cl|X=V—27_ o) X+ <y — gty SX=V+2__ 0|2+ |=1-
a2y m x — My a2\ " m

Ejemplo 30

Considere el Ejemplo 26 de la Seccion 10.1 donde se construyd el IC para | media de estaturas de
varones (en metros) con 20 datos (ver tabla) de VVarones.

Mujeres
164 1,71) 166|176 [ 1,75
162 163) 1,63 1,62 1,87
166 165) 164|161 1,83
1,83 163) 1,81 ] 1,70 [ 1,63
159 153)1,81] 1,77 (183
1,66 | 1,68 ) 1,78 | 1,58 [ 1,76

Varones
183)182]191]180] 1,85
1,76 1 1,70 1,80 1,70 | 1,83
1,76 1 1,721 1,91 | 1,84 | 1,90
1,76 | 1,77 | 1,76 | 1,74 | 1,81
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Supongamos que se extrae una muestra con 30 datos de mujeres (ver tabla). Si la distribucion de
estaturas de mujeres es Normal con desvio estandar de 10cm (o0 0,10 m). e independiente de las estaturas
de varones, ¢cual es el IC al 99% para la diferencia de las medias?

El intervalo a construir es:

2 2 2 2

o oy Oy o oy  Opn
ClV—M—Zy 05, [+ <ty — phyy SV—M+Zy g5 [—+—2 |=0,99

nV nM r.]V r]M

Para calcular los valores, en primer lugar, sabemos que en una Normal Estandar z, . =2,5758. Luego,
con la informacién del ejemplo tenemos que:

2 2 2 2
%N Om :\/0’£+£ ~0,038188
n, n, V20 30

Remplazando en la expresion anterior, tenemos que:
0,99=C[1,80-1,70-2,5759x0,038188 < 1, — 44, <1,80-1,70+2,5759x0,038188]
=C [0, 0042 < 14, — 14, <0, 2009]
Por lo tanto, en base a esta muestra, al ser el limite inferior de intervalo superior a cero, podemos decir

con un 99% de confianza que la estatura media de los varones es superior a la estatura media de las
mujeres.

En el caso en que las varianzas de las dos poblaciones sean desconocidas pero iguales (o pueda
suponerse su igualdad), entonces, debera utilizarse la distribuciéon T de Student con n+m-2 g.l.
Para estimar la varianza comun se usa el siguiente estadistico:

(15 +(m-0g
B n+m-2

p

Sean {X;;X,..X,} ¥y {Yi;Y,;...0Y,

m

} dos muestras aleatorias de tamafios N y m, respectivamente,

provenientes de dos poblaciones Normales independientes con medias g, Yy g , Y varianzas
desconocidas pero iguales. Entonces:

()? - 7) = (ux — Hy)

1 1 ~thtm—-2
Sp ’ﬁ + ﬁ
El IC para la diferencia de medias seré:

- = ,l 1 - 1 1
C|:X_y_tn+m2;la/2><sp E+Eslux _:uYSX_y'I'thrm—Z:l—a/ZXSp H+Ej|=1_a
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Ejemplo 31
Consideremos el ejemplo anterior, y supongamos que se desconocen las varianzas poblacionales, pero
pueden suponerse iguales. Para construir el intervalo, primero buscamos el valor ty, ,, ;.45 =2,6822.

Luego, estimamos la varianza comdn s:

¢ _ (N —1)s +(ny ~)s,,
p n,+n, -2
— 2 - 2
(20 1)x0,gg4+3+0(3f2’ 1)x0,09° | s, =0,0804
— 0,006464

Remplazando en la expresion del intervalo, tenemos que:
0,99=C[1,80-1,70-2,6822x0,0804 < 11, — 11, <1,80-1,70+2,6822x0,0804]
=C [—0,11313 Ly — iy <0, 3182]

Vemos que, en este caso, al incluir valores negativos el intervalo, no se puede asegurar que la estatura
media de los varones sea mayor a la estatura media de las mujeres. Por lo tanto, la afirmacion del
ejemplo anterior estaba basada exclusivamente en los supuestos respecto de las varianzas poblacionales.

4.11.2 Diferencia de proporciones

Al igual que cuando se trabaja con una Unica poblacion, para estimar la diferencia de
proporciones se utiliza la aproximacién Normal.

Sean {A;A;..;A} Y {B;B,;..;B,} dos muestras aleatorias de tamafios N y m, respectivamente,
provenientes de dos poblaciones Bernoulli con pardmetros p, y pg.Sean X e Y la cantidad de éxitos en

cada una de ellas (es decir, X = ZLA yY= Zim:lB, ). Entonces, aproximadamente, tenemos que:

(% - %) — (pa—ps)
\/PA(l —Pa) + pe(1 —pp)

~N(0; 1)

n m

Con esta distribucién de muestreo, es inmediata la construcciéon del intervalo de confianza.

El intervalo de confianza para la diferencia de proporciones es:

C[x/n—y/m—zH,2 XSyop S Pa—Pg<XIN—y/M+2z, xS,

]zl—&

donde para el célculo del desvio estdndar se remplaza la proporcion de cada poblacion por sus respectivas
medidas muestrales (P, = x/n y p; =y/m), obteniendo:

S =

n® m®

Ejemplo 32

Consideremos el ejemplo de la Seccién 10.5. Supongamos que en otra ciudad se encuesta a 300
personas, y resulta que 150 est&n a favor del candidato A. ¢Cudl es el IC al 95% para la diferencia entre
las proporciones de ambas ciudades?

Primero, recordemos que en el ejemplo mencionado se obtuvo que 350 personas estaban a favor de A,
sobre una muestra de 500: x =350 y n=500 (x/n=0,6). A su vez, con los datos aqui presentados,
tenemos que y=150 y m=300 (y/m=0,5). Con esta informacién, podemos calcular el desvio
estandar:
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prop 3 3

S =

n m
_ Jsooxfoo +150x1350 ~ 0,03624
500 300

Finalmente, sabiendo que z,4,; =1,96 , podemos construir el intervalo:

0,95=C[0,6-0,5-1,96x0,03624 < p, - p, < 0,6+0,5+1,96x0,03624]
=C[0,0290 < p, - p, < 0,1710]

Por lo tanto, en base a las muestras, con un 95% de confianza podemos afirmar que la diferencia entre
la proporcién de personas favorables al candidato A en las ciudades 1 y 2, esta entre el 14,18% vy el
25,82%. Esto evidencia el mayor apoyo en la ciudad 1, ya que el intervalo de la diferencia de
proporciones no incluye al cero, por lo que, mas alla de cual sea la diferencia, podemos afirmar con un
95% de confianza que p, > p, . Esta conclusion podria llevar al candidato a intensificar la campafia

electoral en la ciudad 2 para lograr mayor apoyo.

En el capitulo siguiente se veran técnicas para comparar proporciones. Mas precisamente, realizar un
testeo para saber si una de las proporciones es superior a la otra.

4.11.3 Cociente de varianzas

En la Seccién 5.2 del Capitulo 4, hemos visto que cuando se muestrean dos poblaciones
Normales con medias desconocidas, se verifica que:

2 2
Sx /O-x
2 2
sy /oy
Al igual que en los apartados anteriores, una vez conocida la distribucién de muestreo, la

construccion del intervalo es directa. En este caso, por no ser simétrica la distribucién tenemos
que:

~Fn—1,m-1)

si /o4
P[F(”‘lim—l) iz # < F(n—l;m—l);l—alzj =l-a
Y

Si se reagrupa la expresion anterior y se realizan las estimaciones correspondientes de los
estadisticos S. y s., obtenemos el IC para el cociente de varianzas:

Si se toman dos muestras aleatorias, {X; X,;..;X,} ¥ {Y;;Y,;...;Y,,} , de dos poblaciones Normales con
medias desconocidas, entonces el Intervalo de Confianza de un 100><(1—a)% es

2 2 2

Cl——"——X< <
(s\%':(nl;ml);la/Z O-‘? S‘?F(nflszl):alz

Ejemplo 33

En los Ejemplos 7 y 8 de este capitulo, se analiz6 la duracion de las lamparitas producidas por una
determinada empresa. Supongamos que la empresa esta analizando la posibilidad de adquirir una nueva
maquina, y le interesa especialmente que la duracién de los productos sea mas estable (es decir, que la
varianza de la duracion sea menor). Para decidir respecto de la compra, se toma una muestra de la
produccion de la nueva maquina. Las duraciones de las lamparitas se observan en la tabla, siendo la

varianza muestral calculada con estas observaciones: s> =1871.

681 688 655 771 670
674 635 657 694 619
662 782 751 650 684
700 720 757 614 678
679 706 705 682 663

156




A su vez, recordagios de los ejemplos anteriores que con la muestra de la produccion actual se obtuvo
. Sy =
una varianza de %

Para realizar la comparacion de la variabilidad de los dos métodos de produccion se decide construir el
intervalo para el cociente de varianzas con un 98% de confianza. Para determinar los limites, ya tenemos
calculadas las varianzas muestrales, y nos resta determinar los valores de la variable F con 19y 24 g.l.
(ya que la primera muestra era de tamafio 20 y la segunda de tamafio 25).

0,008 4

o
0,004 4 %

0,003 4

0,002 4
0,342

2,762
0,001 4

a

0 0,5 1 15 2 25 3 38

Entonces, buscamos los cuantiles que acumulan 99% y 1%, de manera que en el centro quede el 98%

deseado (ver figura): Fug,, 00 =2,762 Y Figpp.00 =0,342 . Finalmente, utilizando la férmula

expuesta calculamos el intervalo:

2
0,98=C 3600 < G_é < 3600
1871x2,762 o, 1871x0,342

2
= C(O, 697 < X <5, 629)
Oy

Para asegurar que la nueva maquina es menos variable que la actual, el intervalo deberia encontrarse
totalmente a la derecha del nimero uno (el limite inferior deberia ser mayor a 1), ya que ello implicaria
que la varianza actual es mayor que la nueva:

2 2
o 1o »
= = I<=% = o; <oy
Oy Oy

1<LI <

Como el intervalo calculado con un 98% incluye al uno, no podemos asegurar que la varianza del
procedimiento actual sea mayor a la varianza de la nueva maquina.

4.12Tamano Muestral y poblaciones Finitas

En este capitulo, hemos visto que el error estandar de la media muestral decrece a medida que
el tamafio muestral aumenta, lo cual puede apreciarse claramente en su féormula de calculo:
Og =O'/«/ﬁ. Por lo tanto, al aumentar el tamafio muestral, es mas probable que una realizacién
de la media muestral se encuentre mas proxima a la media poblacional. Se podria decir que

aumenta la “precision” de X cuando aumenta n. Ademas, también hemos mencionado que la
reduccioén del error estandar es decreciente, ya que el mismo varia inversamente con la raiz
cuadrada de n. Por ejemplo, si tenemos un desvio de 5000 y un tamafio muestral de 40 (como

en el Ejemplo 14). Si aumentamos 10 veces n, de 40 a 400, el error estandar de X se reduce
a poco menos de un tercio del valor original, ya que:

Og o =5000/J40=T79057; 'y 0y, =5000/4/400 =250

Por lo tanto, hay que ver si vale la pena aumentar el tamafio muestral, ya que se debe evaluar
tanto el beneficio que produce la muestra mayor, como el costo que implicaria recolectarla.

La formula de calculo utilizada hasta aqui para el error estdndar de la media muestral, Oy = 0/\5
, se refiere a los casos en que se muestrean poblaciones infinitas, o cuando se toman muestras
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con reposicion. Cuando se toman muestras sin reposicion de poblaciones finitas se debe corregir
el error estandar®°.

Cuando se trabaja con una poblacion finita, y se realiza un muestreo sin reposicion, entonces el error
estandar de X para poblaciones finitas, o __, es:
X;PF

o =9 ,N—n_(y ,N—n
X;PF \/ﬁ N —1 XN -1

donde n y N, son el tamafio muestral y poblacional, respectivamente.

El factor que se multiplicaa o, se denomina multiplicador de poblacion finita:

N —n
N -1

Recordemos que cuando se trabajaba con la distribucion del estadistico p, el desvio muestral

era ,/p(p—l)/«/ﬁ. Por lo tanto, el error estandar de p para poblaciones finitas es:

_/p(p-1) [N-n
T TN \N-L

Considerando el Ejemplo 15 de la Seccién 4, supongamos que la produccion diaria es de 1000 articulos.
Si se toma una muestra de 100 elementos, entonces:

0,10x0,90 [1000-100
Oppr =
100 1000-1
=0,03x0,9492
=0,0285

Ejemplo 34

Vemos que este desvio es ligeramente menor al del ejemplo mencionado, el cual era de &, =0,03,

correspondiente al primer factor del célculo previo. De este modo, la probabilidad de que haya menos
de un 6% de articulos defectuosos es:

P(p<0,06)= p(ﬁ— P_ 0,06—0,10J

ouee  0,0285
= P(Z < -1,4047)
=~ 0,0801

Vemos que la probabilidad del ejemplo anterior (9,12%) se reduce en mas de un 1% debido al efecto
del multiplicador, alcanzando solamente un 8%.

Notemos que si el tamafio poblacional es muy grande en relaciéon al tamafio muestral, el
multiplicador se aproxima a uno, por lo que no resulta necesario realizar la correccién. En
general, si la muestra es menor al 5% de la poblacién (es decir, si n/N <0,05)5!, entonces no

resulta necesario utilizar el multiplicador. Ademas, en el calculo de -, _ aparece Jn dividiendo,

.
por lo que el tamafio muestral en términos absolutos es el que disminuye el error estandar, sin
importar qué porcentaje de la poblacion represente.

Ejemplo 35

En el ejemplo anterior supusimos que la produccion diaria (la “poblacion”) era de 1000 articulos. Si la
produccion fuera de 5000 articulos, el multiplicador seria muy cercano a 1:

50 Para una justificacion de esta correccion, véase el Capitulo 11 de Novales Cinca (1997).
51 Algunos autores denominan “fraccion de muestreo™ al cociente n/ N -
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’5000—100 ~0.99
5000-1

El desvio corregido seria o, =0,03x0,99=0,0297, muy cercano al del desvio para poblaciones

P
infinitas, el cual era de 0,3. En este caso, n/N =100/5000=0,02, por lo que podria no utilizarse el
factor de correccion.

Cuando se toma una muestra de un tamafio determinado y se estima el intervalo de confianza,
la precision de la estimacion esta relacionada con la amplitud del intervalo, y es incierta a priori.
En ocasiones, se desea obtener cierto grado de precision, y se calcula cudl es el tamafio muestral
necesario para ello. Es decir, primero se fija el nivel de precisién deseado, y luego, en base el
mismo, se calcula el tamafio muestral necesario para lograrlo.

Para determinar el tamafio muestral necesario para que el error sea inferior a ¢, se utiliza el
teorema de Chebyshev®2.

Sea X una variable aleatoria con E(X)=ux y Var(X)=o", ambos finitos. Entonces, para cualquier
k>1 se verifica que:

P(|X -4 <ko)=1-1/K?

Este teorema puede aplicarse de manera general a cualquier distribucion de probabilidades para
determinar el tamafio muestral necesario para que la estimacién tenga una precision
determinada.

Ejemplo 36

Supongamos que deseamos estimar el ingreso medio de una poblacion determinada con una precision
de 200, y sabemos que la varianza es o* =90000 (el desvio correspondiente es o =300 ). Ademas,
gueremos que nuestra estimacion tenga por lo menos un 99% de confianza. ;Cudl es el tamafio muestra
necesario cumplir con los requisitos?

De acuerdo con el teorema anterior, tenemos que para cualquier variable:
P(|X -4 <ko)>1-1/K’

E este caso, deseamos estimar la media poblacional, por lo que nuestra variable de interés sera su mejor
estimador: X, . El desvio estandar de la media muestral es o //n . Por lo tanto, en este caso particular
tendremos que:

pU)zn _ﬂ|gk%)21—1/k2 @)

Como deseamos que el nivel de confianza supere el 99%, igualamos este valor al miembro derecho de
la desigualdad anterior, obteniendo:
0,99=1-1/k* =k=10

Luego, como queremos que la precision sea de 200, debemos lograr que la distancia entre el estimador
y el pardmetro sea menor a dicho valor. Utilizando la expresién (1), sabemos que dicha distancia esta

dada por ko /+/n , por lo tanto:
ko /\/n =200
Por Gltimo, como conocemos que k =10 y & =300 , podemos despejar N :

1030 200 = Jn=10x0 -

dn 200

5 = n=225

52 En el Capitulo 3, Seccidn 2.5, se expuso la regla de Bienaymé-Chebyshev, referida al analisis de datos. Aqui veremos
un teorema relacionado con variables aleatorias. El lector podra observar la analogia entre ambos.
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Finalmente, podemos afirmar que si sabemos que el desvio estandar es 300 y que deseamos un nivel de
confianza de por lo menos el 99%, debemos extraer una muestra de tamafio 225.

El ejemplo anterior puede generalizarse para cualquier distribucion.

Si deseamos una confianza del 100x(1-@)%, entonces a=1/k? y, por lo tanto, k =1/+/a .

Ademas, si queremos que la diferencia entre X y x seamenora ¢, tenemos que & =kxa//n
. Reemplazando en esta Ultima expresion el valor de k recién hallado, se obtiene que

e=olna . Finalmente, despejando n de la ecuacién anterior obtenemos que el tamafio
muestral necesario.

Cuando la varianza poblacional, &, es conocida y se desea estimar la media poblacional con una precision
de ¢ y una confianza de al menos 100><(1—a)% , el tamafio muestral necesario es:

0_2

nPobI.desc. = 2
& Xa

El teorema de Chebyshev establece una desigualdad para el caso en que se desconozca la
distribuciéon de probabilidades de la variable aleatoria y, a través del mismo, se establece el
tamafio necesario para obtener un nivel de confianza igual o superior al deseado. En caso de
que la distribucion sea conocida, no sera necesario recurrir al teorema, y se podra establecer de
manera exacta el tamafio muestral.

Ejemplo 37

Consideremos el ejemplo anterior, pero supongamos que la distribucion del ingreso es Normal. En este
caso, sabemos que el valor de una Normal Estandar que acumula 1—c/2=0,995 es Z, s =2,5758 y,

por lo tanto:

P(—2,5758 <Kot 2,5758} -0,99

G/'\/ﬁ h
Re-expresando la ecuacion anterior se obtiene:

P(|X, ] <2.5758x /) =0,99

Finalmente, sabiendo que o =300 y que se desea una precision de 200, tenemos que:

2,5758x300/+/n =200 = +/n =2,5758x300/200 = 3,8637
—n=14,9285

Redondeando hacia arriba el valor hallado (para garantizar el nivel de confianza deseado), obtenemos
que debiera observarse el ingreso de 15 individuos para que, con un 99% de confianza, la media muestral
no difiera de la media poblacional en més de 200 (sabiendo que la varianza poblacional es 300).

El ejemplo puede generalizarse facilmente. Si se posee una poblacion Normal, se sabe que:

X —
P[_Zlalz < Gn/—\/%l < Zla/Z] =l-a

Lo cual puede expresarse como:
P(|)zn —y| <z . xo-/\/ﬁ) =l-a

Luego, igualando el nivel de error maximo permitido a la diferencia que hay entre la media
poblacional y la muestral, podemos obtener el tamafio muestral necesario. Es decir, que debe
despejarse n de la siguiente ecuacion:

e=17_,,xoln
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Cuando se desea estimar la media de una poblacion Normal con varianza o (conocida) con una precision
de & yuna confianza de 100><(1—a)% , el tamafio muestral necesario es:

2
n _ ( Zl—a/Z X O‘)
Normal —
&

En el ejemplo anterior, teniamos que Z;4; =2,5758, £=200 y o =300 . Por lo tanto, utilizando
directamente la formula expuesta, podemos obtener que el tamafio muestral necesario es:
n =(2,5758x300/200)" ~14,9285 .

Cuando se estima la proporcién poblacional, tal como se vio en la Seccion 4.5, suele utilizarse la
aproximacioén Normal para la poblacion Binomial. En este caso, el estimador a utilizar para
realizar inferencias es la proporcién muestral p= X/n , cuyo desvio estandar es «/ p(l— p)/n .
En la mencionada seccion, se vio que:

pl.; < P=P —1-g

1-al2 —

Esta expresion puede presentarse como:

P(|ﬁ— p<z_., xqu(l— p)/n):l—a

Finalmente, procediendo de manera analoga al caso anterior en que estimabamos la media
poblacional, tenemos que despejar n de la siguiente ecuacion:

=2 ,,%(P(1=p)/n

Sin embargo, en este caso, generalmente desconocemos la varianza poblacional, ya que se
desconoce el valor de p. Por ello, para asegurarnos el nivel de confianza deseado, suele

utilizarse el valor del pardmetro que maximiza el desvio estandar, es decir, que hacemos p=1/2
en la expresion anterior, obteniendo: £ =2, ,,x~1/4/n.

Cuando se desea estimar la proporcién poblacional con una precision de ¢ y una confianza de
100><(1—a)%, el tamafio muestral necesario es:

&

2
nProporcion = (MJ X p(l_ p)

Si no se cuenta con ninguna informacion relacionada con el posible valor de p, éste se remplaza por
p=1/2 en la expresion anterior.

Ejemplo 38

Supongamos que un fabricante necesita controlar la calidad de sus productos y desea estimar la
proporcién de articulos defectuosos con una precision del 95% y una precision del 5%. Si desconoce la
proporcion de articulos fallados ¢cuél seria el tamafio muestral necesario? ;Cual seria el tamafio
muestral si a priori el fabricante estima que hay un 10% de articulos defectuosos?

La precision es ¢ =0,05 y el nivel de confianza del 95% implica un valor de z;4,; =1,9600.

Para la primera pregunta, al desconocer la proporcién poblacional, utilizamos p=1/2, y obtenemos
que:

2
n= 19 x0,5° = 384,15
0,05

Por lo tanto, para cumplir con los requisitos se deberian analizar 385 articulos.
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En el segundo caso, si se estima a priori que la proporcion de articulos defectuosos es del 10%, se
obtiene que:

2
n= 196 x0,1x0,9=138,29
0,05

Es decir, que en este caso la muestra necesaria seria de solamente 139 articulos.

Légicamente, en el Ultimo caso del ejemplo anterior, después del proceso de muestreo y
estimacién habra que testear si la creencia a priori es justificada y coherente con lo observado
en la muestra. Este tema seréa estudiado en el capitulo siguiente.

4.13 Apendice: Demostraciones

Esperanza y varianza de la media muestral

La media muestral es:

X==(X,+X,+..+X,)

Donde las Xi son variables aleatorias iid, con media / y varianza * cada una.

Si calculamos la esperanza, tenemos que:
- 1
E(X)=E|=(X +X,+..+X,)
n

=1E(x1+xz+...+xn)
n

:%[E(Xl)+E(X2)+...+E(Xn)]

1
=—| g+p+..+tu
n %f_/

n veces

nu

En el primer paso, hemos utilizado la propiedad “la esperanza de una constante por una variable aleatoria,
es la constante por la esperanza de la variable”. En el segundo paso, se utilizé “la esperanza de una suma
de variables aleatorias es la suma de las esperanzas”. Y en el tercer paso se utilizo que las variables tienen
idéntica distribucion, cada una con esperanza /.

Si calculamos la varianza, tenemos que:
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Var(i)=VarF(xl+x2 +ot xn)}
n

:niZVar(X1+X2+...+ X.)
S

= —[Var(X,)+Var(X,)+..+Var(X )]

1
==|o'+o’ +.+0
%/—J
n n veces

2
=oc°/n

En el primer paso hemos utilizado la propiedad “la varianza de una constante por una variable aleatoria, es
la constante elevada al cuadrado por la varianza de la variable”. En el segundo paso, se utilizo “la varianza
de una suma de variables aleatorias independientes es la suma de las varianzas”. Y en el tercer paso se
utilizé que las variables tienen idéntica distribucion, cada una con varianza o* . Nétese la importancia que
tiene la independencia de las variables en este caso.

Distribucion t de Student: X =4

s/\n

(1) Enlaseccion 3.2, se vio que cuando se muestrea una poblacion Normal, la distribucion Y =

X —u

oln

es Normal Estandar.

(2) Enlaseccion 5.1 vimos que w = (n-1)s*/o? tiene una distribucién Chi-cuadrado con N—1 g.I.

(3) Sidividimos a la variable W por sus grados de libertad y luego le tomamos raiz cuadrada, obtenemos
una variable que es una “la raiz cuadrada de una Chi-cuadrado dividida por sus grados de libertad”:

(4) Si dividimos la variable y de (1), por la variable obtenida en (3), habremos dividido una Normal
Estandar por la raiz de una Chi-cuadrado dividida por sus grados de libertad, la cual, segin el teorema
del final de la seccion 6.1, sigue una distribucién t de student, cuyos grados de libertad se corresponden

con los de la Chi-cuadrado, que en este caso son N—1:

X—u
oY ___onn Xk,
W s/o s/yn !

g.L.(w)
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Al final de la Seccién 2.1 se afirmé que:

La proporcidn muestral es un estimador insesgado de la proporcion poblacional:

oX
P=

El hecho de que sea insesgado quiere decir que E(r)) = p y es lo que se demostrara a
continuacion.

Sea {B;B,;...;B,} una muestra aleatoria de variables Bernoulli iid. Es decir, que cada una de
ellas puede tomar el valor 1 con probabilidad p y el valor 0 con probabilidad 1— p . Por lo tanto,
la esperanza de cada una de ellas es:

E(B)=1xp+0x(1-p)=p

Si X es la cantidad de “éxitos” de la muestra, tenemos que X =B, +B, +...+B, . Al tomar
esperanza a esta variable obtenemos:

E(X)=E(B,+B,+..+B,)
=E(B,)+E(B,)+..+E(B,)
=p+p+.+p

n veces

=Nnxp

Finalmente, utilizando esta expresion podemos calcular la esperanza de p, y observar que

efectivamente coincide con el parametro p:

E(p)=

m
VR
S| %<
N—

‘La estimacidn es una de las aplicaciones mas importantes de la estadistica moderna. Si se
detiene a pensar un poco, todo el mundo realiza, permanentemente, estimaciones. Por ejemplo,
alguien que vive en Olivos y tiene una reunion en el centro, saldra una hora antes porque “estima”
que tardara ese tiempo en llegar; si esta por ir al supermercado a realizar una compra y toma
$100, estima que gastara esa suma 0 menos; un gerente que contrata un nuevo empleado estima
que los beneficios que aportard a la empresa serdn mayores que el costo salarial del mismo;
cuando el jefe de un departamento realiza un presupuesto estima que su sector gastara ese
dinero en el afio proximo; etc. Como se dara cuenta, podemos escribir paginas completas de las
estimaciones que uno realiza diariamente casi sin darse cuenta. Ademas, decimos que todas
estas son estimaciones porque “a seguro lo llevaron preso”3: si hay problemas de transito
demorara mas de una hora en ir desde Olivos hasta el centro; si encuentra una oferta muy buena
quizas desee gastar méas de $100 en el supermercado; si la seleccién no fue buena el empleado
podria traer mas dolores de cabeza que beneficios; por diversos motivos podria gastarse mas
que lo presupuestado (inflacién, crecimiento de la empresa o del departamento, etc.); etc.
Podemos ver, en estos casos, la importancia de que las estimaciones sean buenas, dependiendo
del contexto: si demora mas de una hora podria llegar tarde a la funcion de teatro; si llevo solo
$100 podria perderse la oferta; si seleccioné mal al empleado perjudicaria a toda la empresa; si
el jefe presupuesté mal y no hay flexibilidad, podria dejar a su sector sin recursos; etc.

53 Dicho popular que indica que no hay nada seguro y, por lo tanto, siempre hay que tomar ciertos recaudos.
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En algunos casos de los mencionados anteriormente, las estimaciones se realizan intuitivamente
(“a 0jo” o mediante el método de los “cinco dedos oscilantes”). Sin embargo, en otros casos, se
requiere de un mayor analisis y rigurosidad cientifica. Es en estos casos donde la “Inferencia
Estadistica” juega su rol fundamental. Si bien ya hemos definido a esta rama de la estadistica,
repasaremos brevemente sus caracteristicas. La Estadistica Inferencial es la rama que utiliza
conceptos relacionados con la Teoria de la Probabilidad para la toma de decisiones en
situaciones de incertidumbre. Las dos principales aristas de esta rama son la Estimacion, que se
tratara en este capitulo, y las Pruebas de Hipotesis, que seran analizadas en el capitulo siguiente.

En otras palabras, podemos decir que la estadistica aplicada pretende realizar afirmaciones o
sacar conclusiones en relacion a ciertas caracteristicas de una poblacion determinada sobre la
base de observaciones realizadas en una muestra de la misma y que este proceso se determina
“Inferencia Estadistica”. Por ejemplo, en los siguientes, casos se requiere el analisis de muestras
para inferir comportamientos relacionados a las poblaciones:

— En algunos procesos de control de calidad, las pruebas que se realizan implican la utilizacién
del producto hasta que deje de funcionar. En estos casos, no se analiza toda la produccion
jporgue no quedaria hada para vender!

— Enlos analisis de mercado no se encuesta a toda la poblacion, porque ello requeriria un gasto
demasiado elevado no justificado.

En este capitulo, analizaremos la manera de estimar el valor de alguna caracteristica poblacional
mediante el analisis de una muestra. Por ejemplo,

— Mediante el estudio de 100 lamparitas (una muestra), se tratara de estimar la duracién media
de toda la produccion.

— Através de la consulta a 200 personas, se tratara de determinar las preferencias de todos los
consumidores de una region.

Como se trabaja con muestras, habrd que determinar el nivel de riesgo que poseen las
conclusiones que se obtengan, ya que si no se analiza la poblacion completa no se puede tener
certeza en relacion a sus caracteristicas. Los métodos de estimacion y la determinacion del nivel
de riesgo son analizados a continuacion.
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En general, en casi todas las disciplinas, los investigadores formulan hipotesis referidas al
comportamiento de los problemas que estan estudiando y luego, a través de experimentos, tratan
de comprobar si sus hipétesis son correctas. Sobre esta idea se apoyan las Pruebas de Hipétesis
Estadisticas.

Cuando se desea hacer una prueba para validar una Hipotesis Estadistica se debe trabajar con
muestras aleatorias (ver Capitulo 4). La informacién suministrada por la muestra puede rechazar
la hipétesis formulada o no rechazarla®®. La decisién en relacién a si los datos apoyan o no la
hip6tesis formulada, se toma con bases probabilisticas (Canavos, 1997).

El testeo que se realiza, en general, tiene que ver con parametros relacionados con la poblacion
bajo estudio o con caracteristicas numéricas descriptivas de la misma.

Consideremos algunos ejemplos para clarificar el concepto:

—El responsable de produccion de una empresa puede estar interesado en saber si el promedio
de tiempo que demora un producto en la linea de montaje es de 15 minutos. En este caso, la
hipétesis que se desea probar o testear es que “el tiempo promedio es 15 minutos”.

— A una fundacion de salud que estudia las causas del cancer pulmonar puede interesarle testear
si la proporcion de fumadores es de del 50%. En este caso la hipdtesis seria “la proporcion de
fumadores es 50%".

— El responsable de control de calidad de una fabrica podria testear si la cantidad de articulos
defectuosos en un dia de produccion es como maximo 50 6 si la proporcién de articulos
defectuosos es inferior al 10%. Las hipodtesis serian “la cantidad promedio de articulos
defectuosos es inferior o igual a 50” 6 “la proporcién de articulos defectuosos es menor o igual
a 0,10".

En estos ejemplos se han enunciado hipétesis “en palabras”. En la seccion siguiente, se
expondra la manera de formularla en términos estadisticos.

A continuacion, se exponen algunos conceptos generales relacionados con el testeo de
hipétesis, luego se desarrolla la metodologia para poner en practica las pruebas en distintos
casos.

5.1 Conceptos Generales del Testeo de Hipotesis

Las pruebas de hipétesis se realizan para testear si una creencia que se tiene respecto de algun
parametro poblacional tiene sustento en base a datos muestrales. A continuacién, se presenta
la manera en que se formulan las hipétesis en términos estadisticos y luego, se presentan los
conceptos basicos sobre los cuales se basan las técnicas de testeo que se describen en las
secciones posteriores.

5.1.1 Formulacién de las Hipdtesis Nula y Alternativa

La hipétesis que se formula y que se cree verdadera a priori es la que se desea testear. Esta se
denomina Hipd6tesis Nula y se denota por H, . Las hip6tesis nulas de los ejemplos mencionados

al inicio del capitulo son:
—Encargado de produccion: H, : ¢ =15min.
— Fundacion que estudia el cancer pulmonar: H,: p=0,50

—Responsable de Control de Calidad: H,: x <50 6 Hy:p < 0,10

Para rechazar o no la hip6tesis nula, se deberan utilizar estimaciones de la caracteristica a
testear obtenidas de una muestra. Cabe destacar aqui que el interés no recae directamente en
la estimacion del parametro (la media o la proporcién en los ejemplos mencionados), sino que
habiendo realizado una hipétesis sobre el valor del parametro se desea comprobar la validez de
la misma.

54 Hemos expresado intencionalmente “no rechazar” en lugar de “aceptar”. El motivo quedaré claro mds adelante.
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La decision respecto del rechazo o no de la Hipotesis Nula se realiza sobre la base del valor de
la estimacion del parametro de interés obtenida con la muestra aleatoria.

El estimador de la media poblacional es X y el de la proporcion es p (ver Capitulo 6). Siguiendo
con los ejemplos mencionados:

—Si el valor particular X obtenido con una muestra es “muy lejano” a 15min., entonces, se
debera rechazar la hipétesis realizada y considerar que el tiempo promedio de armado no es
igual al valor supuesto.

— Si la proporcion de fumadores de la muestra es “muy distinto” del 50%, debera rechazarse la
hipétesis nula.

—Si el promedio muestral de articulos defectuosos es “muy superior” a 50 se rechazara la
hipétesis nula. La segunda hip6tesis se rechazaria si la proporcion muestral de articulos
defectuosos es “muy superior” a 0,10.

Como habra notado, en los parrafos previos se hace hincapié en la evidencia muestral para
rechazar la hip6tesis. En este aspecto resulta interesante la analogia con el principio judicial de
que una persona acusada de un delito “es inocente hasta que se pruebe lo contrario”. En este
caso, la evidencia en el juicio debe ser contundente para estar seguros de que no se esta
culpando a alguien inocente, ya que se considera mas grave condenar a alguien inocente que
dejar libre a alguien culpable. Podemos decir que la justicia se basa en la hip6tesis nula de que
el acusado es inocente, y testea dicha hipétesis para comprobar la culpabilidad. De esta manera,
por mas que haya indicios de culpabilidad, las pruebas tienen que ser determinantes para
condenar al acusado.

En el caso de las hip6tesis estadisticas, se deben hallar pruebas suficientes para asegurar que
la Hipotesis Nula es falsa (culpable). En caso contrario, no podremos “condenarla” por ser falsa,
por mas que haya indicios de su falsedad. Por ello, al inicio del capitulo y en lo que sigue,
utilizamos la expresion “no se rechaza” la hipétesis nula, en lugar de “se acepta”. No podemos
decir que es culpable en base a la evidencia, pero tampoco podemos afirmar que es inocente.

En base a lo mencionado, queda claro el porqué se expresé que la caracteristica muestral
observada debe estar “muy lejos” de valor hipotético para rechazar la hipétesis nula: las pruebas
deben ser contundentes. Si no podemos rechazar las hipétesis nulas, tampoco podemos afirmar
con certeza que la misma sea cierta, simplemente no podemos afirmar que es falsa.

Para rechazar o no la Hip6tesis Nula, debe crearse una regla de decisiéon. Por ejemplo, si el
jefe de produccién en base a su muestra obtiene que X <10 6 X > 20, rechazara la hipétesis
H, : #=15min. Si los miembros de la fundacion hallan que p<0,30 6 p>0,80 se rechazara
H,: p=0,50. Finalmente, si en control de calidad encuentran que en la muestra X >65 se
rechazard H,:ux <50, mientras que si p>0,14 se rechazara Hy:p < 0,10.

Los valores de los estimadores que limitan la region de rechazo se denominan Valores Criticos.
En el caso de produccion, los valores criticos serian de 10 y 20 minutos, en el caso de la
proporcién de fumadores serian 30% y 80% vy, en el caso de control de calidad, seria 65 (para
testear la media) y 14% (para testear la proporcién). La determinacion de estos valores esta
basada en la distribucion de muestreo de los estimadores (Capitulo 4) y estd intimamente
relacionada con los intervalos de confianza (Capitulo 6). La metodologia para calcularlos sera
analizada en detalle mas adelante. Todos los valores para los cuales se rechaza la Hipétesis
Nula constituyen la Regién (o Zona) Critica (0o de Rechazo) de la prueba o test.

Para establecer de manera clara la regla de decision, se formula una Hipétesis Alternativa, que
implica la negacion de la nula y se denota por H,. Para el caso de la linea de produccion, la
hipdtesis alternativa seria H,: z=15, para el caso de la proporcion de fumadores es:
H,: p=0,50, mientras que para el control de calidad tendriamos H,:x>50 é H,:p>0,10.

La formulacion de la Hipétesis Alternativa puede realizarse de distintas maneras en relacion a lo
gue se quiere testear. Supongamos que deseamos testear el valor del parametro ¢ suponiendo

en la hip6tesis nula un valor de ¢,, entonces tenemos tres posibles formulaciones para la
hipotesis alternativa:
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Prueba Bilateral: la hipotesis alternativa tendra la forma H,: ¢ # ¢, . En este caso, cualquier
desviacién respecto del valor hipotético es relevante, ya sea por exceso o por defecto (en los
ejemplos de la linea de produccién o la fundacién, teniamos este caso).

Prueba Unilateral Superior (0o derecha): Si estamos preocupados porque el valor real del
parametro ¢ sea superior al (esté a la derecha del) valor hipotético ¢, , entonces, la formulacion
de la hipétesis alternativa seria: H, : ¢ > ¢, (en el ejemplo de control de calidad, utilizamos esta
formulacion).

Prueba Unilateral Inferior (o izquierda): Si la preocupacion radica en cuanto a si el parametro
es menor al (esta a la izquierda del) valor hipotético, entonces, la hipotesis alternativa sera
H:ip<e,.

De acuerdo con la formulacion de la hipétesis alternativa, la region critica estara a la derecha,
izquierda o ambos lados del valor ¢, .

En base a lo expuesto en este apartado, podemos definir formalmente una prueba de hipétesis
de la siguiente manera.

Una Prueba de Hipoétesis Estadistica es una regla que permite decidir, en base a una muestra aleatoria, si
se rechaza una Hipétesis (Nula) relacionada con una caracteristica de la poblacién.

5.1.2 ErroresdeTipolyll

Obviamente, cuando se toma una decision se pueden cometer errores. Continuando con la
analogia judicial, se pueden cometer basicamente dos errores: condenar a un inocente o dejar
libre a un culpable.

En las pruebas estadisticas también se pueden cometer dos errores: rechazar una Hipotesis
Nula cuando es verdadera o no rechazarla cuando es falsa. Estos errores se llaman Errores de
Tipo | y I, respectivamente. La probabilidad de cometer el error de tipo | se denota con la letra
a , mientras que la probabilidad de cometer el error de tipo Il es 3 .

El Error de Tipo I se comete cuando se rechaza una Hipétesis Nula verdadera. La probabilidad de
cometerlo es:

P (Error de Tipo I) = P(rechazar H,|H, es verdadera)

=

Ejemplo 1

Considere el caso del testeo de la hip6tesis de que el tiempo medio en la linea de montaje de cada
producto es 15 minutos, y la regla de decision es que se rechazard la hipotesis si la media muestral es
menor a 10 6 mayor a 20. Las hipdtesis son:

Hy: =15

H,:u=15
Bajo ciertos supuestos, el estimador X tiene distribucién Normal (ver Capitulo 4), y si asumimos que
H, es verdadera su media seré 15. En la siguiente figura, se muestra el grafico de la distribucién de X

bajo H, (es decir, asumiendo que la media es 15), los valores criticos de 10 y 20, la region critica y la
probabilidad de cometer el error de tipo 1.

169




016
0,14
012
014
0.08 1 o = Frob. De
0,06 Error de Tipo I
0,04 4
0,02 4 B
¥
0 T T T T T
0 5 13\ 15 /‘zu 5 30
¢ Reaion Criica Valores criicos | Reditn Criica

El Error de Tipo Il se comete cuando no se rechaza una Hip6tesis Nula falsa. La probabilidad de cometerlo
es:

P (Error de Tipo 1) = P(No rechazar H, |H, es falsa)
=p

Ejemplo 2

Considere el ejemplo anterior, y asuma que la verdadera media es =18, con lo que la hipotesis
alternativa es verdadera ( zz =15). Asumiendo esto, en la siguiente figura, se grafica la distribucion de
X bajo H, (es decir, asumiendo que la media es 18 —distinta a 15-), los valores criticos de 10 y 20, la

region critica y la probabilidad de cometer el error de tipo 2 (se recuerda que no se rechaza si X >10
6 X <20).

0,16 -
0,14 -
0,17 -
01 -
0,08 -
0,06 -
0,04 -
0,02 -

x
0 T

] 5 13\ 15 /‘zn 25 a0
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Cabe sefialar que la probabilidad g de cometer error de tipo Il depende, en este caso del valor
18 que toma la verdadera media poblacional. Si la media poblacional verdadera fuera, por
ejemplo 30, 8 = B(30) seria menor (observar que la zona entre 10 y 20 quedaria mas en “la cola”
de la distribucion. Por lo tanto  depende del valor de la media poblacional verdadera, por lo cual
es una funcidén B(u). En el siguiente ejemplo se analizara esto mas en detalle.

Légicamente, uno espera realizar una prueba de hipétesis con la menor probabilidad posible de
cometer un error. Es decir, reducir al minimo los valores de las probabilidades de Error de Tipo |
y Il. Sin embargo, esto no es posible ya que los dos errores interactian entre si. Si se reduce «

mucho, entonces, necesariamente aumentara el valor de g . En el siguiente ejemplo, se ilustra

la interaccion entre los dos tipos de errores.

Ejemplo 3

Consideremos una prueba de hipo6tesis unilateral donde las hipdtesis son:
H,: =30
H,:x«<30
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Supongamos que el estadistico de prueba es la media muestral X , que la muestra aleatoria sera de
tamafio 15 y que la varianza poblacional es 2.

Antes de analizar la muestra se debe determinar el valor critico, para lo cual se proponen tres valores:
VC, =28,50, VC, =29,00 y VC, =29,30.

Ademas, se desea que el testeo tenga una probabilidad de error de tipo | no mayor al 5% (« <0,05).
En primer lugar, calculemos los errores de tipo | de cada uno de los valores criticos propuestos:

a = P(Rechazar H, | H, es verdadera)

Si el valor critico es 28,5, entonces®:

P(X <28,5|ﬂ=3o)=p(x—30 28,5—30)

<
2/\15  2/\15
:P(z<—2,905)
=0,002
En los otros dos casos tenemos:
P(X <29| u=30)=P(z<-1936)
=0,026
P(X <29,3| 1=30)=P(z<-1356)
=0,088

Dado que con el tercer valor critico propuesto se obtiene un valor de probabilidad de error de tipo |
mayor al tolerado (o, =0,088 > 0,05 ), se descarta este valor critico.

Podemos observar que o, < ¢, , pero ambos cumplen con el maximo tolerado.

Analicemos ahora el error de tipo |I. Para poder calcula /3, se debe especificar un valor particular de
4 <30. Por ejemplo, consideremos 44 =28,5<30, y calculemos:

/3 =P(No Rechazar H, | H, es falsa)
Parael VC, =28,5 tenemos que (ver figura):

P(X >28,5|u=285)=P(220)
=0,500

0,94 #=05
(Prob. aceptar siendo falss)

Densidad Altemativa
(=285 Densidad bajo Hip. Hula.

(=300

0,4 4 o= 0,002
_| (Prob. rechazar siendo
verdaderal

6 7 28 29 an El 32
. Regidn Critica | alar critica

Parael VC, =29, el error de tipo Il es (ver figura):

P(X 229 1=285)=P(z20,9682)
=0,166

55 Recordamos que X se distribuye normalmente con media £ y desvio 0'/\/5.
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Entonces, para x=28,5, S, < . Obviamente, el valor de S dependera del valor que se le dé a
(el valor de la media bajo la hipoétesis alternativa). En la siguiente tabla, se ilustra el valor de B para
los dos valores criticos considerados y para distintos valores de g , I6gicamente menores a 1, =30 .

VC B(28) P (28.25) P (28.5) P (28.75) P(29) B (29.25) P (29.5)
28.500 | 0.166 0.314 0.500 0.686 0.834 0.927 0.974
29.000 | o0.026 0.073 0.166 0314 0500 0.686 0.834

De esta manera, al disminuir el valor critico baja la Probabilidad de Error de Tipo I, @ , pero aumenta
la Probabilidad de Error de Tipo I, S .

El ejemplo anterior conduce a preguntarnos cémo determinar la mejor region critica en cuanto a
la interaccion de las probabilidades de error. Para ello, resulta importante analizar la funcién de
potencia de una Prueba de Hipétesis.

5.1.3 Potencia de la Prueba

La Potencia de una contrastacion de hipétesis indica la probabilidad de tomar una decision
correcta al rechazar la hipétesis nula.

La Potencia de una Prueba de Hipdtesis, v , es la probabilidad de rechazar la hipotesis nula cuando es
falsa, es decir, que es el complemento de la probabilidad de error de Tipo II:

y = P(Rechazar H, | H, es falsa)
=1-8

Cuando se plantean Hipétesis alternativas compuestas, el valor de la probabilidad de Error de
Tipo 2 depende del valor real del pardmetro ¢ cuyo valor se esta testeando. Por lo tanto, la

potencia, al igual que la probabilidad de error de tipo Il, dependera del valor verdadero del
parametro: (//((0). Los distintos valores que tome la potencia de acuerdo al valor del parametro

¢ se denomina Funcién de Potencia.

Ejemplo 4

Consideremos el ejemplo anterior, donde se ilustré una Tabla con las probabilidades de Error de Tipo
I1, de acuerdo a los distintos valores del parametro x . La Potencia, es simplemente la probabilidad del

complemento de g, por lo cual:

VC v (28) v (2825 w(28.5) wy(28.75) w(29) w(29.25) v (29.5)
28500 | 0.834  0.686 0.500 0314  0.166 0.073 0.026
29.000 | 0974  o0.927 0.834 0.686 0.500 0.314 0.166
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Cuando un Valor Critico tiene una Potencia mayor, tendra también una mayor Probabilidad de Error de
Tipo I. En el Ejemplo 3 se calcul6 que o, =0,002 y «, =0,026 corresponden a los valores criticos

VC, =28,5 y VC, =29,00. En la figura se ilustra el grafico de la Funcidn de Potencia de las Pruebas
con dichos VC. Se observa que la Potencia del Test con VC, =29 es siempre superior a la potencia
considerando VC, = 28,5 . De este modo, podemos ver que i, >, mientras que «, > ¢, .

Como ya hemos mencionado, cuanto menor seala Probabilidad de Error de Tipo |, @ , menor
sera la Potencia, v , y viceversa. En base a esta relacion, si se establece el valor maximo

permitido de Probabilidad de Error de Tipo |, a™*, el valor critico VC* que tenga exactamente
esa probabilidad de rechazar H, dado que es verdadera (Error de Tipo I) sera el que maximice

la potencia del test. Veamos esta relacion en el ejemplo anterior. El valor ¢* mencionado se
denomina Nivel de Significacion del Test.

Ejemplo 5
En base a los supuestos del Ejemplo 3, el test se realizara con un valor maximo de Probabilidad de Error
de Tipo | del 5%, es decir que o*=0,05. Entonces, VC* se calcula de la siguiente relacion:

P(X <VC"| #=30)=0,05

= pl,VE —30)_ 0,05
2115
El valor que acumula un 5% en una Normal Estandar es -1,645, por lo tanto
*_
_1ea5_ VC*30
2/\15

= VC* = 29,1506

En la figura se observa la Funcién Potencia para este valor critico. Podemos notar que la potencia, en
este caso, es siempre mayor que para los otros valores propuestos.

08
WC*=29,1506
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El Valor Critico Optimo, VC*, que maximiza la Potencia de una Prueba de Hipotesis unilateral

inferior habiendo fijado el nivel maximo permitido para la Probabilidad de Error de Tipo I, a*, es el valor
del estimador que, bajo la Hip6tesis Nula, acumula exactamente la probabilidad mencionada {ver figura):

P(J<VC*p=¢)=a*

0,9 4
0,8
0,7 4
0,6
0,5 4
0,4
0,3 4
0,2
0,1

A / .
walor critica dptimd Renitn Critica

La expresion anterior se establecio para Pruebas unilaterales a la izquierda de ¢, . Sin embargo,
una expresion analoga es obtenida para pruebas unilaterales a la derecha de ¢, .

El Valor Critico Optimo, VC*, que maximiza la Potencia de una Prueba de Hip6tesis unilateral

superior, habiendo fijado el maximo permitido para el error de Tipo I, @™, serd aquel que satisfaga la
siguiente relacion (ver figura):

P(J<VC*p=g,)=1-a* = P(I2VC*p=g))=a*
0,49 4
0,84
0.7 4
0,6 4
0,4 4
0,44
0,34
02 o
04 4
1) T
ul
‘ml.hlm critico Gptima

Finalmente, si la Prueba es bilateral, siempre es conveniente elegir la region critica de manera
que la probabilidad de Error de Tipo | quede equi-distribuida en los extremos de la distribucién
de estimador J . Es decir, que el valor critico a la izquierda de ¢,, VC, *, serd aguel que acumula

a*[2, mientras que el valor critico a la derecha, VC, *, acumulara 1-a*/2 (es decir que dejara
una probabilidad de «¢*/2 a su derecha).

Los Valores Criticos Optimos a la izquierda y a la derecha del valor supuesto para el parametro bajo la
hipétesis nula (VC, * y VC, *, respectivamente) que maximizan la Potencia de una Prueba de Hipotesis

bilateral habiendo fijado o *, seran los que satisfagan (ver figura):

PI<VC *p=gq,)=a*/2 vy P(J<VC,*lp=¢,)=1-a*/2
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En base a lo expuesto en esta Seccidn, en lo que resta del capitulo se utilizara aquel valor critico
que maximice la potencia del test para un nivel de Probabilidad de Error de Tipo | determinado.
Eligiendo este valor critico, obtenemos lo que se denomina la Prueba uniformemente mas
potente.

5.2 Testeo para Medias

En esta seccién, mediante la utilizacion de los conceptos generales expuestos previamente,
determinaremos la metodologia para testear hipétesis estadisticas relacionadas con la media de
una poblacién. Luego, analizaremos la técnica para realizar pruebas cuando el interés recae en
la comparacion de la media de dos poblaciones.

5.2.1 Prueba para la media con una muestra

En esta seccion, expondremos los lineamientos para realizar pruebas donde la hipétesis nula es
de la forma H, : 1= 1, . Analizaremos tanto testeos unilaterales como bilaterales, por lo que la

hip6tesis alternativa podra ser cualquiera de las siguientes:

Bilateral Unilateral Inferior Umlate_ral
Superior
Htp# 14 H, < H, ipu>

El estadistico que se utilizara para realizar la prueba sera naturalmente la media muestral X .

Si la poblacion es Normal (denominado habitualmente “normalidad poblacional”) con media x y

desvio o , entonces X tendra distribucién Normal con media  y desvio olJdn (Ver Capitulo

4, Seccion 3.2. Si, en cambio, la distribucién poblacional no es conocida o se sabe que no es
normal, pero el tamafio de la muestra es suficientemente grande y se conoce la varianza
poblacional, podemos recurrir al Teorema Central del Limite. En ambos casos, se tiene que:

X—u
a/Vn

~N(0; 1)

Siendo « el nivel de significacion o sea la probabilidad de rechazar H, cuando ésta es
verdadera, tenemos que:

o =P(Rechazar Hy| = )
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Analicemos cémo expresar el evento “Rechazar H,” en términos estadisticos de acuerdo con

cada una de las posibles formulaciones de la Hipétesis Alternativa, y en base a esta formulacién
cémo determinar el/los Valor/es Critico/s.

Considerando la prueba bilateral H, : 2 # 1, , rechazaremos H, cuando X sea mayor al valor

critico 6ptimo de la derecha, VC,, o inferior al valor critico 6ptimo de la izquierda, VC, (ver
Seccion 1.3). Es decir:

a=P(X<VC/ v X>VC;|u=pu,)
Al distribuir la probabilidad de error en la cola superior e inferior de igual manera, tenemos que:

a/2:P()z<VC,*|,u=,uO) a/2:P()z>VC;|,u=,uo)
=1-P(X <VCp|u=p14,)

Como sabemos que X es Normal, podemos escribir que:

a/2=P(X_’u° VG _”0] 1—a/2=P[X_“° <VCD_“°J

cldn  oldn oldn oldn
- P[z JMJ _p[z<VCoth
oln oldn
VC. .. — * _
— Za/z — Izquierda 1u0 - Zl,a/z — VCDerecha ,uo
olJn oldn

Finalmente, despejando los valores criticos de las expresiones anteriores, y utilizando la relacion
de simetria de la variable Normal Estandar ( z,,, =-z,_,,,), obtenemos que:

En una prueba bilateral sobre la media, los valores criticos son:
VCIzquierda =Hy— Zl_a/ZG/\/H VCDerecha =y + Zl—azlzo-/\/ﬁ
La regla de decision seria:

Rechazar H, si X <VC;_.0. 0 X >VCl, o -

Izquierda.

Ejemplo 6

Considere el Ejemplo 26 del Capitulo 4, donde se supuso que la estatura de los alumnos varones de la
Facultad de Ciencias Economicas se distribuye Normalmente con desvio estdndar poblacional de 15cm.
¢Cudles son los valores criticos del siguiente test de hipdtesis si se desea un error de tipo | maximo del
5% y se toma una muestra de 20 datos?

H,:x=180m.
H, 1 ¢ =1,80m.
Utilizando las férmulas recién expuestas, podemos calcular:

VC;;quierda = Hy — Zygrs X 0,15/\/% VCI;erecha = Mot Zy g5 X 0115/‘/%

=1,80-1,96x0,15//20 =1,80+196x0,15/+/20
~17343 ~1 8657

Por lo tanto, si la media muestral se encuentra entre estos dos valores, no podra rechazarse la hipdtesis
nula. Por el contrario, si excede al VC,,., 0 es inferior al VC; no se aceptara H, .

Izquierda ?

Con los datos del Ejemplo 26 del Capitulo 4 se obtuvo que X =175 'y, por lo tanto, no puede rechazarse
la hipétesis de que la media poblacional sea de 1,80 m.
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Para el caso de una prueba unilateral inferior, se rechazara la Hipétesis Nula si el estadistico es
inferior al valor critico. Es decir que:

a= P()z <VC*|,u=/10)
Sabiendo que X tiene distribucién Normal, podemos escribir que:

0'/\/5 G/\/ﬁ
_p[z V€ -4
O'/\/ﬁ
_ VC™ - 4
“ cr/«/ﬁ
Utilizando la relacion de simetria (z, =-z,_, ), y despejando de la Ultima expresion obtenemos el
Valor Critico.

=7

En una prueba unilateral inferior sobre la media, el valor critico es:
VC =y, -2, ,0/Jn
La regla de decision seria:

Rechazar H, si X <VC

Por dltimo, si se trata de una prueba de hip6tesis unilateral superior, se rechazard H, si el
estadistico muestral supera al valor critico. Es decir que:

a:P(X >VC*|,u:,uo) = l—a:P()z SVC*|;1:,uO)

Utilizando la distribucién de X , obtenemos que:

1_a:P[X_/uO <VC _ﬂoj

cldn = oldn

e

No queda mas que despejar el Valor Critico de la ultima expresion.

En una prueba unilateral superior sobre la media de una poblacion con varianza conocida, el valor critico
es:

VC =y, +12,,0/n
La regla de decision seria:

Rechazar H, si X >VC"

Ejemplo 7

Como en el Ejemplo 13 del Capitulo 4, supongamos que se esta analizando el contenido medio de los
envases de dulce de leche que produce la empresa A. Los envases dicen en su etiqueta que el contenido
es de 500 gr., y si el contenido real fuera inferior se estaria estafando al consumidor. De este modo, el
interés de los agentes de control recae testear las hipotesis siguientes:
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H, : =500

H, : 1 <500
El control es muy estricto, por lo que se tolera un error de Tipo | del 1%, y se tomara una muestra de 40
potes. Se supone que la distribucion es Normal con desvio estandar de 20gr.

Con esa informacion, se plantea el VC para test unilateral inferior:

VC™ = 4, - 20,990'/\/ﬁ
=500-2,3263x 20/ /40
= 492,64
Por lo tanto, si en la muestra se obtiene que X < 492,64 se rechazara la hipétesis nula de que la media
es de 500 gr., y corresponderia alguna sancion a la empresa.

Ya hemos visto en capitulos anteriores que, generalmente, no se conoce la varianza poblacional,
por lo que se suele recurrir a una estimacion de la misma. En esos casos, hemos visto en el

Capitulo 4 que la distribucién de muestreo apropiada para X es la t-Student:
X —u
s/\Jn

Utilizando los mismos razonamientos que en el caso de varianza poblacional conocida, pueden
obtenerse los siguientes valores criticos:

U tn—l

En una prueba de hipotesis sobre la media de una poblacién con varianza desconocida, los valores criticos
y las reglas de decision son:

Bilateral Unilateral Inferior Unilateral Superior

VCEq. =y~ t1 g

Bk

* S * S
Ve = Hy _tn—l;l—a ﬁ VC = Hy +tn—1;1—a ﬁ

Valor/es Criticols

" S
VCDer‘ =H +tn71;1—a/2 ﬁ

Rechazar H, si
X <VC,, 0 X>VC,,

lzq.

Rechazar H, si

Regla de Decisi Rechazar H, si X <VC" -
egla de Decision . < Zo\C

Ejemplo 8

En el Ejemplo 20 del Capitulo 4, se planted el caso de una empresa productora de automoviles que debia
reducir la emisién de didxido de carbono (CO2) de los coches que produce, debido a una nueva
legislacion por parte del gobierno: la emisién debe ser de cdmo méaximo de 140 gramos por kilometro
al finalizar el corriente afio. Al finalizar el afio, el gobierno tomé una muestra de 20 coches de la fabrica
y observé una media de 143 g/km. y un desvio estandar de 5 g/km. Se supone que la emisién de CO2
sigue una distribucion Normal. En el ejemplo mencionado, se calcul6 la probabilidad de que la media
muestral sea 143, siendo la media real 140.

Ese procedimiento es un tanto rudimentario, y se realizé Gnicamente para presentar la distribucién de
muestreo. Lo mas natural seria formular una prueba de hipdtesis que testee si la media realmente es 140
g/km. Por lo tanto, las hip6tesis nula y alternativa serian:

H, @ =140
H, : 1 >140

H, fue formulada de esa manera porque el interés del gobierno radica en un exceso de emision.

Utilizando lo expuesto en esta seccion, y suponiendo que el test se realiza al 95%, tenemos que:
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VC = sty +1yg.0.65 XS/\/H
=140+1,729x5/+/20
=141,93

Si X supera ese valor, se rechazara la hipétesis nula. Como el valor observado es de 143, se rechaza la
hip6tesis de que la emision es de 140 g/km. Y se concluye que la empresa no cumplié con el requisito.

5.2.2 Prueba para comparar medias de dos poblaciones

Siguiendo los mismos razonamientos que los expuestos en la seccion anterior, podemos formular
pruebas de hipotesis referidas a la diferencia entre la media de dos poblaciones. En este caso,
generalmente se desea testear si existe diferencia entre la media de las dos poblaciones, por lo
gue las hipétesis nula y alternativa suelen ser:

Hoitta=1s = Ho © 1ty — 115 =0

Hiim 2, = Hy @ py— s #0
Si bien pueden plantearse pruebas de hipoétesis unilaterales, expondremos aqui solamente el

desarrollo para testear hipotesis con dos colas como la recién expuesta, siendo directa la
extension para pruebas de una cola.

De modo mas general, las hipétesis nula y alternativa del test bilateral pueden expresarse como:
Ho @ tta — 115 =Gy
Hy D py— 15 # G

siendo ¢, una constante que indica en cuanto excede u, a 4, bajo la hipoétesis nula. Como

hemos mencionado, en las aplicaciones practicas, generalmente, se utiliza ¢, =0, y se testea si
las dos medias son iguales o no.

En la Seccién 5.1 del Capitulo 6 se vio que si las variables X, y Xz provienen de poblaciones
normales (supuesto de “normalidad poblacional”’) independientes, con varianzas conocidas,
entonces:

XA _XB = (Ua — Ugp)
9a? , 95°
n m

~N(0; 1)

Al conocer la distribucion de este estadistico que serd utilizado para realizar el test, la
determinacion de los valores criticos para la variable X, —X; es directa. Si se asigna la mitad

de la probabilidad de error de Tipo | a cada lado del valor de la diferencia entre las medias bajo
la hipétesis nula (a cada lado de c, ), entonces, el valor critico de la derecha acumulara una

probabilidad de 1-a/2 . Por lo tanto, se tiene que:

XA_)ZB_(/’!A_IUB)< VC; —¢,

1-al2=P <
\/Gi/n-i-O'é/m \/O'i/n-i—dé/m

*

_plz< VC, —¢,

Joiin+oiim

VC; —c,
,fai/n+0'§/m

Despejando obtenemos el VC correspondiente a la cola superior:

VC, =¢,+2, ,,\Jo2 In+02/m

= Zl—a/Z =
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Por otra parte, el valor critico inferior sera aquel que acumule la mitad de la probabilidad de
error de Tipo |, por lo que:

Joaln+aog/m Joaln+os/m

L. VS }

Joaln+aoj/m

*

VC, —c,
Joiin+og/m

Despejando, y utilizando que z_,, =-z,_,,,, Obtenemos que:

VC, =¢, —zl_a,z,/a,i/nJraé /m

(
:P(XA_XB_(/HA_#B)< VCI*—C0 J

= Zot/2 =

Cuando se realiza la siguiente prueba de hip6tesis:
Ho :ttn — 115 =Gy
Hy ot uy — g # €,
La regla de decision es:

Rechazarsi X, — X, <VC; 6 X, - X, >VC]

Siendo

VC, =C,—2, 02 /n+02Im  NVCph=Cy+2,,,\J0% In+6%Im

Ejemplo 9
Una ONG desea comparar si el ingreso medio de dos ciudades es igual. Se supone que la distribucién
de los ingresos es Normal, y que los desvios son o, =600 y o, =750 . Para realizar el estudio se

realizara una prueba de hipétesis con « =0,05. Si los datos obtenidos del proceso de muestreo son los
siguientes, ¢a qué conclusion se llega?

Ciudad X | Ciudad Y
n, =60 n, =70

X =2100 | y=1850

Expresando en términos estadisticos lo enunciado, tenemos que:
Ho sty =1 =0
H,ipy —p %20
Los valores criticos para la prueba son:

VC; =Cy—ZygsnJo2 /N+02Im VCp = Cy+Zygs 02 /N+ 02 /M

=0-1,96x+/600? /60 + 7502 / 70 =0+1,96x+/600? /60 + 7507 / 70
=-232,20 =232,50

Si calculamos X —y =2100-1850= 250, obtenemos que la diferencia entre las medias muestrales
excede el valor critico superior y, por lo tanto, no se acepta la hipétesis nula.
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Cuando bajo el supuesto de “normalidad poblacional” las varianzas poblacionales son
desconocidas, pero pueden suponerse iguales, como se expuso en el Capitulo 6, se debe utilizar
la distribucién t-Student. Una vez conocida la distribucion de muestreo, la deduccion de los
valores criticos es inmediata. Si consideramos la siguiente prueba de hipétesis:

Ho i tta — 11 =Gy
Hytay — 15 # €,
Los valores criticos serian:
VC;quierda =Cy—rm o1 a2SpVL/N+1/m
VCoeecrn = Co Hloim 21 a2SeVL/N+1/M

(n-1)s;+(m-1)s;

Donde s: = 5
n+m-

Note que a diferencia de los casos anteriores, aqui los VC dependen de los datos muestrales, ya
que incluye la varianza muestral comdn. En estas situaciones, suele realizarse el testeo con la
variable estandarizada directamente, comparandola con la distribucion teérica.

Considere la siguiente prueba de hipdtesis en dos poblaciones Normales cuyas varianzas son desconocidas,
pero pueden suponerse iguales:

Ho @bty — 15 =Gy
Hy @y — 15 # G
La regla de decision es:
X, —Xg—C, ) X, =Xz —¢,

Rechazar si ————=<-1,.mn 2142 O Dl
s,WI/n+l/m T spNI/n+1/m ~ "E

Ejemplo 10

Considere el ejemplo anterior, y suponga que no se conocen los desvios poblacionales y, que en base a
la muestra, se obtiene lo siguiente:

Ciudad X | Ciudad Y
n, =60 n, =70

X =2100 | ¥=1850

s, =620 | s, =670

Calculando la varianza comun, tenemos que:

s, :J(“‘1)5i+(m—1)s;

n+m-2

~ \/(60—1)><6202+(70—1)><6702
- 60+70-2

=~ 647,43
Los valores criticos de la distribucion t-Student son:
tn+m—2;1—a/2 = t128;0,975 =1,6568 y _t128;0,975 =-1,6568

Si calculamos el estadistico para realizar la prueba, tenemos que:
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X-y-¢, 2100-1850-0

s,/n+1/m  647,43x/1/60+1/70

Siendo este valor superior al VVC superior de la variable t, no se acepta la hip6tesis nula.

5.3 Testeo para proporciones

En esta seccién expondremos los lineamientos para la realizacion de pruebas de hipotesis
relacionadas con la proporcién poblacional cuando se realizan estudios de indole cualitativa.
Para la realizacion de los testeos, se utiliza la aproximacién Normal para la distribucién Binomial,
por lo que los desarrollos serdn muy similares a los expuestos en la seccién anterior.

5.3.1 Prueba para la proporcién con una muestra

Hemos visto en la Seccion 4 del Capitulo 4, que cuando el tamafio de la muestra es lo
suficientemente grande, la distribucion de la proporcién muestral puede aproximarse mediante
una distribucién Normal. Mas precisamente, hemos visto que:

p—p
Vol —p)/n

Utilizando esta distribucién de muestreo podemos, obtener los valores criticos necesarios para
probar la hipotesis nula:

~N(0;1)

Hoip=p,
contra cualquiera de las siguientes hipotesis alternativas:
Bilateral Unilateral Inferior Unllatgral
Superior
Hoip#p, Hiip<p Hi:ip>p,

La deduccién de los valores criticos es analoga a la expuesta en la seccién anterior, y se propone
como ejercicio. En este punto, simplemente mencionamos que para hallar los valores criticos se
parte de la base que la hip6tesis nula es verdadera, por lo que para el calculo de la varianza se
utilizara el valor p,

En una prueba de hipdétesis sobre la proporcion de una poblacién de la forma H,: p=p,, los valores
criticos y las reglas de decision para cada posible hip6tesis alternativa son:

Bilateral Unilateral Inferior Unilateral Superior
- 2! l—p |
Valor/es Vchq':po_zl_m'l.' : i : nll-p) nil-m)
0 0 0 0
Criticofs o 17 "=y ~2, P = gy +a, I
0 0
V. = Po+21an I

Regla de Rechazar H; si Rechazar H si Rechazar H, si
Decisién F<VCh, 6 B>VCr, p=c" prrc”
Ejemplo 11

Si un candidato cree que ganara las préximas elecciones obteniendo aproximadamente el 50% de los
votos (con el 45% se asegura no tener que ir a ballotage). Por lo tanto, ya que el interés radica en
encontrar evidencia suficiente para negar su creencia de que ganara, sus hip6tesis nula y alternativa
serén:

H,:p=0,50
H,:p<0,50

Suponga que se realizara la prueba de hipotesis con nivel de significacion del 5% (probabilidad de error
de Tipo 1) y que para realizar la prueba se tomara una muestra de 500 personas. Entonces, utilizando lo
expuesto en esta seccion, podemos hallar el VC y construir la regla de decision: El valor critico, al
tratarse de una prueba unilateral inferior es:
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VC = Po =21 s124/ Po (1_ po)/n
=0,5-1,645,/0,5x(1-0,5)/500
= 0,463

Por lo tanto, si mas del 46,3% de los encuestados esta a favor del candidato, no se podra rechazar la
hipétesis nula, mientras que en caso contrario se rechazara la misma concluyendo que la evidencia
muestral rechaza la hip6tesis de que el candidato ganara con el 50%.

Si deseamos expresar ese porcentaje critico en cantidad de personas, nada mas deberemos multiplicarlo
por el tamafio muestral: 0,463x500 =231,61. Por lo tanto, si 232 personas o mas favorecen al

candidato, no se podré rechazar la hip6tesis nula.
5.3.2 Prueba para comparar proporciones de dos poblaciones

En ocasiones, resulta de interés comparar las proporciones de alguna propiedad cualitativa de
cierto fendmeno. Por ejemplo, podria existir interés en saber si una técnica de produccion
produce la misma cantidad de fallas que otra, o si la intencién de voto para cierto candidato es
la misma en dos provincias. En estos casos, se plantea la Hipétesis Nula siguiente:

HO:pA_pBZQO

Esta formulaciébn es general, y cuando el interés recaiga en testear la igualdad de las
proporciones, se remplazard g, =0.

Las hipétesis alternativas pueden formularse de cualquiera de las formas que se exponen a
continuacion.

Unilateral
Superior

Hl:pA_pB¢q0 Hl:pA_pB<q0 Hl:pA_pB>q0

Bilateral Unilateral Inferior

En este apartado, nos focalizaremos Unicamente en el desarrollo del caso bilateral para el valor
particular ¢, =0. Es decir, que se analizara la siguiente prueba de hipétesis:

Ho: Pa=Pg
H, 2 pa# Pg

En el Capitulo 4, Seccion 11.2, hemos visto que:
(Pa — Pg) — (Pa — PB)

JPA(l — Pa) + ps(1 — pg)
n m

~N(0; 1)

Donde p,=X/n 'y p;=Y/m son las proporciones muestrales de la poblacion A y B,
respectivamente. Bajo la hipétesis nula tenemos que p, = pg, por lo que remplazando en la
expresion anterior se obtiene que:

(ﬁA - ﬁB)
(a0 + 5

Al fijar el nivel de la probabilidad de error de tipo |, @ , se construye una region critica que deje
a2 en lacola derechay a/2 en la cola izquierda de la distribucion, siendo la media de la

~N(0;1)
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misma igual a cero (ya que bajo H, tenemos que p,—p; =0). Sin embargo, para calcular el
denominador de la expresion anterior, debe conocerse el valor comin p = p, = p; supuesto para

la proporcién poblacional. Como el mismo es desconocido, se utiliza el estimador de maxima
verosimilitud bajo H, (ver Novales, 1997, Capitulo 10):

X+Y
n+m

p =
De este modo, para la cola derecha tenemos que:

al2=P Py~ Ps VCD

Joa-o[ 1) > Joa-o[2+1]
D= Ps N VG,
\/(X +Y)(n+m=X=Y)/[nm(n+m)] \/(X +Y)(n+m=X=Y)/[nm(n+m)]

Ve,

=P{Z>
\/(X +Y)(n+m=X=Y)/[nm(n+m)]

Utilizando el complemento de probabilidades, podemos escribir:

*

Vo

1-al2=P|Z<
\/(X +Y)(n+m=X-Y)/[nm(n+m)]

Luego, buscando el valor correspondiente de la distribucién Normal Estdndar, tenemos que:

*

o VC;
T ) (nem=x=Y)[am(n+m)]

Siguiendo un razonamiento similar obtenemos que:

*

o VG,
T ) (nemx—Y)[am(n+m)]

Nétese que, en este caso, no es posible despejar directamente los valores criticos, ya que en
los denominadores de las expresiones de los miembros derechos se encuentran también datos
muestrales. Sin embargo, de las expresiones anteriores podemos ver que se rechazard la
hip6tesis nula siempre que:

pA_F_)B <
\/(X +Y)(n+m=X-Y)/[nm(n+m)]

—Z 412 O

pA_ﬁB >
\/(X +Y)(n+m=X=Y)/[nm(n+m)]

Zl—a 12

Ejemplo 12

Suponga que una empresa fabrica un determinado articulo a través del Proceso A, y se planea
modificarlo para utilizar el Proceso B, siempre y cuando haya evidencia suficiente de que este Gltimo
produce una cantidad de articulos de defectuosos significativamente menor al primero. Para tomar la
decision, se realizara una prueba de hip6tesis tomando 100 articulos producidos con cada proceso (
n=m=100). Como el cambio de proceso implica ciertos costos, el test se realizara con un 1% de
significacion; para realizar el cambio solamente existe “mucha” evidencia de que las proporciones de
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articulos defectuosos no son iguales. El valor critico correspondiente a la Normal Estandar es
Zy g5 = 2,5758..

Para ilustrar la metodologia, supongamos que en la muestra del proceso A se obtuvieron 10 articulos
defectuosos, mientras que con el proceso B solamente 5. Bajo el test planteado, ;es este resultado
suficiente para concluir que la proporcién de articulos defectuosos de los dos procesos son diferentes?

Con estos datos, podemos calcular el valor del estadistico siguiente y compararlo con el valor
correspondiente a la Normal Estandar:

ve B, Ps
JX+Y)(n+m=X =Y)/[nm(n+m)]
10/100—5/100
~ J(10+5)(100+100-10-5)/[100x100(100 +100) |
~1,3423

Como este valor es menor a 2,5758, resulta que la evidencia muestral no es suficiente para rechazar la
hip6tesis nula bajo la cual las proporciones de articulos defectuosos de los dos procesos son iguales.

5.4 Testeo para varianzas

Muchas veces, el interés radica en conocer la varianza de cierta poblacién, o bien, en saber si
un valor estimado a priori sin informacion muestral es consistente con lo observado.

Por ejemplo, cuando se construyen IC o se realizan pruebas de hip6tesis referidas a la media de
una poblacion Normal, y se supone conocida la varianza poblacional, resultaria de interés un test
que nos permitiera determinar si el valor que se supone conocido de la varianza es consistente
con los datos observados en la muestra.

Ademas, cuando se construyen IC o se realizan pruebas de hipotesis para la diferencia de
medias, siendo las varianzas poblacionales desconocidas, se supone que las dos poblaciones
tienen la misma varianza para utilizar la distribucién t-Student. En este caso, resulta fundamental
realizar un test de hip6tesis para saber si el supuesto de igualdad de varianzas tiene razén de
ser, o si los datos refutan dicha afirmacion. Debido a este especial interés, en la Seccién 4.2, nos
remitiremos al testeo de igualdad de varianzas Unicamente.

Para la obtencién de los valores criticos utilizaremos (bajo el supuesto de “normalidad
poblacional”) las distribuciones Chi-Cuadrado y F de Fisher-Snedecor. La primera, cuando se
realizan pruebas sobre una poblacion (ver Capitulo 4, Seccion 5.1), y la segunda, cuando el
interés radica en la comparacion de las varianzas de dos poblaciones (ver Capitulo 4, Seccién
5.2)

5.4.1 Prueba para la varianza con una muestra

En la Seccion 5.1 del Capitulo 4, se ha expuesto la distribucién de muestreo de la varianza
muestral s cuando se trabaja con poblaciones Normales con media desconocida. Esa
distribucién nos permitira realizar pruebas de hipétesis estadisticas del tipo:

Hipotesis .2
Nula Hy 0" =05
] Unilateral Unilateral
Hibstesi Bilateral i .
Ipotesis Inferior Superior
Alternativa
H,:o” #0; H, :0?<o? H,:0?>of

Hemos visto en el Capitulo 4 que:
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Por lo tanto, una vez que se ha especificado el maximo tolerado de probabilidad de Error de Tipo
I, a , el valor critico del estadistico s> que limita las regiones de rechazo y no rechazo para una
prueba unilateral superior, puede obtenerse utilizando la distribucién mencionada:

a= P(Rechazar H0|c72 =0§)
s2 >VC” |0 —Uo)
s> _(n- 1)VC

'U

. _(n-2vc’

Luego, utilizando las propiedades de la probabilidad de eventos complementarios tenemos que:

n-1)vVC”
l-a=P %2713—( )2
o
Con un Software (o utilizando las tablas tradicionales), puede obtenerse el valor de la variable
Chi-cuadrado con n—1 grados de libertad que acumula una probabilidad de 1-a : 42, . Por

lo tanto, igualando este valor al miembro derecho del argumento de la probabilidad anterior,
tenemos la siguiente ecuacién de la cual se puede despejar directamente el valor critico:

n-1)vC”
)(r?—l;l—a = %
Oo

En una prueba de hipétesis sobre la varianza, una poblacion Normal con media desconocida formulada
como, H, ‘o’ =a§, los valores criticos del estadistico s® y las reglas de decision para cada posible
hip6tesis alternativa son:

Bilateral Unilateral Inferior Unilateral Superior
2
Frr;a2%0
Wy = Tao1 2 2 P
Valorfes (2=1) e Fu1;2%0 e Fr1:1-a S0
o s =R 7 ki L
Criticofs _— Zn_1,-1_m20§ (r=-1] (n=-1)
Dt (= .1 )
Regla de Rechazar H si Rechazar H si Rechazar H si
Decisién 2 < VC; 6 =V s <yt s =t

La determinacion del valor critico para el caso de la prueba unilateral superior se expuso
anteriormente. Los desarrollos para el caso bilateral y prueba unilateral inferior se proponen como
ejercicio.

Ejemplo 13

Considere los Ejemplos 7 y 8 del capitulo anterior, donde se analiz6 la duracion de la produccion de
lamparitas. Suponiendo que la duracion esta distribuida de forma Normal, se desea testear si el desvio
estandar es superior a las 50 horas, con un error de Tipo | maximo de 0,01 y una muestra de 20 articulos.

En base a lo mencionado, el test a realizar es:
H, : o¢ = 2500
H, : 6% > 2500
Note que la prueba se plantea en términos de la varianza.

El valor critico es el expuesto en la tabla anterior:
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2 2
* Zn—l;l—a GO

VC =

(n-1)
Siendo n=20 el tamafio muestral y «=0,01 el error de Tipo I, podemos calcular que
T = 36,1909, y por lo tanto:

~ _ 36,1909x 2500
19

Por lo tanto, si la varianza muestral supera este valor, debera rechazarse la hipétesis nula.

VC = 4761,956

Con los datos del Capitulo 6 se obtuvo que s? =3600, y por lo tanto la evidencia muestral no es
suficiente para rechazar H, .

5.4.2 Prueba para comparar varianzas de dos poblaciones

Cuando resulta de interés comparar la variabilidad de dos poblaciones, toman importancia las
pruebas de hip6tesis para laigualdad de varianzas. En este caso, se plantea como hipétesis nula
la igual de las varianzas de dos poblaciones y el valor critico se obtiene utilizando la distribucion
F de Fisher-Snedecor que se utiliza para la distribucién de muestreo del cociente de varianzas
bajo el supuesto de “normalidad poblacional”.

De manera general, la hip6tesis nula puede formularse como:

Sin embrago, como nuestro interés recae en la igualdad de las varianzas, nos abocaremos
Unicamente al caso en que ¢, =1 y, en consecuencia, la hipétesis quedaria:

Ho:oi:oﬁ

La formulacion de la hip6tesis alternativa puede plantearse de manera de construir una prueba
bilateral o una prueba unilateral superior o inferior. Aqui, nos ocuparemos Unicamente del caso
de la prueba de dos colas, por lo que la hipétesis alternativa sera:

H,:0% %o’
De acuerdo a lo visto en la Seccién 5.2 del Capitulo 4, tenemos que:
sy2/oy?
%J(n -1;m-1)
sy*/oy

Como siempre en las pruebas bilaterales, distribuimos la probabilidad de error de Tipo | en las
dos colas de la distribucion de muestreo. Por lo tanto, para la determinacion del valor critico de
la cola inferior tenemos que:

al2= P(si/sé >VC; o =0§)

s?lo? o .
:P[A A>—§VCD]

2 2
Sslog o,

2
O, *
= P[Fnl;ml > G_EVCD)

A

Teniendo en cuenta que bajo H, las varianzas son iguales, o4 =a3, el cociente de las mismas

puede simplificarse en el argumento de la probabilidad anterior. Ademas, utilizando las
propiedades de las probabilidades de eventos complementarios tenemos que:
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1-a/2=P(F, 4, , <VCyp)

Por lo tanto, el valor critico inferior es directamente el percentil de una variable F que acumula
una probabilidad de 1-a/2 con n-1 g.l en el numeradory m—1 g.l en el denominador, el cual
puede buscarse directamente en una tabla o calcularse con un Software:

E

(n-Lm-1);1-a/2 =

*

vC,

Siguiendo un razonamiento similar, obtenemos que:
F

(n-Lm-1);a/2 =

*

VC,
Note que si bien utilizamos los subindices “Izq.” y “Der.”, estos valores no se corresponden a la
derecha e izquierda de la distribucion, ya que el valor “lzq.” acumula «/2 mientras que el valor

“Der.” acumula 1-a/2 , y siendo generalmente « <0,5 el valor “Izq.” estara a la derecha de la

distribucion mientras que el valor “Der.” estard a la izquierda. Los subindices se utilizaron
simplemente para mantener la notacion de las secciones anteriores y lo que en definitiva importa
es la regla de decision que se expone a continuacion:

2 2
. SA , SA

Rechazar H0 SI S_Z < F(n—l;m—l);alz 0 S_z > F(n—l;m—l);l—alz
B B

Ejemplo 14

En el Ejemplo 13 del capitulo anterior, se analizé la duracién de las lamparitas producidas por una
determinada empresa, y se compar6 la variabilidad de la produccion actual con aquélla correspondiente
a la produccién obtenida con una nueva maquina. La empresa desea testear si la variabilidad en la
duracién de ambas maquinas es igual o distinta con un error de Tipo | de 0,05:

Ho:o_i:gé
H :os %0
a =0,05

En el ejemplo mencionado, los tamafios muestrales fueron n=20 y m=25 y, por lo tanto, los valores
criticos son:

=

(n-Lm-1);a/2 =

=

(19;24);0,025

=0,4078 F

(n-Lm-1);1-a/2 =

=

(19;24);0,975

=2,3452

En consecuencia, si el cociente entre la varianza muestral del proceso actual y la del nuevo proceso esta
comprendido entre estos dos valores, no podra rechazarse H, .

En el capitulo anterior habiamos calculado s, =1871 y s, =3600, y por lo tanto, no puede
rechazarse la hip6tesis nula de que la varianzas son iguales, ya que:

sz /st =3600/1871=1,9241

5.5 Relacion de las pruebas de hipétesis con los Intervalos de
confianza

Habr4 notado que existen muchas similitudes en los procedimientos para la realizacion de
Pruebas de Hipodtesis y la construccién de Intervalos de Confianza IC. De hecho, siendo los
conceptos subyacentes los mismos, se puede establecer una relacién de manera tal que
construyendo un IC se pude concluir sobre el rechazo o no, de una Hipétesis Nula.

En términos generales, si se desea realizar un test bilateral para la siguiente hipétesis:
Hoip=9
puede construirse el IC para el parametro ¢ con el nivel de confianza 1 — @ siendo « el nivel de

significacidn del test o sea la probabilidad de cometer error Tipo |.
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Luego, si el IC estimado con los datos de la muestra contiene al valor del parametro supuesto en
la hipétesis nula, % , ésta no podra rechazarse, mientras que si dicho valor no esta contenido

entre los limites del intervalo, se rechazara la hipétesis formulada.

Es importante destacar aqui que sélo puede utilizarse el intervalo de confianza para testear
hipotesis bilaterales (no unilaterales) para el parametro ¢ en estudio, con el nivel de confianza

1 — a del intervalo correspondiente al nivel de significacion «a del test.

Ejemplo 15

Considere el ejemplo de la Seccion 4.2 de este capitulo. Del capitulo anterior, se recuerda que:

2 2 2
C ZS—XSG—ESZS—X =l-«
S Foamyiiaz & SFoimaan

En este caso, X corresponderia a la produccion actual e Y a la produccién con la nueva maquina. Por
lo tanto, con los datos del ejemplo tenemos que:

2
0,95=C 3600 < O'_; < 3600
1871x2,3452 oy, 1871x0,4087

Luego, el IC estimado es [0,8205 ; 4,7185] .

En la hipétesis el ejemplo anterior se formuld que 07, =Oama» © 10 que es lo mismo,

1=0y ! o

e - COMO el nimero uno que se supone para el cociente en la hipotesis nula esta incluido
en el IC estimado, no puede rechazarse esta Gltima.

ueva
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6 Regresion Lineal

Dario Bacchini
Lara Vazquez
Andrea Lepera
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En el presente capitulo, se trabaja con dos variables que presentan entre si una relacién en el
comportamiento, de manera tal que una de ellas podria ser, en parte, explicada por la otra. Esto
resulta util, por ejemplo, si se estudia la relacion entre los precios de dos bienes o la relacién que
se presenta entre el ingreso que percibe un individuo y su consumo.

Nos limitaremos, en el andlisis, a los casos en donde esta relacion sea lineal, lo cual implica que
la relacion entre las variables es constante en todo el rango de posibles valores.

Las regresiones lineales son frecuentemente utilizadas en la estimacion de valores dado que
permiten estudiar las variables no en forma aislada sino en su interaccién con otras.

Asimismo, dado que su desarrollo es simple y puede hacerse utilizando, por ejemplo, una planilla
de Microsoft® Excel, su uso es también usual en la determinacién de tendencias.

En el presente capitulo, introducimos los fundamentos de la Regresion Lineal y los supuestos
gue subyacen en la estimacion. Consideramos que, mas alla de la sencillez en términos de
célculo, conocer el significado de una recta de regresion sera util al lector al momento de
determinar su aplicabilidad.

6.1 Regresion Lineal

En los capitulos anteriores, se ha trabajado con variables aleatorias y los distintos tipos de
estimaciones al buscar conocer ciertas caracteristicas de una poblacién a partir del andlisis de
una muestra. En muchos casos, el analisis requiere de analizar conjuntamente mas de una
variable dado que, por sus caracteristicas, existe una asociacion entre las mismas. Un caso que
podemos considerar es, por ejemplo, el comportamiento del incremento de las ventas de un
producto y el dinero destinado a campafias publicitarias. Podriamos pensar que parte del
incremento de las ventas de determinado producto se explica por los fondos destinados a
publicidad: el incremento de ventas seria la variable explicada y el gasto en publicidad la variable
explicativa o independiente. Mediante un analisis de regresion lineal, se propone una funcién
lineal que permita estimar el valor promedio de la demanda a partir del conocimiento del gasto
publicitario.

Es importante, en este punto, que conozcamos qué se entiende por funcion lineal, de manera
que podamos distinguir si esta relacion resulta o no adecuada para las variables que estan siendo
objeto de analisis. La existencia de una relacién lineal implica que existe un cambio proporcional
constante: el cambio en la variable explicada es proporcional al cambio en la variable
independiente y esta proporcion es siempre la misma para todo el rango de posibles valores.
¢ Qué queremos decir con esto? Si la variable independiente se modifica en un determinado
valor, la variacion en la variable explicada serd un porcentaje fijo de esa variacion, porcentaje
gque se mantiene constante para todo el rango de posibles valores.

Lo anterior quiere decir que: si cuando X=X, se da que Y=Y,, y se modifica el valor de x en

AX, entonces tendremos que X, =X +AX, resultando Y,=Y,+PxAX serd el valor de y
correspondiente, donde p es la proporcién mencionada. Por ejemplo, y =0,5x+1 es una funcion
lineal en la cual para cada cambio en X, el cambio en y sera igual a la mitad del cambio en la

variable independiente ya que la pendiente es 0,5: para X, =1 se obtiene que Y, =15. Si x
crece 0,2 el valor de y deberia crecer 0,1 (la mitad), es decir que X, =12 tendremos que
Y, =Y,+0,1=15+0,1=16. Comprobemos que esto es efectivamente asi, remplazando x=1,2

en la ecuacion original: Y, =0,5x1,2+1=16 .

En general, para y=2a-X+b, ante un cambio en el valor de x igual a Ax, la variable y se
modificara en Ay =axAx, siendo a la pendiente de la funcion.

Esto se puede ver facilmente reemplazando:

Ay: Yi—Y
=a-x +b—(a-x,+b)
=a-(% —%)
=axAX
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Notemos aqui que si la pendiente a es positiva, la modificacion Ay =axAx tendra el mismo

. . . a . . e . . .
signg que , pero si la pendiente ~ es negativa, dicha modificacién tendré sentido contrario al
de .

Luego, ante un aumento del valor de x, si la pendiente a es positiva, el valor de y se
incrementaria, mientras que si la pendiente a fuera negativa, el valor de y se reduciria.

Una vez comprendida la idea de una relacién lineal, retomemos el concepto de regresion
planteado. La calidad de la funcién que se adopte como representativa de la relacion entre las
variables dependera de las caracteristicas de las variables y de la muestra con la que se cuente.
Claramente, en nuestro ejemplo inicial, la demanda del producto es una variable aleatoria y, si lo
gue queremos es conocerla a partir de una estimacion de los gastos para determinado momento,
esta Ultima variable debera considerarse deterministica.

6.1.1 Concepto

Al trabajar con un analisis de regresion se vinculan dos variables cuantitativas. No podemos
relacionar variables que no tienen nada que ver entre si s6lo porque los datos con los que
contamos pueden hacer suponer una relacion lineal. Esa caracteristica no resulta suficiente
porque, probablemente, se deba simplemente a la muestra tomada y no a una relacion directa
entre ellas. La cantidad de vasos de agua que usted toma en el dia no parece relacionarse con
la cantidad de ventas de una empresa de golosinas. No existe conexidn entre esas variables. Sin
embargo, si cuento con una muestra determinada podria inclinarme a "inventar" una relacion
lineal si los datos asi me lo permiten. Esto seria erréneo porque no existe ningln sustento que
nos permita creer que esa relacion va a mantenerse.

Consideremos el ejemplo planteado en la introduccion de la relacion entre el incremento de las
ventas y el gasto en publicidad. Podemos tabular y graficar el resultado si contamos con datos
empiricos respecto de esta relacion.

Gto Publicidad | Inc. Ventas (u)
5 20
12 30
20 55
35 70
50 100
7 120
S
(]
S 100 3
5
8 80 4
g .
c
g 60 °
g 40
E, .
® 20 A *
2 o . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
Gto en Publicidad (miles de $)
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Una primera impresion de la observacion anterior refleja que existe similitud en el
comportamiento: al aumentar el gasto en publicidad también se percibe un incremento mayor en
la demanda del producto. Podriamos decir que la recta que se muestra a continuacion refleja
correctamente, en promedio, el comportamiento conjunto de las dos variables

=
n
o

[
o
o

80 -

60

40

20

Inc de Ventas (cientos de unidades)

o

0 10 20 30 40 50 60
Gto en Publicidad (miles de $)

En la seccion siguiente se tratard uno de los métodos para el célculo de la recta que ajusta de
manera adecuada los datos.

En principio, lo que debe tenerse presente es a qué nos referimos cuando se habla de regresion
lineal simple, que es la que trataremos en este capitulo:

En un analisis de regresion se busca estimar la media de una variable aleatoria en base a
valores predeterminados de otra variable con la cual presenta dependencia estadistica.

Al hablar de dependencia estadistica se pone de manifiesto el caracter no deterministico de esta
relacién: claramente, si bien podemos observar una relacién entre el incremento de las ventas y
el gasto en publicidad la misma no se presenta siempre de igual forma dado que existen otros
factores que influiran sobre la demanda y que seran ajenos al modelo. Por ejemplo: el tiempo
que transcurrié desde la campafia anterior, los precios que maneja la competencia respecto de
los propios o un cambio en la preferencia de los individuos, entre otros. Asimismo, la demanda
proyectada para un momento dado es una variable aleatoria en si misma, por lo que la estimacién
tendrd asociada una probabilidad dada.

El ejemplo anterior lo podemos completar considerando que los gastos en publicidad se repitieron
en determinados momentos del tiempo y que, en consecuencia, para cada valor de gasto
contamos con distintos resultados en término de incremento de ventas, segun lo refleja el cuadro
siguiente:

Gto Publicidad | Inc. Ventas A | Inc. Ventas B | Inc. Ventas C | Inc. Ventas D
5 20 15 25 8
12 30 30 30 30
20 55 55 55 55
35 70 70 70 70
50 100 100 100 100
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Una vision més clara puede obtenerse de la observacion del diagrama de dispersiéon y de la
recta de regresion asociada a esos datos:

¢, Qué estariamos haciendo al calcular la recta de regresion? Estariamos considerando que el
valor esperado del incremento en las ventas es una funcion lineal del gasto destinado a
publicidad:

E (Inc.Ventas|Gtos en Publicidad ) = a - Gtos +,

Si bien la acepcién de linealidad varia segun los casos, para nuestro tratamiento, al hablar de
regresion lineal simple, estaremos considerando el caso en donde una funcion lineal se ajuste
de manera tal de explicar los valores de una variable en base a otra Unica variable.

Otros modelos lineales pueden intentar vincular el comportamiento de una variable con los
valores que tomen otras, es decir, vincularlo con el comportamiento de mas de una variable
explicativa. En este caso los modelos reciben el nombre de modelos de regresién multiple.

Para el caso del ejemplo que esta siendo planteado, el incremento en las ventas puede
relacionarse con el monto destinado a publicidad y aquel invertido en el sueldo de los vendedores
(considerando que, a mejores condiciones laborales mejor el desempefio de los mismos). Es
decir, puede pensarse en:

E( Inc.Ventas|Gtos en Publicidad; Salarios) =a, x Salarios +a, xGtos +a,

Mas alla de que los factores que influyen sobre el incremento en las ventas no se limitan a estos
dos, la descripcion pareceria ser mas completa que la anterior. De cualquier modo, debe tenerse
en cuenta el costo que representa la inclusion de cada una de las variables explicativas.
Independientemente de lo expuesto, en este libro, nos limitaremos a analizar conjuntamente dos
variables y no, los casos en que la regresion incluya mas de un factor generador de otros.
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Sean X e Y dos variables, de manera tal que Y (variable dependiente) puede explicarse en parte por las
realizaciones de X , un analisis de regresion lineal simple implicara encontrar los valores S, y 5, tal que
el valor de la variable Y pueda estimarse a partir de la realizacién de la variable independiente a
través de una funcion lineal:
y=p0-X+p,+¢
=E(Y|X =x)+¢

siendo € una variable aleatoria denominada término de error estocéstico®®.

El término de error estocastico al cual se hace referencia en la definicién tiene razén de ser en
el marco de la dependencia estadistica de la cual habldbamos. Implica que la estimacion no sera
perfecta, sino que dependera de la aleatoriedad propia de Y ytambién de todos los factores que
la determinan, mas alla de X.

Para que esta regresion sea valida en cuanto a que E(Y|X = x) = [, -X+ /[, se deben enunciar
ciertas hipétesis de comportamiento.

Estas hipotesis, bajo las cuales es valido realizar el método de minimos cuadrados que se
plantea en una seccién posterior, son conocidas como las condiciones de Gauss Markov:

(1) Laesperanza de los errores es igual a cero.
(2) Los errores, para cualquier valor de X, tienen la misma varianza.
(3) Los errores son independientes entre si.

(4) Los errores tienen distribucién normal.

Las hipotesis (1), (2) y (4) pueden resumirse con la siguiente notacion:
&~N(0; ;)

Asimismo, la hipétesis (3) puede expresarse como E(si,gj):o Vi, jli#]

Veremos con mayor detenimiento la importancia de estas hipétesis al momento de estimar los
parametros y analizar si el modelo resulta ser o no adecuado para el caso planteado.

Cuando utilizamos un subindice para las variables nos referimos a que para cada valor de X
tenemos asociado un valor distinto de Y :

V=6 X +[+¢

Asi, para la primera observacién de X (X ), tendremos asociada la primera observacion de la

variable Y (Y,)y la primera del error (&, ). Y asi, sucesivamente, para cada observacion de X .

El hecho de que se observen errores se debe a que en general la recta no es “perfecta”.
Volveremos sobre este punto mas adelante.

Como ya se menciond, lo que se buscara determinar en este capitulo son los valores de £, y £,

que mejor se “ajusten” a los datos. En el siguiente ejemplo suponemos que se conocen las
estimaciones de estos parametros, y mas adelante se vera la técnica para estimarlos.

56 Entendemos por estocastico a una variable cuyo comportamiento se explica a partir de probabilidades, es decir, esta
sujeto a aleatoriedad. En otras palabras, estocastico podria pensarse como sindnimo de aleatorio.
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Ejemplo 1

Si consideramos el caso de la relacion entre el incremento de ventas y el gasto en publicidad, debe
entenderse que, para un valor dado del gasto, X, el valor del incremento en las ventas, Y , serd una
variable aleatoria cuyo valor esperado estara dado por la recta de regresion que estimamos. Si, por

ejemplo, X, =5.000, y hemos estimado que B,=50 y B3,=0,7, entonces, el valor esperado del
incremento en las ventas sera 3.550:

E(Y|X =5.000) =5.000x B3, + /3,
=5.000x0,7 +50
=3.550

En este ejemplo, la estimacion de la pendiente de la funcidn es igual a 0,7. ;Como interpretamos este
valor obtenido? Implica que, dada una situacion inicial en la relacion (Gasto,Ventas) , ante un

incremento del volumen del gasto en publicidad, las unidades vendidas aumentaran 70% respecto del
mencionado incremento del gasto: cada $1000 de incremento (lo cual implica Ax=1 al representarse
la variable en miles de pesos), las ventas aumentaran en 700 (Ay =0,7x1).

Como se mencionaba parrafos atras, al momento de relacionar las variables no debe tenerse en
cuenta Unicamente que los datos muestren un comportamiento similar, sino que, ademas, sea
I6gico suponer unarelacion. Esto es, a pesar de que, podamos ver que hay un movimiento similar
entre las ventas de una empresa de llaves con las notas que obtienen los alumnos de un colegio,
no puede pensarse en otra cosa mas que "casualidad”. Uno de los casos mas frecuentes en
donde la asociacion tiene sentido es el caso en el cual se relaciona una variable cuantitativa dada
(que es aquella que quiere explicarse) con la variable tiempo. De esta manera, se estudia la
evolucion de la variable a lo largo del tiempo, conformando su trayectoria un proceso estocastico.
Los procesos estocasticos estdn fuera del alcance de este andlisis, por lo cual sélo
consideraremos como ejemplo el tipo de proceso en donde la trayectoria de la variable es funcién
lineal del tiempo, lo cual constituye un proceso estocéstico con tendencia lineal:

[E(X,)=a t+a).
Ejemplo 2

Asumamos la evolucion del porcentaje de participacién en el mercado de una compafiia dada.
Consideremos, asimismo, que la misma mide semestralmente dicha participacion y quiere estimar su
participacién para el semestre siguiente, contando con los siguientes datos:

Semestre % Part.
1 2
2 5
3 6
4 8
5 8,9
10
9 *
8 *
= 7
he]
g 6 *
k=3
g 5 ¢
& 4
X 3
2 A *
l 4
0 T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
Semestre
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12

10 |

% Estimado
6° Semestre

% Participacion
(2]

N
*
[ Y

Semestre

Puede observarse una tendencia al crecimiento a medida que transcurren los meses. Considerariamos
la recta de regresion, de forma tal que, a partir de ella, pudiéramos estimar la participacion para el sexto
semestre.

Esta estimacion sera de la forma: E(Part|X = 6) = f,-6+ [, siendo los valores estimados BO =0,94
y B =168%.

Asumiendo una relacion lineal, entonces, la participacion esperada en el mercado para el siguiente
semestre es del 11,02%, segun surge del siguiente calculo y se observa en el grafico:

E(Part|X =6)=1,68x6+0,94
=11,02

Ahora, ¢es coherente suponer esta relacion? Es importante tener en cuenta que una regresion lineal,
posiblemente, no resultard adecuada para todos los semestres, dado que ella supone que la tasa de
crecimiento de la empresa se mantiene constante a lo largo del tiempo y, probablemente, ese supuesto
no pueda mantenerse por un periodo prolongado. En este caso, dependeré también del analista realizar
las consideraciones pertinentes.

Asi como en el ejemplo anterior, la aplicabilidad de un modelo lineal podia discutirse al implicar
que el crecimiento en el mercado se da a tasa constante, en todos los casos en los cuales se
estime a través de este tipo de funcién debe considerarse el impacto de asumir la tasa de
variacién constante (a cada valor Ax le corresponde la misma variacién en Y , es decir, le
corresponde un Gnico valor Ay ).

Las relaciones lineales seran vdlidas si puede suponerse que un cambio en la variable
independiente de Ax genera el mismo cambio en la variable explicada, cualquiera sea el valor
de X inicial y el momento del tiempo en el cual nos encontremos. Esto no siempre es asi. Si
llamamos Y al consumo en alimentos de una persona y X al nivel de ingreso, podemos
faciimente suponer que a medida que aumenta X , también aumenta Y (no sélo por cantidad,
sino también por la calidad de los alimentos consumidos). Ahora, para determinados valores del
ingreso, los datos muestrales pueden llevarnos a suponer una relacion lineal. Sin embargo, si
expandimos el rango de ingresos, probablemente el impacto que genere un incremento de $100
(Ax=$%$100) cuando la persona recibe $900 no es el mismo que cuando recibe $3000.
Esperariamos que el cambio en consumo de alimentos sea mayor si se parte de un salario de

$900 (x =$900), por ejemplo, un incremento de consumo de $70 (Ay =$70). Sin embargo, una
persona con salario de $3000 (X =$3000) tendra satisfechas sus necesidades de consumo y
probablemente destinara el incremento de salario a otros bienes, aumentando su consumo en
alimentos en s6lo $20 (Ay =$20). La tasa de variacién no es constante porque al mismo valor
de Ax le corresponden distintos valores de Ay, segln sea el valor de X inicial.

57 Tal como anticipamos, el modo de calculo se considerara en la seccion siguiente.
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¢, Qué queremos m(%strar con el ejemplo anterior? Que no toda relacién directa (como en este
caso,sube = baja ) puede mostrarse a partir de unarelacién lineal, porque la tasa de variacion
puede ser distinta segun cual sea el valor de X considerado.

6.1.2 Covarianzay Correlacién entre las Variables

De la forma en la que definimos la regresion lineal (en el acapite anterior), es claro que para
poder hablar de un analisis de regresidn es necesario que se observe una relacion entre las
variables. Ahora, lo que podriamos plantearnos es: ¢de qué manera se evidencia esta relacion?
¢,cémo puede medirse? Los parrafos siguientes nos acercaran un poco a la respuesta.

Al hablar de la probabilidad conjunta de dos eventos (ver Capitulo 2), hemos considerado el caso
en donde existe independencia entre dos variables aleatorias. Cuando nos referimos a
independencia entre dos variables (a las cuales podemos llamar X e Y ), consideramos que la
probabilidad de que la variable Y tome un valor particular no se ve afectada por el valor que
presente la otra variable en consideracién y, al mismo tiempo, también implica que la probabilidad
de que X tome un valor particular se mantendra constante independientemente de la realizacion
de la variable Y . En este capitulo, por el contrario, buscamos detectar cierta dependencia entre
las variables; en particular, buscamos encontrar evidencia de dependencia lineal entre las
mismas de manera de que sea valido efectuar un analisis de regresion.

Covarianza

Las medidas mas importantes que nos proporcionan evidencia de dependencia lineal son la
Covarianza y el Coeficiente de Correlacién. En ambos casos, dados los valores de las
variables, lo que nos interesa es ver el comportamiento en simultdneo de éstas, con lo cual
tendremos que utilizar la distribuciéon de probabilidad conjunta.

A fin de interpretar la definicion de las medidas antes mencionadas, tendremos en cuenta la
siguiente notacion: la probabilidad conjunta de dos variables se escribe como Py y(x,y) siendo
Pyy(x,y) =P(X=x,Y =y) =P(X =x NnY =y). En este caso, cada uno de los eventos que se
considera es el par ordenado (x,y) , por lo cual el espacio muestral esta dado por todos los

posibles pares (x, y) . Lo que nos interesa conocer, entonces, es la probabilidad de que se den

de manera simultanea los dos eventos, de manera tal que pueda verificarse si hay una relacion
entre el valor que toma X y el valor que toma Y .

En el caso de variables continuas, al igual que se utiliza el concepto de funcién de densidad de
probabilidades en una variable, se emplea para la distribucién conjunta el concepto de funcion
de densidad de probabilidad continua fxy(x,y), pero esto no sera desarrollado en profundidad
agui, pues requiere conceptos de analisis matematico con dos variables.

Ejemplo 3

Sea X lavariable aleatoria que representa el resultado del lanzamiento de un dadoy sea Y aquélla que
representa el nimero de una carta seleccionada al azar de entre dos (con nimeros 1 y 2). Si quiere
analizarse de manera conjunta los dos resultados, es decir, la funcion de probabilidad conjunta, el
espacio muestral estara dado por:

Q={(11);(22):(21):(2.2);(31):(3.2):(42):(4.2):(5.1);(5.2):(6,1):(6,2)}

En este caso, recordando los conceptos de calculo vistos en el Capitulo 2, cada uno de los eventos tiene
una probabilidad igual a 1/12 .

Nos encontramos entonces ya en condiciones de definir a la covarianza entre dos variables
aleatorias:
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Sean X e Y dos variables aleatorias cuyas medias son, respectivamente, i, y g, . La covarianza de X
e Y se define como:

Cov(X,Y) = E[(X — ) (Y — uy)]
También puede escribirse como:
Cov(X,Y) = E(XY) — py -ty

A continuacion, indicamos cémo se aplica esta definicién al caso de variables discretas y al caso
de variables continuas.

Enelcasoenque X e Y son variables discretas con probabilidad conjunta P, (x, y) la covarianza es:
Cov(X,Y) ZZ X— 1 )(Y— 1t )Py (X,Y)

También puede escribirse como:%8

Cov(X,Y) {ZZX y- Py (X, y)}

En el caso en que X e Y son variables aleatorias continuas y f,, (x,y) es la funcién de densidad
conjunta, la covarianza se calcula como la integral doble:

Cov(X,Y) ” X =ty ) (Y — s ) Ty (X, y)dydx

Xy

Dado que mediante el andlisis de la covarianza buscamos encontrar evidencia de correlacion
entre variables a partir de los datos observados, en general, el andlisis que hacemos es el de
covarianza muestral, remitiéndonos al célculo de la misma mediante:

COV XY Zx -y, -n x“yi)_x.y

siendo N el tamafio de la muestra (nUmero de pares observado), n(xi,yi) el nimero de pares
(xi : yi) gue se observan enlamismay X e y las respectivas medias muestrales.

¢ Cémo puede interpretarse esta medida? Si se observa la primera de las expresiones vemos
gue, para cada par de posibles valores de X e Y, se realiza una suma ponderada por la
probabilidad de ocurrencia del producto de la distancia de cada una de esas realizaciones
respecto de su media. ¢ Qué nos va a indicar el resultado de esa suma?

Si cuando la desviacién de una variable respecto de su media es positiva la de la otra variable
también lo es, el producto de estas desviaciones es positivo. Lo mismo sucede en caso de que
las dos desviaciones sean menores a cero. Estos signos no se ven afectados con la ponderacion
dado que la probabilidad, por definicién, es siempre de signo positivo. Asimismo, puede darse el
caso en el cual el signo de las desviaciones no sea el mismo. En consecuencia, el producto de
las mismas es negativo.

El andlisis de signos anteriores nos dara una pauta de la relacién lineal. Para hablar de que existe
una relacion lineal, claramente, las variables deben mantener la misma relacion en todos sus
valores, sea esta relacion directa (se mueven en el mismo sentido) o inversa (se comportan en
sentido contrario). En consecuencia, si la suma ponderada de los desvios es positiva (y
significativa), podemos, en principio, asumir una relacion lineal directa dado que en la mayor

58 Ver deduccion en el Apéndice.
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parte de los casos el sentido en el cual las variables se mueven es el mismo. Por el contrario, si
la suma de los mismos es negativa, puede considerarse una relacién lineal inversa.

¢, Qué significa que la covarianza sea igual a cero? Para que esto suceda, el signo de cada uno
de los términos de la sumatoria no debe ser constante, sino que, por el contrario, se alterna
dependiendo del par que se considere. Eso significa que, para determinados valores, las
variables se mueven en el mismo sentido mientras que para otros lo hacen en sentido contrario.
En consecuencia, no podria hablarse de una relacion lineal. Se dice, entonces, que:

Si la covarianza de dos variables aleatorias es igual a cero, entonces, las variables no presentan una
relacion lineal entre ellas. En este caso se dice que las variables son no correlacionadas o
incorrelacionadas.

Los graficos siguientes ejemplifican lo presentado en los parrafos anteriores. En el primer caso,
vemos que, en caso de ajustar la relacion que muestran los puntos mediante una recta, la misma
tendria pendiente negativa: a medida que aumenta el valor de X disminuye el valor de Y ; la
relacion es inversa y la covarianza negativa. Lo contrario ocurre en el caso del tercer gréfico:
vemos que a mayor valor de X, también se manifiesta un mayor valor de Y . Asi, la recta que
puede ajustarse deberia tener pendiente negativa y la covarianza manifiesta esta relacion
tomando valores mayores a cero. En el grafico también observamos que, cuando la covarianza
es igual a cero, no podemos hablar de la existencia de una relacion lineal dado que la variacién
de Y ante variaciones de X no sélo no es constante, sino que tampoco mantiene el mismo
signo para todos los posibles valores de la variable independiente: del primer punto al segundo
vemos que aumenta X y disminuye Y (Ax>0y Ay <0), mientras que al pasar del segundo al

tercero, X aumenta y también lo hace Y (Ax>0y Ay>0).

Cabe destacar aqui que dos variables X e Y que son estocasticamente independientes (es decir
que P(X=xnY =y)=P(X =x)-P(Y =y)) no tendran relacion lineal, resultando por lo tanto
no correlacionadas. Sin embargo el concepto de “incorrelacién” no es equivalente al de
“independencia”. Dos variables incorrelacionadas pueden tener una dependencia a partir de una
relacién no lineal entre ambas (por ejemplo una relacion sinusoidal o exponencial, etc.).

Relacion lineal inversa Ausencia de relacién lineal Relacién lineal directa.

Cov(X,Y)<0 Cov(X,Y)=0 Cov(X,Y)>0

Ejemplo 4

La tabla que se expone muestra la evolucion de los precios de ajuste que se presentd en dos contratos
de futuro distintos (Trigo Enero 2007 y Trigo Enero 2008) durante la semana del 6 al 11 de noviembre
de 2006%. ;Puede plantearse la existencia de correlacion lineal? Calcule la covarianza.

Fecha Trigo Enero 08  Trigo Enero 07
06/11/2006 111 120
07/11/2006 112,7 122
08/11/2006 113,7 123,3
09/11/2006 1151 125,5
10/11/2006 114,5 123,5

59 Fuente: DataCenter del Mercado a Término de Buenos Aires (www.matha.com.ar)
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Lo que calcularemos en este ejemplo es la covarianza de esta muestra en particular.

Si se observa el grafico, esperariamos que la misma nos dé evidencia de una relacion lineal directa: el
precio de los contratos se mueve en el mismo sentido y podriamos explicar el comportamiento de uno
de ellos en base al del otro.

Dado que trabajamos a partir de una muestra y no conocemos la distribucion de probabilidades,
debemos recurrir al calculo a partir de las frecuencias observadas para cada par. En principio, debemos
calcular la media muestral de la variable "TrigoEnero08" (Y) y la de "TrigoEnero07" (X), siendo

respectivamente:

Trigo Enero 2008
o
I
8

110 111 112 113 114 115 116
Trigo Enero 2007

120+122+112,3+125,5+123,5

X = z =122,86
y= 111+112, 7+113':,_)7 +1151+114,5 _ 113 4

Ahora, debemos sumar el producto de todos los posibles pares por su probabilidad. Segun la férmula
de calculo expuesta, N es la cantidad de pares observados, con lo cual N =5 y, dado que cada par lo
observamos una vez, la frecuencia es de 1 para todos los pares.

N
%zxi y-n(%, ;) =%.(111.120+112,7.122+113,7-123,3+
i=1

+115,1.125,5+114,5.123,5)
~ 69674,41

5
=13934,882

Entonces,
COV(X, y) =13934,882-122,86-113,4
=|(2,558

El valor positivo de la covarianza nos presenta evidencia de una relacién lineal positiva.

Ejemplo 5

Por otro lado, podemos volver a considerar nuestro ejemplo de los dados y las cartas (Ejemplo 3).
Trabajamos, entonces, con variables aleatorias discretas cuya distribucién conocemos. En este caso, las
esperanzas de cada una de las variables son:

_1+2+3+4+5+6

E(X) =3,5,al ser 1/6 la probabilidad de obtener cada uno de los posibles
valores del dado

142

E(Y) =15 , siendo 1y 2 los posibles valores de las cartas, con probabilidad igual para

cada uno de ellos
Continuando con el célculo para hallar la covarianza:
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DD xy-Py (X, y):%.(1+2+2+4+3+6+4+8+5+10+6+12)
Xy

_88 525
12

Cov(X,Y)=5,25-35-15
=0

Con lo cual se refleja la incorrelacion de las variables.

Es muy importante volver a mencionar que el hecho de que la covarianza sea cero no implica
independencia entre las variables dado que puede existir entre ellas alguna otra relacion distinta
de la lineal. Esto se vera con més detalle mas adelante, cuando analicemos el coeficiente de
correlacién de Pearson. Puede resumirse, entonces, que:

Si dos variables son independientes, su covarianza es igual a cero® pero que la covarianza sea cero no
significa que las mismas sean independientes.

Un nuevo problema aparece cuando queremos comparar, entre pares de valores de variables
distintas, cuales presentan entre si una mayor relacién lineal. En principio, nos veriamos tentados
a creer que, cuanto mayor la covarianza, mayor también la relacién. Sin embargo, esto no es asi
dado que, si recordamos la definicién, el valor de la covarianza dependera del valor de los
desvios de cada variable respecto de su valor medio y las escalas que se manejan respecto a
estos desvios son distintas en funcion del significado de la variable (un desvio de 10 respecto de
la media al hablar de salarios mensuales parece ser bajo, no asi si consideramos un desvio de
10 respecto de la media en el precio de una remera). En consecuencia, se hace necesario contar
con una medida del grado de relacién lineal, es decir, una medida que nos permita conocer
qué variables estan mas relacionadas que otras. Presentamos, entonces, el coeficiente de
correlacién, el cual nos acercara a este objetivo.

Coeficiente de Correlacion

El coeficiente de correlacién (o coeficiente de Pearson) esta relacionado con el célculo de la
covarianza. La ventaja de éste, respecto de la medida anterior, radica en que el coeficiente de
correlacién puede tomar valores Gnicamente dentro del rango [—1 ; 1] .

Esta delimitacion del rango nos permite establecer qué tan fuerte es la relacion entre las
variables: cuando el coeficiente es igual a 1 0 a —1 se dice que la correlacion entre ambas es
perfecta mientras que si es igual a cero no existe correlacion de tipo lineal. En general, podemos
decir que cuando el coeficiente de correlacion sea, en modulo, mas cercano a 1, mas fuerte sera
la relacion de linealidad entre ambas.

Sean X e Y dos variables aleatorias discretas cuyos desvios estandar son, respectivamente, oy y 0y . Su

correlacion, la cual se simboliza como py, , se define como:

_Cov(X.Y)

Oy Oy

XY

De la definicion se observa que: si Cov(X,Y):O = p =0. Asimismo, dado que, por

definicién, el desvio estdndar es siempre mayor a cero, el signo del coeficiente de correlacion
esta dado por el signo de la covarianza. Como ya hemos mencionado, este signo depende de la
forma en la que se manifieste la relacion.

60 Ver Apéndice para la demostracion de la afirmacion anterior
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Cuando se estima a partir de una muestra este coeficiente, se obtiene el Coeficiente de
correlacién muestral

Ejemplo 6

Podemos retomar ahora el ejemplo en el cual tratamos la evolucién de los precios de ajuste de los
contratos de futuro. La covarianza, ya calculada, nos dio un valor igual a 2,558. Para calcular el
coeficiente de correlacion necesitamos, ademas, considerar el valor de los desvios. Realizando el calculo
de la manera vista en el Capitulo 3, se obtiene que:

Oreer =18161  o0pq =1,445

En consecuencia,

2,558

=————=0,9747
Preor.TE08 18161-1 445

Este valor del coeficiente de correlacion muestra que el grado de correlacion lineal es alto.

Ejemplo 7
X - Tomemos en cuenta, a continuacion, los valores de la tabla que incluimos. ¢Presentan
2 15 una menor o una mayor relacion que los contratos de futuro?
-1,5 -1 . .
1 012 | Comencemos calculando la Covarianza muestral de estas variables, para ello,
‘; 116 necesitamos previamente el valor de las medias muestrales:
2 3
- —2-15-1+0+1+2 _ -15-1-0,12+1+1,6+3 -
X = L 5 =025y y= L ’6 L =0,496

%ZN;,Xi 8/ 'n(Xi,yi)=%X((—2)~(—L5)+(—1,5)-(—1)+(—1)~(—o,12)+0,1+16.1+3-2)

12,2
6
=2,036

Por lo tanto,

Cov(X,Y)=2,036—(-0,25)x0,49 = 2,1608
La covarianza es menor a la que se presenta para los contratos de futuro, ¢nos indica esto una menor
presencia de relacion entre las variables?

Como ya dijimos, esto no es necesariamente asi y para sacar conclusiones necesitamos conocer el
coeficiente de correlacion y compararlo con el obtenido para los contratos de futuro.

De acuerdo a la forma de célculo vista en el Capitulo 2, los desvios estandares para X ypara Y son,
respectivamente: o, =1,4068 o, =1,5462
El Coeficiente de correlaciéon para X e Y es:

2,1608

__ 21008 49934
Px¥ =1 206815462

Vemos entonces que, a pesar de que la covarianza es menor que la que se presenta en los contratos de
futuro, la correlacion entre las variables X e Y es mayor que la que se observa entre Trigo Enero 07
y Trigo Enero 08.
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Es importante mostrar que estas medidas (tanto la covarianza como la correlacién) son
representativas de la dependencia lineal entre variables, por lo cual, que la covarianza sea cero
no implica que las variables son independientes, sélo evidencian que no hay una relacion lineal

entre ellas. Lo mismo sucede respecto de la correlacion.

Ejemplo 8

Consideremos los valores de estas dos variables que se muestran en el eje de coordenadas.

=
o

X Y
1 10
2 9
3 8
4 7
5 6
6 55
7 5,9
8

9

12

10

10

12

Si calculamos el coeficiente de correlacidn, tal como lo indica la formula anterior, éste toma un valor
de —0.22 , el cual no indicaria que la relacion entre las variables sea lineal. Esto es evidente si intentamos
ajustar una funcion lineal a estos datos (ver figura). Sin embargo, tampoco parece que exista
independencia entre las variables, dado que el comportamiento de la serie parece seguir la forma de una

parébola, tal como también se observa en la figura.

En este ejemplo, entonces, puede verse claramente que el hecho de que dos variables no
posean dependencia lineal no implica su independencia. De cualquier manera, en los
términos de nuestro analisis, un grado de correlacion poco significativo indicara que el modelo

lineal no resulta adecuado.
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Significatividad de la Correlacién

Al momento de calcular el coeficiente de correlacién debe mantenerse presente que estamos
trabajando sobre una muestra y que, en consecuencia, a partir de ella estamos intentando inferir
las caracteristicas de toda la poblacién. Por lo tanto, en casos en donde el coeficiente de
correlacién de dos variables es muy cercano a cero, podriamos dudar de la existencia de una
relacion lineal entre ellas. Para ello, se construye un test de hipétesis denominado Test de
correlacién en el cual las hipotesis que se manejan son:

H,:p=0

H:p=0
Trabajamos, entonces, con una prueba de dos colas en donde, al rechazar la hipétesis nula,
mantenemos la posibilidad de que la relacion lineal exista. Por el contrario, un no rechazo de la

hip6tesis nula refleja que la evidencia empirica no es suficiente para afirmar la existencia de una
relacion lineal entre las variables.

El estadistico de prueba gque se utiliza es el siguiente, el cual tiene una distribucién t de Student
con n—2 grados de libertad:

Para una probabilidad « de cometer error de tipo | (rechazar la hipétesis nula cuando ésta es
verdadera) los valores criticos de la region de aceptacion seran: t ;.. ., Y 4o 0o =t 5102

Es importante mencionar que, en caso de que el resultado de este test nos lleve a considerar
gue p =0, entonces, estaria considerando que no existe relacion lineal entre las variables. En

consecuencia, no tendré sentido realizar una estimacion de ese tipo. Por lo tanto, ante cualquier
andlisis de variables, antes de iniciar la estimacién de los coeficientes a partir del método de
minimos cuadrados debemos verificar que el coeficiente de correlacién sea significativo (caso
contrario, correremos el riesgo de estar trabajando en la estimacioén inttilmente, es decir, cuando
la misma en realidad no tiene sentido).

Ejemplo 9

Para el tratamiento de los precios de los contratos de futuro, estimamos en el ejemplo 10.5 un coeficiente
de correlacion igual a 0,9747 a partir de una muestra de n=5.

Si queremos testar su significatividad con un nivel del 99% de confianza, tendremos que «=0,01 y
que el valor critico tyes =+5,841 ( gl.=3)

. 0,9747-/3
El estadistico de pruebat, toma el valor: t, = B3

© \1-0,9747°

Como t, >+t = no se acepta H,, es decir, podemos seguir sosteniendo la existencia de que

=7,553

existe relacion lineal entre las variables.

0,30

0,20 =

0,10 =

0,00 =

T T T T
-10,00 5,00 0,00 .00 ¥5 10,00
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Ejemplo 10
Consideremos ahora el caso del ejemplo 10.6, en el cual obtuvimos un valor muy pequefio del

coeficiente de correlacion. Los grados de libertad que manejamos en este caso son 8, dado que la
muestra es de 10 observaciones. Con un nivel de confianza igual al del ejercicio anterior: t, o =+3,355

_ —0,2222-\/8

\fl— 0,2222°

En este caso, —3,355<t, <3,355, con lo cual la evidencia empirica nos hace aceptar la hipétesis nula
y no considerar la existencia de una relacion lineal entre las variables.

6.2 Estimacion de la Recta de Regresion

En la seccion anterior, se introdujo el concepto de regresion lineal y de medidas que resultan
representativas de la existencia de esta relacion. En los puntos siguientes, se expondra el Método
de Minimos Cuadrados, de manera tal de poder estimar cudl es la recta que mejor ajusta a los
datos. Asimismo, se analizara el nivel de confianza asociado a estas estimaciones dado que no
debe perderse de vista que, al realizar estimaciones, las mismas se construyen sobre la base de
una muestray, en consecuencia, la calidad de la estimacién dependeré no sdélo de la metodologia
utilizada sino también de la calidad de la muestra.

t, =-0,6447

6.2.1 Estimacion Puntual por Minimos Cuadrados

Dadas dos variables aleatorias entre las cuales se evidencia algun grado de dependencia lineal,
el problema de la regresion lineal consiste en estimar los pardmetros de la funcion lineal que
mejor representen esta relacion.

Recordemos que la recta de regresion es de la forma:
E(Y[x)=Ax+5

Esto implica que, para cada valor que tome la variable independiente (este valor es ya una
realizacion de la variable aleatoria o se encuentra predeterminado), el valor medio de la variable
explicada puede conocerse a partir de la funcién descripta.

Cuando se trabaja con la estimacion por minimos cuadrados, los parametros £, y 3, se estiman de modo

tal que se minimice la suma de los cuadrados de las desviaciones de las observaciones respecto de la
recta.

Analicemos, entonces, la expresion anterior. Para trazar una recta de regresién necesitamos
. X, . .
contar con " observaciones de los pares ( y) . A partir de ellos, construimos la recta. Ahora,

salvo que exista correlacidn perfecta entre estos datos, la recta no va a pasar exactamente por

los " pares que se estén considerando para formarla. Esto es, dado el par (Xi’y‘), muy
. X+ B £ V. . . L, X+ =V . .

posiblemente B %+ by y'. Si llamamos a la estimacion B %+ by y', se evidencia que

£\ . . - -
Yi % Vi para determinados valores. Este razonamiento se observa en el grafico siguiente.

Podemos ver que, para X =1 se observa que y=09 (dato con el cual se inici6 la estimacion).

E(Y;[x )=0,9937-x +0,6484

Ahora, utilizando el analisis de regresion se llega a que . Esto nos

, E(Y[x=1)=0,9937+0,6484 =1,6421
lleva a considerar que
Yi#Yi (0'9;’&1' 6421). La diferencia entre estos valores constituye el error observado que, tal
como se muestra en el gréafico, es de 0,7421, siendo la estimacion por exceso.

. Se observa, entonces, lo postulado:
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La idea que se mantiene, entonces, para estimar los parametros es elegir (,Bo,ﬂl) de manera tal

n

de minimizar la expresion Z(yi -9 )2 , siendo n el nimero de observaciones con las que se
i=1

cuenta.

En este contexto, vemos que (y; — ;) representa el error en la estimacion, conforme a los valores

observados. Este error lo elevamos al cuadrado dado que, en el caso contrario, se compensarian
los desvios positivos con los negativos y no podriamos medir en qué grado resulta adecuado el
ajuste.

La expresion de la sumatoria puede reescribirse reemplazando ¥, por la expresion funcional
buscada:
n

an:(Yi _)A’i )2 ZZ(yi _ﬂl'xi _180)2

i= i=1
Debemos tener presente que los datos con los que se cuentan son los pares (xi : yi) y que, por

lo tanto, las variables de la ecuacion a minimizar son B,y £,.

Recordemos que una condicién necesaria para encontrar el minimo de la funcién es que su
derivada primera respecto a las variables de interés sea igual a cero. En expresiones del tipo
planteado, esta condicién asegura la existencia de un minimo en ese punto. En consecuencia, Si
se procede a minimizar la expresion de la sumatoria anterior, se obtienen los estimadores
minimo-cuadraticos de los coeficientes.
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Cuando se realiza una regresion lineal del tipo Y=/, -X+ /3, +¢, se estiman los parametros £, y S
minimizando los errores al cuadrado:

n 2
min Y (¥, - B,- X + )
i=1
Los estimadores puntuales que se obtienen son::

n-i“xi\(i —Zn:xizn:\(i
2 - i=1 i=1 i=1

A - —
n-Zxﬁ—[_inj
ixlz iY.—iX,iXI Y|
Bo _ =l |n:1 i-1 . i1 . Y _ Al <
v $xi-(x)

Ejemplo 11

Tomemos los datos de la relacion entre el incremento de las ventas y el gasto en publicidad, de manera
tal de calcular la recta de regresion que mejor se ajuste a los mismos. La variable "gasto" sera
representada por X y la variable "incremento de las ventas" por Y .

En la tabla siguiente resumimos los calculos necesarios para obtener los estimadores de los coeficientes.
En la tltima fila, se expone la suma de cada una de las columnas.

X y X2 Xy
5 20 25 100
12 30 144 360
20 55 400 1100
35 70 1225 2450
50 100 2500 5000
| Suma 122 275 4294 9010

De acuerdo a lo deducido, entonces,

- XXy =% DY, _ 5x9010-275x122

EUE —1,74612
A o, (&Y 5x4294-122°
nx Y X2 —| D X
i1 i
x>y =Y x 3 X xy
o XN LXKV oas 075 1220010
B, = - 200 12,3945
(e j 5% 4294122
nx X — X
i=1 i=1

La recta de regresion es de la forma: §; =1,74612x X, +12,3945

61 El desarrollo se expone en el Apéndice
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100 y =1,7461x + 12,39
80
60 -

40 4

20 A

A partir de conocer esa recta, podriamos estimar cudl seria el incremento de las ventas si se destinan
$30.000 a gastos de publicidad, simplemente reemplazando por estos valores en la ecuacion:

E(Y|X =30)=1,74612-30+12,3945 = 64,7783

Dado que la regresion estd realizada para miles de pesos y cientos de unidades, esto indica que
podriamos esperar un incremento de 64.778 unidades si destinamos $30.000 a gastos de publicidad.

Es importante tener en cuenta que lo que hallamos mediante esta metodologia y, a partir de la
muestra, es una estimacion puntual de los coeficientes, la cual surge a partir de una muestra
particular. Uno de los problemas que pueden plantearse al realizar este tipo de regresién es la
presencia de puntos de gran influencia o apalancamiento, que son valores atipicos en la relacion
que parece presentarse de acuerdo a los demés pares que conforman la muestra, generando un
importante cambio en la pendiente de la recta estimada. No analizaremos en este caso el
tratamiento de estos puntos, pero nos parece importante destacar la importante influencia de la
muestra ante la presencia de valores atipicos.

6.2.2 Intervalos de confianza para los coeficientes

Tal como se mencioné en la seccion anterior, los coeficientes que surgen de minimizar la suma
de los desvios son estimadores de los verdaderos coeficientes. En consecuencia, tienen
asociada una funcién de distribucién y podemos generar intervalos de confianza para los mismos.

Antes de iniciarnos en la distribucion de los coeficientes recordemos que, de acuerdo con las
hipétesis ya adoptadas:

Yi=BX%+h+e
=Yité§

donde, &~N(0;0,) y E(&.£;)=0 Vi, j/i=]
Asimismo, puede demostrarse que los estimadores minimo-cuadraticos de los coeficientes son
insesgados, de varianza minima y tienen distribucién normal. Podemos, ademas, deducir la

férmula de la varianza para cada uno de ellos. Ambas demostraciones exceden el alcance de
esta obra, el lector interesado puede consultar Gujarati (2004)
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La varianza correspondiente a cada uno de los estimadores es, respectivamente:

(XY

Var(,Bo):a2 7 (IZ”;‘XJ %

UZ

Var([g’l)= fo _(é“xij %

Si analizamos las expresiones anteriores de la varianza de los estimadores, puede verse que
cuanto menor sea la varianza del error, o, mas preciso sera el estimador del coeficiente (menor
serda su error estandar). Asimismo, cuanto mayor es el tamafio de la muestra, n, también seran
menores los desvios de los coeficientes: una vez mas, el trabajar con muestras mayores nos

permite trabajar, también, con mayor precision.

Hemos dicho que en ambos casos la varianza depende de la varianza del error o?. El error es
el residuo de la estimacion, es decir, la diferencia entre el valor estimado de la variable explicada

para un determinado valor de la variable independiente y el valor observado para ese caso.

Un nuevo problema que aparece entonces es el de estimar la varianza del error dado que, si bien
podemos asumirla para un ejercicio dado, en la practica no es un dato y debemos proceder a su

calculo.

El estimador de la varianza del error es de la forma siguiente:

Zn:(Yi - )2

A2 =1
¢ n-2

El numerador del estimador anterior es la suma de los residuos al cuadrado, dado que:

(yi _)A’i)2 :(Bl'xi +:Bo+5i _:Bl'xi _:Bo)z :5i2

Asimismo, una de nuestra hipétesis es que la esperanza de los residuos es igual a cero, con lo

cual:

Il
m
—_
™
N}
N—

Al dividir el cuadrado de los residuos por n—2 en lugar de n se logra que la estimacion sea
insesgada y, ademas, se refuerza la idea de que no podremos hacer analisis de regresion a

menos que tengamos mas de dos pares de datos como muestra.
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Ahora, recordemos que el objetivo que nos planteamos en esta seccion fue el de generar
intervalos de confianza para los verdaderos valores de los coeficientes. El problema con el cual
nos enfrentamos es la imposibilidad de conocer la varianza de estos coeficientes al desconocer
cual es la varianza del error. En consecuencia, a pesar de estar trabajando con variables
Normales, al utilizar una estimacion de la varianza en reemplazo de su verdadero valor,

procederemos a estimar los intervalos con la distribucion t de Student con grados de
libertad.

El estadistico que utilizaremos tiene la misma forma para cualquiera de los dos coeficientes:

Il
>

_Aﬁi D tn—2
(A)
Podemos, entonces, decir que si se realizan sucesivas estimaciones a partir de muestras de

tamafio n, en el (1-«)% de los casos el intervalo [,B. —tn,z;l,a,z-&(ﬁi);[z +tn,2;1,,1,2-5(,3i )J

o

contendrd el verdadero valor del pardametro. Entonces, podemos, definir la estimacion por
intervalos de los coeficientes de regresion:

Sea f3, estimador puntual minimo cuadrético de uno de los coeficientes de la regresion lineal, el intervalo
B _tn—2;1—a/2 &(ﬂl ) <B<p +tn—2;1—a/2 &(ﬁu)

contendra al verdadero valor de S, en el (1—or)% de las muestras que se consideren procedentes para la
estimacion.

Ejemplo 12

Continuemos el andlisis de regresién del ejemplo anterior. Para la relacion entre gasto en publicidad e
incremento en las ventas, obtuvimos que:

A A

B =174612  j, =12,3945

X y y (y-y)r2
5 20 21,1251 1,2659
12 30 33,3480 11,2092
20 55 47,3170 59,0279
35 70 73,5090 12,3128
50 100 99,7009 0,0895

| Suma 122 275 275,0000 83,9053

Estimemos ahora la varianza del error. Para ello, mostramos en la tercera columna de la tabla el valor
estimado de y, Yy, correspondiente a cada valor de X, de acuerdo con los coeficientes estimados. En
la cuarta columna, entonces, mostramos el cuadrado de la diferencia entre el verdadero valor observado
Yy su estimacién.

Teniendo en cuenta que contamos con 5 observaciones, y utilizando los datos de la tabla, podemos
calcular la estimacion de la varianza del error:

n

A \2
L 209 _ 83,0053

¢ n-2

= 27,9684 = 6, =5,2885

Si utilizamos el cuadro del Ejemplo 11 para calcular los desvios de los coeficientes, se tiene que:
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—\2
R X 2
Var(f,)=o?- 1 () — | =27,9684. %+L122 =18,2351
n inz_(zxij 1 4294~
i1 it n
o, =421025
2
Var (4= % _ 2968 4013
ZXIZ—EZXJ 1 4204
i1 i1 n
o, =0,1457

El intervalo de confianza con una significatividad del 95% (es decir, « =0,05) para /3, es:
12,3941, o5 x4,27025< 3 <12,394+1, | o5 x4,27025

Buscando en la tabla o calculando con Microsoft® Excel el valor de la variable t, obtenemos que
t; 05 =3,182 , y por lo tanto el intervalo es:

-1,19349 < /3, < 25,9824
Por lo tanto, la estimacion para el término independiente no resulta ser muy precisa, fundamentalmente
debido a que el tamafio de la muestra es pequefio.

Para el otro coeficiente, el intervalo es:
1,74612 — t3.0975 X 0,1457 < B; < 1,74612 + t3,9975 X 0,1457

1,283 < B, < 2,210

Si bien no lo presentamos en este apartado, conocer la distribucion de estos estimadores es
importante, no solo para la construccion de los intervalos de confianza, sino también para analizar
la significatividad de los coeficientes. Utilizando las técnicas de los tests de hip6tesis presentados
en el Capitulo 7, podemos plantearnos si cada uno de los dos coeficientes estimados resultan
ser o0 no significativos para el analisis. A los fines del marco de una estimacion lineal, resultara

importante testar la significatividad de f,, dado que es a través de este valor que se manifiesta

la tasa de variacion constante que implica la linealidad. Por lo tanto, este testeo tiene unarelacién
muy fuerte con el testeo de p y hace ala presencia o no de una relacion lineal. En cambio, que

el valor del coeficiente f, pueda ser igual a cero, afecta la forma de la recta, pero no cambia el
carécter de la linealidad. Es decir, si tenemos E(Y/X =x)=4-x 6 E(Y/X =X)=4-X+4,, la
relacién entre X e Y es lineal de todas formas.
En caso de que desedramos realizar este testeo, debemos plantear las siguientes hipétesis:
H,:5 =0
H,:8+#0

siendo el estadistico de prueba el estadistico t con n—-2 g.l.

El rechazo de la hipétesis nula dejara evidencia, para el nivel de confianza con el cual se esté
trabajando, de que el coeficiente S, es significativo y, por lo tanto, no deberia excluirse de la
recta de regresion planteada.

Por el contrario, si los datos empiricos no permiten el rechazo, existe la posibilidad de que dicho
coeficiente sea innecesario, al existir una alta probabilidad de que tome el valor cero.
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6.2.3 Intervalos de confianza para'Y

Es importante también observar qué es lo que sucede con el valor que estimamos de la variable
independiente Y . El mismo es una variable aleatoria y, como tal, también tiene asociada una
dispersion y podemos generar intervalos de confianza respecto a su verdadero valor medio.

Lo que necesitamos conocer es la dispersién de esta variable. Ya hemos visto en las primeras
secciones que parte de la aleatoriedad de la estimacién esta dada por el término de perturbacién
estocastico ¢. Otra parte de la misma esta dada por la muestra utilizada y los consecuentes

errores en la estimacion.

El desvio estandar de la estimacion es:

Dado este desvio, el verdadero valor medio de Y ante un valor predeterminado de X estara
incluido en el intervalo [9—tn_2;1_a,2 X6y Y+t o1 ar X&y] el 100x(1-«)% de las veces. Es decir

que si tomaramos infinitas muestras apareadas de las dos variables y estimaramos con cada una
el intervalo anterior, el 100><(1—a)% de los intervalos contendria al verdadero valor esperado de

Y.

Elintervalo de confianza del valor esperado de Y dado el valor x de lavariable X, conun 100x(1-«)%
de confianza es:

Y=t 21 ar2 ><OA_y < E(Y | X = X) ) A ><OA_y

Siendo y = S, xX+ f,

Ejemplo 13

A los fines de mostrar el modo en el cual realizar un analisis de regresion de manera completa,
continuaremos con el ejemplo de la relacion entre el gasto en publicidad y el incremento de las ventas.

La estimacion del incremento medio de ventas ante una inversién de $30.000 habia resultado ser igual
a 64.778 unidades. Construyamos ahora, un intervalo de confianza para el verdadero valor del valor
medio con un 95% de confiabilidad.

El valor estimado, como ya dijimos, surgio de:

¥ =1,74612-30+12,3945 = 64,7783
Procedamos al célculo de &, . El nico dato que no calculamos en ejercicios anteriores es (xi - )?)2 .
El lector podré facilmente comprobar que X =24,4 y que (xi -~ )?)2 =(30-24,4)" =31,36.

Si reemplazamos en la expresion por los valores de las tablas ya calculadas:
—\2
~ A 1 (Xi -X )
G .

=2,5019

Yi & E

_ =5,2885.

Con lo cual, el intervalo sera
64,7783—3,182-2,5019 < E (Y X = 30) <64,7783-3,182-2,5019
56,8219 < E(Y|X =30) < 72,7441
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6.3 Bondad del Ajuste y Coeficiente de determinacion

Cuando nos referimos a la existencia de una relacién lineal entre variables, definimos dos
medidas asociadas al grado de esta relacion: la covarianza y el coeficiente de correlacion. En
este apartado definiremos al coeficiente de determinacién como medida representativa de la
bondad del ajuste, es decir, una medida que nos resume con qué grado de precision la linea
de regresién se ajusta a los datos.

Para poder entender un poco mas respecto de esta medida, necesitamos comenzar con un
analisis de los residuos, es decir, con un analisis de la diferencia entre el valor pronosticado
de Y y el verdadero valor que toma la variable. Para medir qué tan significativa es la suma de
estos errores, debe poder compararse con alguna otra.

Analicemos el gréafico siguiente:

y =0,0937x +0,6484 2~

Para cada uno de los datos que se tienen puede analizarse la diferencia de cada valor respecto
de la media general (lo cual esta relacionado con la varianza de la variable y obedece,
claramente, a su caracteristica de aleatoria) y, por otro lado, la diferencia entre la estimacion y el
verdadero valor.

Tomemos el caso de las variables que se exponen en la siguiente tabla y a las cuales
corresponde el gréafico la regresion anterior.

X Y
-2 -1,5
-1,5 -1
-1 0,2
0 0,8
1 0,9
2 3

Si desconociéramos la existencia de una relacién entre ambas y quisiéramos pronosticar un valor
de vy, tomariamos como medida el promedio de las observaciones, es decir, el valor y=0,4 .

Sin embargo, si consideramos la relacion lineal que existe entre las mismas, esperariamos un
valor distinto de y segun el valor que se considere de la variable X . El lector podra comprobar,

a partir de la metodologia expuesta, que la recta de regresién estimada por minimos cuadrados
es:

§ =0,9937 X +0,6484

En consecuencia, para el valor x=15 tendremos la estimacion §=2,1389, siendo este

prondstico muy distinto al anterior calculado mediante el promedio simple de las observaciones
de Y . La suma de los errores en uno y otro caso seran distintos y, si la regresion lineal es buena,
los errores al aplicar la estimacion deberian ser un porcentaje muy pequefio de los errores
respecto a la media.
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Un andlisis de gse tipo es el que se realiza al calcular el coeficiente de determinacion, al cual se
lo denomina = . Para ello, primero realicemos algunas definiciones.

La Suma de Cuadrados Total es:

SCT = iz:(yi -y)

Esta medida considera los desvios de cada observacion respecto del promedio de la variable Y
(la variable a estimar), sin considerar la relacion que ésta tiene con la variable X . Puede verse
como la suma de los desvios cuadréticos, ante el caso en el cual no trabajemos con la regresion
para explicar los valores de la variable dependiente.

La Suma de Cuadrados Residual o Variacion Residual es:

En este caso, estamos considerando la suma de los cuadrados de los errores de la estimacion
realizada mediante la regresién, la misma sumatoria que utilizamos para estimar la varianza del
error.

La Suma Explicada de Cuadrados o Suma Explicada por la Regresion es:

SCE=2 (% -y)’
i=1

Esta UGltima representa la variacion de los valores estimados de Y , mediante la regresion
respecto del promedio de las observaciones. Es decir, en cuanto diferenciamos nuestra
estimacion al utilizar la regresion lineal, en lugar del valor medio general de la variable.

Puede demostrarse que la Suma de Cuadrados Total es igual a la suma de las otras dos medidas
de desvios que han sido planteadas®?.

La Suma de Cuadrados Total es igual a la adicion de la Suma de Cuadrados Explicada y la Suma de
Cuadrados Residual:

SCT =SCE +SCR

Una vez expuesta las definiciones anteriores, podemos definir el coeficiente de determinacion de
la regresion.

El coeficiente de determinacién, r’, es el porcentaje de la variacion total de Y que es explicada por la
regresion lineal:

La interpretacién surge de considerar:

62 \Ver Gujarati (2004) para una demostracion
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SCT - SRC = SCE

Variacién total de Y~ Residuos de la Regresion ~ Variacion explicada por la estimacion

Cuanto mayores son los residuos de la regresioén, peor sera el ajuste. En consecuencia, la Suma
de Cuadrados Explicada sera mayor, cuanto mejor sea el ajuste.

Podemos decir, ademas, que (1— rz) muestra la proporcion de la variacion total de Y que no es

explicada por la regresion (aquella proporcion del error de estimacion que no pudimos disminuir
mediante la regresion).

Dado que el coeficiente de determinacién es una proporcion, puede tomar valores Unicamente
dentro del rango [0;1] , indicando el valor r’ =1 la existencia de correlacién perfecta, mientras

que r? =0 significa ausencia de correlacion lineal.

Una forma sencilla de obtener este coeficiente es a través del coeficiente de correlacion.

El coeficiente de determinacion es el cuadrado del coeficiente de correlacion de Pearson:

r? = (Pxy)*

Los dos coeficientes utilizados en el analisis de regresion tienen su utilidad y difieren en cuanto
a su interpretacion. La diferencia entre ambos esté en que el coeficiente de determinacion tiene
asociado un significado (representa el porcentaje de la variacién de Y que es explicado por la
regresién) mientras que el coeficiente de correlacién sélo nos permite clasificar la relacion lineal
en "fuerte" o "débil".

Por otra parte, el coeficiente de correlacion tiene la ventaja, por sobre el de determinacién, de
indicarnos el sentido de la relacion, es decir, que nos permite saber si existe relacion directa o
inversa entre las variables.

Ejemplo 14

Si retomamos el caso planteado al introducir el tema en esta seccién, podemos calcular qué porcentaje
de la variacion es explicada por la regresion. Los célculos necesarios para hacerlo se resumen en la tabla
siguiente:

X Y Y Y (y-y )2 | (Y-y )™
-2 -1,5 0,4 -1,3389 3,6100 3,0239
-1,5 -1 0,4 -0,8421 1,9600 1,5428
-1 0,2 0,4 -0,3453 0,0400 0,5554
0 0,8 0,4 0,6484 0,1600 0,0617
1 0,9 0,4 1,6421 0,2500 1,5428
2 3 0,4 2,6358 6,7600 4,9988
Suma 12,7800 11,7255
SCR SCE
Entonces, r? = SCE _ 11,7255 0,9175
SCT 12,78

El analisis de regresion propuesto explica el 91,75% de la variacion de Y .

Ejemplo 15

Si consideramos nuevamente el analisis de la relacién entre incremento de ventas y gastos de publicidad,
podemos calcular el coeficiente de determinacion simplemente elevando al cuadrado el coeficiente de
correlacion.

Si recordamos lo visto en las secciones anteriores, podemos calcular:
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Cov(X.Y) 80 oo
P T 5, 16,2308x28,6356

Entonces, I’ =0,9897% =0,9795

Este analisis de regresion explica el 97,95% de la variacion.

6.4 Anexo: Demostraciones

6.4.1 Expresion alternativa de la Covarianza
Cov(X,Y) =D (x=uy )(y—uy )Py (X.Y)
x oy
:ZZ(X' Y=V -y =Xty +/JX:UY)PXY (X,Y)
Xy

:;;X' Y Py (X,Y)—,UX ggy'PXY (X, )/)—,UY §§X'va (X’y)+

Hy Hx

+ Uy by lezyszv (%, Y)

[
=1por def. de probabilidad

:sz'y'va (X’Y)_Z',ux/‘\( + Ly Ly
Xy

{Z;,Zy‘)(-y- Per (%, y)}—ux Ay

6.4.2 Covarianza de Variables Aleatorias Independientes
Por definicién, si X e Y son variables independientes, entonces, B, (x,y)=P (x)-R (Y)

Si, considerando esa definicién, procedemos al calculo de la covarianza, se tiene que:
Cov(X,Y) {ggx- y-Py (X, y)}ux “Hy
Sy B8 ()|
=[§><~ P (X)J[Zy- R (Y)]_ﬂx by
o 7

y

Hx Hy
= Hy oMy = Hy By
=0

6.4.3 Deduccién de los Estimadores Minimo Cuadraticos de los Coeficientes de la Recta
de Regresién

Al momento de estimar los parametros S, y f,, minimizamos la suma de los cuadrados de las

desviaciones de las observaciones respecto a la recta. Para ello, se deben dar, simultaneamente,
las dos condiciones siguientes:
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a_n (yi_ﬁl'xi_ﬁo)z
i=1l aﬁl :O
a‘” (Yi_Bl'Xi_:éo)z
T -

Es decir, la derivada primera de la expresién respecto a cada uno de los parametros debe ser
igual a cero. Si desarrollamos las dos expresiones se tiene que:

ag(Yi_&'Xi_ﬁo)z n . .
= 7 = 2 2-(yi -B X —ﬂo)-(—xi ) (reglade la cadena)

Importante: Recordar que aqui es 3, la variable
y que los valores de x estan dados por la muestra

Como la condicion que estamos imponiendo es que esta derivada sea igual a cero, la primera
restriccion de nuestro sistema de ecuaciones seré:

iz'(Yi _foi _,Bo)'(_xi)zo
_2|:Zn:yi X _;Blixiz —,BOZn:Xi:|=O
Blixiz +B0_Zn:xi :iyi X (Condicidn 1)

Realizando el mismo procedimiento, pero derivando respecto de f3,, se obtiene la segunda
condicion:
n A A \2
aZ(yi_ﬁl‘xi_ﬂo) n . .
e ~ =2.2\Yi—B %) (-1
b, 22N

Al igualar a cero esta derivada:
iz;:z-(yi ~B%=B)-(-1)=0
i Sx=y, (Condicién 2)
i i
El sistema queda asi conformado con dos ecuaciones y dos incognitas, pudiéndose expresar en

forma matricial y resolviéndose por cualquiera de los métodos conocidos por el lector
(utilizaremos Cramer en esta demostracion)

ixiz ixi [,B:| ixiyi
Yx o0 (ALY

Resolviendo el sistema:
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7 NUmeros Indice

Dario Bacchini
Lara Vazquez
Valeria Gogni
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Seguramente, habra escuchado hablar de la evolucion de la inflacién, de la evolucién del costo
de vida o de la modificacion periddica del nivel de ventas de una empresa o sector. Uno de los
principales intereses, cuando se analiza una variable determinada, esta relacionado entonces
con su evolucion. En general, interesa conocer de qué manera se comporta la misma en distintos
periodos del tiempo y observar estos valores comparativamente de manera clara. Una
herramienta fundamental para este andlisis es la construccion de indices, los cuales se trataran
en este capitulo.

Si bien el concepto de indice es sencillo y no le presentara mayor dificultad, si es complejo el
proceso de construccién de los mismos, de modo tal de asegurar que reflejen fielmente la
variable que quiere medirse. Se mencionara también en este capitulo cuales son los recaudos
gue deben tomarse y cudles son los factores que pueden incidir en la construccion y generar
resultados disimiles para la medicién de un mismo fenémeno. Finalmente, acompafian a este
capitulo, al igual que a los anteriores, una propuesta de ejercicios referidos al tema con el objetivo
de afianzar los conceptos presentados.

7.1 Concepto

La utilizacién de los nimeros indice se manifiesta en el analisis de series temporales. A partir de
conocer el comportamiento de una variable a lo largo del tiempo, en muchas ocasiones pueden
realizarse predicciones o estimaciones acerca de ellas. En otros casos, no nos interesa conocer
el comportamiento para inferir, sino para explicar ciertos fenébmenos o tomar algin tipo de
decision.

Como ya se ha dicho en capitulos anteriores, el analisis de series temporales es complejo y
objeto de estudio de la Econometria. A pesar de la mencionada complejidad, un primer
acercamiento al estudiar la evolucion de las variables, se manifiesta a través de los nimeros
indice. Comprender estos indicadores es sencillo y, ain més sencillo, obtener a partir de los
mismos una nocién respecto al comportamiento de la variable.

En la tabla 1, se observa una evolucién periodo a periodo, considerando la evolucion de las
toneladas exportadas por una determinada empresa agropecuaria.

Afio  Toneladas

1990 310963,474
1991 354875,680
1992 360080,089
1993 325275,600
1994  342840,482
1995 418629,697

La variable que nos interesa ver, el comportamiento es, en este caso, las toneladas exportadas
anualmente por nuestro pais. Encontrar si esa cantidad aument6 o no con el correr de los afios
(o si tuvo un comportamiento erratico) no presentard mayor dificultad que la de observar los seis
digitos (obviando los decimales) que caracterizan a la variable en cuestion. De ese modo, sin
realizar calculo alguno, podremos ver que el tonelaje exportado crece entre 1990 y 1992, cae en
1993 y luego hay una nueva tendencia de crecimiento hasta el afio 2006.

Probablemente, si quisiéramos profundizar el analisis, buscariamos encontrar las diferencias de
afio a afo y la incidencia de estas diferencias medida en forma porcentual: recordemos que, en
los analisis de variables, referirnos a montos absolutos puede prestarse a confusién (que la
exportacién crezca 20 kilos de afio a afio no generara diferencia, mientras que si una persona
aumenta 20 kilos de afio a afio la situacién de esta persona serd muy diferente en uno y otro
periodo. En ambas situaciones, el valor del incremento es de 20 kilos, pero el impacto en el
andlisis es muy distinto.

Por otra parte, incluimos también a modo de ejemplo, en la tabla 2, el indice de Precios al
Consumidor (IPC) publicado por el INDEC®2 para los meses del afio 2006.

63 www.indec.mecon.gov.ar
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Afio 2006 - IPC
Enero 172,12
Febrero 172,80
Marzo 174,88
Abril 176,58
Mayo 177,41
Junio 178,27
Julio 179,37
Agosto 180,38
Septiembre 182,00
Octubre 183,56
Noviembre 184,86
Diciembre 186,67

Este indice muestra la evolucién de los precios y suele utilizarse como indicador de la inflacion.
El caracter creciente para los meses considerados muestra la presencia de este Ultimo
fenomeno. A diferencia del caso del tonelaje exportado, los nimeros de la tabla no tienen un
significado en si mismo, dado que no se refieren a precios promedios, ni a suma de precios, ni a
precio de ninguln bien simple que podamos encontrar en el mercado. Sin embargo, como ya se
ha mencionado, la observacién de todos los datos en conjunto nos muestra un incremento en el
valor del indice en forma continuada para todos los meses.

Antes de definir el concepto de indice, debemos tener en cuenta que los mismos constituyen un
indicador. En consecuencia, decir que un indice toma un valor determinado tiene significado
s6lo en relacion con su valor para otro momento de tiempo, pero no en si mismo. En nuestro
ejemplo, que el indice de Precios al Consumidor tome el valor 180,38 en agosto de 2006 no
significa nada a menos que lo comparemos con su valor en otro periodo. Asi, si consideramos el
valor que toma en diciembre del mismo afio (186,67) el mayor valor del indice refleja un
incremento general de los precios.

Un namero indice es una relacidn en porcentaje que mide el cambio, para distintos periodos del tiempo,
en precios, cantidades o alguna otra variable de interés.

Tal como lo expresa la definicién, un nimero indice va a reflejar, porcentualmente, el cambio en
una variable respecto de un momento particular, al cual se denomina periodo base. Asi, una
vez elegido el periodo respecto del cual se van a analizar las diferencias, sera sencillo encontrar
qué relacién mantienen entre si los valores a lo largo del tiempo.

Para el periodo base el indice toma el valor 100, y el valor que tome para los otros momentos
representara la relacién que tengan con el valor del periodo base elegido. De esta manera, Si
para el afio X el indice toma el valor 130, esto significa que la variable es un 30% mayor respecto
del afio tomado como base. Lo que se logra al trabajar con indices es que, mediante la resta de
sus valores en forma directa con la del periodo base se obtienen las diferencias presentadas en
el tiempo en términos porcentuales (relativos) y no absolutos, permitiendo ver de manera mas
clara las tendencias en la evolucion de las variables, sobre todo en los casos en los cuales las
cifras que se manejan son importantes.

Ejemplol

Supongamos que el indice que se muestra en la tabla 3, se utiliza en una compafiia para analizar el
impacto de su campafia publicitaria en términos de la evolucion del consumo de un bien determinado.

Periodo Indice| Periodo Indice
Ene-05 985| Ago-05 125
Feb-05 99 | Sep-05 124
Mar-05 100 | Oct-05 124
Abr-05 105 | Nov-05 120
May-05 110 | Dic-05 122
Jun-05 122 | Ene-06 116
Jul-05 128 | Feb-06 115
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Dado que la campafia comenzo su vigencia en abril de 2005, deciden considerar al mes de marzo de ese
afio como base. Se dice entonces que el indice es base Marzo2005 =100 . Lo que nos resulta interesante

es interpretar el significado de los valores que se muestran. A pesar de no conocer las cantidades
vendidas a partir de la campafia, notamos que hubo un amplio crecimiento para los meses siguientes al

inicio de lamisma. El valor de 1, s =105 muestra que las ventas se incrementaron en un 5% respecto

a las del mes anterior, ya con el primer mes de campafia. Este porcentaje se calcula sencillamente
sustrayendo del valor del indice del periodo, el del periodo base

( L nor 05 = v 05 :105_10025)-

Para Julio, con el mismo razonamiento, podemos ver que las cantidades vendidas fueron un 28%
mayores a las presentadas en marzo. Para el mes de agosto, las unidades vendidas continGan siendo
superiores a las de marzo, pero inferiores a las del mes anterior, mostrando que la campafia va
"perdiendo efecto". Si observamos la variacion entre febrero y marzo de 2005 puede verse que febrero
tuvo ventas un 1% menores a las de marzo

( IFeb05 - IMar05 :99_1002_1)-

Si queremos analizar el porcentaje en el que crecié de un mes a otro, el calculo debe modificarse dado
que el porcentaje se calcula sobre el periodo anterior:

IMarOS _ IFebOS %100 = @ =l, 01
| 9

Fer05 9

El nimero calculado implica que las ventas de febrero a marzo crecieron en un 1,01%. Si comparamos
el crecimiento mensual en las ventas "pre campafia" con el crecimiento del 5% presentado en el primer
mes, podemos ver que la misma ha generado un impacto.

Otro andlisis interesante que podemos hacer es considerar la variacién porcentual entre dos periodos
gue no son base. Asi, si queremos analizar en forma comparativa las unidades vendidas para enero de
2005 con las correspondientes a enero de 2006 podemos hacer:

lgne 06 — lene o5 %100 = 116-98,5

Ene 05

%100 =15,09

Es decir, las ventas para enero de 2005 crecieron en un 15,09% respecto a las del mismo mes para el
afio anterior.

En base a lo observado en el ejemplo, podemos analizar el cambio porcentual en una variable
de interés a través de la evolucion de un indice de acuerdo con la siguiente formula:

-~ -1
Variacion%(ty;t; ) = 1| :
0

Como mostraremos mas adelante, en este mismo capitulo, la utilizacién de indices nos va a
permitir también analizar la evolucién conjunta de un grupo de variables, como es el caso del
precio de una canasta de bienes.

La observacion de la serie de indices para diferentes periodos mostrara su evolucién y, por lo
tanto, es importante reflejarla de manera tal de no generar en quien la observa una percepcién
erronea. En consecuencia, al momento de la construccion de un indice es importante la
determinacion del periodo base, sobre el cual se va a reflejar la relacion entre las variables. Si la
realizacion de la variable para ese momento fue menor a la que usualmente se presenta,
esperariamos valores muy altos del indice para periodos siguientes. Lo contrario ocurriria en el
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caso en que la realizacion sea mayor a la usual. Los indices nos harian suponer gran variabilidad
respecto de ese momento y tenderiamos a considerarlo inestable a pesar de que, para el resto
de las observaciones, la diferencia no sea tan notoria. En el caso del comportamiento de los
precios de nuestro pais, no deberiamos considerar como representativos los precios de 2002,
dado que la crisis impacté fuertemente sobre los mismos y se presentaron periodos muy
inestables. Asimismo, tampoco podriamos tomar como base afios hiperinflacionarios, como
1989.

Ejemplo2

Observemos la irregularidad, en tabla 4, de los precios para 1989 observando el IPC con Base 1989.

Periodo IPC
Jun-89  0,403757
Jul-89  1,197680
Ago-89  1,651138
Sep-89  1,805608
Oct-89  1,906637
Nov-89  2,030931
Dic-89  2,844785
Ene-90 5,0080

Podemos ver que, entre junio y Julio de 1989, el nivel de precios se incrementd en un 196,6%, es
decir, casi se triplican los precios.

1197 -0,4037

%100 =196, 66
0,4037

Dado el caso de ese mes como las variaciones de los meses siguientes, 1989 no seria un afio que
cumpliera con los requisitos deseables para constituir un periodo base.

A los fines de realizar un andlisis objetivo, el periodo base debe ser elegido de manera tal que
no existan argumentos para ser considerado poco representativo del comportamiento: en el caso
de que analicemos las toneladas cosechadas de un determinado cultivo, no podremos elegir
como base a un afio en el cual las condiciones climéaticas generaron un importante impacto
negativo porque los indices tendrian valores muy elevados; en realidad, no seria adecuado
reflejar un crecimiento tan grande cuando lo que se produjo fue un retorno a las capacidades
normales de produccion.

Un efecto similar aparece cuando un mismo periodo base se utiliza para una serie de tiempo
muy larga. Muchos factores han incidido en ese caso en lo que hace a la evolucién de la variable
(tecnologias, estructura de gastos, etc.) y los valores pueden encontrarse distorsionados o tener
valores muy altos o demasiado pequefios, perdiéndose la sencillez en el andlisis.

En resumen, podemos decir que:

Al momento de seleccionar el periodo base, éste debe ser uno para el cual la variable no haya tenido valores
excepcionales por medidas politicas transitorias, fendmenos climéticos poco frecuentes o crisis especiales.
Asimismo, los periodos no deben ser muy prolongados a fin de que continde siendo Util su uso.

El proceso de construccion de un indice difiere segun el tipo del cual se trate. Basicamente,
distinguimos entre indices simples e indices ponderados. En general, los mismos se refieren a
precios o cantidades, pero la metodologia puede también aplicarse a otra variable (como puede
ser la construccion de un indice que refleje el comportamiento de otros). En las secciones
siguientes analizamos los mismos.
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7.2 Indices Simples y Ponderados

El caso mas sencillo de nimeros indice es el indice simple (o0 no ponderado). Este indice se
corresponde con la primera intuicidon que podriamos hacernos de ellos en base a la definicién
dada en la seccion anterior, pero tiene la desventaja de que puede considerarse representativo
en un namero limitado de casos.

Al tomar un indice simple, el valor de la variable analizada en un determinado momento sera
igual al porcentaje que la misma representa respecto del periodo base.

Ejemplo 3

Si consideramos la evolucion de la cantidad vendida de lapices comunes en una libreria en los meses de
un afio cualquiera, la misma podria reflejarse mediante la tabla 5 que presentamos en este ejemplo.

Mes Cantidad
Enero 20
Febrero 300
Marzo 600
Abril 450
Mayo 200
Junio 125
Julio 101
Agosto 130
Septiembre 235
Octubre 100
MNaoviembre 150
Diciembre 10

Si quisiéramos construir un indice simple que muestre la evolucion de las cantidades vendidas, lo
primero que deberiamos hacer es seleccionar nuestro mes base. La eleccion dependerd del analista v,
dado que no tenemos datos respecto a la situacion del contexto en cada uno de los meses, podremos
tomar cualquiera de ellos (asumimos que el valor maximo presentado en marzo, asi como los valores
bajos de diciembre y de enero se debe al ciclo lectivo y corresponde a variaciones regulares que se
presentan en todos los afios, no a hechos excepcionales). Tomemos como periodo base al mes de
septiembre. La notacion usual consiste en que el valor de la variable para el periodo base se simboliza
con el subindice cero. En consecuencia, la cantidad vendida (que es nuestra variable de interés) en el

mes base se representa como 0, =235, y el valor del indice para este periodo es, por definicion, igual
a Q, =100.

"o
1

Para el resto de las variables se tiene que el valor del indice en el mes
de ese mes respecto a las de septiembre, es decir:

es el porcentaje de las ventas

Q =% 1100

Uo

donde G; es la cantidad vendida en el mes “i”, {, es la cantidad del periodo base, y el cociente entre

[133)

ambas, 0, /0, , indica la proporcién que representa la cantidad vendida del mes “i” respecto de la
cantidad base.

Puede entonces construirse la tabla 6 que refleja, para cada mes, el valor del indice.
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Mes indice
Enero 8,51
Febrero 127,66
Marzo 255,32
Abril 191,49
Mayo 85,11
Junio 53,19
Julio 42,98
Agosto 55,32
Septiembre 100
Octubre 42,55
Noviembre 63,83
Diciembre 4,26

A modo de ejemplo, mostramos el calculo del mismo para el mes de octubre:
Joct 100

=% 100 = ——x100 = 42,55

Qo * 235"

ISep

Este valor indica que las ventas de lapices para octubre son aproximadamente el 43% de las cantidades
vendidas en septiembre. Si esperamos para el afio siguiente un comportamiento similar al del afio para
el que se construy6 la tabla, probablemente en octubre pidamos a nuestro proveedor la cantidad
suficiente para tener en el local el 43% de los lapices vendidos en septiembre.

De la misma manera en la que trabajamos con cantidades en el ejemplo anterior, podriamos
considerar el caso de un analisis de precios. En este caso, la metodologia para la construccion
del indice sera la misma, pero estaremos trabajando con la variable P (precios) en lugar de con

la variable ( (cantidad).

Sea P la variable aleatoria precio de un bien en el periodo t y P, el valor que la misma toma en ese

periodo (la realizacion de la variable). Para cada uno de los momentos considerados, el valor del indice de
precios simple es:

17 = Pa00
Po

donde P, es el precio del bien en el periodo base.

De manera analoga, sea Q, la variable aleatoria representativa de la cantidad de un concepto dado para el

periodo t y 0, la realizacion de la misma. Puede calcularse para cada uno de los momentos el indice de
cantidades simple mediante la formula siguiente:

119 = % 100
Qo

donde {, es la cantidad representativa del periodo base.

Ejemplo 4

Consideremos la evolucion del precio de una entrada al cine, en tabla 7, para los afios desde 2000 a
2006. Podemos también considerar el precio promedio de las entradas de teatro en Capital Federal para
el mismo periodo y el precio de una cena para una persona.
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Afio | Pcio Cine Pcio Teatro Pcio Cenal
2000 7 35 20
2001 7 35 22
2002 8,75 40 28
2003 9,5 39 28
2004 10,5 41 30
2005 115 42 32
2006 12,75 45 35

Si quisiéramos calcular un indice de precios simple para cada uno de los casos, lo Gnico que deberiamos
hacer es considerar, para cada variable analizada, el porcentaje que representa el cociente entre el precio
en el periodo base (afio 2000) y el precio en el periodo que se analice. Los indices se muestran en la
tabla 8, el lector puede intentar hacer en este punto el desarrollo por si solo y corroborar luego los
resultados.

Afio | Ip(cine) Ip (teatro) Ip (cena)
2000 | 100,00 100,00 100,00
2001 | 100,00 100,00 110,00
2002 | 125,00 114,29 140,00
2003 | 135,71 111,43 140,00
2004 | 150,00 117,14 150,00
2005 | 164,29 120,00 160,00
2006 | 182,14 128,57 175,00

Ahora, consideremos el caso en el cual la evolucion que queremos conocer es la del precio de una salida.
Es decir, queremos saber en cuanto aumentd el costo de una salida recreativa entre 2000 y 2006,
tomando al afio 2000 como periodo base. La alternativa que menores dificultades presenta es comparar,
periodo a periodo, la suma de los conceptos definidos como representativos de la salida (teatro, cine y
cena): esta metodologia consiste, como veremos a continuacion, en un indice de precios agregado
simple. El indice, para cada uno de los afios, se calculara entonces como:

cine teatro
I _ ptl + pt
t pgine + p(t)eatro + p(c)ena
De esta manera, el "indice de Precios de esparcimiento™ que estamos proponiendo para el afio 2006
tomaria el valor:

cena

TP 100

12,75+45+35

- 100=149,6
206 =7 3500

Como podemos comparar, el incremento de precios que manifestd la entrada al teatro es inferior al
incremento general del costo de la salida: el indice simple para el teatro en 2006 indica un incremento
del 28,57% respecto de 2000 (ver tabla 9) mientras que el indice agregado muestra que el incremento
del costo general de la salida fue del 49,6% para ese mismo periodo.

Afio | Suma Pcios Ind. Agregado
2000 62 100,00
2001 64 103,23
2002 76,75 123,79
2003 76,5 123,39
2004 81,5 131,45
2005 85,5 137,90
2006 92,75 149,60

En el ejemplo anterior, hemos utilizado un indice de precios agregado simple. Se trabaj6é con un
bien compuesto de tres bienes distintos y se analiz6 la evolucién conjunta de los mismos. El
andlisis conjunto de los precios de distintos bienes resulta muy Gtil para medir la evolucion de los
costos o indicadores de la inflacion, dado que no podemos evaluar el impacto de la inflacion
analizando el precio de un Unico bien. En el caso planteado, nos limitamos a analizar una canasta
de tres bienes como representativos, pero debe prestarse especial cuidado al momento de
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considerar los bienes contenidos en la misma. Por ejemplo, para el indice creado estamos
omitiendo el costo del transporte o del combustible que puede generar también un importante
cambio en los costos.

Un indice de precios agregado simple para una canasta de n bienes y para el periodo t se expresa como
el cociente entre la suma de los precios de los n elementos considerados en el momento t respecto de la
suma de los precios de los mismos bienes pero para el periodo base.

> P

ItAg.Slm — kn:l Xloo

Z Pr.o
P}

donde P, representa el precio del bien k en el momento t .

Si bien este tipo de indice puede considerarse una primera aproximacion al calculo de la
evolucién conjunta de los precios representativos de alguna canasta en particular, dista mucho
de reflejar de forma consistente el impacto del incremento de precios.

Para el ejemplo que vimos, la cantidad de veces que una persona va a cenar en una salida,
probablemente, sea distinta a la cantidad de veces que se dirige al cine o al teatro. En
consecuencia, el impacto en el cambio de precios no seré el mismo si el incremento es en uno u
otro caso. Piénselo de este modo: si se considera que por cada cuatro veces que una persona
sale, tres de ellas va a cenar, dos concurre al cine y sélo una va al teatro (esta implicito en este
caso planteado que habra "salidas importantes" en las que hard més de una actividad) un
aumento en el precio de la entrada del teatro generara un incremento general del costo de sus
salidas, pero sera pequefio en relacion a sus gastos totales. Sin embargo, si el aumento se da
en el precio de las cenas, el bolsillo de esta persona se vera mucho mas afectado. Un aumento
de $1 en el valor de la entrada del teatro va a influenciar en una de cada cuatro veces que salga,
mientras que, si se presenta el mismo aumento en el cine, en cuatro salidas la persona gastara
$2 més en lugar de $1 ¢ Cédmo medir estos diferentes impactos en las modificaciones de precios?
A partir del indice de precios agregado ponderado.

Un indice de precios agregado ponderado para una canasta de n bienes y para el periodo t se expresa
como el cociente entre la suma de los precios de los n elementos considerados en el momento t
ponderados por una cantidad representativa del consumo de cada uno de ellos respecto de la suma de los
precios de los mismos bienes ponderados por igual cantidad pero para el periodo base.

n

qu Pt

ItAg.Pond — k=1 Xloo

qu “Pyo
Py

donde p, . representa el precio del bien K en el momento t y , la cantidad consumida del bien k.

Se desprende claramente de la férmula expuesta que, si las cantidades (, son iguales para

todos los productos que componen la canasta, el impacto del cambio del precio de un bien en
$X impacta igual que un incremento del mismo monto en cualquiera de los otros bienes. En ese
caso, entonces, no existe necesidad de realizar un indice ponderado dado que el concepto
resultante es el mismo que para un indice simple: el impacto del cambio es independiente del
bien en el cual se dé.

Ejemplo 5

Retomemos el ejemplo de nuestro "indice de esparcimiento” (ver tabla 10 con la evolucion de los
precios), pero, esta vez, ponderando el impacto del cambio en los precios con las cantidades usualmente
consumidas de cada uno de ellos.

228




Afio | Pcio Cine Pcio Teatro Pcio Cend]
2000 7 35 20
2001 7 35 22
2002 8,75 40 28
2003 9,5 39 28
2004 10,5 41 30
2005 11,5 42 32
2006 | 12,75 45 35

Tomemos como base lo expuesto en parrafos anteriores, por lo cual diremos que por cada cuatro salidas,
tres veces va a cenar, dos concurre al cine y s6lo una al teatro. Traducido a términos simbélicos podemos
decir que:

Cena 3 . Cine 2 . Teatro l

q = q = q :4

Como estas cantidades son utilizadas como ponderadores, su valor en si mismo no importa, sino que lo
significativo es la relacion con las demas: la cantidad de veces que sale a cenar y al cine es el triple y el
doble, respectivamente, de la cantidad que va al teatro. Esto sucede porque el valor final del indice no
se alterara si se multiplica a todas las cantidades (ponderadores) por un mismo ndmero, ya que ese
namero seria factor comun en las sumatorias y se cancelarian en el cociente. Podemos entonces tomar:

qOena :3 : inne — 2 : qTeatro =1

El calculo del indice se muestra en la tabla 11.

Afio Pcine Pteatro Pcena | Qcix Pci QtxPt QcexPce Sum.Prod | Ind. Ag. Pond
2000 7 35 20 14 35 60 109 100,00
2001 7 35 22 14 35 66 115 105,50
2002 8,75 40 28 17,5 40 84 1415 129,82
2003 9,5 39 28 19 39 84 142 130,28
2004 10,5 41 30 21 41 90 152 139,45
2005 11,5 42 32 23 42 96 161 147,71
2006 12,75 45 35 255 45 105 175,5 161,01

Por ejemplo, el valor para 2006, tomando como base el 2000, se obtiene de la siguiente manera:

_12,75x2+45x1+35%3

L = 100 161,01
006 5 1 35x1+ 20x3 L

Este valor refleja que el costo de la salida es un 61% superior en el 2006 respecto al costo en el 2000.
Si recordamos el ejemplo anterior, el valor resultante del indice de precios agregado simple reflejaba
un incremento del casi 50%, es decir, un incremento menor. Si analizamos cada componente por
separado veremos que la causa de esa diferencia es que el costo del teatro, que es el que menor cambio
presentd (se modifico en un 29%) es también el que menor impacto tiene, cobrando importancia en la
ponderacion los otros dos conceptos que sufrieron mayores aumentos.

Conocido el concepto de indice se hace més facil medir la evolucion conjunta de una canasta de
bienes, a través de un andlisis ponderado de los precios, siguiendo una metodologia similar. Asi,
dependiendo de cual sea la variable a analizar, se utilizaran criterios similares a los presentados
para comparar, por ejemplo, la evolucion de una cartera de contratos derivados o una cartera de
acciones. Los indices, en estos casos, son también indicadores que no significan nada por si
mismos, pero permiten analizar el comportamiento en el tiempo al comparar los valores para
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distintos momentos. Dos casos de indices de este tipo que podemos mencionar son el indice
Merval Argentina y el Indice ICA MATba® .

El primero de estos indices refleja la rentabilidad de una inversién en acciones de las empresas
argentinas, con lo cual sera representativo de la evolucion de este rendimiento. Para su
construccion se parte de una cartera teorica (que determina la cantidad de acciones para cada
empresa, no dandole una ponderacién superior al 20% de la cartera a cada una) y se considera
el nivel de precios agregado de esta cartera en base a los criterios de ponderacion determinados.
Dado el caracter cambiante del Mercado de Valores, el periodo base y las cantidades que
componen el indice se modifica trimestralmente, conforme al criterio de que el mismo no puede
encontrarse muy alejado del periodo de andlisis. El indice ICA MATba se basa en un concepto
similar, pero las ponderaciones se modifican mensualmente. Este indice representa el valor de
mercado de una cartera de futuros determinada ponderando el valor de cada futuro con la
proporcién de la cantidad de operaciones abiertas del mismo respecto del total de operaciones
del mercado. Una dificultad que presenta este indice es que la vigencia de un contrato de futuro
es mucho mas corta que la de una accion y, en consecuencia, la base se modifica mensualmente
y debe tenerse en cuenta al momento de crear la cartera representativa que ninguno de los
contratos venzan a lo largo de ese mes. A partir de los conceptos introducidos en este capitulo,
el lector no encontrara dificultad en comprender la interpretacion y construccion de cualquiera de
los dos indices, ambos detallados en las paginas web referenciadas.

7.3 Indices de Laspeyres y Paasche

Dos de los indices usualmente utilizados son los indices de Laspeyres y de Paasche. Los mismos
no le presentaran dificultad, dado que se trata de indices agregados ponderados, en lo que se
modifica entre uno y otro es el criterio de ponderacién.

Hemos visto en la seccién anterior que, a los fines de analizar la correcta evolucién de precios,
tenemos que ponderar la influencia de cada bien sobre el total de la canasta a analizar. De esta
manera, si analizamos la evolucién del precio de los alimentos, podemos decir que un cambio
en el precio de la leche o del pan va a afectar en mayor medida que el cambio en el precio del
caviar. Esto es asi porque, en un analisis general de precios, las cantidades consumidas de los
dos primeros articulos son muy superiores respecto a la cantidad consumida del tercero. Ahora,
¢,como elegir de manera correcta las ponderaciones? Si bien esto queda fuera del alcance del
objetivo de este manual, tenemos que tener presente que, para cada concepto analizado, se
toma una canasta representativa en la cual se incluyen las cantidades de cada bien en funcion
de lo consumido en cada periodo.

Si en todos los periodos se hubiera consumido igual cantidad de cada uno de los bienes, no
tendriamos problema en elegir la canasta representativa dado que la estructura de los gastos se
ha mantenido constante. En ese caso, la ponderacion se realiza, como en el caso del Ejemplo 5,
multiplicando los precios por las cantidades representativas.

Ejemplo 6

Consideremos, en la tabla 12, la evolucidn de los gastos para un estudiante de nivel universitario entre
2002 y 2006.

Afio Pcio Apuntes  Pcio Cuadernos  Pcio Lapiceras  Pcio Libros
2002 5 2 2 45
2003 5 2,8 21 50
2004 7 32 25 52
2005 6 35 2,65 55
2006 8 45 3 60
Cant. Consum. 20 12 16 6

64 Para mayor informacion respecto al modo de construccion de estos indices puede consultar las paginas
www.merval.sba.com.ar y www.matba.com.ar.
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Si consideramos que las cantidades detalladas en la Gltima fila son las representativas de su consumo
anual y que el afio base es el 2003, podemos calcular un indice ponderado de precios para cada uno de
los afios haciendo:

ptApunte x 20+ ptCuad ><12+ ptLa\pic ><16+ ptLibro ><6

I, = %100
5x20+2,8x12+2,1x16+50x6
= 467,20
De esta manera, obtenemos los siguientes valores:
Afio Cantidad x Precio indice
Apunt Cuad Lapic Libros Suma
2002 100 24 32 270 426 91,18
2003 100 33,6 33,6 300 467,2 100,00
2004 140 38,4 40 312 530,4 113,53
2005 120 42 42,4 330 534,4 114,38
2006 160 54 48 360 622 133,13

Asi, por ejemplo, vemos que el gasto de un estudiante universitario entre 2003 y 2005 aumentd en un
14,38%.

Ahora, ¢qué pasa si las cantidades consumidas en cada periodo no son las mismas? En estos
casos, tendriamos que decidir cual es la canasta que nos interesa. Si para cada periodo
ponderaramos, respecto a la cantidad consumida en el mismo, los cambios que estariamos
representando, no serian los cambios en los precios, Unicamente, sino también en las
cantidades.

El indice de precios de Laspeyres considera el cambio de precio que se manifiesta respecto del
afio base y para una canasta construida en ese mismo periodo base. Es decir, Laspeyres va a
analizar el cambio en los precios teniendo en cuenta cuanto mas (0 menos) me cuesta en el
periodo t consumir la misma canasta que consumia en el periodo base: esto es, la
ponderacién estd dada por las cantidades representativas del periodo base.

El Indice de Precios de Laspeyres es un indice agregado ponderado en donde la ponderacion esta dada
por las cantidades representativas de una canasta construida en el periodo base.

Z Pit X0

I, =L x100

Z Pio*x0io
i1

donde p;, es el precio del bien | en el periodo t y G;, la cantidad consumida del bien i en el periodo
base.

Por otro lado, el criterio que sigue Paasche para considerar la evolucién de los precios es ver en
cuanto se hubiera visto modificado el precio de la canasta que se consume en el momento t,
entre el periodo base y dicho momento. La ponderacidn, entonces, esté hecha por las cantidades
representativas de la canasta del momento para el que se construye el indice.
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El indice de Precios de Paasche es un indice agregado ponderado en donde la ponderacion esta dada por
las cantidades representativas de una canasta construida en el periodo de analisis.

z Pi: X0,
i1

P ==
z Pio X0t
i

donde p;, es el precio del bien i en el periodo t y q;; la cantidad consumida del bien i en el periodo t .

=x100

La idea en ambos indices es la de ver la evolucion del precio de una misma canasta, difieren
Unicamente en la canasta utilizada.

Ejemplo 7

Consideremos nuevamente los precios reflejados en el Ejemplo 6, pero asumamos que las cantidades
consumidas en cada afio fueron distintas. En la la tabla 14 se presenta la cantidad representativa de cada
uno de ellos.

Cantidades
Afio Apunt Cuad Lapic Libros
2002 20 12 16 6
2003 22 12 15 5
2004 24 11 16 4
2005 25 10 14 4
2006 27 10 12 2

Tomemos nuevamente como periodo base el afio 2003 y calculemos el indice para 2004 y 2006,
considerando tanto el indice de Laspeyres como el de Paasche.

Comencemos por el indice de Laspeyres. En este caso, tomamos como cantidades representativas a las
del afio 2003:

_ 7><22+3,2><12+2,5><15+52><5X
5%x22+2,8x12+2,1x15+50%5
~489,9
42510

ILyops 100

x100 =115, 24

Para el afio 2006 utilizar el indice de Laspeyres nos permite una ventaja: como las ponderaciones son
respecto de las cantidades del afio base la canasta representativa no se modifica y tampoco lo hace el
denominador. Entonces:

8><22+4,L’>O><12+3><15+60><5><
425,10

IL2006 = 100

= 575 x100 =135, 26
425,10

Consideremos, ahora, el valor del indice siguiendo el criterio de ponderacién de Paasche:

| _1x24+32x11+2,5x16+52x4
2000 5% 24+2,8x11+2,1x16+50x4
451,20

=———x100=117,38
384,40

100

Para el afio 2006 se modifican las cantidades tanto en el denominador como en el numerador, con lo
cual volvemos a realizar el calculo:
| _ 8x27+4,5x10+3x12+60x2 “
2006 7 5527 +2,8x10+2,1x12+50% 2
417

= %100 =144,70
288,20

100
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Comparemos los resultados obtenidos. Para ambos afios considerados el indice de Laspeyres muestra

un incremento de precios inferior al sefialado en el indice de Paasche. Si analizamos, por ejemplo, el

caso del afio 2006, podemaos ver que, si bien el precio que mas aumenté respecto del 2006 es el de los
41 5 - 21 8 . . . ., .

cuadernos (2—8 =60, 71%), la cantidad consumida de los mismos bajé un 17%: el impacto de

este aumento sera menor en la canasta de Laspeyres (donde los cuadernos son un 22% de todos los
bienes consumidos) que en la canasta de Paasche (donde representa un 20% del total de articulos). Al
momento del analisis entonces deben tenerse en cuenta estas situaciones que hacen que los valores
obtenidos sean diferentes de acuerdo al criterio que se utilice.

Probablemente, preferiremos utilizar para el caso de este ejemplo el célculo del indice de
Paasche dado que refleja las relaciones para la estructura de consumo en cada uno de los afios.
La desventaja que presenta respecto al de Laspeyres es que el denominador de la ponderacion
se modifica periodo a periodo y, en consecuencia, se requiere un mayor niimero de célculos. El
célculo del indice de Laspeyres es mas sencillo, pero corremos con la desventaja de estar
mostrando la evolucién de una canasta que ya no es representativa. Supongamos, por ejemplo,
el caso de una serie de precios mas larga. Si consideramos en los ultimos diez afios una canasta
compuesta por los bienes utilizados para la recreacion de adolescentes, veremos que los mismos
difieren bastante de un periodo a otro: probablemente en 1995 los cassettes seguian utilizandose
con una ponderacion media, la cual no es comparable con la de hoy (practicamente nula) en
donde los CDs y los MP3 tienen una importancia mucho mayor. Este cambio en la estructura de
cantidades hace que el indice de Laspeyres pierda importancia a medida que la distancia con el
periodo base es mayor.

Si nosotros trabajamos con ejemplos pequefios como lo venimos haciendo, no encontrariamos
elevado el costo de utilizar el indice de Paasche y obtener las carteras representativas de cada
uno de los diferentes momentos. Ahora, en el caso de indicadores econémicos como lo es el
indice de Precios Mayoristas o el indice de Precios al Consumidor, la situacién es muy distinta.

El indice de Precios al Consumidor con base 1999, publicado por el INDEC, contiene las
ponderaciones que se muestran en la tabla 15.

Agrupamiento prncipal 1999
Alimentos y bebidas 313
Indumentania y calzado 52
Vrnenda 12,7
Transporte y comunicaciones 17.0
Otros gastos 339

Gastos para |a salud 10.0
Esparcamiento y educacion 12,9
Esparcimiento 87
Educacion 42
Bienes y servicios dwersos 10,9
Equpamiento y funcionameento
del hogar 8.5
Bienes y servicios varios 44

Las mismas se calcularon teniendo en cuenta una encuesta realizada entre febrero de 1996 y
enero de 1997 respecto a los gastos de cada rubro en hogares residentes en Capital Federal y
24 partidos de Gran Buenos Aires. Si consideramos que se requiere de al menos un afio para
construir una canasta representativa, ¢resulta valido el esfuerzo y costo de calcularla para cada
uno de los afos? Dada la relacion costo - beneficio que se manifiesta, el indice de Precios al
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Consumidor que usualmente escuchamos como representativo de la inflacion es un indice de
Precios de Laspeyres, cuya canasta representativa es la de la estructura de consumo de 1999
(estructura que se asimila al tratamiento de los datos de 1996/1997). Lo que si debe realizarse
para cada afio es el célculo del precio medio de los bienes considerados en el indice. En la
pagina del INDEC se encuentra detallado todo el procedimiento de construccion. También el
Indice de Precios Mayoristas es un indice Laspeyres, fundamentandose su uso por las mismas
causas.

Vista la aplicacion de cada uno de los indices, a nivel teérico existe otro indice que se presenta
como alternativa al considerar un punto intermedio entre Paasche y Laspeyres: el indice de
Fisher. En la practica pocas veces se calcula y su contenido, generalmente, se corresponde a
aplicaciones teodricas.

El indice de Fisher se corresponde con la media geométrica entre el indice de Paasche y el de Laspeyres:

IF, = /ILxIP

Debe prestarse importante atencion al hecho de que tanto el indice de Paasche como el de
Laspeyres, debe haber sido confeccionado con el mismo periodo base.

Ejemplo 8

Si continuamos con el ejemplo del costo del estudiante, el valor del indice de Fisher para 2006, sera la
media geométrica entre los calculados en el Ejemplo 7:

IFyg06 = +/135,26x144,70 =139,9 . Tal como se ha mencionado, este valor es un valor intermedio entre
los otros obtenidos.

Asi como el indice de Laspeyres y de Paasche toman como ponderadores las canastas de bienes
de determinados momentos del tiempo, de modo tal de comparar el precio de una canasta
determinada, existen indices mas complejos que se guian por otro criterio. Un caso de ello es el
indice Econdémicamente Significativo (Samuelson, 1983)%5, en donde el criterio para la
comparacion de precios es el de comparar dos canastas que proporcionen la misma "utilidad" en
ambos momentos del tiempo.

7.4 Cambios en la Base

A los fines de comparar dos series de indices cuyo periodo base es distinto debemos adoptar un
criterio homogéneo para hacer mas sencilla la comparacion. Tomemos el "indice de precios de
esparcimiento” creado en el Ejemplo 5 y el de la evolucién de los gastos de un estudiante para
el Ejemplo 6. Asumamos que queremos analizar en qué rubro existieron mayores cambios. Los
indices que habiamos calculado son expuestos en las tablas siguientes.

Afo Ind Esp.

2000 100,00 Afio [Ind. Est.
2001 105,50 2002 91,18
2002 129,82

2003 13028 2003| 100,00
2004 139,45 2004 113,53
2005 147,71 2005 114,38
2006 161,01 2006] 133,13

Los mismos tienen base 2000 y 2003 respectivamente. A los fines de compararlos seria util
considerar la misma base. Tomemos, por ejemplo, base 2003 para ambos. En el indice de costos
para el estudiante universitario no se presentarian cambios, pero si deberiamos maodificar los
correspondientes a los precios de esparcimiento con base 2000. Los célculos en este caso se
asemejan a la construcciéon de un "indice de indices" donde el valor del indice de 2003 sera
considerado como base y el valor para los demas afios sera el porcentaje que representen del
indice 2003 original. Es decir:

% Foundations of Economic Analysis - Enlarged Edition. Harvard University Press
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|
Base00,t
I Base03,t %100

Base00,03

Si existe una serie de indices con base en el afilo X y se la quiere re-expresar en base al afio Y para los
distintos momentos del tiempo t , el calculo a realizar es muy sencillo y obedece a:

|
| — Base X ,t XlOO

BaseY,t
I Base XY

Siguiendo la definicion, para el afio 2004 el valor del indice de esparcimiento sera igual a:

| gase00, 139,45
| Base03, 2004 = IBOﬂ x100 = m =107,04

Base 00,2003

Ahora, los porcentajes de variacién estan expresados en funcién del afio 2003. La tabla 16
resume el valor de esos indices, ahora comparables con los correspondientes al costo estudiantil.

Afio Ind Esp.
2000 76,76
2001 80,99
2002 99,65
2003 100,00
2004 107,04
2005 113,38
2006 123,59

De este modo, podemos observar que el precio de actividades recreativas crecioé un 23,59% vy el
costo de estudios se increment6 un 33,13%, y en base a ello afirmar que el impacto se sufrid
mas en este Ultimo concepto.
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