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INTRODUCCION

La asignatura de Estadistica Aplicada forma parte de la malla curricular de la carrera de
Administracion y se imparte en segundo nivel. Esta asignatura corresponde a la unidad bésica
y al campo de formacion de fundamentos tedricos con una duracion de 120 horas por periodo

académico, que corresponde a 3 horas semanales.

El objetivo de la asignatura es desarrollar competencias matematicas basicas en los
estudiantes mediante el conocimiento y aplicacion de conocimientos estadisticos vy
matematicos pertinentes para la toma de decisiones en la solucion de problemas de la

empresa.

La asignatura de Estadistica Aplicada contribuye para que el estudiante de la Tecnologia
Superior en Administracion, al término de su formacion académica, desarrolle capacidades

especificas de su profesion para mejorar los procesos administrativos de la empresa.

En la unidad 1 se revisaran probabilidades de evento simple, espacio muestral, eventos,

permutaciones y combinaciones, asi como probabilidad condicionada.

En la unidad 2 se iniciard con una revision de variables continuas y discretas para el estudio
de la distribucion de probabilidad de ambos tipos de variables. En la distribucién de
probabilidad discreta se revisara la distribucion binomial y de Poisson mientras que en la
distribucion de probabilidad continua se estudiard la distribucion uniforme y distribucion

normal.

En la unidad 3 se revisara el tema muestreo y sus tipos, estimacion de pardmetros puntuales y
de intervalo, asi como distribuciones muestrales de la media muestral y de la proporcion

poblacional.

En la unidad 4 se iniciara con el planteamiento de hipdtesis para realizar la prueba de
hipdtesis con diferentes niveles de significancia para verificar si se acepta o rechaza la

hipotesis de prueba.

Para el desarrollo de la asignatura se realizara el acompafiamiento académico al estudiante
tanto en clases como en tutorias. Como su docente, les deseo muchos éxitos a todos durante el

desarrollo de esta asignatura.
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LINEAMIENTOS GENERALES DEL MODELO EDUCATIVO INSTITUCIONAL

Competencias generales

e Comunicarse eficazmente en un medio social y laboral normalizado,

e Asumir obligaciones morales en la basqueda del bien comun,

e Innovar y producir una transformacion en procesos o servicios en el &mbito de su

profesion vy,

e Habilidad para buscar, comprender, analizar informacion y utilizarla en situaciones

nuevas.

Competencias especificas

Capacidad para mejorar los procesos administrativos de la empresa.

Resultados de aprendizaje desarrollados por la asignatura

LOGRO O RESULTADO DE
APRENDIZAJE

(Corresponde a los objetivos especificos, Tipo de UNIDAD
directamente relacionados con lo que el resultado/objetivo | ACADEMICA
estudiante sea capaz de hacer al término de una

unidad académica)

1. Aplica gl _calculo de probabilidades a Cognitivo Unidad 1
problemas practicos.

2. Aplica el célculo estadistico a partir de los

diferentes tipos de distribuciones en el analisis | Procedimental Unidad 2
estadistico

3. Calcula el intervalo de confianza para la media

poblacional y la proporcion poblacional en un|Procedimental Unidad 3
caso practico empresarial del sector productivo.

4. Aplica los principios basicos de la prueba de

hipotesis, valores criticos, zona de rechazo y |Procedimental Unidad 4

nivel de significancia.

5. Aplica los conocimientos y habilidades
adquiridos para desarrollarse mejor en los nuevos
contenidos.

Actitudinal

Todas las unidades

Nota: La Informacion presentada en esta guia fue tomada de las fuentes referenciadas

en la Bibliografia.
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BIBLIOGRAFIA
BASICA

v" Levin, R. et al (2004), Estadistica para administracion y economia. 7ma. edicion.

Meéxico: Pearson Educacion.

De este libro que contiene 17 capitulos, se manejaran los capitulos del 4 al 8 que desarrollan
temas de probabilidad, distribucion de probabilidad, muestreo y distribuciones de muestreo,
estimaciones y prueba de hipdtesis. En estas secciones se seleccionaran ejercicios y

problemas para desarrollar con los estudiantes.

v" Webster, A. (2000), Estadistica aplicada a los negocios y la economia. Bogota:
McGraw Hill.

De este libro se trabajara los capitulos iniciales sobre probabilidad y distribucién de
probabilidad. En estas secciones se seleccionaran ejercicios y problemas para desarrollar con

los estudiantes.
COMPLEMENTARIA

v Anderson, D. et al (2008), Estadistica para administracion y economia. México:

Cengage Learning.

De este libro que contiene 22 capitulos, se trabajara con los capitulos del 4 al 9 que explican
temas de introduccién a la probabilidad, distribuciones de probabilidad discreta y continua,

muestreo y distribuciones muestrales, estimacién por intervalo y prueba de hipétesis.
REFERENCIAS ELECTRONICAS

v Aula facil: Curso de estadistica, disponible en:

http://www.aulafacil.com/cursos/t675/ciencia/estadisticas/estadisticas
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Orientaciones Generales Para El Estudio
La asignatura de estadistica aplicada sera impartida por los autores.

Para el desarrollo de la asignatura se utilizard, como material de apoyo, a los libros citados en
la bibliografia basica y complementaria. De las secciones que correspondan de estos libros se

extraeran ejercicios y problemas para la resolucion en clase y en casa.

Como técnicas de estudio se recomienda revisar el contenido de esta guia, asi como participar
activamente en clases y realizar paso a paso los ejercicios iniciales. Cuando desarrolle
destreza en el proceso de resolucion, puede abreviar el procedimiento, cuando sea posible.
También se recomienda trabajar con problemas seleccionados que permitan desarrollar

estrategias para su planteo y resolucion.

Como soporte a las clases presenciales, se ha organizado recursos y actividades en el aula
virtual institucional. El uso del aula es obligatorio porque las indicaciones y el envio de tareas

se registran en ese medio.

Finalmente, como una manera de verificar el aprendizaje, se proponen actividades de
autoevaluacion al final de cada una de las unidades. Las respuestas también estan incluidas

para comprobar el resultado obtenido.
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Proceso De Ensefianza — Aprendizaje Para El Logro De Resultados De Aprendizaje

Planificacion Del Trabajo Para EI Alumno

sector productivo.

intervalos para
muestras
pequefias

Estimacion de

intervalos para

muestras grandes

RESULTADOS TIEMPO ACTIVIDADES )
DE CONTENIDOS |ESTIMADO DE RECURSOS | EVALUACION
APRENDIZAJE (Horas) APRENDIZAJE
Unidad 1:
Probabilidades
* Probabilidad de . Libro base y
1 Apli Resolucién de . -
. Aplicael un evento problemas de complementario | Presentacién del
. - . .
ro(t:)aalt(;iliilga%?es a mE:spt?;IIO 12 probabilidad de Cuaa djrz;]tgsde Res;)rlaultl:?ct).n de
P roblemas eventosy evento simple y CaIEuIadora roblemas de
; racticos *Permutaciones probabilidad Materias de ; robabilidad
P ' combinacionesy condicionada escritorio P
* Probabilidad
condicionada
Unidad 2:
Distribuciones de
probabilidad y
distribuciones de
muestreo
* Distribucion
binomial
2. Aplicar el * Distribucion de Libro base y
calculo estadistico Posison Resolucion de complementario Prueba:
dietentes pos de | ipergeométrica | 12 | Prodlemassobre | CERRE |
distribucioﬁes en *pDigtribucién distribucion de Cal?:uladora d[?stribucién de
P ; probabilidad . -
el andlisis exponencial, Materias de probabilidad
estadistico uniforme y escritorio
normal
*Muestra y
poblacion
*Error de
muestreo
*Chi cuadrado
* T student
Unidad 3:
Estimacion de
parametros
* Media
poblacional
3. Calcular el * Proporcién
intervalo de poblacional ., Libro base y L
h R Resolucion de .| Presentacion del
confianza para la Variancia y complementario .
. . L problemas Deber:
media poblacional desviacién Lo Cuaderno de S
- . estimacion de Resolucién de
y la proporcién estandar. 12 . apuntes
. - parametros problemas de
poblacional en un Intervalos e | q Calculadora - ion d
caso practico confianza puntuales y de Materias de estlmlauon €
. . Eapii ot intervalo L parametros
empresarial del Estimacion de escritorio
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4. Aplica los
principios basicos
de la prueba de
hipotesis, valores
criticos, zona de
rechazo y nivel de
significancia.

Unidad 4: Prueba
de hipotesis
* Valores criticos
de Z y zonas de
rechazo
* Areas bajo la
curva
* Pruebas de una
y dos colas
* Pruebas cuando
se tienen dos
poblaciones.
* Distribucion "t"

Resolucion de
problemas sobre
prueba de hipétesis

Libro base y
complementario
Cuaderno de
apuntes
Calculadora
Materias de
escritorio

Prueba:
Resolucion de
problemas sobre
prueba de
hipétesis

Sistema De Evaluacién

La calificacion en cada bimestre resultard del promedio de: tres notas de tareas, la nota de la

prueba parcial y la nota de la evaluacién bimestral (total 5 notas). La calificacién promedio

(valor de la parcial) en cada bimestre que contenga décimas de punto seran calculadas por el

sistema académico hasta con dos decimales.

Al finalizar el periodo académico el estudiante deberd rendir un examen de logros de

aprendizaje también valorado sobre 10 puntos que se consigna en el sistema académico con

no mas de dos decimales. Asi mismo se registrar en el mismo sistema el porcentaje de

asistencia de cada estudiante.

Orientaciones Especificas Por Unidades
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Unidad 1

Probabilidades
Desarrollo de contenidos
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La probabilidad es una medida numérica de la posibilidad de que ocurra un evento. Por tanto,
las probabilidades son una medida del grado de incertidumbre asociado con cada uno de los
eventos previamente enunciados. Si cuenta con las probabilidades, tiene la capacidad de

determinar la posibilidad de ocurrencia que tiene cada evento.

Los valores de probabilidad se encuentran en una escala de 0 a 1. Los valores cercanos a 0
indican que las posibilidades de que ocurra un evento son muy pocas. Los cercanos a 1
indican que es casi seguro que ocurra un evento. Otras probabilidades entre cero y uno
representan distintos grados de posibilidad de que ocurra un evento. Por ejemplo, si considera
el evento “que llueva mafiana”, se entiende que si el prondstico del tiempo dice “la
probabilidad de que llueva es cercana a cero”, implica que casi no hay posibilidades de que
llueva. En cambio, si informan que la probabilidad de que llueva es 0,90, sabe que es muy
posible que llueva. La probabilidad de 0,50 indica que es igual de posible que llueva como

que no llueva.
Experimentos

En el contexto de la probabilidad, un experimento es definido como un proceso que genera
resultados definidos. Y en cada una de las repeticiones del experimento, habra uno y s6lo uno
de los posibles resultados experimentales. A continuacion, se dan varios ejemplos de

experimentos con sus correspondientes resultados.

Experimento Resultado experimental
Lanzar una moneda Cara, cruz

Tomar una pieza para inspeccionarla Con defecto, sin defecto
Realizar una llamada de ventas Hay compra, no hay compra
Lanzar un dado 1,2,3,4,5.6

Jugar un partido de futbol Ganar, perder, empatar

Al especificar todos los resultados experimentales posibles, estd definiendo el espacio

muestral de un experimento.

ESPACIO MUESTRAL

El espacio muestral de un experimento es el conjunto de todos los resultados experimentales.

A un resultado experimental también se le Ilama punto muestral para identificarlo como un

elemento del espacio muestral.
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Regla de conteo

Al asignar probabilidades es necesario saber identificar y contar los resultados

experimentales. Una forma es mediante la regla de conteo de experimento de pasos multiples.
Experimentos de pasos multiples

La primera regla de conteo sirve para experimentos de pasos multiples. Considere un
experimento que consiste en lanzar dos monedas. Defina los resultados experimentales en
términos de las caras y cruces que se observan en las dos monedas. ¢Cuantos resultados
experimentales tiene este experimento? El experimento de lanzar dos monedas es un
experimento de dos pasos: el paso 1 es lanzar la primera moneda y el paso 2 es lanzar la
segunda moneda. Si se emplea H para denotar cara y T para denotar cruz, (H, H) sera el
resultado experimental en el que se tiene cara en la primera moneda y cara en la segunda
moneda. Si continda con esta notacion, el espacio muestral (S) en este experimento del

lanzamiento de monedas sera el siguiente:

S = |(H. H),(H.T).(T. H). (T, T)}

Por tanto, hay cuatro resultados experimentales. En este caso es facil enumerar todos los

resultados experimentales.

La regla de conteo para experimentos de pasos multiples permite determinar el nimero de

resultados experimentales sin tener que enumerarlos.

REGLA DE CONTEO PARA EXPERIMENTOS DE PASOS MULTIPLES

Un experimento se describe como una sucesion de k pasos en los que hay n, resultados
posibles en el primer paso, n, resultados posibles en el segundo paso y asi en lo sucesivo,
entonces el nimero total de resultados experimentales es (n)) (n,) . . . (n,).

Si considera el experimento del lanzamiento de dos monedas como la sucesion de lanzar
primero una moneda (n1 =2) y después lanzar la otra (n2 =2), siguiendo la regla de conteo
(2)(2) = 4, entonces hay cuatro resultados distintos. Como ya se mostro, estos resultados son S

={(H, H), (H, T), (T, H), (T, T)}. El nimero de resultados experimentales de seis monedas es
(2)(2)(2)(2)(2)(2) = 64.
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Combinaciones

Otra regla de conteo util le permite contar el nimero de resultados experimentales cuando el
experimento consiste en seleccionar n objetos de un conjunto (usualmente mayor) de N

objetos. Esta es la regla de conteo para combinaciones.

REGLA DE CONTEO FPARA COMBINACIONES

El miimero de combinaciones de N objetos tomados de n en n es

. N N!
C',"' = ( ] ES
. n, nl(N — n)!
donde NI'=NN— 1N = 2)---(2)1)
n! =nn — in — 2)---(2%1)
y por definicidn, 0 =1

jLa notacion! significa factorial; jpor ejemplo, 5 factorial es 5! = (5)(4)(3)(2)(1) = 120. Como
ejemplo del uso de la regla de conteo para combinaciones, considere un procedimiento de
control de calidad en el que un inspector selecciona al azar dos de cinco piezas para probar
gue no tengan defectos. En un conjunto de cinco partes, ¢cuantas combinaciones de dos partes

pueden seleccionarse?

De acuerdo con la regla de conteo de la ecuacion anterior es claro que con N =5y n =2 se

tiene

'5} B 5! G 120 10
2/ 25 -2 @AMy 12

De manera que hay 10 resultados posibles en este experimento de la seleccion aleatoria de dos
partes de un conjunto de cinco. Si etiqueta dichas partes como A, B, C, D y E, las 10
combinaciones o resultados experimentales seran AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE y
DE.

Para ver otro ejemplo, considere la loteria de Florida en la que se seleccionan seis numeros de
un conjunto de 53 numeros para determinar al ganador de la semana. Para establecer las
distintas variables en la seleccién de seis enteros de un conjunto de 53, se usa la regla de

conteo para combinaciones.
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{'53% __ 53 _ 531 (SHODSHEOMANES) _ ) oo e
6] 6153 —6) 647! (6)(5)H(3)2)(1) -

La regla de conteo para combinaciones arroja casi 23 millones de resultados experimentales
en esta loteria. Si una persona compra un billete de loteria, tiene una en 22 957 480

posibilidades de ganar la loteria.
Permutaciones

La tercera regla de conteo que suele ser dtil, es para permutaciones. Dicha regla permite
calcular el nimero de resultados experimentales cuando se seleccionan n objetos de un
conjunto de N objetos y el orden de seleccion es relevante. Los mismos n objetos

seleccionados en orden diferente se consideran un resultado experimental diferente.

REGLA DE CONTEO PARA PERMUTACIONES
El niimero de permutaciones de N objetos tomados de n en n esta dado por

py = n!('N') - N!

Y3 N — n)!

La regla de conteo para permutaciones tiene relacién estrecha con la de combinaciones; sin
embargo, con el mismo nimero de objetos, el nimero de permutaciones que se obtiene en un
experimento es mayor que el nimero de combinaciones, jya que cada seleccion de n objetos

se ordena de n! maneras diferentes.

Para ver un ejemplo, reconsidere el proceso de control de calidad en el que un inspector
selecciona dos de cinco piezas para probar que no tienen defectos. ;Cuantas permutaciones

puede seleccionar? En la ecuacion anterior se indica que si N =5y n =2, se tiene

5 5! 3! N3N 2)(1 120
_P: == — = { }{ 1 } = = 2{-_]
53-2) 3 (3)2)1) 6

De manera que el experimento de seleccionar aleatoriamente dos piezas de un conjunto de
cinco piezas, teniendo en cuenta el orden en que se seleccionen, tiene 20 resultados. Si las
piezas se etiquetan A, B, C, D y E, las 20 permutaciones son AB, BA, AC, CA, AD, DA, AE,
EA, BC, CB, BD, DB, BE, EB, CD, DC, CE, EC, DE y ED.
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Asignacion de probabilidades

Ahora vera como asignar probabilidades a los resultados experimentales. Los tres métodos
comunmente usados son el método clasico, el método de la frecuencia relativa y el método
subjetivo. Sin importar el método que se use, es necesario satisfacer los requerimientos

basicos para la asignacion de probabilidades.

REQUERIMIENTOS BASICOS PARA LA ASIGNACION DE PROBABILIDADES
1. La probabilidad asignada a cada resultado experimental debe estar entre 0 y 1,
inclusive. Si denota con E; el i-ésimo resultado experimental y con P(E)) su proba-
bilidad, entonces exprese este requerimiento como

0 = P(E) = | paratoda i

2. Lasuma de las probabilidades de los resultados experimentales debe ser igual a 1.0.
Para resultados experimentales n escriba este requerimiento como

ME) +PE)+---+PE)=1

El método clasico de asignacién de probabilidades es apropiado cuando todos los resultados
experimentales tienen la misma posibilidad. Si existen n resultados experimentales, la
probabilidad asignada a cada resultado experimental es 1/n. Cuando emplee este método,

satisfara en automatico los dos requerimientos basicos de la asignacion de probabilidades.

Por ejemplo, considere el experimento del lanzamiento de una moneda, los dos resultados
experimentales —cruz o cara— tienen la misma posibilidad. Como uno de los dos resultados
igualmente posibles es cara, la probabilidad de que caiga cara es 1/2 o 0,50. Asimismo, la

probabilidad de que caiga cruz también es 1/2 0 0,50.

Otro ejemplo, considere el experimento de lanzar un dado. Es razonable pensar que los seis
resultados que pueden presentarse son igualmente posibles y, por tanto, la probabilidad
asignada a cada resultado es 1/6. Si P(1) denota la probabilidad de que la cara del dado que
caiga hacia arriba sea la que tiene un punto, entonces P(1) = 1/6. De manera similar P(2) =
1/6, P(3) = 1/6, P(4) = 1/6, P(5) = 1/6 y P(6) = 1/6. Observe que dichas probabilidades
satisfacen los dos requerimientos basicos de las ecuaciones anteriores, porque cada una es

mayor o igual que cero y juntas suman 1,0.

El método de frecuencia relativa para la asignacion de probabilidades es el mas conveniente
cuando existen datos para estimar la proporcion de veces que se presentaran los resultados si
el experimento se repite muchas veces. Considere, por ejemplo, un estudio sobre los tiempos

de espera en el departamento de rayos x de un hospital pequefio. Durante 20 dias sucesivos un
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empleado registra el nimero de personas que estan esperando el servicio a las 9:00 a.m.; los

resultados son los siguientes.

Nuamero de personas Nimero de dias:
que esperan resultados de ocurrencia

0 2
1 5
2 6
3 4
4 3

Total 20

En estos datos aparece que 2 de los 20 dias, habia cero pacientes esperando el servicio, 5 dias
habia un paciente en espera y asi sucesivamente. Con el método de la frecuencia relativa, la
probabilidad que se le asignara al resultado experimental cero pacientes espera el servicio,
sera 2/20 = 0,10; al resultado experimental un paciente espera el servicio, 5/20 = 0.25; 6/20 =
0,30 a dos pacientes esperan el servicio; 4/20 = 020 a tres pacientes esperan el servicio y 3/20
= 0,15 a cuatro pacientes esperan el servicio. Como sucede con el método clasico, al usar el
método de frecuencia relativa se satisfacen en automatico los dos requerimientos béasicos

correspondientes a las ecuaciones iniciales.

El método subjetivo de asignacion de probabilidades es el mas indicado cuando no es
factible suponer que todos los resultados de un experimento sean igualmente posibles v,
ademas, cuenta con pocos datos relevantes. EI método subjetivo de asignacion de
probabilidades a los resultados de un experimento, usa toda la informacién disponible, por
ejemplo, la propia experiencia o la intuicién. Después de considerar dicha informacion, se
asigna un valor de probabilidad que expresa el grado de confianza (en una escala de 0 a 1) que
tiene acerca de que un resultado experimental ocurra. Como la probabilidad subjetiva, el
grado de confianza que tiene un individuo es personal. Cuando se usa el método de
probabilidad subjetiva, es de esperarse que personas distintas asignen probabilidades

diferentes a los mismos resultados de un experimento.

En el método subjetivo hay que tener cuidado de que se satisfagan los dos requerimientos
basicos expresados en las ecuaciones iniciales. Sea cual sea el grado de confianza que tenga la
persona, el valor de probabilidad asignado a cada resultado experimental debe estar entre 0 y
1, inclusive, y la suma de las probabilidades de todos los resultados experimentales debe ser
1.0.
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Considere el caso en el que Tom y Judy Elsbernd hacen una oferta para la compra de una

casa. Hay dos resultados posibles:

E, = su oferta sera aceptada

E, = su oferta no sera aceptada

Judy cree que la probabilidad de que su oferta sea aceptada es 0,8; por tanto, Judy establece
que P(E1) = 0,8 y P(E2) = 0,2; Tom, por su parte, cree que la probabilidad de que su oferta
sea aceptada es 0,6; por tanto, Tom establecera P(E1) = 0,6 y P(E2) = 0,4. Observe que la
estimacion de probabilidad de E1 que hace Tom refleja bastante pesimismo de que su oferta

sea aceptada.

Tanto Judy como Tom asignaron probabilidades que satisfacen los dos requerimientos
basicos. El hecho de que sus probabilidades sean diferentes subraya la naturaleza personal del
método subjetivo.

Incluso, en situaciones de negocios en que es posible emplear el método clésico o el de las
probabilidades relativas, los administradores suelen proporcionar estimaciones subjetivas de
una probabilidad. En tales casos, la mejor estimacion de una probabilidad suele obtenerse
combinando las estimaciones del método clasico o del método de las frecuencias relativas con

las estimaciones subjetivas de una probabilidad.
Actividades de la unidad

1. El muestreo aleatorio simple usa una muestra de tamafio n tomada de una poblacién de
tamafio N para obtener datos para hacer inferencias acerca de las caracteristicas de la
poblacién. Suponga que, de una poblacién de 50 cuentas bancarias, desea tomar una
muestra de cuatro cuentas con objeto de tener informacion acerca de la poblacion.
¢Cuantas muestras diferentes de cuatro cuentas pueden obtener?

2. El capital de riesgo es una fuerte ayuda para los fondos disponibles de las empresas.
De acuerdo con Venture Economics (Investor’s Business Daily, 28 de abril de 2000)
de 2374 desembolsos en capital de riesgo, 1434 son de empresas en California, 390 de
empresas en Massachussets, 217 de empresas en Nueva York y 112 de empresas en
Colorado. Veintidds por ciento de las empresas que reciben fondos se encuentran en
las etapas iniciales de desarrollo y 55% en la etapa de expansion. Suponga que desea
tomar en forma aleatoria una de estas empresas para saber coémo son usados los fondos

de capital de riesgo.
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a. ¢Cudl es la probabilidad de que la empresa que seleccione sea de California?

b. ¢De que la empresa no sea de ninguno de los estados citados?

c. ¢De qué la empresa elegida no se encuentre en las etapas iniciales de
desarrollo?

d. Si admite que las empresas en las etapas iniciales de desarrollo tuvieran una
distribucion homogeénea en todo el pais, ¢cuantas empresas de Massachussets
que reciben fondos de capital de riesgo se encuentran en las etapas iniciales de
desarrollo?

e. La cantidad total de fondos invertidos es $32,4 mil millones. Estime la

cantidad destinada a Colorado.
Autoevaluacion

1. ¢De cuantas maneras es posible seleccionar tres objetos de un conjunto de seis
objetos? Use las letras A, B, C, D, E y F para identificar a los objetos y enumere todas
las combinaciones diferentes de tres objetos.

2. Un experimento que tiene tres resultados es repetido 50 veces y se ve que E1 aparece
20 veces, E2 13 veces y E3 17 veces. Asigne probabilidades a los resultados. ¢Qué

método empled?
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Unidad 2:

Distribucion De Probabilidad

Desarrollo de contenidos




Variables aleatorias

En la primera unidad, se definié el concepto de experimento con sus correspondientes
resultados experimentales. Una variable aleatoria proporciona un medio para describir los
resultados experimentales empleando valores numéricos. Las variables aleatorias deben
tomar valores numéricos. En efecto, una variable aleatoria asocia un valor numeérico a cada
uno de los resultados experimentales. El valor numérico de la variable aleatoria depende del
resultado del experimento. Una variable aleatoria puede ser discreta o continua, depende del

tipo de valores numéricos que asuma.
Variables aleatorias discretas

A una variable aleatoria que asuma ya sea un numero finito de valores o una sucesion infinita
de valores tales como 0, 1, 2, . . ., se le llama variable aleatoria discreta. Considere, por
ejemplo, el siguiente experimento: un contador presenta el examen para certificarse como
contador publico. ElI examen tiene cuatro partes. Defina una variable aleatoria x como X
nimero de partes del examen aprobadas. Esta es una variable aleatoria discreta porque puede
tomar el nimero finito de valores 0, 1, 2, 3 0 4.

Para tener otro ejemplo de una variable aleatoria discreta considere el experimento de
observar los automdviles que llegan a una caseta de peaje. La variable aleatoria que interesa
es X = numero de automdviles que llega a la caseta de peaje en un dia. Los valores que puede
tomar la variable aleatoria son los de la secuencia 0, 1, 2, etc. Asi, X es una variable aleatoria

discreta que toma uno de los valores de esta sucesion infinita.

Aunque los resultados de muchos experimentos se describen mediante valores numéricos, los
de otros no. Por ejemplo, en una encuesta se le puede preguntar a una persona si recuerda el
mensaje de un comercial de television. Este experimento tiene dos resultados: que la persona
no recuerda el mensaje y que la persona recuerda el mensaje. Sin embargo, estos resultados se
describen numeéricamente definiendo una variable aleatoria x como sigue: sea x = 0 si la
persona no recuerda el mensaje y sea x = 1 si la persona recuerda el mensaje. Los valores
numéricos de esta variable son arbitrarios (podria haber usado 5 y 10), pero son aceptables de
acuerdo con la definicién de una variable aleatoria, es decir, x es una variable aleatoria porque

proporciona una descripcion numérica de los resultados del experimento.
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EJEMPLOS DE VARTABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Valores posibles para

Experimento Variable aleatoria (x) la variable aleatoria
Llamar a cinco chientes Nimero de chientes que hacen 0,1,2,345
un pedido
Inspeccionar un envio de 50 radios | Numero de radios que tienen 01,2, ---,49.50
algiin defecto
Hacerse cargo de un restaurante Niumero de chentes 01,23 -
durante un dia
‘Vender un automavil Sexo del cliente 0 s1es hombre; 1 51 es mujer

Variables aleatorias continuas

A una variable que puede tomar cualquier valor numérico dentro de un intervalo o coleccion
de intervalos se le llama variable aleatoria continua. Los resultados experimentales basados en
escalas de medicion tales como tiempo, peso, distancia y temperatura pueden ser descritos por
variables aleatorias continuas. Considere, por ejemplo, el experimento de observar las
llamadas telefonicas que llegan a la oficina de atencion de una importante empresa de
seguros. La variable aleatoria que interesa es x = tiempo en minutos entre dos Ilamadas
consecutivas. Esta variable aleatoria puede tomar cualquier valor en el intervalo x >= 0. En
efecto, x puede tomar un nidmero infinito de valores, entre los que se encuentran valores como
1,26 minutos, 2,751 minutos, 4,3333 minutos, etc. Otro ejemplo, considere el tramo de 90
millas de una carretera entre Atlanta y Georgia. Para el servicio de ambulancia de emergencia
en Atlanta, la variable aleatoria x es X = numero de millas hasta el punto en que se localiza el
siguiente accidente de trafico en este tramo de la carretera. En este caso, X es una variable
aleatoria continua que toma cualquier valor en el intervalo 0 <= x <= 90. En la tabla siguiente
aparecen otros ejemplos de variables aleatorias continuas. Observe que cada ejemplo describe

una variable aleatoria que toma cualquier valor dentro de un intervalo de valores.

EJEMPLOS DE VARTABLES ALEATORIAS CONTINUAS

Valores posibles para

Experimento Variable aleatoria (x) la variable aleatoria
Operar un banco Tiempo en minutos entre la llepada x=0
de los clientes
Llenar uma lata de refresco Cantidad de onzas 0=x=121
(max. 12.1 onzas)
Construir una biblioteca Porcentaje del proyecto terminado 0=x=100
&1 5els meses
Probar un proceso quimico Temperatura a la que tiene lngar la reac- 150 =x =212
TUevo cion deseada (mmn. 150°F; max. 212°F)
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Distribucion de probabilidad discreta

La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria describe como se distribuyen las
probabilidades entre los valores de la variable aleatoria. En el caso de una variable aleatoria
discreta x, la distribucion de probabilidad estd definida por una funcion de probabilidad,
denotada por f(x). La funcion de probabilidad da la probabilidad de cada valor de la variable

aleatoria.
Distribucion de probabilidad binomial

La distribucion de probabilidad binomial es una distribucion de probabilidad que tiene
muchas aplicaciones. Esta relacionada con un experimento de pasos mdltiples al que se le

Ilama experimento binomial.

PROPIEDADES DE UN EXPERIMENTO BINOMIAL

1. El experimento consiste en una serie de n ensayos idénticos.

2. En cada ensayo hay dos resultados posibles. A uno de estos resultados se le llama
éxito y al otro se le llama fracaso.

3. La probabilidad de éxito, que se denota p, no cambia de un ensavo a otro. Por ende,
1a probabilidad de fracaso, que se denota 1 — p, tampoco cambia de un ensayo a
otro.

4. Los ensayos son independientes.

Si se presentan las propiedades 2, 3 y 4, se dice que los ensayos son generados por un proceso
de Bernoulli. Si, ademas, se presenta la propiedad 1, se trata de un experimento binomial. En
la se presenta una sucesion de éxitos y fracasos de un experimento binomial con ocho

ensayos.

En un experimento binomial lo que interesa es el nimero de éxitos en n ensayos. Si x denota
el nimero de éxitos en n ensayos, es claro que x tomaréa los valores 0, 1, 2, 3, ..., n. Dado que
el numero de estos valores es finito, x es una variable aleatoria discreta. A la distribucion de
probabilidad correspondiente a esta variable aleatoria se le llama distribucion de probabilidad
binomial. Por ejemplo, considere el experimento que consiste en lanzar una moneda cinco
veces y observar si la cara de la moneda que cae hacia arriba es cara 0 cruz. Suponga que se
desea contar el nimero de caras que aparecen en los cinco lanzamientos. ¢Presenta este
experimento las propiedades de un experimento binomial? ¢Cual es la variable aleatoria que

interesa? Observe que:
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1. El experimento consiste en cinco ensayos identicos; cada ensayo consiste en lanzar
una moneda.

2. En cada ensayo hay dos resultados posibles: cara o cruz. Se puede considerar cara
como éxito y cruz como fracaso.

3. La probabilidad de éxito y la probabilidad de fracaso son iguales en todos los ensayos,
siendop=05y1-p=0,5.

4. Los ensayos o lanzamientos son independientes porque al resultado de un ensayo no

afecta a lo que pase en los otros ensayos o lanzamientos.

Por tanto, se satisfacen las propiedades de un experimento binomial. La variable aleatoria que
interesa es X = nUmero de caras que aparecen en cinco ensayos. En este caso, X puede tomar

losvalores0,1,2,3,405.

FUNCION DE PROBABILIDAD BINOMIAL

fw = (")pra - ps

donde

fix) = probabilidad de x éxitos en n ensayos

n = niimero de ensayos

[n) _ n!
x]  xlin — x)!

p = probabilidad de un éxito en cualquiera de los ensayos
1 — p = probabilidad de un fracaso en cualquiera de los ensayos

Se plantea por ejemplo una tienda de ropa en que se necesita calcular la probabilidad de que
ningun cliente realice una compra, de que exactamente un cliente realice una compra, de que
exactamente dos clientes realicen una compra y de que los tres clientes realicen una compra.
Los célculos se presentan en forma resumida en la tabla siguiente, que da la distribucién de

probabilidad para el numero de clientes que hacen una compra

En la figura siguiente esta una grafica de esta distribucion de probabilidad.
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DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD BINOMIAL PARA EL NUMERO
DE CLIENTES QUE HACEN UNA COMPRA

X fix)
31 i

0 TN (0.30)°(0.70)° = 0.343
3!

1 — (0.30)*(0.70)* = 0.441
3! .

2 o (0.30)%(0.70)* = 0.189
3!

3 Jo7 (0.30)°(0.700° = 0.027
o 1.000

REPRESENTACION GR{’LFICA DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
BINOMIAL PARA EL. NUMERO DE CLIENTES QUE HACEN UNA COMPRA

fix)

Probabilidad
o
L
=i
T

Numero de clientes que hacen una compra

La funcion de probabilidad binomial es aplicable a cualquier experimento binomial. Si
encuentra que una situacion presenta las propiedades de un experimento binomial y conoce
los valores de n y p, use la ecuacién de la funcion de probabilidad binomial para calcular la
probabilidad de x éxitos en n ensayos

Distribucion de probabilidad de Poisson

En esta seccion estudiara una variable aleatoria discreta que se suele usar para estimar el
namero de veces que sucede un hecho determinado (ocurrencias) en un intervalo de tiempo o
de espacio. Por ejemplo, la variable de interés va desde el nimero de automoviles que llegan
(llegadas) a un lavado de coches en una hora o el nimero de reparaciones necesarias en 10
millas de una autopista hasta el nimero de fugas en 100 millas de tuberia. Si se satisfacen las
condiciones siguientes, el nimero de ocurrencias es una variable aleatoria discreta, descrita

por la distribucién de probabilidad de Poisson.
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PROPIEDADES DE UN EXPERIMENTO DE POISSON

1. La probabilidad de ocurrencia es la misma para cualesquiera dos infervalos de la
misma magnitud.

2. La ocurrencia o no-ocurrencia en cualquier intervalo es independiente de 1a ocu-
frencia o no-ocurrencia en cualquier otro intervalo.

La funcion de probabilidad de Poisson se define mediante la ecuacion

FUNCION DE PROBABILIDAD DE POISSON

pe ™
x!

fix)y=

en donde
fix) = probabilidad de x ocurrencias en un intervalo
7

valor esperado o nimero medio de ocurrencias
en un intervalo

271828

Y
Il

Antes de considerar un ejemplo para ver como se usa la distribucién de Poisson, observe que
el nimero de ocurrencias x, no tiene limite superior. Esta es una variable aleatoria discreta

gue toma los valores de una sucesion infinita de nameros (x =0, 1, 2,).
Ejemplo considerando intervalos de tiempo

Suponga que desea saber el namero de llegadas, en un lapso de 15 minutos, a la rampa del
cajero automatico de un banco. Si se puede suponer que la probabilidad de llegada de los
automaviles es la misma en cualesquiera dos lapsos de la misma duracion y si la llegada o
no—llegada de un automévil en cualquier lapso es independiente de la llegada o no—llegada de
un automovil en cualquier otro lapso, se puede aplicar la funcion de probabilidad de Poisson.
Dichas condiciones se satisfacen y en un analisis de datos pasados encuentra que el nimero
promedio de automoviles que llegan en un lapso de 15 minutos es 10; en este caso use la

funcion de probabilidad siguiente.

ID.L'E, — 10
fxX)=—171—
X!
Aqui la variable aleatoria es x = nimero de automdviles que llegan en un lapso de 15 minutos.
Si la administracion desea saber la probabilidad de que lleguen exactamente cinco

automaviles en 15 minutos, x = 5, y se obtiene
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Probabilidad de que lleguen 10710
exactamente 5 automdviles = f(5) = —; = 0.0378
en 15 minutos

En el ejemplo anterior se us6 un lapso de 15 minutos, pero también se usan otros lapsos.
Suponga que desea calcular la probabilidad de una llegada en un lapso de 3 minutos. Como
10 es el numero esperado de llegadas en un lapso de 15 minutos: 10/15 = 2/3 es el nimero
esperado de llegadas en un lapso de un minuto y que (2/3)(3 minutos) = 2 es el nimero
esperado de llegadas en un lapso de 3 minutos. Entonces, la probabilidad de x llegadas en un
lapso de 3 minutos con p = 2 esta dada por la siguiente funcion de probabilidad de Poisson.

"‘l.-.r:, L

flx) = _T

La probabilidad de una llegada en un lapso de 3 minutos se obtiene como sigue:

Probabilidad de exactamente 2e?

una llegada en 3 minutos =fl) = T

= 0.2707

Antes se calcul6 la probabilidad de cinco llegadas en un lapso de 15 minutos; se obtuvo
0,0378. Observe que la probabilidad de una llegada en un lapso de tres minutos (0,2707) no es
la misma. Para calcular la probabilidad de Poisson en un lapso diferente, primero hay que

convertir la llegada media al lapso que interesa y después calcular la probabilidad.
Distribucion de probabilidad continua

En la seccion anterior se revisaron las variables aleatorias discretas y las distribuciones de
probabilidad binomial y Poisson. En esta seccidn se tratan las variables aleatorias continuas.
En especifico se analizara la distribucién de probabilidad normal que es muy importante por

tener muchas aplicaciones y un amplio uso en la inferencia estadistica.
Distribucion de probabilidad normal

La distribucién de probabilidad mas usada para describir variables aleatorias continuas es la
distribucion de probabilidad normal. La distribucion normal tiene gran cantidad de
aplicaciones practicas, en las cuales la variable aleatoria puede ser el peso o la estatura de las
personas, puntuaciones de examenes, resultados de mediciones cientificas, precipitacion

pluvial u otras cantidades similares. La distribucion normal también tiene una importante
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aplicacion en inferencia estadistica, como es la prueba de hipotesis. En estas aplicaciones, la

distribucion normal describe qué tan probables son los resultados obtenidos de un muestreo
Curva normal

En la figura aparece la forma de la distribucion normal, una curva normal en forma de

campana.

CURVA EN FORMA DE CAMPANA DE UNA DISTRIBUCION NORMAL

Desviacion estiandar o

1 x
i

Media

Las siguientes son observaciones importantes acerca de las caracteristicas de las

distribuciones normales.

1. Toda la familia de distribuciones normales se diferencia por medio de dos parametros:
la media p y la desviacion estandar o.

2. El punto més alto de una curva normal se encuentra sobre la media, la cual coincide
con la mediana y la moda.

3. La media de una distribucion normal puede tener cualquier valor: negativo, positivo o
cero.

4. La distribucion normal es simétrica, siendo la forma de la curva normal al lado
izquierdo de la media, la imagen especular de la forma al lado derecho de la media.
Las colas de la curva normal se extienden al infinito en ambas direcciones y en teoria
jamas tocan el eje horizontal. Dado que es simétrica, la distribucion normal no es
sesgada; su sesgo es cero.

5. La desviacion estandar determina que tan plana y ancha es la curva normal.
Desviaciones estandar grandes corresponden a curvas mas planas y mas anchas, lo

cual indica mayor variabilidad en los datos.
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A continuacion, se muestran dos curvas normales que tienen la misma media, pero

distintas desviaciones estandar

6. Las probabilidades correspondientes a la variable aleatoria normal se dan mediante
areas bajo la curva normal. Toda el area bajo la curva de una distribucion normal es 1.
Como esta distribucion es simétrica, el area bajo la curva y a la izquierda de la media

es 0,50 y el area bajo la curva y a la derecha de la media es 0,50.
Distribucion de probabilidad normal estandar

Una variable aleatoria que tiene una distribucion normal con una media cero y desviacion
estandar de uno tiene una distribucion normal estandar. Para designar esta variable aleatoria
normal se suele usar la letra z. La figura siguiente es la grafica de la distribucién normal
estandar. Esta distribucion tiene el mismo aspecto general que cualquier otra distribucion

normal, pero tiene las propiedades especiales, p =0y o= 1.

DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

Para la distribucion normal estdndar ya se encuentran calculadas las &reas bajo la curva
normal y se cuenta con tablas que dan estas areas y que se usan para calcular las

probabilidades. Estas tablas se encuentran en el anexo de esta guia.
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Los tres tipos de probabilidades que se necesitan calcular son:

1. La probabilidad de que la variable aleatoria normal estandar z sea menor o igual que
un valor dado;
2. La probabilidad de que z esté entre dos valores dados,

3. La probabilidad de que z sea mayor o igual que un valor dado.

Para mostrar el uso de las tablas de probabilidad acumulada de la distribucion normal estandar

en el calculo de estos tres tipos de probabilidades, se consideran algunos ejemplos.

Se empieza por mostrar cdmo se calcula la probabilidad de que z sea menor o igual a 1,00; es
decir P(z <= 1,00). Esta probabilidad acumulada es el area bajo la curva normal a la izquierda

de z = 1,00 como se muestra en la gréfica siguiente.

Pz= 1.00)

Consulte en el anexo de esta guia los valores de la tabla de la distribucién de probabilidad
normal estandar. Esta probabilidad acumulada correspondiente a z = 1, es el valor que en la
tabla se localiza en la interseccion del renglon cuyo encabezado es 1,0 y la columna cuyo
encabezado es 0,00. Primero localice 1,0 en la columna del extremo izquierdo de la tabla y
después localice 0,00 en el rengldn en la parte superior de la tabla. Observe que en el interior
de la tabla, el renglon 1,0 y la columna 0,00 se cruzan en el valor 0,8413; por tanto, P(z <=
1,00)=0,8413.

Estos pasos se muestran en el extracto siguiente de las tablas de probabilidad.
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z 0.00 0.01 0.02

l]:‘J 0.8159 0.8186 0.8212

1.0 0.8438 0.8461

1.1 0.8643 0.8665 0.8686

12 0.8849 0.8869 0.8888
P(z = 1.00)

Para ilustrar el segundo tipo de calculo de una probabilidad se muestra como calcular la
probabilidad de que z esté en el intervalo entre -0,50 y 1,25; esto es, P(-,50 <=z <=1,25). En

la gréfica siguiente se muestra esta area o probabilidad.

P(-0.50<z < 1.25)

P(z < —0.50)

1
-03500 1.25

Para calcular esta probabilidad son necesarios tres pasos. Primero, se encuentra el area bajo la
curva normal a la izquierda de z = 1,25. Segundo, se encuentra el area bajo la curva normal a
la izquierda de z=-0,50. Por ultimo, se resta el area a la izquierda de z=-0.50 del area a la

izquierda de z = 1,25 y se encuentra, P(-0,50 <=z <= 1,25).

Para encontrar el area bajo la curva normal a la izquierda de z = 1,25, primero se localiza en
la tabla de probabilidad normal estandar el renglon 1,2 y después se avanza por ese renglon
hasta la columna 0,05. Como el valor que aparece en el renglon 1,2 columna 0,05 es 0,8944,
P(z <=1,25) = 0,8944. De manera similar, para encontrar el area bajo la curva a la izquierda
de z = -0.50 se usa la tabla para localizar el valor en el renglon -0,5 columna 0,00; como el
valor que se encuentra es 0,3085, P(z<=0,50) = 0,3085. Por tanto, P(-0,50 <= z
1,25) = P(z <=1,25) - P(z <=0,50) = 0,8944 — 0,3085 = 0,5859.

Para ilustrar como se calcula el tercer tipo de probabilidad, suponga que desea calcular la
probabilidad de tener un valor z por lo menos igual a 1,58; es decir, P(z >= 1,58). El valor en
el renglon z = 1,5, columna 0,08 de la tabla normal acumulada es 0,9429; por tanto, P(z <
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1,58) = 0,9429. Pero, como toda el area bajo la curva normal es 1, P(z >= 1,58) = 1 — 0,9429
= 0,0571. En la figura siguiente se muestra esta probabilidad.

Pz < 1.58) =0.9429

Plz= 1.58)
= 1.0000 — 0.9429 = 0.0571

En la mayoria de los casos, hacer un bosquejo de la gréfica de la distribucion de probabilidad
normal estandar y sombrear el &rea deseada serd una ayuda para visualizar la situacion y

encontrar la respuesta correcta.
Calculo de probabilidades en cualquier distribucién de probabilidad normal

La razon por la cual la distribucion normal estdndar se ha visto de manera tan amplia es que
todas las distribuciones normales son calculadas mediante la distribucion normal estandar.
Esto es, cuando distribucion normal con una media p cualquiera y una desviacion estandar ¢
cualquiera, las preguntas sobre las probabilidades en esta distribucidn se responden pasando
primero a la distribucion normal estandar. Use las tablas de probabilidad normal estandar y
los valores apropiados de z para hallar las probabilidades deseadas. A continuacion, se da la
formula que se emplea para convertir cualquier variable aleatoria x con media p y desviacion

estandar ¢ en la variable aleatoria normal estandar z.

CONVERSION A LA VARIABLE ALEATORIA NORMAL ESTANDAR

X—
T oo

Para ver como esta distribucion permite calcular probabilidades en cualquier distribucién
normal, admita que tiene una distribucion en la que u =10 y o = 2. ;{Cual es la probabilidad
de que la variable x esté entre 10 y 14? Empleando la ecuacion, se ve que paraz = (X - p)/c =
(10 - 10)/2 = 0 y que para x = 14, z = (14 - 10)/2 = 4/2 = 2. Asi, la respuesta a la pregunta
acerca de la probabilidad de que x esté entre 10 y 14 esta dada por la probabilidad equivalente
de que z esté entre 0 y 2 en la distribucion normal estandar. En otras palabras, la probabilidad

que se estd buscando es que la variable aleatoria x esté entre su media y dos desviaciones
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estandar arriba de la media. Usando z = 2 y la tabla de probabilidad normal estandar del anexo
de la guia se ve que P(z <= 2) = 0,9772. Como P(z <= 0) = 0,5000, se tiene que P(0,00 <=z
<=2,00) =P(z<=2)-P(z<=0)=0,9772 — 0,5000 = 0,4772. Por tanto, la probabilidad de
que X esté entre 10 y 14 es 0,4772.

Actividades de la unidad

1) Una encuesta de Harris Interactive para InterContinental Hotel and Resorts pregunto:
“Cuando viaja al extranjero, ;suele aventurarse usted solo para conocer la cultura o
prefiere permanecer con el grupo de su tour y apegarse al itinerario?” Se encontrd que
23% prefiere permanecer con el grupo de su tour (USA Today, 21 de enero de 2004).

a) ¢Cudl es la probabilidad de que en seis viajeros, dos prefieran permanecer con su
grupo?

b) ¢De que, en seis viajeros, por lo menos dos prefieran permanecer con su grupo?

c) ¢De que, en una muestra de 10 viajeros, ninguno prefiera permanecer con su grupo?

2) A laoficina de reservaciones de una aerolinea regional Ilegan 48 Illamadas por hora.

a) Calcule la probabilidad de recibir cinco Ilamadas en un lapso de 5 minutos.

b) Estime la probabilidad de recibir exactamente 10 Ilamadas en un lapso de 15 minutos.

c) Suponga que no hay ninguna llamada en espera. Si el agente de viajes necesitara 5
minutos para la llamada que esta atendiendo, ¢cuéntas llamadas habra en espera para
cuando €l termine? ¢Cual es la probabilidad de que no haya ninguna llamada en
espera?

d) Si en este momento no hay ninguna llamada, ¢cudl es la probabilidad de que el agente

de viajes pueda tomar 3 minutos de descanso sin ser interrumpido por una llamada?
Autoevaluacion

1) Considere un experimento binomual conn = 10y p = 0.10.
Calcule f0).

Caleule f2).

Caleule P (x = 2).

Caleule P (x = 1).

Calcule Ex).

Calcule Vari(x) v o.

fhooAan R

2)  Considere una distribucién de Poisson con =73
a. Deé la adecuada funcidn de probabilidad de Poisson.
b. Caleule f2).
c. Caleule f{1).
d. Calcule P(x =2).
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Unidad 3:

Muestreo, Estimaciones y

Distribuciones muestrales

Desarrollo de contenidos




Muestreo

Es comdn que los compradores prueben una porcion pequefia de queso antes de comprar
alguno; a partir del trocito, determinan el sabor de queso completo. Lo mismo hace un
quimico cuando toma una muestra de whisky de una barrica, determina que es de grado 90 e
infiere que todo el whisky de esa barrica es de ese grado. Si el quimico examinara todo el
whisky o los compradores probaran todo el queso, no quedaria nada para vender. Probar todo
el producto es innecesario y a menudo, destructivo. Para determinar las caracteristicas del

todo, tenemos que muestrear sélo una porcion.

Supongamos que, como director de personal de un gran banco, usted necesita escribir un
informe que describa a todos aquellos empleados que han dejado voluntariamente la
compafiia en los ultimos 10 afios. Seria muy dificil localizar a estas personas. No se les puede
localizar facilmente como grupo, pues muchas han muerto, se han mudado o han adquirido un
nuevo nombre al casarse. ;Como podria escribir el informe? La mejor idea es localizar una

muestra representativa y entrevistarla con el fin de generalizar con respecto a todo el grupo.

El tiempo también es un factor importante cuando los administradores requieren obtener
informacidén rapidamente para ajustar una operacion o modificar una politica. Imaginemos
una maquina automatica que clasifica miles de piezas de correo diariamente. ;Por qué esperar

el resultado de todo

un dia para verificar que la maquina funcione correctamente (es decir, para comprobar si las
caracteristicas de poblacién son las requeridas por el servicio postal)? En vez de ello, se
toman muestras a intervalos especificos y, si es necesario, la maquina puede ajustarse

inmediatamente.

Algunas veces es posible y practico examinar a cada persona o elemento de la poblacion que
deseamos describir. Esta accion se conoce como enumeracién completa o censo. Se recurre al

muestreo cuando no es posible contar o medir todos los elementos de la poblacion.

Los especialistas en estadistica usan la palabra poblacion para referirse no sélo a personas
sino a todos los elementos que han sido escogidos para su estudio. En los casos que acabamos
de mencionar, las poblaciones son todo el queso del trozo, todo el whisky de la barrica, todos
los empleados del gran banco que por propia voluntad se fueron en los Gltimos 10 afios, y
todo el correo clasificado por la maquina automatica desde la verificacion anterior de la
muestra. Los especialistas en estadistica emplean la palabra muestra para describir una

porcion escogida de la poblacion.
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Tipos de muestreo
Existen dos métodos para seleccionar muestras de poblaciones:

e Muestreo no aleatorio o de juicio

e Muestreo aleatorio o de probabilidad

En el muestreo de probabilidad, todos los elementos de la poblacion tienen la oportunidad de
ser escogidos para la muestra. En el muestreo de juicio, se emplea el conocimiento y la
opinidn personal para identificar a los elementos de la poblacion que deben incluirse en la
muestra. Una muestra seleccionada por muestreo de juicio se basa en la experiencia de
alguien con la poblacién. Un guardabosques, por ejemplo, reuniria una muestra de juicio si
decidiera con anticipacion las zonas de una gran area arbolada que recorreria para estimar la
cantidad de madera que podria obtenerse. Algunas veces, una muestra de juicio se usa como
guia 0 muestra tentativa para decidir como tomar una muestra aleatoria mas adelante. El
riguroso andlisis estadistico que puede llevarse a cabo a partir de muestras aleatorias, no
puede ser efectuado con muestras de juicio. Son mas comodas y pueden usarse con éxito,
aunque no podamos medir su validez. No debe perderse de vista que, si un estudio recurre al
muestreo de juicio a costa de perder un grado importante de representatividad, la comodidad

habra costado un precio demasiado alto.
Estimaciones

Todo el mundo hace estimaciones. Cuando esta por cruzar una calle, hace una estimacion de
la velocidad del automdvil que se acerca, de la distancia que hay entre usted y el auto y de su
propia velocidad. Habiendo hecho rapidamente todas estas estimaciones, usted decide si

espera, camina o corre.

Los administradores también deben hacer estimaciones rapidas. El resultado de estas
estimaciones puede afectar sus organizaciones de manera tan seria como el resultado de su
decision de cruzar la calle. Los jefes de departamento de una universidad hacen estimaciones
acerca de las inscripciones para el semestre siguiente en las materias. Los directores de credito
estiman si un cliente pagard o no sus débitos. Los futuros compradores de casa hacen
estimaciones concernientes al comportamiento de las tasas de interés de los préstamos
hipotecarios. Todas estas personas hacen estimaciones sin preocuparse de si son cientificas o
no, pero con la esperanza de que las estimaciones tengan una semejanza razonable con el

resultado.
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Los administradores utilizan estimaciones porque, hasta en los asuntos mas triviales, deben
tomar decisiones racionales sin contar con la informacion pertinente completa y con una gran
incertidumbre de lo que el futuro pueda deparar. Como ciudadanos instruidos y profesionales,

podremos hacer estimaciones mas Utiles si aplicamos las técnicas descritas en esta guia.
Distribuciones muestrales

Si consideramos que la media muestral x es el estimador puntual de la media poblacional u'y
que la proporcién muestral p es el estimador puntual de la proporcion poblacional p y que
ambos estimadores son variables aleatorias, entonces se tiene una distribucién de probabilidad
de variable continua que puede analizarse como una distribucion de probabilidad normal, de

acuerdo a lo revisado en la unidad anterior de esta guia.
Distribucion muestral de la media muestral

La distribucién muestral de es la distribucién de probabilidad de todos los valores de la media
muestral x. Para la desviacion estandar de la distribucion muestral de x, se empleara la

notacion siguiente:

o; = desviacion estindar de ¥

o = desviacidn estindar de la poblacin
n = tamafio de la muestra

N

tamaiio de la poblacion

Es posible demostrar que usando el muestreo aleatorio simple, la desviacion estandar de x
depende de si la poblacion es finita o infinita. Las dos férmulas para la desviacién estandar

son las siguientes.

DESVIACION ESTANDAR DE 1

Poblacion finita Poblacion infinita

.'IN —n ( o ) f1]
o = — 0; =
= \N—1\va T wnm

Actividades de la unidad

1. EIl costo medio de la colegiatura en una universidad estatal de Estados Unidos es
$4260 anuales. Considere este valor como media poblacional y asuma que la
desviacion estandar poblacional es 6 = $900. Suponga que selecciona una muestra

aleatoria de 50 universidades.
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a. Presente la distribucion muestral de como media muestral de la colegiatura en
las 50 universidades.

b. ¢Cual es la probabilidad de que la muestra aleatoria simple proporcione una
media muestral que no difiera de la media poblacional en méas de $250?

c. ¢Cudl es la probabilidad de que la muestra aleatoria simple proporcione una

media muestral que no difiera de la media poblacional en méas de $100?
Autoevaluacion

1. La media de una poblacion es 200 y su desviacion estandar es 50. Se va a tomar una
muestra aleatoria simple de tamafio 100 y se usara la media muestral para estimar la
media poblacional.

a. ¢Cudl es el valor esperado de x?
b. ¢Cual es la desviacion estandar de x?

Muestre la distribucion muestral de x

o o

. ¢Qué muestra la distribucion muestral de x?
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Unidad 4:

Prueba De Hipotesis

Desarrollo de contenidos

El area de no
rechazo

El area de
rechazo




Cuando se hace una prueba de hipétesis se empieza por hacer una suposicion tentativa acerca
del parametro poblacional. A esta suposicion tentativa se le llama hipétesis nula y se denota
por HO. Después se define otra hipdtesis, llamada hipotesis alternativa, que dice lo contrario

de lo que establece la hipotesis nula. La hipdétesis alternativa se denota Ha.

En el procedimiento de pruebas de hipotesis se usan datos de una muestra para probar dos

afirmaciones contrarias indicadas por HO y Ha.
Elaboracion de las hipotesis nula y alternativa

En algunas aplicaciones no parece obvio como formular la hipétesis nula y la hipétesis
alternativa. Se debe tener cuidado en estructurar las hipotesis apropiadamente de manera que
la conclusion de la prueba de hip6tesis proporcione la informacion que el investigador o la
persona encargada de tomar las decisiones desea. Se daran los lineamientos para establecer la
hipdtesis nula y la hipdtesis alternativa en tres tipos de situaciones en las cuales se suele

emplear el procedimiento de prueba de hipdtesis.

—[ Prueba de una hipétesis de investigacion

*Como lineamiento general, una hipotesis de investigacion se debe plantear
como hipdtesis alternativa.

—[ Prueba de la validez de una afirmacidn

*Se suele suponer que la afirmacion es verdad a menos que las evidencias
muestrales indiquen lo contrario

—[ Prueba en situaciones de toma de decision

*En estas situaciones se puede plantear la hipdtesis nula como una igualdad

Resumen de las formas para las hipotesis nula y alternativa

Las pruebas de hipdtesis de este capitulo se refieren a dos parametros poblacionales: la media
poblacional y la proporcién poblacional. A partir de la situacién, las pruebas de hipotesis para
un parametro poblacional asumen una de estas tres formas: en dos se emplean desigualdades
en la hipdtesis nula y en la tercera se aplica una igualdad en la hipdtesis nula. En las pruebas
de hipotesis para la media poblacional, u0 denota el valor hipotético y para la prueba de
hipétesis hay que escoger una de las formas siguientes.

Hy u = n, Hyn=pn, Hyu=u,

Hyu < py Hy:p = g Hy:u # u,
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Errorestipo 1y Il

Las hipotesis nula y alternativa son afirmaciones opuestas acerca de la poblacion. Una de las
dos, ya sea la hipdtesis nula o la alternativa es verdadera, pero no ambas. Lo ideal es que la
prueba de hipotesis lleve a la aceptacion de HO cuando HO sea verdadera y al rechazo de HO
cuando Ha sea verdadera. Por desgracia, las conclusiones correctas no siempre son posibles.
Como la prueba de hipdtesis se basa en una informacion muestral debe tenerse en cuenta que
existe la posibilidad de error. La tabla ilustra las dos clases de errores comunes en una prueba
de hipotesis.

ERRORES Y CONCLUSIONES CORRECTAS EN LAS PRUEBAS DE HIPOTESIS

Situacion en la poblacion

Hy verdadera Hg verdadera

. Conclusidn Error
Se acepta H, :

correcta tipo 1I

Conclusion

. Error Conclusién
Se rechaza H, . -

tipo 1 correcta

A la probabilidad de cometer un error tipo | cuando la hipétesis nula es verdadera como

igualdad se le conoce como nivel de significancia.
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Nivel de significancia

El nivel de significancia es la probabilidad de cometer un error tipo | cuando la hipotesis nula

es verdadera como igualdad.

Para denotar el nivel de significancia se usa la letra griega a (alfa), y los valores que se suelen

usar para o son 0,05y 0,01.

En la practica la persona responsable de la prueba de hipotesis especifica el nivel de
significancia. Al elegir a se controla la probabilidad de cometer un error tipo I. Si el costo de
cometer un error tipo I es elevado, los valores pequenos de a son preferibles. Si el costo de
cometer un error tipo | no es demasiado elevado, entonces se usan valores mayores para o. A
las aplicaciones de la prueba de hipotesis en que so6lo se controla el error tipo | se les llama

pruebas de significancia. Muchas aplicaciones de las pruebas de hipédtesis son de este tipo.
Prueba de hipoOtesis para la media poblacional con 6 conocida

El caso ¢ conocida se refiere a aplicaciones en las que se cuenta con datos historicos o con
alguna informacion que permita obtener buenas estimaciones de la desviacion estandar
poblacional antes de tomar la muestra. En tales casos, para propdsitos practicos, se considera
que se conoce la desviacion estandar poblacional. En esta seccion se muestra como realizar

una prueba de hipotesis para la media poblacional en el caso en que o es conocida.

Los métodos que se presentan en esta seccion dan resultados exactos si la poblacién de la que
se selecciona la muestra tiene distribucion normal. En los casos en los que no sea razonable
suponer que la poblacion tiene una distribucion normal, se pueden aplicar estos métodos

siempre y cuando el tamafio de la muestra sea suficientemente grande.
Estadistico de prueba

En una prueba de hipotesis para la media poblacional en el caso ¢ conocida, se emplea la
variable aleatoria normal estandar z como estadistico de prueba para determinar si se desvia lo

suficiente del valor hipotético de p como para justificar el rechazo de la hipdtesis nula.

ESTADISTICO DE PRUEBA EN UNA PRUEBA DE HIPOTESIS PARA LA MEDIA
POBLACIONAL o CONOCIDA

X — Iy

a/Vn

£
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Con el valor del estadistico de prueba se puede determinar si se rechaza la hipdtesis nula

utilizando el método del valor-p
Método del valor-p

En el método del valor-p se usa el valor del estadistico de prueba z para calcular una
probabilidad llamada valor-p.

Un valor-p es una probabilidad que aporta una medida de una evidencia suministrada por
la muestra contra la hipotesis nula. Valores-p pequefios indican una evidencia mayor con-
tra la hipotesis nula.

El valor-p se usa para determinar si la hipotesis nula debe ser rechazada.

REGLA PARA EL RECHAZO USANDO EL VALOR-p

Rechazar H si el valor-p =

Pasos en las pruebas de hipotesis

Paso 1. Dar la hipotesis nula v la hipotesis alternativa.
Paso 2. Especificar el nivel de significancia.
Paso 3. Recabar los datos muestrales y calcular el valor del estadistico de prueba.

Meétodo del valor-p

Paso 4. Emplear el valor del estadistico de prueba para calcular el valor-p.
Paso 5. Rechazar H;, si el valor-p = a.

Actividades de la unidad
Considere la prueba de hipdtesis siguiente:

Hyw=15
Hy:u+# 15

En una muestra de 50, la media muestral fue 14.15. La desviacidn estdndar poblacional es 3.
a. Calcule el valor del estadistico de prueba.

b. ;Cudl es el valor-p?

c. Usea = 0,035, jcudl es su conclusidn?

d. ;Cudl es la regla de rechazo si se usa el método del valor critico? ; Cudl es su conclusién?

Pagina 44|52



Autoevaluacion

Considere la prueba de hipdtesis siguiente:

Hyp=125
Hypu =25

En una muestra de 40, la media muestral fue 26.4. La desviacion estindar poblacional es 6.
a. Calcule el valor del estadistico de prueba.

b. ;Cudl es el valor-p?

c. Usea = 0.01, ;jcudl es su conclusion?

d. ;Cudl es la regla de rechazo si se usa el método del valor critico? ;Cudl es su conclusion?
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Solucionario
Solucionario a las actividades

UNIDAD 1

- = 230300
4 a. Con el método de la frecuencia relativa

P(California) = 1434/2 374 = 0.60
b. Cantidad que no es de ninguno de los cuatro estados

= 2374 — 1434 — 390 — 217 - 112
= 221
P(Ninguno de los cuatro estados) = 221/2 374 = 0.09
c. P(No en etapas iniciales) = 1 — 0.22= 0.78
d. Estimacién de la cantidad de empresas de Massachusetts
en etapas iniciales de desarrollo = (0.22)390 = 86
e. 5i se supone que las cantidades otorgadas no difieren de
acuerdo con los estados, se puede multiplicar la probabili-
dad de que una cantidad sea olorgada a Colorado por el to-
tal del capital de riesgo para obtener una estimacion.

L [Sl]‘ﬁl S0t 5049 48 47
2.

Estimacién de la cantidad
destinada a Colorado = (11242 374)($32.4)
= $1.53 miles de millones

Nota del autor: La cantidad real otorgada a Colorado fue
$1.74 miles de millones

UNIDAD 2

1. a. 02720
b. 0.418]
c. 0.0733

2. a.  u=48(5/60) = 4

e (a4N0.0183)
13 = i 3

b.  u=48(15/60) = 12

] IIZIE—I.I
FU10) = — 0.1048
10!

c. = A48(5/60) = 4, después de 5 minutos habrd 4 lla-
madas en espera

= 0.1952

4DE—-1
!

fin = = (.0183: la probabilidad de que no haya
ninguna llamada en espera

d.  u=480360) = 24 después de 5 minutos es 0.0183

2.4UE_14
T 0.0907: la probabilidad de que no
' haya ninguna interrupcidn
en 3 minutos es 0.0907

Sl =
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UNIDAD 3

1. a. Normal con E(x}) = 4 260y o, = 127.28

b. 0.95
¢, 0.5704
UNIDAD 4
1. Cr—uy 1415-15

=

~ a/ve 3/V50

Valor-p = 2(0.0228) = 0.0436
Valor-p = 0L05, rechazar H,
Rechazar Hysiz=—19%o0z= 19
—2.00 = —1.96, rechazar H,

BoF
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Solucionario a la autoevaluacion.

UNIDAD

1

[a)_ 6 654321 .
3/ 33 3:2-13-2-1)  ©

ABC ACE BCD BEF
ABD ACF BCE CDE
ABE ADE BCF CDF
ABF ADF BDE CEF
ACD AEF BDF DEF

PE) =040, P(E)) =026, PE,) =034
Se usé el método de la frecuencia relativa

UNIDAD 2

=
&

- ae

. f(0) = 0.3487
. f(2) = 0.1937

. 0.9208

. 0.6513

1

a? = 0.9000, o = 0.9487

3 ?
x!

a. flx) =

b. 0.224]
c. 0.1494
d. 0.8008

UNIDAD 3

¢
d

a
b.
. Normal con E(x) =200 y o, = 5

. 200
3

. La distribucidn de probabilidad de ©

UNIDAD 4

Ty 26425

a/vn 6/ V40

-

. Usando la tabla de la distribucidn normal estandar con

z = 148: valor-p = 1.0000 — 0.9306 = 0.0694
Valor-p = 0.01, no rechazar H;

. Rechazar H si z =233

1.48 = 2.33, no rechazar H,
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GLOSARIO

Probabilidad Medida numérica de la posibilidad de que ocurra un evento.

Experimento Proceso para generar resultados bien definidos.

Espacio muestral Conjunto de todos los resultados experimentales.

Punto muestral Un elemento del espacio muestral. Un punto muestral que representa
un resultado experimental.

Variable aleatoria Una descripcion numérica del resultado de un experimento.
Variable aleatoria discreta Una variable aleatoria que puede asumir un ndmero finito
de valores o un nimero infinito de valores de una sucesion.

Variable aleatoria continua Esta toma cualquier valor de un intervalo o de una
coleccion de intervalos.

Distribucion de probabilidad Descripcién de como se distribuyen las probabilidades
entre los valores de una variable aleatoria.

Hipotesis nula Hipbtesis que en una prueba de hipétesis se supone tentativamente
verdadera.

Hipotesis alternativa Hipotesis que se concluye verdadera cuando se rechaza la
hipétesis nula.

Error tipo | El error de rechazar HO cuando es verdadera.

Error tipo Il El error de aceptar HO cuando es falsa.

Nivel de significancia Probabilidad de cometer un error tipo | cuando la hipotesis nula

es verdadera como igualdad.
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TABLA 1

ANEXOS

NORMAL ESTANDAR

Probabilidad
acumulada

PROBABILIDADES ACUMULADAS EN LA DISTRIBUCION

Las entradas que aparscen

en la tabla dan el drea bajo

la curva ¥ a la izguierda del
valor de 2. Por ejemplo,

para g =—0.85, la probabilidad
acumulada es (L1977,

0
z 000 081 082 003 084 005 086 00T 088 09
~30 Q0013 00013 00013 00012 00012 00011 00011 00011 00010 0.0010
~29 Q0019 00018 00015 00017 00016 00016 00015 00015 00014 00014
~18 00026 00025 00024 00023 00023 00022 00021 00021 00020 00019
~27 00035 0003 00033 00032 00031 00030 00020 0O0DE 00027 0.00%
~26 00047 00045 00044 0DM3 00041 0DMO 00030 0O0BE 00037 00036
~15 Q0062 00060 00050 00057 00055 00054 00052 000SI 00049 00048
~24 Q0082 000BD 0007 00075 0O0OT3 00071 00069 000GE 00066  0.0064
~23  QOI0T 0014 00102 00090 00086 00094 00091 0O00E0 00087 0.0084
-2 QM3 0013 00132 00120 00125 00122 00119 00116 0013 0010
~21 QM7 0074 00170 00166 00162 00158 00154 00150 00146 00143
~20 00228 0022 00217 00212 00207 00202 00197 00192 00188 00183
~19 00287 00281 00074 00268 00262 00256 00250 00M4 00230 00233
~18 0035 00351 00344 00336 0039 00322 00314 00307 00301 00294
~17 00446 00M36 00427 00418 00409 00401 00382 00384 0037 0.0347
~16 0058 00537 00526 00516 00505 00495 00485 00475 OO465 00455
~15 00668 00655 00643 00630 00615 00606 00584 00582 0OSTI 00550
~14 Q0BE 00793 00TTE 00764 00749 00735 00721 0OOT0E 00684 0068
~13 Q0968 00051 00934 00918 00901 00885 00869 00853 00838 008N
~12  0IS1 N30 002 00093 01075 00056 01038 00020 01003 00085
~11 Q1357 01335 00314 00202 QU271 0251 00230 0210 00190 0170
~10 01587 01562 01530 0515 01492 00460 01446 00423 01401 01370
09 01841 01814 OITEE 0762 OU7I6  OATIL 01685 00680 01635 0611
—08 02119 02000 02061 02033 02005 00977 01949 00922 01884 01847
—07 02420 02389 02358 02327 02286 02266 02236 02206 02177 02148
06 02743 02700 02676 02643 02611 02578 02546 02514 02483 02451
—05 03085 03050 03015 02981 02046 02912 02877 02843 02810 02776
—04 03446 03400 03772 03336 0330 03264 03NE 03192 03156 03121
—03 03821 03783 03M5 03707 03660 03632 03504 03557 03520 03483
—02 04207 04168 04120 04000 04052 04013 03974 03036 03507 03850
—01 04600 04562 04512 04483 04443 04404 04364 04325 04286 04247
—0.0 05000 04060 04920 04880 04840 04801 04761 04T2I 04681 04641
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NORMAL ESTANDAR {continuacicn)

Probabilidad
acumulada

PROBABILIDADES ACUMULADAS EN LA DISTRIBUCION

Las entradas que aparecen
en la tabla dan el drea bajo
lacurva v a la izquierda del
valor de 7. Por ejemplo,
para 7 = 1.25, la probabilidad
acumulada es 0E944.

(=]

.01

o2

003

.4

0.0s

LN .07 L1

0.0
0.l
0.2
0.3
0.4

0.5
0.6
07
0.8
0.9

L0
1.1
1.2
1.3
1.4

1.5
L&
1.7
1.3
1.2

2.0
21
22
23
24

25
16
17
238
9

3.0

05000
05308
05793
06179
06554

06915
0.7257
0.7T580
0.7881
08159

0.E413
OEG43
ORR4T
09032
09192

09332
0.9452
09554
092641
09713

09772
09821
09861
09803
09918

09938
0.9953
09065
09974
09981

09986

0.5040
0.5438
0.5832
06217
06591

0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
03186

08438
08665
03869
0.9049
0.9207

0.9345
0.9463
09564
0.9649
0.9719

09778
09826
0.9864
09596
09920

09940
0.9955
0,965
0.9975
0.9982

0.9987

05080
05478
05871
06255
06628

0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.58212

0.8461
O.B68G
08888
00066
09222

0.9357
0.9474
09573
0.9656
0.9726

0.9743
09830
09868
09898
0.9922

0.9941
0.9956
00067
0.9976
0.9982

0.9937

0.5120
05517
05910
L6293
HEC

07019
0.7357
0.7673
0.7967
(.8233

(LE485
08708
08907
0.o082
0.9236

09370
0.9434
09582
0.9664
0.9732

0.9733
09834
09871
0.5901
09925

0.5943
0.9957
00068
0.9977
.9983

0.9933

L5160
05557
05948
6331
DLET00

0.7054
0.7389
07704
0.7995
08264

(LES0E
0.ET29
0.8925
09099
0.9251

0.9382
0.9495
09591
0.9671
0.9738

0.9793
D.9838
0.9875
09904
0.9927

09945
0.9959
09969
0.9977
0.9984

0.9938

0519
(.55
(.59ET
(L6368
0.6736

0. TGS
07412
07734
(80023
(L3289

(L8531
08749
0. 8944
09115
0.9265

0.9394
(L9505
(. 955940
(L9678
0.9744

(.9798
09842
0.9878
(. S
0.9929

0.99446
(9960
R
(L9978
(L9954

(.9939

0.5239 05279 035319
0.5636 05675 05714
Oelda 06064 06103
06406 063 068D
06772 OGEDE  0.6844

07123 07157 0.7190
L7454 07486 0.7517
07764 07794 0.TEIS
08051 08078 0.E106
08315 03340 08365

0.8554 08577 0.E599
08770 DATH0  Q.EELD
08962 08980 0.5997
09131 09147 09162
09279 0.9292 0.9306

09406 09418 0.9420
09515 09525 0.9535
09608 09616 09625
09586 0.9693 0.9699
09750 09756 09761

09302 09808 09812
09846 09850 0.9854
0.988]1 09884 09887
09909 09911 09913
0.9931 0.9932 0.9934

09945 0.9949 09951
09961 09962 0.9963
09971 09972 0.9973
09979 0.9979 0.9980
09985 09985 0.99E6

09989 09989 0.9990

0.5359
0.5753
06141
06517
0.6ETD

0.7224
0. 7549
0.7852
08133
0.8389

0.8621
0.EE30
0915
0.9177
0.9319

0.9441
0.9545
09633
0.9706
09767

0.9817
09857
09850
09913
0.9036

09952
09964
0.9074
0.9981
0.99E6

10,9990
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