Proyecto Edumat-Maestros

Matemadticas y su Did4ctica para Maestros _ _
h Director: Juan D. Godino

Manual para el Estudiante RIS T T D Ny ] http://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/

GEOMETRIAY SU
DIDACTICA PARA }
MAESTROS K

Juan D. Godino
Francisco Ruiz



Matemdticas y su Didactica para Maesiros LQECR=INEVEESIGE
=== =" Djrector: Juan D. Godino

Manual pa’a a’ Estudhnta [ Ry evar g v http://www.ugr.esliocalljgodino/edumat-maestros/

GEOMETRIA Y SU DIDACTICA

PARA MAESTROS

Juan D. Godino
Francisco Ruiz

445



Geometria y su didactica para maestros

GEOMETRIA Y SU DIDACTICA PARA
MAESTROS

a Los autores
Departamento de Didactica de la Matematica
Facultad de Ciencias de la Educacion

Universidad de Granada
18071 Granada

ISBN: 84-932510-1-1
Deposito Legal: GR-340 /2002

Impresion: ReproDigital. C/ Baza, 6.
La Mediana. Poligono Juncaril. Albolote. 18220-

Granada.

Distribucion en Internet:
http://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/

446

Publicacion realizada en el marco
del Proyecto de Investigacion y
Desarrollo del Ministerio de
Ciencia y Tecnologia, BSO2002-
02452.



Indice

447



Geometria y su didactica para maestros

Indice

Capitulo 1: )
FIGURAS GEOMETRICAS

A. Contextualizacion Profesional
Problemas sobre figuras geomeétricas en Primaria ............eceeeereeeeeereeeseeeieeneeseeseeseennens

B: Conocimientos matematicos
1. La geometria y sus aplicaciones
1.1. Naturaleza de 10s 0bjetos GEOMELTICOS ....veeeveievrieriieeirieeie e et ere e enns
1.2. Aplicaciones de 1a GEOMEtTia ........cceeruieiiieiiieieeieeeeeeee e
1.3. Situaciones iNtrodUCLOTIAS .........ccueeeereierieeieeieeie et eieete et eae e ee e
2. Componentes elementales de las figuras geométricas
2.1. Puntos, rectas, planos y €SPaciO .......ccceecvevuerueriirienienenieienie st
2.2.Segmentos Y ANGUIOS ..c..eevuiiriiiiiiiiiiiieeeeeeeeee e e
3. Curvas y poligonos en el plano
3.1, CUIVAS Y TEZIONES ..veevvreenreeierieeieereesieeseessseesseeesseessseesseessseessssessessseessessssesnsns
3.2. Curvas poligonales y pOliZONOS .........coccvvieeiiieeiiiienieeeieeereeeseree e eesseeeens
4. Los triangulos y su clasificacion
4.1. Definiciones y propiedades ..........ccceeeerieeieniiesieeiesieie et
4.2. Clasificacion de tridngulos .........cceceeeriieeiiieeiieecie et
4.3. Elementos notables. CONSIIUCCION .......c.ceverueeruieriieieseieieeie e seeeseeeae e
5. Los cuadrilateros y su clasificacion
5.1, STtuacion INtrOAUCTOTIA ...cc.eeruriiiieiieeiie ettt ssesaees
5.2. Descripciones y propiedades de 1os cuadrilateros ..........ccoeeveeeeeveerieecieeeennenne
6. Recubrimientos del plano con poligonos
6.1. Teselaciones regulares del plano ...........ccoeeeeviiiieeciie e
6.2. Teselaciones semiregulares del plano ...........ccccecveviieviieneeicie e,
7. Figuras en el espacio
7.1 Planos y lineas en €l €SPaCIO ......cceceerieruieriieieeiieie ettt
7.2. Curvas, superficies ¥ SOlIAOS .....cocveiirierieieeiieieeeeeee e
7.3. Los poliedros y su clasificacion ............ccoeveceriesieneesieeeeieeeee e
7.4, CONOS Y CIINAIOS ....oovveeieiieiieeeieeiieiiestee ettt ettt eae e st e saeesseesseesseenseenns
8. Taller MALEMATICO ....eveveevieiienieteiesteete sttt ettt sttt et enee bensesaennes

C. Conocimientos didacticos
1. Orientaciones CUITICULATES ........ceervieriieierieriieieeeieeteieeieeteseeeteetesneesseesseenseeneenseenes
2. Desarrollo cognitivo y progresion en el aprendizaje
2.1. Las investigaciones de Piaget sobre el desarrollo de conceptos geométricos .
2.2. El modelo de los niveles de van Hiele ...........ccocvevieiiiiiiniinininincncncncnenn
3. Situaciones y recursos didacticos
3.1. Juegos de psicomotricidad .........c.eevueeriieiiieriieiieeeere e e
3.2. Descripcion y clasificacion de 0bjetos ........ccvvveeveerieerrieiieeeie e
3.3. Construccion y exploracion de poligonos ..........ccceceeeeeriereeneeneecieee e
3.4. Construccion y exploracion de sOlidos .........eeceeveeierieriiieiieeeee e
3.5. Geometria dinamica (Logo y Cabri) .....c.cccoeoeeiieriieiiee e
4. Conflictos en el aprendizaje. Instrumentos de evaluacion ............ccccceeveevereecienieennns
5. Taller de didéctica: analisis de situaciones escolares ............coeeveveenerieeneenieneeneenn

BIBLIOGRAFIA ...

448

Pégina

453

456
457
458
458

459
460

462
463

465
465
466

468
472

476
479

481
481
482
482
489

495

497
498

503
504
505
511
512
512
517

522



Indice

Capitulo 2:
TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS. SIMETRIA Y SEMEJANZA

A: Contextualizacion profesional

Problemas sobre transformaciones geométricas en primaria .............cceeeveeveevernenennns

B: Conocimientos matematicos
1. Movimientos rigidos: traslaciones, giros, simetrias,
composicion de movimientos

L1 TraslaCiones ....ccocueeeriiiiiiiiiiiceieccie ettt
1.2 GIIOS ottt ettt ettt ettt
1.3 STMEITAS .t ess e saeneas
1.4. Composicion de isometrias: la simetria con deslizamiento ..........c..c..c........

2. Patrones y simetrias

2.1, SIMEria aXIAl .eeviieiiiieii e e
2.2. Simetria 10tacional .........cccovieiiiiiiiiniee e
2.3, Simetria CENtral .......c.oociiiiiiiee e
2.4. Cubrimientos regulares del plano. Frisos y mosaicos ..........c.cceeevvereveenvenen.
3. Proporcionalidad geométrica. Teorema de Thales ...........ccccoeveeiiiiiiiiiieee

4. Transformaciones de semejanza

4. 1. HOMOTECIAS ..ttt eee e e eaeeeereeeeveeeneeeseeeseeentesenneeenes
4.2, SCMEJANZAS .....eeuveeieiereieieeienteeteeseeteetesteetesseensesseesesssensesssesseesesssensesssans

5. Movimientos y geometria de coordenadas. Estudio dindmico con recursos en

J F0 103 5 0 1< A
6. Taller de MAtEMATICAS ..vveeeeeeeee et e e ettt e e e seseessesenesesseenesenns

C: Conocimientos didacticos

1. Orientaciones CUTTICUIATES .........c.eeieruiriieriieie ettt
2. Desarrollo cognitivo y progresion en el aprendizaje ...........ocoeceveeciieeieieeeeeneennnee.

3. Situaciones y recursos didacticos

3.1. Juegos de psicomotricidad ..........ceveeeierierienieeieeeee e
3.2, SIMetria axXial .occccvveeeciieeeiieeciee et
3.3. Simetria rotacional ...........cccceveriririeieieieeee s
3.4. Simetria de figuras tridimensionales ..........c.cccceeeeveeeviereeeereeneeeree e
3.5. FIQUIas SEMEJANTES ......ecvveerreerrreereereeieesiressreeseesseesseesseesssesseessesssesssnssssennns
4. Conflictos en el aprendizaje. Instrumentos de evaluacion ...........c.cceceeeeveeveenveennen.
5. Taller de didACtICA .......eeeveeieeieieee ettt

BIBLIOGRAFIA ..ottt

449

Pagina

527

530
530
531
532

533
533
534
534
537

542
543

544
545

551

553
554
556
557
557
558
561

565



Geometria y su didactica para maestros

Pagina
Capitulo 3:
ORIENTACION ESPACIAL. SISTEMAS DE REFERENCIA
A: Contextualizacion profesional
Problemas sobre orientacion espacial y sistemas de referencia en primaria ...... 569
B: Conocimientos matematicos
1. Espacios y geometrias
1.1. Situacion introductoria: modelizar €l €SPacio ........cceeeeeeierierieerieeiieieeieeeene 574
1.2. Espacio sensible y eSpacio GEOMELTICO .......ccvvereeerireieieiieriieeieeieeieeeiee e, 574
1.3. Diversos tipos de EOMELIIas ......c.ccvervieriieieiieeiieie ettt et eae e 575
L4, TOPOLOZIA ...ttt st 576
2. Localizacion y relaciones espaciales
2.1. Localizacion de puntos: sistema de coordenadas cartesianas .............c..c..c...... 578
2.2. Sistema de coordenadas POIares ...........ccceevveeeerieeciieieneeie e 580
2.3. Sistemas globales de coordenadas para el posicionamiento de puntos sobre
la superficie de 1a tierTa ........ccecvieiiiecieeceeeee et ser e eeneens 580
3. Mapas y planos topograficos
3.1. Utilidad practica de 10s mapas y planos ..........ccecceverveeesieenieieeniee e 580
3.2. Bases para la realizacion de los mapas: triangulacion y proyeccion .............. 582
3.3. Lared de coordenadas SE0graficas ..........ccvevverierierierienieeieeieie st 582
3.4, LaS ©SCALAS ..eeuiiiiiitiieet ettt 583
3.5. Representacion cartografica: altimetria y planimetria ..........ccocceeeeeeveevenneennene 584
3.6. El rumbo y la orientacion del mapa ...........ccceevevveereennienieeeieecieeieeee e 587
4. Taller de MAtEMALICAS ....cecveeuiereeeieetieieett ettt ettt ettt te bt e ee et eseeetesbeeneens 589
C: Conocimientos didacticos
1. Orientaciones CUITICUIATES .........cecuieeiiierieeiieieieteeeet ettt te st sae e se e e e e e neene 596
2. Desarrollo cognitivo y progresion en el aprendizaje
2.1. El desarrollo de sistemas de referencia ...........cccceeeeverieneenienienenieneeienens 598
2.2. La variable tamafio del €SPacio .......ceeceeiirecrieriieeiieieeeeeee e 599
3. Situaciones y recursos
3.1. Busqueda de un objeto escondido en clase ..........ceeevevrieveencieeniecienre e 601
3.2. Busqueda de un objeto escondido dentro del espacio escolar ......................... 602
3.3. Localizacién de objetos en €l miCroeSPaCIO .......eccveeeeveerereerereeiieeieeereeseveenens 602
3.4. Localizacion relativa de lugares conocidos en la ciudad ..........ccceeeeirnenneee. 602
3.5. Construccion de una brujulay de un plano de laescuela...........cccoeeveeeenne.e 603
4. Taller de didactica
4.1. Analisis de experiencias de eNSeNaNZa ...........cceverrererereneneeieieierienesenaens 604
4.2. Analisis de textos y disefno de unidades didacticas ..............ccccvvvveereeeeeernnnnnne. 605
BIBLIOGRAFTA .....ooivtimriitretesieesisesessse s ssise st sss s 606

450



Indice

451



Matemdticas y su Diddctica para Maestros Proyecto Edumat-Maestros
I  Director: Juan D. Godino
Manual para el EStUdiante Edicién Febrero 2002 http://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/

Geometria y su Didactica para Maestros

Capitulo 1:

FIGURAS GEOMETRICAS



J. D. Godino y F. Ruiz

452



Figuras geométricas

A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE FIGURAS GEOMETRICAS EN PRIMARIA

Consigna:
Los enunciados que se incluyen a continuacion han sido tomados de libros de texto de
primaria. Para cada uno de ellos,
a) Resuelve los problemas propuestos.
b) Indica los conceptos y procedimientos matematicos que se ponen en juego en la
solucion.
c) Clasifica los enunciados en tres grupos segun el grado de dificultad que les atribuyes
(facil, intermedio, dificil).
d) Para cada problema enuncia otros dos del mismo tipo, cambiando las variables de la
tarea, de manera que uno lo consideres mas facil de resolver y otro mas dificil.
e) (Piensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensibles para los
alumnos de primaria? Propon un enunciado alternativo para aquellos ejercicios que no
te parezcan suficientemente claros para los alumnos.

Enunciados de problemas incluidos en libros de primaria:
1. ;En cuantos puntos pueden cortarse cuatro rectas?

2. Dibuja un poligono convexo de siete lados y traza sus diagonales. ;cudntas diagonales
tiene?

3. (Cuantos grados mide el angulo central de un decagono regular?

4. Repite esta plantilla seis veces y colorea en cada caso
a) Un tridngulo equilatero

b) Un triangulo isdsceles

¢) Un triangulo escaleno ﬁ\
d) Un trapecio

e) Un rectangulo

f) Un rombo

5. Corta un cuadrado y construye un romboide con las partes.
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6. En cada uno de estos

poligonos traza las diagonales
que parten del vértice A. Cuenta
el namero de tridngulos en que ha
quedado dividido cada uno de los
poligonos y completa la tabla

Numero de lados 4 5 6 7 8 9 10

Numero de triangulos |2

7. Dibuja en papel cuadriculado:
a) Un cuadrilatero que tenga dos angulos agudos, dos angulos obtusos y dos pares de
lados paralelos.
b) Un cuadrilatero que tenga los cuatro angulos rectos y los lados iguales dos a dos.

8. Cuenta el numero de caras, aristas y vértices de cada uno de estos poliedros y comprueba
que: n° de caras + n° de vértices = n° de aristas + 2.

A | |CARAS |VERTICES |ARISTAS
2 » EN— |
=¢ B |
C | | |
D | | |
9. Dibuja el desarrollo de estos A B C D A
poliedros ol W
i) = ..I"_' '-_b'-
4

11. Escribe el nombre de cada uno de estos cuerpos geométricos
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'.?\:,;.: -'.?/..- A
D E y

12. a) ;Cuantas caras laterales tiene cada  b) ;A cual de los cuerpos de la
uno de estos prismas ? izquierda corresponde el recortable?

e

¢) Dibuja todos los poligonos que forman  d) Escribe en qué se parecen y en qué
las caras de este poliedro construido con se diferencia estos dos poligonos:
ocho cubos iguales:
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B: Conocimientos Matematicos

1. LA GEOMETRIA Y SUS APLICACIONES
1.1. Naturaleza de los objetos geométricos

Antes de comenzar a estudiar la geometria y de ver como podemos ayudar a los nifios
a que aprendan geometria, consideramos necesario aclarar de qué trata esta rama de las
matematicas y reflexionar sobre la naturaleza de sus objetos. El significado etimoldgico de la
palabra geometria, “medida de la tierra”, nos indica su origen de tipo practico, relacionado
con las actividades de reconstruccion de los limites de las parcelas de terreno que tenian que
hacer los egipcios, tras las inundaciones del Nilo. Pero la Geometria dejo hace ya hace
mucho tiempo de ocuparse de la medida de la tierra. Con los griegos la geometria se intereso
por el mundo de las formas, la identificacion de sus componentes mas elementales y de las
relaciones y combinaciones entre dichos componentes.

La geometria se ocupa de una clase especial de objetos que designamos con palabras
como, punto, recta, plano, triangulo, poligono, poliedro, etc. Tales términos y expresiones
designan “figuras geométricas”, las cuales son consideradas como abstracciones, conceptos,
entidades ideales o representaciones generales de una categoria de objetos. Por tanto, hay que
tener en cuenta que la naturaleza de los entes geométricos es esencialmente distinta de los
objetos perceptibles, como este ordenador, una mesa o un arbol. Un punto, una linea, un
plano, un circulo, etc., no tienen ninguna consistencia material, ningun peso, color, densidad,
etc.

Un problema didactico crucial es que con frecuencia usamos la misma palabra para
referimos a los objetos perceptibles con determinada forma geométrica (“el tridngulo es un
instrumento de percusion’) y al concepto geométrico correspondiente (el triangulo isdsceles).
Ademas, en la clase de matematicas, y en los textos escolares no se diferencian los dos planos
(objeto abstracto, realidad concreta) y encontramos expresiones como: “Dibuja una recta (un
tridngulo, etc)”. Como entidades abstractas que son, parece obvio que no se puede dibujar una
recta o un triangulo. Lo que se dibuja es un objeto perceptible que evoca o simboliza el objeto
abstracto correspondiente. La recta, como entidad matematica, es ilimitada y carece de
espesor, no asi los dibujos que se hacen de ella. Del mismo modo, un tridngulo no es una
pieza de material de una forma especial, ni una imagen dibujada sobre el papel: Es una forma
controlada por su definicion.

Las entidades matematicas y también las geométricas son creadas en ultima instancia
mediante definiciones, reglas que fijan el uso de los términos y expresiones. Ciertamente que
no seran reglas arbitrarias, sino que se haran de manera que sean utiles para la descripcion del
mundo que nos rodea —o de mundos imaginarios-, pero su naturaleza es la que hace que
establecer una propiedad geométrica (por ejemplo, que la suma de los angulos interiores de
cualquier tridngulo plano sea un angulo 1lano) sea un acto esencialmente distinto a descubrir
que todos los leones son carnivoros. Esta naturaleza es de tipo “gramatical” (puesto que se
deriva de las reglas de uso de las palabras y expresiones) y es la que concede a las entidades
matematicas su caracter necesario, universal y atemporal.

El “lenguaje” geométrico tiene su origen en nuestra necesidad de describir el mundo
de las formas de los cuerpos perceptibles que nos rodean, su tamafio y posicion en el espacio.
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Pero superada la primera fase de clasificacion de las formas, de identificacion de las
propiedades de las clases de objetos y la creacion de un lenguaje que permita su descripcion
de manera precisa, la actividad geométrica se ocupa de estructurar el mundo de entidades
geométricas creadas y de deducir las consecuencias logicas que se derivan de los convenios
establecidos. Rapidamente somos arrojados fuera del comodo mundo de nuestras
percepciones para entrar en el mundo del lenguaje, de la gramadtica y de la l6gica. Cuando
pedimos a un nifio que entre una coleccion de paralelogramos identifique los rectdngulos, no
le exigimos que discrimine la forma perceptible de los rectangulos de entre las restantes
figuras, sino que sea capaz de aplicar los convenios que hemos establecido para el uso de la
palabra ‘rectdngulo’. Siendo un poco exigentes, incluso podemos criticar la pertinencia de esa
tarea, ya que visualmente es imposible saber si un romboide cuyos dngulos miden 89° (y 91°)
debemos considerarlo o no como un rectangulo. La respuesta correcta que un nifio deberia dar
seria algo asi como,

“si estos dangulos de estas figuras son

efectivamente rectos, entonces decimos que U

son rectangulos”; también deberia incluir |:| ]
los cuadrados entre los rectangulos. Fig. 1

Como conclusion, debemos tener claro que cuando hablamos de ‘“figuras o formas
geométricas” no nos referimos a ninguna clase de objetos perceptibles, aunque ciertamente los
dibujos, imagenes y materializaciones concretas son, al menos en los primeros niveles del
aprendizaje, la razéon de ser del lenguaje geométrico y el apoyo intuitivo para la formulacién
de conjeturas sobre las relaciones entre las entidades y propiedades geométricas.

1.2. Aplicaciones de la geometria

La Geometria estudia las formas de las figuras y los cuerpos geométricos. En la vida
cotidiana encontramos modelos y ejemplificaciones fisicas de esos objetos ideales de los que
se ocupa la Geometria, siendo muchas y variadas las aplicaciones de esta parte de las
matematicas.

Una de las principales fuentes de estos objetos fisicos que evocan figuras y cuerpos
geométricos estd en la propia Naturaleza. Multitud de elementos naturales de distinta especie
comparten la misma forma, como ocurre con las formas en espiral (conchas marina, caracoles,
galaxias, hojas de los helechos, disposicion de las semillas del girasol, etc.). Igualmente
encontramos semejanzas entre las ramificaciones de los arboles, el sistema arterial y las
bifurcaciones de los rios, o entre los cristales, las pompas de jabon y las placas de los
caparazones de las tortugas. La Naturaleza, en contextos diferentes, utiliza un niumero reducido
de formas parecidas, y parece que tuviese predileccion por las formas serpenteantes, las
espirales y las uniones de 120°. Pensemos en la disposicion hexagonal perfecta de las celdillas
de los panales de las abejas, siendo su interior poliedros que recubren el espacio, como el
rombododecaedro.

El ser humano refleja en su quehacer diario y en sus obras de arte esas imagenes ideales
que obtiene de la observacion de la Naturaleza: realiza objetos de ceramica, dibujos, edificios
y los mas diversos utensilios proyectando en ellos las figuras geométricas que ha
perfeccionado en la mente. El entorno artistico y arquitectonico ha sido un importante factor
de desarrollo de la Geometria. Asi desde la construccion de viviendas o monumentos
funerarios (pirdmides de Egipto), hasta templos de los més diversos estilos han impulsado
constantemente el descubrimiento de nuevas formas y propiedades geométricas.

Muchas profesiones, ademas de los matematicos, arquitectos € ingenieros necesitan y usan la
Geometria: albaiiiles, ceramistas, artesanos (objetos de taracea, trabajos de cuero, repujados
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de laton, tejedores de alfombras, bordadoras, encajes de bolillos, etc.), decoradores,
coreografos, disefiadores de muebles, etc. Todos ellos de una forma mas o menos consciente,
utilizan el espacio y las formas geométricas.

También se encuentra la geometria en los juegos: billar (bolas y mesa en forma de doble
cuadrado, con rombos en los bordes), parchis, ajedrez, la rayuela, el juego de los barcos, asi
como multitud de juegos de ordenador. El mundo de los deportes estd repleto de figuras
geométricas: futbol (el rectangulo del campo, las areas, el balon, las porterias, etc.),
baloncesto (canastas, zonas, campo, etc.), tenis, rugby, béisbol, etc.

Seguramente el lector puede completar estas listas de situaciones y dmbitos donde
podemos encontrar objetos geométricos, y cuyo manejo facilita el conocimiento de tales
ambitos.

Ejercicio:

1. Hacer una lista de figuras y conceptos geométricos que encuentres en: Naturaleza; artes;
musica; la calle; la casa; el deporte; los juegos; las profesiones.

1.3. Situaciones introductorias
A. Lista minima de propiedades

En la figura adjunta hay representados diversos rectangulos. Listar todas las posibles
propiedades de los rectangulos. Por

ejemplo:

- tiene cuatro lados

- los lados opuestos son paralelos
- etc. Fig. 2

Elaborar una lista minima de propiedades de tal manera que si una figura tiene esas
propiedades podemos decir que es un rectangulo.

B. Deduccion informal

Demostrar si los enunciados siguientes son verdaderos o falso:

- Si una figura (F) es un cilindro, entonces es un prima.

- Si F es un prisma, entonces es un cilindro.

- Si F es un cuadrado, entonces es un rombo.

- Todos los paralelogramos tienen diagonales congruentes.

- Todos los cuadrilateros con diagonales congruentes son paralelogramos.
- Si dos rectangulos tienen la misma area, entonces son congruentes.

. Todos los prismas tienen un plano de simetria.

- Todos los prismas rectos tienen un plano de simetria.

- Si un prisma tiene un plano de simetria, entonces es un prisma recto.
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2. COMPONENTES ELEMENTALES DE LAS FIGURAS GEOMETRICAS
2.1. Puntos, rectas, planosy espacio

En el cuadro adjunto hemos escrito las letras A, B, P, Q a la derecha de una diminuta
marca redondeada. Decimos que dichas marcas son puntos. Igualmente diriamos que se trata
de puntos si en lugar de usar una impresora laser para hacer la impresion usdramos un lapiz
con una punta gruesa, o un lapiz imaginario que dibuja puntos tan finos que sean
practicamente imperceptibles.

Fig.3 .B

El punto, como objeto o figura geométrica, se considera que no tiene dimensiones y se usa
para indicar una posicion en el espacio.

En el cuadro siguiente decimos que hay representadas dos lineas rectas designadas con
las letras r y s:

Fig. 4

Pero al objeto o figura geométrica linea recta se le atribuyen unas caracteristicas que
realmente no tienen los trazos marcados en el cuadro. Se considera que las rectas son
ilimitadas por ambos extremos, asi como que no tienen ningun espesor, lo que hace imposible
"representar” las rectas. La caracteristica de ser ilimitadas por ambos extremos se suele
indicar marcando flechas en cada extremo. Otras experiencias que sugieren la idea de recta
pueden ser un hilo tirante, el borde una regla, etc.

Se considera que dos puntos determinan una y soélo una linea recta que contiene a
dichos puntos. Tres 0 més puntos pueden determinar varias rectas, pero si estdn contenidas en
una recta se dice que son colineales.

Tres puntos no colineales se dice que determinan un plano, figura geométrica que
suele ser evocada por una hoja de papel apoyada sobre una mesa, la propia superficie de una
mesa, la pizarra, etc. De nuevo al objeto o figura geométrica designada con la palabra ‘plano’
se le atribuyen unas caracteristicas ideales que no tienen tales objetos perceptibles, como no
tener limites en ninguna direccion, ni tampoco ningiin espesor.

Se dice que las rectas y los planos son conjuntos de puntos. Se considera el espacio
como el conjunto de todos los puntos. Cualquier subconjunto de puntos del espacio se
considera como una figura geométrica. El objetivo de la geometria serd describir, clasificar y
estudiar las propiedades de las figuras geométricas.

Dos rectas contenidas en el plano que no tienen ningun punto en comun se dice que son
paralelas. Si tienen un punto en comun se dice que son concurrentes. Una recta que corta a
otras dos se dice que es una transversal.
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Todo punto P divide a una recta que lo contiene en dos subconjuntos formados por los
puntos que estan situados a un mismo lado respecto de P. Estos subconjuntos se dice que son
semirectas o rayos de extremo P.

También se habla de semiplanos: cada una de las dos partes en que queda dividido un
plano al quitar una recta del mismo. También seran semiplanos abiertos o cerrados, segiin que
se incluya o no la recta a partir de la cual se forma.

Ejercicios:

2. ¢ En cuantas partes queda dividido un plano al quitarle:

a) Dos rectas paralelas; b) Dos rectas concurrentes; ¢) Tres rectas, dos de las cuales son
paralelas; d) Tres rectas concurrentes.

3. {Se puede separar un plano en cinco partes quitando: a) tres rectas; b) cuatro rectas?
4. ;Cual es el maximo nimero de partes en que se puede cortar un plano por 7 rectas?

5. Describir el interior de la siguiente figura como
interseccion o union de semiplanos: B

5. Describir el interior de un tetracdro como
interseccion de semiespacios abiertos. Fig. 5

2.2. Segmentos y angulos

En el siguiente cuadro decimos que estd representado el segmento AB, conjunto de
puntos comprendidos entre los puntos A y B, que se dice son los extremos del segmento.

A B

Fig. 6

La distancia entre los puntos A y B se dice que es la longitud del segmento AB. Dos
segmentos AB y CD se dice que son congruentes si tienen la misma longitud.

Un segmento se puede definir también como la interseccion de dos semirectas contenidas
en una misma recta. Los segmentos pueden ser abiertos o cerrados segun que en las
semirectas se consideren incluidos o no los extremos.

Un dngulo se puede considerar como la interseccion de dos semiplanos cerrados,
obtenidos a partir de dos rectas incidentes. Ambas semirectas son los lados del angulo y el
punto de concurrencia es el vértice. También se usa la palabra angulo para designar a la figura
geométrica formada solamente por el conjunto de los lados y el vértice. La figura siguiente
representa el angulo formado por las semirectas AB y AC; se suele designar como angulo

B

Fig. 7 A

PBAC o tambien como D CAB
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Un angulo cuyos lados no estan sobre la misma recta separa al plano en dos partes, el
interior y el exterior del angulo. El subconjunto de puntos del plano formados por todos los
segmentos que unen puntos situados sobre los lados AB y AC forman el interior del angulo, y
su complementario respecto del plano serd el exterior.

El tamafio de un angulo se mide por la cantidad de rotacion requerida para girar uno de
los lados del angulo, tomando como centro de giro el vértice, para que coincida con el otro
lado. Como unidad de medida habitual se usa el grado, la 360 ava parte de la abertura de la
circunferencia. La medida de un angulo ® A la indicaremos por m(B A )

Clasificacion de los angulos por su medida

angulo nulo, m(B A) =0°

>
A

angulo agudo,
0<m(Pb B) <90°

B/>

angulo recto,
m(b C)=90°

) I

angulo obtuso,
90 <m(b D) < 180°

™~

D

angulo llano, m(P E) = 180°

angulo reflejo,
180°<m(® A) <360°

F

e

Pares de angulos y teoremas relacionados

Dos angulos con medidas m; y m; se dice que son complementarios siy solo si m; + m; =
90°. Se dice que son suplementarios sim; + m, = 180°.

Dos angulos que tienen un lado comun y cuyos interiores no se solapan se dice que son

adyacentes.

<

suplementarios

D 1 y B 2 son éngulos adyacentes

>

Db 3 y D 4 son angulos adyacentes
complementarios

>

Dos angulos se llaman verticales cuando sus cuatro lados forman dos rectas que se cortan

Cuando dos lineas / y m se cortan en dos puntos por otra recta transversal ¢ se forman
cuatro pares de angulos que se llaman angulos correspondientes (Fig. 8).
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D 1y D 3 son angulos verticales | Angulos correspondientes:
D 2y D 4 son angulos verticales [P 1lyD5; D2 yb6;D3yb7;D4yb38

Fig. 8

Ejercicios:

6. Intenta probar los siguientes teoremas sobre angulos:

1) Si dos rectas paralelas se cortan por una transveral los angulos correspondientes son iguales.

2) Si dos rectas del plano son cortadas por una transversal de manera que los angulos
correspondientes son iguales, entonces las rectas son paralelas.

3) Dos rectas cortadas por una transveral son paralelas si y sélo si un par de angulos alternos
internos son congruentes.

4) Las bisectrices de dos angulos suplementarios adyacentes forman un angulo recto.

5) Medida de los angulos de un tridangulo: la suma de los angulos interiores de cualquier
triangulo es un angulo 1lano.

3. CURVAS Y POLIGONOS EN EL PLANO

3.1. Curvas y regiones

Una curva plana se puede describir de manera intuitiva e informal como el conjunto de
puntos que un lapiz traza al ser desplazado por el plano sin ser levantado. Si el lapiz nunca
pasa dos veces por un mismo punto se dice que la curva es simple. Si el lapiz se levanta en el
mismo punto en que comenzo a trazar se dice que la curva es cerrada. . Si el Gnico punto por
el que el lapiz pasa dos veces es el del comienzo y final del trazado se dird que la curva es
cerrada y simple. Se requiere que las curvas tengan un punto inicial y otro final, por lo que las
rectas, semirecta y angulos no son curvas.

Ejemplos de curvas
‘ )
A (/U
DO

Teorema de la curva de Jordan:
Una curva cerrada simple separa los puntos del plano en tres subconjuntos disjuntos: la
propia curva, el interior, y el exterior de la curva. Esta propiedad parece obvia en casos
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sencillos, pero enunciada en términos generales requiere una demostracion matematica nada
facil. Incluso la demostracion dada por el matematico francés Camile Jordan (1838-1922) que
enuncio este teorema era incorrecta.

El interior y el exterior de una curva cerrada simple se designan también como regiones.
De manera mas general el conjunto complementario, respecto del plano que las contiene, de
conjuntos de rectas, semirectas y curvas estd compuesto de una o mas regiones. Por ejemplo,
una recta separa al plano en dos regiones llamadas semiplanos. Un angulo, si no es nulo o
llano, separa al plano en dos regiones llamadas el interior y el exterior del a&ngulo.

Curvas y figuras convexas

Una figura se dice que es convexa, siy solo si, contiene el segmento PQ para cada par de
puntos P y Q contenidos en la figura. Las figuras no convexas se dice que son concavas.

Figuras convexas: Figuras concavas:
Fig. 9 S

La circunferencia es una curva cerrada, convexa, tal que la distancia de cualquiera de sus
puntos a otro fijo es constante. El punto fijo se llama centro de la circunferencia y la distancia
constante se llama radio (también se llama radio al segmento que uno el centro con cualquier
punto de la circunferencia; un didmetro es cualquier segmento que une dos puntos de la
circunferencia pasando por el centro.

sector
circular

diametro

segmento
tangente circular circulo

Fig. 10
3.2. Curvas poligonales y poligonos

Una curva simple que estd formada por segmentos unidos por sus extremos se dice que
es una curva poligonal . Si dicha curva es cerrada se dice que es un poligono: a los segmentos
que la forman se llaman /lados y a los extremos de esos segmentos, vértices. Si todos los lados
de un poligono son iguales se dice que es regular.

En principio, nada se dice sobre si las curvas poligonales, y los poligonos, han de ser
planos. También se puede hablar de poligonales y poligonos espaciales, aunque el estudio de
los poligonos se suele restringir a los poligonos contenidos en el plano.
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Los poligonos se nombran segun el nimero de lados o vértices que tienen (tridngulo,
cuadrado, pentdgono, hexagono, etc).

Las semirectas que contienen a dos lados concurrentes en un vértices determinan un
angulo del poligono. En un poligono convexo el interior del poligono sera la interseccion de
los interiores de los dngulos del poligono. Si en un angulo interior de un poligono sustituimos
una de las semirectas por su opuesta se obtiene otro angulo distinto llamado angulo exterior.

Poligonos regulares

Un poligono que tiene todos sus lados iguales se dice que es equildtero (todos sus lados
son congruentes).

Un poligono convexo cuyos angulos interiores son todos congruentes se dice que es
equiangulo.

Un poligono convexo que es tiene sus lados y sus angulos iguales se dice que es regular.
En un poligono regular de n lados, cualquier angulo con vértice en el centro y cuyos lados
contienen vértices adyacentes del poligono se dice que es un angulo central del poligono.

¥

Fig. 11 1207
120° 120°
LY L7 .
Hexagono Hexagono Hexagono
equilatero equiangulo regular
Ejercicios:

7. Un material didactico conocido como geoplano es una herramienta ttil
en el estudio de los poligonos. Un geoplano 5x5 consiste en una plancha | = X
de madera y 25 clavos dispuestos segin una malla cuadrada, como se T>
indica en la figura. Se emplean gomas de colores para formar diversos

poligonos tomando los clavos como sus vértices. /Cuantos cuadrados se
pueden formar en este geoplano?

8. Probar que en un poligono regular de n lados,
a) cada angulo interior mide: (n-2). 180°/n
b) cada angulos exterior mide: 360°/n
¢) cada angulo central mide: 360°/n

9. Un rectangulo ha sido dividido en dos partes congruentes. ;Que forma pueden tener las partes
formadas?
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4. LOS TRIANGULOS Y SU CLASIFICACION

4.1. Definiciones y propiedades

Es un poligono de tres lados, es decir, una porciéon de plano limitada por tres

segmentos unidos, dos a dos, por sus extremos. Los tres segmentos que limitan el triangulo se
denominan lados, y los extremos de los lados, vértices.

En un tridngulo se consideran dos tipos de angulos: interior (formado por dos lados) y

exterior (formado por un lado y la prolongacion de otro).

Algunas propiedades

I.
2.

NN W

En todo tridngulo, la suma de los angulos interiores es igual a dos rectos.

En todo tridngulo, un angulo exterior es igual a la suma de los dos angulos interiores no
adyacentes.

Dos triangulos son iguales cuando tienen iguales un lado y sus dos dngulos adyacentes.
Dos triangulos son iguales cuando tienen dos lados iguales y el angulo comprendidos.

Dos triangulos son iguales cuando tienen los tres lados iguales.

En todo triangulo, a mayor lado se opone mayor angulo.

Si un triangulo tiene dos lados iguales, sus d&ngulos opuestos son también iguales.

En todo triangulo, un lado es menor que la suma de los otros dos y mayor que su
diferencia.

4.2. Clasificacion de triangulos

Los triangulos se clasifican atendiendo a sus lados y a sus angulos.

Atendiendo a sus lados

a) Equilateros: Son los que tienen sus 3 lados iguales.

b) Isésceles: Son los que tienen dos lados iguales.

c) Escalenos: Son los que sus 3 son lados desiguales. /\

Atendiendo a sus angulos:

a) Rectangulos: Son los que tienen un angulo recto (90°). N
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b) Acutangulos: Son los que tienen sus 3 angulos agudos.

c¢) Obtusangulos: Son los que tienen un angulo obtuso. V

4.3. Elementos notables de un triangulo. Construccion de triangulos

Mediatriz de un segmento es la recta
perpendicular al mismo en su punto medio.

Las mediatrices de los lados de un
triangulo se cortan en un punto llamado
Circuncentro, que es el centro de la
circunferencia circunscrita.

Bisectriz es la semirrecta que divide a
un angulo en dos partes iguales.

Las bisectrices de un triangulo se
cortan en un punto llamado Incentro, que es el
centro de la circunferencia inscrita.

-

= \\‘\ :
barceniro

Mediana es el segmento comprendido
entre un vértice y el punto medio del lado
opuesto.

Las medianas de un triangulo se cortan
en un punto llamado Baricentro, que es el
centro de gravedad del triangulo.

Altura es el segmento perpendicular
comprendido entre un vértice y el lado
opuesto.

Las alturas de un triangulo se cortan
en un punto llamado Ortocentro.

Construccion de triangulos

Para poder dibujar o construir un poligono basta con conocer algunos de sus
elementos. Los diferentes casos que pueden plantearse para el triangulo son:

I. Conocidos los tres lados

II. Conocidos los tres angulos (se pueden construir infinitos tridngulos)
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III. Conocidos dos lados y el angulo comprendido entre ellos (el tercer lado viene
automaticamente determinado por situarse en los extremos de los otros dos)
IV. Conocido un lado y los dos dngulos contiguos

En la siguiente pagina web del proyecto Descartes tienes la posibilidad de construir
diversos triangulos en los supuestos anteriores, asi como la de comprobar experimentalmente
las propiedades citadas mas arriba.
http://www.cnice.mecd.es/Descartes/1y2 _eso/Triangulos/Triangul.htm

Triangulos imposibles
No todas las medidas de lados y angulos son buenas para construir triangulos. Existen
unas reglas que se deben cumplir para ello.

Reglas
A .
- 1. En todo triangulo se cumple:
b atb>c
B s b+c>a
atc>b
aJ 2. En cualquier tridngulo acutangulo se
4} cumple:
b ¢ <a’+ b
a 3. En todo tridngulo rectangulo se cumple:

¢ =a’+b’

ﬁ 4. En todo tridngulo obtusangulo se cumple:
b ¢ >a’+ b

A
- ii' 5. En cualquier triangulo es cierto que, a < b, si

[y

y solo si

B

Elar angulo A < angulo B.

c

=] k3

b G 6. Los tres lados de un triangulo son iguales si y
=]

solo si los tres angulos lo son.
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Ejercicio:
10. He aqui una serie de triangulos con unas medidas determinadas. Trata de construirlos. Sefala
cudl de las reglas anteriores no cumplen aquellos que no se puedan construir:

&

11 9
8
o k
f &
4
6
0N 8 9
6
7 7

5. LOS CUADRILATEROS Y SU CLASIFICACION

Después de los triangulos, los poligonos mas sencillos, por tener menor niimero de lados,
son los cuadrilateros. Todos conocemos dibujos de diversos tipos de cuadrilateros (cuadrados,
rectangulos, rombos, etc.) pero realizar clasificaciones de estos objetos geométricos no solo
ayuda a entender mejor sus propiedades sino a establecer relaciones entre ellos. Para clasificar
hay que estudiar las caracteristicas comunes que tienen estas figuras, lo que dependera a su
vez de los criterios o variables que observemos:

- Paralelismo de lados

- Igualdad de lados

- Igualdad de angulos

- Numero de angulos rectos

- Posicion relativa de las diagonales
- Concavidad y convexidad

5.1. Situacion introductoria: Clasificacion de los cuadrilateros

Realiza un dibujo de cada uno de los cuadrilateros que conozcas y escribe el nombre.

Da una definicion de cada cuadrilatero y realiza una clasificacion de ellos. Escribe el criterio
utilizado para su clasificacion. La figura 1 representa una clasificacién de cuadrilateros.
- (Conoces algin cuadrilatero que no esté en esa clasificacion?
- (Qué criterios crees que se han utilizado para hacer la clasificacion?
- (Como interpretas las flechas que unen cada grupo de cuadrilateros?

Teniendo en cuenta las flechas dibujadas
- (Como definirias el rombo? ;Y el cuadrado? ;Se pueden definir de otra forma?
- (Qué cuadrilatero responde a la condicion de “tener dos pares de lados no comsecutivos
iguales™?
- .Y si le pedimos que tenga dos pares de lados consecutivos iguales?

Haz un dibujo de uno de estos cuadrilateros a los que llamaremos cometas. Sitialo en
el esquema de la figura 12.
- (Qué forma tienen los cuadriladteros que solamente tienen un par de lados consecutivos
iguales? Anadelo al esquema de la figura 1 con el nombre de cometas oblicuos.
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Cuadrilateros

/ Trapecios

/ Paralelogramos /

Rombos

Rectangulos

Cuadrados

Figura 12: Clasificacion de cuadrilateros

Si anadimos los cometas oblicuos y los cometas al esquema de la figura 12,
obtendremos una clasificacion mas completa (figura 13). Observa la flecha que une las
cometas con los rombos.

- (Qué relacion encuentras entre estos dos tipos de cuadrilateros? ;Como defines un rombo
partiendo de una cometa?

Observa el paralelismo que existe entre trapecios y paralelogramos por una parte y
cometas oblicuos y cometas por otra..

- (Qué hay que exigirle a un paralelogramo (romboide) para que se convierta en un
rectangulo?
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Cuadrilateros

7

/ Trapecios

/ Paralelogramos /

N\

Rectangulos Rombos

Cometas oblicuo

Cuadrados

Figura 13: Cometas y cometas oblicuos

- (Coémo seria una cometa con uno, dos o tres, angulos rectos? Llamemos a estos
cuadrilateros cometas rectangulares. Completa el diagrama de la figura 2 afiadiendo estas
nuevas cometas (figura 3).

Teniendo presente el diagrama de la figura 14:
- (Qué criterios se han utilizado para clasificar los cuadrilateros?
- (De cuantas formas podrias ahora definir un cuadrado?
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Cuadrilateros

e

/ Trapecios

/ Paralelogramos /

Rectangulos Rombos

Cometas oblicuos

Cometas rectangulares

Cuadrados

Figura 14: Clasificacion de cuadrilateros

La figura 15 representa otra forma de clasificar los cuadrilateros. Observa las inclusiones
e intersecciones de conjuntos de cuadrilateros. Anade los que falten siguiendo los criterios en
cuanto a la forma de dibujar los contornos de los conjuntos, respetando la forma de cada
conjunto de cuadrilateros.

Otra forma de clasificar los cuadrilateros es atendiendo a las diagonales (se cortan en el
punto medio, son perpendiculares).
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cuadrilabero

paralelograme  (rombdide)
-

-

cometa

-
= PO

w
resctang Ll %
cuadrado

Figura 15: Clasificacion figurada de cuadrilateros

5.2. Descripciones y propiedades de los cuadrilateros

Un cuadrilatero es un poligono que tiene cuatro lados. Los cuadrilateros tienen distintas
formas pero todos ellos tienen cuatro vértices y dos diagonales. En todos los cuadrilateros la
suma de los angulos interiores es igual a 360°. Los paralelogramos son los cuadrilateros que
tienen paralelos los dos pares de lados opuestos.

Entre las propiedades de los cuadrilateros que se derivan de las de los poligonos en
general tenemos,

- La suma de los angulos interiores de un cuadrildtero es igual a cuatro angulos

rectos.

- La suma de los angulos exteriores es igual a cuatro rectos.

- Los cuadrilateros son los tnicos poligonos para los cuales la suma de los angulos

exteriores es igual a la suma de los angulos interiores.

Propiedades de los paralelogramos:
En todo paralelogramo:
- los lados opuestos son congruentes.
- los 4ngulos opuestos son congruentes
- las diagonales se cortan mutuamente en partes congruentes

Rectangulo

. B
Se llama rectangulo al paralelogramo que tiene sus cuatro angulos rectos.
El conjunto de los rectangulos esta incluido en el conjunto de los
paralelogramos. A

Propiedades del rectangulo:

El rectangulo tiene una propiedad que le es caracteristica.
- Las diagonales de un rectangulo son congruentes.
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Rombo
Se llama rombo al paralelogramo que tiene sus cuatro lados e

congruentes.
La condicion necesaria y suficiente para que un paralelogramo
sea rombo es que tenga dos lados consecutivos congruentes.

El rombo tiene una propiedad que le es caracteristica. B D
Las diagonales de un rombo son perpendiculares y bisectrices de
los angulos cuyos vértices unen

&
Cuadrado
Se llama cuadrado al paralelogramo que tiene sus cuatros angulos B C
y sus cuatro lados congruentes.
Cuadrado ABCD AB=BC=CD=DA A=B=C=D
El cuadrado es rectdngulo y rombo a la vez A D

Propiedades del cuadrado
- Por ser el cuadrado un paralelogramo tiene las propiedades de los paralelogramos en
general, es decir:
- Sus diagonales se cortan en partes congruentes.
- Por ser el cuadrado un caso particular del rectangulo, tiene las propiedades especiales de este
ultimo, es decir:
- Sus diagonales son congruentes.
- Por ser el cuadrado un caso particular del rombo tiene las propiedades especiales de este
ultimo, es decir:

- Sus diagonales son perpendiculares y bisectrices de los angulos cuyos vértices unen.

Trapecio y Trapezoides

Los cuadrilateros que no son paralelogramos se clasifican en
trapecios y trapezoides.

Trapecio Af 4 D
Se llama trapecio al cuadrilatero que tiene Unicamente dos lados
opuestos paralelos.
Asi, el cuadrilatero de la figura es un trapecio, porque tiene paralelos Unicamente los
lados AD y BC.
Los lados paralelos se llaman bases del trapecio.
AD es la base mayor del trapecio; BC es la base menor del trapecio.

Clasificacion de los trapecios
Cuando el trapecio tiene los lados no paralelos congruentes, se llama trapecio isdsceles; en
caso contrario, trapecio escaleno. Dentro de los trapecios escalenos, puede ocurrir que uno de

los lados no paralelos sea perpendicular a las bases, y en tal caso se dice que el trapecio es
rectangulo.
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Trapecio isosceles Trapecio escaleno Trapecio escaleno rectangulo
| g
B =
R e N
A o ] q A o
Trapezoide

Es el cuadrilatero que no tiene ningun par de lados paralelos.
El cuadrilatero MNPQ es un trapezoide, pues no tiene ningun par de lados paralelos.

Cometa

Se llama asi al trapezoide que tiene dos lados consecutivos congruentes y los otros dos lados
distintos de los anteriores, pero también congruentes entre si.
El cuadrilatero ABCD de la figura es una cometa, por no tener lados paralelos y ser:

AB=BC X
AD =CD

La diagonal de la cometa que une los vértice a que concurren los pares
de lados congruentes se llama diagonal principal.
En la cometa considerada, BD es la diagonal principal. \

L
Propiedad de la cometa: La diagonal principal de la cometa es bisectriz de

los angulos cuyos vértices une, y corta perpendicularmente a la otra diagonal en el punto
medio.

Ejercicios

11. Subraya la respuesta correcta:
a) Las diagonales del rectangulo ...
- Tienen igual medida.
- No son perpendiculares.
- Se cortan en el punto medio.
b)  Los angulos opuestos de un rombo son ...
- De igual medida.
- Distinta medida.
¢)  Cuadrilatero que tiene sus lados opuestos congruentes ...
- Cuadrado.
- Cometa.
- Paralelogramo.

12. Clasifica los cuadrilateros siguientes:
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Completa la tabla, colocando en cada columna la letra correspondiente al cuadrilatero que
cumpla la condicion indicada:
Con los lados paralelos

Un solo par Dos pares Sin lados paralelos

13. Marca con una X las propiedades que cumplen las diagonales

Trapecio | Romboide | Rombo Paralelo- Rectangulo | Cuadrado
gramo

Son congruentes

Son
perpendiculares

Una de ellas
corta a la otra en
punto medio
Cortan
mutuamente

en el punto
medio

14. Completa la tabla siguiente:

Cuadrilatero(s) que cumple(n

Propiedad dicha propiedad

Diagonales iguales

Todos sus lados iguales

Lados opuestos iguales
Sus diagonales se cortan en el punto medio

Diagonales perpendiculares

Angulos opuestos iguales

Sus diagonales son bisectrices

(Una diagonal corta a la otra en su punto medio Y|
viceversa

Todos sus lados desiguales

Sélo dos angulos interiores congruentes

La suma de sus angulos exteriores es 360°

Sin angulos interiores congruentes
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6. RECUBRIMIENTOS DEL PLANO CON POLIGONOS

El arte de los recubrimientos, o teselaciones, del plano mediante figuras poligonales tiene
una historia tan antigua como la propia civilizacion. Diversos e imaginativos patrones han
decorado las construcciones y objetos mas diversos (muros, alfombras, ventanales, etc.). En
tiempos recientes el interés por las teselaciones ha ido mas alla de su interés puramente
decorativo. Por ejemplo, en metalurgia y cristalografia interesa saber como se disponen de
manera natural de una forma periddica. En arquitectura interesa conocer como se pueden
combinar componentes estructurales simples para crear complejos constructivos mas grandes,
y los fabricantes de ordenadores esperan poder integrar los patrones de circuitos electronicos
simples para formar potentes procesadores, como son las redes neuronales. El analisis
matematicos de los patrones de recubrimientos es una respuesta a estas necesidades
contemporaneas. Al mismo tiempo la creacion y exploracion de las teselaciones o
recubrimientos del plano proporciona un contexto interesante para la investigacion geométrica
y la resolucion de problemas en las clases de matematicas de educacion primaria y secundaria.

oogg
<
S8t
=
st
o@%<
{ e
oé%

i
onze
e

oS
2~
sy
a9,
o

.
07

W
()
o
~
a9,
o

o
o8
o

Ste
o
o

89,

o
o
2
g,
(]

0

Fig. 16: Ejemplos de teselaciones

El diccionario de la Real Academia Espanola de la Lengua indica que la palabra tesela
(del latin, tessella) significa "Cada una de las piezas cubicas de marmol, piedra, barro cocido
o cualquier otra material, con que los antiguos formaban los pavimentos de mosaico"

Desde un punto de vista matematico mas general consideramos que una tesela es
“cualquier curva cerrada simple, con su interior”. Un conjunto de teselas forma una teselacion
de una figura si dicha figura esta completamente cubierta por las teselas sin solapamientos de
puntos interiores de dichas figuras.

El caso particular de recubrimientos del plano que nos interesa son los formados por
poligonos; la figura que se recubre suele ser el plano completo.
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6.1. Teselaciones poligonales del plano

(Qué poligonos, por si mismos, cubren el plano sin dejar huecos ni solapamientos? La
respuesta a esta pregunta pasa por estudiar los angulos de tales poligonos, y tratar de sumar
con ellos 360° en torno a un vértice. Empecemos por el tridangulo. Sabemos que la suma de los
angulos interiores de un triangulo cualquiera es de 180°. Dibujemos un tridangulo en el que
marcamos los angulos con 1, 2 y 3, y hagamos suficientes copias de ¢él. La experiencia
consiste en recortar dichos triangulos y colocarlos de forma que, en torno a un vértice,
obtengamos 360° para cubrir el plano sin dejar huecos ni solapamientos.

Tres de ellos los podemos unir colocando en torno a un vértice cada uno de los tres
angulos del tridngulo, que sabemos suman 180° y repetirlo dos veces (Fig. 17)

Fig. 17:

Repitiendo el proceso se consigue una teselacion triangular (Fig. 18).

& 81\/1\
L3 2143 214 i 2
™S % AN )
3 214 N3 N
/1 g &G TG /67
N4 PN PN’

™G ™G 1

L3 23 213 2

Fig. 18:

Ejercicio:

15. Repite el proceso anterior con un cuadrilatero cualquiera (trapezoide), marca los angulos y
comprueba si cualquier cuadrilatero tesela por si mismo el plano.

(Qué ocurre con el pentdgono? Dibujemos un pentagono cualquiera. Después de
marcar los angulos y recortarlo,
coloquemos los angulos de

manera contigua, como indica

la figura 19. Veremos que no @
es posible obtener 360° en @ @
torno a un vértice.

Le ocurre lo mismo a Fig. 19:
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todos los pentagonos? ;Qué ocurre con el pentagono regular? El angulo interior vale 108°, y
por tanto no podemos conseguir 360°. ;Significa esto que no existen teselaciones
pentagonales? La figura20 nos sacara de dudas.

||||||||||

SRR

Sadssseient

Fig. 20: Teselaciones pentagonales (no regulares)

Una forma de obtener hexdgonos es uniendo dos cuadrilateros. Sabemos que los
cuadrilateros si teselan el plano por si mismos. Partiendo de una teselacion de cuadriléteros,
podemos remarcar parejas de cuadrilateros contiguos y borrar el lado comun (Fig. 21).

Podemos comprobar asi que estos
hexdgonos especiales, obtenidos uniendo dos
cuadrilateros, también teselan el plano.

(Qué caracteristicas tienen estos
hexagonos? ;Qué ocurre con el caso del hexagono
regular? Dado que el angulo interior de un
hexagono regular es de 120°, con tres de ellos
podemos obtener 360° alrededor de un vértice. A
este tipo de teselaciones con un solo tipo de
poligonos regulares se les llama teselaciones
regulares.

| —m | ! L

Fig. 21: Teselacion de cuadrilateros

Ejercicio:

16. Investiga otras teselaciones regulares distintas de las descritas.
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6.2. Teselaciones semirregulares

Si utilizamos diversos tipos de poligonos
regulares, podemos indagar las
combinaciones de ellos que producen un
cubrimiento del plano. Para ello debemos
conocer los angulos interiores de algunos
poligonos regulares, valores que tienes en la
tabla siguiente:

Poligono RS _Angglo
lados | interior

Tridngulo 3 60
Cuadrado 4 90
Pentagono reg. 5 108
Hexagono reg. 6 120
Heptagono reg. 7 128 4/7
Octdgono reg. 8 135
Nondgono reg. 9 140
Decéagono reg. 10 144
Dodecéagono reg. 12 150 . . —
Pentadecagono reg. 15 156 Fig. 22: Teselgc’lén de hexdgonos formados
Octadecagono reg. 18 160 con dos cuadrilateros
Icogono 20 152

Algunas de esas combinaciones dan lugar a teselaciones con todos los vértices iguales.
Esas teselaciones les llamamos semirregulares, y son 8 (Fig. 23). Las series de niimeros
puestos debajo de cada figura indican el orden de colocacion de los distintos poligonos
(3.3.3.4.4, quiere decir que se unen tres triangulos seguidos y a continuacion dos cuadrados)

En cambio existen otras combinaciones de poligonos regulares que cubren el plano
pero no producen vértices idénticos. Algunas de esas combinaciones estan en la figura 24.

13344 33434 1464 1636 313‘;5- 488
.-—" 'H,_'( )
1212 46.12

Fig. 23.Combinaciones de poligonos regulares que originan teselaciones semirregulares
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B @B

344056 31212 3440 9300

Fig.24. Combinaciones de poligonos regulares que NO originan
teselaciones semirregulares

Un recubrimiento del plano formado por mas de un tipo de poligono regular y con
idénticos vértices de figura se dice que es un recubrimiento semirregular. Esta condicién
adicional sobre los vértices de figura supone que los mismos tipos de poligonos deben
concurrir en cada vértice, y deben ocurrir en el mismo orden.

Se puede demostrar que existen 18 modos de formar vértices de figuras con poligonos
regulares de dos o mas tipos. De estas 18 formas, ocho corresponden a teselaciones
semiregulares, que son las indicadas en la figura 25.

Fig. 25: Las ochos teselaciones semiregulares

Ejercicio:
17. (Cuales de los siguientes poligonos recubren el plano? (Reproduce en cartulina las figuras y
experimenta con ellas)

(a) Triangulo escaleno: (b) Cuadrilatero convexo:
(¢) Cuadrilatero no convexo (d) Pentagono con un par de lados parelelos:

T Q
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7. FIGURAS EN EL ESPACIO
7.1 Planos y lineas en el espacio

Cada plano separa los puntos del espacio en tres conjuntos disjuntos: el propio plano y
dos regiones llamados semiespacios. Dos planos en el espacio pueden tener una intereccion
comun, que sera una recta, o bien ser disjuntos, en cuyo caso se dice que son paralelos. El
angulo formado por dos planos que se cortan se llama angulo diedro. La medida de dicho
angulo es la correspondiente al angulo formado por dos semirectas contenidas en los
semiplanos que lo forman y que sean perpendiculares a la recta de interseccion
correspondiente.

Fig. 26: Angulos diedros y sus medidas

Dos lineas que no se cortan en el espacio se dice que son paralelas si estan contenidas en el
mismo plano; si no estan en el mismo plano se dice que se cruzan. Una linea / que no corta a
un plano P se dice que es paralela al plano. Una linea m es perpendicular a un plano Q en el
punto A si cada linea del plano que pasa por A forma con m un angulo recto.

linea [ paralela a P

m
- l
[ S [k
lineas paralelas lineas que se cruzan linea m perpendicular

aQ

Fig. 27 : Lineas y planos en el espacio

7.2. Curvas, superficies y solidos

El concepto intuitivo de curva se puede extender del plano al espacio imaginando figuras
dibujadas por un lapiz "magico" cuyos puntos dejan un trazo visible en el aire.

Cualquier superficie sin agujeros y que encierra una region hueca -su interior- se dice que
es una superficie cerrada simple.

La union de todos los puntos de una superficie cerrada simple y todos los puntos de su
interior forman una figura espacial llamada un sélido.

Una superficie cerrada simple es convexa si el segmento que une cualquier par de puntos
de la superficie esta contenido en el interior de dicha superficie; esto es, el solido limitado por
la superficie es un conjunto convexo en el espacio. Por ejemplo, la esfera, que es el conjunto
de puntos situados a una distancia constante de un punto fijo (el centro), es convexa.

481



J. D. Godino y F. Ruiz

7.3. Los poliedros y su clasificacion

En la Naturaleza existen objetos con formas poliédricas. Por ejemplo, en cristalografia
(cristales), biologia (virus, radiolarios), las colmenas de las abejas en forma de
rombododecaedros, con la fachada hecha de celdillas hexagonales, etc. También encontramos
poliedros en obras y actividades realizadas por el hombre, como en el Arte, Arquitectura,
Escultura, Artesania, ... Los poliedros fueron estudiados por filésofos y matematicos célebres
como Platon, Euclides, Arquimedes, Kepler, Poincaré, Hilbert, Coxeter, ...

Definicion:

Un poliedro es el sélido delimitado por una superficie cerrada simple formada por
regiones poligonales planas. Cada region poligonal se dice que es una cara del poliedro, y los
vértices y lados de las regiones poligonales se dicen que son los vértices y lados del poliedro.

En las figura 28 se muestran tipos de piramides y primas que son ejemplos de poliedros.

Piramides:

A o DR

Prismas rectos y oblicuos:

- s = S
SN SRRV

Fig. 28

=

/

Ejercicio:

18. Imaginate un prisma hexagonal regular recto.
a) {Cuales son las medidas de los angulos diedros formados por las caras que se cortan?
b) ;Cuantos pares de planos paralelos contienen a las caras de este prisma?

Para clasificar los poliedros podemos atender a diversos criterios, como por ejemplo, la
regularidad y niimero de caras que concurren en los vértices.Otros criterios de clasificacion de
los poliedros son:

= Inclinacion (rectos y oblicuos)
Poliedros con bases (con una base, o varias bases)
Segun la construccion del modelo
o Con poligonos regulares (Poliedros regulares, semirregulares, deltaedros)
o Con poligonos iguales (Poliedros de caras iguales: Poliedros regulares,
deltaedros, bipiramides de base regular)
o Con vértices iguales (Poliedros. regulares, semirregulares, prismas rectos de
base regular, ...)
= Combinaciones de distintos criterios
Ejes y planos de simetria, diagonales, angulos.
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7.3.1. Poliedros regulares:
Un poliedro regular es un poliedro con las siguientes caracteristicas:
- la superficie es convexa;
- las caras son regiones poligonales regulares congruentes;
- concurren el mismo numero de caras en cada uno de los vértices.

La suma de los angulos interiores de los poligonos que forman las caras de un poliedro
regular que concurren en un mismo vértice debe ser menor de 360°, de lo contrario no podrian
cerrar un espacio interior. Los angulos interiores del triangulo equilatero miden 60°; por tanto,
podemos formar poliedros regulares cuyas caras son triangulos cuando ponemos 3, 4 o 5 de
tales tridngulos concurriendo en cada vértice, ya que la suma de sus angulos cumple la
condicién indicada. Esos poliedros son el fetraedro, el cubo y el icosaedro.

Con caras que sean cuadrados solo se puede formar el hexaedro o cubo, en el que
concurren 3 cuadrados en cada vértice. Si utilizamos pentdgonos regulares como caras de un
poliedro se obtiene el dodecaedro.

Ejercicio:

19. Completa el cuadro adjunto y responde a las siguientes cuestiones:

Tipo de n® de S ,

caras caras ’de @ | Sl n®de| n°de | n°de | C+V-

(4ngulo por g Qel caras | vértices | aristas | A Aolne
interior) | vértice n szlda EElEE

vertice

Tringulo 3 180° {3,3,3} 4 4 6 2 | Tetraedro
equilatero 451

(60°) G
Cuadrado 3

(90°) 4 360° Cubo
Pentagono 3

(108°) 4
Hexagono 3

(120°)

a) (Como varia el angulo de los poligonos regulares a medida que aumenta el nimero de lados?
b) ;Podrias formar un poliedro uniendo 4 cuadrados por cada vértice? ;Por qué?

¢) (Qué condicion crees que se debe exigir a este proceso para poder obtener un poliedro
regular?

d) (Qué ocurre en el caso de los hexagonos regulares?

e) (Puede existir un poliedro regular formado solamente con hexagonos regulares? ;Y con
heptagonos regulares? ;Por qué?

f) (Cémo es en cada caso la columna que mide C+V-A (n° de caras +n° de vértices menos el de
aristas)? ese numero constante se llama caracteristica de Euler. Calcula ese niimero para otros
poliedros que conozcas que no sean regulares. ;Qué obtienes?

483



J. D. Godino y F. Ruiz

Ejercicio:

20. Demuestra que so6lo existen cinco poliedros regulares basandote en la suma de
los angulos de las caras que concurren en los vértices.

AN D@

Tetraedro  Cubo Octaedro Dodecaedro  Icosaedro

La formula de Euler para los poliedros:

Teorema:
En cualquier poliedro se cumple que la suma del niimero de vértices y el de caras es igual al
numero de aristas mas 2.

Ejercicio:

21. Comprueba que el teorema de la formula de Euler es cierto para los poliedros regulares, para una
piramide pentagonal y un prisma hexagonal.

Utilizando el teorema de Euler, vamos a demostrar que solo existen 5 poliedros regulares

convexos.
Llamemos:

C =n°de caras de n lados (n>2)

V =n° de vértices de orden m (m>2)

A =n° de aristas
Debido al teorema de Euler se cumple
(HhC+V-A=2;
El nimero de aristas A lo podemos expresar de dos formas, en funcion de las caras C y de los
vértices V:

C .
(2) 4= % (cada arista pertenece a 2 caras)

mV . -
A= - (cada arista une 2 vértices)

24 24
Sustituyendo (1): —+—- A4=2P 2mA + 2nA —-mnA =2mn;
nom

Sacando factor comun y operando:

A (2m + 2n —mn) =2mn ;

2m +2n-mn>0 por ser A>0 y 2mn>0
2m+2n-mn—4>-4 P -(m-2)(n-2) > -4;
(m-2)(n-2) <4
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Dando valores enteros a n y m (con n >2; m>2):

Poliedro
n Resultados en (m-2)(n-2) <4 | (n° de poligonos por Figura
vértice)
Tetraedro
(3 tridngulos)
3 1(m-2)<4; m<6 Octaedro
m=3,4,5 (4 triangulos) g
Icosaedro
(5 triangulos)
Cubo '
4 )< =
Am-2)<4P m<4 b m=3 (3 cuadrados)
5 3(m-2)<4 P m<4/3 +2=10/3 b Dodecaedro
m=3 (3 pentagonos)
6 (m-2)4<4P 4m<12 P m<3 no existe

Vemos que para 6 0 mas caras por vértice obtenemos que debe ser m<3, es decir, el
numero de vértices por cara es menor que 3, lo que no es posible, ya que 3 es el nimero

minimo de vértices de una cara.

7.3.2. Dualidad de poliedros

Compara el nimero de caras del cubo con el niimero de vértices del octaedro. Vemos
que coinciden. Es decir, si intercambiamos caras por vértices, obtenemos los mismos datos
numéricos, ya que el nimero de aristas es el mismo en ambos poliedros. Si encajamos un
poliedro en el otro (Fig. 29) vemos que los vértices de uno se sitlian en los centros de las caras

del otro. Estos dos poliedros, que pertenecen a la misma familia, se dicen que son duales.

Ejercicio:

22. Observa la tabla anterior y obtén otros pares de poliedros duales.
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7.3.3. Deltaedros

La letra griega delta mayuscula (D) recuerda la forma
de los triangulos, por ello se le da el nombre de deltaedros a
los poliedros que se forman solamente con caras triangulares.
Si los triangulos son equilateros se dice que el deltaedro es
regular.

Fig. 29: Cubo y octaedro. Dos
poliedros duales

Ejercicios:

23. Identifica los deltaedros regulares que ya conozcas.
Ayudate de troqueles de cartulina de triangulos equilateros para construir deltaedros convexos,
completa la tabla y responde a las siguientes preguntas:

Caras | Vértices | Aristas 3Ordenfe los \S/ertlces6 Nombre Figura
4 4 6 4 0 0 0 Tetraedro
5
6 5 9 ) 3 0 0 Blplramlde

triangular
7
8
9
10
11
12

(Existen deltaedros convexos con un niimero impar de caras?

(Existen deltaedros convexos con mas de 20 de caras?

(Existe un deltaedro convexo con 18 caras?

(Has desarrollado algiin procedimiento para construir un deltaedro partiendo del inmediato
anterior?
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7.3.4. Poliedros semirregulares o Arquimedianos

Los poliedros regulares cumplen las tres condiciones de regularidad (caras regulares e
iguales y vértices iguales). Si prescindimos de la condicion de igualdad de caras, los poliedros
resultantes tienen un grado menor de regularidad, y se llaman semirregulares o arquimedianos

(en honor de Arquimedes).

Ejercicio:

24 ;Conoces alglin poliedro semirregular? ;Puedes imaginar un prisma que sea semirregular?

Existen solamente 13 de ellos (ademas de los infinitos prismas y antiprismas que son
semirregulares). Un método para conseguir algunos de estos poliedros partiendo de los
poliedros regulares es mediante el proceso de truncamiento.

Un tipo de truncamiento consiste en cortar las
aristas que concurren en cada vértice por un plano
de manera que la seccion producida sea un poligono
regular cuyo lado sea de la misma longitud que el
resto de las aristas. Asi, por ejemplo, al truncar el
tetraedro de esta manera se obtienen tridngulos de
cada vértice y hexdgonos de cada una de las caras
(Fig. 30).

Fig. 30: Del tetraedro se obtiene el
tetraedro truncado

Ejercicio:

25. /Qué poliedro obtenemos si cortamos las aristas del tetraedro por sus puntos medios?

Este mismo proceso lo podemos hacer con el cubo. Se obtienen tridngulos equilateros

de cada vértice y octogonos de cada cara.

Ejercicio:

26. {Qué poliedro obtenemos si cortamos las aristas del cubo por sus puntos medios? Y si

hacemos ese proceso con el octaedro?

Fijate en la figura 31 y comprueba como se obtiene un poliedro, el cuboctaedro,

igualmente del cubo que del octaedro.

o— ) —&—)—9

Fig.31: Partiendo del cubo y del octaedro se obtienen el cubo truncado, el octaedro truncado y el
cuboctaedro.

En la figura 32 puedes ver unos modelos de poliedros semirregulares obtenidos del
truncamiento de poliedros regulares, y en la figura 33 puedes contemplar toda la coleccion de

los 13 poliedros arquimedianos.
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Figura 32

:

Fig. 33. Poliedros semirregulares

7.4. Conos y cilindros

Los conos y los cilindros son sélidos o cuerpos geométricos que generalizan las
piramides y los prismas, respectivamente. Un cono tiene una base que es cualquier region
limitada por una curva cerrada simple contenida en un plano. La superficie lateral esta
generada por los segmentos que unen un punto fijo (el vértice ) no situado en el plano de la
base con los puntos de la curva

A

que delimita la base. La figura A
34 muestra un cono circular
recto, oblicuo y un cono general.
La altura del cono es el
segmento AB que une el vértice
A del cono y un punto B de la
base de manera que AB es

perpendicular al plano que Fig. 34: Conos
contiene la base.

b ——— -

_______
-
-
Al

&

Cono circular recto Cono circular oblicuo Cono general

Un cilindro es el solido cuya superficie se genera trasladando los puntos de una regioén
cerrada simple contenida en un plano hacia un plano paralelo. La figura 35 muestra ejemplos
de cilindros. Los puntos que unen puntos correspondientes en las curvas que limitan las bases
formal la superficie lateral. Si los segmentos que unen puntos correspondientes en las dos
bases son perpendiculares a los planos de las bases se dice que el cilindro es recto, en caso
contrario se trata de un cilindro oblicuo.
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Cilindro circular  C. c. oblicuo Cilindro general

recto

Figura 35. Cilindros

8. TALLER MATEMATICO

1. Determinar la medida del PP si las rectas AB y CD son paralelas.

A j———’lj’—'
130°
P
140°
———————
c D

2. ;Qué proposicion se esta demostrando en la siguiente secuencia de dibujos? Explicalo con

un breve parrafo.
2 /2
1y 3 1 3
@ ®)
5 5
i 3 1 3
[ R So——
(©) @

3. En la llamada “geometria del taxi” (taxi-geometria) los “puntos” son los vértices de una
rejilla cuadrangular que representa en el plano los “bloques de la ciudad” . En la figura
adjunta el viaje mas corto para ir de A a B debe recorrer 5 bloques, y por esto la “taxi-

distancia” de A a B es 5. Un “taxi-segmento” es el conjunto de puntos
situados sobre un trayecto de minima distancia desde A hasta B, por lo

que {A, W, X, Y, Z, B} es un taxi-segmento de A a B. 7 B
Badn
a) ;Cuantos taxi-segmentos unen A y B? f'; v}/ )|(

b) Encontrar todos los puntos que estan a una taxi-distancia de 5 desde
A. (Se parecen los “taxi-circulos” a los circulos trazados con el compas?
c¢) Utilizar lapices de diferentes colores para dibujar los taxi-circulos concéntricos de radios 1,
2, 3,4, 5y 6. Describir el patron que aparece.
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4. Resuelve los siguientes ejercicios sobre medidas de los lados y angulos en los
cuadrilateros:

1. En un trapecio rectangulo la medida de uno de sus angulos interiores es 58°. ;Cuanto miden los
otros angulos interiores?

2. En un romboide la medida de uno de sus angulos exteriores es 137°. Determina la medida de todos
los angulos interiores de ese romboide.

3. (Cual es la medida del lado del cuadrado cuya diagonal mide 12 cm.?

4. Determina la diagonal del rectangulo cuyos lados miden 5 cm. y 12 cm.

5. Determina la suma de las diagonales del cuadrado cuyo lado mide 8 cm.

6. Senala el tipo de triangulo que se determina al trazar las diagonales de un cuadrado.

7. En un rombo, una diagonal es el doble de la otra. Determina el perimetro del rombo sabiendo que la
diagonal menor mide 6 cm.

8. Dos cuadrados de 80 cm. de perimetro se unen de manera que forman un rectangulo. Determina la
medida de la diagonal del rectangulo formado.

5. Dibujar figuras que satisfagan las siguientes condiciones:
a) Una curva cerrada no simple poligonal de 4 lados

b) Un pentagono no convexo

¢) Un cuadrilatero equiangulo

d) Un octégono convexo

6. La media aritmética de la medida de los angulos interiores de poligono de n lados es de
175°.

a) ;Cuantos lados tiene)

b) Supongamos que el poligono tiene uniones flexibles en los vértices. Si el poligono se
deforma de manera rigida, ;qué ocurre con la medida media de los angulos interiores? Explica
tu razonamiento.

7. El poligono de la izquierda de la figura adjunta contiene un punto S en su interior que se
puede unir a los vértices mediante

segmentos interiores al poligono. Al
trazar todos estos segmentos obtenemos
una triangulacion del interior del
poligono. Trazando un punto S en el
interior de un poligono de n lados,

explicar como usar la triangulacion que
se obtiene para deducir la formula (n-2).180° para la suma de las medidas de los angulos
interiores de un poligono.

8.Un espacio unidimensional estd formado por los puntos de una Unica recta. Si quitamos un
punto de la recta se forman dos partes disjuntas, y al quitar dos puntos se forman tres partes
disjuntas de la recta. En un espacio de dos dimensiones (un plano), si suprimimos una recta se
obtienen dos regiones disjuntas (semiplanos). Al suprimir dos lineas no paralelas el plano
queda dividido en cuatro regiones disjuntas.

Numero de puntos suprimidos de la recta o numero de
lineas suprimidas del plano

0O 1 2 3 4 5 6 7 .. n
Numero de partes de laj1 2 3

recta que se forman
Numero de partes del|l1 2 4
plano que se forman
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a) Completar la primera fila de la tabla.

b) Trazar tres, cuatro o cinco rectas en el plano que tengan una posicion general, de manera
que ningun par de lineas sean paralelas, ni tres lineas sean concurrentes. Contar el nimero de
regiones que determinan y completar las tres casillas siguientes en la segunda fila de la tabla.

c¢) Encontrar cuantas regiones se forman a partir de diez rectas en una posicion general (tratar
de encontrar un patron en la tabla)

d) Encontrar una formula para el nimero de regiones que determinan n lineas en posicion
general.

9. Un tetraminé es una tesela formada uniendo cuatro cuadrados congruentes, de manera que
los cuadrados adyacentes deben tener un lado comun.

a) Formar los cinco tetraminds con formas diferentes.

b) (Se puede recubrir un rectangulo de 4 por 5 con los cinco tetraminds?

10. Recortar en cartulina varias copias de un hexagono convexo no regular que tenga cada par
de lados opuestos congruentes y paralelos.

a) (Se puede recubrir el plano con estas teselas? ;Es necesario rotar el hexdgono para ponerlo
en las posiciones sucesivas?

b) Repetir la actividad anterior pero tomando un hexagono convexo con sélo un par de lados
opuestos que sean congruentes y paralelos.

11. Para cualquier entero n, n 2 3, demostrar que existe algun poligono de » lados que recubre
el plano.

12. El patron dibujado en la parte izquierda de la figura permite construir el cubo de la

derecha.
<=
AlB|lC|D aﬂ

Dibujar la letra, en su posicion correcta, que debe aparecer en cada una de las caras del cubo
que se muestra que ha sido obtenido usando el mismo patron:

D @ &

13. El vértice de la pirdmide que muestra en la figura adjunta esta en el —
centro del cubo trazado en lineas de puntos. ;Cual es el angulo diedro que | ¢
forma cada cara lateral de la piramide con (a) la base cuadrangular (b) una | #---
cada lateral adyacente? i

]

i

———te——
1
|
1
-

14. La interseccion de un plano y una figura tridimensional produce una figura plana que se
llama seccion transversal. Por ejemplo, la seccidon transversal de una esfera es un circulo
como se muestra en la figura.
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, \ A B
O ld

Describe cada una de las siguientes
secciones, y esbozar su forma:

Cub Tetraedro regular,
ubo plano paralelo a la base

(c)

Tetraedro regular,
plano por los puntos medios
de los cuatro lados

15. La figura adjunta (a la izquierda) muestra el desarrollo de una pirdmide cuadrangular y a

la derecha el desarrollo de una pirdmide cuya
base es un cuadrilatero. El punto P en cada
desarrollo corresponde a la posicion en el plano
de la base de la proyeccion vertical del vértice
de la piramide.

a) Explicar por qué¢ AB = BC, CD =ED, ..., GH
= HA en los desarrollos y por qué las lineas de

trazos que parten de P son perpendiculares a los
lados de la base del poligono.

b) La figura adjunta es parte de un desarrollo de una pirdmide
pentagonal. Completar el desarrollo sobre una cartulina. Recortar y

doblar el patron para ver el cuerpo que resulta.

16. Considera las siguientes tres afirmaciones sobre un poliedro:

X = Todas las caras son regulares

Y = Todas las caras son iguales

Z = Todos los vértices son iguales (mismo n° y tipo de cara)
Escribe en cada una de las casillas del cuadro siguiente el nombre de algunos poliedros que
conozcas:
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Y noY

no X

17. Repite el ejercicio anterior en el cuadro siguiente,

Y noY

X &

no X

Identifica cada zona del dibujo mediante una serie de tres unos o ceros, segun cumpla o no las
propiedades X, Y, Z. Asi la region 111 se distingue por cumplir X, Y, Z, mientras que la
region 010 cumple NO X, Y, y No Z.

Escribe cada una de las 8 regiones y cita ejemplos de poliedros que situarias en ellas.
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

1.1. Diseiio Curricular Base del MEC

El Disefio Curricular Base para la Educacion Primaria propuesto por el MEC para el
area de Matematicas incluye entre los diez objetivos generales de la educacion matematica
para este nivel uno que hace mencion expresa a la geometria:

9. Identificar formas geométricas en su entorno inmediato, utilizando el conocimiento de sus
elementos, propiedades y relaciones entre las mismas para incrementar su comprension de
dicho entorno y desarrollar nuevas posibilidades de accion en el mismo.

El desarrollo de los diez objetivos se organiza en cinco bloques de contenido, entre los
cuales dos se refieren a contenidos de geometria. En cada uno de ellos se especifican un

nn

listado de "conceptos, hechos y principios", "procedimientos" y "actitudes, valores y normas".

En el bloque 4 se abordan los contenidos relacionados con las formas planas y espaciales.
Se encuentra especialmente relacionado con los bloques de "Medida: informacion cuantitativa
sobre los objetos y el tiempo" y de "Organizacion y representacion en el espacio”. Se pretende
reconocer ¢ identificar cuerpos y formas geométricas sencillas desde perspectivas diferentes,
establecer relaciones entre ellos y sus elementos, representar formas y construir cuerpos, y por
ultimo, llegar a su descripcion completa. Se dara gran importancia a la adquisicion de los
contenidos actitudinales como medio de exploracion y acceso a los contenidos conceptuales.

Hechos, conceptos y principios

1. Formas planas.

* Las figuras y sus elementos (poligonos y circunferencia).

* Relaciones entre los elementos de una figura y de las figuras entre si.
* Regularidades y simetrias.

* Suma de los dngulos de un triangulo.

2. Formas espaciales.

* Los cuerpos geométricos y sus elementos: vértices, aristas y caras.
* Cubo, esfera, prismas, piramides, conos y cilindros.

* Relacion entre los elementos del cubo.

* Regularidades y simetrias.

Procedimientos

1. Descripcion de la forma de objetos familiares utilizando adecuadamente el vocabulario
geométrico basico.

2. Construccion de figuras geométricas planas (poligonos y circunferencias) a partir de datos
previamente establecidos.

3. Construccion de cuerpos geométricos.

4. Comparacion y clasificacion de figuras planas y cuerpos geométricos utilizando diversos
criterios.

5. Formacion de figuras planas y cuerpos geométricos a partir de otras por composicion y
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descomposicion.

6. Busqueda de elementos de regularidad y simetria en figuras y cuerpos geométricos.

7. Trazado de una figura simétrica de otra respecto d eun elemento dado (puntos y ejes de
simetria)

8. Utilizacion de los instrumentos de dibujo (regla,compas, escuadra, cartabon, circulo
graduado) para la construccion y exploracion de formas geométricas.

Actitudes, valores y normas

1. Curiosidad e interés por identificar formas y relaciones geométricas en los objetos del
entorno.

2. Interés y perseverancia en la busqueda de soluciones a situaciones problematicas
relacionadas con la organizacién y utilizacion del espacio.

3. Gusto por la precision en la descripcion y representacion de formas geométricas.

4. Disposicion favorable para la utilizacion de los instrumentos convencionales de dibujo y
para la busqueda de instrumentos alternativos.

1.2. Principios y Estandares 2000 del NCTM
Los Principios y Estandares 2000 proponen que los programas de ensefianza de
matematicas desde la educacion infantil hasta el bachillerato deben capacitar a todos los
alumnos para,
analizar las caracteristicas y propiedades de los objetos de dos y tres dimensiones y
desarrollar argumentos sobre las relaciones geométricas;
especificar posiciones de los objetos en el espacio y describir relaciones espaciales usando
la geometria de coordenadas y otros sistemas de representacion;
aplicar transformaciones geométricas y usar la simetria para analizar situaciones
matematicas;
usar la visualizacion, el razonamiento espacial y la modelizacion geométrica para resolver
problemas (NCTM 2000, p. 41).

En el cuadro siguiente resumimos la concrecion de estos objetivos generales a los niveles
de educacion infantil y primaria (K-5 en la terminologia de EE.UU.). La formulacion de
estandares para el grado 6° esté ligado a los grados 7° y 8° en esta propuesta curricular.

Objetivos Infantil a 2° curso 3° a 5° curso

generales

Analizar - reconocer, nombrar, - identificar, comparar, y analizar atributos
caracteristicas y construir, dibujar, comparar |de las formas bi y tridimensionales y
propiedades de las |y clasificar formas biy desarrollar el vocabulario para describir los
formas tridimensionales; atributos;

geométricas biy
tridimensionales y
desarrollar
argumentos
matematicos sobre
las relaciones
geomeétricas.

- describir atributos y partes
de las formas bi y
tridimensionales

- investigar y predecir los
resultados de agrupar y
separar formas bi y
tridimensionales.

- clasificar formas bi y tridim. Segln sus
propiedades y formular definiciones de
clases de formas tales como tridngulos y
pirdmides;

- investigar, describir y razonar sobre los
resultados de subdividir, combinar y
transformar formas;

- explorar la congruencia y semejanza de
figuras;

- formular y probar conjeturas sobre
propiedades y relaciones geométricas y
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desarrollar argumentos logicos para
justificar conclusiones.

Especificar

posiciones y
describir

relaciones
espaciales usando
la geometria de
coordenadas y
otros sistemas de
representacion.

- describir, nombrar e
interpretar las posiciones
relativas en el espacio y
aplicar ideas sobre posicion
relativa;

- describir, nombrar e
interpretar la direccion y
distancia en el movimiento
espacial y aplicar ideas
sobre direccion y distancia;
- encontrar y nombrar
posiciones con relaciones
simples, como "cerca de" y
en sistemas de coordenadas
tales como en los mapas.

- describir posiciones y movimientos
usando el lenguaje comtn y el vocabulario
geomeétrico;

- construir y usar sistemas de coordenadas
para especificar posiciones y describir
trayectorias;

- encontrar la distancia entre puntos en las
direcciones horizontal y vertical del sistema
de coordenadas.

Aplicar
transformaciones

y usar la simetria
para analizar

- reconocer y aplicar
traslaciones, giros y
simetrias;

- reconocer y crear formas

- predecir y describir los resultados de
deslizar, voltear y girar formas
bidimensionales;

- describir un movimiento o una serie de

situaciones que tengan simetria. movimientos que muestren que dos formas
matematicas. son congruentes;
- identificar y describir las simetrias en
formas y figuras bi y tridimensionales.
Usar la - crear imagenes mentales |- construir y dibujar objetos geométricos;
visualizacion, el de las formas geométricas |- crear y describir imagenes mentales,
razonamiento usando memoria espacial y | patrones y trayectorias;
espacial y la visualizacion espacial; - identificar y construir objetos
modelizacion - reconocer y representar tridimensionales a partir de sus
geométrica para formas en diferentes representaciones bidimensionales;
resolver perspectivas; - identificar y dibujar una representacion
problemas. - relacionar las ideas bidimensional de un objeto tridim.;

geométricas con las ideas
sobre nimeros y medidas;
- reconocer formas y
estructuras en el entorno y
especificar su localizacion.

- usar modelos geométricos para resolver
problemas en otras areas de las
matematicas, tales como niimeros y medida;
- reconocer ideas geométricas y relaciones y
aplicarlas a otras disciplinas y a problemas
que surgen en la clase o en la vida diaria.

Ejercicio 1:

Analizar las diferencias y semejanzas de las orientaciones curriculares propuestas para el

estudio de las figuras geométricas en:
- Disefio Curricular Base (MEC)

- Orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM
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2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE
2.1. Las investigaciones de Piaget sobre el desarrollo de conceptos geométricos'

Las primeras interacciones del nifio pequefio con su entorno, previas al desarrollo del
lenguaje, se basan casi totalmente en experiencias espaciales, muy en particular a través de los
sentidos de la vista y el tacto. Mas tarde se desarrolla el lenguaje y adquiere significado en el
seno y en el contexto del entorno fisico.

Piaget, como resultado de sus numerosos experimentos propuso una teoria del desarrollo
de los conceptos espaciales en el nifio. Distingue entre percepcion, que define como el
“conocimiento de objetos resultante del contacto directo con ellos”, y representacion (o
imagen mental), que ‘“comporta la evocacion de objetos en ausencia de ellos”. Las
capacidades de percepcion del nifio se desarrollan hasta la edad de dos afios (estadio
‘sensoriomotor’), mientras que la capacidad de reconstruccion de imagenes espaciales
comienza hacia la edad de dos afos, y en la mayoria de los casos es perfeccionada desde los
siete afios en adelante en el nifio medio (el periodo de ‘operaciones concretas’). Mientras que
los tests de “percepcion” pueden fundarse en la capacidad de discriminacion entre diferentes
objetos presentados visualmente, los tests de “representacion” (imagineria mental) de que se
vale Piaget se fundan en la capacidad para identificar formas al tacto y en la capacidad para
reproducir formas mediante palillos o dibujos.

En cada uno de estos estadios de desarrollo, Piaget distingue, ademas, una progresiva
diferenciacion de propiedades geométricas, partiendo de aquellas propiedades que ¢l llama
topologicas, o sea, propiedades globales independientes de la forma o el tamafio, como son
las siguientes:

- cercania (“proximidad”); por ejemplo, dibujar un hombre con los ojos juntos, aun cuando
¢stos puedan haber sido situados por debajo de la boca;

- separacion; por ejemplo, no traslapar la cabeza y el cuerpo;

- ordenacion; por ejemplo, dibujar la nariz entre los ojos y la boca;

- cerramiento, como dibujar los ojos dentro de la boca;

- continuidad, como hacer que los brazos formen un continuo con el tronco y no con la
cabeza.

El segundo grupo de propiedades que segin Piaget distinguen los nifios son las que
denomina propiedades proyectivas, que suponen la capacidad del nifio para predecir qué
aspecto presentara un objeto al ser visto desde diversos angulos. Por ejemplo, los nifios
pequeios pueden querer dibujar una cara de perfil y seguir, sin embargo, poniendo dos ojos
en ella; o pueden no ser capaces de darse cuenta de que al mirar un lapiz desde un extremo se
vera un circulo. La “rectitud” es una propiedad proyectiva, dado que las lineas rectas siguen
mostrando aspecto rectilineo cualquiera que sea el punto de vista desde el que se las observe.

El tercer grupo de propiedades geométricas son las euclideas, esto es, las relativas a
tamanos, distancias y direcciones, que conducen por lo tanto a la medicion de longitudes,
angulos, areas, etc. Se pueden distinguir, por ejemplo, un trapecio y un rectangulo basandose
en los dngulos y en las longitudes de los lados. (Desde el punto de vista proyectivo, ambas
figuras son equivalentes, ya que el tablero de una mesa rectangular ofrece aspecto de trapecio
visto desde ciertos angulos). Los nifios pueden en este estadio reproducir la posicion exacta de
un punto2 en una pagina, o una figura geométrica, y decidir qué lineas y angulos han de medir
para ello”.

' Dickson et al. (1991, p. 22-23).
? Remitimos al lector al libro citado de Dickson et al. (1991, p. 25-26) para conocer algunas criticas y revisiones
de la teoria de Piaget sobre el desarrollo del pensamiento espacial de los nifios.
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2.2. El modelo de los niveles de van Hiele

En la didactica de la geometria ha tenido una fuerte influencia el trabajo desarrollado
por Pierre van Hiele y Dina van Diele-Geldof para comprender y orientar el desarrollo del
pensamiento geométrico de los estudiantes. El modelo teérico conocido como de “los niveles
de van Hiele” comenzd a proponerse en 1959 y ha sido objeto de abundantes
experimentaciones e investigaciones que han llevado a introducir diversas matizaciones, pero
que aun continta siendo Util para organizar el curriculo de geometria en la educacion primaria
y secundaria.

En este modelo se proponen cinco niveles jerarquicos para describir la comprension y el
dominio de las nociones y habilidades espaciales. Cada uno de los cinco niveles describe
procesos de pensamiento que se ponen en juego ante tareas y situaciones geométricas. A
continuacion describimos brevemente las caracteristicas de los cinco niveles y los tipos de
actividades que pueden desarrollarse en cada uno de ellos’.

Nivel 0: Visualizacion:
Los objetos de pensamiento en el nivel () son formas y se conciben segun su apariencia

Los alumnos reconocen las figuras y las nombran basandose en las caracteristicas
visuales globales que tienen. Los alumnos que razonan segun este nivel son capaces de hacer
mediciones e incluso de hablar sobre propiedades de las formas, pero no piensan
explicitamente sobre estas propiedades. Lo que define una forma es su apariencia. Un
cuadrado es un cuadrado “porque se parece a un cuadrado”. Debido a que la apariencia es el
factor dominante en este nivel, esta apariencia puede llevar a atribuir propiedades
impertinentes a las formas. Por ejemplo, un cuadrado que se ha girado 45° respecto de la
vertical puede que no se considere un cuadrado por un sujeto de este nivel. “Pongo estas
formas juntas porque tienen el mismo aspecto”, seria una respuesta tipica.

Los productos del pensamiento del nivel 0 son clases o agrupaciones de formas que
parecen ser “similares”.

Nivel 1: Analisis
Los objetos de pensamiento en el nivel 1 son clases de formas, en lugar de formas
individuales.

Los estudiantes que razonan segln este nivel son capaces de considerar todas las formas
incluidas en una clase en lugar de una forma singular. En lugar de hablar sobre este
rectangulo, es posible hablar sobre todos los rectanculos. Al centrarse en una clase de formas,
los alumnos son capaces de pensar sobre lo que hace que un rectangulo sea un rectangulo
(cuatro lados, lados opuestos paralelos, lados opuestos de la misma longitud, cuatro dngulos
rectos, diagonales congruentes, etc.). Las caracteristicas irrelevantes (como el tamafio o la
orientacion) pasan a un segundo plano. Los estudiantes comienzan a darse cuenta de que una
coleccion de formas pertenecen a la misma clase debido a sus propiedades. Si una forma
pertenece a la clase de los cubos, tiene las propiedades correspondientes a esa clase. “Todos
los cubos tienen seis caras congruentes, y cada una de estas caras es un cuadrado”. Estas
propiedades estaban como implicitas en el nivel 0. Los sujetos del nivel 1 pueden ser capaces
de listar todas las propiedades de los cuadrados, rectangulos, y paralelogramos, pero no ver
las relaciones de incluion entre estas clases, que todos los cuadrados son rectangulos y todos
los rectangulos son paralelogramos. Cuando se les pide que definan una forma, es probable
que listen todas las propiedades que conozcan.

Los productos del pensamiento del nivel 1 son las propiedades de las formas.

? Van de Walle, J. A. (2001). Elementary and middle school mathematics. Teaching developmentally (4*
edicion). New York: Longman.
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Nivel 2: Deduccion informal
Los objetos del pensamiento del nivel 2 son las propiedades de las formas

A medida que los estudiantes comienzan a ser capaces de pensar sobre propiedades de
los objetos geométricos sin las restricciones de un objeto particular, son capaces de desarrollar
relaciones entre estas propiedades. “Si los cuatros angulos son rectos, la figura es un
rectangulo. Si es un cuadrado, todos los angulos son rectos. Si es un cuadrado, entonces debe
ser un rectangulo”. Con una mayor capacidad de usar el razonamiento “si — entonces”, las
figuras se pueden clasificar usando s6lo un minimo de caracteristicas. Por ejemplo, cuatro
lados congruentes y al menos un angulo recto puede ser suficiente para definir un cuadrado.
Los rectangulos son paralelogramos con un angulo recto. Las observaciones van mas alla de
las propias propiedades y comienzan a centrarse en argumentos 16gicos sobre las propiedades.
Los estudiantes del nivel 2 seran capaces de seguir y apreciar un argumento deductivo
informal sobre las formas y sus propiedades. “Las demostraciones” pueden ser mas de tipo
intuitivo que rigurosamente deductivas. Sin embargo, se entiende que un argumento logico
tiene caracteristicas que obligan a aceptar la conclusion. La comprension de la estructura
axiomatica de un sistema deductivo formal no llega a alcanzarse.

Los productos de pensamiento del nivel 2 son relaciones entre propiedades de los
objetos geométricos.

Nivel 3: Deduccion
Los objetos de pensamiento en el nivel 3 son relaciones entre propiedades de los objetos
geométricos.

En este nivel los estudiantes son capaces de examinar algo més que las propiedades de
las formas. Su pensamiento anterior ha producido conjeturas sobre relaciones entre
propiedades. ;Son correctas estas conjeturas? ;Son verdaderas? A medida que tiene lugar este
analisis de los argumentos informales, la estructura de un sistema completo de axiomas,
definiciones, teoremas, corolarios, y postulados comienza a desarrollarse y puede ser
considerada como el medio necesario para establecer la verdad geométrica. Los sujetos de
este nivel comienzan a apreciar la necesidad de construir un sistema logico que repose sobre
un conjunto minimo de supuestos y a partir del cual se deriven todas las proposiciones. Estos
estudiantes son capaces de trabajar con enunciados abstractos sobre propiedades geométricas
y llegar a conclusiones basadas mas sobre la logica que sobre la intuicion. Este es el nivel
requerido en los cursos de geometria de bachillerato. Un estudiante operando en este nivel 3
puede observar claramente que las diagonales de un rectdngulo se cortan en su punto medio,
de la misma manera que lo puede hacer un estudiante situado en un nivel inferior. Sin
embargo, en el nivel 3, se aprecia la necesidad de probar esta proposicion a partir de una serie
de argumentos deductivos. El estudiante del nivel 2 puede seguir el argumento, pero no
reconoce la necesidad de hacer la demostracion deductiva.

Los productos del pensamiento del nivel 3 son sistemas axiomaticos deductivos para la
geometria.

Nivel 4: Rigor
Los objetos de pensamiento del nivel 4 son sistemas axiomaticos para la geometria.

En el nivel méximo de la jerarquia de pensamiento geométrico propuesto por van Hiele,
el objeto de atencidon son los propios sistemas axiomaticos, no las deducciones dentro de un
sistema. Se aprecian las distinciones y relaciones entre los diferentes sistemas axiomaticos.
Este es el nivel requerido en los cursos universitarios especializados en los que se estudia la
geometria como una rama de las matematicas.
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Los productos de pensamiento del nivel 4 son comparaciones y contrastes entre
diferentes sistemas axiomaticos de geometria.

Teoria de los niveles de r Andlisis de sistemas
. Ly deductivos
razonamiento geometrico Seiemas de

H ductivos de
van Hiele propiedades /i/

| 4.RIGOR

[ Propiedades
de las forma 3. DEDUCCION
Clases de
formas 2. DEDUCCION

INFORMAL

Relaciones entre
propiedades

Formas 1. ANALISIS

0. VISUALIZACION

Caracteristicas de los niveles

La principal caracteristica de este modelo de pensamiento geométrico es que en cada nivel
(excepto en el 4°) se deben crear unos objetos (ideas) de manera que las relaciones entre estos
objetos se convierten en los objetos del siguiente nivel. Hay por tanto un progresivo ascenso
en la abstraccion y complejidad de los conocimientos que se ponen en juego. Ademas de este
rasgo el modelo postula las siguientes caracteristicas:

1. Los niveles son secuenciales. Para lograr un cierto nivel superior al 0 los alumnos deben
superar los niveles previos. Esto implica que el sujeto ha experimentado el pensamiento
geométrico apropiado para ese nivel y ha creado en la propia mente los tipos de objetos o
relaciones que son el foco de atencion del pensamiento del nivel siguiente.

2. Los niveles no son dependientes de la edad en el sentido de los estadios de desarrollo de
Piaget. Un alumno de tercero de primaria puede estar en el nivel 0 al igual que uno de
bachillerato. Algunos estudiantes y adultos pueden permanecer siempre en el nivel 0, y un
nimero importante de personas adultas no alcanzan nunca el nivel 2. Sin embargo, la edad
esta relacionada con la cantidad y tipo de experiencias geométricas que tenemos. Por tanto, es
razonable aceptar que todos los nifios de preescolar a 2° curso de primaria estén en el nivel 0,
asi como que la mayoria de los nifios de 3° y 4°.

3. La experiencia geométrica es el principal factor que influye en la progresion de niveles. Las
actividades que permiten a los niflos explorar, hablar sobre las experiencias, e interactuar con
el contenido del siguiente nivel, ademds de incrementar sus experiencias con el nivel en que
se encuentran, proporcionan la mejor oportunidad de avanzar hacia el siguiente nivel.

4. Cuando la instruccion o el lenguaje usado esta a un nivel superior al que tiene el estudiante,
habra un fallo en la comunicacion. Los estudiantes a los que se pide enfrentarse con objetos
de pensamiento que no han construido en el nivel anterior puede sean forzados a un
aprendizaje memoristico y alcanzar solo temporalmente un éxito superficial. Un estudiante
puede, por ejemplo, memorizar que todos los cuadrados son rectangulos sin haber construido
esa relacion, o bien puede memorizar una demostracion geométrica pero fallar en crear los
pasos exigidos o comprender la razén de ser del proceso.

Caracteristicas de las actividades del Nivel 0

Actividades de clasificacion, identificacion y descripcion de formas variadas.

Uso de gran cantidad de modelos fisicos que se pueden manipular por los nifios.

Ejemplos de una variedad de formas diferentes con objeto de que las caracteristicas
irrelevantes no se perciban como importantes. (Esto evitard que, por ejemplo, muchos
alumnos piensen que so6lo los triangulos equilateros son realmente tridngulos, o que un
cuadrado girado 45° deja de ser un cuadrado)
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Proporcionar oportunidades para que los alumnos construyan, dibujen, compongan o
descompongan formas diversas.

Caracteristicas de las actividades del Nivel 1
Comenzar a centrar la atencion mas sobre las propiedades de las figuras que en la simple
identificacion. Definir, medir, observar y cambiar las propiedades con el uso de modelos
concretos.
Resolver problemas en los que las propiedades de las formas sean aspectos importantes a
tener en cuenta.
Seguir utilizando modelos concretos, como en las actividades del nivel 0, pero usando
modelos que permitan la exploracion de diversas propiedades de las figuras.
Clasificar figuras usando las propiedades de las formas como también sus nombres. Por
ejemplo, encontrar propiedades de los tridngulos que hagan que unos sean similares y
otros diferentes.

Caracteristicas de las actividades del Nivel 2 (primer ciclo de educacion secundaria)

Continuar usando propiedades de los modelos, pero con la atencion puesta en la definicion
de propiedades. Hacer listas de propiedades y discutir qué propiedades son necesarias y
cuales son condiciones suficientes para una forma o concepto especifico.

Comenzar a usar un lenguaje de naturaleza deductiva aunque informal: todos, algunos,
ninguno, si entonces, qué ocurre si, etc.

Investigar la validez de la inversion de ciertas relaciones. Por ejemplo, el enunciado
inverso de “Si una figura es un cuadrado debe tener cuatro dngulos rectos” seria, “Si tiene
cuatro angulos rectos, entonces debe ser un cuadrado”.

Usar modelos y dibujos como herramientas con las que pensar, y comenzar a buscar
generalizaciones y contragjemplos.

Estimular la formulacion y demostracion de algunas hipoétesis.

La mayor parte de los contenidos curriculares propuestos para los niveles de educacion
infantil y primaria se pueden adaptar a cualquiera de los tres primeros niveles, a excepcion de
conceptos abstractos tales como punto, recta, semirecta y plano como elementos basicos de
las figuras geométricas. Estas ideas abstractas no son apropiadas incluso para el nivel 2.

El nivel 2 de razonamiento es mas propio de los alumnos del primer ciclo de educacion
secundaria (12 a 14 afios). Aqui los alumnos comienzan a usar razonamientos deductivos
informales. Esto quiere decir que pueden seguir y usar argumentaciones logicas, aunque
pueden tener dificultades para construir una demostracion por si mismos. El uso de modelos
fisicos de los cuerpos y dibujos geométricos es todavia importante por diferentes razones. En
el nivel 1, las exploraciones de los alumnos les llevan a realizar conclusiones inductivas sobre
las formas. Estos estudiantes quedan satisfechos de que una afirmacion es verdadera porque
se cumple en los casos que comprueban. En el nivel 2, los alumnos pueden usar un dibujo
para ayudarse en el seguimiento de una argumentacion deductiva dada por el profesor.
También pueden usar modelos para comprobar conjeturas o encontrar contragjemplos. Los
modelos se convierten mas en una herramienta para el pensamiento y la verificacion que para
la exploracion.
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3. SITUACIONES Y RECURSOS DIDACTICOS

Las actividades que describimos en esta seccion son algunos ejemplos que pueden usarse
para el trabajo en las aulas de primaria y corresponden a los dos primeros niveles de van
Hiele. Las actividades caracteristicas del nivel 2 son mas propias de atencion en el primer
ciclo de educacion secundaria (alumnos de 12 a 14 afos).

3.1. Juegos de psicomotricidad

Las situaciones de juegos de psicomotricidad parecen muy recomendables para iniciar el
estudio de distintos aspectos de la geometria. En el libro de A. Martinez y F. Juan (1989)
encontramos abundantes ejemplos de este tipo de situaciones, asi como los fundamentos
metodologicos en los que basan su propuesta curricular. A titulo de ejemplo, describimos, a
continuacion una situacion de este tipo, que pretende familiarizar a los alumnos de infantil y
primer ciclo de primaria con diferentes tipo de lineas y regiones planas. Se supone que los
nifios tienen posibilidad de moverse con libertad por una sala de dimensiones adecuadas.

Actividad 1: Lineas, regiones y psicomotricidad

- Nos movemos libremente por el espacio, al ritmo de una musica.
- Nos movemos en grupos.
- Nos movemos en grupos de acuerdo con las lineas que se dibujan en la pizarra:

TN
TN

- Se reparten cuerdas de colores, una por nifio. Jugamos con las acuerdas, con el movimiento de las
cuerdas.

- Jugamos en grupos. Procuramos que no choquen las cuerdas. Procuramos que choquen.

- Formamos, con las cuerdas, una linea cerrada en el suelo, delimitando un territorio. Nos metemos
dentro.

- Formamos, con otras cuerdas, o pintando con tiza en el suelo, lineas entre territorios, que seran
caminos. Ponemos un camino entre cada dos territorios. Ponemos un aro en cada cruce de caminos.
Cuando suene la musica nos moveremos dentro de nuestro territorio o, si nos apetece, vamos por algun
camino hasta otro territorio a bailar en él, con el grupo que alli est4, si nos dejan. Cuando pasemos por
un cruce daremos una palmada.

Remitimos al lector al libro citado de Martinez y Juan (1991, p. 63-66) para encontrar
una rica coleccion de actividades complementarias de exploracion de las nociones
geométricas fundamentales en la clase de matematicas.

3.2. Descripcion y clasificacion de objetos

En las primeras actividades se debe partir del propio vocabulario que usan los nifios para
describir las formas geométricas, introduciendo nuevas palabras a medida que sea apropiado.
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La realizacion de actividades como las siguientes puede ser ocasion de introducir los nombres
usuales de los cuerpos geométricos.

Uno de los primeros tipos de actividades mas importantes que se pueden proponer a los
nifios es ofrecerles la oportunidad de encontrar semejanzas y diferencias entre una gran
variedad de formas. Muchos nifios se centrardn en caracteristicas no estandares como
“puntiagudo” o “curvado”, o “se parece a una casa”. Otros observaran cosas que realmente no
son parte de las formas: “sefiala hacia arriba”, o “esta cerca del borde la mesa”.

Actividad 2: Clasificacion de formas (nivel 0)

Preparar una amplia variedad de formas recortadas en cartulina, como se muestra en la figura
(o cualquiera otras). Pedir a los alumnos que seleccionen una forma al azar y después
encuentren otras formas que sean parecidas a la primera en algun aspecto. Si se pide formar
un subconjunto de figuras cada vez se evita el problema de intentar poner cada forma en una
categoria. Los estudiantes deben describir qué rasgo tienen las formas para considerarlas
similares, bien oralmente o por escrito. Pedir finalmente que dibujen una nueva forma que se
ajuste a la categoria y explicar por qué es de esa clase.

‘0. )

N l:.

Si el conjunto de formas tiene cinco o seis ejemplos de una forma cuyo nombre es
conocido (rectdngulo o rombo), es probable que algunos estudiantes las clasifiquen segin ese
nombre. Pero se les puede pedir que encuentren otras formas que sean “parecidas” a la forma
seleccionada. De esta manera, el concepto de esa clase particular de figuras se forma sin
ninguna definicion expresa. A continuacion puede poner una etiqueta al concepto o
proporcionar el nombre propio de la forma. Los nombres de las formas deberian siempre
darse después de que el concepto de la forma se ha desarrollado.

La clasificacion de formas se debe hacer también con formas tridimensionales, usando
colecciones de objetos de madera, plastico, u objetos reales como botes, cajas, balones, etc.

Las actividades que corresponden al nivel 1 de razonamiento de van Hiele se centran mas
en las propiedades de las formas e incluyen algin andlisis de dichas propiedades. Por ejemplo,
en el nivel 0, los tridngulos pueden haberse clasificado como “grandes” y “pequefios”,
“puntiagudo” o “no puntiagudo”, o “con esquinas cuadradas” y “sin esquinas cuadradas”. En
el nivel 1, el mismo conjunto de tridngulos se puede clasificar segiin el tamafio relativo de los
angulos o la longitud relativa de los lados.

La mayor parte de las actividades sugeridas para el nivel 0 se pueden extender facilmente
al nivel 1 cambiando las variables de la tarea.
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Actividad 3 (nivel 1)

Clasificar las formas por nombres de propiedades y no por nombres de las formas. Cuando se
combinan dos o mas propiedades, clasificar por una propiedad cada vez. “Encontrar todas las formas
que tienen lados opuestos paralelos” (Una vez separadas) “Ahora encontrar las que también tienen un
angulo recto” (Ese grupo deberia incluir los cuadrados y los rectangulos que no sean cuadrados).
Después de obtenido este grupo de formas, discutir cual es el nombre de esta clase de figuras. Intentar
clasificar las formas por la misma combinacion de propiedades pero en un orden diferente.

Usar cuerdas o redondeles para separar los conjuntos de formas. Poner dos lazos en el
suelo. Hacer que los alumnos pongan dentro de uno de los lazos todas las formas que tengan
cuatro lados congruentes y todos los que tengan un angulo recto en el otro lazo. ;Donde
colocar los cuadros? Los alumnos se daran cuentan que los dos lazos deben tener una parte
comun y colocar los cuadrados en la interseccion.

Actividad 4: Definicion misteriosa (nivel 1)

Todas estas figuras tienen algo en comin:

Ninguna de éstas otras la tienen:

[TEIAT

(Cual de las siguientes figuras tienen esa propiedad?

P~

El nombre de una propiedad no es necesario para que sea comprendida. Requiere una
observacion cuidadosa de las propiedades para descubrir qué tienen en comun las formas.

3.3. Construccion y exploracion de poligonos

Interesa que los propios nifios construyan y dibujen formas. En una primera fase haran
formas de manera libre para pasar después a construir otras que cumplan algunas condiciones.
Esto promovera la reflexion sobre las propiedades implicadas y estimulard el paso al nivel 1
de razonamiento sin necesidad de presionar a los nifios de manera forzada. Los materiales
para realizar estas construcciones pueden ser variados, bien del entorno escolar o bien
comerciales (plastilina, cartulina, bloques encajables, trangram, geoplanos, etc.)

3.2.1. Uso del geoplano en el estudio de los poligonos
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Incluimos en esta seccion la descripcion del uso del geoplano, bien en su version
manipulativa o virtual (mediante un programa de ordenador), para el estudio de las figuras
geométricas planas, en particular el tridangulo y los poligonos. Seguiremos la descripcion que
se hace en la seccion de Recursos para la ensefianza de los Principios y Estandares 2000 del
NCTM donde es posible utilizar un “geoplano virtual” de una manera interactiva. El geoplano
interactivo virtual esta disponible en la siguiente direccion web: http://standards.nctm.org/

En el ejemplo se describen actividades usando el geoplano interactivo para ayudar a
los estudiantes a identificar figuras geométricas simples, describir sus propiedades, y
desarrollar el sentido espacial. La primera parte titulada “Construyendo tridngulos” centra la
atencion sobre el concepto de tridngulo, ayudando a los estudiantes a comprender el uso de la
palabra ‘tridngulo’ en matematicas y la nocion de congruencia en geometria. En la segunda
parte, “Construyendo poligonos”, los estudiantes construyen y comparan una variedad de
poligonos, describiendo las propiedades caracteristicas de las formas que crean.

Actividad 5

Construye tantos tridngulos como sea posible, de formas y tamafios diferentes, usando para
cada uno de ellos una sola goma (o banda) sobre el geoplano. Explica a tu compafiero en qué
se diferencian estos tridngulos y en qué se parecen.

Geoplano interactivo

Eubber Band,

Delete Node
Delete Band

Ji =

Hablando sobre triangulos en la clase
A los estudiantes les interesa trabajar con los geoplanos, tanto si son virtuales como

concretos. Como ocurre con cualquier material manipulativo, los estudianes necesitan un
cierto tiempo para explorar el material antes de realizar tareas especificas.
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La mayor parte de los alumnos de los niveles de preescolar a 2° curso de primaria
conocen la palabra ‘tridngulo’ y tienen una idea de lo que significa. Sin
embargo, la descripcion que hacen del triangulo puede que no corresponda
con la convencional. Para estimular a los nifios a centrarse en las V
propiedades del tridngulo, los maestros pueden pedir que hagan triangulos
diferentes en el geoplano y después seleccionar uno para mostrar a la clase.

Los nifios pueden comparar los triangulos que han hecho en sus geoplanos 7

y discutir si cada forma es o no un triangulo. Algunos nifios pueden pensar

que un triangulo con un vértice orientado hacia la base del geoplano no es

realmente un triangulo. El maestro puede provocar a los nifios para que

justifiquen su manera de pensar, incitando a los nifios que estén mas retraidos a que entren en
la discusidon con comentarios tales como, “;Dices que Marco sigue siendo Marco aunque esté
haciendo el pino, o sea, que esto sigue siendo un triangulo? Otros alumnos pueden hacer
figuras con cuatro lados que consideran como tridngulos por su forma puntiaguda.

El maestro puede concluir la explicacion diciendo que los matematicos se han puesto de
acuerdo en considerar como tridngulos cualquier figura cerrada por tres segmentos. Usando
esta definicion el profesor puede pedir a los alumnos que comprueben otra vez las formas que
han construido y deciden cudles son tridngulos. Esto da otra oportunidad para que los alumnos
revisen sus primeras elecciones.

Los alumnos de estos primeros niveles pueden comprobar la congruencia de figuras en el
plano moviendo una figura para que cubra exactamente a otra figura. Las figuras hechas en el
geoplano se pueden describir con un sistema de coordenadas simples; por tanto dos figuras
sobre el geoplano son congruentes si sus construcciones se pueden describir de la misma
manera. Si se hacen figuras con dos geoplanos diferentes, uno de los geoplanos se puede
mover de manera que eventualmente las construcciones se puedan ver de la misma manera
(quizas mediante el volteo de la base por el lado opuesto, o una rotacién de 90°). Los alumnos
pueden copiar sus triangulos sobre un papel reticulado y después recortarlos de manera que
puedan decidir si coinciden o no.

Experiencias de los alumnos con los geoplanos virtuales interactivos

El geoplano virtual permite a los estudiantes sombrear sus figuras y hacer una variedad
mayor de tridngulos que los permitidos con una geoplano tradicional de una matriz de 5x5
clavos. El maestro puede evaluar la comprension de los alumnos de las propiedades del
triangulo preguntandoles que expliquen como saben que todas las formas representadas son
triangulos.

Ejercicio 2:
a) (Cuales son algunas de las estrategias que puedes usar para ayudar a los alumnos a centrarse
sobre las propiedades de los tridngulos cuando construyen figuras de cuatro lados y las
consideran como triangulos?
b) ;/Qué experiencias, conocimientos y vocabulario deberian tener los alumnos con el fin de que
sean capaces de identificar y definir los triangulos?
¢) (Cuales son algunas de las actividades que los estudiantes de estas edades pueden realizar en
las que se use la congruencia de figuras?

Actividad 6

Construye las siguientes figuras en el geoplano:
Tantos cuadrados de distinto tamafio como sea posible
Tantos hexagonos diferentes de distinto tamafio como sea posible
El poligono con el menor niimero de lados que puedas hacer
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El poligono con el mayor nimero de lados que puedas hacer
Poligonos con un numero de lados entre el menor y el mayor posible.

Estudio de los poligonos en la clase

Por medio de discusiones informales en la clase en pequefios grupos, los maestros
ayudan a los alumnos a aprender el vocabulario geométrico asi como a aprender las
propiedades de los diferentes poligonos. Algunas propiedades de las figuras serdn mas faciles
de identificar que otras cuando los alumnos tratan de crear una figura sobre el geoplano. Por
ejemplo, los poligonos se forman con segmentos, lo que se modeliza mediante una goma o
banda que conecta dos nodos, y los poligonos son figuras cerradas. Los alumnos pueden
aprender los nombres de figuras especificas que construyen cuando hablan sobre los
hexdgonos que tienen seis lados y los cuadrilateros que tienen cuatro lados.

Los alumnos pueden construir su poligono favorito en el geoplano y describirlo a la
clase. El maestro puede preguntar si dos figuras son congruentes y como pueden justificar los
alumnos sus afirmaciones. Los alumnos pueden clasificar los poligonos y describir porqué se
agrupan de una cierta manera .

El trabajo con el geoplano virtual hace que la exploracion sea mas fécil a los alumnos
que tienen dificultades en el manejo de las gomas. Debido a que los alumnos tiene un area de
trabajo mas grande pueden hacer una variedad mayor de poligonos. Hay oportunidad de crear
multiples figuras concavas y convexas y verlas simultineamente. El poder rellenar las figuras
con colores ayuda a los alumnos més pequefios a observar el nimero de lados, y puesto que
las figuras abiertas no se pueden sombrear, esto ayuda a comprender que los poligonos son
figuras cerradas. Como ocurre con los geoplanos concretos, las lineas formadas por las bandas
son rectas no curvadas.

Ejercicio 3:

(De qué otra manera puedes ayudar a los alumnos a aprender las propiedades de los poligonos
distinta del uso de los geoplanos?
(Qué experiencias, conocimientos y vocabulario deberian tener los estudiantes con el fin de desarrollar
la comprension de las propiedades de los cuadrilateros?

Actividad 7: Desafio de propiedades (nivel 1-2)

Esta actividad se puede hacer casi con cualquier material que permita dibujar o construir formas
facilmente. Listar propiedades o relaciones y hacer que los alumnos construyan tantas formas como
sea posible que tengan esas propiedades o muestren esas relaciones. Comparar las formas hechas por
los diferentes grupos. Estos son algunos ejemplos:

- Hacer una figura de cuatro lados con dos lados paralelos de la misma longitud pero no paralelos.

- Hacer varias figuras de seis lados. Hacer alguna con uno, dos y tres pares de lados paralelos y alguna
sin ningtn lado paralelo.

- Hacer figuras que tengan esquinas rectangulares. ;Se puede lograr que tengan tres lados? /Y con
cuatro, cinco, seis, siete u ocho lados?

- Hacer cinco triangulos diferentes. ;En qué se diferencia? (Igual para figuras con cuatro, cinco y seis
lados)

- Hacer triangulos con dos lados iguales (congruentes)

- Hacer figuras de cuatro lados con tres lados congruentes

- Intentar hacer figuras de cinco lados con cuatro lados que sean iguales

- Hacer cuadrilateros que tengan todos los lados iguales (o con dos pares de lados iguales)

- Hacer una figura con uno o mas ejes de simetria, o con simetria rotacional.
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A estos desafios de propiedades se pueden incorporar también otras nociones como
perpendicular, medidas de angulos, area, perimetro, semejanza, concavidad y convexidad,
simetria, etc. También se puede pedir que los propios alumnos se planteen otros problemas del
mismo tipo que pongan en juego otras propiedades.

3.2.2. Actividades con el Tangram

La descripcion de las figuras geométricas planas y la visualizacion de su aspecto
cuando se les aplican transformaciones, como pueden ser rotaciones o simetrias, o bien se
componen unas con otras, son aspectos importantes del aprendizaje de la geometria en los
primeros niveles educativos. En esta seccion describimos el uso de un material didactico que
se conoce como tangram que sirve de soporte material (o virtual) para el disefio de
experiencias de ensefianza de gran interés. Se trata de un conjunto de siete piezas (un
rompecabezas) que permite plantear una gran variedad de problemas y experiencias
geométricas. Usaremos el ejemplo electronico elaborado por el NCTM como parte del
documento “Principios y Estdndares 2000 para las matematicas escolares” donde nos ofrecen
la posibilidad de trabajar con un “tangram virtual”.

En una primera parte los estudiantes pueden elegir una figura y usar las siete piezas
para rellenar el contorno. En la segunda parte, “desafios con el tangram”, se propone que los
estudiantes usen las piezas del tangram para formar poligonos dados.

N

all 4
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i

Actividad 8
Elige una figura y usa las siete piezas para rellenar el contorno.

Observaciones:

Las experiencias previas de los alumnos con puzzles proporciona una base para
realizar esta actividad. Ya que hay puzzles similares disponibles hechos de plastico o de
cartulina, los alumnos pueden pasar de las experiencias con material concreto al entorno del
ordenador. Después que los alumnos han tenido tiempo de trabajar con los contornos, el
profesor puede plantear cuestiones como las siguientes, para provocar la reflexion sobre
soluciones diferentes, o para que reflexionen sobre las estrategias que usan para resolver las
tareas.

(Puedes rellenar el contorno de otra manera?
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(Cuantas formas diferentes hay de rellenar esta figura?
(Qué haces cuando no puedes imaginar una solucioén?
Se pueden sustituir algunas piezas del tangram por otras?

;Qué aprende los alumnos?

Aunque completar estos puzzles u otros similares, bien con material manipulativo o con
el ordenador, puede ayudar a los estudiantes a generalizar sus experiencias, el entorno del
ordenador es probable que les estimule a pensar sobre como necesitan manipular las piezas en
lugar de hacerlo principalmente por ensayo y error. El trabajo con un compafiero en el
ordenador también estimula a los estudiantes a ser mas precisos en el uso del vocabulario
sobre el espacio. El maestro puede enriquecer el vocabulario de los estudiantes en sus
conversaciones con otros estudiantes comentando las acciones que realizan, diciendo por
ejemplo, “Veo que estds girando el paralelogramo”, o bien “;Qué diferencia produciria si se
volteara la pieza?

Ejercicio 4:

a) ;Como pueden los profesores proporcionar tiempo para que todos los alumnos interactien con los
tangram virtuales?

b) (Qué tipo de discusiones sobre el trabajo de los alumnos con las piezas del tangram puede
planificar el maestro que pudieran enriquecer la comprension de los estudiantes sobre las formas y el
movimiento en el espacio?

Desafios con el tangram
Actividad 9:

a) (Es posible completar todas las tareas que se describen a continuacion? Intenta resolver
estos desafios con el tangram virtural:

Construye un cuadrado usando s6lo una pieza del tangram

fdem usando dos, tres, cuatro, cinco, seis y las siete piezas del tangram.

b) ¢(Cuales de las siguientes figuras puedes hacer usando las siete piezas del trangram?

Un trapezoide

Un rectangulo que no sea un cuadrado
Un paralelogramo que no sea un cuadrado
Un triangulo

El trabajo en la clase

Muchos estudiantes encontraran estas tareas muy interesantes pero dificiles. Los alumnos
estan aprendiendo sobre las posiciones de las figuras en el espacio, asi como nuevo
vocabulario y las propiedades de las figuras. El tangram virtual puede ayudar a que los
estudiantes sean mas conscientes de las propiedades de las figuras y de los procesos que usan
al manipular las formas ya que deben planificar los movimientos que necesitan realizar. Los
profesores pueden animar a los estudiantes a planificar sus acciones si tienen que trabajar con
un compafiero y hablar entre ellos de las acciones que tienen que realizar. Por ejemplo, los
estudiantes tienen que imaginar explicitamente como colocar las piezas del tangram, unas
respecto de otras, en las actividades en las que no hay un contorno que rellenar. Las
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herramientas incorporadas en el tangram virtual que permiten realizar giros y simetrias son
también un buen recurso para que los estudiantes vean los movimientos geométricos.

Estos desafios con el tangram se pueden hacer mas faciles dando contornos a los
alumnos para que los usen en sus pupitres, de manera que puedan experimentar con el ajuste
de las siete piezas del tangram en los contornos propuestos.

Evaluacion mediante observaciones y conversaciones
Las actividades descritas con el tangram pueden servir como vehiculos para evaluar el
pensamiento de los estudiantes. Al observar y hablar con los estudiantes, el profesor puede
tener en cuenta cuestiones como las siguientes:
- (Tienen facilidad los estudiantes para manipular las formas?
- (Qué vocabulario usan los estudiantes cuando hablan unos con otros?
- (Reconocen los estudiantes la congruencia y las relaciones entre combinaciones de formas?
- (Utilizan los estudiantes lo que han aprendido en tareas previas de resolucion de problemas?

Ejercicio 5

a) /Como podria facilitar el aprendizaje de los nifios con necesidades especiales el trabajo con
manipulativos basados en el ordenador?

b);Qué actividades adicionales podrian disefiar los profesores para centrar la atencion de los
estudiantes en las relaciones entre las piezas del tangram?

3.4. Construccion y exploracion de solidos

La construccion de formas tridimensionales presenta un poco de mas dificultad que las
formas bidimensionales pero posiblemente sea una actividad mas importante. Construir un
modelo de una forma tridimensional es una manera informal de lograr la comprension de la
forma de una manera intuitiva en términos de sus partes componentes.

Actividad 10: Desarrollo de sélidos (nivel 0)

Hacer que los alumnos dibujen desarrollos de diversos solidos. Sobre papel cuadriculado con una
reticula de 1cm de lado se pueden trazar lineas paralelas y angulos sin tener que hacer mediciones.
Conos circulares se pueden hacer facilmente recortando un sector de un circulo. Experimentar con
circulos de tamanos diferentes y diferentes sectores. El valor principal de la construccion de solidos a
partir de sus desarrollos esta en la identificaicon de la forma de las caras y donde se deben conectar las
caras.

T P TV B i |
N KA T
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Los solidos se pueden también construir usando otras piezas mas simples como pueden ser
cubos de madera o de plastico.

Actividad 11: Cajas de bloques

(Cuantos solidos rectangulares (ortoedros) diferentes se pueden construir usando 12 cubos para cada
uno de ellos? (Un solido rectangular tiene seis caras, y cada cara es un rectangulo). Probar con otro
niamero de cubos. ;Cuando son congruentes (exactamente los mismos) dos sélidos rectangulares?
(Como tendrias que girar un solido para ponerlo en la misma orientacion que otro que tiene la misma
forma?

Actividad 12: Generacion de sélidos (nivel 1)

1. Dar a los alumnos una figura recortada en cartulina. La tarea consiste en describir, dibujar o
construir con plastilina (u otro material) todos los s6lidos que se puedan generar a partir de esa forma.
La figura se puede girar o trasladar de cualquier manera. ;Se pueden generar algunas figuras de mas
de una manera?

2. Dar a los alumnos un modelo de un solido, o describirlo oralmente. Los alumnos tienen que dibujar
y recortar una o mas formas que generen dicho sélido y describir como se haria la generacion.

(Qué solidos no se pueden generar de esta manera? ;Qué se puede decir sobre un solido que se ha
generado mediante deslizamientos? ;Como se pueden generar los cilindros? ;Y los primas? ;Qué
tipos de conos se pueden generar y como?

3.5. Geometria dinamica (Logo y Cabri)

Si se dispone en la escuela de un aula con ordenadores es posible utilizar programas
comerciales disponibles para el estudio de la geometria. Entre estos programas podemos citar
el Cabri y el modulo de la “geometria de la tortuga™ del lenguaje de programacion Logo
(Godino y Batanero, 1985).

4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE. INSTRUMENTOS DE EVALUACION
Incluimos en esta seccion una coleccion de items usados en diversas investigaciones para
evaluar los conocimientos geométricos de los nifos, indicando algunas de las respuestas

erroneas encontradas, o los indices de dificultades.

1. La recta a es paralela a b, y la b es paralela a c. ;Es cierto que a serd paralela a ¢?

b

Respuesta:
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“No, porque b esta en medio”

2. ;Cuadles de las siguientes figuras son angulos rectos?

I/ AN

83% 93% 63% 60% 63% 56%

Respuestas] :

Los porcentajes indicados corresponden a las respuestas dadas por nifios de 10 afios
afirmando que tales figuras son angulos rectos. Vemos como cambian los porcentajes de éxito
segun la orientacion de la figura y el tamafio de los segmentos trazados como lados.

3. (Cudles de los siguientes segmentos son paralelos?

AN /o

73% 71% 43% 38% 32%

Respuestas] :

Los porcentajes indicados corresponden a las respuestas dadas por nifios de 10 afios
afirmando que tales rectas son paralelas. Vemos como cambian los porcentajes de éxito segun
la orientacion de la figura y el tamafo de los segmentos trazados.

4. ;Cual de las siguientes figuras es un triangulo?

PN

A
B
C l
Respuesta:

“C no es un triangulo, porque se ha caido”

5. Sefiala entre las siguientes figuras, 1) La que sean un cuadrado; 2) La que sean un
triangulo.

a) b c) d)

N\
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Repuestas4 :
Edad Porcentaje que reconocid que
¢) es un cuadrado
Safios |54
6 “ 56
7« 50

Porcentaje que reconocion que
b) es un tridngulo

5 anos 38
6 “ 47
7 24
8« 65
9« 50
10 67

6. Marca con una X debajo de aquellas figuras que creas que son rectangulos

( <
y /%:

En una muestra de 423 alumnos de 6° curso el 53% dieron una respuesta erronea a este item.

7. Marca con una X debajo de aquellas figuras que creas que son rectangulos

N
QED

Respuestassz
Porcentaje de respuestas incorrectas del 55%.

8. Marca con una X debajo de aquellas figuras que creas que son rombos

=<\

* Dickson, Brown y Gibson (1991), p. 40.
3 Contreras (1994)
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Respuestassz
Porcentanje de respuestas incorrectas del 44%.

9. Marca con una X debajo de aquellas figuras que creas que son paralelogramos:

/ \ J \
e
Repuestas’:

Porcentaje de respuestas incorrectas del 80%.

10. Marca con una X debajo de aquellas figuras que creas que son trapecios:

— %

Respuestassz
Porcentaje de respuestas incorrectas del 86%.

11.
En el trapecio ABCD dos de sus dngulos son rectos y un tercer &ngulo mide 54°. ;Cuanto
mide el angulo desconocido?

A B
D C
36° A
27° B
45° C
126° D*

Esta pregunta tuvo un 46% de aciertos en la evaluacion de la Educacion Primaria
realizada en 1995 por el INCE (Instituto Nacional de Calidad y Evaluacion) a alumnos de 12
afios. (http://www.ince.mec.es/prim/index.htm ).
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12. Visualizar como serd una figura en tres dimensiones girada ha resultado sencillo. E1 68%

de alumnos de 13 afios (en la evaluacién TIMSS, Espafia®) respondieron correctamente a la
siguiente pregunta:

S http://www.ince.mec.es/pub/pubintn.htm#ref01
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5. TALLER DE DIDACTICA: ANALISIS DE SITUACIONES ESCOLARES

5.1. Respuestas de estudiantes a pruebas de evaluacién ’

Un maestro propone a sus alumnos las dos preguntas siguientes en una prueba de evaluacion.
Pregunta 1:

Escribe una descripcion que permita a cualquier persona reproducir exactamente esta figura
sin haberla visto antes:

Pregunta 2:

Imagina que has faltado a la tltima clase de matematicas. Tu compaiiera Carolina te describe
por teléfono una figura geométrica: "Traza con lapiz un circulo de 4 cm de radio. Dibuja con
lapiz 2 diametros perpendiculares. Los extremos de estos diametros son 4 puntos del circulo.
Traza con tinta los segmentos que unen los puntos y que no pasan por el centro del circulo".

a) Dibuja la figura; b) ;Como se llama la figura trazada con tinta?

Cuestiones para el futuro maestro:

Pregunta 1:

Responde a la pregunta

(Como pueden interpretar los alumnos la palabra "exactamente" utilizada en la pregunta?

El maestro espera que los alumnos utilicen en sus descripciones al menos dos términos del
vocabulario geométrico. ;Cudles son esos términos segin tu opinion?

(Sobre qué puntos se centrard vuestra evaluacion de la respuesta de un alumno que no utilice
ninguno de estos términos?

Caracterizar las competencias requeridas para realizar correctamente este test.

Pregunta 2:

Responde a la pregunta

(Cuales son los elementos de apreciacion del maestro para la parte a) ;Qué piensas si el
maestro utiliza un calco para la correccion?

Para la parte b) se puede prever que algunos alumnos respondan "rombo". ;Por qué? ;Coémo
reaccionarias a estas respuestas?

Comparar las competencias requeridas para realizar correctamente este pregunta con las de la
pregunta 1.

5.2. Analisis de actividades escolares ’

5.2.1. Construccion de un rectangulo

Un maestro propone a sus alumnos de 6° curso la actividad descrita en el documento adjunto,

en la que se pide dibujar distintos rectangulos.

1. Para cada uno de los seis ejercicios, describir un procedimiento de resolucion en el cual un
alumno podria pensar. Indicar para cada procedimiento las ideas geométricas sobre las
cuales se apoya y los instrumentos utilizados.

" Brousseau, G., Duval, A. y Vinrich, G. (1995). Thémes mathématiques pour la préparation du concours CRPE.
Talence: IREM d' Aquitaine.

517



J. D. Godino y F. Ruiz

2. (Cuales son las variables didacticas que intervienen en los diferentes ejercicios? ;jEn qué
sentido orientan la actividad de los alumnos?

3. El maestro considera este documento como un instrumento de evaluacion. ;Como puede
explotar esta prueba si no es considerada como una evaluacion final (de tipo sumativo)?

1) Reproduce el rectdnculo colocando un|4) Termina de dibujar un rectanculo

vértice en A ABCD con centro en O
| ] ] i
I ] |
|
n [
I | [v)
!
| A
|
] ] !
1A I I ] |
1 1] RN I !
| |1 | |
2) Reproduce el rectanculo colocando un |5) Construye un rectangulo de vértice A y
vértice en A centro O
T T v T vy T T T T O I T e
R NN Coo e g b
i T | L\t [ O T T O
WA Y NN
IRV K _ RN L Ll
AV el A N BT I
[ el T ; A ) B
IR il ; ) K P O [
I o RN
TR : A Y A N
TN ! - |.gi|v|&“5iaiill|
L bbbt IR 5 .
I [ ; RN
L L L 7 0 & 1 ¢ P TR
R O L O S S T o b i
R . B ST N S SR P T o ] E P b
R A T A S

3) Construye un rectangulo con vértice en | 6) Construye un rectangulo de centro O
A

5.2.2. Construcciones geométricas

El ejercicio adjunto tiene por consigna: "Reproduce la casa; ya se ha comenzado a dibujar un
trazo". Responde a las siguientes cuestiones:

1. ¢(En qué ciclo de la primaria situarias este ejercicio? Justifica la respuesta.

518



Figuras geométricas

2. (Cudles son los conocimientos y destrezas necesarias para realizar con ¢éxito este
ejercicio?
3. Si tuvieras que utilizar este ejercicio con tus alumnos,
a) /Qué medios de control pondrias al alcance de los nifios?
b) (Qué clase de ayuda darias a los nifios con dificultades?
¢) (Como utilizarias las producciones de los niflos, o sea, qué destacarias en el momento
de la sintesis de la secuencia?
4. (Qué ampliaciones podrias proponer a este ejercicio?
5. La casa se dibuja sobre papel blanco (no cuadriculado). La consigna del ejercicio es:
"Reproduce la casa con la ayuda de un compas, una regla no graduada y una escuadra".
a) Realiza el ejercicio. Indicar las principales etapas de su construccion.
b) (Qué conocimientos y destrezas son necesarias para poder realizar este ejercicio?
¢) (En qué ciclo de la escuela situarias este ejercicio? Justifica la respuesta.

A\ \

5.2.3. Multiplicidad de patrones de un solido

Para lograr que los nifios tomen conciencia de la multiplicidad de patrones (desarrollos)
que pueden permitir la construccion de un solido se les puede proponer el siguiente problema:
Se elige como sdlido la pirdmide regular de base cuadrada, es decir formada por un cuadrado
y cuatro triangulos equiléteros, y se pide realizar el mayor nimero posible de patrones. A
titulo de ejemplo, las figuras 1 y 2 representan dos patrones de dicha piramide:

Figura 1 Figura 2

1. Representar mediante un esquema a mano alzada otros tres patrones de la pirdmide de
base cuadrada.
2. Describir como organizar esta situacion de investigacion en una clase de primaria.
Sugerimos tener en cuenta la siguiente secuencia:
a) Presentar el desarrollo general, indicando las diferentes fases y sus caracteristicas.
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b)

©)

Para cada fase indicar la organizacion de la clase, el material puesto a disposicion
de los alumnos (en particular el que permita dibujar rapidamente las figuras) asi
como las consignas dadas.

Explicitar los conocimientos utilizados en esta actividad que deberan ser objeto de
institucionalizacion.

3. Explica si consideras que la actividad desarrollada reune las caracteristicas de una
"situacion-problema".

5.2.4. Caracterizacion de un patron

1. Analizar el ejercicio propuesto en el documento 1 adjunto.

a)
b)

Explicar apoyandote en ejemplos por qué se puede resolver el ejercicio sin tener
una comprension de lo que es un patréon.

Tratar de comprender las estrategias que podria utilizar a priori un nifio para
responder a esta cuestion.

2. Analizar el ejercicio propuesto en el documento n°® 2

a)
b)

(Cuales son los dibujos que no son patrones?

(Qué consignas suplementarias se pueden proponer para verificar que los nifios
son capaces de poder justificar la obtencion, o no, de la caja, a partir de las figuras
propuestas, sin hacer el recorte de la figura.

3. Balance comparativo de los objetivos de los dos ejercicios.
Para cada uno de los dos ejercicios, entre las propiedades de un sélido que permiten
caracterizarlo, indicar:

a)
b)

©)

aquellas que basta identificar para responder a la consigna,

la que es imposible confrontar para las dos representaciones dadas (perspectiva y
patron).

aquellas propiedades que, aunque aparezcan en las dos representaciones, no son
utilizadas en la resolucion del ejercicio.

DOCUMENTO 1
Se han representado 4 poliedros y 5 patrones de poliedros. Relacionar mediante
una flecha cada poliedro con el patron correspondiente.

DO PO
o5

4

ks XD
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DOCUMENTO 2
Se quiere construir una caja como la que se representa a continuacion:

Aqui debajo se muestran figuras recortables algunas de las cuales permiten

construir la caja propuesta. Sefiala las que efectivamente permiten hacer la
construccion.

E

5.3. Analisis de materiales didacticos
La cuadricula como instrumento geométrico®

1. El papel cuadriculado se considera como un "instrumento" en geometria. ;Por qué?
(Cuales son los restantes instrumentos en el estudio de la geometria?

2. (En qué se diferencia la geometria sobre 'papel blanco' respecto de la geometria en papel
cuadriculado?

3. Estos son dos ejercicios de un libro de primaria:
a) Observa esta figura y reproduacela sobre papel cuadriculado:

¥ Brousseau, G., Duval, A. y Vinrich, G. (1995). Thémes mathématiques pour la préparation du concours CRPE.
Talence: IREM d' Aquitaine.
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b) Oserva esta figura y reproducela sobre papel blanco:

(Qué competencias (conocimientos y destrezas) debe poseer el nifio para resolver cada uno de
estos dos ejercicios?
(Por qué se ha utilizado papel blanco o cuadriculado en cada caso?

5.4. Analisis de textos escolares. Diseno de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizastes personalmente, o bien los de algin familiar o
amigo).

- Estudia el desarrollo del tema de “Figuras geométricas” en dichos niveles.

- Indica en qué curso se inicia y cuando termina.

- Busca algln tipo de problema o tarea que consideres no esta representado en la muestra de
problemas que hemos seleccionado como actividad introductoria del estudio de este tema.

- Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

- Describe los cambios que introducirias en el disefio las lecciones propuestas para los
cursos de primaria.
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A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS
EN PRIMARIA

Consigna:

Los enunciados que se incluyen a continuacion han sido tomados de libros de texto de
primaria. Para cada uno de ellos,

1. Resuelve los problemas propuestos.

2. Indica los conceptos y procedimientos matematicos que se ponen en juego en la
solucion.

3. Clasifica los enunciados en tres grupos segun el grado de dificultad que les atribuyes
(facil, intermedio, dificil).

4. Para cada problema enuncia otros dos del mismo tipo, cambiando las variables de la
tarea, de manera que uno te parezca mas facil de resolver y otro mas dificil.

5. (Piensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensibles para los
alumnos de primaria? Propén un enunciado alternativo para aquellos ejercicios que
no te parezcan suficientemente claros para los alumnos.

Enunciados de problemas incluidos en libros de primaria:

1. {Cudles de estas figuras tienen eje de 2. Calca esta figura, dobla por la linea
simetria? gruesa y recorta. /Qué se obtiene?

3. (En qué poligonos de la figura la linea de trazos no es un eje de simetria? (4° Curso)

4. Dibuja un tridngulo y un cuadrilatero que no tengan eje de simetria.
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5. Dibuja la otra mitad de estas 6. Dibuja la figura simétrica respecto
figuras para que sean simétricas  del eje de simetria sefialado

LETRAS SIMETRICAS
Observa el dibujo y contesta.

roja * ;Qué letra es la simétrica de la letra p

p respecto de la recta roja?
* ;Qué letra es la simétrica de la letra p

azul respecto de la recta azul?
* ;Qué letra es la simétrica de la letra q

respecto de la recta roja?

Escribe las siguientes letras y traza en cada una de ellas un eje de simetria.

A B V. T E M

i Escribe otras cuatro letras que tengan algun eje de simetria.
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@mvaemtmmmmdmmhﬂm * Giro ele 45"
locado un cuadrado de cartuling, * Al :30' el
Vamos a mover la cartuling mediante dis- = Ft:"rw;n 1o
tintos giros. b

de las agujas

Fijate en el giro que ha electuado Miguel:

* ¢Qué giro llevaria el cuadro de cartuling — « ¥ qué giro levars
desde la posicisn iniclal a esta posicion? iau‘}n giro s L R

Dibuja el tablero y la posicion del cuadro de cartulina tras los siguientes
movimientos:
a) Giro de 90° alrededor del punto A en sentido de las agujas del reloj.
b) Giro de 45° alrededor del punto E en sentido contrario a las agujas del reloj.
c¢) Giro de 90° alrededor del punto D en sentido contrario a las agujas del relo;j.
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B: Conocimientos Matematicos

1. MOVIMIENTOS RIGIDOS: TRASLACIONES, GIROS, SIMETRIAS,
COMPOSICION DE MOVIMIENTOS

Imaginemos que cada punto P del plano se "mueve" hasta una nueva posicion P'
sobre el mismo plano. P' es la imagen de P y éste el original o preimagen de P'. Si a
puntos P y Q distintos les corresponden iméagenes P' y Q' distintas, y todo punto tiene
una unica preimagen decimos que la correspondencia establecida entre los puntos del
plano es una transformacion del plano.

Movimientos rigidos del plano

Una transformacion del plano se dice que es un movimiento rigido si y solo si la
distancia entre cualquier par de puntos P y Q es la misma que la distancia entre sus
imagenes en dicha transformacion, esto es, PQ = P'Q’, para todo par de puntos P y Q.

Los movimientos rigidos también se llaman isometrias debido a que conservan la
forma y medidas de las figuras. Un modelo fisico que permite materializar los
movimientos rigidos del plano se puede hacer mediante una hoja de transparencias. Si
tenemos cualquier figura sobre una hoja y hacemos una transparencia de dicha figura, el
original y la transparencia son congruentes. La transparencia la podemos mover en una
direccion, girar sobre un punto fijo, o darle la vuelta alrededor de una recta fija. En
todos estos casos se obtiene una nueva figura colocada en una posicion diferente, pero
la forma y dimensiones de la figura original no cambian.

Hay tres movimientos rigidos del plano bésicos: traslaciones, giros y simetrias.

1.1. Traslaciones

Una traslacion es el movimiento rigido en el que todos los puntos del plano se

mueven en la misma direccion C

y la misma distancia. En la C

figura 1 el triangulo ABC se A B

transforma en el A’B’C’ como B’
consecuencia de la traslacion | Fig, | A’

definida por el vector de
origen el punto A y extremo A’. Una traslacion queda determinada dando un vector que
especifique la direccion en la que se trasladan todos los puntos del plano y la distancia a
la cual se trasladan, que es el modulo del vector (distancia entre el origen y el extremo)

1.2. Giros

El giro o rotacion es otro de los movimientos rigidos basicos. Consiste en girar
todos los puntos del plano alrededor de un punto fijo (centro del giro) un cierto angulo
que sera el angulo de giro. En la figura 2 hemos representado sobre una supuesta hoja
de papel el tridngulo ABC, el segmento PQ y el dibujo de una mano (EGF) . Al aplicar
un giro a dicha hoja alrededor del punto fijo O y de amplitud 120° en el sentido
contrario a las agujas del reloj se obtienen como imagenes transformadas las figuras
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A’B’C’, P’Q’, y la mano E’G’F’. Esta transformacion se puede ejemplificar usando una
hoja de transparencias para materializar las imagenes obtenidas al girar la hoja
manteniendo fijo el punto O.

Fig. 2

Un giro queda determinado al dar el centro O y la amplitud a del angulo orientado
correspondiente. Se considera que el giro es positivo si se produce en sentido contrario a
las agujas del reloj y negativo cuando se hace en el sentido de las agujas del reloj. En un
giro solo se tienen en cuenta las posiciones iniciales y finales de los puntos.

Ejercicio:
1. Encontrar la imagen de cada figura al aplicarle el giro indicado:

a) Giro de 90° alrededor de P b) Giro de 180° sobre Q  ¢) Giro de —90° sobre R

E
¢ o~ ..
D~ /[ G__MH
e /| 180°
9;0(: / \ > / R*907
p A B \
\o/ /
F . 1

1.3. Simetrias

La simetria o reflexion sobre un espejo es el
movimiento rigido del plano que se produce fijando
una recta r del plano y hallando para cada punto P
otro punto P’ de tal manera que la recta » es mediatriz
del segmento PP’. Esto quiere decir que r es
perpendicular a PP’ y que pasa por el punto medio del
segmento PP’.

Fig. 3

Se puede observar que una simetria invierte la orientacion de las figuras: los puntos
que estan a la derecha del eje de simetria pasan a estar a la izquierda después de la
transformacion, y los que estan a la izquierda pasan a la derecha.
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Ejercicio:

2. Trazar la figura simétrica de la “bandera” respecto de la recta m:

1.4. Composicion de isometrias: la simetria con deslizamiento

Cualquier par de los movimientos considerados hasta ahora, traslaciones, giros y
simetrias se pueden aplicar sucesivamente, esto es, primero se aplica uno y a la figura
transformada se le aplica el segundo movimiento. La transformacion que Unica que
permite pasar de la primera figura a la Gltima se dice que es la composicion de los
movimientos dados. Se llama simetria con deslizamiento a la composicion de una
simetria y una traslacion.

Ejercicio:

3. Comprobar y demostrar las siguientes proposiciones:
a) El resultado neto de dos simetrias sucesivas es una traslacion si las ejes de simetria son
paralelos, o un giro, si los ejes se cortan.

b) El resultado neto de la aplicacion de tres simetrias de ejes e, €, y €; es equivalente a:
- una simetria, si e}, € y € son paralelos o concurrentes, o bien,
- una simetria con deslizamiento, si e;, € y €; no son paralelos ni concurrentes.

¢) Cualquier movimiento rigido del plano es equivalente a uno de los cuatro movimientos
rigidos basicos: una traslacion, un giro, una simetria o una simetria con deslizamiento.

Los movimientos rigidos tienen muchas aplicaciones en geometria. Por ejemplo, la
definicion informal de congruencia, "tener la misma forma y tamano" se puede precisar
del siguiente modo:

Definicion: Figuras congruentes

Dos figuras son congruentes si y solo si, una figura es la imagen de la otra
mediante un movimiento rigido.
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2. PATRONES Y SIMETRIAS

La simetria es un principio universal de organizacion y de la forma. El arco de
circunferencia formado por el arco iris y las simetrias exagonales de los cristales de
hielo son expresiones visibles de la simetria de muchos procesos fisicos del universo.
La simetria es una especie de norma en la naturaleza y no una excepcion. Todas las
culturas humanas, hasta las mas primitivas han desarrollado una comprension intuitiva
de los conceptos basicos de la simetria. Las decoraciones encontradas en las ceramicas,
paredes de templos, armas, instrumentos musicales, etc. Incorporan, con mucha
frecuencia, elementos simétricos. Incluso la musica, la poesia y la danza incorporan
frecuentemente la simetria en su estructura interna.

Simetria de una figura plana

Una simetria de una figura plana es cualquier movimiento rigido del plano que
hace coincidir todos los puntos de la figura con otros puntos de la misma figura. Esto es,
todos los puntos P de la figura son transformados por el movimiento en otros puntos P'
que son también puntos de la figura. El movimiento identidad es una simetria de
cualquier figura, pero en general interesa identificar otros movimientos de simetria que
no sean la identidad. Como consecuencia de una simetria que no sea la identidad
algunos puntos de la figura se mueven hacia otras nuevas posiciones en la propia figura,
aunque la figura en su conjunto aparezca inalterada en el movimiento.

El teorema de clasificacion que hemos enunciado nos dice que existen cuatro
movimientos rigidos basicos del plano (traslaciones, giros, simetrias y simetrias con
deslizamiento). Por tanto, toda simetria de una figura es uno de estos cuatro
movimientos basicos, y las propiedades de simetria de una figura se pueden describir
completamente listando las simetrias de cada tipo.

2.1. Simetria axial

Se dice que una figura tiene simetria por reflexion si hay una recta que pasa por la
figura que es un eje de simetria de la figura, esto es, el movimiento de simetria sobre
dicho eje hace coincidir la figura consigo misma de manera global.
Ejercicio:

4. ;Cuantas lineas de simetria tienen las siguientes letras?:
(a) () (¢) (d)

N O X

2.2. Simetria rotacional
Se dice que una figura tiene simetria rotacional si la figura coincide consigo misma

cuando se gira un cierto angulo entre 0° y 360° alrededor de un cierto punto. El centro
de giro es el centro de rotacion de la figura.
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Ejercicio:

5. Determinar los angulos de las simetrias rotacionales de estas figuras:

(@) (b) (c) ()

O =0 @

2.3. Simetria central

Una figura tiene simetria puntual si existe una simetria por rotacion de 180° sobre
algin punto O. Esto implica que al darle media vuelta a la figura coincide consigo
misma de manera global, y cada punto P de la figura tiene un punto correspondiente P’
de la figura que esté en direccion opuesta en el giro de centro O.

Ejercicio:

6. (Qué letras, escritas en mayuscula, tienen simetria puntual?

2.4. Cubrimientos regulares del plano. Frisos y mosaicos

Llamamos cubrimiento regular del plano al resultado de someter a una figura dada
a repeticiones (isometrias planas) de forma que el plano quede recubierto de dichas
figuras sin dejar huecos y sin que haya solapamientos. Si a una figura la sometemos a
traslaciones en una sola direcciébn obtenemos los frisos, y si la sometemos a dos
traslaciones de direcciones distintas se obtienen los mosaicos. Tanto los frisos como los
mosaicos constituyen patrones geométricos, es decir, formas que se obtienen mediante
una figura generadora (figura minima) a la que se le aplica un grupo de
transformaciones.

Los patrones geométricos son usados frecuentemente en motivos decorativos de
paredes, alfombras, etc. Es necesario mostrar un fragmento de tamafio suficiente para
mostrar el motivo que se repite indefinidamente.

Un patréon puede tener otras simetrias ademas de la simetria por traslacion. Sin
embargo, las posibilidades son limitadas. Por ejemplo, la tinica simetria rotacional de un
friso es media vuelta. El hecho de que solo ciertas simetrias pueden coexistir en un
patron hace posible clasificar los tipos de simetrias de los patrones. En particular, se ha
demostrado que hay soélo siete tipos de frisos, y diecisiete tipos de mosaicos.

534




Transformaciones geométricas

Clasificacion de frisos y mosaicos

Existen diversas notaciones para nombrar los siete tipos de cenefas o frisos que

existen. Una de ellas viene dada por un par de caracteres cuyo significado resumimos en

la tabla siguiente:

Primera letra

‘ Segunda letra

|m = simetria vertical

|m = simetria horizontal

|1 = no simetria vertical |g = simetria con deslizamiento

|2 = simetria central

|1 = no simetria adicional

Mostramos un ejemplo de cada uno de los siete tipos de frisos realizados por nifios:

N2

i

by

AV

|6

AV

b

X¥XERE%

YVVVVY

mm (reflexion vertical y horizontal)

X— mg (reflexion vertical y deslizamiento)

m1l (solamente reflexion vertical )

o

T <%
¥ <F<F

Im (solamente reflexion horizontal)

1g (solamente deslizamiento)

535



J. D. Godino y F. Ruiz

A\ \ 4

12 (solamente simetria central)

11 (sin simetria)

De igual modo, si en lugar de efectuar traslaciones en una sola direccion lo
hacemos en dos direcciones distintas, obtenemos los llamados grupos cristalograficos
planos, pues éste es un problema que se origina en la Cristalografia, habiendo sido
estudiado por el cristalografo ruso Fedorov. Solamente existen 17 formas de cubrir el
plano indefinidamente de manera periddica regular. Estos mosaicos también se llaman
en inglés “grupos de papel pintado” (wallpaper groups) ya que los empapelados de
paredes pertenecen a alguna de estas clases. Encontramos un ejemplo al menos de estos
teselados en la Alhambra. El artista holandés M.C. Escher se interes6 mucho por la
“division regular del plano”, y en su obra se pueden apreciar ejemplos de diversos
grupos cristalograficos.

La notacion de cada una de estas formas es algo mas compleja, y tiene en
cuenta, ademds de las transformaciones que intervienen, las reticulas poligonales
subyacentes.

Algunos ejemplos de mosaicos que existen en la Alhambra:
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3. PROPORCIONALIDAD GEOMETRICA. TEOREMA DE THALES
3.1. Medida y razon de segmentos

En la figura 4 vemos que los nifios
estan midiendo la sombra del arbol, la
distancia entre A y C. Supongamos que
la longitud de la sombra mide 6 metros.
Esto quiere decir que necesitamos
poner, de manera contigua y alineados,
6 trozos de una longitud que llamamos
metro.

En esta situacion de medida
podemos decir que la razon entre la
longitud de la sombra y la longitud del
metro esde 6 a 1.
En general, el proceso de medir -1
una longitud consiste en encontrar el ™ ..:."_ i
numero de veces que tenemos que usar | q" SF
otra longitud, tomada como unidad, 5 r'_ o
para cubrir la longitud dada siguiendo ) B
una técnica precisa. La medida que se 1184
obtiene depende de la unidad elegida, y puede ser un niumero natural, racional, o
irracional, como ocurre cuando tratamos de medir la longitud de la diagonal de un
cuadrado usando el lado como unidad.
Razon de segmentos
Si elejimos un segmento # como unidad de medida podemos asignar a
cualquier otro segmento un numero real, que serd su medida con la unidad u. La
razén entre dos segmentos se define como la razon numérica entre sus
respectivas medidas usando una unidad determinada. Simbolicamente,
PO = M, donde my(PQ) , my(RS) indica las medidas de los
RS  m,(RS)
segmentos PQ, RS con la unidad u.
En el caso de la figura 5 la medida de PQ
usando la unidad u es 8, y la del segmento RS e
es 5. Por tanto la razon entre ambos segmentos mPQ] - 8 —
es 8/5, que serd la medida racional de PQ y
usando RS como unidad, o sea, se puede
escribir: PQ =(8/5).RS ettt
R S
Fig.5 * m[RS] =5

Ejercicio:

7. Supongamos que dos segmentos cualesquiera se miden con una unidad u; y se
calcula la razon entre ambos. ;Qué le ocurre a dicha razon si ambos segmentos se
miden con otra unidad u, tal que u,=2.u,?
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En la figura 4 los nifios estan midiendo la longitud de la sombra del 4rbol
y también la longitud de la sombra de un baston. ;Qué pretenden hacer? ;Qué
hardn con las medidas? Parece que han estudiado geometria y saben que existe
una relacion entre la razon de las longitudes de las sombras y los objetos que las
proyectan: Ambas razones son siempre iguales:
AB _ DE

AC DF
En este tipo de situaciones decimos que las longitudes de las sombras son
proporcionales a las longitudes de los objetos: si un objeto tiene doble, triple, ...,
altura que otro, su sombra también serd doble, triple, ..., que la del otro.
En nuestro ejemplo, si el baston mide 1 m., su sombra 1’2 m. y la sombra
del arbol 6 m., tendremos,

% = % , de donde se obtiene que la altura del arbol, x = 5 metros.

Se dice que dos pares de segmentos son proporcionales si las razones que se
establecen entre cada par son iguales.

La proporcionalidad entre las longitudes de los objetos y sus sombras se
basa en que los rayos del sol se pueden considerar que inciden de forma paralela,
dada la gran distancia a que se encuentra el sol. Veamos, a continuacion, la
explicacion matemdtica de la propiedad que permite calcular distancias y
longitudes de objetos en circunstancias similares a la descrita.

3.2. Proyecciones paralelas

Consideremos dos rectas concurrentes a y a’ en el punto O, y sea b otra
recta en una direccidn cualquiera, no
paralela ni a a ni a a’, como se muestra en
la figura adjunta. Sean los puntos P, Q, R,
S de la recta a situados a distancias
arbitrarias de O. Tracemos rectas

paralelas a la recta b que pasen
precisamente por los puntos P, Q, R, S.
Esas rectas cortan a la recta a’ en los
puntos P', Q', R', S', respectivamente.

Para cualquier punto de la recta a se
puede trazar una paralela a b que cortard a @' en otro punto. De esta manera se
establece una aplicacion biyectiva que asocia a cada punto de la recta @ un punto
de la recta a'. La proyeccion paralela de un segmento es el segmento formado
por las proyecciones de los extremos del segmento original.

Designemos esta aplicacion biyectiva con la notacion pp (abreviatura de
proyeccion paralela). Esta aplicacion cumple las siguientes propiedades:
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1) Si dos segmentos son iguales, también lo seran sus proyecciones paralelas,
o sea, si PQ = QR entonces
pp(PQ) =pp(QR)

Esta propiedad se justifica
observando la figura 7. Si las rectas
estdn  igualmente  espaciadas  los
tridngulos ~ sombreados  obtenidos
trazando por P’, Q’, R’, rectas
paralelas a a son iguales, lo que
implica que P’Q” = Q’R’.

2) La proyeccion paralela de la suma Fig. 7
de dos segmentos de la recta a es igual a la suma de las proyecciones paralelas
de dichos segmentos sobre la recta a’, o sea,
pp(PQ + QR) =pp(PQ) + pp(QR) =P'Q'+ Q'R’
En efecto, pp(PQ+QR) = pp(PR) = P’R’ =P’Q’+Q’'R” = pp(PQ) +pp(QR)

De estas propiedades se deriva que si la serie de segmentos PQ, QR, RS,
... son congruentes, también lo seran los segmentos P’Q’, Q’R’, R’S’, ..., y que
st la razon de las longitudes entre dos segmentos es 7, la razon entre los
segmentos proyectados también sera r.

En general se cumple que la proyeccion paralela del segmento obtenido
al multiplicar la longitud del segmento PQ por cualquier nimero real » es el
segmento que se obtiene al multiplicar por » la longitud del segmento P'Q'.
Simbolicamente, pp(r.PQ) = r.P'Q".

Si sobre la recta a hemos
elegido una unidad de medida u y
sobre la recta a’ la unidad u’
podemos establecer una proyeccion
paralela que haga corresponder
dichas unidades. Las propiedades
mencionadas de las proyecciones
paralelas permiten afirmar que si la
medida del segmento PQ es u p ) o
m,(PQ), la medida del segmento
proyectado P’Q’ con la unidad u’, my(P’Q’), sera la misma, ya que tales
medidas son las razones entre los segmentos y las unidades de medida
correspondientes.

3.3. Teorema de Thales

Los segmentos homologos en la
proyeccion paralela que se establece
cuando dos rectas distintas a y a’ son
cortadas por un haz de rectas paralelas son
proporcionales (ver figura adjunta).
Simbélicamente,
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PQ _ PVQV
RS R'S' Fig. 9
En efecto, la razon entre los segmentos PQ y RS quiere aecir que existe un
nimero real k tal que PQ =k.RS; este nimero k no es sino la medida de PQ
usando RS como unidad. Si aplicamos una proyeccion paralela a los segmentos
de la recta a, se verificara,
pp(PQ) = pp(k.RS) = k.pp(RS); o sea, P’Q’ = k.R’S’, relacion que se

PV '

expresa también en forma de razon: - =k, lo que prueba el enunciado del

RV

teorema de Thales.
Una consecuencia del teorema de Thales

Toda paralela a un lado de un triangulo determina con los otros dos un
nuevo triangulo cuyos lados son proporcionales a los del primero.

En efecto, si en el triangulo ABC trazamos
una paralela MN al lado BC, por el teorema de Thales
se cumple:

AM _ AN
T
AB  AC
Trazando por N una paralela AB, por el mismo

teorema de Thales, tenemos:

A
M/\N
B C
A
AN _BP _MN
(2) — s = y
AC BC BC M
/\c

De las expresiones (1) y (2) se deduce,
AM _ AN _MN E‘
AB AC BC
que es el expresion simbolica de la propiedad enunciada. Fig. 10

Ejercicios:

8. Encontrar la medida del segmento EC conociendo que:

BC||DE, |AB[=9cm, DA|=6cm, |AC|=15cm i
D
B
&

A
E
. . C
9. Encontrar la medida del segmento AC conociendo que:
E
C

DE|BC, medida del angulo EDA=90°, |AD|=2cm, |DE|=3cm y
IBC|=18cm

]

B ©
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10. Dividir un segmento en 3 partes de igual medida.
11. Dividir un segmento AB en la razén 2:3

12. Calcula la medida del segmento EF si E y F dividen respectivamente los lados AC y BC del
triangulo ABC, en la razén 2:3 siendo AE mas largo que EC.

Hcm

13. Si la razén entre la diagonal de un rectangulo y su lado mayor es 5:4, entonces /en qué
razon estan el lado mayor con el lado menor del rectangulo?. Explicar el procedimiento
realizado.

14. La sombra de un rascacielos en un determinado momento del dia mide 192 m. Si en el
mismo instante y lugar la sombra de una sefal de trafico de 2’5 m de altura, mide 1°5 m, ;Cual
es la altura del rascacielos?

15. A un incendio producido en un hospital acude la unidad de bomberos con una escalera de 32
m de longitud que consta de 80 peldanos distribuidos uniformemente. Al apoyar la escalera
sobre la fachada del edificio se observa que el primer peldafio se encuentra a 30 cm del suelo.

a) ;Qué altura del edificio alcanzara la escalera?

b) Si el fuego se halla en la quinta planta, y cada planta tiene 4’5 m de altura, ;podran ser
rescatados los enfernos que alli se encuentren?

c) Puesto que las llamas ascienden hacia arriba, jes posible con dicha escalera evacuar las siete
plantas de que consta el hospital?
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4. TRANSFORMACIONES DE SEMEJANZA

El concepto de movimiento rigido se ha usado para definir de manera precisa la
nocion de congruencia de figuras, que suele describirse de manera informal como
“figuras que tienen el mismo tamafio y la misma forma”. La nocion informal de figuras
semejantes como las que tienen la misma forma puede ser precisada utilizando las
transformaciones del plano que se conocen como homotecias y semejanzas.

4.1. Homotecias (transformaciones de tamaiio)

Definicion:

Sea O un punto del plano y k un niimero real positivo (Fig. 11). Una homotecia de
centro O y factor de escala k es la transformacion geométrica que transforma cada punto
P del plano, distinto de O en el punto P' situado en la semirrecta OP de tal manera que
OP' = k.OP, y deja invariante el punto O. La figura adjunta muestra dos ejemplos de
tales transformaciones. En la a) el factor de escala es mayor que 1 y en la b) es menor
que 1.

PI
/’
e
0'/“\\\\ .
Q\§\§»“*o
Fig. 11 o’
@ O 00
oP 0Q

Cuando el factor de escala es mayor que 1, la imagen de una figura por la
transformacion serd de mayo tamafio que el original, y se dird que la transformacion es
una expansion. Si k <1 la transformacion de tamafio es una contraccion. Si k = 1, todos
los puntos permanecen en su misma posicion, o sea, P = P' para todos los puntos, y la
transformacion de tamafio es la identidad.

Teorema: Cambio de distancia bajo una homotecia
La distancia entre las imagenes de cualquier par de puntos es k veces la distancia entre

sus respectivas preimagenes. Esto es, para cualquier par de puntos Py Q, P'Q' = k.PQ.

Demostracion:

Por la definicion de homotecia se tiene que OQ’ =kOQ,
y que OP’ = kOP. Los triangulos formados tienen dos
lados comunes y el mismo angulo en O, luego son
semejantes. De aqui se deduce que Q’P’ = kQP.
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Ejercicio:
16. Demostrar las siguientes propiedades de invariancia de las homotecias:

a) Los segmentos se transforman en segmentos paralelos.

b) Las rectas y semirectas se transforman en rectas y semirectas paralelas
c¢) La imagen de un dngulo es otro angulo congruente.

d) Se conserva la razon entre distancias.

4.2. Semejanzas

Definicion:

Diremos que una transformacion es de semejanza si y solo si es una secuencia de
homotecias (transformaciones de tamafio) y movimientos rigidos.

La figura 13 muestra la transformacién de semejanza del triangulo ABC obtenida
como composicion sucesiva de la homotecia de centro O, seguida de la simetria de eje /,
y seguida finalmente por otra homotecia de centro P.

Definicion: Figuras semejantes
Dos figuras F y G se dice que son semejantes, lo que se escribe F ~ G, si y solo si,
existe una transformacion de semejanza que transforma una figura en la otra.

Ejercicio:
17. Mostrar que la letra F pequefia de la figura es semejante a la letra F grande
girada:

s
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5. MOVIMIENTOS Y GEOMETRIA DE COORDENADAS. ESTUDIO
DINAMICO CON RECURSOS EN INTERNET

En la pagina web del Proyecto Descartes, http://www.cnice.mecd.es/Descartes/ ,
encontramos recursos dindmicos que permiten explorar las propiedades de las
traslaciones, giros y simetrias. En el indice del proyecto,
http://www.cnice.mecd.es/Descartes/indice_ud.htm
encontramos tres entradas para el estudio de la semejanza, movimientos en el plano y
las teselaciones. En el apartado de Aplicaciones,
http://www.cnice.mecd.es/Descartes/indice_aplicaciones.htm#movimientos
encontramos los siguientes recursos:

TITULO
Teorema de Thales
Semejanza de triangulos

Vectores y traslaciones

Movimientos en el plano

Movimientos en el plano (sobre puntos, segmentos, rectas y
angulos)

Movimientos en el plano (sobre un cuadrado). Coordenadas
Movimientos en el plano (vectores)

Semejanzas en el plano

Semejanzas
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6. TALLER MATEMATICO

1. Dibujar poligonos con las siguientes simetrias, si es posible.
a) Un eje de simetria pero ninguna simetria rotacional.

b) Simetria rotacional pero ninguna simetria axial.

¢) Un eje de simetria y una simetria rotacional.

2. (Cudl es el movimiento rigido equivalente a dos medias vueltas (giros de 180°)
realizadas sucesivamente sobre dos puntos O; y O,?. (Explica mediante esquemas la
solucion; puede ser 1til representar con una letra la distancia entre los centros de giro).

3. Para cada una de las figuras adjuntas determinar:

a) los ejes de simetrias;
b) los angulos de las simetrias de rotacion que tengan

@ ()
C S (©

(

el

4. Dibuja la figura adjunta de tal manera que el tridngulo ABC sea congruente al

A’B’C.
A
A’
B X
C B’

a) Usar un espejo (u otra herramienta de dibujo) para trazar la recta m; de manera que
A’ sea el punto simétrico del A. Dibujar también las imagenes del B y C mediante my y
nombrarlas como B; y C;.

b) Dibujar la recta m, de manera que B, sea el simétrico de B’. ;Cual es la imagen de C;
sobre m,?.

c) Usar las rectas m; y m, para describir el movimiento rigido que transforma el
triangulo ABC en el A’B’C’.

5. Describir las simetrias en los siguientes patrones planos formados repiendo letras
mayusculas. Para las simetrias de rotacion dar el centro de giro y la amplitud del angulo
de giro. Para las simetrias y simetrias con deslizamiento dar las direcciones de los ejes y
los vectores correspondientes.

a) A A A A B)E E E E |CON N N N
A A A A E E E E N N N N
A A A A E E E E N N N N
A A A A E E E E N N NN
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ddZ N Z N e) p 9 p ¢ f) E E E E
N Z N Z d bd b E E E E
Z N Z N P 9 p q E E E E
N Z N Z d b d b E E E E

6. En la figura adjunta se representa un fragmento de un recubrimiento del plano
elaborado por M. C. Escher. Se han marcado tres peces grandes con las letras F, G. y H.
a) ¢/ Qué tipo de movimiento rigido hace coincidir F con G?

b) Qué tipo de movimiento rigido hace coincidir F con H?

7. En la figura adjunta, el cuadrado A'B'C'D' se ha obtenido girando el cuadrado ABCD

45° alrededor del punto O. (el segmento AB =
A'B") B

F G
Propiedades de la figura: Al B!
a) (Como son los triangulos FBG, GB'H, HCI,
IC'J, JDK, ...2 E H
b) Desmostrar que los puntos A, A', B, B', C, x0 ¢
C, D, D' estan sobre wuna misma L I
circunferencia. D! K .I/ C'
c) (Es regular el octogono EFGHIJKL?. \/
Justificar la respuesta.
d) (Cuantos ejes de simetria tiene esta figura?
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8. Una empresa ha disefiado un juego para nifios que permite armar figuras como la del
dibujo a). Las piezas y sus medidas son las indicadas en b)

a) b)

A @ radic b cm

ﬁ@z N

jem Zem fem

10 2m
&em
5

Por diversas razones, la empresa decide agrandar estas piezas con el siguiente
criterio: lo que mide 5 cm pasard a medir 8 cm; el resto de las medidas se deben ajustar
a ese criterio para mantener la proporcion. Disefiar en cartulina las piezas del juego ya
ampliado. Analizar y comentar los procedimientos utilizados. ;Cudl fue la pieza que
ofrecié mayor (o menor) dificultad para rehacerla?

9. Distancias o alturas aplicando la semejanza
Los dibujos siguientes ilustran diversas maneras, utilizadas habitualmente por los
guias y scouts, para estimar alturas y distancias. Justificar los distintos procedimientos.

a) Con un espajo

-
A

e

En este caso, es necesario que la persona pueda observar el extremo superior del arbol
reflejado en el espejo.

Mirando con un solo 0jo, se cubre la altura del arbol con una varita o un lapiz
que se sostiene en la mano. Girar la mano en 90° y que una persona se ubique en el
punto que corresponde al extremo libre de la varita.
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