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PRÓLOGO DE LA EDICIÓN IMPRESA

El libro que tiene en sus manos es el resultado de un largo y azaroso proceso, casi
siempre a punto de naufragar, que pretendía producir el texto del que nos hubiese gustado
disponer para impartir docencia sobre comunicaciones digitales y que no encontrábamos.
No imaginábamos, en aquel tiempo lejano, la magnitud del esfuerzo necesariopara llevar a
buen puerto este proyecto.

La estructura y el estilo narrativo del libro están orientados hacia su usocomo manual de
aprendizaje. Hemos intentado, sin abandonar el rigor, acomodar la extensión de cada tema,
método o herramienta conforme a la dificultad de su aprendizaje según nos dicta nuestra
experiencia. Esta orientación puede ocasionar que el lector eche en falta algún contenido
que resulta común en otros textos con vocación de manual de referencia de comunicaciones
digitales. Un apartado al final de cada capítulo trata de guiar al lector ofreciendo una serie
de referencias donde poder profundizar en lo aquí expuesto.

En este libro se tratan la mayor parte de los contenidos sobre comunicacionesdigita-
les que actualmente se imparten en una titulación como Ingeniería de Telecomunicación,
y particularmente pretende posibilitar al alumno la comprensión de los actuales sistemas y
estándares de comunicaciones. Tras un par de capítulos donde se repasan los resultados de
señales y sistemas y probabilidad y procesos estocásticos más relevantes para las comuni-
caciones digitales, se aborda el estudio de los fundamentos de la modulacióny la detección.
A partir de aquí se procede de forma sistemática con el análisis de las modulaciones linea-
les monoportadora, el diseño de receptores para este tipo de modulaciones cuando el canal
introduce distorsión, las modulaciones de fase y frecuencia, las modulaciones multiporta-
dora y las modulaciones de espectro ensanchado y, por último, los límites establecidos por
la Teoría de la Información. El libro concluye con el estudio de las técnica de protección
contra errores y las técnicas de sincronización. Se abarcan así las técnicas de modulación,
codificación y diseño de receptores de la práctica totalidad de sistemas y estándares de co-
municaciones digitales sobre medios conductores o transmisión inalámbrica, tales como
UMTS, DVB, ADSL, Wi-Fi (IEEE 802.11x), WiMAX (IEEE 802.16x), Bluetooth o Zigbee
(IEEE 802.15.4), por poner algunos ejemplos.

Además de algunas técnicas concretas empleadas en los sistemas actuales, como los
códigos Reed-Muller, los barajadores convolucionales o las modulaciones PPM (“Pulse Po-
sition Modulation”) que no se estudian en este texto, en este libro no se abordan las co-
municaciones inalámbricas en canales con desvanecimiento, las comunicaciones digitales
ópticas ni las técnicas de codificación de fuente, que en ocasiones son tratadas en textos con
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nombres similares al nuestro.
Pueden configurarse distintos cursos empleando este libro. Podemos programar un curso

de introducción a las comunicaciones digitales con material seleccionado de los capítulos
de señales y sistemas y probabilidad y procesos estocásticos en función del nivel de forma-
ción de los alumnos, el tema de modulación y detección en canales gausianos yel tema de
límites en comunicaciones digitales. Podemos también programar un curso basándonos los
temas de modulaciones lineales, la primera parte del capítulo de detección en canales con
interferencia intersimbólica, las modulaciones de fase y frecuencia, las modulaciones multi-
portadora y las modulaciones de espectro ensanchado y parte de las técnicas de codificación
para protección contra errores. Podemos programar un curso de técnicas de tratamiento digi-
tal de señales en comunicaciones con la segunda mitad del capítulo de detección en canales
con interferencia intersimbólica, los receptores para modulaciones de espectro ensanchado
y los receptores multiusuario y el capítulo de sincronización. También pueden programarse
cursos en base a capítulos completos que exploren de forma sistemática el texto.

Este libro no habría visto la luz de no haber sido por algunos Profesores que contribu-
yeron a modernizar el estudio de las comunicaciones digitales en España mediante un uso
sistemático de técnicas de tratamiento estadístico de señales y de quienes nos considera-
mos discípulos. A Aníbal R. Figueiras Vidal y Miguel Ángel Lagunas Hernández, nuestro
sincero agradecimiento.

Agradecemos a Alberto Prieto, de la empresa Tredess 2010, José Luis Ledo, de Gsertel,
Modesto Gómez y Justo Rodal, de Televés, y Fidel García Pedraja, primeroen Telettra
España y posteriormente en Alcatel el habernos ayudado a convertir enproductos nuestros
conocimientos. Un agradecimiento muy especial es para José Luis Fernández Carnero, de
Televés, quien hace dieciséis años intuyó el potencial de las comunicaciones digitales y
creyó en nosotros como investigadores.

Queremos agradecer la labor de revisión de partes de libro y las sugerencias realiza-
das por Emilio Parrado Hernández, José Luis Alba Castro, José Emilio Vila Forcén, Mar-
cos Martín Fernández, Verónica Santalla del Río, Juan José Murillo Fuentes, Francisco Ja-
vier Payán Somet, Luis Pérez Freire, Ignacio Santamaría Caballero, JuanRamón Troncoso
Pastoriza, Mario de Prado Cumplido, Harold Molina Bulla, Joaquín Míguez Arenas, Luis
Castedo Ribas, José Miguel Leiva Murillo, Santiago Zazo Bello, Pedro Comesaña Alfaro,
Sergio Cruces Álvarez, Ángel María Bravo Santos, Óscar W. Márquez Flórez, María Julia
Fernández-Getino García, Jaume Riba y Nuria González Prelcic, y muy especialmente a
Marcelino Lázaro Teja, Ricardo Santiago Mozos y Eduardo Rodríguez Banga.

También queremos agradecer a Gregori Vázquez Grau, Javier Ramos López y Luis Cas-
tedo Ribas, como participantes que fueron en algunas de las etapas de esteproyecto, su
trabajo, sus sugerencias y, sobre todo, su generosidad.

A los alumnos de las asignaturas de “Teoría de la Comunicación”, “Comunicaciones
Digitales” y “Transmisión en Banda Ancha” de las titulaciones de Ingeniería de Telecomu-
nicación e Ingenierías Técnicas de Telecomunicación de la E.P.S. de la Universidad Carlos
III de Madrid, y a los alumnos de las asignaturas de “Fundamentos de Comunicaciones
Digitales” y “Transmisión Digital” de la Escola Técnica Superior de Enxeñeiros de Tele-
comunicación de Vigo, por sufrir y ayudar a mejorar múltiples y lamentables versiones de
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partes de este libro, nuestro más sincero agradecimiento.
Este libro ha sido escrito principalmente en la parte de nuestro tiempo que le corres-

pondía a nuestras familias. Por su paciencia y comprensión, el resultado de este esfuerzo va
dedicado a ellas.

Antonio Artés Rodríguez
Fernando Pérez González
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CAPÍTULO 1
INTRODUCCIÓN

1.1. COMUNICACIONES DIGITALES Y ANALÓGICAS

¿Por quécomunicaciones digitales? Para comprender el sentido de la pregunta es nece-
sario entender que muchas de las señales que deseamos comunicar están originalmente en
formato analógico y que cabe, por tanto, transmitirlas usando alguna de las técnicas clásicas
encomunicaciones analógicas, como la modulación de amplitud (“amplitude modulation”,
AM) o la modulación de frecuencia (“frequency modulation”, FM). Un ejemplo puede ser
una señal de voz que es captada por el micrófono de un teléfono móvil deprimera genera-
ción y que, modulada en FM, se transmite por radio hasta la estación base. Como alternativa,
se puede pensar en digitalizar la señal de voz y transmitir los bits resultantes utilizando cual-
quiera de las técnicas empleadas en este libro.

El concepto “comunicaciones digitales” suele evocar la idea de señales de voltaje que
cambian entre dos niveles que representan el uno y el cero y que, aunque distorsionadas al
ser transmitidas por el canal, pueden ser reconstruidas en el destino gracias a su carácter
discreto. Como veremos, estas formas de onda no son precisamente las más eficientes para
comunicar información y existen soluciones mejores; sin embargo, son un buen ejemplo de
cómo la discretización ayuda a conseguir una comunicación fiable. De hecho, la diferencia
fundamental entre comunicaciones digitales y analógicas es que en las primeras el número
de formas de onda transmitidas posibles es finito, lo que no ocurre en el segundo caso. Pode-
mos pensar, por tanto, que en un instante de tiempo dado el transmisor tiene a su disposición
un conjunto finito y discreto de formas de onda que puede hacer corresponder con los bits a
transmitir.

Ahora que hemos aclarado de qué estamos hablando cuando nos referimos a las comu-
nicaciones digitales, retomemos la pregunta que nos hacíamos al principio e identifiquemos
sus ventajas frente a las comunicaciones analógicas. Cabe señalar, en primer lugar, que en
muchas ocasiones la propia naturaleza digital de la información hace que noquepa otra
alternativa, por ejemplo, cuando se desea transmitir un fichero de texto. Enotros casos es
la naturaleza del canal, en sí más adecuado para la transmisión de señalesdigitales, la que
aconseja el uso de técnicas de comunicaciones digitales. Esto ocurre, por ejemplo, en los
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2 INTRODUCCIÓN

dispositivos de almacenamiento óptico, como el DVD (“Digital Versatile Disc”).
Una destacable ventaja de las comunicaciones digitales con respecto a las analógicas es

el grado de abstracción que permite alcanzar, independizando la comunicación de la natu-
raleza de la información a enviar. Para un sistema de comunicaciones digitalesse aplica el
viejo dicho “un bit es un bit”, que puede entenderse como que su objetivo no es otro que
comunicar de manera fiable cada bit, con independencia de qué representa1. Fue Claude
Shannon quien se encargó de demostrar en los años 40 que el problema de la transmisión
de información se podía descomponer en dos sin pérdida teórica de prestaciones: primero se
busca la forma más eficiente de representar como una secuencia binaria la señal a transmitir;
después se busca la forma más eficiente de transmitir la secuencia binaria.

Otra gran ventaja de las comunicaciones digitales se conoce como elefecto regenerati-
vo. Cuando se deseaba transmitir información a larga distancia (p.ej., a través de un cable
submarino), la atenuación sufrida por la señal enviada obligaba a que lossistemas de comu-
nicaciones analógicas incorporasenrepetidores, esto es, dispositivos que captan, amplifican
y retransmiten dicha señal. El inconveniente de los repetidores es que no sólo amplifican la
señal, sino también el ruido, por lo que al final de una cadena con muchosrepetidores la
calidad de la señal en el extremo receptor podía ser muy pobre. Empleandocomunicaciones
digitales es posible emplearrepetidores regenerativos, esto es, que reconstruyen la señal an-
tes de retransmitirla. De este modo, si la calidad de un solo enlace es suficientemente buena,
la reconstrucción puede tener lugar sin apenas errores, lo que hace que la información en
el extremo receptor pueda extraerse sin una pérdida de calidad apreciable. Curiosamente,
es el efecto regenerativo el que también propicia que se realicen copiasde un medio de
almacenamiento óptico a otro manteniendo la calidad.

Además, las comunicaciones digitales permiten aprovechar todo el potencialde los sis-
temas electrónicos digitales para alcanzar el objetivo de fabricar terminalesmás baratos y
pequeños. Gracias al formato digital, es posible emplear técnicas de tratamiento digital de
señales que dotan a los sistemas de nuevas funcionalidades, entre las quedestaca la flexi-
bilidad. Un terminal de comunicaciones digitales moderno contiene una enorme cantidad
de software; de hecho, se tiende hacia terminales definidos mediante software, que pue-
dan actualizarse automáticamente para incorporar nuevas versiones delestándar bajo el que
operan, o incluso de diferentes estándares, dependiendo del uso que se de al terminal. Asi-
mismo, el formato digital permite aplicar sobre las señales ciertas operacionesque en el caso
analógico no están resueltas satisfactoriamente, como ocurre con la criptografía, gracias a la
cual se consigue conferir privacidad a la comunicación.

Finalmente, los sistemas digitales permiten construir fácilmente mecanismos de multi-
plexación temporal y encaminamiento, que resultarían muy complejos con sistemasanaló-
gicos.

Pero no todo van a ser ventajas: así, las señales obtenidas al digitalizar una señal analógi-
ca necesitan más ancho de banda para poder ser transmitidas con un nivel similar de calidad.
Por fortuna, en la práctica se han conseguido desarrollar algoritmos decodificación de fuen-

1En realidad, cuando se trata de tarificar, los operadores de telefonía móvil bien saben que un bit no es un
bit: enviar un bit de un mensaje de texto cuesta más de 500 veces más que un bit de voz.
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1.2 ELEMENTOS DE UN SISTEMA DE COMUNICACIONES DIGITALES 3

te tan eficientes que la situación ha dado la vuelta, siendo posible en la actualidademplear
una fracción del ancho de banda ocupado por la señal analógica; noobstante, estos algo-
ritmos demandan una elevada potencia de cálculo que encarece el coste delos terminales.
A ello hay que añadir, por supuesto, el coste de los conversores analógico/digital y digi-
tal/analógico. Sólo gracias a los rápidos avances en las tecnologías de circuitos integrados
se han podido reducir estos costes.

Otra desventaja de las comunicaciones digitales es la necesidad de sincronizar perfec-
tamente los relojes empleados en transmisión y recepción. Como comprobaremosen este
texto (Capítulo 11), ello ha obligado a concebir ingeniosos algoritmos de sincronización.

1.2. ELEMENTOS DE UN SISTEMA DE COMUNICACIONES DIGITALES

La Figura 1.1 es un diagrama de bloques que contiene los elementos fundamentales de
un sistema de comunicaciones digitales. La fuente de información puede ser,como ya he-
mos indicado, analógica o digital. En el primer caso podemos tener, por ejemplo, la señal
captada por un micrófono o por una cámara; en el segundo, la fuente podría ser un servi-
dor web. La misión del bloque denominadocodificación de fuentees la de representar la
información de fuente con la menor cantidad de bits posible; es por ello que enocasiones se
habla decompresiónde la información. Para lograr este propósito el codificador de fuente
elimina la redundancia presente en la señal a su entrada. Piénsese, por ejemplo, en una se-
ñal de televisión, en la que el locutor apenas varía de posición de un cuadro de la imagen
al siguiente; en tal caso es más eficiente transmitir sólo la información que nos dice cómo
varía la imagen en un cuadro con respecto al anterior que el cuadro completo. Naturalmente,
cuanta más redundancia, mayor compresión se puede alcanzar.

Fuente de
información

Codificador
de fuente

Codificador
de canal

Modulador

Canal

Sumidero Decodificador
de fuente

Decodificador
de canal

Demodulador

Figura 1.1.Diagrama de bloques de un sistema de comunicaciones digitales.

El bloque denominadocodificación de canalprotege los bits fruto de la compresión
contra errores producidos en el canal. Es fácil entender que cuantamás redundancia se haya
eliminado más “importante” será cada bit, en el sentido de que si se recibe erróneamente,
sus efectos se propagarán cuando se “descomprima” la señal recibida. ¿Cómo protege los
bits el codificador de canal? Añadiendo redundancia. Ciertamente, en este punto el lector
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4 INTRODUCCIÓN

puede hallarse un tanto desconcertado: hemos eliminado redundancia y ahora volvemos a
introducirla. Pero hay que pensar que se trata de otro tipo de redundancia, destinada a evitar
que se produzcan errores en el canal. Una forma sencilla, aunque poco eficiente, de código
de canal consiste en repetir cada bit un número imparn de veces y en el decodificador
decidir por mayoría: si en losn bits recibidos hay más unos que ceros, se decide que se
transmitió un uno; en caso contrario, un cero. En el Capítulo 10 comprobaremos que existen
formas de construir códigos de canal mucho mejores, en el sentido de quela probabilidad
de equivocación por bit transmitido es menor.

La secuencia de bits que sale del codificador de canal debe ser ahoratransformada en
formas de onda que se adapten a las características del canal. Por ejemplo, si el canal es
limitado en banda, no se gana nada transmitiendo potencia fuera de ella. El cometido del
modulador digitales hacer corresponder las formas de onda de un conjunto finito y discreto
con los bits que se tienen a su entrada. En el caso más sencillo que recordábamos en el apar-
tado anterior, la transmisión de un bit de valor uno se corresponde con una forma de onda
rectangular de un determinado nivel de voltaje, mientras que el cero se corresponde con otro
nivel distinto. Pero se pueden concebir esquemas más eficientes sin más que considerar un
número mayor de niveles posibles, haciendo la correspondencia entre varios bits y una for-
ma de onda. Por ejemplo, los bits de entrada al modulador se pueden agrupar de tres en tres
para transmitir un pulso rectangular que pueda tomar uno de entre23 = 8 niveles posibles.
La clave de un buen diseño está en elegir adecuadamente las formas de onda para que su
número sea lo mayor posible (y así enviar más bits por cada forma de onda transmitida) y
sean lo suficientemente distintas como para que al ser deterioradas en el canal se puedan
seguir distinguiendo en el receptor.

El canalse corresponde con el medio físico sobre el que transmitimos la señal que sale
del modulador. Por ejemplo, el canal puede ser el cable de pares de la línea telefónica,
o el espacio libre en el caso de señales de radio. Por desgracia, todoslos medios físicos
deterioran la señal transmitida al menos de dos maneras: por un lado distorsionan la forma
de onda y por otro corrompen la señal incorporando ruido. En última instancia son estos
efectos indeseables los que dan sentido a muchas de las técnicas que estudiaremos en este
libro.

Los bloques de la figura denominadosdemodulador digital, decodificador de canaly
decodificador de fuentesimplemente realizan las funciones inversas al modulador digital,
codificador de canal y codificador de fuente, respectivamente. Por ejemplo, el demodulador
digital debe convertir la forma de onda recibida en un grupo de bits, para loque suele buscar
aquella forma de onda transmitida que más se parece a la recibida.

Por lo que respecta al bloque denominadosumideroéste implica la vuelta al mundo
analógico en aquellos casos en que la señal a transmitir es de esta naturaleza, y la presenta-
ción o almacenamiento en aquellos casos en que la fuente es digital. Por ejemplo, en el caso
de una señal de voz, el bloque sumidero convierte los bits de entrada en una señal audible.

Los bloques codificador de fuente, codificador de canal y modulador componen eltrans-
misor, mientras que el demodulador, el decodificador de canal y el decodificador de fuente
componen elreceptor. En aplicaciones en que se necesita es mantener una comunicación
digital bidireccional, es frecuente encapsular transmisor y receptor en un único equipo que
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1.3 CANALES 5

se conoce comomódem, término que procede de la combinación de las palabras “modula-
dor” y “demodulador”. El ejemplo más conocido es el módem telefónico, empleado para
comunicar información digital sobre el cable de pares telefónico.

Los algoritmos de codificación y decodificación de fuente son fuertemente dependientes
de las características de la señal de entrada, por lo que suelen ser descritos en textos enfoca-
dos a aplicaciones específicas. Por otra parte, dado que nuestro objetivo es la comunicación
fiable (con una baja probabilidad de error) de bits independientemente de su naturaleza, el
ámbito del presente texto será exclusivamente el de los bloques sombreados en la Figura
1.1.

1.3. CANALES

La existencia de un canal es la razón que justifica la existencia de un sistema de comu-
nicaciones, y la forma en que un canal degrada la señal que ponemos a su entrada es la guía
para el diseño del sistema de comunicaciones. Por esta razón, convieneque nos detengamos
a analizar, al menos, los tipos de canales más importantes.

Un primer tipo de canales son aquellos en que el medio físico empleado para la trans-
misión es un conductor eléctrico, tal como el par de hilos de cobre que conectan un terminal
telefónico con la central o centralita a la que está asociado, el cable coaxial que conecta el
módem de una red de cable con su distribuidor correspondiente, los ochohilos de un cable
de pares trenzados de los utilizados para conectar un ordenador al conmutador de lared de
área localo los cuatro hilos paralelos de un cable USB (“Universal Serial Bus”).

Los principales mecanismos de degradación que introduce este medio son la atenuación
de la señal puesta a su entrada y la adición del denominadoruido térmico. La atenuación va
a depender, entre otros factores, de la longitud de los hilos o el cable, pero no de la longitud
en unidades de medida como el metro, sino en longitudes de onda de la señal que lo atraviesa
(supuesto que es una sinusoide), lo que implica que sinusoides de distintas frecuencias van
a sufrir distintas atenuaciones. Para una señal en general, este efectose va a traducir en una
distorsión de su forma de onda. El segundo efecto, el ruido térmico o ruido de Johnson, se
produce por el movimiento desordenado de los electrones en un material conductor y es de
naturaleza aleatoria. Es, en la mayoría de los casos, el factor que limita más severamente la
fiabilidad de la comunicación.

Un segundo tipo de canal es el denominadocanal radioeléctricoo canal radio, que en-
globa todas aquellas transmisiones electromagnéticas en el espacio libre. Suele dividirse en
canal radio fijo(si tanto la antena transmisora como la receptora están en una ubicación fí-
sica fija) ycanal radio móvil(si al menos una de las antenas está en movimiento). Ejemplos
de estos canales son los radioenlaces fijos en HF (“High Frequency”, de 3 a 30 MHz), el
canal radio móvil en el sistema de telefonía móvil GSM en las bandas de 900 o 1.800 MHz
o el canal entre un satélite de comunicaciones y un receptor terrestre en labanda Ka (entre
18 y 40 GHz).

Los mecanismos de propagación electromagnética son distintos en bandas distintas de
frecuencia, pero en espacio libre el efecto es sólo una atenuación (aunque puede ser distinta
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6 INTRODUCCIÓN

a frecuencias distintas). El principal mecanismo de distorsión de la forma deonda es debido
a las múltiples reflexiones y refracciones que pueden sufrir las ondas electromagnéticas en
su propagación, lo que se conoce con el nombre depropagación multitrayecto, que provoca
que en la antena receptora aparezcan réplicas de la onda original a distintos retardos y con
distintas amplitudes. Adicionalmente, en el canal radio móvil (o en canales fijossi cambian
las condiciones de propagación), todos estos efectos varían con el tiempo, lo que origina un
nuevo problema que no vamos a considerar en este texto y que se suele denominar trans-
misión en canales con desvanecimiento. A los lectores interesados les recomendamos como
primera opción la consulta de los capítulos correspondientes en algunos libros generales de
comunicaciones digitales como [61].

En el canal radioeléctrico no hemos mencionado la presencia del ruido térmico porque
no aparece en la propagación radioeléctrica, lo que no quiere decir quelo vayamos a poder
evitar, ya que en el momento de realizar la conversión electromagnética a eléctrica en la
antena, encontramos el primer elemento metálico, por no mencionar toda la circuitería eléc-
trica o electrónica posterior. Aunque en términos absolutos la magnitud del ruido término
que introduce la antena puede ser muy pequeña, la señal que recibe estamisma antena tam-
bién puede ser muy pequeña, por lo que el ruido térmico vuelve a ser el factor limitante más
importante también en este canal.

La aparición del ruido térmico en el canal radioeléctrico pone de manifiestoque rara vez
nos encontraremos con un canal compuesto por un único medio físico (en este caso, pro-
pagación radioeléctrica y circuitos eléctricos o electrónicos). Un ejemplo extremo de esta
situación puede ser el canal telefónico en banda vocal que ha sido profusamente utilizado
en décadas pasadas: imaginemos que queremos realizar una comunicaciónentre Madrid y
Buenos Aires empleando módems de canal telefónico; además del par de hilos entre el mó-
dem y la central probablemente la señal atraviese un gran número de mediosde transmisión
como enlaces vía radio terrestres, satelitales, cables submarinos, cables coaxiales terrestres,
etc., además de posibles conversiones analógico-digital y digital-analógico. Para lograr una
caracterización útil de este tipo de canales compuestos se suele agrupar todas las distorsio-
nes sobre la forma de onda como un único sistema lineal o no lineal y todas las fuentes de
ruido aditivo en una única, generalmente representada como ruido térmico.

Un tercer tipo de canal, que no vamos a considerar en este texto, son los canales ópticos,
tanto guiados (fibras ópticas) como no guiados. El principal motivo de su ausencia en este
texto es que, en general, requiere un desarrollo distinto (como demuestra laexistencia de nu-
merosos libros dedicados exclusivamente a las comunicaciones ópticas) debido, entre otras
razones, al poco desarrollo de los dispositivos que permiten realizar ópticamente operacio-
nes como las que vamos a considerar y, además, porque el ruido presente en los dispositivos
fotónicos, de tipo impulsivo, es de naturaleza radicalmente distinta al ruido térmico.

De lo expuesto hasta ahora podría deducirse que todos los codificadores de canal y mo-
duladores se aplican para comunicaciones que podríamos denominar “instantáneas”, pero
no es así. El cuarto tipo de canal que vamos a considerar es elcanal magnético, que encon-
tramos en discos duros y cintas magnéticas. Téngase en cuenta que, desde el punto de vista
del diseño del sistema de comunicación importa poco que el retardo entre la entrada al canal
(grabación en el caso del canal magnético) y la salida (lectura en el caso del canal magné-
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1.3 CANALES 7

tico) sea de microsegundos o de años (siempre que no exista realimentación del receptor al
transmisor). Este canal, al igual que los canales radioeléctrico y de medio conductor, intro-
duce una distorsión a la forma de onda (aunque los mecanismos que generan esta distorsión
sean de naturaleza distinta) y un ruido que, aunque no es el ruido térmico,presenta unas
propiedades muy similares a ruido térmico filtrado. Resulta impensable hoy en díaproducir
discos duros o sistemas de almacenamiento en cinta magnética sin emplear técnicascomo
las que se describen en este texto.

Otro interesante ejemplo de canal no instantáneo es el que aparece en los sistemas de
marcado de agua digital. El marcado de agua digital se refiere a un conjunto de técnicas
utilizadas para enviar información “escondida” en un objeto multimedia. Por ejemplo, una
marca de agua puede incrustarse de forma invisible en una imagen digital; dicha marca
puede contener información sobre el propietario legal de la imagen, anotaciones relativas a
la misma o datos que garanticen su integridad. En estos casos, el canal es lapropia imagen
en donde se desea esconder la marca, que por su parte hace las vecesde señal transmitida.
La comunicación se ve dificultada por el hecho de que, para garantizar lainvisibilidad, la
energía de la imagen (nivel de ruido) suele ser mucho mayor que el de la marca (nivel de
señal), por lo que se suelen emplear técnicas de protección contra errores como las que
describiremos en este libro para conseguir comunicar la cantidad de información deseada.

Además de las fuentes intrínsecas de degradación que introducen los canales y que he-
mos analizado hasta ahora puede existir además otro tipo de interferencias de fuentes no
naturales que es necesario tener en cuenta en algunos canales concretos. Si esa interferencia
está provocada por otras comunicaciones simultáneas solemos hablar deinterferencia radio-
eléctricao interferencia a secas en el caso del canal radioeléctrico ydiafoníaen el caso de
canal de medio conductor. Si además esta interferencia está producida por otras comunica-
ciones de las mismas características realizadas por otros usuarios se denomina interferencia
multiusuario.

Otras interferencias suelen denominarseruido generado por el ser humanosi la fuente
de la interferencia es alguna máquina o aparato eléctrico o electromecánico (por ejemplo,
las interferencias generadas por los tubos fluorescentes de iluminación opor las bujías de
los motores de explosión en el canal radio, o los transitorios que generanlos arranques de
motores en la línea eléctrica considerada como canal). En algunos ámbitos comoel militar
también existen interferencias que se realizan de forma deliberada para degradar un siste-
ma de comunicaciones por parte del enemigo, que en este contexto recibe elnombre de
“jammer”. En general, aunque las principales fuentes de degradación siguen siendo el ruido
térmico y la distorsión de la forma de onda, la presencia de estas interferencias condiciona el
diseño de los sistemas de comunicación y fuerza el empleo de técnicas para su mitigación.
Estas técnicas incluyen, por ejemplo, el empleo de modulaciones resistentes ainterferen-
cias (véase el Apartado 8.2.6), de receptores multiusuario (véase el Apartado 8.3.3), o de
canceladores de interferencias.
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1.4. ESTRUCTURA DEL LIBRO

En el contexto de las redes de ordenadores, en que se establece un modelo de capas para
la comunicación, nuestro texto se centra en la llamadacapa física, cuyo cometido no es otro
que la transmisión fiable de bits de un extremo a otro. Es por ello que en dicho modelo
la capa física es aquélla sobre la que descansan todas las demás; se necesitan unas buenas
prestaciones de la capa física para que el rendimiento del sistema completo sea aceptable.

Los Capítulos 2 y 3 repasan los conceptos fundamentales de señales y sistemas, y teoría
de la probabilidad, respectivamente, y que son necesarios para la comprensión del resto del
libro. Aquellos lectores que tengan conocimientos previos en estos temas pueden saltarse su
lectura, aunque se recomienda un rápido vistazo para hacerse con la notación empleada.

El Capítulo 4 sirve para sentar las bases de la modulación y detección, empleados en ca-
pítulos posteriores. Ello se consigue con la llamada “formulación en espacio de señales” que
permite que el análisis de un sistema de comunicaciones digitales se pueda abstraer de las
formas de onda empleadas. La extensión de dicha formulación a la transmisiónindefinida
de información sirve de preludio al Capítulo 5, que se ocupa de las modulaciones de ampli-
tud, describiendo las técnicas que clásicamente se han utilizado para transmitirdatos sobre
canales paso bajo y paso banda. Un concepto fundamental que aparece en el contexto de
este tipo de modulaciones es el deinterferencia intersimbólica, que se debe a la dispersión
temporal sobre las formas de onda transmitidas introducida por el medio físico. El Capítulo
6 se dedica precisamente a discutir técnicas para mitigar la interferencia intersimbólica y
posibilitar así la comunicación.

Las limitaciones de algunos canales se traducen en distorsiones no lineales que dificul-
tan el empleo de modulaciones de amplitud. Una alternativa consiste en la utilización de
modulaciones de fase y frecuencia, que se discuten en el Capítulo 7. La combinación de
modulaciones de frecuencia con modulaciones de amplitud da lugar a las llamadas modu-
laciones multiportadoraque recientemente se han convertido en el formato más extendido
por sus excelentes propiedades en canales dispersivos y su relativafacilidad de implementa-
ción. El estudio de estas modulaciones se aborda en el Capítulo 8. Una alternativa, también
descrita en el Capítulo 8, es el empleo de modulaciones de espectro ensanchado.

El estudio de todos estos formatos de modulación plantea de forma natural cuáles son
los límites fundamentales de las comunicaciones digitales. Estos límites, sorprendentemente
obtenidos por Shannon en los años cuarenta, constituyen parte de la base de lateoría de la
información, que se presenta en el Capítulo 9, donde, además, se introduce la codificación
de canal como forma pragmática de acercarse a dichos límites. La codificación de canal
es precisamente el tema sobre el que versa el Capítulo 10, en el que se discuten tanto las
técnicas de codificación clásicas, los códigos bloque y los códigos convolucionales, como las
modulaciones codificadas en rejilla o técnicas avanzadas de codificación como los códigos
turbo o los códigos LDPC. Finalmente, el Capítulo 11 se ocupa de una importantecuestión
a veces soslayada en los libros de texto: la sincronización. Ésta se refiere a la recuperación
en el receptor de algunos parámetros empleados por el transmisor, como el reloj de símbolo
o la frecuencia de la portadora, y sin cuyo conocimiento las prestaciones se ven seriamente
afectadas.
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CAPÍTULO 2
SEÑALES Y SISTEMAS

En este capítulo se ofrece una revisión de los conceptos fundamentales deseñales y
sistemas con algunas extensiones de la teoría básica que son de interés en el estudio de los
sistemas de comunicaciones como son el espacio de Hilbert de las señales deenergía finita
o la representación de señales paso banda.

2.1. SEÑALES

Una señal es una representación matemática de la evolución de una magnitud física (o
una medida) respecto de algún o algunos parámetros; generalmente tiempo o espacio. Es-
ta magnitud física puede ser voltaje, intensidad eléctrica, presión, temperatura, intensidad
lumínica, etc.; e incluso puede que ni tan siquiera tenga un sentido físico claro, como la
cotización bursátil de una empresa determinada, o la población mundial. Lo realmente in-
teresante del estudio de las señales es que suponen una abstracción respecto a la magnitud
física concreta, pasando esta a ser considerada como una función matemática,x(·), que tie-
ne como variables independientes los parámetros con respecto a los cualesvaría. A lo largo
de todo el texto vamos a considerar que existe un único parámetro y que estees el tiempo.

A continuación vamos a abordar los siguientes aspectos relacionados conel estudio de
las señales: criterios que nos permiten su clasificación, medidas que podemos realizar sobre
ellas, algunas señales concretas especialmente útiles y una representación algebraica de las
señales que va a ser de interés en capítulos posteriores. Además, emplearemos este apartado
para ir introduciendo la notación que se utilizará a lo largo de todo el texto.

2.1.1. Clasificación de señales

Un primer paso en el estudio de las señales consiste en su clasificación de acuerdo con
determinados criterios. Veamos a continuación los criterios más importantes.

Señales en tiempo continuo y en tiempo discreto.Si la variable independiente puede
tomar cualquier valor real decimos que la señal es en tiempo continuo y la denotamos como
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10 SEÑALES Y SISTEMAS

x(t) (t ∈ R, siendoR el cuerpo de los números reales). Si la variable independiente toma
solo valor en los números enteros decimos que la señal es en tiempo discreto (también
denominada secuencia) y la denotamos comox[n] (n ∈ Z, siendoZ el anillo de los números
enteros).

Ejemplo 2.1
Un ejemplo de señal en tiempo continuo es

x(t) = t

y un ejemplo de señal en tiempo discreto es

x[n] = n

que representamos en la Figura 2.1.
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Figura 2.1.Ejemplos de señales en tiempo continuo y en tiempo discreto.

Nótese que la diferencia entre ambas señales no está en su descripción analítica (el valor de la
señal es igual al valor de la variable independiente), sino en quex(0,5) es igual a0,5 y x[0,5] no
existe, no está definido.

En algunos casos las secuencias se obtienen a partir de muestras de señales en tiempo conti-
nuo, pero en otros la propia magnitud física que representa la señal es denaturaleza discreta.
Al fin y al cabo, una secuencia no es sino una lista de números ordenados.

Señales analógicas y digitales.Si la señal puede tomar uno entre un conjunto finito de
valores decimos que la señal es digital y la denotamos con letras mayúsculas comoX(t) o
X[n] (según sea en tiempo continuo o en tiempo discreto). Si la señal puede tomar uno de
entre un conjunto infinito de valores decimos que la señal es analógica y la denotamos con
letras minúsculas comox(t) o x[n].

Comúnmente se asocia el término “señal digital” a señales en tiempo discreto y digitales,
pero no hay que confundir una propiedad que afecta a la variable independiente (tiempo
continuo o tiempo discreto) con una propiedad que afecta a los valores quetoma la señal
propiamente dicha (analógica o digital).
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Ejemplo 2.2
La Figura 2.2 representa ejemplos de señales digitales en tiempo continuo y en tiempo discreto
que sólo pueden tomar los valores1 y −1. Las señales del ejemplo anterior eran señales analógi-
cas.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−1

1

t

X(t)

0 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−1

1

n

X[n]

0

Figura 2.2.Ejemplos de señales digitales en tiempo continuo y de tiempodiscreto.

Señales deterministas y aleatorias. Este criterio de clasificación, comúnmente citado en
numerosos textos, es un criterio falso porque no puede aplicarse a ninguna señal concre-
ta, sino al modelo matemático que empleamos para representar las señales. Estrictamente
hablando, no podemos hablar de señales deterministas y señales aleatorias, sino de un mo-
delo determinista y un modelo aleatorio o estocástico para representar el conocimiento que
poseemos sobre las señales.

Bajo un modelo determinista, si suponemos que conocemosx(t) (o x[n]) estamos supo-
niendo que conocemos la amplitud dex(t) para todos los valores det; por ejemplo, sabemos
quex(75,4) es igual a2,1 y no cualquier otro, y así con todos lo valores det. Bajo un modelo
estocástico, si suponemos que conocemosx(t) (ox[n]) estamos suponiendo que conocemos
las propiedades estadísticas dex(t) para todos los valores det, pero no el valor concreto de
x(t); por ejemplo, sabemos que el valor medio (esperanza matemática) dex(75,4) es igual
a−0,5, o que la varianza dex(75,4) es igual a1,1, o que el valorx(75,4) tiene una descrip-
ción probabilística gausiana de media−0,5 y varianza1,1, pero no sabemos con certeza el
valor de la señal en ese instante.

El modelo realmente importante dentro de las comunicaciones es el modelo estocástico,
pues es el único capaz de representar la información que puede contener una señal. Como
veremos a lo largo del texto, información es equivalente a incertidumbre sobre el valor
concreto que toma una señal, un parámetro, etc. Sin embargo, el tratamiento empleando
el modelo estocástico resulta por lo general más complicado y farragoso, por lo que allí
donde se pueda se recurrirá a un modelo determinista. En este capítulo vamosa considerar
únicamente el modelo determinista, tratando el modelo estocástico en el capítulo siguiente.

Señales periódicas y aperiódicas.Una señal es periódica si los valores que toma se repi-
ten de forma cíclica. Matemáticamente podemos expresarlo de la siguiente forma:una señal
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x(t) (o x[n]) es periódica con periodoT (oN ) si existe un valorT ∈ R (oN ∈ Z) para el
que se cumple que

x(t) = x(t+ T ) ∀ t (2.1)

( x[n] = x[n+N ] ∀ n )

El menor valor deT (oN ) para el que se cumple (2.1) se denominaperiodo fundamentaly
se denota comoT0 (oN0). Si una señal no es periódica se dice que es aperiódica.

Señales reales y complejas.Una señal compleja es aquella que toma valores en el cuerpo
de los complejos,x(t) ∈ C o x[n] ∈ C. Una señal real es aquella que sólo toma valores en
el cuerpo de los reales;x(t) ∈ R o x[n] ∈ R. Salvo que se especifique lo contrario, siempre
que nos refiramos a una señal sin especificar si es real o compleja entenderemos que es una
señal compleja.

Definimos las partes real e imaginaria de una señal como (omitimos la definición para
secuencias por ser idéntica)

Re{x(t)} .
=

x(t) + x∗(t)
2

(2.2)

Im{x(t)} .
=

x(t)− x∗(t)
2j

(2.3)

dondej =
√
−1 y ∗ indica complejo conjugado. Puede comprobarse que las partes real e

imaginaria son señales reales. A partir de las partes real e imaginaria reconstruimos la señal
como

x(t) = Re{x(t)}+ jIm{x(t)} = x(t) + x∗(t)
2

+ j
x(t)− x∗(t)

2j
= x(t) (2.4)

y podemos interpretar una señal real como aquella cuya parte imaginaria esidénticamente
nula.

Otra descomposición de una señal compleja en dos señales reales se realiza (como rea-
lizaríamos la descomposición de un número complejo) mediante su módulo,|x(t)|, definido
como

|x(t)| .=
√
x(t)x∗(t) =

√
Re2{x(t)}+ Im2{x(t)} (2.5)

y su fase,∢x(t), definida como

∢x(t)
.
= arctan

Im{x(t)}
Re{x(t)} (2.6)

de la forma

x(t) = |x(t)|ej∢x(t) = |x(t)| cos(∢x(t)) + j|x(t)| sen(∢x(t)) (2.7)
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Señales pares e impares.Una señalx(t) (o x[n]) es par si cumple

x(t) = x(−t) ∀ t (2.8)

( x[n] = x[−n] ∀ n )

Una señalx(t) (o x[n]) es impar si cumple

x(t) = −x(−t) ∀ t (2.9)

( x[n] = −x[−n] ∀ n )

De manera análoga a las partes real e imaginaria de una señal, podemos definir las
partes par,Ev{x(t)}, e impar,Od{x(t)}, de una señal como (omitimos la definición para
secuencias por ser idéntica)

Ev{x(t)} =
x(t) + x(−t)

2
(2.10)

Od{x(t)} =
x(t)− x(−t)

2
(2.11)

y expresar cualquier señal en función de sus partes par e impar

x(t) = Ev{x(t)}+Od{x(t)} (2.12)

Podemos comprobar fácilmente que la parte par de una señal es a su vez una señal par y que
la parte impar es una señal impar.

Señales hermíticas y antihermíticas. Otro tipo de simetría similar a la paridad o impari-
dad es la hermiticidad. Una señalx(t) (o x[n]) es hermítica si cumple

x(t) = x∗(−t) ∀ t (2.13)

( x[n] = x∗[−n] ∀ n )

lo que implica que la parte real es par y la imaginaria es impar. Una señalx(t) (o x[n]) es
antihermítica si cumple

x(t) = −x∗(−t) ∀ t (2.14)

( x[n] = −x∗[−n] ∀ n )

lo que implica que la parte real es impar y la imaginaria par.
Podemos definir las partes hermítica,He{x(t)}, y antihermítica,Ah{x(t)}, de una se-

ñal como (omitimos la definición para secuencias por ser idéntica)

He{x(t)} =
x(t) + x∗(−t)

2
(2.15)

Ah{x(t)} =
x(t)− x∗(−t)

2
(2.16)
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14 SEÑALES Y SISTEMAS

y expresar cualquier señal en función de sus partes hermítica y antihermítica

x(t) = He{x(t)}+Ah{x(t)} (2.17)

Aun a costa de parecer un triste remedo de un famoso diálogo de los hermanos Marx,
podemos cruzar algunas de las clasificaciones anteriores y establecer aseveraciones como
“la parte par de la parte hermítica de una señal compleja es una señal real”,o “la parte
antihermítica de la parte impar de la parte imaginaria de una señal es idénticamente nula”.

2.1.2. Medidas de señales

Empleando los criterios vistos hasta ahora podemos clasificar una señal determinada,
pero no podemos distinguir entre dos señales que cumplan los mismos criterios.Un paso
más allá en el estudio de señales consiste en representar una señal mediante un conjunto de
medidas sobre ella. Veamos a continuación las medidas más importantes.

Valor medio. Es la media temporal de la amplitud de la señal y será, en general, un número
complejo. Formalmente se define como

Señales en tiempo continuo

• Aperiódicas

x = 〈x(t)〉 .= ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
x(t) dt (2.18)

• Periódicas

x = 〈x(t)〉 .= 1

T0

∫

(T0)
x(t) dt (2.19)

donde
∫
(T0)

denota integración a lo largo de un intervalo de duraciónT0, sea
cual sea el inicio de este intervalo.

Señales en tiempo discreto

• Aperiódicas

x = 〈x[n]〉 .= ĺım
N→∞

1

2N + 1

N∑

n=−N

x[n] (2.20)

• Periódicas

x = 〈x[n]〉 .= 1

N0

∑

n∈{N0}
x[n] (2.21)

donde
∑

n∈{N0} denota suma a lo largo de un intervalo de duraciónN0, sea cual
sea el inicio de este intervalo.
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2.1 SEÑALES 15

Valor de pico. Es el valor máximo del módulo de la señal

Señales en tiempo continuo
xp

.
= máx

t
|x(t)| (2.22)

Señales en tiempo discreto
xp

.
= máx

n
|x[n]| (2.23)

Energía. Es una medida cuadrática de naturaleza real y no negativa definida como

Señales en tiempo continuo

Ex = E {x(t)} .=
∫ ∞

−∞
|x(t)|2 dt (2.24)

Señales en tiempo discreto

Ex = E {x[n]} .=
∞∑

n=−∞
|x[n]|2 (2.25)

SiEx es una cantidad finita, decimos quex(t) (o x[n]) es una señal de energía finita. SiEx

excede toda cota, decimos quex(t) (o x[n]) es una señal de energía infinita.

Potencia. Es una medida cuadrática de naturaleza real y no negativa que resulta deinterés
para señales de energía infinita y representa la energía por unidad de tiempo. Se define como

Señales en tiempo continuo

• Aperiódicas

Px = P {x(t)} =
〈
|x(t)|2

〉 .
= ĺım

T→∞
1

2T

∫ T

−T
|x(t)|2 dt (2.26)

• Periódicas

Px = P {x(t)} =
〈
|x(t)|2

〉 .
=

1

T0

∫

(T0)
|x(t)|2 dt (2.27)

Señales en tiempo discreto

• Aperiódicas

Px = P {x[n]} =
〈
|x[n]|2

〉 .
= ĺım

N→∞
1

2N + 1

N∑

n=−N

|x[n]|2 (2.28)

• Periódicas

Px = P {x[n]} =
〈
|x[n]|2

〉 .
=

1

N0

∑

n∈{N0}
|x[n]|2 (2.29)
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16 SEÑALES Y SISTEMAS

2.1.3. Señales de interés

Analizaremos a continuación algunas señales concretas que serán de utilidad a lo largo
del texto.

Delta de Dirac. La función delta de Dirac,δ(t), también conocida como función impulso
se emplea para modelar fenómenos físicos en tiempo continuo y corta duración. Estric-
tamente hablando ni tan siquiera es una función matemática, sino una distribución o una
función generalizada. Definimos la función delta de Dirac como la que cumple laigualdad

∫ ∞

−∞
x(t) δ(t− t0) dt = x(t0) (2.30)

para cualquier señalx(t) continua y cualquier instantet0. Esta definición admite la inter-
pretación de una descomposición de la señalx(t) mediante funciones delta reescribiéndola
como

x(t) =

∫ ∞

−∞
x(τ) δ(t− τ) dτ (2.31)

Una interpretación más intuitiva de la funciónδ(t) puede realizarse a partir de sus pro-
piedades:

1. Toma valor cero fuera del instante cero

δ(t) = 0 ∀t 6= 0

2. El área bajo la función es igual a 1

∫ ∞

−∞
δ(t)dt = 1

3. Es una función par

δ(t) = δ(−t)

También puede definirse la función delta como

δ(t) = ĺım
ǫ→0

δǫ(t) (2.32)

siendoδǫ(t) la señal representada en la Figura 2.3. En general, cualquier señal que cumpla
las dos últimas propiedades de las reseñadas anteriormente y disponga de un parámetro que
permita controlar su duración hasta hacerla instantánea puede dar origena δ(t).

La función delta de Dirac se representa tal y como muestra la Figura 2.4, dada la impo-
sibilidad de dibujar una función de área 1 y duración instantánea.
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−ε ε0 t

1/ε
δε (t)

Figura 2.3. Señal que origina una función delta de Dirac cuando el valor del parámetroǫ
tiende a cero.

t0

1

δ(t)

t0

a

aδ(t)

Figura 2.4.Representación deδ(t) y su versión escalada,aδ(t).

Delta de Kronecker. Es el equivalente en tiempo discreto de la delta de Dirac pero, al
contrario que ésta, su definición no plantea ningún problema

δ[n]
.
=

{
1 si n = 0

0 si n 6= 0
(2.33)

También puede emplearse para la descomposición de secuencias de la forma

x[n] =
∞∑

k=−∞
x[k] δ[n− k] (2.34)

Funciones escalón. Se definen a partir de las funciones delta como

u(t)
.
=

∫ t

−∞
δ(τ) dτ =

{
0 parat < 0

1 parat > 0
(2.35)

u[n]
.
=

n∑

k=−∞
δ[k] =

{
0 paran < 0

1 paran ≥ 0
(2.36)

Sinusoides complejas. Una sinusoide compleja en tiempo continuo se define mediante la
fórmula

x(t) = ejωt = cosωt+ jsenωt (2.37)
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18 SEÑALES Y SISTEMAS

dondeω es un parámetro de naturaleza real denominado frecuencia.ω controla la rapidez
de las oscilaciones de la señal y se mide en radianes por segundo. Valores distintos deω dan
lugar a señales distintas, y a mayor valor deω, mayor rapidez en la variación de la amplitud
de la señal.

Una representación alternativa del parámetro de frecuencia se obtienemediante su ex-
presión en ciclos por segundo o hercios mediante la igualdadf = ω/2π

x(t) = ej2πft = cos 2πft+ jsen2πft (2.38)

Las sinusoides complejas en tiempo continuo son siempre señales periódicas,siendo su
periodo fundamentalT0 = 2π/ω = 1/f .

Se dice que dos sinusoides de frecuenciasω1 y ω2 poseen una relación armónica si se
cumple queω2 = kω1, siendok un número entero. En ese caso decimos que la sinusoide de
frecuenciaω2 es el k-ésimo armónico de la sinusoide de frecuenciaω1.

Una sinusoide compleja en tiempo discreto se define de manera análoga mediantela
fórmula

x[n] = ejωn = cosωn+ jsenωn (2.39)

Existen, sin embargo, dos diferencias fundamentales respecto a las sinusoides complejas en
tiempo continuo:

1. Una sinusoide compleja en tiempo discreto no es siempre una señal periódica. Para
que una sinusoide compleja sea periódica de periodoN ha de verificarse queejωn =
ejω(n+N) para todon. Comoejω(n+N) = ejωnejωN , ha de cumplirse queejωN =
1 = ej2πk o, lo que es lo mismo, que la frecuencia sea un múltiplo racional de2π
(2πk/N , conk y N números enteros) para que la sinusoide sea una señal periódica.

2. Valores distintos deω no generan siempre señales distintas. Si generamos una señal
con un valor deω igual aω0 y otra con un valor deω igual a (ω0 + 2πk) sien-
do k un número entero, comprobamos que ambas señales son la misma, puesto que
ej(ω0+2πk)n = ejωnej2πkn = ejω0n.

Este hecho nos da un margen de variación efectiva de2π del parámetroω en las
sinusoides complejas discretas, que suele tomarse como(−π, π].

Exponenciales reales. Una exponencial real en tiempo continuo se define mediante la
fórmula

x(t) = eαt (2.40)

dondeα es un parámetro real. Siα es mayor que cero, la señal es monótona creciente y si
α es menor que cero, monótona decreciente. Cuanto mayor es el valor absoluto deα, más
rápidamente crecerá o decrecerá la función.

Una exponencial real en tiempo discreto se define mediante la fórmula

x[n] = rn (2.41)

donder es un parámetro real. Sir es mayor que uno, la señal es monótona creciente, sir
es positivo y menor que uno, monótona decreciente; y sir es negativo no es monótona ni
creciente ni decreciente.
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2.1 SEÑALES 19

Exponenciales complejas. Una exponencial compleja en tiempo continuo se define como
el resultado de multiplicar una exponencial real por una sinusoide compleja

x(t) = eαtejωt = e(α+jω)t = est (2.42)

dondes = α+ jω.
De manera análoga definimos una exponencial compleja en tiempo discreto comoel

resultado de multiplicar una exponencial real por una sinusoide compleja

x[n] = rnejωn = (rejω)n = zn (2.43)

dondez = rejω.

Función sinc. Otra función que aparece comúnmente en análisis de señales y sistemas es
la función sinc, definida como

sinc(t)
.
=

sen(πt)

πt
(2.44)

y que podemos ver (parcialmente) representada en la Figura 2.5. Es una función par de dura-

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 t

1
sinc(t)

Figura 2.5.Función sinc

ción infinita cuyos cruces por cero se producen en todos los números enteros a excepción del
cero, donde toma su valor máximo,1. Conformet tiende a infinito la función va decreciendo
en amplitud como1/t.

Su versión en tiempo discreto se obtiene sin más que sustituirt por an, dondea es un
parámetro de escala. En el caso en quea = 1 tenemos sinc(n) = δ[n].

Función pulso. Otra función de uso frecuente, definida como

Π(t)
.
=

{
1 para|t| < 1/2

0 para|t| > 1/2
(2.45)

Su versión en tiempo discreto es mucho menos frecuente.
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20 SEÑALES Y SISTEMAS

2.1.4. Espacios de Hilbert para señales de energía finita

Las señales admiten una representación como vectores dentro de un espacio vectorial.
Esta representación nos permite dotar de una estructura algebraica a las señales que consi-
deremos en cualquier problema y nos abre la posibilidad de aplicar una grancantidad de
herramientas de análisis y síntesis desarrolladas para espacios vectoriales.

Analicemos en primer lugar la estructura de espacio vectorial para comprobar si las
señales pueden ser consideradas como vectores. Un espacio vectorial V es un conjunto de
elementos que denominamos vectores que poseen las siguientes propiedades:

1. Existe una ley de composición interna, que denominamos suma y representamos por
el signo + que, aplicada a dos vectoresx ey (x,y ∈ V ) de la formax+ y, da como
resultado otro vector del espacio (x + y ∈ V ), cumpliendo además las siguientes
propiedades:

1.1. Conmutativa:∀ x,y ∈ V ; x+ y = y + x.

1.2. Asociativa:∀ x,y, z ∈ V ; x+ (y + z) = (x+ y) + z.

1.3. Existencia de elemento neutro:∃ 0 ∈ V / ∀ x ∈ V ; x+ 0 = 0+ x = x.

1.4. Existencia de elemento inverso:∀ x ∈ V ∃ (−x) / x+ (−x) = 0.

2. Existe una ley de composición externa que denominamos producto con un conjun-
to C de elementos denominados escalares (que deben tener la estructura de cuerpo)
que, aplicada a un escalarα (α ∈ C) y a un vectorx (x ∈ V ) de la formaαx, da
como resultado otro vector del espacio(αx ∈ V ), cumpliendo además las siguientes
propiedades:

2.1. Asociativa:∀ α, β ∈ C; ∀ x ∈ V ; α(βx) = (αβ)x.

2.2. Existencia de elemento neutro:∃ 1 ∈ C / ∀ x ∈ V ; 1x = x.

2.3. Distributiva con respecto a la suma:∀ α ∈ C; ∀ x,y ∈ V ; α(x + y) =
αx+ αy.

2.4. Distributiva con respecto al producto por un escalar:∀ α, β ∈ C; ∀ x ∈
V ; (α+ β)x = αx+ βx.

Si consideramos el caso general de una señal compleja (tanto en tiempo continuo como
en tiempo discreto), la ley de composición interna del espacio vectorial es la suma punto a
punto de la señal. Verificando sus propiedades, vemos que cumple que la suma de señales es
otra señal; que es irrelevante el orden en que realicemos la suma (esto es,que es conmuta-
tiva); que es asociativa; que el elemento neutro es la señal idénticamente nula (x(t) = 0), y
que el elemento inverso de una señal es la misma señal cambiada de signo; endefinitiva, la
suma cumple las propiedades de la ley de composición interna. Los escalaresson números
complejos (que tienen la estructura de cuerpo al igual que los números reales) y la ley de
composición externa es la multiplicación de una señal por un número complejo. Podemos
verificar fácilmente que también esta operación cumple todas las propiedadesrequeridas y,
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2.1 SEÑALES 21

por tanto, podemos concluir que las señales cumplen todos los requisitos para ser conside-
radas como vectores de un espacio vectorial.

La estructura de espacio vectorial genérico como el que hemos expuestoes, sin embargo,
demasiado simple como para tener utilidad. Una estructura más elaborada la encontramos
en los espacios vectoriales de Hilbert o, simplemente,espacios de Hilbert. Esta estructura
nos va a permitir, por ejemplo, reintrepretar algunas de las medidas de señales expuestas en
el Apartado 2.1.2.

Un espacio de Hilbert es, básicamente, un espacio vectorial con producto escalar1. El
producto escalar es una aplicación de pares de vectores en el campo delos escalares (los
complejos en nuestro caso), f:(V, V ) → C, que denotamos como〈x , y〉 y que cumple las
siguientes propiedades:

1. 〈x , y〉 = 〈y , x〉∗

2. 〈(αx+ βy) , z〉 = α〈x , z〉+ β〈y , z〉

3. 〈x , x〉 ≥ 0

4. 〈x , x〉 = 0⇔ x = 0

A partir del producto escalar definimos una norma para el espacio vectorial como

||x|| =
√
〈x , x〉 (2.46)

y, a partir de la norma, una medida de distancia entre vectores

d(x,y) = ||x− y|| (2.47)

Incluso podemos medir el ánguloθ entre dos vectoresx ey como

θ = arc cos

(Re{〈x , y〉}
||x|| ||y||

)
(2.48)

Para la señales y, en general, para cualquier espacio vectorial genérico no existe una
única posibilidad de definición de producto escalar: podemos escoger como producto escalar
cualquier función que cumpla los requisitos establecidos anteriormente. Cada definición de
producto escalar da lugar a un espacio de Hilbert distinto, con métrica y norma distinta.
Vamos a exponer a continuación la estructura de dos espacios de Hilbert para señales de
energía finita, uno para señales en tiempo discreto y otro para señales en tiempo continuo
que denominaremos, respectivamente,l2 y L2.

El espaciol2 se define mediante el siguiente producto escalar

〈x , y〉 =
∞∑

n=−∞
x[n]y∗[n] (2.49)

1Estrictamente, es un espacio vectorial con producto escalar que cumplela propiedad de completitud. La
propiedad de completitud se cumple cuando toda sucesión de Cauchy es convergente en la métrica inducida por
el producto escalar. Si no posee esta propiedad el espacio vectorialrecibe el nombre de espacio pre-Hilbert.
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22 SEÑALES Y SISTEMAS

y nos da una medida del parecido o similitud entre dos señales. El producto escalar de dos
señales cuya variación con el tiempo sea similar será “grande” y el de dosseñales cuya
variación con el tiempo sea distinta será “pequeño”. Cuando el productoescalar de dos
señales es igual a cero decimos que las señales sonortogonales, lo que indica que forman
entre ellas un ángulo de90◦ (según podemos comprobar a partir de (2.48)).

Una medida derivada del producto escalar es lafunción de ambigüedad temporal, rx[k],
que algunos autores denominan función de autocorrelación determinista (yque no debe
confundirse con la función de autocorrelación de procesos estocásticos que veremos en el
Capítulo 3). Se define como el producto escalar de una señal con ella misma desplazada una
cantidadk (que denotaremos comoxk),

rx[k] = 〈x , xk〉 =
∞∑

n=−∞
x[n]x∗[n− k] (2.50)

y da una idea de la variabilidad y concentración de la energía de la señal: una señal que
fluctúe rápidamente tendrá una función de ambigüedad temporal que varíe rápidamente con
respecto ak, y una señal cuya energía esté concentrada en un corto espacio de tiempo tendrá
una función de ambigüedad temporal estrecha. Nótese además querx[0] = E {x[n]}.

La norma inducida por (2.49) resulta ser la raíz cuadrada de la energía dela señal

||x|| =
√
〈x , x〉 =

√√√√
∞∑

n=−∞
|x[n]|2 =

√
E {x[n]} (2.51)

y la distancia es la bien conocida distancia euclídea,

d(x,y) = ||x− y|| =

√√√√
∞∑

n=−∞
|x[n]− y[n]|2 (2.52)

Como propiedades de interés de la norma podemos citar la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
que establece

|〈x , y〉| =
∣∣∣∣∣

∞∑

n=−∞
x[n]y∗[n]

∣∣∣∣∣ ≤ ||x|| · ||y|| =

√√√√
∞∑

n=−∞
|x[n]|2 ·

√√√√
∞∑

n=−∞
|y[n]|2 (2.53)

cumpliéndose la igualdad sólo siy[n] es una versión escalada en amplitud dex[n] (y[n] =
Kx[n], para algúnK ∈ R).

El producto escalar también permite encontrar de forma sencilla la representación de
una señal en una base del espacio vectorial. El ejemplo más claro lo encontramos en la des-
composición de una secuencia mediante la función delta de Kronecker, (2.34). El conjunto
de señales{δ[n− k], k = −∞, . . . , 0, . . . ,∞} forma una base ortonormal del espacio vec-
torial l2; esto es, se cumple que

〈δk, δi〉 =
∞∑

n=−∞
δ[n− k]δ[n− i] = δ[k − i] (2.54)
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Las coordenadas de una señalx[n] en cualquier base, y en esta en particular, se obtienen
como producto escalar de la señalx[n] con cada uno de los elementos de la base; en nuestro
caso

xk = 〈x , δk〉 =
∞∑

n=−∞
x[n]δ[n− k] = x[k] (2.55)

Una vez obtenidas las coordenadas,x[n] se representa como

x[n] =
∞∑

k=−∞
xkδ[n− k] =

∞∑

k=−∞
x[k]δ[n− k]

que es exactamente la ecuación (2.34). Bajo esta interpretación queda claro que los valores
x[k] de (2.34) son algo más que un cambio de variable (n por k), pues no representan una
señal (un vector) sino que son simplemente las coordenadas (escalares) dex[n] en una base
del espacio vectorial formada por funciones delta.

El espacioL2 se define de manera análoga al2 sin más que cambiar sumatorios por
integrales. El producto escalar es

〈x , y〉 =
∫ ∞

−∞
x(t)y∗(t) dt (2.56)

y tiene el mismo sentido que enl2: nos da una medida del parecido o similitud entre dos
señales.

La función de ambigüedad temporal posee ahora una variable independiente de natura-
leza continua,τ , y se define como

rx(τ) = 〈x , xτ 〉 =
∫ ∞

−∞
x(t)x∗(t− τ) dt (2.57)

La norma inducida por (2.56) también resulta ser la raíz cuadrada de la energía de la señal

||x|| =
√
〈x , x〉 =

√∫ ∞

−∞
|x(t)|2 dt =

√
E {x(t)} (2.58)

y la distancia es

d(x,y) = ||x− y|| =
√∫ ∞

−∞
|x(t)− y(t)|2 dt (2.59)

La desigualdad de Cauchy-Schwarz toma la forma

|〈x , y〉| =
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
x(t)y∗(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ||x||·||y|| =
√∫ ∞

−∞
|x(t)|2 dt·

√∫ ∞

−∞
|y(t)|2 dt (2.60)

cumpliéndose la igualdad sólo siy(t) = Kx(t), para algúnK.
El conjunto de funciones delta de Dirac{δ(t− τ), τ ∈ (−∞,∞)} es una base para

el espacioL2. La obtención de las coordenadas de una señalx(t) respecto a esta base se
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24 SEÑALES Y SISTEMAS

realiza mediante (2.30) y la representación de la señal en función de los elementos de la
base mediante (2.31).

Para señales de potencia no nula los espacios descritos no tienen utilidad porque, en
general, los sumatorios o integrales que definen el producto escalar vana ser divergentes.
En este caso podemos plantear otros productos escalares que dan lugara espacios de Hilbert
distintos introduciendo restricciones como, por ejemplo, limitar el intervalo de integración
o suma, definir el espacio vectorial sólo para aquellas señales que cumplen determinados
requisitos, etc.

2.2. SISTEMAS

Un sistema es una representación matemática de una entidad física que ante el estímulo
de una o varias magnitudes físicas (señales) ofrece como respuesta otras magnitudes (seña-
les). Las señales que estimulan al sistema se denominan entradas del sistema ylas señales
con que responde el sistema se denominan salidas del sistema. Si las señales de entrada y
salida son en tiempo continuo decimos que el sistema es en tiempo continuo, y si lasseñales
de entrada y salida son en tiempo discreto decimos que el sistema es en tiempo discreto.
Aquí vamos a considerar únicamente el caso en que tenemos una única entrada,x(t) o x[n],
y una única salida,y(t) o y[n].

Aunque no existe total unanimidad en la literatura, se suelen denominar comofiltros
a los sistemas que diseñamos y construimos con un propósito determinado. En este texto
emplearemos el término filtro con este propósito, aunque en ocasiones nos refiramos a los
filtros con el nombre genérico de sistemas.

Un sistema queda definido mediante la transformaciónT que realiza de la entrada para
obtener la salida

y(t) = T {x(t)} (2.61)

( y[n] = T {x[n]} )

y este apartado está dedicado al estudio de esta transformación. En un caso general, esta no
es una tarea fácil porque si bien en algunos casos somos capaces de encontrar una expresión
analítica sencilla que relaciona la entrada con las salida del sistema, en otros no, como se
muestra en los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 2.3
Considere el caso de un generador de tensión conectado a una resistencia de valorR ohmios. El
sistema va a consistir en la resistencia, que transforma la tensión que proporciona el generador,
x(t), en la corriente que atraviesa la resistencia,y(t). El sistema queda definido mediante la
ecuación

y(t) = T {x(t)} = 1

R
x(t)

Ejemplo 2.4
Considere una conversación telefónica entre dos personas.El sistema va a consistir en todos los
elementos que realizan la transmisión en uno de los sentidos, transformando la presión sonora
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2.2 SISTEMAS 25

presente en el micrófono de la primera persona,x(t), en la presión sonora a la salida del auricular
de la segunda persona,y(t). Para encontrar la relación entrex(t) e y(t) debemos expresar en
primer lugar la relación entre la presión sonora presente enel micrófono y la tensión en bornas
del micrófono, a continuación la relación entre esta tensión y la tensión a la salida del terminal
telefónico, y así hasta el altavoz presente en el auricular de la segunda persona. Con tiempo y
paciencia puede que llegásemos a encontrar la relación entrex(t) ey(t), pero lo peor es que todos
esos cálculos valdrían sólo para una conversación específica entre estas dos personas concretas,
porque un cambio tan simple como es el establecimiento de unanueva llamada entre estas dos
personas trae como consecuencia que la compañía telefónicapuede haber cambiado el circuito
que emplea para conectar estos dos abonados, y hay que volvera repetir el cálculo.

Este último ejemplo pone de manifiesto que es necesaria una abstracción de los principios
físicos que gobiernan el comportamiento del sistema y recurrir, como hemos realizado con
las señales, a un tratamiento sistemático.

Para ello vamos en primer lugar a establecer una clasificación de los sistemas para,
posteriormente, centrarnos en el estudio de los sistemas que cumplen dos propiedades: li-
nealidad e invarianza temporal. Siempre que sea posible, abordaremos de forma conjunta el
estudio de los sistemas en tiempo continuo y en tiempo discreto.

2.2.1. Clasificación de los sistemas

Los sistemas pueden clasificarse en función de que cumplan o no determinadas propie-
dades. Las más importantes son:

Memoria. Se dice que un sistema essin memoriacuando la salida en un determinado
instante no depende de valores pasados ni futuros de la entrada. Se dice que el sistema tiene
memoria cuando incumple esta propiedad.

Ejemplo 2.5
El sistema definido por la ecuación

y(t) = x2(t) (2.62)

es un sistema sin memoria. El sistema definido por la ecuación

y[n] = x[n− 1] (2.63)

es un sistema con memoria

Causalidad. Se dice que un sistema escausal(o no anticipativo) cuando la salida en un
determinado instante no depende de valores futuros de la entrada. Se diceque el sistema es
no causal cuando incumple esta propiedad. Formalmente podemos expresarlo de la siguiente
manera:un sistema es causal si y sólo si dadas cualesquiera dos señales de entradax1(t)
y x2(t) que cumplenx1(t) = x2(t) ∀t < t0, sus salidas correspondientes,y1(t) e y2(t)
cumpleny1(t) = y2(t) ∀t < t0.

Para sistemas en tiempo discreto la definición es idéntica sin más que cambiarx1(t),
x2(t), t0, y1(t) ey2(t) por, respectivamente,x1[n], x2[n], n0, y1[n] ey2[n].
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De manera análoga, definimos un sistema como anticausal (o anticipativo) cuando la
salida en un determinado instante no depende de valores pasados de la entrada. Su definición
formal se obtiene a partir de la de causalidad sin más que cambiar “<” por “>”.

Ejemplo 2.6
El sistema definido por (2.62) es causal y anticausal al mismotiempo. El sistema definido por
(2.63) es causal y no anticausal. El sistema definido por la ecuación

y[n] = nx[n+ 1] (2.64)

es anticausal y no es causal. El sistema definido por la ecuación

y(t) =

∫ t+1

−∞
x(τ) dτ (2.65)

no es ni causal ni anticausal.

Un aspecto importante relacionado con la causalidad, es que cuando la variable indepen-
diente de las señales es el tiempo, todos los sistemas físicamente realizables soncausales.

Invertibilidad. Se dice que un sistema esinvertible cuando siempre es posible recuperar
la entrada al sistema conociendo la salida. Formalmente:un sistema es invertible si y sólo
si dadas cualesquiera dos señales de entradax1(t) y x2(t) distintas en al menos un punto,
sus salidas correspondientesy1(t) ey2(t) son distintas en al menos un punto. La definición
para sistemas en tiempo discreto es análoga.

Ejemplo 2.7
El sistema definido por la Ecuación (2.63) es invertible, y elsistema que obtiene la entrada en
función de la salida queda definido por la ecuación

x[n] = y[n+ 1]

El sistema definido por la Ecuación (2.62) no es invertible porque no se puede recuperar el signo
de la señal de entrada.

Estabilidad. Aunque existen diversos criterios de estabilidad, el más utilizado en el estu-
dio de sistemas es el denominado “entrada acotada, salida acotada” (“Bounded Input Boun-
ded Output”, BIBO). Este criterio establece que un sistema es estable si para cualquier
entrada acotada la salida está acotada. Formalmente:si la señal de entrada al sistema,x(t),
cumple|x(t)| < A para un valor deA finito, el sistema es estable BIBO si y sólo si existe
un valor real finitoB tal que|y(t)| < B. La definición para sistemas en tiempo discreto es
análoga. Cuando un sistema no es estable se dice que es inestable.

Ejemplo 2.8
El sistema definido por la Ecuación (2.62) es estable BIBO y unvalor deB para el que se
cumple la definición esA2. El sistema definido por la Ecuación (2.65) no es estable BIBOcomo
demostramos fácilmente haciendo que la entrada seax(t) = 1.
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Linealidad. Un sistema es lineal si cumple las propiedades de aditividad y homogeneidad.
Formalmente:un sistema es lineal si y sólo si dadas cualesquiera dos señales de entrada
x1(t) y x2(t) cuyas salidas respectivas sony1(t) e y2(t), cuando presentamos a la entrada
del sistema la señalz(t) = αx1(t) + βx2(t), conα y β escalares de valor arbitrario, la
salida del sistema esT {αx1(t) + βx2(t)} = αy1(t) + βy2(t). La definición para sistemas
en tiempo discreto es análoga.

Ejemplo 2.9
El sistema definido por la Ecuación (2.63) es lineal, como podemos comprobar fácilmente ha-
ciendoT {αx1[n] + βx2[n]} = αx1[n− 1] + βx2[n− 1] = αy1[n] + βy2[n].

El sistema definido por la Ecuación (2.62) no es lineal, ya queexiste algún valor det y/o al-
gún par de funcionesx(t) e y(t) para los queT {αx1(t) + βx2(t)} = α2x21(t) + β2x22(t) +
2αβx1(t)x2(t) 6= αy1(t) + βy2(t).

Invarianza. Un sistema esinvariante, o mejorinvariante en el tiempo, si el comportamien-
to del sistema no depende del instante en que se le aplique la excitación. Formalmente:un
sistema es invariante si y sólo si dada una entradax(t) y su salida correspondientey(t), se
cumple queT {x(t− t0)} = y(t− t0) para cualquier valor det0. La definición para sistemas
en tiempo discreto es análoga. Cuando un sistema no es invariante se dice queesvarianteo
variante en el tiempo.

Ejemplo 2.10
El sistema definido por la Ecuación (2.62) es invariante ya que T {x(t − t0)} = x2(t − t0) =
y(t − t0). El sistema definido por la Ecuación (2.64) es variante ya queexiste algún valor de
n y/o alguna funciónx[t] para los queT {x[n − n0]} = nx[n − n0 + 1] 6= y[n − n0] =
(n− n0)x[n− n0 + 1].

2.2.2. Sistemas lineales e invariantes

Un tipo de sistemas de particular interés son aquellos que cumplen las dos últimas pro-
piedades de las mencionadas anteriormente: linealidad e invarianza. Estos sistemas, inde-
pendientemente de su complejidad, quedan representados mediante una señal, la respuesta
del sistema a la señal impulso; además, la respuesta del sistema ante cualquierotra entrada
puede obtenerse mediante una operación, denominada convolución, entre la señal de entrada
y la respuesta al impulso del sistema.
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Sistemas lineales e invariantes en tiempo discreto

En un sistema lineal e invarianteL{·}, la salida puede expresarse, aplicando la propiedad
de linealidad, como

y[n] = L{x[n]}

= L
{ ∞∑

k=−∞
x[k] δ[n− k]

}

=
∞∑

k=−∞
x[k]L{δ[n− k]}

=
∞∑

k=−∞
x[k]hk[n] (2.66)

donde

hk[n] = L{δ[n− k]} (2.67)

Aplicando ahora la propiedad de invarianza, tenemos quehk[n] = h0[n − k], que,
sustituido en (2.66), nos permite expresar la salida del sistema como

y[n] =
∞∑

k=−∞
x[k]hk[n]

=

∞∑

k=−∞
x[k]h0[n− k]

=
∞∑

k=−∞
x[k]h[n− k] (2.68)

dondeh[n] = L{δ[n]} es la señal denominada respuesta al impulso del sistema lineal e
invariante,L{·}. La respuesta al impulso permite caracterizar el comportamiento del sistema
ante cualquier entrada, calculando la salida mediante (2.68), operación que denominamos
convolucióny denotamos con el símbolo∗ de la forma

x[n] ∗ h[n] =
∞∑

k=−∞
x[k]h[n− k] (2.69)

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



2.2 SISTEMAS 29

Sistemas lineales e invariantes en tiempo continuo

De manera análoga al caso en tiempo discreto, en un sistema lineal e invarianteen tiempo
continuoL{·}, la salida puede expresarse, aplicando la propiedad de linealidad, como

y(t) = L{x(t)}

= L
{∫ ∞

−∞
x(τ) δ(t− τ) dτ

}

=

∫ ∞

−∞
x(τ)L{δ(t− τ)} dτ

=

∫ ∞

−∞
x(τ)hτ (t) dτ (2.70)

donde
hτ (t) = L{δ(t− τ)} (2.71)

Aplicando la propiedad de invarianza, tenemos quehτ (t) = h0(t − τ), que, sustituido
en (2.70), nos permite expresar la salida del sistema como

y(t) =

∫ ∞

−∞
x(τ)hτ (t) dτ

=

∫ ∞

−∞
x(τ)h0(t− τ) dτ

=

∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ) dτ (2.72)

dondeh(t) = L{δ(t)} es la señal denominada respuesta al impulso del sistema lineal e inva-
riante,L{·}. Como en el caso en tiempo discreto, la salida del sistema se calcula mediante la
convolución de la señal de entrada con la respuesta al impulso, definiéndose la convolución
para tiempo continuo como

x(t) ∗ h(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ) dτ (2.73)

Propiedades de la operación de convolución

Aunque la convolución es la operación que nos permite calcular la salida de un sistema
lineal e invariante, podemos considerarla en sí misma como una operación que, a partir de
dos señales, ofrece como resultado otra señal. Independientemente de que se trate de su ver-
sión para tiempo discreto o tiempo continuo, esta operación tiene las siguientes propiedades:

Conmutativa. Considerando dos señalesx ey (suprimimos los paréntesis o corchetes para
tratar de forma simultánea los casos discreto y continuo), se cumple

x ∗ y = y ∗ x
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Asociativa. Considerando tres señalesx, y y z, se cumple

x ∗ {y ∗ z} = {x ∗ y} ∗ z

Elemento neutro. El elemento neutro de la convolución es la señal delta. Considerando la
señalx, se cumple

x ∗ δ = δ ∗ x = x

Elemento inverso. Aunque no existe siempre, el elemento inverso de una señalx respecto
a la convolución es la señalxi que cumple

x ∗ xi = xi ∗ x = δ

Propiedades de los sistemas lineales e invariantes

Supuesto que un sistema cumple las propiedades de linealidad e invarianza, repasemos
ahora las cuatro restantes propiedades o criterios de clasificación que utilizábamos en el
Apartado 2.2.1. Las demostraciones se proponen como ejercicio. Las formularemos única-
mente para el caso discreto, siendo su definición análoga para el caso continuo.

Memoria. Un sistema lineal e invariante (en lo sucesivo, al referirnos genéricamente a un
sistema, supondremos que cumple las propiedades de linealidad e invarianza) es sin memoria
si y sólo si su respuesta al impulsoh[n] toma la forma

h[n] = Kδ[n] (2.74)

dondeK es una constante, en general compleja.

Causalidad. Un sistema es causal si y sólo si su respuesta al impulsoh[n] cumple

h[n] = 0 ∀n < 0 (2.75)

De manera análoga, un sistema es anticausal si y sólo si su respuesta al impulsoh[n] cumple

h[n] = 0 ∀n > 0 (2.76)

Invertibilidad. Un sistema es invertible si y sólo si existe la inversa respecto a la convo-
lución de su respuesta al impulso,h[n]. Esto es, si existe unhi[n] que cumple

hi[n] ∗ h[n] = δ[n] (2.77)

Siendohi[n] la respuesta al impulso de su sistema inverso.

Estabilidad. Un sistema es estable BIBO si y sólo si su respuesta al impulso,h[n], cumple

∞∑

n=−∞
|h[n]| <∞ (2.78)
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2.3. REPRESENTACIÓN DE SEÑALES Y SISTEMAS MEDIANTE TRANS -
FORMADAS

En muchas ocasiones no es fácil (e incluso no es posible) describir el comportamiento
de las señales en función de su variación temporal, o el comportamiento de unsistema lineal
e invariante a partir de los valores que toma su respuesta al impulso. Una representación
alternativa y complementaria de las señales y los sistemas que puede ayudarnos en esta
labor es la proporcionada por lo que denominamos genéricamente comotransformadas.

En este apartado vamos a estudiar su uso, comenzando por justificar el uso de las trans-
formadas de núcleo exponencial para, posteriormente, describir y analizar la Transformada
de Fourier tanto para tiempo continuo como para secuencias, la Transformada Z, la Trans-
formada Discreta de Fourier; finalizando con la representación de las señales que denomi-
naremos comopaso bandahaciendo uso de otra transformada, la de Hilbert.

2.3.1. Respuesta de los sistemas lineales e invariantes a la s exponen-
ciales complejas

Si un sistema lineal e invariante con respuesta al impulsoh(t) se excita con una expo-
nencial compleja,x(t) = est, a la salida obtenemos

y(t) =

∫ ∞

−∞
h(τ)x(t− τ) dτ

=

∫ ∞

−∞
h(τ) es(t−τ) dτ

= est
∫ ∞

−∞
h(τ) e−sτ dτ

= estH(s) (2.79)

que no es sino la misma señal de entrada multiplicada por el escalarH(s). En análisis
matemático, cuando un operador ofrece como resultado ante una función lamisma función
multiplicada por un escalar decimos que esa función es unaautofuncióndel operador y
el escalar es elautovalorasociado a dicha autofunción. Así, las exponenciales complejas
son autofunciones de todos los sistemas lineales e invariantes. Para cada valor distinto del
parámetros obtenemos distintas autofunciones, cada una de ellas con su correspondiente
autovalor asociado,H(s).

Si consideramos dos sistemas lineales e invariantes distintos, con respuestas al impulso
h1(t) y h2(t), ambos tienen al conjunto de las exponenciales complejas como autofunciones
(como el resto de los sistemas lineales e invariantes), pero los autovalores asociados,H1(s)
y H2(s) son distintos. Podemos, pues, pensar en representar cada sistema lineale invariante
mediante el conjunto de los autovalores asociados a las exponenciales complejas. Dicho
conjunto, teniendo en cuenta que el parámetros puede tomar cualquier valor dentro del
plano complejo, podemos considerarlo como una función compleja sobre el plano complejo.
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Esta función,H(s), recibe el nombre defunción de transferencia en el dominios o de
Laplace.

La función de transferenciaH(s) queda determinada de manera unívoca a partir de la
respuesta al impulso del sistema,h(t), mediante la ecuación

H(s) =

∫ ∞

−∞
h(t) e−st dt (2.80)

extraída de (2.79). Esto significa que tantoH(s) comoh(t) contienen la misma información
sobre el sistema, existiendo además una fórmula que nos permite recuperarh(t) a partir de
H(s) de manera unívoca. Esta fórmula es

h(t) =
1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞
H(s) est ds (2.81)

dondeσ es cualquier valor para el que la integral (2.80) es convergente cuando s = σ+ jω.
Analicemos brevemente lo que hemos conseguido hasta ahora. Un sistema lineal e in-

variante queda unívocamente determinado mediante una señal, su respuestaal impulso, y a
partir de esta señal obtenemos otra representación del sistema que consiste en una función
sobre el plano complejo. La pregunta que cabe realizar ahora es la siguiente: si la función
sobre el plano complejo (la función de transferencia en el dominio de Laplace) la hemos
obtenido a partir de una señal, ¿qué nos impide aplicar esta misma operación, (2.80), a cual-
quier señal, sea o no respuesta al impulso de un sistema lineal e invariante?.La respuesta es
muy simple: no hay ninguna razón que lo impida, pero, ¿para qué?. Vamos a verlo.

La Transformada de Laplace para una señal en tiempo continuox(t) se define como2

X(s)
.
=

∫ ∞

−∞
x(t) e−st dt (2.82)

siendos la variable independiente en el dominio transformado de Laplace, de naturaleza
compleja, cuyas partes real e imaginaria denotamos, respectivamente, comoσ y ω (s =
σ + jω). La Ecuación (2.82) también se conoce como ecuación de análisis de la Transfor-
mada de Laplace. En general nos referimos aX(s) como la Transformada de Laplace de
la señalx(t) pero, como hemos visto anteriormente, en el caso en que la señal a la que
calculamos la transformada sea la respuesta al impulso de un sistema, el resultado de la
transformada recibe el nombre defunción de transferencia. La Transformada Inversa de La-
place (o ecuación de síntesis de la Transformada de Laplace) se obtiene apartir de (2.82) y
es

x(t) =
1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞
X(s) est ds (2.83)

2En parte de la literatura esta definición de la Transformada de Laplace se conoce como “bilateral”, en
contraposición a la Transformada de Laplace denominada “unilateral”,definida como

X(s)
.
=

∫ ∞

0

x(t) e−st dt
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tomandoσ cualquier valor para el que la integral (2.82) es convergente.
Hasta aquí la definición. Veamos ahora qué sucede al calcular la Transformada de La-

place de la salida de un sistema lineal e invariante,y(t),

Y (s) =

∫ ∞

−∞
y(t) e−st dt

=

∫ ∞

−∞
(x(t) ∗ h(t) ) e−st dt

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ) dτ e−st dt

=

∫ ∞

−∞
x(τ)

∫ ∞

−∞
h(t− τ) e−st dt dτ

=

∫ ∞

−∞
x(τ)

∫ ∞

−∞
h(t′) e−s(t′+τ) dt′ dτ

=

∫ ∞

−∞
x(τ) e−sτ

∫ ∞

−∞
h(t′) e−st′ dt′ dτ

=

∫ ∞

−∞
x(τ) e−sτH(s) dτ

= H(s)

∫ ∞

−∞
x(τ) e−sτ dτ

= H(s)X(s) (2.84)

Este resultado, conocido como propiedad de convolución, nos dice que laTransformada de
Laplace transforma una operación con señales poco “intuitiva” como la convolución (en el
sentido que es difícil predecir a simple vista cómo será el resultado de la convolución de dos
señales) en una más sencilla como el producto. Conociendo la función de transferencia de
un sistema podemos predecir fácilmente cómo se comportará ante una entrada determinada.

En tiempo discreto realizamos un desarrollo análogo, introduciendo una exponencial
compleja,x[n] = zn, en un sistema lineal e invariante con respuesta al impulsoh[n]

y[n] =

∞∑

k=−∞
h[k]x[n− k]

=
∞∑

k=−∞
h[k] zn−k

= zn
∞∑

k=−∞
h[k] z−k

= znH(z) (2.85)

dondeH(z) es una función compleja sobre el plano complejoz que denominamosfunción
de transferencia en el dominio Z.
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Para una señal genérica en tiempo discretox[n] definimos su Transformada Z como3

X(z)
.
=

∞∑

n=−∞
x[n]z−n (2.86)

siendoz la variable independiente en el dominio transformado Z, de naturaleza compleja,
cuyos módulo y fase denotamos, respectivamente, comor y ω (z = r ejω). La Transformada
Z Inversa (o ecuación de síntesis de la Transformada Z) se obtiene a partir de (2.86) y es

x[n] =
1

2πj

∮
X(z) zn−1 dz (2.87)

donde
∮

denota la integración a lo largo de un contorno circular de radior y centrado en el
origen, en el sentido contrario a las agujas del reloj, siendor cualquier valor para el que el
sumatorio (2.86) es convergente.

La Transformada Z también posee la propiedad de convolución; esto es, lasalida de un
sistema lineal e invariante,y[n], puede expresarse en el dominioz como

Y (z) = X(z)H(z) (2.88)

siendoX(z) la Transformada Z de la señal de entrada yH(z) la función de transferencia
del sistema. La demostración de esta propiedad, similar a (2.84), se deja comoejercicio para
el lector.

Como regla general que emplearemos a lo largo del texto, cuando hablemos de una
señal en el dominio natural o temporal nos referiremos a su expresión cuando la variable
independiente es el tiempo,x(t) o x[n], según corresponda. También nos referiremos ax(t)
o x[n] como forma de onda. Cuando hablemos de una señal en el dominio transformado
nos referiremos a su expresión cuando la variable independiente ess, z u ω (que veremos a
continuación), según el contexto. Cuando hablemos de una señal sin másnos referimos a la
propia señal independientemente de la naturaleza de su variable independiente.

2.3.2. Transformada de Fourier para señales y sistemas en ti empo
continuo

La interpretación y manipulación de las transformadas de Laplace y Z resultaengorrosa
en la mayoría de los casos por tratarse de funciones complejas sobre el plano complejo. Dado
que estas funciones se obtiene a partir de otra,x(t) ox[n], cuya variable independiente es de
naturaleza real (tiempo continuo) o entera (tiempo discreto), podemos decirque la expresión
de una señal en los dominios de Laplace o Z es redundante. En otras palabras, si en el

3En parte de la literatura esta definición de la Transformada Z se conoce como “bilateral”, en contraposición
a la Transformada Z denominada “unilateral”, definida como

X(z)
.
=

∞
∑

n=0

x[n]z−n
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dominio natural nos basta con una variable independiente real o entera para representar toda
la señal, en el dominio transformado no nos hace falta una variable independiente compleja
para realizar el mismo cometido.

Para señales en tiempo continuo podemos particularizar la Transformada deLaplace en
cualquier recta en el plano y obtener así una reducción de la dimensionalidad de la variable
independiente de compleja a real. Si la particularizamos en la recta imaginaria,s = jω,
obtenemos laTransformada de Fourier en tiempo continuo, que definimos para una señal
x(t) como

X(jω)
.
= X(s)

∣∣∣∣
s=jω

=

∫ ∞

−∞
x(t) e−jωt dt (2.89)

y es una función compleja de la variable realω. A la variableω se le da el nombre de
frecuencia. Por extensión del nombre que recibe en análisis funcionalla descomposición
de operadores en función de sus autovectores y autovalores,descomposición espectral, a
X(jω) se le suele denominar espectro dex(t) o representación espectral dex(t).

La transformada inversa (o ecuación de síntesis de la transformada) se obtiene particu-
larizando (2.83) paraσ = 0,

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
X(jω) ejωt dω (2.90)

Si la señal sobre la que aplicamos la Transformada de Fourier es la respuesta al impulso
de un sistema lineal e invariante,h(t), el resultadoH(jω) es lafunción de transferencia
en dominio de Fourier, también denominadafunción de trasferencia en el dominio de la
frecuenciao respuesta en frecuenciadel sistema.

Se dice que existe la Transformada de Fourier de una señalx(t) si la integral (2.89) es
convergente para todo valor deω. Lamentablemente, no existe ninguna condición necesaria
y suficiente que garantice su existencia; esto es, no existe ninguna propiedad tal que si
la señal la cumple existe su transformada, y si no la cumple no existe su transformada.
Somos capaces, eso sí, de encontrar muchas condiciones suficientes (que nos aseguran la
existencia de la transformada) como, por ejemplo, que la señal sea de energía finita o que
sea absolutamente integrable.

La condición de existencia limita en gran medida la aplicación de la Transformadade
Fourier, ya que señales tan comunes como las de amplitud constante o las sinusoides no
poseen transformada. Si relajamos el criterio de existencia y permitimos que para un valor
de frecuencia la integral diverja (esto es, permitimos la existencia de funciones delta en el
dominio transformado) obtenemos lo que se conoce comoTransformada de Fourier Gene-
ralizada, que nos permite obtener una representación en el dominio transformado de señales
como las sinusoides complejas, las señales periódicas, la función escalón olas señales de
amplitud constante. Salvo indicación en contrario, de ahora en adelante, cuando nos refira-
mos a la Transformada de Fourier entenderemos que se trata de la Transformada de Fourier
Generalizada.

La definición de la Transformada de Fourier por sí misma no nos dice gran cosa si no
somos capaces de relacionar de forma intuitiva su forma de onda con su representación
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δ(t)
TF←→ 1

δ(t− t0) TF←→ e−jωt0

1

πt

TF←→ −2ju(ω)− j

sinc(t)
TF←→ Π

( ω
2π

)

e−atu(t)
Re{a}>0

TF←→ 1

a+ jω

1
TF←→ 2π δ(ω)

ejω0t TF←→ 2π δ(ω − ω0)

u(t)
TF←→ 1

jω
+ πδ(ω)

Π(t)
TF←→ sinc

( ω
2π

)

te−atu(t)
Re{a}>0

TF←→ 1

(a+ jω)2

∞∑

k=−∞
δ(t− kT ) TF←→ 2π

T

∞∑

k=−∞
δ

(
ω − 2πk

T

)

∞∑

k=−∞
ak e

j 2πk
T

t TF←→ 2π

∞∑

k=−∞
ak δ

(
ω − 2πk

T

)

Cuadro 2.1.Pares transformados básicos.

espectral. En el Cuadro 2.1 podemos encontrar las transformadas de algunas funciones ele-
mentales pero, adicionalmente, conviene realizar los siguientes comentarios:

La transformada de una señal real es, en general, una función compleja. Véase como
ejemplo la transformada de una delta desplazada del origen de tiempos.

Si la amplitud de la forma de onda varía lentamente, el módulo de su transformada
tomará valores mayores para frecuencias cercanas a 0. Un caso extremo lo constitu-
yen las señales de amplitud constante cuya transformada toma valor distinto de cero
únicamente en la frecuencia 0.

Si la amplitud de la forma de onda varía rápidamente, el módulo de su transformada
tomará valores grandes para frecuencias lejanas de 0. La transformada de una sinusoi-
de compleja es una función delta situada a la frecuencia de la sinusoide; si mayor es
la frecuencia de la sinusoide, más rápidamente variará su amplitud y la funcióndelta
estará situada a frecuencia más alta.

El valor de la amplitud de la forma de onda en un instante determinado influye en
todas las frecuencias y, análogamente, el valor de la transformada en una frecuencia
determinada influye en la amplitud de la forma de onda en todos los instantes. Como
ejemplo, podemos comprobar cómo la transformada de una función que toma valor
distinto de cero sólo en un punto, la función delta, tiene componentes espectrales en
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todas las frecuencias, o cómo la transformada inversa de una función delta toma valor
no nulo en todos los instantes de tiempo.

En función de los valores que tomaX(jω) (oH(jω)) se establecen las siguientes defi-
niciones sobre señales (o sistemas):

SiX(jω) (oH(jω)) toma valor distinto de cero únicamente en un intervalo de longi-
tud finita de frecuencia, se dice que la señal (o sistema) es de banda limitada.En caso
contrario, se dice que es de banda ilimitada.

SiX(jω) = 0 (oH(jω) = 0) para|ω| > ω0 se dice que la señal (o sistema) es paso
bajo con frecuencia de corteω0 (equivalentemente, se dice que es paso bajo con ancho
de bandaω0).

Si X(jω) = 0 (o H(jω) = 0) paraω1 > |ω| > ω2 (ω1 < ω2) se dice que la señal
(o sistema) es paso banda con frecuencia de corte inferiorω1, frecuencia de corte
superiorω2 y ancho de bandaω2 − ω1.

Si X(jω) = 0 (o H(jω) = 0) paraω1 > |ω| > ω2 (ω1 > ω2) se dice que la
señal (o sistema) es de banda eliminada, con frecuencia de corte inferiorde la banda
eliminadaω2, frecuencia de corte superior de la banda eliminadaω1 y ancho de la
banda eliminadaω1 − ω2.

Si X(jω) = 0 (o H(jω) = 0) paraω0 > |ω| se dice que la señal (o sistema) es
paso alto con frecuencia de corteω0. Nótese que ni las señales (o sistemas) de banda
eliminada ni paso alto son de banda limitada.

Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo continuo

A continuación enunciaremos las propiedades más importantes de la Transformada de
Fourier en tiempo continuo, haciendo mayor hincapié en las implicaciones en elestudio de
señales y sistemas de cada propiedad que en su demostración matemática.

Para evitar su continua repetición, en cada una de las propiedades emplearemos la si-
guiente notación

x(t)
TF←→ X(jω)

y(t)
TF←→ Y (jω)

Linealidad.
αx(t) + βy(t)

TF←→ αX(jω) + βY (jω) (2.91)

Supone la proporcionalidad entre las amplitudes en los dominios natural y transformado y
la conservación de propiedades tales como la distributividad respecto a la suma. La demos-
tración se obtiene fácilmente a partir de la definición de la transformada.
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Propiedad de convolución.

x(t) ∗ y(t) TF←→ X(jω)Y (jω) (2.92)

Las implicaciones de esta propiedad son las ya discutidas para la Transformada de Laplace:
siY (jω) es la función de transferencia de un sistema lineal e invariante, la salida delsistema
en el dominio de la frecuencia es el producto de la entrada por la función de transferencia. Su
demostración se obtiene particularizando la propiedad de convolución de laTransformada
de Laplace, (2.84).

Desplazamiento temporal.

x(t− t0) TF←→ e−jωt0X(jω) (2.93)

Un desplazamiento temporal de la señal no afecta al módulo de la transformada. Afecta sólo
a la fase, sumando un término de valor−ωt0. La propiedad se demuestra de forma directa
aplicando (2.89) ax(t− t0).

Derivación.
d x(t)

dt

TF←→ jωX(jω) (2.94)

Una derivación en el tiempo supone una atenuación en frecuencias bajas (cercanas a cero)
y un realce en frecuencias altas. Podemos incluso considerar el derivador como un sistema
lineal e invariante cuya función de transferencia esH(jω) = jω. La demostración de la
propiedad se realiza tomando la derivada de (2.90).

Integración. ∫ t

−∞
x(τ) dτ

TF←→ X(jω)

jw
+ πX(j0)δ(ω) (2.95)

Es la propiedad contraria a la derivación. Nótese el términoπX(j0)δ(ω) que aparece cuando
el valor de la transformada a frecuencia cero, que se corresponde con la integral

∫∞
−∞ x(t) dt,

es distinto de cero.

Cambio de escala.

x(at)
TF←→ 1

|a|X
(
jω

a

)
(2.96)

siendoa un valor real. Si comprimimos una señal en el tiempo (a > 1), expandimos su
espectro, y viceversa. Esto indica que hay un compromiso duración-ancho de banda, que no
es sino una manifestación del Principio de Incertidumbre. Basado en esta propiedad puede
comprobarse que si una señal es de duración temporal finita, su anchode banda es infinito
y, contrariamente, si una señal tiene ancho de banda finito, su forma de onda tiene duración
infinita.
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Dualidad.

X(jt)
TF←→ 2πx(−ω) (2.97)

Esta propiedad nos dice que ambos dominios son (salvo factores de escalae inversiones de
la variable independiente), intercambiables. Compruebe en los ejemplos de transformadas
de el Cuadro 2.1 cómo algunos de los pares son duales de otros. La demostración de esta
propiedad se realiza cambiandot porω en (2.90).

Producto.

x(t)y(t)
TF←→ 1

2π
X(jω) ∗ Y (jω) (2.98)

La aplicación de esta propiedad al estudio de sistemas no lineales sin memoria (interpretando
y(t) comoT {x(t)}/x(t) y calculando su Transformada de Fourier) nos ayuda a compren-
der el tipo de transformación que realizan en el dominio de la frecuencia sobre una señal
dada. También nos ayuda a comprender el efecto que supone la observación de una señal
durante un tiempo limitado (interpretandoy(t) como una señal de valor1 en el intervalo de
observación y0 fuera de este). Esta propiedad se obtiene de la aplicación de la propiedadde
dualidad a la propiedad de convolución.

Modulación.

ejω0tx(t)
TF←→ X(j(ω − ω0)) (2.99)

Esta propiedad es fundamental en comunicaciones por ser la base de las modulaciones li-
neales. Nos dice que multiplicar una señal por una sinusoide compleja implica undespla-
zamiento en frecuencia de valor el de la sinusoide. Se obtiene como caso particular de la
propiedad del producto.

Derivación en frecuencia.

−jt x(t) TF←→ dX(jω)

dω
(2.100)

Puede obtenerse como caso particular de la propiedad del producto o bien aplicando la
propiedad de dualidad a la propiedad de derivación en el tiempo.

Simetría.

x(−t) TF←→ X(−jω) (2.101)

La aplicación de esta propiedad a señales pares e impares (o a las partes par e impar de
una señal) nos dice que si una señal es par (x(t) = x(−t)), su transformada también lo
es (X(jω) = X(−jω)), y que si una señal es impar (x(t) = −x(−t)), su transformada
también lo es (X(jω) = −X(−jω)). Se obtiene cambiandot por−t en (2.89).
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Conjugación.

x∗(t)
TF←→ X∗(−jω) (2.102)

La aplicación de esta propiedad a señales reales e imaginarias puras (o a las partes real e
imaginaria de una señal) nos dice que si una señal es real (x(t) = x∗(t)), su transformada es
hermítica (X(jω) = X∗(−jω)), y que si una señal es imaginaria pura (x(t) = −x∗(−t)),
su transformada es antihermítica (X(jω) = −X∗(−jω)). También nos dice que la parte real
de una señal compleja se transforma en la parte hermítica de la transformada,y que la parte
imaginaria de una señal compleja se transforma en la parte antihermítica de la transformada.

Combinando esta propiedad con la anterior podemos establecer aseveraciones como: la
transformada de una señal real y par es real y par, o la transformadade una señal real e impar
es imaginaria pura e impar. Se obtiene aplicando (2.89) ax∗(t).

Conservación del producto escalar o Relación de Parseval.
∫ ∞

−∞
x(t)y∗(t) dt =

1

2π

∫ ∞

−∞
X(jω)Y ∗(jω) dω (2.103)

Se demuestra a partir de la propiedad de conservación del producto escalar en el espacio
vectorial de señales de energía finita.

Conservación de la energía o Teorema de Rayleigh.
∫ ∞

−∞
|x(t)|2 dt = 1

2π

∫ ∞

−∞
|X(jω)|2 dω (2.104)

se obtiene como caso particular de la Relación de Parseval y generalmente es confundido
con esta. Esta propiedad permite interpretar el módulo al cuadrado de la Transformada de
Fourier,|X(jω)|2, como una densidad de energía: la parte izquierda de la igualdad (2.104)
es la medida de la energía dex(t) y, por tanto, la parte derecha de la igualdad también lo es;
si la energía se obtiene mediante integración de una función, esa función puede interpretarse
como densidad de energía. Como la variable independiente de esa función es la frecuencia,
|X(jω)|2 se denominadensidad espectral de energía.

Podemos comprobar además que la densidad espectral de energía es la Transformada de
Fourier de la función de ambigüedad temporal definida en (2.57).

Todas estas propiedades se encuentran enumeradas en el Cuadro 2.2.

Transformada de Fourier de señales periódicas

Un caso especial en la representación espectral de las señales en tiempocontinuo lo
constituyen las señales periódicas. Salvo para el caso trivial de una señal idénticamente
nula (que puede ser considerada como periódica con el periodo que sedesee), la aplicación
directa de la ecuación de análisis de la Transformada de Fourier, (2.89),sobre una señal
periódica da como resultado una integral divergente.
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Linealidad αx(t) + βy(t)
TF←→ αX(jω) + βY (jω)

Convolución x(t) ∗ y(t) TF←→ X(jω)Y (jω)

Desplazamiento temporal x(t− t0) TF←→ e−jωt0X(jω)

Derivación d x(t)
dt

TF←→ jωX(jω)

Integración
∫ t
−∞ x(τ) dτ

TF←→ X(jω)
jw + πX(j0)δ(ω)

Cambio de escala x(at)
TF←→ 1

|a|X
(
jω
a

)

Dualidad X(jt)
TF←→ 2πx(−ω)

Producto x(t)y(t)
TF←→ 1

2πX(jω) ∗ Y (jω)

Modulación ejω0tx(t)
TF←→ X(j(ω − ω0))

Derivación en frecuencia −jt x(t) TF←→ dX(jω)
dω

Simetría x(−t) TF←→ X(−jω)
Conjugación x∗(t)

TF←→ X∗(−jω)
Relación de Parseval

∫∞
−∞ x(t)y∗(t) dt = 1

2π

∫∞
−∞X(jω)Y ∗(jω) dω

Teorema de Rayleigh
∫∞
−∞ |x(t)|2 dt = 1

2π

∫∞
−∞ |X(jω)|2 dω

Cuadro 2.2.Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo continuo.

Para solventar este problema recurrimos alDesarrollo en Serie de Fourier para señales
en tiempo continuo, que nos permite representar una señal periódica como combinación
lineal de sinusoides complejas relacionadas armónicamente. A partir de aquíaplicamos la
transformada sobre cada una de las sinusoides y obtenemos la transformada que estábamos
buscando.

El Desarrollo en Serie de Fourier de una señalx(t) periódica con periodoT se define
mediante el siguiente par de ecuaciones

ak =
1

T

∫

(T )
x(t) e−j 2πk

T
t dt (2.105)

x(t) =
∞∑

k=−∞
ak e

j 2πk
T

t (2.106)

denominadas, respectivamente,ecuaciones de análisis y síntesis del Desarrollo en Serie de
Fourier para tiempo continuo. Los valoresak se denominancoeficiente del Desarrollo en
Serie de Fouriery son, en general, de naturaleza compleja.
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Aplicando la Transformada de Fourier sobre (2.106) obtenemos

x(t) =

∞∑

k=−∞
ak e

j 2πk
T

t TF←→ 2π

∞∑

k=−∞
ak δ

(
ω − 2πk

T

)
(2.107)

Representación de señales y sistemas en el dominio de Fourier para t iempo
continuo

La Transformada de Fourier de una señal es, como hemos dicho anteriormente, una
función compleja con una variable independiente real. Como tal función compleja podemos
representarla en función de sus partes real e imaginaria (coordenadas cartesianas) como

X(jω) = Re{X(jω)}+ jIm{X(jω)} (2.108)

o en función de su módulo y fase (coordenadas polares) como

X(jω) = |X(jω)| ej∢X(jω) (2.109)

De estas dos formas alternativas, generalmente se prefiere emplear la representación en
módulo y fase. Una de las razones para ello es que la representación de lasalida de un
sistema lineal e invariante en coordenadas polares toma la forma

Y (jω) = X(jω)H(jω) = |X(jω)| ej∢X(jω)|H(jω)| ej∢H(jω)

= |X(jω)| |H(jω)| ej(∢X(jω)+∢H(jω)) (2.110)

lo que nos permite analizar separadamente los términos de módulo y fase

|Y (jω)| = |X(jω)| |H(jω)| (2.111)

∢Y (jω) = ∢X(jω) + ∢H(jω) (2.112)

Si intentamos realizar la misma descomposición en partes real e imaginaria obtenemos

Re{Y (jω)} = Re{X(jω)}Re{H(jω)} − Im{X(jω)} Im{H(jω)} (2.113)

Im{Y (jω)} = Re{X(jω)} Im{H(jω)}+ Im{X(jω)}Re{H(jω)} (2.114)

donde se mezclan la partes real e imaginaria de la señal de entrada y de la función de trans-
ferencia del sistema.

Otra de las razones que aconsejan el empleo de la representación polar es que el cuadra-
do del módulo de la transformada tiene una interpretación directa como densidad espectral
de energía de la señal, como vimos al presentar el Teorema de Rayleigh, (2.104).

Al módulo de la Transformada de Fourier se le suele denominarcaracterística de am-
plitud de la señal (o del sistema, si se trata de una función de transferencia) y, a la fase,
característica de fase.

Volviendo a (2.111) y (2.112), un sistema contribuye de forma multiplicativa enla ca-
racterística de amplitud de la señal y aditivamente en la característica de fase.Comencemos
analizando la contribución a la característica de fase de un sistema lineal e invariante.
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Cuando la característica de fase de un sistema es de la forma

∢H(jω) = −t0ω (2.115)

siendot0 una constante real, decimos que el sistema es defase lineal. La interpretación en
el dominio natural del efecto que produce un sistema lineal e invariante de fase lineal es
clara si escogemos una característica de amplitud como|H(jω)| = 1, porque la salida será
y(t) = x(t − t0), como vimos al analizar la propiedad de desplazamiento temporal de la
Transformada de Fourier, (2.93).

La característica de fase lineal es deseable en los sistemas que aparecenen una cade-
na de transmisión, porque implica una “coherencia” temporal. Para medir las desviaciones
respecto a la característica de fase lineal se emplea elretardo de grupo, definido como

τ(ω) = −d∢H(jω)

dω
(2.116)

Si un sistema es de fase lineal, su retardo de grupo es constante e igual at0 y, según lo
expuesto anteriormente, podemos decir que la señal tardaríat0 segundos en “atravesar”
el sistema. Si el retardo de grupo no es constante podemos decir que cada componente
frecuencial de una señal,X(jω0), tardaría un tiempoτ(ω0) en atravesar el sistema. Si la
señal de entrada al sistema fuese una función delta, que tiene concentrada toda su energía
en el instantet = 0, al atravesar un sistema de retardo de grupo no constante se dispersaría
la energía porque cada componente frecuencial tarda un tiempo distinto en atravesarlo. Un
ejemplo que puede ayudarnos a comprender la influencia que puede tenerla variación de la
característica de fase de una señal es el siguiente.

Ejemplo 2.11
Sea un sistema cuyas características de amplitud y fase son

|H(jω)| = 1 y ∢H(jω) =

{
−π/2 ω > 0

π/2 ω < 0
(2.117)

Si tenemos a la entrada del sistema la función delta (x(t) = δ(t)), a la salida tenemos

y(t) = h(t) =
1

πt
(2.118)

que pone de manifiesto los efectos que puede tener un sistema de fase no lineal sobre la forma de
onda de una señal.

Analicemos ahora la contribución sobre la característica de amplitud de un sistema lineal
e invariante. En primer lugar, sería conveniente expresar la contribucióndel sistema en forma
aditiva (como es la de de la fase) en lugar de multiplicativa, como está expresada en (2.111).
Para lograrlo podemos emplear logaritmos, que transforman sumas en productos. Tomando
el logaritmo en ambos lados de (2.111) obtenemos

log |Y (jω)| = log |X(jω)|+ log |H(jω)| (2.119)
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Dentro de las medidas logarítmicas, la más empleada es20 log10 que, cuando se aplica a
magnitudes adimensionales como la función de transferencia tiene como unidadde medida
el decibelioó dB. Aplicándola a (2.119) tenemos

20 log10 |Y (jω)| = 20 log10 |X(jω)|+ 20 log10 |H(jω)| (2.120)

y decimos que el sistema tiene una ganancia de0 dB a una frecuencia determinada si su
característica de amplitud es igual a1, o que tiene una ganancia de−20 dB (o una atenuación
de20 dB) si su característica de amplitud es igual a0,1. Por ser adimensional, no podemos
decir que la característica de amplitud esx dB a una frecuencia determinada, pero sí que
a esa frecuencia la señal esy dB mayor o menor que la característica de amplitud a otra
frecuencia.

Antes de continuar con el análisis de la característica de magnitud de los sistemas li-
neales e invariantes conviene definir un tipo especial de sistemas que emplearemos como
referencia. Son losfiltros ideales. Si en la Página 37 nos hemos referido a los sistemas con
limitación de banda y, dentro de ellos a los sistemas paso bajo, paso alto, paso banda y banda
eliminada, ahora definimos unfiltro paso bajocomo un sistema paso bajo cuya función de
transferencia toma únicamente los valores0 y 1; es decir, la función de transferencia toma
la forma

H(jω) =

{
1 |ω| < ω0

0 |ω| > ω0

(2.121)

y decimos queω0 es la frecuencia de corte, o que el ancho de banda del filtro esω0. A las
frecuencias|ω| < ω0 se les denomina banda de paso y a las frecuencias|ω| > ω0, banda
eliminada. Los filtros ideales paso alto, paso banda y banda eliminada se definen de la misma
forma. La denominación deidealesles viene tanto de su comportamiento (ganancia de 0
dB en la banda de paso y de−∞ dB en la banda atenuada) como de la imposibilidad de
realización (su respuesta al impulso es una función no causal y de duración ilimitada).

Los filtros que físicamente podemos realizar se aproximan en mayor o menor medida a
los ideales, pero no existe una frecuencia a partir de la cual su característica de magnitud
sea exactamente0 (atenuación de∞ dB), aunque sí muy pequeña. Existen, sin embargo,
diversos criterios que nos permiten establecer una medida de ancho de banda, entendiendo
que no se trata de una limitación estricta de la banda de paso del sistema. Los másempleados
son (consideramos los criterios para filtros paso bajo, siendo su extensión al resto de tipos
inmediata):

Ancho de banda 3 dB.Toma como frecuencia de corte la frecuencia más pequeña para la
que el cuadrado de la característica de amplitud está 3 dB por debajo de su valor
máximo. En este y en el resto de criterios se emplean medidas de energía y, dado que
la densidad espectral de energía de la salida es la de la entrada multiplicada por la
característica de amplitud al cuadrado del sistema, todas las medidas estaránreferidas
al cuadrado de la característica de amplitud.

Ancho de banda 6 dB. Igual que el anterior, pero con una referencia de 6 dB.
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Ancho de banda delp%. Toma como frecuencia de corte aquella en la que se cumple

∫ ω0

−ω0
|H(jω)|2 dω∫∞

−∞ |H(jω)|2 dω =
p

100
(2.122)

Valores típicos dep son90, 95 ó 99.

Ancho de banda equivalente de ruido.La frecuencia de corte se define como

ω0 =

∫∞
−∞ |H(jω)|2 dω
máxω |H(jω)|2 (2.123)

y representa el ancho de un filtro ideal con gananciamáxω |H(jω)|2 en la banda de
paso cuya energía de su respuesta al impulso fuese la del filtro que estamos caracteri-
zando.

Ancho de banda de primer nulo. Si la característica de amplitud toma valor0 para algu-
na frecuencia, consideramosω0 como la más pequeña (en valor absoluto) de estas
frecuencias.

Por último, para representar gráficamente las características de amplitud y fase de siste-
mas con respuesta impulsional real suelen emplearse los denominadosdiagramas de Bode,
que utilizan también escala logarítmica para la frecuencia, de la forma en que semuestra
en la Figura 2.6. Esta representación no es posible si el sistema tiene respuesta impulsional

1 10 1000.10.01

20log
10

|H(jω)|

ω

1 10 1000.10.01 0

−π/4

−π/2

ω

∠ H(jω)

Figura 2.6.Ejemplo de diagrama de Bode de un sistema.

compleja porque, en ese caso, el comportamiento en frecuencias positivas no define total-
mente al sistema.
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2.3.3. Transformada de Fourier para señales y sistemas en ti empo
discreto

Si para señales en tiempo continuo obteníamos la Transformada de Fourier como parti-
cularización de la Transformada de Laplace ens = jω, la obtención de laTransformada de
Fourier en tiempo discretoó Transformada de Fourier para secuenciasse realiza particula-
rizando la Transformada Z en la circunferencia de radio unidad,z = ejω. Concretamente, la
Transformada de Fourier en tiempo discreto de una señalx[n] se define como

X(ejω)
.
= X(z)

∣∣∣∣
z=ejω

=
∞∑

n=−∞
x[n] e−jωn (2.124)

y es una función compleja de la variable realω.
La transformada inversa (o ecuación de síntesis de la transformada) se obtiene particu-

larizando (2.87) parar = 1,

x[n] =
1

2π

∫

2π
X(ejω) ejωn dω (2.125)

Las transformadas de Fourier en tiempo continuo y tiempo discreto son en realidad dos
formas distintas de la misma transformada; una de ellas para señales con variable inde-
pendiente continua y la otra para señales con variable independiente discreta4. Dada esta
igualdad, nos limitaremos principalmente en este apartado a ir señalando las diferencias que
existan entre ambas transformadas.

La primera de ellas es la periodicidad de la Transformada de Fourier en tiempodiscreto.
Las expresionesejω0n y ej(ω0+2πk)n conk un número entero cualquiera son, como discu-
timos en la Página 18, expresiones distintas de la misma secuencia y, por tanto, el valor de
la transformada a una frecuenciaω0 será igual al de la frecuenciaω0 + 2πk. Esto implica
que la Transformada de Fourier de cualquier secuencia seasiempreuna función periódica
de periodo2π.

Se dice que existe la Transformada de Fourier de una señalx[n] si el sumatorio (2.124)
es convergente para todo valor deω. Al igual que en tiempo continuo, no existe ninguna
condición necesaria y suficiente que garantice su existencia aunque sí encontramos mu-
chas condiciones suficientes como, por ejemplo, que la señal sea de energía finita o que
sea absolutamente sumable. En tiempo discreto también vamos a permitir la existencia de
funciones delta en el dominio transformado y, salvo indicación en contrario, cuando ha-
blemos de Transformada de Fourier estaremos refiriéndonos a la Transformada de Fourier
Generalizada.

En el Cuadro 2.3 podemos encontrar las transformadas de algunas funciones elemen-
tales. Podemos comprobar que todas las transformadas que aparecen enel cuadro son fun-
ciones periódicas de periodo2π. Nótese también cómo cambia el sentido de “frecuencias

4Esto no sucede con las transformadas de las que derivan cada una deellas, Laplace y Z, que sonper se
transformadas distintas.
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altas” de tiempo continuo a tiempo discreto, porque en este último caso una frecuencia2π es
equivalente a frecuencia0, y la frecuencia “más alta” que tenemos en tiempo discreto esπ:
lo más rápido que podemos hacer cambiar la amplitud de una secuencia consisteen alternar
su signo de muestra a muestra.

δ[n]
TF←→ 1

δ[n− n0] TF←→ e−jωn0

a sinc[an]
0<a<1

TF←→
∞∑

k=−∞
Π

(
ω − 2πk

2aπ

)

1
TF←→ 2π

∞∑

k=−∞
δ(ω − 2πk)

ejω0n TF←→ 2π
∞∑

k=−∞
δ(ω − ω0 − 2πk)

u[n]
TF←→ 1

1− ejω + π
∞∑

k=−∞
δ(ω − 2πk)

anu[n]
|a|<1

TF←→ 1

1− aejω

(n+ 1)anu[n]
|a|<1

TF←→ 1

(1− aejω)2
∞∑

k=−∞
δ[n− kN ]

TF←→ 2π

N

∞∑

k=−∞
δ

(
ω − k2π

N

)

∑

n∈〈N〉
ake

jk(2π/N)n TF←→ 2π
∞∑

k=−∞
akδ

(
ω − k2π

N

)

Cuadro 2.3.Pares transformados básicos.

Por lo demás, las definiciones realizadas sobre limitación de banda para señales y sis-
temas en tiempo continuo y las discusiones sobre la forma más adecuada de representar
señales y sistemas en el dominio transformado, siguen siendo válidas para tiempo discreto.

Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo discreto

Antes de entrar a detallar las propiedades de la Transformada de Fourieren tiempo
discreto, conviene recordar las propiedades que existían para tiempo continuo y no existen
para tiempo discreto y las nuevas propiedades que aparecen en tiempo discreto.

La propiedad más importante que se “pierde” es la propiedad de dualidad, porque ahora
la naturaleza de la variable independiente en el dominio natural es discreta yen dominio
transformado, continua. Además de esta, las propiedades de derivación e integración son
sustituidas por sus equivalentes en tiempo discreto: diferenciación y acumulación. La pro-
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piedad de cambio de escala también desaparece como tal porque una operación de escalado
en tiempo discreto puede implicar hasta cuatro operaciones: muestreo, supresión de ceros,
reinserción de ceros y reconstrucción de valores. La razón es que los procesos de escalado
de la variable independiente en tiempo discreto implican, además del propio escalado, pér-
dida o necesidad de información. De estas cuatro operaciones, dos serán tratadas aquí como
propiedades (inserción y supresión de ceros), y las otras dos (muestreo y reconstrucción)
merecen una atención específica y serán tratadas en el Apartado 2.4.

Veamos ahora las restantes, comentando únicamente sus diferencias respecto a sus equi-
valentes en tiempo continuo. Para evitar su continua repetición, en cada unade las propie-
dades emplearemos la siguiente notación

x[n]
TF←→ X(ejω)

y[n]
TF←→ Y (ejω)

Linealidad.

αx[n] + βy[n]
TF←→ αX(ejω) + βY (ejω) (2.126)

Propiedad de convolución.

x[n] ∗ y[n] TF←→ X(ejω)Y (ejω) (2.127)

Desplazamiento temporal.

x[n− n0] TF←→ e−jωn0X(ejω) (2.128)

Observe cómo el términoe−jωn0 que multiplica aX(ejω) es una función periódica de pe-
riodo2π (aunque su periodo fundamental es2π/n0) por sern0 un número entero.

Diferenciación.

x[n]− x[n− 1]
TF←→ (1− e−jω)X(ejω) (2.129)

Esta propiedad se demuestra a partir de las de desplazamiento temporal y linealidad.

Acumulación.

n∑

k=−∞
x[n]

TF←→ X(ejω)

1− ejw + πX(ej0)
∞∑

k=−∞
δ(ω − 2πk) (2.130)
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Inserción de ceros. Si a partir de la secuenciax[n] generamos otra secuenciax0L[n] in-
sertandoL− 1 ceros entre dos valores dex[n] de la forma

x0L[n] =
∞∑

k=−∞
x[k]δ[n− kL] =

{
x
[
n
L

]
si n = L̇

0 si n 6= L̇
(2.131)

dondeL̇ indica múltiplo entero deL, se cumple que

x0L[n]
TF←→ X(ejωL) (2.132)

Comparando esta propiedad con la de escalado de la Transformada de Fourier para señales
en tiempo continuo, vemos que el sentido es el mismo en el caso en que el factor de escala
a sea igual a1/L: una expansión del eje temporal. El único término que ha desaparecido es
el factor1/|a|, porque en tiempo discreto no ha variado la energía de la secuencia al insertar
los ceros. La demostración de esta propiedad se realiza aplicando la ecuación de análisis de
la transformada a (2.131).

Supresión de ceros. Si a partir de la secuenciax0L[n] que cumple

x0L[n] = 0 ∀n 6= L̇ (2.133)

y cuya Transformada de Fourier esX0L(e
jω) generamos otra secuenciax[n] = x0L[nL], se

cumple que

x[n]
TF←→ X0L(e

jω/L) (2.134)

Es la propiedad contraria a la anterior y supone una compresión del eje temporal.

Producto.

x[n]y[n]
TF←→ 1

2π
X(ejω) ⊛

2π
Y (ejω)

.
=

1

2π

∫

(2π)
X(ejθ)Y (ej(ω−θ)) dθ (2.135)

La operación denotada como⊛
2π

y definida en esta ecuación se denominaconvolución perió-

dica de periodo2π, cuya única diferencia con la convolución no periódica vista hasta ahora
es el intervalo de integración. Podemos comprobar que si intentamos realizar una convolu-
ción no periódica entre dos señales periódicas, en general, la integral diverge.

Modulación.
ejω0nx[n]

TF←→ X(ej(ω−ω0)) (2.136)

Derivación en frecuencia.

−jn x[n] TF←→ dX(ejω)

dω
(2.137)
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Simetría.
x[−n] TF←→ X(e−jω) (2.138)

Conjugación.

x∗[n]
TF←→ X∗(e−jω) (2.139)

Las discusiones sobre existencia de simetrías realizadas en el caso en tiempo continuo para
esta propiedad y la anterior siguen siendo válidas para tiempo discreto.

Conservación del producto escalar o Relación de Parseval.

∞∑

n=−∞
x[n]y∗[n] =

1

2π

∫

(2π)
X(ejω)Y ∗(ejω) dω (2.140)

Conservación de la energía o Teorema de Rayleigh.

∞∑

n=−∞
|x[n]|2 = 1

2π

∫

(2π)
|X(ejω)|2 dω (2.141)

El módulo al cuadrado de la Transformada de Fourier, también en tiempo discreto, admite
la interpretación como densidad espectral de energía.

Todas estas propiedades se encuentran enumeradas en el Cuadro 2.4.

Transformada de Fourier de secuencias periódicas

Para calcular la Transformada de Fourier de secuencias periódicas evitando la divergen-
cia de la ecuación de análisis recurrimos alDesarrollo en Serie de Fourier para secuencias,
que nos permite representar una señal periódica como una combinación lineal de un número
finito de de sinusoides complejas relacionadas armónicamente. A partir de aquí aplicamos la
transformada sobre cada una de las sinusoides y obtenemos la transformada de la secuencia.

El Desarrollo en Serie de Fourier de una señalx[n] periódica con periodoN se define
mediante el siguiente par de ecuaciones

ak =
1

N

∑

n∈〈N〉
x[n] e−jk 2π

N
n (2.142)

x[n] =
∑

k∈〈N〉
ak e

jk 2π
N

n (2.143)

denominadas, respectivamente, ecuaciones de análisis y síntesis del Desarrollo en Serie de
Fourier para secuencias. Al igual que sucede con la transformada del mismo nombre, los
desarrollos en serie de Fourier para tiempo continuo y tiempo discreto son dos formulaciones
del mismo desarrollo en serie. Al igual que la Transformada de Fourier para señales en

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



2.3 REPRESENTACIÓN DE SEÑALES Y SISTEMAS MEDIANTE TRANSFORMADAS 51

Linealidad αx[n] + βy[n]
TF←→ αX(ejω) + βY (ejω)

Convolución x[n] ∗ y[n] TF←→ X(ejω)Y (ejω)

Desplazamiento temporal x[n− n0] TF←→ e−jωn0X(ejω)

Diferenciación x[n]− x[n− 1]
TF←→ (1− e−jω)X(ejω)

Acumulación
∑n

k=−∞ x[n]
TF←→ X(ejω)

1−ejw
+ πX(ej0)

∑∞
k=−∞ δ(ω − 2πk)

Inserción de ceros x0L[n] =
∑∞

k=−∞ x[k]δ[n− kL] TF←→ X(ejωL)

Supresión de ceros x[n] = x0L[nL]
TF←→ X0L(e

jω/L)

Producto x[n]y[n]
TF←→ 1

2πX(ejω) ⊛
2π
Y (ejω)

Modulación ejω0nx[n]
TF←→ X(ej(ω−ω0))

Derivación en frecuencia −jn x[n] TF←→ dX(ejω)
dω

Simetría x[−n] TF←→ X(e−jω)

Conjugación x∗[n]
TF←→ X∗(e−jω)

Relación de Parseval
∑∞

n=−∞ x[n]y∗[n] = 1
2π

∫
(2π)X(ejω)Y ∗(ejω) dω

Teorema de Rayleigh
∑∞

n=−∞ |x[n]|2 = 1
2π

∫
(2π) |X(ejω)|2 dω

Cuadro 2.4.Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo discreto.

tiempo discreto, los coeficientesak del Desarrollo en Serie de Fourier para secuencias son
periódicos, pero con periodicidadN .

Aplicando la Transformada de Fourier sobre (2.143) obtenemos

x[n] =
∑

n∈〈N〉
ake

jk(2π/N)n TF←→ 2π

∞∑

k=−∞
akδ(ω − k

2π

N
) (2.144)

2.3.4. Transformada Z para sistemas lineales e invariantes

La Transformada Z, definida mediante sus ecuaciones de análisis, (2.86), y síntesis,
(2.87), (que reproducimos nuevamente por comodidad)

X(z)
.
=

∞∑

n=−∞
x[n]z−n (2.86)

x[n] =
1

2πj

∮
X(z) zn−1 dz (2.87)
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es útil sobre todo para el estudio de sistemas lineales e invariantes. Antes deentrar a analizar
la caracterización de estos sistemas, vamos a examinar un concepto de vital importancia en
la Transformada Z: laregión de convergencia(“Region Of Convergence”, ROC).

A diferencia de la Transformada de Fourier, la Transformada Z existe siempre5 pero, en
general, no sobre todo el plano complejoz. Definimos la región de convergencia como el
conjunto de todos los valores dez (región del planoz) para los que el sumatorio de la ecua-
ción de análisis, (2.86), es convergente. Los valores dez para los que

∑∞
k=−∞ x[n]z−n =∞

se denominanpolosdeX(z). La ROC cumple las siguientes propiedades:

Propiedad 1. La ROC es un anillo en el planoz centrado en el origen.

Propiedad 2. La Transformada de Fourier de una secuenciax[n] existe si la ROC incluye la
circunferencia de radio unitario.

Propiedad 3. Por definición, la ROC no contiene ningún polo deX(z).

Propiedad 4. Six[n] es una secuencia de duración finita, la ROC es todo el planoz con la
posible excepción dez = 0 y/o z =∞.

Propiedad 5. Six[n] es unasecuencia de lado derecho(x[n] = 0 ∀n < N1 < ∞) la ROC
es la región exterior a una circunferencia, tal y como se muestra en las Figuras
2.7(a) y 2.7(b) (la ROC es el área sombreada). El puntoz = ∞ puede o no
pertenecer a la ROC. La Transformada de Fourier existe en un caso comoel
mostrado en la Figura 2.7(a) porque la ROC incluye la circunferencia unidad
y no existe en un caso como el mostrado en la Figura 2.7(b).

Propiedad 6. Six[n] es unasecuencia de lado izquierdo(x[n] = 0 ∀n > N1 > −∞) la
ROC es la región interior a una circunferencia, tal y como se muestra en la
Figura 2.7(c). El puntoz = 0 puede o no pertenecer a la ROC.

Propiedad 7. Six[n] es una secuencia que se extiende desde−∞ a∞ sin anularse (secuen-
cia indefinida que no es ni de lado derecho ni de lado izquierdo) la ROC es
una región anular acotada por dos circunferencias, tal y como se muestraen la
Figura 2.7(d).

Propiedad 8. La ROC es una región conexa (no puede estar compuesta,por ejemplo, por
dos anillos).

A modo de resumen, podemos decir que la ROC es una región anular acotadapor las
circunferencias en que se sitúan los polos deX(z).

El Cuadro 2.5 muestra la Transformada Z de algunas funciones elementales, donde

x[n]
Z←→ X(z) denota queX(z) es la Transformada Z de la secuenciax[n]. Observe

cómo una única expresión analítica deX(z) puede corresponder con secuencias distintas,
dependiendo de la ROC que escojamos o, visto de otra forma, cómo secuencias distintas
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1

Plano z

1

Plano z

(a) (b)

1

Plano z

1

Plano z

(c) (d)

Figura 2.7. Ejemplos de ROC: exterior a una circunferencia incluyendo la circunferencia
unidad (a), exterior a una circunferencia sin incluir la circunferencia unidad (b), interior a
una circunferencia (c), y anular (d).

pueden dar la misma expresión analítica deX(z), pero en ROC distintas. Este hecho nos
da a entender que para especificar la Transformada Z de una secuencia no es suficiente con
especificar la expresión analítica de la transformada, sino también su ROC.

El Cuadro 2.6 muestra las propiedades más importantes de la Transformada Z, donde
empleamos la notación

x[n]
Z←→ X(z) ROC= Rx

y[n]
Z←→ Y (z) ROC= Ry

Observe cómo muchas de las operaciones que expresan las propiedades conllevan un cambio

5Estrictamente es siempre que su crecimiento o decrecimiento sea, como mucho, exponencial. Todas las
señales de interés en comunicaciones cumplen esta propiedad.
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Par transformado ROC

δ[n]
Z←→ 1 Todo el planoz

δ[n− n0] Z←→ z−n0 Todo el planoz exceptoz = 0 si
n0 > 0 ó z =∞ si n0 < 0

u[n]
Z←→ 1

1− z−1
|z| > 1

−u[−n− 1]
Z←→ 1

1− z−1
|z| < 1

anu[n]
Z←→ 1

1− az−1
|z| > |a|

−anu[−n− 1]
Z←→ 1

1− az−1
|z| < |a|

nanu[n]
Z←→ az−1

(1− az−1)2
|z| > |a|

−anu[−n− 1]
Z←→ az−1

(1− az−1)2
|z| < |a|

ejω0nu[n]
Z←→ 1

1− ejω0z−1
|z| > 1

Cuadro 2.5.Pares transformados básicos.

de la ROC.
Podemos comprobar cómo todas estas propiedades de la Transformada Z se reducen a

sus correspondientes propiedades de la Transformada de Fourier para secuencias si hacemos
z = ejω.

Propiedades de la función de transferencia

En la Página 30 analizamos cuatro propiedades que podían o no cumplir los sistemas
lineales atendiendo a las características de la respuesta al impulso. Veamos ahora las impli-
caciones de estas propiedades sobre la función de transferencia en el dominioz.

Memoria. Un sistema lineal e invariante (en lo sucesivo, al referirnos genéricamente a un
sistema, supondremos que cumple las propiedades de linealidad e invarianza) sin memoria
tiene una función de transferencia

H(z) = K (2.145)

dondeK es una constante, en general compleja y su ROC es todo el planoz. La demostra-
ción de esta propiedad se obtiene tomando la Transformada Z de (2.74).

Causalidad. En un sistema causal, la ROC de su función de transferencia será la región
exterior de una circunferencia incluyendoz = ∞, porque un sistema es causal si y sólo
si su respuesta al impulsoh[n] cumpleh[n] = 0, ∀n < 0. El radio de esta circunferencia
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Propiedad Definición ROC

Linealidad αx[n] + βy[n]
Z←→ αX(z) + βY (z) Al menos,Rx ∩Ry

Convolución x[n] ∗ y[n] Z←→ X(z)Y (z) Al menos,Rx ∩Ry

Desplazamiento
temporal

x[n− n0] Z←→ z−n0X(z) Rx, con la posible
adición o sustrac-
ción de z = 0 ó
z =∞

Inserción de ceros x0L[n] =
∞∑

k=−∞
x[k]δ[n− kL] Z←→ X(zL) R

1/L
x

Supresión de ceros x[n] = x0L[nL]
Z←→ X0L(z

1/L) RL
x

Multiplicación por
una exponencial

compleja

z0
nx[n]

Z←→ X(z/z0) |z0|Rx

Derivación nx[n]
Z←→ −z dX(z)

dz Rx

Simetría x[−n] Z←→ X(1/z) 1/Rx

Conjugación x∗[n]
Z←→ X∗(z∗) Rx

Teorema del valor
inicial

Si x[n] = 0 ∀n < 0, x[0] = ĺım
z→∞

X(z)

Teorema del valor
final

Si ĺım
n→∞

x[n] es finito, su valor es

ĺım
n→∞

x[n] = ĺım
z→1

(1− z−1)X(z)

Cuadro 2.6.Propiedades de la Transformada Z.

será el módulo del polo deH(z) más alejado del origen pues, como hemos mencionado
anteriormente, la ROC está acotada por las circunferencias en que se sitúan los polos de
X(z).

De manera análoga, la ROC de la función de transferencia de un sistema anticausal será
la región interior a una circunferencia incluyendoz = 0. El radio de esta circunferencia será
el módulo del polo deH(z) más cercano al origen.

Invertibilidad. Si un sistema es invertible, la función de transferencia de su sistema inver-
so será

Hi(z) =
1

H(z)
(2.146)

como podemos comprobar sin más que tomar la transformada de (2.77). Lamentablemen-
te, que podamos obtenerHi(z) no significa que un sistema sea invertible: si, para alguna
frecuenciaω0 se cumple queH(ejω0) = 0 (denominadosceros de transmisión), todo el
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contenido de la señal de entrada al sistema en esa frecuencia se pierde asu salida, y es
imposible de recuperar la señal original.

Estabilidad. Un sistema es estable BIBO si y sólo si la ROC de su función de transfe-
rencia contiene la circunferencia unidad. La convergencia de la ecuación de análisis de la
Transformada Z, (2.86), en la circunferencia unidad se cumple si y sólosi

∞∑

n=−∞
|x[n]z−n|

∣∣∣∣
z=ejω

<∞ (2.147)

de donde, operando, llegamos a

∞∑

n=−∞
|x[n]e−jωn| =

∞∑

n=−∞
|x[n]| <∞ (2.148)

que es exactamente la condición de estabilidad BIBO para sistemas lineales e invariantes,
(2.78).

A continuación haremos uso de estas propiedades en una familia concreta de sistemas
lineales e invariantes.

Sistemas definidos por ecuaciones en diferencias con coeficientes c onstan-
tes

Un caso particular de sistemas ampliamente utilizados son aquellos cuya relaciónentre
entrada y salida queda definida por una ecuación en diferencias con coeficientes constantes,
porque su función de transferencia en el dominioz va a ser una función racional. En este
apartado vamos a caracterizar la función de transferencia de estos sistemas6.

En un caso general, la ecuación en diferencias que define el sistema toma laforma

N∑

k=0

aky[n− k] =
M∑

k=0

bkx[n− k] (2.149)

dondex[n] e y[n] son, respectivamente, la entrada y la salida del sistema. Para asegurar la
linealidad e invarianza temporal del sistema es suficiente imponer adicionalmentecondicio-
nes iniciales nulas, (x[−∞] = y[−∞] = 0), lo que nos garantiza, además, la causalidad del
sistema. Alternativamente podemos imponer condiciones finales nulas, (x[∞] = y[∞] = 0),
lo que también nos garantiza linealidad e invarianza a costa de la anticausalidaddel sistema.
Hablamos de una realización del sistema como lineal, invariante y causal o, simplemente,
realización causalde (2.149) si imponemos condiciones iniciales nulas, y hablamos de una
realización anticausalde (2.149) si imponemos condiciones finales nulas.

6Para no repetir continuamente el término “sistemas definidos por ecuaciones en diferencias con coeficientes
constantes”, cuando en este apartado nos refiramos genéricamente a“sistemas”, estaremos hablando de este tipo
particular de sistemas.
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Para calcular la función de transferencia del sistema, calculamos la Transformada Z de
ambos lados de (2.149), teniendo en cuenta que

x[n]
Z←→ X(z) (2.150)

y[n]
Z←→ Y (z) (2.151)

aplicando sucesivamente las propiedades de desplazamiento temporal y linealidad de la
Transformada Z obtenemos

M∑

k=0

bkx[n− k] Z←→
M∑

k=0

bkz
−kX(z) (2.152)

N∑

k=0

aky[n− k] Z←→
N∑

k=0

akz
−kY (z) (2.153)

y de aquí, finalmente
N∑

k=0

akz
−kY (z) =

M∑

k=0

bkz
−kX(z) (2.154)

de donde obtenemos la función de transferencia como

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

M∑

k=0

bkz
−k

N∑

k=0

akz
−k

(2.155)

La función de transferencia,H(z), toma la forma de un cociente de polinomios enz,
donde los coeficientes de la entrada y sus versiones retrasadas en la ecuación diferencial
(2.149),bk, son los coeficientes del polinomio del numerador deH(z) y los coeficientes
de la salida y sus versiones retrasadas en la ecuación diferencial (2.149), ak, son los coefi-
cientes del polinomio del denominador deH(z). Este hecho nos permite calcular la función
de transferencia de este tipo de sistemas de forma directa sin más que identificar dichos
coeficientes. Las funciones que toman la forma de cociente de polinomios, comoH(z) en
(2.155), se denominanfunciones racionales.

Sin embargo, aunque la obtención de la expresión de la función de transferencia se
realice de forma automática empleando los coeficientesak y bk, el cociente de polinomios no
permite un análisis fácil del comportamiento del sistema. Para realizar este análisis debemos
descomponer cada uno de estos polinomios a partir de sus raíces, como

H(z) =

M∑

k=0

bkz
−k

N∑

k=0

akz
−k

=
b0
a0

M∏

k=1

(1− dkz−1)

N∏

k=1

(1− ckz−1)

(2.156)

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



58 SEÑALES Y SISTEMAS

dondeck y dk son las raíces de los polinomios del denominador y numerador, respectiva-
mente. Estas constantes son los ceros (dk) y polos (ck) de la función de transferencia del
sistema en el dominioz. Es necesario recordar que, en general, las constantesak, bk, ck y
dk son números complejos, pero aun en el caso en que los coeficientes de la ecuación en
diferenciasak y bk sean constantes reales (sistema real), las raícesck y dk pueden tomar
valores complejos.

Una conclusión importante que podemos extraer de (2.156) es que la función de trans-
ferencia queda, a excepción de una gananciab0/a0, unívocamente determinada por la ubi-
cación de sus polos y ceros. Estos polos y ceros pueden representarse en lo que se conoce
como undiagrama de polos y ceros, tal y como se muestra en la Figura 2.8.

c
1

c
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c
3

c
4

c
5

c
6

d
1

d
2

d
3

d
4

d
5

d
6

Plano z

1

Figura 2.8.Ejemplo de diagrama de polos y ceros.

Sobre el diagrama de polos y ceros podemos determinar rápidamente si las realizaciones
causal o anticausal del sistema son estables o no. Si optamos por la realización causal (con-
diciones iniciales nulas) del sistema, tenemos que su ROC (como la de todo sistemacausal)
es la región exterior a la circunferencia que contiene al polo de mayor magnitud; esto es

|z| > máx
k
|ck| (2.157)

Como la condición para que un sistema lineal e invariante sea estable es que la ROC con-
tenga la circunferencia de radio unidad, para que esto suceda, todos los polos,ck, deben
estar dentro del círculo de radio unidad. La realización causal del ejemplo de la Figura 2.8
se corresponde con un sistema inestable.

Si optamos por la realización anticausal (condiciones finales nulas) del sistema, tenemos
que su ROC (como la de todo sistema anticausal) es la región interior a la circunferencia que
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contiene al polo de menor magnitud; esto es

|z| < mı́n
k
|ck| (2.158)

En este caso, la estabilidad de la realización queda garantizada si todos lospolos,ck, están
fuera del círculo de radio unidad. La realización causal del ejemplo de laFigura 2.8 se
corresponde con un sistema inestable.

Afortunadamente, salvo que existan polos sobre la circunferencia unidad, somos capaces
de encontrar una realización estable del sistema descomponiendoH(z) como la combina-
ción de dos sistemas

H(z) = Hc(z)Ha(z) (2.159)

admitiendo el primero de ellos,Hc(z), una realización causal estable y el segundo,Ha(z),
una realización anticausal estable.Hc(z) debe contener todos los polos de módulo menor
que la unidad yHa(z) los polos de módulo mayor que la unidad. Los ceros del sistema
podemos repartirlos entreHc(z) y Ha(z) como mejor nos parezca. En el ejemplo de la
Figura 2.8,Hc(z) contendría los polosc1, c2 y c5, yHa(z) contendría los polosc3, c4 y c6.

Sobre el diagrama de polos y ceros también podemos determinar rápidamente si un
sistema tiene inverso y, caso de tenerlo, su función de transferencia. Siel sistema posee
inverso, este, de acuerdo con (2.146), es

Hi(z) =
1

H(z)
=
a0
b0

N∏

k=1

(1− ckz−1)

M∏

k=1

(1− dkz−1)

(2.160)

cuyo diagrama de polos y ceros es el deH(z) intercambiando polos por ceros. Para que
exista el sistema inverso debe existir la inversa deh[n] respecto a la convolución,hi[n] tal
quehi[n] ∗ h[n] = δ[n] y, para que esto suceda, la ROC deH(z)Hi(z) debe contener la
circunferencia unidad7. Esto quiere decir que siempre queH(z) no contenga ni polos ni
ceros sobre la circunferencia unidad seremos capaces de encontrarrealizaciones (causales
y/o anticausales) paraH(z) y Hi(z) de tal manera que uno sea el sistema inverso del otro.

Un tipo de sistemas de gran interés en comunicaciones es el que admite una realización
causal estable con inversa también causal y estable. Para que esto suceda, todos los polos y
ceros de la función de transferencia deben estar dentro de la circunferencia unidad. Este tipo
de sistemas se conocen con el nombre desistemas de fase mínima, los denotaremos como
Hmin(z), y volveremos sobre ellos más adelante.

Analicemos ahora las características de amplitud y fase de la función de transferencia,

7Esta condición se da siempre que la intersección de las ROC deH(z) y H(z) sea no nula, ya que entonces
podemos encontrar realizaciones de las respuestas al impulso de ambos sistemas y, al realizar la convolución
entre ellas se produce la cancelación de polos con ceros y una ROC paraH(z)Hi(z) que es todo el plano
complejo.
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(2.156), descomponiendo cada término en la misma en forma polar

|H(z)|ej∢H(z) =

∣∣∣∣
b0
a0

∣∣∣∣ e
j∢

(

b0
a0

)

M∏

k=1

|1− dkz−1|ej∢(1−dkz
−1)

N∏

k=1

|1− ckz−1|ej∢(1−ckz
−1)

=

∣∣∣∣
b0
a0

∣∣∣∣

M∏

k=1

|1− dkz−1|

N∏

k=1

|1− ckz−1|
e
j∢

(

b0
a0

)

M∏

k=1

ej∢(1−dkz
−1)

N∏

k=1

ej∢(1−ckz
−1)

(2.161)

de donde, haciendoz = ejω, podemos identificar las características de amplitud y fase de la
respuesta en frecuencia como

|H(ejω)| =

∣∣∣∣
b0
a0

∣∣∣∣

(
M∏

k=1

|1− dke−jω|
) (

N∏

k=1

|1− cke−jω|−1

)
(2.162)

∢H(ejω) = ∢

(
b0
a0

)
+

M∑

k=1

∢(1− dke−jω)−
N∑

k=1

∢(1− cke−jω) (2.163)

Finalmente, expresamos la característica de amplitud de la respuesta en frecuencia, (2.162),
en dB

20 log10 |H(ejω)| = 20 log10

∣∣∣∣
b0
a0

∣∣∣∣+
M∑

k=1

20 log10 |1− dke−jω| −
N∑

k=1

20 log10 |1− cke−jω|

(2.164)
De este análisis podemos obtener dos conclusiones:

1. Las características de amplitud y fase de la función de transferencia pueden descom-
ponerse como la suma de características de amplitud y fase de sistemas de orden 1
(H(z) = (1− az−1) óH(z) = (1− az−1)−1).

De hecho, podemos emplear (2.156) para descomponer el sistema general como una
conexión en serie de sistemas de orden1

H(z) =
b0
a0

(
M∏

k=1

(1− dkz−1)

)(
N∏

k=1

1

(1− ckz−1)

)

=
b0
a0

M∏

k=1

Hdk(z)
N∏

k=1

Hck(z) (2.165)

en el dominio temporal,

h[n] =
b0
a0

hd1[n] ∗ · · · ∗ hdM [n] ∗ hc1[n] ∗ · · · ∗ hcN [n] (2.166)
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Figura 2.9. Descomposición de un sistema genérico como conexión en serie de sistemas
de orden 1.

y que podemos ver de manera gráfica en la Figura 2.9.

2. La única diferencia entre los polinomios de orden 1 del numerador (ceros deH(z)) y
los del denominador (polos deH(z)), es que contribuyen aditiva o sustractivamente a
las características de amplitud y fase del sistema.

A la vista de todo lo anterior, bastará con caracterizar el comportamiento de un sistema
de orden 1 para poder analizar las características de un sistema genérico, pues estas no son
sino la suma de las características de sistemas de orden 1.

En otras palabras, bastará con analizar el comportamiento de un sistema lineal e inva-
riante caracterizado por la ecuación diferencial

y[n]− ay[n− 1] = x[n] (2.167)

o, alternativamente
y[n] = x[n]− ax[n− 1] (2.168)

para poder analizar un sistema genérico. Escogeremos (2.167), cuya función de transferencia
resulta ser

H(z) =
1

1− az−1
(2.169)

con un polo enz = a y un cero enz = 0. Existen dos posibles ROC; una de ellas es la
región exterior a la circunferencia de radio|a|, mostrada en la Figura 2.10(a), que conduce
a una realización causal del sistema con una respuesta al impulso (ver Cuadro 2.5)

h[n] = anu[n] (2.170)

La otra posible ROC es la región interior a la circunferencia de radio|a|, mostrada en la
Figura 2.10(b), que conduce a una realización anticausal del sistema con una respuesta al
impulso (ver Cuadro 2.5)

h[n] = −anu[−n− 1] (2.171)
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a
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ROC 1
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ROC 2
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Figura 2.10.Posibles ROC para un sistema de orden 1: realización causal (a) y realización
anticausal (b).

Dependiendo del valor que tome|a|, una (|a| 6= 1) o las dos (|a| = 1) realizaciones pueden
dar lugar a sistemas inestables.

Para la realización estable (si la hubiese), su característica de amplitud es,expresandoa
en forma polar comoa = rejθ,

20 log10 |H(ejω)| = 20 log10 |1− rejθe−jω|−1

= −20 log10 |1− rejθe−jω|
= −10 log10(1 + r2 − 2r cos(ω − θ)) (2.172)

Su característica de fase es

∢H(ejω) = ∢(1− rejθe−jω)−1 = −∢(1− rejθe−jω) = − arctan

(
r sen(ω − θ)

1− r cos(ω − θ)

)

(2.173)
Y su retardo de grupo

τ(ω) =
r cos(ω − θ)− r2

1 + r2 − 2r cos(ω − θ) (2.174)

que están representados en la Figura 2.11 para un valor genérico deθ y varios valores de
r menores que1. Para determinar la respuesta de un sistema con un orden genérico no hay
sino que sumar características como las mostradas en esta figura.

Un tipo de sistema de gran importancia es el denominadopaso todo, que denotamos
comoHall(z) y que, en su forma más simple, tiene una función de transferencia

Hall(z) =
z−1 − a∗
1− az−1

(2.175)
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Figura 2.11. Característica de amplitud, característica de fase y retardo de grupo de un
sistema de orden 1.

que posee una característica de amplitud constante

|H(ejω)| =
∣∣∣∣
e−jω − a∗
1− ae−jω

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣e−jω 1− a∗ejω

1− ae−jω

∣∣∣∣ =
∣∣e−jω

∣∣
∣∣1− a∗ejω

∣∣
|1− ae−jω| = 1 (2.176)

que es la que le da el nombre. Un sistema paso todo compensa la influencia delpolo ena
sobre la característica de amplitud con un cero en1/a∗. Podemos construir sistemas paso
todo del orden que deseemos sin más que combinar sistemas de orden1 como (2.175).

Si combinamos un sistema paso todo con un sistema de fase mínima podemos represen-
tar cualquier sistema con función de transferencia racional de la forma

H(z) = Hmin(z)Hall(z) (2.177)

Para demostrar que cualquier sistema de estas características puede descomponerse de esta
forma pensemos en un sistema que tiene todos sus polos y ceros dentro de la circunferencia
unidad excepto un polo que está fuera, en una posiciónz = a. Ese polo que está fuera de la
circunferencia unidad se asigna al sistema paso todo de la forma (2.175),que a su vez genera
un cero enz = 1/a∗. Para anular la influencia de este cero, el sistema de fase mínima coloca
un polo enz = 1/a∗. Sia estaba fuera de la circunferencia unidad,1/a∗ estará dentro. Visto
de otra forma, por cada polo que aparece fuera de la circunferencia unidad en una posición
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z = a, multiplicamos y dividimos por(z−1 − a∗) la función de transferencia, lo que no
la deja inalterada.(z−1 − a∗) junto con el polo enz = a se asigna al sistema paso todo y
(z−1 − a∗)−1 al sistema de fase mínima.

Esta descomposición nos permite, en sistemas que no admitan un inverso causal y es-
table, realizar una compensación de la característica de amplitud, que resultade interés en
determinadas aplicaciones como la siguiente. Imaginemos que enviamos una señal por un
canal de comunicaciones, y a la salida nos llega la señal distorsionada porun sistemaH(z)
que no es de fase mínima. Si queremos recuperar la señal que se envió debemos encontrar
el sistema inverso pero, ya que eso es imposible, podemos al menos compensar la caracte-
rística de amplitud que introduce el canal si descomponemosH(z) de la forma (2.177) y,
en lugar del sistema inverso empleamos(Hmin(z))

−1. En ese caso, la combinación deH(z)
con(Hmin(z))

−1 da como resultado

H(z)

Hmin(z)
=
Hmin(z)Hall(z)

Hmin(z)
= Hall(z) (2.178)

Que, si bien no es la identidad, al menos es un sistema paso todo.

Como vemos, los sistemas de fase mínima son de gran interés en comunicaciones.Va-
mos a enunciar algunas propiedades adicionales a las ya mencionadas.

De entre todos los posibles sistemas que tienen una característica de amplitud|H(ejω)|
determinada, existe uno que es de fase mínima,Hmin(z), ya que podemos añadirle todos
los sistemas paso todo que deseemos sin cambiar|H(ejω)|. Un sistema de fase mínima, en
comparación con el resto de sistemas, cumple que:

Su retardo de grupo es el más pequeño para cualquier frecuencia.

Su característica de fase continua,∢Hmin(e
jω), es la de menor variación, ya que es

el de menor retardo de grupo para cualquier frecuencia. El nombre desistema de fase
mínima proviene de esta propiedad.

Es el sistema que introduce una menor dispersión de energía (o una mayor concentra-
ción de energía). Concretamente, esta propiedad se expresa como

n∑

k=0

|hmin[k]|2 ≥
n∑

k=0

|h[k]|2 ∀n ≥ 0 (2.179)

2.3.5. Transformada Discreta de Fourier

Ninguna de las transformadas vistas hasta ahora puede aplicarse a una señal de la que no
dispongamos su expresión analítica porque, en primer lugar, necesitamos conocer el valor
de la señal en todos los instantes temporales desde−∞ hasta−∞ y, en segundo lugar,
porque aunque conozcamos y tengamos la capacidad suficiente para guardar en algún sitio
el valor de la señal en todos sus instantes temporales, es necesario calcular el valor de la
transformada en un número infinito de valores de frecuencia.
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Existe un caso en que la limitación no viene por la primera de las razones mencionadas,
sino por la segunda. Se trata de las secuencias de longitud finita; secuencias de las que
conocemos que su valor es cero fuera de intervalo de duración finita quesupondremos, sin
pérdida de generalidad, que es0 ≤ n < N . Para determinar esta secuencia necesitamos
conocer únicamenteN valores,x[0], . . . , x[N − 1], pero para determinar su Transformada
de Fourier,XN (ejω), es necesario aplicar la fórmula

XN (ejω) =
∞∑

n=−∞
x[n] e−jωn =

N−1∑

n=0

x[n] e−jωn (2.180)

para cada valor deω entre0 y 2π; es decir, para infinitos valores de frecuencia. Afortunada-
mente, en este caso el cálculo de la transformada para un único valor de frecuencia se realiza
con un número finito de operaciones (N multiplicaciones yN − 1 sumas, concretamente).

Ahora bien, para señales en tiempo continuo demostramos que no era necesaria la Trans-
formada de Laplace para representar unívocamente la señal en el dominiotransformado,
sino que bastaba con emplearω en lugar des = σ + jω como única variable independiente
(la Transformada de Fourier en tiempo continuo). Para secuencias demostramos que no era
necesaria la Transformada Z para lograr el mismo objetivo, sino que bastaba con emplear
ω tomando valores en un intervalo de longitud2π (la Transformada de Fourier en tiempo
discreto) en lugar dez = r ejω. Si en secuencias de longitud finita tenemos únicamenteN
grados de libertad para especificar la secuencia, ¿realmente hacen faltalos infinitos valo-
res de frecuencia contenidos entre0 y 2π para representar unívocamente la secuencia en el
dominio transformado? Obviamente, la respuesta es no.

Para representar unívocamente la secuencia de longitud finita van a ser necesarios exac-
tamenteN valores de la Transformada de Fourier, (2.180), pero para determinarcuáles serán
estos valores hay que preguntarse la razón por la que eran necesarios infinitos valores en la
Transformada de Fourier. La Transformada de Fourier de una señalpuede interpretarse co-
mo una representación de la señal empleando una base de sinusoides complejas, de la misma
forma que la señal en el dominio natural puede interpretarse como una representación de la
señal empleando una base de funciones delta ((2.31) para tiempo continuoy (2.34) para
tiempo discreto), y la operación en sí de la Transformada de Fourier puede interpretarse
como un cambio de base. Las sinusoides complejas forman una base para la señales de
duración ilimitada8 porque, en tiempo continuo, dos sinusoides de frecuencia distinta son
ortogonales

∫ ∞

−∞
ejω1t

(
ejω2t

)∗
dt =

∫ ∞

−∞
ej(ω1−ω2)t dt =

{
∞ si ω1 = ω2

0 si ω1 6= ω2

(2.181)

y son un conjunto generador del espacio de señal, como demuestra la ecuación de síntesis de
la Transformada de Fourier. Si no incluimos las sinusoides de todas las frecuencias posibles
no se cumple la propiedad de conjunto generador. Para tiempo discreto obtenemos el mismo

8En realidad no son una base paratodaslas señales de duración ilimitada, sino para aquellas que cumplen
determinadas propiedades matemáticas que resultan irrelevantes en la práctica.
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resultado si restringimos los valores de frecuencia a los contenidos entre0 y 2π. LosN
valores de frecuencia que buscamos o, equivalentemente, lasN sinusoides que buscamos,
deben ser ortogonales y generar cualquier secuencia de longitudN .

Si empleamos los valores de frecuenciaωk = k(2π/N), con k = 0, . . . , (N − 1),
tenemos que las sinusoides de dichas frecuencias son ortogonales en unintervalo de longitud
N ,

N−1∑

n=0

ejk(2π/N)n
(
ejr(2π/N)n

)∗
=

N−1∑

n=0

ej(k−r)(2π/N)n =

{
N si k − r = Ṅ

0 si k − r 6= Ṅ
(2.182)

y son capaces de generar cualquier señal sobre el intervalo0 ≤ n < N , como demuestra la
ecuación de síntesis del Desarrollo en Serie de Fourier para secuencias, (2.143). Tomando
muestras deXN (ejω) en estos valores de frecuencia tendremos unívocamente determinada
la secuenciax[n] de longitud finita.

La secuencia de valoresX[k]
.
= XN (ejk(2π/N)), conk = 0, . . . , (N − 1) es la que

denominamosTransformada Discreta de Fourier(“Discrete Fourier Transform”, DFT) de
longitudN de la secuenciax[n], que definimos formalmente como

X[k] =





N−1∑

n=0

x[n] e−jk(2π/N)n 0 ≤ k < N

0 resto

(2.183)

y que nos permiten reconstruir la secuenciax[n] como

x[n] =





1

N

N−1∑

k=0

X[k] ejk(2π/N)n 0 ≤ n < N

0 resto

(2.184)

También nos referimos a (2.183) como ecuación de análisis de la DFT y a (2.184) como
ecuación de síntesis de la DFT, DFT inversa o IDFT. La relación entrex[n] y X[k] la deno-
taremos como

x[n]
DFT←−−→
N

X[k] (2.185)

Sobre la definición de la DFT conviene realizar los siguientes comentarios:

La evaluación de la DFT se realiza comúnmente de forma numérica, sin necesidad
de recurrir a expresiones analíticas de las señales. Para calcular losN valoresX[k]
a partir dex[n] es necesario realizar del orden deN2 multiplicaciones y sumas com-
plejas. Existen además una familia de algoritmos (procedimientos numéricos) quese
conocen con el nombre genérico deTransformada Rápida de Fourier(“Fast Fourier
Transform”, FFT) que emplean del orden deN log2N multiplicaciones complejas
para el cálculo de la DFT. A pesar de su nombre, no debemos de confundir la FFT
con una transformada, pues es simplemente un procedimiento numérico rápido(más
bien, todo un conjunto de procedimientos) para el cálculo de la DFT.
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Bajo las restricciones empleadas, el resultado de la DFT coincide con muestras de
la Transformada de Fourier de la secuencia, pero no debe confundirse con esta. Esta
identidad se sigue manteniendo si la longitud de la secuencia es menor (x[n] = 0 para
todon < 0 y n ≥ N0, conN0 < N ).

Además, nada nos impide aplicar la ecuación de análisis de la DFT sobre una secuen-
cia de longitud mayor queN , o a una secuencia que, siendo de longitud menor o
igual queN , toma valores distintos de cero en otro intervalo distinto al0 ≤ n < N ,
o incluso a una secuencia de longitud ilimitada. Al fin y al cabo, sólo se trata deuna
transformación, (2.183), que aplicamos sobre la secuencia que deseemos. Sin em-
bargo, en estos casos deja de ser cierta la equivalencia entre DFT y Transformada
de Fourier porque existen valores de la secuencia (los que están fueradel intervalo
0 ≤ n < N ) que son tenidos en cuenta para el cálculo de la Transformada de Fourier
y no para el cálculo de la DFT. Obviamente, en estos casos, la ecuación desíntesis no
da como resultado la secuencia original.

Existe un alto paralelismo entre el Desarrollo en Serie de Fourier para secuencias
((2.142) y (2.143), Página 50) que puede llevarnos a confundir los coeficientes del
desarrollo en serie,ak, con los valoresX[k] que proporciona la DFT. De hecho, las
ecuaciones de análisis y síntesis de ambas son prácticamente idénticas si exceptuamos
el factor1/N , que en el desarrollo en serie se encuentra en la ecuación de análisis y
en la DFT en la ecuación de síntesis.

Aunque las ecuaciones sean prácticamente idénticas, existe una diferencia fundamen-
tal: en el desarrollo en serie se realiza una extensión periódica fuera del intervalo de
0 aN − 1, tanto de los valores de amplitud de la señal como de los coeficientes del
desarrollo en serie, mientras que en la DFT, fuera del intervalo de0 aN−1, se supone
que tantox[n] comoX[k] son nulos. Esto trae como consecuencia que la señal que
reconstruye el Desarrollo en Serie de Fourier sea una secuencia de energía infinita y
la que reconstruye la DFT sea una secuencia de energía finita, o que el espectro de la
señal que reconstruye el desarrollo en serie esté compuesto por funciones delta y el
que reconstruye la DFT sea un espectro continuo de valores acotados.

Propiedades de la Transformada Discreta de Fourier

A continuación enunciamos algunas de las propiedades de la DFT, haciendo mayor hin-
capié en aquellas que suponen una novedad respecto a sus correspondientes propiedades de
la Transformada de Fourier.

Además de (2.185), denotamos

y[n]
DFT←−−→
N

Y [k]

y, en aquellas operaciones en que se vea involucrada más de una secuencia, suponemos que
N es mayor o igual que la longitud de cualquiera de las dos.
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Linealidad.
αx[n] + βy[n]

DFT←−−→
N

αX[k] + βY [k] (2.186)

Convolución circular.
x[n]©N y[n]

DFT←−−→
N

X[k]Y [k] (2.187)

Si multiplicamos punto a punto las DFT de dos secuencias el resultado en el dominio natural
no es una convolución como la conocemos hasta ahora, periódica o no periódica, sino lo
que denominamosconvolución circularde móduloN , que denotamos con el símbolo©N y
representa la operación

x[n]©N y[n]
.
=





N−1∑

l=0

x[l] y[((n− l))N ] 0 ≤ n < N

0 resto

(2.188)

donde(( ))N representa la operación móduloN , cuyo resultado va a estar siempre en el ran-
go0 ≤ n < N9. La convolución que conocíamos hasta ahora la denominamosconvolución
lineal en contraposición a la convolución circular.

Desplazamiento circular.

x[((n− n0))N ]
DFT←−−→
N

e−jk(2π/N)n0X[k] (2.189)

El efecto de multiplicar la DFT de una secuencia pore−jk(2π/N)n0 , lo que sería el equiva-
lente en la Transformada de Fourier de multiplicarX(ejω) por e−jωn0 , no se traduce en un
desplazamientolineal (más bien, no puede traducirse en un desplazamiento lineal porque
el resultado de la DFT inversa va a ser cero fuera del intervalo0 ≤ n < N ), sino en un
desplazamientocircular, donde la variable independiente se opera móduloN .

Inserción de ceros. Si a partir de la secuenciax[n] de longitudN generamos otra secuen-
ciax0L[n] de longitudNL insertandoL− 1 ceros entre dos valores dex[n] de la forma

x0L[n] =
N−1∑

k=0

x[k]δ[n− kL] =
{
x
[
n
L

]
si n = L̇ y 0 ≤ n < NL

0 si n 6= L̇
(2.190)

se cumple que

x0L[n]
DFT←−−→
NL

X[((k))N ] (2.191)

El resultado de la inserción de ceros en la Transformada de Fourier es una compresión del
espectro por un factorL. Como en la DFT deNL puntos muestreamos en las frecuencias
k(2π/NL), el resultado de la inserción de ceros va a ser el mismo resultado pero replicado
L veces.

9Como recordatorio, el resultado de la operación((l))m, siendol y m números enteros, es el resto de la
división entera del porm. Por ejemplo,((3))5 = 3, ((5))5 = 0, ((6))5 = 1, ((104))5 = 4, etc.
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Supresión de ceros. Si a partir de la secuenciax0L[n] de longitudNL que cumple

x0L[n] = 0 si n 6= L̇ ó n < 0 ó n ≥ NL (2.192)

y cuya DFT esX0L[k] generamos otra secuenciax[n] = x0L[nL], se cumple que

x[n]
DFT←−−→
N

X0L[k] (2.193)

Dualidad.
X[n]

DFT←−−→
N

Nx[((−n))N ] (2.194)

Volvemos a recuperar esta propiedad que teníamos en la Transformada deFourier en tiempo
continuo y que perdimos en la Transformada de Fourier de secuencias, porque aquí la natu-
raleza de las variables independientes de los dominios natural y transformados es la misma
(variables enteras)

Producto.

x[n]y[n]
DFT←−−→
N

1

N
X[k]©N Y [k] (2.195)

Nos vuelve a aparecer otra operación de convolución circular, ahoraen el dominio transfor-
mado, que se realiza de idéntica forma a (2.188)

Modulación.
ejk0(2π/N)nx[n]

DFT←−−→
N

X[((k − k0))N ] (2.196)

Para que una modulación se traduzca en un desplazamiento (circular) en laDFT, la frecuen-
cia de la sinusoide ha de ser un múltiplo entero de2π/N .

Simetría.
x[((−n))N ]

DFT←−−→
N

X[((−k))N ] (2.197)

Conjugación.

x∗[n]
DFT←−−→
N

X∗[((−k))N ] (2.198)

Las definiciones de paridad, imparidad, hermiticidad y antihermiticidad se refieren ahora a
operaciones móduloN sobre la variable independiente. Por lo demás, se siguen conservando
las propiedades de simetría de la Transformada de Fourier porque, al finy al cabo, los
coeficientes de la DFT no son sino muestras de aquélla.

Todas estas propiedades se encuentran enumeradas en el Cuadro 2.7.
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Linealidad αx[n] + βy[n]
DFT←−−→
N

αX[k] + βY [k]

Convolución circular x[n]©N y[n]
DFT←−−→
N

X[k]Y [k]

Desplazamiento circular x[((n− n0))N ]
DFT←−−→
N

e−jk(2π/N)n0X[k]

Inserción de ceros x0L[n] =
∑N−1

k=0 x[k]δ[n− kL]
DFT←−−→
NL

X[((k))N ]

Supresión de ceros x[n]
DFT←−−→
N

X0L[k]

Dualidad X[n]
DFT←−−→
N

Nx[((−n))N ]

Producto x[n]y[n]
DFT←−−→
N

1
NX[k]©N Y [k]

Modulación ejk0(2π/N)nx[n]
DFT←−−→
N

X[((k − k0))N ]

Simetría x[((−n))N ]
DFT←−−→
N

X[((−k))N ]

Conjugación x∗[n]
DFT←−−→
N

X∗[((−k))N ]

Cuadro 2.7.Propiedades de la Transformada Discreta de Fourier.

Convolución lineal y convolución circular

La convolución lineal y la convolución circular de dos secuencias de longitud finita no
proporcionan, en general, el mismo resultado. En determinadas situaciones, como la que
describiremos a continuación, la realización de una convolución lineal mediante una con-
volución circular conlleva ventajas computacionales (menor número de operaciones), pero
para poder aprovecharlas es necesario establecer las condiciones en que ambas operaciones
son equivalentes.

Imaginemos que queremos calcular la convolución lineal de dos secuencias, cada una
de ellas de longitud1.000. Para calcular la convolución aplicamos la Fórmula (2.69), donde
debemos realizar1.000 multiplicaciones y sumas para calcular el resultado en un único ins-
tante. Dado que la convolución de dos secuencias de longitud finita es otra de longitud igual
a la suma de las longitudes de las secuencias menos uno, aproximadamente deberemos de
calcular2.000.000 de multiplicaciones (eliminando las multiplicaciones por cero, podría-
mos quedarnos aproximadamente en1.000.000, pero no menos). Si en lugar de calcular la
convolución lineal queremos calcular la convolución circular de longitud1.000, podríamos
aplicar el siguiente procedimiento, que aprovecha la propiedad de convolución circular de
la DFT:

Paso 1. Calculamos las DFT de longitud1.000 de ambas secuencias. Aplicando algún algo-
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ritmo de tipo FFT, esto supone realizar aproximadamente2 ·N log2N ≈ 2 · 1.000 ·
10 = 20.000 multiplicaciones y sumas.

Paso 2. Multiplicamos punto a punto el resultado de las dos DFT, lo que supone una carga
computacional de 1.000 multiplicaciones.

Paso 3. Calculamos la DFT inversa al resultado de la multiplicación para obtener la con-
volución circular. Este paso supone aproximadamente10.000 multiplicaciones y
sumas.

En total, para realizar la convolución circular emplearíamos aproximadamente31.000 mul-
tiplicaciones y sumas, más de30 veces menos que para realizar una convolución lineal.

Merece la pena, a tenor de la diferencia en el coste computacional, establecer las condi-
ciones en que ambas operaciones son equivalentes.

Podemos demostrar que si tenemos dos secuencias de longitud finita,x1[n] que es idén-
ticamente nula fuera del intervalo0 ≤ n < N1 y x2[n] que es idénticamente nula fuera del
intervalo0 ≤ n < N2, su convolución lineal

x3[n] = x1[n] ∗ x2[n] (2.199)

es idénticamente nula fuera del intervalo0 ≤ n < N1 +N2 − 1, y la convolución circular
con longitudN (N > N1, N2) de ambas secuencias puede expresarse como

x3c[n] = x1[n]©N x2[n] =

{
x3p[n] 0 ≤ n < N

0 resto
(2.200)

con

x3p[n] =
∞∑

r=−∞
x3[n− rN ] (2.201)

que no es otra cosa sino la superposición, en el intervalo0 ≤ n < N , de réplicas del
resultado de la convolución lineal de ambas secuencias desplazadas un número entero de
vecesN .

SiN es mayor o igual queN1+N2−1, las réplicas de la convolución lineal (x3[n−rN ])
no se solapan en los mismos instantes temporales enx3p[n] y, por tanto, al aplicar (2.200),
x3c[n] va a ser exactamente la convolución lineal,x3[n].

SiN es menor queN1 +N2 − 1, las réplicas de la convolución lineal (x3[n− rN ]) se
solapan en los instantes temporalesrN ≤ n < (r − 1)N + N1 + N2 − 1 dex3p[n] y, al
aplicar (2.200),x3c[n] va a ser distinto dex3[n] en los instantes0 ≤ n < N1 +N2−N − 1
e igual en los instantesN1 +N2 −N − 1 ≤ n < N .

En resumen, si empleamos una DFT de longitud mayor o igual queN1 + N2 − 1,
el resultado de la convolución lineal y de la convolución circular son idénticos y podemos
emplear el método basado en la propiedad de convolución circular de la DFTpara calcularla.
Si volvemos al ejemplo anterior, para realizar la convolución de dos secuencias de1.000
puntos cada una mediante convolución circular necesitaríamos aproximadamente 62.000
multiplicaciones y sumas, que aún es casi20 veces menor de las que necesitaríamos para
realizar la convolución lineal.
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2.3.6. Representación de señales paso banda

Las señales paso banda (X(jω) = 0 paraω1 > |ω| > ω2 con ω1 < ω2) son muy
frecuentes en comunicaciones, y en muchos casos el cociente entre el ancho de banda (ω2−
ω1) y la frecuencia central de la banda ((ω1 + ω2)/2) es muy pequeño, lo que denotamos
comobanda estrecha. Adicionalmente, dichas señales suelen ser reales de tiempo continuo
por tratarse de señales que van a ser enviadas por un medio físico o que son recibidas de un
medio físico.

En estas situaciones tenemos una característica de amplitud de la señal como la que se
muestra en la parte superior de la Figura 2.12 y, por múltiples razones que van desde la
obtención de una mejor representación gráfica hasta la representación en tiempo discreto
con el menor número de muestras, nos gustaría tener una señal que fuese una representa-
ción unívoca de ella (que contuviese la misma información) y que fuese paso bajo, tal y
como se muestra en la parte inferior de la Figura 2.12. Esta señal paso bajo se denomina el
equivalente paso bajoy la denotaremos comoxeq(t).

ωω
1

ω
2

−ω
1

−ω
2

|X(jω)|

0

ω(ω
1
−ω

2
)/2 (ω

2
−ω

1
)/20

|X
eq

(jω)|

Figura 2.12. Característica de amplitud de una señal de banda estrecha (arriba) y de su
equivalente paso bajo (abajo).

La obtención del equivalente paso bajoxeq(t) de una señalx(t) puede realizarse con un
esquema como el que muestra la Figura 2.13, denominadodemodulador en cuadratura10,
que realiza una operación de modulación por una sinusoide compleja de frecuencia−ω0

(cuando la frecuencia de modulación es negativa, el proceso se sueledenominar demodu-
lación),e−jω0tx(t), con el objeto de desplazar la frecuenciaω0 a frecuencia0 y un filtrado
posterior que nos elimina la componente espectral de frecuencias negativas.

La señalxeq(t) es, en general, compleja aunque la señalx(t) de la que proviene sea real.
Para quexeq(t) fuese real la componente de frecuencia positiva deX(jω) debería ser hermí-

10El nombre de demodulador en cuadratura proviene de su realización empleando señales reales, donde la
operación de demodulación propiamente dicha (la multiplicación por la exponencial compleja) se divide en dos
demodulaciones, una empleando un coseno y la otra un seno o, lo que eslo mismo, dos sinusoides encuadratura.
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Filtro

paso bajo

x t( )

tj
e 0w-

x teq( )

Figura 2.13.Demodulador en cuadratura.

tica respecto aω0 (característica de amplitud para frecuencias positivas par y característica
de fase para frecuencias positivas impar tomando el origen de frecuencias comoω0), pero
bien sea porque la componente de frecuencia positiva deX(jω) no es hermítica respecto a
ninguna frecuencia o bien sea porque, aún siéndolo,ω0 no es igual a la frecuencia central de
la banda ((ω1 + ω2)/2), la señalxeq(t) va a ser tratada como una señal compleja.

A la parte real dexeq(t) se le suele denominarcomponente en fasedex(t) y denotar
comoxI(t); a la parte imaginaria,componente en cuadraturadex(t) y denotar comoxQ(t).
Al módulo dexeq(t) se le suele denominarenvolventedex(t).

Una forma alternativa de obtenerxeq(t) consiste en suprimir en primer lugar las com-
ponentes de frecuencias negativas y, posteriormente, realizar la demodulación. El sistema
encargado de suprimir las componentes de frecuencias negativas se denominadivisor de
fasey tiene una función de transferencia

Hps(jω) =

{√
2 ω > 0

0 ω < 0
(2.202)

donde la ganancia
√
2 para frecuencias positivas tiene como objeto conservar la energía (o

potencia) de la señal. La salida del divisor de fase,x(t)∗hps(t), se denominaseñal analítica
o preenvolventede x(t) y se denota comoxa(t). A partir de la envolvente obtenemos el
equivalente paso bajo comoxeq(t) = e−jω0txa(t).

Comúnmente, el divisor de fase se realiza empleando unTransformador de Hilbert, que
es el sistema descrito en el Ejemplo 2.11. Posee una función de transferencia

Hh(jω) =

{
−j ω > 0

j ω < 0
(2.203)

y una respuesta al impulso

hh(t) =
1

πt
(2.204)

La señal analítica se construye como una señal compleja cuya parte real es la propiax(t)
y la parte imaginaria es la salida del Transformador de Hilbert o Transformada de Hilbert de
x(t), es decir,xh(t) = x(t) ∗ hh(t),

xa(t) = x(t) + jxh(t) (2.205)
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que podemos demostrar fácilmente que es la señal analítica que obteníamos anteriormente
porque

Xa(jω) = X(jω) + jXh(jω) =

{
X(jω) + j(−jX(jω)) = 2X(jω) ω > 0

X(jω) + j(jX(jω)) = 0 ω < 0
(2.206)

Que un sistema lineal e invariante reciba el nombre detransformadory la salida de ese
sistema reciba el nombre detransformadano debe extrañarnos, porque la expresión dexh(t)
es

xh(t) =

∫ ∞

−∞
x(τ)

1

π(t− τ) dτ (2.207)

que no difiere tanto de la Transformada de Fourier en tiempo continuo si intercambiamost
porω, τ por t y hh(t − τ) por una exponencial compleja (que depende tanto det como de
ω). De hecho, tanto la Transformada de Fourier en tiempo continuo como el transformador
de Hilbert, como cualquier propia convolución con una señal predeterminada pertenecen a
un grupo de transformaciones enL2 denominadastransformaciones de núcleo integral.

Algunas propiedades del Transformador de Hilbert son las siguientes:

La Transformada de Hilbert de una señal par es impar, y de una señal impar, par.

Aplicando dos veces la Transformada de Hilbert a una señal, obtenemos lamisma
señal cambiada de signo.

La energía de una señal se mantiene a la salida del Transformador de Hilbert.

Una señal y su Transformada de Hilbert son ortogonales.

El procedimiento empleado para obtener el equivalente paso bajo de señales se puede
extender a sistemas, sin más que sustituir la señalx(t) por la respuesta al impulso del sistema
paso banda,h(t). En este caso no tiene sentido hablar de sistema analítico, o envolvente del
sistema, pero sí de un sistema paso bajo equivalente con una respuesta alimpulsoheq(t) y
una función de transferenciaHeq(jω).

Por último, debemos mencionar que podemos realizar un tratamiento equivalentepa-
ra tiempo discreto, sustituyendox(t) por x[n], xeq(t) por xeq[n], y así sucesivamente. La
mayor diferencia que puede aparecer respecto a lo aquí expresado es la definición de los
sistemas involucrados, donde hay que recordar que las funciones de transferencia serán fun-
ciones periódicas con periodo2π. Concretamente, el Transformador de Hilbert para tiempo
discreto tiene una función de transferencia

Hh(e
jω) =





−j 0 < ω < π

j −π < ω < 0

periódica con periodo2π

(2.208)
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y una respuesta al impulso

hh[n] =




2 sen2(πn/2)

πn
n 6= 0

0 n = 0
(2.209)

2.4. MUESTREO, DIEZMADO E INTERPOLACIÓN

Hasta ahora hemos hablado en tiempo continuo y tiempo discreto como de dos mun-
dos separados y paralelos, pero existen procedimientos para obtener una secuencia a partir
de una señal en tiempo continuo que denominamos genéricamenteconversores continuo-
discretoy procedimientos para reconstruir una señal en tiempo continuo a partir de una
secuencia que denominamos genéricamenteconversores discreto-continuo.

Entre los conversores continuo-discreto revisten gran importancia los basados en un
muestreo periódico de la señal en tiempo continuo, donde la secuencia se obtiene de la
forma

x[n]
.
= x(nTs) (2.210)

dondeTs es elperiodo de muestreoy 1/Ts = fs es lafrecuencia de muestreoexpresada
en muestras por segundo. También podemos expresar la frecuencia de muestreo en radianes
por segundo comows = 2π/Ts.

El problema fundamental del muestreo es la determinación de las condicionesque ga-
rantizan que la secuenciax[n] representa unívocamente a la señalx(t), porque el muestreo
es, en general, un proceso no invertible. Al tomar muestras de una señalen tiempo continuo,
estamos desechando infinitos valores de la señal entre muestra y muestra o,visto de otra
forma, existe un número infinito de señales que toman los mismos valores en los instantes
nTs.

Además de este problema fundamental existe un pequeño problema matemático: laex-
presión (2.210) es una definición, (

.
=), pero no una igualdad en sentido estricto (bidireccio-

nal). La consecuencia de este hecho es que no podemos establecer unaequivalencia directa
entre una señal en tiempo continuo y la secuencia que obtenemos de ella mediante mues-
treo. Así, deberemos proceder por similitud de valores numéricos y expresiones analíticas a
la hora de establecer relaciones entre, por ejemplo, las Transformadas de Fourier dex(t) y
x[n].

Este último problema será abordado en el Apartado 2.4.3, dedicando los primeros al pro-
blema del muestreo en sí; primero para tiempo continuo y posteriormente para secuencias.

2.4.1. Muestreo de señales en tiempo continuo

Ya que no podemos abordar directamente la obtención de una secuencia a partir de
muestras de una señal en tiempo continuo, la señal que ha de servir de “soporte” para los
valores de las muestras

x(nTs) n = −∞, . . . ∞ (2.211)
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será una señal en tiempo continuoxp(t) que denominamosseñal muestreada. Esta señal se
genera con la ayuda de unaseñal muestreadora, que es un tren de deltas separadas el periodo
de muestreo

p(t) =
∞∑

n=−∞
δ(t− nTs) (2.212)

y el proceso de muestreo lo expresamos como

xp(t) = x(t) p(t) = x(t)
∞∑

n=−∞
δ(t− nTs) =

∞∑

n=−∞
x(nTs)δ(t− nTs) (2.213)

dondexp(t) es una señal en tiempo continuo que contiene, como deseábamos, únicamente
las muestras de la señalx(t).

Este tipo de muestreo se denominamuestreo idealporque es físicamente imposible ge-
nerar y manipular una señal que sea un tren de funciones delta.

Para determinar bajo qué condicionesxp(t) determina unívocamente ax(t) calculamos
la Transformada de Fourier dexp(t) haciendo uso de la propiedad de multiplicación y de la
transformada de un tren de deltas que aparece en el Cuadro 2.1

Xp(jω) =
1

2π
X(jω) ∗ P (jω)

=
1

2π
X(jω) ∗

(
2π

Ts

∞∑

k=−∞
δ

(
ω − k2π

Ts

))

=
1

Ts

∞∑

k=−∞
X(jω) ∗ δ

(
ω − k2π

Ts

)

=
1

Ts

∞∑

k=−∞
X

(
jω − jk2π

Ts

)
(2.214)

El espectro de la señal muestreada,Xp(jω), está compuesto, de acuerdo con (2.214), de
réplicas del espectro de la señal original,X(jω), escaladas por1/Ts y desplazadas a todos
los múltiplos enteros de la frecuencia de muestreoωs = 2π/Ts, tal y como se muestra en la
Figura 2.14 para una señal paso bajo. De (2.214) podemos deducir también queXp(jω) es
una función periódica con periodoωs. La Figura 2.14 nos es útil además para establecer las
condiciones en que es posible reconstruirx(t) a partir dexp(t). Si la señal a muestrear tiene
un espectro como el mostrado en la Figura 2.14(a), y empleamos una frecuencia de mues-
treo lo suficientemente alta como para que las distintas réplicas deX(jω) no se solapen al
construirXp(jω) según (2.214), nos encontramos en una situación como la que muestra la
Figura 2.14(b) donde, al tener cada réplica aislada, podemos recuperarX(jω) con una ope-
ración tan simple como un filtrado. Si, por el contrario, las réplicas deX(jω) se solapan al
construirXp(jω), nos encontramos en una situación como la que muestra la Figura 2.14(c)
(la línea más gruesa representa el resultado de la suma expresada en (2.214)), donde será
imposible determinar, en las zonas del espectro en que se ha producido elsolape, qué parte
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Figura 2.14.Espectro de la señal original (a), y espectros de la señal muestreada a distintas
frecuencias de muestreo: sin solape espectral (b) y con solape espectral (c).

pertenece a una réplica y qué parte a otra. En consecuencia, no podremos reconstruirX(jω).
En este caso decimos que se ha producidosolape espectralen el proceso de muestreo, o que
existedistorsión por “aliasing”o, simplemente“aliasing”.

La condición, por tanto, para que podamos recuperarx(t) a partir dexp(t) es que no
exista “aliasing”. Como condición previa a esta, la señalx(t) ha de ser limitada en banda, y
esta limitación de banda es el conocimientoa priori que “compensa” la pérdida de infinitos
valores entre muestra y muestra de la señalx(t). Téngase en cuenta que la limitación de
banda es una restricción tan fuerte como la no consideración de los valores de la señal entre
instantes de muestreo consecutivos, porque estamos expresando que el contenido espectral
de la señal es nulo en un rango ilimitado de frecuencias.

El conocimientoa priori de la banda de frecuencias que ocupa la señal es necesario para
establecer tanto el periodo de muestreo que nos garantiza la ausencia de “aliasing” como el
mecanismo de recuperación de la señalx(t). Para señales paso bajo como la mostrada en la
Figura 2.14(a) que cumplen

X(jω) = 0 ∀ |ω| > ωM (2.215)

podemos garantizar la ausencia de “aliasing” siempre que empleemos una frecuencia de

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



78 SEÑALES Y SISTEMAS

muestreo mayor del doble deωM (ωs > 2ωM ) o, equivalentemente, un periodo de muestreo
Ts

Ts <
π

ωM
(2.216)

Este resultado es conocido comoteorema de muestreo de Nyquist, y la frecuencia2ωM

comofrecuencia de Nyquist.
A pesar de la popularidad de la frecuencia de Nyquist no debemos perder de vista las

condiciones bajo las que está establecida (señales reales paso bajo), siendo el criterio gene-
ral para la reconstrucción perfecta de la señal originalx(t) la ausencia de “aliasing” en el
proceso de muestreo.

La reconstrucción de la señal se lleva a cabo, como hemos mencionado anteriormente,
mediante un procedimiento de filtrado. Si hacemos pasar la señal muestreadaxp(t), que po-
see un espectro como el que muestra la Figura 2.15(a), por un filtroHr(jω) paso bajo ideal
de gananciaTs y una frecuencia de corteωc igual a la mitad de la frecuencia de muestreo,
ωc = ωs/2 = π/Ts, (Figura 2.15(b)), la salida de dicho filtro será una señalxr(t) cuyo es-
pectro se muestra en la Figura 2.15(c) y que coincidirá conx(t) si en el proceso de muestreo
no se ha producido “aliasing”.

El filtro Hr(jω) se denominafiltro reconstructoro filtro interpoladory posee una res-
puesta al impulso

hr(t) = Ts
ωc

π
sinc

(
ωct

π

)
= sinc

(
t

Ts

)
(2.217)

La señalxr(t) se denominaseñal reconstruidao señal interpoladay su expresión analí-
tica es

xr(t) = xp(t) ∗ hr(t)

=

( ∞∑

n=−∞
x(nTs)δ(t− nTs)

)
∗ sinc

(
t

Ts

)

=
∞∑

n=−∞
x(nTs) sinc

(
t− nTs
Ts

)
(2.218)

La interpretación de (2.218) puede ayudarnos a comprender el mecanismo de recons-
trucción dexr(t):

La función

sinc

(
t− n0Ts

Ts

)

toma valor cero en todos los instantesnTs excepto enn0Ts donde toma valor1, y esto
garantiza quexr(nTs) = x(nTs).

Para cualquier valor det 6= nTs, la señalxr(t) se reconstruye empleandotodos los
valoresx(nTs), aunque las muestras más cercanas a dicho instante tendrán más in-
fluencia en el valor dexr(t) que las más lejanas, de acuerdo con la forma de la función
sinc.
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Figura 2.15. Proceso de reconstrucción de la señal: espectro de la señal muestreada (a),
función de transferencia del filtro reconstructor (b) y espectro de la señal a la salida del
filtro reconstructor (c).

A modo de resumen, el proceso completo de muestreo y reconstrucción es el que lleva
a cabo el sistema que muestra la Figura 2.16.

x t( ) x tr( )H j

h t

r

r

( )

( )

wx tp( )

p t( )

Figura 2.16.Sistema para muestreo y reconstrucción.

Muestreos periódicos no ideales: el muestreo instantáneo

Ante la imposibilidad de generar las funciones delta necesarias para el muestreo ideal
surgen diversas alternativas, de las que vamos a analizar la más común: el muestreo instan-
táneo.
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El principal problema para la puesta en práctica del muestreo ideal no es capturar el
valor de la señal en los instantesnTs, que puede realizarse prácticamente empleando unos
circuitos denominados demuestreo y retencióno “sample & hold”, sino dar un soporte físico
adecuado a la señalxp(t). Para lograrlo, el muestreo instantáneo hace pasar la señalxp(t)
por un sistema de respuesta al impulsopi(t), cuyo efecto es la sustitución de las funciones
delta por la señalpi(t).

Un ejemplo que pone de manifiesto las diferencias entre los muestreos ideal e instantá-
neo podemos verlo en la Figura 2.17.
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t
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i
(t)

Figura 2.17. Comparación de los distintos tipos de muestreo: señal original x(t), señal
resultante del muestreo idealxp(t) y señal resultante del muestreo instantáneoxi(t).

La señal resultante del muestreo instantáneo toma la forma

xi(t) = xp(t) ∗ pi(t)

=

( ∞∑

n=−∞
x(nTs) δ(t− nTs)

)
∗ pi(t)

=
∞∑

n=−∞
x(nTs) pi(t− nTs) (2.219)
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y su transformada es

Xi(jω) = Xp(jω)Pi(jω) = Pi(jω)
1

Ts

∞∑

k=−∞
X

(
jω − j 2πk

Ts

)
(2.220)

donde cada réplica está ponderada por la funciónPi(jω). Esto provoca una distorsión en la
señal conocida comodistorsión de apertura.

El filtro reconstructor debe corregir la distorsión de apertura, por lo que su función de
transferencia ha de tomar la forma

Hr(jω) =
Ts

Pi(jω)
Π

(
ω

ωs

)
(2.221)

Como condición adicional para poder recuperar la señal original debemos asegurar que
Pi(jω) no toma valor cero en ninguna frecuencia perteneciente al intervalo(−ωs/2 , ωs/2).

Muestreo de señales paso banda

Para muestrear señales paso banda que son además de banda estrecha, la frecuencia de
Nyquist nos proporciona un valor de frecuencia de muestreo muy grande en comparación
con el ancho de banda de la señal. En estos casos, podemos muestrear por debajo de dicha
frecuencia sin que exista “aliasing”, tal como se muestra en el ejemplo de la Figura 2.18
empleando dos frecuencias de muestreo distintas.
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Figura 2.18. Muestreo paso banda: espectro de la señal original (arriba), espectro de la
señal muestreada sin inversión de espectro (centro) y espectro de la señal muestreada con
inversión de espectro(abajo).

Dependiendo de la frecuencia de muestreo que elijamos, las réplicas más cercanas a
frecuencia0 pueden estar invertidas (la componente de frecuencias positivas en frecuencias
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negativas y viceversa), tal y como se muestra en la gráfica inferior de la Figura 2.18. Si
sucede esto, se dice que el proceso de muestreo ha generado unainversión de espectro.

Si la reconstrucción de señales paso bajo muestreadas se realizaba empleando un filtro
que dejaba pasar la banda de frecuencias en las que conocíamosa priori que se encontraba la
señal original, aquí hacemos exactamente lo mismo, aunque el filtro a emplear sea distinto.
Si la señal original se encuentra entre las frecuenciask0ωs y (k0 + 1/2)ωs, o entre(k0 −
1/2)ωs y k0ωs, siendok0 un número entero, el filtro de reconstrucción será un filtro paso
banda ideal con esa banda de paso.

El muestreo paso banda también puede realizarse sobre la señal analítica (en ese caso,
por ser compleja la señal analítica, es equivalente a muestrear dos señalesreales de forma
simultánea), empleando una frecuencia de muestreoω0/k0, siendok0 un número entero. La
única precaución que debemos adoptar para realizar un muestreo paso banda en cualquiera
de sus variantes es que, como en el caso de señales paso bajo, en el proceso de muestreo no
se produzca “aliasing”.

También podemos sustituir el muestreo ideal por uno no ideal. De entre los dostipos
de muestreo no ideales considerados, el más apropiado para señales paso banda es el mues-
treo instantáneo, donde ahora cobra más importancia si cabe la distorsión de apertura y su
compensación.

Por último debemos añadir que aunque el muestreo paso banda pueda parecer un mero
ejercicio académico, existen dispositivos comerciales que ponen en práctica esta técnica.

2.4.2. Interpolación y diezmado de secuencias

Las técnicas de muestreo también pueden aplicarse a secuencias, siendo múltiples las
razones que pueden conducirnos a su empleo. Por mencionar alguna, larepresentación con el
menor número de muestras posibles de una secuencia que deseamos almacenar, o el empleo
de circuitería más simple para el tratamiento de secuencias si existen requisitosde tiempo
real.

El muestro de secuencias no difiere grandemente del muestreo de señalesen tiempo
continuo salvo, quizá, en la facilidad de realización del muestreo ideal o loscambios de
escala que podemos realizar sobre la secuencia.

La señal muestreadora en tiempo discreto es un tren de deltas de la forma

p[n] =
∞∑

k=−∞
δ[n− kM ] (2.222)

siendoM , de valor entero, el periodo de muestreo yωs = 2π/M la frecuencia de muestreo.
La secuencia muestreadaxp[n] se obtiene como

xp[n] = x[n] p[n] = x[n]
∞∑

k=−∞
δ[n− kM ] =

∞∑

k=−∞
x[kM ] δ[n− kM ] (2.223)
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cuya Transformada de Fourier es

Xp(e
jω) =

1

2π
X(ejω) ⊛

2π
P (ejω)

=
1

2π
X(ejω) ⊛

2π

(
2π

M

∞∑

k=−∞
δ

(
ω − k2π

M

))

=
1

M

∞∑

k=−∞
X(ejω) ⊛

2π
δ

(
ω − k2π

M

)

=
1

M

∑

k∈〈M〉
X
(
ej(ω−k 2π

M )
)

(2.224)

donde la diferencia más apreciable con su versión en tiempo continuo, (2.214), es que aquí
nos hacen falta únicamenteM réplicas deX(ejω) para formar la función periódicaXp(e

jω)
de periodo2π/M , ya queX(ejω) es ya una función periódica de periodo2π.

Al igual que en tiempo continuo, en el muestreo de secuencias también puedeexistir
“aliasing”, y para poder recuperar la secuencia originalx[n] debemos garantizar que no se
produce “aliasing” en el proceso de muestreo. Para secuencias reales paso bajo con frecuen-
cia de corteωM , bastará con garantizar queωs = 2π/M es mayor del doble deωM , que es
el teorema de muestreo de Nyquist para secuencias.

La reconstrucción de la secuenciax[n] se lleva a cabo mediante filtrado con un filtro
paso bajo idealHr(e

jω) con gananciaM y una frecuencia de corteωc igual a la mitad de la
frecuencia de muestreo,ωc = ωs/2 = π/M . La respuesta al impulso del filtro interpolador
toma la forma

hr[n] = sinc
( n
M

)
(2.225)

y la secuencia reconstruida,xr[n],

xr[n] =
∞∑

k=−∞
x[kM ] sinc

(
n− kM
M

)
(2.226)

La secuenciaxp[n] tiene la misma estructura que una secuencia en que se han inserta-
doM − 1 ceros entre muestra y muestra, (2.131). Estos ceros pueden suprimirse sin que
ello suponga ninguna pérdida de información (de hecho, si se produjese alguna pérdida de
información, esta se producirá en el proceso de muestreo por la existencia de “aliasing”)
mediante una operación de supresión de ceros de la forma

xd[n] = xp[nM ] (2.227)

dondexd[n] se conoce con el nombre desecuencia diezmada, cuya transformada es, de
acuerdo con la propiedad de supresión de ceros de la Transformada de Fourier,

Xd(e
jω) = Xp(e

jω/M ) =
1

M

∑

k∈〈M〉
X
(
ej(

ω
M

−k 2π
M )
)

(2.228)
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El proceso de obtención dexd[n] a partir dex[n] se denominadiezmadoa un ritmo
naturalM y, en realidad, es algo tan simple y directo como

xd[n] = x[nM ] (2.229)

aunque es necesario todo el análisis anterior para determinar las condiciones en quexd[n]
determina de manera unívocax[n] y para establecer la igualdad entre sus transformadas
expresada en (2.228).

Un sistema que realiza el proceso de diezmado para una secuencia genérica x[n] es
el mostrado en la Figura 2.19, que se conoce con el nombre dediezmador. Para evitar
el “aliasing” emplea un filtro paso bajo de frecuencia de corteπ/M previo al proceso de
diezmado propiamente dicho, que se realiza en el bloque etiquetado como↓M . Únicamente

Filtro paso bajo
con ganancia 1

y = /w pc M

][nx ][~ nx
M¯

][~][~ nMxnxd =

Figura 2.19.Esquema general de un diezmador porM .

en el caso en que la secuenciax[n] sea paso bajo con frecuencia de corte menor o igual que
π/M la secuenciãx[n] será igual ax[n].

El proceso contrario (que no necesariamente inverso) al diezmado es el que denomina-
mos interpolacióna un ritmo naturalL. En este proceso, representado en la Figura 2.20, a

Filtro paso bajo
con ganancia

y = /

L

Lw pc

][nx
L­

][nxi
][0 nx L

Figura 2.20.Esquema general de un interpolador porL.

una secuenciax[n] (que puede provenir o no de un proceso de diezmado) se le aplica una
inserción de ceros a ritmoL según (2.131), obteniendo la secuencia

x0L[n] =
∞∑

k=−∞
x[k]δ[n− kL] =

{
x
[
n
L

]
si n = L̇

0 si n 6= L̇
(2.131)

cuya transformada es, teniendo en cuenta la propiedad de inserción de ceros de la Transfor-
mada de Fourier, (2.132),

X0L(e
jω) = X(ejωL) (2.230)

que es una función periódica de periodo2π/L, igual que una secuencia que hubiese sido
muestreada con un periodo de muestreoL.
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Finalmente, esta secuenciax0L[n] es filtrada paso bajo como si se tratase de una secuen-
cia muestreada para obtener la secuencia interpoladaxi[n] cuya expresión es

xi[n] =
∞∑

k=−∞
x0L[kL] sinc

(
n− kL
L

)
=

∞∑

k=−∞
x[k] sinc

(
n− kL
L

)
(2.231)

Si con un diezmador conseguimos una reducción de la tasa de muestras o ritmo de
la secuencia por un factor enteroM y mediante un interpolador un incremento de la tasa
de muestras por un factor enteroL, podemos conseguir un cambio de ritmo por un factor
racionalL/M aplicando, sucesivamente, un interpolador porL y un diezmador porM .
Nótese cómo el interpolador debe ir en primer lugar para asegurar que, de existir alguna
pérdida de información (como es el caso en queL/M < 1), esta sea mínima. En esta
combinación podemos suprimir uno de los filtros, el del interpolador o el deldiezmador,
resultando una estructura de procesado como la que muestra la Figura 2.21.

Filtro paso bajo
con ganancia y

=min( / ,

L

Lw pc p/ )M

][nx
L­

][0 nx L

M¯
][~ nxi ][~ nxd

Figura 2.21.Combinación de un interpolador porL y un diezmador porM .

2.4.3. Simulación de señales y sistemas

En el inicio del apartado anterior mencionábamos que deseábamos construir una secuen-
ciax[n] a partir de una señal en tiempo continuox(t) de la forma (2.210) empleando unos
sistemas denominados conversores continuo-discreto y volver a reconstruir una señal en
tiempo continuo empleando conversores discreto-continuo. Sin embargo, debido a proble-
mas matemáticos no era posible establecer una igualdad (bidireccional) entre lasecuencia y
la señal en tiempo continuo y debíamos conformarnos con un sistema de muestreo y recons-
trucción como el mostrado en la Figura 2.16 en el que la variable independiente de la señal
muestreada seguía siendo de naturaleza continua.

Es ahora, una vez expuestos los fundamentos de las técnicas de muestreoy reconstruc-
ción, cuando estamos en disposición de abordar la definición de los conversores continuo-
discreto y discreto-continuo y establecer las equivalencias entrex[n] y x(t). Para ello, vamos
a insertar dos bloques nuevos en el diagrama de muestreo y reconstrucción anterior (Figura
2.16), tal y como se muestra en la Figura 2.22. El primero de ellos, etiquetado como “con-
versor de tren de impulsos a secuencia”, se encarga de construir la secuenciax[n] a partir
de los pesos de las funciones delta dexp(t), y el segundo, etiquetado como “conversor de
secuencia a tren de impulsos”, realiza el paso contrario. El conversorcontinuo discreto se
define como la combinación de un muestreador seguido de un conversor detren de impulsos
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Figura 2.22. Sistema para muestreo y reconstrucción y conversores continuo-discreto
(C/D) y discreto-continuo (D/C).

a secuencia y el conversor discreto-continuo se define como la combinación de un conversor
de secuencia a tren de impulsos seguido de un filtro reconstructor de una señal muestreada.

Para determinar la equivalencia entrex[n] y x(t) comenzamos calculando la Transfor-
mada de Fourier dexp(t) de forma distinta a como lo hicimos en (2.214). Empleando una
de las expresiones dexp(t) de (2.213),

xp(t) =
∞∑

n=−∞
x(nTs) δ(t− nTs) (2.232)

calculamos su transformada empleando el par transformadoδ(t − nTs) TF←→ e−jωnTs para
cada uno de los términos del sumatorio, obteniendo

Xp(jω) =
∞∑

n=−∞
x(nTs) e

−jωnTs (2.233)

que no es sino el Desarrollo en Serie de Fourier con periodoωs de la función periódica
Xp(jω) expresada en (2.214).

Por otra parte, tenemos que la Transformada de Fourier de la secuenciax[n] obtenida a
partir dex(t) es, cambiandoω porΩ para evitar confusiones entre tiempo discreto y tiempo
continuo,

X(ejΩ) =
∞∑

n=−∞
x[n] e−jΩn =

∞∑

n=−∞
x(nTs) e

−jΩn (2.234)

de donde, comparando con la expresión deXp(jω) obtenida en (2.233), podemos obtener
la equivalencia

Ω ≡ ωTs (2.235)

que nos permite establecer la igualdad

X(ejΩ) = Xp(jΩ/Ts) (2.236)
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Empleando la relación entreX(jω) y Xp(jω) expresada en (2.214), (2.236) se transforma
en

X(ejΩ) = Xp(jΩ/Ts) =
1

Ts

∞∑

k=−∞
X

(
j

(
Ω− k2π

Ts

))
(2.237)

La equivalencia (2.235) y las ecuaciones (2.236) y (2.237), expresadas en palabras, vie-
nen a decir que la frecuencia de muestreo en tiempo continuo se transforma en la frecuencia
2π de la secuencia construida a partir de la señal en tiempo continuo.

Este resultado nos abre las puertas para la realización en tiempo discreto desistemas en
tiempo continuo y viceversa y, más concretamente, la realización en tiempo discreto de la
práctica totalidad de transmisores y receptores de comunicaciones digitales.

2.5. LECTURAS ADICIONALES

Existen excelentes textos sobre señales y sistemas entre los que destaca, sin duda, el libro
de Oppenheim, Willsky y Nawab [55], que considera los casos en tiempo continuo y dis-
creto. De entre los dedicados al análisis de señales y sistemas en tiempo discreto queremos
destacar los libros de Oppenheim, Schafer y Buck [54] y el de Proakis yManolakis [62]. El
libro de Papoulis [57] trata, al igual que [55], los casos en tiempo continuoy discreto.

Para profundizar en la Transformada de Fourier se recomiendan los libros clásicos de
Bracewell [12] y Papoulis [56]. Una visión algebraica de las señales y los sistemas se en-
cuentra en el libro de Franks [26], texto que también se recomienda para profundizar en la
representación de señales paso banda.

PROBLEMAS

P2.1 Calcule los valores medio y de pico, la energía y la potencia de las siguientes señales:

1.1. x(t) = 1

1.2. x(t) = u(t)

1.3. x(t) = e−t

1.4. x(t) = cos(ω0t)

1.5. x(t) = Π( t
α) (α ∈ R)

1.6. x[n] = δ[n]

1.7. x[n] = ejω0n

P2.2 Calcule la función de ambigüedad temporal de la señalsinc(t) y a partir de esta de-
muestre que dos señalessinc(t) desplazadas entre sí un número entero distinto de cero
son ortogonales.
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P2.3 Determine si cumplen los criterios de memoria, causalidad, invertibilidad, estabilidad
BIBO, linealidad e invarianza temporal los siguientes sistemas definidos mediante su
relación entrada salida:

3.1. y(t) = x(−t)
3.2. y(t) = cos(100t)x(t)

3.3. y[n] = 2x[n] + 1

3.4. y[n] =
∑n

k=−∞ x[k]

P2.4 Calcule el resultado de las siguientes operaciones de convolución:

4.1. Π(t) ∗Π(t− 10)

4.2. u(t) ∗ e−10t

4.3. (u[n]− u[n− 5]) ∗ cos
(
2πn
5

)

4.4. (−2)nu[−n] ∗∑∞
k=−∞ δ[n− 10k]

P2.5 Calcule la Transformada de Fourier de las siguiente señales:

5.1. x(t) = e−|t|

5.2. x(t) = tΠ(t)

5.3. x(t) = sinc2(t)

5.4. x(t) =
∑∞

k=−∞ sinc(t− 5k)

P2.6 La señalx(t) posee una Transformada de Fourier

X(jω) = |ω|Π(ω)

Sin calcular la Transformada Inversa de Fourier, determine:

6.1. Six(t) es una señal par.

6.2. Six(t) es una señal impar.

6.3. Six(t) es una señal real.

6.4. Six(t) es una señal imaginaria pura.

6.5.
∫∞
−∞ x(t) dt

6.6.
∫∞
−∞ |x(t)|2 dt

P2.7 Calcule los anchos de banda 3 dB, equivalente de ruido y de primer nulo de la señal
x(t) = Π(t).

P2.8 Calcule la Transformada de Fourier de las siguientes señales:

8.1. x[n] = u[n+ 2]− u[n− 5]

8.2. x[n] =
(
1
3

)n
u[n− 2]
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8.3. x[n] = n4nu[3− n]
8.4. x[n] = cos

(
πn
3

)
sinc

(
n
10

)

P2.9 Determine las señales cuyas Transformadas de Fourier son las siguientes:

9.1. X(ejω) = Π
(
4ω
π − 2

)
(para−π < ω ≤ π)

9.2. X(ejω) = ejω/4 (para−π < ω ≤ π)

9.3. X(ejω) =
∑∞

k=−∞(−1)k+1δ
(
ω − πk

4

)

9.4. X(ejω) = 1
1− 1

7
e2jω

P2.10 Calcule la Transformada Z de las siguiente señales, indicando su región de convergen-
cia:

10.1. x[n] = cos
(
πn
4

)
u[n]

10.2. x[n] = 2nu[n+ 5]

10.3. x[n] = nu[n]

10.4. x[n] = 3−nu[n] + 3nu[−n]

P2.11 Obtenga las siguientes propiedades de la Transformada de Fourierde tiempo discreto
a partir de sus propiedades equivalentes de la Transformada Z sustituyendoz porejω:

11.1. Simetría.

11.2. Conjugación.

11.3. Modulación.

11.4. Inserción de ceros.

11.5. Supresión de ceros.

P2.12 Considere el sistema definido por la ecuación en diferencias

y[n] =
1

2
y[n− 1]− 1

4
y[n− 2] + x[n] +

1

2
x[n− 1]− 1

4
x[n− 3]

12.1. Obtenga su función de transferencia en el dominio Z.

12.2. Dibuje su diagrama de polos y ceros y determine una realización establedel
mismo.

12.3. Obtenga la respuesta al impulso de la realización estable determinada enel apar-
tado anterior.

12.4. Dibuje la respuesta en frecuencia (amplitud y fase) del sistema.

P2.13 Considere las siguientes secuencias:

13.1. x1[n], tal quex1[n] = 0 fuera del intervalo0 ≤ n < N , cuya Transformada de
Fourier esX1(e

jω).
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13.2. x2[n], tal quex2[n] = 0 fuera del intervaloN2 ≤ n < 3N
2 , cuya Transformada

de Fourier esX2(e
jω).

Demuestre las siguientes aseveraciones:

13.1. Si hacemos
x3[n] = e−jω1nx1[n]

se cumple
X3[k] = X1(e

jω) | ω = 2π
N

k + ω1

siendoX3[k] la DFT de longitud N dex3[n].

13.2. Si hacemos

x3[n] =





x2[n+N ] 0 ≤ n < N
2

x2[n]
N
2 ≤ n < N

0 resto

se cumple
X3[k] = X2(e

jω) | ω = 2π
N

k

siendoX3[k] la DFT de longitud N dex3[n].

P2.14 Considere la señal paso banda

x(t) = sinc

(
t

T

)
cos(ω1t) + sinc2

(
t

2T

)
sen(ω1t)

conω1/T ≫ 2π. Obtenga su equivalente paso bajo e identifique las partes en fase y
cuadratura.

P2.15 Las fluctuaciones en la frecuencia de oscilación de los relojes empleados en los pro-
cesos de muestreo y reconstrucción de señales en tiempo continuo afectana la calidad
de dichos procesos. En este ejercicio vamos a evaluar la influencia de estefenómeno.

Un modelo simplificado de señal muestreadora con este efecto es el siguiente

p(t) =
∞∑

n=−∞
δ

(
t− nTs −∆senn

2π

m

)

dondeTs es el periodo nominal de muestreo, y∆ y m son los parámetros que definen
las fluctuaciones.Ts y ∆ son números reales, ym es un número entero. Obsérvese que
p(t) es una señal periódica.

Se pide:

15.1. Dibuje la señalp(t) y determinar su periodo en función de los parámetrosm y
Ts.

15.2. Calcule la Transformada de Fourier dep(t) param = 4 y 0 ≤ ∆ < Ts/2.
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15.3. Empleamosp(t) para muestrear una señalx(t) cuyo ancho de banda es W rad/s,
mediante

xp(t) = p(t)x(t)

. Determine el máximo valor deTs que garantiza la reconstrucción perfecta de
x(t) a partir dexp(t) en las siguientes situaciones:

15.3.1.m = 4 y 0 < ∆ < Ts/2.

15.3.2.m = 4 y ∆ = 0.

P2.16 En el proceso de producción de un“Compact Disc” (CD) de audio, las fases de gra-
bación y mezclado de las distintas fuentes sonoras se realizan generalmentecon las
señales muestreadas a 48 KHz ó a un múltiplo entero de esta frecuencia, mientras que
el estándar de CD de audio especifica una frecuencia de muestreo de 44,1 KHz. Me-
diante la conexión en serie de combinaciones de interpoladores y muestreadores como
los mostrados en la Figura 2.21, diseñe un sistema para cambiar la frecuenciade mues-
treo de 96 a 44,1 KHz empleando el menor número de interpoladores y diezmadores
y con valores deL y M inferiores siempre a 10.
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CAPÍTULO 3
TEORÍA DE LA PROBABILIDAD Y

PROCESOS ESTOCÁSTICOS

La teoría de la probabilidad es, junto con la teoría de señales, uno de los dospilares
matemáticos sobre los que se asienta el análisis de sistemas de comunicaciones digitales. En
este capítulo se presentan nociones básicas de probabilidad y procesosaleatorios. Se revisan
los conceptos de variable aleatoria y procesos estocásticos y sus propiedades, en particular
aquellas de interés en comunicaciones digitales.

3.1. PROBABILIDAD

Presentar de forma intuitiva el término “probabilidad” no es difícil porque se encuentra
ya en el lenguaje cotidiano y es utilizado habitualmente por personas aún sin conocimien-
tos matemáticos; sin embargo, su definición precisa y, sobre todo, su interpretación, se ha
mantenido esquiva a lo largo del tiempo y todavía es objeto de discusión. El concepto de
probabilidad está ligado a la realización (física o mental) de un experimento “aleatorio”, en-
tendiéndose por tal un experimento cuyo resultado es desconocido (es decir, no predecible)
por un observador. Suele ponerse el ejemplo del lanzamiento de un dado(no en vano la teo-
ría de la probabilidad surgió originalmente en el campo de los juegos de azar): el resultado
puede ser cualquier número entero entre 1 y 6, pero esa priori impredecible ni siquiera por
el lanzador. La probabilidad es una medida de la incertidumbre que, para un observador,
tiene el resultado de un experimento, y es, por tanto, una medida subjetiva:así, por ejemplo,
el contenido de un mensaje enviado a través de un canal de comunicaciones digitales es
completamente desconocido por el receptor antes de iniciarse la comunicación, pero no por
el transmisor, que puede predecirlo con exactitud en la medida en que “conoce” el mensaje
transmitido.

El desconocimiento puede ser total o parcial. Si consideramos el experimento “lanzar
dos dados y sumar sus puntos”, cualquier resultado entre 2 (1 + 1) y 12 (6 + 6) es posible,
pero también sabemos que el 7 es un resultado más “esperable” que el 2. Lo sabemos por
la naturaleza del experimento (el 7 resulta de muchas combinaciones posibles de resultados
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de cada dado,1 + 6 = 2 + 5 = 3 + 4 = 4 + 3 = 5 + 2 = 6 + 1 = 7, mientras que sola-
mente una combinación produce el resultado 2, esto es,1+ 1) o por información estadística
(por ejemplo, porque hayamos observado que realizaciones previas del mismo experimento
en las mismas condiciones dieron 7 con más frecuencia que 2). También, el receptor del
mensaje enviado por un transmisor puede desconocer completamente su contenido, pero tal
desconocimiento puede reducirse al observar la señal que ha recibido. Se reducirá totalmen-
te si puede reconocer el mensaje a partir de la señal recibida, o parcialmente, si la señal
enviada por el transmisor ha sido enmascarada por efectos de ruido y distorsión durante la
transmisión.

La probabilidad es pues, esencialmente, una medida de incertidumbre sobreel resultado
del experimento y es, por tanto, dependiente de la cantidad de información disponible por
el observador en cada momento. Para acercarnos a una definición más formal, se precisan
varios elementos:

Un espacio muestral,Ω, que es el conjunto de todos los resultados posibles del expe-
rimento aleatorio. En el ejemplo anterior de lanzar dos dados y sumar su resultado,
Ω = {2, 3, . . . , 12}.

Un conjunto de sucesos,Φ = {S, S ⊂ Ω}. Un suceso es cualquier subconjunto deΩ1.
Ejemplos de sucesos en el ejemplo de los dados son que la suma sea: 2, un número
impar, un número menor que 8, etc. En total hay211 posibles sucesos.

Definimos ahora una medida de probabilidadPr como toda función que, aplicada so-
bre cualquier sucesoS ⊂ Ω, devuelve un número realPr{S} que verifica las siguientes
propiedades

P 1. 0 ≤ Pr{S} ≤ 1

P 2. Pr{∅} = 0

P 3. Pr{Ω} = 1

P 4. Dado un conjunto finito (o infinito numerable) de sucesosSi ∈ Φ disjuntos (Si
⋂
Sj =

∅), se verifica

Pr

{⋃

i

Si

}
=
∑

i

Pr{Si} (3.1)

1Con frecuencia,Φ es el conjunto de todos los subconjuntos deΩ, que suele denotarse comoΦ = 2Ω. Sin
embargo, desde un punto de vista matemático no es imprescindible que todos los subconjuntos deΩ estén enΦ,
aunque en todo caso, deben cumplirse dos condiciones: (1) el complementario de un suceso debe ser también
un suceso, y (2) cualquier unión finita o infinita numerable de sucesos debe ser un suceso. Cuando se verifican
estas condiciones, se dice queΦ tiene estructura deσ-álgebra.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



3.1 PROBABILIDAD 95

3.1.1. Asignación de probabilidades a sucesos

Puesto que toda función que verifica las propiedades anteriores es unamedida de pro-
babilidad, ¿quiere esto decir que cualquiera de estas funciones es una medida útil de incer-
tidumbre sobre el resultado de cierto experimento? La respuesta es no.

Supongamos que el experimento aleatorio puede repetirse un número indefinido de ve-
ces, y que el resultado de cada experimento es independiente de los demás. Diremos que una
probabilidadPr es un buen modelo de incertidumbre para dicho experimento en la medida
en que sea capaz de predecir con exactitud la frecuencia con la que se repiten los diferentes
sucesos del experimento.

Es decir,Pr es una buena medida de incertidumbre sobre el resultado del experimento
si dado cualquier sucesoS ⊂ Ω, trasN repeticiones del experimento, denominandoNs al
número de veces que se produce algún resultado que está enS, el cocienteNs/N converge
aP{S} cuandoN tiende a infinito.

Lo anterior permite aplicar una construcción matemática, la probabilidad, a la medida
de regularidades en procesos físicos impredecibles, pero dicha aplicación no está exenta de
dificultades. De hecho, la verificación experimental del ajuste de un modeloprobabilístico a
un experimento aleatorio es imposible, pues en la práctica no puede repetirseun experimento
infinitas veces. Más aún, en ocasiones no es posible siquiera repetir el experimento, y la
asignación de probabilidades debe apoyarse en ciertos supuestos acerca del modo en que se
producen los resultados del experimento.

Ejemplo 3.1
Considere el experimento consistente en lanzar un dado no cargado y mirar el resultado: un nú-
mero entero entre 1 y 6. ¿Cómo asignar probabilidades al suceso “5”? La física del problema
sugiere que, siendo un dado no cargado esencialmente simétrico, no hay razón para pensar que
uno de los resultados tenga mayores oportunidades de producirse que el otro, lo que nos invita a
hacer la asignaciónPr{1} = Pr{2} = . . . = Pr{6} = 1/6. En apoyo de esta asignación está
el hecho de que ha resultado ser razonablemente acertada conotros muchos dados anteriormente.
Si, además, tenemos la oportunidad de ensayar el lanzamiento de este dado cierto númeroN de
veces, podremos comprobar si, efectivamente, la frecuencia de “5” o de cualquier otro resultado
se parece a1/6. Si es así, podemos confiar en la bondad de esta asignación. Pero, en todo caso,
piénsese que ninguna de estas evidencias es definitiva a favor del modelo equiprobable frente a
todos los posibles. Además, un dado real nunca es perfectamente simétrico, no todos los dados
son exactamente iguales, e incluso la prueba con repeticiones del experimento puede cuestionar-
se: los lanzamientos causan desgastes del dado, de modo que cada nueva realización no es una
repetición del experimento en las mismas condiciones que las anteriores. Con todo, el modelo
equiprobable es simple y casi siempre bastante preciso, y puede aceptarse.

Nótese que, para definir una medida de probabilidad es preciso, en principio, asignar
una probabilidad a todos los sucesos enΩ de acuerdo con las propiedades 1 a 4. En realidad,
cuando cualquier suceso se puede construir por unión contable de los sucesos “atómicos”
(es decir, los sucesos constituidos por un único resultado), la propiedad 4 simplifica enor-
memente el proceso de asignación.

Ejemplo 3.2
La asignación de probabilidades a los 6 resultados posiblesdel lanzamiento del dado permite
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calcular un valor de probabilidad para cualquier otro suceso. Así, por ejemplo, suponiendo que
la probabilidad de cada posible resultado es1/6, la probabilidad de que se obtenga un número
par será

Pr{{2} ∪ {4} ∪ {6}} = Pr{2}+ Pr{4}+ Pr{6} = 1

2
(3.2)

En general, si el espacio muestralΩ es finito o infinito numerable, la asignación de una
probabilidad a cada posible resultado (de acuerdo con las restriccionesde que sean no nega-
tivas y sumen uno) permite calcular la probabilidad de cualquier otro suceso, por aplicación
de la propiedad 4. Por el contrario, siΩ es infinito no numerable, este procedimiento no
puede aplicarse, como veremos.

3.2. VARIABLES ALEATORIAS

Estrictamente hablando, variable aleatoria es toda aplicación deΩ en la recta real, que
asigna a cada posible resultado un número. Dado el resultadoξ ∈ Ω, la variable aleatoria
X tomará un valorX(ξ) ∈ R. En la práctica, la notación suele simplificarse y, de forma
general, escribiremosX, omitiendo el argumento.

Mediante el uso de variables aleatorias, el espacio muestral original se proyecta sobre
un subconjunto de la recta real, que llamaremos espacio muestral imagen.

Ejemplo 3.3
Un transmisor envía una secuencia de dígitos binarios (ceros y unos),{s[n], n = 0, . . . , N −
1}, a un receptor distante a través de un canal de comunicaciones digitales. A consecuencia de
imperfecciones del canal, la secuencia de dígitos binariosdetectada en recepción,{d[n], n =
0, . . . , N − 1}, es posiblemente diferente a la transmitida. Para evaluar el rendimiento de la
comunicación, considere el experimento consistente en comparar las secuencias transmitida y
recibida y determinar cuál de los resultados siguientes se ha producido:ξ0 =“Hay errores de
transmisión”, o bienξ1 =“No hay errores de transmisión”. Puede definirse la variablealeatoria
Z dada porZ(ξ0) = 0 y Z(ξ1) = 1. De este modo,Pr{Z = 1} es la probabilidad de que se
haya producido algún error en la transmisión.

Si llamamosΩ′ al espacio muestral imagen (es decir,Ω′ = {X(ξ), ξ ∈ Ω} ⊂ R),
podemos distinguir entre:

Variables aleatorias discretas:Ω′ es discreto (es decir, finito o infinito numerable).

Variables aleatorias continuas:Ω′ es continuo, o contiene algún subconjunto continuo.

La diferencia entre variables aleatorias discretas y continuas es sustancial. Como hemos
visto anteriormente, si el espacio muestral imagen es finito o infinito numerable,para ca-
racterizar la variable aleatoria en términos probabilísticos es suficiente con asignar un valor
de probabilidad a cada posible resultado (que, de acuerdo con la definición anterior, es tam-
bién un suceso) respetando las propiedades 1 a 3, y calcular las probabilidades de los demás
sucesos aplicando la propiedad 4. Lo último es posible porque puede construirse cualquier
suceso mediante la unión contable de sucesos atómicos (esto es, sucesos formados por un
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solo resultado posible). Sin embargo, siΩ′ es continuo, aquellos sucesos que contengan un
conjunto infinito y no numerable de resultados posibles no pueden construirse como unión
contable de sucesos atómicos y, por tanto, no es posible calcular su probabilidad a partir de
las probabilidades de los sucesos atómicos. Además, ¡la mayoría de los sucesos atómicos
tienen probabilidad nula!

CuandoΩ′ es continuo, suele preferirse caracterizar la variable aleatoriaX a partir de los
sucesos de la forma{X ≤ x}. La función que devuelve la probabilidad de este suceso para
cada valor dex se denomina función de distribución acumulada o, simplemente,función de
distribución

FX(x)
.
= Pr{X ≤ x} (3.3)

La función de distribución tiene las siguientes propiedades, que se deducen directamente
de su definición:

P 1. 0 ≤ FX(x) ≤ 1

P 2. FX(∞) = 1

P 3. FX(−∞) = 0

P 4. FX(x) es una función monótona creciente (FX(x1) ≤ FX(x2) si x1 < x2).

3.2.1. Distribución de probabilidades y función de densida d de pro-
babilidad

Dada una variable aleatoria discretaX, se define su distribución de probabilidades (o
simplemente distribución), que llamaremospX(x), como aquella que, para cada posible
valorx deX, devuelve su probabilidad. Así, por ejemplo,

pX(3) = Pr{X = 3} (3.4)

Obviamente, siX puede tomar los valores{xi, 0 ≤ i ≤M − 1}, resulta

M−1∑

i=0

pX(xi) = 1 (3.5)

Probabilidad y distribución de probabilidades son esencialmente lo mismo, aunque la
primera se aplica a sucesos y la segunda a números. Si la variable es discreta, conociendo
su distribución puede calcularse la probabilidad de cualquier suceso. Por el contrario, si
la variable aleatoria es continua, la distribución de probabilidades no resultaútil, y suele
recurrirse a la función de distribución acumulada o bien a su derivada, que se conoce como
función de densidad de probabilidad(abreviadamente, fdp)

fX(x)
.
=
dFX(x)

dx
(3.6)

Las siguientes propiedades son una consecuencia inmediata de esta definición, y de las
propiedades de la función de distribución enunciadas anteriormente:
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P 1. fX(x) ≥ 0

P 2. FX(x) =
∫ x
−∞ fX(α)dα

P 3.
∫∞
−∞ fX(α)dα = 1

Además, la densidad de probabilidad define completamente una variable aleatoria, en
el sentido de que permite calcular la probabilidad de cualquier suceso. Porejemplo, la pro-
babilidad del suceso{a < X ≤ b} se puede calcular teniendo en cuenta que el conjunto
{X ≤ b} admite la partición

{X ≤ b} = {X ≤ a} ∪ {a < X ≤ b} (3.7)

luego, en virtud de la Propiedad 4,

Pr{X ≤ b} = Pr{X ≤ a}+ Pr{a < X ≤ b} (3.8)

y, por tanto,

Pr{a < X ≤ b} = FX(b)− FX(a) =

∫ b

a
fX(x)dx (3.9)

De forma general, la probabilidad del suceso{X ∈ S} se puede calcular como

Pr{X ∈ S} =
∫

S
fX(x)dx (3.10)

La propiedad (3.9) puede ayudarnos a interpretar la funciónfX(x): partiendo de la de-
finición de derivada,

fX(x) = ĺım
∆→0

FX(x+∆)− FX(x)

∆
= ĺım

∆→0

Pr{x < X ≤ x+∆}
∆

(3.11)

la expresión final explica la denominación de “densidad de probabilidad” parafX(x).
Resumiendo, las variables aleatorias discretas pueden caracterizarse mediante su dis-

tribución de probabilidades, y las continuas mediante su función de densidad de proba-
bilidad. Para completar el paralelismo entre variables discretas y continuas,puede defi-
nirse la función de probabilidad acumulada (o de distribución) de una variable discreta,
dada porFX(x) = Pr{X ≤ x} =

∑
xi≤x pX(xi). La función de distribución cumple

FX(xmáx) = 1, dondexmáx es el máximo valor posible deX (estrictamente hablando, el
valor supremo).

Asimismo, las probabilidades pueden expresarse a partir de la función de distribución.
Suponiendox0 < x1 < . . . < xM−1, puede escribirsepX(xi) = FX(xi)− FX(xi−1).

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



3.2 VARIABLES ALEATORIAS 99

3.2.2. Esperanza matemática

La media o esperanza matemática de la variable aleatoria discretaX de espacio muestral
Ω = {xi, 0 ≤ i ≤M − 1} se define como

µX = E{X} .=
M−1∑

i=0

xipX(xi) (3.12)

La esperanza matemática también tiene una interpretación frecuencial. Supongamos, por
ejemplo, que se observanN realizacionesxj , j = 0, . . . , N − 1 de la variable aleatoriaX;
el promedio de todas ellas será

X̄ =
1

N

N−1∑

j=0

xj (3.13)

Agrupando los sumandos iguales, resulta

X̄ =
M−1∑

i=0

Ni

N
xi (3.14)

siendoNi el número de sumandos iguales axi. Dado que el cocienteNi/N se aproxima a
pX(xi) a medida que aumentaN , el promedio se aproxima a la media.

La esperanza matemática puede aplicarse a cualquier función deX,

E{g(X)} =
M−1∑

i=0

g(xi)pX(xi) (3.15)

existiendo algunos casos particulares de especial interés:

Valor cuadrático medio:E{X2}

Varianza:σ2X = E{(X − µX)2} = E{X2} − µ2X
Momento de ordenn: E{Xn}

Momento central de ordenn: E{(X − µX)n}

De modo análogo se define la esperanza matemática de una variable aleatoria continua:

µX = E{X} =
∫ ∞

−∞
xfX(x)dx (3.16)

y, en general,

E{g(X)} =
∫ ∞

−∞
g(x)fX(x)dx (3.17)

Los casos particulares definidos anteriormente también son de aplicación a variables
continuas.
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3.2.3. Distribuciones de interés

A modo de ejemplo, se presentan en este apartado modelos de probabilidades ydensi-
dades de probabilidad muy comunes, y de especial interés en comunicaciones digitales.

Variables aleatorias discretas

Bernoulli. Una variable aleatoriaX se dice de Bernoulli si su espacio muestral tiene so-
lamente dos elementos:Ω = {0, 1}, con probabilidades

pX(0) = 1− p
pX(1) = p

(3.18)

o, de forma más compacta:

pX(k) = pk(1− p)1−k (3.19)

La ocurrencia o no de cierto sucesoS en un experimento aleatorio puede modelarse
como una variable de Bernoulli dada por

X(“Se ha producido S”) = 1

X(“No se ha producido S”) = 0

Así, por ejemplo, esta variable aleatoria resulta útil en comunicaciones para analizar sucesos
del tipo “Se ha transmitido un bit de valor 1” o bien “El mensaje recibido contiene errores”.

Binomial. Supongamos que cierto experimento aleatorio se repiten veces (independien-
tes), y desea evaluarse el número de veces que se produce cierto sucesoS de probabilidad
Pr{S} = p. Considerando la variable aleatoriaX que toma el valork si el sucesoS se
ha producidok veces, puede demostrarse (véase Problema P3.4) que, en tal caso,X es una
variable aleatoria de espacio muestralΩ = {0, 1, 2, . . . , n}, con distribución de probabili-
dades

pX(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k k = 0, . . . , n (3.20)

siendo (
n

k

)
.
=

n!

k!(n− k)! (3.21)

Su media esnp (véase también Problema P3.4). Las distribuciones de esta forma se deno-
minan binomiales. Nótese que la distribución binomial se reduce a la de Bernoullicuando
n = 1.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



3.2 VARIABLES ALEATORIAS 101

Nombre Expresión Rango Media Varianza

Bernoulli pX(k) = pk(1− p)1−k k ∈ {0, 1} p p(1− p)
Binomial pX(k) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k 0 ≤ k ≤ n np np(1− p)

Geométrica pX(k) = p(1− p)k k ≥ 0 (1− p)/p (1− p)/p2

Poisson pX(k) = e−λλk/k! k ≥ 0 λ λ

Cuadro 3.1.Resumen de las propiedades de distribuciones de variables aleatorias discre-
tas. En todas las ecuaciones,p es un número real comprendido entre 0 y 1 yλ un número
real positivo.

Geométrica. El espacio muestral de la distribución geométrica es el conjunto de todos los
enteros no negativos. La distribución de probabilidades viene dada por

pX(k) = (1− p)kp k ≥ 0 (3.22)

dondep es un parámetro de la distribución.
La distribución geométrica surge, por ejemplo, cuando se desea evaluar laprimera vez

que se produce un sucesoS de probabilidadp en una sucesión infinita de realizaciones
independientes de cierto experimento aleatorio. Su valor medio (que es el tiempo medio de
aparición del suceso) puede calcularse como

E{X} =
∞∑

k=0

kpX(k) = p(1− p)
∞∑

k=1

k(1− p)k−1 (3.23)

Sabiendo quek(1− p)k−1 = − d
dp(1− p)k, podemos escribir

E{X} = −p(1− p) d
dp

∞∑

k=1

(1− p)k

= −p(1− p) d
dp

(
1

p
− 1

)

=
1− p
p

(3.24)

La distribución geométrica es útil en comunicaciones digitales para estimar el tiempo medio
transcurrido antes de producirse un error en una transmisión digital.

Poisson. La variable aleatoria de Poisson también toma valores enteros no negativos,y su
función de probabilidad se define como

pX(k) =
e−λλk

k!
k ≥ 0 (3.25)
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Su media y su varianza coinciden conλ (véase Problema P3.1).

La distribución de Poisson es una buena aproximación de la distribución binomial para
λ = np, y para los valores dek del orden deλ.

En el Cuadro 3.1 se resumen estos ejemplos de distribuciones discretas, que se repre-
sentan, para algunos valores de sus parámetros, en la Figura 3.1.
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Figura 3.1.Algunas distribuciones discretas.

Variables aleatorias continuas

Uniforme. Una variable continuaX se denomina uniforme si su función de densidad de
probabilidad tiene la forma

fX(x) =

{
1

b−a a ≤ x < b

0 en caso contrario
(3.26)

Su media es

µX = E{X} = 1

b− a

∫ b

a
xdx =

a+ b

2
(3.27)
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y su varianza

E
{
(X − µX)2

}
=

1

b− a

∫ b

a
(x− µX)2dx =

1

b− a

(
(b− µX)3

3
− (a− µX)3

3

)

=
1

12
(b− a)2 (3.28)

Gausiana. Una variable continuaX se dice gausiana o normal si su función de densidad
de probabilidad tiene la forma

fX(x) =
1

σ
√
2π
e−

(x−µ)2

2σ2 (3.29)

Su media coincide con el valor del parámetroµ, y su varianza conσ2.
La distribución gausiana es un buen modelo para muchos procesos aleatorios presen-

tes en la naturaleza. En particular, es un buen modelo del ruido en numerosos dispositivos
eléctricos y electrónicos, y en sistemas de comunicaciones digitales. Su abundancia puede
explicarse como una consecuencia del teorema central del límite, que se presentará en el
Apartado 3.2.8.

La variable gausiana de media cero y varianza unidad se conoce como unavariable
normal unitaria. La probabilidad de que supere un valorx se calcula como

Pr{X ≥ x} =
∫ ∞

x
fX(τ)dτ =

1√
2π

∫ ∞

x
e−

τ2

2 dτ (3.30)

La integral en la ecuación anterior no tiene solución analítica, sin embargo sedispone de la
solución en forma de una función tabulada, conocida por funciónQ, que se define como

Q(x)
.
=

1√
2π

∫ ∞

x
e−

τ2

2 dτ (3.31)

Una alternativa al uso de tablas o aproximaciones numéricas de la funciónQ consiste en
el establecimiento de cotas superiores e inferiores de la misma. Las cotas superiores más
utilizadas son

Q(x) ≤ 1

2
e−

x2

2 x ≥ 0 (3.32)

y

Q(x) <
1

x
√
2π
e−

x2

2 x ≥ 0 (3.33)

y una inferior es

Q(x) >
1

x
√
2π

(
1− 1

x2

)
e−

x2

2 x ≥ 0 (3.34)

La Figura 3.2 muestra estas cotas junto a la funciónQ, donde podemos apreciar que tanto
(3.33) como (3.34) son muy ajustadas para valores grandes dex. Observe además que el

término dominante para valores grandes dex en las tres cotas es el mismo,e−
x2

2 .
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Figura 3.2.FunciónQ(x) y varias cotas de la misma.

En la literatura podemos encontrar otras funciones relacionadas de manera directa con
la funciónQ: una es la denominadafunción error, erf(x) = 1 − 2Q(

√
2x) (x ≥ 0), y otra

es lafunción error complementaria, erfc(x) = 1− erf(x) = 2Q(
√
2x) (x ≥ 0).

La función de distribución (acumulada) de una variable normal unitaria se expresa en
función deQ como

FX(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

τ2

2 dτ = 1−Q(x) (3.35)

y también en función deerf y erfc para valores dex no negativos comoFX(x) = 1−Q(x) =
1
2(erf(x/

√
2) + 1) = 1− 1

2 erfc(x/
√
2).

No es difícil aplicar la funciónQ al cálculo de probabilidades asociadas a variables
gausianas de media y varianza arbitrarias. Así, por ejemplo, dada una variable gausianaX
de mediaµ y varianzaσ2, se comprueba que

Pr{X ≥ x} = Q

(
x− µ
σ

)
(3.36)

Weibull. Una variable Weibull de parámetrosc ≥ 0 y λ ≥ 0 se caracteriza por una función
de densidad de probabilidad

fX(x) = cλcxc−1e−(λx)c , x ≥ 0 (3.37)

que es la derivada de una función de distribución de expresión más sencilla:

FX(x) = 1− e−(λx)c , x ≥ 0 (3.38)

(originalmente, Weibull propuso esta distribución partiendo de (3.38)).
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En el casoc = 2 y λ = 1/
√
R, la fdp en (3.37) se simplifica en una distribución

conocida como Rayleigh

fX(x) =
2x

R
e−

x2

R , x ≥ 0 (3.39)

Alternativamente, podemos definir una variable aleatoria de tipo Rayleigh a partir de dos
variables gausianas: siX0 yX1 son gausianas independientes2 de media cero y varianzaσ2,
la variable dada porY =

√
X2

0 +X2
1 sigue una distribución Rayleigh conR = 2σ2 (véase

Problema P3.7). Variables de este tipo las encontramos con frecuencia en ciertos detectores
en comunicaciones digitales.

Lognormal. La función densidad de probabilidad lognormal de parámetrosµ y σ se define
por

fX(x) =
1

σ
√
2πx

e−
(ln x−µ)2

2σ2 , x > 0 (3.40)

Gamma. La variable aleatoria de tipo gamma de parámetrosb y λ > 0 se define por

fX(x) =
1

Γ(b)
λbxb−1e−λx, x > 0 (3.41)

dondeΓ(b) =
∫∞
0 τ b−1e−τdτ es la función Gamma.

Hay dos casos particulares de especial interés:

Distribución exponencial.Es la distribución Gamma de parámetrob = 1, resultando

fX(x) = λe−λx, x > 0 (3.42)

La distribución exponencial se utiliza frecuentemente para el modelado de laduración
media de paquetes de datos.

Distribución Chi-cuadrado (χ2). Se dice que una variable aleatoria tiene una dis-
tribuciónχ2 conr grados de libertad si se ajusta a una distribución Gamma con los
parámetrosλ = 1/2 y b = r/2. En este caso, la fdp en (3.41) se reduce a

fX(x) =
2−

r
2

Γ(r/2)
x

r
2
−1e−

x
2 , 0 ≤ x <∞ (3.43)

También podemos definir una variable aleatoria de tipoχ2 conr grados de libertad co-
mo la suma de los cuadrados der variables aleatorias normales unitarias independien-
tes: seanX0, . . . , Xr−1 variables aleatorias gausianas de media nula y varianza unidad
independientes entre sí; si definimos la variable aleatoria comoY = X2

0+· · ·+X2
r−1,

esta posee una distribuciónχ2 conr grados de libertad. A partir de aquí podemos tam-
bién definir la distribuciónχ, que sería la que posee la variableZ =

√
Y . Note que

2El concepto de independencia de variables aleatorias se trata con detalle un poco más adelante, en la Página
120.
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la distribuciónχ con dos grados de libertad (r = 2) es un caso particular de una dis-
tribución de Rayleigh. En los apartados siguientes aprenderemos el método general
para obtener la función de densidad de probabilidad de una variable aleatoria que es
función de otra.

En el Cuadro 3.2 se resumen estas distribuciones continuas, indicando la media y va-
rianza de cada una de ellas en función del valor de sus parámetros. En las Figuras 3.3(a-h)
se representan algunos ejemplos.

Nombre fX(x) Rango Media Varianza

Uniforme 1
b−a a ≤ x < b 1

2(a+ b) 1
12(b− a)2

Gausiana 1
σ
√
2π
e−

(x−µ)2

2σ2 x ∈ R µ σ2

Weibull cλcxc−1e−(λx)c x ≥ 0 1
λΓ
(
1 + 1

c

) .
= m 1

λ2Γ
(
1 + 2

c

)
−m2

Rayleigh 2
Rxe

−x2

R x ≥ 0
√
πR
2

(
1− π

4

)
R

Log-Normal 1
σ
√
2πx

e−
(ln x−µ)2

2σ2 x ≥ 0 eµ+
σ2

2 e2µ+σ2
(
eσ

2 − 1
)

Gamma 1
Γ(b)λ

bxb−1e−λx x ≥ 0 b
λ

b
λ2

Exponencial λe−λx x ≥ 0 1
λ

1
λ2

χ2 2−r/2

Γ(r/2)x
r/2−1e−x/2 x ≥ 0 r 2r

Cuadro 3.2.Algunas funciones de densidad de probabilidad. El parámetroµ y los paráme-
tros de la distribución uniforme son números reales arbitrarios. El resto deben ser números
reales positivos.

3.2.4. Función de una variable aleatoria

Cualquier transformación sobre una variable aleatoria es, a su vez, otravariable aleato-
ria, caracterizable por su función de probabilidad o de densidad de probabilidad, según se
trate de una variable discreta o continua, respectivamente.

Si X es una variable discreta de espacio muestralΩX = {x0, . . . , xM−1}, Y = g(X)
es otra variable aleatoria de dominioΩY = {y0 = g(x0), . . . , yM−1 = g(xM−1)}. Además,
si la transformacióng es invertible, resulta

pY (yi) = Pr{Y = yi} = Pr{X = xi} = pX(xi) (3.44)

Si la transformación no es uno a uno (porque para uno o másxi se verifica queg(xi) =
g(xk) conk 6= i), se comprueba fácilmente que

pY (yi) =
∑

k|g(xk)=yi

pX(xk) (3.45)
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Figura 3.3.Algunas distribuciones continuas.

El análisis en el caso continuo es algo más complejo. SeaX una variable aleatoria
continua eY = g(X). Entonces, puede escribirse

FY (y) = Pr{Y ≤ y} = Pr{g(X) ≤ y} (3.46)

Supongamos, en primer lugar, queg es una función estrictamente creciente. En tal caso,
puede definirse la función inversax = h(y) = g−1(y), y (3.46) se reescriben como

FY (y) = Pr{X ≤ h(y)} = FX(h(y)) (3.47)

Por el contrario, sig es estrictamente decreciente, un razonamiento análogo conduce a

FY (y) = Pr{Y ≤ y} = Pr{X ≥ h(y)} = 1− FX(h(y)) (3.48)
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Derivando las Ecuaciones (3.47) o (3.48), según se trate de una función creciente o
decreciente, resulta

fY (y) = fX(h(y))

∣∣∣∣
dh(y)

dy

∣∣∣∣ (3.49)

Ejemplo 3.4
SiX es una variable aleatoria gausiana de mediaµ y varianzaσ, la variableY = eX tiene una
distribución

fY (y) = fX(ln(y))

∣∣∣∣
1

y

∣∣∣∣ =
1

yσ
√
2π
e−

(ln(y)−µ)2

2σ2 , y > 0 (3.50)

y, por tanto, es una variable lognormal.

Sabiendo que, paray = g(x),

∣∣∣∣
dh(y)

dy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
dg(x)

dx

∣∣∣∣
−1

(3.51)

(3.49) puede reescribirse como

fY (y) = fX(x)

∣∣∣∣
dg(x)

dx

∣∣∣∣
−1

x=h(y)

(3.52)

Esta expresión puede generalizarse para funcionesg con tramos crecientes y decrecien-
tes, de modo análogo al caso discreto: la fdp resulta de la suma

fY (y) =
∑

x|g(x)=y

fX(x)

∣∣∣∣
dg(x)

dx

∣∣∣∣
−1

(3.53)

Ejemplo 3.5
Considere la variable aleatoriaX con fdp fX(x) y la variable aleatoriaY = g(X) = X2.

La funcióng(x) tiene como derivadadg(x)dx = 2x y un tramo decreciente (x < 0) y un tramo
creciente (x > 0). En el tramo decreciente la función inversa esx = h(y) = −√y y en el tramo
creciente esx = h(y) =

√
y. Aplicando (3.53) obtenemos

fY (y) =
fX(x)

−2x

∣∣∣∣∣
x<0

+
fX(x)

2x

∣∣∣∣∣
x≥0

=
fX(−√y)

2
√
y

+
fX(
√
y)

2
√
y

(3.54)

SiX es una variable aleatoria gausiana de mediaµ y varianzaσ2,

fY (y) =
1

2
√
2πyσ

(
e−

(
√

y+µ)2

2σ2 + e−
(
√

y−µ)2

2σ2

)
(3.55)
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Esperanza matemática

De acuerdo con la definición de esperanza matemática, la media deY = g(X) puede
calcularse por dos procedimientos: como esperanza matemática deY

E{Y } =
∫ ∞

−∞
yfY (y)dy (3.56)

o bien como esperanza matemática deg(X),

E{g(X)} =
∫ ∞

−∞
g(x)fX(x)dx (3.57)

Cabe preguntarse si ambos procedimientos conducen al mismo resultado. Para simplificar,
supondremos queg es una función estrictamente creciente. Llamandoh = g−1 a su inversa,
y haciendo el cambio de variabley = g(x), la integral (3.57) puede escribirse como

E{g(X)} =
∫ ∞

−∞
yfX(h(y))

(
dg

dx
(h(y))

)−1

dy (3.58)

Sabiendo que (
dg

dx
(h(y))

)−1

=
dh(y)

dy
(3.59)

resulta

E{g(X)} =
∫ ∞

−∞
yfX(h(y))

dh(y)

dy
dy (3.60)

Por último, en virtud de (3.49) y teniendo en cuenta que, sig es estrictamente creciente, su
inversa también lo es, de modo quefX(h(y))dh(y)dy = fX(h(y))|dh(y)dy | = fY (y), resulta

E{g(X)} = E{Y } (3.61)

Por tanto, el valor medio es independiente de la variable que se utilice para sucálculo.
Esta propiedad es válida para cualquier funcióng, no necesariamente creciente, aunque la
demostración general es algo farragosa, y se omite en este texto. La conclusión es válida,
asimismo, para el caso discreto.

Un caso particular de interés es aquel en el que la relación entre las variables es lineal.
Supongamos, por ejemplo, que la variable aleatoria continuaX tiene mediaµX y varianza
σ2X , y se define la variableY = aX + b, siendoa y b constantes conocidas. De acuerdo con
(3.61), la media deY es

µY = E{Y } = E{aX + b} =
∫ ∞

−∞
(ax+ b)fX(x)dx = a

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx+ b

= aµX + b (3.62)

y su varianza

E{(Y − µY )2} = E{(aX + b− aµX − b)2} = E{a2(X − µX)2} = a2σ2X (3.63)
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3.2.5. Variables aleatorias conjuntamente distribuidas

Considere el experimento consistente en lanzar dos dados y observar el resultado. Si
estamos interesados en el valor que toma cada dado (como sucede, por ejemplo, en el juego
del “Backgammon”), el “resultado” es la combinación de los resultados decada dado, y
su probabilidad puede medirse recurriendo a la probabilidad de la ocurrencia simultánea
de dos resultados específicos. Por ejemplo, siX1 es el resultado de lanzar el dado 1 yX2

el resultado de lanzar el dado 2, podemos calcular las probabilidades dela configuración
“X1 = 6”, “X2 = 4” comoPr{“X1 = 6” , “X2 = 4”}. De forma general, podemos definir
la función de probabilidadconjuntapX1,X2(x1, x2) que, para cada posible valor dex1 y x2,
devuelve la probabilidad del suceso “X1 = x1 y X2 = x2”.

Variables discretas

De forma general, dada una colección de variables aleatoriasX = {Xi, i = 0, . . . , N −
1} de espacios muestralesEi ∈ R, respectivamente, se define la función de probabilidad
conjunta de las variables enX como aquella función que devuelve, para cada configura-
ción posible de valores de las variables, su probabilidad de ocurrencia simultánea. De for-
ma general, denotaremos esta función comopX0,...,XN−1

(x0, . . . , xN−1). Asimismo, puede
construirse elvector aleatorio

X =




X0

X1
...

XN−1




en cuyo caso la función de probabilidad conjunta admite la representaciónpX(x).
A partir de esta definición, no es difícil demostrar que la función de probabilidad aso-

ciada a un subconjunto de las variables enX se puede obtener a partir de la probabilidad
conjunta, mediante suma sobre todos los valores posibles de las otras variables. Esta opera-
ción suele denominarsemarginalización. Así, por ejemplo,

pX0,...,XN−2
(x0, . . . , xN−2) =

∑

xN−1∈EN−1

pX0,...,XN−1
(x0, . . . , xN−2, xN−1) (3.64)

o

pXi(xi) =
∑

x0∈E0

· · ·
∑

xi−1∈Ei−1

∑

xi+1∈Ei+1

· · ·
∑

xN−1∈EN−1

pX0,...,XN−1
(x0, . . . , xN−2, xN−1)

(3.65)
La mediaµX de un vector aleatorioX tiene una definición similar al de una variable

escalar

µX = E{X} =
∑

x0∈E0

· · ·
∑

xN−1∈EN−1

xpX(x) (3.66)
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Podemos observar que la media es un vector cuya componentei-ésima,µX,i, viene dada
por

µX,i
.
=
∑

x0∈E0

· · ·
∑

xN−1∈EN−1

xipX(x) =
∑

xi

xipXi(xi) = E{Xi} (3.67)

Es decir,E{X} es un vector de componentesE{Xi}.
De modo similar al caso escalar, el operador de esperanza matemática puede aplicarse a

cualquier función deX. En particular, se define lamatriz de covarianzasdeX como

C
.
= E{(X − µX)(X − µX)T } =

∑

x0∈E0

· · ·
∑

xN−1∈EN−1

(x− µX)(x− µX)T pX(x)

(3.68)
donde el superíndiceT denota vector transpuesto. Se comprueba que la componente(i, j)
deC tiene la forma

Cij = cov(Xi, Xj) = E{(Xi − µX,i)(Xj − µX,j)}
=

∑

xi

∑

xj

(xi − µX,i)(xj − µX,i)pXi,Xj (xi, xj) (3.69)

y se denomina covarianza cruzada o, simplemente, covarianza, de las variablesXi y Xj .
Resulta inmediato comprobar queCii coincide con la varianza deXi.

La matriz de covarianzas tiene dos propiedades importantes, que se deducen directa-
mente de su definición:

P 1. Essimétrica: C = CT

P 2. Essemidefinida positiva, dado que, para todov, se verifica que

vTCv = vTE{(X − µX)(X − µX)T }v
= E{vT (X − µX)(X − µX)Tv}
= E{((X − µX)Tv)2} ≥ 0 (3.70)

Como consecuencia de estas propiedades, todos los autovalores deC son no-negativos.
Además, existe una base ortonormal de autovectores,{qi, i = 0, . . . , N − 1}, conqTi qj =
δi−j y 0 ≤ i, j ≤ N − 1, de modo queC se puede factorizar como

C = Q∆QT (3.71)

dondeQ
.
= (q0| . . . |qN−1) es una matriz ortogonal (Q−1 = QT ) formada por los autovec-

tores, y∆ es una matriz diagonal tal que∆ii es el autovalor correspondiente al autovector
qi.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



112 TEORÍA DE LA PROBABILIDAD Y PROCESOS ESTOCÁSTICOS

Variables continuas

La función de distribución conjunta de las variables{Xi, i = 0, . . . , N − 1}, se define
como

FX(x0, . . . , xN−1)
.
= Pr{X0 ≤ x0, . . . , XN−1 ≤ xN−1} (3.72)

y la función de densidad de probabilidad conjunta se define como

fX(x)
.
=

∂NFX(x)

∂x0 · · · ∂xN−1
(3.73)

CuandoN = 1, las definiciones anteriores se reducen a las ya conocidas para el caso escalar.
Puede interpretarse la función de densidad de probabilidad como un valorproporcional a la
probabilidad de que las componentes del vector aleatorio caigan dentro delos intervalos
[x0, x0 + dx0], . . . , [xN−1, xN−1 + dxN−1].

P {x0 ≤ X0 ≤ x0 + dx0, . . . , xN−1 ≤ XN−1 ≤ xN−1 + dxN−1} = fX(x)dx (3.74)

Partiendo de la fdp conjunta deX, se puede calcular la función de distribución conjunta

FX(x) =

∫ x0

−∞
· · ·
∫ xN−1

−∞
fX(z)dz (3.75)

Asimismo, de forma general, la probabilidad de que una variable aleatoria caiga dentro
de una regiónS ⊂ RN se puede calcular como

Pr{X ∈ S} =
∫

S
fX(x)dx (3.76)

La propiedad dada por la Ecuación (3.64) también tiene una extensión directa al caso
continuo, que ofrecemos sin demostración:

fX0,...,XN−2
(x0, . . . , xN−2) =

∫ ∞

−∞
fX(x)dxN−1 (3.77)

Asimismo, se define la media de un vector aleatorioX como

µX
.
= E{X} =

∫

RN

xfX(x)dx (3.78)

que es un vector de componentesE{Xi}.
La matriz de covarianzas se define por

C
.
= E{(X − µX)(X − µX)T } =

∫

RN

(x− µX)(x− µX)T fX(x)dx (3.79)

sus componentes son las covarianzas de las componentes deX,

Cij = Cov(Xi, Xj) = E{(Xi − µX,i)(Xj − µX,j)} (3.80)

y conserva las mismas propiedades que la matriz de covarianzas de un conjunto de variables
discretas.
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Variable gausiana multidimensional. Una función de densidad de probabilidad conjunta
de especial interés en comunicaciones es la gausianaN -dimensional, dada por

fX(x) =
1

(2π)N/2
√
det(C)

e−
1
2
(x−µ)TC−1(x−µ) (3.81)

dondeµ es la media,C la matriz de covarianzas ydet(C) su determinante.

Ejemplo 3.6
La Figura 3.4 representa la función de densidad de probabilidad de una variable gausiana bidi-

mensional de media

µ =

(
2
2

)
(3.82)

y matriz de covarianzas

C =

(
1 0,6
0,6 0,7

)
(3.83)

Los cortes horizontales representan curvas de nivel elípticas. Los cortes longitudinal y transversal
señalan las dos direcciones principales (de los ejes de las elipses). Puede demostrarse que estas
direcciones se corresponden con las de los autovectores de la matriz de covarianzas y que, en este
ejemplo, están dados, aproximadamente, porq1 ≈ (0,615,−0,788)T y q2 ≈ (0,788, 0,615)T .

(a) (b)

Figura 3.4. La Figura (a) representa la densidad de probabilidad de la variable gausiana
bidimensional descrita en el Ejemplo 3.6. Los cortes transversales representan curvas de
nivel elípticas. Se representan, asimismo, los cortes (porla media de la distribución) en
las direcciones de los autovectores de la matriz de covarianzas. Desde la perspectiva azi-
mutal de la Figura (b) se aprecia claramente que las direcciones de los autovectores se
corresponden con los ejes principales de las secciones elípticas.
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SiX es un vector aleatorio gausiano, cualquier subconjunto de las componentes deX
posee una distribución gausiana. Así, por ejemplo,

fX0,...,XN−2
(x0, . . . , xN−2) =

∫ ∞

−∞
fX(x)dxN−1 (3.84)

es una gausiana, cuyas media y matriz de covarianzas son las componentescorrespondientes
deµ y C.

Variables complejas. Cualquier variable aleatoria complejaX = Xr + jXi puede con-
siderarse un conjunto de dos variables aleatorias reales,Xr y Xi, de modo que, para todo
x = xr + jxi ∈ C, fX(x) = fXr,Xi(xr, xi).

En particular, en virtud de (3.81) la densidad de probabilidad de una variable gausiana
compleja de media nula y matriz de covarianzas

C =

(
σ2r σri
σri σ2i

)
(3.85)

se puede expresar como

fX(x) =
1

2π
√
σ2rσ

2
i − σ2ri

e

(

− 1
2

σ2
i x

2
r+σ2

rx
2
i−2σrixrxi

σ2
rσ

2
i
−σ2

ri

)

(3.86)

Funciones de variables aleatorias

Dado un vector aleatorioX ∈ RN , y un conjunto deN funciones deRN en R,
{g0, g1, . . . , gN−1}, puede obtenerse otro vector aleatorioY = g(X) ∈ RN , tal que
g(X)

.
= (g0(X), g1(X), . . . , gN−1(X)). Si g es invertible yhi denota la componente

i-ésima de la función inversa deg, el vectorh se construye a partir de{h0, h1, . . . , hN−1}
de modo similar al vectorg.

SiX es una variable discreta, (3.44) se generaliza de modo inmediato

pY (y) = pX(h(y)) (3.87)

SiX es continua con fdp conjuntafX(x), puede demostrarse que

fY (y) = |det(J)| fX(h(y)) (3.88)

siendoJ la matrizJacobianade la transformaciónh, dada por

J =




∂h0(y)
∂y0

· · · ∂h0(y)
∂yN−1

...
. ..

...
∂hN−1(y)

∂y0
· · · ∂hN−1(y)

∂yN−1


 (3.89)

y det(J) su determinante.
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Ejemplo 3.7
SeaX ∈ RN un vector aleatorio eY = AX + b, siendoA una matriz cuadrada invertible y

b ∈ RN un vector constante. La matriz Jacobiana de la transformación esJ = A−1 y la fdp de
Y se puede calcular aplicando directamente la expresión (3.88)

fY (y) =
∣∣det(A−1)

∣∣ fX(A−1(y − b)) (3.90)

3.2.6. Probabilidades condicionales

Hemos dicho que la probabilidad es una medida de la incertidumbre acerca delresultado
de un experimento, y por tanto es subjetiva, en la medida en que depende dela información
disponible por el observador que pueda tener alguna relación con el mismo. Por tanto, si el
observador recibe nueva información, la “cantidad de incertidumbre” puede cambiar.

Se precisa, por tanto, alguna medida de la probabilidad de cierto sucesoA condicionada
por el conocimiento sobre la ocurrencia de otro sucesoB. Matemáticamente, esto se escribe
Pr{A|B} y se define como

Pr{A|B} .= Pr{A ∩B}
Pr{B} (3.91)

Cabe preguntarse si esta definición matemática expresa efectivamente lo que se desea
medir. Supongamos que, tras realizar un númeroN (suficientementegrande) de veces el
experimento aleatorio asociado a los sucesosA y B, se producenNB ocurrencias deB y
NAB ocurrencias simultáneas deA yB. Si las probabilidades de los sucesos son consistentes
con las observaciones, debe ser buena la aproximaciónPr{A|B} ≈ NAB/NB (es decir, la
probabilidad debe aproximarse a la proporción de veces que se ha observadoA entre todas
las observaciones en las que ha sucedidoB). ¿Lo es? Sí, puesto que

Pr{A|B} = Pr{A,B}
Pr{B} ≈

NAB/N

NB/N
=
NAB

NB
(3.92)

Por otra parte, de (3.91) se deduce que

Pr{A ∩B} = Pr{A|B}Pr{B} = Pr{B|A}Pr{A} (3.93)

Esta expresión puede generalizarse para la intersección den sucesos con la denominada
regla de la cadena de la probabilidad condicional

Pr{A0 ∩A1 ∩ · · · ∩An−1} = Pr{A0}Pr{A1|A0} · · ·Pr{An−1|A1, A2, . . . , An−2}
(3.94)

Del mismo modo que hemos definido la función de probabilidad de una variable aleato-
ria a partir de las probabilidades de los sucesos atómicos (sucesos constituidos por un solo
resultado posible), se define la función de probabilidad condicional deX dadoY (o mejor,
deX dadoY = y) como

pX|Y (x|y) .=
pX,Y (x, y)

pY (y)
(3.95)
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que, para cada valor dex y dey, devuelve la probabilidad condicionada correspondiente.
Asimismo, se define la función de densidad de probabilidad condicional de lavariable

continuaX dada la variable continuaY

fX|Y (x|y) .=
fX,Y (x, y)

fY (y)
(3.96)

Ejemplo 3.8
Un ejemplo de probabilidades condicionales utilizado en transmisión digital es el modelo de
Canal binario simétrico(Figura 3.5). Este modelo define las probabilidades con las que ocurren

Transmisor Canal Receptor
S R

Figura 3.5.Modelo de canal binario simétrico. El transmisor envía un bit S=0 ó 1 a través
del canal. El receptor observa un bitR=0 ó 1, que, con probabilidadp, difiere deS.

los “0” y los “1” a la salida de un canal de comunicaciones, supuesto conocido el valor de los bits
a su entrada. De esta forma se definen las variables aleatoriasS y R asociadas al bit transmitido
y recibido, respectivamente, relacionadas a través de las siguientes probabilidades

Pr{R = 0|S = 0} = 1− p
Pr{R = 1|S = 0} = p

Pr{R = 0|S = 1} = p

Pr{R = 1|S = 1} = 1− p (3.97)

Se observa que la probabilidad de que el canal produzca un error esp, independientemente del
valor del bit transmitido, y de ahí el apelativo “simétrico”.

Teorema de la probabilidad total

El teorema de la probabilidad total permite calcular las probabilidades de cualquier su-
ceso como suma de probabilidades condicionadas a los sucesos de una partición de cierto
espacio muestral.

El teorema afirma que, siA ⊂ Ω es un suceso y{Bi, i = 0, . . . , N − 1} una partición
del espacio de sucesos, de modo queBi ∩Bj = ∅, y

⋃N−1
i=0 Bi = Ω,

Pr{A} =
N−1∑

i=0

Pr{A|Bi}Pr{Bi} (3.98)

La demostración es sencilla: por definición de probabilidad condicional,

N−1∑

i=0

Pr{A|Bi}Pr{Bi} =
N−1∑

i=0

Pr{A ∩Bi} (3.99)
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Dado que los sucesos{A ∩Bi} son disjuntos, puede aplicarse (3.1), de modo que

N−1∑

i=0

Pr{A ∩Bi} = P

{
N−1⋃

i=0

(A ∩Bi)

}
= P

{
A ∩

N−1⋃

i=0

Bi

}
= P {A ∩ Ω} = P {A}

(3.100)
El teorema de la probabilidad total tiene algunas extensiones inmediatas de interés:

Si los sucesos son realizaciones de las variables aleatoriasX eY de espacios muestra-
les{xi, i = 0, . . . , N − 1} e{yi, i = 0, . . . ,M − 1}, respectivamente, la distribución
de probabilidades deX se puede calcular como

pX(xi) =

M−1∑

j=0

pX|Y (xi|yj)pY (yj), i = 0, . . . , N − 1 (3.101)

Si la variableX es continua eY discreta con espacio muestral{yi, i = 0, . . . ,M−1},
podemos aplicar el teorema sobre los sucesos de la forma{X ≤ x}, obteniéndose

FX(x) =
M−1∑

j=0

FX|Y (x|yj)pY (yj) (3.102)

y, derivando respecto dex,

fX(x) =
M−1∑

j=0

fX|Y (x|yj)pY (yj) (3.103)

Si la variableX es discreta eY continua, la suma anterior debe reemplazarse por una
integral sobre todo su dominio

pX(xi) =

∫ ∞

−∞
pX|Y (xi|y)fY (y)dy, i = 0, . . . , N − 1 (3.104)

Por último, siX eY son continuas

fX(x) =

∫ ∞

−∞
fX|Y (x|y)fY (y)dy (3.105)

Ejemplo 3.9
Consideremos el canal binario simétrico descrito por las probabilidades condicionales en (3.97).
Si la probabilidad de transmitir un “1” esq y la de transmitir un “0” es1− q, las probabilidades
de recibir un “0” y un “1” son

Pr{R = 0} = Pr{R = 0|S = 0}Pr{S = 0}+ Pr{R = 0|S = 1}Pr{S = 1}
= (1− p)(1− q) + pq = 1− p− q + 2pq

Pr{R = 1} = Pr{R = 1|S = 0}Pr{S = 0}+ Pr{R = 1|S = 1}Pr{S = 1}
= p(1− q) + (1− p)q = p+ q − 2pq (3.106)
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(Obviamente, en este caso también podía haberse calculadoPr{R = 1} como1−Pr{R = 0}).
Un ejercicio que se deja al lector, es comprobar que las probabilidades de los bits recibidos no
dependen del canal en caso de que las probabilidades de transmitir un “1” y un “0” ( q y 1 − q
respectivamente) sean ambas igual a1/2.

Teorema de Bayes

El teorema de Bayes permite calcular las probabilidades de un sucesoA condicionadas
a otroB a partir de las probabilidades deB condicionadas aA.

El teorema afirma que, dados dos sucesosA ⊂ Ω y B ⊂ Ω,

Pr{A|B} = Pr{B|A}Pr{A}
Pr{B} (3.107)

De modo análogo al teorema de la probabilidad total, algunas extensiones delteorema
de Bayes son inmediatas:

Dadas dos variables aleatorias discretasX eY

pX|Y (x|y) =
pY |X(y|x)pX(x)

pY (y)
(3.108)

SiX es continua eY discreta

fX|Y (x|y) =
pY |X(y|x)fX(x)

pY (y)
(3.109)

SiX eY son continuas

fX|Y (x|y) =
fY |X(y|x)fX(x)

fY (y)
(3.110)

El teorema de Bayes es consecuencia directa de la definición de probabilidad condi-
cional, y su demostración es sencilla. Pese a su simplicidad, constituye una delas piedras
angulares de la teoría de la probabilidad, y tiene una enorme utilidad práctica.La razón
estriba en que, con frecuencia,Y es una variable observable, que representa el efecto de
una causa asociada a la magnitudX que no es directamente observable, y se dispone de un
modelo (probabilístico) de la forma en la queX “causa”Y : en definitiva,pY |X es conocida.
Dado queY es observado yX no, en la práctica se plantea la necesidad de calcularpX|Y .
El teorema de Bayes resuelve el problema.

Ejemplo 3.10
Supongamos que el transmisor del canal binario simétrico descrito por las probabilidades condi-
cionales en (3.97) envía un mensaje de un solo dígito binarioque puede tomar valores “1” ó “0”,
S. Al receptor llega el bitR = 1. ¿Cuál es la probabilidad de queS también tenga valor 1?
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Aplicando la regla de Bayes, resulta

Pr{S = 1|R = 1} = Pr{R = 1|S = 1}Pr{S = 1}
Pr{R = 1} (3.111)

Utilizando (3.97) y (3.106), resulta

Pr{S = 1|R = 1} = (1− p)q
p(1− q) + (1− p)q (3.112)

Si los símbolos transmitidos son equiprobables (q = 1/2), la expresión anterior se reduce a

Pr{S = 1|R = 1} = 1− p (3.113)

Ejemplo 3.11
Supongamos que se transmite un símboloS ∈ {0, 1} a través de un canal de comunicaciones,
que introduce ruido aditivo y gausiano, de modo que al receptor llega

R = S +N (3.114)

siendoN ruido gausiano de media 0 y varianza1, independiente del símboloS. Supongamos
que los símbolos son equiprobables, de modo quePr{S = 0} = Pr{S = 1} = 1/2.

Tras la observación deR (R = r), la función de probabilidad deS puede calcularse como

pS|R(s|r) =
fR|S(r|s)pS(s)

fR(r)
(3.115)

SiN es gausiana de media 0 y varianza 1, de acuerdo con (3.114),

fR|S(r|s) =
1√
2π
e−

(r−s)2

2 (3.116)

y, de acuerdo con el teorema de la probabilidad total,

fR(r) = pS(0)fR|S(r|0) + pS(1)fR|S(r|1)

=
1

2
√
2π

(
e−

r2

2 + e−
(r−1)2

2

)
(3.117)

De modo que

pS|R(s|r) =
e−

(r−s)2

2

e−
r2

2 + e−
(r−1)2

2

(3.118)

Así, por ejemplo, parar = 1, resulta

pS|R(1|1) =
1

e−
1
2 + 1

≈ 0,62 (3.119)

Por tanto, aunque se reciba un valorR = 1, existe una probabilidad no despreciable de queS = 0
a causa del ruido.
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Independencia de sucesos

Cuando la ocurrencia deB no altera la incertidumbre sobreA, se dice queA y B son
estadísticamente independientes. Matemáticamente, esto se expresa como

Pr{A|B} = Pr{A} (3.120)

Aunque existe cierta asimetría en la definición, pues parece indicar queB no tiene in-
fluencia sobreA, pero no lo contrario, observe que, si se verifica (3.120), entonces

Pr{B|A} = Pr{A|B}Pr{B}
Pr{A} = Pr{B} (3.121)

lo que indica queA tampoco tiene influencia sobreB. Por otra parte, combinando (3.93) y
(3.120) se deduce que

Pr{A,B} = Pr{A|B}Pr{B} = Pr{A}Pr{B} (3.122)

Por su simetría, la (3.122) suele utilizarse como definición equivalente de independencia. A
partir de ella se pueden deducir (3.120) y (3.121) de modo inmediato.

Independencia de variables aleatorias

Por extensión de la independencia de sucesos, diremos que dos variables aleatoriasX
e Y son independientes sipX|Y (x|y) = pX(x) para cualesquiera valoresx ∈ ΩX deX e
y ∈ ΩY deY 3.

En general, diremos queN variables aleatorias discretasXi, i = 0, . . . , N − 1 son
independientes si su función de probabilidad puede factorizarse en la forma

pX(x) =
N−1∏

i=0

pXi(xi) (3.123)

Si las variables son continuas, diremos que son independientes si

fX(x) =
N−1∏

i=0

fXi(xi) (3.124)

Integrando a ambos lados de la ecuación anterior respecto de cualesquiera variables en
todo su dominio de integración, se comprueba que la independencia de todaslas variables
aleatoriasXi, i = 0, . . . , N−1, implica la independencia de cualquier subconjunto de ellas.
En particular, las variables son independientes dos a dos:Xi es independiente deXj , para
todoj 6= i, 0 ≤ i, j ≤ N − 1.

3Estrictamente hablando, para cualquier valor dey de probabilidad no nula y para cualquier valor dex.
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Por otra parte, también por integración de la Ecuación (3.124), resulta

∫ x0

−∞
· · ·
∫ xN−1

−∞
fX(z)dz0 · · · dzN−1 =

N−1∏

i=0

∫ xi

−∞
fXi(zi)dzi (3.125)

luego

FX(x) =
N−1∏

i=0

FXi(xi) (3.126)

Por tanto, si las variables continuasXi, i = 0, . . . , N − 1, son independientes, su función
de distribución también es factorizable como un producto de funciones de una sola variable.
Lo mismo sucede con la función de probabilidad acumulada en el caso discreto.

Por último, multiplicando ambos lados de (3.124) porx0 · · ·xN−1, e integrando el re-
sultado, se demuestra que

E

{
N−1∏

i=0

Xi

}
=

N−1∏

i=0

E{Xi} (3.127)

expresión que también es válida para variables discretas.
De forma general, siX e Y son vectores aleatorios independientes (de dimensiones

posiblemente diferentes), cualquier función deX es independiente de cualquier función de
Y .

Ejemplo 3.12
Supongamos que, para aumentar la fiabilidad de una comunicación, el transmisor del canal bi-
nario simétrico descrito por las probabilidades condicionales en (3.97) envía tres veces el bitS,
componiendo el mensajeS = (S, S, S), recibiéndoseR = (1, 1, 0). Suponiendo que los efectos
del canal son independientes de un bit a otro, es decir

pR|S((1, 1, 0)|S) = pR0|S(1|S)pR1|S(1|S)pR2|S(0|S) (3.128)

resulta
pR|S((1, 1, 0)|S) = Sp(1− p)2 + (1− S)(1− p)p2 (3.129)

Esta expresión permite determinar, tras observarR, la probabilidad de queS = 1, ya que

pS|R(1|(1, 1, 0)) = pR|S((1, 1, 0)|1)pS(1)
pR(1, 1, 0)

(3.130)

Sabiendo que

pR(1, 1, 0) = pR|S((1, 1, 0)|1)pS(1) + pR|S((1, 1, 0)|0)pS(0) (3.131)

podemos combinar las tres ecuaciones anteriores, obteniendo

pS|R(1|(1, 1, 0)) = q(1− p)
q(1− p) + (1− q)p (3.132)

En particular, paraq = 1/2 (que se corresponde con una transmisión de símbolos equiprobables),
se obtienepS|R(1|(1, 1, 0)) = 1−p. Gracias a la redundancia introducida, el receptor puede saber
que, pese a haberse producido un error en el tercer bit, la probabilidad de queS = 1 es mayor
que la deS = 0 (suponiendo, claro está, quep < 1/2).

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



122 TEORÍA DE LA PROBABILIDAD Y PROCESOS ESTOCÁSTICOS

Suma de variables independientes

Supongamos queX1 y X2 son variables aleatorias independientes, y sea

Y = X1 +X2 (3.133)

Podemos calcular la fdp deY aplicando el teorema de la probabilidad total,

fY (y) =

∫
fY |X1

(y|x1)fX1(x1)dx1 (3.134)

Ahora bien, en virtud de la independencia deX1 y X2,

fY |X1
(y|x1) = fX2|X1

(y − x1|x1) = fX2(y − x1) (3.135)

por tanto

fY (y) =

∫
fX2(y − x1)fX1(x1)dx1 = fX1(y) ∗ fX2(y) (3.136)

De forma general, la fdp de la suma den variables aleatorias independientes será la
convolución de sus funciones de densidad de probabilidad.

Ejemplo 3.13
Si X1 y X2 son variables gausianas de medias nulas y varianzasσ2

1 y σ2
2 , se tiene, aplicando

(3.136), que

fY (y) =
1

2πσ1σ2

∫ ∞

−∞
e

(

− 1

2σ2
1
z2

)

e

(

− 1

2σ2
2
(y−z)2

)

dz (3.137)

=
1

2πσ1σ2

∫ ∞

−∞
e

(

− 1

2σ2
1σ2

2
((σ2

1+σ2
2)z

2−2σ2
1yz+σ2

1y
2)

)

dz

Tras algunas manipulaciones algebraicas sobre el exponente, la expresión anterior puede escri-
birse como

fY (y) =
1

2πσ1σ2

∫ ∞

−∞
e

(

−σ2
1+σ2

2
2σ2

1σ2
2

(

z− σ2
1

σ2
1+σ2

2
y

)2

− y2

2σ2
1+2σ2

2

)

dz (3.138)

=
1

2πσ1σ2
e

(

− y2

2σ2
1+2σ2

2

) ∫ ∞

−∞
e

(

−σ2
1+σ2

2
2σ2

1σ2
2

(

z− σ2
1

σ2
1+σ2

2
y

)2)

dz

Identificando el integrando como una función gausiana (salvo por una constante), resulta

fY (y) =
1√

2π
√
σ2
1 + σ2

2

e

(

− y2

2(σ2
1+σ2

2)

)

(3.139)

Por tanto, la suma de dos variables gausianas independientes también es gausiana de media nula
y varianza igual a la suma de las varianzas individuales. En general, aunqueX1 y X2 no sean
independientes, su suma es también gausiana (véase Problema P3.10).
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Independencia e Incorrelación

Se dice que las variables aleatoriasX e Y están incorrelacionadas si cov(X,Y ) = 0.
Incorrelación e independencia son conceptos relacionados: siX eY son variables indepen-
dientes de mediasµX y µY , entonces, aplicando (3.127), obtenemos

cov(X,Y ) = E{(X − µX)(Y − µY )} = E{X − µX}E{Y − µY } = 0 (3.140)

por tanto, siX eY son independientes, también están incorrelacionadas. Lo contrario no es
cierto de forma general (véase Problema P3.11), aunque sí en algunoscasos particulares de
interés. Por ejemplo, si las variablesX eY conjuntamente gausianas están incorrelaciona-
das, su matriz de covarianzas es diagonal, de modo que

fX,Y (x, y) =
1

2πσXσY
e
− (x−µX )2

2σ2
X

− (y−µY )2

2σ2
Y

=
1√

2πσX
e
− (x−µX )2

2σ2
X × 1√

2πσY
e
− (y−µY )2

2σ2
Y = fX(x)fY (y) (3.141)

y, por tanto,X eY son también independientes.
Por último, si las variables{Xi, i = 0, . . . , N − 1}, de mediasµi y varianzasσ2i , están

incorrelacionadas y consideramos la variable suma:

S =
N−1∑

i=0

Xi (3.142)

la varianza deS es

σ2S =
N−1∑

i=0

σ2i (3.143)

Por tanto, la varianza de una suma de variables aleatorias incorrelacionadas es igual a la
suma de sus varianzas.

3.2.7. Distribuciones mixtas

Considere la variable aleatoriaX cuyo valor depende a su vez del resultado de la variable
binariaB, de modo que

SiB = 0,X es una variable binaria de valores 0 y 1 equiprobables.

SiB = 1,X es una variable gausiana de media 0 y varianza 1.

Observe que, en función del valor deB,X es una variable aleatoria continua o discreta.
Por esta razón, la caracterización de la variableX no es inmediata. En principio, podemos
escribir:

pX|B(x|0) =
1

2
x = 0, 1 (3.144)

fX|B(x|1) =
1√
2π
e−

x2

2 x ∈ R (3.145)
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pero, en tal caso, se precisan dos modelos: uno discreto, dado por la función de probabilidad
pX|B(x|0), y otro continuo, dado por la función de densidad de probabilidadfX|B(x|1). ¿Es
posible caracterizarX mediante un único modelo probabilístico?

Para responder a esta pregunta, hay que tener en cuenta que, en principio, X puede
tomar valores en un rango continuo (a lo largo de la recta real) y por tanto nopuede caracte-
rizarse mediante una función discreta de probabilidad. Busquemos, por tanto, una densidad
de probabilidad,fX(x). Para ello, aplicando el teorema de probabilidad total, resulta

fX(x) = fX|B(x|0)pB(0) + fX|B(x|1)pB(1) (3.146)

Observe que, mientras quefX|B(x|1) es conocido,fX|B(x|0) no lo es. Sin embargo, por
definición de densidad de probabilidad, podemos escribir

fX|B(x|0) =
dFX|B(x|0)

dx
(3.147)

siendo

FX|B(x|0) = Pr{X ≤ x|B = 0} =





0 si x < 0
1/2 si 0 ≤ x < 1
1 si 1 ≤ x

(3.148)

Es decir, la distribución acumulada deX dadoB = 0 es una función escalonada y, por tanto,
discontinua, cuya derivada, de acuerdo con lo visto en el capítulo anterior, es una función
generalizada:

fX|B(x|0) =
1

2
δ(x) +

1

2
δ(x− 1) (3.149)

luego

fX(x) =

(
1

2
δ(x) +

1

2
δ(x− 1)

)
pB(0) +

1√
2π
e−

x2

2 pB(1) (3.150)

La Figura 3.6 representa la función de densidad de probabilidad y la función de distri-
bución, para este caso.

De forma general, es posible caracterizar variables aleatorias discretasmediante funcio-
nes de densidad de probabilidad definidas sobre espacios continuos, siempre que incluyan
en su dominio el conjunto muestral de la variable. Así, por ejemplo, si la variableA toma va-
lores{a1, a2, . . . , aN} ∈ R con probabilidadesp1, p2, . . . , pN , respectivamente, su función
de densidad de probabilidad viene dada por

fA(a) =

N∑

i=1

piδ(a− ai) (3.151)

El uso de funciones de densidad de probabilidad para caracterizar variables discretas
permite, como hemos visto, caracterizar variables mixtas, que pueden ser condicionalmente
continuas o discretas.

Ejemplo 3.14
En algunos procesos de transmisión digital se presentan efectos esporádicos de ruido aditivo y
gausiano: si denotamos el ruido en cierto instante mediantela variableR, podemos expresar esto
matemáticamente diciendo que:
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Figura 3.6.Función de densidad de probabilidad mixta (a) y su función dedistribución (b).

Con probabilidadp,R = 0

Con probabilidad1− p,R es una muestra de ruido gausiano de media 0 y varianzaσ2

Por analogía con el caso discutido al comienzo de este apartado, se comprueba que

fR(r) = pδ(r) + (1− p)
(

1

σ
√
2π
e

(

− r2

2σ2

)
)

(3.152)

Una consecuencia importante de caracterizar las variables discretas mediante funciones
de densidad de probabilidad es que muchas conclusiones obtenidas paravariables conti-
nuas a partir de propiedades de su densidad de probabilidad, pueden extenderse de modo
inmediato a variables discretas.

3.2.8. Teorema central del límite

Dado un conjunto de variables aleatorias,X1, X2, . . . , XN , independientes e idéntica-
mente distribuidas (esto es, con la misma fdp), de mediaµ y varianzaσ2, su suma

SN =
N∑

i=1

Xi (3.153)

es una variable aleatoria de mediaNµ y varianzaNσ2. El teorema central del límite de-
muestra que, si las variablesXi son continuas, la fdp de su suma tiende a una gausiana, de
modo que, para valores grandes deN , es válida la aproximación

fSN
(s) ≈ 1√

Nσ22π
e−

(s−Nµ)2

2Nσ2 (3.154)
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También suele expresarse en función de la suma normalizada: la variableYN = (SN −
Nµ)/(

√
Nσ) tiende a una gausiana de media 0 y varianza 1:

ĺım
N→∞

fYN
(y) =

1√
2π
e−

y2

2 (3.155)

Si las variablesXi tienen distribuciones diferentes, de mediasµi y varianzasσ2i (en
cuyo casoSN es una variable de mediaµ =

∑N
i=1 µi y varianzaσ2 =

∑N
i=1 σ

2
i ), el teorema

también se cumple siempre que las varianzasσ2 sean comparables (es decir, siσ2i /σ
2 tiende

a 1 a medida queN aumenta). Si las variables son discretas, la convergencia de las fdp no
se produce, pero sí convergen las funciones de distribución.

El término “central” se debe a que la convergencia se produce en torno ala media de
la distribución. En la práctica, la convergencia lejos de la media es mucho más lenta, y son
necesarios valores mayores deN para que la aproximación (3.154) sea válida (véase Figura
3.7).
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Figura 3.7.Convergencia de la suma de variables uniformes hacia una gausiana. La Figura
(a) representa la fdp de una suma deN variables aleatorias uniformes independientes y de
varianza unidad, paraN igual a 2, 4 y 8. La Figura (b) representa las mismas distribuciones
en escala logarítmica, poniendo de manifiesto que, en términos relativos, la convergencia
es más lenta lejos de la media de la distribución.

El teorema central del límite explica la abundancia de procesos gausianos en la natu-
raleza, como los procesos de ruido en comunicaciones digitales, que son,con frecuencia,
resultado de la contribución de numerosas fuentes de ruido independientes.

3.3. PROCESOS ESTOCÁSTICOS

Considere que el experimento “lanzar el dado y observar el resultado” se realiza repe-
tidas veces. Podemos entonces construir la secuencia de variables aleatorias {X[n], n =
0, 1, . . .} tal que, para un valor den, X[n] es la variable aleatoria asociada a la repetición
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n-ésima del experimento. Una secuencia de variables aleatorias es un casoparticular de
proceso estocástico, y cada posible resultado unarealización del proceso estocástico.

Un proceso estocástico es, en realidad, algo más general que una secuencia de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas descrita anteriormente:se denomina
proceso estocásticoen tiempo discretoa toda secuenciaX[n] de variables aleatorias, donde
n puede tomar, en principio, cualquier valor entero. Asimismo, diremos queX(t) es un
proceso estocásticoen tiempo continuosi, para cada valor det ∈ R, X(t) es una variable
aleatoria4.

Es importante observar que el carácter continuo en el tiempo de un proceso estocástico
no hace referencia a las variables aleatorias que lo forman, sino a su variable independiente.
Así, por ejemplo, las variablesX(t) de un proceso en tiempo continuo pueden ser discretas,
continuas o mixtas, o incluso pueden ser discretas para algunos valores det y continuas para
otros.

Ejemplo 3.15
La Figura 3.8 muestra 3 realizaciones del proceso en tiempo discretoX[n] = an, en el que las
variables aleatoriasan son independientes y siguen una distribución exponencial de parámetro
λn = 1/(n+ 1).X[n] es un proceso en tiempo discreto de variables continuas.
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Figura 3.8.3 realizaciones del procesoX[n] descrito en el Ejemplo 3.15

4Obsérvese que utilizaremos la notaciónX(t) (o X[n]) para representar al mismo tiempo el proceso esto-
cástico y la variable aleatoria de dicho proceso en el instantet (o n). El contexto indicará, en cada momento, si
nos referimos a uno o a otra.
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Los procesos estocásticos constituyen, junto con las variables aleatorias, lasherramien-
tasparamodelarla incertidumbre inherente a todo proceso de comunicación (de no existir
incertidumbre en el receptor, no existiría la necesidad de la comunicación).

Pensemos, por ejemplo, que queremos transmitir una alocución que registramos con la
ayuda de un micrófono. Antes de que se produzca, desconocemos la forma de onda exacta
que registrará el micrófono y, por lo tanto, no podemos diseñar adecuadamente el sistema de
transmisión (ancho de banda necesario, potencia de la señal, etc.). En este caso considera-
mos el procesoX(t) como cualquier alocución que podría registrar el micrófono, y la señal
concreta que registramos,x(t), una realización deX(t). Ejemplos como este podemos en-
contrarlos fácilmente en cualquier sistema de comunicaciones analógicas o digitales. En lo
sucesivo, siempre que necesitemos distinguir los procesos de sus realizaciones denotaremos,
como ahora, los procesos en mayúscula (X(t)) y sus realizaciones en minúscula (x(t)).

Los procesos estocásticos, para las comunicaciones, no son un fin en sí mismo, sino un
modelo que nos permite tratar y analizar señales que no conocemos, pero delas que pode-
mos obtener información probabilística. En general, los procesos estocásticos son un modelo
útil para cualquier señal en tiempo continuo o en tiempo discreto que desconocemos total
o parcialmente (recordemos que conocer una señal implica saber la totalidadde sus valores
desdet = −∞ hastat = ∞). Sin embargo, la obtención de la información probabilística
antes mencionada es en sí un problema en el que puede ayudarnos el propio modelo de pro-
cesos estocásticos. Con frecuencia disponemos de una única realización,x(t), a partir de la
cual debemos obtener la información probabilística (en otras palabras, nopodemos “lanzar
el dado” tantas veces como queramos). Bajo ciertas hipótesis que veremosmás adelante (es-
tacionariedad y ergodicidad del proceso), podemos emplear los valoresde una realización
x(t) entret = −∞ y t =∞ como distintas realizaciones de la variable aleatoriaX(t) para
un valor concreto det con el propósito de realizar medidas sobreX(t).

3.3.1. Caracterización de procesos estocásticos

Ejemplo 3.16
Imaginemos que, para estimar el tiempo de vida medio de una bombilla, su fabricante decide

encender10.000 bombillas simultáneamente, y esperar a que todas ellas se fundan. Podemos
definir, en tal caso, el proceso estocásticoX tal que,X(t) representa el número de bombillas que
permanecen encendidas en el instantet.

Tenemos, por tanto, un proceso estocástico en tiempo continuo de variables discretas (que sólo
pueden tomar valores enteros entre 0 y10.000). Además, por la naturaleza del problema, po-
demos esperar que cada una de las variables aleatoriasX(t) se caracterice por una función de
probabilidad diferente: por ejemplo, el valor medio deX(t), es decir, el número medio de bom-
billas que permanecen encendidas, decrecerá con el tiempo,t. También podemos asegurar que
X(t0) es estadísticamente dependiente de todas las variablesX(t), anteriores y posteriores: para
comprobarlo, basta advertir que el conocimiento del númerode bombillas encendidas en un ins-
tante de tiempo proporciona una cota superior del número de bombillas encendidas en cualquier
instante posterior, e inferior del número de bombillas encendidas en cualquier instante anterior.

El ejemplo anterior pone de manifiesto que, para caracterizar estadísticamente un pro-
ceso estocástico, no es suficiente con caracterizar cada una de las variables aleatorias del
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proceso, sino también su dependencia estadística.
Un proceso en tiempo discreto,X[n], puede caracterizarse unívocamente conocien-

do, para cualquier valor deN y cualquier conjunto arbitrario deN instantes temporales
{n0, . . . , nN−1}, sufunción de distribución de ordenN , que se define como

FX[n0],...,X[nN−1](x0, . . . , xN−1) = Pr{X[n0] ≤ x0, . . . , X[nN−1] ≤ xN−1} (3.156)

Alternativamente, siX[n0] es una variable aleatoria discreta para cualquier valor den0, el
proceso queda determinado mediante sudistribución de probabilidad de ordenN para cual-
quier valor deN y cualquier conjunto arbitrario deN instantes temporales{n0, . . . , nN−1},

pX[n0],...,X[nN−1](x0, . . . , xN−1) = Pr{X[n0] = x0, . . . , X[nN−1] = xN−1} (3.157)

o bien, siX[n0] es una variable aleatoria continua para cualquier valor den0, el proceso que-
da determinado mediante sufunción de densidad de probabilidad de ordenN para cualquier
valor deN y cualquier conjunto arbitrario deN instantes temporales{n0, . . . , nN−1},

fX[n0],...,X[nN−1](x0, . . . , xN−1) =
∂nFX[n0],...,X[nN−1](x0, . . . , xN−1)

∂x0 · · · ∂xN−1
(3.158)

Nótese que si el proceso es complejo, (3.156), (3.157) y (3.158) son funciones de2N varia-
bles aleatorias.

Si el proceso es en tiempo continuo,X(t), el proceso se determina mediante lafunción
de distribución de ordenN para cualquier valor deN y cualquier conjunto arbitrario deN
instantes temporales{t0, . . . , tN−1},

FX(t0),...,X(tN−1)(x0, . . . xN−1) = P {X(t0) ≤ x0, . . . , X(tN−1) ≤ xN−1} (3.159)

o, alternativamente, mediante sudistribución de probabilidad de ordenN ,

pX(t0),...,X(tN−1)(x0, . . . xN−1) = Pr{X(t0) = x0, . . . , X(tN−1) = xN−1} (3.160)

para procesos de carácter discreto y lafunción de densidad de probabilidad de ordenN ,

fX(t0),...,X(tN−1)(x0, . . . , xN−1) =
∂nFX(t0),...,X(tN−1)(x0, . . . , xN−1)

∂x0 · · · ∂xN−1
(3.161)

para procesos de carácter continuo.
En la práctica esta caracterización es poco útil porque, en algunos casos, el conocimiento

que tenemos del proceso es limitado y, en general, la manipulación es sumamenteengorrosa.
Afortunadamente, en muchos casos, bien es posible hacer algunas hipótesis que simplifican
esta caracterización, o bien solamente se precisa realizar una caracterización parcial.

En este texto nos interesan, en particular, los procesos caracterizablespor sus funcio-
nes de media y autocorrelación, que se definen a continuación. Supondremos, en general,
procesos estocásticos que pueden tomar valores complejos:
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Media. La media de un proceso estocástico continuoX(t) se define como

µX(t)
.
= E{X(t)} (3.162)

y admitirá la expresión

µX(t) =

∫

C
xfX(t)(x)dx (3.163)

o bien
µX(t) =

∑

xk∈Ω
xkpX(t)(xk) (3.164)

dependiendo de que, en el instantet, X(t) sea una variable aleatoria continua o discreta,
respectivamente.

Nótese que, en general, la media depende del tiempo. Para un proceso discreto, la media
se define de modo análogo:

µX [n]
.
= E{X[n]} (3.165)

Autocorrelación. La autocorrelación del proceso estocásticoX(t) (oX[n]) se define co-
mo

RX(t1, t2)
.
= E{X(t1)X

∗(t2)} (3.166)

( RX [n1, n2]
.
= E{X[n1]X

∗[n2]} )

Correlación cruzada. La correlación cruzada entre los procesos estocásticosX(t) eY (t)
(oX[n] eY [n]) se define como

RXY (t1, t2)
.
= E{X(t1)Y

∗(t2)} (3.167)

( RXY [n1, n2]
.
= E{X[n1]Y

∗[n2]} )

Covarianza. La covarianza cruzada entre los procesos estocásticosX(t) eY (t) (oX[n]
eY [n]) de mediasµX(t) y µY (t) (o µX [n] y µX [n]), respectivamente, se define como

CXY (t1, t2)
.
= E{(X(t1)− µX(t1))(Y (t2)− µY (t2))∗} (3.168)

( CXY [n1, n2]
.
= E{(X[n1]− µX [n1])(Y [n2]− µY [n2])∗} )

Análogamente, la autocovarianza (o, simplemente, covarianza) del proceso X(t) (o
X[n]) de mediaµX(t) (o µX [n]) se define como

CX(t1, t2)
.
= E{(X(t1)− µX(t1))(X(t2)− µX(t2))

∗} (3.169)

( CX [n1, n2]
.
= E{(X[n1]− µX [n1])(X[n2]− µX [n2])

∗} )
Nótese queCX(t1, t1) y CX [n1, n1] coinciden con las varianzas deX(t1) y X[n1], res-
pectivamente. Autocovarianza y autocorrelación pueden relacionarsede modo inmediato
mediante

CX(t1, t2) = RX(t1, t2)− µX(t1)µ
∗
X(t2) (3.170)

( CX [n1, n2] = RX [n1, n2]− µX [n1]µ
∗
X [n2] )
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Ejemplo 3.17

Una señal determinista puede considerarse un proceso estocástico “degenerado” cuyas realiza-
ciones toman siempre los mismos valores. Por ejemplo sea el procesoX(t) que toma, con pro-
babilidad 1, el valor

X(t) = r(t) (3.171)

para todo instante de tiempot, siendor(t) una función determinista. En tal caso, en cada instante
de tiempo,X(t) solo puede tomar un valor posible, y podemos escribir

fX(t)(x) = δ(x− r(t)) (3.172)

y, en general,

fX(t0),...,X(tN−1)(x0, . . . , xN−1) = δ

(
N−1∑

i=0

|xi − r(ti)|
)

(3.173)

Asimismo, resulta inmediato comprobar que su media esµ(t) = r(t), su autocorrelación es
RX(t1, t2) = r(t1)r(t2) y su autocovarianza es nula.

Ejemplo 3.18
Sea el proceso estocásticoX(t) dado por

X(t) = Ae−tu(t) (3.174)

siendou(t) la función escalón yA una variable aleatoria real y gausiana de media 0 y varianza
unidad. En cada instante de tiempo, podemos considerarX(t) como resultado de multiplicar una
variable aleatoria gausiana por una constante determinista de la formae−tu(t) y, por tanto,X(t)
es otra variable gausiana de media nula y varianza

σ2
X(t) = E{X2(t)} = E

{(
Ae−tu(t)

)2}
= E{A2}e−2tu(t) = e−2tu(t) (3.175)

Asimismo, podemos comprobar que, pese al carácter aleatorio deX(t), sus muestras en dife-
rentes instantes de tiempo mantienen una relación determinista: conocido el valor que toma
una realizaciónx(t) en cualquier instante de tiempot1 ≥ 0, todos los valores dex(t) que-
dan completamente determinados. Por ejemplo, six(t1) = x1, resultaA = x1e

t1 y, por tanto,
x(t) = x1e

t1−tu(t), para todot. En consecuencia,

fX(t2)|X(t1)(x2|x1) = δ(x2 − x1et1−t2), t1, t2 > 0 (3.176)

A partir de esta expresión resulta

fX(t1),X(t2)(x1, x2) = fX(t2)|X(t1)(x2|x1)fX(t1)(x1) (3.177)

= δ(x2 − x1et1−t2)
1

e−t1
√
2π
e
− x2

2

2e−2t1 , t1, t2 > 0

Dejamos al lector como ejercicio el cálculo de las densidades de probabilidad conjuntas parat1
o t2 negativos, así como las densidades de orden 3 y superior, siguiendo análogo procedimiento
al empleado en la ecuación anterior.

La autocorrelación del proceso se calcula de forma sencillamediante

RX(t1, t2) = E{X(t1)X(t2)} = e−t1−t2u(t1)u(t2) (3.178)

y, al serX(t) de media nula, coincide con su autocovarianza.
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Ejemplo 3.19

El carácter aleatorio del proceso estocástico del Ejemplo 3.18 viene dado por una sola variable
aleatoria. Consideremos ahora el proceso discretoX[n] formado por variables aleatorias inde-
pendientes con distribución de Bernoulli, tal que

pX[n](x) = px(1− p)1−x, x = 0, 1 (3.179)

La función de probabilidad conjunta tendrá la forma

pX[n0],...,X[nN−1](x0, . . . , xN−1) =

N−1∏

i=0

pxi(1− p)1−xi = p
∑N−1

i=0 xi(1− p)N−
∑N−1

i=0 xi

(3.180)
La media del proceso es

µX [n] = E{X[n]} = p (3.181)

su autocorrelación

RX [n1, n2] = E{X[n1]X[n2]} =
{
p si n1 = n2
p2 si n1 6= n2

(3.182)

y la autocovarianza
CX [n1, n2] = p(1− p)δ[n1 − n2] (3.183)

A diferencia del proceso anterior, el procesoX[n] involucra a un conjunto infinito de variables
aleatorias independientes, y la relación entre muestras del proceso ya no es determinista.

Ejemplo 3.20

Veamos ahora un ejemplo de proceso aleatorio donde el valor del proceso en cada instante puede
depender del valor de un conjunto arbitrariamente grande devariables aleatorias. Sea el proceso
discretoY [n] dado por

Y [n] =

{
Y [n− 1] +X[n− 1] n ≥ 0
0 n < 0

(3.184)

siendoX[n] el proceso binario del Ejemplo 3.19. Observe que, a partir dela relación recursiva
(3.184), podemos obtener la expresión alternativa

Y [n] =

(
n−1∑

i=0

X[i]

)
u[n] (3.185)

dondeu[n] es el escalón unitario. Obsérvese queY [n] coincide con el número de “unos” del
procesoX entre 0 yn− 1. En consecuencia, su distribución es de tipo binomial: de acuerdo con
(3.20), paran ≥ 0 podemos escribir

pY [n](k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k k = 0, . . . , n (3.186)

y, de acuerdo con el Cuadro 3.1, la media del proceso es

µY [n] = E{Y [n]} = npu[n] (3.187)
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y su varianza
CY [n, n] = np(1− p)u[n] (3.188)

Haciendo uso de (3.185), la autocorrelación deY [n] se puede expresar en función de la autoco-
rrelación deX[n],

RY [n1, n2] = E{Y [n1]Y [n2]} =
n1−1∑

i=0

n2−1∑

j=0

RX [i, j] (3.189)

Aplicando (3.182) resulta, paran2 > n1,

RY [n1, n2] =

n1−1∑

i=0

n2−1∑

j=0

(
p2 + (p− p2)δ[i− j]

)
=

= n1n2p
2 + n1(p− p2) (3.190)

Obviamente, sin1 > n2, se obtiene

RY [n1, n2] = n1n2p
2 + n2(p− p2) (3.191)

Por último, la autocovarianza resulta igual a

CY [n1, n2] = RY [n1, n2]− µY (n1)µY (n2) = mı́n{n1, n2}(p− p2) (3.192)

La Figura 3.9 muestra un fragmento (40 muestras) de 5 realizaciones del proceso estocástico
Y [n], conp = 0,5. A medida que crece el valor den, la dispersión entre los valores deY [n] en
diferentes realizaciones tiende a aumentar.

0 10 20 30 40
0

5

10

15

20

n

Figura 3.9.5 realizaciones del proceso estocástico del Ejemplo 3.20

3.3.2. Estacionariedad

Cuando, en el Apartado 2.2, estudiábamos los sistemas había dos propiedades que, de
cumplirse, simplificaban enormemente el análisis: la de linealidad y la de invarianza tem-
poral. El cumplimiento de esta última significaba que el comportamiento del sistema era
independiente de cual fuese el origen de tiempos o, lo que es lo mismo, que laspropiedades
del sistema se conservaban a lo largo del tiempo. En los procesos estocásticos existe una
propiedad análoga que, de cumplirse, también simplifica su análisis: la estacionariedad.
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Se dice que un proceso estocásticoX(t) (oX[n]) esestacionario en sentido estrictosi
sus propiedades estadísticas no varían con un desplazamiento en el tiempo,es decir, si, para
cualquier valor deτ ∈ R (o k ∈ Z), el procesoY (t) = X(t + τ) (o Y [n] = X[n + k])
tiene las mismas propiedades estadísticas queX(t) (oX[n]), de modo que, para cualquier
valor deN , cualquier valor deτ (o k), cualesquiera instantes de muestreot0, . . . , tN−1 (o
n0, . . . , nN−1) y cualesquiera valoresx0, . . . , xN−1 ∈ C,

FX(t0),...,X(tN−1)(x0, . . . , xN−1) = FY (t0),...,Y (tN−1)(x0, . . . , xN−1) (3.193)

( FX[n0],...,X[nN−1](x, . . . , xN−1) = FY [n0],...,Y [nN−1](x0, . . . , xN−1) )

En la práctica, la estacionariedad estricta es difícil de comprobar y excesivamente res-
trictiva. En ocasiones, es suficiente garantizar la invarianza de algunosestadísticos, en par-
ticular de primer y segundo orden. Cuando solamente se imponen condiciones de estacio-
nariedad a la media y la autocorrelación, entonces se dice que el procesoesestacionario
en sentido amplio. Así, siX(t) (oX[n]) es estacionario en sentido amplio, entonces, para
cualesquiera valores det, t1, t2 y τ (o n, n1, n2 y k) se verifica que

E{X(t)} = E{X(t+ τ)} (3.194)

( E{X[n]} = E{X[n+ k]} )
y

RX(t1, t2) = RX(t1 + τ, t2 + τ) (3.195)

( RX [n1, n2] = RX [n1 + k, n2 + k] )

Por tanto, si un proceso es estacionario en sentido amplio, su media es constante y su
autocorrelación solamente depende de la diferencia entret1 y t2 (o n1 y n2). En tal caso,
denotaremos la autocorrelación simplemente como

RX(τ)
.
= RX(t+ τ, t) (3.196)

( RX [k]
.
= RX [n+ k, n] )

Ejemplo 3.21
Volvamos sobre los ejemplos del apartado anterior.

El proceso deterministaX(t) = r(t) del Ejemplo 3.17 no es, en general, estacionario,
pues su media coincide conr(t) y, por tanto, puede variar con el tiempo siempre quer(t)
tenga alguna variación temporal. Por el contrario, sir(t) es una señal constante e igual ac,
entonces su media esµX(t) = c y su autocorrelaciónRX(t1, t2) = c2, que no dependen
del tiempo; por tanto,X(t) es estacionario en sentido amplio. Además, en virtud de (3.173),
resulta

fX(t0),...,X(tN−1)(x0, . . . , xN−1) =

N−1∏

i=0

δ(xi − c) (3.197)

que tampoco depende del tiempo. En consecuencia,X(t) es estrictamente estacionario.
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El procesoX(t) del Ejemplo 3.18 no es estacionario en sentido amplio (y, portanto, tam-
poco en sentido estricto), puesto que su autocorrelación (en la Ecuación 3.178) no puede
expresarse como función de la diferenciat1 − t2.

El proceso binario independienteX[n] del Ejemplo 3.19 es estacionario en sentido estric-
to, puesto que su función de probabilidad conjunta, (3.180), no depende de los instantes de
tiempo elegidos. En consecuencia, también es estacionarioen sentido amplio, como pue-
de comprobarse observando que ni la media en (3.181) ni la autocorrelación en (3.182)
dependen del tiempo.

El proceso discretoY [n] del Ejemplo 3.20 no es estacionario puesto que su media, (3.187),
varía con el tiempo.

La autocorrelación de un proceso estocástico estacionario tiene tres propiedades de in-
terés:

1. Es una función hermítica:RX(τ) = R∗
X(−τ) (oRX [k] = R∗

X [−k]). Esta propiedad
es consecuencia inmediata de la definición.

2. Su valor en el origen coincide con el valor cuadrático medio del proceso:RX(0) =
E{|X(t)|2} (oRX [0] = E{|X[n]|2}).

3. Tiene módulo máximo en el origen: para todoτ (o k), se verifica que|RX(τ)| ≤
RX(0) (o |RX [k]| ≤ RX [0]).

La tercera propiedad puede demostrarse sabiendo que, para cualquier valor dea ∈ C,

E{|X(τ)− aX(0)|2} ≥ 0 (3.198)

Desarrollando el módulo de la diferencia, se obtiene

2Re{a∗RX(τ)} ≤ RX(0) + |a|2RX(0) (3.199)

En particular, para

a =
RX(τ)

|RX(τ)| (3.200)

resulta|a| = 1 y, sustituyendo en (3.199)

|RX(τ)| ≤ RX(0) (3.201)

Observe que la estacionariedad en sentido estricto implica la estacionariedaden sentido
amplio, pero no a la inversa: existen procesos estacionarios en sentido amplio que no lo son
en sentido estricto, como demuestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.22
SeaX[n] un proceso estocástico estacionario de media nula yY [n] = (−1)nX[n]. Resulta
sencillo comprobar que

E{Y [n]} = (−1)nE{X[n]} = 0 (3.202)

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



136 TEORÍA DE LA PROBABILIDAD Y PROCESOS ESTOCÁSTICOS

y

RY [n1, n2] = (−1)n1+n2RX [n2 − n1] (3.203)

Dado que(−1)n1+n2 = (−1)n2−n1 , resulta

RY [n1, n2] = (−1)n2−n1RX [n2 − n1] (3.204)

que sólo depende den2 − n1. Por tanto,Y [n] es estacionario en sentido amplio. Sin embargo,
podemos comprobar que, por ejemplo,

E{Y 3[n]} = (−1)nE{X3[n]} (3.205)

que, en general, depende den. Por ejemplo, si, para todon,X[n] sigue la distribución discreta

pX [k] =
3

4
δ[k − 1] +

1

4
δ[k + 3] (3.206)

resultanE{X[n]} = 0 y E{X[n]3} = −3/2, luego

E{Y 3[n]} = −3

2
(−1)n (3.207)

que depende den. Por tanto,X[n] no es estrictamente estacionario.

En lo sucesivo, y salvo que se indique lo contrario, utilizaremos el término “estacionarie-
dad” para referirnos a la estacionariedad en sentido amplio, que es la de mayor interés en
comunicaciones digitales.

Procesos conjuntamente estacionarios.Se dice que dos procesos estacionariosX(t)
e Y (t) (o X[n] e Y [n]) son conjuntamente estacionariosen sentido estrictosi sus pro-
piedades estadísticas conjuntas no varían con un desplazamiento en el tiempo, es decir,
si, para cualesquiera valores deN y N ′, cualquier valor deτ (o k), cualesquiera instan-
tes t0, . . . , tN−1 y t′0, . . . , t

′
N ′−1(o n0, . . . , nN−1 y n′0, . . . , n

′
N ′−1) y cualesquiera valores

x0, . . . , xN+N ′−1 ∈ C,

FX(t0),...,X(tN−1),Y (t′0),...,Y (t′
N′−1

)(x0, . . . , xN+N ′−1) =

FX(t0+τ),...,X(tN−1+τ),Y (t′0+τ),...,Y (t′
N′−1

+τ)(x0, . . . , xN+N ′−1) (3.208)

( FX[n0],...,X[nN−1],Y [n′
0],...,Y [n′

N′−1
](x0, . . . , xN+N ′−1) =

FX[n0+k],...,X[nN−1+k],Y [n′
0+k],...,Y [n′

N′−1
+k](x0, . . . , xN+N ′−1) )

Asimismo, diremos queX(t) eY (t) son conjuntamente estacionariosen sentido amplio
si ambos son estacionarios en sentido amplio y para cualesquiera valores de t1, t2 y τ (o
n1, n2 y k) se verifica que

RXY (t1, t2) = RXY (t1 + τ, t2 + τ) (3.209)
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( RXY [n1, n2] = RXY [n1 + k, n2 + k] )

que nos permite describir la función de correlación cruzada mediante una única variable

RXY (τ)
.
= RXY (t+ τ, t) (3.210)

( RXY [k]
.
= RXY [n+ k, n] )

Procesos cicloestacionarios.Existe un tipo de procesos no estacionarios que aparece fre-
cuentemente en comunicaciones (en general, relacionados con operaciones de modulación o
demodulación) en la que los estadísticos varían de forma cíclica. A este tipo de procesos se
les conoce comocicloestacionarios. De nuevo se define la cicloestacionariedad en sentido
estricto y en sentido amplio.

Se dice que un procesoX(t) (o X[n]) es cicloestacionario en sentido estricto con pe-
riodo T (o N ) si y sólo si, para cualquier valor deM , cualesquiera instantes de tiempo
t0, . . . , tM−1 (o n0, . . . , nM−1) y cualesquiera valoresx0, . . . , xM−1 ∈ C, se verifica

FX(t0),...,X(tM−1)(x0, . . . , xM−1) = FX(t0+T ),...,X(tM−1+T )(x0, . . . , xM−1) (3.211)

(
FX[n0],...,X[nM−1](x0, . . . , xM−1) = FX[n0+N ],...,X[nM−1+N ](x0, . . . , xM−1)

)

De igual forma, se dice que un proceso es cicloestacionario en sentido amplio con periodo
T (oN ) si y sólo si, para todot ∈ R (o n ∈ Z),

E{X(t)} = E{X(t+ T )} (3.212)

( E{X[n]} = E{X[n+N ]} )
y para todost1, t2 ∈ R (o n1, n2 ∈ Z),

RX(t1, t2) = RX(t1 + T, t2 + T ) (3.213)

( RX [n1, n2] = RX [n1 +N,n2 +N ] )

Obsérvese que, de acuerdo con estas definiciones, siX(t) es un proceso cicloestaciona-
rio en tiempo continuo de periodoT , el proceso discreto dado porXd[n] = X(nT + t0),
siendot0 una constante arbitraria, es estacionario. Es decir, cualquier procesodiscreto cons-
truido tomando muestras deX(t) con periodoT es estacionario. De igual manera, si diez-
mamos a ritmoN un proceso cicloestacionario en tiempo discreto obtendremos un proceso
estacionario.

Procesos blancos. Un caso particular de procesos estocásticos estacionarios de especial
interés son aquellos en los que la autocorrelación de las muestras del proceso en dos instantes
cualesquiera (diferentes) es cero. Así, se dice que un proceso estocástico estacionario en
tiempo discretoX[n] es blanco si su función de autocorrelación tiene la forma

RX [n] = ηδ[n] (3.214)
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siendoη una constante no negativa. A partir de (3.214) podemos determinar que sumedia
es nula y su valor cuadrático medio es

E{|X[n]|2} = RX [0] = η (3.215)

Alternativamente, un proceso estocástico estacionario continuoX(t) es blanco si su
función de autocorrelación tiene la forma

RX(t) = ηδ(t) (3.216)

en cuyo casoη es también una constante no negativa. Observe que, por la naturaleza de
la función delta de Dirac, los procesos blancos continuos no tienen valor cuadrático medio
finito. Del mismo modo que la función delta de Dirac constituye una idealización útilpara
el análisis y la caracterización de los sistemas lineales, los procesos blancos nos resulta-
rán útiles en el análisis de procesos estocásticos, y en particular de su comportamiento ante
transformaciones lineales. En los capítulos siguientes veremos que los procesos blancos,
tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto, tienen interés práctico en comunicacio-
nes, en particular para la caracterización de los procesos de ruido.

3.3.3. Ergodicidad

En este capítulo hemos analizado algunas medidas sobre procesos estocásticos (media,
autocorrelación, etc.) y en el capítulo anterior medidas sobre señales (valor medio, energía,
potencia, etc.). Teniendo en cuenta que una realizaciónx(t) (o x[n]) de un procesoX(t) (o
X[n]) es una señal, ¿existe alguna relación entre medidas equivalentes (por ejemplo, media
y valor medio) de procesos y señales? o, en otras palabras, ¿existe alguna relación entre el
operador esperanza matemática y el promedio temporal?.

Para procesos estacionarios en sentido estricto las respuestas a estas preguntas son afir-
mativas si el proceso esergódico. Si un proceso es ergódico, bajo ciertas restricciones sobre
la funcióng de medida, podemos asegurar que

〈g(x(t))〉 = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
g(x(t)) dt = E{g(X(t))} (3.217)

(
〈g(x[n])〉 = ĺım

N→∞
1

2N + 1

N∑

n=−N

g(x[n]) = E{g(X[n])}
)

Pero, al igual que sucedía con la propiedad de estacionariedad en sentido estricto, la pro-
piedad de ergodicidad es de escasa utilidad por su farragosa definicióny difícil verificación,
por lo que trataremos únicamente el análisis de la ergodicidad en las medidas deprimer
y segundo orden (media y autocorrelación, respectivamente). Como en lapropiedad de la
estacionariedad, si un proceso cumple las propiedades de ergodicidaden la media y en la
autocorrelación se denominaergódico en sentido amplio. Note que para que un proceso sea
ergódico es necesario que sea estacionario en sentido estricto y que para que sea ergódico
en sentido amplio debe ser, al menos, estacionario en sentido amplio.
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Ergodicidad en la media. Suponga que la media de un proceso estocástico estacionario
X[n] es desconocida, y solamente se dispone de una realización. ¿Es posible estimar la
media del proceso a partir de los valores de una realización?

Para responder a esta pregunta, supongamos, por ahora, queX[n] es un proceso de
muestras independientes de mediaµX y varianzaσ2X . Considere la variable aleatoria

SN =
1

2N + 1

N∑

n=−N

X[n] (3.218)

que puede interpretarse como una estimación de la media del proceso.
Observe queSN es, a su vez, una variable aleatoria de la misma media que el proceso

E{SN} =
1

2N + 1

N∑

n=−N

E{X[n]} = µX (3.219)

Sin embargo, su varianza (que puede interpretarse como el valor cuadrático medio del error
de estimación de la media) es, de acuerdo con (3.143),

E{|SN − µX |2} =
N∑

n=−N

σ2X
(2N + 1)2

=
σ2X

2N + 1
(3.220)

Por tanto,SN es una variable aleatoria cuya varianza se reduce asintóticamente a cero ame-
dida que aumentaN . Esto indica que, aun disponiendo de una sola realización del proceso,
promediando un buen número de observaciones, es posible obtener unabuena estimación
de su media. Por ello, se dice queX[n] es un procesoergódico en la media.

La ergodicidad no es exclusiva de los procesos independientes; de forma general, di-
remos que un proceso estacionario en tiempo discretoX[n] de mediaµX y función de
covarianzaCX [k] esergódico en la mediasi y sólo si

ĺım
N→∞

SN = ĺım
N→∞

1

2N + 1

N∑

n=−N

X[n] = µX (3.221)

y la varianza deSN ,

E{|SN − µX |2} = E





∣∣∣∣∣
1

2N + 1

N∑

n=−N

X[n]− µX
∣∣∣∣∣

2




=
1

(2N + 1)2

N∑

n=−N

N∑

m=−N

E {(X[n]− µX) (X[m]− µX)∗}

=
1

(2N + 1)2

N∑

n=−N

N∑

m=−N

CX [n−m] (3.222)
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tiende a cero cuandoN tiende a infinito. Observando que (3.222) es una suma en la que el
valorCX [k], conk ≥ 0, aparece2N + 1 − k veces (desden = k − N , m = −N hasta
n = N , m = N − k) y los valoresC[k] conk < 0 aparecen2N + 1 + k veces, puede
reescribirse como

E{|SN − µX |2} =
1

(2N + 1)2

2N−1∑

k=−2N+1

(2N + 1− |k|)CX [k]

=
1

(2N + 1)2

2N−1∑

k=−2N+1

(
1− |k|

2N + 1

)
CX [k] (3.223)

Una condición suficiente para que (3.223) tienda a 0 cuandoN tiende a infinito y de formu-
lación más sencilla es la siguiente:

∞∑

k=−∞
|CX [k]| <∞ (3.224)

Se deja como ejercicio la demostración de que el cumplimiento de (3.224) implica que
(3.223) tiende a 0 cuandoN tiende a infinito.

Los procesos en tiempo continuo se comportan de forma similar. Un proceso estaciona-
rio en tiempo continuoX(t) de mediaµX y función de covarianzaCX(τ) esergódico en la
mediasi y sólo si

ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
X(t)dt = µX (3.225)

y

ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

(
1− |τ |

2T

)
CX(τ) dτ = 0 (3.226)

siendo condición suficiente para esta última que
∫ ∞

−∞
|CX(τ)| dτ <∞ (3.227)

Ejemplo 3.23
Consideremos el proceso estacionario dado porX[n] = R[n] + 0,8R[n − 1], siendoR[n] un
proceso de ruido blanco y gausiano de varianza unidad. Resulta inmediato comprobar queX[n]
es un proceso estacionario de media nula y autocovarianza (que, al serX de media nula, coincide
con la autocorrelación)

CX [k] = E{(R[n] + 0,8R[n− 1])(R[n+ k] + 0,8R[n+ k − 1])

= 1,64δ[k] + 0,8δ[k − 1] + 0,8δ[k + 1] (3.228)

Dado que la autocovarianza se anula para|k| > 1, podemos concluir que el proceso es ergódico
en la media. La Figura 3.10 representa las primeras muestras(desden = 0 hastan = 50) de 4
realizaciones. En la parte inferior se representa el promedio de 50 realizaciones. A la derecha de
cada gráfica se representa el promedio de las 50 muestras representadas de cada gráfica. Como
consecuencia de la estacionariedad, la señal promedio se aproxima a una señal constante en
torno a la media del proceso, que es cero. Como consecuencia de la ergodicidad del proceso, los
promedios de cada señal también se aproximan a la media.
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Figura 3.10.4 realizaciones del proceso estocástico del Ejemplo 3.23 (arriba), el promedio
de 50 realizaciones (abajo) y los promedios de las muestras representadas (derecha). En
virtud de la estacionariedad, la señal promedio se aproximaa una constante de valor igual
a la media del proceso. En virtud de la ergodicidad, los promedios temporales también se
aproximan a la media.

Ejemplo 3.24
Consideremos el proceso estacionarioX(t) dado por

X(t) = A+ cos(ωt+ φ) (3.229)

siendoω una constante, yA y φ variables aleatorias independientes, la primera gausianade
media nula y varianza 1, y la segunda uniforme entre 0 y2π. Podemos comprobar queX(t) es
estacionario, calculando su media

E{X(t)} = E{A}+ E{cos(ωt+ φ)} = 1

2π

∫ 2π

0

cos(ωt+ φ)dφ = 0 (3.230)

que no depende del tiempo, y su autocorrelación.

RX(τ) = E{X(t)X(t+ τ)} = E{A2}+ E{cos(ωt+ φ) cos(ω(t+ τ) + φ)} (3.231)

El primer término es la unidad, mientras que el segundo se resuelve a partir de la identidad
trigonométrica

cos(ωt+ φ) cos(ω(t+ τ) + φ) =
1

2
cos(ω(2t+ τ) + 2φ) +

1

2
cos(ωτ) (3.232)

de donde resulta

RX(τ) = E{X(t)X(t+ τ)} = 1 +
1

2
cos(ωτ) (3.233)
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(3.233) indica que la autocovarianza deX(t) (que, de nuevo, coincide con la autocorrelación) no
tiende a anularse al crecer|τ | y por tanto no se cumple (3.226): el procesoX(t) no es ergódico
en la media.

La Figura 3.11 representa 4 realizaciones del proceso. En laparte inferior se representa el prome-
dio de 50 realizaciones. A la derecha de cada gráfica se representa el promedio de cada realiza-
ción en el intervalo representado. Como consecuencia de la estacionariedad, la señal promedio se
aproxima a una señal constante en torno a la media del proceso, que es cero. Sin embargo,X(t)
no es ergódico y, como consecuencia, los promedios temporales no se aproximan a la media.

20 40−1

1

−0.66

20 40−1

1
0.47

20 40−1

1

−0.42

20 40−1

1 0.69

20 40−1

1
−0.027

Figura 3.11.4 realizaciones del proceso estocástico del Ejemplo 3.24 (arriba), el promedio
de 50 realizaciones (abajo) y los promedios de las muestras representadas (derecha). En
virtud de la estacionariedad, la señal promedio se aproximaa una constante de valor igual
a la media del proceso. Los promedios temporales, por el contrario, no se aproximan a la
media

Ergodicidad en la autocorrelación. De forma similar se define la ergodicidad en la auto-
correlación. Un proceso es ergódico en la autocorrelación si su función de autocorrelación
coincide con el promedio temporal equivalente. Para procesos ergódicos en la autocorrela-
ción en tiempo discreto, esta coincidencia se expresa como

ĺım
N→∞

1

2N + 1

N∑

n=−N

X[k + n]X∗[k] = RX [k] (3.234)
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y, para procesos ergódicos en la autocorrelación en tiempo continuo, como

ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
X(t+ τ)X∗(t) dt = RX(τ) (3.235)

El cumplimiento de la ergodicidad en la autocorrelación se garantiza mediante elcum-
plimiento de la ergodicidad en la media del procesoZk[n] = X[n + k]X∗[n] (o Zτ (t) =
X(t + τ)X∗(t)) para cualquier valor dek (o τ ), y que implica el cumplimiento de (3.234)
(o (3.235)).

Cicloergodicidad. La definición de ergodicidad deja fuera a un importante grupo de pro-
cesos dentro de las comunicaciones como son los procesos cicloestacionarios. Existe, sin
embargo, una extensión del concepto de ergodicidad denominadacicloergodicidadque nos
permite relacionar las medidas estadísticas con los promedios temporales para los procesos
cicloestacionarios.

Un proceso cicloestacionario y cicloergódico de periodoT0 (N0) cumple, bajo ciertas
restricciones sobre la funcióng de medida, que

∞∑

k=−∞
ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
g(x(t+ t′))e

j 2πkt′
T0 dt′ = E{g(X(t))} (3.236)

( ∞∑

k=−∞
ĺım

N→∞
1

2N + 1

N∑

n′=−N

g(x[n+ n′])e
j 2πkn′

N0 = E{g(X[n])}
)

Obsérvese, por una parte, la similitud de estas ecuaciones con (3.217) y,por otra, que el
resultado del término de la izquierda en las igualdades sigue dependiendo de t (o n).

Desarrollando (3.236) se puede comprobar que la forma de obtener unamedida (por
ejemplo, la media) en un instantet0 del proceso cicloestacionarioX(t) a partir de una
realización del mismox(t) es empleando de los valores{x(t0 + kT0) : k ∈ Z}.

Ergodicidad y caracterización de procesos y señales

El carácter ergódico de un proceso podemos interpretarlo de dos formas distintas: por
una parte, nos permite caracterizar estadísticamente un proceso a partir deuna única reali-
zación del mismo y, por otra, las propiedades temporales de las realizaciones de un proceso
a partir de su caracterización probabilística.

Si un proceso es ergódico en sentido estricto y empleamos un conjunto de funciones
{gΩ,N} que formen una base del espacio de las funciones de distribución de ordenN , apli-
cando (3.217) sobre una realizaciónx(t) (o x[n]) y este conjunto de funciones obtenemos
una expansión de la función de distribución de ordenN . Repitiendo este procedimiento para
cualquier valor deN obtenemos una caracterización unívoca del procesoX(t) (oX[n]).

Si el proceso es ergódico en sentido amplio, el valor medio (Apartado 2.1.2, Página 14)
de una realizaciónx(t) (ox[n]) da como resultado la media del proceso,µX , y la función de

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



144 TEORÍA DE LA PROBABILIDAD Y PROCESOS ESTOCÁSTICOS

ambigüedad temporal, (2.50) (Página 22) o (2.57) (Página 23), de una realización da como
resultado la función de autocorrelación del proceso.

Por otra parte, si un proceso es ergódico, su media coincide con el valor medio de cual-
quiera sus realizaciones, y su función de autocorrelación coincide conla función de ambi-
güedad temporal de cualquiera de sus realizaciones. De especial interés resulta el valor de
la función de autocorrelación en el origen,RX(0) (oRX [0]), o valor cuadrático medio del
proceso, que coincide con la potencia de cualquiera de sus realizaciones

RX(0) = E{|X(t)|2} = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|x(t)|2 dt = P {x(t)} = PX (3.237)

(
RX [0] = E{|X[n]|2} = ĺım

N→∞
1

2N + 1

N∑

n=−N

|x[n]|2 = P {x[n]} = PX

)

Esto implica que cualquier realización de un proceso estacionario ergódicoes una señal de
potencia media no nula (recuerde que|RX(τ)| ≤ RX(0) y |RX [k]| ≤ RX [0]) y, por tanto,
de energía infinita. Nos referiremos, por tanto, al valor de la función de autocorrelación en
el origen indistintamente como valor cuadrático medio o potencia del proceso.

Más adelante analizaremos otras implicaciones cuando tratemos la caracterización de
procesos en el dominio de la frecuencia, en el Apartado 3.3.5.

En lo sucesivo y salvo mención en contra, supondremos que todos los procesos estacio-
narios son ergódicos y todos los procesos cicloestacionarios son cicloergódicos.

3.3.4. Sistemas lineales con entradas estocásticas

SeaX(t) un proceso estocástico en tiempo continuo y sea el proceso estocástico definido
como

Y (t) = X(t) ∗ h(t) (3.238)

de modo que una realización deY (t), y(t), se obtiene presentando una realización deX(t),
x(t), a la entrada de un sistema lineal e invariante de respuesta al impulsoh(t).

En general, la caracterización estadística deY (t) no es sencilla, salvo en casos particu-
lares (como el gausiano), pero sí pueden conocerse algunos estadísticos de primer y segundo
orden.

Por ejemplo, siµX(t) es la media del proceso de entrada, la media del proceso de salida
es

µY (t) = E{Y (t)} = E{h(t) ∗X(t)} (3.239)

Obsérvese que, por la linealidad del operador de convolución,

E{h(t) ∗X(t)} = E

{∫ ∞

−∞
h(τ) ∗X(t− τ)dτ

}
=

∫ ∞

−∞
h(τ) ∗ E{X(t− τ)}dτ

= h(t) ∗ E{X(t)} (3.240)

luego
µY (t) = h(t) ∗ µX(t) (3.241)
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SiX(t) es estacionario,µX(t) = µX , luegoµY (t) también es constante e igual a

µY = µX

∫ ∞

−∞
h(t)dt (3.242)

La correlación cruzada de la entrada y la salida es

RY X(t1, t2) = E{Y (t1)X
∗(t2)} = E

{
X∗(t2)

∫ ∞

−∞
X(τ)h(t1 − τ)dτ

}

=

∫ ∞

−∞
h(t1 − τ)RX(τ, t2)dτ

= h(t1) ∗RX(t1, t2) (3.243)

Por último, la autocorrelación de la salida es

RY (t1, t2) = E{Y (t1)Y
∗(t2)} = E

{
Y (t1)

∫ ∞

−∞
h∗(τ)X∗(t2 − τ)dτ

}

=

∫ ∞

−∞
h∗(τ)RY X(t1, t2 − τ)dτ

= RY X(t1, t2) ∗ h∗(t2) (3.244)

Combinando (3.243) y (3.243), resulta

RY (t1, t2) = h(t1) ∗RX(t1, t2) ∗ h∗(t2) (3.245)

En la ecuación anterior, hay dos operaciones de convolución. Debemosefectuar la pri-
mera sobre la variablet1 y la segunda sobre la variablet2. Las Ecuaciones (3.241) y (3.245)
ponen de manifiesto que tanto la media como la autocorrelación de la salida dependen ex-
clusivamente de la media y la autocorrelación de la entrada, respectivamente, así como de
la respuesta al impulso del sistema.

Procesos cicloestacionarios.Por las propiedades de la convolución, podemos escribir,

RY (t1 + T, t2 + T ) = h(t1) ∗RX(t1 + T, t2 + T ) ∗ h∗(t2) (3.246)

SiX(t) es cicloestacionario con periodoT , se verifica queRX(t1+T, t2+T ) = RX(t1, t2),
luego

RY (t1 + T, t2 + T ) = RY (t1, t2) (3.247)

y, por tanto,Y (t) también es cicloestacionario con el mismo periodo.

Procesos estacionarios. Del mismo modo, siX(t) es estacionario, (3.247) se verifica para
cualquier valor deT y, en consecuencia,Y (t) también es estacionario. En tal caso, podemos
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expresar la autocorrelación como función de una sola variable. Llamandoτ = t1 − t2, la
correlación cruzada de la entrada y la salida es

RY X(t1, t2) = h(t1) ∗RX(t1 − t2)

=

∫ ∞

−∞
h(t1 − t)RX(t− t2)dt

=

∫ ∞

−∞
h(t2 + τ − t)RX(t− t2)dt

=

∫ ∞

−∞
h(τ − t)RX(t)dt

= h(τ) ∗RX(τ) (3.248)

De acuerdo con este resultado,RY X(t1, t2) depende solamente deτ = t1 − t2. Por tanto,
X eY son conjuntamente estacionarios.

Por último, la autocorrelación de la salida es

RY (τ) = RY (t1, t2) = RY X(t1, t2) ∗ h∗(t2)

=

∫ ∞

−∞
h∗(t)RY X(t1 − t2 + t)dt

=

∫ ∞

−∞
h∗(t)

∫ ∞

−∞
h(τ + t− t′)RX(t′)dt′dt

=

∫ ∞

−∞
RX(t′)

∫ ∞

−∞
h∗(t)h(τ + t− t′)dtdt′

= RX(τ) ∗ h(τ) ∗ h∗(−τ)
= RX(τ) ∗ rh(τ) (3.249)

donderh(τ) es la función de ambigüedad temporal deh(t) definida en (2.57).
Todos estos resultados se extienden de modo inmediato al caso discreto: siX[n] es un

proceso estocástico discreto eY [n] = X[n] ∗ h[n], se verifica

µY [n] = h[n] ∗ µX [n] (3.250)

SiX[n] es estacionario,µX [n] = µX , y

µY = µX

∞∑

n=−∞
h[n] (3.251)

Asimismo, de forma general se verifica que

RY X [n1, n2] = h[n1] ∗RX [n1, n2] (3.252)

RY [n1, n2] = h[n1] ∗RX [n1, n2] ∗ h∗[n2] (3.253)
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Si X[n] es cicloestacionario de periodoN , Y [n] también lo es, y con el mismo perio-
do. SiX[n] es estacionario,Y [n] también es estacionario,X[n] eY [n] son conjuntamente
estacionarios y

RY X [k] = h[k] ∗RX [k] (3.254)

RY [k] = RX [k] ∗ rh[k] (3.255)

donderh[n] = h[n] ∗ h∗[−n] es la función de ambigüedad temporal deh[n] (definida en
(2.50)).

Ejemplo 3.25
SeaR[n] un proceso de ruido blanco de varianza unidad. El proceso estacionarioY [n] resultado
de pasarR[n] por un filtro lineal e invariante y causal, dado por la ecuación en diferencias

Y [n] = 0,6 · Y [n− 1] +R[n] (3.256)

es estacionario. Dado que la respuesta al impulso de este sistema esh[n] = 0,6nu[n], la media
del proceso será, de acuerdo con (3.250)

µY [n] = h[n] ∗ µR[n] = 0 (3.257)

y su autocorrelación

RY [k] = RR[k] ∗ rh[k] = h[k] ∗ h[−k] = 0,6|k|

0,64
(3.258)

También pueden extenderse todos los resultados anteriores al análisis deprocesos gene-
rados mediantemodulación de pulsos en amplitudque es la base de las modulaciones de
amplitud que estudiaremos en el Capítulo 5. Denominamos de este modo a aquellos proce-
sos continuosY (t) que se obtienen a partir de un proceso discretoX[n] de entrada mediante
una transformación de la forma5

Y (t) =
∞∑

n=−∞
X[n]h(t− nT ) (3.259)

Por ejemplo, siµX [n] es la media del proceso de entrada, la media del proceso de salida
es

µY (t) = E{Y (t)} =
∞∑

n=−∞
µX [n]h(t− nT ) (3.260)

5Los procesos generados de este modo pueden interpretarse como procesos de salida de sistemas linea-
les e invariantes en el tiempo con entradas discretas: son lineales porque, en virtud de (3.259), siX1[n] y
X2[n] producen las salidasY1(t) y Y2(t), respectivamente, entoncesa1X1[n] + a2X2[n] produce como salida
a1Y1(t) + a2Y2(t); son invariantes en el sentido de queX[n− n0] produce como salidaY (t− n0T ). La señal
h(t) es la respuesta al impulsoδ[n].
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SiX[n] es estacionario,µX(t) = µX y

µY (t) = µX

∞∑

n=−∞
h(t− nT ) (3.261)

por tanto,µY (t) es periódica y de periodoT .
La correlación cruzada de la entrada y la salida es

RY X(t1, n2)
.
= E{Y (t1)X

∗[n2]} = E

{
X∗[n2]

∞∑

k=−∞
X[k]h(t1 − kT )

}

=
∞∑

k=−∞
RX [k, n2]h(t1 − kT ) (3.262)

Por último, la autocorrelación de la salida es

RY (t1, t2) = E{Y (t1)Y
∗(t2)} =

∞∑

n=−∞

∞∑

l=−∞
E {X[n]X∗[l]}h(t1 − nT )h∗(t2 − lT )

=
∞∑

n=−∞

∞∑

l=−∞
RX [n, l]h(t1 − nT )h∗(t2 − lT ) (3.263)

SiX[n] es un proceso estacionario, la autocorrelación deY (t) se puede expresar como

RY (t1, t2) =
∞∑

n=−∞

∞∑

l=−∞
RX [n− l]h(t1 − nT )h∗(t2 − lT ) (3.264)

y se comprueba fácilmente queRY (t1, t2) = RY (t1+T, t2+T ). Como, además, de acuerdo
con (3.261),µY (t) tiene periodoT , podemos concluir queY (t) es un proceso cicloestacio-
nario de periodoT .

3.3.5. Densidad espectral de potencia

En el capítulo anterior hemos visto las ventajas del análisis de Fourier para caracteri-
zar señales y el comportamiento de sistemas lineales e invariantes. Por este motivo, resulta
de interés aplicar el análisis de Fourier a procesos estocásticos. Cómo hacerlo no es algo
inmediato.

Dado que las realizaciones de un proceso estocástico son señales, resulta tentador de-
finir la Transformada de Fourier de un proceso estocásticoX(t) como un nuevo proceso
cuyas realizaciones son las Transformadas de Fourier de las realizaciones deX(t), x(t). Sin
embargo, hay una dificultad insalvable en esta definición: como hemos analizado anterior-
mente, las realizaciones de los procesos estocásticos estacionarios y cicloestacionarios son
señales de potencia media finita y no nula y energía infinita y, por tanto, no poseen Transfor-
mada de Fourier (las condiciones para la existencia de la Transformada deFourier podemos
encontrarlas en la Página 35 y siguientes).

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



3.3 PROCESOS ESTOCÁSTICOS 149

Sin embargo, en general, la Transformada de Fourier de un proceso estocástico truncado
(limitado en el tiempo) sí puede calcularse. SeaX(t) un proceso estocástico de mediaµX(t)
y autocorrelaciónRX(t1, t2). Consideremos el proceso truncadoXT (t) dado por

XT (t) =

{
X(t) si |t| ≤ T
0 si |t| > T

(3.265)

La Transformada de Fourier deXT (t), dada por

XT (jω) =

∫ ∞

−∞
XT (t)e

−jωtdt =

∫ T

−T
X(t)e−jωtdt (3.266)

es, a su vez, un proceso estocástico de media

E{XT (jω)} =
∫ T

−T
µX(t)e−jωtdt (3.267)

y valor cuadrático medio

E{|XT (jω)|2} = E

{∣∣∣∣
∫ T

−T
X(t)e−jωtdt

∣∣∣∣
2
}

(3.268)

Si el proceso es estacionario o cicloestacionario, el valor cuadrático medio crece in-
definidamente conT hasta hacerse infinito, pero podemos evitar este efecto normalizando
(3.268) respecto a la longitud del intervalo de integración,2T .

Si consideramos una realización del procesoXT (t), xT (t), el módulo al cuadrado de su
Transformada de Fourier, de acuerdo con la interpretación del Teorema de Rayleigh, recibe
el nombre de densidad espectral de energía. La Ecuación (3.268) admitela interpretación
de una densidad espectral de energía media y, normalizada por el intervalo de integración,
puede interpretarse como una densidad espectral de potencia media. Estonos lleva a definir
formalmente ladensidad espectral de potenciao dep (“power spectral density”, psd) de un
proceso estocástico como

SX(jω)
.
= ĺım

T→∞
E{|XT (jω)|2}

2T
(3.269)

Obsérvese que, por definición, la dep es siempre real y no negativa: para todoω,

SX(jω) ≥ 0 (3.270)

Asimismo, por las propiedades de la Transformada de Fourier, la dep de unproceso esto-
cástico real es una función par.

Nuestro objetivo ahora es determinar qué relación existe entre la dep tal y como se ha
definido y las medidas que hemos empleado para caracterizar los procesosestocásticos, y
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más concretamente, la relación de la dep con la función de autocorrelación.Desarrollando
la expresión (3.268)

E{|XT (jω)|2} = E

{∫ T

−T
X(t1)e

−jωt1dt1

∫ T

−T
X∗(t2)e

jωt2dt2

}

=

∫ T

−T

∫ T

−T
E{X(t1)X

∗(t2)}e−jω(t1−t2)dt1dt2

=

∫ T

−T

∫ T

−T
RX(t1, t2)e

−jω(t1−t2)dt1dt2 (3.271)

luego

SX(jω) = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ T

−T
RX(t1, t2)e

−jω(t1−t2)dt1dt2 (3.272)

y, haciendo el cambio de variableτ = t1 − t2, resulta

SX(jω) = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ T−t2

−T−t2

RX(t2 + τ, t2)e
−jωτdτdt2 (3.273)

Bajo ciertas restricciones sobre la función de autocorrelación, podemossimplificar esta
expresión hasta llegar a

SX(jω) =

∫ ∞

−∞
RX(τ)e−jωτdτ (3.274)

donde

RX(τ)
.
= ĺım

T→∞
1

2T

∫ T

−T
RX(t+ τ, t)dt (3.275)

resultado que se conoce como Teorema de Wiener-Khinchine, y que se encuentra desarro-
llado en el Apéndice 3.A.

Analizaremos ahora este resultado para los tipos de procesos de mayor interés: cicloes-
tacionarios y estacionarios.

Procesos cicloestacionarios.Si el procesoX(t) es cicloestacionario de periodoT0, la
función de autocorrelaciónRX(t + τ, t) es una función periódica det y, por tanto, el pro-
medio en (3.275) se puede calcular sobre un único periodo,

RX(τ) =
1

T0

∫ T0

0
RX(t+ τ, t)dt (3.276)

Procesos estacionarios. Si el procesoX(t) es estacionario se cumple queRX(t+ τ, t) =
RX(τ) y, por tantoRX(τ) = RX(τ), de modo que

SX(jω) =

∫ ∞

−∞
RX(τ)e−jωτdτ (3.277)
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Por tanto, la densidad espectral de potencia de un proceso estacionarioX(t) es igual a
la Transformada de Fourier de su función de autocorrelación.

De acuerdo con esta definición, nótese que

RX(τ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
SX(jω)ejωτdω (3.278)

de modo que

E{|X(t)|2} = RX(0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
SX(jω)dω (3.279)

Si además el proceso es ergódico, la ecuación anterior indica que la potencia media de
cualquier realización del proceso puede obtenerse mediante integracióndeSX(jω) sobre
todo el rango de frecuencias, lo que también justifica la denominación de “densidad espectral
de potencia” paraSX .

Aún más, la propiedad de ergodicidad nos garantiza que

SX(jω) = ĺım
T→∞

1

2T

∣∣∣∣
∫ T

−T
x(t)e−jωtdt

∣∣∣∣
2

(3.280)

siendox(t) una realización deX(t), y la dep es también una medida de la distribución
de la potencia a diferentes frecuencias de cualquier realización. Tambiénpodemos deducir
que, para las componentes espectrales en las que la dep sea nula, el contenido espectral de
cualquier realización también lo será.

Procesos discretos. Expresiones completamente análogas a las anteriores resultan en el
caso discreto: seaX[n] un proceso estocástico de autocorrelaciónRX [n1, n2], y sea el pro-
ceso truncadoXN [n] dado por

XN [n] =

{
X[n] si |n| ≤ N
0 si |n| > N

(3.281)

Se define la densidad espectral de potencia deX[n] como

SX(ejω)
.
= ĺım

N→∞
1

2N + 1
E{|XN (ejω)|2} (3.282)

dondeXN (ejω) es la Transformada de Fourier deXN [n]. Siguiendo el mismo procedimien-
to que en el caso continuo, se puede llegar a la expresión alternativa

SX(ejω) =

∞∑

k=−∞
RX [k]e−jωk (3.283)

siendo

RX [k] = ĺım
N→∞

1

2N + 1

N∑

n=−N

RX [n+ k, n] (3.284)
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que, para procesos cicloestacionarios de periodoN0 se reduce a

RX [k] =
1

N0

N0−1∑

n=0

RX [n+ k, n] (3.285)

y, para procesos estacionarios,
RX [k] = RX [k] (3.286)

Procesos blancos. SiX(t) (oX[n]) es un proceso estacionario blanco de autocorrelación
RX(τ) = ηδ(τ) (oRX [k] = ηδ[k]), su densidad espectral de potencia es constante a todas
las frecuencias.

SX(jω) = η (3.287)

( SX(ejω) = η ) (3.288)

Densidad espectral de potencia a la salida de sistemas lineales

Resulta interesante analizar la densidad espectral de potencia de procesos estocásticos
que pasan a través de filtros lineales. Si retomamos la expresión para la autocorrelación de
salida obtenida en (3.245), podemos escribir

RY (t1, t2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(τ1)h

∗(τ2)RX(t1 − τ1, t2 − τ2)dτ1dτ2 (3.289)

La autocorrelación promedio es

RY (τ) = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
RY (t+ τ, t)dt

= ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(τ1)h

∗(τ2)RX(t+ τ − τ1, t− τ2)dτ1dτ2dt

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(τ1)h

∗(τ2) ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
RX(t+ τ − τ1, t− τ2)dtdτ1dτ2

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(τ1)h

∗(τ2)RX(τ + τ2 − τ1)dτ1dτ2

= RX(τ) ∗ h(τ) ∗ h∗(−τ) (3.290)

Y aplicando la propiedad de convolución a (3.290), obtenemos

SY (jω) = SX(jω)|H(jω)|2 (3.291)

De modo análogo, siY [n] es el proceso discreto de salida cuando otro proceso discreto
X[n] pasa a través de un sistema lineal e invariante en el tiempo de respuesta al impulso
h[n], la densidad espectral de potencia deY [n] se puede expresar como

SY (e
jω) = SX(ejω)|H(ejω)|2 (3.292)
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Por último, siY (t) es un proceso generado modulando pulsos en amplitud mediante
X[n], dado por (3.259), la dep deY (t) se puede relacionar con la deX[n]. Para ello, calcu-
laremos en primer lugar

RY (τ) = ĺım
T ′→∞

1

2T ′

∫ T ′

−T ′
RY (t+ τ, t)dt (3.293)

SustituyendoRY por la expresión obtenida en (3.263), y considerando solamente los
valores deT ′ múltiplos deT , podemos escribir

RY (τ) = ĺım
N→∞

1

2NT

∫ NT

−NT

∞∑

k=−∞

∞∑

l=−∞
RX [k, l]h(t+ τ − kT )h∗(t− lT )dt

(3.294)

Descomponiendo la integral en suma de integrales por tramos de longitudT , obtenemos

RY (τ) = ĺım
N→∞

1

2NT

N−1∑

m=−N

∫ (m+1)T

mT

∞∑

k=−∞

∞∑

l=−∞
RX [k, l]h(t+ τ − kT )h∗(t− lT )dt

= ĺım
N→∞

1

2NT

N−1∑

m=−N

∞∑

k=−∞

∞∑

l=−∞
RX [k, l]

∫ T

0
h(t+ τ + (m− k)T )×

×h∗(t+ (m− l)T )dt

=
1

T

∞∑

k=−∞

∞∑

l=−∞

∫ T

0
h(t+ τ + kT )h∗(t+ lT )dt×

× ĺım
N→∞

1

2N

N−1∑

m=−N

RX [m− k,m− l]

=
1

T

∞∑

k=−∞

∞∑

l=−∞
RX [l − k]

∫ T

0
h(t+ τ + kT )h∗(t+ lT )dt

=
1

T

∞∑

m=−∞
RX [m]

∞∑

l=−∞

∫ T

0
h(t+ τ + (l −m)T )h∗(t+ lT )dt

=
1

T

∞∑

m=−∞
RX [m]

∫ ∞

−∞
h(t+ τ −mT )h∗(t)dt

=
1

T

∞∑

m=−∞
RX [m]rh(τ −mT ) (3.295)

siendorh(t) = h(t) ∗h∗(−t) la función de ambigüedad temporal deh(t). Esta expresión se
reduce a

RY (τ) =
1

T

∞∑

m=−∞
RX [m]rh(τ −mT ) (3.296)
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cuandoX[n] es estacionario.
La densidad espectral de potencia es la Transformada de Fourier de (3.295), de donde

SY (jω) =
1

T

∞∑

m=−∞
RX [m]|H(jω)|2e−jωmT

=
1

T
SX(ejωT )|H(jω)|2 (3.297)

Muestreo de procesos estacionarios

SeaX(t) un proceso estacionario con función de autocorrelaciónRX(τ), y definamos
el proceso discretoY [n]

.
= X(nT ), resultante de muestrearX(t) con periodoT , y con fun-

ción de autocorrelaciónRY [n1, n2]. Entonces,RY [n1 + k, n1] = RX(n1T + kT, n1T ) =
RX(kT ) = RY [k], para cualquier enterok. Como consecuencia, el procesoY [n] es esta-
cionario y su función de autocorrelación es el resultado de muestrear la correspondiente a
X(t) con periodoT . Por tanto, las transformadas de ambas funciones de autocorrelación
están relacionadas a través de (2.237) que para el presente caso resulta en

SY (e
jω) =

1

T

∞∑

k=−∞
SX

(
j
ω

T
− j 2πk

T

)
(3.298)

3.3.6. Procesos gausianos, señal y ruido

Como se ha mencionado anteriormente, la caracterización de un proceso a partir de
su media y su función de autocorrelación no es completa, y podemos encontrar procesos
que posean funciones de distribución distintas y cuyas media y función de autocorrelación
sean idénticas. Se argumentó también que la caracterización completa de procesos es poco
práctica por lo engorroso de la manipulación de las funciones de distribución de cualquier
orden. Sin embargo, existe una familia de procesos cuya caracterizacióncompleta es sencilla
y que, además, aparece frecuentemente debido al teorema central del límite: los procesos
gausianos.

Diremos que un procesoX(t) (X[n]) real6 es gausiano si, para cualquier valor deN
y cualquier conjunto arbitrario deN instantes temporales{t0, . . . tN−1} ({n0, . . . , nN−1}),
la función de densidad de probabilidad de ordenN ,

fX(t0),...,X(tN−1)(x0, . . . , xN−1)

( fX[n0],...,X[nN−1](x0, . . . , xN−1) )

es gausiana.
Los procesos gausianos poseen, entre otras, las siguientes propiedades:

6En el apartado siguiente consideraremos extensamente los procesos gausianos complejos.
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P 1. La caracterización completa del proceso puede obtenerse a partir de su media y su
función de autocorrelación. Esta propiedad es consecuencia de la definición unívoca
de una variable aleatoria gausiana mediante su media y varianza.

P 2. Si un proceso gausiano es estacionario en sentido amplio, también lo es en sentido
estricto. La razón es la misma que la de la propiedad anterior7.

P 3. La salida de un sistema lineal e invariante, cuando la entrada es otro proceso gausiano,
es también un proceso gausiano. Esta propiedad es consecuencia de que cualquier com-
binación lineal de variables aleatorias gausianas es otra variable aleatoriagausiana.

P 4. Si un proceso gausiano posee media nula, es ergódico si cumple (3.227) (o (3.224)).

Podemos definir además los procesos conjuntamente gausianos: dos procesos gausia-
nosX(t) e Y (t) (X[n] e Y [n]) son conjuntamente gausianos si para cualesquiera valores
deN y M y cualesquiera conjuntos arbitrarios de instantes temporales{t0, . . . , tN−1} y
{τ0, . . . τM−1} ({n0, . . . , nN−1} y {k0, . . . kM−1}), la función de densidad de probabilidad
de ordenN +M

fX(t0),...,X(tN−1),Y (τ0),...,Y (τM−1)(x0, . . . , xN−1, y0, . . . , yM−1)

( fX[n0],...,X[nN−1],Y [k0],...,Y [kM−1](x0, . . . , xN−1, y0, . . . , yM−1) )

es gausiana.
En procesos conjuntamente gausianos incorrelación e independencia estadística son pro-

piedades equivalentes, puesto que las funciones de densidad de probabilidad conjuntas son
gausianas multidimensionales.

Ruido gausiano y blanco

Por ruido entendemos toda perturbación de carácter aleatorio sobre unaseñal o proceso
que resulta de interés. En un procedimiento de medida el ruido es el conjuntode perturba-
ciones y errores de medida que nos impiden conoceer de forma exacta la señal de interés,
que es la magnitud que deseamos conocer. En un sistema de comunicaciones laseñal que
deseamos conocer en el receptor es el mensaje que fue transmitido y el ruido es el conjunto
de perturbaciones se suman a la señal en su paso por el canal.

Uno de los tipos de ruido más importante es el denominadoruido térmico, que está pre-
sente en todo circuito eléctrico o electrónico y afecta a la señal de interés deforma aditiva.
Este ruido está provocado por el movimiento desordenado de los electrones en un conduc-
tor y posee una dep aproximadamente plana para las frecuencias habituales en sistemas de
comunicaciones.

Un buen modelo para el ruido térmico son los procesos gausianos blancos. Gausiano
porque el ruido térmico es la contribución de muchas perturbaciones del mismo tipo (la
corriente generada por el movimiento de cada electrón) y resulta de aplicación el teorema

7Esta propiedad no se cumple para procesos gausianos complejos, como veremos en el siguiente apartado.
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central del límite, y blanco por poseer una dep aproximadamente plana. Adicionalmente,
se supone también su ergodicidad. El valor de la dep suele denotarse comoN0/2 y sus
unidades son W/Hz, como veremos más adelante. Así, queda definido mediante

SX(jω) =
N0

2
(3.299)

y su función de autocorrelación es

RX(τ) =
N0

2
δ(τ) (3.300)

lo que indica que su potencia es infinita. No obstante, al atravesar cualquier sistema de banda
limitada su potencia se torna finita (aunque, naturalmente, pierde el carácterde blanco).

Cuando a la entrada de un sistema lineal e invariante de función de transferenciaH(jω)
tenemos ruido gausiano y blanco, la dep a la salida es

SY (jω) =
N0

2
|H(jω)|2 (3.301)

y la potencia de ruido a la salida se obtiene integrandoSY (jω). Si el sistema es un filtro
(paso bajo o paso banda) ideal de ancho de bandaW , la potencia de ruido a la salida es

RY (0) = σ2Y =
1

2π

N0

2
2W =

N0W

2π
(3.302)

que es igual aσ2Y = N0W
′ si expresamos el ancho de banda en Hz,W ′ = W/2π, y donde

verificamos que las dimensiones deN0/2 son W/Hz.

Relación señal a ruido

Comúnmente, el ruido distorsiona la señal de forma aditiva:

Y (t) = X(t) +N(t) (3.303)

dondeX(t) es el proceso o señal de interés,Y (t) es la observación de que disponemos y
N(t) es la componente de ruido, que se supone independiente deX(t) y de media nula. Por
simplicidad supondremos que todos los procesos son estacionarios y ergódicos.

La función de autocorrelación deY (t) es

RY (τ) = E{((X(t) +N(t))(X(t) +N(t))∗} (3.304)

= RX(τ) +RN (τ) + 2Re{RXN (τ)} = RX(τ) +RN (τ) (3.305)

que. evaluada paraτ = 0, es

RY (0) = σ2Y = RX(0) +RN (0) = σ2X + σ2N (3.306)

lo que nos dice que la potencia deY (t) es la suma de las potencias de la señal y del ruido.
Una medida de la calidad de la observaciónY (t) es el cociente entre estas últimas. Esta

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



3.3 PROCESOS ESTOCÁSTICOS 157

medida se conoce como relación señal a ruido (“Signal to Noise Ratio”, SNR), y puede
expresarse en unidades naturales

SNR=
σ2X
σ2N

(3.307)

o en unidades logarítmicas como10 log10 SNR cuya unidad de medida es el decibelio o dB.
La definición de relación señal a ruido para procesos en tiempo discreto es totalmente

análoga.

3.3.7. Procesos gausianos complejos

Una de las mayores dificultades que encontraremos a la hora de analizar rigurosamente
el efecto del ruido gausiano o calcular el espectro de potencia de la señal transmitida en sis-
temas de comunicaciones paso banda es la existencia de procesos estocásticos complejos.
En este apartado introducimos algunos conceptos de utilidad y demostramos algunas propie-
dades interesantes que serán útiles en capítulos posteriores, por ejemplo, para caracterizar
estadísticamente el ruido en los receptores digitales.

A lo largo de este apartado consideraremos únicamente procesos complejosde media
cero (la extensión a procesos de media no nula es inmediata). También emplearemos la
notación siguiente: siZ(t) es un proceso complejo, entoncesZr(t) y Zi(t) denotarán sus
partes real e imaginaria respectivamente, de modo queZ(t) = Zr(t) + jZi(t).

Diremos que un proceso complejoZ(t) es gausiano siZr(t) y Zi(t) son procesos con-
juntamente gausianos. Mientras para que un proceso gausiano real seaestacionario en sen-
tido estricto basta con que lo sea en sentido amplio, para procesos gausianos complejos la
estacionariedad en sentido estricto no se deduce de la estacionariedad ensentido amplio.

Por definición, para queZ(t) de media cero sea estacionario en sentido amplio basta
con que

RZ(t+ τ, t) = E{Z(t+ τ)Z∗(τ)} = RZ(τ) (3.308)

dondeRZ(τ) es la función de autocorrelación deZ(t). Para queZ(t) sea estacionario en
sentido estricto hace falta quetodossus estadísticos de segundo orden sean invariantes en el
tiempo. Esto equivale a decir queZr(t) y Zi(t) sean conjuntamente estacionarios en sentido
amplio, para lo cual debe cumplirse que

RZr(t+ τ, t) = E{Zr(t+ τ)Zr(t)} = RZr(τ) (3.309)

RZi(t+ τ, t) = E{Zi(t+ τ)Zi(t)} = RZi(τ) (3.310)

RZr,Zi(t+ τ, t) = E{Zr(t+ τ)Zi(t)} = RZr,Zi(τ) = RZi,Zr(−τ) (3.311)

Las Condiciones (3.309)-(3.311) son suficientes para que se verifique (3.308), pero no a
la inversa. Sin embargo, definiendo lafunción de autocorrelación complementaria

QZ(t+ τ, t)
.
= E{Z(t+ τ)Z(τ)} (3.312)
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es fácil deducir las relaciones

RZ(t+ τ, t) = RZr(t+ τ, t) +RZi(t+ τ, t)− jRZr,Zi(t+ τ, t) + jRZi,Zr(t+ τ, t)

QZ(t+ τ, t) = RZr(t+ τ, t)−RZi(t+ τ, t) + jRZr,Zi(t+ τ, t) + jRZi,Zr(t+ τ, t)

(3.313)

y, a partir de estas, las siguientes:

RZr(t+ τ, t) =
1

2
Re{RZ(t+ τ, t) +QZ(t+ τ, t)} (3.314)

RZi(t+ τ, t) =
1

2
Re{RZ(t+ τ, t)−QZ(t+ τ, t)} (3.315)

RZr,Zi(t+ τ, t) =
1

2
Im{RZ(t+ τ, t) +QZ(t+ τ, t)} (3.316)

RZi,Zr(t+ τ, t) =
1

2
Im{−RZ(t+ τ, t) +QZ(t+ τ, t)} (3.317)

Por tanto, es posible expresarRZr,RZi,RZr,Zi y RZi,Zr como funciones deRZ y QZ ,
y viceversa. Si las primeras no dependen det, tampoco lo harán las segundas, y viceversa.
En consecuencia, las condiciones,

RZ(t+ τ, t) = RZ(τ) (3.318)

QZ(t+ τ, t) = QZ(τ) (3.319)

son necesarias y suficientes para queZ(t) sea estrictamente estacionario.
De modo análogo, se deduce que, dado un valorT , las condiciones

RZ(t+ τ, t) = RZ(t+ T + τ, t+ T ) (3.320)

QZ(t+ τ, t) = QZ(t+ T + τ, t+ T ) (3.321)

son necesarias y suficientes para queZ(t) sea estrictamente cicloestacionario.

Simetría circular

En lo sucesivo, resultará de interés el análisis de procesos cuya función complementaria
es nula, es decir

QZ(t+ τ, t) = 0 (3.322)

Un proceso gausiano complejo que cumple la Condición (3.322) se dice que es circular-
mente simétrico. La simetría circular es, obviamente, una condición suficiente para que un
proceso estacionario gausiano en sentido amplio lo sea también en sentido estricto.

Haciendo uso de las relaciones (3.313), se obtiene que la Condición (3.322) es equiva-
lente a

RZr(t+ τ, t) = RZi(t+ τ, t) (3.323)

RZr,Zi(t+ τ, t) = −RZi,Zr(t+ τ, t) (3.324)
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Asimismo, la función de autocorrelación se simplifica a

RZ(t+ τ, t) = 2RZr(t+ τ, t)− 2jRZr,Zi(t+ τ, t) (3.325)

Ejemplo 3.26
SeaZ(t) un proceso gausiano estacionario con partes real e imaginaria incorrelacionadas, siendo
RZr(τ) = RZi(τ) = ηδ(τ). En virtud de las relaciones (3.313), se deduce que

RZ(t+ τ, t) = 2ηδ(τ) (3.326)

QZ(t+ τ, t) = 0 (3.327)

Por tanto,Z(t) es circularmente simétrico.

Dado un proceso gausiano circularmente simétricoZ(t) = Zr(t) + jZi(t), es inme-
diato deducir a partir de la Condición (3.323) que las varianzas (autocorrelación enτ = 0)
deZr(t) y Zi(t) son idénticas. Además, teniendo en cuenta queRZ(t, t) = E{|Z(t)|2}
tiene que ser necesariamente real, a partir de (3.324) podemos deducir queRZr,Zi(t, t) =
−RZi,Zr(t, t) = 0, lo que demuestra queZr(t) y Zi(t) están incorrelacionados para cual-
quier instante de tiempo (y, por tanto, son independientes, por ser gausianos). Esto implica
que las curvas de nivel de la función de densidad de probabilidad conjuntafZr(t),Zi(t)(zr, zi)
son circulares, y de ahí la denominaciónsimetría circular.

Observemos, no obstante, que la incorrelación deZr(t) y Zi(t) no implica queZr(t1)
y Zi(t2) cont1 6= t2 estén incorrelacionados. Para que eso sucedaRZ(t1, t2) ha de ser real
(algo que se da, por ejemplo, cuandoZ(t) es blanco).

En los apartados siguientes analizaremos la (ciclo)estacionariedad de un proceso com-
plejo obtenido mediante transformación de otro proceso gausiano (ciclo)estacionario. Para
ello, prestaremos atención al comportamiento de las funciones de autocorrelación y la fun-
ción complementaria.

Filtrado complejo lineal e invariante de un proceso complejo

SeaZ(t) un proceso complejo obtenido al filtrar con un filtroh(t) (posiblemente com-
plejo) otro proceso complejoX(t), de tal modo que

Z(t) = X(t) ∗ h(t) (3.328)

Observamos que, siX(t) es gausiano, entoncesZ(t) se obtiene a partir de combinacio-
nes lineales de variables gausianas, y por tanto es un proceso gausiano.

Por otra parte, en el Apartado 3.3.4 ya vimos que, de acuerdo con (3.245) la autocorre-
lación de la salida del filtro puede expresarse como

RZ(t1, t2) = h(t1) ∗RX(t1, t2) ∗ h∗(t2) (3.329)

Siguiendo un procedimiento completamente análogo al del Apartado 3.3.4 se puede encon-
trar una expresión equivalente paraQZ ,

QZ(t1, t2) = h(t1) ∗QX(t1, t2) ∗ h(t2) (3.330)
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Como consecuencia directa de las expresiones (3.329) y (3.330), se deducen las siguien-
tes propiedades:

SiX(t) es (ciclo)estacionario en sentido amplio,Z(t) también lo es.

SiX(t) es (ciclo)estacionario en sentido estricto,Z(t) también lo es.

SiX(t) es circularmente simétrico,Z(t) también lo es.

SiX(t) es estrictamente estacionario, entonces se pueden deducir las relaciones

RZ(τ) = RX(τ) ∗ h(τ) ∗ h∗(−τ) (3.331)

QZ(τ) = QX(τ) ∗ h(τ) ∗ h(−τ) (3.332)

(la primera, por aplicación directa de (3.249); la segunda se obtiene siguiendo un procedi-
miento completamente análogo al que condujo a esta) y, aplicando Transformadas de Fourier

SZ(jω) = SX(jω)|H(jω)|2 (3.333)

TZ(jω) = TX(jω)H(jω)H(−jω) (3.334)

dondeTX y TZ son las Transformadas de Fourier deQX y QZ , respectivamente.
Observe que, en virtud de (3.334), la simetría circular deX(t) es la única que garantiza

queZ(t) es circularmente simétrico para cualquier filtroh(t). No obstante, aunqueX(t) no
sea circularmente simétrico,Z(t) puede serlo, dependiendo de la forma del filtro.

Supongamos, por ejemplo, queX(t) es real. En tal caso,QX(τ) = RX(τ) y la con-
dición necesaria y suficiente para queZ(t) sea circularmente simétrico se puede escribir
como

SX(jω)H(jω)H(−jω) = 0 (3.335)

Ejemplo 3.27
SiSX(jω) no es nulo a ninguna frecuencia (por ejemplo, siX(t) es un proceso blanco) y el filtro
h(t) es real,H(jω) tiene simetría par, por lo que la condición (3.335) no se cumplirá y el proceso
Z(t) no será circularmente simétrico (en este casoZ(t) sería real). Lo mismo puede decirse si
h(t) es puramente imaginario.

Si el filtro h(t) es de la forma:

h(t) = hB(t)e
jωct (3.336)

dondehB(t) es un filtro paso bajo (en general complejo), entonces si el procesoX(t) es blanco,
puede verse que el procesoZ(t) será circularmente simétricosólo siel ancho de banda del filtro
hB(t) es menor queωc (véase Figura 3.12). Esta condición se suele verificar en la práctica; aquí
hemos demostrado que además es necesaria para que el procesoZ(t) sea circularmente simétrico.
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Figura 3.12.La figura representa los filtrosH(jω) y H(−jω) para el caso en el queωc es
mayor que el ancho de banda del filtroHB(jω). El producto de ambas es nulo a todas las
frecuencias

Procesos gausianos complejos en tiempo discreto

Aunque nos hemos centrado en el análisis de procesos en tiempo continuo,la discusión
de los apartados anteriores es extensiblemutatis mutandisa procesos en tiempo discreto. En
particular, dado un procesoZ[k], se dice que es circularmente simétrico si

E{Z[k +m]Z[k]} = 0, para todom, k. (3.337)

Si Z[k] procede del muestreo periódico de un proceso gausiano complejo circularmente
simétrico será también un proceso circularmente simétrico.

3.3.8. Modulación de procesos continuos

En este apartado consideramos la modulación de procesos continuos mediante exponen-
ciales complejas o sinusoides. Como comprobaremos en el Capítulo 5, este análisis será de
enorme utilidad para determinar el espectro de potencia de señales paso banda.

Modulación compleja de procesos gausianos complejos

Sean dos procesos gausianos complejosZ(t) yX(t), relacionados de la siguiente forma:

Z(t) = X(t)ejωct (3.338)

para una frecuenciaωc genérica (no nula). De nuevoZr(t) y Zi(t) denotan respectivamente
las partes real e imaginaria deZ(t), con definiciones similares paraX(t). Observe que, dado
queZ(t) resulta de multiplicar un proceso gausiano por una función determinista, se deduce
la propiedad
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P 1. SiX(t) es gausiano,Z(t) también lo es.

Supongamos que el procesoX(t) es estacionario en sentido estricto. Aunque pueda resultar
sorprendente a primera vista, en general el procesoZ(t) no será estacionario en sentido
estricto, como demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.28
SeaX(t) un proceso real blanco y gausiano, con función de autocorrelaciónRX(τ) = ηδ(τ).

De (3.338) se deduce que

Zr(t) = X(t) cos(ωct); Zi(t) = X(t) sen(ωct) (3.339)

de modo que, calculando las autocorrelaciones de las partesreal e imaginaria tenemos

RZr(t+ τ, t) = E{Zr(t+ τ)Zr(t)} = η cos2(ωct)δ(τ) (3.340)

RZi(t+ τ, t) = E{Zi(t+ τ)Zi(t)} = η sen2(ωct)δ(τ) (3.341)

y es inmediato ver que tanto (3.340) como (3.341) dependen det, por lo que los procesosZr(t) y
Zi(t) no son estacionarios y, por tanto,Z(t) no es estacionario en sentido estricto. Sin embargo,
como puede comprobar el lector, el procesoZ(t) sí es estacionario en sentido amplio.

A la vista del ejemplo anterior, podemos formularnos la siguiente pregunta:¿qué condi-
ciones debe cumplirX(t) para queZr(t) y Zi(t) sean conjuntamente (ciclo)estacionarios?
Para resolverla, analizaremos las funciones de correlación y complementaria deZ(t) que,
de acuerdo con (3.338) podemos expresar como

RZ(t+ τ, t) = RX(t+ τ, t)ejωcτ (3.342)

QZ(t+ τ, t) = QX(t+ τ, t)ejωc(2t+τ) (3.343)

Cicloestacionariedad. Si X(t) es estrictamente cicloestacionario, tantoRX comoQX

son funciones periódicas (respecto a la variablet) con periodoT . Por tanto, en virtud de
(3.342),RZ también es periódica. Sin embargo, para queQZ sea periódica es necesario que
el término exponencial en (3.343) sea periódico con periodo múltiplo deT , es decir, que
ωcT/π sea un número entero. Se concluye, por tanto, la propiedad

P 2. SiX(t) es un proceso gausiano estrictamente cicloestacionario y de periodoT , la
condiciónk = wcT/π, siendok un número entero, es suficiente para la cicloestacio-
nariedad estricta deZ(t) con periodokT .

Podemos obtener una condición más sencilla observando que, siX(t) es circularmente
simétrico, entoncesQZ también es nulo y, por tanto, periódico de cualquier periodo, pu-
diendo concluirse la siguiente

P 3. SiX(t) es un proceso gausiano circularmente simétrico estrictamente cicloestacionario
y de periodoT , Z(t) también lo es.
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Estacionariedad. En virtud de (3.342), siX(t) es estacionario en sentido amplio,Z(t)
también lo es. Asimismo, siX(t) es estrictamente estacionario, podemos escribir

RZ(t+ τ, t) = RX(τ)ejωcτ (3.344)

QZ(t+ τ, t) = QX(τ)ejωc(2t+τ) (3.345)

Se observa que la dependencia det se mantiene en la segunda ecuación, razón por la
cual, en general,Z(t) no es estrictamente estacionario, aunqueX(t) lo sea. En consecuen-
cia, la simetría circular deX(t) es condición necesaria y suficiente para queZ(t) sea estric-
tamente estacionario.

P 4. SiX(t) es un proceso gausiano estacionario en sentido estricto, para queZ(t) sea es-
trictamente estacionario es condición necesaria y suficiente queX(t) sea circularmente
simétrico.

Densidad espectral de potencia. Dado que la hipótesis de (ciclo)estacionariedad no es
en general aplicable aZ(t), aunqueX(t) lo sea, calcularemos el espectro de potencia em-
pleando (3.274), calculando en primer lugar el promedio de la autocorrelación

RZ(τ) = ĺım
T ′→∞

1

2T ′

∫ T ′

−T ′
RX(t+ τ, t)ejωcτdt = RX(τ)ejωcτ (3.346)

y, en segundo lugar, calculando la Transformada de Fourier, resultando

SZ(jω) = SX(jω − jωc) (3.347)

Proyección real de procesos cicloestacionarios modulados

Consideremos ahora el proceso estocásticoZr(t) dado por

Zr(t) = Re{Z(t)} (3.348)

siendo

Z(t) = X(t)ejωct (3.349)

dondeX(t) es un proceso complejo (no necesariamente gausiano), estrictamente cicloesta-
cionario y de periodoT .

Densidad espectral de potencia. Para calcular la densidad espectral de potencia, partire-
mos de (3.314), aplicando (3.342) y (3.343), de modo que

RZr(t+ τ, t) =
1

2
Re{RZ(t+ τ, t) +QZ(t+ τ, t)} (3.350)

=
1

2
Re{RX(t+ τ, t)ejωcτ +QX(t+ τ, t)ejωc(2t+τ)} (3.351)
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Por tanto

RZr(τ) = ĺım
T ′→∞

1

2T ′

∫ T ′

−T ′
RZr(t+ τ, t)dt

=
1

2
Re{RX(τ)ejωcτ}+

+
1

2
Re
{
ejωcτ ĺım

T ′→∞
1

2T ′

∫ T ′

−T ′
QX(t+ τ, t)e2jωctdt

}
(3.352)

Se observa que el primer término de la suma no plantea ningún problema; el últimomerece
algo más de atención. En concreto, recordando que, para un procesoX(t) estrictamente
cicloestacionario con periodoT , su función complementaria es periódica (QX(t + τ, t) =
QX(t+ T + τ, t+ T ) y, por tanto se puede expandir en serie de Fourier en la forma

QX(t+ τ, t) =
∑

k

QX(k, τ)ej
2πkt
T (3.353)

dondeQX(k, τ) es elk-ésimo coeficiente de la serie, podemos escribir,

RZr(τ) =
1

2
Re{RX(τ)ejωcτ}+

+
1

2
Re
{
ejωcτ

∑

k

QX(k, τ) ĺım
T ′→∞

1

2T ′

∫ T ′

−T ′
ej

2πkt
T

+2jωctdt

}
(3.354)

Teniendo en cuenta la relación

ĺım
T ′→∞

1

2T ′

∫ T ′

−T ′
ejαtdt = δ(α) (3.355)

resulta8

RZr(τ) =
1

2
Re{RX(τ)ejωcτ}+ 1

2
Re
{
ejωcτ

∑

k

QX(k, τ)δ

(
2πk

T
+ 2ωc

)}
(3.356)

Aplicando la Transformada de Fourier con respecto a la variableτ y llamandoTX(k, ω)
a la Transformada de Fourier deQX(k, τ) resulta, finalmente,

SZr(jω) =
1

4
SX(jω − jωc) +

1

4
S∗
X(−jω − jωc) + (3.357)

+
1

4

∑

k

(TX(k, jω − jωc) + T ∗
X(k,−jω − jωc)) δ

(
2πk

T
+ 2ωc

)

8La funciónδ(·) en (3.355) es una extensión de la delta de Kronecker para argumentosreales, no necesa-
riamente enteros, pero debe distinguirse de la delta de Dirac en el sentido en que, a diferencia de esta, toma
valor finito en el origen. No obstante, si hubiésemos elegido una representación deQX(t + τ, t) en (3.353) en
términos de su Transformada de Fourier con respecto a la variablet, veríamos que las sumas enk se transfor-
marían en integrales sobre un periodoT y que las deltas serían de Dirac. Por esta razón, y sin menoscabo de
estas puntualizaciones, mantenemos la notaciónδ(·).
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Está claro ahora que si2ωc no es múltiplo entero de2π/T entonces los dos últimos
términos en (3.358) son cero. Por el contrario, cuando2ωc es múltiplo entero de2π/T , es
decir,2ωc = 2πk0/T , para un número enterok0, llegamos a

SZr(jω) =
1

4
{SX(jω − jωc) + S∗

X(−jω − jωc)}

+
1

4
{TX(k0, jω − jωc) + T ∗

X(−k0,−jω − jωc)} (3.358)

La funciónTX(k0, jω) puede expresarse en forma integral como

TX(k0, jω) =

∫ ∞

−∞
QX(k0, τ)e

−jωτdτ

=
1

T

∫ ∞

−∞

∫ T

0
QX(t+ τ, t)e−jk0

2πt
T dt e−jωτdτ (3.359)

Muchos libros de texto de comunicaciones digitales omiten los dos últimos términos en
(3.358) sin mayores justificaciones. Destaquemos, en todo caso, que si no existe ningúnk0
entero que cumpla que2ωc = 2πk0/T , entonces la densidad espectral de potencia se reduce
a

SZr(jω) =
1

4
{SX(jω − jωc) + S∗

X(−jω − jωc)} (3.360)

Hay asimismo otros casos de interés que también conducen a (3.360):

1. Simetría circular. SiX(t) es un proceso gausiano circularmente simétrico, la función
complementariaQX(t + τ, t) es, por definición, nula y, por tanto, los dos últimos
sumandos en (3.358) también lo son.

2. Estacionariedad. SiX(t) es un proceso estacionario, la Ecuación (3.359) se reduce a

TX(k0, jω) =
1

2πT

∫ T

0
e−jk0

2π
T

tdt

∫ ∞

−∞
QX(τ)ejωτdτ = 0 (3.361)

3. Procesos de banda estrecha. SiZ(t) es un proceso de banda estrecha, (ωc ≫ 2π/T ),
entoncesk0 ≫ 0 y, por tanto,TX(k0, jω) es la Transformada de Fourier de uno de los
coeficientes de alta frecuencia deQX(t + τ, t), que tienden a cero cuandok0 tiende
a infinito. Por tanto, paraωc suficientemente grande,TX(k0, jω − jωc) en (3.359) es
despreciable y (3.360) válida.

4. Procesos generados modulando pulsos en amplitud. Para procesos generados de la
forma

X(t) =
∞∑

n=−∞
Y [n]h(t− nT ) (3.362)
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siendoY [n] un proceso estacionario complejo de media cero, yh(t) un filtro posible-
mente complejo.

En virtud de la relación (3.296) entre los procesos discreto y continuo involucrados
en (3.362), podemos comprobar que la condición

E{Y [k + i]Y [k]} = 0, para todok, i (3.363)

implica que la función complementariaQX(t+ τ, t) es idénticamente nula eY [n] es
circularmente simétrico, por lo que si se satisface (3.363), (3.360) es válida.

Cicloestacionariedad. En general, como ya hemos visto, la cicloestacionariedad estricta
deX(t) no implica la cicloestacionariedad estricta deZ(t). Para procesosX(t) gausia-
nos circularmente simétricos, la Propiedad 3 (Página 162) garantiza la cicloestacionariedad
estricta deZ(t) y, por tanto, la de su parte realZr(t).

Obsérvese que la simetría circular deX(t) es condición suficiente para la cicloesta-
cionariedad deZr(t), pero no necesaria: la Propiedad 2 muestra que siωc = πk/T , para
cualquier número enterok, el procesoZ(t) será estrictamente cicloestacionario, caracterís-
tica que heredaráZr(t).

Modulación real de procesos cicloestacionarios

En capítulos posteriores será también de utilidad el análisis de procesos deltipo

Zr(t) = X(t) cos(ωct) (3.364)

siendoX(t) un proceso cicloestacionario real de periodoT . Para calcular su densidad espec-
tral de potencia podemos observar que este puede considerarse un caso particular de (3.348)
y (3.349) conX(t) real y, por tanto, tomaremos las expresiones del apartado anterior como
referencia.

Es conveniente recordar que siX(t) es real, entoncesQX(t + τ, t) = RX(t + τ, t) y,
por tanto, tambiénTX(jω) = SX(jω), de modo que el espectro de potencia es, adaptando
la Ecuación (3.358),

SZr(jω) =
1

4
{SX(jω − jωc) + S∗

X(−jω − jωc)}

+
1

4
{SX(k0, jω − jωc) + S∗

X(−k0, jω + jωc)} (3.365)

siendoSX(k, jω) la Transformada de Fourier deRX(k, τ) = QX(k, τ).

SX(k0, jω) =

∫ ∞

−∞
RX(k, τ)e−jωτdτ =

=
1

T

∫ ∞

−∞

∫ T

0
RX(t+ τ, t)e−jk0

2πt
T dt e−jωτdτ (3.366)

De nuevo, los dos últimos sumandos en (3.358) se anulan en los mismos supuestos
que en el caso en queX(t) es complejo. Obviamente, aquellos supuestos que implican
QX(t+ τ, t) = 0 carecen de interés alguno cuandoX(t) es real.
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3.4. LECTURAS ADICIONALES

Existen excelentes textos básicos para estudiantes de pregrado que introducen con gran
claridad los conceptos fundamentales de la teoría de la probabilidad: probabilidad, variables
aleatorias y distribuciones. [68] es un ejemplo. También hay numerosos manuales orienta-
dos a aplicaciones de ingeniería, que incluyen introducciones a procesos estocásticos, que
abarcan y extienden la mayoría de los temas abordados en este capítulo. Así,por ejemplo,
[58] o [78]. Un tratamiento exhaustivo de procesos cicloestacionarios podemos encontrar-
lo en [31] y [30]. [37] tiene una abundante colección de problemas, cuya resolución está
también publicada en [36]. Otras colecciones de problemas pueden encontrarse en [16] y
[51].

Existe, asimismo, material bibliográfico para manejar programas informáticos orienta-
dos al análisis estadístico, como [67].

Otras referencias de interés, aunque orientadas a otros aspectos de las comunicaciones
y la ingeniería, pueden encontrarse en [44] y [48].

Los textos básicos de comunicaciones digitales que aparecen en la bibliografía de este
libro suelen tener al menos un capítulo introductorio a los conceptos básicosesenciales para
las aplicaciones de comunicaciones: [39] y [61] son dos buenos ejemplos.

PROBLEMAS

P3.1 Determine la media y la varianza de una variable de Poisson. Para ello, tenga en cuenta
que, para todoα ∈ R, puede escribirse

eα =

∞∑

k=0

αk

k!

P3.2 Considere el experimento “lanzar dos dados y sumar el resultado”.Suponiendo que
todos los resultados de cada dado son equiprobables, y llamandoS a la suma, deter-
mine:

2.1. La probabilidad de queS sea igual a 8

2.2. La probabilidad de queS sea igual a 8, sabiendo queS no es divisible por 3.

P3.3 Determine la probabilidad de que una variable aleatoriaX supere, en valor absoluto,
a la raíz cuadrada de su valor cuadrático medio,E{X2}, en los siguientes casos

3.1. X es uniforme entre−b y b > 0,

3.2. X es gausiana de media nula y varianzaσ2,

3.3. X es una variable Rayleigh de parámetroR > 0,

3.4. X es exponencial de parámetroλ > 0,

3.5. X es Weibull de parámetrosc > 0 y λ > 0.
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P3.4 Considere las variables aleatoriasBi independientes, de espacio muestralΩ = {0, 1},
con0 ≤ i ≤ n − 1 y de función de probabilidadpBi(x) = px(1 − p)1−x. Considere
la variable aleatoriaS =

∑n−1
i=0 bi.

4.1. Demuestre queS es una variable aleatoria de tipo binomial.

4.2. Utilizando la relación que existe entreS y las variablesBi, determine su media
y su varianza. Compruebe que estos valores coinciden con los correspondientes
de una variable binomial.

P3.5 Considere las variables aleatoriasS y N , independientes entre sí, gausianas, de media
0 y varianzasσ2s y σ2n, respectivamente, y sea

R = S +N

5.1. DeterminefS|R(s|r).
5.2. DetermineE{S|R}.

P3.6 SeaX un vector aleatorio gausiano de media nula y matriz de covarianzasC. Sea
Q = [q0| . . . |qN−1] una matriz de autovectores deC, de modo que

C = Q∆QT

siendo∆ una matriz diagonal tal que∆ii es el autovalor correspondiente al autovector
qi.

6.1. Determine la fdp deV = QTX.

6.2. Compruebe que las componentes deV están incorrelacionadas entre sí.

P3.7 SeanX1 y X2 variables aleatorias gausianas independientes y de media nula. Com-
pruebe que la variableY =

√
X2

1 +X2
2 es de tipo Rayleigh. Para ello

7.1. Determine la fdp deSi = X2
i , parai = 1, 2.

7.2. Determine la fdp de la sumaS = S1 + S2.

7.3. Determine la fdp deY =
√
S a partir de la fdp deS.

P3.8 SeanX0, . . . , Xn variables aleatorias de tipo exponencial con parámetroλ. Determine
la función de densidad de probabilidad de

Yn =
n∑

k=0

Xk

así como su media y su varianza.

P3.9 SeaX un vector aleatorio de componentes gausianas independientes de media 0 y
varianza unidad. Sabiendo que toda matriz simétricaC puede descomponerse en la
formaC = BBT , determine una transformación deX que proporcione un vector
aleatorio de mediaµ y matriz de covarianzasC.
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P3.10 SeaX = [X0, X1]
T un vector aleatorio gausiano de media nula y matriz de cova-

rianzasC, y seaY = X0 + X1. Demuestre queY es una variable gausiana. Para
ello,

10.1. DeterminefY |X0
(y|x0).

10.2. DeterminefY (y).

P3.11 SeaX una variable aleatoria uniformemente distribuida en el intervalo[0, 1] y sea

Y = X(1−X)

11.1. Compruebe queX e Y están incorrelacionadas. Para ello, determine su cova-
rianza cruzada y compruebe que es igual a cero.

11.2. DeterminefY |X(y|x).¿SonX ey independientes?

11.3. DeterminefY (y).

Observe que, pese a estar incorrelacionadas,X eY no son independientes.

P3.12 Calcule la media y autocorrelación del proceso

X(t) = A cos(ωt+ θ)

y determine si es estacionario o cicloestacionario (en tal caso, determine elperiodo) y
si es ergódico en la media en los siguientes supuestos:

12.1. A es una variable aleatoria gausiana real de media nula y varianza unidad yω y
θ son constantes reales no nulas.

12.2. A es una variable aleatoria gausiana real de media igual a 1 y varianza unidad y
ω y θ son constantes reales no nulas.

12.3. A es una variable aleatoria gausiana compleja de media nula y matriz de cova-
rianza identidad yω y θ son constantes reales no nulas.

12.4. ω es una variable aleatoria con distribución uniforme en el intervalo(0, 2π] y A
y θ son constantes reales no nulas.

12.5. θ es una variable aleatoria con distribución uniforme en el intervalo(0, 2π] y A
y ω son constantes reales no nulas.

12.6. θ es una variable aleatoria con distribución uniforme en el intervalo(0, π] y A y
ω son constantes reales no nulas.

12.7. A es una variable aleatoria gausiana real de media nula y varianza unidad,ω y
θ son variables aleatorias con distribución uniforme en el intervalo(0, 2π], y las
tres estadísticamente independientes.

P3.13 Modelamos una cadena infinitamente larga de repetidores digitales binarios como un
proceso estocástico, dondeX[n] representa la información en el repetidorn-ésimo,
X[n] ∈ {+1,−1} y Pr{X[−∞] = +1} = 1/2. En la transmisión del repetidorn-
ésimo al siguiente se produce un error con probabilidadp; esto es,Pr{X[n + 1] 6=
X[n]} = p.
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13.1. DeterminepX[n](x).

13.2. DeterminepX[n1],X[n2](x1, x2) (Ayuda: calcule en primer lugar la probabilidad
de que no se produzcan errores entren1 y n2, Pr{X[n1] = X[n2]}).

13.3. Calcule la media y la autocorrelación deX[n] y determine si es el proceso es o
no estacionario.

13.4. ¿Qué cambia de los resultados anteriores si hacemosPr{X[−∞] = +1} = q 6=
1/2?

P3.14 SeanM(t) un proceso estocástico estacionario en sentido amplio de media igual a 1
y función de autocorrelaciónRM (τ), y N(t) un proceso gausiano estacionario inde-
pendiente deM(t), de media nula y función de autocorrelaciónRN (τ) = N0/2δ(τ).
Determine la media, la función de autocorrelación y la densidad espectral depotencia
del procesoX(t) =M(t) cos(2000t+ π) +N(t).

P3.15 SeaX[n] un proceso estacionario, y considere el proceso

Y [n] = X[n] + aX[n− 1]

15.1. Determine la función de autocorrelación deY [n].

15.2. Determine la densidad espectral de potencia deY [n].

P3.16 La entrada a un sistema lineal e invariante con respuesta al impulsoh(t) = e−tu(t) es
un proceso estocástico estacionarioX(t) de media nula y función de autocorrelación
RX(τ) = δ(τ). Determine la función de autocorrelación y la densidad espectral de
potencia de la salida,Y (t).

P3.17 SeaX(t) un proceso cicloestacionario de periodoT . Considere el proceso

Y (t) = X(t− t0)

dondet0 es una variable aleatoria con distribución uniforme entre0 y T ′ e indepen-
diente deX(t).

17.1. Determine para qué valores deT ′ Y (t) es un proceso estacionario.

17.2. De entre los valores deT ′ obtenidos en el apartado anterior, determine para cuál
o cuáles coinciden las funciones de autocorrelación deX(t) eY (t).

P3.18 SeaA[n] una secuencia aleatoria de símbolos binarios independientes con un alfabe-
to {+1,−1} y distribución de probabilidadpA[n](+1) = 3/4 y pA[n](−1) = 1/4.
Calcule la media, función de autocorrelación y densidad espectral del proceso

X(t) =
∞∑

k=−∞
A[k] sinc

(
t− kT
T

)
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A partir deA[n] generamos otra secuencia de la formaB[n] = A[n] + A[n − 1].
Calcule la media, función de autocorrelación y densidad espectral del proceso

Y (t) =
∞∑

k=−∞
B[k] sinc

(
t− kT
T

)

P3.19 SeaX[n] un proceso estacionario blanco de potencia mediaη > 0 e

Y (t) =
∞∑

k=−∞
X[k]h(t− kT )

siendoh(t) un pulso rectangular de anchura2T y altura unidad. Determine la autoco-
rrelación y la densidad espectral de potencia del proceso discretoW [n] = Y (nT−t0),
siendo0 < t0 < T .

P3.20 SeaX(t) un proceso gausiano estrictamente cicloestacionario de periodo fundamental
T , y considere el proceso dado por

Z(t) = X(t)ejωct

SiendoωcT/2π = m/n, siendom y n números enteros. Discuta el valor mínimo que
puede tener el periodo fundamental de la cicloestacionariedad deZ(t).

P3.21 El procesoX(t) se obtiene de filtrar un proceso gausiano, blanco y con densidad
espectral de potencia 10 W/Hz con un filtro paso bajo ideal de ancho de banda 10
rad/s. A partir deX(t) se obtienen, mediante operaciones sucesivas, las siguientes
señales:

Y (t) = X(t) cos(100πt)

Z(t) = Y (t) +N(t)

W (t) = Z(t) ∗ h(t)
W [n] = W (n/50)

dondeN(t) es un ruido gausiano y blanco estadísticamente independiente deX(t)
con densidad espectral de potencia 1 yh(t) es la respuesta al impulso de un filtro paso
banda ideal con ancho de banda50π rad/s y frecuencia central100π rad/s.

21.1. Calcule la media, varianza y función de autocorrelación deY (t), Z(t), W (t) y
W [n]. Determine si cada uno de estos procesos es estacionario o no. En los casos
en que no lo sea, determine si es cicloestacionario y, si lo es, determine su perio-
do. Calcule la densidad espectral de potencia de aquellos procesos estacionarios
y cicloestacionarios.

21.2. Calcule la relación señal a ruido enZ(t),W (t) y W [n].
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APÉNDICES

3.A. TEOREMA DE WIENER-KHINCHINE

Demostraremos aquí que (3.273) se reduce a (3.274). Para ello supondremos en primer
lugar que la correlación cruzada entre dos muestrasX(t) y X(t + τ) está acotada por un
valor que solamente depende de la separación entre ellas, de modo que

|RX(t+ τ, t)| ≤ g(τ) (3.367)

Asimismo, supondremos que la correlación entre muestras decrece “suficientemente rápido”
al aumentar su separación, de tal modo que

∫ ∞

−∞
g(τ)dτ <∞ (3.368)

lo que garantiza queg(τ), al ser no negativa, tiene Transformada de Fourier.
La integral doble (3.273) sobre el dominio cuadrado de anchura2T puede expresarse en

función de la integral sobre el dominio−T ≤ t2 ≤ T , como

SX(jω) = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ ∞

−∞
RX(t2 + τ, t2)e

−jωτdτdt2

− ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ ∞

T−t2

RX(t2 + τ, t2)e
−jωτdτdt2

− ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ −T−t2

−∞
RX(t2 + τ, t2)e

−jωτdτdt2

= I0(jω)− I1(jω)− I2(jω) (3.369)

donde hemos llamado,I0, I1 e I2, a cada una de las tres integrales de la expresión anterior,
siguiendo el orden en que aparecen. Demostraremos ahora queI1 e I2 se anulan. Para ello,
podemos acotar el módulo deI1 mediante

|I1(jω)| =

∣∣∣∣ ĺımT→∞
1

2T

∫ T

−T

∫ ∞

T−t2

RX(t2 + τ, t2)e
−jωτdτdt2

∣∣∣∣

≤ ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ ∞

T−t2

|RX(t2 + τ, t2)|dτdt2

≤ ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ ∞

T−t2

g(τ)dτdt2 (3.370)

Asimismo, podemos calcular el límite de la expresión anterior descomponiendo la integral
en suma de dos integrales sobre regiones disjuntas,

|I1(jω)| ≤ ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ T

T−t2

g(τ)dτdt2 + ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ ∞

T
g(τ)dτdt2

= ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ T

T−t2

g(τ)dτdt2 + ĺım
T→∞

∫ ∞

T
g(τ)dτ (3.371)
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El segundo término se anula porque se cumple (3.368) y el intervalo de integración tiende a
0. El primero se simplifica cambiando el orden de integración respecto de lasvariablesτ y
t2. Resulta, en tal caso,

|I1(jω)| ≤ ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

0

∫ T

T−τ
dt2g(τ)dτ = ĺım

T→∞
1

2

∫ T

0

τ

T
g(τ)dτ (3.372)

cuyo límite existe, dado que si aplicamos (3.368)

L = ĺım
T→∞

∫ T

0

τ

T
g(τ)dτ ≤ ĺım

T→∞

∫ T

0
g(τ)dτ ≤ ∞ (3.373)

Además este límite esL = 0. Para comprobarlo, nos apoyaremos en la secuencia

sk =

∫ 2k+1

2k
g(τ)dτ (3.374)

que, en virtud de (3.368)

∞∑

k=0

sk =

∫ ∞

0
g(τ)dτ <∞ (3.375)

luego

ĺım
k→∞

sk = 0 (3.376)

Acotaremos los términos de la integral cuyo límite queremos calcular para valores deT de
la formaT = 2k. Para ello, definimos la secuencia

ak =

∫ 2k

0

τ

2k
g(τ)dτ (3.377)

de modo que

ak =

∫ 2k−1

0

τ

2k
g(τ)dτ +

∫ 2k

2k−1

τ

2k
g(τ)dτ =

1

2
ak−1 +

∫ 2k

2k−1

τ

2k
g(τ)dτ

≤ 1

2
ak−1 +

∫ 2k

2k−1

g(τ)dτ
1

2
ak−1 + sk (3.378)

Dado queak converge aL, ak−1 también converge aL, de modo que, en el límite cuandok
tiende a infinito, debe cumplirse que

L ≤ 1

2
L+ ĺım

k→∞
sk =

1

2
L (3.379)

lo cual solamente es posible (siendoL no negativo) paraL = 0. De un modo completamente
análogo se concluye que|I2(jω)| = 0. En consecuencia, (3.369) se reduce a

SX(jω) = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫ ∞

−∞
RX(t2 + τ, t2)e

−jωτdτdt2 (3.380)
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donde podemos intercambiar la integral y el límite al estar acotadaRX(t2 + τ, t2) mediante
(3.367) y (3.368) , quedando finalmente

SX(jω) =

∫ ∞

−∞
ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
RX(t2 + τ, t2)dt2e

−jωτdτ (3.381)

y de aquí, sustituyendo la definición deRX(τ) según (3.275), obtenemos (3.274).

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



CAPÍTULO 4
MODULACIÓN Y DETECCIÓN EN

CANALES GAUSIANOS

El problema fundamental en las comunicaciones digitales consiste en la recuperación de
manera fiable de una secuencia digital (el mensaje) enviada a través de uncanal de naturaleza
continua y analógica. En este capítulo vamos a abordar este problema haciendo uso de los
conceptos y métodos tratados en los capítulos precedentes; concretamente, la teoría de la
probabilidad y la representación de señales deterministas y procesos estocásticos.

Comenzaremos el capítulo considerando la transmisión de un único símbolo, para el
cual plantearemos un modelo general de comunicación digital y analizaremoscada uno
de sus elementos hasta encontrar la solución al problema de comunicación sobre un canal
aditivo gausiano. Posteriormente ampliaremos este modelo considerando la transmisión de
una secuencia de símbolos de longitud indefinida.

4.1. UN MODELO DE COMUNICACIÓN DIGITAL

La Figura 4.1 muestra un modelo general de un sistema de comunicación digital para la
transmisión de un único símbolo que nos va a permitir analizar separada y ordenadamente
los distintos problemas involucrados en una comunicación digital.

La entrada a este modelo es un símboloB que puede tomar uno de entreM valores po-
sibles{bi, i = 0, . . . ,M − 1}. También podemos decir que el símboloB tiene un alfabeto
{bi, i = 0, . . . ,M − 1}. Suponemos como hipótesis que la probabilidad de que aparezca a
la entrada cada uno de losM posibles valores es la misma; esto es,Pr{B = bi} = pB(bi) =
1/M, i = 0, . . . ,M − 1.

El transmisor tiene como misión transformar este símboloB en una señals(t) que re-
sulte adecuada para su envío a través del medio físico que representa elcanal. Esta trans-
formación se lleva a cabo en dos pasos, realizados por el codificador yel modulador, cuyo
funcionamiento describimos a continuación.

El codificador transforma el símboloB en otro símboloA haciendo la correspondencia
bi −→ ai. El símboloai puede ser real, complejo o, en general, un vectorN -dimensional
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Codificador Modulador

DemoduladorDecisor

Canal

B A

q

s(t)

r(t)

Transmisor

Receptor

B̂

Figura 4.1.Modelo general de un sistema de comunicación digital.

de componentes reales de la forma

ai =




ai0
ai1
...

ai(N−1)


 (4.1)

El alfabeto deA, {ai, i = 0, . . . ,M − 1}, recibe el nombre especial deconstelación.
El modulador transforma el símboloA en una señal analógica en tiempo continuos(t)

haciendo la correspondenciaai −→ si(t). Suponemos que cualquiersi(t) es idénticamente
nula fuera del intervalo0 ≤ t < T y de energía finita.

El canal representa el medio físico de transmisión e introduce una perturbación sobre la
señal transmitidas(t). Por ahora, consideramos que esta perturbación consiste en la adición
de ruido blanco y gausiano de densidad espectral de potenciaN0/2 W/Hz. La señal a la
entrada del receptor toma, por tanto, la forma

r(t) = s(t) + n(t) (4.2)

donden(t) representa el ruido de las características antes mencionadas. Este modelode
canal se conoce comocanal aditivo gausianoo, simplemente,canal gausiano.

El receptor es el encargado de reconstruir un símboloB̂ idealmente idéntico al de entra-
da,B, a partir de la señalr(t). Debido a la perturbación que supone la adición de ruido, es
imposible, en general, garantizar que ambos símbolos sean idénticos o, lo quees lo mismo,
que consigamos una transmisión sin error. Para medir cuán cerca o lejos estamos de una
transmisión sin error empleamos la probabilidad media de error de símbolo o, simplemente,
probabilidad de error de símbolo, definida como

Pe = Pr{B̂ 6= B} (4.3)

Esta medida nos proporciona, además, un criterio para el diseño del receptor: hacer
mínima la probabilidad de error de símbolo. El receptor diseñado de acuerdocon este criterio
decimos que es óptimo en el sentido de mínima probabilidad de error de símbolo.
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La aplicación de este criterio de diseño no es una tarea fácil, y por ello realizamos esta
labor en dos pasos: demodulación y detección o decisión, que describimosa continuación.

A partir de la señal a la entrada del receptor o señal recibida,r(t), el demodulador
se encarga de reconstruir un vectorq que intentamos sea lo más parecido posible aA.
Este “lo más parecido posible” ha de medirse en función del criterio de diseño; esto es,
ha de determinarse una medida de distancia entreA y q para conseguir que el receptor en
su conjunto sea óptimo en el sentido de mínima probabilidad de error de símbolo. Dada
la naturaleza probabilística del criterio y la estadística gausiana de la perturbación, esta
medida de distancia es la euclídea, como demostraremos en apartados siguientes de este
mismo capítulo, y precisamente esta medida de distancia euclídea nos va a permitir una
interpretación geométrica a la hora de analizar en profundidad tanto el modulador como el
demodulador.

Finalmente, el decisor ha de asignar, de acuerdo con el mismo criterio, un símboloB̂ al
vector de entradaq.

4.2. MODULADOR

En un principio puede parecer superflua la división del transmisor en codificador y mo-
dulador porque podríamos hacer una asignación directa entre el símboloB y la señals(t) de
la formabi −→ si(t). En este apartado vamos a justificar el porqué de esta separación, y para
hacerlo vamos a proceder con un ejemplo, sin que ello suponga una pérdida de generalidad
en las conclusiones que obtengamos.

Consideremos un sistema de comunicación binaria (M = 2) donde podemos escoger
uno de entre cuatro conjuntos alternativos de señales{s0(t), s1(t)} para realizar la transmi-
sión. Pretendemos, mediante el análisis del comportamiento de estos conjuntosde señales,
determinar cuál de ellos es el más adecuado para realizar la transmisión. Enel primero de
estos conjuntos, representado en la Figura 4.2, las señales son sendospulsos de duración el
intervalo de símbolo y polaridad opuesta. En el segundo, representado en la Figura 4.3, una

0 T t

1

−1

s
0
(t)

0 T t

1

−1

s
1
(t)

Figura 4.2.Primer conjunto de señales.

señal es un pulso y la otra es una señal idénticamente nula. En el tercero,representado en la
Figura 4.4, las señales son sinusoides de idéntica frecuencia y polaridadopuesta. En el cuar-
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Figura 4.3.Segundo conjunto de señales.
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Figura 4.4.Tercer conjunto de señales.

to y último, representado en la Figura 4.5, las señales son sinusoides de idéntica frecuencia,
una generada mediante la función seno y la otra mediante la función coseno.

Para decidir qué conjunto de señales es el más apropiado hace falta recordar que el
objetivo último es poder recuperar el símbolo enviado con la menor probabilidad de error,
teniendo en cuenta que a estas señales se les suma ruido blanco y gausianoa su paso por el
canal. Es lógico pensar que si mayor es la “separación” o “ diferencia”entres0(t) y s1(t)
será más fácil discernir en el receptor entre ambas y, por tanto, será menor la probabilidad
de error. Sin embargo, a simple vista no podemos decir si existe mayor “separación” entre
s0(t) y s1(t) en cada uno de los conjuntos de señales: nos hace falta unamedida de distancia
entre señales.

Podemos obtener esta medida de distancia empleando el espacio de Hilbert deseñales
continuas de energía finita,L2, analizado en el Apartado 2.1.4. En este espacio, cada señal
s(t) se considera como un vectors y la distancia entre dos señales se define como

d(si, sj) =

√∫ ∞

−∞
|si(t)− sj(t)|2dt

Aplicando esta medida, la distancia entre las dos señales de la Figura 4.2 es

d(s0, s1) =

√∫ T

0
|1− (−1)|2dt = 2

√
T
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0 T t

2

−2

s
0
(t)

0 T t

2

−2

s
1
(t)

Figura 4.5.Cuarto conjunto de señales.

Para el segundo conjunto de señales tenemos

d(s0, s1) =

√∫ T

0
|2− 0|2dt = 2

√
T

Procediendo ahora con el tercer conjunto de señales, tenemos

d(s0, s1) =

√∫ T

0

∣∣∣∣
√
2 sen

(
2πt

T

)
−
(
−
√
2 sen

(
2πt

T

))∣∣∣∣
2

dt

=

√∫ T

0
8 sen2

(
2πt

T

)
dt

= 2
√
T

Por último, el cálculo de distancia en el cuarto conjunto de señales da como resultado

d(s0, s1) =

√∫ T

0

∣∣∣∣2 sen

(
2πt

T

)
−
(
2 cos

(
2πt

T

))∣∣∣∣
2

dt

=

√∫ T

0

(
4− 8 sen

(
2πt

T

)
cos

(
2πt

T

))
dt

= 2
√
T

De estas medidas de distancia podemos deducir que cualquiera de los cuatroconjuntos
de señales se comportarán de igual manera ante la perturbación que introduce el canal. Esta
respuesta, sin embargo, abre otras preguntas:

¿Qué tienen en común estos cuatro conjuntos de señales? o, dicho de otra forma,
¿podemos encontrar alguna forma de representar las señales que nos permita ver de
manera más simple las prestaciones que vamos a obtener con un conjunto determina-
do?.
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Estos cuatro conjuntos de señales se van a comportar de idéntica forma antela pertur-
bación pero, desde el punto de vista del transmisor, ¿va a suponer el mismo “esfuerzo”
su transmisión a través del canal?.

Vamos a centrarnos en la segunda de las preguntas y posteriormente abordaremos la primera.
Una forma de medir el “esfuerzo” que supone para el transmisor enviarlas señales a

través del canal es medir la energía media que debe emplear el modulador para poner un
símbolo a la entrada del canal, denominadaenergía media por símboloy definida como

Es = E {E {s(t)}}

= E

{∫ ∞

−∞
|s(t)|2 dt

}

=
M−1∑

i=0

Pr{s(t) = si(t)}
∫ ∞

−∞
|si(t)|2 dt

=
M−1∑

i=0

pB(bi)

∫ ∞

−∞
|si(t)|2 dt

=
M−1∑

i=0

1

M

∫ T

0
|si(t)|2 dt (4.4)

Así, podemos decir ahora que el mejor conjunto de señales será aquel que consigue una
mayor distancia entre señales con una menor energía media por símbolo.

Calculando la energía media por símbolo para el primer conjunto de señales obtenemos,
teniendo en cuenta la hipótesis de símbolos equiprobables anteriormente establecida,

Es = Pr{s(t) = s0(t)}
∫ T

0
|1|2dt+ Pr{s(t) = s1(t)}

∫ T

0
| − 1|2dt = 1

2
T +

1

2
T = T

Procediendo de igual forma para los restantes conjuntos de señales obtenemos, respectiva-
mente,2T , T y 2T .

Con estas medidas podemos establecer que los mejores conjuntos de señalesson el pri-
mero y el tercero porque consiguen una distancia entre señales de2

√
T empleando una

energía media por símbolo deT , necesitando los segundo y cuarto el doble de energía por
símbolo para conseguir la misma distancia entre señales.

Si necesitásemos evaluar otros conjuntos de señales que no presentasen la misma dis-
tancia entre señales, sería necesario emplear algún tipo de normalización que nos permita
establecer su comparación. La más común de estas normalizaciones consisteen expresar la
distancia entre señales en función de la energía media por símbolo. Sobre elprimer conjunto
de señales, esta distancia normalizada es

d(s0, s1) = 2
√
T = 2

√
Es

y sobre el resto de conjuntos es, respectivamente,
√
2Es, 2

√
Es y

√
2Es. Observe que los
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conjuntos de señales 1 y 3 consiguen mayor distancia de separación entreseñales que los
conjuntos 2 y 4 para un mismo valor deEs.

Volvamos a la primera de las preguntas planteadas anteriormente: ¿podemos encontrar
alguna forma de representar las señales que nos permita ver de manera mássimple las pres-
taciones que vamos a obtener con un conjunto determinado? La respuesta laencontramos
en la misma estructura de espacio vectorial que nos ha permitido medir la distanciaentre
señales: si somos capaces de encontrar una base ortonormal que nospermita representar un
determinado conjunto de señales podremos trabajar directamente con las coordenadas en
esa base y evitar cualquier tipo de cálculo sobre las formas de onda.

Expresado formalmente, buscamos una representación para cada una de las señales del
conjunto{si(t), i = 0, . . . ,M − 1} de la forma

si(t) =
N−1∑

j=0

sijφj(t) =
N−1∑

j=0

aijφj(t) (4.5)

donde{φj(t), j = 0, . . . , N − 1} son los elementos de la base ortonormal que cumplen

∫ ∞

−∞
φl(t)φj(t)dt =

∫ T

0
φl(t)φj(t)dt = δ[l − j] (4.6)

y {sij , j = 0, . . . , N − 1} son las coordenadas de la señalsi(t) en dicha base, que nosotros
hacemos corresponder con los símbolosai. Esta correspondencia o interpretación de los
símbolosai como coordenadas de las señalessi(t) es una de las razones que aconsejan la
separación del transmisor en codificador y modulador.

Para obtener esta representación tenemos, en primer lugar, que encontrar los elemen-
tos de la base. Si disponemos del conjunto de señales{si(t), i = 0, . . . ,M − 1} podemos
emplear el procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt descrito en elApéndice
4.A. Este procedimiento nos proporciona al mismo tiempo los elementos de la base ylas
coordenadas de cada una de las señales.

Aplicándolo al primero de los cuatro conjuntos de señales que estábamos analizando
obtenemos ques0(t) y s1(t) se pueden expresar como

s0(t) =
√
Tφ0(t) s1(t) = −

√
Tφ0(t)

siendoφ0(t) la señal mostrada en la Figura 4.6. En esta misma figura podemos ver la conste-
lación de señales representadas mediante sus coordenadas en la base.Es precisamente esta
apariencia (puntos en el espacio) la que le dio el nombre de constelación al conjunto de
símbolos{ai, i = 0, . . . ,M − 1}.

El hecho de haber obtenido un único elemento de la base,φ0(t), tiene una justificación
muy sencilla: comos1(t) = −s0(t), un cambio de signo en la coordenada des0(t) nos
basta para generars1(t). La amplitud deφ0(t) es igual a1/

√
T debido a la condición de

ortonormalidad que hemos impuesto y que, como podemos deducir de (4.6), noes otra cosa
sino una normalización de la energía (

∫∞
−∞ φ20(t)dt = 1). Esta normalización nos permite
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Figura 4.6. Resultado del procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt aplicado
al primer conjunto de señales.

además realizar las operaciones de cálculo de distancias y energía a partirde la constelación.
La distancia entres0(t) y s1(t) se calcula ahora como

d(s0, s1) = d(a0,a1) =

√
(a01 − a11)2 =

√(√
T − (−

√
T )
)2

= 2
√
T

y la energía media por símbolo como

Es = EA = E {E {ai}} = pA(a0) a
2
01 + pA(a1) a

2
11 =

1

2
T +

1

2
T = T

y el resultado, como no podía ser de otra forma, es exactamente el mismo que hemos obte-
nido mediante el cálculo sobre las formas de onda.

Si procedemos de igual forma con el segundo conjunto de señales obtenemos el resul-
tado que muestra la Figura 4.7. Comparándolo con el que hemos obtenido conel primer

0 T t

1/√T

φ
0
(t)

0 2√T
φ

0

a
00

a
10

Figura 4.7. Resultado del procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt aplicado
al segundo conjunto de señales.

conjunto de señales comprobamos que el elemento de la base es la misma señal. También
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4.2 MODULADOR 183

comprobamos que la constelación puede considerarse como el desplazamiento en una can-
tidad

√
T de la obtenida con el primer conjunto de señales. Este desplazamiento hace que

se mantenga la distancia entre señales, pero aumenta la energía media de la constelación,
según hemos calculado anteriormente.

El resultado de la aplicación del procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt
al tercer conjunto de señales es el que muestra la Figura 4.8. Realizando lacomparación

0 T t

√2/√T

−√2/√T

φ
0
(t)

−√T 0 √T
φ

0

a
00

a
10

Figura 4.8. Resultado del procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt aplicado
al tercer conjunto de señales.

con el primer conjunto de señales podemos observar que el elemento de la base de señales
es distinto, pero la constelación es la misma. Si la constelación es la misma, también son
idénticas (como previamente hemos comprobado) la separación entre señales y la energía
media por símbolo. A partir de este hecho podemos obtener una primera conclusión: la
elección del conjunto de elementos de la base{φj(t), j = 0, . . . , N − 1} no va a afectar a
la fiabilidad de la comunicación; la fiabilidad quedará fijada por la constelación.

Esta conclusión no es específica de los conjuntos de señales que estamos evaluando,
sino que es una conclusión general para el diseño de transmisores. Enuna situación en
que el objetivo no sea escoger entre distintos conjuntos de señales sino diseñar el transmisor
desde el inicio, la constelación y los elementos de la base se diseñan de formaprácticamente
independiente: la constelación atendiendo a criterios de fiabilidad de la comunicación y los
elementos de la base atendiendo al comportamiento del canal (intentando queel canal físico
se comporte como el modelo de ruido aditivo que hemos considerado).

Volviendo a los conjuntos de señales que estábamos considerando, el resultado de la apli-
cación del procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt al cuarto esel que muestra
la Figura 4.9 donde, a diferencia de los conjuntos anteriores, aparecendos elementos en la
base del espacio vectorial. Si anteriormente los símbolos de la constelacióna0 y a1 podían
ser interpretados como puntos sobre una recta, ahora serán puntos sobre un plano cuyos ejes
representan las coordenadas sobreφ0(t) y φ1(t). Los símbolosa0 y a1 se expresan ahora
como vectores de dimensión 2 cuyos valores son

a0 =

[
a00
a01

]
=

[√
2T
0

]
a1 =

[
a10
a11

]
=

[
0√
2T

]
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0 T t

√2/√T

−√2/√T

φ
0
(t)

0 T t

√2/√T

−√2/√T

φ
1
(t)

√(2T)

0 √(2T)
φ

0

φ
1

a
0

a
1

Figura 4.9. Resultado del procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt aplicado
al cuarto conjunto de señales.

La representación de este conjunto de señales deja claro que podemos realizar una in-
terpretación geométrica de las mismas, donde la distancia entre señales se calcula como
distancia entre dos puntos en un plano (o, en general, en un espacio de ladimensión que
impongan los elementos de la base) tal y como muestra la Figura 4.10. Analíticamente, el
cálculo de la distancia se realiza como

d(s0, s1) = d(a0,a1) = ‖a0 − a1‖

=

√
(a00 − a10)2 + (a01 − a11)2

=

√(√
2T
)2

+
(
−
√
2T
)2

= 2
√
T

y la energía media por símbolo como

Es = EA

= E {E {ai}} = E
{
‖ai‖2

}

= pA(a0)
(
a200 + a201

)
+ pA(a1)

(
a210 + a211

)

=
1

2
2T +

1

2
2T = 2T
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Figura 4.10.Interpretación geométrica de la constelación del cuarto conjunto de señales.

La interpretación geométrica de las señales viene derivada de la estructura de espacio
vectorial que poseen las señales y, más concretamente, de la definición deproducto esca-
lar en el espacio vectorial. Continuando con la interpretación geométrica delas señales, la
energía de un símbolo concretoai no es sino el cuadrado de la distancia del símbolo al
origen de coordenadas o, dicho de otra forma, es el cuadrado de la norma deai, ||ai||2.
También podemos medir el ángulo que forman las rectas que van desde el origen de coor-
denadas a los puntos de la constelación empleando (2.48) y, sobre todo, podemos realizar
transformaciones geométricas de las señales para conseguir el efecto que deseemos.

La validez de lo hasta aquí planteado y discutido no se restringe a los cuatroconjun-
tos de señales que hemos empleado, sino que podemos aplicarlo al caso general de una
constelación deM símbolos{ai, i = 0, . . . ,M − 1} y una base ortonormal deN señales
{φj(t), j = 0, . . . , N − 1} que generan el conjunto de señales{si(t), i = 0, . . . ,M − 1}
según la Ecuación (4.5).

La constelación se diseñará de tal forma que se consiga una separaciónmáxima entre los
símbolos que la componen intentando al mismo tiempo que la energía media por símbolo
sea lo más pequeña posible. La elección del conjunto de elementos de la base, de acuerdo
con el modelo de canal que estamos considerando, es irrelevante. En la práctica, el conjunto
de señales de la base se escoge de tal forma que el canal físico concreto sobre el que quere-
mos realizar la comunicación se comporte como el modelo que estamos considerando; si la
función de transferencia del canal se anula a frecuencia 0, escogemos un conjunto de señales
cuya componente continua sea nula, y así.

4.3. DEMODULADOR

Al demodulador le llega la señalr(t) = s(t)+n(t), y su objetivo es recuperar un vector
q lo más parecido posible al símboloA que fue transmitido. En este apartado vamos a
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desarrollar dos estructuras equivalentes para llevar a cabo esta labor. La primera está basada
en operaciones de correlación y la segunda en operaciones de filtrado.

4.3.1. Correlacionador

La idea básica del demodulador por correlación es construir el vectorq como la pro-
yección de la señal recibidar(t) en el espacio de señal del modulador, definido mediante la
base{φj(t), j = 0, . . . , N − 1}. Las coordenadas de una señal respecto a una base deter-
minada se obtienen, según (2.55), calculando el producto escalar de la señal con cada uno
de los elementos de la base. En nuestro caso, la base tieneN elementos, y el vectorq toma
la forma

q =




q0
q1
...

qN−1


 (4.7)

Cada uno de los elementosqj se calcula como

qj = 〈r , φj〉 =
∫ ∞

−∞
r(t)φj(t) dt (4.8)

y el demodulador en su conjunto posee la estructura que se muestra en la Figura 4.11(a). Po-

r t( )
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q1

qN-1

r t( )

q0

q1

qN-1

(a) (b)

ò·
T

dt
0

ò·
T

dt
0
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T

dt
00,f·

1,f·

)(0 tf

)(1 tf

)(1 tN -f1, -· Nf

Figura 4.11.Estructura del demodulador; (a) genérica, (b) realización.

demos simplificar (4.8) teniendo en cuenta queφj es idénticamente nula fuera del intervalo
0 ≤ t < T , obteniendo

qj =

∫ T

0
r(t)φj(t) dt (4.9)

y empleando (4.9) conseguimos una estructura del demodulador como la mostrada en la
Figura 4.11(b), más cercana a la realización práctica.
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La notación vectorial que estamos utilizando puede dar la impresión de una estructura
del demodulador excesivamente compleja. Sin embargo, cuando particularizamos la estruc-
tura para los cuatro conjuntos de señales empleados en el apartado anterior vemos que no es
así.

Para los dos primeros, el demodulador se traduce en un escalado de la señal recibida
y una integración entre 0 yT , según se muestra en la Figura 4.12(a). Para el tercero, el
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Figura 4.12.Estructura del demodulador para los cuatro conjuntos de señales analizados;
(a) dos primeros conjuntos, (b) tercer conjunto, (c) cuartoconjunto.

demodulador multiplica la señal recibida por una señal sinusoidal e integra entre 0 yT
(Figura 4.12(b)), y para el cuarto conjunto de señales ha de multiplicar por dos componentes
sinuoidales e integrar (Figura 4.12(c)).

Analicemos ahora la salida del demodulador. Introduciendo la expresión analítica de
r(t) en (4.9) obtenemos

qj =

∫ T

0
r(t)φj(t) dt

=

∫ T

0
(s(t) + n(t))φj(t) dt

=

∫ T

0

(
N−1∑

k=0

Akφk(t)

)
φj(t) dt+

∫ T

0
n(t)φj(t) dt

=
N−1∑

k=0

Ak

∫ T

0
φk(t)φj(t) dt+ nj

=
N−1∑

k=0

Akδ[k − j] + nj

= Aj + nj (4.10)

dondeAj es la coordenadaj-ésima del símboloA que fue transmitido ynj es la con-
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tribución del ruido gausiano introducido por el canal. Todas las componentesqj pueden
expresarse de forma conjunta empleando notación vectorial como

q =




A0

A1
...

AN−1


+




n0
n1
...

nN−1


 = A+ n (4.11)

Cada una de las componentesnj del ruido debe ser considerada como una variable
aleatoria. Dado que el proceso del que proviene,n(t), es gausiano, tendrá una función de
densidad de probabilidad gausiana. Su media puede calcularse como

E {nj} = E

{∫ T

0
n(t)φj(t) dt

}
=

∫ T

0
E {n(t)}φj(t) dt = 0 (4.12)

ya quen(t) tiene media cero. La covarianza entre dos componentes de ruido resulta

E {njnk} = E

{(∫ T

0
n(t)φj(t) dt

)(∫ T

0
n(τ)φk(τ) dτ

)}

=

∫ T

0

∫ T

0
E {n(t)n(τ)}φj(t)φk(τ) dt dτ

=

∫ T

0

∫ T

0

N0

2
δ(t− τ)φj(t)φk(τ) dt dτ

=
N0

2

∫ T

0
φj(t)φk(t) dt

=
N0

2
δ[j − k] (4.13)

de donde podemos obtener la varianza de cada componente sin más que hacer j = k en
(4.13). A la luz de estos resultados podemos concluir que lasN componentes de ruido son
variables gausianas incorrelacionadas de media nula y varianzaN0/2. Como una variable
aleatoria gausiana queda unívocamente determinada a partir de su media y varianza, la fun-
ción de densidad de probabilidad de cadanj es

fnj (nj) =
1√
πN0

e
−

n2
j

N0 (4.14)

y como bajo estadística gausiana incorrelación implica independencia (Página123), la fun-
ción de densidad de probabilidad conjunta den es

fn(n) =
N−1∏

j=0

fnj (nj) =
1

(πN0)N/2
e
−∑N−1

j=0

n2
j

N0 =
1

(πN0)N/2
e
− ||n||2

N0 (4.15)

A partir de la función de densidad de probabilidad del ruido podemos obtener la de la
salida del demodulador condicionada al símbolo transmitido sin más que tener encuenta que
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cada componenteqj de la señal recibida es la suma deAj (que se trata como una constante,
dado que queremos obtener la densidad condicionada al símbolo transmitido)y el ruido.
La función de densidad de probabilidad deqj condicionada aAj (o, más concretamente, a
que la componentej-ésima del símbolo transmitido,Aj , tome el valoraij) será gausiana de
mediaaij y varianzaN0/2

fqj |Aj
(qj |aij) =

1√
πN0

e
− (qj−aij)

2

N0 (4.16)

y la función de densidad de probabilidad conjunta deq condicionada aA

fq|A(q|ai) =
N−1∏

j=0

fqj |Aj
(qj |aij) =

1

(πN0)N/2
e
−∑N−1

j=0

(qj−aij)
2

N0 =

=
1

(πN0)N/2
e
− ||q−ai||2

N0 (4.17)

En el desarrollo del demodulador hemos partido de la idea de recuperar las coordena-
das de la señal recibida en la base del espacio de señal del transmisor,pero no nos hemos
preguntado si la información que recuperamos de la señal recibida es toda la información
relevante a la hora de tomar la decisión del símbolo que fue transmitido o existe informa-
ción adicional que pueda ayudar a tomar esa decisión. La respuesta a esta pregunta es que el
vectorq, tal y como se definió en (4.7) y (4.8), contiene toda la información relevantepara
decidir qué símbolo fue el transmitido. Estrictamente, se dice que el vectorq es unestadís-
tico suficiente para la deteccióny la demostración de que realmente lo es se encuentra en el
Apéndice 4.B.

4.3.2. Filtro adaptado

La estructura de espacio vectorial desarrollada para el modulador y demodulador es muy
potente y permite realizar una interpretación geométrica de las señales que resulta de gran
utilidad. Sin embargo, con esta interpretación se pierde el sentido de variación temporal e
interpretación en la frecuencia propia del estudio de señales y sistemas que, a la par que
ofrece una visión distinta del proceso de demodulación, nos permite descubrir propiedades
adicionales del demodulador.

Consideremos un filtro con respuesta al impulsohk(t) = φk(−t). Si introducimos a su
entrada la señalr(t) de entrada al demodulador, a la salida del filtro tenemos

yk(t) = r(t) ∗ hk(t) =
∫ ∞

−∞
r(τ)hk(t− τ) dτ =

∫ ∞

−∞
r(τ)φk(−(t− τ)) dτ (4.18)

Si muestreamos la salidayk(t) ent = 0, tenemos

yk(0) =

∫ ∞

−∞
r(τ)hk(−τ) dτ =

∫ ∞

−∞
r(τ)φk(τ) dτ (4.19)
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que no otra cosa sino la salida del correlacionador,qk, que habíamos calculado en (4.8).
En general, un filtro con respuesta al impulsoh(t) = x(−t)1 se dice que es unfiltro

adaptadoa la señalx(t).
Aplicando este resultado, podemos plantear una estructura del demodulador como la que

muestra la Figura 4.13, conocida comodemodulador basado en filtros adaptados.

r t( )

q0

q1

qN-1

t=0

)(1 t-f

)(0 t-f

)(1 tN --f

Figura 4.13.Estructura del demodulador basada en filtros adaptados.

En la Figura 4.14 podemos ver la señal de la base de los dos primeros conjuntos de
señales analizados,φ0(t), y la salida de su filtro adaptado cuando tiene a su entrada esa
misma señal,φ0(t) ∗ φ0(−t). Observe cómo en el instante de muestreo (t = 0) la salida del
filtro toma su valor máximo. En la Figura 4.15 podemos ver las mismas señales referidas al

0 T t

1/√T

φ
0
(t)

0 T−T t

1

φ
0
(t)*φ

0
(−t)

Figura 4.14. Elemento de la base de los dos primeros conjuntos de señales analizados y
convolución de esta señal con la respuesta al impulso de su filtro adaptado.

tercer conjunto de señales analizadas. También se cumple que en el instantede muestreo la
salida del filtro toma su valor máximo.

Puede argumentarse, y con razón, que el demodulador basado en filtros adaptados es
irrealizable puesto que los filtros que utiliza son no causales (φk(−t) 6= 0 parat < 0). Para

1Para señales complejas,h(t) = x∗(−t).
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φ
0
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φ
0
(t)*φ

0
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Figura 4.15.Elemento de la base del tercer conjunto de señales analizados y convolución
de esta señal con la respuesta al impulso de su filtro adaptado.

obtener un demodulador realizable podemos seguir el siguiente razonamiento: las señales
φk(t) son idénticamente nulas fuera del intervalo[0, T ) y, por tanto, sus correspondientes
φk(−t) serán idénticamente nulos fuera del intervalo(−T, 0]; si retardamosT segundos la
respuesta impulsionalφk(−t), φk(T − t), y muestreamos ent = T obtenemos el mismo
resultado con un demodulador realizable. Este desplazamiento temporal no invalida ninguno
de los desarrollos que se realizan en este apartado.

Propiedades del filtro adaptado

El demodulador basado en filtros adaptados no aporta por sí mismo otra novedad que
no sea una realización distinta de las operaciones que debe llevar a cabo el demodulador de
correlación. Ahora bien, con esta estructura es más fácil comprobar propiedades interesantes
del demodulador.

Máxima relación señal a ruido. Es la propiedad más importante, que podemos enunciar
de la siguiente manera: sea un esquema como el que muestra la Figura 4.16, dondes(t)

s t( ) q

t = 0n t( )

h t( )
q t( )

Figura 4.16.Modelo para la derivación del filtro adaptado.

es una señal conocida yn(t) es ruido gausiano blanco y de media nula. El filtro que hace
máxima la relación señal a ruido a la salida (medida enq) es el filtro adaptado as(t); es
decir, aquel que tiene como respuesta al impulsoh(t) = s(−t).

Para demostrar esta propiedad, vamos a comenzar por definir qué entendemos por rela-
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ción señal a ruido a la salida. La salida del filtro,q(t), puede expresarse como

q(t) = (s(t) + n(t)) ∗ h(t) = s(t) ∗ h(t) + n(t) ∗ h(t)

=

∫ ∞

−∞
s(τ)h(t− τ) dτ +

∫ ∞

−∞
n(τ)h(t− τ) dτ (4.20)

y su valor ent = 0 como

q
.
= q(0) =

∫ ∞

−∞
s(τ)h(−τ) dτ +

∫ ∞

−∞
n(τ)h(−τ) dτ .

= s+ n (4.21)

La relación señal a ruido a la salida se define como
(
S

N

)

q

.
=
E
{
s2
}

E {n2} =
s2

E {n2} (4.22)

DesarrollandoE
{
n2
}

obtenemos

E
{
n2
}

= E

{(∫ ∞

−∞
n(τ)h(−τ) dτ

)(∫ ∞

−∞
n(θ)h(−θ) dθ

)}

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
E {n(τ)n(θ)}h(−τ)h(−θ) dτdθ

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

N0

2
δ(τ − θ)h(−τ)h(−θ) dτdθ

=
N0

2

∫ ∞

−∞
h2(−τ) dτ

=
N0

2
E {h(t)} (4.23)

que, sustituido en (4.22), nos da

(
S

N

)

q

=
s2

E {n2} =
s2

N0
2 E {h(t)}

=

(∫∞
−∞ s(τ)h(−τ) dτ

)2

N0
2 E {h(t)}

(4.24)

Particularizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Apartado 2.1.4, Ecuación (2.60)) a las
señaless(t) y h(−t) y elevando al cuadrado cada uno de los términos de la desigualdad
(2.60), tenemos

(∫ ∞

−∞
s(t)h(−t) dt

)2

≤
(∫ ∞

−∞
|s(t)|2 dt

)(∫ ∞

−∞
|h(−t)|2 dt

)
(4.25)

que nos sirve para acotar la relación señal a ruido como

(
S

N

)

q

=

(∫ ∞

−∞
s(τ)h(−τ) dτ

)2

N0

2
E {h(t)}

≤

(∫ ∞

−∞
|s(t)|2 dt

)(∫ ∞

−∞
|h(−t)|2 dt

)

N0

2
E {h(t)}

=

=
2

N0

E {s(t)} E {h(t)}
E {h(t)} =

2

N0
E {s(t)} (4.26)
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donde la igualdad (y, por tanto, el máximo) se produce cuandoh(−t) = Ks(t), para cual-
quier valor no nulo de la constanteK. De aquí concluimos que:

1. La relación señal a ruido a la salida se hace máxima cuandoh(t) = Ks(−t) para
cualquier valor deK (exceptuandoK = 0) y, particularmente, para el filtro adaptado,
h(t) = s(−t).

2. La relación señal a ruido a la salida del filtro adaptado no depende de laforma especí-
fica des(t), sino únicamente de su energía y de la densidad espectral de potencia del
ruido a la entrada del filtro.

Esta demostración realizada para el modelo de la Figura 4.16 empleando una única señal
s(t) es aplicable al conjunto de señales del transmisor,{si(t), i = 1, . . . ,M} y al conjunto
de señales de base,{φj(t), j = 1, . . . , N}, con lo que se demuestra que la estructura de
demodulador basado en filtros adaptados (o su equivalente de correlación) es la estructura
que nos permite obtener la máxima relación señal a ruido en cada componente del vectorq.

Propiedades del filtro adaptado en ausencia de ruido. Si en el modelo de la Figura 4.16
eliminamos el ruido (n(t) = 0), la salidaq(t) posee propiedades interesantes, como:

P 1. La transformada de Fourier deq(t),Q(jω), es la densidad espectral de energía des(t),
|S(jω)|2.
Para demostrarlo determinamos en primer lugar la función de transferencia del filtro
adaptado,H(jω), que resulta ser, por la propiedad de simetría de la Transformada de
Fourier, y dado queh(t) = s(−t) es una señal real,H(jω) = S∗(jω). A partir de esta,
la transformada de Fourier deq(t),Q(jω)

Q(jω) = S(jω)H(jω) = S(jω)S∗(jω) = |S(jω)|2 (4.27)

P 2. q(t) es la función de ambigüedad temporal des(t), rs(t).

Para demostrarlo podemos utilizar la propiedad anterior, aprovechando que la función
de ambigüedad temporal, tal como quedó definida en (2.57), es la transformada inversa
de la densidad espectral de energía. También podemos calcular la salida directamente
como

q(t) = s(t) ∗ h(t) =
∫ ∞

−∞
s(τ)h(t− τ) dτ =

∫ ∞

−∞
s(τ)s(τ − t) dτ = rs(t) (4.28)

En las Figuras 4.14 y 4.15 podemos ver esta función de ambigüedad temporalde,
respectivamente, los dos primeros y el tercer conjuntos de señales analizados. En estas
figuras podemos comprobar que el valor de la función de ambigüedad temporal en 0,
que coincide por definición con la energía de la señal, es igual a 1, lo que concuerda
con la propiedad de ortonormalidad de los elementos de la base.
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4.3.3. Canal discreto equivalente

Repasemos ahora algunas de las conclusiones del análisis de nuestro modelo de comu-
nicación digital:

1. La fiabilidad de un esquema de comunicación, por lo que respecta al proceso de mo-
dulación, viene dada por las características de la constelación de señalesy no por los
elementos de la base de señales que empleemos en el proceso de modulación.

2. La relación señal a ruido a la salida del demodulador no depende de la forma concreta
que toman cada uno de los elementos de la base de señales, sino de su energía y
de la densidad espectral de potencia del ruido presente en el canal. Como la base es
ortonormal (energía de cada elemento de la base igual a 1), la relación señal a ruido
a la salida del demodulador depende únicamente de la densidad espectral de potencia
del ruido.

3. La salida del demodulador es un vectorq que toma la formaq = A + n (Ecuación
(4.11)), dondeA es el símbolo transmitido yn es una componente de ruido con una
función de densidad de probabilidad definida en (4.15).

Estas conclusiones nos permiten obtener una simplificación del modelo general de un
sistema de comunicación representado en la Figura 4.1 englobando el modulador, canal y
demodulador en un único elemento que denominamoscanal discreto equivalente, según se
muestra en la Figura 4.17. Este modelo va a ser de utilidad en el análisis del decisor porque

qCanal
discreto

equivalente

A

Modulador DemoduladorCanal
s( )t r t( )A q

Figura 4.17.Definición del canal discreto equivalente.

nos permite “ocultar” la naturaleza física del canal y centrarnos en los aspectos que van a
influir en la fiabilidad de la comunicación.

El canal discreto equivalente es, en general, vectorial y con dimensiónla del espacio de
señales del modulador,N . La relación entre su entrada y salida viene dada, para el modelo
de canal aditivo gausiano, porq = A+n, según se representa en la Figura 4.18. Las compo-
nentes de ruidonj son, de acuerdo con (4.15), variables aleatorias gausianas independientes
de media cero y varianzaN0/2.

Volviendo a los cuatro conjuntos de señales considerados en apartadosanteriores, los
tres primeros tienen el mismo modelo de canal discreto equivalente, que resulta ser escalar
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n0
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nN-1
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q0

qN-1

q1

n1

Figura 4.18.Canal discreto equivalente para canal aditivo gausiano.

(N = 1) y su relación entrada/salida es tan simple comoq0 = A0 + n0. El cuarto es
vectorial con dimensión 2. Otro aspecto relevante es que los conjuntos primero y tercero
se van a comportar de idéntica forma ya que poseen el mismo modelo de canal discreto
equivalente y la misma constelación; aspecto éste que ya habíamos señalado sin hacer uso
del canal discreto equivalente.

4.4. DECISOR Y CODIFICADOR

Llegamos por fin a la parte más importante del sistema de comunicaciones: el decisor. El
decisor debe asignar un símbolôB al vector de entradaq de acuerdo con un criterio: hacer
mínima la probabilidad de error de símbolo, según quedó definida en (4.3). Eldesarrollo del
decisor bajo este criterio nos va a obligar a reconsiderar todo el análisis realizado hasta ahora
porque, al fin y al cabo, todo el sistema de comunicaciones debe ser diseñado para cumplir
el criterio de mínima probabilidad de error de símbolo, y el lugar donde debe medirse esta
probabilidad de error es el decisor. Por este motivo nos hemos referidoanteriormente al
decisor como la parte más importante del sistema de comunicaciones.

Una vez que obtengamos el decisor abordaremos el diseño (o mas bien, criterios de
diseño) del codificador y la evaluación analítica de la probabilidad de error.

4.4.1. Desarrollo del decisor óptimo

El cometido que ha de realizar el decisor es el siguiente: a cada posible valor del vector
de entradaq el decisor debe asignarle un símboloB̂ = bi de tal manera que la probabilidad
media de error por símbolo sea lo más pequeña posible.

Comencemos analizando el significado de la probabilidad media de error porsímbolo
en el proceso de decisión. Cuandoq toma un valor determinadoq0, el decisor le asigna un
símboloB̂ = bi; la probabilidad de error en esta decisión, que denotamos comoPe(B̂ =
bi, q = q0), es

Pe(B̂ = bi, q = q0)
.
= Pr(B 6= bi| q = q0) = 1−Pr(B = bi| q = q0) = 1− pB|q(bi|q0)

(4.29)
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o, dicho en palabras, la probabilidad de error en una decisión (B̂ = bi) tomada a partir de
una entrada determinada (q0) será igual a la probabilidad de que, siendo la entrada igual a
q0, el símbolo transmitido no sea igual al decidido. El valorpB|q(bi|q0) es, obviamente, la
probabilidad de acertar cuando ante un valor de entradaq0 el decisor asigna el símbolobi
(B̂ = bi).

La probabilidad media de error cuando el decisor presenta a su salida elsímbolobi,
Pe(B̂ = bi), se obtiene eliminando de (4.29) la dependencia respecto al valor concreto de la
entrada al decisor. Esto se consigue calculando el valor medio de (4.29)respecto aq0 de la
siguiente forma

Pe(B̂ = bi) = Pr(B 6= bi)

=

∫ ∞

−∞
Pr(B 6= bi| q = q0)fq(q0) dq0

=

∫ ∞

−∞

(
1− pB|q(bi|q0)

)
fq(q0) dq0

=

∫ ∞

−∞
fq(q0) dq0 −

∫ ∞

−∞
pB|q(bi|q0)fq(q0) dq0

= 1−
∫ ∞

−∞
pB|q(bi|q0)fq(q0) dq0 (4.30)

Para determinar el procedimiento de decisión que hace mínima la probabilidad media
de error seguimos el siguiente razonamiento:

El mínimo de la probabilidad media de error cuando el decisor presenta a su salida el
símbolobi se consigue haciendo máxima la integral que aparece en la última línea de
(4.30).

La función dentro de esta integral,pB|q(bi|q0)fq(q0), es siempre mayor o igual que
cero por ser el producto de dos funciones no negativas (0 ≤ pB|q(bi|q0) ≤ 1 y
0 ≤ fq(q0)). Esto implica que el máximo de la integral se consigue haciendo máxima
la función dentro de la integral para cada posible valor deq0.

Dado quefq(q0) no es función del símbolo decidido, el máximo de la función dentro
de la integral se consigue haciendo máximapB|q(bi|q0) y, por tanto, para conseguir

la mínima probabilidad media de error el decisor ha de asignar el símbolobi (B̂ = bi)
a todos aquellos valores del vector de entradaq, q0, para los que se cumple que

pB|q(bi|q0) > pB|q(bj |q0)

para todoj distinto dei.

Este criterio o forma de proceder también podemos interpretarlo de la siguiente manera:
ante un valor del vector de entradaq0, el decisor ha de calcular el conjunto de probabilidades{
pB|q(bj |q0), j = 0, . . .M − 1

}
; la salida del decisor será el símbolobi que cumple

pB|q(bi|q0) > pB|q(bj |q0) j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.31)
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4.4 DECISOR Y CODIFICADOR 197

es decir, el máximo depB|q(bj |q0). En el caso en que dos símbolos distintos,bi y bl, obten-
gan el máximo, esto es,

pB|q(bi|q0) = pB|q(bl|q0) > pB|q(bj |q0) j = 0, . . .M − 1, j 6= i, l

el decisor podrá optar por uno de ellos de manera arbitraria sin que esta decisión tenga efecto
alguno sobre la probabilidad media de error.

Este criterio de decisión se conoce con el nombre demáximo a posteriorio MAP (de
“maximuma posteriori”). Su nombre viene de la denominación depB|q(bj |q0) como pro-
babilidadesa posterioripor representar la probabilidad de los símbolos una vez realizada
la transmisión, y en contraposición a las probabilidadespB(bi) denominadasa priori por
representar la probabilidad de los símbolos antes de realizar la transmisión.

La determinación de las probabilidadesa posterioripuede realizarse mediante la regla
de Bayes, (3.109),

pB|q(bj |q0) =
pB(bj) fq|B(q0|bj)

fq(q0)
(4.32)

donde, teniendo en cuenta queB = bj implica queA = aj y viceversa, establecemos la
igualdad

fq|B(q0|bj) = fq|A(q0|aj) (4.33)

siendo la función de densidad de probabilidadfq|A(q0|aj) la obtenida en (4.17).
Introduciendo (4.32) y (4.33) en (4.31), el criterio MAP se reduce a encontrar el símbolo

bi que cumple

pB(bi) fq|A(q0|ai)
fq(q0)

>
pB(bj) fq|A(q0|aj)

fq(q0)
j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.34)

que, comofq(q0) es una cantidad no negativa e independiente del símbolo transmitido, es
equivalente a

pB(bi) fq|A(q0|ai) > pB(bj) fq|A(q0|aj) j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.35)

Finalmente, si utilizamos la hipótesis de símbolos equiprobables (Pr(Bj) = 1/M, j =
0, . . .M − 1), podemos suprimir las probabilidadesa priori de (4.35) y reducir el criterio
MAP a encontrar el símbolobi que cumple

fq|A(q0|ai) > fq|A(q0|aj) j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.36)

o, lo que es igual, a encontrar el símbolo que hace máxima la funciónfq|A(q0|ai).
Esta particularización del criterio MAP para símbolos equiprobables2 recibe el nombre

de criterio de máxima verosimilitudo criterio ML (de “maximum likelihood”). El nom-
bre viene de la propia funciónfq|A(q0|ai), denominada función de verosimilitud ya que

2Que es también el que podríamos aplicar si las probabilidadesa priori fuesen desconocidas.
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representa una medida de certidumbre o verosimilitud de que la hipótesis cierta sea que el
símbolo transmitido fueseai cuando la entrada al decisor esq0.

Antes de desarrollar el criterio MAP (ó ML) para la función de verosimilitud de nuestro
problema vamos a ilustrar con un ejemplo la aplicación de estos criterios a un caso concreto
y, a partir de este ejemplo, introduciremos un concepto importante como es el deregiones
de decisión.
Ejemplo 4.1

Consideremos un sistema de comunicación binario (M = 2) que emplea un espacio de señal
unidimensional (N = 1). La Figura 4.19 muestra las curvaspB(b0) fq|A(q|a0) (ahora tantoA
comoq son escalares) ypB(b1) fq|A(q|a1) en función del valor deq obtenidas en el receptor de
este sistema de comunicación.

qq
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q
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p
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(q|a

0
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q|A
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Figura 4.19.Aplicación del criterio MAP con símbolos equiprobables.

Si el valor deq en el receptor es el etiquetado comoq0 en la Figura 4.19, se cumple que

pB(b1) fq|A(q0|a1) > pB(b0) fq|A(q0|a0)
y, por tanto, el decisor MAP ofrecerá como salidab1. Si el valor deq en el receptor es el etiquetado
comoq1 en la Figura 4.19, se cumple que

pB(b0) fq|A(q1|a0) = pB(b1) fq|A(q1|a1)
y el decisor MAP podrá ofrecer como salidab0 o b1. Si el valor deq en el receptor es el etiquetado
comoq2 en la Figura 4.19, se cumple que

pB(b0) fq|A(q2|a0) > pB(b1) fq|A(q2|a1)
y el decisor MAP ofrecerá como salidab0.

Como hemos visto en el ejemplo precedente, para tomar una decisión debemos calcular
el valor de cada una de las funcionespB(bj) fq|A(q|aj) para el valor de entrada al decisor
q = q0. Este cálculo puede ser realizado antes de transmitir símbolo alguno para todos los
posibles valores de la entradaq y asignar de forma directa a cada posible valor de la entrada
un símbolobi determinado.
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Ejemplo 4.1 (Continuación)
Podemos comprobar que cuando el valor deq sea menor que el etiquetado comoq1 en la Figura
4.19, se cumple

pB(b1) fq|A(q|a1) > pB(b0) fq|A(q|a0)
y asignar directamente como salida el símbolob1. De forma análoga podemos comprobar que

pB(b0) fq|A(q|a0) > pB(b1) fq|A(q|a1) ∀ q > q1

y asignamos como salida el símbolob0.

Así, en lugar de calcular las funcionespB(b0) fq|A(q|a0) y pB(b1) fq|A(q|a1) para el valor de
entrada correspondiente, sólo hay que comparar la entrada con q1: si es menor, el decisor MAP
ofrecerá como salidab1 y si es mayor,b0.

Con este procedimiento estamos realizando una partición del espacio de entrada al de-
cisor en regiones disjuntas{Ii, i = 0, . . . ,M − 1} (I0 = (q1,∞) e I1 = (−∞, q1) en el
ejemplo precedente). A cada una de estas regiones le asignamos una decisión (B̂ = bi) y por
esta razón son llamadasregiones de decisión. El decisor queda unívocamente determinado
mediante la relación

q ∈ Ii ⇔ B̂ = bi (4.37)

Si el espacio de entrada es unidimensional, los valores que separan las regiones de decisión
(q1 en el ejemplo precedente) se denominanumbrales de decisión. Si el espacio de entrada
es multidimensional, las superficies (o curvas, si la dimensión es igual a 2) que separan las
regiones de decisión se denominanfronteras de decisión.

En determinadas ocasiones los símbolos de entrada a nuestro sistema no son equipro-
bables y, en consecuencia, el criterio MAP no se reduce al ML. Veamoscon el siguiente
ejemplo la influencia de las probabilidadesa priori de aparición de los símbolos.

Ejemplo 4.2
Consideremos el sistema de comunicación descrito en el Ejemplo 4.1, ahora con unas proba-
bilidadesa priori pB(b1) = 2pB(b0). La Figura 4.20 muestra las curvaspB(b0) fq|A(q|a0) y
pB(b1) fq|A(q|a1) en función del valor deq obtenidas en el receptor de este sistema de comu-
nicación, donde se han representado los mismos tres valoresdeq (q0, q1 y q2) empleados en el
Ejemplo 4.1 (Figura 4.19).

Al modificar las probabilidadesa priori, de símbolos equiprobables apB(b1) = 2pB(b0), el
umbral de decisión se ha trasladado deq1 a q3, que es el valor deq para el que se produce la
igualdad

pB(b0) fq|A(q3|a0) = pB(b1) fq|A(q3|a1)

Continuemos ahora con el criterio ML (ó MAP con símbolos equiprobables, como se
desee nombrar) para la función de verosimilitud de nuestro problema. Introduciendo la fun-
ción de densidad de probabilidad de la entrada al receptor, (4.17), en laformulación del
decisor ML obtenemos que la salida será el símbolobi (o, equivalentemente,q0 pertenece a
Ii) que cumple

1

(πN0)N/2
e
− ||q0−ai||2

N0 >
1

(πN0)N/2
e
− ||q0−aj ||2

N0 j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.38)
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Figura 4.20.Aplicación del criterio MAP con símbolos no equiprobables.

Multiplicamos ambos términos de la desigualdad por(πN0)
N/2 y obtenemos

e
− ||q0−ai||2

N0 > e
− ||q0−aj ||2

N0 j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.39)

Teniendo en cuenta que la función exponencial es monótona creciente y,por tanto, cumple

ea > eb ⇔ a > b

(4.39) es equivalente a

−||q0 − ai||
2

N0
> −||q0 − aj ||

2

N0
j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.40)

de donde, reordenando los términos y multiplicando porN0, obtenemos

||q0 − ai||2 < ||q0 − aj ||2 j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.41)

Recordando que

||q0 − ai||2 =
N−1∑

l=0

(q0l − ail)2 = (d(q0,ai))
2 (4.42)

finalmente establecemos que la salida del decisor ML ante una entradaq0 es el símbolobi
si se cumple

d(q0,ai) < d(q0,aj) j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.43)

lo que expresado en palabras quiere decir que el decisor ML se limita a escoger el símbolo
más cercano al vector de entrada. Alternativamente, podemos decir que las regiones de de-
cisiónIi estarán formadas por todos los puntos que se encuentran más cerca delsímboloai
que de cualquier otro de la constelación.

Un esquema de este decisor es el mostrado en la Figura 4.21.

En este punto es necesario realizar las siguientes precisiones:
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Figura 4.21.Estructura del decisor de máxima verosimilitud.

Este último desarrollo que nos ha llevado a formular el decisor ML como un decisor
de mínima distancia euclídea está basado en una función de densidad de probabilidad
gausiana de la entrada al decisor, y esta función de densidad de probabilidad viene
dada por la naturaleza del ruido presente en el canal. Otros tipos de ruido de canal que
no puedan considerarse gausianos (por ejemplo, el ruido en comunicaciones por fibra
óptica) conducirán a formulaciones distintas del decisor.

La definición de la distancia entre señales que hemos realizado a lo largo de todo el
capítulo (distancia euclídea) no es la única posible, y se ha adoptado sin unajustifica-
ción estricta. Es precisamente ahora cuando podemos justificar, mediante la estadística
gausiana, que se debe emplear esta medida de distancia y no otra.

Desde el punto de vista de la realización práctica del decisor, el cálculo de distancias
puede simplificarse debido a que en realidad no estamos interesados en obtener la distancia
del vector de entrada a cada uno de los símbolos, sino en obtener el símboloque se encuentra
a una distancia menor. Sustituyendo (4.42) en (4.41) tenemos

N−1∑

l=0

(q0l − ail)2 <
N−1∑

l=0

(q0l − ajl)2 j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.44)

desarrollando los cuadrados

N−1∑

l=0

q20l +
N−1∑

l=0

a2il − 2
N−1∑

l=0

q0lail <
N−1∑

l=0

q20l +
N−1∑

l=0

a2jl − 2
N−1∑

l=0

q0lajl

j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.45)

En cada uno de los términos, el primer sumatorio es la energía del vector de entrada y puede
suprimirse porque es común a ambos, el segundo sumatorio es la energía del símbolo co-
rrespondiente y el tercer término es el producto escalar del vector de entrada con el símbolo
correspondiente. Suprimiendo los términos comunes y reagrupando, (4.45) se transforma en

N−1∑

l=0

q0lail −
1

2

N−1∑

l=0

a2il >
N−1∑

l=0

q0lajl −
1

2

N−1∑

l=0

a2jl j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.46)
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o, equivalentemente,

〈q0 , ai〉 −
1

2
||ai||2 > 〈q0 , aj〉 −

1

2
||aj ||2 j = 0, . . .M − 1, j 6= i (4.47)
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Figura 4.22.Realización del decisor de máxima verosimilitud empleandocorrelacionadores.

La Figura 4.22 muestra la estructura del decisor realizado de acuerdo con este desarrollo.
Es interesante comprobar cómo las realizaciones del decisor mostradas enlas Figuras 4.21
y 4.22 no son sino dos manifestaciones del mismo criterio, el de máxima verosimilitud. Lo
que en definitiva se mide cuando se aplica este criterio es la semejanza entre laentrada al
decisor y un conjunto de símbolos. Esta semejanza se puede medir mediante distancias (si
menor es la distancia, más se parecen) como en la Figura 4.21 o mediante correlaciones (si
la correlación es mayor, más se parecen) como en la Figura 4.22.

4.4.2. Cálculo de probabilidades de error

En el apartado precedente hemos demostrado que el decisor MAP es el que proporciona
una menor probabilidad de error, pero no hemos obtenido la medida de dichaprobabilidad
de error que es, en definitiva, la que indica la fiabilidad del sistema de comunicación. Para
calcularla vamos a ir analizando diversas situaciones de menor a mayor complejidad.

Decisor binario en espacio unidimensional

Vamos a considerar la constelación de la Figura 4.6 (Página 182), correspondiente al
primer conjunto de señales analizados en el estudio del modulador. En ella,el símboloa0
tiene como coordenada

√
T y el símboloa1,−

√
T . La región de decisiónI0 estará formada

por todos los valores deq más cercanos aa0 que aa1, es decir, por todos los valores de
q mayores que cero. Análogamente, la región de decisiónI1 estará formada por todos los
valores deq menores que cero. El umbral de decisión es, por tanto, cero.

Supongamos ahora que el símbolo transmitido esa0. La función de densidad de pro-
babilidad de la entrada al receptor,fq|A(q|a0) es una gausiana de media

√
T y varianza

N0/2

fq|A(q|a0) =
1√
πN0

e
− (q−a0)

2

N0 =
1√
πN0

e
− (q−

√
T )2

N0 (4.48)
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que se encuentra representada en la Figura 4.23.

−√T 0  √T q

 f
 q|A

 (q|a
0
)

Figura 4.23.Función de densidad de probabilidad de la entrada al decisorcuando el sím-
bolo transmitido esa0. El área sombreada representa la probabilidad de error.

Para que se produzca un error de decisión en estas condiciones, el valor de entrada al
decisor,q, ha de ser menor que cero. La probabilidad de ocurrencia de este suceso (q < 0)
es igual a la función de distribución deq|a0 en el umbral de decisión,Fq|a0(0|a0), o, lo que
es lo mismo, la integral desde−∞ hasta0 defq|A(q|a0). Gráficamente, esta probabilidad
es igual al área bajofq|A(q|a0) entre−∞ y 0, que se muestra sombreada en la Figura 4.23.

De igual manera, si suponemos que el símbolo transmitido esa1, la función de densidad
de probabilidad de la entrada al receptor,fq|A(q|a1) es una gausiana de media−

√
T y

varianzaN0/2

fq|A(q|a1) =
1√
πN0

e
− (q−a1)

2

N0 =
1√
πN0

e
− (q+

√
T )2

N0 (4.49)

que se encuentra representada en la Figura 4.24.

−√T 0  √T q

 f
 q|A

 (q|a
1
)

Figura 4.24.Función de densidad de probabilidad de la entrada al decisorcuando el sím-
bolo transmitido esa1. El área sombreada representa la probabilidad de error.

La probabilidad de que se produzca un error de decisión será ahora laintegral entre0 e
∞ defq|A(q|a1), que se corresponde con el área bajofq|A(q|a1) entre0 e∞ tal y como se
muestra en la Figura 4.24.

En general, la probabilidad de ocurrencia de un error de decisión condicionada a que el
símbolo transmitido seaai, que denotaremos porPe|ai y denominaremos, por simplicidad,
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probabilidad de error condicionada aai, es igual a la integral de la función de densidad de
probabilidad de la entrada al decisor fuera de la región de decisiónIi cuando el símbolo
transmitido esai,

Pe|ai =
∫

q 6∈Ii
fq|A(q|ai) dq (4.50)

La probabilidad media de errorPe será la suma de las probabilidades de error condicio-
nadas a cada uno de los símbolos ponderadas por la probabilidad de aparición de cada uno
de estos símbolos (equiprobables, según hemos supuesto),

Pe =

M−1∑

i=0

pA(ai)Pe|ai =
1

M

M−1∑

i=0

Pe|ai (4.51)

En nuestro caso, la probabilidad media de error será

Pe =
1

2
Pe|a0 +

1

2
Pe|a1 (4.52)

Antes de proceder al cálculo de estas cantidades para nuestro problemapodemos ver
una justificación del carácter óptimo del criterio MAP más intuitiva que la presentada en la
Página 196. Si superponemos las gráficas de las Figuras 4.23 y 4.24 (multiplicando ambas
por 1/2) podemos ver (Figura 4.25(a)) una interpretación gráfica de la probabilidad media de
error como el área total sombreada. Podemos comprobar que el valor del umbral de decisión

−√T 0  √T q

0.5 f
 q|A

 (q|a
1
) 0.5 f

 q|A
 (q|a

0
)

−√T 0  √T q

0.5 f
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 (q|a
1
) 0.5 f

 q|A
 (q|a

0
)
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Figura 4.25.Probabilidad media de error en función del valor del umbral de decisión: (a)
umbral de decisión igual a cero; (b) ejemplo con umbral de decisión distinto de cero.

que hace mínima la probabilidad media de error es el obtenido aplicando el criterio MAP.
Esto es, el de cruce entre las funciones de densidad de probabilidad dela entrada al decisor
condicionadas por cada uno de los símbolos. Si desplazamos el umbral dedecisión hacia la
derecha (Figura 4.25(b)) vemos como el área sombreada y, por tanto, laprobabilidad media
de error crece. Igual sucede si desplazamos el umbral de decisión hacia la izquierda.

Calculemos ahoraPe|a0 y Pe|a1 . Como hemos mencionado anteriormente,Pe|a0 se ob-
tiene como

Pe|a0 =

∫ 0

−∞
fq|A(q|a0) dq =

∫ 0

−∞

1√
πN0

e
− (q−

√
T )2

N0 dq (4.53)
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Esta integral no tiene solución analítica, pero podemos expresarla como unafunciónQ,
(3.31) (Página 103), que recordemos es

Q(x) =
1√
2π

∫ ∞

x
e−

τ2

2 dτ

Para expresar (4.53) como una funciónQ es necesario que el argumento de la exponencial
dentro de la integral tome la formaτ2/2. Realizamos el cambio de variable(q−

√
T )2/N0 =

τ2/2 y (4.53) queda como

Pe|a0 =
1√
2π

∫ −
√

2T/N0

−∞
e−

τ2

2 dτ (4.54)

Dado quee−τ2/2 es una función par, (4.53) puede expresarse como

Pe|a0 =
1√
2π

∫ ∞
√

2T/N0

e−
τ2

2 dτ = Q

( √
T√

N0/2

)
(4.55)

Podemos proceder de idéntica forma para calcularPe|a1 , pero terminamos antes compro-
bando quePe|a0 = Pe|a1 dada la simetría del problema (véanse las Figuras 4.23 y 4.24). La
probabilidad media de error es entonces

Pe =
1

2
Pe|a0 +

1

2
Pe|a1 = Q

( √
T√

N0/2

)
(4.56)

Analizando el argumento de la funciónQ en (4.56) podemos observar que
√
T es la

distancia dea1 (o a2) al umbral de decisión o, lo que es lo mismo, la mitad de la distancia
entrea1 y a2. El valorN0/2 es asimismo la varianza del ruido, por lo que, yendo de lo
particular a lo general, podemos expresar la probabilidad media de error deuna decisión
binaria en un espacio unidimensional como

Pe = Q

(
d(a0 , a1)

2
√
N0/2

)
= Q

(
d(a0 , a1)

2σn

)
(4.57)

Decisor binario en espacio multidimensional

Para ilustrar este caso vamos a considerar la constelación de la Figura 4.9 (Página 184),
correspondiente al cuarto conjunto de señales analizado en el estudio del modulador. En ella,
los símbolosa0 y a1 son vectores de dimensión 2. El símboloa0 tiene como coordenadas
[
√
2T 0]T (el superíndiceT denota vector transpuesto) y el símboloa1, [0

√
2T ]T . Para

determinar las regiones de decisiónI0 e I1 calculamos la curva en el planoq equidistante
dea0 y a1 (la frontera de decisión) que, como podemos comprobar en la Figura 4.26,es la
rectaq0 = q1. La región de decisiónI0 es el semiplano a la derecha de la rectaq0 = q1 y la
región de decisiónI1 el semiplano a la izquierda de esta recta.
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Figura 4.26.Frontera de decisión y regiones de decisión.

Si el símbolo transmitido esa0 la función de densidad de probabilidad de la entrada
al receptor,fq|A(q|a0) es una gausiana bidimensional de media[

√
2T 0]T , componentes

independientes y varianza de cada una de las componentes igual aN0/2

fq|A(q|a0) =
1

πN0
e
− ||q−a0||2

N0 =
1

πN0
e
− (q0−

√
2T)2+q21
N0 (4.58)

que se encuentra representada en la Figura 4.27. Para calcularPe|a0
debemos integrar esta

 √(2T)
0

 √(2T)
q

1

q
0
= q

1

q
0

Figura 4.27.Función de densidad de probabilidad de la entrada al decisorcuando el sím-
bolo transmitido esa0.

función de densidad de probabilidad en el semiplano definido porq1 > q0, pero si en el caso
unidimensional tuvimos que recurrir a la funciónQ porque no existe una solución analítica,
ahora lo vamos a tener aún más difícil. En lugar de resolver el cálculo de forma directa,
vamos a reducir el problema a uno unidimensional: al fin y al cabo, si sólo tenemos dos
símbolos podemos hacer pasar una recta por esos dos puntos del plano.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



4.4 DECISOR Y CODIFICADOR 207

Realizamos el siguiente cambio de variables:

q′0 =
1√
2
(q0 − q1) (4.59)

q′1 =
1√
2
(q0 + q1 −

√
2T ) (4.60)

Si el símbolo transmitido esa0, q′0 toma la forma

q′0

A=a0

=
1√
2
((a00 + n0)− (a01 + n1))

=
1√
2

(
(
√
2T + n0)− (0 + n1)

)

=
√
T +

1√
2
(n0 − n1) (4.61)

y q′1

q′1

A=a0

=
1√
2
((a00 + n0) + (a01 + n1)−

√
2T )

=
1√
2
((
√
2T + n0) + (0 + n1)−

√
2T )

=
1√
2
(n0 + n1) (4.62)

De forma análoga, si el símbolo transmitido esa1, q′0 y q′1 toman la forma

q′0

A=a1

= −
√
T +

1√
2
(n0 − n1) (4.63)

q′1

A=a1

=
1√
2
(n0 + n1) (4.64)

De las dos componentes, sóloq′0 contiene información sobre el símbolo transmitido;q′1
contiene ruido. Esto implica que hemos reducido la dimensión del espacio de señal de dos a
una. Las coordenadas de los nuevos elementos de la constelación respecto aq′0,a

′
0 y a′1, son,

respectivamente,
√
T y −

√
T , exactamente las mismas que la constelación unidimensional

considerada anteriormente.
Respecto al ruido, es fácil demostrar quen0 − n1 es independiente den0 + n1, ya que

la suma (o resta) de dos variables con función de densidad de probabilidad gausiana es otra
variable aleatoria gausiana yE{(n0−n1)(n0+n1)} = E{n20−n21} = N0/2−N0/2 = 0.
Esto implica que el valor deq′1 es irrelevante para la decisión yq′0 es un estadístico suficiente
para la detección.

Para determinar la probabilidad de error debemos conocer los estadísticosde la compo-
nente de ruido,1/

√
2(n0 − n1), ya que por ahora sólo sabemos que es gausiana. El valor

medio es

E

{
1√
2
(n0 − n1)

}
=

1√
2
E{n0} −

1√
2
E{n1} = 0 (4.65)
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y la varianza

E

{(
1√
2
(n0 − n1)

)2
}

=
1

2
E{n20}+

1

2
E{n21} − E{n0n1}

=
1

2

N0

2
+

1

2

N0

2
− 0

=
N0

2
(4.66)

Por último, si la nueva constelación es la misma que en el caso unidimensional, y los
estadísticos del ruido también (media cero y varianzaN0/2), también lo será la probabilidad
de error,

Pe = Q

(
d(a′0 , a

′
1)

2
√
N0/2

)
= Q

(
2
√
T

2
√
N0/2

)
= Q

( √
T√

N0/2

)
(4.67)

La distancia entre los símbolos de la nueva constelación es idéntica a la de la constela-
ción original,d(a′0 , a

′
1) = d(a0 , a1), por lo que es indistinto realizar la medida de distan-

cia en el espacio original que en el transformado (de hecho, el transformado ni siquiera hay
que calcularlo para evaluar la probabilidad media de error).

El desarrollo aquí realizado puede extenderse a cualquier constelación binaria en un es-
pacio de una dimensión arbitraria, obteniendo que la probabilidad media de error es función
de la distancia entre los puntos de la constelación y la varianza del ruido en cada una de las
componentes del vector de entrada, y es igual a

Pe = Q

(
d(a0 , a1)

2
√
N0/2

)
(4.68)

Decisor M-ario en espacio unidimensional

Para ilustrar este caso vamos a considerar la constelación mostrada en la Figura 4.28.
Está compuesta por cuatros símbolos de coordenadas -3, -1, 1 y 3. Los umbrales de decisión
están situados en -2, 0 y 2 y las regiones de decisión son, respectivamente, (−∞ , −2),
(−2 , 0), (0 , 2) y (2 , ∞).

−3 −2 −1 0 1 2 3
 q

 a
0

a
1

a
2

a
3

Figura 4.28.Constelación unidimensional de cuatro símbolos.

Para calcular la probabilidad de error cuando el símbolo transmitido esa0,Pe|a0 , integra-
mosfq|A(q|a0) (gausiana de mediaa0 (-3) y varianzaN0/2) fuera de su región de decisión:
esto es, entre -2 e∞ (véase la Figura 4.29(a)). Este problema es idéntico al del cálculo de
la probabilidad de error para constelaciones binarias en espacios unidimensionales tratado
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 q

 f
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 (q|a
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 f
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 (q|a
1
)

(a) (b)

Figura 4.29.Función de densidad de probabilidad de la entrada al decisory probabilidad
de error cuando el símbolo transmitido es: (a)a0 y (b) a1.

anteriormente, ya que se trata de integrar la cola de una gausiana. La probabilidad de error
es

Pe|a0 = Q

(
d(a0 , a1)

2
√
N0/2

)
= Q

(
1√
N0/2

)
(4.69)

El cálculo de la probabilidad de error cuando el símbolo transmitido esa1, Pe|a1 , es
ligeramente distinto, porque hay que integrar las dos colas defq|A(q|a1) (gausiana de media
a1 (-1) y varianzaN0/2): desde−∞ a -2 y desde 0 hasta∞ (véase la Figura 4.29(b)). La
integral de cada una de las colas podemos expresarla mediante la funciónQ, y Pe|a1 resulta
ser

Pe|a1 = Q

(
d(a1 , a0)

2
√
N0/2

)
+Q

(
d(a1 , a2)

2
√
N0/2

)
= 2Q

(
1√
N0/2

)
(4.70)

Por simetría tenemos quePe|a2 = Pe|a1 y Pe|a3 = Pe|a0 , y la probabilidad media de
error es

Pe =
M−1∑

i=0

pA(ai)Pe|ai =
3

2
Q

(
1√
N0/2

)
(4.71)

Obviamente, el mismo procedimiento aplicado a una constelación de cuatro símbolos
puede emplearse en una constelación unidimensional con cualquier númerode símbolos.

Decisor M-ario en espacio multidimensional

El caso general de cálculo de la probabilidad media de error en constelaciones multi-
dimensionales es un problema complejo por las formas que pueden tomar las regiones de
decisión. Para constelaciones binarias podíamos transformar el problemaen unidimensional
y así simplificar la resolución de la integral necesaria para el cálculo de la probabilidad de
error, pero para constelaciones con más de dos símbolos, esto no siemprees posible. Co-
mo ejemplo, baste considerar las constelaciones bidimensionales y sus regiones de decisión
asociadas que se muestran en la Figura 4.30, de uso común en sistemas de comunicaciones.

Sin embargo, en alguno de estos casos es aún posible calcular de manera sencilla la
probabilidad media de error. Consideremos la constelación de la Figura 4.30(a). Para el
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Figura 4.30.Ejemplos de constelaciones bidimensionales y sus fronteras de decisión asociadas.

cálculo de la probabilidad de error, las 16 regiones de decisión de la constelación podemos
agruparlas en tres clases (mostradas en la Figura 4.31): la primera incluyelas regionesI0,
I3, I12 e I15; la segunda incluye las regionesI1, I2, I4 e I7, I8, I11, I13 e I14; la tercera
incluye las regionesI5, I6, I9 e I10. Todos los símbolosai que tienen asociada una región
de decisión de la misma clase van a tener la misma probabilidad de errorPe|ai

.
Comencemos calculando la probabilidad de error cuando el símbolo transmitidoesa0,

que tiene una región de decisión del primer tipo. En primer lugar expresamosla probabilidad
de error en función de la probabilidad de acierto, que denotamos porPa|a0

, como

Pe|a0
=

∫

q 6∈I1
fq|A(q|a0) dq = 1−

∫

q∈I0
fq|A(q|a0) dq = 1− Pa|a0

(4.72)

Para que se produzca una decisión correcta cuando el símbolo transmitidoesa0 debe suce-
der simultáneamente queq0 sea menor que−2 y q1 mayor que2. Comoq0 es estadísticamen-
te independiente deq1 (según demostramos en el análisis del demodulador), la probabilidad
de que esto suceda es igual a la probabilidad de queq0 sea menor que−2 multiplicado por
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Figura 4.31.Constelación bidimensional de dieciséis símbolos.

la probabilidad de queq1 sea mayor de2. Matemáticamente,

∫

q∈I0
fq|A(q|a0) dq =

(∫ −2

−∞
fq0|A(q0|a0) dq0

)(∫ ∞

2
fq1|A(q1|a0) dq1

)
(4.73)

La primera de estas dos integrales podemos expresarla como una funciónQ mediante la
transformación

∫ −2

−∞
fq0|A(q0|a0) dq0 = 1−

∫ ∞

−2
fq0|A(q0|a0) dq0 = 1−Q

(
d(a0 , a1)

2
√
N0/2

)
(4.74)

e igualmente con la segunda integral

∫ ∞

2
fq1|A(q1|a0) dq1 = 1−

∫ 2

−∞
fq1|A(q1|a0) dq1 = 1−Q

(
d(a0 , a4)

2
√
N0/2

)
(4.75)

Sustituyendo (4.74) y (4.75) en (4.73)

∫

q∈I0
fq|A(q|a0) dq =

(
1−Q

(
d(a0 , a1)

2
√
N0/2

))(
1−Q

(
d(a0 , a4)

2
√
N0/2

))

=

(
1−Q

(
1√
N0/2

))2

(4.76)

y esta en (4.72)

Pe|a0
= 1−

(
1−Q

(
1√
N0/2

))2

= 2Q

(
1√
N0/2

)
−Q2

(
1√
N0/2

)
(4.77)
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Ahora procedemos a calcular la probabilidad de error cuando el símbolo transmitido es
a7, que tiene una región de decisión del segundo tipo. La diferencia con elcaso anterior es
que en una de las dimensiones,q1, para el cálculo de la probabilidad de error hay que integrar
las dos colas de la gausiana en lugar de una. Procediendo de la misma forma,obtenemos

Pe|a7
= 1−

(
1−Q

(
d(a7 , a3)

2
√
N0/2

)
−Q

(
d(a7 , a11)

2
√
N0/2

))
×

(
1−Q

(
d(a7 , a6)

2
√
N0/2

))
(4.78)

y sustituyendo los valores concretos de las distancias entre símbolos quedacomo

Pe|a7
= 1−

(
1− 2Q

(
1√
N0/2

))(
1−Q

(
1√
N0/2

))

= 3Q

(
1√
N0/2

)
− 2Q2

(
1√
N0/2

)
(4.79)

De manera similar procedemos a calcular la probabilidad de error cuando elsímbolo
transmitido esa9, que tiene una región de decisión del tercer tipo. Ahora tenemos que tanto
enq0 como enq1 hay que integrar las dos colas de la gausiana.

Pe|a9
= 1−

(
1−Q

(
d(a9 , a5)

2
√
N0/2

)
−Q

(
d(a9 , a13)

2
√
N0/2

))
×

(
1−Q

(
d(a9 , a8)

2
√
N0/2

)
−Q

(
d(a9 , a10)

2
√
N0/2

))
(4.80)

y sustituyendo los valores concretos de las distancias entre símbolos quedacomo

Pe|a9
= 1−

(
1− 2Q

(
1√
N0/2

))2

= 4Q

(
1√
N0/2

)
− 4Q2

(
1√
N0/2

)
(4.81)

Finalmente, la probabilidad media de error es

Pe =
M−1∑

i=0

pA(ai)Pe|ai

=
4

16
Pe|a0

+
8

16
Pe|a7

+
4

16
Pe|a9

= 3Q

(
1√
N0/2

)
− 9

4
Q2

(
1√
N0/2

)
(4.82)

La clave para poder calcular la probabilidad media de error en esta constelación reside
en la forma rectangular de las regiones de decisión. Este hecho, junto a la independencia
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estadística de los componentes del vectorq, nos permite descomponer el problema como
producto de problemas unidimensionales.

Analizando el resto de constelaciones representadas en la Figura 4.30 podemos com-
probar como a una de éstas (Figura 4.30(b)) podemos aplicar un cambio devariables como
el realizado para el cálculo de probabilidades de error en decisiones binarias en espacios
multidimensionales que produzca una rotación de 45 grados y transforme lasregiones de
decisión en regiones comoI0 del ejemplo anterior (véase la Figura 4.31). Aplicando este
procedimiento obtenemos una probabilidad de error para dicha constelación (se deja como
ejercicio su comprobación) igual a

Pe = 1−
(
1−Q

(
1√
N0

))2

= 2Q

(
1√
N0

)
−Q2

(
1√
N0

)
(4.83)

En las constelaciones representadas en las Figuras 4.30(c) y 4.30(d) no existen transfor-
maciones de este tipo que conduzcan a regiones de decisión rectangulares y, por tanto, para
calcular la probabilidad media de error de forma exacta es necesario recurrir a la resolu-
ción de la integral de las funciones de densidad de probabilidad condicionadas fuera de las
regiones de decisión por otros procedimientos.

Cota de la unión

Cuando el cálculo de la probabilidad media de error exacta resulta engorroso podemos
recurrir a la determinación de cotas superiores de la misma. Una de las más utilizadas es la
denominadacota de la unión, que se basa en el cálculo de las probabilidades de error por
parejas de símbolos.

Para ilustrar el procedimiento del cálculo de la cota de la unión emplearemos la constela-
ción mostrada en la Figura 4.30(b). En esta constelación, la probabilidad deerror cuando el
símbolo transmitido esa0, Pe|a0

, se obtiene integrandofq|a0
fuera de la región de decisión

I0, que se corresponde con el área sombreada en la Figura 4.32(a). Enlugar de proceder al
cálculo de esta integral de forma directa, vamos a calcular en primer lugar la probabilidad de
error que obtendríamos transmitiendoa0 y empleando un decisor binario para decidir entre
a0 y a1. Esta probabilidad de error, que denotamos comoPe(a0,a1), se obtiene integrando
fq|a0

en el área sombreada en la Figura 4.32(b) y, como hemos visto al analizar el decisor
binario en un espacio multidimensional, es

Pe(a0,a1) = Q

(
d(a0 , a1)

2
√
N0/2

)
= Q

( √
2

2
√
N0/2

)
= Q

(
1√
N0

)
(4.84)

Procedemos de igual forma a calcularPe(a0,a2) (Figura 4.32(c)) yPe(a0,a3) (Figura
4.32(d)),

Pe(a0,a2) = Q

(
d(a0 , a2)

2
√
N0/2

)
= Q

(
2

2
√
N0/2

)
= Q

( √
2√
N0

)
(4.85)

Pe(a0,a3) = Q

(
d(a0 , a3)

2
√
N0/2

)
= Q

( √
2

2
√
N0/2

)
= Q

(
1√
N0

)
(4.86)
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Figura 4.32. Cota de la unión: regiones de integración defq|A para obtenerPe|a0
(a),

Pe(a0,a1) (b),Pe(a0,a2) (c) y Pe(a0,a3) (d).

A partir de estas probabilidades de error con decisores binarios definimos la cota de la unión
paraPe|a0

como

Pe|a0
≤

M−1∑

j=1

Pe(a0,aj) = Pe(a0,a1) + Pe(a0,a2) + Pe(a0,a3)

= 2Q

(
1√
N0

)
+Q

( √
2√
N0

)
(4.87)

Procediendo de igual forma con el resto de símbolos de la constelación obtenemos la
cota de la unión para la probabilidad media de errorque, para una constelación genérica de
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M símbolos equiprobables, es

Pe ≤
M−1∑

i=0

pA(ai)
M−1∑

j=0
j 6=i

Pe(ai,aj) =
1

M

M−1∑

i=0

M−1∑

j=0
j 6=i

Q

(
d(ai , aj)

2
√
N0/2

)
(4.88)

y, particularizada para el ejemplo que nos ocupa, dada la simetría de la constelación, da
como resultado

Pe ≤
M−1∑

i=0

pA(ai)
M−1∑

j=0
j 6=i

Pe(ai,aj) =
1

4
4

(
2Q

(
1√
N0

)
+Q

( √
2√
N0

))
(4.89)

Para comprender por qué la cota de la unión es una cota superior hay quetener en cuen-
ta quePe|a0

se obtiene integrandofq|a0
en la región sombreada de la Figura 4.32(a) (esto

es, fuera deI0). En lugar de proceder a realizar esta integral hemos sumado tres integra-
les defq|a0

en las regiones sombreadas de, respectivamente, las Figuras 4.32(b),4.32(c) y
4.32(d). La superposición de estas tres regiones, que podemos ver enla Figura 4.33, abar-

−1

−1

1

1

  a
0

 q
1

 q
0

I I

II II

III

Figura 4.33.¿Por qué es una cota superior?; al sumar las probabilidades de error indivi-
duales estamos integrandofq|A una vez en las regiones etiquetadas como I, dos veces en
las regiones II y tres veces sobre la región III.

ca la totalidad del espacio fuera deI0 y, en consecuencia, aseguramos que la suma de las
probabilidades de error individualesPe(a0,a1), Pe(a0,a2) y Pe(a0,a3) es, como mínimo,
igual aPe|a0

. Además de esto, al sumar las tres probabilidades de error individuales existen
regiones del plano en que estamos integrandofq|A dos veces (regiones etiquetadas como II
en la Figura 4.33) e incluso tres veces (región etiquetada como III en la Figura 4.33) y, en
consecuencia, la suma de las probabilidades de error individuales serámayor quePe|a1

. La
igualdad en (4.87) la obtendremos únicamente en el caso extremo en que apliquemos la cota
de la unión a constelaciones con dos símbolos.

Hemos comprobado que la cota de la unión es realmente una cota superior de laproba-
bilidad de error, pero no sabemos exactamente si esta cota está cerca o lejos de la verdadera
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probabilidad de error. Para la constelación analizada (Figura 4.30(b))hemos calculado pre-
viamente la probabilidad de error exacta, (4.83), que está representadaen la Figura 4.34
junto a la la proporcionada por la cota de la unión, (4.89), en función de1/

√
N0. Pode-

mos comprobar que para probabilidades de error pequeñas (por ejemplo, menores de10−3,
que podemos considerar como el máximo error aceptable en muchos sistemas de comu-
nicaciones) ambas curvas son indistinguibles. Esto nos lleva a concluir quela cota de la
unión proporciona una buena medida de la probabilidad de error, mejor cuanto mayor sea la
relación señal a ruido.
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Figura 4.34. Probabilidad de error exacta y cota de la unión para la constelación de la
Figura 4.30(b).

En constelaciones con un gran número de símbolos, la evaluación de la cota de la unión
puede resultar engorrosa por el número de términos a considerar en (4.88), que crece aproxi-
madamente con el cuadrado del número de símbolos de la constelación. Parauna constela-
ción de 4 símbolos hay que calcular 6 distancias (aprovechando qued(ai , aj) = d(aj , ai))
y hasta 6 evaluaciones de la funciónQ. Para una constelación de 16 símbolos el número de
distancias a calcular sube hasta 120 y para una constelación de 32 símbolos, 496.

Ante este número de términos cabe preguntarse si todos son significativoso si pode-
mos despreciar algunos de ellos. Tomemos como ejemplo la evaluación de (4.89), donde
el argumento de una de las funcionesQ es

√
2 veces mayor que el otro, y evaluemos la

contribución de cada una de ellas a la probabilidad media de error para distintos valores de
la potencia de ruido. Para un valor de1/

√
N0 igual a 3 tenemos queQ(3) ≈ 1,3 · 10−3 y

Q(
√
2 · 3) ≈ 1,1 · 10−5; es decir, dos órdenes de magnitud menor. Para un valor de1/

√
N0

igual a 1 tenemos queQ(1) ≈ 0,16 y Q(
√
2) ≈ 0,079 y para un valor de1/

√
N0 igual a

6 tenemos queQ(6) ≈ 9,9 · 10−10 y Q(
√
2 · 6) ≈ 1,1 · 10−17. Recuerde que, para valores

altos del argumento, el decrecimiento de la funciónQ es exponencial (Página 103). Como
anteriormente, si nuestro interés se centra en probabilidades de error relativamente pequeñas
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(< 10−3) los términos dominantes en el valor que toma la probabilidad de error van a ser
los de menor argumento de la funciónQ y el resto podemos, al menos en una aproximación
grosera, despreciarlos.

Esta última aseveración está en concordancia con el sentido que poseen cada uno de
los términos de la cota de la unión de la probabilidad de error, ya que el argumento de la
funciónQ es directamente proporcional a la distancia entre dos símbolos: en el caso en
que se produzcan errores, estos se deberán con mayor probabilidada confusiones con los
símbolos más cercanos al transmitido, no con los más lejanos.

Para poner en práctica de forma sistemática esta aproximación al valor de la cota de
unión de la probabilidad de error, definimos ladistancia mínima de una constelación, dmin,
como

dmin = mı́n
j,i=0,...,M−1

j 6=i

{d(ai , aj)} (4.90)

y κ como el máximo del número de símbolos que se encuentran admin de un símbolo de la
constelación3. Con estas definiciones, la aproximación queda como

Pe ≈ κQ
(

dmin

2
√
N0/2

)
(4.91)

e implícitamente supone que todos los símbolos de la constelación tienenκ símbolos a
una distanciadmin y que se desprecia la contribución al error de los símbolos que no se
encuentran a la distancia mínima.

El principal inconveniente que tiene el empleo de (4.91) es que no somos capaces de
asegurar que sea una cota superior de la probabilidad de error, ya que no se consideran
todos los términos de la cota de la unión. Otra aproximación que sí garantiza que es una
cota superior de la probabilidad de error verdadera es

Pe ≤ (M − 1)Q

(
dmin

2
√
N0/2

)
(4.92)

conocida comocota holgadao cota más holgada (“looser bound”) que la cota de la unión,
que supone implícitamente que todos los símbolos de la constelación están a una distancia
dmin del resto. Obviamente, esta aproximación es más pesimista que (4.91) y puedeestar
alejada de la verdadera probabilidad de error para constelaciones conun gran número de
símbolos, pero al menos podemos garantizar que es una cota basada endmin.

Como ejemplo, la Figura 4.35 muestra los resultados de estas aproximaciones para la
constelación bidimensional de dieciséis símbolos de la Figura 4.30(a) junto a la probabilidad

3La definición deκ está tomada de los problemas de empaquetamiento de esferas y teoría de rejillas, donde
se define como el número de hiperesferas (o esferas, o circunferencias, dependiendo de la dimensionalidad del
espacio) que pueden estar en contacto con una dada siguiendo un determinado patrón de distribución (una reji-
lla). Recibe nombres como número de Newton, número de contacto, número de coordinación o número de besos
(este último tomado del juego del billar, donde se dice que dos bolas se besan cuando están en contacto)[19].
Generalmente se denota por la letraτ , pero dado el uso frecuente deτ en este texto, se ha preferido renombrarlo
comoκ.
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de error exacta, (4.82), y la proporcionada por la cota de la unión en función de1/
√
N0.

Puede verse claramente cómo (4.92) es una aproximación más conservadora que (4.91).
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Figura 4.35. Probabilidad de error exacta, cota de la unión y dos aproximaciones de la
cota de la unión para la constelación de la Figura 4.30(a).

4.4.3. Codificador

En el Apartado 4.2, al analizar el modulador del sistema de comunicacioneshemos justi-
ficado la necesidad de separar el transmisor en codificador y modulador, pero la descripción
que allí hacíamos del codificador se reduce a decir que realiza una transformación de un
símboloB en otro símboloA al que posteriormente dotamos de significado. Es ahora, una
vez analizado el receptor y las prestaciones que podemos obtener con un sistema de comu-
nicación, cuando estamos en disposición de establecer las condiciones que debe cumplir el
codificador para conseguir una comunicación con la mayor fiabilidad posible.

Para conseguir la menor probabilidad de error el codificador ha de generar una conste-
lación que tenga la mayor distancia mínima,dmin, con la menor energía media por símbolo,
Es. Estas condiciones son contradictorias, ya que si aumentamos la distancia mínima de una
constelación para disminuir la probabilidad de error aumentaremos, en general, la energía
media necesaria para transmitir un símbolo.

Para encontrar un punto de compromiso entre la distancia mínima y la energía mediapor
símbolo vamos a analizar la influencia sobre estos parámetros de operaciones elementales
como escalados, rotaciones y traslaciones realizadas sobre una constelación.

Consideremos en primer lugar una constelación binaria en un espacio unidimensional
cuyos símbolos sona0 = a y a1 = −a. La energía media de la constelación es igual aa2,

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



4.4 DECISOR Y CODIFICADOR 219

la distancia mínima,2a, y la probabilidad de error que obtenemos en el receptor es

Pe = Q

(
d(a0 , a1)

2
√
N0/2

)
= Q

(
a
√
2√
N0

)
(4.93)

Para hacer explícita la relación de la probabilidad de error y la energía mediapor sím-
bolo, multiplicamos y dividimos el argumento de la funciónQ en la expresión anterior por√
Es, y sustituimos una de ellas por su valor,a2, de la forma

Pe = Q

(
a
√
2√
N0

)
= Q

(
a
√
2√
Es

√
Es

N0

)
= Q

(
√
2

√
Es

N0

)
(4.94)

De esta forma, el término que multiplica a
√

Es
N0

en el argumento de la funciónQ (en este

caso,
√
2) puede considerarse como unfactor de méritode la constelación, ya que para unas

condiciones dadas (energía disponible para transmitir el símbolo y nivel deruido medidos
a la entrada del receptor), a mayor valor de este factor, menor probabilidad de error. Este
factor es, en general, distinto para cada constelación, y no varía al aplicar un factor de escala
real a los símbolos de la constelación.

Este factor tampoco varía si multiplicamos las coordenadas de todos los símbolos de
una constelaciónN -dimensional por una matrizR, transformando la constelación original
en otra de la formaa′i = Rai, siempre queR sea una matriz de dimensiónN × N cuyas
filas constituyen una base ortonormal del espacio euclídeo de dimensiónN . Las prestaciones
que obtenemos empleando la constelación{ai, i = 0, . . . ,M − 1} son idénticas a las que
obtenemos empleando{a′i, i = 0, . . . ,M − 1}. Un caso particular de esta transformación
que puede ayudarnos a comprender el efecto que supone sobre la constelación lo constituyen
las rotaciones en un espacio bidimensional. En este caso, la matrizR toma la forma

R =

[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]
(4.95)

y, aplicada sobre una constelación, produce un giro deθ radianes sobre la misma. La Figu-
ra 4.36(b) muestra la aplicación de esta transformación sobre la constelación de la Figura
4.36(a).

El escalado por un factor reala puede combinarse con las rotaciones (y, en general, con
la transformaciones realizadas con la matrizR anteriormente descrita) sin que cambie la
probabilidad de error en recepción respecto a la constelación original (para unaEs/N0 da-
da). Un ejemplo de esta combinación puede verse en la Figura 4.36(c). En general, podemos
decir que cualquier combinación de escalados y rotaciones sobre la constelación no afecta
a la fiabilidad del sistema de comunicación, sino que lo que marca estas prestaciones es la
relación entre las distancias de unos símbolos a otros.

Otra transformación elemental que podemos realizar sobre los símbolos de la constela-
ción es la traslación. La aplicaremos a la constelación binaria unidimensional considerada
anteriormente (a0 = a y a1 = −a), a la que sumamos una cantidadb a cada uno de los
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Figura 4.36.Transformaciones de la constelación: constelación original (a), rotación (b),
rotación y escalado (c), rotación, escalado y traslación (d).

símbolos generando una nueva constelación de la formaa′i = ai+ b. La energía media de la
nueva constelación es igual a(a2+b2), la distancia mínima sigue siendo2a y la probabilidad
de error que obtenemos en el receptor es

Pe = Q

(
d(a0 , a1)

2
√
N0/2

)
= Q

(
a
√
2√
N0

)
= Q

(
a
√
2√
Es

√
Es

N0

)
= Q

(√
2a2

a2 + b2

√
Es

N0

)

(4.96)
que depende tanto dea como deb. El mayor argumento de la funciónQ y, por tanto, la
menor probabilidad de error, se obtiene cuandob es igual a cero, porque el factora

2

a2+b2
es

siempre menor o igual que uno, y la igualdad se produce siendob igual a cero. Ante este
resultado cabe preguntarse cuál es la razón por la que el valor óptimo para b es cero, y la
respuesta es que parab = 0, el valor medio de la constelación,E {ai}, también conocido
comocentro de masasde la constelación, es cero. Si el valor medio de la constelación es
cero, toda la energía que pone en juego el transmisor se dedica a transmitir información, y no
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se consume energía en enviar el valor medio de la constelación, que no contiene información
alguna.

Un ejemplo de traslación en constelaciones bidimensionales podemos verlo en laFi-
gura 4.36(d). Como regla general, podemos decir que es deseable que cualquier conste-
lación tenga valor medio nulo para aumentar la fiabilidad de la comunicación. Casode
no ser nulo el valor medio podemos cambiar la constelación{ai, i = 0, . . . ,M − 1} por
{a′i = ai − E {ai} , i = 0, . . . ,M − 1} que mantiene las distancias entre los símbolos y
hace mínima la energía media por símbolo.

Las transformaciones vistas hasta ahora dejan sin resolver el principalproblema en el
diseño o elección de constelaciones para un sistema de comunicación, que es la forma o
patrón (técnicamente,rejilla) que se utiliza para distribuir los símbolos de la constelación
en el espacio de señales. Este problema, conocido comoempaquetado de esferas, no tiene
aún solución general, aunque sí está resuelto para algunas dimensionesdel espacio de señal.

Para comprender mejor el problema, vamos a emplear unas bolas de billar, que para
nosotros adquieren el siguiente significado: cada bola de billar va a representar un símbolo
de la constelación, que estará situado en el centro de la bola y el diámetro dela bola es
dmin. Cuando están en contacto dos bolas los símbolos están a una distanciadmin y si no hay
contacto los símbolos están a una distancia mayor quedmin.

Comencemos empleando tres bolas e imaginemos que el centro del tapete de la mesa es
el origen de coordenadas; el problema del diseño de la constelación setraduce en intentar
situar las tres bolas sobre el tapete y lo más cerca posible del centro de la mesa. La mejor
solución es que las tres bolas estén en contacto y que el hueco que quedaentre ellas coin-
cida exactamente con el centro de la mesa, tal y como se muestra en la Figura 4.37(a). Si
separamos una de las bolas aumentamos la energía media de la constelación y nodisminui-
mos la distancia mínima entre símbolos, que estará marcada por las dos bolas que siguen en
contacto; si desplazamos de forma conjunta las tres bolas a otro lugar del tapete que no sea
el centro de la mesa también estaremos aumentando la energía media de la constelación sin
aumentar la distancia mínima de la constelación.

Si queremos diseñar una constelación unidimensional las tres bolas debenestar sobre
una línea, y el diseño de la constelación da como resultado el mostrado en la Figura 4.37(b):
una bola en el centro de la mesa y las otras dos en contacto con esta, una a cada lado. Si
quisiésemos diseñar otra constelación unidimensional con un mayor número de símbolos
podríamos seguir con este procedimiento, y el resultado sería que todos lossímbolos adya-
centes estarían siempre a la misma distancia,dmin, o, en otras palabras, los símbolos estarían
equiespaciados.

Diseñemos ahora una constelación bidimensional con siete símbolos empleandoel mis-
mo método. El resultado será el que muestra la Figura 4.37(c): una bola en el centro y
seis alrededor de esta formando un hexágono. El espacio que queda entre las bolas es una
medida de la eficacia del empaquetamiento; a menor espacio, más densamente estarán em-
paquetadas y menor será la energía media por símbolo para la misma distancia mínima de
la constelación. Si dispusiésemos las bolas (en este caso, nueve) en unacuadrícula, tal y
como se muestra en la Figura 4.37(d), el espacio entre ellas es mayor y, consecuentemente,
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.37.Empaquetado de esferas: tres esferas sobre un plano(a), tres esferas sobre una
recta (b), siete esferas sobre un plano en disposición hexagonal (c), nueve esferas sobre un
plano en disposición de cuadrícula (d).

la energía media por símbolo será mayor. Comparando las Figuras 4.37(c) y 4.37(d) vemos
que si bien la configuración hexagonal es más densa, en la configuración en cuadrícula exis-
te un menor número de símbolos admin, y ambos factores influyen sobre la probabilidad de
error en recepción. La densidad del empaquetamiento influye en el argumento de la función
Q porque modifica la energía media por símbolo necesaria para mantener una determinada
dmin, y el número de símbolos que se encuentran admin de uno dado influye sobre el factor
que multiplica a la funciónQ. Dado el decrecimiento exponencial de la funciónQ, en ge-
neral tiene más influencia sobre la probabilidad de error el argumento de lafunciónQ (la
densidad del empaquetamiento) que el factor multiplicativo sobre la misma (el número de
símbolos admin).

Para construir una constelación bidimensional de un número de símbolosM el procedi-
miento sería escoger losM símbolos en una disposición hexagonal que caben dentro de una
circunferencia del menor radio posible y, a continuación, sustraer a cada símbolo el valor
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medio de la constelación.
Para un mayor número de dimensiones procedemos de igual forma, cambiando aho-

ra esferas por hiperesferas para dimensiones mayores que tres. Sin embargo, como hemos
mencionado antes, para algunas dimensiones del espacio de señal no somos capaces de en-
contrar la forma más densa de empaquetamiento, que sí hemos encontrado para constelacio-
nes unidimensionales (símbolos equidistantes) y bidimensionales (disposición hexagonal).

A pesar de lo anterior, resulta curioso comprobar que, en la práctica, lasconstelaciones
bidimensionales con disposición hexagonal no se emplean casi nunca a pesar de ser las de
mayor densidad de empaquetamiento. Las razones que justifican este hechovienen derivadas
del criterio adoptado a la hora de analizar y diseñar las constelaciones: hacer mínima la
probabilidad de error en recepción expresada en función de

√
Es/N0. Este criterio es muy

razonable, pero existen otros factores a tener en cuenta a la hora de escoger una determinada
constelación. Entre los factores más importantes podemos citar:

Facilidad de realización del transmisor. Las coordenadas de los distintos símbolos deben
poder expresarse con números de precisión finita (no irracionales) pues es necesa-
rio almacenarlos en algún sitio. En un empaquetamiento hexagonal como el de la
Figura 4.37(c) tenemos coordenadas de símbolos como[1

√
3]T . Si realizamos un

truncamiento de los valores de las coordenadas al primer decimal, la constelación de
la Figura 4.37(c) se transforma en la de la Figura 4.38, donde se ha perdido la dis-
posición a intervalos regulares de los símbolos y con ello parte de las ventajasdel
empaquetamiento hexagonal. Si las coordenadas de los símbolos fuesen, por ejemplo,

Figura 4.38.Constelación con empaquetamiento hexagonal y truncamiento de las coorde-
nadas de los símbolos.

[2
√
3
√
3]T no tendríamos esa pérdida porque podríamos escalar la constelación por

un factora = 1/
√
3 y obtendríamos coordenadas enteras. Esta es la razón por la que

la configuración más empleada en constelaciones bidimensionales es la cuadrícula.

Limitación de la energía de pico.En una constelación bidimensional de 16 símbolos co-
mo la de la Figura 4.30(a) (Página 210) la energía media por símbolo es 10, pero
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la energía de los símbolos más alejados del origen de coordenadas (energía de pico)
es 18. Puede darse el caso que el dispositivo encargado de amplificarla señal en el
transmisor pueda proporcionar en un intervalo de duraciónT una energía de 10, pero
no de 18, como sucede en algunos sistemas en que la potencia de los transmisores es
un factor crítico. En estas situaciones suelen emplearse constelaciones con cociente
energía de pico respecto a energía media iguales o cercanos a 1, como la mostrada en
la Figura 4.30(d).

Facilidad de realización del receptor.Existen situaciones en que la complejidad del re-
ceptor es un factor determinante, hasta tal punto que es preferible sacrificar una menor
probabilidad de error en recepción para conseguir una simplificación dela circuitería
necesaria en el receptor. Un caso común en esta situación es que no se recupera el
signo de las coordenadas del símbolo recibido, y esto fuerza a emplear constelaciones
en que las coordenadas de los símbolos sean no negativas, denominadascomúnmente
constelaciones unipolares. Si además existe limitación de la energía de pico, suelen
emplearse las denominadasconstelaciones ortogonales, en las que la dimensionalidad
del espacio de señales,N , es igual al número de símbolos de la constelación,M , y
los símbolos toman la forma[

√
Es 0 . . .]T , [0

√
Es 0 . . .]T , [0 0

√
Es 0 . . .]T , etc.

4.5. TRANSMISIÓN INDEFINIDA DE SÍMBOLOS

El modelo de comunicación digital presentado en los apartados precedentes considera
que se transmite un único símboloB, cuando las necesidades reales son de sistemas que
puedan transmitir una secuencia de símbolos de longitud indefinida que denotaremos de
aquí en adelante por razones de brevedad comotransmisión indefinida de símbolos. Para
considerar una transmisión indefinida de símbolos sustituimos el modelo que representába-
mos en la Figura 4.1 por el representado en la Figura 4.39. El primer cambio que se advierte

Codificador Modulador

DemoduladorDecisor

Canal

B l[ ] A[  ]n

q[  ]n

s(t)

r(t)

Transmisor

Receptor

][ˆ lB

Figura 4.39.Modelo general de un sistema de comunicación digital para transmisión in-
definida de símbolos.

es la sustitución del símbolo a transmitir,B, por una secuencia de símbolosB[l]. Para faci-
litar un interfaz común a cualquier sistema de comunicaciones que pudiésemos considerar,
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cada uno de los símbolos que componen la secuenciaB[l] son ahora símbolos binarios que
pueden tomar valor 0 ó 1; esto es,B[l] será algo como “. . . 1000110101111 . . .”. Si la fuente
cuya información queremos transmitir tuviese otro alfabeto con distinto número de símbolos
emplearíamos uncodificador de fuentepara transformar la secuencia de símbolos de salida
de la fuente en una secuencia de símbolos binarios.

Seguimos considerando, como en el modelo anterior, que los símbolos son equiproba-
bles (Pr(B[l0] = 0) = Pr(B[l0] = 1) = 1/2 para cualquier valor del0) pero, como ahora
tenemos una secuencia en lugar de un símbolo aislado, nos hace falta suponer una relación
probabilística entre los distintos símbolos de la secuencia. Esta es la independencia estadís-
tica: el valor que toma la secuencia para unl0 determinado,B[l0], es independiente del valor
que toma para otrol1, B[l1], si l0 6= l1. En estas condiciones, como veremos en el Capítulo
9, cada símbolo contiene unbit de información.

Suponemos también que los símbolos de la secuenciaB[l] aparecen a la entrada del
sistema a intervalos regulares deTb segundos, por lo que aTb se le denominaintervalo de
bit o periodo de bit. También podemos decir que el sistema transmite1/Tb bits por segundo,
o que latasa de bitde entrada al sistema es1/Tb.

De manera acorde, el símboloA ha sido sustituido por una secuencia de símbolosA[n].
Cada símbolo de la secuenciaA[n], al igual que en el primer modelo, puede tomar uno de
entreM valores posibles{ai, i = 0, . . . ,M − 1} de la forma (4.1) o, lo que es lo mismo,
pertenece a una constelación deM símbolos en un espacioN -dimensional. La restricción
que imponemos ahora es queM sea una potencia de 2,M = 2m, conm entero positivo.

El codificador transforma la secuenciaB[l] en la secuenciaA[n], generando un símbolo
deA[n] por cadam símbolos deB[l] (de ahí la diferente notación de los índices temporales
de ambas secuencias). Por el momento consideraremos que la transformación entreB[l] y
A[n] se realiza símbolo a símbolo y sin memoria: a cada posible combinación dem unos y
ceros se le asigna un símboloai, tal y como se muestra en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 4.3
Un ejemplo de codificador que, empleando un símbolo deB[l] para generar otro deA[n] (m =
1) en un espacio unidimensional (N = 1), realice la asignación

1 −→ 1

0 −→ −1
transformará la secuencia0011100100 en−1,−1, 1, 1, 1,−1,−1, 1,−1,−1.

Ejemplo 4.4
Un segundo ejemplo de codificador que, empleando un símbolo deB[l] para generar otro de
A[n] (m = 1) en un espacio bidimensional (N = 2), realice la asignación

1 −→
[
1
0

]

0 −→
[
0
1

]

transformará la secuencia0011100100 en

[
0
1

]
,

[
0
1

]
,

[
1
0

]
,

[
1
0

]
,

[
1
0

]
,

[
0
1

]
,

[
0
1

]
,

[
1
0

]
,

[
0
1

]
,

[
0
1

]
.
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Ejemplo 4.5
Un tercer ejemplo de codificador que, empleando dos símbolosdeB[l] para generar uno deA[n]
(m = 2) en un espacio unidimensional (N = 1), realice la asignación

11 −→ 3

10 −→ 1

00 −→ −1
01 −→ −3

transformará la secuencia0011100100 en−1, 3, 1,−3,−1.

La tasa de símbolos a la salida del codificador es1/(mTb) símbolos por segundo o
baudios, siendo el periodo de símboloT = mTb. Nótese como únicamente en el caso en
que la constelación sea binaria coinciden bits por segundo y baudios. En general, una tasa
deR baudios se corresponde con una velocidad binaria demR bits por segundo.

El modulador transforma la secuencia de símbolosA[n] en una señal analógica en tiem-
po continuos(t), que se actualiza cada periodo de símbolo,T , de la siguiente forma: como
en el primer modelo, establecemos una correspondencia entre cada símbolode la constela-
ción,ai, y una forma de ondasi(t), idénticamente nula fuera del intervalo0 ≤ t < T y de
energía finita, y esta correspondencia se aplica a cada uno de los símbolosde la secuencia
A[n] de la siguiente forma: siA[n0] = ai, hacemoss(t) = si(t − n0T ) en el intervalo
n0T ≤ t < (n0 + 1)T , tal y como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.6
Tomando el codificador del Ejemplo 4.4, un posible modulador(tomado del conjunto de señales
de la Figura 4.5, Página 179) sería el que hiciese la asignación

a0 =

[
1
0

]
−→ s0(t) =

{
2 sen

(
2π
T t
)

0 ≤ t < T

0 resto

a1 =

[
0
1

]
−→ s1(t) =

{
2 cos

(
2π
T t
)

0 ≤ t < T

0 resto

que, con la secuencia de símbolos de entrada del Ejemplo 4.4,ofrece a su salida la señal que
muestra la Figura 4.40.

Expresando las señalessi(t) en función de los elementos de la base del espacio de
señales que generan,{φj(t), j = 0, . . . , N − 1}, obtenemos una expresión compacta de la
señals(t) que, en el caso en que la dimensionalidad del espacio sea igual a 1, toma la forma

s(t) =
∑

n

A[n]φ0(t− nT ) (4.97)

y para una dimensión genéricaN del espacio de señal

s(t) =
∑

n

AT [n]




φ0(t− nT )
...

φN−1(t− nT )


 =

∑

n

N−1∑

j=0

Aj [n]φj(t− nT ) (4.98)
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t

2

s(t)
← →T

Figura 4.40.Señal a la salida del modulador del Ejemplo 4.6.

dondeAj [n] es la componentej-ésima del símboloA[n].
Como modelo de canal, consideramos el canal aditivo gausiano empleado anteriormen-

te,r(t) = s(t) + n(t), siendon(t) una componente de ruido gausiano y blanco de densidad
espectral de potenciaN0/2. Bajo estas condiciones, la recepción con mínima probabilidad
de error de uno de los símbolos de la secuencia es un problema estadísticamente indepen-
diente de la recepción de cualquier otro símbolo de la misma secuencia, porquese dan dos
condiciones de forma simultánea:

Condición 1. En cada intervalo de tiempon0T ≤ t < (n0 + 1)T interviene uno y sólo uno
de los símbolos de la secuencia,ai[n0].

Condición 2. El ruido en un determinado instante,n(t0), es estadísticamente independiente
del ruido en cualquier otro instante.

Si la recepción de cada símbolo es un problema independiente, el demodulador debe
generar, a partir de la señal recibida,r(t), una secuencia (de vectores)q[n] cuyos ele-
mentos contienen las coordenadas der(t − nT ) en la base utilizada en el modulador,
{φj(t), j = 0, . . . , N − 1}. Cada vectorq[n0] de la secuenciaq[n] puede obtenerse me-
diante una estructura de correlacionadores o mediante una estructura defiltros adaptados a
partir del valor der(t) en el intervalon0T ≤ t < (n0 + 1)T . Como no existe solape entre
los distintos intervalos, podemos emplear la misma estructura para cada uno de los vectores
de la secuenciaq[n], tal y como se muestra en la Figura 4.41. En definitiva, la diferencia con
el modo de proceder en el modelo anterior es que allí correlacionábamos (o muestreábamos)
una sola vez, y ahora repetimos esa operación en cada periodo de símbolo.

Cada vector de la secuenciaq[n] es estadísticamente independiente del resto de vectores
de la secuencia y contiene toda la información relevante (es un estadístico suficiente) para
decidir sobre un símbolo deA[n]. Esto es,q[n] toma la forma

q[n] = A[n] + n[n] (4.99)

donden[n] es la componente de ruido, que es un proceso estocástico discreto multidimen-
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r t( )

q0[n]

q1[n]

qN-1[n]

ò
+

·
Tn

nT
dt

)1(

ò
+

·
Tn

nT
dt

)1(

ò
+

·
Tn

nT
dt

)1(

)(1 nTtN --f

)(1 nTt -f

)(0 nTt -f

r t( )

q n0[ ]

q1[ ]n
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t nT=
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)(1 t-f

)(0 t-f

(a) (b)

Figura 4.41.Estructuras del demodulador para transmisión indefinida desímbolos basadas
en correlacionadores (a) y filtros adaptados (b).

sional gausiano cuyas muestras son estadísticamente independientes y confunción de den-
sidad de probabilidad como la expresada en (4.15).

En estas condiciones, el decisor óptimo es un decisor MAP (que también se reduce
a un decisor ML por ser los símbolos equiprobables) operando símbolo a símbolo como el
desarrollado para el modelo anterior, según se muestra en la Figura 4.42.La única diferencia
apreciable con respecto al decisor del modelo anterior es que su salida son símbolos de
la constelación{ai, i = 0, . . . ,M − 1} en lugar de símbolos de entrada al sistema, por
la diferencia en el tamaño de los alfabetos (binario frente aM -ario), que no existía en el
modelo anterior. La secuencia de símbolos a la salida del decisor,Â[n], es transformada en

q[ ]n

M
ín

im
o

][ˆ nAd 1, a·

d 0, a·

d 1, -· Ma

-1/2|| ||a1

2

-1/2|| ||a0

2

-1/2|| ||aM-1

2 M
áx

im
o

][ˆ nAq[ ]n

0,f·

1,f·

1, -· Nf

(a) (b)

Figura 4.42.Realización del decisor de máxima verosimilitud para transmisión indefinida
de símbolos empleando medidas de distancia (a) y correlacionadores (b).

una secuencia de símbolos binariosB̂[l] realizando la asignación inversa a la del codificador.
La diferencia en el tamaño de los alfabetos deB yA hace que la probabilidad media de

error de símbolo no sea la misma medida enA que medida enB. La analizada en el modelo
anterior,Pe, es la probabilidad media de error medida en los símbolos de la constelación,
que continuaremos denominandoprobabilidad media de error de símbolo. La probabilidad
media de error medida enB es la denominadatasa de errores binarioso tasa de error de bit
(“Bit Error Rate”,BER).

Para ilustrar el método de cálculo de laBER y enfatizar las diferencias con respecto
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a laPe, vamos a utilizar la constelación unidimensional de cuatro símbolos de la Figura
4.28 (Página 208) de la que ya calculamos suPe, (4.71). Como codificador, emplearemos el
del Ejemplo 4.5. La relación resultante entre símbolos binarios de entrada al codificador y
símbolos de la constelación es la mostrada en la Figura 4.43.

−3 −2 −1 0 1 2 3
 q

 a
0

a
1

a
2

a
3

01 00 10 11

Figura 4.43.Constelación unidimensional de cuatro símbolos con la asignación de símbo-
los binarios realizada por el codificador del Ejemplo 4.5.

Supongamos en primer lugar que el símbolo transmitido fuea0, que se corresponde con
una combinación de dígitos binarios opalabra01. Si se produce un error y la salida del
decisor esa1 (00), tan solo uno de los dígitos binarios será incorrecto, pero si la salidadel
decisor esa2 (10), los dos dígitos binarios serán incorrectos. Si a la hora de calcularPe|a0
no distinguíamos entre las situaciones en que la salida esa1, a2 ó a3 ahora sí debemos
hacerlo porque su impacto sobre laBER es distinto. El cálculo exacto de laBER cuando
el símbolo transmitido esa0, que denotaremos comoBERa0 , da como resultado

BERa0 =
1

2

(
Q

(
1√
N0/2

)
−Q

(
3√
N0/2

))
+

+
2

2

(
Q

(
3√
N0/2

)
−Q

(
5√
N0/2

))
+

1

2
Q

(
5√
N0/2

)
(4.100)

donde el primero de los sumandos representa la probabilidad de que la salida del decisor sea
a1 por el cociente entre el número de dígitos binarios erróneos que acarrea esa decisión y el
número de dígitos binarios por símbolo de la constelación. El segundo y tercer sumandos de
(4.100) poseen idéntico significado con respecto a, respectivamente,a2 y a3.

Procediendo de idéntica forma en los casos en que el símbolo transmitido seaa1, a2 y
a3, obtenemos laBER como

BER=
M−1∑

i=0

Pr(ai)BERai (4.101)

que para el caso considerado ofrece como resultado

BER=
3

4
Q

(
1√
N0/2

)
+

1

2
Q

(
3√
N0/2

)
− 1

4
Q

(
5√
N0/2

)
(4.102)

En los casos en que este cálculo resulte tedioso por el número de términos involucrados,
podemos recurrir a la siguiente aproximación: en el caso más favorable, un error de detec-
ción va a provocar un sólo dígito binario erróneo (BERai ≥ 1

mPe|ai) y en el caso peor, un
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error de detección va a provocar que losm dígitos binarios que componen la palabra asig-
nada al símbolo que fue transmitido sean erróneos (BERai ≤ Pe|ai). Esta aproximación nos
lleva a acotar laBER como

1

m
Pe ≤ BER≤ Pe (4.103)

Comparando laBER del caso analizado, (4.102), con laPe de la constelación, (4.71),
comprobamos que laBER se encuentra más cerca de su límite inferior establecido en
(4.103) que de su límite superior (concretamente, si nos quedamos con el término domi-
nante de (4.102) estamos en el límite inferior). Si calculamos laBER de manera exacta
realizando la asignación que se muestra en la Figura 4.44 obtenemos

BER=
5

4
Q

(
1√
N0/2

)
− 1

4
Q

(
3√
N0/2

)
(4.104)

que se encuentra más cerca del límite superior que del inferior.
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Figura 4.44.Constelación unidimensional de cuatro símbolos y su asignación de símbolos
binarios.

La razón de este comportamiento está en que en la asignación de la Figura 4.43los
símbolos que se encuentran a menor distancia de uno dado (y que en el caso de que se
produzca un error, ese será el error más probable) tienen asignadas palabras que difieren en
un único dígito binario, mientras que esto no ocurre en la asignación de la Figura 4.44.

Como regla general para el diseño de codificadores, debemos asignarpalabras que difie-
ran en el menor número posible de dígitos binarios a los símbolos de la constelación que se
encuentren más cercanos. Un tipo de codificación que lleva a la práctica esta regla es la de-
nominadacodificación Gray, en que los símbolos más cercanos a uno dado tienen palabras
que difieren en un único dígito binario. La asignación de la Figura 4.43 es unejemplo de
codificación Gray pero, lamentablemente, no siempre existe un codificador Gray para una
constelación dada (por citar un ejemplo, una constelación con empaquetamiento hexagonal
y m < 6). Para codificadores Gray, podemos aproximar laBER como

BER≈ 1

m
Pe (4.105)

El empleo de laBER como medida de fiabilidad de un sistema de comunicación en
lugar de la probabilidad de error de símbolo nos permite comparar de forma directa sistemas
de comunicación que empleen constelaciones con distinto número de símbolos. Si la Pe
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era representada en función deEs/N0, para representar adecuadamente laBER debemos
expresarla en función deEb/N0, dondeEb es laenergía media por bit, definida como

Eb =
1

m
Es (4.106)

y de sentido evidente si consideramos que la máxima información que puede contener un
símbolo de la constelación esm bits.

Como ejemplo, la Figura 4.45 representa laBER en función de
√
Eb/N0 para las

constelaciones de 4 y 16 símbolos de las Figuras 4.30(b) y 4.30(a), respectivamente. Se
ha supuesto codificación Gray y se ha empleado la aproximación (4.105) para el cálculo
de laBER. Las probabilidades medias de error de símbolo de estas constelaciones son las
representadas en las Figuras 4.34 y 4.35 que, obviamente, no podían compararse de forma
directa.
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Figura 4.45. Comparación de las medidas deBER para las constelaciones de 4 y 16
símbolos de las Figuras 4.30(a) y 4.30(b) con codificación Gray.

A la vista de los resultados de la Figura 4.45 podría pensarse que la constelación de 4
símbolos es definitivamente superior a la de 16, y ciertamente lo es para el modelo de canal
considerado. Incluso podemos generalizar este resultado diciendo queconforme mayor sea
el número de puntos de la constelación, mayor será laBER. Sin embargo, en el Capítulo 5
veremos que al restringir el ancho de banda del canal, esta conclusiónno es del todo exacta.

4.6. LECTURAS ADICIONALES

La mayor parte del contenido del capítulo es la teoría clásica de modulación y detección
que puede encontrarse en muchos libros de comunicaciones digitales.

Los autores nos sentimos en deuda con un libro en particular, el de Wozencraft y Jacobs
[95], y es la primera referencia que ofrecemos como ampliación de lo aquí expuesto. Otro
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libro clásico de lectura recomendada es el de Van Trees [81]. Entre los libros de texto actua-
les que abordan los conceptos tratados en este capítulos recomendamos losde Proakis [61],
Proakis y Salehi [63], Benedetto y Biglieri [7], Haykin [39], Wilson [94] y Simon, Hinedi y
Lindsey [75].

El diseño de constelaciones viene razonablemente expuesto en los libros de Benedetto y
Biglieri [7] y Barry, Lee y Messerschmitt [5], y un tratamiento mucho más profundo de este
tema podemos encontrarlo en el libro de Conway y Sloane [19].

PROBLEMAS

P4.1 Considere la constelación de señales{si(t), i = 0, . . . ,M − 1}, idénticamente nula
fuera del intervalo0 ≤ t < T , y de valor

si(t) = sen

(
2π(i+ 1)t

T

)

dentro de este. Determine una base ortonormal para representar la constelación de se-
ñales, sus coordenadas con respecto a esta base, la distancia entre cualesquiera dos
señales, la energía de cada señal de la constelación y la energía media de laconstela-
ción.

P4.2 Considere la constelación de señales

a0 =




1
1
−1


 a1 =




1
−1
1


 a2 =



−1
−1
−1


 a3 =



−1
1
1




Calcule la distancia entre cualesquiera dos señales de la constelación, la energía de
cada señal y la energía media por símbolo supuestos símbolos equiprobables.

P4.3 Debido a un error de sincronismo, se muestrea la salida de un filtro adaptado a la señal
s(t) en un instantet0 6= 0, obteniendoq(t0) = s(t) ∗ s∗(−t)|t=t0 . Demuestre que ese
error de sincronismo provoca una pérdida de señal (|q(0)| ≥ |q(t0)|).

P4.4 Considere un sistema de comunicación que emplea la siguiente constelaciónde cuatro
señales

s0(t) = φ0(t) + φ1(t) s1(t) = φ0(t)− φ1(t)
s2(t) = −φ0(t) + φ1(t) s3(t) = −φ0(t)− φ1(t)

siendoφ0(t) y φ1(t) dos señales ortogonales de energía unitaria. En el receptor, el de-
modulador está realizado con filtros adaptados a cada una de las señales del transmisor,
obteniendo un vector

q =




q0
q1
q2
q3



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dondeqi = r(t) ∗ s∗i (−t)|t=0 =
∫∞
−∞ r(τ)s∗i (−τ) dτ .

4.1. Obtenga las funciones de densidad de probabilidadfq|s(t)(q|si(t)).
4.2. Demuestre queq es un estadístico suficiente para la detección de la señal trans-

mitida.

4.3. Desarrolle el decisor MAP a partir deq.

4.4. ¿Qué diferencias y similitudes existen entre este receptor y uno basadoen un
demodulador que emplee filtros adaptados a los elementos de la base del espacio
de señal,φ0(t) y φ1(t)?

P4.5 La entrada a un decisor binario es un escalarq que, cuando se transmite el símboloa0,
presenta una función de densidad de probabilidad uniforme en el intervalo [−0,5, 0,5).
Alternativamente, cuando se transmite el símboloa1, presenta una función de densidad
de probabilidad uniforme en el intervalo[−1, 1). Se conoce, además, que las probabi-
lidades “a priori” de los símbolos sonp(a0) = 0,25 y p(a1) = 0,75.

5.1. Obtenga el decisor MAP y calcule su probabilidad de error.

5.2. Obtenga el decisor ML y calcule su probabilidad de error.

P4.6 Desarrolle el decisor MAP realizado mediante medidas de distancias similara (4.43)
para símbolos no equiprobables, partiendo de (4.35).

P4.7 Considere la constelación mostrada en la Figura 4.28. Determine las regiones de deci-
sión del decisor MAP en el caso en que las probabilidadesa priori de los símbolos son
p(a1) = p(a2) = 0,3 y p(a0) = p(a3) = 0,2. Calcule la probabilidad de error de este
decisor en función deEs/N0 y compárela con la probabilidad de error de un decisor
ML.

P4.8 Desarrolle el decisor ML para ruido aditivo laplaciano; esto es, con

fn(n) =
N−1∏

j=0

fnj (nj) =
N−1∏

j=0

1

2β
e
− |nj |

β =
1

(2β)N
e
−∑N−1

j=0

|nj |
β

de manera análoga al realizado en las expresiones (4.38) a (4.43) pararuido aditivo
gausiano. Indique cómo sería la forma óptima de distribuir (o empaquetar) los símbo-
los de la constelación en el espacio de señales en este caso, y dibuje esta distribución
para un espacio bidimensional.

P4.9 Un sistema de comunicaciones emplea un espacio de señal unidimensionalgenerado
por un pulsoφ0(t) rectangular de duraciónT = 1 y una constelación binaria antipodal
(a0 = −1, a1 = 1). La señal a la salida del modulador,s(t), es transmitida con
ganancias distintas,G1 y G2, por dos canales gausianos, obteniendo en el receptor las
señalesr1(t) = G1s(t) + n1(t) y r2(t) = G2s(t) + n2(t), donden1(t) y n2(t) son
dos componentes de ruido gausiano y blanco de densidad espectral de potencia igual
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aN0/2 e independientes entre sí. El receptor combinar1(t) y r2(t) con gananciasK1

y K2, respectivamente, obteniendo la señalr(t) como

r(t) = K1r1(t) +K2r2(t) = K1(G1s(t) + n1(t)) +K2(G2s(t) + n2(t))

9.1. Diseñe el demodulador del receptor óptimo mediante filtro adaptado. Dibuje la
constelación recibida.

9.2. Calcule las funciones de densidad de probabilidad de la salida del demodulador,
q, condicionadas al símbolo transmitido,fq|A(q|a0) y fq|A(q|a1).

9.3. Diseñe el decisor MAP supuestos símbolos equiprobables y determine laproba-
bilidad de error de símbolo,Pe.

9.4. Obtenga el valor deK = K1/K2 que hace mínimaPe en función del valor de
las gananciasG1 y G2.

P4.10 Considere el canal discreto equivalente descrito mediante las siguientes ecuaciones:

q0 = A+ n0

q1 = n0 + n1

dondeA puede tomar valor1 ó−1 con igual probabilidad yn0 y n1 son dos componen-
tes de ruido con distribución gausiana de media nula, varianzaN0/2, estadísticamente
independientes entre sí y estadísticamente independientes deA

10.1. Determine las densidades de probabilidad de la salida del canal condicionadas a
los símbolos de entrada,fq0,q1|A (q0, q1|1) y fq0,q1|A (q0, q1| − 1).

10.2. Determine siq0 es un estadístico suficiente para la detección.

10.3. Diseñe el decisor de mínima probabilidad media de error.

P4.11 Un sistema de comunicaciones ternario (M = 3) emplea la constelación de señales
s0(t) = v(t), s1(t) = 0 y s2(t) = −v(t), siendov(t) una señal de energía finita e
idénticamente nula fuera del intervalo0 ≤ t < T . El receptor emplea un demodulador
basado en correlacionador que calcula el estadísticou =

∫ T
0 r(t)s(t)dt, siendor(t) =

s(t) + n(t), y n(t) ruido gausiano blanco de densidad espectral de potenciaN0/2
W/Hz y estadísticamente independiente del símbolo transmitido. El decisor compara
u con un umbrala, de modo que siu > a se decide que la señal transmitida fues0(t),
si u < −a se decide que fues2(t) y si−a < u < a se decide que fues1(t).

11.1. ¿Puede ser óptimo el receptor descrito? Justifique su respuesta.

11.2. Calcule las probabilidades de error condicionadas a la transmisión decada una
de las señales, y calcule la probabilidad media de error en función de las proba-
bilidadesa priori de los símbolos y deEs/N0.

11.3. Suponiendo quea = Es, determine la distribución de probabilidadesa priori
que hace mínima la probabilidad media de error.
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11.4. Si las señales son equiprobablesa priori, determine el umbrala que hace mínima
la probabilidad media de error.

P4.12 Calcule laPe de la constelación 64-QAM de la Figura 5.29 en función deEs/N0.

P4.13 Obtenga una cota superior de laPe de las constelaciones de las Figuras 4.30(c) y
4.30(d) empleando la cota de la unión.

P4.14 Considere la constelación de señales de un sistema de comunicacionesdigitales mos-
trada en la Figura 4.46, equiprobables “a priori”.
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Figura 4.46.Constelación de señales del Problema P4.14.

14.1. Obtenga una base ortonormal para la constelación de señales con el mínimo nú-
mero de elementos.

14.2. Obtenga las coordenadas de cada una de las señales en la base del apartado an-
terior, y dibuje las regiones de decisión asociadas correspondientes a un decisor
MAP.

14.3. Empleando la cota de la unión, calcule la probabilidad media de error de símbolo,
Pe, en función deEs/N0.

14.4. ¿Podemos realizar alguna transformación de la constelación que, sinmodificar
las distancias entre los símbolos, mejore su inmunidad frente al ruido aditivo gau-
siano? Si es así, realícela, dibuje las señales correspondientes a la constelación
resultante y calcule la nuevaPe en función deEs/N0.

P4.15 Diseñe los codificadores Gray para las constelaciones de la Figura4.30.
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P4.16 Considere el sistema de comunicación digital que emplea el siguiente conjunto de
señales en el transmisor

s0(t) =

{
cos(100πt) 0 ≤ t < 1

0 resto
s1(t) =

{
− cos(100πt) 0 ≤ t < 1

0 resto

s2(t) =

{
sen(100πt) 0 ≤ t < 1

0 resto
s3(t) =

{
− sen(100πt) 0 ≤ t < 1

0 resto

16.1. Determine una base ortonormal para este conjunto de señales y obtenga la cons-
telación de señales con respecto a esta base.

16.2. Diseñe el receptor de mínima probabilidad de error del sistema, indicando ex-
plícitamente las regiones de decisión asociadas a cada símbolo en los siguientes
supuestos:

16.2.1. p(a0) = p(a1) = p(a2) = p(a3) = 1/4

16.2.2. p(a0) = p(a1) = 1/3, p(a2) = p(a3) = 1/6

Ahora extendemos el conjunto de señales añadiendo las cuatro siguientes

s4(t) = s0(t) + s2(t) s5(t) = s0(t) + s3(t)

s6(t) = s1(t) + s2(t) s7(t) = s1(t) + s3(t)

16.3. Repita el Apartado a) con el conjunto completo de señales.

16.4. Calcule la cota de la unión de la probabilidad media de error de símbolo expre-
sada en función deEs/N0 en el supuesto de símbolos equiprobables.

16.5. El sistema de comunicaciones se va a emplear para una transmisión indefinida de
símbolos binarios. Diseñe el código Gray para la constelación de ocho símbolos
y calcule laBER del sistema expresada en función deEb/N0. Para el cálculo
de laBER considere únicamente los errores que se producen entre símbolos
adyacentes.

P4.17 Considere la constelación de símbolos de un sistema de comunicaciones digitales mos-
trada en la Figura 4.47. Los símbolos se consideran equiprobables.

17.1. Calcule la cota de la unión de la probabilidad media de error de símbolo expre-
sada en función deEs/N0, y obtenga el valor dea que hace mínima esta cota.

17.2. El sistema de comunicaciones se va a emplear para una transmisión indefinida de
símbolos binarios. Diseñe el código Gray para la constelación y calcule laBER
del sistema expresada en función deEb/N0 para el valor dea calculado en el
apartado anterior.

P4.18 Considere la constelación de señales de un sistema de comunicacionesdigitales mos-
trada en la Figura 4.48.
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Figura 4.47.Constelación de símbolos del Problema P4.17.

18.1. Obtenga una base ortonormal para la constelación de señales con el mínimo nú-
mero de elementos.

18.2. Obtenga las coordenadas de cada una de las señales en la base del apartado an-
terior.

18.3. Empleando la cota de la unión, calcule la probabilidad media de error de símbolo,
Pe, en función deEs/N0 supuestos los símbolos equiprobables.

18.4. Para una transmisión indefinida de símbolos, diseñe un codificador desímbolos
y calcule laBER que se obtiene con dicho codificador en función deEb/N0

supuestos los símbolos equiprobables.

18.5. Extendemos la constelación de 4 señales aM señales haciendo que los símbolos
ocupen el intervalo 0 aM , y que la señalsi(t) tome un valor igual a(M −1)/M
en el intervalo dei a (i+ 1) y −1/M en el resto del intervalo de 0 aM . Calcule
la BER de este nuevo sistema en función deEb/N0 cuandoM tiende a infinito.

APÉNDICES

4.A. PROCEDIMIENTO DE ORTOGONALIZACIÓN DE GRAM-SCHMIDT

El conjunto de señales a la salida del modulador,{si(t), i = 0, . . . ,M − 1}, genera
un subespacio del espacio de Hilbert de señales de energía finitaL2 que se definió en el
Apartado 2.1.4. Si pudiésemos encontrar un conjunto de señales{φj(t), j = 0, . . . , N −1}
(N ≤ M ) que formen una base ortonormal de este subespacio, podríamos representar cada
una de las señalessi(t) mediante sus coordenadas en esta base. Aunque a simple vista
pueda parecer que este cambio de representación no supone un gran avance, hay que tener
en cuenta que lo que estamos haciendo es transformar toda una señal en tiempo continuo en
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Figura 4.48.Constelación de señales del Problema 18.

unos pocos números. Como ejemplo, veamos con un poco de detalle cómo se simplifica el
cálculo de la energía de una de las señalessi(t).

Cualquier señalsi(t) se puede expresar como combinación lineal de los elementos de la
base4

si(t) =
N−1∑

j=0

sijφj(t) (4.107)

donde las coordenadas,sij , se obtienen como

sij = 〈si , φj〉 =
∫ ∞

−∞
si(t)φj(t)dt (4.108)

Además, por tratarse de una base ortonormal, se cumple que

〈φj ,φl〉 =
∫ ∞

−∞
φj(t)φl(t)dt = δ[j − l] (4.109)

4A lo largo de este apéndice suponemos que todas las señales son reales.
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El producto escalar entre dos señalessi(t) y sk(t) se calcula como

〈si, sk〉 =

∫ ∞

−∞
si(t)sk(t) dt

=

∫ ∞

−∞




N−1∑

j=0

sijφj(t)



(

N−1∑

l=0

sklφl(t)

)
dt

=

∫ ∞

−∞

N−1∑

j=0

N−1∑

l=0

sijsklφj(t)φl(t) dt

=
N−1∑

j=0

N−1∑

l=0

sijskl

∫ ∞

−∞
φj(t)φl(t) dt

que, aplicando la propiedad de ortonormalidad de la base (Ecuación 4.109), se reduce a

〈si, sk〉 =
N−1∑

j=0

N−1∑

l=0

sijsklδ[j − l] =
N−1∑

j=0

sijskj (4.110)

La energía de una de las señalessi(t) se obtiene haciendosi(t) = sk(t) en la ecuación
anterior, (4.110), obteniéndose

E {si(t)} = 〈si, si〉 =
N−1∑

j=0

s2ij (4.111)

Analizando el resultado, comprobamos que hemos reducido un tedioso cálculo de integrales
a una suma de cuadrados.

La solución al problema de encontrar la base{φj(t), j = 0, . . . , N − 1} a partir del
conjunto de señales{si(t), i = 0, . . . ,M − 1} podemos hallarla en cualquier texto básico
de álgebra, empleando métodos como el denominadoprocedimiento de ortogonalización de
Gram-Schmidt. No debemos perder nunca de vista que la dimensión infinita deL2 no nos
impide razonar como en el resto de espacios vectoriales.

El procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt queda definido en la siguiente
secuencia de pasos:

Paso 1. Si s0(t) tiene energía cero (E {s0(t)} = 0) reordenamos las señales para conseguir
ques0(t) tenga energía no nula. El primer elemento de la base de señales,φ0(t), se escoge
como

φ0(t) =
s0(t)√
E {s0(t)}

(4.112)

De esta forma aseguramos queE {φ0(t)} = 1 o, lo que es lo mismo, que tenemos el primer
elemento de una baseortonormal. Tenemos además la primera coordenada des0(t), s00, que
toma el valor

√
E {s0(t)}, ya ques0(t) =

√
E {s0(t)}φ0(t).

Para una mejor comprensión del procedimiento, vamos a ir realizando todos estos pasos
en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.7
Considere las cuatro señales{s0(t), s1(t), s2(t), s3(t)} que muestra la Figura 4.49, donde el
intervalo de símbolo,T , toma valor 4.

Calculamos la energía des0(t), que resulta

E {s0(t)} = 1 + 1 + 1 + 1 = 4

y, con esto

φ0(t) =
s0(t)√
E {s0(t)}

=
s0(t)

2

siendos00 = 2, tal y como muestra la Figura 4.50
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Figura 4.49.Conjunto de señalessi(t).

Paso 2. Ahora hay que comprobar sis1(t) es linealmente dependiente deφ0(t), para lo
cual definimos una función auxiliarθ1(t) como

θ1(t) = s1(t)− s10φ0(t) (4.113)

dondes10, de acuerdo con (4.108), se calcula como

s10 = 〈s1 , φ0〉 =
∫ ∞

−∞
s1(t)φ0(t)dt (4.114)

La funciónθ1(t) es ortogonal aφ0(t), como podemos comprobar fácilmente

〈θ1 , φ0〉 = 〈s1 , φ0〉 − s10〈φ0 , φ0〉 = s10 − s10 = 0
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Figura 4.50.Primer paso del procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt.

y es, por tanto, el vector que estábamos buscando como segundo elementode la base (caso
de que no sea una señal nula). Lo único que queda es asegurarnos de que su energía es igual
a 1, para lo que hacemos

φ1(t) =
θ1(t)√
E {θ1(t)}

(4.115)

Ejemplo 4.7 (Continuación)
Calculamoss10

s10 = 〈s1 , φ0〉 = 0,5 + 0 + 0,5 + 0 = 1

y de ahí obtenemosθ1(t), tal y como muestra la Figura 4.51. Calculamos la energía deθ1(t)

E {θ1(t)} = 0,25 + 0,25 + 0,25 + 0,25 = 1

y, por tanto,φ1(t) = θ1(t). La segunda coordenada des1(t) es

s11 = 〈s1 , φ1〉 = 0,5 + 0 + 0,5 + 0 = 1

En la Figura 4.51 podemos ver ya representadass0(t) y s1(t) en función deφ0(t) y φ1(t).

Paso 3. Con el resto de señales del conjunto{si(t), i = 0, . . . ,M − 1} procedemos igual
que cons2(t) en el paso anterior

θ2(t) = s2(t)− s20φ0(t)− s21φ1(t)

φ2(t) =
θ2(t)√
E {θ2(t)}

θ3(t) = s3(t)− s30φ0(t)− s31φ1(t)− s32φ2(t)

φ3(t) =
θ3(t)√
E {θ3(t)}
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Figura 4.51.Segundo paso del procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt.

Y así sucesivamente. En general, el procedimiento podemos expresarlocomo

θi(t) = si(t)−
i−1∑

j=0

sijφj(t) (4.116)

φi(t) =
θi(t)√
E {θi(t)}

(4.117)

Hay que tener en cuenta que algunas de las señalesθi(t) pueden ser idénticamente nulas. En
ese caso no generan un nuevo elemento de la base del espacio vectorial.

Ejemplo 4.7 (Continuación)
Calculamoss20 y s21

s20 = 〈s2 , φ0〉 = −0,5 + 0,5− 0,5 + 0,5 = 0

s21 = 〈s2 , φ1〉 = −0,5− 0,5− 0,5− 0,5 = −2

y de ahí obtenemosθ2(t), que resulta ser idénticamente nula. No generamos, por tanto, φ2(t), y
las coordenadas des2(t) son 0 y -2. Procedemos de igual manera cons3(t), calculandos30 y s31

s30 = 〈s3 , φ0〉 = 0− 0,5 + 0− 0,5 = −1
s31 = 〈s3 , φ1〉 = 0 + 0,5 + 0 + 0,5 = 1

y obtenemosθ3(t), que resulta ser también idénticamente nula. Como resultado final, tenemos la
base formada porφ0(t) y φ1(t) que se representan en las Figuras 4.50 y 4.51 y la constelación
de señales que muestra la Figura 4.52
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Figura 4.52.Constelación de señales resultante del procedimiento de ortogonalización de
Gram-Schmidt.

Si ordenamos las señalessi(t) de forma distinta, el procedimiento de ortogonalización
de Gram-Schmidt dará, en general, otra base distinta con coordenadas distintas para cada
una de las señales. Sin embargo, ambos resultados son equivalentes y podemos pasar de uno
a otro mediante un cambio de base.

Ejemplo 4.7 (Continuación)
Si ordenamos las señales como{s2(t), s0(t), s1(t), s3(t)} y repetimos el procedimiento de orto-
gonalización, el resultado es el que muestra la Figura 4.53.

Observe como la nuevaφ0(t) es la antiguaφ1(t) cambiada de signo, y la nuevaφ1(t) coincide
con la antiguaφ0(t). De acuerdo con esto, girandoπ/2 la constelación de señales de la Figura
4.52, obtenemos la de la Figura 4.53.

4.B. ESTADÍSTICO SUFICIENTE PARA LA DETECCIÓN

En el Apartado 4.3.1 hemos afirmado que la salida del correlacionador, el vectorq, con-
tiene toda la información sobre la señal recibidar(t) que resulta relevante a la hora de tomar
la decisión sobre el símbolo que fue transmitido. Nótese la magnitud de tal aseveración: de
los infinitos valores que definen a la señalr(t) (los valores der(t) en cada instante de tiem-
po) obtenemos un conjunto deN valores (el vectorq), despreciando los infinitos valores
restantes que nos harían falta para definir unívocamente la señalr(t).

En este apéndice vamos a demostrar la veracidad de esta afirmación, empleando para
ello el teorema de la irrelevanciabasado, a su vez, en el concepto deestadístico suficiente.

Supongamos que a partir de la señal recibidar(t) obtenemos (mediante correlacionado-
res o mediante cualquier otro procedimiento) dos vectoresq y q′ y que queremos construir
el receptor que, a partir deq y q′, hace mínima la probabilidad de error de símbolo según se
definió en (4.3); esto es, elreceptor óptimoa partir deq y q′. El teorema de la irrelevancia
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Figura 4.53.Resultado del procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt cambian-
do el orden de la señales.

nos dice que para decidir qué símboloai fue transmitido podemos despreciarq′ si y sólo si
se cumple que

fq′|q,A(q
′|q,ai) = fq′|q(q

′|q) (4.118)

en cuyo caso decimos que el vectorq es un estadístico suficiente para la detección. Esta
condición viene a decir que si ya conocemos el valor deq, el conocimiento del valor deq′

no aporta ninguna información nueva con respecto al símbolo que fue transmitido.

El siguiente paso en la resolución de nuestro problema es suponer que elvectorq es la
salida del correlacionador, y la clave de la demostración está en la forma deseleccionarq′

para garantizar queq es el estadístico suficiente no ya para la detección a partir deq y q′,
sino a partir der(t).

Para ello reconstruimos, a partir deq, una señalr′(t) de la forma

r′(t) =
N−1∑

j=0

qjφj(t) (4.119)
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y, a partir de esta, definimos una señaln′(t) como la diferencia entre la señal recibida yr′(t)

n′(t) = r(t)− r′(t)

= (s(t) + n(t))−
N−1∑

j=0

qjφj(t)

=
N−1∑

j=0

Ajφj(t) + n(t)−
N−1∑

j=0

(Aj + nj)φj(t)

= n(t)−
N−1∑

j=0

njφj(t) (4.120)

Construimos el vectorq′ a partir deN ′ muestras den′(t) en instantes elegidos arbitra-
riamente

q′ =




n′(t0)
n′(t1)

...
n′(tN ′−1)


 (4.121)

Si logramos demostrar queq′ es irrelevante para la decisión sean cuales seanN ′ y los
instantes{tl, l = 0, . . . , N ′ − 1} habremos demostrado quen′(t) es irrelevante y queq es
un estadístico suficiente para la detección a partir der(t).

Los componentes deq′ poseen estadística gausiana por resultar de operaciones lineales
sobre un proceso estocástico gausiano,n(t), cuyos valores medios son

E
{
n′(tl)

}
= E



n(tl)−

N−1∑

j=0

njφj(tl)



 = E {n(tl)} −

N−1∑

j=0

E {nj}φj(tl) = 0− 0 = 0

(4.122)
ya quen(tl) y nj tienen media cero.

La covarianza entre un elemento deq′, n′(tl) y un elemento deq, qk condicionado al
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símbolo transmitido,A, resulta ser

E
{
n′(tl)qk

}
= E






n(tl)−

N−1∑

j=0

njφj(tl)


 (Ak + nk)





= E {n(tl)Ak}+ E {n(tl)nk}

−E








N−1∑

j=0

njφj(tl)


Ak



− E








N−1∑

j=0

njφj(tl)


nk





= Ak E {n(tl)}+ E

{
n(tl)

(∫ T

0
n(τ)φk(τ) dτ

)}

−Ak




N−1∑

j=0

E {nj}φj(tl)


−




N−1∑

j=0

E {njnk}φj(tl)




= 0 +

∫ T

0
E {n(tl)n(τ)}φk(τ) dτ + 0−

N−1∑

j=0

N0

2
δ[j − k]φj(tl)

=

∫ T

0

N0

2
δ(tl − τ)φk(τ) dτ −

N0

2
φk(tl)

=
N0

2
φk(tl)−

N0

2
φk(tl) = 0 (4.123)

que resulta independiente del valor concreto detl (nótese queφj(t) es idénticamente nula
fuera del intervalo[0, T )).

Al poseer tantoq comoq′ estadística gausiana y resultar incorrelacionadas cualquier
componente deq con cualquier componente deq′ como acabamos de demostrar, ambos
vectores son estadísticamente independientes uno del otro y, en consecuencia, su función
de densidad de probabilidad conjunta condicionada al símbolo transmitido puede escribirse
como

fq,q′|A(q, q
′|ai) = fq|A(q|ai) fq′|A(q′|ai) (4.124)

Además, como puede deducirse de la definición den′(t), (4.120),q′ es independiente del
símbolo transmitido, por lo que se cumple quefq′|A(q

′|ai) = fq′(q
′), y (4.124) se reduce a

fq,q′|A(q, q
′|ai) = fq|A(q|ai) fq′(q′) (4.125)

A partir de este resultado resulta simple demostrar la irrelevancia deq′ sin más que tener
en cuenta

fq′|q,A(q
′|q,ai) =

fq,q′|A(q, q
′|ai)

fq|A(q|ai)
=
fq|A(q|ai) fq′(q′)

fq|A(q|ai)
= fq′(q

′) = fq′|q(q
′|q)
(4.126)

(la última igualdad se produce dada la independencia entreq y q′) con lo que queda de-
mostrado queq, tal y como se definió en (4.7) y (4.8), es un estadístico suficiente para la
detección.
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CAPÍTULO 5
MODULACIONES DE AMPLITUD

Típicamente, las señales que se transmiten a través de los canales físicos se obtienen
a partir de señales de voltaje o corriente, por lo que un mecanismo natural para enviar in-
formación consiste en alterar la amplitud de dichas señales de acuerdo con los símbolos a
transmitir. Este procedimiento, conocido comomodulación de amplitud, data de los tiempos
del telégrafo y sigue siendo empleado en muchos sistemas de comunicacionesactuales. Las
formas más básicas de modulación de amplitud se corresponden con nuestros dos primeros
conjuntos de señales del Apartado 4.2: en el primer caso modificábamos la polaridad de los
pulsos transmitidos; en el segundo, una de las señales era un pulso y la otra idénticamente
nula, lo que es equivalente a multiplicar dicho pulso por cero.

Otra de las ideas clave presentadas en el capítulo anterior es la de transmisión indefinida
de símbolos. La principal limitación que introdujimos allí fue la de que la duración de los
pulsos empleados no excediese el intervalo de símbolo. No obstante, hay una buena razón
para pensar que esta es una restricción poco deseable en muchas aplicaciones prácticas: los
pulsos de duración finita ocupan un ancho de banda infinito, por lo que son poco recomen-
dables en aplicaciones en las que se desea alcanzar un elevado régimen binario con un ancho
de banda limitado. En este capítulo veremos cómo un diseño cuidadoso de los pulsos usa-
dos en transmisión y recepción, y el empleo de modulaciones de amplitud, permitealcanzar
elevadas eficiencias.

Una extensión práctica imprescindible de las modulaciones en amplitud son las llamadas
modulaciones de amplitud en cuadratura, que permiten, sin pérdida de eficiencia, transmitir
la señal en una banda de frecuencias dada, paliando así los problemasde ciertos canales
físicos, que se comportan mal a frecuencias muy bajas, o permitiendo la compartición del
espectro.

5.1. PAM EN BANDA BASE

En este apartado nos ocuparemos de uno de los formatos de modulación más sencillos
y sin embargo con mayor potencial, por cuanto, como veremos en el Capítulo 9,es suscep-
tible de alcanzar la capacidad del canal gausiano establecida por Shannon. Los principios
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248 MODULACIONES DE AMPLITUD

básicos que dan lugar a esta modulación ya fueron formulados en el Apartado 4.5: se trata
de transmitir una señal de la forma

s(t) =
∑

n

A[n]g(t− nT ) (5.1)

siendoA[n] una secuencia de símbolos reales yg(t) un pulso que recibe el nombre depulso
conformadoro, simplemente,filtro transmisory que, sin pérdida de generalidad, supondre-
mos normalizado en energía. Los símbolosA[n], equiespaciados sobre la recta real, perte-
necen a una constelación unidimensional, de la que en la Figura 5.1 se muestran algunos
ejemplos. A menudo, la constelación de la Figura 5.1(a) recibe el nombre debinaria antipo-
dal. Dado que la secuencia de información modula la amplitud de las versiones retardadas

0 A[n] 0 A[n]

(a) (b)
0

A[n]

(c)

Figura 5.1.Constelaciones 2-PAM, 4-PAM y 8-PAM.

deg(t), a menudo se usa el términomodulación de pulsos en amplitud(“Pulse Amplitude
Modulation”, PAM) o tambiénmodulación por cambio de amplitud(“Amplitude Shift Ke-
ying”, ASK). La señals(t) se dice que está enbanda base, puesto que, como veremos en el
Apartado 5.4, se suele trasladar con posterioridad a otras bandas de frecuencia. En la Figura
5.2 se representa de forma esquemática un modulador PAM en banda base.

Figura 5.2.Arquitectura de un modulador PAM en banda base.

Observando (5.1) el lector podrá comprobar que coincide con (4.97) si identificamos
g(t) conφ0(t). Sin embargo, una diferencia importante con el desarrollo del Apartado 4.5
estriba en que entonces limitábamos la duración deφ0(t) a un máximo de un periodo de
símboloT , mientras que ahora consideraremos queg(t) puede tener cualquier duración e
incluso ser no causal1 lo que, como veremos a lo largo del texto, dota de mucha mayor
flexibilidad y eficiencia a este formato de modulación. En el siguiente ejemplo analizamos
cuáles son las consecuencias de utilizar pulsos de duración mayor queT .

1Como bien hemos visto en el Capítulo 2, la no causalidad implica utilizar información futura no disponible
en el presente. No obstante, si la duración de la parte anticausal del filtro es finita, este se puede convertir en
causal sin más que introducir un retardo que luego debe tenerse en cuenta en recepción.
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5.1 PAM EN BANDA BASE 249

Ejemplo 5.1
Supongamos que la secuencia de símbolos{A[n]} es tal que una porción toma los siguientes

valores· · · ,−1,−1,−1,+1,+1,+1,−1,+1,−1,+1,−1,+1,−1, · · · , por lo que tenemos una
modulación 2-PAM (ó 2-ASK). Consideremos dos tipos de pulsos conformadores:
a)ga(t) = 1√

T
Π
(

t
T

)
.

b) gb(t) = 1√
T
sinc

(
t
T

)

En la Figura 5.3 se muestran los fragmentos correspondientes a la señal transmitidas(t) para
ambos casos, que hemos etiquetado comosa(t) y sb(t) respectivamente (el lector debe tener
presente la existencia de símbolos anteriores y posteriores a los aquí indicados). La principal
diferencia entre los dos tipos de pulsos se ve reflejada en la mayor complicación de la señalsb(t)
en comparación consa(t).

−6T −4T −2T 0 2T 4T 6T

s
a
(t)

s
b
(t)

Figura 5.3.Fragmento de la señal PAM banda base para un pulso conformador rectangular
(señalsa(t)) y tipo sinc (señalsb(t)).

En los dos casos la construcción des(t) se realiza a partir de (5.1): para cadan, se multiplica la
n-ésima muestra de la secuencia{A[n]} por la versión deg(t) desplazadanT segundos hacia la
derecha y se suman los resultados. Es importante observar que, mientras en el caso (a) no hay
solape entre las diferentes versiones desplazadas y, por tanto, la suma se reduce a situar cada una
en su lugar, en el caso (b) la suma final sobren es crucial para obtenersb(t), que es la señal
que realmente se transmite. En nuestro caso, comogb(t) es una sinc, esta tendrá duración infinita
y, en consecuencia, es fácil ver que para obtenersb(t) en cualquier instante de tiempo debemos
sumar tantas versiones desplazadas como símbolos hay en la secuencia{A[n]}. Este problema
se resuelve en la práctica truncando la duración deg(t) a unos cuantos periodos de símbolo; a
su vez, el problema derivado de la no causalidad deg(t) se solventa retrasando los pulsosg(t)
truncados de modo que resulten causales, lo que da lugar a un retardo equivalente en toda la
transmisión.

Para entender mejor la aplicación de (5.1) en el caso (b), hemos truncado el pulso transmisorgb(t)
a 6 periodos de símbolo y representamos cada una de las versiones desplazadas y multiplicadas
porA[n] en la Figura 5.4, junto con la suma final. Por supuesto, si truncásemosgb(t) a un número
mayor de periodos de símbolo, tendríamos que el resultado separecería más a la señals(t) que se
obtendría con ungb(t) de duración infinita (véase Figura 5.3); a cambio, tendríamos que sumar
más términos para determinar la señals(t) en un instante dado. A una solución de compromiso
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250 MODULACIONES DE AMPLITUD

semejante se debe llegar para implementar físicamente un transmisor de PAM si los pulsos son
de duración ilimitada.

A[−2]g(t+2T)

A[−1]g(t+T)

A[0]g(t)

A[1]g(t−T)

A[2]g(t−2T)

A[3]g(t−3T)

Σ
n=−2
3  A[n]g(t−nT)

−4T −2T 0 2T 4T

Figura 5.4.Versiones desplazadas y escaladas deg(t) (línea discontinua) y suma de dichas
versiones (línea continua) indicando en trazo grueso el tramo correspondiente at ∈ [0, T )
en el que la suma coincide cons(t).

5.1.1. Espectro de la señal PAM en banda base

Para determinar el espectro de la señal PAM en banda base, debemos tener presente
que la señal transmitida no es estacionaria, sino cicloestacionaria2. Recordemos que, en este
caso, la densidad espectral de potencia se define como el promedio de la función de autoco-
rrelación (teorema de Wiener-Khinchine, Ecuación (3.275)); en este caso, dicho promedio se
efectúa sobre un periodo de la autocorrelación, esto es,T segundos. Este cálculo se efectúa
en el Capítulo 3, Ecuación (3.297), y resulta directamente en

Ss(jω) =
1

T
SA(e

jωT )|G(jω)|2 (5.2)

dondeSA(ejω) es la densidad espectral de potencia de la secuencia de símbolosA[n] y
G(jω) es la Transformada de Fourier deg(t). La Ecuación (5.2) muestra claramente la po-
sibilidad de conformar el espectro de la señal transmitida actuando sobre el filtro transmisor

2Siempre y cuando la secuencia de símbolos{A[n]} sea estacionaria.
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5.1 PAM EN BANDA BASE 251

g(t), que por esta razón recibe el nombre depulso conformador, o sobre la autocorrelación
de la secuencia de símbolosA[n], introduciendo memoria, tal y como discutiremos en el
Capítulo 10; véase asimismo el Problema P5.6.

Si la secuencia de símbolos transmitidos es blanca, entoncesSA(e
jω) = Es, donde

recordemos queEs denotaba la energía de símbolo media, esto es,Es
.
= E{|A[n]|2}. En

este caso, un vistazo a (5.2) nos permite comprender por qué el pulso transmisor también
recibe el nombre de conformador, puesto que da forma al espectro de laseñals(t).

Ejemplo 5.2
En la Figura 5.5 se representan los espectros de la señal transmitida del Ejemplo 5.1 en los casos
(a) y (b), con líneas continua y discontinua respectivamente. Es interesante observar cómo los
pulsos rectangulares empleados en el caso (a) conducen a un espectro tipo sinc al cuadrado, por
lo que el ancho de banda ocupado es teóricamente infinito y en la práctica bastante grande, de
modo que su utilidad en sistemas con limitación de ancho de banda es muy reducida. Este es el
precio que pagamos por la sencillez del esquema de transmisión.

E
s

S
s
(jω)

ω−5π/T−4π/T−3π/T−2π/T π/T 0 π/T 2π/T 3π/T 4π/T 5π/T

Figura 5.5. Espectro de la señals(t) para un pulsoga(t) rectangular (linea continua) y
para un pulsogb(t) tipo sinc (línea discontinua).

Por otra parte, la complicación del transmisor en el caso (b)se convierte en un espectro con
un ancho de banda mucho menor (y sin lóbulos secundarios). Más adelante veremos algunos
inconvenientes de este tipo de pulsos y algunas mejoras. También es interesante razonar que, en
caso de que trunquemos el pulsog(t), el espectro de la señal transmitida se alejará de la respuesta
paso bajo ideal, tanto más cuanto menor sea la duración del pulso conformador.

A partir del espectro de potencia des(t) es inmediato calcular la potencia transmitidaP
como:

P =
1

2π

∫ ∞

−∞
Ss(jω)dω (5.3)
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que, utilizando (5.2) y particularizando para el caso de una secuencia blanca, se convierte
en

P =
Es

2πT

∫ ∞

−∞
|G(jω)|2dω (5.4)

Obsérvese que, de acuerdo con el teorema de Rayleigh,

1

2π

∫ ∞

−∞
|G(jω)|2dω =

∫ ∞

−∞
|g(t)|2dt = E{g(t)} (5.5)

dondeE{g(t)} denota la energía del pulso conformador. Por tanto,

P =
EsE{g(t)}

T
(5.6)

Para el caso de pulsos normalizados en energía, la ecuación previa se simplifica en

P =
Es

T
. (5.7)

Ejemplo 5.3
Para los pulsos del Ejemplo 5.1 es sencillo comprobar queE{g(t)} = 1, por lo que se puede
aplicar (5.7). Además, como la constelación empleada es{−1,+1}, Es = 1, de modo que
P = 1/T .

Una medida de prestaciones que sirve para comparar las diferentes modulaciones (no
sólo las de amplitud) es la llamadaeficiencia espectral, que se define como el cociente entre
el régimen binario y el ancho de banda en Hz, por lo que sus unidades son bits/seg/Hz.
Viendo que la PAM admite, en principio, infinitos niveles de amplitud y que el ancho de
banda, que esencialmente depende del pulso conformador, puede fijarse a cualquier valor
deseado, tal y como veremos más adelante en este capítulo, se deduce que laeficiencia
espectral de la PAM puede hacerse en principio tan grande como se desee. No obstante,
debe tenerse en cuenta que en un canal con ruido, el número de niveles “distinguibles” para
el receptor no es ilimitado (debido a la limitación de potencia en el transmisor), lo que
impone una cota a la eficiencia espectral. Esta cota está directamente relacionada con el
límite de Shannon de la capacidad del canal, que estudiaremos con detalle en el Capítulo 9.

5.1.2. Transmisión de PAM en banda base sobre canales gausia nos

En este apartado consideramos la transmisión de señales PAM en banda base sobre ca-
nales gausianos con el objeto de proponer una primera arquitectura para el receptor. Nuestra
intención es tratar de aprovechar los desarrollos del Capítulo 4 con los que obtuvimos una
estructura de receptor basada en filtros adaptados. Sin embargo, aquíchocamos con la limi-
tacióna priori de que la duración de las funciones base (pulso conformador) es en general
infinita, a diferencia de lo que ocurría en el Capítulo 4, donde consideramos duraciones
iguales o inferiores a un periodo de símbolo. A pesar de esta notable diferencia, podemos
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plantearnos bajo qué condiciones el demodulador basado en un banco de filtros adaptados
(Figura 4.41(b)), que hallamos entonces, sigue siendo válido. En el caso de PAM en banda
base podemos identificar el pulso transmisor con una única función baseφ0(t) en (4.98),
ahora de duración ilimitada, de modo que el diagrama de bloques del demodulador se redu-
ciría al que presentamos en la Figura 5.6. El hecho de que aparezca un solo filtro adaptado
(y no un banco de filtros) es consecuencia de que con una función base es suficiente para
describir la señal PAM en banda base transmitida. También es pertinente recordar que la
realización mediante el filtro adaptado admite una implementación equivalente queemplea
correlacionadores y un integrador (véase Figura 4.41(a)).

Figura 5.6. Arquitectura del receptor basado en el filtro adaptado al transmisor para PAM
en banda base.

Vamos a analizar a continuación qué ocurre cuando transmitimos la señal PAMen banda
bases(t), definida según (5.1), a través de un canal que introduce ruido que, como en el
Capítulo 4, denotaremos porn(t), y en el receptor empleamos el esquema de la Figura 5.6.
En este caso, la señal a la entrada del receptor es simplementer(t) = s(t) + n(t) y la señal
a la salida del filtro adaptado esq(t) = s(t) ∗ g(−t) +n(t) ∗ g(−t). Como en el Capítulo 4,
supondremos que el ruidon(t) es blanco, independiente de la señal transmitida y sigue una
distribución gausiana con densidad espectral de potenciaN0/2 W/Hz.

5.1.3. Canal discreto equivalente

En el Apartado 4.5 afrontábamos un problema en el que la recepción de cada símbo-
lo era independiente de los demás; de forma análoga, podemos preguntarnos aquí por las
condiciones que hacen que cada elementoq[n0] de la secuenciaq[n] sea estadísticamente
independiente del resto de los elementos de dicha secuencia. Con este fin,es conveniente
rescatar el concepto de canal discreto equivalente visto en el Apartado 4.3.3 y que, recorde-
mos, permite reducir el problema de la transmisión y recepción a través de un canal continuo
a un modelo más sencillo en el que sólo intervienen señales discretas. En primer lugar, ob-
servemos que la señalq(t) a la salida del filtro adaptado del receptor toma la forma

q(t) =

(∑

n

A[n]g(t− nT )
)
∗ g(−t) + n(t) ∗ g(−t)

=
∑

n

A[n] (g(t− nT ) ∗ g(−t)) + n(t) ∗ g(−t)

=
∑

n

A[n]p(t− nT ) + z(t) (5.8)

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



254 MODULACIONES DE AMPLITUD

dondep(t) es la respuesta combinada entre los pulsos transmisor y receptor

p(t) = g(t) ∗ g(−t) =
∫ ∞

−∞
g(τ) g(τ − t) dτ (5.9)

que coincide en este caso la función de ambigüedad temporal (rg(t), Apartado 2.1.4) del
pulso transmisorg(t), y z(t) es el ruido a la salida del filtro adaptado.

Muestreandoq(t) en los instantest = nT obtenemos la secuenciaq[n] (véase Figu-
ra 5.6)

q[n]
.
= q(t)

∣∣∣∣
t=nT

=
∑

k

A[k]p((n− k)T ) + z(nT ) (5.10)

lo que nos lleva a definir el comportamiento del canal discreto equivalente (Página 194)
como

q[n] =
∑

k

A[k]p[n− k] + z[n] = A[n] ∗ p[n] + z[n] (5.11)

siendop[n]
.
= p(nT ) y z[n]

.
= z(nT ).

Expresado en palabras, (5.11) significa que la secuencia de observaciones a la salida del
muestreador del receptor puede verse como el resultado de haber pasado la secuencia de
símbolos transmitidos a través de un sistema lineal e invariante de respuesta al impulsop[n],
al que se agrega una secuencia de ruidoz[n], tal y como se representa en la Figura 5.7.

Figura 5.7.Canal discreto equivalente en banda base.

Puesto que la secuencia de ruidoz[n] se obtiene tras pasarn(t) a través de un filtro lineal
e invariante en el tiempog(−t) y muestrear el resultado, es inmediato comprobar que dicha
secuencia se corresponde con la realización de un proceso estacionario con distribución
gausiana y media cero. La presencia del filtro receptor tendrá el efectode colorear el ruido
a su salida con la consecuencia de que, en general, el procesoz[n] no será blanco. Más
adelante, examinaremos esta cuestión; antes, reescribamos (5.11) como3

q[n] = A[n]p[0] +
∑

k
k 6=n

A[k]p[n− k] + z[n] (5.12)

3A lo largo del presente capítulo, supondremos, en aras de una mayor claridad, que|p[0]| > |p[n]|, para todo
n 6= 0. Esta suposición se abandonará en el Capítulo 6 lo que, veremos, puede comportar notables ventajas.
Véase también el Problema P5.5.
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5.1 PAM EN BANDA BASE 255

para comprobar que, en general, si pretendiésemos usar un decisor símbolo a símbolo4 so-
bre la secuencia de observacionesq[n], los errores no sólo vendrían causados por el rui-
do, sino también por la interferencia provocada por los símbolos anterioresy posteriores
al que intentamos decidir, representada por el segundo sumando de (5.12). Este término,∑

k 6=nA[k]p[n − k], se denominainterferencia intersimbólicaó ISI (“InterSymbol Interfe-
rence”).

Tal y como manifestábamos al comienzo de este apartado, estamos interesados en de-
terminar qué condiciones deben verificarse para que las decisiones sobre cada muestra de
la secuenciaq[n] se puedan tomar de forma independiente o, lo que es equivalente, para
que el esquema de la Figura 5.6 implemente el receptor ML (Apartado 4.4.1). En adelante
supondremos que la secuencia de símbolosA[n] tiene media nula5; de aquí se deduce que
asimismoq[n] tendrá media nula (recordemos que el ruido también verifica esta propiedad).
Una condición necesaria para que las muestras de la secuenciaq[n] sean independientes, es
que estén incorrelacionadas. A continuación, calcularemos la función deautocorrelación de
q[n], Rq[n], y analizaremos cuándo se anula para todos los instantes diferentes del origen,
esto es,

Rq[n] = E{q[k + n]q[k]} = Kδ[n] (5.13)

para algún número realK distinto de 0. En nuestro caso es conveniente emplear la expresión
(5.11) para calcular la autocorrelación

Rq[n] = E

{(∑

l

A[l]p[n+ k − l] + z[n+ k]

)
·
(∑

m

A[m]p[k −m] + z[k]

)}

=
∑

l

∑

m

E{A[l]A[m]}p[n+ k − l]p[k −m] + E{z[n+ k]z[k]} (5.14)

donde hemos utilizado el hecho de que los símbolos transmitidos son independientes del
ruido y que este es de media nula. Cuando la secuencia de símbolos transmitidoses blanca,
esto es,E{A[l]A[m]} = Esδ[m − l], podemos simplificar más la expresión (5.14) para
escribir

Rq[n] = Es

∑

l

p[n+ k − l]p[k − l] +Rz[n]

= Es

∑

l

p[n+ l]p[l] +Rz[n]

= Es(p[n] ∗ p[−n]) +Rz[n] (5.15)

dondeRz[n] es la función de autocorrelación dez[n]. Como vemos, para queq[n] fuese
blanca, sería suficiente con quez[n] también lo fuese y quep[n] ∗ p[−n] se anulase para

4Un decisor símbolo a símbolo toma la decisión sobre el símbolo transmitido en un instanten0 a partir de
sólo una observaciónq[n1], donde, en general,n1 ≥ n0.

5En el Apartado 4.4.3 vimos que esta era una condición de diseño para que una constelación fuese eficiente
en potencia.
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256 MODULACIONES DE AMPLITUD

todon 6= 06. Obsérvese que esto se cumple si simultáneamente:

p[n] = K1δ[n]; Rz[n] = K2δ[n] (5.16)

para números realesK1 6= 0 y K2 > 0.
Dado que el ruido sigue una distribución conjuntamente gausiana, lo mismo ocurrirá

con las muestras deq[n]. Por tanto, si las condiciones (5.16) se satisfacen, las muestras de
q[n], estando incorrelacionadas, también serán estadísticamente independientes.

Examinemos el significado de las condiciones (5.16):

1. p[n] = K1δ[n]. El lector puede comprobar que esta condición conduce a forzar a
que la interferencia intersimbólica (ISI) definida más arriba sea nula. Planteada sobre
el pulso equivalente en tiempo continuop(t), la condición de ISI nula esp(nT ) =
K1δ[n] o, dicho de otra forma, el muestreo a periodo de símbolo del pulso(g(t) ∗
g(−t)) es cero excepto en el origen. En el apartado siguiente trataremos con más
profundidad esta condición.

2. Rz[n] = K2δ[n]. Esta condición equivale a decir que el ruidoz[n] debe ser blanco,
o que las muestras de la secuencia de ruido (gausiano) son estadísticamenteindepen-
dientes entre sí. También posponemos un análisis más detallado de esta condición
para el Apartado 5.2.2.

Intuitivamente, la primera de las dos condiciones garantiza que en el instanten0-ésimo
en la secuenciaq[n0] sólo se tendrá influencia del símboloA[n0]; la segunda condición
implica que no hay información acerca de lan0-ésima muestra de ruido en las muestras
restantes. Todo ello hace que enq[n0] esté contenida toda la información disponible para
tomar la decisión sobre eln0-ésimo símbolo transmitido. De hecho, es posible demostrar
queq[n0] es un estadístico suficiente para el problema de decisión en el instanten0-ésimo,
en el sentido de que disponer de aparentemente más información (por ejemplo,tomando
más muestras por periodo de símbolo) no reduce la probabilidad de error7.

Veamos cómo debe ser el decisor de la Figura 5.6 para el caso en que se cumplen las
condiciones (5.16). El decisor óptimo cuando la interferencia intersimbólicano es nula se
estudia en el Capítulo 6. Si la secuencia recibida es de la formaq[n] = K1A[n] + z[n], con
z[n] muestras de ruido gausiano blanco con varianzaK2, y si el símbolo transmitido en el
instanten0 esa0[n0], podremos escribir la fdp deq[n0] como

fq|A(q[n0]|a0[n0]) =
1√

2πK2
exp

(
−|q[n0]−K1a0[n0]|2

2K2

)
(5.17)

6Esta última condición equivale en frecuencia a que|P (ejω)|2 sea constante, lo que sólo ocurre sip[n] es
un sistema paso todo. Si se impone la condición de quep[n] sea de duración finita, el único sistema paso todo
esp[n] = K1δ[n], conK1 un número real no nulo.

7Sin embargo, cuando se tienen en cuenta otros efectos, como erroresde sincronismo o portadora, muestrear
con una tasa superior a la de símbolo suele ser muy ventajoso, tal y como se pondrá de manifiesto en el Capí-
tulo 11. Elsobremuestreotambién puede ser útil de cara a la reducción de la complejidad del receptor, véase
Problema P5.8.
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5.2 EL CRITERIO DE NYQUIST 257

por lo que el decisor de máxima verosimilitud elegirá aquelÂ[n0] tal que la distancia cua-
drática|q[n0] − K1Â[n0]|2 o, equivalentemente,|q[n0]/K1 − Â[n0]|2, sea mínima. Como
los símbolos de la constelación se sitúan sobre la recta real, Figura 5.1, dicharegla es equi-
valente a situar los umbrales de decisión justo en medio de cada par de símbolos adyacentes.
Obsérvese que la implementación del decisor implica conocerK1, esto es, la respuesta del
canal discreto equivalente en el origen,p[0] = K1. En la práctica,p[0] se puede estimar
transmitiendo símbolos conocidos por el receptor, o midiendo la potencia de la señal reci-
bida, que es proporcional ap2[0]. La única excepción en que no es necesario averiguarK1,
sino sólo su signo, es la constelación binaria antipodal, para la que el umbral se sitúa en el
cero.

5.2. EL CRITERIO DE NYQUIST

En el apartado precedente hemos comprobado que la ausencia de interferencia entre
símbolos garantiza que en un canal gausiano las muestras recibidas a la salida del canal
discreto equivalente toman la formaq[n] = p[0]A[n] + z[n], de modo que, dejando de lado
el escalado porp[0] (que se puede compensar de diferentes maneras en el receptor), la única
fuente de error presente vendrá dada por el ruidoz[n]. Además, hemos concluido que una
ISI nula, junto con el carácter blanco dez[n], constituyen una condición que, de satisfacerse,
asegura que la toma de decisiones símbolo a símbolo es óptima desde el punto de vista de
minimizar la probabilidad de error.

De acuerdo con lo anterior, parece razonable plantearse el diseño dep(t) o, equivalen-
temente,g(t), para que no exista interferencia entre símbolos. Este criterio de diseño se
conoce comocriterio de Nyquist para la ausencia de ISIque, olvidándose por completo de
la componente de ruidoz[n], impone la condición de que la ISI sea nula. También se conoce
con el nombre deforzador de ceros(Capítulo 6), y no hay que confundirlo con el criterio de
Nyquist para el muestreo de se nales en tiempo continuo visto en el Apartado2.48.

Como hemos visto, para que no exista ISI, la respuesta al impulso del canaldiscreto
equivalente,p[n], debe ser la función delta,δ[n], cosa que se cumple siempre que

p[n] = p(nT ) =

{
1 n = 0

0 n 6= 0
(5.18)

Obsérvese que en (5.18) estamos además imponiendo quep[0] = 1. Aunque en sentido
estricto esto último no es necesario para la ausencia de ISI, su cumplimiento hace que, si
no existe ruido, las observacionesq[n] coincidan exactamente con los símbolos enviados
A[n], como discutimos con anterioridad. En cualquier caso, aquí no profundizaremos en los
métodos que permiten al receptor conocer o estimar el valor del factorp[0].

8Harry Nyquist, uno de los pioneros de la Ingeniería de Telecomunicación, publicó en 1928 ambos resultados
en el contexto de la transmisión de señales telegráficas (digitales, al fin y al cabo). El teorema del muestreo fue
presentado de una forma más rigurosa y precisa por Shannon en su famoso artículo de 1948 (¡20 años más
tarde!)[53].
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258 MODULACIONES DE AMPLITUD

Para llegar a una expresión alternativa es interesante trabajar con la señal en tiempo
continuo que se obtiene al muestrearp(t) a periodo de símboloT . Fijémonos en que esta
señal no es más que un tren de impulsos, por lo que (5.18) es equivalente a

∞∑

n=−∞
p(nT )δ(t− nT ) = δ(t) (5.19)

que, a su vez, puede reescribirse como

p(t)
∞∑

n=−∞
δ(t− nT ) = δ(t) (5.20)

Esta ecuación se puede reformular en el dominio de la frecuencia sin más que tener en
cuenta que el producto dep(t) por un tren de impulsos se transforma en una convolución de
su respuesta en frecuencia,P (jω), con la Transformada de Fourier de un tren de impulsos,
que a su vez es otro tren de impulsos. La transformada de laδ(t) situada a la derecha del
signo de igualdad es, simplemente, 1. Por tanto, (5.20) es equivalente a

1

2π
P (jω) ∗ 2π

T

∞∑

k=−∞
δ

(
ω − 2πk

T

)
= 1 (5.21)

e, intercambiando la suma y la convolución en (5.21), y simplificando términos, tenemos

1

T

∞∑

k=−∞
P

(
jω − j 2πk

T

)
= 1 (5.22)

que es la expresión del criterio de Nyquist en el dominio de la frecuencia.
El criterio de Nyquist encuentra su aplicación más inmediata para un tipo particular de

pulsos: los limitados en banda (véanse Ejemplos 5.1 y 5.2). En este caso, la función de trans-
ferencia de la respuesta combinada transmisor-canal-receptor,P (jω), se anula para todoω
tal que|ω| > W . Si estamos en una situación en la queW < π/T , es imposible que se
cumpla (5.22), porque al superponer las versiones desplazadas en frecuencia deP (jω) tal
y como nos obliga el criterio de Nyquist en frecuencia, obtenemos un espectro como el que
muestra la Figura 5.8. De ello podemos deducir que si el ancho de banda del canal está
limitado aW rad/seg, entonces existe una velocidad máxima a la que se puede transmitir
por dicho canal sin que exista a ISI; dicha velocidad, en baudios (esto es, símbolos/seg), es
1/T = W/π. Esta es la razón por la que decíamos en la Página 231 que ante dos conste-
laciones con distinto número de símbolos no siempre cabe elegir la de menor número de
puntos, aunque su curva deBER sea mejor, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.4
Pretendemos establecer una comunicación a un régimen binario de9,600 bits por segundo por
un canal paso bajo con frecuencia de corte2π · 1,200 radianes por segundo.

La tasa máxima de utilización del canal sin que exista ISI es2π·1,200
π = 2,400 baudios. Para

conseguir la velocidad binaria deseada el codificador debe de asignar9,6002,400 = 4 dígitos binarios
por cada símbolo de la constelación, por lo que el tama no mínimo de la constelación es de
24 = 16 símbolos.
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−2π/T −π/T 0 π/T 2π/TW ω

1/T Σ
k=−∞
∞ P(jω−j2πk/T)

Figura 5.8.Claramente1T
∑∞

k=−∞ P (jω − j 2πkT ) 6= 1 en el caso en queW < π/T .

5.2.1. Pulsos en coseno alzado

Si utilizamos el canal paso bajo a su frecuencia máxima,W/π baudios, para que no
exista ISI debemos garantizar que se cumpla

P (jω) = TΠ
( ω

2W

)
=

{
T |ω| < W

0 |ω| > W
(5.23)

y, en este caso,

p(t) = sinc

(
t

T

)
=

sen (πt/T )

πt/T
(5.24)

El lector puede comprobar como ejercicio el cumplimiento del criterio de Nyquist en el
dominio del tiempo (5.18) sin más que calcularp(nT ) en (5.24), observando que la respuesta
al impulso dep(t) cruza por cero en los instantes múltiplos del periodo de símbolo, excepto
en el origen, donde vale 1.

Si utilizamos el canal paso bajo por debajo de su frecuencia máxima,W/π baudios,
tenemos más libertad para escoger la forma de ondap(t). Una de estas formas de onda
que cumplen el criterio de Nyquist de interferencia entre símbolos son lospulsos en coseno
alzado, definidos como

p(t) =

(
sen (πt/T )

πt/T

)(
cos (απt/T )

1− (2αt/T )2

)
(5.25)

cuya Transformada de Fourier es

P (jω) =





T 0 ≤ |ω| ≤ (1− α)π/T
T

2

[
1− sen

(
T

2α

(
|ω| − π

T

))]
(1− α)π/T ≤ |ω| ≤ (1 + α)π/T

0 |ω| > (1 + α)π/T

(5.26)
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El factorα puede tomar valores entre 0 y 1 y se denominafactor de caídao “roll-off”. Para
α = 0, el pulso en coseno alzado se transforma en (5.24). A medida que aumentamosα,
la amplitud de las colas del pulso en el dominio temporal se hace más peque na conforme
nos alejamos del origen de tiempos, tal y como puede verse en la Figura 5.9, yel ancho
de banda crece, según puede comprobarse en la Figura 5.10. De hecho, el ancho de banda

−2T −T 0 T 2T

1
p(t)

t

α=1   
α=0.75
α=0.5 
α=0   

Figura 5.9.Pulso en coseno alzado para distintos valores deα.

−π/T 0 π/T ω

P(jω) α=1   
α=0.75
α=0.5 
α=0   

Figura 5.10.Transformada de Fourier del pulso en coseno alzado para distintos valores deα.

ocupado por los pulsos es(1 + α)π/T rad/seg (véase (5.26)), por lo que el ancho de banda
se incrementa enαπ/T con respecto al mínimo necesario para que no exista ISI (esto es,
π/T ). Dicho de otro modo, el ancho de banda aumenta en un factor deα con respecto al
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mínimo dictado por el criterio de Nyquist. Por esta razón, el factorα expresado en tanto por
ciento se denominaexceso de ancho de banda. Por ejemplo, paraα = 0,25, el exceso de
ancho de banda es de un 25 %. En el Apartado 5.3.1 descubriremos algunas de las razones
que aconsejan un aumento del ancho de banda.

Hasta ahora hemos visto que las condiciones impuestas por el criterio de Nyquist afectan
al pulsop(t) que combina la respuesta de los filtros transmisor y receptor, esto es,p(t) =
g(t) ∗ g(−t). En realidad, nuestro interés está en conocer qué filtro deberíamos usaren
transmisión para que se cumpla el criterio de Nyquist. Pero esto resulta sumamente sencillo
si recurrimos al dominio de la frecuencia, ya queP (jω) = G(jω) · G∗(jω) = |G(jω)|2.
Por tanto, el procedimiento para obtenerg(t) sería el siguiente: 1) diseñar un pulsop(t) que
cumpla el criterio de Nyquist para periodoT y calcular su respuesta en frecuenciaP (jω),
y 2) hallar su raíz cuadrada para tenerG(jω) =

√
P (jω). La respuesta al impulso deseada

sería simplemente la Transformada de Fourier inversa deG(jω). Obsérvese que para que
g(t) tenga una respuesta real, cosa absolutamente imprescindible en PAM en banda base,
G(jω) debe ser hermítica.

En el caso de pulsos en coseno alzado, el cálculo de la raíz cuadrada en frecuencia se
ve simplificado por el hecho de queP (jω) es una función real no negativa. Procediendo
como hemos indicado en el párrafo anterior obtenemos la respuesta al impulso del pulso
transmisorg(t)

g(t) =
4α

π
√
T

cos

(
(1 + α)

πt

T

)
+ T

sen

(
(1− α)πt

T

)

4αt

1−
(
4αt

T

)2 (5.27)

que es una función real y par por serG(jω) real y par. Teniendo en cuenta la forma en que ha
sido generado, el pulsog(t) definido en (5.27) recibe el nombre depulso en raíz de coseno
alzado. Finalmente, puede comprobarse que este pulso no cumple el criterio de Nyquist; la
demostración se deja como ejercicio.

5.2.2. Otras consecuencias del criterio de Nyquist

Las importantes implicaciones del criterio de Nyquist no se reducen a la eliminación de
la ISI: a continuación vamos a ver que también está relacionado con las propiedades de la
autocorrelación del ruido a la entrada del decisor,z[n]. Para ello, calculemos la densidad
espectral de potencia de dicho ruido,Sz(e

jω), en el caso particular en que el receptor es el
filtro adaptado al transmisor, esto es,g(−t). Primero, determinaremos la densidad espectral
de potencia del ruidoz(t) a la salida del filtro adaptadog(−t), que denotamos porSz(jω):

Sz(jω) =
N0

2
|G∗(jω)|2 = N0

2
|G(jω)|2 (5.28)

de donde es inmediato comprobar que aunquen(t) es blanco, el ruidoz(t) aparece coloreado
por el filtro adaptado del receptor.
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Empleando ahora la expresión que relaciona el espectro de potencia de un proceso con-
tinuo con el de sus muestras (Ecuación (3.298)), tenemos

Sz(e
jω) =

N0

2T

∑

k

∣∣∣∣G
(
j
ω

T
− j 2πk

T

)∣∣∣∣
2

(5.29)

=
N0

2T

∑

k

P

(
j
ω

T
− j 2πk

T

)
(5.30)

Aunque pueda resultar un tanto sorprendente a primera vista, el ruido a laentrada del
decisor símbolo a símbolo puede ser blanco (aun cuando a la entrada del muestreador no lo
es): basta con comprobar en (5.30) que su espectro de potencia será constante si y sólo si se
cumple

1

T

∑

k

P

(
j
ω

T
− j 2πk

T

)
= constante (5.31)

que, salvo por una constante, es equivalente a (5.22), ya que el hecho de escalar el eje de
frecuencias no afecta a la condición. Consecuentemente, la satisfaccióndel criterio de Ny-
quist, aplicado en esta ocasión al cuadrado (en frecuencia) de la respuesta del filtro receptor,
garantiza que el ruidoz[n] es blanco.

Resumiendo, si el filtro receptor está adaptado al pulso empleado en transmisión y el
pulsop(t) = g(t) ∗ g(−t) satisface el criterio de Nyquist para periodo de símboloT , pode-
mos afirmar que dicho filtro, seguido de un muestreador con periodoT y un decisor símbolo
a símbolo es óptimo desde el punto de vista de la minimización de la probabilidad de error.

Una de las propiedades interesantes del filtro adaptado es la de maximizar la relación
señal a ruido a su salida. En el caso que acabamos de discutir, a la salida del muestreador
a periodo de símbolo, la señal recibida es simplementeq[n] = A[n] + z[n], de modo que
dicha relación toma la forma

(
S

N

)

q

=
E{A2[k]}

σ2z
=
Es

σ2z
(5.32)

siendoσ2z la varianza del ruidoz[n], que se puede calcular integrando su densidad espectral
de potencia como

σ2z =
1

2π

∫ π

−π
Sz(e

jω)dω (5.33)

que, para nuestro caso particular en que se cumple (5.31), se traduce en

σ2z =
N0

2
(5.34)
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5.2.3. Probabilidades de error

El cálculo de las probabilidades de error de símbolo y de bit para el caso de ruido blanco
con densidad espectral de potenciaN0/2 W/Hz es sencillo a partir de los resultados del
Apartado 4.4.2 y del concepto de canal discreto equivalente. Por ejemplo, para el caso 2-
PAM, podemos aplicar directamente dichos resultados sin más que tener en cuenta que si
transmitimos un símbolo de amplitud

√
Es, la fdp de la señal recibida será gausiana de

media
√
Es y varianzaσ2z = N0/2, por lo que la probabilidad de error de símbolo en (4.93)

es

Pe = Q

(√
2Es

N0

)
(5.35)

que coincide con laBER. Para el caso cuaternario (4-PAM) con codificación Gray (Figura
4.43) podemos utilizar (4.102), adaptada a este caso, de modo que resulta posible escribir

BER=
3

4
Q

(√
2Es

5N0

)
+

1

2
Q

(√
18Es

5N0

)
− 1

4
Q

(√
10Es

N0

)
(5.36)

Esta expresión puede ponerse en función de la energía por bit, sin más que tener en cuenta
que para este casoEb = Es/2.

Para constelaciones con un número mayor de símbolos suele recurrirse a cotas como la
de la unión (4.88) o aproximaciones basadas en el número de vecinos más próximos, como
(4.91), despreciando los “efectos de bordes”, esto es, el hecho deque excepto para los dos
símbolos extremos,κ = 2.

5.3. TRANSMISIÓN DE PAM SOBRE CANALES LINEALES

Aunque la adición de ruido gausiano sigue siendo el mayor obstáculo parael estable-
cimiento de una comunicación fiable, el canal aditivo gausiano es un modelo demasiado
simplista como para tener verdadera utilidad práctica. Decíamos en el Capítulo 4que el
canal representa el medio físico de transmisión y que, frecuentemente, este canal se puede
modelar mediante un sistema invariante en el tiempo que introduce distorsiones lineales.
Además, el ruido aditivo gausiano seguirá estando presente, obteniendo un modelo como el
que se muestra en la Figura 5.11. En lo sucesivo, nos referiremos a este tipo de canal como
canal lineal gausiano, sobreentendiéndose la invarianza temporal y el carácter aditivo del
ruido.

En este caso, podemos escribir la se nal a la entrada al receptor como

r(t) = s(t) ∗ h(t) + n(t) (5.37)

dondes(t) es la señal transmitida según (5.1),h(t) es la respuesta al impulso del canal y
n(t), como en el apartado anterior, es ruido blanco y gausiano con densidadespectral de
potenciaN0/2. Sih(t) = δ(t) tenemos el canal aditivo gausiano considerado en el apartado
anterior y que a partir de aquí denominaremos simplementecanal gausiano.
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Figura 5.11.Canal lineal gausiano.

Para determinar el efecto que supone la introducción de distorsiones lineales en el canal
podemos plantearnos qué ocurriría si continuásemos empleando el mismo demodulador que
en el apartado anterior, reflejado en la Figura 5.6. En primer lugar, dadoque el ruido sólo se
ve afectado por el filtro receptor, si la respuesta en magnitud al cuadrado de este satisficiese
el criterio de Nyquist, seguiríamos teniendo ruido blanco a la salida del muestreador del re-
ceptor (véase Apartado 5.2.2). Sin embargo, como razonaremos a continuación, en general,
va a existir interferencia entre símbolos. Ahora podemos seguir reduciendo nuestro modelo
de comunicaciones al canal discreto equivalente de la Figura 5.7, donde

p[n]
.
= p(nT ) = (g(t) ∗ h(t) ∗ g(−t))

∣∣∣∣
t=nT

(5.38)

Sustituyendo esta nueva definición dep[n] en (5.12) obtenemos una expresión de la secuen-
cia recibida en términos de la ISI y el ruido discreto. Tal y como hemos discutido en el
apartado precedente, la condición para que no exista ISI es (5.18), que encuentra su equiva-
lente en el dominio de la frecuencia en (5.22). Por consiguiente, para queahora no existiese
ISI, la respuesta combinadaP (jω) = G(jω)H(jω)G∗(jω) del pulso transmisor, el canal
y el filtro receptor debería cumplir (5.22). Esto implica que no es suficiente con que la res-
puesta combinada transmisor-receptor que, recordemos, es|G(jω)|2, verifique la condición
de Nyquist, sino que debemos prestar atención además a la respuesta del canal.

Ejemplo 5.5
Consideremos un canal con la formah(t) = δ(t) + βδ(t− τ1). Aunque muy sencillo, este canal
modela el efecto conocido comopropagación multitrayecto, en el que la señal transmitida que
alcanza el receptor llega por varios caminos diferentes, que experimentan atenuaciones y retar-
dos distintos. En la forma dada, la señal que llega a través del llamadocamino directono sufre
atenuación ni retardo algunos y es modelada conδ(t); la que se propaga a través delcamino
secundariose ve escalada en amplitud por un factor realβ y experimenta un retardoτ1 que, por
simplicidad, supondremos en primer lugar que es exactamente de un periodo de símbolo, esto es,
τ1 = T . En realidad, como la propagación de señales nunca es instantánea, el propio trayecto di-
recto también suele estar afectado por un retardo de propagación, además de verse atenuado. Sin
embargo, como estos efectos sobre la componente directa suelen ser corregidos en el receptor,
podemos considerarβ y τ1 como respectivamente la ganancia y el retardo relativos a dicha com-
ponente. Conviene señalar que el considerado aquí es el más sencillo de los posibles canales con
propagación multitrayecto, ya que, en general, existirán otros caminos de propagación además
del directo y el secundario.

La respuesta en frecuencia del canal esH(jω) = 1 + βe−jωτ1 = 1 + βe−jωT . El pulso confor-
mador y el filtro empleado en recepción son sendos pulsos en raíz de coseno alzado, con factor
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de caídaα = 0,35. La respuesta al impulso combinada de transmisor, canal y receptor es

p(t) = rg(t) + βrg(t− T ) (5.39)

donderg(t) = g(t) ∗ g(−t) es la función de ambigüedad de un pulso en raíz de coseno alzado,
por lo que dicha función en este caso es justamente un pulso encoseno alzado. Para determinar
el canal discreto equivalente debemos muestrearp(t):

p[n] = rg(nT ) + βrg(nT − T ) = δ[n] + βδ[n− 1] (5.40)

donderg(nT ) = δ[n] y rg(nT − T ) = δ[n − 1] se concluyen del hecho de querg(t) cumple
el criterio de Nyquist. Por lo que respecta al ruidoz[n], tal como hemos venido discutiendo, este
será blanco con densidad espectral de potenciaN0/2.

A la vista de (5.40), podemos escribir que la secuencia a la entrada del decisor será de la forma
q[n] = A[n] + βA[n− 1] + z[n]. Así, vemos que tenemos ISI debida únicamente al símbolo an-
terior al deseado y que el nivel de dicha ISI viene determinado por la ganancia de la componente
secundaria, relativa a la directa.

Es interesante examinar qué ocurre en el dominio de la frecuencia, calculando primeroP (jω) y
después verificando si se cumple el criterio de Nyquist. En laFigura 5.12, se representa en línea
discontinua la respuesta en frecuencia de un pulso en cosenoalzado conα = 0,35, correspon-
diente aRg(jω). En línea continua se dibujaP (jω) cuandoβ = 0,5. Obsérvese cómo el canal
distorsiona la respuesta en frecuencia “ideal” del pulso encoseno alzado.

−2π/T −π/T 0 π/T 2π/T ω

|P(jω)|

Figura 5.12. Espectro de un pulso en coseno alzado (linea discontinua) y espectro de
P (jω) (linea continua) que incluye la distorsión del canal, para el canal del Ejemplo 5.5.

La consecuencia de esta distorsión se observa en la Figura 5.13, donde se implementa gráfica-
mente la combinación

1

T

∞∑

k=−∞
P

(
jω − j 2πk

T

)
(5.41)

que, recordemos, debería ser igual a 1 para que se cumpliese el criterio de Nyquist, cosa que no
ocurre. Esta es una forma alternativa de percibir la existencia de ISI.
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−3π/T−2π/T −π/T 0 π/T 2π/T 3π/T ω

|1/T Σ
k=−∞
∞ P(jω−j2πk/T)|

Figura 5.13. Suma de espectros deP (jω) desplazados, tal como requiere el criterio de
Nyquist en frecuencia, para el canal del Ejemplo 5.5.

Por desgracia, las cosas se complican en cuanto surgen situaciones menos “académicas”
que en el ejemplo que acabamos de poner. En cuanto los retardos no son múltiplo del periodo
de símbolo, el nivel de interferencia entre símbolos puede incrementarse notablemente, tal
y como veremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 5.6
Consideremos el mismo canal del Ejemplo 5.5 en el que ahoraτ1 = T/2, es decir, el retardo de la
componente secundaria relativa a la directa es medio periodo de símbolo. Aunque aparentemente
las cosas no han cambiado mucho, ahora tenemos querg(nT − T/2) no se puede escribir como
una combinación finita de impulsos discretos. Esto se debe a querg((n−1/2)T ) no es nula para
ningún valor den, ya que se corresponde con el muestreo a periodo de símbolo deun coseno
alzado desplazadoT/2 a la derecha. Así que, ahora,

p[n] = δ[n] + βrg(nT − T/2) (5.42)

por lo que

q[n] = A[n](1 + βrg(−T/2)) +
∑

k
k 6=n

A[k]rg(nT − T/2− kT ) + z[n] (5.43)

de forma que ahora tenemos ISI debida atodoslos símbolos transmitidos, anteriores y posterio-
res.

En las Figuras 5.14 y 5.15 se repiten las representaciones del Ejemplo 5.5, para el canal analizado.

Si nuestra intención es eliminar completamente la ISI (recordemos que esto eraparte de
la condición suficiente (5.16) para que el decisor símbolo a símbolo fuese óptimo), entonces
podemos proceder del siguiente modo: 1) diseñamos un pulsop(t) que cumpla la condición
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−2π/T −π/T 0 π/T 2π/T ω

|P(jω)|

Figura 5.14. Espectro de un pulso en coseno alzado (linea discontinua) y espectro de
P (jω) (linea continua) que incluye la distorsión del canal, para el canal del Ejemplo 5.6.

−3π/T−2π/T −π/T 0 π/T 2π/T 3π/T ω

|1/T Σ
k=−∞
∞ P(jω−j2πk/T)|

Figura 5.15. Suma de espectros deP (jω) desplazados, tal como requiere el criterio de
Nyquist en frecuencia, para el canal del Ejemplo 5.6.

de Nyquist para periodoT , y 2) calculamos

G(jω) =





(
P (jω)
H(jω)

)1/2
, siH(jω) 6= 0

0, en otro caso
(5.44)

con objeto de que el filtro receptor esté adaptado al usado en transmisión. Obsérvese que
H(jω) no será necesariamente real, por lo que la raíz cuadrada en (5.44) debeser una fun-
ción de variable compleja. Por construcción, el pulsog(t) diseñado según (5.44) garantiza
la ausencia de ISI en la señal recibidaq[n]. Sin embargo, esta solución no está libre de pro-
blemas: en primer lugar, para aplicarla es necesario conocer la respuesta del canalH(jω),
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lo que casi nunca es fácil; y, en segundo lugar, el ruidoz[n] antes del decisor en general ya
no será blanco. En efecto, sustituyendo (5.44) en (5.29) tendremos

Sz(e
jω) =

N0

2T

∑

k

P
(
j ωT − j 2πkT

)

|H
(
j ωT − j 2πkT

)
|

(5.45)

de modo que, aunqueP (jω) cumpla la condición de Nyquist, salvo queH(jω) adopte una
forma trivialmente especial (que el lector puede hallar como ejercicio),Sz(e

jω) ya no será
plano. Este hecho se ilustra en el siguiente ejemplo

Ejemplo 5.7
Considérese el canal con propagación multitrayecto del Ejemplo 5.5. Si diseñamos el filtro trans-
misor de acuerdo con (5.44), conP (jω) un coseno alzado de factor de caídaα = 0,35 obtenemos
un filtro cuya respuesta en magnitud se representa en la Figura 5.16.

−2π/T −π/T 0 π/T 2π/T ω

|G(jω)|

Figura 5.16.Respuesta en magnitud deG(jω) diseñado para eliminar la ISI introducida
por el canal del Ejemplo 5.5.

Si bien este filtro, empleado en transmisión y, reflejado, en recepción, consigue eliminar la ISI,
su efecto es el de colorear el ruido a la entrada del decisor. En la Figura 5.17 se representa la
densidad espectral de potencia de dicho ruido que, como se ve, dista mucho de ser plana.

En la discusión y ejemplos precedentes hemos encontrado un problema típico delas
comunicaciones digitales y al que dedicaremos no poco espacio en el Capítulo 6: cuando
el canal introduce distorsiones lineales, en general no es posible conseguir simultáneamente
que en la secuenciaq[n] no exista ISI y que el ruido sea blanco9. En tal caso, el decisor
símbolo a símbolo no será óptimo, lo que significa que este receptor no minimizará la pro-
babilidad de error. De hecho, si quisiésemos realizar una decisión estadísticamente óptima
sobre un único símbolo, digamosA[n0], deberíamos esperar a recibirtodala secuenciaq[n],

9Y lo que es peor, no garantizamos que el filtro receptor no amplifique la potencia de ruido.
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−3π −2π −π 0 π 2π 3π ω

S
z
(ejω)

Figura 5.17. Densidad espectral de potencia del ruido discreto a la entrada del decisor
símbolo a símbolo.

y utilizar toda la secuenciaq[n] para decidir sobre el valor deA[n0]. De nuevo, referimos al
Capítulo 6 para una discusión más detallada.

El lector puede llegar a pensar que todas estas dificultades son causadas por el hecho
de emplear un filtro receptor que está adaptado al transmisor. A continuación vamos a com-
probar que desgraciadamente no es así: consideremos un filtro receptorgenéricof(t) en el
demodulador, tal y como representamos en la Figura 5.18.

Figura 5.18.Estructura del demodulador para PAM en banda base con un filtro receptor
genéricof(t).

Naturalmente, el caso que veníamos tratando hasta el momento se corresponde con
f(t) = g(−t). El cálculo del canal discreto equivalente no difiere apenas de los realiza-
dos en apartados anteriores, de modo que (5.8) sigue siendo válida, con

p(t) = g(t) ∗ h(t) ∗ f(t) (5.46)

y z(t) = n(t) ∗ f(t).
Y como ocurrió en el apartado anterior, podemos diseñar los filtros de interés para eli-

minar la ISI, con la libertad de que ahora el filtro receptor no está fijado porla elección del
filtro transmisor. Así, dadosg(t) y h(t), y partiendo de un pulsop(t) que cumpla el criterio
de Nyquist, basta con elegirf(t) tal queP (jω) = G(jω)H(jω)F (jω). Pero, por desgra-
cia, elF (jω) así obtenido no garantizará (salvo excepciones triviales) la aparición de ruido
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blanco antes del decisor. Por consiguiente, todos los comentarios efectuados en el apartado
anterior, relativos a la no optimalidad del demodulador símbolo a símbolo son válidos aquí.

No obstante, la mayor flexibilidad que supone la introducción de un filtro genérico f(t)
permite otras soluciones. Por ejemplo, si reescribimos la señal a la entrada del receptor,r(t),
como

r(t) =
∑

n

A[n]gr(t− nT ) + n(t) (5.47)

siendogr(t)
.
= g(t) ∗ h(t), podemos concluir que la forma der(t) es idéntica a la que

tendríamos al transmitir sobre un canal gausiano (Apartado 5.1.2), con la diferencia de que
ahora aparecegr(t) en lugar deg(t). Esto es lógico, ya que ahora la señal transmitida en-
cuentra el canalh(t) antes de llegar al receptor. Así pues, continuando con el paralelismo
establecido, el filtro del receptor, que en el Apartado 5.1.2 está adaptado ag(t), ahora de-
bería adaptarse agr(t), es decir, a la respuesta conjunta transmisor-canal. Por tanto, en este
caso,f(t) = gr(−t).

Este filtro adaptado tiene la propiedad de que maximiza la relación señal a ruidocuando
se considera la transmisión deun único símbolo10. Para demostrarlo, supongamos que sola-
mente se envíaA[0] por el canal, de modo que el receptor muestrea sólo ent = 0 obteniendo
q[0], que es la variable de decisión. En este caso,s(t) = A[0]g(t) y

r(t) = A[0]g(t) ∗ h(t) + n(t) = A[0]gr(t) + n(t) (5.48)

La señal a la salida del filtro receptorf(t) toma la forma

q(t) = A[0]gr(t) ∗ f(t) + z(t) (5.49)

conz(t) = n(t) ∗ f(t). Finalmente, la variable de decisión es

q[0]
.
= q(t) |t=0 = A[0] (gr(t) ∗ f(t)) |t=0 + z[0]

= A[0]

∫ ∞

−∞
gr(τ)f(−τ)dτ +

∫ ∞

−∞
n(τ)f(−τ)dτ (5.50)

con z[0] = z(0). Como puede verse, estamos en una situación análoga a la de (4.21),
Apartado 4.3.2, con la pequeña diferencia de que ahora la componente deseñal también
es aleatoria, debido a la presencia del símbolo desconocidoA[0]. Con esta consideración y
empleando (4.23), es inmediato concluir que

E{q2[0]} = Es

(∫ ∞

−∞
gr(τ)f(−τ)dτ

)2

+
N0

2

∫ ∞

−∞
f2(−τ)dτ (5.51)

conEs = E{A2[0]}. Como consecuencia, la relación señal a ruido toma una forma análoga
a la de (4.24) y los argumentos ofrecidos en el Apartado 4.3.2 son válidos para demostrar
quef(t) = Kgr(−t), conK cualquier número real no nulo, maximiza dicha relación.

10Obviamente, esta hipótesis no se cumple en un sistema real.
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En los párrafos precedentes hemos considerado la transmisión/recepción de un sólo sím-
bolo. El problema de hallar el filtrof(t) que maximiza la relación señal a ruido cuando se
considera la transmisión indefinida de símbolos es bastante más complejo, por lo que no lo
abordaremos aquí.

El inconveniente de las soluciones anteriores es que, aunque maximizan una relación
señal a ruido, consideran la ISI como parte de la componente de señal, lo que desde el punto
de vista de la toma de decisiones símbolo a símbolo no parece una estrategia adecuada. De
acuerdo con esto, podemos mencionar aquí un último criterio de diseño paraf(t) que será
tratado con mayor profundidad en el Capítulo 6: tomando la ISI como un términoindeseable
para las decisiones símbolo a símbolo, podemos buscar aquelf(t) que maximiza

E
{
(A[n]p[0])2

}

E







∑

k
k 6=n

A[k]p[n− k] + z[n]




2


(5.52)

lo que equivale a maximizar la relación potencia del símbolo deseado recibido frente a ISI
y ruido.

Como último comentario de este apartado, es interesante señalar que casi todas las op-
ciones para el diseño def(t) obligan a conocer el canalh(t), lo que, como ya hemos señala-
do, constituye un problema práctico que entraña muchas dificultades. Peoraún, en algunas
aplicaciones la respuesta al impulso del canal varía con el tiempo. Todo ellodicta diseñar
f(t) de forma práctica utilizando unh(t) “nominal” que sea representativo de los canales
que se pueden llegar a encontrar, dejando la solución de los problemas restantes a bloques
de procesado de señal que se implementan digitalmente después del muestreador del recep-
tor y que veremos con más detenimiento en el Capítulo 6. Como consecuencia delo ante-
rior, muchos sistemas prácticos emplean simplemente el filtro adaptado al pulso transmisor
f(t) = g(−t), que suele ser un filtro en raíz de coseno alzado.

5.3.1. El diagrama de ojo

El diagrama de ojo es una herramienta de gran utilidad para visualizar el comportamien-
to de un sistema de comunicaciones, en particular, para determinar de forma cualitativa el
impacto de ciertos fenómenos indeseables como el ruido, la interferencia entre símbolos o
las fluctuaciones en el reloj de símbolo. Generalmente, los diagramas de ojo se construyen
en el osciloscopio, aprovechando la persistencia de la onda en pantalla para representar de
forma solapada fragmentos consecutivos de la señal que se desea analizar11. La frecuencia
de disparo del osciloscopio, obtenida a partir del reloj de símbolo, se ajusta para que el eje
horizontal abarque típicamente dos periodos de símbolo.

El proceso de construcción del diagrama de ojo que realiza automáticamenteel osci-
loscopio se ilustra en la Figura 5.19. En la parte superior se tiene la forma de onda cuyo

11Los osciloscopios digitales tienen la opción de “simular” esta persistencia
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diagrama de ojo se quiere visualizar, en este caso, una señal PAM bandabase con conste-
lación binaria antipodal, pulso en coseno alzado con factor de caídaα = 0,35 y carente
de ruido. Dicha señal se divide en fragmentos de duración2T que se representan de forma
superpuesta. En la Figura 5.19 se ha elegido, por razones de claridad,dibujar sólo dos frag-
mentos, que son los señalados con trazo grueso sobre la forma de onda de la parte superior.

Figura 5.19.Proceso de construcción de un diagrama de ojo.

La Figura 5.20(a) ilustra el diagrama de ojo completo de una señal como la de laFigura
5.19. El llamadoojo aparece el centro de la figura como la zona vacía con forma de diaman-
te. Es interesante observar que, en ausencia de ruido o interferencia entre símbolos todos
los trazos pasan por los mismos puntos en el centro, que se corresponden con los niveles de
la PAM utilizada, en este caso±1. Como ya sabemos, muestreando justamente en los ins-
tantes que se corresponden con dichos puntos, obtendríamos el símbolo enviado en dichos
instantes.

La apertura vertical del ojo es una buena medida de la inmunidad al ruido, puesto que
da una idea de qué amplitud de ruido sería necesaria para producir un error (recordemos
que el umbral de decisión en este caso se sitúa en el valor cero, que se puede visualizar
en el diagrama como una línea horizontal que lo biseca). Por lo que respecta a la apertura
horizontal, esta da una medida de la inmunidad a los errores en el instante elegido para
muestrear la señal; en efecto, a medida que nos desviamos del instante óptimo de muestreo
(que es aquel para el que la apertura vertical es máxima) se reduce el margen necesario para
que el ruido produzca errores, hasta el punto de que si muestreamos en instantes situados
fuera del ojo, la probabilidad de error ya no será cero, incluso en ausencia de ruido. La
Figura 5.20(b) representa un diagrama de ojo similar al de la Figura 5.20(a), pero habiendo
empleado un factor de caída deα = 1. La mayor apertura horizontal del ojo, debida a un
factor de caída más elevado, implica a su vez una mayor robustez ante posibles errores en
el instante de muestreo. Esto explica por qué puede ser deseable emplear valores deα más
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(a) (b)

Figura 5.20. Diagramas de ojo para una PAM binaria antipodal con pulsos encoseno
alzado con (a)α = 0,35 y (b) α = 1.

altos en los pulsos en coseno alzado, aun cuando incrementan el ancho de banda utilizado.
Las Figuras 5.21(a) y (b) muestran el diagrama de ojo que se obtiene cuando se transmite

una señal PAM binaria antipodal a través de un canalh(t) = δ(t) − 0,3δ(t − 2T ) (véase
Ejemplo 5.5), cuando los filtros transmisor y receptor son raíces cuadradas de coseno alzado
conα = 0,35 y α = 1, respectivamente, y en ausencia de ruido. Para ambos casos,p[n] =
δ[n]+0,3δ[n−2], por lo que habrá interferencia entre símbolos. Obsérvese que en el instante
óptimo de muestreo la señal recibida puede tomar los valores±1 ± 0,3 y la inmunidad al
ruido se reduce.

(a) (b)

Figura 5.21.Diagramas de ojo para una PAM binaria antipodal transmitidasobre el canal
h(t) = δ(t) + 0,3δ(t− 2T ), con (a)α = 0,35 y (b) α = 1.

Finalmente, los diagramas de ojo de las Figuras 5.22(a) y (b) se han obtenidoempleando
un canalh(t) = δ(t)+0,3δ(t−T/2) (véase Ejemplo 5.6), para el que la interferencia entre
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símbolos contiene infinitos términos. Aquí también puede observarse la ventajade usar un
factor de caída mayor: el ojo aparece mucho más abierto paraα = 1 que paraα = 0,35.

(a) (b)

Figura 5.22.Diagramas de ojo para una PAM binaria antipodal transmitidasobre el canal
h(t) = δ(t) + 0,3δ(t− T/2), con (a)α = 0,35 y (b) α = 1.

5.4. PAM PASO BANDA

En apartados anteriores hemos estudiado la modulación PAM en banda base. Aunque
útil para introducir algunos valiosos conceptos que serán empleados más adelante, su alcan-
ce práctico es limitado, ya que la mayoría de los canales físicos no permiten la transmisión
de señales en banda base porque:

1. Muchos de ellos, como es el caso del canal telefónico, no pueden transmitir señales
próximas a continua (frecuencia 0) por la fuerte atenuación que estas experimentarían,
con el consiguiente desperdicio de potencia (piénsese que no es razonable transmitir
en aquellas frecuencias para las que la atenuación del canal sea grande).

2. Otros canales, como es el caso de los canales radio, dividen el rango de frecuen-
cias disponibles en bandas de frecuencia que se asignan con diferentes propósitos, y
siempre con la limitación de que el ancho de banda sea mucho menor que la frecuen-
cia central. De hecho, en estos casos, es ilegal transmitir potencia fuera de la banda
asignada, existiendo fuertes restricciones sobre el espectro de la señal transmitida,
generalmente especificadas a través de las llamadasmáscaras de emisión.

Como consecuencia de lo anterior, en este apartado nos plantearemos cómoenviar la
información en canales de tipo paso banda, llegando a la conclusión de que, a costa de
aumentar la complejidad de transmisor y receptor, es posible mantener la misma eficiencia
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espectral que conseguíamos con la PAM en banda base, si nuestro objetivo es alcanzar la
misma probabilidad de error de bit.

La forma más natural de conseguir una modulación paso banda sería: 1) generar una
señal PAM en banda base y 2) trasladar su espectro hasta la banda de frecuencias desea-
da. Tengamos siempre presente, no obstante, que el medio físico sólo admite señales reales
(p.ej., voltaje o intensidad), por lo que la señal generada debe cumplir esta restricción. En
consecuencia, podríamos obtener la señal paso banda deseada modulando un coseno (llama-
doseñal portadora) de frecuencia igual a la que deseamos trasladar el espectro con la señal
en banda base, tal como se muestra en la Figura 5.23.

Figura 5.23.Diagrama de bloques de un modulador en doble banda lateral

Formalmente, dada una señal PAM en banda bases(t) con expresión

s(t) =
∑

n

A[n]g(t− nT ) (5.53)

el proceso de modulación de una portadora de frecuenciaωc rad/seg produce una señal de
la forma

x(t) = s(t) cos(ωct) (5.54)

En la Figura 5.24 se ilustra el resultado del proceso de modulación paso banda representando
los espectros des(t) y x(t) denotados, respectivamente, porS(jω) y X(jω).

ω

S(jω)

ω
c ω−ω

c

X(jω)

(a) (b)

Figura 5.24.Espectro de la señal en banda base y de la señal paso banda.

Aunque válido, el esquema que acabamos de presentar no es eficiente porque malgasta
el ancho de banda disponible. La razón es que, de acuerdo con las relaciones de simetría
existentes en el espectro dex(t), para recuperar la señal en banda bases(t) sería suficiente
con un espectro como el de la Figura 5.25, que ocupa exactamente la mitad delancho de
banda que en la Figura 5.24.
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ω
c ω−ω

c

X(jω)

Figura 5.25.Espectro de una señal en banda lateral superior.

El lector puede comprobar cómo una nueva multiplicación porcos(ωct) y un filtrado
paso bajo reconstruyen la señal original en banda base.

Podemos pensar, entonces, en generar una señalx(t) con un espectro como el de la
Figura 5.25, para lo cual una posibilidad sería filtrar la señal paso bandaanterior con un
filtro paso altogpa(t) con frecuencia de corteωc, por lo que la nueva expresión parax(t)
sería

x(t) = (s(t) cos(ωct)) ∗ gpa(t) (5.55)

Figura 5.26. Diagrama de bloques de un modulador en banda lateral superior (“Upper
Side-Band”, USB).

La modulación así conseguida se denomina PAM en banda lateral única (“Single Side-
Band”, SSB) o, abreviadamente, PAM-SSB; por contra, la descrita mediante (5.54) recibe
el nombre de PAM en doble banda lateral (“Double Side-Band”, DSB) , o, abreviadamente,
PAM-DSB. En la Figura 5.26 se representa el diagrama de bloques de un modulador en
USB. Aunque el procedimiento aquí descrito sirve para obtener labanda lateral superiorde
la señal, es inmediato extenderlo a la consecución de labanda lateral inferiorsin más que
cambiar el filtro paso alto por uno paso bajo. La determinación del espectrode potencia de
este tipo de señales se encuentra en el Apartado 3.3.8, bajo el epígrafe “Modulación real de
procesos cicloestacionarios”.

Uno de los inconvenientes de las modulaciones en banda lateral es la necesidad de uti-
lizar un filtro gpa(t) con característica ideal, esto es, con una caída muy abrupta. En las
llamadas modulaciones PAM en banda lateral vestigial (“Vestigial Side-Band”, VSB) o,
abreviadamente, PAM-VSB, el filtro utilizado tiene una característica relajada lo que facili-
ta su implementación práctica a costa de un mayor ancho de banda ocupado. En cualquier
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caso, el filtro ha de ser tal que el solape que se produce en los espectros durante el proceso
de demodulación garantice la reconstrucción perfecta des(t).

En lugar de tratar de reducir el ancho de la señal paso banda, existe otra estrategia para
conseguir la misma eficiencia espectral que consiste en modular simultáneamentedos seña-
les reales con dos portadoras de la misma frecuencia, pero desfasadasentre sí 90o. Debido a
este desfase (correspondiente a un ángulo recto), se suele decir queambas portadoras están
en cuadratura. De acuerdo con lo anterior, seansI(t) y sQ(t), dos señales PAM en banda
base, obtenidas al modular dos secuencias de símbolos de información (nonecesariamente
independientes),A0[n] y A1[n], empleando pulsos conformadores con respuesta al impulso
g(t). En definitiva, tenemos

sI(t) =
∑

n

A0[n]g(t− nT ) (5.56)

sQ(t) =
∑

n

A1[n]g(t− nT ) (5.57)

y la señal transmitidax(t) será

x(t) =
√
2sI(t) cos(ωct)−

√
2sQ(t) sen(ωct)

=
√
2
∑

n

A0[n]g(t− nT ) cos(ωct)−
√
2
∑

n

A1[n]g(t− nT ) sen(ωct)

(5.58)

El factor
√
2 tiene como única misión igualar la potencia de la señal paso banda a la de

la señal banda base, como quedará claro más adelante. Las señalessI(t) y sQ(t) reciben a
menudo los nombres decomponente en fasey componente en cuadraturarespectivamente,
y la modulación resultantePAM paso banda. No es difícil ver que ambas componentes
moduladas ocupan la misma banda de frecuencias (la centrada enωc), por lo que en el
receptor tendremos que encontrar una manera de separarlas si queremos una comunicación
fiable.

Una forma más compacta de escribir (5.58) pasa por considerar símbolosA[n] comple-
jos haciendo la asignaciónRe{A[n]} = A0[n], Im{A[n]} = A1[n]. Si definimos la señal
compleja en banda bases(t) como

s(t) = sI(t) + jsQ(t) =
∑

n

A[n]g(t− nT ) (5.59)

veremos que esta tiene exactamente la misma forma que para una modulación PAM en banda
base (Ecuación (5.1)), salvo que ahora las constelaciones utilizadas contendrán, en general,
símbolos complejos. Ahora podemos escribir la señal PAM paso bandax(t) como

x(t) =
√
2Re{s(t)ejωct} =

√
2Re

{∑

n

A[n]g(t− nT )ejωct

}
, (5.60)

aunque, en algunas otras ocasiones, como en las modulaciones de fase,resulta más útil
escribirs(t) = |s(t)|ej∢s(t) y, en consecuencia,

x(t) =
√
2|s(t)| cos(ωct+ ∢s(t)), (5.61)

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



278 MODULACIONES DE AMPLITUD

por lo que las señales
√
2|s(t)| y ∢s(t) reciben los nombres deenvolventey fasedex(t),

respectivamente.
Es importante insistir en que la formulación con números complejos no es más que un

modo conveniente de representar las señales que intervienen en una modulación PAM paso
banda; así, aunque a efectos de operación y representación nos interesará esta perspectiva,
siempre es útil recordar que cualquier señal compleja implica la existencia de las partes en
fasesI(t) y cuadraturasQ(t), tal y como se explicita en la siguiente ecuación

x(t) =
√
2
∑

n

Re{A[n]}g(t− nT ) cos(ωct)

−
√
2
∑

n

Im{A[n]}g(t− nT ) sen(ωct) (5.62)

En la Figura 5.27 se representa la arquitectura de un modulador, separando las componentes
en fase y cuadratura.

Figura 5.27.Arquitectura de un modulador de PAM paso banda, separando las componen-
tes en fase y cuadratura.

Antes de proseguir con nuestra exposición de la modulación PAM paso banda, resulta
interesante intentar relacionarla con la formulación presentada en el Apartado 4.5 para la
transmisión indefinida de símbolos. La estructura de (5.58), similar a (4.98), parece sugerir
un espacio de señales bidimensional, con dimensiones que se corresponderían con las se-
ñales en fase y cuadratura, pero no es así. En efecto, salvo casos particulares, no es posible
escribirx(t) en la forma

x(t) =
∑

n

A0[n]φ0(t− nT ) +
∑

n

A1[n]φ1(t− nT ), (5.63)

conφ0(t), φ1(t), dos señales ortogonales, lo que se puede comprobar fácilmente tratando
de identificar términos con (5.58). La razón es que en general las funciones base que mul-
tiplican a cada símboloA[n] = (A0[n], A1[n])

T de (5.63) varían con el índicen por la
aparición de las señales portadoras. Sin embargo, en algunos casos especiales las funciones
sí son invariantes conn, tal como se demuestra en el siguiente ejemplo
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Ejemplo 5.8
Si la frecuencia de la portadora es tal que cabe un número entero de ciclos en un periodo de

símbolo, esto es,

ωc =
2πN

T
(5.64)

para algún enteroN , entonces es evidente quecos(ωct) = cos[(ωc(t − nT )] y, por tanto, (5.58)
puede escribirse en la forma (5.63), haciendo la asignación

φ0(t) =
√
2g(t) cos(ωct)

φ1(t) = −
√
2g(t) sen(ωct) (5.65)

Obsérvese que bajo las condiciones de este ejemplo, el proceso de modulación se hace “sin
portadora” (CAP, “Carrierless Amplitude and Phase modulation"), si bien es cierto que ésta va
implícita en los dos pulsos transmisores utilizados. En la Figura 5.28 podemos ver un esquema
para la generación de señales en este caso.

Figura 5.28.Arquitectura del modulador del Ejemplo 5.8

Aunque hemos puesto de manifiesto la imposibilidad de escribir en general la señal
transmitida PAM paso banda como (5.63), sí es posible establecer este tipo de relación con
la señal en banda bases(t), sin más que hacer la identificaciónφ0(t) = g(t), φ1(t) = jg(t),
por lo que los valores posibles de las coordenadas de los símbolos[Re{A[n]}, Im{A[n]}]T
en esta base definen la constelación empleada.12. Equivalentemente, podemos pensar en una
base con una única funciónφ0(t) = g(t) con coordenadas complejasA[n]. En definitiva, la
señals(t) se puede escribir como

s(t) =
∑

n

Re{A[n]}φ0(t− nT ) +
∑

n

Im{A[n]}φ1(t− nT ) (5.66)

=
∑

n

A[n]φ0(t− nT ) (5.67)

El formato de modulación PAM paso banda es lo suficientemente amplio como paraad-
mitir un buen número de constelaciones, que en ocasiones hacen que la modulación resultan-

12El cuerpo de los complejos puede verse como un espacio vectorial bidimensional. Puede comprobarse
fácilmente que si es equipado con el producto escalar〈x,y〉 = Re{xy∗}, la norma inducida se corresponde
con la distancia al origen en el plano complejo y el producto escalar es cero para dos vectores ortogonales. Las
funcionesφ0(t) y φ1(t) son ortogonales en este sentido.
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te reciba nombres diferentes13. Así, por ejemplo, en la llamadamodulación de amplitud en
cuadratura(“Quadrature Amplitude Modulation”, QAM), las componentes en fase y cua-
dratura son independientes. Esto es equivalente a decir queRe{A[n]} e Im{A[n]} toman
valores independientes, por lo que el número de símbolos en la constelaciónserá el cuadrado
del número de valores permitidos por dimensión. Una gran ventaja de la modulación QAM
es la sencillez en el diseño tanto del transmisor –por la independencia de componentes– co-
mo del receptor –porque las decisiones se pueden tomar de forma independiente sobre las
señales en fase y cuadratura–.

Por lo que respecta al número de bits por símbolo, obviamente este depende del número
de símbolos de la constelación. Así, para un númeroP de bits por símbolo, tendríamosM =
2P símbolos en la constelación. Algunas de las constelaciones paraP par se representan
en la Figura 5.29. Para el caso deP impar es imposible distribuir los símbolos cubriendo
uniforme y completamente el interior de un cuadrado, por lo que se suelen eliminar los
símbolos de mayor energía (los cercanos a los vértices) para producir una constelaciónen
cruz14, tal como se representa en la Figura 5.30.

Re{A[n]}

Im{A[n]}

Re{A[n]}

Im{A[n]}

Re{A[n]}

Im{A[n]}

Figura 5.29.Constelaciones QPSK, 16-QAM y 64-QAM.

Otro grupo de constelaciones de gran interés se corresponde con las llamadasmodu-
laciones por cambio de fase(“Phase Shift Keying”, PSK) en las que la elección de los
símbolosA[n] es tal que su módulo es constante y la información se transmite en la fase. La
principal ventaja de la modulación PSK es que cuando se combina con pulsosde transmisión
rectangulares la señal resultante tiene envolvente constante y contiene toda su información
en la fase –equivalentemente, en los cruces por cero–, por lo que esta modulación es robusta
ante distorsiones no lineales de amplitud que aparecen, por ejemplo, en muchos amplifica-
dores de potencia trabajando cerca de la zona de saturación o en los limitadores de amplitud
en el receptor.

Si escribimos

A[n] =
√
Ese

jϕ[n], (5.68)

13Es de sobra conocida la afición de los ingenieros de telecomunicación pornombrar los nuevos descubri-
mientos, en especial, mediante el abuso de acrónimos (en inglés). En este texto, hemos decidido emplear sólo
los más habituales. Con todo, el lector verá que incluso el número de estos últimos es abultado.

14Obsérvese que en este caso las componentes en fase y cuadratura dejan de ser independientes, de forma que
ya no es posible decidir sobre cada una de ellas por separado.
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Re{A[n]}

Im{A[n]}

Re{A[n]}

Im{A[n]}

Re{A[n]}

Im{A[n]}

Figura 5.30.Constelaciones QAM en cruz paraM = 8, 32 y 128.

conEs la energía de símbolo, el codificador de un modulador PSK asignará los bits avalores
discretos deϕ[n], tal como se puede ver en la Figura 5.31 en la que se representan algunos
casos de modulaciones PSK. La codificación generalmente es de tipo Gray (Página 230),
de modo que símbolos contiguos difieren en un solo bit. La distribución de símbolos es
uniforme, por lo que la diferencia de fases entre símbolos adyacentes para unaM -PSK es
de2π/M radianes.

Re{A[n]}

Im{A[n]}

Re{A[n]}

Im{A[n]}

Re{A[n]}

Im{A[n]}

Figura 5.31.Constelaciones 4-PSK (QPSK), 8-PSK y 16-PSK

La modulación PSK admite una interesante interpretación en términos de las fases de
las componentes en fase y cuadratura o de la señal compleja en banda base; en efecto,
sustituyendo (5.68) en (5.60), y recordando que el pulso conformador g(t) es real, tenemos

x(t) =
√
2EsRe

{∑

n

g(t− nT )ej(ωct+ϕ[n])

}

=
√
2Es

∑

n

g(t− nT ) cos(ωct+ ϕ[n]) (5.69)

de modo que la información (codificada enϕ[n]) se traduce en un cambio en la fase de la
portadora, o sobre la exponencial compleja modulada por la señal complejaen banda base.
Un caso particular de modulación PSK es el de la 2-PSK (frecuentemente llamada PSK
binaria, o BPSK) en la que los símbolos sólo tienen componente real, por lo quetambién
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son un caso particular de PAM en doble banda lateral. La modulación 4-PSKse conoce como
PSK en cuadratura o QPSK (“Quadrature PSK”) que, por cierto, coincide con la 4-QAM15.

El abanico de constelaciones disponibles no acaba aquí: por ejemplo, se pueden com-
binar las modulaciones de amplitud y fase para producir las constelaciones denominadas
AM-PM (“ Amplitude Modulation-Phase Modulation”). También se puede recurrir al empa-
quetado hexagonal de símbolos (véase Apartado 4.4.3) para producir constelaciones deno-
minadas hexagonales. En la Figura 5.32 se presentan algunos ejemplos de estos dos tipos de
constelaciones.

Re{A[n]}

Im{A[n]}

Re{A[n]}

Im{A[n]}

Figura 5.32.Constelaciones 1-7-AM-PM y 32-Hexagonal

5.4.1. Espectro de la señal PAM paso banda

Al igual que para la modulación PAM en banda base, para determinar las características
espectrales de la señal transmitida encontramos el problema de que dicha señal no es esta-
cionaria, sino cicloestacionaria y, por tanto, el espectro de potencia debe calcularse como el
promedio de los espectros de potencia obtenidos a lo largo de todo un periodo T (Teorema
de Wiener-Khinchine), siguiendo el procedimiento descrito en el Apartado 3.3.5.

En el caso de procesos paso banda es necesario hacer algunas hipótesis sobre la secuen-
cia complejaA[n] para garantizar la cicloestacionariedad de la señal transmitidax(t). En el
Apartado 3.3.7 del Capítulo 3 se discute la modulación compleja de procesos cicloestacio-
narios y se presenta la siguiente condición suficiente para quex(t) sea cicloestacionaria:

E{A[k + i]A[k]} = 0, para todok, i, i 6= 0 (5.70)

Esta condición se cumple en el caso de QAM si los símbolos transmitidos por los canales en
fase y cuadratura son mutuamente independientes y las funciones de autocorrelación de los
símbolos transmitidos por ambos canales son idénticas. Para PSK la condición se cumple si
las muestras de la secuencia de fasesϕ[n] son mutuamente independientes.

15Como vimos en el Apartado 4.4.3, un giro de la constelación no afecta a sus prestaciones, aunque sí puede
influir en la complejidad de la implementación de transmisor y receptor.
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En el supuesto de que se cumple la condición (5.70), la densidad espectral de potencia
Sx(jω) de la señal transmitida se calcula en el Apartado 3.3.7. Además, debemos tener en
cuenta el factor

√
2 del transmisor. Por tanto, el espectro de potencia resulta ser:

Sx(jω) =
1

2
[Ss(jω − jωc) + S∗

s (−jω − jωc)] (5.71)

donde

Ss(jω) =
1

T
SA(e

jωT )|G(jω)|2 (5.72)

SA(e
jω) es la densidad espectral de potencia de la secuencia complejaA[n] y G(jω) la

respuesta en frecuencia del pulso transmisor. La potencia media transmitidaP será:

P =
1

2π

∫ ∞

−∞
Sx(jω)dω (5.73)

Cuando la secuenciaA[n] es blanca, la densidad espectral de potencia correspondiente es
SA(e

jω) = Es, conEs la energía media por símbolo. En este caso, la potencia media se
puede calcular como

P =
EsE{g(t)}

T
, (5.74)

dondeE{g(t)} denota la energía del pulso transmisor. Cuando dicho pulso está normalizado
en energía, la potencia media transmitida es simplemente

P =
Es

T
(5.75)

Como ya indicamos en el caso de la PAM en banda base, la Ecuación (5.72) muestra cla-
ramente la posibilidad de conformar el espectro de la señal transmitida actuando ya sea
sobre el filtro transmisorg(t) o sobre la autocorrelación de la secuencia de símbolosA[n],
introduciendo memoria.

Antes de presentar algunos esquemas de receptores para PAM paso banda, es interesante
echar un vistazo a la Figura 5.24 y a (5.72). Dado queg(t) es real,|G(jω)|2 tiene simetría
par con respecto al origen; entonces, siSA(e

jω) es hermítico,Sx(jω) en (5.71) tendrá las
mismas simetrías que la representación de la Figura 5.24(b). De acuerdo con esto, podría
pensarse que un filtrado paso alto dejaría un espectro como el de la Figura5.25, con el con-
siguiente ahorro de ancho de banda; además, parece que a partir de la banda lateral superior
seríamos capaces de recuperar la señal completa en banda base con sencillas operaciones.
Desgraciadamente, la argumentación no es correcta; el origen de esta aparente paradoja
proviene de que hemos basado nuestro razonamiento en el espectro de potencia –que, efec-
tivamente, tiene las simetrías indicadas– cuando la señal en banda base quedesearíamos
reconstruir se corresponde con unarealizaciónparticular{a[n]} del proceso estocástico
discreto{A[n]} y cuyo espectro (suponiendo una señal truncada en tiempo)S(jω) ya no
es hermítico. Lo que ocurre es que, lo que definimos como densidad espectral de potencia,
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coincide con el promedio de los espectros correspondientesa todas las realizacionesdel
proceso{A[n]} (considerado de duración infinita, véase (3.269)) y este promediado sípro-
duce un resultado hermítico. Por eso, para referirnos a los espectros correspondientes a las
señales en banda bases(t) y paso bandax(t) asociadas a la transmisión de una secuencia
particular{a[n]}, es más conveniente conceptualmente recurrir a la representación de la Fi-
gura 5.33, donde se pone de manifiesto la falta de simetría enS(jω) y X(jω) de la que
hemos hablado.

ω

S(jω)

ω
c ω−ω

c

X(jω)

(a) (b)

Figura 5.33.Espectro (determinista) (a) en banda base y (b) paso banda, correspondientes
a una realización de los procesoss(t) y x(t).

5.4.2. Receptores para PAM paso banda

Comenzaremos por deducir una posible estructura de receptor para PAMpaso banda
suponiendo que el canal es ideal, es decir, cuando no introduce ni ruido ni distorsión. Un
receptor para PAM paso banda podría recuperar la señal compleja en banda base realizando
una demodulación compleja consistente en multiplicar la señal recibida por la exponencial
e−jωct, lo que tiene el efecto de trasladar el espectro dey(t) hacia la izquierdaωc rad/seg.
Esta operación se esquematiza en la Figura 5.34.

Figura 5.34.Esquema de un receptor para PAM paso banda.

El filtro genéricof(t) que aparece en dicha figura tiene una función análoga al filtro
receptor para PAM y se puede diseñar de acuerdo con cualquiera de los criterios expuestos
en el Apartado 5.1.2. En general este filtro tendrá una respuesta al impulso compleja y
tiene como misión adicional eliminar aquella parte de la señal compleja a su entradaque
se encuentra centrada en−2ωc rad/seg, por lo que tendrá una característica paso bajo. Para
sistemas de banda estrecha, esto es, aquellos en queωc es mucho mayor que el ancho de
banda de la señal transmitida, esta última tarea no plantea ninguna dificultad práctica. El
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factor
√
2 sirve para que la potencia a la salida del filtro receptor sea la misma que a su

entrada.
El muestreo a periodo de símbolo de la Figura 5.34 tiene la misma justificación que en

el caso de PAM en banda base, aunque ahora hay que tener en cuentaque la señalq(t) a
su entrada es compleja, por lo que el muestreador produce una secuencia de observaciones
q[n] que también son complejas. El efecto de la operación de demodulación y filtrado sobre
el espectro de la señal recibidaY (jω) puede verse en la Figura 5.35.

0 ω−2ω
c

V(jω)

ω

Q(jω)

Figura 5.35. Espectro de la señal recibida (a) tras la multiplicación porla exponencial
compleja y (b) tras pasar por el filtro receptor.

Matemáticamente, la señal a la entrada del muestreador es

q(t) =
(
y(t)e−jωct

)
∗
(√

2f(t)
)

(5.76)

esto es,

q(t) =
√
2

∫ ∞

−∞
f(τ)y(t− τ)ejωcτe−jωctdτ = e−jωct ·

(
y(t) ∗

(√
2f(t)ejωct

))

(5.77)

por lo que la realización de la Figura 5.34, resulta equivalente a filtrar primero la señal con
un filtro paso banda complejo de respuesta

√
2f(t)ejωct y realizar la demodulación después,

tal como se esquematiza en la Figura 5.36.

Figura 5.36.Esquema de un receptor para PAM paso banda equivalente al de la Figura 5.34.

Algunas de las señales y filtros que intervienen en las estructuras de la Figura 5.36 son
complejos, por lo que será necesario separarlos en sus partes en fasey cuadratura de cara
a una implementación práctica. Esta separación se lleva a cabo en las estructuras de las
Figuras 5.37 y 5.38. Como podemos ver, la implementación de un receptor de PAMpaso
banda es equivalente a la de dos receptores PAM en banda base operando en paralelo, de ahí
la necesidad de colocar dos muestreadores o dos filtros receptores.
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Figura 5.37. Esquema de un receptor para PAM paso banda, implementando primero el
filtro complejo del receptor y separando las componentes en fase y cuadratura.

Figura 5.38. Esquema de un receptor para PAM paso banda, implementando primero la
demodulación con la exponencial compleja y separando las componentes en fase y cuadra-
tura.

5.4.3. Características del ruido en el receptor

Supongamos ahora que tenemos un canal que introduce ruido gausianon(t) con densi-
dad espectral de potenciaSn(jω), lo que supone una generalización con respecto al ruido
blanco considerado en el Apartado 5.2.2. Nuestro objetivo es caracterizar el ruido a la salida
del muestreador complejo de la Figura 5.36. Este ruido complejo determinará, junto con la
señal recibida, las prestaciones del sistema de comunicaciones, por lo que esta caracteriza-
ción es de capital importancia.

De la Figura 5.39 se deduce que la secuencia de ruido a la entrada del decisor, que
denotamos porz[k], se obtiene tras haber inyectado en el sistema de la Figura 5.36 el proceso
real de ruidon(t). En el Apartado 3.3.7 se presentan algunas propiedades interesantes de
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5.4 PAM PASO BANDA 287

los procesos gausianos complejos y que utilizaremos aquí.

Figura 5.39. Diagrama de bloques y señales que intervienen en la demodulación de la
señal de ruidon(t) presente en el canal.

Definiendo (véase Figura 5.39)

fc(t) =
√
2f(t)ejωct (5.78)

l(t) = n(t) ∗ fc(t) (5.79)

z(t) = l(t)e−jωct (5.80)

y utilizando los resultados del Apartado 3.3.7, podemos razonar que:

1. El procesoz(t) será estacionario en sentido estricto sólo si el procesol(t) es circu-
larmente simétrico. El quez(t) no fuese estacionario complicaría el análisis en gran
medida.

2. El procesol(t) es circularmente simétrico si se cumple queωc es mayor que el an-
cho de banda del filtro complejo paso bandafc(t) (sistema de banda estrecha). La
densidad espectral de potencia del(t) es

Sl(jω) = 2Sn(jω)|F (jω − jωc)|2. (5.81)

En aquellos casos en que las condiciones anteriores se verifican, podemos extraer las
siguientes consecuencias:

1. El procesoz(t) es circularmente simétrico y su densidad espectral de potencia es

Sz(jω) = 2Sn(jω + jωc)|F (jω)|2 (5.82)

Si el procesoz(t) es circularmente simétrico, sus partes real e imaginaria, respecti-
vamentezr(t) y zi(t), tienen la misma varianza y son independientes para cualquier
instantet dado. Ello no significa, no obstante, quezr(t1) y zi(t2) sean independientes
cualesquiera que seant1 y t2, t1 6= t2. Para que esto último sea cierto, es necesario
que el espectro deSz(jω) sea hermítico, esto es, queSz(jω) = S∗

z (−jω). Para el
caso en quen(t) fuese blanco, esto se satisfaría si el filtrof(t) fuese real.

2. El procesoz[n] es circularmente simétrico con densidad espectral de potencia

Sz(e
jω) =

2

T

∑

k

Sn

(
j
ω

T
+ j

ωc

T
− j 2πk

T

) ∣∣∣∣F
(
j
ω

T
− j 2πk

T

)∣∣∣∣
2

(5.83)
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por lo que sus partes real e imaginaria,zr[n] y zi[n] respectivamente, son indepen-
dientes para cualquier instanten considerado. De nuevo, para quezr[n1] y zi[n2] sean
independientes para cualesquieran1 y n2, n1 6= n2, debe cumplirse que el espectro
Sz(e

jω) sea simétrico con respecto al origen. Ello se cumple, por ejemplo, si el ruido
es blanco y la función de ambigüedadf(t) ∗ f∗(−t) satisface el criterio de Nyquist
para periodoT .

A partir de (5.83), la varianza del ruido complejo discretoz[n] es

σ2z =
1

2π

∫ π

−π
Sz(e

jω)dω (5.84)

que, para el caso en quen(t) es ruido blanco, con densidad espectral de potenciaN0/2
W/Hz y la función de ambigüedad def(t) satisface el criterio de Nyquist resulta en

σ2z = N0 (5.85)

Debe tenerse presente que si el ruido es circularmente simétrico, el resultado anterior implica
que tanto su parte real como su parte imaginaria son independientes y con varianzaN0/2.

Partiendo de la expresión de la fdp de una gausiana compleja en (3.86), para el caso que
nos ocupa podemos escribir la fdp del ruido discreto como

fZ(z) =
1

πN0
exp

(
−|z|

2

N0

)
(5.86)

El lector puede preguntarse por qué hemos elegido para la determinación de las carac-
terísticas de ruido en el receptor la estructura de la Figura 5.36 y no la de la Figura 5.34
cuando ambas son equivalentes desde el punto de vista del análisis –determinista– de seña-
les. La razón es que con la estructura de la Figura 5.34 enseguida encontraríamos algunas
dificultades: el proceso complejo a la salida del demoduladorno es estacionario en sentido
estricto, ¡ni siquiera lo son sus partes real e imaginaria!

5.4.4. Canal discreto equivalente

En este apartado determinaremos el canal discreto equivalente para el caso de modu-
laciones PAM paso banda cuando se transmiten a través de un canal linealgausiano, con
respuesta al impulsoh(t). En el apartado precedente hemos caracterizado estadísticamente
el ruido a la entrada del decisor; ahora queremos obtener la parte debida a la señal de infor-
mación. Para ello, consideraremos el modelo de un sistema de comunicacionespara PAM
paso banda con transmisor y receptor los de las Figuras 5.27 y 5.36, respectivamente.

Recuperemos la expresión de la señal transmitida, según (5.60):

x(t) =
√
2Re

{∑

n

A[n]g(t− nT )ejωct

}
(5.87)
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Al pasar por el canal, la señal recibida esy(t) = x(t) ∗ h(t) + n(t). Esta señal es filtrada
por
√
2f(t)ejωct y, posteriormente, demodulada

q(t) =
(
y(t) ∗ (

√
2f(t)ejωct)e−jωct

)
(5.88)

En las Figuras 5.33 y 5.35 se detallan los espectros de la señal en banda bases(t), la
señal moduladax(t), la señal recibiday(t) en ausencia de ruido y la señal a la salida del
demoduladorq(t). Razonando sobre dichos espectros, es fácil ver que

y(t) =
√
2Re

{∑

n

A[n]gr(t− nT )ejωct

}
+ n(t) (5.89)

dondegr(t) = g(t) ∗ heq(t), siendoheq(t) el llamadocanal equivalente en banda base:

heq(t)
.
= e−jωcth(t); Heq(jω) = H(jω + jωc) (5.90)

verificándose que, en general,heq(t) será complejo.
Asimismo, podemos escribir que

q(t) =
∑

n

A[n]p(t− nT ) + z(t) (5.91)

dondep(t) = gr(t) ∗ f(t) = g(t) ∗ heq(t) ∗ f(t). La funciónp(t) incluye todos los efectos
sobre la señal de información debidos a los filtros transmisor y receptor, al canal, y al proceso
de modulación/demodulación16, y z(t) es el ruido equivalente en banda base, según (5.80).

Todavía es posible obtener una caracterización más simple incluyendo el proceso de
muestreo del receptor; así, reproduciendo los resultados de los apartados 5.1.3 y 5.3 es
posible obtener elcanal discreto equivalente en banda base, que no es más que

p[n] = p(nT ) (5.92)

cuya respuesta en frecuencia es, entonces,

P (ejω) =
1

T

∑

k

P

(
j
ω

T
− j 2πk

T

)

=
1

T

∑

k

G

(
j
ω

T
− j 2πk

T

)
Heq

(
j
ω

T
− j 2πk

T

)
F

(
j
ω

T
− j 2πk

T

)

(5.93)

de modo que si el conjunto de los filtros transmisor, receptor y canal equivalente en banda
base cumple el criterio de Nyquist para periodo de símboloT el canal discreto equivalente
seráδ[k].

Con el canal equivalente se consiguen dos objetivos:

16Debe tenerse presente que en todo momento estamos suponiendo que la frecuencia –y la fase– usadas en la
demodulación son idénticas a las empleadas en la modulación. Asimismo, estamos suponiendo que el periodo
de muestreo coincide exactamente con el periodo de símbolo y que la fasede muestreo es óptima. En el Capítulo
11 abandonaremos esta suposición ideal.
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1. Reducir el sistema PAM paso banda al esquema de la Figura 5.7.

2. Identificar PAM paso banda y PAM en banda base. La única diferencia entre ambas
es que los símbolos, el canal discreto equivalente y el ruido discreto soncomplejos en
la primera y reales en la segunda. Ello permite estudiar la PAM en banda base como
un caso particular de PAM paso banda.

Ejemplo 5.9
Calculemos el canal discreto equivalente en banda base paralos canales de los Ejemplos 5.5 y
5.6. Recordemos que la forma genérica del canalh(t) = δ(t) + βδ(t − τ1), y el filtro receptor
f(t) se adaptaba al transmisor,f(t) = g(−t), cong(t) un filtro en raíz de coseno alzado con
factor de caídaα = 0,35; por tanto, la función de ambigüedad deg(t), rg(t) = g(t) ∗ g(−t) es
un coseno alzado. Los dos casos considerados son:

a)τ1 = T . En este caso,p(t) = rg(t)∗ (δ(t)+βδ(t−T )e−jωcT ). Comorg(t) cumple el criterio
de Nyquist para periodoT , tendremos

p[k] = δ[k] + βe−jωcT δ[k − 1] (5.94)

que, como se ve, es en general una respuesta al impulso compleja pero de duración finita.

b) τ1 = T/2. De nuevo,p(t) = rg(t) ∗ (δ(t) + βδ(t− T/2)e−jωcT/2). Ahora tendremos

p[k] = δ[k] + βe−jωcT/2
∑

n

rg(kT − T/2− nT ) (5.95)

que, de nuevo, será en general una respuesta al impulso compleja. A diferencia del caso anterior,
la respuesta será de duración infinita, debido a que el cosenoalzado desplazadoT/2 segundos ya
no cumple el criterio de Nyquist.

Finalmente, para el caso en quep[n] = δ[n], y el ruido z[n] es blanco, gausiano y
circularmente simétrico, es fácil determinar cómo debe operar el decisor óptimo según el
criterio de máxima verosimilitud, como demostramos a continuación. De nuevo, para el
caso en que existe interferencia entre símbolos, referimos al lector al Capítulo 6. Si la señal
a la entrada del decisor es de la formaq[n] = A[n] + z[n], entonces es evidente que las
decisiones se pueden tomar símbolo a símbolo. Además, a partir de la fdp del ruido en
(5.86), es inmediato escribir la fdp de las observaciones en el instanten0 condicionada a la
transmisión del símboloa0[n0] como

fq|A(q[n0]|a[n0]) =
1

πN0
exp

(
−|q[n0]− a[n0]|

2

N0

)
(5.96)

por lo que es obvio que para maximizar la fdp condicionada, basta con minimizarel ex-
ponente, lo que a su vez implica elegir aquel símbolo de la constelaciónÂ[n0] tal que la
distancia cuadrática|q[n] − Â[n]|2 es mínima. Recordemos que, de forma equivalente, la
regla de decisión se podía expresar definiendo unas regiones de decisión que, en este caso,
vendrán delimitadas por rectas.
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5.4 PAM PASO BANDA 291

Para modulaciones PAM paso banda el diagrama de ojo se construye de forma análoga
al Apartado 5.3.1, con la salvedad de que ahora en realidad tenemos que visualizar dos
diagramas: uno para la componente en fase y otro para la componente en cuadratura. Por esta
razón, a efectos de capturar en un solo gráfico el comportamiento de un sistema PAM paso
banda, se suele recurrir al llamadodiagrama de dispersión(“scatter diagram”), que no es
más que una representación de la señal discreta compleja disponible bien enel transmisor o
bien en el receptor. Por ejemplo, en recepción se representarían lasP muestras más recientes
de{q[n]}, dondeP tiene en cuenta el efecto de “persistencia” propio de un osciloscopio.

Ejemplo 5.10
La Figura 5.40(a) muestra el diagrama de dispersión en recepción correspondiente a una cons-

telación QPSK (con símbolos en{±1 ± j}) cuando la varianza del ruidoσ2
z = 0,01. La Figu-

ra 5.40(b) incluye, además, el efecto de un canal discretop[n] = δ[n] − 0, 3δ[n − 1]. El lector
puede tratar de razonar el porqué de las nubes de puntos observadas, teniendo en cuenta que
q[n] = A[n]− 0, 3A[n− 1] + z[n].
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Figura 5.40.Diagramas de dispersión del Ejemplo 5.10.

5.4.5. Probabilidades de error

Para el cálculo de probabilidades de error alcanzables con las modulaciones paso banda
sobre canales gausianos podemos, como en el Apartado 5.2.3, recurriral canal discreto
equivalente y a los resultados del Apartado 4.4.2, particularizados paradetectoresM -arios
en espacios multidimensionales. Por ejemplo, en las ecuaciones (4.72-4.82) se presenta el
cálculo detallado de la probabilidad de error de símbolo para una constelación equivalente a
la 16-QAM. En nuestro caso, como el ruido es circularmente simétrico, la varianza de ruido
por dimensión esN0/2, por lo que, con las modificaciones pertinentes para tener en cuenta
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la energía de símbolo, (4.82) se convierte en

Pe = 3Q

(√
Es

5N0

)
− 9

4
Q2

(√
Es

5N0

)
(5.97)

Esta expresión se puede poner en términos deEb/N0 sin más que tener en cuenta que para
la 16-QAM,Es = 4Eb.

Del mismo modo que en el Apartado 5.2.3, es posible obtener cotas a la probabilidad de
error basadas en la cota de la unión, así como aproximaciones paraEs/N0 grande basadas en
los símbolos a distancia mínima y el número de vecinos a distancia mínima. En el siguiente
ejemplo ilustramos el uso de estas expresiones para el caso de una constelación 8-PSK.

Ejemplo 5.11
Considérese la transmisión de una señal 8-PSK descrita mediante (5.69), conϕ[n] ∈ {0,±π/4,
±π/2,±3π/2, π} y codificación Gray, tal como se muestra en la Figura 5.41. La señal atraviesa
un canal blanco y gausiano con densidad espectral de potenciaN0/2W/Hz y se utiliza un receptor
como el de la Figura 5.36, dondep(t) = g(t) ∗ f(t) cumple el criterio de Nyquist. En este caso,
el canal discreto equivalente es tal queq[n] = A[n] + z[n], con z[n] ruido blanco, gausiano,
circularmente simétrico, con varianzaσ2

z = N0.

Figura 5.41.Constelación 8-PSK con codificación Gray. La región de decisión del símbolo
a0 aparece sombreada.

Si los símbolos transmitidos son equiprobables, por simetría basta con calcular la probabilidad
de error para el símbolo transmitidoa0 =

√
Es, que se corresponde con la secuencia binaria 000

(véase figura). La probabilidad de acierto es la probabilidad de queq se encuentre en la región
sombreada. SiqI y qQ denotan las componentes en fase y cuadratura deq, es decir,q = qI+jqQ,
entonces la probabilidad de acierto es la probabilidad de que

|qQ|
qI

< tan(π/4) y qI > 0

o, de forma equivalente, de que

|qQ| < qI · tan(π/4) y qI > 0 (5.98)
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Observando queqQ y qI siguen sendas distribuciones gausianas con medias respectivas0 y
√
Es,

y varianzaN0/2 y son mutuamente independientes, podemos escribir la siguiente ecuación para
el cálculo de la probabilidad de error de símbolo

Pe = 1− 2

∫ ∞

0

e−(qI−
√
Es)

2/N0

√
πN0

∫ qI tan(π/4)

0

e−q2Q/N0

√
πN0

dqQ dqI (5.99)

Para la cota de la unión necesitamos las siguientes distancias: d(a0, a1) = 2
√
Es sen(π/8);

d(a0, a2) =
√
2Es; d(a0, a3) = 2

√
Es sen(3π/8); d(a0, a4) = 2

√
Es. Por tanto,

Pe ≤ 2Q



√

2Es sen2(π/8)

N0


+ 2Q

(√
Es

N0

)
+ 2Q



√

2Es sen2(3π/8)

N0


+Q

(√
2Es

N0

)

(5.100)
Por otra parte, la aproximación basada en los símbolos a distancia mínima es

Pe ≈ 2Q



√

2Es sen2(π/8)

N0


 (5.101)

La Figura 5.42 muestra la probabilidad de error de símboloPe en función de la relación
Eb/N0 obtenida según (5.99) y la cota de la unión (5.100), recordando que, para la 8-PSK,
Es = 3Eb. Es interesante señalar que, para el rango deEb/N0 considerado en la figura, la
aproximación (5.101) produce una curva indistinguible de laPe exacta.
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Figura 5.42.Pe exacta y cota de la unión para una constelación 8-PSK en un canal gausiano.

5.5. IMPLEMENTACIÓN DISCRETA DE SISTEMAS PAM

Aunque las arquitecturas propuestas a lo largo de este capítulo tienen como propósito
el justificar las operaciones que se deben realizar para modular y demodular pulsos en am-
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plitud, rara vez los diagramas de bloques de su implementación física coincidentotalmente
con los aquí presentados. Así, por ejemplo, aunque nuestro receptor trabaja con una tasa
de muestreo igual a la de símbolo, a menudo resulta conveniente tomar varias muestras por
periodo de símbolo. Este es el caso de los llamadosigualadores fraccionarios, descritos en
el Capítulo 6, para los que elsobremuestreofacilita la labor de compensación de las distor-
siones introducidas por el canal. Otro ejemplo es el de los algoritmos de recuperación del
instante de muestreo del Capítulo 11, en los que disponer de varias muestraspor periodo
de símbolo posibilita la tarea de interpolación de la señal para obtener la muestraen el ins-
tante deseado. En este apartado discutiremos una ventaja adicional de operar a una fracción
del periodo de símbolo: la implementación discreta de la modulación y demodulación. Los
principios aquí expuestos servirán de base para desarrollos posteriores en los Capítulos 6, 8
y 11.

Considere la arquitectura del modulador y demodulador para PAM en banda base de las
Figuras 5.2 y 5.18, respectivamente. Es evidente que, si deseásemos una implementación
directa de ambas estructuras, necesitaríamos disponer de la circuitería analógica tal que
sintetizase el filtrog(t). No obstante, un vistazo a (5.26), revela que si el pulso conformador
g(t) es de tipo raíz cuadrada de coseno alzado, dicha síntesis no es sencilla. Acontinuación,
derivaremos tanto para el modulador como para el demodulador estructuras equivalentes y
más convenientes para su implementación física. Por su importancia, nos centraremos en
sistemas que emplean pulsos en raíz cuadrada de coseno alzado, pero nuestro desarrollo es
fácilmente ampliable a cualquier otro pulso de ancho de banda finito.

La observación clave es que, puesto que el pulso en raíz de coseno alzado tiene un ancho
de banda(1 + α)π/T rad/seg, según el teorema del muestreo de Nyquist (Apartado 2.4.1)
podemos representar la señal en banda bases(t) exactamente a partir de sus muestras, siem-
pre y cuando estas hayan sido tomadas con periodo menor o igual queT/(1 + α) seg. Por
razones prácticas, es conveniente que haya un número entero de muestras por periodo de
símbolo; además, recordemos que el factor de caídaα puede variar entre 0 y 1. Todo ello
sugiere representars(t) a partir de sus muestras tomadas aTs = T/2 seg, aunque en otras
implementaciones prácticas el periodo puede ser incluso menor. De acuerdo con (2.218)
podemos escribir

s(t) =

( ∞∑

m=−∞
s(mTs)δ(t−mTs)

)
∗ hr(t) (5.102)

dondehr(t) es un filtro paso bajo ideal de gananciaTs y frecuencia de corteωc igual a la
mitad de la frecuencia de muestreo,ωc = π/Ts rad/seg, por lo que su respuesta al impulso
es

hr(t) = sinc

(
t

Ts

)
(5.103)

Es interesante señalar que las consideraciones anteriores son igualmenteválidas sis(t)
es una señal compleja, esto es, la señal en banda base correspondiente a una modulación
PAM paso banda. Naturalmente, en este caso las muestrass(mTs) son complejas.
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Implementación discreta del modulador

Veamos cómo podemos generar las muestrass[m]
.
= s(mTs) a partir de la secuencia de

símbolos{A[n]} y el pulso conformador muestreado con periodoTs, que denotaremos por
gs[m]

.
= g(mTs). Nuestro punto de partida es el muestreo de la Ecuación (5.1):

s[m] =
∑

n

A[n]g(mTs − nT )

=
∑

n

A[n]gs[m− 2n]

=
∑

n par

A[n/2]gs[m− n]

= Ae[m] ∗ gs[m] (5.104)

donde la secuenciaAe[m] se genera pasandoA[n] por un bloque de inserción de ceros (véase
Apartado 2.4.2)

Ae[n] =
∞∑

k=−∞
A[k]δ[n− 2k] =

{
A
[
n
2

]
si n es par

0 si n es impar
(5.105)

Por tanto, las muestras deseadas des(t) se obtienen modulando el pulso discretogs[m]
con la secuencia de símbolosA[n]. Esta interpretación des[m] como una señal procedente
de una modulación en amplitud en tiempo discreto es evidente en la segunda línea de(5.104).
En este sentido, el bloque de inserción de ceros permite adaptar la tasa de lasecuencia de
símbolos (1/T seg−1) a la de muestreo (2/T seg−1).

El esquema resultante se representa en la Figura 5.43, en la que el conversor discreto-
continuo (D/C) con periodoTs se considera ideal. Recordemos del Apartado 2.4 que el
bloque D/C constaba de un conversor de secuencia a tren de impulsos y deun filtro de re-
construcción paso bajo ideal. En la práctica el tren de impulsos se sustituye por un tren de
pulsos determinados por el circuito de retención utilizado y que producen lallamadadistor-
sión de apertura. Dicha distorsión se puede corregir modificando la función de transferencia
del filtro de reconstrucción, como en (2.221), o, mejor aún, alterando la respuesta al impulso
del pulso conformador muestreadogs[n] para incorporar la corrección.

[ ]sg n
[ ]s n

[ ]A n
[ ]eA n ( )s t

2­

sT

D/C

Figura 5.43.Implementación en tiempo discreto de un modulador PAM bandabase.

En cualquier caso, es interesante subrayar la flexibilidad que la estructura de la Figu-
ra 5.43 permite ganar, ya que podemos cambiar fácilmente de pulso conformador sin más
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que utilizar sus muestras a periodoT/2 en el bloquegs[n]. La única condición que se debe
satisfacer es que el ancho de banda del pulso conformador no excedaπ/Ts = 2π/T rad/seg.
Obviamente, ello es aplicable a los pulsos en raíz de coseno alzado, para cualquier factor de
caídaα < 1.

La extensión del diagrama de la Figura 5.43 al caso en queTs = T/M , para cualquier
enteroM es inmediata, sin más que considerar el muestreo deg(t) con periodoTs para
producirgs[m] y generarAe[n] insertandoM − 1 ceros por periodo de símbolo. También
es relativamente sencillo considerar el casoTs = TL/M , conL y M enteros, a partir de las
nociones de interpolación y diezmado presentadas en el Apartado 2.4.2.

Implementación discreta del demodulador

De un modo análogo al modulador, podemos construir un demodulador que realice el
filtro adaptado en tiempo discreto para simplificar la implementación física de la estructura
de la Figura 5.18. Nuevamente, nos centraremos en la señal en banda base, lo que implica,
en el caso de PAM paso banda, una traslación previa a banda base mediante una demo-
dulación con una exponencial compleja. Seanr(t) y q(t) las señales a la entrada y salida,
respectivamente, del filtro receptorf(t). En caso de quef(t) sea el filtro adaptado, bien
al pulso conformadorg(t), o bien a la respuesta conjunta del pulso conformador y el canal
gr(t) = g(t)∗h(t), es fácil concluir que el ancho de banda de la señalq(t) no excederá nun-
ca el deg(−t), que es un pulso en raíz de coseno alzado. Por consiguiente, de nuevoq(t)
se podrá representar a partir de sus muestras tomadas con periodoTs = T/2 seg, muestras
que denotaremos porqs[n]

.
= q(nTs). Recordemos que a la entrada del decisor únicamente

necesitamos las muestras deq(t) tomadas con periodo de símboloT , q[n]
.
= q(nT ). Di-

chas muestras se pueden obtener a partir deqs[n] tomando una de cada dos, puesto que
q[n] = qs[2n].

Nuestro deseo es situar el filtro adaptado después del muestreador conperiodoTs, con
el fin de facilitar su implementación. Para simplificar el razonamiento, supongamos por un
momento que el canal no introduce ruido; en tal caso, la señal recibidar(t) = s(t) ∗ h(t)
estará limitada en banda, como mínimo tanto comos(t), que, a su vez, no excede deπ/Ts
rad/seg. Esto quiere decir quer(t) es representable de forma exacta a partir de sus muestras
tomadas con periodoTs, de un modo similar a (5.102). Sif [n] y r[n] denotan las secuencias
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obtenidas al muestrear respectivamentef(t) y r(t) con periodoTs, podemos escribir

qs[m] = (r(t) ∗ f(t)) |t=mTs

=

(∑

n

r[n]δ(t− nTs) ∗ hr(t) ∗
∑

k

f [k]δ(t− kTs) ∗ hr(t)
)∣∣∣∣

t=mTs

= Ts

(∑

n

r[n]δ(t− nTs) ∗
∑

k

f [k]δ(t− kTs) ∗ hr(t)
)∣∣∣∣

t=mTs

= Ts

(∑

k

∑

l

r[l − k]f [k]δ(t− lTs) ∗ hr(t)
)∣∣∣∣

t=mTs

= Ts
∑

k

r[m− k]f [k]

= Ts(r[m] ∗ f [m]) (5.106)

donde hemos usado el hecho de quehr(t) es un filtro paso bajo ideal de gananciaTs, por lo
quehr(t) ∗ hr(t) = Tshr(t). Como vemos en (5.106) podemos conseguirqs[n] sin más que
muestrear la señal recibidar(t) con periodoTs y pasarla por el filtro en tiempo discretof [n],
tal como se representa en la Figura 5.44, en la que se ha prescindido de la multiplicación
porTs en aras de una mayor claridad. El conversor continuo-discreto se supone ideal.

sT

[ ]sq n [ ]q n
[ ]f n 2¯( )r t

[ ]r n
C/D

0

1

/ sTp/ sTp-

( )aaF jw

Figura 5.44.Implementación en tiempo discreto de un demodulador PAM banda base.

Si ahora suponemos que el canal introduce ruido blanco, la señal recibidar(t) ya no será
limitada en banda, por lo que no es posible su representación exacta a partirde sus muestras.
No obstante, si hacemos pasar la señalr(t) por un filtro paso bajo idealfaa(t) con respuesta
en frecuenciaFaa(jω) de ganancia unidad y frecuencia de corteπ/Ts rad/seg, es evidente
que la señalr(t) ∗ faa(t) sí cumplirá las condiciones del teorema del muestreo de Nyquist
y será representable a partir de sus muestras a periodoTs. De hecho, el filtrofaa(t) suele
recibir el nombre defiltro anti-aliasing, porque evita la aparición de este fenómeno en el
proceso de muestreo.

Obsérvese que el filtro anti-aliasing será transparente para la parte útil de la señal reci-
bida, ya ques(t) ∗ h(t) ∗ faa(t) = s(t) ∗ h(t). Cabe, por tanto, preguntarse si la colocación
del filtro faa(t) altera en algo las características del ruido presente en la variable de deci-
sión q[n]. Por fortuna, nada cambia: si consideramos la estructura del demodulador de la
Figura 5.18, vemos que si antepusiésemosfaa(t) af(t), la componente de ruido a la salida
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def(t) sería exactamente la misma que sifaa(t) no existiese. Esto es consecuencia de que
faa(t) ∗ f(t) = f(t). Y, como hemos razonado más arriba, siempre que la señal de entrada
esté limitada en banda aπ/Ts rad/seg podemos implementar el filtrof(t) en tiempo discre-
to; precisamente, la misión del filtrofaa(t) es limitar el ancho de banda del ruido aπ/Ts
rad/seg.

Como comentario final, cabe señalar que para sistemas paso banda el proceso de demo-
dulación con una exponencial compleja también se puede implementar en tiempo discreto.
Esta idea se explora en el Problema P5.8.

5.6. LECTURAS ADICIONALES

Todos los libros de comunicaciones digitales actuales se ocupan de las modulaciones
lineales con bastante nivel de detalle. Buenos ejemplos de ello son los libros de Wilson [94],
Bennedetto y Biglieri [7] y Proakis [61]. No obstante, la exposición realizada aquí se apoya
en el libro de Lee y Messerschmitt [43], en particular para el tratamiento delos procesos
complejos.

El libro de Starr, Cioffi y Silverman [79] contiene algunas disquisiciones interesantes
sobre modulaciones en cuadratura, incluyendo las denominadas modulaciones de ampli-
tud/fase sin portadora (CAP, “Carrierless Amplitude/Phase”), que se apuntan en el Ejemplo
5.8, y discute su aplicación a la transmisión sobre cable de pares.

PROBLEMAS

P5.1 Considere un sistema PAM en banda base tal que la respuesta combinada transmisor-
receptor,p(t), es un pulso triangular de la forma

p(t) =

{
1− |t|

T |t| < T

0 |t| > T
(5.107)

dondeT es el periodo de símbolo. El ruido introducido por el canal puede considerarse
despreciable.

1.1. Demuestre que el pulso anterior cumple el criterio de Nyquist para la ausencia
de ISI.

1.2. Represente el espectro de la señal a la salida del filtro receptor.

1.3. Suponga una constelación 2-PAM (Figura 5.1(a)). Represente eldiagrama de ojo
a la salida del filtro receptor y calcule su apertura horizontal.

1.4. Repita el apartado anterior para una constelación 4-PAM (Figura 5.1(b)).

P5.2 El diagrama de ojo también es útil para medir las posibles fluctuaciones delreloj de
símbolo, que se traducen en una degradación del rendimiento del sistema. Suponga
que el periodo de símbolo no es fijo, sino variante en el tiempo, esto es,T (t). Por
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simplicidad, trataremos una variación del tipoT (t) = T0 + ǫ sen(ωJ t), dondeT0
es el periodo de símbolo nominal,ǫ << 1 y ωJ << 2π/T0, de modo queT (t)
puede considerarse constante a lo largo de varios periodos de símbolo consecutivos.
La respuesta combinada transmisor-receptor es

p(t) =

{
1− |t|

T (t) |t| < T (t)

0 |t| > T (t)
(5.108)

y la constelación empleada es una 2-PAM. El ruido introducido por el canal puede
considerarse despreciable.

2.1. Represente en diagrama de ojo (suponiendo una persistencia del osciloscopio
infinita) de la señal a salida del filtro receptor y compárelo con el del problema
anterior.

2.2. Compruebe que, disponiendo del diagrama de ojo, es posible estimar elvalor de
ǫ.

P5.3 Sea un sistema de comunicaciones PAM en banda base con periodo de símboloT seg
y pulso transmisor de tipo coseno alzado con exceso de ancho de banda del 35 %.
El ruido es gausiano con densidad espectral de potenciaN0/2 W/Hz y la respuesta
en frecuencia del canal es la que se muestra en la Figura 5.45. El filtro receptor está
adaptado a transmisor y canal, esto es,f(t) = gr(−t), con gr(t) = g(t) ∗ h(t).
Represente la densidad espectral de potencia del ruido a la salida del muestreador del
receptor.

w

| ( ) |H jw
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Figura 5.45.Respuesta del canal del Problema P5.3.

P5.4 Considere la transmisión de una señal binaria antipodalA[n] ∈ {−1,+1} a través de
un canal discreto equivalente con respuestap[n] = δ[n] + 0,25δ[n − 1]. El ruido es
blanco y gausiano de varianzaσ2z .

4.1. Escriba la expresiónexactade la probabilidad de error de bit. (Ayuda: Observe
que, cuandoA[n] = +1, la salida del canal con probabilidad1/2 toma la forma
q[n] = 1,25 + z[n] y, con probabilidad1/2, q[n] = 0,75 + z[n]).
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4.2. Si las decisioneŝA[n − 1] se pueden considerar (casi siempre) como correctas
y se conoce el canal discreto equivalentep[n], explique cómo se puede modi-
ficar el decisor convencional, realimentando las decisiones previas para reducir
la probabilidad de error. ¿Qué ocurre si el símbolo decidido realimentado no es
correcto?

P5.5 Considere la transmisión de una señal binaria antipodalA[n] ∈ {−1,+1} a través
de un canal discreto equivalente con respuesta al impulsop[n] = 0,8δ[n] + δ[n − 1].
El ruido es blanco y gausiano con varianzaσ2z . Por lo visto en este capítulo,̂A[n] se
decide en función del signo deq[n]; sin embargo, en este caso, el mayor coeficiente
del canal esp[1].

5.1. Razone sobre la conveniencia de usar el signo deq[n] para decidir sobrêA[n−1]
en lugar de sobrêA[n]. Observe que esto simplemente implica un retardo de una
muestra en la toma de decisiones.

5.2. Justifique analíticamente el razonamiento anterior calculando las probabilidades
siguientes: Pr{sgn(q[n]) 6= A[n]}, Pr{sgn(q[n]) 6= A[n− 1]}, donde la función
sgn(x) es tal que devuelve 1 six > 0 y -1 six < 0.

P5.6 El espectro de una señal PAM en banda base (Ecuación 5.2) depende no sólo del
pulso conformador, sino también de la densidad espectral de potencia de los símbolos
enviados, lo que implica que podemos ayudar a la conformación espectral actuando
sobre la autocorrelación de la secuencia{A[n]}. Suponga que deseamos transmitir una
secuencia de símbolos blanca{Ab[n]} y modificamos su espectro pasándola por un
filtro discretoc[n] con Transformada de FourierC(ejω), para producir una secuencia
{A[n]}, de modo queA[n] = Ab[n] ∗ c[n]. El pulso transmisorg(t) es un filtro paso
bajo ideal o, equivalentemente, un pulso en raíz de coseno alzado conα = 0.

6.1. EscribaSA(ejω) en función deSAb
(ejω) y deC(ejω).

6.2. Represente el espectro de la señal PAMSs(jω) para los siguientes casos: i)
c[n] = δ[n]− δ[n− 1]; ii) c[n] = δ[n] + δ[n− 1]; iii) c[n] = δ[n]− δ[n− 2].

6.3. Suponga que es sabido queAb[n] = 0, para todon < 0. Demuestre que se puede
reconstruirAb[n] a partir deA[n]. Esto implica que el receptor puede obtener
Âb[n] a partir de las decisioneŝA[n].

6.4. Para cada uno de los casos anteriores escriba la potencia transmitida en función
de la energía media de los símbolos en{Ab[n]}.

P5.7 Represente el diagrama de bloques de un receptor de:

7.1. PAM en doble banda lateral (PAM-DSB).

7.2. PAM en banda lateral única (PAM-SSB).

7.3. CAP (Ejemplo 5.8).

P5.8 Considere el receptor de la Figura 5.36.
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8.1. Demuestre que la demodulación con la exponencial compleja puede moverse
tras el muestreador a periodo de símbolo. Ello significa que la señal a la salida
del muestreador se puede demodular con una exponencial discretae−jω1n. En-
cuentre qué relación deben cumplirω1 y ωc. Tenga cuidado con las unidades:
mientrasωc está expresada en rad/seg,ω1 lo está en rad.

8.2. Demuestre que siω1 ∈ {0,±π/2, π} la demodulación no implica la realización
de ningún producto. Esto reduce la complejidad del receptor. Naturalmente, de
acuerdo con los resultados del apartado anterior, esto sugiere elegir lafrecuencia
de la portadora en función del periodo de símbolo.

8.3. Demuestre que siωc se elige de tal modo queω1 = 0, entonces no es necesaria
ninguna demodulación compleja, yq[n] se puede obtener directamente mues-
treando la salida del filtro paso banda complejo de la figura.

P5.9 Considere la condición (5.70), suficiente para que la señal transmitidax(t) sea ciclo-
estacionaria.

9.1. Demuestre que se cumple en el caso de QAM cuando los símbolos transmiti-
dos por los canales en fase y cuadratura son independientes y las funciones de
autocorrelación de los símbolos transmitidos por ambos canales son idénticas.

9.2. Demuestre que se cumple en el caso de PSK si las muestras de la secuencia de
fasesϕ[n] son independientes.

P5.10 La constelación de la Figura 5.46 se denomina jerárquica: aunque con ella se pueden
transmitir 4 bits por símbolo, los bits decodificados no tienen igual probabilidad de
error. Esta constelación se utiliza en la transmisión de señales con diferentes niveles
de protección; por ejemplo, en transmisión de vídeo codificado, los dos bits más prote-
gidos se pueden usar para transmitir las componentes paso bajo importantes ylos dos
menos protegidos, para transmitir el detalle. Si la relación señal a ruido en recepción
supera un determinado umbralγ1, entonces la imagen se puede ver con alta calidad.
Si dicha relación no superaγ1, pero está por encima de un umbralγ2, entonces sólo
se pueden decodificar fiablemente los bits más protegidos; esta situación es aceptable,
por ejemplo, en terminales móviles o portátiles de bajo coste. El interés de este tipo
de codificación estriba en que para constelaciones no jerárquicas, el nivel de relación
señal a ruido necesario para una decodificación fiable es menor queγ1, pero mayor
queγ2.

Suponga que la asignación de bits a símbolos es la siguiente: los dos primeros bits
determinan el cuadrante del plano complejo; los dos últimos determinan el símbolo
dentro del cuadrante. Para ambos pares de bits, se utiliza codificación Gray (Página
230). Todos los símbolos se transmiten con igual probabilidad. El parámetroν = b/a
sirve para establecer el nivel relativo de protección: paraν = 0 el segundo par de
bits no está protegido en absoluto, mientras que cuandoν = 1/2 se recupera una
constelación 16-QAM, para la que el nivel de protección es prácticamente el mismo
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Figura 5.46.Constelación jerárquica del Problema P5.10.

para ambos pares de bits. Suponga un canal gausiano que introduce ruido de densidad
espectral de potenciaN0/2 W/Hz.

10.1. Demuestre que, conocidos la energía por símboloEs y el nivel de protecciónν,
la constelación de la figura queda completamente determinada.

10.2. Obtenga la expresión de la probabilidad de error de bit para los dosprimeros
bits de cada símbolo (los más protegidos), de forma exacta en función deEs/N0

y ν. En función de estos mismos parámetros, obtenga la aproximación a dicha
probabilidad basada en los símbolos a mínima distancia.

10.3. Repita los cálculos del apartado anterior con los dos últimos bits de cadasímbolo
(los menos protegidos).

10.4. Paraν = 1/8 represente lasPe aproximadas de los apartados anteriores en fun-
ción deEs/N0. Represente en la misma gráfica la probabilidad de error de una
constelación QPSK y compare los resultados.

P5.11 Una señal PAM paso banda con periodo de símboloT seg y frecuencia de portadoraωc

rad/seg se demodula con el esquema de la Figura 5.34 pero usando una exponencial de
frecuenciaωd rad/seg, distinta a la de la portadora. El canal es gausiano y la respuesta
combinada transmisor-receptor cumple el criterio de Nyquist.

11.1. Escriba, en función de(ωc − ωd), la expresión de la secuencia de observaciones
q[n].

11.2. Represente el diagrama de dispersión que se tendría si el ruido fuese desprecia-
ble.

P5.12 Las Figuras 5.47(a)-(d) presentan diagramas de dispersión a la salida del muestreador
del receptor. La respuesta combinada de los filtros transmisor y receptores un coseno
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alzado y la constelación empleada es una QPSK. Justifique, en cada caso,qué causa
puede dar lugar al diagrama observado.
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Figura 5.47.Diagramas de dispersión del Problema P5.12.

P5.13 Uno de los problemas que suele aparecer en la práctica a la hora de implementar un
demodulador PAM paso banda, es el del llamadodesequilibrio entre fase y cuadra-
tura, que tiene su origen en las dificultades para generar las señales demoduladoras
perfectamente en cuadratura.

Considere un sistema de comunicaciones paso banda que emplea una constelación
QPSK a través de un canal gausiano. La respuesta combinada de los filtros transmisor
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y receptor cumple el criterio de Nyquist. Sin embargo, por el problema anteriormen-
te mencionado, en el receptor, implementado de acuerdo con el esquema dela Figu-
ra 5.37, en lugar de emplearcos(ωct), se utilizacos(ωct+φ), |φ| < π/4. Por supuesto,
el desfaseφ es desconocido en el decisor, que sigue manteniendo los mismos umbrales
de decisión que paraφ = 0.

13.1. Suponiendo un ruido despreciable, represente el diagrama de dispersión que se
tendría a la salida del muestreador (complejo) del receptor.

13.2. Obtenga la probabilidad de error de símbolo en función deEs/N0 y deφ.

P5.14 En este problema vamos a estudiar cómo generalizar el criterio de Nyquist a la trans-
misión simultánea de varias señales moduladas con PAM. Por simplicidad, considera-
remos el caso en banda base, pero la generalización a una modulación paso banda es
inmediata. Suponga que la señal banda bases(t) se obtiene de la forma siguiente:

s(t) =

N−1∑

j=0

∑

n

Aj [n]φj(t− nT ) (5.109)

donde las funcionesφj(t) son ortogonales y los símbolosAj [n] que las modulan son
reales. En recepción, se usa el banco de filtros adaptados de la Figura4.41. El canal se
considera ideal.

14.1. Para el canalj-ésimo, obtenga una condición sobre la respuesta en frecuencia
Φj(jω) para que en la observaciónqj [n] no haya interferencia de los símbolos
Aj [k], k 6= n.

14.2. Para el canalj-ésimo, obtenga una condición sobre las respuestas en frecuencia
Φj(jω) y Φl(jω), l 6= j para que en la observaciónqj [n] no haya interferencia
de los símbolosAl[n]. (Ayuda: Observe que la condición anterior implica que

(φl(t) ∗ φj(−t))
∣∣∣∣
t=nT

= δ[n] )

14.3. A partir del conjunto de condiciones derivadas en los apartados a) y b), que se
conocen como elcriterio de Nyquist generalizado, encuentre un par de funciones
φ0(t) y φ1(t) que las satisfagan y tales queφ0(t) ∗φ0(−t) sea un coseno alzado.
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CAPÍTULO 6
DETECCIÓN EN CANALES CON

INTERFERENCIA INTERSIMBÓLICA

Debido a la distorsión lineal que el canal introduce en la señal analógica transmitida, en
la salida de un demodulador de PAM habrá presente cierto grado de interferencia intersim-
bólica (ISI). En tales condiciones, el detector símbolo a símbolo empleado en el Capítulo 5
deja de ser óptimo, y sus prestaciones pueden llegar a ser completamente inaceptables a me-
dida que el nivel de ISI aumenta. Se hace así necesario modificar la estructura del detector
para solventar este problema.

Para ello, determinaremos en primer lugar el decisor óptimo en presencia de ISI, el cual,
como veremos, toma las decisiones utilizando toda la secuencia recibida y no símbolo a sím-
bolo. En numerosas ocasiones la complejidad computacional de este decisoróptimo resulta
ser excesiva, lo que hace necesario utilizar otras estructuras subóptimas pero menos costo-
sas como son los igualadores. Un igualador lineal realiza un filtrado de la señal demodulada
con el objeto de compensar la distorsión introducida por el canal, de tal forma que a la sa-
lida del igualador la señal está lo más libre de ISI posible. En tal caso, es posible utilizar
un decisor símbolo a símbolo sobre esta señal. Los igualadores1 se usan en procesado de
señales de audio para compensar las distorsiones producidas en el canal que, en este caso,
incluye micrófonos, cables, dispositivos de grabación y reproducción, etc. En comunicacio-
nes digitales, los primeros igualadores no diferían mucho de un ecualizadormanual, pero a
medida que la velocidad de transmisión fue aumentando se hizo imprescindible contar con
igualadores basados en principios matemáticos.

De hecho, para poder combatir eficazmente el efecto de la ISI con igualadores el re-
ceptor necesita ajustar adecuadamente los parámetros correspondientes, bien sean estos los
coeficientes de la respuesta del canal o los del igualador. Una vez planteados los principios
del diseño de igualadores de canal, es posible obtener estructuras capaces de ajustarse auto-
máticamente para adaptarse a los cambios ocurridos en el canal o, simplemente, para evitar

1En procesado de audio se emplea el términoecualizadorque, aunque es una mala traducción del inglés
“equalize”, ha sido aceptado por la Real Academia de la Lengua. Para distinguirlo de este y aprovechar las
posibilidades que ofrece nuestro idioma, hemos decidido utilizar el términoigualador, que es autoexplicativo.
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la realización de operaciones matemáticas complejas. Estas estructuras adaptativas también
serán objeto de este capítulo.

6.1. EL PROBLEMA DE LA INTERFERENCIA ENTRE SÍMBOLOS

Antes de pasar a desarrollar una serie de posibles estrategias para mitigarla ISI conviene
analizar en detalle su naturaleza para tener una visión clara de su efecto.Comenzaremos
recordando el modelo de canal discreto equivalente para modulacionesPAM desarrollado
en el Capítulo 5.

6.1.1. Canal discreto equivalente

En el Capítulo 5 hemos visto que si la convolución del pulso de transmisióng(t) y
el filtro de recepciónf(t) cumple el criterio de Nyquist, y la distorsión introducida por
el canal se reduce a ruido aditivo, entonces la señal demodulada y muestreada a la tasa
de símbolo está libre de ISI2. Esto coincide con el modelo del canal lineal gausiano de la
Figura 5.11 para el que la respuesta del canal equivalente en banda base es un impulso,
heq(t) = βδ(t − t0), introduciendo solamente una atenuación y un retardo en la señal
recibida. Nótese que la respuesta en frecuenciaHeq(jω) de este canal cumple

|Heq(jω)| = |β|, ∢Heq(jω) = −ωt0 + ∢β (6.1)

es decir, su magnitud es constante y su fase es lineal con la frecuencia. Sin embargo, es
común en la práctica encontrar canales cuya función de transferencia no cumple (6.1). Por
ejemplo, en una línea telefónica la atenuación sufrida por la señal que la atraviesa depende
de la frecuencia; lo mismo ocurre en un cable coaxial. En sistemas inalámbricos(canales
radio) y subacuáticos (canales acústicos), varias versiones de la señal transmitida pueden
llegar al receptor por diferentes caminos tras sufrir distintas reflexionesen el entorno. El
receptor se enfrenta entonces a la superposición de estas réplicas de laseñal original, cada
una de las cuales ha sufrido una atenuación y un retardo distintos. Este fenómeno se conoce
comomultitrayectoy resulta en un canal que tampoco cumple (6.1).

En tales condiciones, para evitar la ISI se podría diseñar el filtro receptor f(t) en la
forma que se describió en el Apartado 5.3, con los inconvenientes allí mencionados: a su
salida el ruido puede estar coloreado y, peor aún, su potencia puede ser amplificada. Por
estas razones, y teniendo en cuenta que en la práctica el receptor sueledesconocer la res-
puesta impulsional del canal en banda base equivalenteheq(t), es común hacer quef(t) esté
adaptado al filtro transmisorg(t), es decir,f(t) = g(−t).

Nuestro punto de partida en este capítulo será el canal discreto equivalente (Apartado
5.4.4) de la Figura 5.7:

q[n] = A[n] ∗ p[n] + z[n] (6.2)

2Esto es cierto siempre y cuando el muestreo se realice en los instantes adecuados. La influencia del instante
de muestreo en la ISI será analizada en el Apartado 6.5, mientras que lasincronización de símbolo se discutirá
en el Capítulo 11.
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dondeq[n] son las muestras tomadas con periodo de símbolo de la señal a la salida del
filtro receptor,p[n] es la respuesta al impulso del canal discreto equivalente yz[n] es la
secuencia de ruido a la salida del muestreador del receptor. Supondremos que el ruido aditivo
introducido por el canal es blanco y gausiano, con densidad espectral de potenciaN0/2
W/Hz. Además, supondremos que el filtro receptorf(t) es tal que su función de ambigüedad
temporal satisface el criterio de Nyquist para periodoT . En tal caso, para un sistema paso
bandaz[n] es un proceso gausiano, blanco, circularmente simétrico con varianzaσ2z = N0;
para un sistema en banda base, el ruidoz[n] es real, gausiano y blanco con varianzaσ2z =
N0/2.

A lo largo de este capítulo supondremos que el canal en banda base equivalentep(t) =
g(t) ∗ heq(t) ∗ g(−t) toma valores no nulos únicamente en el intervalotinf ≤ t < tsup de
duraciónTp = tsup− tinf . El valor detinf puede interpretarse como un retardo global en la
transmisión, por lo que supondremos quetinf = 0, sin perder generalidad. De este modo,
nuestro modelo de canal (6.2) toma la forma

q[n] =
K∑

k=0

p[k]A[n− k] + z[n] (6.3)

conK = ⌊Tp/T ⌋, donde⌊x⌋ denota el mayor entero menor o igual quex. Como con-
secuencia de nuestra suposición, el número de coeficientes no nulos dep[n] = p(nT ) es
K + 1.

Resulta claro que cuanto mayor sea el valor deK, mayor será el número de compo-
nentes de ISI, de lo que cabe esperar que más perjudicial será su efecto. Hay que destacar
que el valor deK aumenta no sólo con la dispersión de retardosTp, sino también al au-
mentar la tasa de símbolo1/T . Es habitual que un mismo canal apenas distorsione la señal
para transmisiones a baja velocidad, pero que introduzca un nivel considerable de ISI si se
intentan alcanzar grandes velocidades de transmisión. Por ello, las estrategias de detección
en presencia de ISI tienen un papel cada vez más importante en el diseño de un sistema de
comunicaciones, debido a la tendencia generalizada de los sistemas modernosa alcanzar
velocidades cada vez mayores.

6.1.2. Medida de la interferencia entre símbolos

La cantidad de ISI introducida por el canal será mayor cuanto más diste la respuesta
del canal discreto equivalentep[n] de un impulso puro de la formacδ[n − d], conc alguna
constante no nula yd un entero. Cabe preguntarse cuánta ISI es capaz de tolerar un detector
símbolo a símbolo sin cometer errores, en el caso asintótico en queσ2z tienda a cero. Para
contestar, necesitamos una manera de cuantificar la ISI. Definamosd como el índice del
coeficiente del canal con mayor magnitud (esto es, tal que|p[d]| ≥ |p[n]| para todon), y
reescribamos (6.3) como

q[n] = p[d]A[n− d] +
∑

k 6=d

p[k]A[n− k] + z[n] (6.4)
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El coeficiente de referenciap[d] se suele denominarcursor.Un decisor símbolo a símbolo
para estimarA[n − d] corregiría primero el efecto del factorp[d], y entonces decidiría en
función de la región del plano complejo en la que residaq[n]/p[d] para formar ladecisión
duraÂ[n− d]. Es decir,Â[n− d] es el elemento de la constelación más próximo a

q[n]

p[d]
= A[n− d] +

∑

k 6=d

p[k]

p[d]
A[n− k] + z[n]

p[d]
(6.5)

El segundo sumando en (6.5) constituye la ISI debida al canal, mientras que el tercero refleja
el efecto del ruido aditivo. Es posible cuantificar la distorsión introducidapor el canal a
través del parámetro denominadonivel de ISI:

γISI
.
=
Dpico

η
(6.6)

dondeDpico (denominadadistorsión de pico) y η son parámetros que dependen respec-
tivamente de la respuesta impulsional del canal discreto equivalente y de laconstelación
utilizada, y se definen como

Dpico
.
=
∑

k 6=d

|p[k]|
|p[d]| ≥ 0, η

.
=

(dmin/2)

|A|max
> 0 (6.7)

En (6.7) |A|max denota la máxima magnitud de los elementos de la constelación ydmin

denota la mínima distancia entre dos elementos de la constelación. Nótese queγISI ≥ 0, con
γISI = 0 si y sólo siDpico = 0, o, equivalentemente,p[k] = 0 para todok 6= d, es decir, si
el canal no introduce ISI. Cuanto mayor seaDpico, mayor será el nivel de ISI.

En ausencia de ruido, el detector símbolo a símbolo no cometerá errores siγISI < 1
(véase el Problema P6.1) y en tal caso se suele decir que “el ojo está abierto,” en referencia
al diagrama de ojo introducido en el Apartado 5.3.1. Por el contrario, a medida que el nivel
de ISI aumenta hasta tenerγISI > 1, “el ojo se cerrará.” Es importante observar que el
hecho de que el ojo se halle o no abierto depende no sólo del canal (a través del parámetro
Dpico), sino también de la constelación utilizada (a través del parámetroη). Para un mismo
canal, vemos en (6.6) que la transmisión será más robusta a la ISI cuanto mayor sea el valor
de η, mostrado en el Cuadro 6.1 para nueve constelaciones comúnmente empleadas. La
constelación BPSK es la más robusta en este sentido y a medida que aumenta el número de
bits por símbolo de la modulación, la sensibilidad a la ISI de la constelación correspondiente
también aumenta.

Naturalmente, aun cuando la ISI sea lo suficientemente pequeña como para que el ojo
esté abierto, en presencia de ruido la probabilidad de error del detectorsímbolo a símbolo
será siempre mayor que en el caso sin ISI. Las muestras de la señal recibida no coincidirán
con los símbolos transmitidos, sino que en general podrán acercarse a lasfronteras de las
regiones de decisión. La probabilidad de que el ruido aditivo haga pasar la correspondiente
muestra a una región incorrecta es, por tanto, mayor.
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Constelación bits/símbolo η = (dmin/2)/|A|max

BPSK 1 1
QPSK 2 0.707
4-PAM 2 0.333
8-PSK 3 0.382
8-PAM 3 0.143

16-QAM 4 0.235
32-QAM 5 0.164
64-QAM 6 0.101
128-QAM 7 0.076

Cuadro 6.1.Valores del parámetro de robustez frente a la ISI para variasconstelaciones.

Ejemplo 6.1

En la Figura 6.1 se representa el diagrama de dispersión en elreceptor (muestrasq[n]) para una
constelación 16-QAM y tres canales distintos, todos de la formap[n] = 0,1δ[n] + δ[n − 2] +
ǫδ[n − 4], con ǫ = 0, 0,1 y 0,18. Los valores deγISI correspondientes son0,4242, 0,8484 y
1,1879. En los dos primeros casos el ojo se halla abierto (γISI < 1). En el tercero, la ISI es lo
suficientemente elevada como para que empiecen a aparecer errores en las decisiones, incluso si
no hubiese ruido. La probabilidad de error de símbolo aumentará si|ǫ| se incrementa más todavía.

Re{q}

Im{ q}

ε = 0

Re{q}

Im{ q}

ε = 0,1

Re{q}

Im{ q}

ε = 0,18

Figura 6.1. Diagramas de dispersión en el receptor para una constelación 16-QAM y tres
canalesp[n] = 0,1δ[n] + δ[n− 2] + ǫδ[n− 4] con diferentes niveles de ISI y sin ruido.

6.1.3. Cota del filtro adaptado

Hemos visto cómo el efecto de la ISI puede ser catastrófico para un detector símbolo a
símbolo. Seguidamente pasaremos a desarrollar detectores más sofisticados que tengan en
cuenta la dispersión del canal, pero antes vamos a presentar una cota para las prestaciones
que se pueden obtener con cualquier detector de este tipo. Dicha cota se denominacota
del filtro adaptadoy determina un valor mínimo para la probabilidad de error de símbolo.
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Este valor mínimo no tiene por qué ser alcanzable para una implementación particular del
receptor, aunque en ocasiones sí lo es.

Esta cota se obtiene observando que la probabilidad de error de símbolo con el modelo
de canal (6.3) al transmitir una secuencia de símbolos nunca será menor que la correspon-
diente a la transmisión de un único símbolo por el mismo canal. Si únicamente se transmite
A[0] = A, las únicas observaciones conteniendo información acerca de este símbolo son
q[0], . . . ,q[K]. Agrupando estas en un vectorq de dimensiónK + 1, podemos escribir




q[0]
q[1]

...
q[K]


 = A




p[0]
p[1]

...
p[K]


+




z[0]
z[1]

...
z[K]


 ⇔ q = Ap+ z (6.8)

Podemos interpretar (6.8) como la transmisión del símboloA porK +1 canales parale-
los, sin ISI, con distintas ganancias e independientes (ya que las variables aleatoriasz[n1],
z[n2] son independientes paran1 6= n2). Si las probabilidadesa priori de los símbolos son
idénticas, entonces el criterio de máxima verosimilitud, o ML, minimiza la probabilidadde
error, tal como se vio en el Capítulo 4. Dado que la función de densidad deprobabilidad de
q, condicionada a que el símbolo transmitidoA tome el valora, es

fq|A(q | a) =
1

(πσ2z)
K+1

exp

{
− 1

σ2z
||q − ap||2

}
(6.9)

entonces el detector ML para el modelo (6.8) decidirá que el símbolo transmitido fueâ = ai
si se cumple que

||q − aip||2 < ||q − ajp||2 j = 0, · · · ,M − 1, j 6= i (6.10)

o equivalentemente (véase Problema P6.4),
∣∣∣∣
pHq

pHp
− ai

∣∣∣∣
2

<

∣∣∣∣
pHq

pHp
− aj

∣∣∣∣
2

, j = 0, · · · ,M − 1, j 6= i (6.11)

dondepH denota el vector hermítico (es decir, traspuesto y conjugado) dep. Este de-
tector se ilustra en la Figura 6.2. Obsérvese que el estadísticoqf = pHq/||p||2 puede

Decisorq
q

â
p

H

||  ||p
2

f

Figura 6.2. Estructura del detector ML para la transmisión de un símboloaislado a través
de un canal dispersivo.

interpretarse como la salida en el instanten = 0 de un filtro con respuesta impulsional
h[n] = p∗[−n]/||p||2, cuando su entrada es la secuencia de observacionesq[n]:

(q[n] ∗ h[n])|n=0 =
∑

k

h[k]q[−k] =
∑

k p
∗[−k]q[−k]
||p||2 =

pHq

||p||2 (6.12)
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En otras palabras, el detector ML consta de un filtro adaptado al canalp[n] (y normalizado)
seguido de un decisor de mínima distancia euclídea a los elementos de la constelación.
Este resultado no debería sorprendernos, pues no es más que el equivalente discreto del
problema de detección en canales gausianos estudiado en el Capítulo 4. A lasalida de este
filtro adaptado obtenemos un modelo simple de canal aditivo gausiano, como puede verse a
partir de la expresión del estadísticoqf :

qf =
pHq

||p||2 =
pH(Ap+ z)

||p||2 = A+ zf , con zf =
pHz

||p||2 (6.13)

Además, la relación señal a ruido medida sobreqf es máxima (véase Problema P6.5). Nó-
tese que la componente de ruidozf presente enqf es gausiana, circularmente simétrica, de
media cero y varianzaσ2z/||p||2. Por tanto podemos obtener una buena aproximación a la
probabilidad de error resultante de forma similar a (4.91):

Pe ≈ κQ
(
dmin

2
· ||p||√

N0/2

)
(6.14)

dondedmin es la distancia mínima de la constelación yκ es el máximo número de símbolos
que se encuentran admin de un símbolo de la constelación.

La expresión (6.14) recibe el nombre de cota del filtro adaptado. Al haber sido derivada
para el caso particular en que se transmite un único símbolo, la probabilidad de error de
cualquier detector operando sobre el mismo canal y con transmisión continua de símbolos
estará acotada inferiormente por (6.14). Obsérvese que la única influencia del canalp[n] en
la cota es a través de la raíz cuadrada de su energía,||p|| =

√∑
k |p[k]|2, de forma que si

||p|| aumenta, entonces la probabilidad de error disminuye debido a que la varianza efectiva
de ruidoσ2z/||p||2 disminuye. Alternativamente,||p||2 puede interpretarse como la ganancia
en potencia introducida por el canal.

6.2. DETECTOR DE MÁXIMA VEROSIMILITUD DE SECUENCIAS EN PRE -
SENCIA DE ISI

CuandoγISI > 1 el ojo se halla cerrado y un decisor símbolo a símbolo no es capaz de
detectar correctamente los datos; cosa poco sorprendente, pues este decisor se diseñó para
canales sin ISI. En este apartado vamos a desarrollar el detector óptimo bajo el criterio ML
en presencia de ISI. Para ello, partiremos del modelo (6.3) y supondremos que se transmite
una secuencia deL símbolosA[0],A[1],. . . ,A[L−1], tomados de entre losM elementos de
la constelación. Por tanto habráML posibles secuencias deL símbolos, y el detector deberá
determinar cuál fue transmitida de entre todas ellas. Nótese a partir de (6.3) que, debido a
la memoria del canal, losL símbolosA[0],. . . ,A[L− 1] afectan a lasL+K observaciones
q[0], . . . ,q[L+K − 1]. Cualquier otra observaciónq[n] conn < 0 ó n > L+K − 1 sólo
contiene ruido, y puede por tanto ser desechada. Denotaremos porNq = L+K el número
de observaciones disponibles.
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6.2.1. Expresión del detector ML de secuencias

Podemos pensar en cada una de lasML posibles secuencias transmitidas como un vector
A deL símbolos (en general complejos) pertenecientes a la constelación empleada.En otras
palabras,A

.
= [A[0], A[1], · · · , A[L − 1]]T , donde cada símboloA[n] se toma de entre los

M elementos de la constelación. Podemos concluir entonces que tenemos un totaldeML

secuencias posibles que describimos de la forma{ai, i = 0, . . . , ML − 1
}

.
La probabilidad de decidir una secuencia distinta de la transmitida se minimiza mediante

el criterio MAP desarrollado en el Apartado 4.4.1: siq denota el vector formado por lasNq

muestras recibidasq[n], el detector MAP escogerá aquella secuenciaai que cumpla

pA(ai) fq|A(q |ai) > pA(aj) fq|A(q |aj), j = 0, · · · ,ML − 1, j 6= i (6.15)

dondepA(a) es la probabilidada priori de la secuenciaa y fq|A(q|a) es la función de
densidad de probabilidad de la observaciónq condicionada a la transmisión de la secuencia
a. Debemos insistir en que según este planteamiento, el detector MAP minimiza la proba-
bilidad de que la secuencia decidida no coincida con la transmitida, o equivalentemente,
la probabilidad de queuno o más símbolos detectados sean erróneos.Esta no coincide en
general con la probabilidad de error de símbolo, es decir, la probabilidadde que un símbolo
cualquiera de los decididos sea erróneo. El criterio de mínima probabilidad de error de sím-
bolo resulta en un detector mucho más complejo, cuyas prestaciones suelen ser parecidas
a las del detector MAP (6.15) para relaciones señal a ruido elevadas. Por ello el criterio de
mínima probabilidad de secuencia errónea es generalmente preferido en la práctica.

Suponiendo que los símbolos transmitidos son independientes entre sí y equiprobables,
cada una de las posibles secuenciasaj tiene la misma probabilidada priori y el criterio
MAP se reduce al criterio ML, como se vio en el Apartado 4.4: se decidirá que la secuencia
transmitida fueai si se cumple que

fq|A(q|ai) > fq|A(q|aj), j = 0, · · · ,ML − 1, j 6= i (6.16)

Por tanto, necesitamos la expresión defq|A(q|a), dondeq y a son los vectores que recogen
las muestras de, respectivamente,q[n] y a[n] desden = 0 hastan = L − 1. Para alcan-
zar nuestro objetivo, observemos en (6.3) que la función de densidad de probabilidad de
q[n], condicionada a que la secuencia transmitidaA tome el valora, es gausiana, de media∑K

k=0 p[k]A[n − k] y varianzaσ2z . Es más, dado quez[n] es un proceso blanco, se tiene
que dos variables aleatorias cualesquieraq[n1], q[n2] con n1 6= n2 están incorrelaciona-
das, y por tanto son independientes dado que son conjuntamente gausianas (véase Apartado
3.2.6). Así, la función de densidad de probabilidad conjunta se reduce a

fq|A(q |a) =
1

(πσ2z)
Nq

exp



−

1

σ2z

Nq−1∑

n=0

∣∣∣∣∣q[n]−
K∑

k=0

p[k]a[n− k]
∣∣∣∣∣

2


 (6.17)

Por tanto, el detector ML escogerá aquella secuencia de símbolosâ tal que la suma

Nq−1∑

n=0

∣∣∣∣∣q[n]−
K∑

k=0

p[k]â[n− k]
∣∣∣∣∣

2

(6.18)
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es mínima. Observando (6.18) concluimos que la estrategia óptima consiste simplemente en
escoger de entre todas las posibles aquella secuencia que, una vez filtrada por el canalp[n],
mejor se ajuste a las observaciones. La medida de este ajuste es la distancia euclídea, lo cual
es una consecuencia de la naturaleza gausiana del ruido. Podemos considerar el detector ML
como un decisor generalizado que, teniendo en cuenta la ISI, opera sobre toda la secuencia
recibida y no sobre símbolos aislados.

¿Cuál es el coste computacional del detector ML? Para contestar esta pregunta, fijé-
monos en que para cada posible secuenciaa dicho detector ha de realizar las siguientes
operaciones: filtrado por el canal, resta de la secuencia resultante de lasecuencia de obser-
vaciones, cálculo de las magnitudes de tales diferencias y su posterior suma. El número de
productos (complejos) y sumas requeridos para todo ello es proporcional aKL. Dado que
este cálculo ha de repetirse para todas las secuencias posibles, el costetotal es proporcio-
nal aKL ·ML (al que todavía habría que añadir el de un algoritmo de búsqueda del valor
máximo de lasML distancias calculadas).

El principal problema de esta implementación directa del detector ML radica enque su
coste computacional creceexponencialmentecon el número de símbolos transmitidosL, y
por tanto con el tiempo que dura la transmisión. Dependiendo de la aplicación,este tiempo
de transmisión puede ser corto (por ejemplo, para sistemas que operan de forma pulsada
transmitiendo ráfagas de unos pocos símbolos) o llegar a ser muy largo. En tal caso, además
de la prohibitiva complejidad del detector, aparecen otros dos problemas adicionales: el
tamaño de la memoria necesaria para almacenar todas lasML secuencias posibles, así como
el retardo inherente en la decisión, pues parece necesario esperar al final de la transmisión
para comenzar el proceso de detección. Afortunadamente, estos problemas pueden superarse
gracias a un algoritmo computacionalmente eficiente (su complejidad crece de forma lineal,
y no exponencial, conL) para el cálculo de la mínima distancia euclídea. La idea principal
consiste en aprovechar la propiedad de que la memoria del canal es finita.

6.2.2. El algoritmo de Viterbi

En este apartado presentaremos un esquema para el cálculo de la secuencia más pro-
bable, denominadoalgoritmo de Viterbien honor a su autor. Es importante reseñar que
el algoritmo de Viterbi no constituye un nuevo criterio de detección, sino queno es nada
más (aunque tampoco nada menos) que un método numéricamente eficiente de minimizar
la métrica (6.18) asociada al detector ML.

El modelo de canal (6.3) genera las observaciones de la formaq[n] = o[n]+z[n], donde

o[n] =
K∑

k=0

p[k]A[n− k], n = 0, 1, . . . , Nq − 1 (6.19)

es la salida del canal antes de añadir el ruido. En un sistema con memoria como(6.19) un
concepto importante es el deestado,el cual se define como la mínima información necesaria
para determinar la salida del sistema en el instanten (en este casoo[n]), dado el valor de
la entrada en ese mismo instante (en este casoA[n]). Inmediatamente obtenemos de (6.19)
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que en nuestro caso el estado del sistema coincide con el vector formadopor losK símbolos
transmitidos anteriormente, que denotaremos

ψ[n] =




A[n− 1]
A[n− 2]

...
A[n−K]


 (6.20)

Así, la salidao[n] queda completamente determinada por el estadoψ[n] en el que se
encuentra el sistema y el valor actualA[n] de la entrada. También el estado en el siguiente
instanteψ[n+ 1] queda determinado porψ[n] y A[n].

Obsérvese que el número de estados posibles es finito (e igual aMK) por pertenecer
los símbolos a una constelación discreta. Los sistemas para los que se verifica esta propie-
dad, la cual es fundamental para el desarrollo del algoritmo de Viterbi, suelen denominarse
máquinas de estados finitos.

De esta forma, podemos visualizar la evolución temporal de la máquina de estados fi-
nitos descrita por (6.19) como una serie de transiciones entre sus estados, cada una de ellas
producida por cada nuevo valor de la entradaA[n], y que producirá un valor de la salida
o[n]. Es importante señalar que, en general, no todas las transiciones entre estados son po-
sibles, pues las últimasK − 1 componentes del nuevo estadoψ[n+ 1] deben forzosamente
coincidir con las primerasK − 1 componentes del estado anteriorψ[n].

Una herramienta muy útil para visualizar la evolución de una máquina de estados finitos
es sudiagrama de rejilla.En él, losMK diferentes estadosψ[n] se representan mediante
nodos, colocados en columna. A su derecha, se coloca otra columna deMK nodos, repre-
sentando los estados en el siguiente instanteψ[n + 1]. Las transiciones entre estados se
representan uniendo los nodos correspondientes mediante líneas denominadasramas.

Ejemplo 6.2
Si la constelación es binaria (M = 2), por ejemplo{+1,−1}, y el canal poseeK + 1 = 4 coe-
ficientes no nulos, entonces el diagrama de rejilla posee23 = 8 estados. Esta rejilla se representa
en la Figura 6.3(a), en la que las transiciones marcadas con línea continua corresponden a una
entradaA[n] = −1, mientras que las marcadas con líneas de trazos corresponden aA[n] = +1.
Se ha indicado el estado correspondiente a cada nodo de formaabreviada; por ejemplo el estado

ψ[n] =



−1
−1
+1


 se indica como(−−+).

En la Figura 6.3(a) podemos observar dos propiedades que se cumplen para el diagrama
de rejilla de cualquier máquina de estados finitos:

1. De cada nodo partenM ramas, cada una de las cuales corresponde a uno de losM
posibles valores de la entradaA[n].

2. A cada nodo lleganM ramas, y todas se corresponden con un mismo valor deA[n].
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Figura 6.3. (a) Diagrama de rejilla correspondiente a un sistema con 8 estados y entrada
binaria. (b) La misma rejilla indicando en cada rama el valorde la salidao[n] para el canal
dado porp[n] = 0,1δ[n]− 0,2δ[n− 1] + 0,8δ[n− 2] + 0,3δ[n− 3].

También observamos que la estructura de la rejilla no depende del valor quetome la salida,
o[n]. Sin embargo, el valor deo[n] queda determinado por la transiciónψ[n] → ψ[n + 1]
y el valor de los coeficientes del canal. Por ello, cada rama de la rejilla puede ser etiquetada
con el valor asociado de la salidao[n].

Ejemplo 6.3
Supongamos que el canal del Ejemplo 6.2 está dado porp[n] = 0,1δ[n]−0,2δ[n−1]+0,8δ[n−
2]+ 0,3δ[n− 3]. En tal caso, la salida en el instanten puede escribirse en función del estado y la
entrada en el mismo instante comoo[n] = 0,1A[n]− 0,2A[n− 1] + 0,8A[n− 2] + 0,3A[n− 3]
= 0,1A[n] + [−0,2 0,8 0,3]ψ[n]. Así, siA[n] = +1 y ψ[n] = (−−+), entonceso[n] = −0,2,
etc. La Figura 6.3(b) muestra la rejilla con las etiquetas correspondientes en cada rama.

La transmisión deL símbolos da lugar a la evolución del estado del canal a través del
diagrama de rejilla a lo largo del tiempo, lo cual se puede visualizar representandoL eta-
pas de la rejilla y marcando las ramas correspondientes. Esto da lugar a unatrayectoria o
camino, suponiendo que el canal se encuentra en un estado inicial dado. En lapráctica, la
inicialización del canal puede realizarse transmitiendo una ráfaga de al menosK símbolos
de manera previa a la transmisión de losL símbolos que realmente transportan información.
La elección de este preámbulo deK símbolos se hace de forma acordada con el receptor, de
modo que este conoce de antemano el estado inicial del canal.
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Ejemplo 6.4
Considérese el canalp[n] del Ejemplo 6.3. Inicialmente se transmite una ráfaga deK = 3

símbolos{−1,−1,−1} lo cual coloca el canal en el estado(− − −). Seguidamente se proce-
de a transmitir la secuencia deL = 5 símbolos{+1,−1,+1,+1,−1}. El camino resultante
se representa sobre el diagrama de rejilla en la Figura 6.4. La secuencia recibida (desechando
las salidas producidas durante el establecimiento del estado inicial, y en ausencia de ruido) es
{−0,8,−1,4, 0,8,−0,6, 0,2}, correspondiente a las etiquetas de las ramas del camino.

( )---

( )--+

( )-+-

( )-++

( )+--

( )+-+

( )++-

( )+++

A[0]=+1 A[1]= 1- A[2]=+1 A[3]=+1 A[4]= 1-

-0,8

-1
,4

0,8

-0,6
0
,2

Figura 6.4. Transmisión de una secuencia deL = 5 símbolos representada como un ca-
mino en el diagrama de rejilla.

Pasemos ahora a estudiar cómo puede ayudarnos el diagrama de rejilla en ladetermi-
nación de (6.18). Dado un vector de observacionesq, la métrica asociada a cada secuencia
candidataa puede escribirse como

l(q,a)
.
=

Nq−1∑

n=0

|q[n]− o[n]|2 =
Nq−1∑

n=0

ln(q,a) (6.21)

dondeo[n] =
∑K

k=0 p[k]a[n− k]. El valor ln(q,a)
.
= |q[n]− o[n]|2 está asociado a la rama

n-ésima, para cadan = 0, . . . ,Nq−1, y por tanto se suele denominarmétrica de rama.Dado
que cada secuenciaa se corresponde con un camino distinto sobre el diagrama de rejilla,
l(q,a) se denominamétrica de camino.Así, (6.21) expresa la métrica de camino como la
suma de las métricas de lasNq ramas. La métrica de ramaln(q,a) representa la distancia
entre la señal recibida y la señal que se debería haber observado si, en ausencia de ruido, la
transición entre estados correspondiente a dicha rama realmente hubiese tenido lugar.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



6.2 DETECTOR DE MÁXIMA VEROSIMILITUD DE SECUENCIAS EN PRESENCIA DE ISI 317

El objetivo del detector ML es determinar aquel camino sobre el diagrama de rejilla que
minimiza el valor de la métrica de caminol(q,a). Definiendo la métrica acumulada como
la suma de las métricas de rama hasta una cierta etapam de la rejilla, que denotaremos por
l0,m(q,a), podemos escribir

l0,m(q,a)
.
=

m∑

n=0

ln(q,a) (6.22)

El algoritmo de Viterbi se basa en la siguiente propiedad de la métrica acumulada:
Seaâ el camino que minimiza la métrical(q,a) para un diagrama de rejilla y un vector

de observacionesq dados. Seaa′ 6= â otro camino tal quea′ y â pasan ambos por un mismo
nodo en la etapam-ésima del diagrama de rejilla. En tal caso, las métricas acumuladas de
a′ y â hasta la etapam-ésima verifican

l0,m(q, â) ≤ l0,m(q,a′) (6.23)

La demostración es muy sencilla y se deja al lector como ejercicio (véase Problema
P6.6). La propiedad anterior viene a decir que, si el camino óptimo pasa por un nodo dado,
entonces dicho camino ha de ser necesariamente el que minimiza la métrica acumulada
hasta dicho nodo. Esta observación permite rechazar muchos caminos en nuestra búsqueda
a medida que avanzamos por el diagrama de rejilla.

El algoritmo de Viterbi determina el camino óptimo desplazándose secuencialmente por
la rejilla. En cada etapa, y para cada nodo, se determina el camino que llega hasta ese nodo
con la menor métrica acumulada, el cual recibe el nombre decamino superviviente.Dado
que para una etapa determinada el nodo por el que pasa el camino óptimo nose conoce,
se debe calcular y almacenar el camino superviviente para cada uno de los nodos. Al llegar
a la última etapa de la rejilla, el camino óptimo será el superviviente con menor métrica
acumulada (la métrica acumulada hasta la última etapa esl(q,a), la métrica de camino).

El cálculo del camino superviviente para un nodo dado se realiza fácilmente si nos fi-
jamos en que a dicho nodo únicamente lleganM ramas, cada una procedente de un nodo
distinto en la etapa anterior. La métrica acumulada hasta la etapam se puede escribir en
función de la acumulada hasta la etapa anterior como

l0,m(q,a) = l0,m−1(q,a) + lm(q,a) (6.24)

Nótese quel0,m−1(q,a) se halla almacenada, pues corresponde al camino superviviente de
uno de los nodos de la etapa anterior, mientras quelm(q,a) es la métrica de rama corres-
pondiente a la transición de dicho nodo de la etapa anterior al nodo considerado de la etapa
m. Por tanto, para determinar el camino superviviente al nodo considerado basta realizarM
sumas de la forma de (6.24) y elegir aquel nodo de la etapa anterior y aquellarama para los
cuales tal suma es menor.

Ejemplo 6.5
Supongamos que se tiene el canal del Ejemplo 6.3, de nuevo conmodulación binaria. Se quiere
calcular el camino superviviente al nodo(− −+) en la etapam-ésima de la rejilla. En vista del
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diagrama (Figura 6.3) y de la expresión (6.24), para ello se necesita el valor de la observación
q[m] y los valores de las métricas acumuladasl0,m−1 para los caminos supervivientes a los nodos
(− + −) y (− + +) en la etapa anterior, ya que estos nodos son los únicos que producen una
transición al nodo en cuestión.

Por ejemplo, siq[m] = 0,8 conl0,m−1 = 2,1 para el nodo(−+−), y l0,m−1 = 1,7 para el nodo
(−++), entonces la métrica acumulada al nodo(−−+) en la etapam sería

l0,m = l0,m−1 + lm

=

{
2,1 + |0,8− 0,6|2 = 2,1 + 0,04 = 2,14 desde el nodo(−+−)
1,7 + |0,8− 1,2|2 = 1,7 + 0,16 = 1,86 desde el nodo(−++)

Por tanto, el camino superviviente al nodo(− − +) será el procedente del nodo(− + +) de la
etapa anterior, y tendrá una métrica acumulada de1,86. Naturalmente, este proceso, que hemos
realizado para el nodo(−−+), deberá ser repetido para cada uno de los nodos restantes.

Ejemplo 6.6
Vamos a exponer paso a paso la operación del algoritmo de Viterbi para un caso sencillo. Supon-
gamos una modulación binariaA[n] ∈ {+1,−1}, y un canal dado porp[n] = 0,7δ[n]−0,5δ[n−
1]. Dado queM = 2 yK = 1, el número de estados del sistema esMK = 21 = 2. Denotaremos
estos estados por(−) y (+), correspondientes aA[n−1] = −1 ó+1 respectivamente. La Figura
6.5(a) muestra una etapa del diagrama de rejilla para este canal, con las etiquetas de cada rama
correspondiendo a la salida asociada a cada transición de estado.

El transmisor envía una ráfaga inicialA[n] = −1 paran < 0, de forma que enn = 0 el receptor
tiene la seguridad de que el canal se halla en el estado(−). En las Figuras 6.5(b)-(f) se represen-
tan los caminos supervivientes, etapa por etapa, para la secuencia observada{q[0], . . . , q[5]} =
{0,3, −0,4, 0,8, −0,1, −0,6, 0,5}. Tras la etapa final, vemos que el camino óptimo es el super-
viviente que termina en el nodo correspondiente al estado(+) ya que su métrica acumulada es de
1,27, mientras que el camino superviviente finalizando en el nodo(−) posee una métrica más ele-
vada, igual a1,39. Una vez así determinado el camino óptimo, procedemos a la decodificación de
la secuencia transmitida. En vista de nuestra convención deusar trazo discontinuo para las ramas
generadas por un símboloA[n] = +1 y continuo para aquéllas debidas aA[n] = −1, observamos
que la secuencia elegida por el detector ML es{Â[0], . . . , Â[5]} = {−1,−1,+1,+1,+1,+1}.

Como puede verse, en cada una de lasL etapas del diagrama de rejilla el algoritmo de
Viterbi realiza una serie deM operaciones de la forma de (6.24) para cada uno de losMK

nodos. Por tanto, el coste computacional de este algoritmo es proporcional a (L ·M) ·MK .
Vemos que este coste crece sólo de forma lineal con la longitud de la secuencia transmitida,
L, y no exponencialmente como en una implementación directa del criterio ML. Porotro
lado, aparece ahora una dependencia exponencial de la complejidad con el orden del canal,
K. Si el canal es muy dispersivo, resultando en un valor elevado deK, es posible que
en ciertas aplicaciones ni siquiera la eficiencia del algoritmo de Viterbi sea suficiente para
permitir una implementación práctica del detector ML. En tal caso, se hace necesario recurrir
a otro tipo de estructuras subóptimas pero más sencillas, como son los igualadores lineales
y de realimentación de decisiones que se discutirán en los Apartados 6.3 y 6.4.

El problema del retardo en la decodificación sigue estando presente en el algoritmo de
Viterbi, ya que es necesario esperar a que todas las observacionesq[n] se hallen disponibles
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Figura 6.5.Operación del algoritmo de Viterbi vista sobre el diagrama de rejilla.

para poder decidir sobre la secuencia transmitida. En la práctica es común forzar decisiones
con un retardo constantedv (denominadoprofundidad de truncamiento), de forma que en
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cada instantem se comparan lasMK métricas acumuladas para obtener la menor de todas
ellas. La decisión sobre el símboloA[m − d] se toma entonces como la correspondiente
al camino superviviente con esta menor métrica acumulada. Mediante esta técnica también
se reduce la cantidad de memoria requerida, ya que basta con almacenar lasúltimasdv ra-
mas de cada camino superviviente. En general esta modificación (que se suele denominar
algoritmo de Viterbi truncado) deja de ser óptima; sin embargo, el aumento en la probabi-
lidad de secuencia errónea con respecto a la versión no truncada es menor a medida quedv
aumenta. Por tanto, sidv se elige lo suficientemente grande, el algoritmo truncado apenas
sufrirá degradación. Esto es debido a que existe una gran probabilidadde que condv grande
todos los caminos supervivientes compartan sus ramas iniciales, de forma que estas ramas
formarán parte del camino óptimo. Por ejemplo, en la Figura 6.5(d) podemos comprobar
que, una vez actualizadas las métricas acumuladas, en el instantem = 2 es posible decidir,
recorriendo hacia atrás los caminos supervivientes, queÂ[0] = −1 y Â[1] = −1. Y ello
sin haber esperado a tener la secuencia completa de observaciones. Del mismo modo, en
m = 4 (Figura 6.5(f)) ya podemos decidir quêA[2] = +1 y Â[3] = +1. En la práctica la
profundidad de truncamiento suele tomarse varias veces mayor que la memoriadel canal.

Ejemplo 6.7
Supongamos que la constelación consta deM = 4 símbolos{−3,−1,+1,+3}, y que el canal
está dado porp[n] = 0,8δ[n] + 0,6δ[n− 1]. El estado de partida corresponde al símbolo preacor-
dadoA[−1] = −1. El receptor utiliza el algoritmo de Viterbi con una profundidad de trunca-
mientodv = 2. La Figura 6.6 muestra el resultado cuando las primeras cinco muestras recibidas
son{q[0], . . . , q[4]} = { 0,1, 2,8, −0,3, −0,9, 0,2 }. A partir de la etapan = dv, en
la etapan-ésima se toma una decisión sobre el símboloA[n − dv] seleccionando el camino su-
perviviente con menor métrica acumulada. Este se representa con trazo más grueso en la Figura
6.6.

6.2.3. Probabilidad de error del detector ML de secuencias

Como ya hemos comentado, el detector de máxima verosimilitud para un canal conISI
minimiza la probabilidad de que la secuencia detectada sea diferente de la transmitida. Vien-
do las posibles secuencias deL símbolos como vectoresL-dimensionales, esta probabilidad
puede aproximarse de forma similar a (4.91):

Pr{secuencia errónea} ≈ κQ
(
Dmin/2√
N0/2

)
(6.25)

En este contexto,Dmin representa la distancia euclídea mínima entre dos secuencias sin rui-
do{o[n]} (definidas mediante (6.19)) correspondiendo a dos diferentes secuencias transmi-
tidas; yκ representa el máximo número de secuencias recibidas que se hallan a una distancia
Dmin de una posible secuencia recibida.

Sin embargo, a medida que el número de símbolosL aumenta,κ también lo hace; de
hecho, a medida queL → ∞, la Pr{secuencia errónea} tiende a1. Esto es indicación de
que este parámetro no es muy adecuado como medida de las prestaciones deldetector. Por
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Figura 6.6.Operación del algoritmo de Viterbi truncado.

otro lado, la probabilidad de error de símbolo permanece a niveles aceptables incluso cuando
L crece. Por ello nos centraremos en obtener una aproximación para esta probabilidad, dada
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por
Pe

.
= Pr(Â[n] 6= A[n]) (6.26)

dondeA[n] y Â[n] son los símbolos transmitido y decidido, respectivamente, correspon-
dientes al instanten. Nótese que, en realidad, esta probabilidad es función den, debido a
que la secuencia transmitida es finita (consta deL símbolos) con lo que nuestro modelo
de canal no es estrictamente estacionario3. Sin embargo, siL es lo suficientemente grande
podemos dejar a un lado esta dificultad. Por ello supondremos razonablemente quePe no
depende den.

Como hemos visto, la operación del detector ML equivale a la selección del camino en
el diagrama de rejilla con menor distancia con respecto a la secuencia observada. Por tanto,
para que se cometa un error es necesario que el camino escogido diverja en alguna etapa de
la rejilla del camino correspondiente a la secuencia transmitida, pudiendo ambos fusionarse
de nuevo un número de etapas más adelante, digamosl. Este fenómeno se denominasuceso
erróneo de longitudl. Si denotamos porψ y ψ̂ las secuencias de estados sobre la rejilla
correspondientes a las secuencias transmitida y detectada respectivamente, podemos definir
un suceso erróneoe como el par(ψ, ψ̂) tal queψ[k] 6= ψ̂[k] para algúnk. La longitud dee
será igual al si existem tal que

ψ[n] 6= ψ̂[n] para todon ∈ (m,m+ l] y ψ[n] = ψ̂[n] en cualquier otro caso

El que un suceso erróneoe tenga longitudl no significa que la secuencia decodificada
Â[n] contengal símbolos erróneos, aunque al menos contendrá un símbolo erróneo. El
número de símbolos incorrectos, que denotaremos porw(e), estará comprendido entre1 y
l.

Ejemplo 6.8
La Figura 6.7 representa un suceso erróneoe para el diagrama de rejilla de la Figura 6.3, su-

poniendo que la secuencia transmitida fue{. . . ,−1,−1,−1,−1, . . .}. Los dos caminos sobre la
rejilla difieren en las etapasn+ 1, n+ 2 y n+ 3, por lo que la longitud dee esl = 3. El suceso
erróneo mostrado es además el de longitud mínima para esta secuencia transmitida. La distancia
euclídea (al cuadrado) entre el camino correcto y el erróneose calcula mediante la suma de los
cuadrados de las distancias entre las ramas correspondientes a las etapas en que los dos caminos
divergen, en este casod2 = 0,04+0,16+2,56+0,36 = 3,12. La secuencia decodificada en este
caso contiene únicamente un símbolo incorrecto, de forma quew(e) = 1.

Denotemos el conjunto de todos los sucesos erróneos comenzando en una etapa dada de
la rejilla comoE0. La probabilidad de error de símbolo del detector ML está dada por

Pe =
∑

e∈E0
w(e)Pr(e) (6.27)

dondePr(e) es la probabilidad del suceso erróneoe. La demostración de (6.27) puede
encontrarse en el Apéndice 6.A. Nótese que, dado quee = (ψ, ψ̂), podemos escribir

3Por ejemplo, no todos los estados de la rejilla son posibles en las primeras etapas, debido a que se parte de
un estado inicial conocido. Esto muestra que las propiedades de la rejilla noson idénticas para toda etapan.
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nn-1 n+1 n+2 n+3 n+4 n+5

0,04

0,16

2,56
0,36

Figura 6.7. Ilustración de un suceso erróneoe de longitudl = 3. Las etiquetas indican las
distancias (al cuadrado) entre las ramas de ambos caminos, correcto y erróneo. Se supone
que el camino correcto es el que viaja a través de los nodos superiores.

Pr{e} = Pr(ψ̂|ψ) · Pr(ψ). En general, es difícil calcular la probabilidad condicional
P (ψ̂|ψ) de forma exacta, por lo que se suele recurrir a calcular cotas.

Para obtener una cota superior fijémonos en queP (ψ̂|ψ) es la probabilidad de que
el vector observadoq0 resida en la región de decisión correspondiente a la secuencia de
estadosψ̂ cuando en realidadψ es la secuencia correcta. Esta probabilidad es menor o
igual a la que se obtendría mediante un decisorbinario para decidir entreψ y ψ̂, por
argumentos análogos a los empleados en el Capítulo 4 cuando se presentó lacota de la
unión. La probabilidad de que dicho decisor binario decidaψ̂ cuandoψ es la secuen-
cia correcta esQ(d(ψ̂,ψ)/2

√
N0/2), donded(ψ̂,ψ) es la distancia euclídea entre las

secuenciaŝo[n] y o[n], correspondientes âψ y ψ y definidas mediante (6.19), esto es,
d2(ψ̂,ψ) =

∑
n |ô[n]− o[n]|2. Así,

Pr(ψ̂|ψ) ≤ Q
(
d(ψ̂,ψ)

2
√
N0/2

)
(6.28)

y por tanto,

Pe =
∑

e∈E0
w(e)Pr(ψ)Pr(ψ̂|ψ) ≤

∑

e∈E0
w(e)Pr(ψ)Q

(
d(ψ̂,ψ)

2
√
N0/2

)
(6.29)

Para obtener una cota inferior, retomemos (6.27). Dado quew(e) ≥ 1, fijémonos en que

Pe ≥
∑

e∈E0
Pr(e) = Pr(ǫ) (6.30)
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dondeǫ denota el suceso “ha ocurrido un suceso erróneo”. Intuitivamente, (6.30) tiene sen-
tido ya que todo suceso erróneo implica al menos un símbolo erróneo. SeaΨ el conjunto de
posibles secuencias de estadosψ. Podemos escribir entonces

Pe ≥
∑

ψ∈Ψ
Pr(ǫ|ψ)Pr(ψ) ≥

∑

ψ∈Ψmin

Pr(ǫ|ψ)Pr(ψ) (6.31)

dondeΨmin es el conjunto de secuenciasψ que tienen al menos un suceso erróneo a dis-
tancia mínima, esto es,Ψmin = {ψ ∈ Ψ | existeψ̂ ∈ Ψ cond(ψ̂,ψ) = Dmin}, siendo
Dmin la distancia euclídea mínima entre todos los pares posibles de secuencias de estados
distintas. Observemos ahora que, dado queǫ contiene todos los posibles eventos erróneos,
su probabilidad de ocurrencia será siempre mayor o igual que la de un solosuceso erró-
neo; en particular, mayor o igual que la de un suceso a distancia mínima. Esto implica que
Pr(ǫ|ψ) ≥ Q(Dmin/2

√
N0/2), para todoψ ∈ Ψmin. Por tanto,

Pe ≥ κ1Q
(

Dmin

2
√
N0/2

)
con κ1

.
=

∑

ψ∈Ψmin

Pr(ψ) (6.32)

κ1 representa la fracción de caminos en la rejilla que tienen asociados un suceso erróneo de
distancia mínima, y verificaκ1 ≤ 1.

Además de las cotas, es interesante disponer de una aproximación a la probabilidad de
error. Tomando como punto de partida la primera igualdad en (6.29) y observando que para
relaciones señal a ruido altas los términos dominantes en el sumatorio son aquellos que se
corresponden con sucesos a distanciaDmin (véase Capítulo 4), podemos escribir

Pe ≈
∑

e∈Emin

w(e)Pr(ψ)Pr(ψ̂|ψ)

= κ2Q

(
Dmin

2
√
N0/2

)
con κ2

.
=
∑

e∈Emin

w(e)Pr(ψ) (6.33)

siendoEmin el subconjunto deE0 cuyos sucesos erróneos tienend(ψ̂,ψ) = Dmin (es decir,
el subconjunto de los sucesos erróneos más probables). Es instructivo observar que tantoκ1
comoκ2 son independientes de la varianza del ruido.

De los desarrollos anteriores se desprende que el parámetro clave para determinar las
prestaciones del detector ML esDmin, dado por la raíz cuadrada del mínimo valor de la
suma

Nq−1∑

n=0

K∑

k=0

∣∣p[k]
(
A[n− k]−A′[n− k]

)∣∣2 (6.34)

que se puede obtener para dos secuencias distintas4 de símbolos{A[n]} y {A′[n]}. Es decir,
Dmin es la mínima distancia euclídea entre dos vectoresNq-dimensionales producidos por

4Esto es, que difieran al menos en uno de sus símbolos componentes (nonecesariamente en todos).
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la parte determinista del canal (6.19) para dos secuencias distintas de símbolos transmitidos.
En (6.34) podemos ver que, en el caso particular de un canal sin ISI (K = 0), Dmin es
simplemente la mínima distancia entre puntos de la constelación (multiplicada por|p[0]|, un
factor constante debido al canal), con lo quePe coincide con la de un detector símbolo a
símbolo. Esto era de esperar, pues en ausencia de ISI dicho detector esóptimo.

El cálculo directo deDmin puede ser arduo debido a que el número de pares de secuen-
cias(ψ, ψ̂) a comprobar es en general elevado. Podemos obtener un método más eficiente
inspeccionando la expresión (6.34). Si definimos la secuencia de erroresξ[n] = A[n]−Â[n],
vemos que este cálculo equivale a encontrar el camino (distinto del todo ceros) de menor
métrica sobre una rejilla definida por el canalp[n] y la “constelación” de errores. Por ejem-
plo, si los símbolos son binarios (A = {−1,+1}), entonces los erroresξ[n] pertenecen
a la “constelación”{−2, 0,+2}, que consta de3 elementos. El algoritmo de Viterbi pue-
de entonces aplicarse para obtener el camino de menor métrica que comienzaen el estado
(ξ[n− 1], · · · , ξ[n−K]) = (0, · · · , 0) y cuya primera rama corresponde aξ[n] 6= 0.

Es posible obtener una cota superior paraDmin a partir de la cota del filtro adaptado
presentada en el Apartado 6.1.3. Según (6.14), la probabilidad de error de símbolo de cual-
quier detector no puede ser menor queκQ(dmin||p||/2

√
N0/2), dondedmin es la distancia

mínima entre elementos de la constelación de símbolos, y||p||2 es la energía del canal. Esta
cota se puede aplicar a la probabilidad de error del detector ML (6.33) para obtener

κ2Q

(
Dmin

2
√
N0/2

)
≥ κQ

(
dmin

2
· ||p||√

N0/2

)
(6.35)

Dado que esto se ha de satisfacer paraN0 arbitrariamente pequeña, se sigue que

Dmin ≤ dmin · ||p|| (6.36)

Por tanto, vemos que

∆SNR
.
= 20 log10

dmin||p||
Dmin

(6.37)

representa el incremento en relación señal a ruido (en dB) necesario para conseguir la misma
Pe que en un canal sin ISI. En caso de darse la igualdad en (6.36), entonces∆SNR= 0 y
el detector ML alcanzaría la cota del filtro adaptado para relaciones señal a ruido suficiente-
mente elevadas, lo cual significa que sus prestaciones no serían inferiores a las obtenidas en
un canal sin ISI.

Ejemplo 6.9
Para la rejilla de la Figura 6.5(a), correspondiente al canal p[n] = 0,7δ[n] − 0,5δ[n − 1] y

una constelación binariaA = {−1,+1}, es posible comprobar directamente por inspección que
existen dos sucesos erróneos conDmin, los cuales se ilustran en la Figura 6.8. En este caso, se
tieneD2

min = 12+1,42 = 2,96, mientras que la energía del canal es||p||2 = 0,72+0,52 = 0,74.
Dado que la constelación tienedmin = 2, podemos comprobar que en este caso (6.36) se cumple
con igualdad. Por tanto, para relaciones señal a ruido suficientemente elevadas, el detector ML
alcanza la cota del filtro adaptado.
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Figura 6.8. Rejilla básica y sucesos de error conDmin para el canalp[n] = 0,7δ[n] −
0,5δ[n− 1] con modulación binaria.
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Figura 6.9. (a) Igualación lineal con detección símbolo a símbolo; (b) Sistema equivalente.

6.3. IGUALACIÓN LINEAL

El coste computacional del detector ML (basado en el algoritmo de Viterbi) es pro-
porcional aMK , conK la memoria del canal discreto equivalente yM el tamaño de la
constelación. A menos queM y K tomen valores pequeños, la complejidad resultante se-
rá prohibitiva, sobre todo en sistemas con altas tasas binarias. En tales situaciones se hace
necesario recurrir a estrategias subóptimas de detección. Una de las más comunes, denomi-
nadaigualación, utiliza un decisor símbolo a símbolo pero no directamente sobre la señal
recibida; dicha señal es procesada previamente por un sistema denominado igualadorcuyo
objetivo es compensar la distorsión del canal, de forma que a la salida del igualador el nivel
de ISI sea sustancialmente menor que el presente en la señal recibida. Siel igualador se di-
seña correctamente, el diagrama de ojo a su salida se encontrará lo suficientemente abierto
como para posibilitar el funcionamiento de un decisor símbolo a símbolo. Aunqueexisten
igualadores no lineales, en este texto trataremos exclusivamente loslineales, que son sufi-
cientes para entender los criterios y principios fundamentales de la igualación de canal. En
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los igualadores lineales el sistema que compensa la distorsión de canal es unfiltro lineal (no
necesariamente invariante en el tiempo).

La Figura 6.9(a) representa el diagrama de bloques del equivalente discreto de un siste-
ma de comunicaciones que emplea igualación lineal. En dicha figura,P (z) y W (z) deno-
tan respectivamente las Transformadas Z de las respuestas impulsionales del canal discreto
equivalente,p[n], y del filtro igualador,w[n]. Debido a razones de implementación, la es-
tructura generalmente utilizada para este igualador es un filtro FIR (véase Apartado 2.4.3),
cuyo orden denotaremos porKw. Denotaremos porc[n] la convolución de las respuestas
impulsionalesp[n] y w[n]:

c[n] = w[n] ∗ p[n] =
K∑

l=0

p[l]w[n− l], 0 ≤ n ≤ K +Kw (6.38)

la cual es la respuesta al impulso del denominadocanal global,correspondiente a la conexión
en serie del canal discreto equivalente y el igualador.

Así, la señalu[n] a la salida del igualador se puede escribir como

u[n] =

Kw∑

k=0

w[k]q[n− k]

=

Kw∑

k=0

w[k]

(
K∑

l=0

p[l]A[n− k − l] + z[n− k]
)

=

K+Kw∑

m=0

c[m]A[n−m] +

Kw∑

k=0

w[k]z[n− k] (6.39)

De la expresión (6.39) vemos que la entrada del decisoru[n] es la suma de dos contribucio-
nes, tal como se ilustra en la Figura 6.9(b). La primera de ellas es la componente de señal y
resulta de filtrar los símbolosA[n] por el canal global, cuya función de transferencia es

C(z) =

K+Kw∑

n=0

c[n]z−n =W (z)P (z) (6.40)

La segunda contribución au[n] en (6.39) es la componente de ruido, y es el resultado de
filtrar el ruidoz[n] con el igualadorW (z). Debido a este filtrado dicha componente de ruido
no será en general un proceso blanco, a diferencia del proceso deruido originalz[n].

Si el diseño del igualador es correcto, cabe esperar que su salida cumplau[n] ≈ A[n−d]
para todon y para algún enterod, denominadoretardo global.Si reescribimos (6.39) como

u[n] = c[d]A[n− d]︸ ︷︷ ︸
término deseado

+
∑

m 6=d

c[m]A[n−m]

︸ ︷︷ ︸
ISI residual

+

Kw∑

k=0

w[k]z[n− k]
︸ ︷︷ ︸

ruido filtrado

(6.41)
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vemos queu[n] ≈ A[n − d] se cumplirá sic[d] ≈ 1 y si los términos de ISI residual y de
ruido filtrado son lo suficientemente pequeños. En tal caso, el decisor símbolo a símbolo
situado tras el igualador en la Figura 6.9 recuperaría los símbolos originalessimplemente
eligiendo el punto de la constelación más próximo au[n] en distancia euclídea:

Â[n− d] = ai si |u[n]− ai| < |u[n]− aj |, j = 0, · · · ,M − 1, j 6= i (6.42)

Para el correcto funcionamiento del receptor se necesita que la probabilidad de error de
símboloPr{Â[n− d] 6= A[n− d]} sea lo suficientemente pequeña.

La razón de admitir un retardo global no nulo es que, como veremos más adelante, las
prestaciones del igualador pueden mejorar considerablemente para ciertos retardosd > 0
con respecto al casod = 0. Por otro lado, el funcionamiento del receptor no se ve afectado5

por el hecho de trabajar con un retardo globald > 0. Así, el retardo global constituye un
parámetro adicional que proporciona mayor flexibilidad en el diseño del igualador.

En ausencia de ruido u otras interferencias, la ISI residual en (6.41) será pequeña si el
canal global se aproxima a un retardo puro:c[n] ≈ δ[n − d] o, equivalentemente,C(z) ≈
z−d. Este objetivo de diseño del igualador se conoce comocriterio forzador de ceros.Alter-
nativamente, es posible definir un objetivo de diseño basado directamente enla diferencia
entre la entrada al decisoru[n] y su valor idealA[n− d], lo que da lugar alcriterio de error
cuadrático medio.En los siguientes apartados analizaremos por separado cada uno de ellos.

6.3.1. Igualador lineal bajo el criterio forzador de ceros

El criterio forzador de ceros o ZF (“zero-forcing”) obtiene los coeficientes del igualador
para eliminar la ISI en el canal global resultante. Es decir, se trata de forzar a valer cero
el nivel de ISIγISI definido en (6.6) correspondiente al canal global, de ahí su nombre. En
principio, la eliminación total de la ISI sólo es posible si se dispone de un igualador con un
número de coeficientes infinito, aunque es posible obtener aproximacionesaceptables con
igualadores FIR si el retardod y el orden del filtroKw se eligen apropiadamente.

Supongamos de momento que disponemos de un número ilimitado de coeficientes para
la implementación del igualador. El criterio ZF estipula que el canal global debe reducirse
a un retardo puro:C(z) = W (z)P (z) = z−d. SeanK ′ y K ′′ el número de ceros que el
canal posee en el interior y en el exterior de la circunferencia unidad,respectivamente, y
supongamos que no hay ningún cero situado sobre la circunferencia unidad, de forma que

P (z) = P0

K′∏

k=1

(1− αkz
−1)

︸ ︷︷ ︸
.
=Pmin(z)

K′′∏

n=1

(1− βnz−1)

︸ ︷︷ ︸
.
=Pmax(z)

, con

{
|αk| < 1 para1 ≤ k ≤ K ′

|βn| > 1 para1 ≤ n ≤ K ′′

(6.43)

5Aunque existen algunas aplicaciones donde el retardo global ha de mantenerse por debajo de un valor
máximo tolerable.
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dondeP0 es una constante.Pmin(z) es un sistema de fase mínima (véase Apartado 2.3). Por
otro lado,Pmax(z) tiene todos sus ceros fuera de la circunferencia unidad; los filtros FIR
con esta propiedad se suelen denominarde fase máxima.

DeW (z)P (z) = z−d y la factorizaciónP (z) = P0Pmin(z)Pmax(z) se sigue que

W (z) =
z−d

P (z)
=

1

P0
· 1

Pmin(z)
· z−d

Pmax(z)
(6.44)

El factor1/Pmin(z) se corresponde con un filtro causal y estable, ya que todos sus polos
α1, . . . , αK′ se encuentran situados dentro de la circunferencia unidad. Por otro lado los
polosβ1, . . . ,βK′′ del factorz−d/Pmax(z) se hallan en el exterior de esta, por lo que una
implementación estable de esta función de transferencia ha de ser necesariamente no causal,
tal y como se discutió en el Apartado 2.3.4. Así, la función de transferenciaW (z) en (6.44)
no se corresponde con una respuesta impulsional finita y causal, como serequiere para poder
implementar el filtro igualador. Sin embargo, si el retardod es lo suficientemente elevado,
la parte no causal de (6.44) podrá despreciarse. Por tanto es posible obtener una buena
aproximación de (6.44) mediante un filtro FIR causal simplemente truncando la parte causal
dez−d/P (z) al número de coeficientes adecuado, como se ilustra en el siguiente ejemplo.
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Figura 6.10.Respuestas impulsionales interviniendo en el diseño del igualador ZF para el
canalP (z) = 0,5 + 0,45z−1 − 0,45z−2 del Ejemplo 6.10.
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Ejemplo 6.10
Supongamos que el canal discreto equivalente está dado porP (z) = 0,5+0,45z−1−0,45z−2 =

0,5(1 − 0,6z−1)(1 + 1,5z−1). En tal caso,P0 = 0,5, Pmin(z) = 1 − 0,6z−1 y Pmax(z) =
1 + 1,5z−1, con lo que obtenemos las siguientes implementaciones estables:

1

Pmin(z)
=

1

1− 0,6z−1
=

∞∑

n=0

(0,6)nz−n,

1

Pmax(z)
=

1

1 + 1,5z−1
=

z
1,5

1 + z
1,5

=
z

1,5

∞∑

n=0

(
− 1

1,5

)n

zn

cuyas respuestas impulsionales se representan en la Figura6.10(a)-(b). Allí se puede observar que
un retardo ded = 7 muestras es adecuado para poder truncarz−d/Pmax(z) quedándonos con su
parte causal. El igualador ZFW (z) es un filtro FIR con ordenKw cuya respuesta impulsional
viene dada por los primerosKw + 1 coeficientes de la parte causal de la respuesta al impulso de
z−d/P (z). A partir de dicha respuesta, mostrada en la Figura 6.10(c),se observa que tomando
Kw = 10 se captura la mayor parte de los coeficientes significativos.El canal globalC(z) =
W (z)P (z) obtenido con este igualador se ilustra en la Figura 6.10(d):se tienec[n] ≈ δ[n − 7],
como cabía esperar. Para mejorar la calidad de esta aproximación se podría aumentar el retardo
d y el ordenKw del igualador.

En nuestro diseño hemos supuesto que el canalP (z) no posee raíces situadas sobre la
circunferencia unidad. Este requisito es necesario, pues no es posibleinvertir un cero de
este tipo de forma estable. A medida que alguna raíz deP (z) se acerca a la circunferencia
unidad, el ordenKw y el retardod deberán aumentar considerablemente para capturar la
parte significativa del inverso retardadoz−d/P (z). Obsérvese que, dado que el canal global
C(z) es FIR con ordenK +Kw, este es el máximo valor asignable al retardod, pues no es
posible obtenerW (z)P (z) ≈ z−d si d es mayor que el orden del polinomioW (z)P (z).

El criterio ZF conduce a un igualadorW (z) que trata de satisfacerC(z) =W (z)P (z) ≈
z−d. Por tanto, su transformada de Fourier cumplirá

|W (ejω)| ≈ 1

|P (ejω)| , ∢W (ejω) + ∢P (ejω) ≈ −ωd (6.45)

La condición (6.45) implica que para compensar la ISI el igualador ZF deberá amplificar más
aquellas componentes frecuenciales que han sido más atenuadas por el canal. Esto puede
suponer un problema ya que, tal como se observa en la Figura 6.9 y en (6.39), la salidau[n]
del igualador posee una componente debida al ruidoz[n] presente en la señal recibida tras
ser filtrado por el igualador. Por tanto, el igualador estará amplificando considerablemente el
ruido en aquellas bandas de frecuencia en las que el canal introduce fuerte atenuación. Este
fenómeno se denominarealce del ruido,y puede llegar a ser muy perjudicial si la relación
señal a ruido en el receptor no es lo suficientemente alta, o si la función detransferenciaP (z)
del canal presenta ceros próximos a la circunferencia unidad. Así, la probabilidad de error a
la salida del decisor símbolo a símbolo será excesivamente elevada como consecuencia del
realce del ruido, aun cuando el igualador ZF haya conseguido reducir aceptablemente la ISI.

Ejemplo 6.11
La Figura 6.11 muestra la respuesta en frecuencia del canalp[n] = 0,5δ[n] + 0,45δ[n − 1] −
0,45δ[n − 2] considerado en el Ejemplo 6.10, así como la del igualador ZF calculado en dicho
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Figura 6.11.Magnitud de la función de transferencia del canal (línea continua) y del igua-
lador ZF (línea discontinua) del Ejemplo 6.11.

ejemplo. Como puede observarse, el canal introduce una atenuación importante en bajas y al-
tas frecuencias, sin alterar apenas las frecuencias en torno aω = π/2. Como consecuencia, el
igualador ZF introduce amplificación en altas y bajas frecuencias, de forma que el efecto neto es

|W (ejω)| (dB) + |P (ejω)| (dB) ≈ 0 (6.46)

La relación (6.46) es sólo aproximada, pues para cumplirse con exactitud el igualador debería
poseer un número infinito de coeficientes. La calidad de la aproximación (6.46) mejorará si se
incrementa el ordenKw del igualador. Sin embargo, el igualador estará realzando considerable-
mente el ruido en las frecuencias en torno aω = 0 (unos 6 dB) yω = π (unos 8 dB).

Nótese que el criterio forzador de ceros se centra en la eliminación de ISI, ignorando en
todo momento el ruido presente en el receptor. Para mitigar el efecto del realce del ruido,
este ha de ser tenido en cuenta en el diseño del igualador desde un principio.

6.3.2. Igualador lineal bajo el criterio de error cuadrátic o medio

En última instancia, la probabilidad de errorPe obtenida tras el decisor determina la
calidad del igualador, y depende tanto de la ISI residual que no ha podido ser eliminada por
el igualador como del ruido filtrado por este. En principio podría plantearse el diseño del
igualador para minimizar directamentePe. Por desgracia,Pe es una función extremadamen-
te complicada de los coeficientes del igualador, ya que, por un lado, la componente de ISI
residual a la salida de este no posee una distribución gausiana, mientras que, por el otro, una
vez filtrado por el igualador, el ruido deja de ser blanco (véase también Apartado 5.1.2). Por
ello, el diseño bajo un criterio de mínima probabilidad de error no es, en general, fácilmente
abordable.
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Otra posibilidad consiste en diseñar el igualador para que la secuencia a su salida sea “lo
más parecida posible” a la secuencia de símbolos original. De esta forma se tendría en cuenta
tanto el efecto de la ISI como el del ruido, ya que ambos introducen distorsión. Se evitaría así
el problema de realce del ruido del método ZF mediante un compromiso entre amplificación
de ruido y eliminación de ISI. En igualación, la medida más popular de “parecido” entre dos
secuencias es el error cuadrático medio o MSE ( “Mean-Square Error”).

El criterio MSE elige el igualador de forma que la varianza del errored[n]
.
= A[n−d]−

u[n] (diferencia entre la secuencia de símbolos originales, posiblemente retardada, y la sali-
da del igualador) sea mínima. Aunque el igualador resultante no es necesariamente óptimo
en términos de probabilidad de error, en general sus prestaciones sonmás que aceptables, y
lo que no es menos importante, el diseño resultante es matemáticamente manejable.

La salida del igualador puede expresarse comou[n] = wTq[n], conw el vector de
coeficientes del igualador yq[n] agrupando las muestras de la señal recibida:

w
.
= [w[0], w[1], · · · , w[Kw]]

T (6.47)

q[n]
.
= [q[n], q[n− 1], · · · , q[n−Kw]]

T (6.48)

El cálculo del igualador MSE es un problema de estimación lineal de mínima varianza,
donde la variable aleatoria a estimar esA[n− d] y la estimación se hace como combinación
lineal de las componentes deq[n]. La solución al problema general de estimación lineal
se presenta en el Apéndice 6.B, de donde se obtiene el igualador que minimiza el error
cuadrático medioE{|ed[n]|2}, que denotaremoswd,MSE, y el valor mínimo obtenido:

wd,MSE =
(
E{q∗[n]qT [n]}

)−1
E{q∗[n]A[n− d]} (6.49)

mı́n
w

E{|ed[n]|2} = E{|A[n]|2} −wH
d,MSEE{q∗[n]qT [n]}wd,MSE (6.50)

Para el cálculo dewd,MSE se necesita lamatriz de autocorrelaciónRq
.
= E{q∗[n]qT [n]}.

Esta matriz tiene la interesante propiedad de sertoeplitz (es decir, todos los elementos a lo
largo de cualquiera de sus diagonales son iguales), ya que por serq[n] un proceso estacio-
nario, su elemento(i, j) es, coni, j entre1 y Kw + 1,

E{q∗[n− i+ 1]q[n− j + 1]} = E{q[n+ i− j]q∗[n]} = Rq[i− j] (6.51)

el cual sólo depende dei − j. Además,Rq[i − j] = R∗[j − i]. Nótese que los elementos
de esta matriz no son sino las componentes de la secuencia de autocorrelación del proceso
q[n]:

Rq =




Rq[0] R∗
q [1] R∗

q [2] · · · R∗
q [Kw]

Rq[1] Rq[0] R∗
q [1] · · · R∗

q [Kw − 1]

Rq[2] Rq[1] Rq[0] · · · R∗
q [Kw − 2]

...
...

...
. . .

...
Rq[Kw] Rq[Kw − 1] Rq[Kw − 2] · · · Rq[0]




(6.52)
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Por otro lado, también se necesita calcular elvector de correlación cruzadaentre la entrada
al igualador y la señal deseada, dado por

rqA
.
= E{q∗[n]A[n− d]} =




E{q∗[n]A[n− d]}
E{q∗[n− 1]A[n− d]}

...
E{q∗[n−Kw]A[n− d]}


 (6.53)

Para escribir (6.52) y (6.53) en términos del canal discreto equivalente, recurrimos al modelo
(6.3), que nos permite escribirq[n] como

q[n]=




p[0] p[1] · · · · · · · · · p[K] 0 · · · 0

0 p[0] p[1] · · · · · · · · · p[K]
. ..

...
...

. .. . . . . . . . .. 0
0 · · · 0 p[0] p[1] · · · · · · · · · p[K]




︸ ︷︷ ︸
=P T




A[n]
A[n− 1]

...
A[n−K −Kw]




︸ ︷︷ ︸
.
=a[n]

+




z[n]
z[n− 1]

...
z[n−Kw]




︸ ︷︷ ︸
.
=z[n]

⇔ q[n] = P Ta[n] + z[n] (6.54)

El vectora[n] recoge los símbolos transmitidos, mientras que en el vectorz[n] se incluyen
las muestras del ruido. La matrizP , de tamaño(K+Kw+1)×(Kw+1), y cuya traspuesta
interviene en (6.54), se denominamatriz de convolución del canal.Nótese queP es toeplitz.

Utilizando la expresión (6.54) se llega a

rqA = E{(P Ta[n] + z[n])∗A[n− d]}
= PHE{a∗[n]A[n− d]}+ E{z∗[n]A[n− d]} (6.55)

El ruido y los símbolos están incorrelacionados por ser estadísticamente independientes, y
dado que su media es cero, el segundo sumando en (6.55) se anula:E{z∗[n]A[n − d]} =
E{z∗[n]}E{A[n− d]} = 0, esto es, un vector con componentes nulas. Por otro lado, para
un retardod con0 ≤ d ≤ K +Kw se tiene

E{a∗[n]A[n− d]} = Es · νd (6.56)

dondeEs es la energía media por símbolo yνd se define como el vector cuyas componentes
son todas nulas excepto la(d+ 1)-ésima, que es igual a uno.

Multiplicando por la derecha a una matriz, el vectorνd produce un vector igual a la
columna(d + 1)-ésima de dicha matriz. Por tanto, sustituyendo (6.56) en (6.55), se tiene
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que el vectorE{q∗[n]A[n− d]} es simplemente la columna(d+1)-ésima de la matrizPH

(escalada por la energía media por símbolo):

rqA = Es · PHνd = Es ·




p∗[d]
p∗[d− 1]

...
p∗[d−Kw]


 (6.57)

Usando (6.54), obtenemos ahora la siguiente expresión para la matriz de autocorrelación
de la señal a la salida del canal discreto equivalente:

Rq = E{(PHa∗[n] + z∗[n])(aT [n]P + zT [n])}
= PHE{a∗[n]aT [n]}P + E{z∗[n]zT [n]}

+ PHE{a∗[n]zT [n]}+ E{z∗[n]aT [n]}P (6.58)

Los dos últimos sumandos en (6.58) son cero debido a la incorrelación entrelas secuen-
cias de símbolos y de ruido. Por otro lado, dado que estas dos secuenciasson blancas con
varianzasEs y σ2z respectivamente, sus matrices de autocorrelación se reducen a

E{a∗[n]aT [n]} = Es · I, E{z∗[n]zT [n]} = σ2z · I (6.59)

Sustituyendo esto en (6.58), la matriz de autocorrelación puede escribirsecomo

E{q∗[n]qT [n]} = Es · PHP + σ2zI (6.60)

Por tanto, sustituyendo (6.57) y (6.60) en (6.49), obtenemos finalmente la expresión del
igualador MSE óptimo en función de los parámetros del canal:

wd,MSE = (EsP
HP + σ2zI)

−1(EsP
Hνd)

= (PHP + λI)−1PHνd (6.61)

donde se ha introducido el inverso de la relación señal a ruido

λ
.
=
σ2z
Es

(6.62)

Finalmente, utilizando (6.60) y (6.61), el valor mínimo de la varianza del errordado en
(6.50) puede escribirse como

mı́n
w

E{|ed[n]|2} = Es

[
1− νHd P (PHP + λI)−1PHνd

]
(6.63)

que no es sino el elemento(d + 1)-ésimo de la diagonal de la matriz6 I − P (PHP +
λI)−1PH . Por tanto, basta invertir la matrizPHP + λI para obtener el error cuadrático
medio correspondiente a todos los retardos en el rango admisible0 ≤ d ≤ K +Kw.

6Nótese queνH
i Mνj es el elemento(i, j) de la matrizM .

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



6.3 IGUALACIÓN LINEAL 335

De particular interés es el caso en el que la relación señal a ruido es elevada, de forma
queλ → 0. De hecho, tomarλ = 0 equivale a ignorar el ruido, lo que puede considerarse
como un diseño ZF alternativo7 al del Apartado 6.3.1:

wd,ZF = (PHP )−1PHνd (6.64)

El cálculo del igualador ZF mediante (6.64) posee la ventaja de no requeriruna factori-
zación espectral del canal discreto equivalenteP (z), pues dicha factorización puede ser
computacionalmente problemática, sobre todo si el orden del canal es elevado. Mediante es-
te diseño, el igualador trata de ajustar la respuesta impulsional del canal global a un impulso
δ[n− d], el cual representa una respuesta ideal libre de ISI (véase ProblemaP6.14).
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Figura 6.12. Distorsión de pico en el canal global usando un igualador ZF con varios
órdenes, parap[n] = 0,3δ[n]− 0,12δ[n− 1]− 0,42δ[n− 2]− 0,5δ[n− 4].

Ejemplo 6.12
Consideremos el canalp[n] = 0,3δ[n]−0,12δ[n−1]−0,42δ[n−2]−0,5δ[n−4]. Los ceros de
P (z) se encuentran aproximadamente en{1,64, −1,34, 0,87e±j0,4811π}. En la Figura 6.12 se
representa la distorsión de pico (definida en (6.7) correspondiente al canal global obtenido me-
diante el igualador ZF (6.64), para varios órdenesKw del igualador, y en función del retardod.
Recuérdese queγISI = Dpico/η, de forma que valores pequeños deDpico indican una menor ISI
residual; y que se requiereDpico < η para abrir el ojo de forma que, en ausencia de ruido, el deci-
sor símbolo a símbolo basado en la distancia euclídea no cometa errores. Las líneas horizontales
en la Figura 6.12 indican los valores deη para las constelaciones BPSK, 4-PAM y 8-PAM.

7CuandoKw y d son lo suficientemente elevados, los igualadores ZF obtenidos mediante ambos criterios
son prácticamente iguales.
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Las prestaciones del igualador mejoran a medida que se aumenta el número de sus coeficientes,
como cabía esperar. Nótese que el orden requerido para un igualador capaz de abrir el ojo es
mayor cuanto mayor sea el número de elementos de la constelación. En concreto, ninguno de los
órdenes representados es suficiente si la constelación empleada es 8-PAM. Por otra parte, para
un ordenKw dado, existe una importante variación con el retardo. Obsérvese que los retardos
que proporcionan una mayor reducción de la ISI suelen encontrarse en los valores intermedios
del rango admisible[0,Kw +K], mientras que hacia los extremos de este rango las prestaciones
se degradan sustancialmente. Este comportamiento es típico de canales que poseen ceros tanto
dentro como fuera de la circunferencia unidad.

Para relaciones señal a ruido suficientemente elevadas, se tieneλ ≈ 0 y los igualadores
diseñados bajo los criterios MSE (6.61) y ZF (6.64) son similares. Esto es intuitivamente sa-
tisfactorio: cuando el nivel de ruido es muy bajo la tarea del igualador sereduce a eliminar
la ISI, tal y como se pretende con el criterio forzador de ceros. Sin embargo, a medida que el
nivel de ruido aumenta, la diferencia entre los diseños ZF y MSE se hace más aparente. Co-
mo ya se ha dicho, al haberse ignorado el ruido en su diseño, el igualador ZF corre el riesgo
de amplificar excesivamente el ruido en las bandas de frecuencia en queel canal introduce
atenuaciones considerables. Por el contrario, el igualador MSE alcanza un equilibrio entre
realce de ruido y compensación de la ISI.

Ejemplo 6.13
La Figura 6.13 muestra la función de transferencia del canaldiscreto equivalentep[n] del Ejem-
plo 6.12, así como la del igualador lineal MSE de ordenKw = 25 y retardod = 10 para
diferentes niveles de ruido. En ausencia de ruido aditivo, esto es, con SNR =λ−1 =∞, el igua-
lador MSE coincide con el ZF, de forma que|W (ejω)| (dB) + |P (ejω)| (dB)≈ 0. Por otro lado,
a medida que la relación señal a ruido empeora, la ganancia del igualador MSE en torno a las fre-
cuenciasω = π/2 y ω = π (en las cuales la atenuación introducida por el canal es considerable)
disminuye progresivamente. Este efecto evita el realce delruido a la salida del igualador.

El igualador lineal constituye una herramienta poderosa para la compensación de la ISI.
Tal como se ha visto, es posible abrir el ojo a la salida del igualador si el número de coe-
ficientes y el retardo correspondiente se eligen adecuadamente. Por otro lado, el igualador
lineal presenta los siguientes inconvenientes:

Básicamente, el filtro igualador trata de aproximar el inverso del canal discreto equi-
valente. Cuando este presenta una atenuación considerable en alguna banda de fre-
cuencias (típicamente debido a algún cero de su función de transferenciapróximo a la
circunferencia unidad), el número de coeficientes del igualador necesario para apro-
ximar este inverso (y así abrir el ojo) de forma satisfactoria puede ser excesivamente
grande.

Cuando el ruido presente es sustancial, el igualador lineal ha de mantener un compro-
miso entre compensación de ISI y realce del ruido. Así, a medida que la relación señal
a ruido en recepción disminuye, la ISI residual a la salida del igualador aumentará.

En el siguiente apartado presentaremos un esquema de igualación alternativo que puede
mitigar en gran medida los inconvenientes anteriores del igualador lineal.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



6.4 IGUALADOR CON REALIMENTACIÓN DE DECISIONES 337

0     
−15

−10

−5

0

5

10

15

|P(ejω)|

|W(ejω)|
SNR = ∞

15 dB
10 dB

(dB)

ωπ/4 π/2 3π/4 π

Figura 6.13.Magnitud de la función de transferencia del canal (línea continua) y del igua-
lador lineal MSE (líneas discontinuas) del Ejemplo 6.13.

6.4. IGUALADOR CON REALIMENTACIÓN DE DECISIONES

El método de igualación que se desarrollará en este apartado supone un intento de supe-
rar los problemas asociados con el igualador lineal (realce del ruido y necesidad de órdenes
elevados), sin incurrir en el elevado coste computacional del detector ML del Apartado 6.2.
La idea principal consiste en utilizar las estimaciones de los símbolos obtenidas en ins-
tantes anteriores para mitigar la ISI, por lo que este esquema se denominaigualador con
realimentación de decisiones,o igualador DFE (“decision feedback equalizer”). Dado que
estas decisiones son generadas por el decisor símbolo a símbolo, el cuales un dispositivo
no lineal, el igualador DFE constituye asimismo un elemento no lineal, a diferenciade los
igualadores presentados en el Apartado 6.3. Veremos cómo es posible salvar esta dificultad
si se supone que la tasa de error resultante es suficientemente baja. Esta suposición hará
posible el diseño del igualador DFE bajo el criterio del error cuadráticomedio (MSE).

6.4.1. Concepto de realimentación de decisiones

Para ilustrar el funcionamiento del igualador con realimentación de decisiones, consi-
deremos un caso particular en el que el canal discreto equivalentep[n] es tal que su primer
coeficiente es la unidad (esto es,p[0] = 1), de forma que la señal recibida toma la forma

q[n] = A[n] +
K∑

k=1

p[k]A[n− k] + z[n] (6.65)
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Una posible estrategia para eliminar la ISI dada por el segundo sumando en(6.65) consiste
en restar aq[n] una estimación de dicha ISI, construida a partir de las decisionesÂ[n − 1],
. . . , Â[n−K] obtenidas en instantes anteriores. Así se obtiene la secuenciau[n],

u[n] = q[n]−
K∑

k=1

p[k]Â[n− k]

= A[n] +
K∑

k=1

p[k](A[n− k]− Â[n− k]) + z[n] (6.66)

y a partir de ella se obtendría la siguiente decisiónÂ[n] como el símbolo de la constela-
ción más próximo au[n] en distancia euclídea. De (6.66) se desprende que si las decisiones
coinciden con los símbolos originales (como debe ser si el receptor está funcionando ade-
cuadamente), es decir, sîA[n − k] = A[n − k] parak = 1, . . . ,K, entonces el segundo
sumando en (6.66) se anula, resultando enu[n] = A[n]+z[n]. Vemos que con esta estrategia
se ha logrado eliminar totalmente la ISI, sin amplificar el ruido en el proceso, yutilizando un
número de coeficientes razonable (en este caso igual al orden del canalK): ¡los principales
inconvenientes del igualador lineal del Apartado 6.3 parecen haber sido superados!

Hemos de ser cautos en nuestras conclusiones, pues el desarrollo anterior depende crí-
ticamente de la suposición de que el primer coeficiente del canal discreto equivalente es
p[0] = 1. ¿Qué ocurre si esto no se cumple? Tal como muestra el siguiente ejemplo, es
posible incurrir en un realce importante del ruido.

Ejemplo 6.14
Si p[0] 6= 1, la señal de entrada al decisor podría construirse como

u[n] =
q[n]

p[0]
−

K∑

k=1

p[k]

p[0]
Â[n− k]

= A[n] +

K∑

k=1

p[k]

p[0]
(A[n− k]− Â[n− k]) + z[n]

p[0]
(6.67)

de forma que si las decisiones anteriores son correctas, se tieneu[n] = A[n] + z[n]
p[0] y la ISI

desaparece. Sin embargo, la potencia de ruido a la entrada del decisor pasa a serσ2
z/|p[0]|2, la

cual será mayor cuanto menor sea el valor de|p[0]|, con el consiguiente aumento de la proba-
bilidad de error a la salida del decisor. Vemos por tanto que la estrategia de realimentación de
decisiones no está libre del problema del realce del ruido.

El problema estriba en que es posible tener un canal con|p[0]| ≪ 1. En tal situación,
podría admitirse un retardod > 0 en la estimación de la secuencia original de símbolos, es
decir, utilizar como referencia para la decisión el símboloA[n−d]. Para minimizar el realce
del ruido,d puede elegirse como el índice del mayor coeficiente (cursor) de la respuesta
impulsional del canal, de forma que|p[d]| > |p[k]| para todok 6= d. Sin embargo, con esta
estrategia aparece un nuevo fenómeno, tal como muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 6.15
Si d es el índice correspondiente al cursor del canal, las decisiones se obtienen de modo que

Â[n− d] es el elemento de la constelación más cercano a la entradau[n] al decisor, dada por

u[n] =
q[n]

p[d]
−

K∑

k=d+1

p[k]

p[d]
Â[n− k]

=

(
d−1∑

k=0

p[k]

p[d]
A[n− k]

)
+A[n− d]

+

(
K∑

k=d+1

p[k]

p[d]
(A[n− k]− Â[n− k])

)
+

(
z[n]

p[d]

)
(6.68)

Si las decisiones previaŝA[n− d− 1], . . . ,Â[n−K] son correctas, el tercer sumando en (6.68),
denominadoISI postcursora,se anulará. La componente de ruido es el cuarto sumando en (6.68),
cuya varianza esσ2

z/|p[d]|2. Por otro lado, observamos ahora la aparición del primer sumando en
(6.68), correspondiente a la ISI debida a los coeficientesp[0], p[1], . . . ,p[d − 1] del canal. Este
término, denominadoISI precursora,no puede cancelarse puesto que las decisiones necesarias
para ello,Â[n], Â[n − 1], . . . , Â[n − d + 1], todavía no se hallan disponibles: sólo es posible
realimentar decisiones previas.

Así, vemos que la estrategia de realimentación de decisiones no es necesariamente capaz de can-
celar siempre toda la ISI, sino únicamente la ISI postcursora. En el peor de los casos podríamos
tenerd = K, de forma que no sería posible cancelar ningún término de ISIutilizando decisiones
previas (toda la ISI constituye ISI precursora).

De los Ejemplos 6.14 y 6.15 se desprende que la realimentación de decisiones deberá
alcanzar un equilibrio entre cancelación de ISI y amplificación de ruido, taly como ocurría
con el igualador lineal MSE del Apartado 6.3. Con todo, las prestacionesobtenibles con un
igualador DFE diseñado adecuadamente suelen ser mucho mejores que las de un igualador
lineal de complejidad similar (mismo número de coeficientes), debido a que las decisiones
se hallan libres de ruido, gracias a la acción del decisor símbolo a símbolo.

Por otro lado, la eliminación completa de la ISI postcursora depende de que las deci-
siones previas sean correctas. En la práctica, sin embargo, la probabilidad de error nunca
es exactamente cero. Supóngase que, en un instante dadon0, el ruido aditivo es tal que la
decisión correspondiente es errónea:A[n0−d] 6= Â[n0−d]. Además de producirse un error
de decisión, al realimentar la cantidad erróneaÂ[n0 − d] en nuestro intento de cancelar la
ISI postcursora en el instanten0+1, es posible que en realidadaumentemosdicha ISI. Este
aumento puede provocar una nueva decisión incorrectaÂ[n0 − d+ 1], la cual será también
realimentada, pudiendo provocar nuevos errores, y así sucesivamente. Este fenómeno, de-
nominadopropagación de errores,es una consecuencia inevitable del hecho de realimentar
decisiones previas y suele resultar de forma típica en ráfagas de varios símbolos incorrec-
tos. La longitud y frecuencia de aparición de dichas ráfagas dependendel entorno particular
de operación (respuesta impulsional del canal, potencia de ruido y constelación utilizada) y
naturalmente suponen una degradación en las prestaciones del igualador.
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6.4.2. Estructura del igualador DFE

El diagrama de la estructura de un igualador DFE en el caso más general se muestra en la
Figura 6.14(a). Uno de sus bloques es el filtro precursorW (z), que es un filtro FIR de orden
Kw, y cuya misión consiste en mitigar la ISI precursora, la cual, como se ha visto, no puede
ser cancelada mediante realimentación de decisiones previas. El otro bloque constituyente
del igualador DFE es el filtro de realimentaciónB(z), también un filtro FIR de ordenKb, y
que posee la peculiaridad de ser estrictamente causal (de no ser así, el lazo de realimentación
de la Figura 6.14(a) no sería implementable causalmente). Así, las Transformadas Z de estos
filtros se pueden escribir en función de sus coeficientes como

W (z) =

Kw∑

k=0

w[k]z−k, B(z) =

Kb∑

k=1

b[k]z−k (6.69)

de forma que la operación del igualador DFE es la siguiente:

u[n] =

Kw∑

k=0

w[k]q[n− k]−
Kb∑

k=1

b[k]Â[n− d− k] (6.70)

siendoÂ[n − d] la decisión tomada sobreu[n]. Nótese que paraKb = 0 el filtro de re-
alimentación desaparece y recuperamos la configuración del igualador lineal del Apartado
6.3.

Decisor
A n[  ]

z n[  ]

q n[  ] Â n d[  -   ]
P z( )

canal
filtro

precursor

(a)

(b)

u n[  ]

filtro de
realimentación

A n[  ]
P z( )

z n[  ]

W z( )

z
-d

u n[  ] Â n d[  -   ]q n[  ]

W z( )

B z( )

B z( )

Decisor

Figura 6.14. (a) Igualación con realimentación de decisiones; (b) Sistema equivalente si
las decisiones son siempre correctas (Â[n− d] = A[n− d] para todon).

Debido a la presencia del decisor dentro del lazo de realimentación de la Figura 6.14
el igualador DFE resulta ser un sistema no lineal, en el sentido de que la señal de entrada
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al decisor símbolo a símbolou[n] depende de una forma no lineal de sus valores pasados
u[n − 1], . . . , u[n − Kb]. Este hecho complica el diseño y el análisis del igualador DFE
de forma sustancial. Sin embargo, si la probabilidad de error obtenida es suficientemente
pequeña (como cabe esperar de un correcto diseño), podemos suponer que las decisiones
previas coincidirán con los símbolos originales:Â[n − d − k] = A[n − d − k], para1 ≤
k ≤ Kb y para todon. Usando esta aproximación, los diagramas de la Figuras 6.14(a) y (b)
son equivalentes. En esta última configuración, vemos que la dependenciadeu[n] con los
símbolos originales y con el ruido aditivo es lineal en ambos casos.

La hipótesis bajo la cual todas las decisiones previas están libres de errores facilita enor-
memente el estudio del igualador DFE y es por ello muy utilizada. Aunque los resultados
así obtenidos suelen ser aceptables, es importante recordar que en la práctica la probabi-
lidad de error, aunque baja, nunca llegará a ser nula, por lo que tal suposición no deja de
ser una aproximación. El diseño del igualador DFE deberá en cualquiercaso ser validado
(típicamente, mediante simulación numérica), para así verificar que sus prestaciones no se
ven degradadas por el fenómeno de la propagación de errores hastael punto de dejar de
satisfacer las especificaciones iniciales.

Para el cálculo de los filtros del igualador es conveniente expresar la entrada al decisor
en términos del producto escalar de ciertos vectores. Agrupemos los coeficientes del filtro
precursor y del filtro de realimentación en los vectoresw y b respectivamente:

w
.
= [w[0], w[1], · · · , w[Kw]]

T , b
.
= [b[1], b[2], · · · , b[Kb]]

T (6.71)

La señal de entrada al decisor se puede escribir comou[n] = wTq[n]− bT â[n], donde los
vectores con las muestras de la señal recibida y las decisiones previas son, respectivamente,

q[n]
.
= [q[n], q[n− 1], q[n− 3], · · · , q[n−Kw]]

T (6.72)

â[n]
.
=

[
Â[n− d− 1], Â[n− d− 2], · · · , Â[n− d−Kb]

]T
(6.73)

Utilizando la hipótesis de que las decisiones previas coinciden con los símbolosoriginales,
(6.73) se puede reescribir como

â[n] = [A[n− d− 1], A[n− d− 2], · · · , A[n− d−Kb]]
T (6.74)

De esta forma la operación del igualador DFE puede representarse comoen la Figura
6.14(b). Bajo esta hipótesis, y dado que el vector dado en (6.74) no depende de los coeficien-
tesw, b, el cálculo del igualador DFE puede reformularse como un problema de estimación
óptimalineal.

6.4.3. Igualador DFE bajo el criterio de error cuadrático me dio

De forma similar al caso del igualador lineal, adoptaremos el criterio MSE para el cálcu-
lo del igualador con realimentación de decisiones. Bajo el criterio MSE, los filtros se esco-
gen de forma que la varianza del error de estimación sea mínima. Denotaremosporwd y
bd los vectores de coeficientes que minimizanE{|ed[n]|2}, donde, como anteriormente, la
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señal de error se define como la diferencia entre la secuencia original de símbolos (con un
retardod) y la entrada al bloque decisor:

ed[n]
.
= A[n− d]− u[n] = A[n− d]− (wTq[n]− bT â[n]) (6.75)

A la hora de calcular el igualador DFE óptimo es posible utilizar directamente el método
expuesto en el Apéndice 6.B para obtener simultáneamente los coeficientes de ambos filtros
(precursor y de realimentación), agrupados en el vector[wT bT ]T . Sin embargo, es más
instructivo realizar inicialmente la optimización del filtro de realimentación,suponiendo un
filtro precursor fijo;el vectorb así obtenido es una función del filtro precursorw. Para este
valor deb, es posible entonces obtener el vectorw óptimo.

Para comenzar, recordemos el modelo matricial (6.54) de generación delvectorq[n]
dado en (6.72) y que repetimos aquí por conveniencia:

q[n] = P Ta[n] + z[n] (6.76)

conP la matriz de convolución del canal, ya[n], z[n] los vectores de símbolos y de ruido:

a[n] = [A[n], A[n− 1], · · · , A[n−K −Kw]]
T (6.77)

z[n] = [z[n], z[n− 1], · · · , z[n−Kw]]
T (6.78)

Así, la señal a la entrada del bloque decisor puede escribirse de la siguiente forma:

u[n] = wTq[n]− bT â[n] = wTP Ta[n]− bT â[n] +wTz[n] (6.79)

Llegados a este punto, definamos lamatriz de selecciónSd, de tamañoKb× (K+Kw+1),

Sd
.
=
[
0Kb×(d+1) IKb

0Kb×[(K+Kw)−(d+Kb)]

]
(6.80)

donde0 e I denotan la matriz nula y la matriz identidad respectivamente y los subíndices
indican el tamaño de la matriz. Así, los vectoresa[n] y â[n] están relacionados mediante

â[n] = Sd · a[n] (6.81)

Obsérvese que para que (6.80) y (6.81) tengan sentido, ha de verificarse que

d+Kb ≤ K +Kw (6.82)

Aunque en principio los órdenesKw, Kb y el retardod no tendrían por qué cumplir la
condición (6.82), de ser así los últimos(d + Kb) − (K + Kw) coeficientes del filtro de
realimentación óptimo serían iguales a cero (véase Problema P6.17). Esto significa que el
problema es equivalente a otro en el que el filtro de realimentación tiene un ordenK ′

b < Kb

tal que (6.82) se satisface con igualdad, esto es,d+K ′
b = K +Kw. Por tanto, en adelante

supondremos que (6.82) se cumple.
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Filtro de realimentación óptimo

Procedamos ahora a calcular el filtro de realimentación que minimiza el error cuadrático
medio para un filtro precursor dado. El errored[n] en (6.75) puede escribirse como

ed[n] = (A[n− d]−wTq[n])− (−bT â[n]) (6.83)

y por tanto el diseño del filtro de realimentación bajo el criterio MSE paraw fijo equivale
al de la estimación lineal de la variableA[n− d]−wTq[n] basándonos en el vector−â[n].
La solución, de acuerdo con el Apéndice 6.B, está dada por

bopt(w) = −E{â∗[n]âT [n]}−1E{â∗[n](A[n− d]−wTq[n])} (6.84)

La matriz en (6.84) es simplementeE{â∗[n]âT [n]}−1 = E−1
s IKb

, bajo la hipótesis de
correctas decisiones previas. Por otro lado,E{â∗[n]A[n− d]} = 0Kb

debido a la indepen-
dencia entreA[n − d] y los símbolos contenidos en̂a[n] (véase (6.74)). Así, utilizando el
modelo (6.76) y la relación (6.81), junto con la independencia de símbolos y ruido, obtene-
mos los coeficientes del filtro de realimentación en función de los del filtro precursor:

bopt(w) = −E−1
s ·

(
E{â∗[n]A[n− d]} − E{â∗[n]qT [n]}w

)

= E−1
s · E{â∗[n](aT [n]P + zT [n])}w

= E−1
s · E{â∗[n]aT [n]} · Pw

= SdPw (6.85)

La expresión (6.85) tiene una fácil interpretación, si observamos que el vector c = Pw

recoge los coeficientesc[0], c[1], . . . ,c[K +Kw] del canal globalc[n] = w[n] ∗ p[n] (véase
Problema P6.14). De este hecho y de la definición (6.80) de la matriz de selecciónSd, vemos
que los coeficientes del filtro de realimentación óptimo dado en (6.85) satisfacen

b[k] = c[k + d], k = 1, 2, . . . ,Kb (6.86)

lo que significa que, cualquiera que sea el valor del filtro precursorw[n], el filtro óptimo de
realimentación para el retardod se encargará de cancelar la ISI postcursora del canal global
c[n] = w[n] ∗ p[n] en la ventana de coeficientesd+ 1, . . . ,d+Kb.

Filtro precursor óptimo

Ahora procederemos a calcular los coeficientes del filtro precursorw óptimo, tomando
como filtro de realimentación el calculado mediante (6.85). Dado que este filtro de reali-
mentación cancela la ISI postcursora en la ventana de coeficientes (6.86), la tarea del filtro
precursor será mitigar la ISI precursora, así como la ISI postcursoraresidual (fuera de dicha
ventana), sin amplificar en exceso el ruido. La Figura 6.15 ilustra la partición de la respuesta
impulsional del canal globalc[n] y su alineación con el filtro de realimentaciónb[n].
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c[0] c[1] c d[ +1] c d K[ + ]bc d[ ]

b[1] b K[ ]b

c d K[ + ]b+1 c K K[ + ]w
……

…

…

ventana de ISI postcursora
cancelada

c d-[ 1]

ventana de ISI postcursora
residual

ventana de ISI precursora

cursor

filtro de realimentación

canal global c n w n p n[ ] = [ ]* [ ]

Figura 6.15.Alineación temporal del canal global y del filtro de realimentación.

Para determinar el vectorw que minimiza el error cuadrático medio, escribamos primero
la entrada al decisor obtenida con el filtro de realimentación óptimo (6.85) como

u[n] = wTq[n]− bTopt(w)â[n]

= wT (P Ta[n] + z[n])−wTP TST
dSda[n]

= wT (P TDda[n] + z[n]) (6.87)

donde hemos introducido la siguiente matriz de tamaño(K +Kw + 1)× (K +Kw + 1):

Dd
.
= I − ST

dSd (6.88)

La matrizDd se obtiene fijando a cero los elementosd+ 2, . . . ,d+Kb + 1 de la diagonal
de la matriz identidad de tamañoK +Kw + 1, de forma que el vectorDda[n] se obtiene
sustituyendo por ceros los símbolosA[n− d− 1], . . . ,A[n− d−Kb] del vectora[n]. Esto
es debido a la cancelación de ISI postcursora por parte del filtro de realimentación (6.85).

Utilizando la expresión (6.87) parau[n], el errored[n] en (6.75) puede escribirse como

ed[n] = A[n− d]−wT (P TDda[n] + z[n]) (6.89)

Esta expresión es similar a la correspondiente a la que se obtiene para un igualador lineal
(véase Apartado 6.3.2), con la salvedad de que la matrizP es sustituida ahora porDT

dP .
Por tanto, la expresión del vectorw del filtro precursor que minimiza la varianza deed[n] se
puede obtener directamente de la correspondiente al igualador lineal MSE, dada en (6.61),
sin más que realizar dicha sustitución. Usandoλ = σ2z/Es como anteriormente, tendremos

wd =
(
PHD∗

dD
T
dP + λI

)−1
PHD∗

dνd (6.90)

Se comprueba fácilmente que la matrizDd satisfaceD∗
dD

T
d = Dd, así comoD∗

dνd = νd.
Con esto, y dado que el filtro de realimentación óptimo esbd = bopt(wd), obtenemos la
expresión final de los filtros del igualador DFE para el retardod, bajo el criterio MSE:

wd =
(
PHDdP + λI

)−1
PHνd, bd = SdPwd (6.91)
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El valor mínimo del error cuadrático medio, obtenido con estos filtros, es portanto

E{|ed[n]|2}
∣∣
wd,bd

= Es ·
[
1− νHd P (PHDdP + λI)−1PHνd

]
(6.92)

Debido a la presencia de la matrizDd en (6.92), el cálculo del error cuadrático medio
mínimo del igualador DFE correspondiente a cada valor del retardod requiere la inversión
de una matriz de tamañoKw + 1.

Aunque en todo momento hemos considerado el criterio MSE para el cálculo de los
filtros, es también posible utilizar el enfoque ZF para tal fin, sin más que ignorar el efecto del
ruido presente en el receptor. El igualador resultante se obtendría haciendoλ = 0 en (6.91).
Hay que señalar, sin embargo, que el error cuadrático medio resultante con el igualador
ZF-DFEno se obtiene de (6.92) tomandoλ = 0.

6.4.4. Consideraciones sobre el diseño del igualador DFE

En la mayoría de casos prácticos, el número total de coeficientes del igualadorKb +
Kw + 1 suele hallarse acotado debido a restricciones sobre la circuitería del receptor. Por
tanto, además de escoger el retardo globald, en el diseño del igualador DFE se habrá de
determinar cómo repartir los recursos disponibles (esto es, el número totalde coeficientes)
entre los filtros precursor y de realimentación. En un extremo, asignandoKb = 0 obtene-
mos el diseño del igualador lineal del Apartado 6.3 con su limitación inherenteen cuanto a
eliminación de ISI. En el otro, asignando un único coeficiente al filtro precursor (Kw = 0),
el igualador DFE es incapaz de reducir la ISI precursora (véase Ejemplo 6.15). Por tanto, es
preciso alcanzar un compromiso para los órdenes de ambos filtros.

En principio, la elección óptima, bajo el criterio MSE, pasaría por calcular elerror cua-
drático medio obtenido con todas las posibles combinaciones(Kw,Kb, d). Esta estrategia
de fuerza bruta puede resultar excesivamente costosa en recursos de cálculo, por lo que es
importante disponer de ciertas guías generales que nos ayuden al respecto.

En los Ejemplos 6.14 y 6.15 se observa que una buena estrategia para limitar elrealce
del ruido debido al filtro precursor consiste en tratar de ajustar el retardo globald a
la posición del cursor del canal discreto equivalentep[n] (esto es, su coeficiente de
mayor magnitud). Por otro lado, el retardo introducible mediante el filtro precursor
deberá estar comprendido entre0 y Kw. Por tanto, si denominamosdp la posición del
cursor dep[n], cabe esperar que los retardos comprendidos en el rangodp ≤ d ≤
dp +Kw proporcionen una reducción considerable del error cuadrático medio.

Dado que la misión del filtro de realimentación es cancelar la ISI postcursora, su
ordenKb debería fijarse para incluir en la ventana de cancelación la mayoría de los
coeficientes dec[n] = w[n] ∗ p[n] más significativos (véase Figura 6.15). Un buen
punto de partida consiste en elegirKb de forma que la ventana(p[dp+1], · · · , p[dp+
Kb]) contenga los postcursores dep[n] con magnitudes significativas.

La señal de entrada al filtro de realimentación pertenece a un alfabeto finito(la conste-
lación utilizada). Por esta razón, en numerosas ocasiones la complejidad computacio-
nal asociada a dicho filtro puede ser considerablemente menor que la correspondiente
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al filtro precursor, aun cuando este posea un número bastante menor decoeficientes.
Por ejemplo, si los símbolosA[n] se extraen de una constelación QPSK, la operación
del filtro de realimentación no requiere multiplicaciones y puede efectuarse de forma
exacta utilizando únicamente sumas y restas. Este hecho puede influir en el reparto
final de coeficientes entre el filtro precursor y el de realimentación.
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Figura 6.16.Respuesta impulsional y función de transferencia del canaldiscreto equiva-
lente del Ejemplo 6.16.

Ilustraremos los pasos en el diseño del igualador DFE mediante el siguienteejemplo.

Ejemplo 6.16
Considérese un sistema con un filtro de recepción adaptado alpulso de transmisióng(t), el cual
consiste en un pulso en raíz de coseno alzado con factor de caídaα = 0,1 y truncado a una
duración8T , conT el periodo de símbolo. La respuesta impulsional del canal multitrayecto es
de la formah(t) =

∑L
i=1 βiδ(t − τi), de modo que el canal discreto equivalentep[n] (véase

Apartado 5.1.3) es

p[n] =

L∑

i=1

βie
−jωcτirg(nT − τi) (6.93)

donderg(t) = g(t) ∗ g(−t) y ωc es la frecuencia de portadora. En nuestro ejemplo se ha tomado
L = 4 caminos,ωcT = 2π · 127 rad, y

β1 = 0,2; β2 = 0,9; β3 = 0,6; β4 = 0,4;

τ1 = 0,2T ; τ2 = 2,7T ; τ3 = 6,5T ; τ4 = 11,3T (6.94)

La respuesta impulsional y la función de transferencia del canal discreto equivalente se represen-
tan en la Figura 6.16. El coeficiente de mayor magnitud dep[n] reside en la posicióndp = 6,
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tras la cual se aprecia una considerable ISI postcursora abarcando unos 10 periodos de símbolo.
Siguiendo las directrices de diseño anteriores, cabe esperar una reducción significativa del error
cuadrático medio sobre el rango de retardos6 ≤ d ≤ 6+Kw. El filtro de realimentación debería
poseer al menos 10 coeficientes para poder eliminar la ISI postcursora eficazmente.

La Figura 6.17 muestra los resultados obtenidos con tres diseños distintos, todos utilizando el
mismo número total de 30 coeficientes, para un valor deλ = 0,01 (relación señal a ruido
Es/N0 = 20 dB). ConKb = 0,Kw = 29 obtenemos el igualador lineal del Apartado 6.3.

Utilizando un igualador DFE conKb = 10,Kw = 19, el error cuadrático medio disminuye
sensiblemente (unos 7 dB) en el rango previsto de retardos6 ≤ d ≤ 25. El uso de un filtro de
realimentación más largo(Kb = 20,Kw = 9) no proporciona una mejora apreciable, puesto que
se están asignando coeficientes de realimentación a posiciones en las cuales la ISI postcursora
es poco significativa o inexistente. Además, al reducirse elorden del filtro precursor, el rango
de retardos idóneo se ve también reducido a6 ≤ d ≤ 15. En la Figura 6.18 se representan los
valores de la distorsión de pico obtenidos con estos tres diseños. El igualador lineal de orden 30
no es capaz de abrir el ojo para ningún valor del retardo, ni siquiera con una constelación QPSK.
La mejora introducida al utilizar realimentación de decisiones es clara.

Esta mejora se hace más patente a la luz de la Figura 6.19, la cual muestra la probabilidad de
error obtenida con los igualadores lineal y DFE para una constelación 16-QAM en función de la
relaciónEb/N0 (recordemos que, para la 16-QAM,Es = 4Eb). Ambos poseen un total de 30
coeficientes, de los cuales el igualador DFE utiliza 10 en el filtro de realimentación. El retardo
global elegido esd = 19. Obsérvese la dificultad del igualador lineal para reducir la probabilidad
de error. El igualador DFE, por otro lado, es capaz de mejorareste comportamiento ostensible-
mente, gracias a la capacidad de cancelar la ISI postcursorasin realzar el ruido.

Como comparación se muestra también la curva dePe para un igualador DFE idealizado en el
que el filtro de realimentación utiliza los símbolos transmitidos y no las decisiones previas. La
degradación en las prestaciones debido al efecto de propagación de errores se observa claramen-
te, sobre todo para relacionesEs/N0 elevadas. En este rango se aprecia también una distancia de
unos 2.5 dB entre el igualador DFE idealizado y la cota del filtro adaptado. Aunque sería ilustra-
tivo presentar la curva dePe para el detector ML del Apartado 6.2 como comparación, el lector
entenderá que no lo hayamos hecho si determina el número de estados del diagrama de rejilla
que el algoritmo de Viterbi debería utilizar para este canalcon modulación 16-QAM.

6.5. IGUALADOR FRACCIONARIO

A lo largo de este capítulo hemos supuesto que el receptor opera con las muestras de la
señal a la salida del filtro receptorf(t) obtenidas a la tasa de símbolo1/T , pues tal como
se demostró en el Apéndice 4.B, dichas muestras constituyen estadísticos suficientes para la
detección. Así, no hay en principio necesidad de muestrear a una tasa más elevada, lo cual
es conveniente desde el punto de vista de la complejidad del receptor. Sin embargo, tal como
se discutió en el Apartado 5.5, es frecuente encontrar implementaciones físicas en las que
la señal demodulada es muestreada a una tasa mayor que la de símbolo; por ejemplo, para
realizar convenientemente el filtro receptorf(t) de forma digital, o para la operación de los
esquemas de recuperación del instante de muestreo adecuado, descritos en el Apartado 11.4.

En ambos casos es común utilizar un periodo de muestreoTs conT/Ts un entero mayor
que 1; la elecciónTs = T/2 es quizá la más popular, pues proporciona un rendimiento
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satisfactorio (evita el aliasing para todo factor de caída en el rango0 ≤ α ≤ 1 cuandof(t)
es un pulso en raíz de coseno alzado), sin aumentar excesivamente la tasade muestreo.

Por tanto, en tal situación el filtro igualador puede operar directamente sobre estas mues-
tras espaciadasTs segundos, recibiendo entonces el calificativo defraccionariodebido a que
el periodo de muestreo (separación entre los coeficientes del igualador) es una fracción del
periodo de símboloT . La salida del igualador fraccionario se diezma posteriormente por un
factorT/Ts para obtener así una señal muestreada a periodo de símbolo, sobre la que se
tomarán decisiones símbolo a símbolo.

Obsérvese que si la duración temporal (orden del filtro multiplicado por elperiodo de
muestreo) de un igualador no fraccionario y la de uno fraccionario se mantienen al mismo
valor, el igualador fraccionario requiere una mayor potencia de cálculopues dispone de un
mayor número de coeficientes8. A pesar de ello, el uso de igualadores fraccionarios se ha ge-
neralizado bastante en el diseño de sistemas de comunicaciones digitales de alta velocidad.
Esto es debido a que estos sistemas presentan un potencial mayor en cuantoa reducción
de la ISI que un igualador no fraccionario, como veremos seguidamente, siendo a la vez
más robustos frente a errores en la recuperación del instante de muestreo (sincronización de
símbolo).

Ejemplo 6.17
Para ilustrar la sensibilidad a errores en el instante de muestreo de un receptor con muestreo

8El hecho de que la salida del igualador fraccionario es seguidamente diezmada permite aliviar este problema
utilizando las estructuras denominadaspolifase;véase por ejemplo [87, sec. 4.3.1].
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a tasa de símbolo, consideremos un caso sencillo en el que el canal equivalente en banda base
únicamente introduce un retardo:heq(t) = δ(t − ǫT ), donde|ǫ| < 0, 5. Supongamos que el
pulso de transmisióng(t) es un pulso en raíz de coseno alzado con factor de caídaα y truncado
a 8 periodos de símbolo. En recepción se usa el filtro adaptadoal pulso transmisor, por tanto,
f(t) = g(−t). El canal equivalente en banda base es

p(t) = g(t) ∗ heq(t) ∗ f(t) ≈ gca(t− ǫT ) (6.95)

dondegca(t) es un pulso en coseno alzado con factor de caídaα.

La señal a la salida del filtro receptor se muestrea en los instantest = nT . Por tanto, siǫ = 0,
entoncesp[n] ≈ δ[n] y no hay ISI, por lo que en principio no sería necesario utilizar un igualador.
Sin embargo, cuandoǫ 6= 0, el pulso en coseno alzado no se está muestreando exactamente en
sus cruces por cero. El canal discreto equivalente contendrá términos adicionales que introducen
ISI, tal como se ilustra en la Figura 6.20.

La Figura 6.21 muestra los resultados obtenidos cuando dicha ISI se corrige mediante un igua-
lador no fraccionario lineal MSE conKw + 1 = 9 coeficientes, para una relación señal a ruido
Es/N0 = 20 dB; el valor de retardo se ha optimizado para cada caso. Obsérvese que incluso sin
error en el sincronismo de símbolo (ǫ = 0) la distorsión de pico no es exactamente cero. Esto
es debido al truncamiento del pulso en raíz de coseno alzado aun número finito de periodos de
símbolo. Dicho efecto es más perjudicial cuanto menor sea elfactor de caída, ya que en ese caso
la magnitud de las colas del pulsog(t) decae a cero más lentamente.

También se observa que, independientemente deα, las prestaciones del igualador no fraccionario
se degradan ostensiblemente a medida que|ǫ| → 0, 5. La razón es que en tal casop[n] satisface
la propiedad de simetríap[K − n] = p[n], n = 0, 1,. . . ,K (véase Figura 6.20 paraǫ = 0, 5) y,
por tanto, su función de transferencia presenta un cero enω = π. El igualador lineal encuentra
gran dificultad para mitigar la ISI, debido a este cero situado sobre la circunferencia unidad.

En el Capítulo 11 se presentarán métodos de sincronización que pueden paliar en gran medida
estos problemas. Algunos de estos esquemas aprovechan ciertas propiedades del pulsop(t) para
recuperar el instante óptimo de muestreo, como puede ser la simetría del pulso en coseno alzado.
Sin embargo, cuando el canal es dispersivo, el pulso efectivo a la salida del filtro adaptado no
presentará tales propiedades, por lo que las prestaciones de los algoritmos de sincronización pue-
den degradarse sustancialmente. El uso de un igualador fraccionario permite ajustar su respuesta
para compensar posibles errores en el instante de muestreo,añadiendo robustez al receptor.

El diagrama de bloques de un igualador fraccionario conTs = T/2, incluyendo reali-
mentación de decisiones, se representa9 en la Figura 6.22. A la salida del filtro adaptado se
toman muestras de la señalq(t) a periodoT/2, que denotaremos porqs[n]

.
= q(nT/2). En

el Apartado 5.5 demostramos queqs[n] puede escribirse como

qs[n] =
∑

l

A[l]ps[n− 2l] + zs[n] (6.96)

9Es posible modificar la arquitectura de la Figura 6.22 situando el filtro adaptado tras el conversor continuo-
discreto (C/D). El filtro adaptado discreto se puede entonces absorberen el filtro fraccionario precursor. Natural-
mente, en tal situación todavía es necesario utilizar un filtro analógico de recepciónfaa(t) previo a la conversión
C/D con el objeto de eliminar ruido fuera de banda y evitar aliasing; véase Apartado 5.5.
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símboloǫ. Factor de caídaα = 0, 2, pulso transmisor truncado a 8 periodos de símbolo.
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donde

ps[n]
.
= p

(
nT

2

)
, zs[n]

.
= z

(
nT

2

)
(6.97)

son respectivamente las muestras a periodoT/2 del pulso equivalentep(t) y del ruido equi-
valente en banda basez(t). Dado que hemos supuesto en el Apartado 6.1.1 quep(t) tiene
una duración deTp segundos, y habiendo definidoK = ⌊Tp/T ⌋, se sigue que el número de
coeficientes no nulos deps[n] pasa a ser ahora2K + 1, como consecuencia del sobremues-
treo.

En la Figura 6.22, el filtro precursor fraccionarioWs(z) opera al doble de la tasa de
símbolo, por lo que se suele, con un cierto abuso de terminología, decir que sus coeficientes
están espaciadosT/2 segundos. Por otro lado, el filtro de realimentaciónB(z) opera a la
tasa de símbolo, por lo que se dice que sus coeficientes están espaciadosT segundos. Como
el diezmador que sigue al filtro precursor dispone de dos muestras por periodo de símbolo,
ha de descartar la mitad, de ahí el diezmador. Supondremos que el filtro derealimentación
cuenta conKb coeficientes espaciadosT segundos, mientras que el filtro precursor fraccio-
nario dispone de un número de coeficientes espaciadosT/2 segundos igual aK ′

w + 1, que
por simplicidad supondremos par. La longitud temporal del filtro precursorfraccionario es
entonces la misma que la de otro no fraccionario conKw + 1 = (K ′

w + 1)/2 coeficientes,
de forma que se tiene

Ws(z) =

2Kw+1∑

k=0

ws[k]z
−k, B(z) =

Kb∑

k=1

b[k]z−k (6.98)

Así, la operación del igualador fraccionario se puede expresar de la siguiente forma:

us[n] =

2Kw+1∑

k=0

ws[k]qs[n− k], u[n] = us[2n]−
Kb∑

k=1

b[k]Â[n− d− k] (6.99)

El cálculo del igualador fraccionario puede efectuarse de forma análoga a como se hizo
en el caso no fraccionario, si se expresa la entrada al decisoru[n] como

u[n] = wT
s qs[n]− bT â[n] (6.100)
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donde ahoraws contiene los2(Kw + 1) coeficientes espaciadosT/2 segundos deWs(z),
mientras que, debido al diezmado de la señalus[n], el vectorqs[n] está ahora dado por

qs[n] = [qs[2n], qs[2n− 1], qs[2n− 2], · · · , qs[2n− (2Kw + 1)]]T (6.101)

Los vectoresb y â[n] se definen de forma idéntica al caso no fraccionario, ya que los coefi-
cientes del filtro de realimentación están espaciadosT segundos.

Es posible obtener un modelo matricial para la generación del vectorqs[n] en (6.101)
de la formaqs[n] = P T

s a[n] + zs[n], donde ahorazs[n] se define a partir de las muestras
de ruidozs[n] de forma análoga a (6.101), el vectora[n] sigue estando dado por (6.77),
y la matrizP s puede construirse a partir de los coeficientes del canal muestreado conpe-
riodo T/2, ps[n] (véase Problema P6.19). Nótese que este modelo es formalmente idén-
tico al obtenido en (6.76) para el caso no fraccionario. Con dicho modeloy la expresión
(6.100), es posible obtener los coeficientesws y b para minimizar el error cuadrático medio
E{|ed[n]|2} = E{|A[n − d] − u[n]|2}, suponiendo como anteriormente que las decisio-
nes previas coinciden con los símbolos originales. El proceso a seguir escompletamente
análogo al mostrado para el caso no fraccionario y se deja al lector comoejercicio; la única
diferencia estriba en el hecho de que, debido al sobremuestreo, el ruido zs[n] ya no es blanco
(véase Problema P6.20).
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ciadoT/2 segundos), para un pulsop(t) en coseno alzado con factor de caídaα, en función
del error de sincronización de símboloǫ.
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Ejemplo 6.18
En la Figura 6.23 se muestra la distorsión de pico obtenida para un pulsop(t) en coseno alzado
con factor de caídaα como en el Ejemplo 6.17, y con un igualador MSE lineal fraccionario,
espaciadoT/2, en función del error de sincronización de símboloǫ. La relación señal a ruido
es deEs/N0 = 20 dB. Comparando las Figuras 6.21 y 6.23 se puede observar que el esquema
fraccionario es mucho menos sensible a errores en el instante de muestreo que el igualador no
fraccionario. ConK ′

w + 1 = 10 coeficientes, el esquema fraccionario presenta un coste compu-
tacional similar al del igualador no fraccionario de la Figura 6.21, mientras que, conK ′

w+1 = 18
coeficientes, ambos igualadores cubren la misma duración temporal.

6.6. PRESTACIONES ASINTÓTICAS DE LOS IGUALADORES

En los apartados precedentes hemos presentado el diseño de varias estructuras de iguala-
ción, siempre bajo la suposición de que los filtros presentes en dichas estructuras poseen un
número finito de coeficientes. Esta condición responde, evidentemente, a consideraciones
de índole práctica. Sin embargo resulta de interés analizar las prestacionesde los diversos
igualadores para el caso idealizado en el que la complejidad de los filtros nose ve restringida,
de forma que sus respuestas impulsionales pueden tener un número de coeficientes infinito.
Dichas prestaciones constituirán una cota superior sobre las de cualquier igualador práctico
con la misma estructura. Un diseño realista podrá acercarse a esta cota si lalongitud de los
filtros y el retardo global son lo suficientemente grandes, aunque nuncasuperarla. Por ello
procederemos ahora a analizar los igualadores lineal y con realimentaciónde decisiones
en el caso idealizado, bajo los criterios forzador de ceros y de mínimo error cuadrático
medio. Al no restringir la complejidad de los filtros, la optimización puede llevarsea cabo
directamente en el dominio de la frecuencia, como veremos seguidamente.

6.6.1. Igualador lineal

Consideremos el modelo discreto (con muestreo a periodoT de la salida del filtro de
recepción) del igualador lineal de la Figura 6.9. Calcularemos el igualador óptimo a perio-
do de símbolo (esto es, no fraccionario) bajo los criterios ZF y MSE, sin adoptar ninguna
restricción inicial sobre el canal discreto equivalente o el igualador, que podrán tener un
número ilimitado de coeficientes sin ser necesariamente causales:

P (z) =
∞∑

n=−∞
p[n]z−n, W (z) =

∞∑

n=−∞
w[n]z−n (6.102)

El error de igualaciónelin[n] = A[n − d] − ulin[n] es la diferencia entre la secuencia de
símbolos transmitidos (incluyendo un retardo globald) y la entrada al decisor dada por
ulin[n] = w[n] ∗ q[n]. Observemos ahora queelin[n] puede escribirse como

elin[n] = (δ[n− d]− w[n] ∗ p[n]) ∗A[n]− w[n] ∗ z[n] (6.103)

y dado que los procesosA[n] y z[n] son independientes, la función de autocorrelación de
elin[n] será la suma de las autocorrelaciones de cada uno de los dos términos en (6.103). Por
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tanto, la densidad espectral de potencia del error de igualación,Se,lin(e
jω), será asimismo

la suma de las densidades espectrales de potencia de cada uno de estos dos términos:

Se,lin(e
jω) =

∣∣∣e−jωd −W (ejω)P (ejω)
∣∣∣
2
SA(e

jω) +
∣∣W (ejω)

∣∣2 Sz(ejω)

= |e−jωd −WP |2Es + |W |2σ2z (6.104)

donde por claridad hemos eliminado el argumento deW (ejω) y P (ejω), y hemos utilizado
el hecho de queSA(ejω) = Es y Sz(ejω) = σ2z , por ser{A[n]} y {z[n]} procesos blancos.
El primer sumando en (6.104) corresponde a la ISI, mientras que el segundo es debido al
ruido que es filtrado por el igualador.

Bajo el criterio ZF, el igualador minimiza el error entre el canal equivalente c[n] =
w[n] ∗ p[n] y un retardo puroδ[n − d]. Empleando el Teorema de Rayleigh (Página 40) la
energía de este error se puede expresar en el dominio de la frecuencia:

∞∑

n=−∞
|δ[n− d]− c[n]|2 = 1

2π

∫ π

−π
|e−jωd −W (ejω)P (ejω)|2dω (6.105)

Realicemos ahora una observación importante: al no imponer ninguna restricción sobre el
igualador, su función de transferenciaW (ejω) puede ser especificadaindependientemente
para cada frecuenciaω. Por tanto, para el criterio ZF debemos elegir aquelW que minimiza
el integrando de (6.105); es fácil ver que el integrando se minimiza (de hecho, se hace cero)
para

W ZF
lin(e

jω) =
e−jωd

P (ejω)
(6.106)

resultado no muy sorprendente: para eliminar la ISI el igualador ha de invertir la función
de transferencia del canal en cada frecuencia, además de incluir un factore−jωd para ajus-
tarse al retardo global ded muestras impuesto. Nótese que siP (ejω0) = 0 para alguna
frecuenciaω0,W ZF

lin no está definido: como sabemos, no es posible invertir un cero sobre la
circunferencia unidad de forma estable mediante un igualador lineal.

Por lo que respecta al igualador MSE, utilizando el Teorema de Wiener-Khinchine (véa-
se Página 150) podemos escribir

E{|elin[n]|2} =
1

2π

∫ π

−π
Se,lin(e

jω)dω (6.107)

conSe,lin(ejω) dado por (6.104). De nuevo, al no existir restricciones sobreW , basta con
encontrar para cada frecuenciaω aquelW que minimiza el integrando en (6.107). En el
Apéndice 6.C se demuestra que la solución al problema de minimización (6.107) se obtiene
para el igualador lineal dado por

WMSE
lin (ejω) = e−jωd P ∗(ejω)

|P (ejω)|2 + λ
(6.108)

con λ
.
= σ2z/Es. Nótese queWMSE

lin incluye un factorP ∗(ejω), que constituye un filtro
adaptado al canal discreto equivalenteP (ejω). Para relaciones señal a ruido elevadas (λ→
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0), se tieneWMSE
lin → W ZF

lin, como cabría esperar. En ambos casos (ZF y MSE) la única
influencia del retardo globald en el igualador es a través del factore−jωd, de forma que el
igualador lineal para el retardod se obtiene a partir del correspondiente al retardo cero sin
más que desplazar su respuesta al impulsod muestras. Esto, naturalmente, es debido a la
hipótesis de que el igualador posee un número infinito de coeficientes.

Sustituyendo (6.106) y (6.108) en la expresión deSe,lin(e
jω) en (6.104), se obtiene la

densidad espectral de potencia del error de igualación para los igualadores ZF y MSE:

SZF
e,lin(e

jω) = Es ·
λ

|P (ejω)|2 , SMSE
e,lin(e

jω) = Es ·
λ

|P (ejω)|2 + λ
(6.109)

Por tanto, los valores de la varianza del error que se obtiene con los diseños ZF y MSE son

ξZF
lin

.
=
Es

2π

∫ π

−π

λ

|P (ejω)|2dω, ξMSE
lin

.
=
Es

2π

∫ π

−π

λ

|P (ejω)|2 + λ
dω (6.110)

Debido al término adicionalλ > 0 en el denominador deSMSE
e,lin, está claro queξMSE

lin < ξZF
lin ,

lo cual es lógico si recordamos que el igualador ZF no ha sido diseñado para minimizar el
error cuadrático medio. La existencia de algún cero del canal sobre la circunferencia unidad
resultaría enξZF

lin = ∞, otra prueba más del problema del realce de ruido del criterio ZF.
Obsérvese también que tantoξZF

lin comoξMSE
lin son independientes del retardo globald, como

cabía esperar por las razones antes expuestas.

Ejemplo 6.19
Para el canal multitrayectop[n] del Ejemplo 6.16 conλ = 0, 01, y paraEs = 1, los valores
asintóticos (6.110) sonξZF

lin = −13,5 dB y ξMSE
lin = −15,3 dB, con lo que el criterio MSE

proporciona una mejora asintótica de 1.8 dB en el error cuadrático medio con respecto al criterio
ZF. Obsérvese en la Figura 6.17 que el igualador lineal con 30coeficientes para el retardo global
óptimo aún se halla unos 3 dB por encima del valor asintóticoξMSE

lin .

6.6.2. Igualador con realimentación de decisiones

Consideremos ahora el modelo discreto (obtenido a la tasa de símbolo) del igualador con
realimentación de decisiones de la Figura 6.14(a). Para obtener el igualador óptimo bajo el
criterio ZF o MSE de nuevo supondremos que tanto el canalP (z) como el filtro precur-
sorW (z) pueden ser de complejidad ilimitada (infinitos coeficientes y no necesariamente
causales, como en (6.102)); sin embargo, el filtro de realimentación ha de ser estrictamente
causal para ser implementable en la práctica10, aunque no limitaremos su orden:

B(z) =
∞∑

n=1

b[n]z−n (6.111)

10Recuérdese que las únicas decisiones disponibles para el filtro de realimentación se corresponden con el
pasado.
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También supondremos que las decisiones realimentadas son correctas, deforma que el es-
quema de igualación es equivalente al mostrado en la Figura 6.14(b). En talcaso, y deno-
tando porudfe[n] la entrada al decisor símbolo a símbolo en el esquema DFE, el error de
igualaciónedfe[n] = A[n− d]− udfe[n] puede escribirse como

edfe[n] = (δ[n− d] + b[n] ∗ δ[n− d]− w[n] ∗ p[n]) ∗A[n]− w[n] ∗ z[n] (6.112)

por lo que su densidad espectral de potencia está dada en este caso por

Se,dfe(e
jω) =

∣∣∣e−jωd[1 +B(ejω)]−W (ejω)P (ejω)
∣∣∣
2
SA(e

jω) +
∣∣W (ejω)

∣∣2 Sz(ejω)

=
∣∣D(ejω)−W (ejω)P (ejω)

∣∣2Es +
∣∣W (ejω)

∣∣2 σ2z (6.113)

donde hemos introducidoD(ejω)
.
= e−jωd[1+B(ejω)]. De nuevo observamos que el primer

término en (6.113) es debido a la ISI, mientras que el segundo es consecuencia del ruido.
Nuestro primer paso consistirá en calcular el filtro precursorW óptimo en función del

filtro de realimentaciónB. Al igual que en el apartado anterior, la función de transferencia
W (ejω) se puede especificar independientemente para cada frecuencia, ya que el filtro pre-
cursor no está limitado en complejidad. El criterio ZF sólo considera la interferencia entre
símbolos, mientras que bajo el criterio MSE sí se tiene en cuenta la influencia del ruido. Por
tanto, para obtener el filtro precursor óptimo deberemos encontrar aquel W que minimiza

ZF: |D −WP |2 (6.114)

MSE: |D −WP |2Es + |W |2σ2z (6.115)

La solución ZF elimina completamente la ISI precursora, y está dada por

W ZF
dfe(e

jω) =
D(ejω)

P (ejω)
=

e−jωd

P (ejω)
[1 +B(ejω)] (6.116)

Para la existencia deW ZF
dfe se requiere queP (ejω) 6= 0 para todoω, como ocurría conW ZF

lin.
El filtro precursor MSE se obtiene en el Apéndice 6.C:

WMSE
dfe (ejω) = e−jωd P ∗(ejω)

|P (ejω)|2 + λ
[1 +B(ejω)] (6.117)

En vista de (6.106) y (6.108), se observa que estos filtros verifican

W ZF
dfe =W ZF

lin [1 +B]; WMSE
dfe =WMSE

lin [1 +B] (6.118)

de forma que el filtro precursor óptimo (ZF o MSE) del igualador DFE puede verse como
la conexión en serie del igualador lineal óptimo (ZF o MSE)Wlin y el filtro causal1 +
B, tal como muestra la Figura 6.24(a). Esta observación permite especificar una estructura
alternativa para el igualador DFE: utilizandoulin[n] = wlin[n] ∗ q[n], podemos expresar
udfe[n] como

udfe[n] = (δ[n] + b[n]) ∗ ulin[n]− b[n] ∗ Â[n− d]
= ulin[n] + b[n] ∗ (ulin[n]− Â[n− d]) (6.119)
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Decisor

q n[  ] Â n d[  -   ]
1 ( )+B zW zlin( )

(a)

(b)

u ndfe[  ]

W zdfe( )

W zlin( )

q n[  ]

B z( )

Â n d[  -   ]u ndfe[  ]

u nlin[  ]

u nlin[  ]

B z( )

Decisor

Figura 6.24. (a) Igualador DFE óptimo para un filtro precursor sin limitación en comple-
jidad; (b) Estructura equivalente (DFE con predicción de ruido).

Nótese queulin[n] no es sino la salida del igualador lineal óptimo del apartado anterior.
Basándose en (6.119), el cálculo deudfe[n] puede realizarse mediante el esquema de la
Figura 6.24(b), que recibe el nombre deDFE con predicción de ruido,por razones que
quedarán claras una vez que determinemos el filtro de realimentación óptimo. Esta estructura
tiene la interesante propiedad de que el bloque precursor óptimoWlin es independiente del
filtro de realimentaciónB que se escoja, lo cual puede ser útil en ciertas aplicaciones. Por
otro lado, los valores de la señal de entrada al filtroB en la estructura DFE con predicción
de ruido no pertenecen ya a un conjunto finito como ocurría con la estructura DFE original,
lo que puede tener consecuencias a la hora de su implementación.

Calculemos ahora el filtro de realimentación óptimo. Bajo el criterio MSE,B ha de
minimizar la varianza del error de igualación. Por otro lado, el igualador lineal ZF ya elimina
completamente la ISI, puesuZF

lin[n] = A[n − d] + eZF
lin [n], dondeeZF

lin[n] = wZF
lin[n] ∗ z[n]

es debido únicamente al ruido. ¿Qué ventaja tiene entonces la realimentación de decisiones
en el caso ZF? De hecho, como queda claro en la Figura 6.24(a), ¡estamos introduciendo
ISI postcursora para que luego la elimine el filtro de realimentación! SustituyendouZF

lin[n] =
A[n− d] + eZF

lin[n] en (6.119) y suponiendo decisiones correctas,

uZF
dfe[n] = A[n− d] + eZF

lin[n] + b[n] ∗ (A[n− d] + eZF
lin[n]− Â[n− d])

= A[n− d] + (δ[n] + b[n]) ∗ eZF
lin[n]

la cual tampoco contiene ISI. Sin embargo, la componente de ruido pasa a estar filtrada por
1 + B, de forma queB puede elegirse para minimizar la varianza de esta componente sin
introducir ISI adicional, mejorando por tanto las prestaciones del igualador lineal ZF.

Así, bajo cualquiera de los dos criterios (ZF o MSE), el filtro de realimentación óptimo
minimizará la varianza del error de igualaciónedfe[n], el cual puede relacionarse utilizando
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(6.119) con el correspondiente para el igualador lineal,elin[n] = Â[n− d]− ulin[n]:

edfe[n] = (δ[n] + b[n]) ∗ elin[n]

= elin[n] +
∞∑

k=1

b[k]elin[n− k] = elin[n]− êlin[n] (6.120)

dondêelin[n]
.
= −∑∞

k=1 b[k]elin[n−k] es unaprediccióndeelin[n], calculada como combi-
nación lineal de sus muestras anterioreselin[n−k] conk > 0, y donde los coeficientes de di-
cha combinación lineal son losb[k] (cambiados de signo). El erroredfe[n] = elin[n]−êlin[n]
puede interpretarse como un error de predicción, de forma que el filtroB óptimo estará dado
por el predictor óptimo paraelin[n]. Para hallar este predictor óptimo observemos que, en
vista de (6.109) y (6.120), la densidad espectral de potencia deedfe[n] está dada por

Se,dfe(e
jω) = Se,lin(e

jω)|1 +B(ejω)|2 = Es ·
λ

S(ejω)
|1 +B(ejω)|2 (6.121)

donde

S(ejω)
.
=

{
|P (ejω)|2, para el criterio ZF
|P (ejω)|2 + λ, para el criterio MSE

(6.122)

En ambos casos,S(ejω) es una función positiva11. Esto nos permite utilizar el siguiente
resultado, conocido comoTeorema de factorización espectral,cuya demostración se puede
encontrar en el Apéndice 6.D y que dice que toda función racionalS(z) real, positiva y
acotada sobre la circunferencia unidad puede factorizarse de forma única comoS(z) =
γ2S [1 + F (z)][1 + F ∗(1/z∗)], dondeF (z) =

∑∞
k=1 f [k]z

−k es tal que1 + F (z) es de fase
mínima, y

γ2S = exp

{
1

2π

∫ π

−π
lnS(ejω)dω

}
> 0 (6.123)

Realizando esta descomposición paraS(ejω) dado en (6.122), tenemos queS(ejω) =
γ2S |1 + F (ejω)|2. Dado que1 + F (z) es de fase mínima, su inversa es causal y estable, de
forma que la función de transferencia definida por

V (z)
.
=

1 +B(z)

1 + F (z)
= 1 +

∞∑

k=1

v[k]z−k (6.124)

es causal y estable. En vista de (6.121) y utilizando el Teorema de Wiener-Khinchine, la
varianza deedfe[n] puede expresarse como

E{|edfe[n]|2} =
Es

2π

∫ π

−π

λ

γ2S

|1 +B(ejω)|2
|1 + F (ejω)|2 dω = Es ·

λ

γ2S

(
1 +

∞∑

k=1

|v[k]|2
)

(6.125)

11En el caso MSE,S = |P |2 + λ > 0 puesλ > 0. En el caso ZF, recordemos que para la existencia del
igualador es necesario queP (ejω) 6= 0 para todoω, resultando enS = |P |2 > 0.
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la cual es mínima siv[k] = 0 para todok ≥ 1, es decir, para1 + B(z) = 1 + F (z). Por
tanto, el filtro de realimentación óptimo está dado por el factor espectral de fase mínima de
S(ejω). Para este filtro óptimo, el error de igualaciónedfe[n] es un proceso blanco, ya que
su densidad espectral de potenciaSe,dfe(e

jω) = Es · λ/γ2S es constante para todoω.
Dependiendo del criterio particular, y usando la expresión (6.123) para γ2S , la mínima

varianza del error para el igualador DFE,Es · λ/γ2S , toma los siguientes valores:

ξZF
dfe

.
= Es · exp

{
1

2π

∫ π

−π
ln

λ

|P (ejω)|2dω
}

(6.126)

ξMSE
dfe

.
= Es · exp

{
1

2π

∫ π

−π
ln

λ

|P (ejω)|2 + λ
dω

}
(6.127)

De nuevo, el término aditivoλ > 0 en el denominador del integrando en (6.127) resulta en
ξMSE
dfe < ξZF

dfe. Cuando la relación señal a ruido tiende a infinito, el igualador DFE obtenido
bajo el criterio MSE coincide con el obtenido bajo el criterio forzador de ceros.

Por otra parte, dado que el igualador lineal es un caso particular del igualador DFE
en el que el filtro de realimentación se fija aB = 0, también se tiene queξZF

dfe ≤ ξZF
lin y

ξMSE
dfe ≤ ξMSE

lin ; una demostración alternativa de este hecho se desprende de que

ξdfe
ξlin

=
exp

{
1
2π

∫ π
−π ln

λ
S(ejω)

dω
}

1
2π

∫ π
−π

λ
S(ejω)

dω
≤ 1 (6.128)

lo cual es una consecuencia de la desigualdad de Jensen, discutida en el Apéndice 9.B y en
el Problema P6.22. La igualdad se cumple en (6.128) si y sólo siS(ejω) es constante para
todoω.

Ejemplo 6.20
Para el canal multitrayectop[n] del Ejemplo 6.16 conλ = 0, 01, y paraEs = 1, los valores
asintóticos sonξZF

dfe = −19,2 dB y ξMSE
dfe = −19,3 dB. Por tanto, de la Figura 6.17 se desprende

que con un total de 30 coeficientes, el igualador DFE prácticamente ha alcanzado sus prestaciones
asintóticas. Para este caso, se tieneξMSE

dfe /ξ
MSE
lin = −4 dB.

6.7. AJUSTE DEL RECEPTOR

La aplicación de cualquiera de los métodos presentados a lo largo del capítulo para mi-
tigar la ISI requiere conocer la respuesta impulsional del canal discretoequivalente,p[n].
Por ello, de alguna manera el receptor deberá realizar una estimación de los parámetros del
canal (o bien directamente de los coeficientes del igualador, como veremos) antes de poder
realizar la detección de los símbolos transmitidos. Las estrategias para este ajuste del recep-
tor pueden dividirse en dos grupos: esquemas no realimentados, en los que la estimación de
parámetros se realiza a partir de un bloque de muestras de la señal recibida, y métodos re-
cursivos (o adaptativos), en los que los parámetros del receptor se actualizan repetidamente
con cada nueva muestraq[n]. A continuación presentaremos algunos de estos métodos.
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6.7.1. Esquemas no realimentados

Con el objeto de facilitar la tarea del receptor, el transmisor puede insertar en la secuen-
cia enviada un bloque deN símbolos (denominadossímbolos de entrenamientoo símbolos
piloto) que son conocidos de antemano en recepción. Esto puede ser aprovechado por el
receptor, bien para estimar los parámetros del canal, bien para calcular directamente el igua-
lador. En concreto, supongamos que{A[0], . . . ,A[N − 1]} son símbolos de entrenamiento.
A partir del modelo de canal discreto equivalente (a periodo de símbolo),

q[n] =
K∑

k=0

p[k]A[n− k] + z[n], −∞ < n <∞

podemos observar que en lasN −K observaciones{q[K], . . . ,q[N −1]} únicamente influ-
yen los símbolos piloto. La estimación de los parámetros necesarios puede entonces hacerse
mediante esquemas no realimentados, a partir del conjunto de estasN −K observaciones.
Dicha estimación deberá repetirse de forma periódica para que el receptor pueda ajustarse
a posibles variaciones en el entorno y la frecuencia con que se debe repetir la transmisión
de símbolos piloto dependerá de la rapidez con la que varíen los parámetros del canal. Si
el entorno de operación fluctúa de forma considerable entre la transmisión de dos bloques
consecutivos de símbolos piloto, es muy probable que se produzcan numerosos errores en
las decisiones debido al desajuste del receptor; por otro lado, los símbolos piloto consumen
recursos que podrían utilizarse para enviar verdadera información, por lo que tampoco es
deseable transmitirlos con excesiva frecuencia.

El uso de símbolos de entrenamiento requiere que el receptor localice el bloque deN
símbolos piloto dentro de la secuencia de observaciones, lo que suele hacerse correlacio-
nando la secuencia recibida con el bloque de símbolos piloto. Si estos se eligen de forma
adecuada, dicha correlación cruzada presentará un máximo acusado en el momento preciso,
aun cuando la ISI introducida por el canal sea considerable.

Estimación del canal

Agrupando las observaciones en un vectorq de tamañoN −K podemos escribir



q[K]
q[K + 1]

...
q[N − 1]




︸ ︷︷ ︸
.
=q

=




A[K] A[K − 1] · · · A[0]
A[K + 1] A[K] · · · A[1]

...
...

. ..
...

A[N − 1] A[N − 2] · · · A[N −K − 1]




︸ ︷︷ ︸
.
=A




p[0]
p[1]

...
p[K]




︸ ︷︷ ︸
.
=p

+




z[K]
z[K + 1]

...
z[N − 1]




︸ ︷︷ ︸
.
=z

⇔ q = Ap+ z (6.129)
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En este contexto, la matriz toeplitzA es conocida (está formada por los símbolos de en-
trenamiento), mientras quep ha de estimarse. Los elementos del vector de ruidoz son
variables aleatorias gausianas e independientes, circularmente simétricas,con media cero y
varianzaσ2z , la cual puede que deba estimarse también, dependiendo de la aplicación. Una
vez que se dispone dep y, si es preciso,σ2z , el receptor puede aplicar los métodos de de-
tección expuestos en este capítulo, bien mediante aplicación del algoritmo de Viterbi, bien
mediante el diseño de un igualador. El criterio de máxima verosimilitud (ML) plantea la es-
timación de los parámetros del canal para maximizar la función de densidad deprobabilidad
fq|p,σ2

z
(q|p, σ2z). De forma análoga a como se obtuvo (6.17), esta función está dada por

fq|p,σ2
z
(q|p, σ2z) =

1

(πσ2z)
N−K

exp

{
− 1

σ2z
||q −Ap||2

}
(6.130)

Para maximizar (6.130) con respecto ap, hemos de elegir̂p como el valor que minimiza12

||q−Ap||2. Una vez que se dispone de dicho valor, el estimador de la varianza del ruido se
obtiene fácilmente: igualando a cero la derivada de (6.130) con respectoaσ2z se sigue que

σ̂2z =
1

N −K ||q −Ap̂||
2 (6.131)

La norma||q −Ap||2 a minimizar puede escribirse como

||q −Ap||2 =
[
qHq − qHA(AHA)−1AHq

]

+
[
p− (AHA)−1AHq

]H
(AHA)

[
p− (AHA)−1AHq

]
(6.132)

El primer término no depende dep, por lo que minimizar (6.132) equivale a minimizar el
segundo término (ya que este es positivo). Dicho término se anula para

p̂ = (AHA)−1AHq (6.133)

Insertando este valor en (6.131) se obtiene el estimador ML de la varianzade ruido. Obsér-
vese que una condición necesaria para la invertibilidad deAHA es que la matrizA tenga
al menos tantas filas como columnas, lo cual quiere decir que (6.129) debe ofrecernos al
menos tantas ecuaciones como parámetros se han de estimar. Dado que los símbolos de
entrenamiento son conocidos de antemano por el receptor, es posible precalcular la matriz
(AHA)−1AH a priori y almacenarla en memoria. De esta forma no es necesario para el
receptor realizar la inversión matricial cada vez que el canal ha de ser reestimado.

Para tener una idea de la calidad de este estimador de canal, sustituyamos la expre-
sión (6.129) del vectorq en (6.133) para escribir̂p = p + (AHA)−1AHz lo que revela
que el estimador̂p es una variable aleatoria gausiana, de mediap y matriz de covarianza
σ2z(A

HA)−1. Por tanto, la mejora de la calidad de la estimación pasa por aumentar los ele-
mentos de la diagonal deAHA, lo que puede hacerse de dos formas distintas. En primer

12Dado que la matrizA es de tamaño(N − K) × (K + 1), en general no es cuadrada, por lo que no es
posible tomar directamentêp = A−1q.
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lugar, puede aumentarse la magnitud de los símbolos de entrenamiento, a costa de incre-
mentar la potencia transmitida. En segundo lugar, para una misma potencia transmitida, se
puede aumentar el número de símbolos de entrenamientoN . El precio a pagar en este caso
es un uso menos eficiente del canal, ya que durante la transmisión de símbolospiloto no se
está enviando verdadera información.

En el caso en que el receptor utilice el algoritmo de Viterbi para la detecciónde los sím-
bolos, se emplea la respuesta impulsional del canal estimado para construirel diagrama de
rejilla. Por otro lado, si el receptor se basa en un igualador, este ha de obtenerse resolviendo
las ecuaciones de diseño correspondientes, para las cuales se necesitan también los pará-
metros del canal. Pero también cabe la posibilidad de calcular directamente dichos filtros,
como se presenta a continuación.

Cálculo directo del igualador

Si se va a utilizar un igualador lineal de ordenKw en el receptor, es posible calcular
sus coeficientes directamente sin necesidad de estimar primero los parámetrosdel canal. El
error de igualación para un retardod estará dado por

ed[n] = A[n− d]−
Kw∑

k=0

w[k]q[n− k]

Agrupando sus muestras en un vectored, obtenemos el modelo




ed[Kw]
ed[Kw + 1]
ed[Kw + 2]

...
ed[N − 1]




︸ ︷︷ ︸
.
=ed

= −




q[Kw] q[Kw − 1] · · · q[0]
q[Kw + 1] q[Kw] · · · q[1]
q[Kw + 2] q[Kw + 1] · · · q[2]

...
...

. . .
...

q[N − 1] q[N − 2] · · · q[N −Kw − 1]




︸ ︷︷ ︸
.
=Q




w[0]
w[1]

...
w[Kw]




︸ ︷︷ ︸
.
=w

+




A[Kw − d]
A[Kw − d+ 1]
A[Kw − d+ 2]

...
A[N − d− 1]




︸ ︷︷ ︸
.
=ad

⇔ ed = ad −Qw, (6.134)

cuya matrizQ, de tamaño(N − Kw) × (Kw + 1) y toeplitz, se construye ahora con las
observaciones. Como sustitución al criterio de mínimo MSE es frecuente utilizarel cri-
terio de mínimos cuadrados o LS (“Least Squares”), que plantea estimar el igualador pa-
ra minimizar la norma del vector de error,||ed||2. Dada la similitud en la estructura de
||ed||2 = ||ad − Qw||2 con (6.132), se deja como ejercicio al lector el comprobar que,
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siguiendo pasos análogos a los del apartado anterior, los coeficientes del igualador LS para
el retardod están dados por

wd,LS = (QHQ)−1QHad (6.135)

Este igualadorwd,LS constituye una estimación del igualador MSE óptimowd,MSE dado por
(6.61). Como antes, para queQHQ sea invertible es necesario queQ posea al menos tantas
filas como columnas, esto es, (6.134) ha de proporcionar al menos tantas ecuaciones como
parámetros se han de estimar. Por otro lado, cuanto mayor sea el número desímbolos de
entrenamiento disponibles, más fiable será la estimaciónwd,LS del igualador MSE óptimo.

El valor mínimo de la norma del vector de error||ed||2 que resulta con este igualador es

ξd
.
= ||ad −Qwd,LS||2 = aHd ad − aHd Q(QHQ)−1QHad (6.136)

El diseño del igualador requiere especificar el retardo globald, el cual, como sabemos, puede
afectar drásticamente las prestaciones obtenidas. Una posible opción consiste en calcular
(6.136) para un rango de retardos0 ≤ d ≤ dmax y elegir el retardo para el queξd es
mínimo.

De forma similar es posible extender el diseño LS al esquema de igualación con reali-
mentación de decisiones, lo que se deja al lector como ejercicio (véase Problema P6.23).

6.7.2. Igualación adaptativa

El principal inconveniente del diseño del igualador mediante los métodos norealimen-
tados estriba en su considerable carga computacional, ya que ha de invertirse una matriz de
tamaño igual al número de coeficientes del igualador. Si la distorsión debida al canal hace
necesario un igualador con un orden elevado, estos métodos pueden noser factibles.

Es posible evitar este problema utilizando técnicas adaptativas. La idea fundamental
consiste en plantear el diseño del igualador como un problema de minimización de cierta
función de costeJ , pero en lugar de intentar resolver dicho problema directamente (como
en el caso de los métodos no realimentados) se adopta una estrategia iterativa denominada
descenso por gradiente,mediante la cual los coeficientes del igualador se modifican para
cada nueva observación siguiendo la dirección opuesta al vector gradiente de la función de
coste. Si la magnitud de dicha modificación se escoge de forma adecuada, los coeficientes
convergerán a un entorno de los valores que minimizanJ .

Ejemplo 6.21
Supongamos que a través de algún procedimiento hemos establecido nuestra función de coste,

correspondiente a un hipotético problema en el que aparecendos variablesw1 y w2, y que resulta
ser

J(w1, w2) = w2
1 + w2

2 + w1w2 + w1 + 5w2 + 8 (6.137)

Nuestro objetivo es minimizarJ(w1, w2). En este caso sencillo, esto puede hacerse directamente
tomando derivadas parciales con respecto aw1 y aw2, igualando a cero, y despejando:

∂J(w1, w2)

∂w1
= 2w1 + w2 + 1 = 0,

∂J(w1, w2)

∂w2
= 2w2 + w1 + 5 = 0
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de dondew1 = 1,w2 = −3 es la solución deseada. Sin embargo, en un caso práctico estemétodo
directo puede no ser viable; por ejemplo, si las derivadas deJ son demasiado complicadas, o bien
si no pueden calcularse directamente con los datos disponibles y han de ser estimadas a partir de
señales ruidosas.

Una posible alternativa es el método iterativo conocido como descenso por gradiente.La idea
básica es realizar una estimación inicial de la posición delmínimo, evaluar la dirección que a
partir de esa estimación nos proporciona la mayor pendiente“hacia abajo” sobre la función de
coste, y dar un pequeño paso en esa dirección para establecerla siguiente estimación. Si el paso
no es excesivamente grande, es de esperar que esta nueva estimación sea mejor que la anterior,
en el sentido de que el el coste se habrá decrementado ligeramente. El proceso se repite, con la
intención de acercarnos cada vez más al punto óptimo con cadapaso.

La clave de este método reside en el hecho de que la dirección de mayor pendiente “hacia abajo”
en un punto dado viene dada por el negativo del gradiente de lafunción de coste, evaluado en
ese punto. El gradiente no es más que el vector de las derivadas parciales de la función de coste
J ; en nuestro ejemplo, sería el vector[2w1 + w2 + 1, 2w2 + w1 + 5]T . Nótese que a cada punto
(w1, w2) del plano le corresponde un valor del vector gradiente, y queen el punto que minimiza
la función de coste, el gradiente se anula (véase Figura 6.25).

Figura 6.25.Representación gráfica del costeJ del Ejemplo 6.21.

Para aplicar el método de descenso por gradiente a la funciónJ en (6.137), supongamos que
tenemos una estimación de los valores dew1, w2 óptimos en el instantek, que denotaremos por
w1[k], w2[k]. Las nuevas estimaciones en el instantek + 1 serán

wi[k + 1] = wi[k]− µ
∂J(w1, w2)

∂wi

∣∣∣∣
(w1,w2)=(w1[k],w2[k])

(6.138)

dondeµ es un número positivo denominadopaso de adaptación.Este proceso se repite a medida
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quek se incrementa. Básicamente, estamos siguiendo la dirección de los vectores representados
en la Figura 6.25 para que, poco a poco, nos lleven hasta el valor óptimo. Explícitamente,

w1[k + 1] = w1[k]− µ(2w1[k] + w2[k] + 1)
w2[k + 1] = w2[k]− µ(2w2[k] + w1[k] + 5)

(6.139)

Así, iterando (6.139), las secuenciasw1[k],w2[k] deberían converger a los valores óptimosw1 =
1, w2 = −3. En la Figura 6.25 se han representado las trayectorias de estas secuencias para dos
casos. En el primero se parte del punto inicialw1[0] = 7, w2[0] = −2 y se utiliza un paso de
adaptaciónµ = 0,1. En el segundo caso los valores iniciales sonw1[0] = 0,w2[0] = 5, y el paso
µ = 0,5. Comparando las dos trayectorias observamos la influencia del paso de adaptación. En
ambos casos se converge al mínimo deJ , aunque con un paso más pequeño se requiere un mayor
número de iteraciones. Por otro lado, un paso elevado se traduce en una trayectoria con saltos
considerables, es decir, menos suaves. Si el paso se elige demasiado grande, es posible que la
iteración se desestabilice y el método diverja, debido a quela función de coste no se decrementa
necesariamente con cada iteración.

Al aplicar las técnicas de descenso por gradiente para adaptar el igualador sus coeficien-
tes se actualizan con cada muestra de la señal recibida, con lo que el igualador pasa a ser
un sistema variante en el tiempo. Denotaremos porw[k;n] el valor que toma el coeficiente
k-ésimo del igualador en el instanten. De esta forma, para un igualador lineal con orden
Kw la salida del filtro en el instanten es

u[n] =

Kw∑

k=0

w[k;n]q[n− k] = wT [n]q[n] (6.140)

donde el vector de coeficientes del filtro en el instanten es

w[n]
.
= [w[0;n], w[1;n], · · · , w[Kw;n]]

T (6.141)

mientras queq[n] recoge las últimasKw + 1 muestras de la señal de entrada al igualador:

q[n]
.
= [q[n], q[n− 1], · · · , q[n−Kw]]

T (6.142)

A la hora de minimizar una función de costeJ ha de tenerse en cuenta que los coefi-
cientes del igualador son en general complejos. Como en (6.138), su adaptación se realiza
sustrayendo de su valor anterior un ciertotérmino de corrección:parak = 0, 1, . . . ,Kw,
las partes real e imaginaria del coeficientek-ésimo del igualador se actualizan en el instante
n+ 1 mediante

Re{w[k;n+ 1]} = Re{w[k;n]} − µ ∂J

∂Re{w[k;n]} ,

Im{w[k;n+ 1]} = Im{w[k;n]} − µ ∂J

∂Im{w[k;n]} ,

donde elpaso de adaptaciónµ > 0 gobierna la magnitud del término de corrección. Defi-
niendo la derivada deJ con respecto a un parámetro complejow como

∂J

∂w

.
=

∂J

∂Re{w} + j
∂J

∂Im{w} (6.143)
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el descenso por gradiente se puede expresar de forma compacta mediante

w[k;n+ 1] = w[k;n]− µ · ∂J

∂w[k;n]
, 0 ≤ k ≤ Kw (6.144)

Dependiendo de la función de costeJ utilizada es posible obtener distintos algoritmos adap-
tativos. Seguidamente expondremos el denominadoalgoritmo LMS, que utiliza un coste
relacionado con el error cuadrático medio del Apartado 6.3.2, para más tarde introducir el
algoritmo CMA.Ambos desarrollos requieren disponer de las derivadas de las partes real e
imaginaria de la salida del igualador con respecto a las partes real e imaginariade los coe-
ficientes del filtro en el instanten. A partir de (6.140) es inmediato comprobar que dichas
derivadas están dadas por

∂Re{u[n]}
∂Re{w[k;n]} = Re{q[n− k]} ∂Re{u[n]}

∂Im{w[k;n]} = −Im{q[n− k]} (6.145)

∂Im{u[n]}
∂Re{w[k;n]} = Im{q[n− k]} ∂Im{u[n]}

∂Im{w[k;n]} = Re{q[n− k]} (6.146)

Adaptación supervisada: el algoritmo LMS

Recordemos que el error cuadrático medio asociado al igualador esE{|ed[n]|2}, donde
ed[n] = A[n − d] − u[n]. El igualador MSE del Apartado 6.3.2 se diseñó para minimizar
esta cantidad. Resulta natural, por tanto, utilizar el error cuadrático medio como función de
coste para un algoritmo adaptativo. Utilizando (6.140) y siguiendo un desarrollo análogo al
del Apéndice 6.B se obtiene

E{|ed[n]|2} = (Es − rHqAR−1
q rqA) + (w −wd,MSE)

HRq(w −wd,MSE) (6.147)

dondeRq
.
= E{q∗[n]qT [n]}, rqA .

= E{q∗[n]A[n − d]}, y wd,MSE es el igualador óptimo
dado porwd,MSE = R−1

q rqA. En el Problema P6.24 se demuestra que (6.147) presenta un
único mínimo enw = wd,MSE. Esto es importante puesto que, en general, mediante el uso
de un descenso por gradiente sólo podemos esperar converger al mínimolocal más cercano
al punto de partida, que no tiene por qué corresponder necesariamentecon el mínimo global.

Para obtener el gradiente de la función de costeJd
.
= 1

2E{|ed[n]|2} podemos aprovechar
el hecho de que los operadores esperanza y derivada conmutan, para escribir

∂Jd
∂w[k;n]

=
1

2
E

[
∂|ed[n]|2
∂w[k;n]

]
=

1

2
E

[
∂|A[n− d]− u[n]|2

∂w[k;n]

]

= −1

2
E

[
ed[n]

∂u∗[n]
∂w[k;n]

+ e∗d[n]
∂u[n]

∂w[k;n]

]

= −E
[
Re
{
ed[n] ·

(
∂Re{u[n]}
∂w[k;n]

− j ∂Im{u[n]}
∂w[k;n]

)}]
(6.148)

donde la segunda línea se debe a queu[n] depende dew[k;n], peroA[n− d] no.
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Por tanto, la expresión de la derivada (6.143) conJ = Jd y w = w[k;n], utilizando
(6.145), (6.146) y (6.148), resulta ser

∂Jd
∂w[k;n]

= −E [Re{ed[n]q∗[n− k]}+ jRe{ed[n] · (−jq∗[n− k])}]

= −E [Re{ed[n]q∗[n− k]}+ jIm{ed[n]q∗[n− k]}]
= −E {ed[n]q∗[n− k]} (6.149)

En este punto surge un problema, ya que no es posible calcular la media estadística en
(6.149) sin conocer los parámetros del canal. La solución consiste en aproximar esta media
estadística por un promedio temporal, que en el caso más simple podría reducirse al valor
instantáneo (esto es, sin promediar)−ed[n]q∗[n − k]. Usando esta aproximación del gra-
diente para el término de corrección se obtiene el algoritmo LMS (“Least Mean Squares”),
el cual, recordando (6.141) y (6.142), puede expresarse en formato vectorial como

w[n+ 1] = w[n] + µ (A[n− d]− u[n]) q∗[n] (6.150)

Así, el término de corrección del algoritmo LMS es el producto de tres factores: el paso
de adaptaciónµ, el vector conjugado de muestras de entrada al igualadorq∗[n], y el error
de igualación o diferencia entre los símbolos de entrenamiento (con el retardo d corres-
pondiente) y la salida del igualador. La adaptación (6.150) se realiza a la tasa de símbolo,
requiriendoKw + 2 multiplicaciones y sumas (complejas) por cada muestra de entrada.

Debido a la naturaleza estocástica del término de corrección13 en (6.150), los coeficien-
tes del filtro, una vez adaptados mediante el algoritmo LMS, constituyen a su vez variables
aleatorias. Su media evolucionará en el tiempo, buscando el mínimo del errorcuadrático me-
dio; y superpuesta a esta trayectoria aparecerá una componente aleatoria denominadaruido
de adaptación,cuya varianza es proporcional al paso de adaptaciónµ. Esta componente
aleatoria se halla presente incluso una vez que los coeficientes han convergido en media a su
valor óptimowd,MSE, resultando en una cierta degradación en las prestaciones con respecto
al caso ideal en el que los coeficientes del igualador son fijos conw = wd,MSE. Es por ello
que el ruido de adaptación debe mantenerse lo más bajo posible.

Por otra parte, el paso de adaptación determina también la velocidad de convergencia,
de forma que el tiempo necesario para que los coeficientes del igualador converjan en media
a sus valores óptimos será mayor cuanto menor seaµ. En canales que varían a lo largo del
tiempo, el algoritmo adaptativo deberá ajustar el igualador para seguir estas fluctuaciones.
Para ello, la rapidez de respuesta del algoritmo habrá de ser similar a la de lasvariaciones
del canal, es decir, el paso de adaptación deberá de ser lo suficientemente grande.

Por todo ello, la elección del paso de adaptación deberá responder a uncompromiso
entre velocidad de convergencia/capacidad de seguimiento y ruido de adaptación residual.
Cuando la finalidad última del diseño es obtener un error cuadrático medio lo menor posible,
µ ha de fijarse al valor más pequeño que se pueda representar dada la precisión de nuestra
implementación. Por otro lado, si el objetivo principal es una convergencia lo más rápida

13De hecho, el algoritmo LMS es también conocido comoalgoritmo del gradiente estocástico.
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posible,µ deberá aumentarse, teniendo en cuenta que un valor deµ excesivamente grande
desestabilizará completamente la adaptación, haciendo el igualador inservible.
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Figura 6.26.Comportamiento del igualador adaptado mediante el algoritmo LMS para dos
distintos pasos de adaptación.

Ejemplo 6.22
La Figura 6.26 muestra las trayectorias del algoritmo LMS aplicado a un igualador conKw+1 =
2 coeficientes e inicializado enw[0; 0] = 0, w[1; 0] = 1, de forma que inicialmente implementa
un retardo de un símbolo. La respuesta impulsional del canalesp[k] = −0,22δ[k] + 1,1δ[k −
1] − 0,66δ[k − 2] + 0,44δ[k − 3] − 0,22δ[k − 4], los símbolos pertenecen a una constelación
BPSK y la relación señal a ruido es de 23 dB. El igualador MSE para el retardod = 1 es
w[k] = 0,9447δ[k] + 0,5448δ[k − 1].

En este ejemplo bidimensional es posible visualizar el coste (6.147). Las líneas de error cuadrá-
tico medio constante son elipses concéntricas, centradas en el igualador óptimo. Paraµ = 10−3

la trayectoria dew[n] es perpendicular a estas elipses (como cabe esperar de un descenso por
gradiente), estabilizándose en un entorno del igualador óptimo. Paraµ = 10−2, aunque la con-
vergencia es significativamente más rápida, las fluctuaciones de los coeficientes en torno a sus
valores óptimos son mucho mayores como consecuencia del ruido de adaptación. Este se hace
aún mayor siµ se incrementa más, hasta que paraµ > 10−1 el igualador se hace inestable.

La distorsión de pico antes del igualador esDpico = 1,4, mayor queηBPSK = 1, con lo que el ojo
se halla inicialmente cerrado. En la evolución de la salida del igualadoru[n] observamos cómo
el igualador adaptativo es capaz de abrir paulatinamente elojo a su salida, produciendo una señal
a partir de la cual el bloque decisor posterior recuperará los símbolos originales.
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Hasta aquí hemos descrito la operación del algoritmo LMS para la adaptaciónde un
igualador lineal, aunque la misma idea puede aplicarse a la adaptación de un igualador con
realimentación de decisiones. La salida del igualador estará dada en tal caso por

u[n] = wT [n]q[n]− bT [n]â[n]

dondew[n] y b[n] son los vectores de coeficientes de los filtros precursor y de realimen-
tación, respectivamente (el argumenton refleja que ahora estos vectores son variantes en
el tiempo, debido a la adaptación); mientras queq[n] y â[n] contienen respectivamente las
muestras de la señal recibida y las decisiones anteriores, tal y como definimos en (6.72) y
(6.73). El error cuadrático medio como función dew y b sigue teniendo un único mínimo,
suponiendo que las decisiones previas son correctas. La adaptación del filtro precursor se
realiza mediante (6.150), mientras que la del filtro de realimentación está dada por

b[n+ 1] = b[n]− µ (A[n− d]− u[n]) â∗[n] (6.151)

El algoritmo LMS necesita una secuencia de entrenamiento para poder calcular el error
A[n − d] − u[n] que dirige la adaptación. Si dicha secuencia consta deN símbolos piloto,
trasN iteraciones ya no será posible actualizar los coeficientes del filtro. Sin embargo, si
tras esta etapa de entrenamiento el igualador se ha acercado suficientemente a sus valores
óptimos como para lograr abrir el ojo a su salida, las decisionesÂ[n − d] obtenidas por el
detector serán lo suficientemente fiables como para poder ser utilizadas en laadaptación en
lugar de los símbolos de entrenamiento. Este modo de operación se denominadirigido por
decisión,y permite mantener activo el ajuste del igualador para seguir posibles fluctuaciones
en el canal de forma ininterrumpida. Es importante tener en cuenta que la transición desde
el modo entrenado al modo dirigido por decisión generalmente fracasará si el ojo no se
encuentra lo suficientemente abierto en el momento de realizarse. Como regla heurística
suele requerirse que la tasa de error de símbolo no supere el 5 % al finaldel modo entrenado.

Adaptación ciega: el algoritmo CMA

Para la correcta adaptación del igualador mediante el algoritmo LMS es preciso que el
receptor sea entrenado por el transmisor hasta que aquél sea capaz de usar sus propias deci-
siones. Sin embargo, existen aplicaciones importantes en las que no es posible o deseable tal
grado de cooperación entre ambos terminales. Por ejemplo, en sistemas punto-multipunto y
redes de difusión no es práctico que el transmisor interrumpa el envío de datos para proceder
a entrenar el receptor de cada nuevo cliente que se conecta al sistema, loque por otra parte
requeriría la existencia de un canal de retorno al transmisor desde cadareceptor para realizar
una petición de entrenamiento. Aun cuando podrían insertarse símbolos pilotode forma pe-
riódica en la transmisión de datos, permitiendo así el entrenamiento de los receptores, esta
estrategia reduce la tasa efectiva del sistema.

Por todo ello, en ocasiones se hace necesario un método de adaptación nosupervisa-
do o ciego, en el que el igualador es capaz de ajustarse sin necesidad de una secuencia
de símbolos piloto. Esto puede hacerse aprovechando la información disponible acerca de
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las propiedades estadísticas de los símbolos transmitidos. Por ejemplo, supongamos que la
modulación empleada es QPSK, de forma que los símbolos pertenecen a una constelación

{√Ese
j(π

4
+mπ

2 ), 0 ≤ m ≤ 3}. En tal caso, aunque el valor particular de cada símbolo
A[n] se desconoce, sí se sabe que su magnitud|A[n]|2 = Es es constante para todon. Ca-
be pensar entonces en formular un coste que penalice desviaciones de lamagnitud de las
muestrasu[n] a la salida del igualador con respecto a una constanteC, como por ejemplo

JCM =
1

4
E{(|u[n]|2 − C)2} (6.152)

La derivada deJCM con respecto aw[k;n] es

∂JCM

∂α
=

1

2
E

{(
|u[n]|2 − C

) ∂

∂w[k;n]
|u[n]|2

}

= E

{(
|u[n]|2 − C

) [
Re{u[n]}∂Re{u[n]}

∂w[k;n]
+ Im{u[n]}∂Im{u[n]}

∂w[k;n]

]}
(6.153)

Así, utilizando (6.145) y (6.146) obtenemos la expresión de la derivada con respecto al
coeficiente complejow[k;n] definida en (6.143):

∂JCM

∂w[k;n]
= E

{(
|u[n]|2 − C

)
(Re{u[n]}Re{q[n− k]}+ Im{u[n]}Im{q[n− k]}

− jRe{u[n]}Im{q[n− k]}+ jIm{u[n]}Re{q[n− k]})
}

= E
{(
|u[n]|2 − C

)
u[n]q∗[n− k]

}
(6.154)

De forma similar a como se hizo en el desarrollo del algoritmo LMS, y dado que no es posi-
ble en general evaluar la media estadística en (6.154), aproximaremos esta media estadística
por el valor instantáneo−

(
C − |u[n]|2

)
u[n]q∗[n− k]. El esquema de adaptación resultan-

te se denomina algoritmo CMA (“Constant Modulus Algorithm”), y en formato vectorial
puede escribirse como

w[n+ 1] = w[n] + µ
(
C − |u[n]|2

)
u[n]q∗[n] (6.155)

Obsérvese que las ecuaciones de adaptación de LMS (6.150) y CMA (6.155) son estructural-
mente similares: la única diferencia es la sustitución del error de igualaciónA[n− d]−u[n]
por el término(C − |u[n]|2)u[n]. El coste computacional de ambos es por tanto similar,
y las consideraciones acerca del paso de adaptación hechas para LMS (compromiso entre
velocidad de convergencia y ruido de adaptación) son también aplicables aCMA.

La diferencia crucial entre ambos algoritmos reside en que para la adaptación mediante
CMA no se necesitan símbolos piloto, a diferencia de LMS. Por tanto, CMA constituye un
método de adaptación ciego, tal como se pretendía. Aunque el desarrollo anterior se basa
en la característica de módulo constante de la constelación QPSK, CMA funciona correcta-
mente cuando los símbolos pertenecen a una constelación sin esta propiedad, como puede
ser por ejemplo la constelación 16-QAM. Esta destacable propiedad hace de CMA un algo-
ritmo de adaptación muy popular en aplicaciones en las que se requiere un método ciego.
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Una estrategia común consiste en utilizar inicialmente CMA para abrir suficientemente el
ojo a la salida del igualador, tras lo cual es posible conmutar a LMS dirigido por decisión.
Esto es deseable puesto que LMS presenta en general un menor ruido deadaptación que
CMA, lo que permite utilizar un paso de adaptación mayor con el consiguiente beneficio a
la hora de realizar el seguimiento de las fluctuaciones del canal.

El valor deC no afecta a la convergencia de CMA siempre y cuandoC > 0, aunque un
cambio enC se traduce en un reescalado de la salida del igualador. Para ajustar correcta-
mente la magnitud de dicha salida (lo cual es necesario para el correcto funcionamiento del
detector, excepto en el caso de modulaciones PSK),C ha de fijarse al valor

C = E{|A[n]|4}/E{|A[n]|2} (6.156)

En la expresión (6.152) se puede observar queJCM es insensible a rotaciones de fase en
la salida del igualador; es decir, si se sustituyeu[n] por u[n]ejθ[n], dondeθ[n] es un valor
de fase (posiblemente variante con el tiempo), el valor deJCM no cambia. Como conse-
cuencia, CMA resulta operativo incluso en casos en los que la señal entregada al igualador
presenta una modulación residual debida a desajustes entre las frecuencias de los osciladores
del transmisor y el demodulador. Tras el igualador esta modulación residual estará todavía
presente, pero una vez que CMA ha convergido la interferencia entre símbolos habrá sido
eliminada, o al menos suficientemente reducida. Así, a la salida del igualador se obtendrá
una versión de la constelación de los símbolos transmitidos que estará “rotando” en torno
al origen del plano complejo a una velocidad proporcional al error de frecuencia cometido.
Los métodos de sincronización que se expondrán en el Capítulo 11 realizarán los ajustes
finales de fase y frecuencia, necesarios antes de realizar las decisiones sobre los símbolos.

A diferencia de LMS, la regla de adaptación de CMA (6.155) no requiere especificar un
retardo globald, de forma que no es posible determinar a priori el valor de dicho retardo
asociado al igualador, una vez que CMA ha convergido. De hecho, a diferencia deJd (la cual
presenta un único mínimo), la función de costeJCM presenta en general varios mínimos, los
cuales suelen estar próximos a los igualadores MSEwd,MSE asociados a los distintos valores
ded. Debido a esto, CMA convergerá al mínimo local más próximo al valor inicialw[0],
que puede estar asociado a un retardo con un elevado error cuadrático medio (recuérdese
que el valor del retardo puede afectar significativamente a las prestaciones del igualador,
como se muestra en la Figura 6.12). Dado que el único tipo de control que sepuede ejercer
sobre el retardo final obtenido por CMA es mediante la inicialización del igualador, esta es
extremadamente importante. Una práctica común, denominadainicialización de púa central,
consiste en comenzar con un simple retardo de⌊Kw

2 ⌋ muestras:

w[k; 0] =

{
1, k = ⌊Kw

2 ⌋
0, en otro caso

(6.157)

La razón es que CMA tiende a converger a igualadores con el mismo retardo asociado al
valor inicial. Dado que los valores en el centro del rango de retardos suelen proporcionar
prestaciones aceptables (de nuevo nos remitimos al ejemplo de la Figura 6.12), la estrategia
de inicialización de púa central suele ser satisfactoria.
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Figura 6.27.Evolución de los coeficientes del igualador con el algoritmoCMA para dos
inicializaciones distintas. Los círculos señalan los igualadores MSE correspondientes a los
retardos globalesd = 1 y d = 2.

Ejemplo 6.23
En la Figura 6.27 se representan las líneas deJCM constante para el canal del Ejemplo 6.22 y un
igualador de dos coeficientes. Estas líneas de contorno ya noson elipses, a diferencia de lo que
ocurría con el error cuadrático medio. De hecho, para este canal JCM presenta cuatro mínimos
distintos. Dos de ellos se encuentran próximos a los igualadores MSEwd,MSE parad = 1 y
d = 2. Cambiando estos de signo, obtenemos los otros dos mínimos.Esto se debe a que, como
se ha dicho,JCM es insensible a rotaciones de fase en la salida del igualador(para coeficientes
reales, la única rotación de fase posible es deπ radianes). Otra característica deJCM que se puede
observar es la presencia de unmáximoenw = 0. Esta propiedad no es exclusiva de este entorno,
sino que es general, aunque no lo demostraremos (véase también el Problema P6.25).

También se muestran en la Figura 6.27 las trayectorias del algoritmo CMA para dos diferentes
inicializaciones de púa para el igualador (W (z) = 1 y W (z) = z−1), ilustrando la importancia
de la inicialización en las prestaciones obtenidas. Con un igualador inicialW (z) = 1, CMA
converge al mínimo local próximo aw1,MSE, que no es capaz de abrir el ojo a su salida. Para un
filtro inicial W (z) = z−1, la convergencia es al mínimo cercano aw2,MSE, resultando en un ojo
abierto.

6.8. LECTURAS ADICIONALES

El problema que supone la interferencia entre símbolos para la correcta recuperación de
la información transmitida ha tenido un papel clave en el diseño de los receptores desde hace
ya más de cuarenta años, con los primeros módems telefónicos; así, la bibliografía sobre este
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tema es bastante extensa. Los textos de Barry, Lee y Messerschmitt [5] y Proakis [61] son
buenas referencias generales. A. Viterbi propuso inicialmente su hoy famoso algoritmo para
la decodificación de códigos convolucionales en [90]; pocos años después, G. Forney lo
aplicó al problema de detección ML de secuencias con ISI en [32].

El igualador fraccionario y la estructura con realimentación de decisionesfueron pro-
puestos a principios de los setenta [84], [52]. La principal motivación inicial de la estructura
fraccionaria fue su robustez frente a errores de sincronización, aunque más recientemente ha
habido un interés renovado por estas estructuras en relación con el problema de igualación
ciega. El artículo [82] proporciona una buena introducción práctica a los igualadores frac-
cionarios. Por otro lado, el igualador DFE se analiza en profundidad enel estudio general
[6].

La aplicación del algoritmo LMS, que había sido propuesto inicialmente por B. Widrow
[93] en un contexto más general, al problema de la adaptación del igualador lineal se debe
a R. Lucky. Desde entonces han aparecido numerosos algoritmos para este propósito: S.
Qureshi proporciona una buena visión general en el artículo tutorial [64], donde se discu-
te también la adaptación de igualadores con realimentación de decisiones y fraccionarios.
Algunas excelentes referencias sobre filtrado adaptativo son el texto de Haykin [40] y el ya
citado libro de Widrow y Stearns [93].

El algoritmo CMA, propuesto originalmente por D. Godard en [33], es quizáel método
de igualación ciega con más éxito. En [15] se puede encontrar una excelente introducción a
las propiedades y características de CMA, mientras que [83] proporciona una visión práctica
del diseño y funcionamiento de un receptor ciego.

PROBLEMAS

P6.1 Demuestre que si para una cierta constelación el nivel de ISI (6.6)del canal discreto
equivalente cumpleγISI < 1, entonces en ausencia de ruido un decisor símbolo a
símbolo no comete errores (Ayuda: la desigualdad triangular establece que|∑k xk| ≤∑

k |xk| para cualesquiera números complejosxk).

P6.2 Un sistema de comunicaciones en banda base utiliza la modulación BPSK, con ener-
gía media por símboloEs. La respuesta impulsional del canal discreto equivalente es
p[n] = δ[n] + βδ[n− 1], conβ real y|β| < 1.

2.1. Suponga que los símbolos transmitidos son equiprobables e independientes. Cal-
cule la expresión de la probabilidad de error de símbolo en función deEs/N0 y
β cuando se emplea un decisor símbolo a símbolo.

2.2. A partir de dicha expresión, concluya que en este sistema el efecto dela ISI
es aproximadamente equivalente a una reducción en la relación señal a ruido
efectiva de20 log(1− |β|) dB con respecto al caso en que no hay ISI.

P6.3 En el Cuadro 6.1 se observa que para las constelaciones allí enumeradas el parámetro
de robustez frente a la ISIη, definido en (6.7), cumpleη ≤ 1.
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3.1. Demuestre que esta propiedad se cumple para cualquier constelación deM sím-
bolos complejos.

3.2. Demuestre queη = 1 únicamente para una constelación BPSK.

3.3. Halleη en función deM para las constelacionesM -PAM y M -PSK. Para unM
dado, ¿cuál de estas constelaciones es más robusta frente a la ISI?

P6.4 Demuestre que sip, q, son dos vectores dados, entonces minimizar la norma||q−ap||2
con respecto aa sobre un subconjunto del plano complejo es equivalente a minimizar
|qf − a|2 sobre dicho subconjunto, dondeqf = pHq/||p||2.

P6.5 Considere el modeloq = Ap + z en el que se transmite un mismo símboloA por
K + 1 canales distintos, libres de ISI, dondep es el vector que recoge las amplitudes
de dichos canales y las componentes dez son variables aleatorias gausianas indepen-
dientes, circularmente simétricas, de media cero e idéntica varianzaσ2z . Si formamos
el estadísticox = gHq como una combinación lineal de las observaciones, ¿cuál es el
vectorg que maximiza la relación señal a ruido enx? ¿Es única la solución? ¿Cuál es
la relación señal a ruido resultante? (Ayuda: la desigualdad de Schwarzestablece que
para dos vectores cualesquierav, w, se tiene|vHw| ≤ ||v|| · ||w||, y la igualdad se
satisface si y sólo siv y w son colineales, esto es, siw = αv para algún escalarα).

P6.6 Demuestre la propiedad enunciada en la Página 317 referida a las métricas acumu-
ladas. Para ello, considere el caminoã tal queã coincide cona′ antes de la etapa
m-ésima del diagrama de rejilla, y con̂a después de dicha etapa. ¿Qué ocurre conã

si (6.23) no se satisface?

P6.7 Considere el Ejemplo 6.6 de aplicación del algoritmo de Viterbi, ilustrado enla Figura
6.5. Obtenga las decisiones producidas por una versión truncada del algoritmo, usando
dv = 1. ¿Coinciden estas decisiones con las de la versión no truncada? Repita elpro-
ceso para el caso extremo de una profundidad de truncamientodv = 0. ¿Existe alguna
diferencia con respecto a un decisor sin memoria basado en la distancia euclídea?

P6.8 Observe que en los cálculos del algoritmo de Viterbi truncado condv = 2 del Ejemplo
6.7, en la etapan no todos los caminos iniciales comparten la misma rama corres-
pondiente a la etapan − dv = 0. Repita los cálculos usando una profundidad de
truncamientodv = 3 y compruebe si en tal caso se comparten o no.

P6.9 La rejilla de la Figura 6.3 puede descomponerse en cuatro “subrejillas”disjuntas, cada
una de las cuales conecta dos nodos en el instanten con otros dos nodos en el instante
n+1 (por ejemplo, una de estas subrejillas está dada por los nodos(−−−) y (−−+)
en el instanten, y los nodos(−−−) y (+−−) en el instanten+ 1). Estas celdas o
subrejillas disjuntas reciben el nombre demariposas.

Considere el caso general en el que la constelación tieneM elementos y la memoria
del canal esK, de forma que la rejilla tieneMK estados.
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9.1. Defina formalmente una mariposa estableciendo las propiedades de susnodos de
entrada y de salida.

9.2. ¿Cuántos nodos de entrada y de salida posee cada mariposa?

9.3. ¿Cuántas mariposas posee la rejilla?

La importancia de esta división de la rejilla en mariposas es que, al ser disjuntas, las
operaciones requeridas por el algoritmo de Viterbi pueden ejecutarse en paralelo, es
decir, cada mariposa puede implementarse de forma independiente de y simultánea a
las demás. La unidad de cálculo que realiza las operaciones asociadas a una mariposa
se denomina ACS (“Add-Compare-Select”).

P6.10 ¿Cuál es la longitud mínima de cualquier suceso erróneo para un diagrama de rejilla
correspondiente a una constelación deM símbolos y un canal con memoriaK?

P6.11 Suponga que para una constelación con mínima distancia entre elementosdmin y un
canalp[n] con energía||p||2 =

∑K
k=0 |p[k]|2 dados, el diagrama de rejilla es tal que

existe un suceso erróneoe = (ψ, ψ̂) induciendo un único error de símbolo, y tal que
dicho error ocurre entre dos símbolos de la constelación separadosdmin. Demuestre
que para dicho suceso erróneo se verificad(ψ, ψ̂) = dmin · ||p||. ¿Podemos concluir
queDmin = dmin · ||p||?

P6.12 Considere la transmisión de símbolos binarios{−1,+1} por el canalp[n] = 0,5δ[n]−
0,5δ[n− 1] + 0,8δ[n− 2].

12.1. Dibuje el diagrama de rejilla etiquetando cada rama con la métrica correspon-
diente.

12.2. Dibuje el diagrama de rejilla asociado a la constelación de errores{−2, 0,+2}.
12.3. Determine los sucesos erróneos con mínima distancia. ¿Cuál es el valor deDmin?

12.4. ¿Cuál es el incremento en relación señal a ruido∆SNR con respecto a un canal
sin ISI?

P6.13 Determine la función de autocorrelaciónRq[m] = E{q∗[n]q[n+m]} de las muestras
de la señal recibidaq[n]. A partir del modelo del canal discreto equivalente (6.3),

13.1. Demuestre que

Rq[n] = Es ·
K∑

k=0

p[k + n]p∗[k] + σ2zδ[n]

13.2. ¿Concuerda esto con la expresión (6.60) de la matriz de autocorrelación?

13.3. Tomando Transformadas Z en la expresión anterior, demuestre quela densidad
espectral de potencia de la señal recibida es

Sq(z) = P (z)P ∗(1/z∗) + σ2z

dondeP (z) es la Transformada Z del canal discreto equivalente. Concluya que
Sq(e

jω) = |P (ejω)|2 + σ2z .
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P6.14 Para un canal discreto equivalentep[n] de ordenK y un igualador linealw[n] de
ordenKw, el canal globalc[n] = w[n] ∗ p[n] tiene ordenK +Kw. En este problema
demostraremos que el diseño del igualador ZF mediante (6.64) resulta en uncanal
global para el que su “distancia euclídea” a un impulsoδ[n− d], dada por

K+Kw∑

n=0

|c[n]− δ[n− d]|2 (6.158)

es mínima. Nótese queδ[n− d] representa una respuesta completamente libre de ISI.

14.1. Siendoc el vector de coeficientes del canal global, demuestre quec = Pw,
dondeP es la matriz de convolución del canalp[n], cuya traspuesta se introdujo
en (6.54). Concluya que la suma (6.158) puede reescribirse como||νd−Pw||2.

14.2. Escriba esta norma como||νd−Pw||2 = (νd−Pw)H(νd−Pw) y desarrolle
esta expresión.

14.3. Compruebe que se verifica

||νd − Pw||2 = [1− νHd P (PHP )−1PHνd] + ||P [w − (PHP )−1PHνd]||2
(6.159)

14.4. Observe que el primer sumando en (6.159) no depende dew. Concluya que el
vectorw que minimiza (6.158) eswd,ZF, dado por (6.64).

14.5. Demuestre que el valor mínimo de (6.158), obtenido mediantewd,ZF, es el ele-
mento(d+ 1)-ésimo de la diagonal de la matrizI − P (PHP )−1PH .

P6.15 Considere el canal discreto equivalentep[n] = 0,5δ[n] + 0,45δ[n− 1]− 0,45δ[n− 2]
de los Ejemplos 6.10 y 6.11.

15.1. Con la ayuda de un programa de manipulación numérica, obtenga la respuesta
impulsional del igualador ZF bajo el criterio de mínimos cuadrados paraKw =
15, d = 9 y paraKw = 20, d = 12, y represente el diagrama de ceros del
igualador y del canal global para ambos casos. ¿Qué es lo que observa?

15.2. Considere la respuesta impulsional de un sistema lineal e invariante en el tiempo
conN ceros equiespaciados sobre una circunferencia de radior > 0 centrada
en el origen del plano complejo. Demuestre que la respuesta impulsionalc[n] =
δ[n]− (rejθ)Nδ[n−N ], conθ ∈ [0, 2π), cumple esta propiedad.

15.3. Obtenga la función de transferenciaC(ejω) correspondiente a esta respuesta al
impulso y demuestre que el valor de la variación pico a pico de|C(ejω)|2 es

máxω |C(ejω)|2
mı́nω |C(ejω)|2

=
|1 + rN |2
|1− rN |2 (6.160)

A partir de este resultado, concluya que sir 6= 1 entonces|C(ejω)|2 tiende a
hacerse plana a medida que el númeroN de ceros equiespaciados aumenta.
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P6.16 Seac[n] la respuesta impulsional del canal global obtenida con el igualador lineal
MSE de ordenKw y retardod. Demuestre que el valor mínimo de la varianza del error,
dado en (6.63), puede escribirse como(1− c[d])Es. Por tanto, el valor del coeficiente
“cursor” del canal global,c[d], es siempre real y menor que la unidad.

P6.17 En el diseño del igualador DFE, suponga que el orden del canal discreto equivalen-
te K, el número de coeficientes del filtro de realimentaciónKb, el orden del filtro
precursorKw, y el retardo globald son tales que se tiened+Kb > K +Kw.

17.1. Demuestre que, para un filtro precursor fijo y con coeficientesw, los coeficientes
del filtro de realimentación que minimiza el error cuadrático medio están dados
por bopt(w) = E−1

s · E{â∗[n]aT [n]}Pw, dondeâ[n] y a[n] son los vectores
definidos en (6.74) y (6.77) respectivamente.

17.2. Demuestre que la matrizE{â∗[n]aT [n]} está dada por

E{â∗[n]aT [n]} =
[

0(K+Kw−d)×(d+1) Es · IK+Kw−d

0(d+Kb−K−Kw)×(d+1) 0(d+Kb−K−Kw)×(K+Kw−d)

]

17.3. ¿Cuál es el valor de los últimos(d+Kb)− (K +Kw) coeficientes del filtro de
realimentación óptimo? ¿Cómo interpreta este resultado en términos de cancela-
ción de ISI postcursora, en vista de la Figura 6.15?

17.4. Concluya que el error cuadrático medio obtenido no varía si el número de coefi-
cientes del filtro de realimentación se reduce aK ′

b = K +Kw − d < Kb.

P6.18 Considere el diseño del igualador DFE bajo el criterio MSE. Suponga que el orden
Kb del filtro de realimentación se escoge igual al orden del canal discreto equivalente:
Kb = K. En tal caso, la condición (6.82)d+Kb ≤ K +Kw se reduce ad ≤ Kw.

18.1. Demuestre que en tal caso (Kb = K y d ≤ Kw) la matrizDT
dP admite la

siguiente partición:

DT
dP =




L 0(d+1)×(Kw−d)

0K×(d+1) 0K×(Kw−d)

0(Kw−d)×(d+1) U




dondeL es una matriz cuadrada triangular inferior tamañod + 1, y U es una
matriz cuadrada triangular superior de tamañoKw − d.

18.2. Demuestre que los últimosKw − d coeficientes del vectorPHνd son cero.

18.3. Utilizando los resultados anteriores y en vista de (6.91), demuestre que los últi-
mosKw − d coeficientes del filtro precursor del DFE son iguales a cero.

18.4. Concluya que el error cuadrático medio obtenido no varía si el número de coe-
ficientes del filtro precursor se reduce aK ′

w = d ≤ Kw. ¿Cómo interpreta este
resultado en términos de cancelación de ISI postcursora?
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18.5. De este resultado, junto con el del Problema P6.17, deduzca que nose obtiene
reducción alguna del error cuadrático medio incrementando el ordenKb del filtro
de realimentación más allá del ordenK del canal discreto equivalente.

P6.19 Considere el modelo (6.96) para la salida del filtro adaptado muestreada a periodo
T/2. Demuestre que en el modelo matricialqs[n] = P T

s a[n] + zs[n] para el vector
qs[n] definido en (6.101), la filam-ésima de la matrizP T

s param = 1,. . . ,2(Kw+1),
está dada por

[0, · · · , 0,︸ ︷︷ ︸
k−1

ps[0], ps[2], · · · , ps[2K], 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
Kw−k+1

], para m = 2k − 1

[0, · · · , 0,︸ ︷︷ ︸
k

ps[1], ps[3], · · · , ps[2K − 1], 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
Kw−k

], para m = 2k

P6.20 Sean(t) el ruido aditivo en el canal, y seaz(t) el proceso obtenido al pasarn(t) por
el filtro receptorf(t).

20.1. Calcule la función de autocorrelación dez(t), Rz(τ), suponiendo que la densi-
dad espectral de potencia den(t) esSn(jω) = N0/2 W/Hz.

20.2. Suponga quef(t) es un pulso en raíz de coseno alzado con factor de caídaα.
Considere el procesozs[n] = z(nT/2) obtenido al muestrearz(t) con periodo
Ts = T/2. ¿Eszs[n] un proceso blanco?

20.3. Calcule la matriz de autocorrelación del vectorzs[n] de las muestras de ruido,
dado porzs[n] = [zs[2n], zs[2n− 1], · · · , zs[2n− 2Kw − 1]]T .

P6.21 En este problema se obtiene una expresión para la relación entre los valores asintóticos
del error cuadrático medio mínimo correspondientes a los igualadores linealy con
realimentación de decisiones.

21.1. Seanelin[n] y edfe[n] los errores de igualación obtenidos con los esquemas óp-
timos lineal y DFE respectivamente. Partiendo de (6.120), halle el filtro causal y
estableG(z) con respuesta impulsionalg[n] tal queelin[n] = g[n] ∗ edfe[n].

21.2. A partir del resultado anterior, obtenga la relación entre las varianzas ξlin =
E{|elin[n]|2}, ξdfe = E{|edfe[n]|2} en función del filtro de realimentaciónB
(Ayuda:edfe[n] es un proceso blanco).

21.3. Concluya queξlin/ξdfe ≥ 1, con igualdad si y sólo si el filtro de realimentación
óptimo esB(z) = 0.

P6.22 La desigualdad de Jensen (véase el Apéndice 9.B) establece quepara toda varia-
ble aleatoriaX y toda función cóncavaf definida sobre el rango deX, se tiene
E{f(X)} ≤ f (E{X}).

22.1. Utilice la concavidad de la función logaritmo para demostrar queE{ln g(X)} ≤
lnE{g(X)} para toda función no negativag y toda variable aleatoriaX.
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22.2. Particularizando al caso en el queX está uniformemente distribuida en[−π, π),
demuestre la desigualdad entre las medias geométrica y aritmética deg:

exp

{
1

2π

∫ π

−π
ln g(ω)dω

}
≤ 1

2π

∫ π

−π
g(ω)dω

22.3. Verifique que la igualdad se cumple sig es constante en[−π, π).
P6.23 En este problema se extiende el diseño LS del igualador, basado ensímbolos de en-

trenamiento, al esquema con realimentación de decisiones. La expresión del error de
igualación para un esquema DFE con retardo globald es

ed[n] = A[n− d]−
Kw∑

k=0

w[k]q[n− k] +
Kb∑

k=1

b[k]Â[n− d− k]

23.1. Generalice (6.134) a esta configuración para obtener un modelo dela forma
ed = ad −Qw + Âdb, dondew y b son los vectores con los coeficientes del
filtro precursor y de realimentación respectivamente. La matrizÂd está forma-
da por decisiones previas, que podemos suponer correctas; por tanto, Âd puede
construirse a partir de los símbolos de entrenamiento.

23.2. Demuestre que para un filtro precursor dado, el filtro de realimentación que mi-

nimiza||ed||2 esbd,LS = −(ÂH
d Âd)

−1Â
H
d (ad −Qw).

23.3. Con este filtro de realimentación, demuestre que el vector de error puede escri-

birse comoed = Gd(ad −Qw), dondeGd
.
= I − Âd(Â

H
d Âd)

−1Â
H
d .

23.4. Demuestre que el filtro precursor que minimiza||ed||2 está dado porwd,LS =
(QHGdQ)−1QGdad.

P6.24 Dada una matrizR de tamañon × n simétrica y real, se define laforma cuadrática
asociada aR como la funciónf(v) = vTRv, conv ∈ Rn. Se dice queR es definida
positiva, lo que se denota medianteR > 0, si se tienef(v) > 0 para todov 6= 0.

24.1. Demuestre que el gradiente, esto es, el vector de derivadas, def(v) con respecto
av es∇f(v) = 2Rv.

24.2. Demuestre que siR > 0, el único punto en el que∇f(v) se anula esv = 0.
Concluya que este punto es el único mínimo def(v).

24.3. Considere la matriz de autocorrelaciónR = E{q∗[n]qT [n]} que aparece en
(6.147). Utilizando el modelo (6.54) para el vectorq[n], calculeR en función
de la matriz de convolución del canalP , la energía media por símboloEs y la
varianza del ruidoσ2z . Demuestre queR es definida positiva.

24.4. Concluya que, en el caso real, la función de coste (6.147) poseeun único mínimo
enw = wd,MSE (esto es también cierto en el caso complejo).

P6.25 Suponga que en la adaptación del igualador mediante CMA, dada por(6.155), se es-
coge la inicializaciónw[0] = 0 para el vector de coeficientes. ¿Puede predecir la
evolución dew[n] paran > 0? ¿Existe este problema con el algoritmo LMS?
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APÉNDICES

6.A. PROBABILIDAD DE ERROR DE SÍMBOLO DEL DETECTOR ML

Procederemos aquí a demostrar la expresión de la probabilidad de errorde símbolo del
detector ML dada por (6.27). Considérese la etapan del diagrama de rejilla, y denotemos
porPe[n] la probabilidad de que el símbolo decidido en el instanten por el detector ML sea
erróneo. Para que esto ocurra, es preciso que haya habido un suceso erróneo. Para cualquier
suceso erróneoe, definamos la variable

αn(e)
.
=

{
1 si e produce un símbolo erróneo en la etapan
0 en otro caso

Así, la probabilidad de que se haya producido un símbolo erróneo en el instanten causado
por un suceso erróneoe esαn(e)Pr{e}, y por tanto,

Pe[n] =
∑

e∈E
αn(e)Pr{e} (6.161)

dondeE es el conjunto de todos los sucesos erróneos. Nótese que podemos escribir E =⋃∞
k=−∞ Ek, dondeEk es el conjunto de sucesos erróneos comenzando en la etapak de la

rejilla. Dado que losEk son disjuntos, (6.161) resulta en

Pe[n] =
∞∑

k=−∞

∑

ek∈Ek
αn(ek)Pr{ek} (6.162)

Observemos ahora que el conjunto de sucesos erróneos comenzandoen una etapa dada es
numerable, de forma que podemos escribirEk = {e(m)

k , m = 0, 1, 2, . . .}. Así,

Pe[n] =
∞∑

k=−∞

∞∑

m=0

αn

(
e
(m)
k

)
Pr
{
e
(m)
k

}
(6.163)

Suponiendo que el número de símbolos transmitidos,L, es suficientemente grande, pode-
mos suponer que las características de los sucesos erróneos son estacionarias. En particular,
podemos establecer una correspondencia uno a uno entre los elementos de los conjuntosEk1
y Ek2 , de forma quee(m)

k2
se obtiene dee(m)

k1
sin más que desplazarlo de la etapak1 a la etapa

k2. Nuestra hipótesis de estacionariedad implica entonces que, para todok1, k2,

Pr
(
e
(m)
k2

)
= Pr

(
e
(m)
k1

)
, αn

(
e
(m)
k1

)
= αn−k1+k2

(
e
(m)
k2

)
(6.164)

Aplicando estas propiedades en (6.163),

Pe[n] =
∞∑

k=−∞

∞∑

m=0

αn−k

(
e
(m)
0

)
Pr
(
e
(m)
0

)
=

∞∑

i=−∞

∞∑

m=0

αi

(
e
(m)
0

)
Pr
(
e
(m)
0

)

=
∞∑

m=0

Pr
(
e
(m)
0

) ∞∑

i=−∞
αi

(
e
(m)
0

)

︸ ︷︷ ︸
=w

(

e
(m)
0

)

=
∑

e∈E0
w(e)Pr{e} (6.165)
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que es (6.27). Obsérvese que (6.165) no depende den, es decir,Pe[n] = Pe para todon.
Esto, naturalmente, es una consecuencia de la hipótesis de estacionariedad. También pode-
mos observar que (6.165) es el valor medio del número de símbolos incorrectos inducidos
por los sucesos de error que comienzan en una etapa determinada de la rejilla.

6.B. ESTIMACIÓN LINEAL ÓPTIMA

El problema de la estimación lineal óptima puede plantearse informalmente de la si-
guiente forma. Dado un conjunto de vectores, ¿cuál es la combinación lineal de ellos que
mejor aproxima otro vector dado?

En esta formulación general, un “vector” es cualquier elemento de un espacio de Hilbert.
El caso más común es el espacio vectorialCK con el producto escalar usual, aunque existen
múltiples aplicaciones a otros espacios de Hilbert: uno que nos interesa particularmente es
el de las variables aleatorias conjuntamente distribuidas, al que volveremostras presentar la
solución al caso general.

SeaH un espacio de Hilbert sobre el conjunto de los números complejosC, dotado con
el producto escalar〈·, ·〉 (véase Apartado 2.1.4). Dado un conjunto deK vectoreswk ∈ H,
k = 1, . . . ,K, y otro vectorv ∈ H, el problema es el siguiente: determinar los escalares
α1, . . . ,αK de forma que el estimador̂v

.
= α1w1 + · · · + αKwK minimice la norma del

error resultante||v − v̂||2.
Podemos desarrollar la norma de este error para obtener

||v − v̂||2 = 〈v − v̂,v − v̂〉 = ||v||2 − 〈v̂,v〉 − 〈v, v̂〉+ ||v̂||2 (6.166)

El primer sumando,||v||2, no depende de los escalaresαk. Los otros términos están dados
por

〈v̂,v〉 =

〈
K∑

k=1

αkwk,v

〉
=

K∑

k=1

αk〈wk,v〉 (6.167)

||v̂||2 =

〈
K∑

k=1

αkwk,
K∑

l=1

αlwl

〉
=

K∑

k=1

K∑

l=1

αkα
∗
l 〈wk,wl〉 (6.168)

Definiendo el vectorα
.
= [ α1 · · · αK ]T , estos términos pueden expresarse de forma

compacta como
〈v̂,v〉 = cHα, ||v̂||2 = αHRα (6.169)

donde el vectorc y la matrizR están dados por

c
.
=




〈v,w1〉
〈v,w2〉

...
〈v,wK〉


 , R

.
=




〈w1,w1〉 〈w2,w1〉 · · · 〈wK ,w1〉
〈w1,w2〉 〈w2,w2〉 · · · 〈wK ,w2〉

...
...

. . .
...

〈w1,wK〉 〈w2,wK〉 · · · 〈wK ,wK〉


 (6.170)
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Así, la norma del error de aproximación (6.166) puede escribirse como

||v − v̂||2 = ||v||2 − cHα−αHc+αHRα (6.171)

Para hallar el vectorα óptimo vamos a manipular ligeramente esta expresión. Sustituyamos
cHα y αHc en (6.171) porcHR−1Rα y αHRR−1c, respectivamente:

||v − v̂||2 = ||v||2 − cHR−1RαH −αHRR−1c+αHRα (6.172)

y añadamos la cantidadcHR−1RR−1c− cHR−1c (la cual es igual a cero), para obtener

||v − v̂||2 =
(
||v||2 − cHR−1c

)
− cHR−1RαH (6.173)

−αHRR−1c+αHRα+ cHR−1RR−1c

=
(
||v||2 − cHR−1c

)
+ (α−R−1c)HR(α−R−1c). (6.174)

Observamos que el primer sumando en (6.174) no depende de los coeficientesαk. El segun-
do término es no negativo, puesto queR es una matriz hermítica y definida positiva14, como
el lector puede comprobar usando las propiedades del producto escalar, si se supone que los
vectoresw1, . . . ,wK son linealmente independientes.

Por ello, está claro que||v − v̂||2 será mínima si se tomaα = αopt
.
= R−1c. Los

coeficientes óptimosαopt = [ αopt,1 · · · αopt,K ]T son, por tanto, la solución de las
denominadasecuaciones normales

Rαopt = c (6.175)

El valor mínimo de la norma del error que resulta es

||v − v̂opt||2 = ||v||2 − cHR−1c = ||v||2 −αH
optRαopt (6.176)

Una importante propiedad del estimador óptimov̂opt = αopt,1w1 + · · · + αopt,KwK ,
que el lector puede comprobar, es que el error resultante es ortogonal a todos los vectores
wk, propiedad conocida comoprincipio de ortogonalidado Teorema de la proyección:

〈v − v̂opt,wk〉 = 0, k = 1, . . . ,K (6.177)

Su interpretación geométrica se muestra en la Figura 6.28. Dado que el estimador dev se
construye como combinación lineal de loswk, la norma del error será mínima cuando dicho
estimador es la proyección dev sobre el subespacio generado porw1, . . . ,wK .

La estimación lineal de mínima varianzaconstituye una aplicación importante de lo
expuesto. El conjunto de variables aleatorias complejas conjuntamente distribuidas, con el
producto escalar〈x, y〉 .= E{xy∗}, constituye un espacio de Hilbert, como el lector puede
comprobar fácilmente. Seanv ∈ C, w = [ w1 · · · wK ]T ∈ CK×1 variables aleatorias

14R ∈ CK×K es hermítica si cumpleR = RH ; en tal caso,xHRx es real para todox ∈ CK .R es definida
positiva si ademásxHRx > 0 para todox 6= 0.
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subespacio generado
por ,...,w       w1 K

optv̂

opt
ˆ-v v

v

Figura 6.28.Principio de ortogonalidad. El error del estimador lineal óptimo es ortogonal
al subespacio generado por los vectores sobre los que se basala estimación.

conjuntamente distribuidas, ambas de media cero15. A menudo es preciso obtener una esti-
mación del valor dev a partir de la observación dew. Una posible forma de hacerlo consiste
en plantear un estimadorv̂ lineal, dado por̂v = αTw = α1w1 + · · ·+ αKwK .

El estimador lineal de mínima varianzase define como aquél para el cual el valor cua-
drático medio16 del error de estimación,E{|v−v̂|2}, es mínimo. Este error cuadrático puede
expresarse como

E{|v − v̂|2} = E{(v − v̂)(v − v̂)∗} = 〈v − v̂, v − v̂〉 = ||v − v̂||2

por lo que el problema es un caso particular de la formulación general expuesta. En vista de
nuestro desarrollo precedente, el vector de coeficientes óptimo es la solución de las ecua-
ciones normales (6.175), donde el vectorc y la matrizR definidos en (6.170) estarán dados
ahora por

c = E{w∗v}, R = E{w∗wT } (6.178)

La varianza del error de estimación que se consigue de este modo se obtiene de (6.176):

E{|v − v̂opt|2} = E{|v|2} − cHR−1c

= E{|v|2} −αH
optE{w∗wT }αopt (6.179)

En este contexto, el principio de ortogonalidad (6.177) se traduce en queel error de esti-
mación se hallaincorrelacionadocon las variables aleatoriasw1,. . . ,wK , es decir,E{(v −
v̂opt)w

∗
k} = 0 parak = 1, . . . ,K.

15En caso de quev, w no tengan media cero, basta sustituirv por v̄
.
= v −E{v} y w por w̄

.
= w−E{w},

las cuales sí son de media cero.
16Nótese queE{v − v̂} = E{v} − αTE{w} = 0 − αT

0 = 0, de forma que la varianza del error de
estimación coincide con su valor cuadrático medio.
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6.C. MINIMIZACIÓN DE LA DENSIDAD ESPECTRAL DE POTENCIA DEL

ERROR DE IGUALACIÓN

En este Apéndice se desarrolla la solución al problema de minimización con respecto a
W de una densidad espectral de potenciaSe de la forma

Se = |D −WP |2SA + |W |2Sz (6.180)

dondeSA y Sz representan respectivamente las densidades espectrales de potencia de los
símbolos y del ruido, siendo por tanto reales y positivas. Desarrollando esta expresión,

Se = (D −WP )(D∗ −W ∗P ∗)SA + |W |2Sz
= (|D|2 + |W |2|P |2 −WPD∗ −W ∗P ∗D)SA + |W |2Sz
= (|D|2 + ρ2|P |2 − ρejθPD∗ − ρe−jθP ∗D)SA + ρ2Sz (6.181)

dondeρ
.
= |W | y θ .

= ∢W . Derivando (6.181) con respecto aρ se obtiene

∂Se
∂ρ

= 2ρ(|P |2SA + Sz)− (ejθPD∗ + e−jθP ∗D)SA (6.182)

la cual se anula para

ρ = SA
ejθPD∗ + e−jθP ∗D
2(|P |2SA + Sz)

(6.183)

Por otro lado, derivando (6.181) con respecto aθ se tiene

∂Se
∂θ

= SA(−jρejθPD∗ + jρe−jθP ∗D) (6.184)

que se anulará siejθPD∗ = e−jθP ∗D. Sustituyendo esto en (6.183) obtenemos

ρ = SA
e−jθP ∗D
|P |2SA + Sz

(6.185)

y por tanto elW óptimo está dado por

W = ρejθ =
SAP

∗D
|P |2SA + Sz

(6.186)

El valor mínimo deSe se obtiene sustituyendo (6.186) en (6.180):

Se =
SASz|D|2
|P |2SA + Sz

(6.187)
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6.D. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE FACTORIZACIÓN ESPECTRAL

SeaS(z) tal queS(ejω) es real y0 < S(ejω) < S0 para todoω y alguna constanteS0.
En el desarrollo en serie de FourierS(ejω) =

∑∞
k=−∞ ske

−jωk se verificask = s∗−k para
todo k, ya queS∗(ejω) = S(ejω). Por tanto, se tieneS(z) = S∗(1/z∗), lo cual implica
que siz0 es un cero (o un polo) deS(z), entonces su recíproco conjugado1/z∗0 ha de serlo
también. Es decir, los polos y ceros deS(z) se presentan en pares de recíprocos conjugados
(z0, 1/z

∗
0). Seand1,. . . , dM los ceros deS(z) en el interior de la circunferencia unidad, y

seanc1,. . . ,cN los polos deS(z) también en dicho interior. Podemos entonces escribir

S(z) = γ2S ·
ΠM

k=1(1− dkz−1)

ΠN
k=1(1− ckz−1)︸ ︷︷ ︸

.
=1+F (z)

· Π
M
k=1(1− d∗kz)

ΠN
k=1(1− c∗kz)︸ ︷︷ ︸
=1+F ∗(1/z∗)

(6.188)

para alguna constanteγ2S . Nótese que la función1 + F (z) así construida es causal, estable,
y de fase mínima, y que el hecho de queS(ejω) sea estrictamente positiva y esté acotada
implica queS(z) no puede poseer polos ni ceros sobre la circunferencia unidad.

Para calcular el valor deγ2S , observemos que, integrando el logaritmo de (6.188),

1

2π

∫ π

−π
lnS(ejω)dω = ln γ2S +

M∑

k=1

1

2π

∫ π

−π
ln
∣∣1− dke−jω

∣∣2 dω

−
N∑

k=1

1

2π

∫ π

−π
ln
∣∣1− cke−jω

∣∣2 dω (6.189)

Teniendo en cuenta queln |1− ae−jω|2 = ln(1− ae−jω) + ln(1− a∗ejω) vemos que:

1

2π

∫ π

−π
ln |1−aejω|2dω =

1

2π

∫ π

−π
ln(1−ae−jω)dω+

1

2π

∫ π

−π
ln(1−a∗ejω)dω (6.190)

Cada una de las dos integrales de la derecha puede verse como una Transformada de Fourier
inversa evaluada enn = 0. Para calcular la primera integral sea, por tanto,t1[n] la secuencia
cuya Transformada de FourierT1(ejω) esln(1−aejω). Derivando con respecto aω tenemos
que

dT1(e
jω)

dω
=

jae−jω

(1− ae−jω)
(6.191)

Por otro lado, sabemos que derivar en frecuencia con respecto aω equivale en el dominio
temporal a multiplicar por−jn (véase Página 49). Por tanto, utilizando el Cuadro 2.3 de
pares transformados básicos, podemos escribir que

−jnt1[n] =
{
jan, n > 0

0, en otro caso
(6.192)
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con lo que

t1[n] =

{
−an

n , n > 0

0, en otro caso
(6.193)

de donde deducimos quet1[0] = 0.
Similares argumentos sirven para demostrar que sit2[n] denota la Tranformada de Fou-

rier inversa deln(1− a∗ejω), entonces

t2[n] =

{
− (a∗)n

n , n < 0

0, en otro caso
(6.194)

de donde, de nuevo, concluimos quet2[0] = 0.
Por tanto, las integrales de la forma (6.190) valen 0, lo que establece la validez de

(6.123).
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CAPÍTULO 7
MODULACIONES DE FASE Y

FRECUENCIA

En este capítulo revisaremos un conjunto de modulaciones que comparte la caracterís-
tica de tener envolvente constante, de modo que la información se transmite (con mayor
o menor grado de complejidad) en la fase de la portadora. Ello presenta la ventaja de una
mayor inmunidad a las distorsiones no lineales típicas de las etapas de amplificación en ra-
diofrecuencia y de, como veremos, permitir en muchos casos solucionesincoherentes, esto
es, que no requieren conocer la fase exacta de la portadora de la señal recibida, siempre a
costa de una pérdida en prestaciones que en muchas aplicaciones prácticas puede resultar
asumible.

Para transmitir la información en la fase, se puede cambiar directamente la fasede la
portadora en función de la señal de información o recurrir a esquemas que envían la infor-
mación en cambios incrementales de fase, pudiendo ser dichos cambios discretos o con-
tinuos. En este último caso, la solución más simple consiste en enviar la informaciónen
la frecuencia, esto es, en la derivada de la fase instantánea, alternativa que conduce a im-
plementaciones hardware extremadamente sencillas. Por último, veremos cómo laidea de
modificar la fase instantánea para modular información se puede generalizar considerable-
mente en las llamadas modulaciones de fase continua que, incrementando la complejidad
del receptor, permiten aumentar la eficiencia espectral.

7.1. MODULACIONES DE FASE

En este apartado nos ocuparemos de una familia de modulaciones paso banda que cons-
truyen la señal a transmitir modulando la fase de la portadora de un modo sencillo. Como
ya hemos señalado, la modulación de fase es ventajosa cuando el canal incluye efectos no
lineales sobre la amplitud, como es el caso de los amplificadores de radiofrecuencia em-
pleados en comunicaciones móviles y vía satélite. Estas no linealidades típicamentetienen
la forma de una zona lineal y una saturación. Para obtener el máximo rendimiento del am-
plificador se desea trabajar lo más cerca posible de la saturación; en el caso de modulaciones
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390 MODULACIONES DE FASE Y FRECUENCIA

de amplitud esto tiene como consecuencia una notable distorsión (además de unmayor an-
cho de banda ocupado) que afecta negativamente al rendimiento1. En cierto modo, todas las
modulaciones que estudiaremos se derivan a partir de la PSK (descrita en el Apartado 5.4)
y tratan de paliar algunos de sus defectos.

Para conseguir envolvente constante, podríamos partir de la señal PSK definida en (5.69)
usando como filtro conformador un pulso rectangular causal de duración T segundos y nor-
malizado en energía, esto es,

g(t) =
1√
T
wT (t) (7.1)

siendowT (t) un pulso rectangular causal, que será utilizado a menudo más adelante, porlo
que conviene introducir aquí su expresión

wT (t) =

{
1 0 ≤ t < T

0 resto
(7.2)

Por desgracia, el precio que pagaríamos por la simplicidad del modulador es la necesidad de
un considerable ancho de banda, ya que, bajo la hipótesis de que la secuencia de símbolos
equiprobables complejos es blanca con energía mediaEs = E{|A[n]|2}, y aplicando la
Ecuación (5.72) a este caso, la densidad espectral de potencia de la señal en banda bases(t)
será

Ss(jω) = Es sinc
2

(
ωT

2π

)
(7.3)

El espectro resultante es una sinc al cuadrado que decrece como1/ω2, por lo que sus ló-
bulos secundarios contienen una energía considerable. Esto hace que, en canales limitados
en ancho de banda, como puede ser el caso de comunicaciones móviles, su uso –sin más
modificaciones– no sea aconsejable. Una forma de razonar el porqué de esa ineficiencia
espectral consiste en pensar en los saltos bruscos de fase que se pueden producir cadaT
segundos. En la Figura 7.1 se representa un fragmento de señal transmitida x(t) con una
modulación QPSK con pulsos rectangulares, además de las correspondientes componentes
en fase y cuadratura. Para facilitar la visualización, la portadora ha sidodesfasadaπ/4 radia-
nes. Como podemos observar, los saltos de fase en la portadora de un símbolo al adyacente
pueden ser de±90o y 180o: el primer caso se da cuando varía una sola de las componentes,
mientras que en el segundo caso el cambio acontece simultáneamente en ambascomponen-
tes. Estas discontinuidades de fase son en última instancia las responsablesdel ancho de
banda ocupado.

7.1.1. Modulaciones QPSK con desplazamiento temporal

Una forma obvia de reducir el ancho de banda de la señal transmitida es colocar un
filtro paso banda en el transmisor que reduzca la radiación de potencia fuera de la banda

1Para modulaciones de amplitud la solución es trabajar en la zona lineal paratodo el rango de envolventes
de entrada, lo que se consigue reduciendo la potencia de salida del amplificador.
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0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T

x(t)

s
I
(t)

s
Q

(t)

Figura 7.1.Fragmento de una señal QPSKx(t) y componentes en fasesI(t) y cuadraturasQ(t).

deseada. Como sabemos, este filtro se podría agrupar con el pulso rectangular g(t) para
producir el pulso conformador que efectivamente estamos usando y que, naturalmente, deja
de ser el pulso rectangular original. En otras palabras, el proceso defiltrado paso banda va a
traer como consecuencia que la señal transmitida deje de tener envolvente constante. En el
Problema P7.1 se comprueba cómo los saltos de fase de 180o son muy perjudiciales, ya que
dan lugar, tras el filtrado paso banda, a relaciones entre los valores máximo y mínimo de la
envolvente que pueden llegar a valer infinito.

Una forma sencilla de evitar los saltos de fase de 180o consiste en no cambiar simul-
táneamente las partes en fase y cuadratura, lo que se puede conseguir desplazando medio
periodo de símbolo la señal en cuadratura con respecto a la componente enfase2. Por esta
razón, la modulación resultante se denomina QPSK con desplazamiento (“Offset QPSK”,
OQPSK) . Con esta solución, los saltos de fase ocurren con mayor frecuencia (cadaT/2
segundos) pero son sólo de±90o. Esta circunstancia se ilustra en la Figura 7.2, donde se
representa la señalx(t) correspondiente a una modulación OQPSK con pulsos rectangula-
res. Para facilitar la visualización, la portadora ha sido desfasadaπ/4 radianes. Asimismo,
se representan las componentes en fase y cuadratura, comprobándose que ahora están des-
plazadas relativamenteT/2 segundos.

En el Problema P7.1 se demuestra que la relación entre los valores máximo y mínimo
de la envolvente de la señal OQPSK tras un filtrado paso banda es de

√
2, mientras que en

la QPSK era infinito.
Formalmente, la señal transmitida en OQPSK es

x(t) =
√
2sI(t) cos(ωct)−

√
2sQ(t) sen(ωct) (7.4)

siendosI(t) y sQ(t) idénticas a las definidas en (5.56-5.57), adaptadas a este caso (pulsos

2En el Problema P7.6 se presenta otra forma de evitar los saltos de fase de 180o en la que las componentes
en fase y en cuadratura cambian simultáneamente.
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0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T
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Figura 7.2.Fragmento de una señal OQPSKx(t) y componentes en fasesI(t) y cuadraturasQ(t).

rectangulares):

sI(t) =
∑

n

Re{A[n]}g(t− nT ) (7.5)

sQ(t) =
∑

n

Im{A[n]}g(t− nT − T/2) (7.6)

con g(t) el pulso rectangular introducido en (7.1). Como en la QPSK, si las partes real e
imaginaria de los símbolos son independientes, la modulación OQPSK equivale atransmitir
con sendas constelaciones binarias antipodales sobre los canales en fase y cuadratura. Te-
niendo presente que la señal en cuadratura se genera desplazadaT/2 segundos con respecto
a la señal en fase, el modulador enviará entonces los símbolos binarios pares en la compo-
nente en fase y los impares sobre la componente en cuadratura, tal como seesquematiza en
la Figura 7.3.

Cod. Binario
Antipodal

2g t( )

2g t( )

cos( )w ct

sen( )w ct

B n[ ] A n[ ]

-

x t( )

Cada T/2
segundos

Figura 7.3.Arquitectura de un modulador para OQPSK.
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Espectro de la señal OQPSK

La determinación de la densidad espectral de potencia de la señal transmitidaOQPSK
puede apoyarse en que el espectro total es simplemente la suma de los correspondientes
a las partes en fase y cuadratura, si suponemos que los símbolos antipodales transmitidos
sobre cada componente están incorrelacionados. Estudiemos primero el espectro de potencia
de la parte en fasex1(t)

.
=
√
2sI(t) cos(ωct), que no es más que una señal PAM-DSB.

Denotaremos este espectro porSx1(jω). En el Apartado 3.3.8 se demostró que la densidad
espectral de potencia de una señal comox1(t), suponiendo que esta es de banda estrecha,
tiene la forma

Sx1(jω) =
1

2
{SsI(jω − jωc) + S∗

sI(−jω − jωc)} (7.7)

siendoSsI(jω) el espectro de potencia desI(t). El cálculo deSsI(jω) es inmediato a partir
de la Ecuación (3.297). Así, para una secuencia blanca transmitida sobreel canal en fase,
con pulsosg(t) en transmisión, tenemos

SsI(jω) =
E{Re2{A[n]}}

T
|G(jω)|2 (7.8)

Por otra parte, definiendox2(t)
.
=
√
2sQ(t) sen(ωct) podemos calcular su densidad

espectral de potencia, que denotamos porSx2(jω). Es inmediato ver, adaptando el cálculo
del espectro de una señal como (3.364) al caso de una modulación con un seno, que

Sx2(jω) =
1

2
{SsQ(jω − jωc) + S∗

sQ(−jω − jωc)} (7.9)

siendoSsQ(jω) el espectro de potencia desQ(t). En cuanto al cálculo de dicho espectro,
de nuevo se puede aplicar la relación en 3.297. Así, para una secuenciablanca transmitida
sobre el canal en cuadratura resulta

SsQ(jω) =
E{Im2{A[n]}}

T
|G(jω)|2 (7.10)

donde se ha tenido en cuenta que la densidad espectral de potencia desQ(t−T/2) es idéntica
a la desQ(t). Por tanto,

Sx(jω) = Sx1(jω) + Sx2(jω)

=
E{Re2{A[n]}}+ E{Im2{A[n]}}

2T

{
|G(jω − jωc)|2 + |G(−jω − jωc)|2

}

=
Es

2T

{
|G(jω − jωc)|2 + |G(−jω − jωc)|2

}
(7.11)

siendoEs la energía media por símbolo transmitido. Particularizando la expresión anterior
para pulsosg(t) rectangulares como los definidos en (7.1), obtenemos

Sx(jω) =
Es

2

{
sinc2

(
(ω − ωc)T

2π

)
+ sinc2

(
(ω + ωc)T

2π

)}
(7.12)

Por tanto, podemos concluir que el espectro de potencia de la señal OQPSK es idéntico
al de la QPSK convencional. Como ya hemos señalado, la principal ventaja de la OQPSK
es la reducción en el rango de valores de la envolvente con respecto a laQPSK.
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394 MODULACIONES DE FASE Y FRECUENCIA

7.1.2. Receptores para modulaciones de fase

El receptor para una modulación de fase responde a la estructura de la Figura 5.34,
o cualquiera de las realizaciones equivalentes del Apartado 5.4.2, operando el decisor en
función de la fase de la observaciónq[n]. Este tipo de receptor recibe el nombre decoherente
porque supone un conocimiento exacto de la fase de la señal recibida. Para el caso que
nos ocupa, si en el receptor decidimos emplear un filtro adaptado al transmisor, esto es,
f(t) = g(−t), entonces, teniendo en cuenta queg(t) es un pulso rectangular, la estructura
de la Figura 5.34 es equivalente a la de la Figura 7.4 (en el caso de la figura, por simplicidad
se ha supuesto queθ = 0).

y t( )
v t( )

e- j ctw

Decisor
q n[ ] $[ ]A n $[ ]B l

Decod.
2 1

T
dt

nT

n T

·
+

z
( )

Figura 7.4.Diagrama de bloques de un receptor coherente para PSK.

Por lo que respecta a la estructura de un receptor para OQPSK, este es una adaptación del
diagrama de bloques de la Figura 5.38, teniendo en cuenta que ahora el canal en cuadratura
se transmite retardadoT/2 segundos. El esquema resultante se muestra en la Figura 7.5.

-sen w ctb g

cos w ctb g

y t( )

Im{ [ ]}q n

Re{ [ ]}q n

Decisor

$[ ]A nq n[ ]

( 1) / 2

/ 2

2 n T T

nT T
dt

T

+ +

+
·ò

( 1)2 n T

nT
d t

T

+
·ò

Figura 7.5.Diagrama de bloques de un receptor para OQPSK.

7.1.3. Modulaciones de fase diferencial

Uno de los principales problemas que encontramos a la hora de diseñar receptores pa-
ra modulaciones de fase es la necesidad de conocer la fase absoluta de laseñal recibida.
Piénsese que las decisiones en un receptor de PSK se toman en función dela fase de la
observaciónq[n] (véase Figura 7.6). Si la fase absoluta de la portadora es desconocidaen
el receptor y este realiza la demodulación con una fase arbitraria, el resultado es que la se-
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7.1 MODULACIONES DE FASE 395

cuenciaq[n] será una versión rotada de la secuencia de símbolosA[n], como demostramos
en el siguiente ejemplo.

q
q

Figura 7.6. Constelación 8-PSK (•) y regiones de decisión. Constelación (*) después de
una rotación deθ radianes.

Ejemplo 7.1
Supongamos que transmitimos una señal 8-PSK por un canal ideal (con respuestah(t) = δ(t)

y sin ruido). Supóngase, no obstante, que la demodulación serealiza con una exponencial com-
pleja de frecuenciaωc. Las portadoras empleadas en el transmisor y receptor estándesfasadasθ
radianes. Adaptando el desarrollo del Apartado 5.4.4 al presente caso, vemos que el canal dis-
creto equivalente en banda base es simplementep[k] = ejθδ[k], lo que tiene el efecto de rotar la
constelación transmitida enθ radianes.

Es fácil ver (Figura 7.6) que si|θ| > π/8 los símbolos transmitidos serán girados hasta caer en
una región de decisión diferente a la que les debería corresponder, por lo que la probabilidad de
error de símbolo será 1. Si|θ| < π/8 las cosas no son tan graves (la observaciónq[n] caerá en
la región de decisión correcta), pero hará falta menos potencia de ruido para provocar un error.
Obviamente, hay dos soluciones triviales a este problema: 1) corregir la fase de la secuenciaq[n]
–multiplicándola pore−jθ– o 2) girar las regiones de decisiónθ radianes para que se adapten
a la secuencia de observaciones esperadas en recepción. Pero cualquiera de las dos soluciones
propuestas implica conocerθ y eso no es fácil.

Como acabamos de ver en el ejemplo, para demodular perfectamente una señal PSK es
necesario conocer exactamente la fase absolutaθ de la portadora de la señal recibida. En el
Capítulo 11 estudiaremos con detalle algunas formas de averiguarθ, pero debemos adelantar
que, a no ser que se envíe una señal de referencia (por ejemplo, una portadora llamada
“piloto”, que no envía ninguna información) con el consiguiente desperdicio de potencia o
de eficiencia espectral, su determinación resulta problemática. Existen, sin embargo, algunos
esquemas de recuperación de fase (véase Apartado 11.5.2) que no requieren del envío de
información de referencia, pero que emplean no linealidades que dan lugar a ambigüedades
en la estimación deθ. Así, por ejemplo, para modulaciones de tipo M-PSK, la estimaθ̂ es
de la formaθ̂ = θ + 2πK/M , para algún entero fijoK ∈ {0, 1, · · · ,M − 1}. Por ello,
cualquier intento de corregir la observación rotándolaθ̂ radianes en el sentido contrario a las
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396 MODULACIONES DE FASE Y FRECUENCIA

agujas del reloj, provocará que, siempre queK 6= 0, el resultado se encuentre en una región
de decisión incorrecta.

Como veremos a continuación, una solución a los problemas del desconocimiento de la
fase absoluta o de las ambigüedades de fase, pasa por enviar la información en el cambio de
fase con respecto a la fase transmitida en el símbolo anterior. Esta modulaciónse denomina
PSKcodificada diferencialmentey se construye como sigue. Siφ[n−1] es la fase transmitida
en el periodo de símbolo(n−1)-ésimo, la fase en el periodo siguienteφ[n] se obtiene como

φ[n] = φ[n− 1] + ∆φ[n] (7.13)

donde para una modulaciónM -aria∆φ[n] se elige dentro del conjunto de fases{0, 2π/M,
· · · , 2π(M − 1)/M}. La clave de la PSK codificada diferencialmente reside en que ahora
la información no se codifica enφ[n] sino en∆φ[n], es decir, en lossaltos de fase, tal como
se ilustra en la Figura 7.7.

Codificador exp( j·) 2g t( )

e j ctw

x ta f
B l[ ] Df [ ]n f[ ]n

z-1

{ }Re ·

Figura 7.7.Arquitectura de un modulador para PSK codificada diferencialmente.

La PSK codificada diferencialmente admite una demodulacióncoherente, tal como se
esquematiza en la Figura 7.8: partiendo de la muestraq[n] primero se corrige la rotación
de la constelación, después se toma la decisión sobre la fase del símbolo transmitido y,
finalmente, se hace la decodificación diferencial, que es el proceso inverso al realizado en el
codificador. Hemos supuesto que la fase estimadaθ̂ procede de un esquema de recuperación
de fase que no se muestra en la figura.

y t( ) v t( )

e- j ctw

q t( )

t nT=
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-
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e jq-

$ [ ]Df n $[ ]B l
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Calcula
fase

Decide
símbolo

PSK

z-1

2 ( )g t-

Figura 7.8.Arquitectura de un demodulador coherente para PSK codificada diferencialmente.

Naturalmente, si se conoce la fase absoluta de la señal recibida, esto es,θ̂ = θ el sis-
tema funcionará casi tan bien como la PSK convencional demodulada coherentemente. La
pequeña diferencia de prestaciones se debe a que en la PSK codificadadiferencialmente
un error en la decodificación de un símbolo suele producir también un erroren el símbolo
siguiente. Esto se traduce en unaPe que paraEb/N0 grande aproximadamente duplica la
de la PSK. Lo más interesante del esquema de la Figura 7.8 es que también resulta válido
cuando existen ambigüedades de fase, tal y como pone de manifiesto el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 7.2
En las mismas condiciones del Ejemplo 7.1, la información secodifica con saltos de fase∆φ[n]
dentro del conjunto{0, 2π/8, · · · , 2π7/8} (la asignación particular de bits a∆φ[n] es irrelevante
en este ejemplo). La fase de los símbolos transmitidos se genera a partir de∆φ[n] empleando
(7.13). La demodulación se realiza de acuerdo con el esquemade la Figura 7.8.

La observación corregidaq′[n] es tal que

∢q′[n] = φ[n] + θ − θ̂ (7.14)

Supongamos que la ambigüedad de fase es tal queθ̂ = θ+ 2πK/8, para algún enteroK. Enton-
ces,∢q′[n] = φ[n] − 2πK/8 y ∢q′[n − 1] = φ[n − 1] − 2πK/8. Como en nuestro ejemplo no
hay ruido, las fases decididasφ̂[n] serán iguales a∢q′[n], para todon. Por tanto,

∆̂φ[n]
.
= ∢q′[n]− ∢q′[n− 1] = φ[n]− 2πK/8− φ[n− 1] + 2πK/8 = ∆φ[n] (7.15)

por lo que la decisión será siempre correcta en ausencia de ruido.

Obsérvese que para su buen funcionamiento, la PSK codificada diferencialmente necesi-
ta una fase inicial, digamosφ[−1] = 0, que deben conocer tanto transmisor como receptor.
En todo caso, el desconocimiento de esta fase (o, como ya hemos comentado, el error en
la recepción de un símbolo) no producepropagación de errores, en el sentido de que sólo
corrompe la información enviada en el periodo de símbolo siguiente.

La PSK codificada diferencialmente admite también una demodulación de tipo incohe-
rente, esto es, sin conocimiento alguno de la fase de la portadora de la señal recibida. Cuando
la PSK codificada diferencialmente se demodula con el esquema de la Figura 7.9, entonces
se habla dePSK diferencial(“differential PSK”, DPSK). El caso particular denominado
DQPSK se corresponde con la QPSK modulada y demodulada diferencialmente.

Figura 7.9.Diagrama de bloques de un receptor para DPSK.

Para analizar el funcionamiento de la DPSK, consideremos de nuevo que laseñal trans-
mitida sobre un canal gausiano sufre en la conversión a banda base delreceptor un despla-
zamiento de fase deθ radianes. Entonces, la observaciónq[n] se podrá escribir como

q[n] =
√
Ese

j(φ[n]+θ) + z[n], (7.16)

dondez[n] es ruido complejo circularmente simétrico de varianzaσ2z . Por tanto, el producto
q[n]q∗[n− 1] será

q[n]q∗[n− 1] = Ese
j(φ[n]−φ[n−1]) +

√
Ese

j(φ[n]+θ)z∗[n− 1]

+
√
Ese

−j(φ[n−1]+θ)z[n] + z[n]z∗[n− 1] (7.17)

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



398 MODULACIONES DE FASE Y FRECUENCIA

de modo que, en ausencia de ruido los tres últimos términos son nulos, y∢{q[n]q∗[n−1]} =
∆φ[n], por lo que la decisión es correcta, independientemente del valor deθ. A efectos de
interpretación del resultado, es conveniente dividir la Ecuación (7.17) por

√
Es:

q[n]q∗[n− 1]√
Es

=
√
Ese

j(φ[n]−φ[n−1]) + ej(φ[n]+θ)z∗[n− 1]

+ e−j(φ[n−1]+θ)z[n] +
z[n]z∗[n− 1]√

Es
(7.18)

lo que no afecta en modo alguno a la decisión, pues está basada en la fase de q[n]q∗[n− 1].
Cuando el ruido no es nulo, el cálculo exacto de la probabilidad de errorse ve dificultado
por el último sumando en (7.18), ya que es difícil caracterizar su densidadde probabilidad.
Sin embargo, cuando la relación señal a ruido es alta (Es/σ

2
z grande), este término se pue-

de despreciar. Por otra parte, los otros dos términos de ruido restantes,tienen la forma de
una exponencial compleja multiplicada por una muestra de ruido gausiano. Silas partes real
e imaginaria dez[n] son independientes e idénticamente distribuidas (ruido con simetría
circular), entonces la multiplicación por una exponencial compleja no cambia esas propie-
dades. Por tanto, si el ruido es blanco, el términoej(φ[n]+θ)z∗[n − 1] + e−j(φ[n−1]+θ)z[n]
será gausiano con simetría circular y varianza2σ2z . En resumen, cuando el último término de
(7.18) es despreciable, tenemos que la parte de señal deseada es

√
Ese

j(φ[n]−φ[n−1]) mien-
tras que el ruido complejo es gausiano de varianza2σ2z . Estos parámetros coinciden con los
que se tienen en una modulación PSK, salvo por que la varianza del ruido es ahora el do-
ble de la que se tendría en PSK (debido a que ahora hay dos términos de ruido). Por tanto,
para relacionesEs/N0 grandes, la DPSK sufre una penalización de 3 dB frente a la PSK
(Apartado 5.2.3).

Cuando el desfaseθ no es constante, sino variante en el tiempo, la DPSK todavía puede
ofrecer un rendimiento aceptable siempre que la variaciónθ[n] − θ[n − 1] sea pequeña
en comparación con la separación angular entre las regiones de decisión. Este aspecto se
explora en el Problema P7.5.

7.2. MODULACIONES POR DESPLAZAMIENTO DE FRECUENCIA

Las modulaciones que hemos estudiado hasta ahora tienen la característica común de
que la señal transmitida se obtiene a partir de combinaciones lineales de unos pulsos básicos
modulados por la secuencia de información, por lo que se pueden denominar modulaciones
lineales. En este apartado presentamos otras modulaciones que no presentan la propiedad
anterior, por lo que pueden denominarsemodulaciones no lineales. Las modulaciones que
estudiaremos en este apartado pueden verse como modulaciones de fase,aunque, con el
ánimo de facilitar la comprensión, comenzaremos introduciendo dos casos particulares (FSK
y MSK), que generalizaremos posteriormente en las modulaciones CPM.
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7.2.1. Señal transmitida FSK

Una de las posibilidades para transmitir información consiste en hacerlo variando la fre-
cuencia de la portadora, en lugar de la amplitud o la fase, como hemos venido haciendo hasta
ahora. La idea básica es seleccionar la frecuencia de la portadora quese transmite durante
un intervalo de símbolo de entre un conjunto discreto de frecuencias disponibles. Por esta
razón, se habla en este caso de modulación por desplazamiento de frecuencia (“Frequency
Shift Keying”, FSK).

Las principales ventajas de la FSK son la facilidad y bajo coste para implementartanto
transmisores como receptores, en especial, los receptores incoherentes que discutiremos en
breve. Además, el hecho de que la información está presente en los cruces por cero hace
que ciertas alinealidades del sistema de transmisión (como las de los amplificadores de RF
que operan cerca del punto de saturación) que no afectan a los cruces por cero sean menos
dañinas sobre la FSK que si se tratase de modulaciones de amplitud. Como hemos visto,
esta última es, en realidad, una ventaja también de las modulaciones de fase; alfin y al
cabo, una modulación de frecuencia puede verse como una modulación dela derivadade
la fase instantánea. Como veremos, el precio de las ventajas mencionadas es una pérdida de
eficiencia en ancho de banda y en potencia.

Definiendo los pulsosgi(t), i = 0, · · · ,M − 1 como

gi(t) = sen(ωit)wT (t) (7.19)

siendowT (t) el pulso rectangular causal definido en (7.2), la modulación FSK asigna a
cada “símbolo” de entradaA[n] ∈ {0, 1, · · · ,M−1}, el pulsogA[n](t), de modo que si, por
simplicidad, suponemos queM es una potencia de dos, y enviamos un nuevo pulso cadaT
segundos, entonces estaremos transmitiendo con régimen binariolog2(M)/T bits/seg. La
señal transmitida tiene entonces la siguiente expresión

x(t) = K
∑

n

gA[n](t− nT ) (7.20)

dondeK es una constante relacionada con la energía media por símbolo transmitido, tal y
como estableceremos en breve.

Teniendo en cuenta las consideraciones que ya realizamos en el Apartado 7.1 al respecto
del incremento de ancho de banda debido a la existencia de saltos bruscosen la fase de
la señal transmitida, nos limitaremos aquí a una versión de la modulación FSK en laque
se garantiza la continuidad de fase. Dicha modulación se denomina FSK de fase continua
(“Continuous Phase FSK”, CPFSK). El lector puede comprobar que la condición para que
exista continuidad de fase es que las frecuenciasωi empleadas en (7.19) sean tales que exista
un número entero de ciclos dentro del periodo de símboloT o, equivalentemente,

ωi =
2πNi

T
, i = 0, · · · ,M − 1 (7.21)

para algún número enteroNi. Más adelante (Apartado 7.4) veremos que si uno está dispues-
to a aumentar el conjunto de pulsos disponibles y a introducir memoria en el transmisor,
entonces la condición (7.21) ya no es necesaria para la continuidad de fase.
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400 MODULACIONES DE FASE Y FRECUENCIA

Es claro que el espectro de energía asociado al pulsogi(t) es una sinc al cuadrado cen-
trada en la frecuenciaωi. Consecuentemente, no es difícil intuir que el espectro ocupado por
la señal transmitida será menor cuanto menor sea la separación entre las frecuencias em-
pleadas, lo que obliga a que los enterosNi sean todos consecutivos. Más adelante, cuando
determinemos la expresión del espectro de potencia de la señal transmitida, quedará plena-
mente justificada nuestra intuición.

Más abajo comprobaremos que, la condición (7.21) es además suficiente para garan-
tizar la ortogonalidad de los pulsosgi(t), por lo que hablaremos en este caso deCPFSK
ortogonal. Podemos, por tanto, definir la base ortonormal

φi(t) =

√
2

T
sen(ωit)wT (t), i = 0, · · · ,M − 1 (7.22)

y, a partir de ella, la señal transmitida (7.20) será

x(t) =
√
Es

∑

n

φA[n](t− nT ) (7.23)

siendoEs la energía por pulso transmitido. En la Figura 7.10 representamos un fragmento de
señal transmitida para una modulación CPFSK ortogonal binaria (M = 2), donde podemos
observar claramente cómo se mantiene la continuidad de fase. Para esta misma modulación
binaria la Figura 7.11 recoge en el espacio de señales la constelación empleada. De un modo
genérico, las modulaciones que emplean este tipo de constelaciones recibenel nombre de
modulaciones ortogonales, reservándose la denominaciónmodulaciones biortogonalespara
las que transmiten un bit adicional de información en el signo del pulso empleado.

Figura 7.10.Fragmento de una señal CPFSK ortogonal binaria.

Una forma interesante de representar la modulación CPFSK consiste en considerar la
transmisión de un pulso de frecuenciaωi como una desviación con respecto a una frecuencia
central, que denotaremos porωc y que se puede relacionar con una frecuencia nominal de
“portadora”. Por ejemplo, en el caso de la CPFSK ortogonal binaria,ωc = (ω0+ω1)/2 y en
la CPFSK ortogonal cuaternaria,ωc = (ω0 + ω3)/2 = (ω1 + ω2)/2. De forma alternativa,
en la CPFSK ortogonal binariaω0 = ωc − π/T ; ω1 = ωc + π/T y en la CPFSK ortogonal
cuaternariaω0 = ωc − 3π/T ; ω1 = ωc − π/T ; ω2 = ωc + π/T y ω3 = ωc + 3π/T .
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Figura 7.11.Representación en espacio de señales de la constelación empleada en la mo-
dulación CPFSK ortogonal binaria.

De este modo, la señalx(t) puede reescribirse como

x(t) =

√
2Es

T

∑

n

sen

(
ωct+ I[n]

πt

T

)
wT (t− nT ) (7.24)

dondeI[n] ∈ {±1,±3, · · · ,±(M − 1)} sirve para seleccionar la frecuencia de transmi-
sión durante la transmisión del pulson-ésimo. Obsérvese que losI[n] pueden considerarse
en cierto sentido “símbolos” de información, sin que ello implique la existencia de una
constelación unidimensional porque, como acabamos de ver, estamos trabajando conM di-
mensiones. En cualquier caso, la utilización de losI[n] permite ver la modulación como un
auténticodesplazamiento de frecuenciacon respecto aωc, lo que justifica el nombre de FSK.
Más adelante veremos cómo la generalización de este formato permite una notación com-
pacta que evita la necesidad de enumerar todo el conjunto de pulsos posiblesen transmisión
cuando su número es elevado.

7.2.2. Espectro de la señal FSK

En al Apéndice 7.A se obtiene el espectro de una señal FSK, bajo la hipótesis de que los
símbolos transmitidos son independientes y equiprobables, de forma que los pulsosgi(t),
0 ≤ i ≤M − 1 tienen idéntica probabilidad de ser transmitidos. Es interesante señalar que,
dado que la media de la señal transmitida es periódica de periodoT y, en general, no nula,
el espectro contiene dos componentes que describimos a continuación. Elllamado espectro
discreto, que denotamos porSxd(jω), se corresponde con la transformada de la señal media.
Como dicha señal media es determinista y periódica, su Transformada de Fourier contendrá
exclusivamente líneas espectrales en frecuencias múltiplo de2π/T . Por su parte, el llamado
espectro continuo, que denotamos porSxc(jω), se corresponde con la densidad espectral de
potencia de la señal transmitida, una vez se ha sustraído la señal media. Dichos espectros
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resultan ser:

Sxd(jω) =
2Es

T

1

(MT )2

∣∣∣∣∣
M−1∑

i=0

Gi(jω)

∣∣∣∣∣

2∑

k

δ

(
ω − 2πk

T

)
(7.25)

Sxc(jω) =
2Es

T

1

MT





M−1∑

i=0

|Gi(jω)|2 −
1

M

∣∣∣∣∣
M−1∑

i=0

Gi(jω)

∣∣∣∣∣

2


 (7.26)

dondeGi(jω), i = 0, · · · ,M − 1, es la Transformada de Fourier del pulsogi(t).
Finalmente, el espectro de la señal transmitida será

Sx(jω) = Sxc(jω) + Sxd(jω) (7.27)

Ejemplo 7.3
Calculemos el espectro de la señal FSK binaria con frecuenciasω0 y ω1. Teniendo en cuenta que

Gi(jω) =
1

2π
· π
j
(δ(ω − ωi)− δ(ω + ωi)) ∗

[
T sinc

(
ωT

2π

)
e−jωT/2

]
, i = 0, 1 (7.28)

resulta evidente que

G0(jω) +G1(jω) =
1

2j
(δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0) + δ(ω − ω1)− δ(ω + ω1))

∗
[
T sinc

(
ωT

2π

)
e−jωT/2

]
(7.29)

Por tanto,G0(jω)+G1(jω) es la suma de cuatro sincs desplazadas a las frecuencias±ω0 y±ω1.
Recordando que tantoω0 comoω1 son múltiplo de2π/T , es claro que (7.29) se anulará en las
frecuencias múltiplo de2π/T (porque así ocurre con la sinc) excepto precisamente enω0 y ω1,
de modo que el espectro discreto constará de los dos pares de líneas espectrales siguientes:

Sxd(jω) =
2Es

T
· 1

4T 2
· T

2

4
· (δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0) + δ(ω − ω1)− δ(ω + ω1))

=
Es

8T
(δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0) + δ(ω − ω1)− δ(ω + ω1)) (7.30)

En cuanto al espectro continuo, desarrollando (7.26) tenemos que

Sxc(jω) =
Es

T 2

(
|G0(jω)|2 + |G1(jω)|2 − 2Re{G0(jω)G

∗
1(jω)}

)
(7.31)

El espectro continuo para la CPFSK ortogonal binaria, se representa en la Figura 7.12, junto
con el espectro continuo para el caso en queω1 = ω0 + 3π/T (que ya no es una FSK de fase
continua). Las frecuencias representadas lo son a partir deωc, ya que el espectro es simétrico con
respecto a la frecuencia central. Obsérvese el mayor espectro ocupado en el caso en que la fase
no es continua. También es interesante comprobar que en ese caso el espectro discreto deja de
tener dos pares de líneas espectrales (para la CPFSK ortogonal binaria, en el rango de frecuencias
representado en la figura sólo aparecería una delta, situadaenω1) y pasa a tener infinitas. Esta
comprobación se deja como ejercicio, y evidencia el aumentode potencia radiada fuera de banda
para la FSK de fase no continua.
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Figura 7.12.Espectro continuo de la señal FSK binaria del Ejemplo 7.3 para los casos de
fase continua (línea continua) y fase discontinua (línea punteada).

7.2.3. Receptores para FSK

Para un canal gausiano que introduce ruido aditivo blanco, la obtenciónde un receptor
de máxima verosimilitud (ML) para FSK es sencilla a partir de los resultados del Apartado
4.5. Para el caso de la FSK binaria, basta con colocar un banco de filtrosadaptados a las fun-
ciones base, seguidos de un muestreador a periodo de símbolo y un decisor que selecciona
el símbolo (bit)B̂[n] correspondiente a la rama cuya salida es máxima, tal como ilustramos
en la Figura 7.13 para el caso binario. Naturalmente, la estructura basadaen filtros adap-
tados puede sustituirse por su equivalente con correlacionadores. Obsérvese la ventaja que
supone el que los posibles pulsos transmitidos sean ortogonales: en ausencia de ruido en el
canal, las salidas de todas las ramas del receptor, excepto la correspondiente al índice de la
información transmitida serán cero.

y t( )

f0( )-t

t nT=

q n0[ ]

q n1[ ]
f1 ( )-t

Máximo

ˆ[ ]B n

Figura 7.13.Diagrama de bloques de un receptor coherente para FSK binaria.

El cálculo de la probabilidad de error obtenida en CPFSK ortogonal binaria con el recep-
tor coherente y canal gausiano con densidad espectral de potenciaN0/2 W/Hz es inmediato
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a partir de la representación en espacio de señales de la Figura 7.11, empleando la Ecua-
ción (4.68), de modo que

Pe = Q

(√
Es

N0

)
(7.32)

Obsérvese que, en comparación con una modulación de amplitud binaria (Ecuación (5.35),
la energía por símbolo en CPFSK debería ser el doble para conseguir alcanzar las mismas
prestaciones. Por esta razón, se dice que la CPFSK binaria tiene una penalización de 3 dB
con respecto a la PAM binaria.

Como ya hemos señalado, una de las principales ventajas de la modulación FSKes que
conduce de forma natural –por la separación entre las frecuencias empleadas– a esquemas
de receptores incoherentes muy fáciles de implementar. En el Apartado 7.1.3comprobamos
las consecuencias de no conocer exactamente la fase de la señal recibida y propusimos la
modulación DPSK como una solución al problema. En el caso de la FSK, la presencia de
una fase desconocidaθ en la señal recibida puede empeorar considerablemente el funcio-
namiento del sistema de transmisión. Para verlo, supongamos que en el intervalo [0, T ) se
transmite, digamos, el pulsog0(t), y se recibe

y(t) =

√
2Es

T
sen(ω0t+ θ)wT (t) (7.33)

Al pasar por el filtro adaptado y muestrear, de acuerdo con el esquemade la Figura 7.13,
tendríamos

q0[0] =

∫ T

0
y(t)φ0(t)dt ≈

√
Es cos θ (7.34)

El caso en que la salida es máxima se corresponde conθ = 0, que coincide con las hipótesis
de trabajo en detección coherente, pero a medida queθ se aproxima aπ/2 la salida de la
rama superior del receptor decrece en magnitud hasta llegar a valer cero. Lógicamente, esto
provocará que las prestaciones del receptor se reduzcan notablemente, puesto que ahora será
más fácil que en la rama inferior el ruido produzca una salida mayor que enla superior y,
por tanto, una equivocación.

Para solventar el problema anterior sin recurrir a ningún esquema de recuperación de la
fase de la señal recibida (necesario para una correcta recepción coherente), es relativamente
sencillo construir receptores incoherentes que, aunque subóptimos (enel sentido de que sus
prestaciones son inferiores a las del receptor coherente con estimaciónperfecta de fase), son
bastante más inmunes a los efectos de una fase desconocida en la señal recibida. La idea
que subyace a muchos de estos receptores es bien sencilla: si la información se transmite en
la frecuencia, basta con colocar un banco de filtros paso banda sintonizados a las diferentes
frecuencias y seleccionar la salida de aquella rama cuya envolvente (integrada sobre un
periodo de símbolo) sea mayor. En la Figura 7.14 se representa un receptor incoherente para
FSK binaria, basado en la detección de la envolvente a la salida de filtros paso bandah0(t)
y h1(t), sintonizados respectivamente a las frecuenciasω0 y ω1. Obsérvese que es necesario
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Figura 7.14.Diagrama de bloques de un receptor incoherente para FSK basado en filtros
paso banda y detectores de envolvente.

muestrear la salida del detector de envolvente y que es relativamente importante hacerlo en
el instante adecuado, esto es, cuando dicha salida alcanza su máximo (o sumínimo).

Incluso es posible derivar el receptor incoherente óptimo según el criterio de máxima
verosimilitud, suponiendo que el receptor no dispone de ninguna información a priori sobre
la faseθ. Esto se lleva a cabo en el Apéndice 7.B. La arquitectura de receptor resultan-
te se muestra en la Figura 7.15 y consta de un correlacionador seguido de una detección
de envolvente con la denominadaley cuadráticade combinación. Cualitativamente, cuando
enviamos el pulsog0(t), siθ = π/2 entonces la salida del correlacionador consen(ω0t) será
cero, pero la salida del correlacionador concos(ω0t) será máxima. Sin embargo, la salida
de cualquiera de los dos correlacionadores de la rama inferior será pequeña, por correspon-
derse con filtros sintonizados aω1. Por esta razón, el receptor es mucho más robusto ante
la presencia de un desfase arbitrarioθ (véase Problema P7.7). Como comentario final, es
interesante razonar que, dado que el receptor de la Figura 7.14 emplea filtros paso banda,
cuando se transmitag0(t) (g1(t)) habrá una parte de la energía del pulso que atravesará el
filtro h1(t) (h0(t)) (recordemos que el espectro asociado a cada pulso es una sinc). Esta
componente indeseada será tanto mayor cuanto menor sea la separación entreω0 y ω1, por
lo que se puede establecer un compromiso entre la probabilidad de error enel receptor y el
ancho de banda ocupado.

7.3. MODULACIÓN MSK

Ya hemos visto que para garantizar la continuidad de fase en FSK las portadoras aso-
ciadas a cada pulso debían ser de la formaωi = 2πNi/T , i = 0, · · · ,M − 1 para algún
número enteroNi y que, además, esta asignación de frecuencias conducía a la ortogonalidad
de los pulsos empleados. También hemos visto cómo el espectro de la señal FSK aumenta
con la separación frecuencial entre portadoras, por lo que podríamospreguntarnos si existen
otras separaciones menores que también provean ortogonalidad. Intuitivamente, esta menor
separación se traducirá en un menor ancho de banda ocupado.
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Figura 7.15.Diagrama de bloques de un receptor incoherente para FSK basado en corre-
lacionadores y detección de envolvente con ley cuadrática.

7.3.1. Señal transmitida MSK

Considerando pulsosgi(t) como los dados en (7.19), podemos plantearnos qué separa-
ción entre frecuencias conduce a la ortogonalidad. Para ello, seangi(t) y gl(t) dos pulsos
cualesquiera y calculemos su producto escalar

〈gi, gl〉 =
∫ T

0
sen(ωit) sen(ωlt)dt =

1

2

∫ T

0
cos[(ωi − ωl)t]dt−

1

2

∫ T

0
cos[(ωi + ωl)t]dt

=
T

2

sen[(ωi − ωl)T ]

(ωi − ωl)T
− T

2

sen[(ωi + ωl)T ]

(ωi + ωl)T
(7.35)

El segundo sumando de la última línea de (7.35) es despreciable cuando el producto(ωi +
ωl)T es muy grande, lo que precisamente sucede en los sistemas de banda estrecha, que son
los que se emplean en la práctica. Para que el primer término de la última línea de (7.35) se
anule es necesario que(ωi − ωl)T = Ni,lπ, para algúnNi,l entero distinto de cero. Equi-
valentemente, la condición de ortogonalidad fuerza a que la separación entre frecuencias
sea

ωi − ωl =
πNi,l

T
, i, l = 0, · · · ,M − 1, i 6= l (7.36)

Como podemos observar, la separación empleada en CPFSK ortogonal (múltiplo de 2π/T
rad/seg) cumple la condición anterior, pero dicha condición también se satisface para una
separación múltiplo deπ/T rad/seg.

Podríamos pensar entonces en una modulación FSK con frecuencias de laformaωi =
πNi/T , para algún enteroNi distinto de cero3, pero encontraríamos que ya no se satisface

3Curiosamente, para esta asignación de frecuencias el segundo término de la última línea de (7.35) no sólo
es muy pequeño, sino cero.
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la condición de continuidad de fase, por lo que el resultado (paraM = 2) sería una señal
como la que se muestra en la Figura 7.16, en la que se observan los saltos de fase de 180o.

t

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T

Figura 7.16.Fragmento (línea continua) de una señal FSK con frecuenciasω0 = 2π/T y
ω1 = 3π/T . Asimismo, se muestra la señal de información (línea discontinua).
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Figura 7.17.Pulsos empleados en la modulación MSK.

Sin embargo, no es difícil conseguir una fase continua con esta separación de frecuen-
cias. Veámoslo para el casoM = 2. En la Figura 7.17 se muestran en línea continua los
pulsosg0(t) y g1(t) que se emplearían en este caso, mientras en línea discontinua se repre-
sentan−g0(t) y −g1(t). Como es evidente, sig0(t) y g1(t) son ortogonales, esta propiedad
se conserva si alguno de ellos o ambos se multiplican por−1.

Ahora podemos ver (Figura 7.18) que una elección cuidadosa del signodel pulsogi(t)
permite resolver el problema. Conviene tener presente que, para podergarantizar la conti-
nuidad de fase, el transmisor debetener memoriaen el sentido de que, aunque la elección
del pulso depende exclusivamente del bit que queremos transmitir, el signo depende del pul-
so anteriormente transmitido; de forma alternativa, podemos pensar que ahora tenemos 4
pulsos distintos que se seleccionan en función del bit de información que se desea transmitir
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t
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Figura 7.18.Fragmento (línea continua) de una señal MSK y señal de información corres-
pondiente (línea discontinua).

y del estado del transmisor durante el periodo de símbolo anterior.
La modulación resultante, que continúa empleando pulsos ortogonales perocon separa-

ción mínima en frecuencia, se denominamodulación por desplazamiento mínimo(“Mini-
mum Shift Keying”, MSK).

Con todas las consideraciones realizadas previamente, es claro que la señal transmitida
x(t) se puede escribir de forma similar a la expresión (7.24) válida para la CPFSKortogonal.
Así,

x(t) =

√
2Es

T

∑

n

sen

(
ωct+ I[n]

πt

2T
+ θ[n]

)
wT (t− nT ) (7.37)

dondeI[n] ∈ {±1,±3, · · · ,±(M − 1)} es eln-ésimo “símbolo” de información,ωc es
la frecuencia centralo frecuencia nominal de la portadora,wT (t) es el pulso rectangular
causal definido en (7.2), yθ[n] tiene como misión forzar la continuidad de fase. Recuérdese
que la definición de los símbolos de información no implica la existencia de una conste-
lación unidimensional, sino que, de modo similar al caso de la CPFSK ortogonal,estamos
trabajando conM/2 dimensiones (constelación biortogonal). El empleo de losI[n] permite
también contemplar la modulación MSK como un verdaderodesplazamiento de frecuencia
con respecto a una frecuencia centralωc. Más adelante, cuando describamos de forma gene-
ral las modulaciones de fase continua, veremos cómo la MSK se corresponde con un caso
especial de aquéllas.

Por lo que respecta a losθ[n] que aparecen en la Ecuación (7.37) vamos a determinar qué
características han de tener para mantener la fase continua. Particularizando dicha expresión
parat = mT + ǫ y t = mT − ǫ, ǫ > 0, y haciendo tenderǫ a cero, obtenemos la condición
siguiente para conservar la continuidad de fase:

I[m− 1]
πm

2
+ θ[m− 1] = I[m]

πm

2
+ θ[m] mód 2π (7.38)
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de donde

θ[m] = θ[m− 1] + (I[m− 1]− I[m])
πm

2
mód 2π (7.39)

La MSK, vista como una adaptación de la FSK ortogonal de fase continua, es una mo-
dulación no lineal. Sin embargo, vamos a demostrar a continuación cómo la MSK binaria
puede verse como una forma particular de una modulación OQPSK (Apartado 7.1.1), lo que
nos será de gran utilidad a la hora de determinar las características espectrales de la señal
transmitida. Observemos que, para la MSK binaria,I[n] ∈ {±1}, θ[n] ∈ {0, π}, para todo
n. Supondremos en nuestro análisis que la fase de referenciaθ[−1] = 0. En primer lugar,
escribiendo el seno como la parte imaginaria de una exponencial y desarrollando términos,
la Ecuación (7.37) se puede transformar a

x(t) =

√
2Es

T
cos(ωct)

∑

n

Im
{
exp(jI[n]

πt

2T
) exp(jθ[n])

}
wT (t− nT )

+

√
2Es

T
sen(ωct)

∑

n

Re
{
exp(jI[n]

π

2T
) exp(jθ[n])

}
wT (t− nT )

=

√
2Es

T
cos(ωct)

∑

n

I[n] cos(θ[n]) sen

(
πt

2T

)
wT (t− nT )

+

√
2Es

T
sen(ωct)

∑

n

cos(θ[n]) cos

(
πt

2T

)
wT (t− nT ) (7.40)

donde hemos utilizado el hecho de quesen(θ[n]) = 0 por serθ[n] múltiplo entero deπ.
A partir de (7.39) y recordando queI[n] ∈ {±1}, podemos obtener las siguientes rela-

ciones paran par:

cos(θ[n]) = cos(θ[n− 1]) (7.41)

I[n] cos(θ[n]) = I[n+ 1] cos(θ[n+ 1]) (7.42)

Con estas relaciones, y usando el hecho de que

wT (t− nT ) + wT (t− nT − T ) = w2T (t− nT ) (7.43)

se tiene que es posible escribir (7.40) como

x(t) =

√
2Es

T
cos(ωct)

∑

n par

I[n] cos(θ[n]) sen

(
πt

2T

)
w2T (t− nT )

+

√
2Es

T
sen(ωct)

∑

n par

cos(θ[n]) cos

(
πt

2T

)
w2T (t− nT + T ) (7.44)

Finalmente, empleando el hecho de que paran par,

cos(πt/2T ) = sen[π(t− nT + T )/2T ](−1)n/2 (7.45)

sen(πt/2T ) = sen[π(t− nT )/2T ](−1)n/2 (7.46)
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y definiendo el pulso normalizado

g(t) =

√
1

T
sen

(
πt

2T

)
w2T (t) (7.47)

es posible llegar a la siguiente expresión para una modulación MSK binaria

x(t) =
√
2Es cos(ωct)

∑

n par

I[n] cos(θ[n])(−1)n/2g(t− nT )

+
√
2Es sen(ωct)

∑

n par

cos(θ[n])(−1)n/2g(t− nT + T ) (7.48)

que no es más que la expresión de la OQPSK en (7.4), difiriendo sólamente enel tipo de
pulsos empleados (ahora se corresponden con medio ciclo de sinusoide)y en los símbolos
que se transmiten en los canales en fase y cuadratura, que ahora se generan de una forma
algo más elaborada. Además, como queda patente en (7.48), la transmisión dela “OQPSK
equivalente” se realiza con periodo de símbolo2T , esto es, sólo se transmite en los instantes
nT , conn par y con pulsos de duración2T .

En cualquier caso, esta mayor complicación formal no impide que las secuencias de
“símbolos” que modulan respectivamente a los canales en fase y cuadratura sean blancas y
mutuamente incorrelacionadas cuando la secuenciaI[n] es blanca. La demostración se deja
como ejercicio para el lector.

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T

x(t)

s
I
(t)

s
Q

(t)

Figura 7.19.Fragmento de una señal MSKx(t) y sus componentes en fasesI(t) y cua-
draturasQ(t).

La Figura 7.19 muestra la señalx(t) y las componentes en fase y cuadratura (con un
desplazamiento relativo deT/2 segundos) correspondientes a una señal MSK. Compárese
con las figuras 7.1 y 7.2 correspondientes a una señal QPSK y una OQPSK, respectivamente.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



7.3 MODULACIÓN MSK 411

7.3.2. Espectro de la señal MSK binaria

Para calcular el espectro de potencia de la señal transmitida, basta con utilizar los resul-
tados del Apartado 7.1.1 referidos a la modulación OQPSK, teniendo en cuenta únicamente
la nueva forma del pulso conformadorg(t) cuya Transformada de FourierG(jω) es tal que

|G(jω)|2 = 16Tπ2
(

cosωT

π2 − 4ω2T 2

)2

(7.49)

Por tanto, aplicando (7.11), el espectro de potencia de la señal MSK binaria es

Sx(jω) = 8Esπ
2

(
cos[(ω − ωc)T ]

π2 − 4(ω − ωc)2T 2

)2

+ 8Esπ
2

(
cos[(ω + ωc)T ]

π2 − 4(ω + ωc)2T 2

)2

(7.50)
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Figura 7.20.Espectros de las señales MSK (línea punteada) y OQPSK (líneacontinua).

En la Figura 7.20 se representan los espectros correspondientes a unamodulación MSK
binaria y a una OQPSK (idéntico al de una QPSK) con pulsos rectangulares (y periodo de
símbolo2T segundos, de forma que la velocidad binaria de transmisión sea idéntica en am-
bos casos). Aunque el lóbulo principal de la señal MSK es más ancho que el de la OQPSK,
los lóbulos secundarios de la primera decrecen más rápidamente, por lo queel ancho de
banda efectivo de la MSK es significativamente menor que el de la OQPSK (QPSK) (la di-
ferencia es mayor cuanto mayor es el porcentaje de potencia para el quese define el ancho
de banda). De hecho, mientras la densidad espectral de potencia de la OQPSK decrece como
1/ω2, para la MSK lo hace como1/ω4.

Para terminar con nuestra descripción de la modulación MSK es interesante repetir que,
aunque se trata de una modulación no lineal, hemos visto cómo, adecuadamentemanipulada,
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para el caso binario se puede transformar en una modulación de tipo linealcon desplaza-
miento, lo que nos ha facilitado la determinación de su espectro de potencia. Elcálculo
del espectro de potencia para una modulación MSK general es bastante más complicado,
requiriendo una metodología que se encuentra fuera del alcance de estetexto.

7.3.3. Receptores para MSK binaria

Resulta muy sencillo adaptar las estructuras de receptor incoherente propuestas para
FSK en el Apartado 7.2.3 al caso de MSK ya que ambas modulaciones se basan en el mismo
principio de codificar la información en la frecuencia. Para la obtención deun receptor
coherente, uno estaría tentado de proponer la estructura de la Figura 7.21, que no es más
que una adaptación del receptor coherente para FSK que tiene en cuenta que los pulsos
transmitidos pueden cambiar su signo para mantener continua la fase; de ahíel bloque que
calcula el valor absoluto de la salida.

y t( )

f0( )-t

t nT=

f1 ( )-t

abs ·a f

abs ·a f

q n0[ ]

q n1[ ]
Máximo

$[ ]I n

Figura 7.21.Diagrama de bloques de un receptor para MSK binaria basado enel receptor
ML para FSK.

Sin embargo, con ser esta una estructura razonable no cabe decir, a diferencia de lo
que ocurre con el receptor coherente para CPFSK ortogonal, que sea óptima en el sentido
de máxima verosimilitud (ML). La razón estriba en que la toma de decisiones símboloa
símbolo no tiene en cuenta que el transmisor tiene memoria, en el sentido de que aun pul-
so dado no le puede suceder cualquiera de los otros cuatro, sino sólo dos. Por ejemplo, si
durante el intervalo[nT, (n + 1)T ) se transmite el pulso+g1(t), en el intervalo siguiente
[(n+ 1)T, (n+ 2)T ) solamente es válido transmitir−g0(t) ó−g1(t). En realidad, en el re-
ceptor de la Figura 7.21 no estamos teniendo en cuenta este hecho; en otraspalabras, aunque
improbable, es posible que, en función de las observaciones, el receptor decida que el pulso
+g0(t) sucede al+g1(t), lo cual no es consistente con la condición de continuidad de fase.
Tener en cuenta esta condición contribuiría a reducir la probabilidad de error en el receptor;
por tanto, la estructura propuesta no puede ser óptima en el sentido ML. Desgraciadamente,
la complejidad del receptor ML es muy superior a la del receptor de la Figura7.21, como
comprobaremos más adelante (Apartado 7.4.2).

Es fácil demostrar (véase Problema P7.9) que la probabilidad de error obtenida con el
receptor de la Figura 7.21 es

Pe = 2Q

(√
Es

N0

)
(7.51)
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esto es, el doble de la que resulta en CPFSK binaria ortogonal con receptor coherente.
También podemos plantear un receptor de MSK siguiendo la analogía con la modu-

lación OQPSK y el receptor propuesto para esta última en la Figura 7.5. El diagrama de
bloques del receptor resultante se expone en la Figura 7.22 donde, a efectos ilustrativos, se
ha empleado un banco de filtros adaptados, mientras en la Figura 7.5 se utilizaba un banco
de correlacionadores.

-sen w ctb g

cos w ctb g

y t( )

2g t( )-

2g t( )-

Decisor

$[ ]I nq n[ ]

Cada T
segundos

t nT= 2

q n0[ ]

t n T= -( )2 1

q n1[ ]

Figura 7.22.Diagrama de bloques de un receptor para MSK binaria basado enel receptor
ML para OQPSK.

En este caso volvemos a tener el mismo problema comentado en el párrafo anterior: si
no tenemos en cuenta la memoria del receptor, estaremos desperdiciando información valio-
sa. Por ejemplo, aquí podríamos pensar en emplear la observaciónq1[n] de la componente
en fase para tomar una decisión sobreI[n], n par (véase Ecuación (7.48)), para lo cual debe-
ríamos conocerθ[n], que a su vez interviene también en la componente en cuadratura. Pero
I[n] y θ[n] también dependen deI[n − 2] y θ[n − 2], a través deI[n − 1], θ[n − 1], conn
par (véase Ecuación (7.39), y este argumento se podría llevar hacia atrás, hasta la primera
observación recibida. Como consecuencia, para implementar el receptorML necesitamos
que el bloque etiquetado como “Decisor” en la Figura 7.22 tome decisiones conjuntas sobre
toda la secuencia recibida y no símbolo a símbolo. Como ya hemos dicho, formalizaremos
este tipo de soluciones en el Apartado 7.4.2.

7.4. MODULACIONES DE FASE CONTINUA

Como veremos en breve, las modulaciones CPFSK ortogonal y MSK no son más que
casos particulares de una familia de modulaciones denominadasde fase continua(“Conti-
nuous Phase Modulations”, CPM), que tienen la ventaja de mantener constante la envolvente
de la señal transmitida y consiguen reducciones significativas en el ancho de banda con res-
pecto al necesario para la modulación QPSK. Conseguir amplitud constante no es difícil;
ya hemos visto que para ello basta con que la información se transmita en la fase(o en su
derivada, la frecuencia). Para lograr fase continua, es suficiente que la fase no tenga saltos
bruscos, cosa que siempre se puede conseguir con un filtrado apropiado.
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7.4.1. Señal transmitida CPM

En general, las modulaciones CPM responden a la siguiente expresión para la señal
transmitida, que es una generalización de (7.24) y (7.37), correspondientes a las modulacio-
nes CPFSK y MSK, respectivamente:

x(t) =

√
2Es

T
sen [ωct+ θ0 + θ(t, i)] (7.52)

dondei es la secuencia de símbolos transmitidos,ωc es la frecuencia nominal de la porta-
dora,θ0 es la fase inicial de la portadora,Es es la energía transmitida durante un periodo
de símbolo yθ(t, i) es una función continua det que puede adoptar diferentes formas, tal
como veremos en breve.

Para introducir los parámetros de interés en una modulación CPM, es ilustrativo y conve-
niente comenzar con una primera generalización de la modulación CPFSK ortogonal, cuya
expresión es (7.24). Dicha generalización se obtiene al abandonar la restricción de ortogo-
nalidad, por lo que emplearemos el término CPFSK, sin otros calificativos, para referirnos a
este caso.

Seas(t) una señal PAM en banda base con pulsos rectangulares de duraciónT segundos,
con la forma

s(t) =
∑

n

I[n]g(t− nT ) (7.53)

donde los símbolosI[n] pertenecen al conjunto{±1,±3, · · · ,±(M − 1)}. El pulso rectan-
gularg(t) se normaliza de tal modo que su área sea 1/2, esto es,

∫ ∞

−∞
g(t)dt = 1/2 (7.54)

Como en el apartado anterior, el uso de los símbolosI[n] no implica que la constelación
empleada sea unidimensional; de hecho, en las modulaciones CPM se complica extraordi-
nariamente la búsqueda de una base para representar las posibles señales transmitidas. A
partir des(t) se genera una señal cuya frecuencia instantánea (esto es, la derivada de la fase
instantánea) sea(ωc + 2ωdTs(t)), siendoωd la denominadadesviación de frecuencia de
pico, nombre que se corresponde con la máxima excursión de frecuencia conrespecto aωc

para el caso de CPFSK binaria. Teniendo en cuenta que hemos especificado la derivada, la
fase se obtendrá por integración, de forma que la señal transmitida será

x(t) =

√
2Es

T
sen

[
ωct+ θ0 + 2ωdT

∫ t

−∞
s(τ)dτ

]

=

√
2Es

T
sen

[
ωct+ θ0 + 2ωdT

∫ t

−∞

∑

n

I[n]g(τ − nT )dτ
]

(7.55)

Fijémonos en que aunque la señals(t) tiene discontinuidades (por el uso de pulsos rec-
tangulares), al integrarla dichas discontinuidades desaparecen. Identificando términos con
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respecto a la Ecuación (7.52), podemos escribir que

θ(t, i) = 2ωdT

∫ t

−∞

∑

n

I[n]g(τ − nT )dτ (7.56)

Para determinar la evolución de la faseθ(t, i) de la portadora en el intervalo[nT, (n +
1)T ], basta con realizar la integral (usando (7.54)), resultando

θ(t, i) = ωdT
n−1∑

m=−∞
I[m] + ωdT

(
t− nT
T

)
I[n], nT ≤ t < (n+ 1)T (7.57)

o, equivalentemente,

θ(t, i) = θ[n] + 2πhI[n]qg(t− nT ), nT ≤ t < (n+ 1)T (7.58)

dondeh es el denominadoíndice de modulación, definido comoh = ωdT/π; θ[n] es lafase
acumuladahasta el instantet = nT , esto es,

θ[n] = πh
n−1∑

m=−∞
I[m] (7.59)

y, finalmente,qg(t) es

qg(t) =

∫ t

−∞
g(τ)dτ (7.60)

En el siguiente ejemplo, procedemos a identificar la modulación recién vista conla
CPFSK binaria.

Ejemplo 7.4
En el Apartado 7.2 obtuvimos una expresión para la CPFSK ortogonal (Ecuación (7.24)) similar
a (7.57). Identificando términos tenemos que, para la CPFSK ortogonal binaria,I[n] ∈ {±1},
ωd = π/T y h = 1. Obsérvese que siθ[0] = 0, entonces

θ(t, i) = π
n−1∑

m=0

I[m]− nπI[n] + πt

T
I[n], nT ≤ t < (n+ 1)T (7.61)

Teniendo en cuenta que losI[m] son impares, es inmediato ver queπ
∑n−1

m=0 I[m] − nπI[n] es
un múltiplo entero de2π, por lo que el términoθ(t, i) es, módulo2π, igual a(πt/T )I[n], por lo
que queda establecido que la CPFSK binaria es un caso particular de CPM. La identificación es
fácilmente extensible a cualquier modulaciónM -CPFSK, con los mismos parámetrosωd y h.

En la Figura 7.23 se representa el llamadoárbol de fasespara la CPFSK binaria. El
árbol de fases muestra la evolución con el tiempo del términoθ(t, i) para todos los valores
posibles de la secuencia{I[n]}. Como referencia, se ha tomadoθ[0] = 0. Es interesante
observar varias características en este árbol de fases:
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0 T 2T 3T 4T
t

θ(t,i)

0

π h

2π h

3π h

4π h

−π h

−2π h

−3 π h

−4 π h

Figura 7.23.Árbol de fases para una CPFSK binaria.

1. Las trayectorias de la fase son lineales, porque los pulsosg(t) que se usan para mo-
dular la fase son rectangulares y, por tanto, su integralqg(t) es lineal.

2. El hecho de que las fases sean indistinguibles módulo2π hace que el árbol sea in-
variante a desplazamientos verticales que sean múltiplo de2π. Por ello, en muchas
ocasiones el árbol de fases se representa módulo2π; en realidad, es conveniente pen-
sar en el árbol de fases como pegado sobre un cilindro de radio unitario, de modo que
las fases−π y π son, en realidad, coincidentes.

En el siguiente ejemplo, estudiamos la MSK binaria como caso particular de la CPM.

Ejemplo 7.5
En la MSK binaria, la identificación de términos entre (7.37)y (7.57) nos permite escribir que
ωd = π/2T , h = 1/2. El árbol de fases es idéntico al de la Figura 7.23, aunque mientras en la
CPFSK binaria, las posibles fases al cabo de un periodo de símbolo eran múltiplo entero deπ
rad, ahora lo son deπ/2 rad.

Los pulsosg(t) que hemos venido empleando en este apartado eran rectangulares y de
duración un periodo de símbolo. En realidad, no hay ningún impedimento parautilizar otros
tipos de pulsos. La posibilidad de usar pulsos con respuesta temporal más suave o duración
mayor deT segundos, abre la puerta a variaciones menos bruscas en la fase, porlo que se
puede esperar un menor ancho de banda ocupado, a costa de una mayor complejidad (espe-
cialmente del receptor) debida a la introducción de memoria, fenómeno que yaobservamos
en la MSK. Cuando la duración del pulsog(t), que supondremos causal, es deL periodos
de símbolo,L > 1, hablamos deCPM de respuesta parcial, quedando el nombreCPM de
respuesta completareservado para el casoL = 1. En cualquier caso, mantendremos vigente
la condición (7.54) por la que la integral deg(t) es 1/2 parat ≥ LT . En definitiva, pode-
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mos decir que la CPFSK es un caso particular de CPM con pulsos rectangulares y duración
L = 1 periodo de símbolo.

Generalizando los cálculos realizados en (7.57), podemos escribir la fase θ(t, i) en el
intervalo[nT, (n+ 1)T ] como

θ(t, i) = 2πh

n∑

m=−∞
I[m]qg(t−mT ) (7.62)

= πh
n−L∑

m=−∞
I[m] + 2πh

n∑

m=n−L+1

I[m]qg(t−mT ) (7.63)

= θ[n] + θ(t, I[n], I[n− 1], · · · , I[n− L+ 1]) (7.64)

En (7.63)θ[n] representa la fase acumulada hasta el instantenT debida a todos los pulsos
que ya han colmado la integral, mientras queθ(t, I[n], I[n−1], · · · , I[n−L+1]) representa
la contribución de todos aquellos pulsos que aún no han llegado hasta su valor final en el
instante(n+1)T . Esta última función se puede descomponer en las contribuciones debidas
a los símbolos pasados y la correspondiente al símbolo actual. De este modo:

θ(t, I[n], · · · , I[n− L+ 1]) = 2πh
n−1∑

m=n−L+1

I[m]qg(t−mT ) + 2πhI[n]qg(t− nT )

(7.65)

Para describir la evolución de la faseθ(t, i) podemos recurrir a un diagrama de estados o a
un diagrama de rejilla (véase Apartado 6.2.2). Mientras en la CPM de respuesta completa
el estado viene determinado exclusivamente porθ[n], para la CPM de respuesta parcial
necesitamos definir un vector de estados que contenga, además deθ[n], los símbolos que
aparecen explícitamente en (7.65), de modo que dicho vector de estados enel instanten,
que denotaremos porψ[n], será

ψ[n] = (θ[n], I[n− 1], · · · , I[n− L+ 1])T (7.66)

Para el caso de respuesta completa (L = 1) vemos que el vector de estadosψ[n] se reduce
aθ[n], tal como habíamos necesitado para CPFSK y MSK.

¿Cuántos estados diferentes necesita un diagrama de rejilla para CPM? En principio,
atendiendo a las combinaciones posibles deL − 1 símbolos que pueden tomarM valores
diferentes, tendríamos un total deML−1, multiplicado por el número de valores distintos
queθ[n] puede tomar. Calculemos este último valor, suponiendo que el índice de modulación
h es un número racional, de la forma

h =
P

Q
(7.67)

conP y Q números enteros coprimos4. Por otro lado, a partir de (7.63) tenemos queθ[n] es

4Dos números enteros son coprimos si su máximo común divisor es 1.
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una suma de números enteros multiplicada porπh, que puede tomar los siguientes valores

θ[n] ∈
{
0, π

P

Q
, 2π

P

Q
, · · · , NπP

Q
, · · ·

}
(7.68)

Recordemos que de cara al número de estados las fases son indistinguibles módulo2π, por
lo que basta con averiguar cuántos valores diferentes módulo2π puede tomar la secuencia
en (7.68). ParaP un número entero par, la secuencia se repite a partir deN = Q, por lo
queθ[n] puede tomarQ valores diferentes; paraP impar, la secuencia no se repite hasta
N = 2Q. Recapitulando, el número de estados es

{
QML−1, P par

2QML−1, P impar
(7.69)

Ejemplo 7.6
a) Para la CPFSK binaria (M = 2) con h = 1 y L = 1, la expresión (7.69) determina que

el número de estados es 2, que se corresponden conψ[n] = θ[n] ∈ {0, π}. Para la MSK bi-
naria (M = 2), conh = 1/2 y L = 1, el número de estados es 4, que se corresponden con
ψ[n] = θ[n] ∈ {0,±π/2, π}.

b) Para una modulación CPM de respuesta parcial, con longitud de los pulsosL = 2 periodos de
símbolo, índice de modulaciónh = 2/3 y M = 4, el número de estadosψ[n] = (θ[n], I[n− 1])
es 12.

Para finalizar la descripción del diagrama de rejilla basta con especificar el vector de
estadoψ[n + 1] a partir de la entradaI[n] y del valor del vector de estado en el instante
anteriorψ[n]. Esto es inmediato a partir de la definición deθ[n+ 1], ya que

θ[n+ 1] = θ[n] + πhI[n− L+ 1] (7.70)

Finalmente, completan la descripción deψ[n+ 1] los símbolosI[n], · · · , I[n− L+ 2].
El ejemplo siguiente muestra cómo determinar el diagrama de rejilla para una modula-

ción CPM.

Ejemplo 7.7
Sea una modulación CPM conL = 2, h = 2/3 y M = 2. Los 6 posibles valores del vector de
estados son

ψ[n] = (θ[n], I[n− 1]) ∈ {(0,+1), (0,−1), (2π/3,+1), (2π/3,−1), (4π/3,+1), (4π/3,−1)}
(7.71)

En la Figura 7.24 se representan las posibles transiciones entre estados, de acuerdo con la Ecua-
ción (7.70).

Dentro de la inabarcable cantidad de posibilidades a la hora de elegir los pulsos g(t)
presentaremos aquí, con ánimo ilustrativo, los más conocidos, aparte de losrectangulares,
que son los llamadospulsos en coseno alzadoy que no deben confundirse con los empleados
para satisfacer el criterio de Nyquist en modulaciones de tipo lineal. Los pulsos en coseno
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Figura 7.24.Diagrama de rejilla para la modulación CPM del Ejemplo 7.7. Las transicio-
nes en línea continua se producen conI[n] = +1. Las transiciones en línea discontinua se
producen conI[n] = −1.

alzado tienen la ventaja de suavizar las transiciones de fase debido a su forma (compárese
con la de los pulsos rectangulares). La expresión de los pulsosg(t) usados en este caso es

g(t) =
1

2LT

[
1− cos

(
2πt

LT

)]
wLT (t) (7.72)

dondewLT es un pulso rectangular causal de duraciónLT segundos, definido según (7.2).
El pulsog(t) se representa en la Figura 7.25 junto con su integralqg(t) paraL = 1. Como
podemos observar en la Figura 7.26, donde se representa el árbol defases para una CPM
cuaternaria conL = 2 y pulsos en coseno alzado, las transiciones son más suaves, lo que
hace que el ancho de banda ocupado resulte menor. En la Figura 7.26 seha supuesto que la
secuenciaI[n] paran < 0 toma idénticamente el valor+3 y, como referencia a efectos de
representación, se ha tomado una fase inicial de0 radianes.

Otro caso interesante es el de la llamada GMSK (“Gaussian MSK”) , de importancia por
ser empleada como modulación en el estándar europeo GSM de comunicaciones móviles de
segunda generación y en el estándar europeo de comunicaciones inalámbricas DECT. La
GMSK coincide con la MSK binaria en el empleo deh = 1/2 y M = 2, pero ahora la
duración de los pulsos es mayor que un periodo de símbolo (L > 1) y los pulsosg(t)
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tT

1/2T

g(t)

(a)

tT

1/2

q
g
(t)

(b)

Figura 7.25.(a) Pulso en coseno alzado (L = 1) y (b) su integral.
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Figura 7.26.Árbol de fases para una modulación CPM cuaternaria con pulsos en coseno
alzado yL = 2.

son el resultado de pasar el pulso rectangular empleado en MSK a travésde un filtro con
respuesta al impulso gausiana y truncando el resultado en tiempo. El resultado es que los
pulsos empleados tienen la forma

g(t) =
1

2T

{
Q

(
2πβ(t− T/2)√

ln 2

)
−Q

(
2πβ(t+ T/2)√

ln 2

)}
(7.73)

dondeQ(·) es la conocida función Q definida mediante (3.31) en la Página 103 y que ya
empleamos en el cálculo de probabilidades de error en el Capítulo 4, yβ es un parámetro que
permite controlar la duración temporal de los pulsos. A un mayor valor deβ le corresponde
una mayor duración temporal eng(t) por lo que el ancho de banda disminuye. A cambio, al
aumentarβ crece el número de estados del diagrama de rejilla y con él la complejidad del
detector en el receptor. En el caso del estándar GSM,β = 0,3 mientras que en el estándar
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DECT, β = 0,2. En la Figura 7.27 se representag(t) y su integralqg(t) paraβ = 0,2 y
β = 0,3.

tT

1/2T

g(t)

tT

1/2

q
g
(t)

(a) (b)

Figura 7.27.(a) Pulsos gausianos paraβ = 0,2 (línea continua) yβ = 0,3 (línea disconti-
nua); (b) integrales respectivas.

Para concluir nuestra descripción de las modulaciones CPM, mencionaremos dos posi-
bles extensiones, en las que no profundizaremos por quedar fuera delos objetivos de este
texto. Por una parte, en la denominadaCPM multiamplitud, la amplitud de la señal transmi-
tida no es constante, sino que puede tomar uno de entre un conjunto de valores posibles. En
la llamadaCPM multi-hes el índice de modulaciónh el que varía de forma cíclica dentro
de un conjunto de índices permitidos.

7.4.2. Detector coherente ML para CPM

En este apartado estudiaremos el diseño de un detector para CPM según el criterio de
máxima verosimilitud (ML) en un canal gausiano. Recordemos que en el intervalo [0, NT )
la señal transmitidax(t) tiene la forma

xi(t) =

√
2Es

T
sen [ωct+ θ0 + θ(t, i)] , 0 ≤ t < NT (7.74)

dondei es la secuencia de símbolos transmitidos, que deseamos averiguar con la mínima
probabilidad de error,N es el número de periodos de símbolo transmitidos y la dependencia
de la señal transmitida coni se explicita escribiendoxi(t). Para simplificar la discusión,
supondremos que la decisión se basa en la observación de la señal recibida y(t) en el inter-
valo [0, NT ) y que la fase inicial de la portadoraθ0 es nula. Como sabemos, para canales
gausianos con ruido blanco, el criterio ML dicta que elijamos aquella secuencia î tal que
la distancia euclídea entre las proyecciones sobre una base ortonormal de y(t) y x

î
(t) sea

mínima. Teniendo en cuenta que las distancias euclídeas se pueden calcular de forma equi-
valente en el espacio de HilbertL2 (véase Apartado 4.2), podemos concluir que debemos
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buscar aquella secuenciaî tal que

∫ NT

0

∣∣∣∣∣y(t)−
√

2Es

T
sen
[
ωct+ θ(t, î)

]∣∣∣∣∣

2

dt (7.75)

sea mínima. Desarrollando el cuadrado en (7.75) y sabiendo que la señaly(t) no depende
de î y queE{x

î
(t)} = NEs, por lo que tampoco depende deî, podemos concluir que

el receptor ML puede de forma equivalente seleccionar aquella secuencia que maximiza la
correlación

〈x
î
,y〉 .=

∫ NT

0
y(t) sen

[
ωct+ θ(t, î)

]
dt. (7.76)

Para resolver el problema de encontrarî se puede emplear el algoritmo de Viterbi (Aparta-
do 6.2.2), ya que, si definimos las métricas

ln(y,xi)
.
=

∫ (n+1)T

nT
y(t) sen [ωct+ θ(t, i)] dt, 0 ≤ n ≤ N − 1 (7.77)

vemos queln(y,xi) depende únicamente de la señal recibida en el intervalo[nT, (n+1)T ),
del vector de estadoψ[n] (véase Ecuación 7.66)) y del símboloI[n]. La correlación en (7.76)
se puede escribir como una suma de métricas de rama

〈x
î
,y〉 =

N−1∑

n=0

ln(y,xî) (7.78)

Para aplicar el algoritmo de Viterbi, sólo tenemos que representar el diagrama de rejilla
de la modulación CPM en cuestión, según lo explicado más arriba, asignar a cada rama
la métrica (7.77) correspondiente y proceder como en el Apartado 6.2.2, determinando el
camino superviviente hasta cada nodo como aquél que llega a dicho nodo con la mayor5

métrica acumulada, y eligiendo el camino con mayor métrica una vez alcanzado el final
de la rejilla (o, forzando las decisiones con una determinada profundidadde truncamiento,
Página 319). Obsérvese que el cómputo de las métricas (7.77) requiere laevaluación de
una integral que, en la práctica, se suele implementar mediante una suma, tomando varias
muestras dey(t) por periodo de símbolo.

Veamos a continuación cómo calcular la probabilidad de error de símbolo en uncanal
gausiano representado por ruidon(t) de media cero y densidad espectral de potenciaN0/2
W/Hz. Tal y como se discute en el Apartado 6.2.3, la probabilidad de error de símbolo se
puede expresar en términos de la probabilidad de elegir un camino erróneoque comience
en una etapa dada de la rejilla. En particular, la aproximación (6.33) permite escribir la
probabilidad de error de símboloPe como

Pe ≈ κ2Q
(

Dmin

2
√
N0/2

)
(7.79)

5Obsérvese que deseamosmaximizarla correlación.
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dondeDmin denota la distancia euclídea mínima entre caminos en el diagrama de rejilla
y κ2 está relacionada con el número de caminos erróneos a distancia mínima. Paracalcu-
lar la distancia mínima entre caminos, basta con considerar que cada camino estáasociado
unívocamente con una posible señal transmitidaxi(t), siendoi la secuencia de símbolos
asociada. Por tanto,Dmin no es más que la distancia euclídea mínima entre señales trans-
mitidas. Con este fin, conviene desarrollar la distancia euclídea entre dos señales genéricas,
xi(t) y xj(t), tales que las secuencias de símbolos asociadas cumpleni 6= j. Esta distancia,
que denotaremos pord(xi(t), xj(t)) se puede calcular como sigue, suponiendoN símbolos
transmitidos,

d2(xi(t), xj(t)) =

∫ NT

0
|xi(t)− xj(t)|2 dt

=

∫ NT

0
x2i (t)dt+

∫ NT

0
x2j(t)dt− 2

∫ NT

0
xi(t)xj(t)dt

= 2NEs − 2
2Es

T

∫ NT

0
sen [ωct+ θ(t, i)] sen [ωct+ θ(t, j)] dt

= 2NEs −
2Es

T

∫ NT

0
cos [θ(t, i)− θ(t, j)] dt

=
2Es

T

∫ NT

0
(1− cos [θ(t, i)− θ(t, j)]) dt (7.80)

Además, a partir de la definición deθ(t, i) en (7.62), es inmediato concluir queθ(t, i) −
θ(t, j) = θ(t, i− j) = θ(t, e), dondee es la secuencia de error entrei y j, de tal modo que
si I[n], J [n] ∈ {±1,±3, · · · ,±(M − 1)}, entoncesE[n] ∈ {0,±2, · · · ,±2(M − 1)}. Por
consiguiente, para encontrarD2

min basta con considerar

D2
min = mı́n

e∈E

{
2Es

T

∫ NT

0
(1− cos [θ(t, e)]) dt

}
(7.81)

siendoE el conjunto de posibles secuencias de error excluyendoe 6= 0, yN suficientemente
grande como para que no se produzcan truncamientos anticipados del camino de distancia
mínima. En cualquier caso, el cálculo de las integrales debe con frecuenciarealizarse me-
diante técnicas numéricas. En el Problema P7.10 se calcula una cota a la distancia mínima
para los casos de CPFSK y MSK binaria.

También se pueden construir receptores incoherentes para CPM, que no se consideran
en este texto. Recomendamos al lector interesado la consulta de [61] y [2].

7.5. LECTURAS ADICIONALES

Las modulaciones de frecuencia más sencillas, como la FSK o la MSK, se pueden en-
contrar en la práctica totalidad de los libros de texto sobre comunicaciones digitales, como
[43], [94], [7]. Por el nivel de detalle y el completo análisis de las técnicas empleadas en
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424 MODULACIONES DE FASE Y FRECUENCIA

recepción se recomienda consultar el texto de Proakis [61], que aquí se ha tomado como
fuente para los desarrollos de algunos apartados.

Las modulaciones CPM han ido perdiendo vigencia con el transcurso deltiempo, es-
pecialmente a causa de la complejidad de las implementaciones que de ellas se derivan. El
libro de Anderson, Aulin y Sundberg [1] es ya un clásico sobre la materia yes especialmente
interesante para consultar información sobre las características espectrales y distancias en
las modulaciones CPM multiamplitud y multi-h. Un buen resumen de este material está en
el más reciente libro de Anderson y Svensson [2]. También resulta recomendable el tuto-
rial [3]. El cálculo del espectro de la señales OQPSK y CPFSK que hemospresentado está
basado en el texto de Benedetto y Biglieri [7].

Existen dos campos de aplicación en los que las modulaciones presentadas en este ca-
pítulo han sido profusamente utilizadas: las comunicaciones móviles y las comunicaciones
vía satélite. En [80] se discute con un alto grado de detalle las modulaciones empleadas en
comunicaciones móviles, excepto las de espectro ensanchado. Otro casosimilar es [25] que,
una vez desprovisto de su autobombo, resulta un libro atractivo por su enfoque pragmático.

PROBLEMAS

P7.1 Considere la transmisión de una señal paso bandax(t) =
√
2Re{s(t)ejωct} corres-

pondiente a una señal banda bases(t) y frecuencia de portadoraωc rad/seg a través de
un filtro paso bandah(t) de la forma

h(t) = wτ (t) · cos(ωct) (7.82)

siendowτ (t) un pulso rectangular causal de duraciónτ segundos, con0 < τ < T ,
siendoT el periodo de símbolo. Observe que este es un mal filtro paso banda, pero
suficiente para ilustrar la interacción entre los saltos de fase y el filtrado.

1.1. Demuestre que la señal filtraday(t) = x(t) ∗ h(t) se puede escribir como

y(t) =
√
2Re{(s(t) ∗ wτ (t))e

jωct} (7.83)

de forma que la señal banda base equivalente ess(t) ∗ wτ (t) (Ayuda: utilice los
resultados del Apartado 5.4.4).

Como consecuencia, sisI(t) y sQ(t) denotan las componentes en fase y cua-
dratura des(t), respectivamente, las componentes en fase y cuadratura tras el
filtrado seránsfI(t)

.
= sI(t)∗wτ (t) y sfQ(t)

.
= sQ(t)∗wτ (t), respectivamente.

1.2. Seas(t) una señal QPSK con pulsos rectangulares. Demuestre que el valor míni-

mo de la envolvente de la señal filtrada
√
2(s2fQ(t) + s2fI(t)) es 0 y que el valor

máximo esτ
√

2Es
T .

1.3. Para el caso en ques(t) es una señal OQPSK demuestre que el cociente entre el
valor máximo y el mínimo de la envolvente de la señal filtrada es

√
2.
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P7.2 En este capítulo hemos estudiado un buen número de modulaciones en las que las va-
riaciones de fase juegan un papel fundamental. Una forma ilustrativa de visualizar las
diferentes modulaciones es la llamada gráfica I/Q. En ella, se representa elpar consti-
tuido por las componentes en fase y cuadratura en el instantet, (sI(t), sQ(t)), como
un punto del plano, de modo que, a medida quet varía, obtenemos una representación
de cómo evoluciona la magnitud y fase de la señal en banda base. La envolvente de la
señal paso banda es proporcional al radio de su gráfica I/Q.

2.1. Compruebe que las gráficas I/Q para las modulaciones QPSK y QPSK codifica-
da diferencialmente son iguales y contienen un conjunto finito de puntos. Típi-
camente, estos puntos se unen con líneas discontinuas para reflejar las posibles
transiciones (instantáneas) de fase.

2.2. Dibuje la gráfica I/Q de la modulación OQPSK.

2.3. Dibuje las gráficas I/Q de las modulaciones MSK y CPFSK binarias.

P7.3 Demuestre que el receptor DPSK de la Figura 7.9 no produce propagación de errores.
Para ello, seaφ[n] la fase transmitida en el periodon-ésimo (obtenida según la Ecua-
ción (7.13)) y suponga que la señal recibidaq[n] es tal queq[n] =

√
Ese

jφ[n] para todo
n, excepton = n0, en queq[n0] =

√
Ese

j(φ[n0]+ǫ[n0]), siendo|ǫ[n0]| suficientemente
grande como para producir un error en decisión tomada en el instanten0. Demuestre
que la decisión tomada en el instante(n0 + 1) también será incorrecta, pero que para
n > (n0 + 1) no hay errores.

P7.4 Suponga la transmisión de una señalM -PSK a través de un canal gausiano que intro-
duce ruido con densidad espectral de potenciaN0/2 W/Hz y que, además, introduce
un desfase deθ rad desconocido en el receptor. El receptor mantiene las regiones de
decisión que se corresponderían conθ = 0.

4.1. Bajo la hipótesis deEs/N0 alta, escriba una expresión aproximada para la pro-
babilidad de error de símboloPe(θ), en el rangoθ ∈ (−π/M, π/M), en función
deθ. (Ayuda: tenga en cuenta que la probabilidad de error está relacionada con
la distancia del símbolo transmitido, rotadoθ rad (véase Figura 7.6), a la frontera
de decisión).

4.2. Seadmin la distancia mínima entre símbolos de la constelación. Definimos la
distancia efectivadef (θ) como aquella tal que la probabilidad de errorPe(θ) se
puede aproximar como sigue

Pe(θ) ≈ κQ
(

def (θ)

2
√
N0/2

)
(7.84)

para alguna constanteκ. Represente el cocientedmin/def (θ) (en dB) con respec-
to aθ en el rangoθ ∈ (−π/M, π/M). Este cociente puede interpretarse como
la pérdida de rendimiento (medido en reducción de la SNR efectiva) debida al
desconocimiento de la faseθ y sirve para establecer unos límites de tolerancia a
los algoritmos de recuperación de fase para receptores coherentes.
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P7.5 Considere una señal QPSK que ha sido obtenida modulando una portadora de frecuen-
ciaωc rad/seg. En el receptor, la demodulación se realiza con una frecuenciaωc+∆ω
rad/seg, lo que modela la inevitable diferencia entre las frecuencias de los osciladores
del transmisor y el receptor, o la desviación de frecuencia debida al efecto Doppler.
El canal es gausiano con densidad espectral de potencia de ruidoN0/2 W/Hz y la
respuesta combinada transmisor/receptor cumple el criterio de Nyquist. El periodo de
símbolo esT seg.

5.1. Demuestre que si los símbolos transmitidos sonA[n], la señal a la salida del
muestreador del receptor es

q[n] = A[n]ej(ω0n+θ) + z[n]

dondeω0 = ∆ω · T , θ es el desfase entre las sinusoides usadas en modulación
y demodulación, yz[n] es ruido blanco, gausiano, circularmente simétrico, de
media cero y varianzaσ2z = N0.

5.2. Demuestre que siω0 = Pπ/Q, conP , Q dos números enteros positivos tales
queP/Q < 1, entonces la probabilidad de error de símbolo es mayor que 0.5,
independientemente del valor deθ.

5.3. Considere ahora un sistema DQPSK. Obtenga una expresión aproximada de la
Pe(ω0), probabilidad de error de símbolo en función deω0, cuandoEs/N0 es
grande. (Ayuda: utilice los resultados del Problema P7.4. Recuerde asimismo
que para la DQPSK el ruido equivalente es 3dB superior al correspondiente a
PSK.)

5.4. Obtenga (numéricamente) el rango de valores deω0 para el que la pérdida de la
SNR efectiva con respecto al casoω0 = 0 es inferior a 3 dB.

P7.6 Una modulación de fase diferencial empleada en algunos estándaresde telefonía ce-
lular americanos y japoneses es la conocida comoπ/4-DQPSK. Esta modulación es
similar a una DQPSK convencional, excepto en que los saltos de fase∆φ[n] pertene-
cen al conjunto{±π/4,±3π/4}. La fase transmitidaφ[n] se genera según la Ecua-
ción (7.13), conφ[−1] = 0.

6.1. Demuestre que los conjuntos de fases transmitidas en los instantes parese impa-
res son disjuntos.

6.2. Dibuje el diagrama I/Q de esta modulación (véase Problema P7.2) uniendolas
posibles transiciones entre símbolos con línea discontinua. Observe que lastran-
siciones conectan los dos conjuntos del apartado anterior.

6.3. Considere un filtro paso banda como el del Problema P7.1. Calcule el cociente
entre los valores máximo y mínimo de la envolvente de la señal filtrada y com-
párelo con el de la QPSK convencional (que a su vez es igual al de la DQPSK
convencional).
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P7.7 Considere el receptor incoherente para FSK binaria de la Figura 7.15. Suponga que
ω0T ≫ 1 y ω1T ≫ 1, ω0 = 2πK/T , para algún enteroK y ω0 = ω1 + 2π/T (con-
dición de ortogonalidad). Considere la transmisión en el intervalo[0, T ) del símbolo
correspondiente a la frecuenciaω0 a través de un canal sin ruido que sólo introduce un
desfaseθ, de modo que la señal recibiday(t) es (7.33). Demuestre que las variables
de decisiónr0[n] y r1[n] del detector de ley cuadrática cumplen

r0[n] ≈ E2
s ; r1[n] ≈ 0

para cualquierθ.

Suponga ahora que no se cumple la condición de ortogonalidad. Calcule lasvariables
de decisión en función de∆ω

.
= ω1 − ω0.

P7.8 Demuestre que las secuenciasI[n] cos(θ[n])(−1)n/2 y cos(θ[n])(−1)n/2, conn par,
que dan lugar a las componentes en fase y cuadratura de la señal MSK según la Ecua-
ción (7.48), son blancas y mutuamente incorrelacionadas. Debe tener presente que los
θ[n] sirven para garantizar la continuidad de fase y, por tanto, dependen delos I[n].

P7.9 Demuestre que la probabilidad de error de símbolo en MSK binaria cuando se emplea
el receptor de la Figura 7.21 es la dada por (7.51).

P7.10 Considere la transmisión de una señal CPM binaria (M = 1) de respuesta completa
(L = 1), con índice de modulaciónh racional, a través de un canal gausiano con
densidad espectral de potencia de ruidoN0/2 W/Hz. Sean dos secuencias de símbolos
i, j tales que ambas difieren únicamente en los símbolos correspondientes an = 0, 1.

10.1. Demuestre que los caminos del diagrama de rejilla correspondientes a lasse-
cuenciasi, j se separan en el instanten = 0 y se vuelven a juntar al cabo de dos
transiciones.

10.2. Considere la secuencia de errore = i−j. Observe queE[n] ∈ {0,±2} para todo
n. Utilice la Ecuación (7.81) para demostrar que la distancia entre las señales
xi(t) y xj(t) es tal que

d2(xi(t), xj(t)) = 4Es

(
1− sen 2πh

2πh

)
(7.85)

La anterior es una cota superior a la distancia mínima. ¿Por qué?

10.3. Utilice la cota anterior para obtener una aproximación de la probabilidadde error
de símbolo. Particularice dicha expresión para el caso de MSK (h = 1/2). Com-
pare esta probabilidad con la del receptor de la Figura 7.21.
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APÉNDICES

7.A. ESPECTRO DE UNA SEÑAL MULTIPULSO SIN MEMORIA

En este apéndice calculamos el espectro de potencia de un proceso de la forma

X(t) = K
∑

n

gA[n](t− nT ) (7.86)

dondeK =
√
2Es/T , los pulsosgi(t), i = 0, · · · ,M − 1 tienen duración igual o menor

queT segundos, y los símbolosA[n] son estadísticamente independientes y uniformemente
distribuidos en{0, 1, · · · ,M − 1}. En primer lugar, es fácil comprobar que el procesoX(t)
es cicloestacionario de periodoT , por lo que la autocorrelaciónRx(t+ τ, t) es una función
periódica det y, por tanto, la función de autocorrelación promediada se puede calcularsobre
un único periodo

Rx(τ) =
1

T

∫ T

0
Rx(t+ τ, t)dt

=
K2

T

∑

n

∑

l

∫ T

0
E{gA[n](t+ τ − nT )gA[l](t− lT )}dt (7.87)

Es conveniente introducir la mediaµg(t) de los pulsos transmitidos, ya que, en general, esta
no será nula

µg(t)
.
= E{gA[n](t)} =

1

M

M−1∑

i=0

gi(t) (7.88)

donde la última igualdad es consecuencia del carácter equiprobable de lossímbolos. Tam-
bién será conveniente definir, para todoi, 0 ≤ i ≤M − 1, g̃i(t)

.
= gi(t)−µg(t). Obsérvese

queE{g̃A[n](t)} = 0, donde la esperanza se toma sobre la variableA[n].
Recordando la independencia de los símbolos, las funcionesgA[n](t) y gA[l](t) serán

independientes para cualquiert siempre quen 6= l. Esta consideración nos permite escribir

E{gA[n](t+ τ − nT )gA[l](t− lT )} = E{gA[n](t+ τ − nT )} · E{gA[l](t− lT )}
= µg(t+ τ − nT )µg(t− lT ), n 6= l (7.89)

Para el cason = l, tenemos

E{gA[n](t+ τ − nT )gA[n](t− nT )} = E{[g̃A[n](t+ τ − nT ) + µg(t+ τ − nT )]
· [g̃A[n](t− nT ) + µg(t− nT )]}
= E{g̃A[n](t+ τ − nT )g̃A[n](t− nT )}
+ µg(t+ τ − nT )µg(t− nT ) (7.90)
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Ahora estamos en condiciones de escribir (7.87) como

Rx(τ) =
K2

T

∑

n

∑

l

∫ T

0
µg(t+ τ − nT )µg(t− lT )dt

+
K2

T

∑

n

∫ T

0
E{g̃A[n](t+ τ − nT )g̃A[n](t− nT )}dt (7.91)

Denotamos los dos sumandos anteriores porRxd(τ) y Rxc(τ) respectivamente, mientras
que sus transformadas respectivas sonSxd(jω) y Sxc(jω). A continuación, desarrollamos
cada una de las autocorrelaciones promediadas y sus espectros asociados.

Rxd(τ) =
K2

T

∑

n

∑

l

∫ T−lT

−lT
µg(t+ τ + lT − nT )µg(t)dt

=
K2

T

∑

m

∑

l

∫ T−lT

−lT
µg(t+ τ +mT )µg(t)dt

=
K2

T

∑

m

∫ ∞

−∞
µg(t+ τ +mT )µg(t)dt

=
K2

T

∑

m

rµg(τ +mT )

=
K2

T
rµg(t) ∗

∑

m

δ(τ +mT ) (7.92)

donderµg(t)
.
= µg(t)∗µg(−t) es la función de ambigüedad temporal deµg(t). Para calcular

Sxd(jω), sólo tenemos que recordar que la transformada de un tren de impulsos espaciados
T segundos es otro tren de impulsos espaciados2π/T rad/seg. Por tanto,

Sxd(jω) =
K2

T 2
Sµg(jω)

∑

m

δ

(
jω − j 2πm

T

)
(7.93)

dondeSµg(jω) es la Transformada de Fourier derµg(τ) = µg(τ) ∗ µg(−τ). A partir de
(7.88) es inmediato ver que

Sµg(jω) =
1

M2

∣∣∣∣∣
M−1∑

i=0

Gi(jω)

∣∣∣∣∣

2

(7.94)

ecuación que, sustituida en (7.93), produce (7.25).
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Por lo que respecta aRxc, podemos escribir

Rxc(τ) =
K2

T

∑

n

∫ T−nT

−nT
E{g̃A[n](t+ τ)g̃A[n](t)}dt

=
K2

T

∫ ∞

−∞
E{g̃A[n](t+ τ)g̃A[n](t)}dt

=
K2

MT

M−1∑

i=0

∫ ∞

−∞
g̃i(t+ τ)g̃i(t)dt

=
K2

MT

(
M−1∑

i=0

gi(τ) ∗ gi(−τ)−Mrµg(τ)

)
(7.95)

cuya Transformada de Fourier es (7.26).

7.B. RECEPTOR INCOHERENTE ÓPTIMO

En este apéndice vamos a extender el cálculo del demodulador ML del Apartado 4.3 a la
recepción incoherente (esto es, con una fase desconocida) de señales paso banda. Como en
aquella ocasión, consideraremos la transmisión de un único símbolobi ∈ {0, 1, · · · ,M −
1}, que se transforma en el modulador en otro símboloai perteneciente a la constelación
{ai, i = 0, 1, · · · ,M − 1}, con la hipótesis adicional de que dichos símbolos tienen la
misma energía, esto es,||ai||2 = Es, para todoi ∈ {0, 1, · · · ,M − 1}. La extensión al caso
de una transmisión indefinida de símbolos es inmediata, siempre que las formas deonda no
abarquen más de un periodo de símboloT .

Recordemos que cada símboloai se corresponde de forma unívoca con una forma de
ondasi(t), perteneciente al espacio de HilbertL2 y que podemos escribir como una combi-
nación lineal de elementos de una base ortonormal

si(t) =
N−1∑

k=0

aikφk(t) (7.96)

donde losaik, 0 ≤ k ≤ N − 1, son los elementos del vectorai. Dado que en nuestro caso
queremos considerar una transmisión paso banda, permitiremos que dichoscoeficientes sean
complejos, de modo que las formas de onda en banda basesi(t), i = 0, · · · ,M−1, también
pueden tomar valores complejos. Por tanto, suponiendo que el modulador desea enviar el
símboloai, construirá la señal

x(t) =
√
2Re{si(t)ejωct}, (7.97)

donde, como de costumbre,ωc denota la frecuencia de la portadora. La señalx(t) se trans-
mite por un canal que supondremos gausiano y que introduce un desfasedeθ radianes sobre
la portadora, de modo que la señal recibida puede escribirse como

y(t) =
√
2Re{si(t)ej(ωct+θ)}+ n(t), (7.98)
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conn(t) el ruido. En el receptor, la primera operación (véase Figura 5.34) consiste en una
demodulación compleja multiplicando pore−jωct (la faseθ no se utiliza, porque se supo-
ne desconocida para el receptor) que produce la señalv(t) = y(t)e−jωct. A continuación,
siguiendo el esquema del demodulador del Apartado 4.3, obtenemos el vector q de coor-
denadas dev(t) en la base del modulador. Estas coordenadas,qk, k = 0, 1, · · · , N − 1 se
calculan como

qk =
√
2〈v,φk〉 =

√
2

∫ ∞

−∞
v(t)φk(t)dt, (7.99)

donde el factor
√
2 sirve para conservar la potencia de la señal (véase Apartado 5.4.2). Sus-

tituyendo (7.98) en (7.99) y considerando, por una parte, la ortogonalidad de las funciones
base y, por otra, que las funcionesφk(t) eliminan aquellas componentes de la señal que están
centradas en la frecuencia−2ωc rad/seg, podemos escribir, emulando el desarrollo realizado
en (4.10),

qk = aike
jθ + zk, 0 ≤ k ≤ N − 1 (7.100)

dondeaik es la coordenadak-ésima deli-ésimo símbolo de la constelación (el que hemos
transmitido) yzk es una realización de una variable aleatoria gausiana compleja circular-
mente simétrica, de media cero y varianza totalσ2z = N0. Recordemos que esta varianza
se reparte entre la varianzas de la parte real e imaginaria dezk. Además, es fácil demostrar
que lasN componentes de ruido son mutuamente incorrelacionadas. Por tanto, la función
de densidad de probabilidad conjunta deq condicionada al símbolo enviado y a una faseθ
es

fq|A,θ(q|ai, θ) =
N−1∏

k=0

fqk|Ak
(qk|aik, θ) =

1

(πN0)N
e
−∑N−1

k=0
|qk−aikejθ |2

N0

=
1

(πN0)N
e
− ||q−aiejθ ||2

N0 . (7.101)

Comparando este resultado con (4.17) vemos que, además de la presenciade la faseθ, el
hecho de que el ruido sea ahora complejo introduce cambios menores en elexponente del
denominador.

Recordando que el receptor ML elige el símboloai que maximiza (7.101), y que la fun-
ción exponencial es estrictamente creciente, parecería que ahora bastaría con seleccionarai
tal que||q − aiejθ||2 es mínimo. Sin embargo, esta estrategia sólo valdría para un demo-
dulador coherente, esto es, que conocieseθ. En el caso incoherente, el demodulador óptimo
requiere dar algunos pasos más. En primer lugar, debemos eliminar la dependencia con la
fase desconocida, lo que implicamarginalizarla fdp en (7.101) integrando con respecto a la
distribución deθ, que denotaremos porfθ(θ):

fq|A(q|ai) =
∫ π

−π
fq|A,θ(q|ai, θ)fθ(θ)dθ. (7.102)

Teniendo en cuenta que en la mayor parte de los casos no existe informacióndisponible a
priori sobreθ, parece razonable escoger aquella distribución que maximiza su entropía,esto
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432 MODULACIONES DE FASE Y FRECUENCIA

es, la uniforme en[−π, π) (véase Capítulo 9). En este caso, sustituyendo (7.101) en (7.102),
tenemos

fq|A(q|ai) =
1

2π(πN0)N

∫ π

−π
e
− ||q−aiejθ ||2

N0 dθ, (7.103)

integral que tiene solución analítica:

fq|A(q|ai) =
1

(πN0)N
exp

(
−||q||

2 + ||ai||2
N0

)
I0

(
2|〈q,ai〉|
N0

)
, (7.104)

dondeI0(·) es la llamada función de Bessel modificada de orden 0, de la que esencialmente
nos interesa saber que es estrictamente creciente para argumentos positivos. Observando
la expresión (7.104) y teniendo en cuenta nuestra hipótesis de que todos los símbolos de la
constelación tienen idéntica energía, podemos concluir que el receptor MLdebe elegir aquel
ai tal que maximiza

ri
.
= |〈q,ai〉|2 =

∣∣∣∣∣
N−1∑

k=0

qka
∗
ik

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣
√
2

∫ ∞

−∞
v(t)s∗i (t)

∣∣∣∣
2

. (7.105)

La estructura resultante, en este caso realizada con filtros adaptados y generalizada a la
transmisión indefinida de símbolos, se representa en la Figura 7.28, en la queB̂[n] denota
el n-ésimo símbolo decidido.

. 
. 
. 
.

t nT=

*

0 ( )s t- .

.

.

y t( )
v t( )

e- j ctw
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ˆ [ ]B n
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*

1( )Ms t- -

Figura 7.28.Diagrama de bloques de un receptor ML incoherente.

7.B.1. Receptor ML Incoherente para CPFSK ortogonal binaria

Consideraremos aquí la transmisión de un único símbolo en el intervalot ∈ [0, T ). La
generalización a una transmisión indefinida de símbolos en inmediata, habida cuenta de que
las formas de onda de diferentes símbolos transmitidos no se solapan. En estecaso, tenemos
dos formas de onda en banda base:

s0(t) =

√
Es

T
ej(−

πt
T
+π/2)wT (t),

s1(t) =

√
Es

T
ej(

πt
T
+π/2)wT (t), (7.106)
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y la operación (7.105) produce la variable de decisión

r0 =

∣∣∣∣∣

√
2Es

T

∫ T

0
y(t)e−jωctej(−πt/T+π/2)

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣

√
2Es

T

∫ T

0
y(t)ej(ω0t+π/2)

∣∣∣∣∣

2

=
2Es

T

[(∫ T

0
y(t) sen(ω0t)dt

)2

+

(∫ T

0
y(t) cos(ω0t)dt

)2
]
, (7.107)

con un resultado similar para la variable de decisiónr1, conω1 en lugar deω0. Finalmente,
el decisor elegirá aquel símbolo cuya variable de decisión asociada sea máxima.
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CAPÍTULO 8
MODULACIONES MULTIPULSO

En el Capítulo 6 comprobamos que, para canales con ISI, las modulacionesde amplitud
requieren el empleo de igualadores que, a menudo, se convierten en sofisticados sistemas
con un elevado coste de implementación. En el presente capítulo desarrollaremos la idea,
presentada en el Capítulo 4 y ya utilizada en el capítulo precedente, de usar conjuntos de
pulsos ortogonales, y que, adecuadamente modificada, se convierte en un valioso instru-
mento que permite combatir el multitrayecto con soluciones con menor complejidad que las
propias de PAM. En nuestro caso, los pulsos empleados responderán auna generalización
de la CPFSK en la que se permite la modulación compleja en amplitud. Como veremos, la
modulación resultante se puede relacionar con la Transformada de Fourier discreta, analo-
gía que no sólo facilita la implementación eficiente, sino que da lugar al aprovechamiento
de algunas propiedades de dicha transformada que abren la puerta a ingeniosas soluciones
contra el multitrayecto.

Asimismo, veremos cómo la utilización de un ancho de banda muy superior al mínimo
requerido por el criterio de Nyquist se puede convertir en un magnífico aliado contra el mul-
titrayecto. A esta solución, conocida como espectro ensanchado, dedicaremos la segunda
parte del capítulo. El aparente desperdicio de ancho de banda de esta estrategia se ve com-
pensado con la aparición de grados de libertad que permiten construir conjuntos de pulsos
ortogonales (o cuasi-ortogonales) que, a su vez, se pueden emplear para albergar muchos
usuarios aprovechando simultáneamente el mismo ancho de banda. Por supuesto, semejante
recurso implica un diseño muy cuidadoso de los pulsos empleados y del receptor.

8.1. MODULACIONES MULTIPORTADORA

En el Apartado 7.2 hemos visto cómo es posible conseguir conjuntos ortogonales de
pulsos empleando frecuencias relacionadas de forma armónica. Una extensión de dicha idea
consistiría en modular dichos pulsos en amplitud, por lo que tendríamos la posibilidad de
transmitir información de dos formas: 1) seleccionando la amplitud transmitida, y 2) selec-
cionando el pulso empleado. Alternativamente, podríamos pensar en aprovechar la ortogo-
nalidad de los pulsos para transmitirlos todos simultáneamente, cada uno de ellosmodulado
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436 MODULACIONES MULTIPULSO

en amplitud por símbolos de información. En el receptor, la ortogonalidad nosayudará a
separar la contribución de cada pulso y decidir sobre la información transmitida sobre éste
sin interferencia de los restantes. De hecho, algo parecido hacemos cuando enviamos si-
multáneamente las componentes en fase y cuadratura y posteriormente las separamos en el
receptor, de forma que las decisiones tomadas en el canal en fase pueden ser independientes
de las tomadas en el canal en cuadratura.

Por otra parte, como veremos en este apartado, no hay nada que impida emplear ex-
ponenciales complejas como pulsos básicos en lugar de señales tipo coseno, puesto que ya
sabemos que el proceso de modulación en cuadratura nos permite trabajarcon señales com-
plejas en banda base. Como quedará claro, el uso de exponenciales complejas separadas un
múltiplo de2π/T rad/seg, siendoT el periodo de símbolo, permite crear un conjunto de
pulsos ortogonales.

Figura 8.1.Esquema de un modulador FDM (OFDM).

Comencemos por un múltiplex por división en frecuencia clásico (“Frequency Division
Multiplex”, FDM) aplicado a un único usuario (es decir, el ancho de banda disponible no
se comparte con otros usuarios). Este ancho de banda disponible, digamosW rad/seg, se
divide (empleando filtros ideales) enN subcanales de ancho de bandaW/N rad/seg por
los que se transmite la información empleando una modulación PAM paso banda en cada
subcanal. El proceso se ilustra en la Figura 8.1. La misión del conversorserie/paralelo es la
de multiplexar la secuencia de símbolos a su entrada sobre losN subcanales disponibles.
Lógicamente, siN/T baudios es la velocidad de símbolo a la entrada del conversor, en
cada subcanal la velocidad de símbolo será de1/T baudios. Como justificaremos en breve,
nada se gana dividiendo un canal enN subcanales para su utilización por un único usuario;
sin embargo, la relación conceptual de un sistema FDM con un sistema multiportadora es
suficientemente estrecha como para aconsejar un rápido vistazo.

Por lo que respecta al receptor FDM, éste simplemente separaría la señal recibida enN
subcanales, convertiría la información de paralelo a serie (operación inversa a la realizada
en el transmisor) y tomaría una decisión en función de la observación. Nótese que en el
receptor necesitamos ahoraN muestreadores operando a tasa1/T seg−1. El receptor FDM
se muestra en la Figura 8.2. Es interesante razonar que si la señal transmitida atraviesa
un canal lineal, es evidente que no habrá interferencia entre los símbolos transmitidos entre
subcanales diferentes; sí puede haber interferencia entre los símbolosde un mismo subcanal,
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Figura 8.2.Diagrama de bloques de un receptor para FDM (OFDM).

aunque si sobre cada subcanal se cumple el criterio de Nyquist (¡cuidado!, ahora a periodo
T ), dicha interferencia será cero.

Los inconvenientes del sistema FDM son:

1. Se necesita emplear filtros ideales, irrealizables en la práctica. En cuantoesta res-
tricción se relaja, aparece interferencia entre subcanales. Una forma de reducir esta
interferencia es dejar una banda de guarda entre filtros adyacentes, pero esto reduce
la eficiencia espectral, tanto más cuanto mayor es el número de subcanales en que se
ha dividido el canal.

2. La complejidad del sistema es considerablemente mayor que la de un sistema PAM.
Concretamente, tanto en el transmisor como en el receptor se necesitanN filtros;
además, en el receptor ha de haberN muestreadores operando síncronamente.

La solución al primer inconveniente pasa por emplear pulsos que, manteniendo la orto-
gonalidad, sean realizables de forma práctica. Como sabemos, es posible conseguir conjun-
tos de pulsos ortogonales aunque éstos se solapen espectralmente de manera parcial o total.
La solución al segundo problema es más sutil y aparecerá algo más adelante, en el transcurso
de nuestro análisis.

8.1.1. Modulaciones multiportadora en tiempo continuo

En una modulación multiportadora se emplea un conjunto de pulsos que se generan
multiplicando unfiltro prototipopor un conjunto deN portadoras distintas. Comenzaremos
estudiando el caso en que dicho filtro prototipo es un pulso rectangular causal de duraciónT
segundos y nos centraremos únicamente en la señal compleja en banda base s(t). La señal
transmitidax(t) se obtiene a partir des(t) en la forma acostumbrada

x(t) =
√
2Re{s(t)ejωct} (8.1)
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siendoωc la frecuencia de la señal portadora en rad/seg. En el caso comentado,la señal
compleja en banda base responde a la expresión:

s(t) =
∑

n

AT [n]φ(t− nT ) =
∑

n

N−1∑

k=0

Ak[n]φk(t− nT ) (8.2)

donde las funciones baseφk(t), k = 0, · · · , N − 1 son de la forma:

φk(t) =
1√
T
ej

2πkt
T · wT (t) (8.3)

siendowT (t) una ventana temporal rectangular de duraciónT segundos

wT (t) =

{
1 0 ≤ t < T

0 resto
(8.4)

Estas funcionesφk(t) constituyen una base ortonormal, puesto que

〈φk,φl〉 =
1

T

∫ T

0
e

j2πkt
T e−j 2πlt

T dt

=
1

T

∫ T

0
cos

(
2π(k − l)t

T

)
dt+

j

T

∫ T

0
sen

(
2π(k − l)t

T

)
dt = δ[k − l]

(8.5)

para todok, l ∈ {0, · · · , N − 1}.
Teniendo en cuenta que cada función baseφk(t) se genera modulando una portadora

compleja con un pulso rectangularwT (t) y que las funciones anteriormente descritas son
ortogonales, este formato de modulación también se conoce como Múltiplex por División
en Frecuencia Ortogonal (“Orthogonal Frequency Division Multiplex”, OFDM).

Los números complejosAk[n] que aparecen en (8.2) son los símbolos de la modulación
OFDM. Como observamos en dicha expresión, la OFDM es, en realidad, la superposición de
N modulaciones de tipo PAM paso banda, que se transmiten simultáneamente. El esquema
de la Figura 8.1 también es válido para un modulador OFDM en tiempo continuo, teniendo
en cuenta que las funciones base empleadas son las descritas en (8.3). En el caso de OFDM,
además, es inmediato demostrar que para cualquier enteron se cumple que

φk(t− nT ) = φ0(t− nT )ej
2πk(t−nT )

T = φ0(t− nT )ej
2πkt
T (8.6)

de modo que cada uno de los filtros de la Figura 8.1 es equivalente a un filtrado conφ0(t)
(que es un pulso rectangular en banda base) y una posterior modulacióncompleja, tal como
se representa en la Figura 8.3.

En adelante, utilizaremos el términosubcanalpara referirnos a cada una de las modula-
ciones de tipo PAM paso banda considerada por separado. Es interesante observar que, dado
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Figura 8.3. Equivalencia entre el filtrado conφk(t) y el filtrado conφ0(t) y una modula-
ción compleja.

que la transmisión de símbolos sobre los diferentes subcanales puede considerarse indepen-
diente, es posible emplear diferentes constelaciones sobre cada uno, deforma que se envíe
más información en aquellos subcanales con mejores prestaciones.

Es ilustrativo representar el módulo al cuadrado de la Transformada deFourier de las
funciones base,|Φk(jω)|2, ya que de este modo se pueden observar sus características es-
pectrales. A partir de (8.3) es inmediato ver que:

|Φk(jω)|2 = T sinc2
(
(ω − 2πk/T )T

2π

)
, k = 0, · · · , N − 1 (8.7)

En la Figura 8.4 se representa el espectro de las funciones correspondientes ak = 0 y k = 9.
En primer lugar, vemos que, a diferencia de un múltiplex por división en frecuencia conven-
cional, las funciones base se solapan en frecuencia; de todas formas,esto no significa que
no sean fácilmente separables si se transmiten superpuestas, en virtud desu ortogonalidad.
Por otra parte, también a diferencia de un múltiplex por división en frecuencia clásico, los
espectros se extienden hasta el infinito, aunque su caída asintótica es como1/ω2.

−12π/T −6π/T 0 6π/T 12π/T 18π/T 24π/T 30π/T ω

T

|Φ
0
(jω)|2 |Φ

9
(jω)|2

Figura 8.4. Espectro de la función base correspondiente a los subcanales número 0 (lí-
nea punteada) y número 9 (línea continua) en una modulación multiportadora en tiempo
continuo conN = 16.
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Espectro de la señal multiportadora en tiempo continuo

Si los símbolos que se transmiten sobre cualquier par de subcanales están mutuamente
incorrelacionados y la secuenciaAk[n], conk fijo, es blanca, entonces es posible escribir:

Ss(jω) =
1

T

N−1∑

k=0

Es,k|Φk(jω)|2 (8.8)

dondeEs,k
.
= E{|Ak[n]|2} es la energía media por símbolo transmitido sobre el subca-

nal k-ésimo. La dependencia de la energía media con el índicek de la portadora refleja la
posibilidad, antes aludida, de emplear una constelación diferente con cadafunción base.

A partir de (8.8) es sencillo obtener la potencia transmitidaP , ya que

P =
1

2π

∫ ∞

−∞
Ss(jω)dω =

1

T

N−1∑

k=0

Es,k
1

2π

∫ ∞

−∞
|Φk(jω)|2dω =

1

T

N−1∑

k=0

Es,k (8.9)

donde hemos usado el hecho de que las funciones base tienen energía unidad.
Cuando las energías medias de las constelaciones empleadas en cada subcanal son idén-

ticas, es decir,Es,k = Es, para todok = 0, 1, · · · , N − 1, podemos escribir

P =
NEs

T
(8.10)

que esN veces mayor que la que obteníamos para PAM paso banda (véase Ecuación (5.75)).
Este resultado no es en absoluto sorprendente: recuérdese que, según nuestra formulación,
la velocidad de transmisión es deN/T baudios, esto es,N veces mayor que la de PAM paso
banda. En otras palabras, a igualdad de tasas de símbolo, la PAM paso banda y la OFDM
consumen la misma potencia.

En la Figura 8.5 se representa el espectro de la señal OFDM cuando se emplean 8 por-
tadoras, es decir,N = 8, mientras que en la Figura 8.6 se repite la representación para
N = 64. En ambos casos, las constelaciones empleadas sobre cada subcanal son idénticas.
Como se puede observar, a medida que aumenta el número de portadoras,el espectro tiende
a aplanarse más en la zona intermedia. En la Figura 8.7 se representan los espectros corres-
pondientes a las 8 funciones base que conforman el espectro, representadas con líneas de
diferente trazo y centradas en la frecuencia que les corresponde. Como se puede comprobar,
los picos del espectro de cada subcanal coinciden con los nulos de los restantes; en el resto
de las frecuencias, la suma se aproxima asintóticamente (cuando el número de portadoras
N tiende a infinito) al valor de los picos, como demostramos a continuación.

Para ello, consideremos que los índices de las funciones base en la Ecuación (8.2) se
extienden desdek = −∞ hastak = ∞. Calculemos la densidad espectral de potencia
para este caso, suponiendo que la constelación usada sobre cada subcanal es idéntica y con
energía mediaEs. Sustituyendo (8.7) en (8.8) y teniendo en cuenta los índices, es posible
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Figura 8.5.Espectro de la señal OFDM en tiempo continuo paraN = 8.
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Figura 8.6.Espectro de la señal OFDM en tiempo continuo paraN = 64.

escribir:

Ss(jω) =
Es

T

∞∑

k=−∞
sinc2

(
(ω − 2πk/T )T

2π

)

=
Es

T
sinc2

(
ωT

2π

)
∗

∞∑

k=−∞
δ

(
ω − 2πk

T

)
(8.11)

PeroSs(jω) en (8.11) sólo será constante conω si su Transformada de Fourier inversa es
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Figura 8.7. Espectros individuales correspondientes a los subcanalesde una modulación
OFDM en tiempo continuo (N = 8) en línea discontinua y espectro completo en línea
continua.

una delta en el origen, esto es, si se verifica que

Es

T
(φ0(t) ∗ φ∗0(−t))

∞∑

k=−∞
δ(t− kT ) = Cδ(t) (8.12)

para algún número realC. El que en (8.12) aparezca la función de ambigüedadφ0(t) ∗
φ∗0(−t) se debe a que ésta es la señal cuya transformada essinc2(ωT/2π). En tiempo, esta
señal es un pulso triangular de ancho2T segundos y centrado en el origen. En consecuencia,
al multiplicar esta señal por un tren de deltas espaciadasT segundos, es evidente que sólo
quedará la situada en el origen, con lo que la validez de (8.12) queda demostrada y, por
tanto, el espectro es plano para el caso asintótico.

8.1.2. Modulaciones multiportadora en tiempo discreto

La modulación OFDM descrita en los apartados anteriores tiene el inconveniente de que
su implementación práctica resulta difícil debido a que es necesario generarN portadoras
complejas (2N reales) perfectamente enganchadas en fase. Si esta condición no se cumple,
las funciones base dejan de ser ortogonales y aparece el efecto conocido comointerferencia
entre portadoras(“ InterCarrier Interference”, ICI) que afecta negativamente a las prestacio-
nes del sistema. En este apartado veremos cómo, empleando técnicas de procesado de señal,
es posible generar una señal similar a la anterior, pero sin los problemas deenganche en fase
de las portadoras y con una realización mucho más eficiente.

En principio, podría pensarse en generar muestras discretas de las señales transmitidas y,
a partir de ellas, construir la señal de la Ecuación (8.2). Desgraciadamente, ya hemos visto
que las funciones base son de ancho de banda infinito, propiedad que hereda el espectro
completoSs(jω) en la Ecuación (8.8). Sin embargo, como podemos ver en las Figuras 8.5 y
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8.6, el espectro ocupa aproximadamente1 2πN/T rad/seg. Esto sugiere la idea de muestrear
a la tasa de Nyquist asociada a este ancho de banda, lo que a su vez se corresponde con
un muestreo con periodoT/N segundos. Muestreandos(t) en (8.2) con periodoT/N , y
denotando pors[m] las muestras complejas recogidas en el intervalo0 ≤ t < T , tendríamos:

s[m] =
N−1∑

k=0

Ak[0]φk(mT/N), m = 0, · · · , N − 1 (8.13)

o, equivalentemente,

s[m] =
1√
T

N−1∑

k=0

Ak[0]e
j 2πkm

N , m = 0, · · · , N − 1 (8.14)

Pero el término de la derecha de (8.14) no es más que la DFT inversa (IDFT, véase Aparta-
do 2.3.5) de la secuenciaAk[0], k = 0, · · · , N −1, salvo por un factor constante. Podemos,
pues, pensar en transmitir la IDFT de los símbolosAk, aprovechando, además, la existencia
de algoritmos muy eficientes para la realización de la IDFT, como es el caso dela FFT (Fast
Fourier Transform) inversa, especialmente eficiente cuando el número de portadorasN es
una potencia de 2. La descripción de estos y otros algoritmos para la realización rápida de la
DFT se escapa del ámbito de este texto. En el Apartado 8.4 se ofrecen algunas referencias
bibliográficas donde se puede encontrar una descripción detallada de dichos algoritmos y
sus propiedades.

Cuando muestreamos la señals(t) completa –no sólo un intervalo de duraciónT– dada
en la forma (8.2) obtenemos una secuencias[m] cuya expresión es

s[m] =
∑

n

N−1∑

k=0

Ak[n]φk(mT/N − nT )

=
1√
T

∑

n

N−1∑

k=0

Ak[n]e
j
2πk(m−nN)

N wN [m− nN ] (8.15)

donde la secuenciawN [m] es una ventana rectangular en tiempo discreto deN muestras de
duración:

wN [m] =

{
1 0 ≤ m ≤ N − 1

0 resto
(8.16)

La Ecuación (8.15) admite una interesante interpretación en términos de una base orto-
normal de funciones en tiempo discreto. Definiendo las funciones discretas

ξk[m] =
1√
N
· ej 2πkm

N wN [m], k = 0, · · · , N − 1 (8.17)

1En realidad, si consideramos sólo aquellas partes del espectro asociado a cada subcanal que estén a menos
de 20 dB con respecto al lóbulo principal, lo que corresponde con mantener dos lóbulos secundarios a cada
lado del espectro, el ancho de banda sería2(N + 5)π/T rad/seg, por lo que paraN grande se justifica el valor
empleado en la aproximación.
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es fácil demostrar que constituyen un conjunto ortonormal, en el sentido deque

〈ξk, ξl〉 =
∑

m

ξk[m]ξ∗l [m] =
1

N

N−1∑

m=0

ej
2π(k−l)m

N = δ[k − l] (8.18)

Así, (8.15) puede reescribirse como

s[m] =

√
N

T

∑

n

N−1∑

k=0

Ak[n]ξk[m− nN ] (8.19)

que, como puede verificarse, no es más que una versión discreta de la Ecuación (8.2).

(a)

(b)

Figura 8.8. Arquitectura de un modulador OFDM en tiempo discreto: (a) realización me-
diante exponenciales complejas; (b) realización medianteIDFT.

El desarrollo anterior sugiere una implementación en tiempo discreto de la modulación
OFDM como la que se esquematiza en la Figura 8.8. La conversión digital/analógica de la
señals[m] se lleva a cabo con un filtro de reconstruccióng(t) que, por ahora, consideraremos
ideal2. La conversión de discreto a continuo se hace con periodoT/N segundos, por lo que

2Matemáticamente, el proceso de conversión de discreto a continuo de la secuencias[m] con un filtro de
reconstruccióng(t) es equivalente a una modulación de amplitud con la secuencias[m] usando como filtro
transmisorg(t).
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las respuestas al impulso y en frecuencia del filtro de reconstrucción son, respectivamente,

g(t) = sinc

(
tN

T

)
(8.20)

G(jω) =
T

N
·Π
(
ωT

2πN

)
(8.21)

Antes justificamos el hecho de que si las funcionesφk(t) eran de ancho de banda ilimi-
tado, éstas no eran realizables a partir de la reconstrucción de una señal discreta mediante
un filtro ideal, como el utilizado en el esquema de la Figura 8.8. Si las realizaciones discre-
ta y continua no son realmente idénticas, entonces ¿qué funciones equivalentes en tiempo
continuo estamos empleando cuando utilizamos la estructura de la Figura 8.8? Conocer
estas funciones es relativamente sencillo: sólo tenemos que aplicar el principio de superpo-
sición a la salida del filtro de reconstruccióng(t). Denotaremos estas funciones porφ̂k(t),
k = 0, · · · , N − 1 y la salida del conversor digital/analógico ideal operando con tasaN/T
seg−1 por sr(t). Entonces,sr(t) se puede escribir a partir de la conocida expresión que re-
laciona la señal reconstruida con sus muestras tomadas con tasa de muestreo N/T seg−1,
esto es,

sr(t) =
∑

m

s[m]g(t−mT/N) (8.22)

dondeg(t) viene dado por (8.20). Sustituyendo (8.19) en la ecuación anterior, es posible
escribir

sr(t) =

√
N

T

∑

n

N−1∑

k=0

Ak[n] ·
∑

m

ξk[m− nN ]g(t−mT/N) (8.23)

que, tras un cambio de variable, se convierte en

sr(t) =
∑

n

N−1∑

k=0

Ak[n]φ̂k(t− nT ) (8.24)

siendo

φ̂k(t) =

√
N

T

∑

m

ξk[m]g(t−mT/N) =
1√
T

N−1∑

m=0

ej
2πmk

N sinc [(t−mT/N)N/T ]

(8.25)

La Figura 8.9 ilustra las funciones base parak = 6 empleadas en los casos continuo y
discreto (en este último, conN = 8 y N = 16). Es interesante observar cómo, a medida
que aumentaN , la funciónφ̂k(t) converge –en valor cuadrático medio3– aφk(t).

3La convergencia no es uniforme, ya que en este caso aparece el llamado fenómeno de Gibbs, que provoca
las oscilaciones que se ven en la Figura 8.9.c y que no desaparecen por mucho que aumenteN .
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Figura 8.9.Representación de la parte real de las funciones base en el dominio del tiempo:
(a) OFDM en tiempo continuo; (b) OFDM en tiempo discreto paraN = 8; (c) OFDM en
tiempo discreto paraN = 64.

De nuevo cabe preguntarse si el conjunto de funcionesφ̂k(t), k = 0, · · · , N −1 es orto-
normal. Y, de nuevo, la respuesta es afirmativa. Efectuando la correlación cruzada (tomando
como soporte toda la recta real porque, como ya hemos visto, las funcionestienen duración
infinita) y usando (8.25) resulta

〈φ̂k, φ̂l〉 =

∫ ∞

−∞
φ̂k(t)φ̂

∗
l (t)dt

=
1

T

N−1∑

m=0

N−1∑

i=0

ej
2πkm

N e−j 2πli
N

∫ ∞

−∞
g(t−mT/N)g(t− iT/N)dt

(8.26)

Operando con el integrando de (8.26) es fácil ver que
∫ ∞

−∞
g(τ −mT/N)g(τ − iT/N)dτ = (g(t) ∗ g(−t))

∣∣
t=(m−i)T/N (8.27)
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Pero la función de ambigüedad temporal deg(t) cumple, salvo por una constante, el criterio
de Nyquist cuando se muestrea con periodoT/N , no en vanog(t) constituye un caso dege-
nerado de filtro en raíz cuadrada de coseno alzado con factor de caídaα igual a cero. Por
tanto,

∫ ∞

−∞
g(τ −mT/N)g(τ − iT/N)dt =

T

N
δ[m− i] (8.28)

El factorT/N es debido a queg(t) ∗ g(−t) no es exactamente un pulso de Nyquist porque
g(t) no está normalizado en energía.

Sustituyendo (8.28) en (8.26) tenemos

〈φ̂k, φ̂l〉 =
1

N

N−1∑

m=0

ej
2π(k−l)m

N = δ[k − l] (8.29)

con lo que queda demostrado que el conjunto de funcionesφ̂k(t), k = 0, · · · , N − 1 es
ortonormal. De hecho, esta propiedad se verifica para cualquier filtro dereconstruccióng(t)
cuya función de ambigüedad temporal cumpla el criterio de Nyquist cuandose muestrea con
periodoT/N . La demostración sigue las mismas líneas que la que aquí se ha presentado para
un filtro de interpolación ideal.

Espectro de la señal multiportadora en tiempo discreto

En este caso, si los símbolos que modulan a cada par de funciones base están mutuamen-
te incorrelacionados y la secuencia de símbolos transmitida sobre cada subcanal es blanca,
el espectro de la señal transmitidasr(t), que denotaremos porSsr(jω), es

Ssr(jω) =
1

T

N−1∑

k=0

Es,k|Φ̂k(jω)|2 (8.30)

siendoEs,k = E{|Ak[n]|2} la energía media por símbolo transmitido sobre el subcanalk-
ésimo yΦ̂k(jω) la Transformada de Fourier dêφk(t). De nuevo, la dependencia de (8.30)
con el índicek refleja la posibilidad de emplear constelaciones diferentes con cada portado-
ra, o incluso “apagar” portadoras.

Sólo nos resta calcular|Φ̂k(jω)|2. Para ello, basta con tener en cuenta queφ̂k(t) es el
resultado de pasar la señal discreta

√
N/T ·ξk[m] por un interpolador ideal con respuesta en

frecuenciaG(jω) dada por (8.21). Calculando la magnitud al cuadrado de la Transformada
de Fourier de (8.17) obtenemos

|Ξk(e
jω)|2 = 1

N

sen2 [(ω − 2πk/N)N/2]

sen2 [(ω − 2πk/N)/2]
(8.31)

Por otra parte, aplicando los resultados del Apartado 2.4.3 que permiten relacionar el espec-
tro de una señal continua reconstruida con el de la señal discreta y el filtro reconstructor,
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podemos escribir

|Φ̂k(jω)|2 =
N

T
· |Ξk(e

jωT/N )|2 · T
2

N2
·Π
(
ωT

2πN

)
(8.32)

que, tras sustituir en (8.31), resulta en

|Φ̂k(jω)|2 =
T

N2

sen2 [(ω − 2πk/T )T/2]

sen2 [(ω − 2πk/T )T/2N ]
, |ω| < πN

T
(8.33)

En la Figura 8.10 se representa el cuadrado de la magnitud del espectro de φ̂k(t) para
k = 9 y N = 16. La principal diferencia con la Figura 8.10 reside en la posición que
ocupan los subcanales en el espectro continuo, debido a la presencia ahora del filtro de
reconstrucción. Ello provoca que los subcanales aparezcan ordenados de forma diferente a
como sucede en la OFDM en tiempo continuo. De hecho, se produce un desplazamiento
cíclico deNπ/T rad/seg sobre el ordenamiento natural.

−16π/T −8π/T 0 8π/T 16π/T ω

T

|Φ
9
(jω)|2^

Figura 8.10. Espectro de la función base correspondiente al subcanal número 9 en una
modulación OFDM en tiempo discreto conN = 16.

En caso de que se desease un ordenamiento natural de las portadoras asociadas a cada
símbolo, éste se puede conseguir a través de un desplazamiento cíclico deπ radianes sobre el
espectro de la secuencia discretas[m] (equivalente a multiplicar en tiempo por la secuencia
(−1)m) o bien a través de un filtro de reconstrucción complejo con frecuencia decorte
inferior 0 rad/seg y superior2πN/T rad/seg. Evidentemente, esta última opción requiere
cambiar la frecuencia de la portadoraωc para trasladar el espectro de la señal transmitida a
la frecuencia deseada.

En cuanto a la representación deSsr(jω), es fácil demostrar (Problema P8.2) que, en el
caso de que las constelaciones empleadas sobre cada subcanal sean idénticas y con energía
mediaEs, entonces

Ssr(jω) =

{
Es |ω| < Nπ

T

0 resto
(8.34)
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por lo que el espectro es plano en la banda de paso del filtro transmisor, tal como se muestra
en la Figura 8.11. Por supuesto, esto es consecuencia del filtro de reconstrucción empleado;
en el caso más general de un filtro con función de transferenciaG(jω), el espectro de la
señal transmitida es

Ssr(jω) =
N2Es

T 2
|G(jω)|2 (8.35)

−8π/T 0 8π/T ω

E
s

S
sr

(jω)

Figura 8.11.Espectro de la señal en banda base (línea continua) correspondiente a una mo-
dulación OFDM en tiempo discreto conN = 8 y los espectros asociados a cada subcanal
(línea punteada).

El cálculo de la potencia transmitidaP se puede efectuar sin más que integrar la densi-
dad espectral de potencia en (8.35). Para el caso en queG(jω) es un filtro de reconstrucción
ideal, el espectro de potencia viene dado por (8.34), de modo que

P =
NEs

T
(8.36)

que coincide con el resultado obtenido para la OFDM en tiempo continuo (véase Ecua-
ción 8.10). Recordemos del Apartado 8.1.1 que dicho resultado implica que aigualdad de
tasas de símbolo, la PAM paso banda y la OFDM consumen la misma potencia. Un razona-
miento similar lleva también a concluir que, cuando se usan los mismos pulsos conforma-
dores, la PAM paso banda y la OFDM presentan la misma eficiencia espectral.

Una de las mayores ventajas de la OFDM es su flexibilidad a la hora de conformar el
espectro, ya que se puede actuar de forma independiente sobre cada portadora. Así, por
ejemplo, el espectro de la Figura 8.11 implica la utilización de un filtro paso bajo ideal; sin
embargo, en la práctica se emplean filtros con caídas mucho menos abruptas debido a res-
tricciones de complejidad y coste. Para facilitar la labor de dichos filtros de reconstrucción
es habitual poner a cero (apagar) las portadoras situadas en frecuencias próximas a±Nπ/T
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rad/seg.4 Obviamente, esto reduce la velocidad de transmisión alcanzable, pero tambiénel
ancho de banda ocupado en aproximadamente la misma proporción, por lo que la eficiencia
espectral no se resiente. El precio reside en la aparente mayor complejidad derivada del uso
de unN mayor que el número de portadoras que realmente se utiliza, pero, como ya hemos
señalado, siN es potencia de 2 incluso puede comportar una reducción computacional fren-
te a otros valores aún menores. Otra importante ventaja de la OFDM reside en laposibilidad
de aplicar algoritmos decarga de bits, en los que se envía más información sobre aquellas
portadoras con mejor relación señal a ruido. El Problema P8.8 ilustra este concepto.

8.1.3. Receptores para modulaciones multiportadora

Resulta fácil obtener receptores para modulaciones multiportadora, apoyándose en la
formulación en espacio de señales, para la que ya hemos caracterizado las funciones base
φk(t) y φ̂k(t) en los casos continuo y discreto, respectivamente. La estructura del receptor
sigue entonces las directrices del Apartado 4.5 y no es más que una adaptación de la Fi-
gura 4.41 a este caso concreto, lo que incluye una demodulación compleja para trasladar la
señal a banda base y el empleo de filtros adaptados complejos. La estructura resultante se re-
coge en la Figura 8.2 para el caso de modulación en tiempo continuo. Ha de tenerse presente
que si las constelaciones empleadas sobre cada subcanal son distintas,habrá que colocar un
decisor y un decodificador por cada rama del receptor y hacer la conversión paralelo/serie
posteriormente.

El esquema correspondiente a un receptor para una modulación multiportadora en tiem-
po discreto es idéntico al representado en la Figura 8.2, sustituyendoφk(t) por φ̂k(t).

No obstante, como veremos a continuación, en el caso discreto es posible una imple-
mentación mucho más eficiente que no requiere un banco de filtros adaptados(o de corre-
lacionadores, según sea la implementación concreta), y que se muestra en laFigura 8.12(a).
Seav(t) la señal recibida en banda base; entonces, la señal discreta a la salida del k-ésimo
muestreador es

qk[n] =
(
v(t) ∗ φ̂∗k(−t)

)
|t=nT

=

√
N

T

∑

m

ξ∗k[m] (v(t) ∗ g(−t−mT/N)) |t=nT

=
1√
T

N−1∑

m=0

e−j 2πkm
N (v(t) ∗ g(−t))

∣∣
t=nT+mT/N (8.37)

Seav[m] la secuencia obtenida al muestrear la señalv(t)∗g(−t) con periodoT/N segundos.
Entonces, (8.37) puede reescribirse de la siguiente forma

qk[n] =
1√
T

N−1∑

m=0

e−j 2πkm
N v[nN +m] (8.38)

4Recuérdese que, de acuerdo con el desplazamiento cíclico deNπ/T rad/seg de los subcanales debido al
filtro de reconstrucción, estas portadoras se corresponden con aquéllas con índices en torno aN/2 en el dominio
de la DFT. Véase Problema P8.10.
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por lo queqk[n] es, salvo un factor constante, elk-ésimo coeficiente de la DFT deN puntos
deln-ésimo bloque deN puntos de la señalv[m]. Este resultado no es demasiado sorpren-
dente, en vista de cómo hemos generado la señal transmitida. El lector puedecomprobar
fácilmente que si la función de ambigüedad temporalg(t) ∗ g(−t) satisface el criterio de
Nyquist a periodoT/N y el canal es ideal y no introduce ruido, tendremosv[m] = s[m].

El diagrama de bloques del receptor resultante se representa en la Figura 8.12(b). Como
vemos, hemos sustituido un banco de filtros adaptados y muestreadores porun solo filtro
adaptado y un muestreador operando a tasaN/T seg−1, esto es,N veces mayor que los
de la Figura 8.2. Ahora es necesario calcular una DFT pero, como ya hemos indicado más
arriba, la existencia de algoritmos para su cálculo eficiente hace que esta solución sea, con
mucho, preferible.

(a)

(b)

Figura 8.12.Arquitectura de un receptor para OFDM en tiempo discreto: (a) realización
mediante exponenciales complejas; (b) realización mediante DFT. Los factores constantes
se incluyen en el bloque decisor.

8.1.4. Características del ruido en el receptor

Si el canal introduce ruido aditivo y gausianon(t) con densidad espectral de potencia
Sn(jω), podemos aplicar la misma metodología que en el Apartado 5.4.3 para obtener las
características del ruido discreto sobre cada subcanal. Seazk[n] el ruido presente en la obser-
vaciónqk[n] correspondiente al subcanalk-ésimo. Entonces, si

√
2fk(t) es el filtro receptor
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en dicho subcanal, es posible escribir (véase Ecuación (5.83)),

Sz,k(e
jω) =

2

T

∑

i

Sn

(
j
ω

T
+ j

ωc

T
− j 2πi

T

) ∣∣∣∣Fk

(
j
ω

T
− j 2πi

T

)∣∣∣∣
2

(8.39)

siendoSz,k(ejω) la densidad espectral de potencia del procesozk[n] y Fk(jω) la Transfor-
mada de Fourier defk(t). En el caso particular en quefk(t) = φ∗k(−t) y el ruidon(t) es
blanco, con densidad espectral de potenciaN0/2 W/Hz, de (8.39) se puede deducir que el
ruidozk[n] es blanco, circularmente simétrico, con varianza

σ2z,k = N0, k = 0, · · · , N − 1 (8.40)

Además, para este caso es sencillo demostrar aprovechando la ortogonalidad entre los pulsos
usados sobre cada subcanal queE{zi[n]z∗k[l]} = 0 si i 6= k, para todon y l.

Idénticos resultados se obtienen en caso de que se emplee una modulación multiporta-
dora en tiempo discreto.

8.1.5. Canal discreto equivalente en banda base

Como ya vimos en el Apartado 4.5, Ecuación (4.99), es posible calcular un canal discre-
to equivalente para la transmisión indefinida de símbolos, aplicable al caso demodulaciones
multiportadora. En realidad, dado que empleamosN subcanales en paralelo, más que un
canal discreto equivalente en banda base, tendremos una matriz de canales discretos equiva-
lentes en banda base, como quedará claro en breve. Adicionalmente, el cálculo de la matriz
de canales discretos equivalentes nos permitirá llegar a una ingeniosa extensión de la OFDM
que resulta de gran utilidad para combatir la distorsión introducida por canales lineales con
memoria.

Supongamos que, por el momento, el canal no introduce ruido y que está caracterizado
por una respuesta al impulsoh(t) o una respuesta en frecuenciaH(jω). Consideremos la
secuenciaqk[n] de observaciones a la salida del muestreador delk-ésimo subcanal y sea√
2fk(t) el filtro empleado en la rama del receptor correspondiente a dicho subcanal. En-

tonces, recordando que sobre cada subcanal tenemos, en realidad,una modulación PAM,
podemos usar los resultados del Apartado 5.4.4 para escribir que

qk(t) =
N−1∑

i=0

∑

l

Ai[l]pk,i(t− lT ), k = 0, · · · , N − 1 (8.41)

dondepk,i(t)
.
= φi(t)∗heq(t)∗fk(t), y heq(t) = e−jωcth(t). La señal a la salida delk-ésimo

muestreador es

qk[n] =
N−1∑

i=0

∑

l

Ai[l]pk,i[n− l], k = 0, · · · , N − 1 (8.42)

dondepk,i[n] = pk,i(nT ).
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Como vemos, sin hacer más consideraciones, todos los símbolos enviados sobre cada
uno de los subcanales interfieren con el transmitido sobre el subcanalk-ésimo en el instante
nT . Teniendo en cuenta que

qk[n] =
N−1∑

i=0

Ai[n] ∗ pk,i[n], k = 0, · · · , N − 1 (8.43)

podemos ver que ahora tenemosN2 canales discretos equivalentes, siendo el canalpk,i[n]
el que contiene la interferencia de los símbolos enviados en el subcanali-ésimo sobre un
símbolo transmitido por el subcanalk-ésimo. Para evitar una degradación importante de las
prestaciones del sistema, desearíamos que:

1. La interferencia entre símbolos (ISI) en cada subcanal sea cero. Esto se consigue si y
sólo sipi,i[n] = Cδ[n] para todoi = 0, · · · , N − 1, conC una constante compleja no
nula.

2. La interferencia entre subcanales (también llamada interferencia entre portadoras,
ICI) sea cero. Esto se consigue si y sólo sipk,i[n] = 0 cuandok 6= i, k, i =
0, · · · , N − 1.

Si se cumplen las dos condiciones anteriores yC = 1, está claro que, en ausencia de ruido,
qk[n] = Ak[n].

Si Pk,i(e
jω) denota la Transformada de Fourier de la secuenciapk,i[n] y P (ejω) es una

matriz cuyo elementok, i-ésimo esPk,i(e
jω), entonces las condiciones anteriores se pueden

reescribir como

P (ejω) = IN×N (8.44)

dondeIN×N es la matriz identidad de dimensiónN . La Condición (8.44) se conoce como
criterio de Nyquist generalizado. Por desgracia, la aplicación de la Condición (8.44) es difí-
cil; por ejemplo, si quisiéramos encontrar losfk(t) tales que se satisficiese dicha condición,
veríamos que ahora tenemosN grados de libertad yN2 condiciones, por lo que, en general,
no es posible cumplir (8.44). Otra alternativa al diseño de losfk(t) sería la minimización del
error cuadrático medio por subcanal. En todo caso, es importante señalarque para aplicar
estos diseños se necesita conocer la respuesta del canal en banda base equivalenteheq(t), lo
que a menudo no es factible en la práctica.

Por consiguiente, aquí adoptaremos una solución más cercana a la práctica. En primer
lugar, haremos quefk(t) = φ∗k(−t), k = 0, · · · , N − 1, esto es, emplearemos como filtros
receptores los filtros adaptados a los correspondientes filtros transmisores. El canal equiva-
lente en banda base es ahora

pk,i(t) = φi(t) ∗ φ∗k(−t) ∗ heq(t) (8.45)

o, en frecuencia,

Pk,i(jω) = Φi(jω)Φ
∗
k(jω)Heq(jω) (8.46)
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Vamos a tratar de razonar sobre las implicaciones de (8.46) de forma cualitativa. Supon-
gamos queT es muy grande en comparación con la duración efectiva del canalheq(t).
Recordemos que las funcionesφk(t) son tales que su Transformada de Fourier es una sinc
centrada enωk = 2πk/T rad/seg, por lo que, paraT grande, la respuesta en frecuencia del
canal puede considerarse aproximadamente plana con respecto a dichasinc, de modo que
su efecto es el de multiplicarΦk(jω) por aproximadamenteHeq(j2πk/T ). Además, esta
multiplicación no destruye la ortogonalidad, puesto que en este caso (8.45) resulta

pk,i[n] ≈ Heq(j2πk/T ) (φi(t) ∗ φ∗k(−t)) |t=nT

=

{
H(jωc + j2πk/T )δ[n] si k = i

0 si k 6= i
(8.47)

donde la segunda igualdad es consecuencia de la ortonormalidad de las funcionesφk(t).
Obsérvese que, por tanto, estaríamos cerca de nuestro objetivo de cumplir el criterio

de Nyquist generalizado. La matriz de canales discretos equivalentes esaproximadamente
diagonal, pero no es la identidad. Para conseguir exactamente la identidad,bastaría con mul-
tiplicar la salida de cada muestreadorqk[n] porH−1(jωc + j2πk/T ), aunque correríamos
el riesgo de aumentar la potencia de ruido en algún subcanal si el correspondiente valor de
H(jωc + j2πk/T ) fuese muy pequeño.

Llegados a este punto, conviene detenernos para extraer las siguientesconclusiones:

1. El análisis realizado sólo sirve para analizar cualitativamente el problema; la aproxi-
mación en (8.47) es válida si la respuesta en frecuencia del canal es plana dentro del
ancho de banda donde cada portadora tiene la mayor parte de su energía.

2. El efecto del canalh(t) sobre el subcanalk-ésimo se cuantifica a través de su respues-
ta a la frecuenciaωc + 2πk/T rad/seg. En otras palabras, para entender qué sucede
sobre la portadorak-ésima, “basta” con considerar la respuesta del canal equivalente
en banda base en la frecuencia de dicha portadora. Esta consideración no debería ser
sorprendente: a medida que aumentaT , más se parece la funciónφk(t) a una exponen-
cial compleja de la formaejωkt; pero las exponenciales complejas son autofunciones
de los sistemas lineales y el autovalor correspondiente es la respuesta delcanal a la
frecuencia de la exponencialωk. Es importante percatarse de que, dado queH(jω)
es, en general, un número complejo, el efecto será el de rotar y escalarla constelación
transmitida sobre el subcanal correspondiente.

El desarrollo y las conclusiones de este apartado se pueden extender alas funciones base
empleadas en la modulación multiportadora en tiempo discreto. En este caso, es interesante
desarrollar la expresión (8.45) (cambiandoφi(t) y φk(t) porφ̂i(t) y φ̂k(t), respectivamente),
ya que nos servirá como punto de partida para solventar los problemas de laISI y la ICI. Por
tanto, sustituyendo (8.25) en (8.45) obtenemos

pk,i(t) =
N

T

∑

m

∑

l

ξi[m]ξ∗k[l] (g(t−mT/N) ∗ heq(t) ∗ g(−t− lT/N)) (8.48)
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Y, de aquí, empleando (8.17),

pk,i[n] =
1

T

N−1∑

m=0

N−1∑

l=0

ej
2πim
N e−j 2πlk

N d[nN + l −m] (8.49)

siendod[m] el canal discreto equivalente en banda base a periodoT/N segundos, resultado
de muestrear con periodoT/N la respuesta combinada del filtro transmisor, filtro receptor
y canal equivalente en banda base

d[m]
.
= (g(t) ∗ heq(t) ∗ g(−t))

∣∣
t=mT/N (8.50)

Obsérvese que, mientraspk,i[n] depende de los índices de las funciones base,d[m] no lo
hace. La Ecuación (8.49) puede verse como el resultado de calcular primero una DFT y
después una DFT inversa (usando índices diferentes) del canal discreto equivalente en banda
base obtenido a periodoT/N . Como ya hemos razonado antes, la matrizP (ejω) no es la
identidad, salvo en el primero de los casos siguientes:

Ejemplo 8.1
a) Si el canal discreto equivalente esd[m] = T/Nδ[m], entonces es inmediato ver quepk,i[n] =
δ[k − i]δ[n]. Obsérvese que el factorT/N en d[m] tiene en cuenta la ganancia del filtrog(t)
(véase (8.28)).

b) Si el canal discreto equivalente esd[m] = T/N(δ[m] + 0,5δ[m − N ]), entoncespk,i[n] =
δ[k − i](δ[n] + 0,5δ[n− 1]). En tal caso, tenemos ISI pero no ICI.

c) Si el canal discreto equivalente esd[m] = T/N(δ[m] + 0, 5δ[m − 1]), el cálculo depk,i[n]
se complica algo más. Naturalmente, el primer sumando ded[n] no presenta ninguna dificultad,
puesto que se trata del caso (a) que estudiamos en este ejemplo. Sin embargo, para el segundo
sumando, tenemos dos casos en los qued[nN + l −m] es igual a0,5: 1) si l = m+ 1 y n = 0,
y 2) si l = 0,m = N − 1 y n = 1. Analizando el primer caso, tendremos

1

2N

N−1∑

m=0

N−1∑

l=0

ej
2πim

N e−j 2πlk
N δ[l −m− 1]

=
1

2N

N−2∑

m=0

ej
2π(im−mk−k)

N

=
1

2N

N−1∑

m=0

ej
2π(im−mk−k)

N − 1

2N
e−j 2πi

N

=
1

2
e−j 2πk

N δ[k − i]− 1

2N
e−j 2πi

N (8.51)

El segundo caso produce, simplemente,

1

2N
ej

2πi(N−1)
N =

1

2N
e−j 2πi

N (8.52)

Agrupando los resultados obtenidos, podemos escribir

pk,i[n] = δ[n]δ[k − i] + 1

2

(
e−j 2πk

N δ[k − i]− 1

N
e−j 2πi

N

)
δ[n] +

1

2N
e−j 2πi

N δ[n− 1] (8.53)
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Como vemos, para este canal discreto equivalente, no sólo tenemos ICI (como cabría esperar),
sino también ISI.

En el apartado siguiente veremos cómo una pequeña modificación de la arquitectura de
transmisor y receptor nos va a permitir obtener una matriz de canales discretos equivalentes
auténticamente (no aproximadamente) diagonal.

Hasta el momento hemos supuesto que no hay ruido en el sistema; cuando el canal
introduce ruido gausianon(t) con densidad espectral de potenciaSn(jω), la variable de
decisión en el subcanalk-ésimo se puede expresar como

qk[n] =
N−1∑

i=0

Ai[n] ∗ pk,i[n] + zk[n] (8.54)

dondezk[n] es ruido gausiano complejo cuyo espectro de potencia se calcula según (8.39).
Tal como se discute en el Apartado 8.1.4, cuandon(t) es blanco con densidad espectral
N0/2 W/Hz, el ruidozk[n] es blanco, circularmente simétrico y con varianzaN0.

8.1.6. Eliminación de la ISI y la ICI en modulaciones multiport adora

Supóngase que el canal discreto equivalente en banda base a periodo T/N , d[n], es
causal y de duraciónK + 1 muestras, es decir,d[n] = 0 si n < 0 ó n > K5.

Consideremos ahora una modulación multiportadora en tiempo discreto en la quelas
funciones base en tiempo discreto son de la forma

ξ̃k[m] =
1√
N
ej

2πkm
N wN+M [m+M ], k = 0, · · · , N − 1 (8.55)

de modo que la señal en tiempo discretos̃[m] que contiene las muestras de la señal en tiempo
continuo que se va a enviar por el canal se obtiene como

s̃[m] =

√
N

T

∑

n

N−1∑

k=0

Ak[n]ξ̃k[m− n(N +M)] (8.56)

Como se puede comprobar, la única diferencia deξ̃k[m] dada en (8.55) con la definición
dada en (8.17) es que ahora la función toma valores no nulos en el intervalo [−M,N −
1], cuando antes lo hacía en el intervalo[0, N − 1]. Por el momento, supongamos que la
extensión de las funciones base es mayor que la duración del canal, estoes, realizaremos
nuestra discusión bajo la siguiente hipótesis

M ≥ K (8.57)

La secuenciãs[m] en (8.56) se convierte a tiempo continuo con periodoT/N segundos
empleando un filtro de reconstruccióng(t) cuya función de ambigüedad temporal cumple,

5Muchos canales prácticos cumplen esta condición de forma aproximada, ya que se puede encontrar unK
tal quela mayor parte de la energíadel canal está contenida en lasK+1 primeras muestras. Véase Apartado 6.1.
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salvo por una constante, el criterio de Nyquist a periodoT/N (no necesariamente un filtro
ideal). Aunque la velocidad de conversión es la misma que la empleada anteriormente6, el
hecho de que las funciones̃ξk[m] tengan ahora una duración(N +M)/N veces superior
hace que la velocidad de transmisión efectiva de la secuencia de símbolos sereduzca en un
factor(N +M)/N , lo que se traduce en una pérdida de eficiencia espectral.

La estructura propuesta ahora para el receptor consiste en obtener lasecuenciav[m]
muestreando la señalv(t) ∗ g(−t) con periodoT/N segundos y calcular la variable de
decisión del subcanalk-ésimoqk[n] como

qk[n] =
1√
T

N−1∑

m=0

ξ∗k[m]v[n(N +M) +m] (8.58)

lo que implica usarξ∗k[m] y no ξ̃∗k[m] en el correlacionador del receptor, como en princi-
pio cabría esperar sabiendo que esξ̃k[m] la base discreta que empleamos en el transmisor.
Comparando (8.58) y (8.38) vemos que la única diferencia es que ahora diezmamos por un
factor deN +M en lugar deN , lo cual es lógico porque en el transmisor cada símbolo
de información se debe repetirN +M muestras antes de multiplicarlo por la función base
discreta correspondiente. Además, es fundamental observar en (8.58) que por cadaN +M
muestras recibidas sólo estamos empleando lasN últimas para efectuar la correlación, lo
que equivale a descartar las primerasM ; por ejemplo, para obtenerqk[0] empleamos las
muestras{v[0], · · · , v[N − 1]}, mientras que para obtenerqk[1] empleamos las muestras
{v[N +M ], · · · , v[M + 2N − 1]}, etc. Más adelante justificaremos el porqué de este es-
quema de receptor.

Es posible repetir el cálculo del canal discreto equivalente del apartado anterior para te-
ner en cuenta las modificaciones en modulador y demodulador propuestas.Así, suponiendo
que no hay ruido en el sistema, tenemos

pk,i[n] =
1

T

N−1∑

m=−M

N−1∑

l=0

ej
2πmi
N e−j 2πlk

N d[n(N +M) + l −m] (8.59)

Haciendo el cambio de variableu = l −m podemos escribir

pk,i[n] =
1

T

N−1∑

l=0

l+M∑

u=l−N+1

e−j 2πui
N ej

2πl(i−k)
N d[n(N +M) + u] (8.60)

Es fácil ver que sid[m] sólo toma valores no nulos en el intervalo[0,K], comoM ≥ K y
u recorre el intervalo[−N + 1,M + N − 1], entoncesd[n(N +M) + u] sólo puede ser
distinto de cero paran = 0. Por otra parte, para todol, 0 ≤ l ≤ N − 1 se cumple que el

6Y, por tanto, la tasa de símbolo efectiva pasa deN/T aN2/T (N +M) baudios.
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intervalo[0,K] ⊂ [l −N + 1, l +M ]. Por tanto, (8.60) es equivalente a

pk,i[n] =
1

T

K∑

u=0

e−j 2πui
N d[u]δ[n] ·

N−1∑

l=0

ej
2πl(i−k)

N

=
N

T
δ[n]δ[k − i]

K∑

u=0

e−j 2πui
N d[u] (8.61)

Por tanto, vemos que la ISI y la ICI han desaparecido, limitándose el efectodel canal a
ser multiplicativo. Es muy interesante reconocer en (8.61) que el canal discreto equivalente
sobre el canali-ésimo es simplemente ¡la DFT deN puntos ded[m]!, de modo que la señal
recibida en el subcanalk-ésimo es

qk[n] =
N

T
Ak[n]D[k] (8.62)

siendoD[k] el k-ésimo coeficiente de la DFT deN puntos del canal discreto equivalente a
periodoT/N . Todo ello nos permite contemplar “subcanales” discretos equivalentes como
en la Figura 8.13, donde se ha prescindido, en beneficio de la claridad, del factorN/T en
cada uno de los subcanales.

Figura 8.13.Subcanales discretos equivalentes en banda base para la modulación OFDM
con extensión cíclica de tamaño mayor que la duración del canal.

Es de capital importancia tener presente que este resultado sólo es válido sila extensión
cíclica de las funciones base es mayor que la longitud del canal menos uno.De lo contrario,
volveríamos a la situación con ISI e ICI, pudiendo cuantificar ambas a partirde (8.60).

Ejemplo 8.2
Comprobemos, calculando el canal discreto equivalente, que tanto la ISI como la ICI han des-
aparecido en la situación analizada en el Ejemplo 8.1(c). Eneste caso, el canal discreto a periodo
T/N esd[m] = T/N(δ[m]+0,5δ[m−1]). Para quepk,i[n] en (8.59) tomase valores no nulos pa-
ra algúnn0 6= 0 tendría que cumplirse quen0(N+M)−1 = m0−l0, conm0 ∈ [−M, · · · , N−1]
y l0 ∈ [0, · · · , N − 1]. Es fácil ver que esto no puede ocurrir: el máximo y el mínimo dem0− l0
son, respectivamente,N − 1 y −M −N + 1, por lo que la condición anterior no se cumple para
ningúnn0 6= 0 siM > 0.
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Podemos escribir, por tanto,

pk,i[n] =
1

N
δ[n]

N−1∑

m=−M

N−1∑

l=0

ej
2πmi

N e−j 2πlk
N (δ[l −m] + 0,5δ[l −m− 1])

=
1

N
δ[n]

(
Nδ[k − i] + 0,5

N−1∑

l=0

ej
2π(l+1)i

N e−j 2πlk
N

)

= δ[n]δ[k − i](1 + 0,5ej
2πi
N ) (8.63)

que sólo toma valores no nulos sin = 0 y k = i.

Sin embargo, en el caso planteado en el Ejemplo 8.1(b). el lector puede comprobar que siM es
tal queM < N , entonces la ISI no sólo no desaparece, sino que además se crea ICI. Véase el
Problema P8.4.

En este apartado hemos supuesto que el canal no introduce ruido; en caso de que sí lo
introdujese, la Ecuación (8.54) y las consideraciones efectuadas con posterioridad para el
caso de ruido blanco siguen siendo válidas.

Probabilidades de error

Como en el Capítulo 5, el concepto de canal discreto equivalente simplifica el cálculo
de la probabilidad de error. A efectos de comparación con la PAM paso banda, cuyas pro-
babilidades se consideran en el Apartado 5.2.3, analicemos el caso de canal gausiano con
densidad espectral de potencia de ruidoN0/2 W/Hz. Como hemos discutido, este tipo de
canal no da lugar a ISI ni ICI, por lo que, para todoi, k, pk,i[n] = δ[n]δ[k− i], de modo que
las variables de decisión en (8.54) se simplifican a

qk[n] = Ak[n] + zk[n] (8.64)

siendozk[n] ruido blanco, circularmente simétrico y de varianzaN0 (recuérdese:N0/2 por
dimensión). Como se ve, este modelo coincide exactamente con el estudiado para PAM
paso banda, por lo que podemos concluir que si en ell-ésimo subcanal se emplea la misma
constelación que en PAM paso banda, las probabilidades de error respectivas serán idénticas,
de modo que la discusión realizada en el Apartado 5.2.3 es enteramente aplicable a este caso.
En resumen, nada se gana en prestaciones por emplear una modulación OFDM en lugar de
una PAMcuando el canal es gausiano.

Asimismo, es interesante examinar el caso en que eliminamos la ISI y la ICI con la
extensión cíclica, para el que

qk[n] = Ak[n]
N

T
D[k] + zk[n] (8.65)

Recordando queD[k] es, en general, complejo, el efecto sobre el canalk-ésimo es el de esca-
lar y rotar la constelación originalmente transmitida. Por tanto, si suponemos que se emplea
la misma constelación en todos los subcanales, ydmin es la distancia mínima entre los ele-
mentos de dicha constelación, en recepción dicha distancia se convierte endmin ·|D[k]|N/T
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para el canalk-ésimo, por lo que el peor caso se tiene en aquel subcanal para el que|D[k]|
es mínimo. No obstante, es de capital importancia señalar que si no se toman medidas para
contrarrestar el efecto deD[k] en el receptor (véase Apartado 8.1.8), los efectos pueden ser
desastrosos. Ello apunta a la necesidad de estimarD[k] o emplear métodos incoherentes.
Por ejemplo, si la modulación empleada en cada subcanal es DPSK (Apartado 7.1.3), en-
tonces el escalado no tiene efecto, ya que la información se envía en la fase; además, si la
fase deD[k] se puede considerar constante en un periodo deT segundos, la demodulación
diferencial evita la necesidad de conocerla.

8.1.7. La OFDM vista como un proceso en bloques

En este apartado ofrecemos una interpretación alternativa de los resultados del apartado
precedente, lo que nos permitirá profundizar en las causas que hacen que tanto la ISI como
la ICI desaparezcan. En aras de una mayor claridad en la exposición, prescindiremos de los
factores de escala en la DFT y en la DFT inversa.

Bloque
N muestras

IDFT DFT
Ext.

cíclica
Elimina

ext.

[ ]A m
( )[ ]nA k

( )[ ]ns m
( )[ ]ns m%

( )[ ]nz m%

( )[ ]nq m%
( )[ ]nq m

( )[ ]nQ k
[ ]d m

Figura 8.14.La modulación OFDM como un proceso por bloques. El superíndicen indica
el n-ésimo bloque.

La Figura 8.14 presenta esta nueva perspectiva. La secuencia de símbolosA[m] se divide
en bloques deN muestras, a las que se calcula la DFT inversa, lo que produce tambiénN
muestras. Denotaremos pors(n)[m], m = 0, · · · , N − 1 el n-ésimo bloque de muestras
de salida de la IDFT. Antes de ser transmitidas secuencialmente (con periodoT/N ) las
muestras del bloque, se les añade (por la izquierda) un prefijo cíclico deM muestras, de
modo que se construye la versión extendida del bloques(n)[m], que denotamos mediante
s̃(n)[m], como

s̃(n)[m] =

{
s(n)[m+N ] m = −M, · · · ,−1
s(n)[m] m = 0, · · · , N − 1

(8.66)

Equivalentemente,̃s(n)[m] es el resultado de haber truncado al intervalo[−M,N − 1] una
señal periódica (infinita) construida a partir des(n)[m]. La operación de extensión cíclica se
ilustra en la Figura 8.15.

El bloques̃(n)[m] se envía ahora por el canal discreto equivalente en banda base obte-
nido a periodoT/N , que denotamos pord[m]. En ausencia de ruido, eln-ésimo bloque de
observaciones es entoncesq̃(n)[m] = s̃(n)[m]∗d[m]. Finalmente, el receptor calcula la DFT
deN puntos del bloqueq(n)[m] obtenido a partir de las muestras des̃(n)[m] en el intervalo
[0, N − 1]:

q(n)[m] = q̃(n)[m]wN [m] (8.67)
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Figura 8.15.Operación de extensión cíclica sobres(n)[m].

SeaQ(n)[k] la DFT deN puntos deq(n)[m]. Obsérvese que, a partir de la definición de la
DFT,

Q(n)[k] =
N−1∑

m=0

q(n)[m]e−j 2πkm
N =

N−1∑

m=0

q̃(n)[m]e−j 2πkm
N (8.68)

De acuerdo con lo anterior, tenemos las siguientes relaciones

Q(n)[k] = DFT{q(n)[m]} = DFT{q̃(n)[m]} = DFT{s̃(n)[m] ∗ d[m]} (8.69)

Pero, gracias a la extensión cíclica, la convolución lineal entres̃(n)[m] y d[m] en el intervalo
[0, N − 1] equivale a la convolución circulars(n)[m]©N d[m] y, por tanto,

Q(n)[k] = DFT{s(n)[m]} · DFT{d[m]}
= DFT{IDFT{A(n)[k]}} · DFT{d[m]}
= A(n)[k]D[k] (8.70)

siendoD[k] la DFT deN puntos del canal, que es, salvo por una constante, el mismo
resultado al que habíamos llegado en el apartado anterior7.

En la Figura 8.16 se representan los diagramas de bloques de un transmisory un recep-
tor que aprovechan la idea de la extensión cíclica. ¿Para qué sirve la extensión cíclica? La
respuesta es: para “engañar” al canal. Evidentemente, en el canal se realiza una operación

7Obsérvese que la notación empleada en este apartado difiere de la empleada en otros anteriores:Ak[n]
denota eln-ésimo símbolo transmitido sobre la portadorak-ésima, mientras queA(n)[k] denota el símbolo
transmitido sobre la portadorak-ésima en eln-ésimo bloque.
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Figura 8.16.Estructura de un: (a) transmisor y (b) receptor para OFDM en tiempo discreto
con extensión cíclica.

de convolución lineal; sin embargo, nosotros estamos interesados en una convolución cir-
cular. Sólo la convolución circular tiene un efecto puramente multiplicativo en el dominio
transformado y eso es lo que buscamos para que no haya ICI. Para quela convolución lineal
equivalga a una circular tenemos que realizar la extensión cíclica. Pero, además, la incorpo-
ración del prefijo cíclico evita que un bloque interfiera con el siguiente, lo que se traduce en
una ISI nula. Mientras la duración del prefijo sea mayor que la longitud delcanal, el efecto
de un bloque sobre el siguiente se limitará a corromper su prefijo cíclico, pero no la parte de
información. En realidad, esta característica de ISI nula se consigue concualquierintervalo
de guarda temporalintroducido –por ejemplo, un intervalo idénticamente nulo–, pero sólo
la extensión cíclica garantiza, además, una ICI nula8.

Finalmente, es importante mencionar que la introducción de la extensión cíclica hace
que las funciones base empleadas en el transmisor ya no sean ortogonales, aunque esto
no es un problema, ya que en el receptor se elimina dicha extensión cíclica y se recupera
la ortogonalidad. Otro efecto interesante es que al aumentar la duración temporal de las
funciones base, las sincs correspondientes son más estrechas en frecuencia que antes, por lo
que sus máximos ya no coinciden exactamente con los nulos de las demás y el espectro total
resultanteSsr(jω) ya no es plano, sino que presenta un rizado. La Figura 8.17 ilustra este
hecho. Lógicamente, para unN fijo, a mayor valor deM , mayor rizado. Por otra parte, el
espectro de la Figura 8.17 se ha obtenido empleando un filtro transmisorg(t) del tipo raíz
cuadrada de coseno alzado, con factor de caídaα = 0,5, lo que da lugar a la caída suave de
la figura.

8Existen otras formas de construir el bloque a transmitir que, mediante un procesado posterior, también
permiten eliminar la ICI (véase Problema P8.5).
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Figura 8.17.Espectro de potencia de la señal OFDM en tiempo discreto cuandoN = 64,
M = 4 y el pulso transmisor es un filtro en raíz cuadrada de coseno alzado con factor de
caídaα = 0,5.

8.1.8. Igualación Lineal

Como hemos visto en el Apartado 8.1.6, la OFDM con un prefijo cíclico suficientemente
largo ofrece la ventaja de convertir el efecto convolutivo del canal enotro multiplicativo. Ello
garantiza que la implementación de igualadores lineales es extremadamente sencilla. Nues-
tro punto de partida será la Ecuación (8.65), que relaciona la señal recibida en el subcanal
k-ésimo con el símbolo enviado sobre dicho subcanal. La primera observación importante
es que, dado que la señal recibida depende de la DFT del canalD[k], deberemos colocar
un igualador por cada subcanal; afortunadamente, el hecho de que notengamos ISI impli-
ca que este igualador será únicamente multiplicativo. Por tanto, denotaremos el igualador
empleado sobre elk-ésimo subcanal porW [k].

Atendiendo al criterio forzador de ceros (ZF, Apartado 6.3.1), el igualador simplemente
invierte el efecto del canal. Así pues,

WZF[k] =
T

N
D−1[k] =

T

N
· D

∗[k]
|D[k]|2 (8.71)

Como se comentó en el Apartado 6.3.1, este igualador presenta el inconveniente de amplifi-
car la potencia de ruido si|D[k]|N/T es pequeño.

Por lo que respecta al igualador diseñado de acuerdo con el criterio demínimo error cua-
drático medio (MSE), éste se diseña para minimizarE{|W [k]qk[n] − Ak[n]|2}. Siguiendo
las directrices del Apartado 6.3.2 es inmediato concluir que, ahora,

WMSE[k] =
Es,kD

∗[k]N/T

Es,k|D[k]|2N2/T 2 + σ2z,k
(8.72)

siendoEs,k y σ2z,k la energía de símbolo y la varianza de ruido del subcanalk-ésimo, res-
pectivamente.
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Aunque ambos igualadores parecen muy distintos, obsérvese que

WZF[k] =
D∗[k]N/T
|D[k]|2N2/T 2

(8.73)

de modo que podemos interpretar ambos igualadores del siguiente modo: la multiplicación
porD∗[k] sirve para corregir la rotación de fase introducida en el canal; por lo demás, ambos
igualadores realizan un escalado (diferente en cada caso) para tratarde restaurar la amplitud
del símbolo transmitido.

Un aspecto muy interesante de la comparativa entre ambos igualadores es que el iguala-
dor ZF obtiene mejores prestaciones en términos de probabilidad de error.Este hecho puede
parecer sorprendente a primera vista, pero debe recordarse que, en realidad, el igualador
MSE minimiza el error cuadrático medio, no la probabilidad de error. Se recomienda al
lector la resolución del Problema P8.11 en el que se profundiza en este aspecto.

Por supuesto, ambas estructuras de igualador requieren conocer la respuesta del canal
en cada portadoraD[k]. Tal como vimos en el Apartado 6.7.2, este problema se puede
solucionar enviando símbolos piloto bien para estimar el canal o bien para construir un
igualador adaptativo con un algoritmo como el LMS.

A lo largo de los apartados precedentes hemos venido suponiendo la idealidad de los
sistemas descritos en lo que respecta a la sincronización: así, la conversión a banda base de
la señal recibida se considera perfecta (esto es, se usa exactamente la misma frecuencia y
fase que en la modulación) y el instante de muestreo es óptimo. Además, cuando se trata de
operar con bloques (por ejemplo, para eliminar el prefijo cíclico o hacer la DFT), suponemos
que el receptor conoce el instante en que comienza cada bloque. Por supuesto, en la práctica
es necesario resolver estos problemas, que abordaremos en el Apartado 11.7.

8.2. MODULACIONES DE ESPECTRO ENSANCHADO

En este apartado estudiaremos un tipo de modulaciones pensadas originalmente para
combatir la interferencia en sistemas militares y que son aplicadas hoy en día comotécnica
de acceso múltiple o para mitigar los efectos de la distorsión lineal del canal. Dado que estas
técnicas se basan en la utilización de un ancho de banda considerablementesuperior al que
dictaría el cumplimiento del criterio de Nyquist para la ausencia de ISI, reciben el nombre
deespectro ensanchado. Así, si la tasa de transmisión de información en baudios es1/T y
W es el ancho de la banda base en hercios, el criterio de Nyquist para señales paso banda
determina queW · T ≥ 1/2. Para una modulación en espectro ensanchado, el producto
W · T es mucho mayor que1/2.

¿Para qué sirve entonces esta redundancia? En contra de lo que se pueda pensar ini-
cialmente, el uso de un mayor ancho de banda sobre un canal gausiano ideal no produce
ninguna mejora de prestaciones, medidas en la relaciónEb/N0 que se necesita para alcan-
zar un cierto nivel de probabilidad de error. Las principales ventajas de usar un mayor ancho
de banda para sistemas con un único usuario son dos: 1) en caso de quehaya interferencias
localizadas en frecuencia presentes en el canal, en promedio éstas afectarán menos cuanto
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mayor sea el ancho de banda ocupado, especialmente si la potencia transmitida se distribuye
uniformemente sobre el ancho de banda disponible; 2) si el canal introduce una distorsión
lineal, puede haber zonas del espectro del canal con una atenuaciónconsiderable, por lo que
el uso de un mayor ancho de banda evita concentrar toda la potencia en laszonas “malas”
del canal.

Las modulaciones en espectro ensanchado también son de utilidad para construir siste-
mas de acceso múltiple (véase Apartado 8.3). En tal caso es posible minimizar lasnecesi-
dades de intervalos y bandas de guarda que requieren los sistemas de acceso múltiple por
división en tiempo y en frecuencia, respectivamente. Para ello, todos los usuarios presentes
en el sistema transmiten simultáneamente ocupando el mismo ancho de banda. Semejante
“milagro” no ha de suponer para nosotros sorpresa alguna, por cuanto ya sabemos que la
ortogonalidad entre las señales transmitidas nos permite la separación de la información en
el receptor, aunque ésta se haya enviado usando pulsos que se solapan en tiempo y en fre-
cuencia. Por tanto, basta con que la información de cada usuario module unpulso distintivo,
ortogonal (o casi ortogonal) a los demás, de modo que se minimice la interferencia debida
a los restantes usuarios. Dicha interferencia se denominamultiacceso(“Multiaccess Inter-
ference”, MAI). Por razones prácticas el pulso distintivo usado en transmisión se genera a
partir de un código (o firma), por lo que se habla deacceso múltiple por división en código
(“Code-Division Multiple Access”, CDMA).

En este apartado revisaremos las modulaciones de espectro ensanchado, deteniéndonos
en la arquitectura del transmisor y en un receptor basado en el filtro adaptado. El diseño
de receptores de espectro ensanchado para sistemas con un único usuario se aborda en el
Apartado 8.2.3, mientras que la aplicación de las modulaciones de espectro ensanchado a
acceso múltiple se considerará en el Apartado 8.3.1.

Como motivación del problema, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.3
Sea el canalh(t) = δ(t) − 0,9δ(t − ∆), para un∆ conocido. A través de dicho canal se

transmite con una modulación PAM paso banda con frecuencia de portadoraωc rad/seg y periodo
de símboloT segundos. Por simplicidad, supongamos que el filtro transmisor es un filtro ideal
con frecuencia de corteπ/T rad/seg y ganancia

√
T o, lo que es lo mismo, es un filtro en raíz de

coseno alzado con factor de caídaα = 0.

La respuesta en frecuencia del canal esH(jω) = 1 − 0,9ejω∆, representada en la Figura 8.18
en un rango apropiado, en el que vemos que dicha respuesta es periódica con periodo2π/∆
rad/seg, con mínimos situados en las frecuencias de la forma2πk/∆ rad/seg, y máximos en las
frecuencias de la forma(2k + 1)π/∆ rad/seg, conk un número entero.

Cualitativamente, si la frecuencia de la portadora coincide con un mínimo deH(jω) y el ancho de
banda empleado es muy pequeño en comparación con el espaciado entre “agujeros espectrales”,
la potencia recibida será muy pequeña. Dicha potencia aumentará a medida que lo haga el ancho
de banda empleado. La condición de que el ancho de banda sea pequeño se traduce en que

T/∆≫ 1 (8.74)

lo que puede interpretarse como que el periodo de símbolo empleado es mucho mayor que el
retardo introducido en la componente retardada por el canal. En efecto, si el retardo∆ es pe-
queño en comparación conT , y la frecuencia de la portadora es de la forma2πk/∆, el canal se
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Figura 8.18.Respuesta en magnitud al cuadrado del canal del Ejemplo 8.3.

comportará aproximadamente comoh(t) ≈ 0,1δ(t), por lo que una señal transmitida en banda
base (donde hay un mínimo) será fuertemente atenuada.

Formalmente, para una secuencia de símbolosA[n] blanca y con energía mediaEs, la potencia
recibidaS es

S =
EsT

2πT

∫ π/T

−π/T

|1− 0,9ejω∆|2dω

=
Es

2π

∫ π/T

−π/T

(1,81− 1,8 cos(ω∆))dω

= P

(
1,81− 1,8

π∆/T
sen(π∆/T )

)
(8.75)

dondeP = Es/T es la potencia transmitida. Es, por tanto, el factor entre paréntesis en (8.75) el
que determina la ganancia en potencia del canal. Este factordepende, como puede comprobarse,
del cociente∆/T y se representa en función de dicho parámetro en la Figura 8.19, donde es
posible observar que, a medida que aumenta el ancho de banda empleado también lo hace la
ganancia en potencia del canal, hasta alcanzar un máximo, produciendo después una respuesta
oscilatoria. Esta respuesta se debe a que, con el aumento delancho de banda ocupado se van
incluyendo dentro del mismo nuevos máximos o mínimos, aunque su importancia relativa es
cada vez menor. El valor asintótico de la ganancia es, como puede comprobarse en (8.75),1,81.

El ejemplo anterior pone de manifiesto el riesgo de emplear un ancho de banda pequeño
cuando el canal es selectivo en frecuencia. Una solución trivial sería cambiar de frecuencia
de portadora, pero esto no es posible en muchos sistemas reales en los que∆ varía con el
tiempo, lo que, a su vez, provoca que la posición de los agujeros también seavariante en el
tiempo. Este es el caso de muchos radioenlaces digitales, con el cambio en lascondiciones
atmosféricas, y, en mayor medida, en comunicaciones móviles, con el desplazamiento del
terminal del usuario.

Como solución al problema anterior, hemos visto también en el Ejemplo 8.3 que un
aumento del ancho de banda utilizado en transmisión produce un aumento de laganancia en
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Figura 8.19.Ganancia en función del cociente∆/T para el Ejemplo 8.3.

potencia del canal, aunque ello no es, en absoluto, una panacea, ya que en cuantoT/∆ ≤
1/2 la interferencia entre símbolos empieza a jugar un papel relevante.

¿Cómo podemos aumentar el ancho de banda en transmisión? Parece obvio que la so-
lución pasa por aumentar el ancho de banda del filtro empleado en transmisión (véase, por
ejemplo, la Ecuación (5.72)) por encima del mínimo marcado por el criterio de Nyquist
para la ausencia de ISI. Si nuestro deseo es enviar símbolos de información con una tasa
de1/T baudios, podríamos pensar en emplear un filtro transmisor de ancho de banda (en
banda base) deπN/T rad/seg, conN un número entero suficientemente grande. Este valor
N recibe el nombre defactor de expansión, puesto que determina el número de veces en que
se aumenta el ancho de banda por encima del mínimo necesario para que no haya ISI.

Supongamos entonces que nuestra señal compleja en banda base es de laforma:

s(t) =
∑

n

A[n]g(t− nT ) (8.76)

donde ahora el filtrog(t) es un filtro en raíz de coseno alzado (conα = 0), ocupandoπN/T
rad/seg de ancho de banda. En tiempo, la función de ambigüedad temporal deese pulso
es una sinc que pasa por cero en los instantest = kT/N , para cualquier enterok distinto
de cero. En la Figura 8.20 se representa un fragmento de señal transmitidapara ilustrar el
problema que el uso de este tipo de pulsos acarrearía: la duración del pulso g(t) es ahora
muy corta en comparación con el periodo de símboloT . Por esta razón, la señal se transmite
en ráfagas de muy corta duración cadaT segundos, por lo que la potencia instantánea no se
distribuye de manera uniforme: en algunos instantes la potencia es muy grande y durante la
mayor parte del tiempo prácticamente no se transmite señal alguna. Conseguiresta elevada
potencia de pico sin distorsiones de amplitud es, como ya hemos comentado en capítulos
precedentes, problemática allí donde hay amplificadores de radiofrecuencia, por lo que la
solución que aquí hemos planteado es manifiestamente mejorable.

En cualquier caso, es interesante advertir que la función de ambigüedad de los pulsos
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→←T
t

s(t)

Figura 8.20.Fragmento de una señal de espectro ensanchado con pulsos muyestrechos en
el dominio temporal.

empleados cumple, salvo por un factor constante, el criterio de Nyquist, nosólo a periodo
T , sino también a periodoT/N (recordemos que esto también ocurría en OFDM). El hecho
de que se fuercen cruces por cero cadaT/N segundos está directamente relacionado con
el ancho de banda ocupado. Así pues, podríamos pensar en buscarotros pulsosg(t) cuyas
funciones de ambigüedad no estén tan localizadas en el dominio del tiempo, pero sigan
cumpliendo el criterio de Nyquist a periodoT/N . Obviamente, el número de pulsos que
satisfacen esta restricción es infinito, por lo que aquí nos centraremos enuna familia de
pulsos que, por construcción, cumplen dicho requisito y que, además, cuentan con la ventaja
adicional de ser parametrizables en función de un código o firma, por lo que serán de utilidad
en aplicaciones de acceso múltiple, como ya hemos comentado.

8.2.1. Espectro ensanchado por secuencia directa

La familia de pulsos considerada responde a la forma:

g(t) =
N−1∑

m=0

x[m]gc(t−mTc) (8.77)

donde la secuenciax[m] (posiblemente compleja) es determinista (por tanto, no porta in-
formación) y se denominasecuencia ensanchadorao secuencia de chip; gc(t) es un pulso
cuya función de ambigüedad cumple el criterio de Nyquist a periodoTc, y Tc = T/N es el
denominadoperiodo de chip9.

De la Expresión (8.77) se deduce que el pulsog(t) se obtiene después de sumar versiones
desplazadas y escaladas del pulso de chipgc(t) o, de forma equivalente,g(t) es el resultado

9En inglés,chipsignifica “pedacito”. El término alude a cada uno de los pedacitos en que se divide el periodo
de símboloT .
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de “modular” el pulso de chip con una secuencia determinista y de duraciónun periodo de
símbolo.

Sustituyendo (8.77) en (8.76) tenemos

s(t) =
∑

n

A[n]
N−1∑

l=0

x[l]gc(t− lTc − nT ) (8.78)

La expresión anterior se puede transformar para ofrecer una interpretación alternativa de la
generación de señales de espectro ensanchado. Haciendo el cambio de variablem = nN+ l
en (8.78) resulta

s(t) =
∑

n

A[n]
nN+N−1∑

m=nN

x[m− nN ]gc(t−mTc)

=
∑

n

A[n]
∑

m

x̃[m]wN [m− nN ]gc(t−mTc) (8.79)

dondex̃[m] es una señal periódica generada a partir dex[m] comox̃[m]
.
=
∑

k x[m− kN ]
y wN [m] es una ventana rectangular causal deN muestras.

De este modo, la señals(t) en (8.79) es equivalente a modular un pulsogc(t) con una
secuencias[m] tal que

s[m] = x̃[m]
∑

n

A[n]wN [m− nN ] (8.80)

Obsérvese que
∑

nA[n]wN [m − nN ] en (8.80) puede interpretarse como una secuencia
obtenida repitiendoN veces las muestras deA[n] a una tasa lógicamenteN veces mayor.
Gracias a ello, el producto coñx[m] es compatible en tasa. Esta forma de generar señales
de espectro ensanchado, multiplicando por unasecuencia ensanchadorase denominapor
secuencia directa(“Direct Sequence Spread Spectrum”, DSSS).

Figura 8.21. Arquitectura de un transmisor de espectro ensanchado de secuencia directa
en banda base.

La Ecuación (8.80) posibilita dibujar el diagrama de bloques de un transmisorcorres-
pondiente a una modulación de espectro ensanchado, tal como se representa en la Figura
8.21. Además, esta estructura nos permite razonar fácilmente por qué podemos conseguir
ensanchar el espectro: la secuencias[m] se transmite ahora a una velocidadN veces supe-
rior; si esta nueva secuencia tiene un espectro discreto plano, el espectro de potencia de la
señals(t) coincidirá con|Gc(jω)|2, siendoGc(jω) la Transformada de Fourier del pulso
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de chip. Esta última consideración es de gran importancia: no todas las secuencias de chip
x[m] serán válidas para nuestros propósitos. En el ejemplo siguiente, se consideran algunas
secuencias de chip que no lo son.

Ejemplo 8.4
a) Si x[m] = δ[m] estamos en el caso ilustrado en la Figura 8.20, esto es, la energía transmitida
durante un periodo de símbolo se concentra en un periodo de chip, y durante el resto apenas se
transmite señal. Se dice entonces que la señal está localizada en tiempo. Es fácil ver que si la
secuenciaA[n] es blanca, entonces el espectro des[m] es plano.

b) Si x[m] = ej
2πml

N , para unl ∈ {0, · · · , N − 1} fijo, la señal transmitida equivale a modular
una de las funciones base discretas empleadas en OFDM. Aunque en este caso la transmisión
ya no está localizada en tiempo, el lector recordará que el espectro asociado a una portadora en
OFDM era una sinc, por lo que ahora estará localizado en frecuencia. Por tanto, los inconvenien-
tes que encontraríamos son idénticos a los comentados más arriba cuando motivamos el empleo
de espectro ensanchado: en canales selectivos en frecuencia, un espectro estrecho puede sufrir
una importante atenuación.

A la vista del ejemplo anterior, desearíamos que la secuencias[m] no estuviese localiza-
da ni en tiempo ni en frecuencia. ¿Existe alguna secuencia de chipx[m] con la que podamos
lograr este doble objetivo? La respuesta es afirmativa, siempre que estemos dispuestos a re-
lajar las condiciones. Por ejemplo, no es difícil demostrar que las únicas secuenciasx[m]
para las que el espectro des[m] es plano son aquellas de la formax[m] = ejθδ[m − k],
para algúnk ∈ {0, · · · , N − 1} y algún número realθ. Pero estas secuencias son las que
precisamente hemos descartado anteriormente.

Supongamos por un momento queN es infinito yx[m] es una realización de un proce-
so estocástico blanco. Entonces, su espectro de potencia sería plano y,con él, el des[m].
Obviamente, si consideramos una realización de dicho proceso truncadaa un número finito
de muestras, el espectro dex[m] dejará de ser plano y otro tanto sucederá con la densidad
espectral de potencia des[m]. En cualquier caso, parece una buena idea obtenerx[m] co-
mo una secuencia deseudorruido, esto es, una secuencia determinista pero con apariencia
externa de ruido blanco. En el Apartado 8.2.9 analizaremos este aspecto en detalle.

8.2.2. Espectro de la señal espectro ensanchado por secuenci a direc-
ta

En este caso, podemos aplicar directamente la Expresión (5.72), de forma que el espectro
de potencia de la señal en banda bases(t) es

Ss(jω) =
1

T
SA(e

jωT )|G(jω)|2 (8.81)

siendoSA(ejω) la densidad espectral de potencia de la secuenciaA[n]. Es conveniente, no
obstante, poner la expresión anterior en función de la secuencia de chipy del pulso de chip.
Para ello, se calcula la Transformada de Fourier en ambos lados de (8.77), de modo que

G(jω) = Gc(jω)
N−1∑

m=0

x[m]e−jωmTc (8.82)
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pero el término dentro del sumatorio no es más que la Transformada de Fourier de la se-
cuenciax[m] evaluada enωTc. Por tanto,

Ss(jω) =
1

T
SA(e

jωT ) · |X(ejωTc)|2 · |Gc(jω)|2 (8.83)

Ejemplo 8.5
En la Figura 8.22 se representa la densidad espectral de potencia de la señal en banda base cuando
el pulso de chip es de tipo raíz cuadrada de coseno alzado, confactor de caídaα = 0,5,N = 10 y
la secuencia ensanchadora es{−1,−1,−1,−1, 1,−1, 1,−1,−1, 1} normalizada por

√
10 para

tener energía unidad. La secuencia de símbolos transmitidos es blanca y con energía mediaEs.

−15π/T −5π/T 5π/T 15π/T0 ω

0

−10

−20

−30

−40

(dB) S
s
(jω)/E

s

Figura 8.22.Espectro de potencia de la señal en banda base del Ejemplo 8.5.

Es interesante señalar que, dado que el términoSA(e
jωT ) · |X(ejωTc)|2 es periódico en

ω, es la respuesta en frecuencia del pulso de chipGc(jω) la que suele determinar el ancho
de banda empleado. Así, siGc(jω) es un pulso en raíz cuadrada de coseno alzado con factor
de caídaα, el ancho de banda ocupado por la señal paso banda será2πN(1+α)/T rad/seg,
esto es,N veces mayor que el que resultaría de usar una modulación PAM paso banda con
el mismo valor deα.

8.2.3. Receptores para modulaciones de espectro ensanchad o por
secuencia directa

La estructura del receptor para espectro ensanchado de secuenciadirecta sigue exacta-
mente las directrices del Apartado 5.4.2, por lo que su diagrama de bloques es idéntico a
la Figura 5.34. Desgraciadamente, dicha estructura es poco apropiada para su implementa-
ción práctica incluso en el caso en que el filtro receptorf(t) sea tal quef(t) = g∗(−t) ya
que depende directamente de la secuenciax[m]. En muchas aplicaciones, como en acceso
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múltiple por división en código, la asignación de secuencias (o firmas, en este caso)x[m]
a cada usuario no es fija, sino que se realiza dinámicamente. Esto obligaría a construir un
filtro analógicog(t) para cada nueva firma, lo que, obviamente, está lejos de constituir una
solución práctica.

Por otra parte, podemos pensar en emplear una solución similar a la que presentamos en
modulaciones OFDM: se trata de usar un filtro receptor a periodo de chip y realizar el resto
de las operaciones en tiempo discreto, donde ya no habrá problemas por el hecho de que el
código sea diferente.

Por tanto, suponiendof(t) = g∗(−t), si v(t) es la señal recibida en banda base, la
secuencia de observaciones a la salida del muestreador a periodo de símbolo q[n] es

q[n] = (v(t) ∗ g∗(−t)) |t=nT

=

N−1∑

m=0

x∗[m] (v(t) ∗ g∗c (−t−mTc)) |t=nT

=
N−1∑

m=0

x∗[m] (v(t) ∗ g∗c (−t)) |t=nT+mTc (8.84)

Seav[m] la secuencia obtenida al muestrear la señalv(t) ∗ g∗c (−t) con periodo de chip.
Entonces (8.84) se puede escribir de la siguiente forma

q[n] =
N−1∑

m=0

x∗[m]v[nN +m] (8.85)

= (v[m]x̃∗[m]) ∗ wN [−m− nN ] (8.86)

lo que permite representar el diagrama de bloques del receptor en bandabase de acuerdo con
el esquema de la Figura 8.23. Téngase en cuenta que para el caso pasobanda este diagrama
debería ser ampliado para incorporar una demodulación compleja y un factor

√
2 en el filtro

receptor. Además, hemos supuesto que el filtrogc(t) es real, por lo que en el receptor no es
necesario el conjugado.

w mN [ ]-

~ [ ]*x m

v t( )
N

v m[ ] q n[ ]

t mT N= /

Decisor

$[ ]A n
( )cg t-

Figura 8.23.Arquitectura de un receptor de espectro ensanchado en bandabase.

La operación realizada en (8.85), consistente en multiplicar porx̃∗[m] y sumarN mues-
tras consecutivas, recibe el nombre dedesensanchadoporque a su salida la tasa de operación
pasa deN/T seg−1 a 1/T seg−1, lo que equivale a una reducción del ancho espectral por
un factor deN .
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8.2.4. Características del ruido en el receptor

Consideraremos aquí el caso paso banda, aunque los resultados sonválidos para banda
base. Si el canal introduce ruido aditivo y gausianon(t) con densidad espectral de potencia
Sn(jω), podemos de nuevo aplicar la misma metodología que en el Apartado 5.4.3 para
obtener las características del ruido discretoz[n] presente en cada observaciónq[n]. Si el
filtro receptor es de la forma

√
2f(t), entonces (5.83) sigue siendo válida.

En el caso particular en queg(t) es un pulso cuya función de ambigüedad temporal
cumple el criterio de Nyquist a periodoT , el filtro receptor está adaptado al pulso transmisor
(f(t) = g∗(−t)) y el ruidon(t) es blanco, con densidad espectral de potenciaN0/2 W/Hz,
(8.39), el ruido discretoz[n] es blanco y circularmente simétrico, con varianza

σ2z = N0 (8.87)

Obsérvese que una condición suficiente para querg(t) = g(t)∗g∗(−t) cumpla el criterio
de Nyquist a periodoT es quegc(t) ∗ g∗c (−t) cumpla dicho criterio a periodoT/N .

8.2.5. Canal discreto equivalente

La obtención del canal discreto equivalente para el caso de modulaciónde espectro
ensanchado por secuencia directa es inmediata a partir de los resultados del Apartado 5.4.4.
Así, sip[n] denota el canal discreto equivalente en banda base,

p[n] = (g(t) ∗ heq(t) ∗ f(t)) |t=nT (8.88)

por lo que la representación del mismo coincide exactamente con la Figura 5.7.Sin embargo,
en el caso en que el filtro receptorf(t) se selecciona de modo quef(t) = g∗(−t), podemos
ir algo más lejos en nuestro análisis. Así,

p[n] =
N−1∑

l=0

N−1∑

m=0

x[l]x∗[m] (gc(t− lTc) ∗ heq(t) ∗ g∗c (−t−mTc)) |t=nT

=
N−1∑

l=0

N−1∑

m=0

x[l]x∗[m]d[nN +m− l] (8.89)

siendod[m] = (gc(t) ∗heq(t) ∗ g∗c (−t))|t=mTc el canal discreto equivalente en banda base a
periodo de chip, equivalente a muestrear a periodo de chip la respuesta combinada del filtro
transmisor, filtro receptor y canal equivalente en banda base.

Para ilustrar la obtención del canal discreto equivalente, consideremosel ejemplo si-
guiente:

Ejemplo 8.6
Supongamos quegc(t) es tal que su función de ambigüedadgc(t) ∗ g∗c (−t) cumple el criterio de
Nyquist a periodo de chip.
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a) Si el canal equivalente en banda base esheq(t) = δ(t), entoncesd[m] = δ[m] y, por tanto,

p[n] =

N−1∑

m=0

|x[m]|2δ[n] (8.90)

b) En el caso del canal del Ejemplo 8.3, tenemosheq(t) = h(t)e−jωct = δ(t)− 0,9e−jωc∆δ(t−
∆). Supongamos que∆ = T/10 y queN = 100. Entonces,d[m] = δ[m]− 0,9e−jωcT/10δ[m−
10], por lo que

p[n] =
N−1∑

m=0

|x[m]|2δ[n]− 0,9e−j ωcT
10

N−1∑

m=0

x[m− 10]x∗[m]δ[n]

−0,9e−j ωcT
10

N−1∑

m=0

x[m+ 90]x∗[m]δ[n− 1] (8.91)

De este ejemplo podemos concluir que para que no hubiese ISI (siempre que∆ fuese menor
queT ) una condición suficiente sería que

rx[k]
.
=

N−1∑

m=0

x∗[m]x[m+ k] = δ[k] (8.92)

o, puesto de otro modo, que la función de ambigüedad de la secuencia ensanchadorax[m]
fuese una delta en el origen. La funciónrx[k] también recibe también el nombre deautoco-
rrelación determinista aperiódica10 (véase (2.50)). Es fácil ver que precisamente el cumpli-
miento de esta condición garantizaría que|X(ejωTc)|2 en (8.83) fuese constante. No obs-
tante, no olvidemos que las únicas secuenciasx[m] que satisfacen (8.92) son de la forma
ejθδ[m − k], para algúnθ real y algúnk ∈ {0, · · · , N − 1} y que éstas no son adecuadas
para nuestros propósitos, por lo que una solución pragmática consiste enhacer quex[m] sea
seudorruido.

En el Ejemplo 8.6(b) hemos visto cómo un diseño adecuado de la secuencia ensancha-
dora puede reducir considerablemente la ISI. Antes de proseguir, repasemos los pasos que
hemos dado para llegar hasta aquí:

1. Para evitar que la transmisión a periodoT sobre un canal de la formaheq(t) = δ(t)−
h1δ(t−∆), conh1 complejo yT/∆ mucho mayor que 1, se pudiese ver seriamente
afectada por la atenuación del canal, redujimos el periodo efectivo de transmisión a
Tc = T/N y, consecuentemente, aumentamos el ancho de banda ocupado en un factor
N .

2. Al disminuir el periodo efectivo de transmisión sobre el canal aTc el cocienteTc/∆
es menor que 1 y, por tanto, aparece “interferencia entre chips” que, dependiendo de
la secuencia ensanchadora, puede dar lugar a ISI.

10El calificativo aperiódica servirá más adelante para distinguirla de la autocorrelación determinista periódica.
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3. Para mitigar los efectos de la ISI, las secuencias de chip se diseñan de modo que su
función de ambigüedad temporal se parezca a una delta en el origen.

¿Qué hemos ganado con esta técnica? En primer lugar, analicemos su coste:sabemos
que el ancho de banda es un bien limitado en muchos casos –sin lugar a dudas, esto sucede
en los canales de radiofrecuencia– y, además, aumentar la velocidad de transmisión supone
una complicación tecnológica adicional en el diseño de transmisor y receptor. En cuanto a
los beneficios, pensemos que comoT/∆ es mucho mayor que 1, en un sistema PAM en
banda base convencional, aunque habrá ISI presente en la secuencia recibida, ésta se centra
prácticamente en el símbolo actual, por lo que, si la frecuencia de la portadora es tal que
ωc = 2πk/T para algún número enterok (véase Figura 8.18), la señalq[n] a la salida
del muestreador sólo tendrá influencia del símbolo actual. Para el canal del ejemplo 8.3
tendremos

q[n] ≈ A[n]− 0,9A[n] + z[n] (8.93)

siendo la varianza del ruidoσ2z = N0. Por otra parte, en el sistema de espectro ensanchado,
suponiendo que se satisface aproximadamente (8.92), tenemos que

q[n] ≈ A[n] + z[n] (8.94)

donde, de nuevo,σ2z = N0. Por tanto, como vemos, la relación señal a ruido ha aumentado
en unos 20 dB gracias a la utilización de espectro ensanchado. En cualquier caso, como
veremos en el Apartado 8.2.8, todavía podemos hacerlo algo mejor, a base de complicar
más el receptor.

Asimismo, en el Apartado 11.8 se efectúan consideraciones sobre la sincronización apli-
cada a sistemas de espectro ensanchado por secuencia directa.

8.2.6. Inmunidad a las interferencias de banda estrecha

En este apartado verificaremos que las modulaciones de espectro ensanchado son muy
apropiadas para el caso en que existen interferencias de banda estrecha presentes en el canal,
ya sean malintencionadas (en inglés se emplea el término “jammer”) como no intencionadas
(por ejemplo, debidas a una emisión espúrea de un transmisor autorizado).Aunque en la
literatura existen casi tantas formas de abordar el problema como autores,las conclusiones
son esencialmente idénticas, por lo que aquí adoptaremos un enfoque relativamente original
con idéntico resultado.

Considérese un sistema de espectro ensanchado por secuencia directaque transmite con
una frecuencia de portadoraωc rad/seg. Los pulsos empleados tanto en transmisión como en
recepción son de tipo raíz cuadrada de coseno alzado con factor de caídaα (véanse figuras
8.21 y 8.23). Supóngase que el sistema está interferido por una portadoraJ(t) de frecuencia
ωJ próxima aωc y amplitudAJ :

J(t) = AJ cos(ωJ t+ φ) (8.95)
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dondeφ es un desfase que el interferente malicioso puede elegir para producir el mayor
daño –medido en laBER– posible en el sistema11. Naturalmente, para interferencias no
intencionadas laBER alcanzada en el caso anterior supondrá una cota superior.

Para calcular laBER necesitamos determinar la contribución de la señal interferente a la
entrada del decisor de la Figura 8.23. DenominandoqJ [n] a dicha contribución y aplicando
(8.85), tendremos

qJ [n] =
N−1∑

m=0

x∗[m]J [nN +m] (8.96)

donde

J [m] = (J(t)e−jωct ∗
√
2gc(−t))|t=mTc (8.97)

Los factores
√
2 y e−jωct se deben al proceso de conversión a banda base, que no se explicita

en la Figura 8.23. Suponiendo queωJ y ωc están lo suficientemente próximas como para que
ωJ − ωc pertenezca a la banda de paso del filtro receptor –de lo contrario la interferencia se
eliminaría completamente–, podemos escribir

J [m] =

√
2

2
AJG

∗
c(jωJ − jωc) exp{j(ωJmTc − ωcmTc + φ)} (8.98)

Sustituyendo (8.98) en (8.96) obtendríamos directamente la contribución delinterferente a
la entrada del decisor. Si desde el punto de vista del interferente consideramos la secuen-
cia x[m] como un proceso blanco que toma valores en{±1/

√
N} con igual probabilidad

(véase Apartado 8.2.9), entonces podremos caracterizar estadísticamente qJ [n] calculando
su media y su varianza. Es inmediato ver que

E{qJ [n]} = 0 (8.99)

Var{qJ [n]} =
A2

J

2
|Gc(jωJ − jωc)|2 (8.100)

Recuérdese que|Gc(jω)|2 = Tc = T/N para|ω| < (1−α)π/Tc y es monótona decreciente
para valores deω mayores, ya que se trata de un pulso en coseno alzado. Por tanto, mientras
la frecuencia de la señal interferente no difiera de la de la portadora en más de(1− α)π/Tc
rad/seg, la probabilidad de error alcanzable será independiente de la primera12. Además,
como vemos, la faseφ es irrelevante.

Para valores deN grandes la variableqJ [n] seguirá por el teorema central del límite
(Apartado 3.2.8) una distribución gausiana compleja circularmente simétrica. En este caso,
podemos calcular laBER para diferentes constelaciones. A modo de ejemplo, considere-
mos una constelación binaria antipodal (BPSK) con energía media de símboloEs. En este

11Suponemos que el receptor es capaz de alcanzar una sincronizaciónperfecta con el transmisor. En realidad,
en muchas ocasiones, el peor daño se inflige “atacando” a la sincronización del sistema.

12En el Problema P8.14 se considera una frecuencia arbitraria en la señal interferente.
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caso,

BER = Q

( √
2Es√

N0 + J0

)
(8.101)

conN0/2 W/Hz la densidad espectral de potencia del ruido del canal y

J0 = Var{qJ [n]} =
TA2

J

2N
(8.102)

Si el ruido del canal es despreciable, entonces la relación señal a ruido a la entrada del
detector

SNR =
4EsN

TA2
J

(8.103)

aumenta conN , o, dicho de otro modo, el daño causado por el interferente es menor cuanto
mayor es el ancho de banda empleado. Por esta razón,10 log10N recibe habitualmente la
denominación deganancia de procesado. Como comentario final, no debe perderse de vista
que esta ganancia de procesadono existesi la interferencia tiene un ancho de banda mayor
que el empleado en la transmisión; esto sucedería, por ejemplo, en el caso de un interferente
que emitiese ruido blanco.

8.2.7. Espectro ensanchado por salto en frecuencia

Volvamos ahora al Ejemplo 8.3 para discutir un esquema de espectro ensanchado que
también resulta adecuado en canales selectivos en frecuencia. En dichoejemplo razonamos
que si el ancho de banda era pequeño, entonces un sistema clásico utilizando el ancho de
banda mínimo podía tener la mala suerte de transmitir allí donde aparecía un agujero es-
pectral, con la consiguiente pérdida en la potencia de la señal recibida. Encambio, también
podía tenerse la buena suerte de transmitir en la banda en la que la respuestadel canal tenía
la ganancia máxima. Dado que, como ya comentamos, la posición de los picos y valles de
la función de transferencia del canal es variable –y relativamente difícilde predecir–, po-
dría pensarse en no dejar al sistema en manos de la fortuna y “repartir” casos favorables y
desfavorables empleando una frecuencia de portadora que cambie cada cierto tiempo, que
denominaremosperiodo de salto. Ya que ahora la frecuencia de portadora se va desplazando
a medida que transcurre el tiempo, el ancho de banda necesario es aproximadamente igual
a la máxima excursión permitida en la frecuencia de portadora. Por las mismas razones que
en el Ejemplo 8.3 conviene que dicho ancho de banda sea grande en comparación con el que
dictaría el criterio de Nyquist. El resultado es una modulación de espectro ensanchado que
recibe el nombre desalto en frecuencia(“Frequency Hopping”, FH).

Aunque la idea del salto en frecuencia se puede combinar con cualquier modulación
básica (por ejemplo, QAM o PSK), lo más natural es hacerlo con una modulación FSK de
fase continua (CPFSK) ya sea binaria o, en general, M-aria (Apartado7.2). En este caso,
la frecuencia de la portadora se hace variar en el tiempo de acuerdo conuna secuencia
deterministax[m].
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Es habitual clasificar las modulaciones de espectro ensanchado por saltoen frecuencia
comode salto lentoy salto rápido, atendiendo a la relación entre el periodo de salto, que
denotaremos porT2, y el de símboloT . Para el salto lento,T2/T ≥ 1, y para el rápido,
T2/T < 1. Además, por razones prácticas, la relación entre el periodo más grande y el más
pequeño suele ser en ambos casos un número entero.

Formalmente, recordando la Expresión (7.24), la señal transmitida en CPFSK puede
escribirse como

x(t) =

√
2Es

T

∑

n

sen

(
ωct+ I[n]

πt

T

)
wT (t− nT ) (8.104)

donde losI[n] eran los “símbolos” de información tales queI[n] ∈ {±1, · · · ,±(M − 1)}
para una CPFSK M-aria. Veamos cómo modificar esta expresión para las modulaciones de
espectro ensanchado por salto en frecuencia.

T

2T

(a)

T

2T

(b)

Figura 8.24. Ilustración de las relaciones entre el periodo de símboloT y el periodo de
salto en frecuenciaT2. (a) Salto lento (SFH); (b) salto rápido (FFH).

De acuerdo con lo indicado en el párrafo anterior, en una modulación por salto lento en
frecuencia (“Slow FH”, SFH), la señal transmitida puede escribirse como:

x(t) =

√
2Es

T

∑

m

T2/T−1∑

n=0

sen

(
ωct+ x[m]

πt

T
+ I[n+mN ]

πt

T

)
wT (t− nT −mT2)

(8.105)
conN = T2/T un entero mayor que 1, de forma que se transmiten varios símbolos de in-
formación por cada cambio en la frecuencia central, tal como se ilustra en la Figura 8.24(a).
Podemos interpretar la secuencia{x[m]} como la que realiza la selección “gruesa” de la
frecuencia, mientras la secuencia de símbolos{I[m]} realiza una selección “fina”. De he-
cho, para que los conjuntos de frecuencias gruesas empleados no se solapen y se garantice
la continuidad de fase,x[m] ha de tener la forma2kM , conk entero. Naturalmente, para
que el ancho de banda ocupado sea mínimo, los valores dek empleados deben pertenecer
a un conjunto deN enteros consecutivos; en tal caso, la expansión de ancho de banda en
comparación con el de una CPFSK M-aria es de aproximadamenteN .

En una modulación por salto rápido en frecuencia (“Fast FH”, FFH) la frecuencia de la
portadora cambia varias veces por cada símbolo procedente de la fuente,esto es,

x(t) =

√
2Es

T

∑

n

T/T2−1∑

m=0

sen

(
ωct+ x[m+ nN ]

πt

T2
+ I[n]

πt

T2

)
wT2(t− nT −mT2)

(8.106)
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conN = T/T2 un entero mayor que 1 (véase Figura 8.24(b)) y la secuencia{x[m]} con la
misma forma que en el párrafo anterior. Obsérvese que ahora las condiciones para garantizar
continuidad de fase se aplican cadaT2 segundos.

En la Figura 8.25 se representa una posible arquitectura de transmisor para FH, teniendo
en cuenta la idea ya comentada de que, en realidad, basta con cambiar la frecuencia de la
portadora cadaT2 segundos. Con los modernos sistemas de síntesis digital directa (“Direct
Digital Synthesis”, DDS) es posible simplificar el esquema anterior sin más que generar en
cada momento los valores (numéricos) de las frecuencias necesarias.

Mezclador
Modulador

FSK

Sintetizador
Frecuencias

Generador
seudorruido

[ ]x m

[ ]I n ( )x t

2T

T

Figura 8.25.Diagrama de bloques de un modulador de espectro ensanchado por salto en
frecuencia.

Para el cálculo del espectro de potencia de la señal transmitida, es evidente, de acuerdo
con los resultados presentados en el Apartado 7.2 para CPFSK que sería necesario extender
el procedimiento allí presentado teniendo en cuenta que el patrón de saltosen frecuencia
–dado porx[m]– es determinista, por lo que no profundizaremos más en esta dirección.
En cualquier caso, es interesante señalar que, en consonancia con la justificación dada al
comienzo de este apartado, para que el “reparto” de bandas en FH seaefectivo, la secuencia
x[m] debería ser tal que cada subbanda se visitase el mismo número de veces. Si, además,
el canal fuese variante en el tiempo, convendría que la portadora cambiase de una forma
aleatoria, para que no se visitasen consecutivamente subbandas con atenuaciones que pueden
estar fuertemente correlacionadas. Como consecuencia, interesa que lasecuenciax[m] tenga
las mismas propiedades que exigíamos a su homónima empleada en espectro ensanchado
por secuencia directa y que se resumen en que tenga características de seudorruido.

Aunque se pueden construir receptores coherentes para FH siguiendo los principios del
Apartado 4.5, es obvio que ahora pueden esgrimirse las mismas razones que conducen al
empleo de receptores incoherentes en modulaciones FSK. Por tanto, es posible deducir un
receptor incoherente para FH a partir de la discusión del Apartado 7.2.3.El diagrama de
bloques correspondiente al caso de saltos lentos en frecuencia (SFH)se representa en la
Figura 8.26. En el caso de saltos rápidos (FFH, Figura 8.27) debe tenerse en cuenta que
la transmisión de un símbolo de la fuente implicaN sucesivas envolventes de frecuencias
diferentes, por lo que el receptor dispondrá deN estadísticos que han de producir una única
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decisión, de modo que es necesario combinarlos. Aunque es posible determinar teóricamente
la ley de combinación óptima (siguiendo el criterio ML) ésta resulta ser poco atractiva de
cara a una implementación física, por lo que la simplificación más común (especialmente
adecuada para SNR pequeña) conduce a una combinación cuadrática,esto es, a utilizar
como variables de decisión la suma de lasN salidas sucesivas de los detectores de ley
cuadrática. Por tanto, obsérvese que esta arquitectura de receptor incoherente no es más que
una generalización del detector de ley cuadrática para tener en cuenta lasN subenvolventes
por símbolo transmitido.
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Figura 8.26.Arquitectura de un receptor de espectro ensanchado por salto lento en frecuencia.
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Figura 8.27.Arquitectura de un receptor de espectro ensanchado por salto rápido en frecuencia.

Para finalizar este apartado, es de interés señalar que también es posible trasladar las
ideas de FH al dominio del tiempo, donde se convierten en espectro ensanchado porsalto en
el tiempo(“Time Hopping”, TH). En este caso, los pulsos empleados son similares a los que
se utilizan en la Figura 8.20, salvo porque ahora la posición del pulso dentro del periodo de
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símbolo varía de acuerdo con una secuencia determinista. Valga decir, comoconsecuencia,
que las razones que dificultaban el empleo de este tipo de pulsos son aplicables también en
este caso. Por otra parte, los esquemas DS, FH y TH se pueden combinar entre sí para dar
lugar a híbridos que heredan algunas de las ventajas de sus progenitores, siempre a costa de
un aumento de complejidad y, generalmente, requisitos más estrictos en los relojes de chip.

En el Apartado 11.8 se efectúan consideraciones sobre la sincronización aplicada a sis-
temas de espectro ensanchado por salto en frecuencia.

8.2.8. Receptores RAKE

En comunicaciones terrestres (p.ej., radioenlaces, comunicaciones celulares, etc.) es fre-
cuente que la señal transmitida llegue al receptor por diferentes caminos, en un fenómeno
que se conoce comopropagación multitrayecto13. Dichos caminos son debidos a las refle-
xiones, refracciones y/o difracciones que experimenta la señal transmitida en su interacción
con el medio. El efecto neto es que la señal que llega al receptor por cada uno de los caminos
sufre una atenuación, un desfase en la portadora y un retardo distintos.

Si en el receptor fuese posible resolver (separar) los diferentes caminos de propagación,
entonces se podría aprovechar su conocimiento para mejorar el funcionamiento del sistema.
Naturalmente, cuanto mayor sea el ancho de banda de la señal transmitida (menor duración
de la función de ambigüedad de los pulsos) más fácil será distinguir las diferentes compo-
nentes del multitrayecto. En este apartado estudiaremos someramente un tipo dereceptor
que, tras identificar la respuesta al impulso del canal, construye de acuerdo con el criterio
del filtro adaptado una estructura que, por recordar vagamente a los rastrillos de jardín, fue
bautizada por sus inventores (Price y Green, 1958) como receptor RAKE (rastrillo).

Para deducir su arquitectura, consideremos la respuesta equivalente en banda base que
corresponde a un canal con multitrayecto:

heq(t) =
L∑

l=1

hlδ(t− τl) (8.107)

dondeL es el número de caminos,hl es un coeficiente complejo que indica la ganancia y
desfase relativos al caminol-ésimo yτl es el retardo experimentado por la señal transmitida
al recorrer ell-ésimo trayecto. En la Expresión (8.107) hemos supuesto que el canal es
invariante con el tiempo; no obstante, el desarrollo que presentaremos eneste apartado se
puede extender de forma casi inmediata a canales lentamente variantes en eltiempo.

Como ya se discutió en los Apartados 5.3 y 5.4, si conociésemosheq(t), entonces po-
dríamos implementar un receptor basado en el filtro adaptado, con una estructura como la
de la Figura 5.34. En este caso, sif(t) denota el filtro receptor entonces debería cumplirse

13Véase Ejemplo 8.3.
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que

f∗(−t) = g(t) ∗ heq(t)

=
L∑

l=1

hlg(t− τl) (8.108)

siendog(t) el pulso transmisor. De aquí, se deduce que

f(t) = g∗(−t) ∗
L∑

l=1

h∗l δ(t+ τl) (8.109)

De este modo, habiendo determinado previamente –aunque todavía no hemos dicho cómo–
los coeficienteshl, l = 1, · · · , L y los retardosτl, podríamos emplear la estructura de la
Figura 8.28 en la que, como se ve, existenL ramas paralelas cuyas salidas se combinan
para producir la variable de decisión. Estas ramas (o, mejor, púas) son las que configuran
el “rastrillo” o RAKE14. Intuitivamente, cuanto menor eshl, más atenuada resulta la señal
transmitida por el camino correspondiente, de modo que, si se ve afectadapor el mismo
nivel de ruido (tal y como ocurre en nuestro modelo), su “fiabilidad” será menor; de ahí que
se multiplique por un coeficiente más pequeño (justamenteh∗l ). Por otra parte, el adelanto
de τl segundos sirve para compensar el introducido por el canal y así “alinear” las salidas
procedentes de cada púa. Evidentemente, el esquema propuesto no es causal, pero es in-
mediato transformarlo en causal sin más que retardarmáxl=1,··· ,L{τl} segundos la toma de
decisiones.
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Figura 8.28.Diagrama de bloques de un receptor RAKE en banda base con púasen tiempo
continuo.

Como bien podrá razonar el lector, lo dicho hasta ahora sobre el receptor RAKE no es
exclusivo de modulaciones de espectro ensanchado, sino que se puede adaptar a cualquier
modulación lineal o no lineal. Sin embargo, para el caso de espectro ensanchado por secuen-
cia directa, la implementación práctica cobra más sentido. En primer lugar, cuanto menor

14El receptor “arrastra” las contribuciones temporales de la señal recibida cuyos retardos caen en el rango de
acción de cada rama; de ahí el nombre.
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esTc (mayor ancho de banda), más resolución temporal podemos alcanzar, demodo que
podremos aproximar el adelantoτl con un adelanto discreto deml ≈ τl/Tc unidades co-
metiendo un menor error. Piénsese que la realización exacta de un retardono entero entraña
una mayor dificultad, tal como discutiremos más adelante.

Siguiendo la deducción del Apartado 8.2.3, es inmediato obtener la estructura del recep-
tor RAKE en tiempo discreto de la Figura 8.29. En realidad, en lugar de retardos específicos
para cada púa, es más eficiente una implementación a partir de una línea de retardos, pero
el diagrama en 8.29 ilustra mejor las operaciones que se realizan en cada rama15. Como no
podía ser de otra manera, también es necesario conocer los parámetros del canal para la rea-
lización del receptor RAKE en tiempo discreto. Antes de discutir cómo podemosaveriguar
dichos parámetros, es interesante cuantificar las ventajas de esta estructura para el canal del
Ejemplo 8.3.
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Figura 8.29.Diagrama de bloques de un receptor RAKE en banda base con púasen tiempo
discreto para modulación de espectro ensanchado por secuencia directa.

Ejemplo 8.7
Recordando queheq(t) = δ(t) − 0,9e−jωc∆δ(t −∆), con∆ = T/10 y N = 100 y utilizando
los resultados de este apartado, representamos en la Figura8.30 el esquema del receptor RAKE.
Si calculamos el canal discreto equivalente a periodo de chip, éste será ahora de la forma

d[m] = (gc(t) ∗ heq(t) ∗ h∗eq(−t) ∗ gc(−t))|t=mTc

= −0,9ejωcT/10δ[n+ 10] + 1,81δ[n]− 0,9e−jωcT/10δ[n− 10] (8.110)

El cálculo del canal discreto equivalente (a periodo de símbolo, Ecuación (8.89)) produciría 5
términos (ya no 3, como en el Ejemplo 8.6) cuya determinaciónse deja al lector como ejercicio.
De nuevo, si se cumple (aproximadamente) la condición de quela función de ambigüedad tem-
poral de la secuencia ensanchadora,rx[k], sea una delta en el origen, entonces el canal discreto
equivalentep[n] seráp[n] = 1,81δ[n].

Por otra parte, el ruido a la entrada del decisor, aunque ya noserá blanco, conservará su gausiani-
dad, por lo que para evaluar las prestaciones del receptor RAKE, bastará con conocer su varianza
(puesto que es de media cero). No es difícil ver que a la salidadel muestreador aTc el filtro FIR

15Recuérdese que el filtro adaptado del receptor se puede implementar en forma discreta siguiendo las direc-
trices del Apartado 5.5.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



484 MODULACIONES MULTIPULSO

v t( )

N DECISOR[ ]Nw m-

ct mT=

0,9e cjw D-

10z

( )cg t-

*[ ]x m%

µ [ ]A n

Figura 8.30.Diagrama de bloques del receptor RAKE del Ejemplo 8.7

de dos ramas colorea el ruido y aumenta su varianza a(1 + 0,92)N0 = 1,81N0. Por último, la
operación de multiplicación por la secuenciax̃[m] y suma deN muestras, deja inalterada dicha
varianza (puesto que

∑N−1
m=0 |x̃[m]|2 = 1).

Finalmente, laBER (para una constelación binaria antipodal) con el receptor RAKE sería

BER = Q

(√
2 · 1,81Es

N0

)
(8.111)

de modo que hemos ganado aproximadamente10 log10 1,81= 2,5 dB en comparación con el
receptor de la Figura 8.23.

El receptor RAKE no está exento de problemas: supongamos que, en lugar de un filtro
f(t) perfectamente adaptado, esto es,f∗(−t) = g(t)∗heq(t) empleamos en su construcción
una estima deheq(t) que denotaremos por̂heq(t), de modo que utilizamos como filtro re-
ceptor unf(t) tal quef∗(−t) = g(t) ∗ ĥeq(t). Entonces, basta generalizar el razonamiento
del Ejemplo 8.7 para demostrar que el canal discreto equivalente (siempreque la secuencia
x[m] cumpla la Condición (8.92)) es

p[n] =
L∑

l=1

hlĥ
∗
l δ[n] (8.112)

y que la varianza del ruido a la entrada del decisor es

σ2z = N0

L∑

l=1

|ĥl|2 (8.113)

Por tanto, una estima incorrecta de los parámetros del canal puede tener consecuencias
desastrosas en recepción, por cuanto el único coeficiente dep[n], que es un número comple-
jo, puede tener una amplitud muy pequeña y una fase que rote la constelacióntransmitida.
Como ya sabemos, este último problema puede solucionarse si los símbolosA[n] son gene-
rados mediante una modulación diferencial de fase (DPSK).

El párrafo anterior pone de manifiesto la importancia de estimar correctamentelos pa-
rámetros del canal. A continuación, estudiaremos uno de los procedimientosposibles. Para
simplificar la discusión vamos a suponer que el canal tiene un único trayecto, cuyos pará-
metrosh1 y τ1, deseamos estimar, y que no hay ruido presente. El diagrama de bloques del
estimador se representa en la Figura 8.31 donde puede observarse queel filtro receptor es
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gc(−t); de este modo, todo el procesado se hace en tiempo discreto. Es fácil verque el canal
discreto equivalente a periodo de chip es, para este caso:

d[m] = (gc(t) ∗ h1δ(t− τ1) ∗ gc(−t))|t=mTc (8.114)

de modo que si los pulsosgc(t) son de raíz cuadrada de coseno alzado, podremos hacer la
aproximación

d[m] ≈ h1δ[m− k1] (8.115)

conk1 ≈ τ1/Tc. Como antes, esta aproximación es perfecta siτ1/Tc es un número entero y,
en cualquier caso, tanto más correcta cuanto mayor es el factor de caída del pulsogc(t). En
breve, encontraremos conveniente descomponerk1 como

k1 = m1 + n1N, m1 ∈ {0, · · · , N − 1} (8.116)

y n1 entero. Nótese que en esta descomposición única,n1 equivale al número entero de
periodos de símbolo que caben enτ1, y m1 es el número de periodos de chip que restan al
dividir τ1 porn1T .

v t( )

ct mT=

[ ]v m
( )cg t- [ ]Nw m mD- +

*[ ]x m mD-%
*[ ]A n nD-

N DECISOR
P1n M

n

D+ -

D
·å

$
1h

Figura 8.31.Diagrama de bloques del estimador de parámetros de una púa del receptor RAKE.

Vamos a analizar a continuación el funcionamiento del estimador de la Figura 8.31. Por
simplicidad, y sin restar validez alguna a nuestras conclusiones, supondremos que el retardo
m∆ en el esquema de la figura es tal quem∆ < m1. La secuencia a la salida del diezmador
será

N−1+m∆∑

m=m∆

v[m+ nN ]x̃∗[m−m∆] =

N−1∑

m=0

v[m+m∆ + nN ]x̃∗[m] (8.117)

que es idéntica a (8.85) salvo porque ahora la secuenciav[m] aparece “adelantada”m∆

muestras. Por tanto, podemos pensar que tenemos la misma situación estudiada en el Apar-
tado 8.2.5 donde ahora el canal discreto equivalente a periodo de chip es

d[m] ≈ h1δ[m− k1] ∗ δ[m+m∆] = h1δ[m− n1N − (m1 −m∆)] (8.118)

Por tanto, empleando (8.89), el canal discreto equivalente a periodo desímbolo será

p[n] = h1

N−1∑

m=0

x∗[m]x[m+m∆ −m1]δ[n− n1]

+ h1

N−1∑

m=0

x∗[m]x[m+N +m∆ −m1]δ[n− n1 − 1] (8.119)
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Por tanto, si se cumple la Condición (8.92) relativa a la función de ambigüedad temporal
de la secuenciax[m], entonces a la salida del diezmador porN de la Figura 8.31 tendríamos
la secuenciah1A[n− n1] si y sólo sim∆ = m1. Así pues, para averiguar el parámetrom1

(número de chips que restan al dividirk1 porN ) bastaría con realizar la correlación con
versiones desplazadas de la secuencia ensanchadora. Obsérveseque, en ausencia de ruido y
satisfaciendo la Condición (8.92) dicha correlación valdrá cero exceptocuandom∆ = m1.

Para reducir la varianza de dicha estimación, se puede integrar el resultado durante varios
(digamosM ) periodos de símbolo. Al mismo tiempo, ello puede servir para averiguar el
valor del parámetron1. De nuevo, realizando una correlación de la secuencia a la salida del
diezmador porN conA∗[n − n∆] es fácil ver que en ausencia de ruido el resultado será
distinto de cero si la secuenciaA[n] es blanca y de media cero y se cumple quen∆ = n1. El
propósito del bloque sumador en la Figura 8.31 es entonces el de efectuar dicha correlación
sobre una ventana suficientemente grande de tiempo (M muestras). Es importante señalar
que para poder determinar el parámetron1 (número entero de símbolos enk1) necesitamos
conocer la secuencia transmitida (durante lasM muestras).

Para símbolos de una constelación PSK y en ausencia de ruido, por el teorema central
del límite, es fácil ver que cuandon∆ 6= n1 y M es grande, cada muestra a la salida del
sumador es una variable aleatoria gausiana de media 0 y varianza|h1|2ME2

s , mientras que
cuandon∆ = n1 a la salida del sumador tendremos el valorh1MEs. Teniendo en cuenta
esta caracterización estadística, el bloque etiquetado como “DECISOR” enla Figura 8.31
ofrecería una decisión binaria, que hemos llamadoP , sobre si se han encontrado o no los
valores correctos para losm∆ y n∆ tentativos. En caso negativo, sería necesario probar con
otros parámetros, y así sucesivamente. En caso de que se decida que se ha podido determinar
el parámetrok1 = m1 + Nn1, el coeficienteh1 se puede estimar a partir de la variable de
decisión, dividiendo el valor medio de ésta porMEs.

Para finalizar este apartado, es interesante realizar una serie de consideraciones:

Para un canal multitrayecto como el descrito mediante (8.107) el método de estima-
ción buscaría los diferentes picos de la correlación para identificar los parámetros
asociados a cada retardo. De esta forma, el esquema resultante tendría una estructura
tipo RAKE, con tantas púas como –a priori– caminos de propagación presentes en el
canal.

La resolución del método presentado es deTc segundos. Esto quiere decir que si
dos retardosτi y τl difieren en menos que esta cantidad, en general no será posible
resolverlos. En consecuencia, a todos los efectos, ambos se comportarán como si sólo
existiese un camino. Lógicamente, cuanto menor seaTc (mayor ancho de banda),
mayor será la resolución alcanzable.

Algunos canales no encajanfísicamentedentro del modelo propagación multitrayecto
que hemos discutido, sino que más bien presentan un continuo de caminos. Entodo
caso, dado que la señal de espectro ensanchado suele ser de bandalimitada (algo que
por ejemplo ocurre si losgc(t) son pulsos en raíz cuadrada de coseno alzado), es po-
sible recurrir al teorema del muestreo para representarmatemáticamentela respuesta
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al impulso deheq(t) como un tren de deltas espaciadas1/W segundos, dondeW Hz
sería el ancho de la señal paso banda. A partir de aquí, se pueden aplicar los resulta-
dos de este apartado. Téngase en cuenta que, aunque en principio el tren de deltas es
infinito (ya que la señal es de banda limitada), truncando la respuesta impulsional a
partir de unTp que suele denominarseextensión de retardo, el error cometido puede
considerarse suficientemente pequeño.

Nuestro modelo supone que las componentes del canal son deterministas; cuando
cada componente es en realidad la combinación de muchas contribuciones que llegan
prácticamente al mismo tiempo con fases aleatorias, es justificable modelar loshl
como variables aleatorias complejas cuyo módulo sigue una distribución Rayleigh y
cuya fase es uniforme en[0, 2π). En este caso, el tipo de análisis presentado en el
Ejemplo 8.7 deja de ser válido y es necesario un método más elaborado.

Cuanto mayor es el tamaño de la ventana de integraciónM , mayor será la relación
señal a ruido a la salida del correlacionador y menor la probabilidad de cometer un
error en la determinación den1. Por contra, mayores valores deM implican: 1) mayor
tiempo necesario para identificar el canal, y 2) una secuencia piloto (símbolosA[n]
conocidos) más larga, con la consiguiente pérdida de eficiencia.

Conviene no olvidar que, a lo largo del presente apartado, hemos supuesto que la función de
ambigüedad temporal dex[m] era una delta en el origen. Dado que, como discutiremos más
adelante, esta condición no es alcanzable en la práctica, hemos despreciado los términos de
autointerferenciadebidos a esta falta de idealidad. En particular, los resultados del Ejemplo
8.7 deben considerarse un límite superior para las verdaderas prestaciones.

8.2.9. Diseño de pulsos para espectro ensanchado

En este apartado abordaremos el problema del diseño de las secuenciasx[m] para su
utilización en modulaciones de espectro ensanchado. A través de los apartados precedentes
hemos venido insistiendo en el interés que tiene la satisfacción de la Condición(8.92), que
recordemos era

rx[k]
.
=

N−1∑

m=0

x∗[m]x[m+ k] = δ[k]

tanto para mitigar la posible ISI como para la estima de los parámetros del canal en mo-
dulaciones de espectro ensanchado. También hemos comentado que las únicas secuencias
que cumplen (8.92) son de la formax[m] = ejθδ[m − k], para algúnk ∈ {0, · · · , N − 1}
y θ real, pero resultan poco apropiadas por concentrar su energía en uncorto intervalo de
tiempo.

Es ilustrativo y útil formular la Condición (8.92) en el dominio de la frecuencia. Toman-
do Transformadas de Fourier en ambos lados y recordando queX(ejω) denota la Transfor-
mada dex[m], podemos escribir una condición completamente equivalente:

N−1∑

m=0

X(ejω)ejωmx∗[m] = |X(ejω)|2 = 1, para todoω (8.120)

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



488 MODULACIONES MULTIPULSO

Renunciando al cumplimiento estricto de (8.92) ó (8.120) existen varios caminos posi-
bles; por ejemplo, se puede diseñarx[m] de modo que la función de ambigüedad temporal,
rx[k], tenga la menor energía posible fuera del origen. Sin embargo, el método que goza de
mayor popularidad en la literatura es el de forzar el cumplimiento de (8.92) enun conjunto
finito de frecuencias, en concreto, aquellas de la formaω = 2πk/N , k = 0, · · · , N −1, que
son las que se manejan en la DFT. Así, la Condición (8.120) se relaja a

|X(ej
2πk
N )|2 = 1, para todok = 0, · · · , N − 1 (8.121)

Para secuencias de longitudN , es fácil ver el equivalente temporal de (8.121). En efecto, si
x̃[m] es la secuencia periódica de periodoN construida a partir dex[m], entonces tomando
la DFT inversa a ambos lados de (8.121), tenemos

x[m]©N x∗[((−m))N ] = δ[m], m = 0, · · · , N − 1 (8.122)

o, equivalentemente,

r̃x̃[m]
.
=

N−1∑

l=0

x̃∗[l]x̃[l +m] = δ[m], m = 0, · · · , N − 1 (8.123)

Obsérvese que mientras la función de ambigüedad temporal dex[m] en (8.92) tiene longitud
2N − 1 muestras, la que aparece en la Condición (8.123) es periódica (aunque lacondición
se refiere a un solo periodo) y, por tanto, la denominaremosfunción de ambigüedad temporal
periódicao función de autocorrelación determinista periódica.

Seguidamente, estudiaremos un método que produce secuencias ensanchadoras que casi
cumplen la Condición (8.123), y que destacan por su simplicidad, periodicidad inherente16

y por servir como bloque constructivo para secuencias algo más elaboradas que se emplean
en acceso múltiple (Apartado 8.3.2).

...

...

1z-
[ ]bx m [ 1]bx m- [ 2]bx m- [ ]bx m r- 0 1

1 1

® -

® +

[ ]x m%

1/ N
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2a

ra1ra -

1z-1z-

Figura 8.32.Esquema de un generador de secuencias periódicas de longitud maximal.

Consideremos un registro de desplazamiento lineal realimentado (“Linear Feedback
Shift Register”, LFSR) como el de la Figura 8.32 en el que tanto la secuenciaxb[m] co-
mo los coeficientesa1 a ar son binarios (de ahí el subíndiceb enxb[m]) y las operaciones

16Esta es una interesante propiedad, ya que las secuencias que se emplean en el modulador (véase Figura
8.21) son periódicas.
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de suma y las operaciones de multiplicación y suma son módulo 217. Construimos un poli-
nomioA(z) a partir de los multiplicadores del LFSR tal y como se indica a continuación:

A(z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 + · · ·+ ar−1z
−(r−1) + arz

−r (8.124)

Claramente, la secuenciaxb[m] de salida del LFSR puede verse como una función del con-
tenido inicial del registro (que, arbitrariamente, tomaremos enm = 0) y del polinomio
A(z):

xb[m] = a1xb[m− 1] + a2xb[m− 2] + · · ·+ arxb[m− r]

=

r∑

i=1

aixb[m− i], m > 0 (8.125)

Definiendo lafunción generadorade la secuenciaxb[m] como su TransformadaZ uni-
lateral

Xb(z) =
∞∑

m=0

xb[m]z−m (8.126)

y combinando esta ecuación con (8.125) podemos escribir

Xb(z) =
∞∑

m=0

r∑

i=1

aixb[m− i]z−m

=
r∑

i=1

aiz
−i

∞∑

m=0

xb[m− i]zi−m

=
r∑

i=1

aiz
−i
(
xb[−i]zi + · · ·+ xb[−1]z +Xb(z)

)

=
r∑

i=1

aiz
−i
(
xb[−i]zi + · · ·xb[−1]z

)
+ (A(z)− 1)Xb(z) (8.127)

que, a su vez, se puede manipular (recordando que en módulo 2 restar es equivalente a
sumar), resultando

Xb(z)A(z) =
r∑

i=1

aiz
−i
(
xb[−i]zi + · · ·xb[−1]z

)
(8.128)

por lo que, finalmente,

Xb(z) =

∑r
i=1 aiz

−i
(
xb[−i]zi + · · ·xb[−1]z

)

A(z)
(8.129)

17Formalmente,xb[m] y a1 a ar están definidos sobre el cuerpo de Galois binario,GF (2), cuya estructura
algebraica será analizada con mayor detalle en el Apartado 10.2. Aquísoslayaremos cuando sea posible este
análisis, detallando únicamente los conceptos mínimos imprescindibles que nos permitan definir lassecuencias
de longitud maximalque utilizaremos más adelante.
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Por la forma en que aparece en la ecuación anterior,A(z) recibe el nombre depolinomio
característicoy desempeña un papel clave en la generación de secuencias ensanchadoras. Es
interesante percatarse de que, dado unm0 > 0, las muestras de la secuenciaxb[m] param ≥
m0 dependen exclusivamente del contenido del registro en el instantem0 y del polinomio
característico. Por tanto, si en otro instantem1 > m0 el contenido del registro vuelve a
ser igual al que se tenía enm0, es evidente que la secuencia será tal que:xb[m − m1] =
xb[m −m0], para todom > m1, y, por tanto,xb[m] será periódica con periodom1 −m0.
Ahora bien, en el LFSR sólo puede haber como máximo2r combinaciones diferentes, una de
las cuales –la de todo ceros– produce una salida idénticamente nula, por lo que el contenido
del registro será igual a un valor anterior al cabo de, como máximo,2r − 1 instantes de
tiempo. De todo lo dicho se concluye que el periodo máximo en la secuenciaxb[m] es de
2r−1. No obstante, existen polinomios característicos que hacen que el contenido del LFSR
se repita al cabo de menos muestras, como discutiremos a continuación. Cuando el periodo
de la secuenciaxb[m] es2r − 1 se dice que ésta es unasecuencia de longitud maximalo,
también, unasecuencia m.

Es posible demostrar que excepto en casos degenerados en que el numerador y el deno-
minador de (8.129) tienen factores comunes, el periodop de la secuenciaxb[m] es el menor
entero positivo para el queA(z) divide a1 − z−p, de modo que una condición necesaria
para que una secuencia sea de longitud maximal es que el polinomioA(z) sea irreducible
(no factorizable). Los polinomios característicos que dan lugar a una secuencia de longitud
maximal se denominanprimitivos.

Dos propiedades de las secuencias de longitud maximal tienen importantes implicacio-
nes sobre la función de ambigüedad temporal periódica de la secuencia binaria antipodal
x̃[m] que se obtiene a partir de la secuencia binariaxb[m − r] mediante el proceso de co-
rrespondencia0 → −1, 1 → +1 y una posterior normalización de energía dividiendo por√
N (véase Figura 8.32). Recuérdese queN es el periodo de la secuenciam.

Primero, considerando que en una secuencia de longitud maximal todos los vectores
binarios der bits (excepto el vector nulo) acaban apareciendo en el LFSR y que el bit de
menor peso es el que aparece directamente enxb[m−r], es fácil ver que habrá2r/2 vectores
con un 1 y2r/2−1 vectores con un 0 en la posición de menor peso. De ello se puede concluir
que toda secuencia de longitud maximal tiene2r−1 unos y2r−1 − 1 ceros.

En segundo lugar, es inmediato ver que cualquier desplazamiento de menos deN uni-
dades de una secuenciam x̃[m] se corresponde con la secuenciam x̃′[m] obtenida a partir
de otro vector inicial. Sumando (módulo 2) las respectivas funciones generadoras (8.129) se
deduce que la suma de dos secuenciasm es equivalente a otra secuenciam con un nuevo
vector inicial. Como consecuencia de ello y de la propiedad indicada en el párrafo anterior,
la suma de dos secuenciasxb[m] y x′b[m] de longitud maximal –producidas con el mismo
polinomio primitivo– tendrá2r−1 unos y2r−1 − 1 ceros o, lo que es lo mismo, ambos su-
mandos diferirán en exactamente2r−1 bits y coincidirán en exactamente2r−1 − 1 bits. Si
ahora nos fijamos en las correspondientes secuenciasx̃[m] y x̃′[m] no nos será difícil ver
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que

N−1∑

m=0

x̃[m]x̃′[m] = − 1

N
(8.130)

perox̃′[m] no es más que una versión desplazada dex̃[m], esto es,̃x′[m] = x̃[m+ k], para
algúnk tal que0 < k ≤ N − 1. Así pues, la función de ambigüedad temporal periódica
verifica que

r̃x̃[k] =
N−1∑

m=0

x̃[m]x̃[m+ k] =

{
− 1

N 0 < k ≤ N − 1

1 k = 0
(8.131)

de modo que hemos presentado un método de generación de secuencias que casi cumplen la
Condición (8.92), por lo que resultan apropiadas para su empleo en aplicaciones de espectro
ensanchado18.

¿Cuántas secuenciasm existen para un tamaño de registror determinado? La respuesta,
que no demostraremos aquí, esΦ(2r − 1)/r, siendoΦ(·) la llamadafunción indicatriz de
Euler tal que, para un número enteron, Φ(n) es el número de enteros menores quen que
son coprimos19 conn.

El siguiente ejemplo pretende ilustrar las propiedades de las secuencias delongitud ma-
ximal.

Ejemplo 8.8
Consideremos los LFSR de longitudr = 4, que darán lugar a secuenciasm de longitud
2r − 1 = 15. El número de polinomios primitivos disponibles es de 2, puesto queΦ(15)/4 =
2 (téngase en cuenta que los enteros positivos menores y coprimos con 15 son 8, a saber:
{1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}). Mediante búsqueda exhaustiva (comprobando si los polinomios divi-
den a1− z−p) encontramos que los dos polinomios primitivos son:

A1(z) = 1 + z−3 + z−4 (8.132)

A2(z) = 1 + z−1 + z−4 (8.133)

(en el Cuadro 10.2 podemos encontrar polinomios binarios primitivos de grado 2 a 21).

1
[ ]bx m

1z-1z-1z-1z- 1
[ 4]bx m-

Figura 8.33. Diagrama de bloques del generador de secuenciasm basado enA1(z) del
Ejemplo 8.8.

18Como se ve, los términos fuera del origen tienden a cero asintóticamente conN .
19Su máximo común divisor es el 1.
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En la Figura 8.33 se representa el LFSR asociado al polinomioA1(z), mientras que en la Figura
8.34 se muestra un fragmento (dos períodos) de la secuenciam obtenida (convertida ya a binaria
antipodal) empleandoA1(z) como polinomio característico e inicializando el LFSR con todo
unos. Denotaremos esta secuencia porx̃1[m].

Figura 8.34.Fragmento de la secuencia ensanchadora periódica del Ejemplo 8.8.

La función de ambigüedad temporal periódica dex̃1[m] aparece en la Figura 8.35. Como vemos,
dicha función es periódica y sólo toma los valores 1 y1/15, por lo que se encuentra muy cerca
de cumplir la Condición (8.92). La Figura 8.36 representa lafunción de ambigüedad temporal

Figura 8.35. Función de ambigüedad temporal periódica correspondientea la secuencia
del Ejemplo 8.8.

aperiódica dex1[m]. Como resulta notorio, algunos valores no son todo lo pequeños que cabría
desear, por ejemplo,rx1

[5] = −4/15. Este es un efecto tanto más importante cuanto menor esN ,
lo que aconseja valores relativamente grandes del factor deexpansión. En consecuencia, aunque
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Figura 8.36.Función de ambigüedad temporal aperiódica correspondiente a la secuencia
del Ejemplo 8.8.

el método de diseño basado en la función de ambigüedad temporal periódica resulta ser muy
simple, no es del todo satisfactorio para valores deN pequeños, como el de nuestro ejemplo.

Abundando más en las propiedades de la secuencia que hemos generado, es interesante analizar
(Figura 8.37) su respuesta en frecuencia. Recordemos que laCondición (8.92) se correspondía
con un espectro plano (Ecuación (8.120)), pero que el métodopresentado en este apartado úni-
camente garantiza “casi unos” en las frecuencias asociadasa la DFT deN puntos. Para constatar
que el grado de planicidad aumenta a medida que lo haceN , se representa en la Figura 8.38 el
espectro de una secuenciam, de longitud 1023, generada con el polinomio característico

A(z) = 1 + z−3 + z−10 (8.134)

En el Problema P8.16 se pide explicar el porqué del mínimo espectral en continua que se observa
en las figuras 8.37 y 8.38.

8.3. ACCESO MÚLTIPLE

En este apartado analizaremos algunos mecanismos existentes para conseguir que múl-
tiples usuarios compartan el medio físico de comunicaciones. Aquí nos centraremos en el
llamadoacceso múltiple, en el que un conjunto de usuarios transmiten información a un
receptor y soslayaremos el caso de los sistemas de difusión, en los que untransmisor envía
la misma información a múltiples usuarios.

Existen formas bien conocidas que permiten que múltiples usuarios hagan llegar la in-
formación al receptor: el acceso múltiple por división en frecuencia (“Frequency Division
Multiple Access”, FDMA) y el acceso múltiple por división en tiempo (“Time Division
Multiple Access”, TDMA). En el primero, el ancho de banda disponible se divide en sub-
bandas que no se solapan y éstas se asignan a los diferentes usuarios,con la ventaja de que
se pueden emplear modulaciones de distinta naturaleza sobre cada subbanda. En el caso
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Figura 8.37.Respuesta en frecuencia de la secuencia ensanchadora del Ejemplo 8.8.
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Figura 8.38. Respuesta en frecuencia correspondiente a una secuencia ensanchadora de
tipom con longitud 1023.

de TDMA, se divide un intervalo de tiempo denominadotramaen subintervalos que no se
solapan y que de nuevo se asignan a los distintos usuarios.

Pero las posibilidades no terminan aquí: recordando la modulación OFDM (Aparta-
do 8.1) vemos que es inmediato construir a partir de ésta un esquema de acceso múltiple,
simplemente asignando una o varias portadoras (esto es, una o varias funciones base) a ca-
da usuario. El método resultante se denomina OFDMA (“Orthogonal Frequency Division
Multiple Access”).

En realidad, basta con disponer de una base ortogonal de señales para construir un siste-
ma de acceso múltiple, asignando una o varias funciones base a cada usuario. En el receptor
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será fácil separar la información correspondiente a cada usuario conuna estructura de re-
ceptor similar a la de la Figura 8.2, siempre y cuando en el canal no se haya destruido la
ortogonalidad; recordemos las medidas que, en forma de prefijo cíclico, era preciso tomar
en OFDM para evitar que esto sucediese.

¿Cuántas funciones base podríamos conseguir dado un ancho de banda W Hz y una
duración det0 segundos20? La respuesta, consecuencia del llamadoTeorema de Landau-
Pollack, es2Wt0 + 1. Este resultado es consistente con el criterio de Nyquist generalizado
(véase Ecuación (8.44)) en el que, además de la condición de ortogonalidad mutua, se im-
pone que la ISI –sobre canales limitados en banda– correspondiente a cada usuario sea nula.
Para una transmisión a una tasa de1/T baudios puede demostrarse que de este criterio
se desprende que es necesario un ancho de banda deNπ/T rad/seg o, equivalentemente,
N/2T Hz para acomodarN usuarios. Alternativamente, si se dispone de un ancho de banda
deW Hz, el criterio de Nyquist generalizado garantiza la existencia de las funciones base
que permiten dar cabida a un número máximo de usuarios igual a2WT .

Naturalmente, a una compañía operadora de telecomunicaciones, el númeroanterior le
parecerá siempre raquítico. En realidad, es cierto que una buena parte del tráfico de infor-
mación que circula por las redes de telecomunicaciones se produce en forma de ráfagas.
Piénsese, por ejemplo, en que en una conversación telefónica cada interlocutor está activo,
en promedio, aproximadamente el 37,5 % del tiempo21, o en alguien navegando en Internet
quien, mientras lee en la pantalla de su ordenador, puede no estar recibiendo ninguna in-
formación. A la vista de lo anterior, en sistemas en los que el tráfico no es uniforme, no es
demasiado eficiente asignar una función base a un usuario de forma permanente. Es por ello
que desde el origen de las redes telemáticas se han propuesto mecanismos de asignación
dinámica de canales, como los populares métodos de escucha y detección decolisiones en
transmisión (el protocolo CSMA/CD22 empleado en redes Ethernet); los depolling, en los
que un terminalmaestroque controla la red pregunta a los demás si tienen algo que enviar;
o los de paso de testigo, en los que un testigo (token) que confiere el derecho a transmitir va
circulando entre los distintos terminales.

Puesto que estos mecanismos de asignación dinámica de canales se sitúan un nivel por
encima de la capa física, los dejaremos de lado en este texto. Frente a los métodos anterio-
res, a lo largo de este apartado plantearemos un camino alternativo: renunciaremos a utilizar
señales ortogonales en transmisión (aunque buscaremos conjuntos de señales con bajas co-
rrelaciones entre sus elementos). Como consecuencia, el receptor basado en filtros adapta-
dos no será capaz de separar completamente las señales y aparecerá la llamadainterferencia
multiacceso(MAI). A cambio, al abandonar la condición de ortogonalidad, el númeroL de
usuarios en el sistema podrá superar el límite del criterio generalizado de Nyquist. Además,
no será necesario recurrir a complicados esquemas de asignación dinámica, ya que permi-
tiremos que losL usuarios transmitan simultáneamente y sobre el mismo ancho de banda.

20Tanto la duración como el ancho de banda definidos como aquellos que concentran una porción significativa
de la energía, ya que, como es sabido, una señal de duración finita tieneun ancho de banda infinito y viceversa.

21Este es un valor medio; todos conocemos personas con factores de actividad de más del 75 %.
22“Carrier Sense Multiple Access with Collision Detection”: Acceso múltiple con escucha de portadora y

detección de colisiones.
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Para lograr estos objetivos veremos que el empleo de modulaciones de espectro ensanchado
resulta sumamente adecuado. En particular, circunscribiremos nuestra discusión a las mo-
dulaciones basadas en secuencia directa asignando una secuencia ensanchadora (que en este
contexto recibe el nombre desecuencia de códigoo firma) diferente a cada usuario. Este ti-
po de acceso múltiple se denominaacceso múltiple por división en código(“Code Division
Multiple Access”, CDMA).

8.3.1. Señales multiusuario en CDMA

Como hemos indicado anteriormente, cada usuario en el sistema tendrá una secuencia de
código diferente y, obviamente, enviará una secuencia de símbolos diferente. En adelante,
y para simplificar nuestro análisis, supondremos que el resto de parámetros del sistema son
idénticos para todos los usuarios: pulsos de chipgc(t), periodo de símboloT y periodo
de chipTc. La función de ambigüedad de dichos pulsos cumple el criterio a periodoTc.
Además, supondremos que la constelación empleada por todos los usuarioses una binaria
antipodal con energía media por símboloEs.

Así pues, la señal transmitida por el usuarioi-ésimo será:

xi(t) =
√
2Re{

∑

n

Ai[n]gi(t− nT )ejωct}

=
√
2Re{

∑

n

N−1∑

l=0

Ai[n]xi[l]gc(t− lTc − nT )ejωct} (8.135)

dondegi(t) es el pulso transmisor (a periodo de símbolo),Ai[n] la secuencia de símbolos
transmitidos yxi[l] la secuencia de código correspondiente. En el canal se combinarán todas
las señales procedentes de los usuarios activos (supondremos que hay L de ellos) y a la
entrada del receptor se tendrá una superposición de dichas señales con ruido:

y(t) =
√
2Re{

L−1∑

i=0

∑

n

Ai[n]gr,i(t− nT )ejωct}+ n(t) (8.136)

dondegr,i(t) = gi(t) ∗ heq,i(t) es la respuesta combinada del filtro transmisor y el canal
equivalente correspondientes al usuarioi-ésimo. Obsérvese que el filtro transmisor es espe-
cífico de cada usuario (porque se basa en una secuencia de código distintiva) y que el canal,
en general, también lo es (ya que la ubicación física de cada transmisor seráen general
diferente).

Teniendo en cuenta las hipótesis que se realizan sobre los canaleshi(t), los sistemas
multiusuario se pueden clasificar en síncronos y asíncronos. En los sistemas síncronos, el
instante de transmisión se elige cuidadosamente en cada transmisor para que las señales de
los diferentes usuarios se reciban alineadas temporalmente. Esto quiere decir que no sólo
los periodos de símbolo y chip son idénticos para todos los usuarios, sino que el instante
de muestreo en el receptor es óptimo para todas y cada una de las señales transmitidas
(que se reciben superpuestas). En el caso de comunicaciones celulares, es razonable pensar
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que el caso síncrono se da en las comunicaciones desde la estación base(que es donde
físicamente se realiza la superposición de las señales destinadas a losL usuarios) hasta
los receptores móviles23, mientras que en las comunicaciones desde los terminales móviles
hacia la estación base24 lo más frecuente es encontrar un escenario asíncrono, aunque sería
posible convertirlo en síncrono a costa de enviar señales de control de reloj y fase en lazo
cerrado.

Con el fin de no complicar innecesariamente las discusiones subsiguientes considerare-
mos canales con respuesta plana en frecuencia; supondremos entonces que el caso síncrono
se corresponde con canales en banda base equivalentes de la forma:

heq,i(t) = αiδ(t), i = 0, · · · , L− 1 (8.137)

dondeαi es un número real que tiene en cuenta que la atenuación experimentada porlas
señales procedentes de cada usuario puede ser diferente. En cuantoal caso asíncrono, su-
pondremos que éste se corresponde con canales del tipo

heq,i(t) = αiδ(t− τi), i = 0, · · · , L− 1 (8.138)

por lo que las señales llegarán al receptor con retardos diferentes e, incluso en el caso de que
las fases de la portadoras fuesen idénticas en transmisión, fases diferentes, ya que el retardo
τi se traduce en un fasore−jωcτi que se incluye enαi.

En el caso síncrono, si los pulsosgi(t) fuesen ortogonales, entonces el receptor óptimo
según el criterio ML estaría basado en filtros adaptados (véase Figura 5.34). Es más, en este
caso, el receptor basado en cada filtro adaptado puede adoptar la forma de la Figura 8.23, en
la que se ha prescindido en aras de una mayor claridad del factor

√
2 y de la demodulación

con una exponencial compleja de frecuencia la de la portadora. El esquema resultante, para
el i-ésimo usuario es el que se detalla en la Figura 8.3925. Es conveniente que el lector exa-
mine también la Figura 8.12(a) para establecer un claro paralelismo. En esencia, la OFDM
para acceso múltiple (OFDMA) puede verse como un caso particular de CDMA en el que
las secuencias de código son tales queL = N y

x̃i[m] =
1√
N
ej

2πim
N , i = 0, · · · , N − 1 (8.139)

Dada la sencillez de la estructura de la Figura 8.39, podemos preguntarnospor las con-
diciones que hacen que los pulsosgi(t) sean efectivamente ortogonales. Para ello, basta con

23Denominado habitualmente enlace descendente.
24Denominado enlace ascendente.
25En sentido estricto, el receptor basado en el filtro adaptado debería incluir también una multiplicación por

αi, que simplemente conllevaría una redefinición de las regiones de decisión, por lo que dicha multiplicación se
puede evitar modificando el decisor. En cualquier caso, excepto en algunos casos especiales (p.ej., constelación
binaria antipodal yαi > 0), la redefinición del decisor es siempre necesaria, porque el propiocanal introduce
un escalado porαi.
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Figura 8.39.Demodulador correspondiente al usuarioi-ésimo en CDMA síncrono.

calcular el producto escalar

〈gi, gj〉 =

∫ ∞

−∞
gi(t)g

∗
j (t)dt

=
N−1∑

m=0

N−1∑

l=0

xi[m]x∗j [l] (gc(t−mTc) ∗ g∗c (−t− lTc)) |t=0

=
N−1∑

m=0

xi[m]x∗j [m] (8.140)

Para escribir la segunda línea se ha utilizado el hecho de que la función deambigüedad
temporal equivale a una convolución (con una de las señales reflejada)y un muestreo en
t = 0. Para escribir la tercera, se ha tenido en cuenta que los pulsosgc(t) ∗ g∗c (−t) cumplen
el criterio de Nyquist a periodo de chip. Por consiguiente, la condición deortogonalidad
entre losgi(t) puede parafrasearse como ortogonalidad entre las respectivas secuencias de
código, esto es,

N−1∑

m=0

x∗i [m]xj [m] = δ[i− j], i, j = 0, · · · , L− 1 (8.141)

Entonces, para que se satisfaga (8.141) ha de verificarse queL ≤ N , ya que, en el mejor de
los casos, las secuenciasxi[m], i = 0, · · · , L−1 podrían constituir una base del subespacio
de señales discretas complejas de energía finita que son nulas fuera del intervalo [0, N −
1]. Evidentemente, existen infinitas bases posibles para este subespacio y cualquiera nos
serviría para el caso síncrono, aunque siempre con la limitación deN usuarios en el sistema.
Como ejemplo, están las funciones empleadas en OFDMA (Ecuación (8.139)), o las que se
corresponderían con un acceso múltiple por división en tiempo (TDMA). Eneste último
caso,

xi[m] = δ[m− i], i = 0, · · · , N − 1 (8.142)

Consideremos ahora el caso asíncrono. Supondremos que el receptor emplea un es-
quema basado en filtros adaptados (teniendo en cuenta el canal), de modoque el demo-
dulador de información correspondiente al usuariol-ésimo emplea un filtrofl(t) tal que
f∗l (−t) = gl(t) ∗ heq,l(t), tal y como se detalla en la Figura 8.40, en la que se ha obviado
la demodulación con la exponencial complejae−jωct y la multiplicación por

√
2. Es muy
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v t( )
Decisor( )lf t

t nT=

[ ]lq n ˆ [ ]lA n

Figura 8.40.Demodulador correspondiente al usuariol-ésimo en CDMA asíncrono.

revelador obtener el canal, o mejor dicho, los canales discretos equivalentes para este caso,
siguiendo estrechamente el desarrollo del Apartado 8.1.5, realizado para OFDM.

Seaql(t), l ∈ {0, · · · , L − 1} la señal a la salida del filtrofl(t) situado en lal-ésima
rama del receptor. Entonces, en ausencia de ruido,

ql(t) =

L−1∑

i=0

∑

k

Ai[k]pl,i(t− kT ) (8.143)

donde

pl,i(t) = gi(t) ∗ heq,i(t) ∗ fl(t) (8.144)

es el canal equivalente que se corresponde con los símbolos enviadospor el usuarioi-ésimo
a la salida dell-ésimo filtro adaptado. A la salida dell-ésimo muestreador tenemos

ql[n] =

L−1∑

i=0

∑

k

Ai[k]pl,i[n− k]

=
L−1∑

i=0

Ai[n] ∗ pl,i[n], l = 0, · · · , L− 1 (8.145)

conpl,i[n]
.
= pl,i(nT ).

A continuación, expresaremos (8.145) en función de los canales discretos equivalentes
a periodo de chip, definidos como

dl,i[m] = (gc(t) ∗ heq,i(t) ∗ h∗eq,l(−t) ∗ g∗c (−t))|t=mTc (8.146)

En efecto, sustituyendo las respectivas expresiones degi(t) y gl(t) en (8.144) tenemos

pl,i(t) =
N−1∑

m=0

N−1∑

k=0

xi[m]x∗l [k]αiα
∗
l (gc(t−mTc − τi) ∗ g∗c (−t− kTc − τl)) (8.147)

de donde se sigue inmediatamente que

pl,i[n] =
N−1∑

m=0

N−1∑

k=0

xi[m]x∗l [k]dl,i[nN + k −m] (8.148)
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La expresión anterior no admite en general más simplificaciones, ya que en principio dl,i[m]
en (8.146) puede tener infinitos términos, incluso aunque los pulsos de chipsean de tipo raíz
cuadrada de coseno alzado, ya que basta con queτi − τl no sea igual a un número entero de
periodos de chip.

De acuerdo con la Expresión (8.145), la señal a la entrada dell-ésimo decisor es una
suma deL contribuciones, una de las cuales depende de la secuencia deseadaAl[n], aun-
que, a su vez, este término podría contener ISI. En nuestro caso los canaleshl(t) que esta-
mos considerando no producen ISI, lo que se traduce en quepi,i[n] = |αi|2δ[n], para todo
i = 0, · · · , L − 1. Por otra parte, cuandopl,i[n] 6= 0 para algúnl 6= i, diremos que te-
nemos interferencia multiacceso (MAI, “Multi-Access Interference”). Cuando existe MAI
el receptor basado en el banco de filtros adaptados no es óptimo. Es porello que resulta
interesante evaluar esta MAI y examinar bajo qué condiciones se hace cero. Comenzaremos
con un ejemplo que arrojará alguna luz sobre dichas condiciones.

Ejemplo 8.9
Sea un sistema asíncrono con dos usuarios, para el queN = 100. Asimismo, los retardos res-
pectivos sonτ0 = 3T + 25Tc, τ1 = 3T + 50Tc y las ganancias respectivasα0 = 1, α1 = 0,5.
Finalmente, por simplicidad, supondremos queωc es tal queωcTc es un múltiplo entero de2π.
Entonces, aplicando (8.146):

d0,0[m] = δ[m]

d0,1[m] = 0,5δ[m− 25]

d1,0[m] = 0,5δ[m+ 25] (8.149)

d1,1[m] = 0,25δ[m]

lo que, sustituido en (8.148), produce:

p0,0[n] =

(
N−1∑

m=0

|x0[m]|2
)
δ[n];

p1,1[n] =

(
0,25

N−1∑

m=0

|x1[m]|2
)
δ[n];

p0,1[n] =

(
0,5

N−1∑

m=0

x∗0[m]x1[m− 25]

)
δ[n] +

(
0,5

N−1∑

m=0

x∗0[m]x1[m+ 75]

)
δ[n− 1]

p1,0[n] =

(
0,5

N−1∑

m=0

x∗1[m]x0[m+ 25]

)
δ[n] +

(
0,5

N−1∑

m=0

x∗1[m]x0[m− 75]

)
δ[n+ 1]

(8.150)

El lector puede comprobar quep1,0[n] = p∗0,1[−n]. A la vista de (8.150), para que no haya MAI,
la condición es que los canales discretos equivalentes “cruzados” sean cero, algo que se consigue
si y sólo si se satisfacen simultáneamente las dos condiciones siguientes:

N−1∑

m=0

x∗0[m]x1[m− 25] = 0 (8.151)

N−1∑

m=0

x∗0[m]x1[m+ 75] = 0 (8.152)
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Si ahora pensamos en una aplicación en la que los usuarios pueden variar su distancia relati-
va con respecto al receptor –esto sucede, por ejemplo, en comunicaciones móviles– y que, a
falta de mecanismos de sincronización en lazo cerrado, el instante de inicio de transmisión
por parte de cada usuario se puede considerar arbitrario, parece recomendable que se cumpla
el siguiente conjunto de condiciones de ortogonalidad

rxi,xl
[k]

.
=

N−1∑

m=0

x∗i [m]xl[m+ k] = 0, para todok (8.153)

y para todoi, l ∈ {0, · · · , L− 1}, i 6= l. La funciónrxi,xl
[k] se suele denominarfunción de

correlación cruzada determinista aperiódicaCuando no hay posibilidad de equívoco, dicha
función suele nombrarse simplemente comocorrelación aperiódica, y hablaremos de alta
correlación entre secuencias cuando la magnitud derxi,xl

[k] sea elevada, y de ortogonalidad,
que no de incorrelación, cuandorxi,xl

[k] = 0.

Por desgracia, parece demasiado optimista esperar conseguir muchas secuencias de có-
digo que cumplan (8.153). Por otra parte, está claro que cuanto mayor es lamagnitud de los
términosrxi,xl

[k], mayor es el nivel de MAI presente en el sistema. Todo ello nos lleva a
concluir que un buen objetivo de diseño es conseguir muchas secuencias de código –lo que
se convertirá en muchos usuarios– con correlación entre ellos lo más baja posible –lo que
se traducirá en una interferencia multiacceso reducida–. Con estas premisas es inmediato
descartar como secuencias de código las secuencias de longitud maximal obtenidas con el
mismo polinomio característico, que tendrían la forma (más fácilmente expresable sobre la
versión periódica):

x̃i[m] = x̃0[m+ i], i = 1, · · · , N − 1 (8.154)

Estas secuencias producirían para determinados desplazamientos valores de correlación ex-
cesivamente grandes.

En el apartado siguiente veremos algunas formas de diseñar secuenciasensanchadoras
apropiadas para CDMA.

8.3.2. Diseño de secuencias de código para CDMA

Comenzaremos presentando algunas de las alternativas más frecuentemente utilizadas
para el caso síncrono, para, con posterioridad, realizar algunas consideraciones para el caso
asíncrono. Recordemos que el caso síncrono impone muchas menos restricciones, por lo
que su solución es mucho más sencilla.

Una de las construcciones de códigos más populares en CDMA síncrono son los lla-
madoscódigos Walsh-Hadamard. Estos códigos están definidos para longitudes de la forma
N = 2r, conr entero positivo. La construcción de Hadamard define un conjunto de matrices
de acuerdo con el siguiente procedimiento recursivo:
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H1 = [0]; H2 =

[
0 0
0 1

]
; H4 =




0 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 1
0 1 1 0


 (8.155)

H2N =

[
HN HN

HN HN

]
(8.156)

siendoHN la submatriz que se obtiene realizando el complemento a 2 de los bits deHN .
La secuencia de códigoxi[m],m = 0, · · · , N−1, se obtiene seleccionando lai-ésima fila de
la matrizHN y convirtiéndola de binaria a antipodal con la transformación0 → −1/

√
N ,

1→ 1/
√
N . Por construcción, es fácil ver que las secuencias de chip generadas de este mo-

do, son ortonormales; por tanto, satisfacen la Condición (8.141). Con este procedimiento se
generan exactamenteN secuencias de código de tamañoN . Una ventaja de las secuencias
de Walsh-Hadamard es su capacidad para generar códigos con un factor de expansión varia-
ble (“Orthogonal Variable Spreading Factor”, OVSF), que ofrecen más grados de libertad a
la hora de alcanzar un compromiso entre velocidad binaria y robustez. El Problema P8.17
sirve para ilustrar este interesante concepto.

Desgraciadamente, los códigos de Walsh-Hadamard se comportan muy mal enentor-
nos asíncronos. Basta con comprobar que la cuarta fila de la matrizH4 se obtiene tras un
desplazamiento cíclico de la tercera; esta característica se propaga en la construcción re-
cursiva, teniendo en cuenta la forma en que se extienden las filas en la parte superior de la
matriz. A partir de ahora, centraremos nuestra atención en el caso asíncrono, dejando para
el final de este apartado la discusión sobre algunas otras secuencias óptimas en el caso sín-
crono. Lamentablemente, la búsqueda de conjuntos de secuencias que satisfagan (8.153) no
ha arrojado hasta la fecha resultados satisfactorios en forma de procedimientos sistemáticos
que no requieran de la resolución de problemas numéricos. Sin embargo, un problema simi-
lar relacionado, basado en la función de correlación periódica, sí queda lugar a soluciones
fácilmente descriptibles, tal y como mostraremos a continuación.

La correlación periódica entre dos secuenciasx̃i[m] y x̃l[m], i 6= l, de periodoN , se
define como

r̃x̃i,x̃l
[k]

.
=

N−1∑

m=0

x̃∗i [m]x̃l[m+ k] (8.157)

y difiere de la correlación aperiódica entre las secuencias de duración finita xi[m], xl[m],
dada en (8.153), en que allí algunos de losN sumandos son cero, en concreto, aquellos en
los que aparecen factores de la formaxl[m+ k], conm+ k > N − 1 óm+ k < 0.

En lo sucesivo, consideraremos conjuntos deL secuencias de código binarias antipo-
dales, normalizadas en energía y de periodoN . Es pertinente mencionar aquí un resultado
debido a Welch, que establece una cota inferior para la magnitud de la correlación periódica

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



8.3 ACCESO MÚLTIPLE 503

entre cualesquiera dos secuencias del conjunto:

máx
i,l∈{0,1,··· ,L−1}

i 6=l

|r̃x̃i,x̃l
[k]| ≥

√
L− 1

LN − 1
(8.158)

que, paraL y N grandes, es aproximadamente1/
√
N . Obsérvese que, paraL y N dados,

el resultado de Welch confirma nuestra intuición de que la correlación periódica dentro del
conjunto no se puede hacer cero (no es posible la ortogonalidad).

Es razonable preguntarse si existen conjuntos de secuencias que se acerquen a la cota
de Welch. Como ya hemos señalado, éste no es el caso para las secuenciasm obtenidas con
el mismo polinomio característico, ya que es fácil ver que para cualquier parde secuencias
el máximo de la correlación periódica es1. No obstante, las secuenciasm se emplean co-
mo elemento constructivo en conjuntos de secuencias con baja correlaciónperiódica. Sea
xb[m] la secuenciam binaria a la salida de un LFSR y seax′b[m] la secuencia obtenida al
diezmarxb[m] por un factor enteroP , de modo quex′b[m] = xb[Pm]. Puesto quexb[m] es
periódica, es fácil ver que la secuenciax′b[m] también será periódica; en concreto, el periodo
esN/mcd(N,P ), con mcd(·, ·) el máximo común divisor. Por tanto, siP y N son copri-
mos, la secuenciax′b[m] será maximal. Aunque aquí omitiremos la justificación, cuando se
conoce el polinomio generadorA(z) de la secuenciaxb[m] es fácil calcular el polinomio
generadorA′(z) que da lugar a la secuencia diezmadax′b[m]. Para ello, se puede recurrir al
concepto declases conjugadasdel Apartado 10.2.2: basta calcular el polinomio minimal de
la P -ésima clase conjugada en el cuerpo de Galois de orden2r, siendoA(z), de grador, el
polinomio primitivo. Un método equivalente más sencillo consiste en calcular lasr raíces
deA(z), que denotaremos porαi, i = 1, · · · , r; entoncesA′(z) se obtiene calculando el
polinomio cuyasr raíces son de la formaαP

i , i = 1, · · · , r, y reduciendo sus coeficientes
módulo 2. En caso de que el polinomio resultante tenga raíces múltiples,A′(z) se calcula
fijando a uno la multiplicidad de cada raíz (véase Ejemplo 8.10).

Los códigos Goldse construyen a partir de unpar preferido de secuencias m. Un par
(xb[m], x′b[m]) de secuenciasm de longitudN = 2r − 1 se dice preferido si:

r mód 4 6= 0, es decir,r no es múltiplo de 4.

x′b[m] se obtiene diezmandoxb[m] por un factorP de una de las dos formas siguien-
tes:P = 2k + 1; P = 22k − 2k + 1, para algún enterok.

Si r es múltiplo de 2 (pero no de 4), mcd(r, k) = 2; si r es impar, mcd(r, k) = 1.

Para simplificar la descripción de los conjuntos subsiguientes, dada una secuencia binaria
genéricayb[m] de periodoM , denotamos porYb el código constituido por dicha secuencia
y todos sus posibles desplazamientos móduloM :

Yb = {yb[m], yb[m+ 1], · · · , yb[m+M − 1]} (8.159)

Asimismo, la suma de una secuenciayb[m] y un códigoYb es el conjunto resultante de
sumaryb[m] y cada una de las secuencias enYb. Naturalmente, la cardinalidad del conjunto
dado en (8.159) esM .
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Dado un par preferido de secuenciasxb[m] y x′b[m] un código Gold consiste en el con-
junto de2r + 1 secuencias siguiente:

xb[m] ∪ x′b[m] ∪ (xb[m] + X ′
b) (8.160)

donde todas las sumas son módulo-2 yX ′
b es el código asociado ax′b[m].

Considerando las secuencias antipodales correspondientes axb[m], x′b[m], que denota-
mos porx̃b[m], x̃′b[m], Gold ´demostró que la correlación periódica entre cualesquiera dos
secuencias del código puede tomar tres valores distintos:

r̃x̃i,x̃l
[k] ∈ {−t(r),−1/N, t(r)− 2/N}, para todok (8.161)

siendo

t(r) =

{
1+2(r+1)/2

N , si r es impar
1+2(r+2)/2

N , si r es par
(8.162)

El valor absoluto máximo de la correlación periódica,t(r), cuandor es impar es(1 +√
2(N + 1))/N , que se puede aproximar paraN grande por

√
2/N . Para el casor par, el

pico de la correlación periódica cuandoN es grande se puede aproximar por2/
√
N . Por

tanto, paraN grande los códigos Gold alcanzan un nivel máximo de correlación que es
mayor que la cota de Welch en un factor de

√
2 parar impar ó de2 parar par.

El precio a pagar por alcanzar unos niveles bajos de correlación de pico lo encontramos
en la propia función de ambigüedad temporal. Aunque las secuenciasx̃[m] y x̃′[m] son
maximales (y por tanto, su función de ambigüedad temporal periódica es de la forma dada
en (8.131)), las creadas a partir de su suma no lo son; de hecho, la función de ambigüedad
temporal periódica de dichas secuencias toma los valores dados en (8.161), además de 1,
que es el valor en el origen y que se corresponde con una recepcióncorrecta. Ello supone
una desventaja para la estimación de canal en receptores de tipo RAKE y, en general, en la
sincronización.

Otro conjunto de secuencias similares son los llamadoscódigos Kasami. Existen dos
conjuntos de secuencias que, por su tamaño, reciben los nombres depequeñoy grande.
Ambos resultan de manipular secuenciasm de tamañoN = 2r − 1, con r par (pero no
múltiplo de 4). El conjunto pequeño se obtiene del siguiente modo: dada una secuencia
maximalxb[m], se construyex′′b [m] diezmandoxb[m] con un factorP = 2r/2 + 1. Viendo
queN = 2r− 1 = (2r/2+1)(2r/2− 1) = P (2r/2− 1) podemos concluir quex′′b [m] tendrá
periodoN/mcd(N,P ) = 2r/2 − 1. Ahora, el conjunto en cuestión es

xb[m] ∪ (xb[m] + X ′′
b ) (8.163)

cuyo tamaño es2r/2. Las funciones de correlación cruzada y ambigüedad temporal (periódi-
cas) toman ahora valores en el conjunto{−1/N,−(2r/2+1)/N, (2r/2−1)/N}, cuyo valor
absoluto máximo es(2r/2 + 1)/N o, aproximadamente,2−r/2 paraN grande. Obsérvese
que la cota de Welch en este caso (L = 2r/2, N = 2r − 1) es, según (8.158),

√
2r/2 − 1

2r/2(2r − 1)
≈ 2−r/2 (8.164)
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siendo la aproximación válida paraN grande. Por tanto, las secuencias del conjunto pe-
queño de Kasami alcanzan asintóticamente (N → ∞) la cota de Welch. En este sentido,
dicho conjunto se puede considerar óptimo. En comparación con el de Gold, el conjunto
que acabamos de describir es muy pequeño (del orden de2r/2 veces más pequeño).

Para construir elconjunto grande de Kasami, comenzamos con un par preferido de se-
cuencias(xb[m], x′b[m]), generado exactamente de la misma forma que en los códigos Gold.
Además, se emplea una tercera secuenciax′′b [m], obtenida a partir dexb[m] con un factor de
diezmadoP = 2r/2 + 1. El conjunto se forma como sigue:

xb[m] ∪ x′b[m] ∪ (xb[m] + X ′
b) ∪ (x′b[m] + X ′′

b ) ∪ (xb[m] + X ′
b + X ′′

b ) (8.165)

Como se puede comprobar, el conjunto grande de Kasami contiene al conjunto de Gold
y al conjunto pequeño de Kasami. Dentro del conjunto, tanto la correlacióncruzada co-
mo la función de ambigüedad temporal (periódicas) toman cinco valores posibles, a sa-
ber,{−t(r),−s(r),−1/N, s(r) − 2/N, t(r) − 2/N}, siendot(r) = (1 + 2(r+2)/2)/N y
s(r) = (t(r) + 1/N)/2. Ello implica que el valor de pico est(r), esto es, el mismo que
para los códigos Gold; sin embargo, el tamaño del conjunto es considerablemente superior,
ya que contiene2r/2(2r + 1) secuencias.

El siguiente ejemplo ilustra la construcción de los códigos de Gold y Kasami.

Ejemplo 8.10
Sear = 6, lo que produce secuencias de, como máximo, periodoN = 2r−1 = 63. El polinomio
generadorA(z) = 1+ z−1 + z−6 es primitivo, por lo que la secuencia obtenida a partir de dicho
generador es maximal. Las raíces deA(z) sonz−1 = 0,9554 ± 0,6118j, z−1 = −0,1547 ±
1,0384j y z−1 = −0,7907±0,3005j. Consideremos ahora un factor de diezmadoP = 3; en este
caso, el polinomio obtenido al elevar al cubo las raíces deA(z) es1+z−1+3z−2+3z−4+z−6,
que reducido módulo-2, se convierte enA′

3(z) = 1 + z−1 + z−2 + z−4 + z−6. No obstante,
como el máximo común divisor deN y P es3, la secuencia generada a partir deA′

3(z) no es
maximal, sino que tendrá periodo63/mcd(63, 3) = 21. Sin embargo, para un factor de diezmado
P = 5, comoP y N no tienen factores comunes (salvo el 1), el polinomio generador resultante,
sí que da lugar a una secuencia maximal. Dicho polinomio, quedenotaremos porA′

5(z) resulta
ser (después de calcular las raíces deA(z), elevarlas a la quinta potencia, construir el polinomio
con las raíces resultantes y reducir módulo-2)A′

5(z) = 1 + z−1 + z−2 + z−5 + z−6 que, por
tanto, también es primitivo.

Comor no es múltiplo de4; P es de la forma2k + 1, conk entero (aquík = 2), y el máximo
común divisor entrer y k es 2, entonces las secuencias generadas a partir deA(z) y A′

5(z)
constituyen un par preferido, por lo que se pueden emplear para construir un código Gold con
2r + 1 = 65 secuencias. El valor absoluto de las funciones correlacióncruzada y ambigüedad
temporal cruzada (fuera del cero) periódicas es det(r) = (1 + 2(r+2)/2)/N = 17/63.

Dado quer = 6 es múltiplo de 2 (pero no de 4), también podemos construir losconjuntos peque-
ño y grande de Kasami. Para ello, necesitamos diezmar la secuencia generada por el polinomio
A(z) con un factorP = 2r/2 + 1 = 9. Según el método explicado, reduciendo módulo-2 el
polinomio resultante de elevar las raíces deA(z) a la novena potencia, obtenemos1+ z−4+ z−6

que tiene raíces múltiples (ya que únicamente contiene potencias pares dez−1), que, una vez
eliminadas, conducen al polinomio minimalA′′

9(z) = 1 + z−2 + z−3. Dicho polinomio genera
una secuencia de periodo63/mcd(63, 9) = 7. Combinando las secuencias obtenidas en la forma
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(8.163) obtenemos un conjunto de2r/2 = 8 secuencias, cuyo valor absoluto máximo para la
correlación periódica es de tan solo(2r/2 + 1)/N = 9/63.

El conjunto grande de Kasami resulta al combinar las secuencias generadas por los polinomios
A′(z), A′

5(z) y A′′
9(z) en la forma dada por (8.165). El valor absoluto máximo de la correlación

es como en los códigos Gold:17/63, pero el tamaño del conjunto es considerablemente superior:
2r/2(2r + 1) = 520, esto es, 8 veces mayor que el de Gold.

Una vez que hemos descrito algunos procedimientos prácticos para el diseño de secuen-
cias con bajos niveles de pico de correlación periódica, es pertinente preguntarnos si son
adecuados pensando en que, como discutimos en el apartado precedente, estamos realmen-
te interesados en reducir la correlación aperiódica (Condición (8.153)). Para encontrar la
relación entre ambas funciones, obsérvese que parak ≥ 0

r̃x̃i,x̃l
[k] =

N−1∑

m=0

x̃∗i [m]x̃l[m+ k]

=
N−1−k∑

m=0

x∗i [m]xl[m+ k] +
N−1∑

m=N−k

x∗i [m]xl[m+ k −N ]

= rxi,xl
[k] + rxi,xl

[k −N ], k ≥ 0 (8.166)

El problema, como se ve, es que un valor bajo der̃x̃i,x̃l
[k] no conduce directamente a un

valor bajo derxi,xl
[k], ya que éste se puede compensar conrxi,xl

[k −N ].
Para hacer más explícita la influencia de la correlación periódica en las prestaciones de

un sistema CDMA, analicemos un caso con dos usuarios con secuencias respectivasxi[m]
y xl[m], que se reciben con la misma potencia (αi = αl = 1) y retardosτl = 0 y τi =
kT/N , para algúnk ∈ {1, · · · , N−1}. Los símbolos transmitidosAi[n], Al[n] se eligen con
igual probabilidad en la constelación binaria antipodal{−√Es,+

√
Es}. Considerando el

receptor adaptado al usuariol-ésimo, los canales discretos equivalentes serán, según (8.148),

pl,l[n] =
N−1∑

m=0

|xl[m]|2 = rxl
[0]; (8.167)

pl,i[n] =
N−1∑

m=0

x∗l [m]xi[m− k]δ[n] +
N−1∑

m=0

x∗l [m]xi[m+N − k]δ[n− 1]

= rxl,xi [−k]δ[n] + rxl,xi [N − k]δ[n− 1] (8.168)

por lo que la señal a la salida del receptorl-ésimo será

ql[n] = Al[n]rxl
[0] +Ai[n]rxl,xi [−k] +Ai[n− 1]rxl,xi [N − k]

=

{
Al[n]rxl

[0] +Ai[n]r̃x̃l,x̃i [N − k], siAi[n] = Ai[n− 1]

Al[n]rxl
[0]−Ai[n]r

o
xl,xi

[N − k], siAi[n] 6= Ai[n− 1]
(8.169)

siendo
roxl,xi

[k]
.
= rxl,xi [k]− rxl,xi [k −N ] (8.170)
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la llamadacorrelación impar.

Observando (8.169), podemos concluir que el 50 % del tiempo la MAI vienedada por la
correlación periódica, mientras que el 50 % del tiempo restante está determinada por la co-
rrelación impar. En consecuencia, en el diseño de secuencias para CDMA se debería prestar
atención no sólo a la correlación periódica, como suele ser habitual, sino también a la corre-
lación impar. En el Problema P8.18 se estudian algunas propiedades de la correlación impar
impar, mientras que en el Problema P8.19 se aborda el diseño de conjuntos desecuencias
cuyos valores de correlación impar son idénticos a los de la correlación periódica, lo que
garantiza valores de MAI bajos.

Dado un conjunto deL secuencias binarias antipodales de longitudN y normalizadas en
energía existe una cota inferior, también debida a Welch, referida a los valores de correlación
aperiódica:

máx
l,i∈{0,··· ,L−1}

l 6=i

|rxl,xi [k]| ≥
√

(L− 1)

2LN − L− 1
(8.171)

En todo caso, y a pesar de que ha sido a menudo utilizado, el criterio de diseño de se-
cuencias para CDMA asíncrono basado en el valor de pico de la correlación aperiódica,
presenta el evidente problema de que no tiene en cuenta cuántas veces la correlación se
acerca a dicho valor de pico. Intuitivamente, sirp es el valor de pico, es menos perjudicial
una correlación tal que|rxl,xi [k]| = rp, si k = k0 y |rxl,xi [k]| = 0, para todok 6= k0, que
una correlación tal que|rxl,xi [k]| = rp para todok. Un criterio más razonable sería diseñar
el código para minimizar la probabilidad de error de bit, pero para ello conviene hacer algu-
nas simplificaciones. Sin pérdida de generalidad, supondremos que estamos interesados en
minimizar laBER correspondiente al usuariol-ésimo y que el retardo asociado a la señal
transmitida por dicho usuario esτl = 0 (por lo que el receptor está perfectamente engan-
chado). Asimismo, supondremos que la señales transmitidas por los otrosL − 1 usuarios
se reciben con igual potencia, y que los retardos asociados a dichas señales son múltiplos
enteros del periodo de chip. Dado que no hay ninguna razón a priori para atribuir mayor
probabilidad a un determinado retardo, supondremos que todos son independientes y con
distribución uniforme en{0, T/N, · · · , (N − 1)T/N}26. Por tanto, los retardos discretos
correspondientes se distribuyen uniformemente en{0, 1, · · · , N − 1}. Finalmente, supon-
dremos que los símbolos transmitidos por cada usuario se escogen con igualprobabilidad en
la constelación{−

√
Es,+

√
Es}, son blancos y mutuamente ortogonales con los de otros

usuarios. Por tanto, a la vista de (8.169), el valor esperado de la interferencia multiacceso

26Obsérvese que, dada la cicloestacionariedad con periodoT de la señal transmitida, basta con considerar
retardos en el intervalo[0, T ).
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(MAI) es 0 y su varianza:

Var{MAI l}=
1

N

L−1∑

i=0
i 6=l

(
N−1∑

k=0

E{|Ai[n]|2}|rxl,xi [k]|2+
N−1∑

k=1

E{|Ai[n− 1]|2}|rxl,xi [N − k]|2
)

=
Es

N

L−1∑

i=0
i 6=l

N−1∑

k=−N+1

|rxl,xi [k]|2 (8.172)

Si el número de usuariosL es grande, de acuerdo con el Teorema Central del Límite
(Apartado 3.2.8), es razonable modelar la MAI como una variable aleatoria gausiana de me-
dia nula y varianza Var{MAI l}27. Si el canal introduce ruido blanco gausiano con densidad
espectral de potenciaN0/2 W/Hz y las secuencias de código están normalizadas en energía,
podemos escribir laBER para el usuariol-ésimo como

BERel = Q

(√
Es

N0
2 + Var{MAI l}

)
(8.173)

Conviene recordar que la MAI depende de la energía media por símboloEs. De hecho,
paraEs/N0 grandes, la MAI suele dominar al término de ruido. En cualquier caso, desde
el punto de vista del diseño de secuencias, es evidente que para minimizar laprobabilidad
de error se debe minimizar la varianza de la MAI. Por otra parte, en la mayor parte de los
sistemas CDMA de nada sirve diseñar las secuencias para que un usuarioen particular tenga
un bajo nivel de MAI, si ello implica empeorar el rendimiento de otros usuarios. Es por ello
que un criterio de diseño comúnmente aceptado es el de minimizar la varianza dela MAI
promediada sobre todos los usuarios, esto es,

Var{MAI } .= 1

L

L−1∑

l=0

Var{MAI l} =
Es

LN

L−1∑

l=0

L−1∑

i=0
i 6=l

N−1∑

k=−N+1

|rxi,xl
[k]|2 (8.174)

Generalmente, se suele imponer alguna condición adicional sobre la función de ambigüedad
temporal aperiódica total promediada sobre todas las secuencias del conjunto (suponiendo
que están normalizadas en energía):

1

L

N−1∑

l=0

N−1∑

k=−N+1
k 6=0

|rxl
[k]|2 (8.175)

Recuérdese que la función de ambigüedad temporal aperiódica fuera del cero tiene impor-
tancia en las prestaciones de los receptores tipo RAKE y, en general, en todos los sistemas
que requieran sincronizar el código.

27No obstante, este modelo adolece de ciertas imperfecciones para relaciones señal a ruido grandes que pue-
den conducir a conclusiones erróneas. Véase el apartado siguiente.
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Excepto en unos pocos casos, la solución a la minimización deVar{MAI } sujeta a al-
guna condición sobre (8.175) se ha resuelto con procedimientos numéricos de variada natu-
raleza, no existiendo métodos que ofrezcan soluciones cerradas satisfactorias, por lo que no
profundizaremos más en esta dirección. Sí es interesante señalar que para el caso síncrono,
en el que la dificultad del problema se reduce considerablemente, existen soluciones muy
sencillas. Suponiendo que las señales recibidas de todos los usuarios están perfectamente
sincronizadas, la varianza media de la MAI se obtiene promediando únicamente sobre los
símbolos de información transmitidos y sobre todas las combinaciones de usuarios, pero no
sobre los desplazamientos de la correlación; en otras palabras, basta con eliminar el prome-
diado sobrek y fijar k = 0 en (8.174). Como sabemos, siempre que el número de usuarios
L sea menor o igual que la longitud de las secuenciasN , es posible conseguir que la MAI
en el caso síncrono se haga cero; por ejemplo, las secuencias de Walsh-Hadamard alcanzan
este objetivo. Por esta razón, nos centraremos en el casoL > N , que suele conocerse como
sobresaturado. Para este caso, la cota de Welch es

1

L

L−1∑

l=0

L−1∑

i=0
i 6=l

|rxi,xl
[0]|2 ≥ L−N

N
(8.176)

Véase el Problema P8.20. Curiosamente, es muy fácil producir conjuntos desecuencias
que satisfagan la cota de Welch; dichos conjuntos reciben el calificativo de WBE (“Welch-
Bound-Equality”, igualdad en la cota de Welch). SeaX una matrizL × N tal que sus
columnas son ortogonales y con energíaL/N ; entonces las secuencias construidas a partir
de lasL filas deX constituyen un conjunto WBE. A la inversa, si se dispone de un conjunto
WBE conL secuencias de longitudN , entonces la matrizL × N cuyas filas son dichas
secuencias es tal que sus columnas son ortogonales con energíaL/N . Este importante re-
sultado se demuestra en el Problema P8.20.

A lo largo de este apartado hemos revisado diferentes mecanismos para la generación
de secuencias de código. Evidentemente, existen muchísimos más, generalmente buscando
satisfacer alguna propiedad de interés. Por ejemplo, dividiendo el código en subconjuntos
se puede pensar en obtener una función de ambigüedad aperiódica reducida (o cero) entre
secuencias pertenecientes a un mismo subconjunto, admitiendo una correlación más alta con
secuencias de otros subconjuntos. Otra posibilidad consiste en suponerun entorno cuasi-
síncrono, en el que los receptores son capaces de alcanzar una sincronización imperfecta, lo
que implica que el error en la identificación del canal está limitado en valor absoluto a un
número determinado de muestrasK. En este último caso, el objetivo del diseño del código
es conseguir valores bajos de correlación aperiódica dentro de la ventana−K ≤ k ≤ K,
siendo irrelevantes los valores que se obtienen parak > K.

No obstante, excepto en el caso síncrono con un número de usuarios igual o inferior a
la longitud del código, la MAI es un hecho inevitable. Es natural preguntarse entonces si
existe alguna forma de combatirla en el receptor, del mismo modo que el detector de Viterbi
o los igualadores mitigan los efectos de la ISI (Capítulo 6). La respuesta la encontraremos
en el siguiente apartado, bajo el concepto dedetección multiusuario.
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8.3.3. Detección Multiusuario

Nuestro objetivo en este apartado es el de mostrar las ventajas que comporta el empleo
de un receptor que demodule simultáneamente la señal de todos los usuarios en el sistema,
con el objeto de reducir la interferencia sobre la señal deseada. Por esta razón, nos concen-
traremos exclusivamente en sistemas síncronos con dos usuarios que denotaremos por0 y 1,
aunque indicaremos cómo extender los esquemas a una situación más realista en la que más
usuarios compartan el medio. De hecho, aunque es obvio que paraN ≥ 2 se pueden diseñar
códigos ortogonales, supondremos que las secuenciasx0[m] y x1[m] no lo son, por ser ésta
la situación de interés práctico. Por la razón arriba esgrimida, en este apartado considerare-
mos un sistema en banda base, lo que implica que todas las secuencias que manejaremos,
incluidas las de código, son reales. Además, supondremos que todas las secuencias de códi-
go están normalizadas en energía, es decir,rxl

[0] = 1, para todol.
Recordemos que en el caso síncrono el efecto de la MAI viene recogidoa través de la

correlación en el origenrx1,x0 [0] (en este caso la correlación periódica y la aperiódica coin-
ciden). Para simplificar la notación, realizaremos la asignaciónρ

.
= rx1,x0 [0] = rx0,x1 [0].

Además, supondremos que ambos usuarios emplean una constelación binaria antipodal
{−√Es,+

√
Es} y que el ruido es blanco y gausiano con densidad espectral de potencia

N0/2 W/Hz. Finalmente, realizaremos la suposición de que las ganancias de los canales
correspondientes a las señales transmitidas por ambos usuarios,α0 y α1, son positivas (si
alguna de las ganancias o ambas son negativas es fácil transformar el problema para resta-
blecer la situación aquí considerada).

Consideraremos en primer lugar el receptor basado en el filtro adaptado, que se ilustra
en la Figura 8.39. En este caso, siguiendo los desarrollos de los apartados precedentes,
encontramos que

q0[n] = α0A0[n] + α1ρA1[n] + z0[n] (8.177)

dondez0[n] es ruido gausiano de varianzaN0/2, tal como se demuestra en el Proble-
ma P8.22.

−1 0 1

 q
0
[n]

(1+ρ)(1−ρ)−(1−ρ)−(1+ρ)

Figura 8.41.Posibles valores recibidos en ausencia de ruido a la salida del filtro adaptado
del usuario 0, cuandoα0 = α1 = 1, ρ = 0,6 y Es = 1.

Teniendo en cuenta las constelaciones empleadas, fácilmente podemos ver que la MAI
puede tomar dos valores,±α1ρ

√
Es. Como el umbral de decisión se encuentra en el cero,

la MAI causará complicaciones cuando tenga el signo contrario al símbolo transmitido. La
situación sin ruido se representa en la Figura 8.41 paraα0 = α1 = 1, ρ = 0, 6 y Es = 1.
Por simetría, el cálculo de laBER se puede efectuar considerando queA0[n] =

√
Es. En

este caso, se tendrá un error cuandoα0

√
Es + α1ρA1[n] + z0[n] < 0. Por tanto, laBER
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para el usuario 0 será

BERe0 =
1

2
Q

(
(α0 − α1ρ)

√
2Es√

N0

)
+

1

2
Q

(
(α0 + α1ρ)

√
2Es√

N0

)
(8.178)

donde el primer término, que se corresponde con el evento a distancia mínimade la frontera
de decisión, será dominante en la suma. Una observación fundamental es que la probabilidad
de error no sólo depende del nivel de correlaciónρ, sino también de los valores deα0 y α1.
Por consiguiente, de poco servirá tener un valor de correlaciónρ muy bajo siα1 es grande
en comparación conα0. Esta situación recibe el nombre deefecto cerca-lejosporque se da
cuando el usuario deseado está más lejos del receptor (estación base)que el interferente. De
hecho, el lector puede verificar que siα1 es tal queα1 > α0/ρ, entonces en ausencia de
ruido la probabilidad de error para el usuario 0 es1/2. El efecto cerca-lejos se puede mitigar
controlando la potencia con que transmite cada usuario, de modo que todos se reciban con
potencias similares; ello tiende a ahorrar potencia y a alargar la duración dela batería de
los terminales en entornos celulares. No obstante, los algoritmos de control de potencia se
sitúan fuera del ámbito de este texto; aquí examinaremos otro tipo de soluciones basadas en
el procesado de las señales recibidas.

Para entender qué tipo de soluciones perseguimos, piénsese en laBER para el usuario
1 cuandoα1 > α0; en este caso, replicando el desarrollo que lleva a (8.178), es inmediato
ver que el numerador del argumento de la funciónQ(·) será mayor que para el usuario 0, por
lo que laBER será menor. Ello sugiere la siguiente estrategia en el receptor: se decodifica
la señal correspondiente al usuario 1, obteniéndoseÂ1[n], que se usa para estimar la MAI28

y sustraerla deq0[n], de modo que la entrada al decisor esq0[n] − ρα1Â1[n]. Por tanto, en
una situación en la que predomina el efecto cerca-lejos, un decisor basado en cancelaciones
sucesivas de la interferencia podrá ser efectivo. El lector habrá encontrado aquí una evi-
dente similitud con la estrategia empleada por los igualadores con decisiones realimentadas
(Apartado 6.4): mientras allí se cancela la ISI, aquí se elimina la MAI. Obsérvese que pa-
ra poder implementar la idea que acabamos de describir, necesitamos haber demodulado la
señal del usuario 1, incluso aunque sólo estuviésemos interesados en extraer la información
transmitida por el usuario 0. Esta es la esencia de la detección multiusuario.

Podemos generalizar fácilmente el análisis de las prestaciones correspondientes al re-
ceptor con filtro adaptado a una situación conL usuarios. En este caso, la Ecuación (8.178)
se transforma en

Pe0 =
1

2L−1

∑

i1=−1,+1

· · ·
∑

ik=−1,+1

· · ·
∑

iL−1=−1,+1

Q

(
(α0 +

∑L−1
k=1 ikαkrxk,x0)

√
2Es√

N0

)

(8.179)
Ahora la condición para que la probabilidad de error en ausencia de ruido sea nula es

α0 >
L−1∑

k=1

αk|rxk,x0 [k]| (8.180)

28Suponiendo queα1 es conocido.
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que se conoce comocondición de ojo abierto(véase Apartado 6.1.2). Es interesante ver que
aunque el número de usuarios sea muy grande, es posible que la probabilidad de error sea
0 en ausencia de ruido. Esta consideración se debe contrastar con la aproximación realizada
en (8.173) para calcular la probabilidad de error empleando el teorema central del límite:
allí aproximábamos la MAI por una variable aleatoria gausiana, lo que implica que, inclu-
so sin ruido, la aproximación arroja una probabilidad de error que nuncapuede ser nula.
Este razonamiento no hace sino apuntar a que la aproximación en (8.173) noes fiable si
la relación señal a ruido es alta. De hecho, mientras la MAI siempre está acotada, esto no
ocurre con la aproximación gausiana. A pesar de ello, en el contexto en que la usamos, la
aproximación (8.173) presenta la ventaja de ser mucho más tratable matemáticamente que
(8.179).

Como hemos visto, el hecho de que tantoq0[n] comoq1[n] contengan información sobre
A0[n] y A1[n] hace que el detector basado en el filtro adaptado no sea óptimo. Podríamos
pensar entonces en tomar decisiones conjuntas sobre el vectorA[n]

.
= (A0[n], A1[n])

T tras
haber observado el vectorq[n]

.
= (q0[n], q1[n])

T . En este caso, siz[n]
.
= (z0[n], z1[n])

T

denota el vector de ruido, tendríamos el siguiente modelo

q[n] =

(
α0 α1ρ
α0ρ α1

)
·A[n] + z[n] (8.181)

sobre el que podríamos emplear la teoría expuesta en el Capítulo 4. Desgraciadamente, el
modelo en (8.181) no es del todo adecuado: las componentes del vector de ruido, aunque
gausianas y de media cero, no son independientes, por lo que no podemosaplicar sin más
un decisor basado en minimizar la distancia euclídea. En efecto, la matriz de covarianza del
ruido (Problema P8.22) es

E{z[n]zT [n]} = N0

2

(
1 ρ
ρ 1

)
(8.182)

cuyo carácter no diagonal es consecuencia de la falta de ortogonalidadentrex0[m] y x1[m].
Para formular el problema dentro del marco del Capítulo 4 necesitamos que las componentes
de ruido sean independientes e idénticamente distribuidas. Hay varias formas de conseguir
este objetivo: podemos realizar una transformación de coordenadas sobre q[n] tal que el
ruido tenga las propiedades deseadas29; sin embargo, aquí optaremos por proyectar la señal
recibida empleando una base ortonormal. El detector resultante, que recibe el nombre de
detector conjunto ML óptimose recoge en la Figura 8.42.

Para conseguir que el ruido tenga componentes independientes, buscamos una secuencia
ensanchadorax′1[m] de energía unidad y ortogonal ax0[m]. En el receptor proyectamos
sobre las secuenciasx0[m] y x′1[m], obteniendo un nuevo vector de observacionesq′[n] que
contiene información sobreA[n]. El hecho de que la transformación deq[n] a q′[n] sea
invertible garantiza queq′[n] es unestadístico suficiente, esto es, que contiene información
suficiente como para tomar una decisión óptima.

29Esta operación, que se conoce como blanqueado, se basa en efectuar la descomposición en autovectores de
la matriz de covarianza.
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Figura 8.42.Diagrama de bloques de un detector conjunto ML.

Dadasx0[m] y x1[m], podemos construir una base ortonormal sin más que aplicar el
procedimiento de Gram-Schmidt (Apéndice 4.A)30. La primera señal de la nueva basex′0[m]
es simplementex0[m]; mientras que la segunda se obtiene del siguiente modo

x′1[m] =
x1[m]− ρx0[m]√

1− ρ2
(8.183)

Con esta base es posible comprobar (Problema P8.22) que el ruidoz′[n] presente enq′[n]
tendrá componentes gausianas independientes, con media cero y varianzaN0/2, por lo que
se cumple el objetivo fijado. Ahora resta escribir la componente de señal en términos de
la nueva base; en ausencia de ruido, la señalv[m] (véase Figura 8.39), paranN ≤ m ≤
nN +N − 1, se puede expresar como

v[m] = α0A0[n]x̃0[m] + α1A1[n]x̃1[m], nN ≤ m ≤ nN +N − 1 (8.184)

de donde se deduce que, en ausencia de ruido,

q′0[n] =
N−1∑

m=0

(α0A0[n]x0[m] + α1A1[n]x1[m])(x′0[m])∗

= α0A0[n] + α1ρA1[n] (8.185)

q′1[n] =
N−1∑

m=0

(α0A0[n]x0[m] + α1A1[n]x1[m])(x′1[m])∗

= α1A1[n]
√
1− ρ2 (8.186)

El nuevo modelo es, por tanto,

q′[n] =

(
α0 α1ρ

0 α1

√
1− ρ2

)
·A[n] + z′[n] (8.187)

30Aunque el procedimiento allí descrito se aplica a señales en tiempo continuo, la extensión a señales en
tiempo discreto es inmediata.
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que ahora cuenta con la ventaja de que el ruido es circularmente simétrico enel plano
(q′0[n], q

′
1[n]) por lo que el decisor óptimo según el criterio ML simplemente elegirá aquel

vectorA[n] tal que||q′[n]−MρA[n]||2 es mínimo, siendoMρ la matriz que multiplica a
A[n] en (8.187). En la Figura 8.43(a) se representa el vector recibido asociado a cada uno
de los cuatro posibles valores deA[n] (etiquetados con los valores binarios asociados), así
como las regiones de decisión en el plano(q′0[n], q

′
1[n]) cuandoα0 = α1 = 1 y ρ = 0,6.

La Figura 8.43(b) transforma la representación al plano(q0[n], q1[n]). El lector puede com-
probar cómo en este caso las fronteras de decisión no son las que resultarían si se utilizase
la regla de decisiones basadas en distancia euclídea mínima: la razón es que en el plano
(q0[n], q1[n]) el ruido no tiene componentes independientes.

Para calcular laBER, podemos usar la misma metodología del Apartado 4.4.2, tra-
bajando con las probabilidades de acierto. Obsérvese que la simetría presente en la Figu-
ra 8.43(a) obliga a calcular únicamente dos probabilidades de acierto: las asociadas a los
vectoresA[n] = [−√Es,

√
Es]

T y A[n] = [
√
Es,
√
Es]

T . Una alternativa, especialmen-
te interesante en detectores multidimensionales, es recurrir a cotas como la de launión o
aproximaciones basadas en los vectores más cercanos.

 q′
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Figura 8.43.Regiones de decisión para el detector conjunto óptimo (α0 = α1 = 1; ρ =
0,6): (a) En el plano(q′0[n], q

′
1[n]); (b) en el plano(q0[n], q1[n]).

Parecería que el detector conjunto ML conduce a minimizar la probabilidad deerror,
pero ¿qué probabilidad de error? Un instante de reflexión nos debe llevar a pensar que este
detector minimiza la probabilidad de error sobre la decisión conjunta, es decir, siA[n] de-
nota el vector con los símbolos transmitidos en un instante dado yÂ[n] es la decisión, el
detector conjunto ML minimizaPr(Â[n] 6= A[n]). Pero también podemos pensar en que
si estamos interesados en decodificar los símbolos del usuario, digamos, 0, entonces querre-
mos minimizar la probabilidad de error en las decisiones relativas a dicho usuario, esto es,
Pr(Â0[n] 6= A0[n]), utilizando el detector óptimo para el usuario cuestión.
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Es fácil caer en la tentación de pensar que ambos detectores van a producir el mismo
resultado, pero no es así. El detector óptimo ML para el usuario 0 será aquel que maximice
la probabilidad de observar la secuencia recibidav[m] condicionada a la transmisión del
símboloa0[n]; esto quiere decir queA1[n] debe ser eliminado marginalizando con respecto
a su distribución. Desarrollemos esta idea: para empezar, las únicas muestras dev[m] que
dependen deA0[n] y A1[n] son aquellas tales quenN ≤ m ≤ nN + N − 1, por lo que
vamos a agrupar dichas muestras en el vectorv[n]. Por otra parte, seanx0 y x1 los vectores
que contienen las muestras de las secuencias ensanchadorasx0[m] y x1[m]. Teniendo en
cuenta que el ruido presente env[m] es blanco y con varianzaN0/2, podemos concluir que,
condicionado aa0[n] y a1[n], el vectorv[n] tendrá una distribución conjuntamente gausiana
de mediaα0a0[n]x0+α1a1[n]x1 y matriz de covarianza(N0/2)IN×N . Por tanto, podemos
escribir

fv[n]|A[n](v[n]|a[n]) =
1

(πN0)N/2
exp

(
−||v[n]− α0a0[n]x0 − α1a1[n]x1||2/N0

)

(8.188)
Ahora, suponiendo que los dos valores deA1[n] son equiprobables, tenemos que la distri-
bución dev[n] condicionada solamente aa0[n] es

fv[n]|a0[n](v[n]|a0[n]) =
1

2
fv[n]|A[n](v[n]|a0[n], A1[n] = −

√
Es)

+
1

2
fv[n]|A[n](v[n]|a0[n], A1[n] = +

√
Es)

=
1

2(πN0)N/2
exp

(
−||v[n]− α0a0[n]x0 + α1

√
Esx1||2/N0

)

+
1

2(πN0)N/2
exp

(
−||v[n]− α0a0[n]x0 − α1

√
Esx1||2/N0

)

(8.189)

Desarrollando las normas al cuadrado y eliminando aquellos términos que nodependen de
a0[n], podemos ver que el detector ML óptimo para el usuario 0 elige aquelÂ0[n] que
maximiza la siguiente función

2q0[n]α0Â0[n]

N0
+ log cosh

(
2α1

√
Esq1[n]− 2ρα0α1

√
EsÂ0[n]

N0

)
(8.190)

Equivalentemente, la decisión seráÂ[n] = +
√
Es si

4α0

√
Esq0[n]

N0
− log

cosh(2α1
√
Esq1[n]+2ρα0α1Es

N0
)

cosh(2α1
√
Esq1[n]−2ρα0α1Es

N0
)
> 0 (8.191)

y Â[n] = −√Es en caso contrario.
En la Figura 8.44(a) se ilustran las regiones de decisión en el plano(q0[n], q1[n]) que

resultan con el detector ML óptimo del usuario 0, para el casoα0 = α1 = 1 y ρ = 0,6
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Figura 8.44. Regiones de decisión para el detector óptimo correspondiente al usuario 0
(α0 = α1 = 1; ρ = 0,6;Es/N0 = 3dB): (a) En el plano(q0[n], q1[n]); (b) en el plano
(q′0[n], q

′
1[n]).

y una relaciónEs/N0 de 3 dB. La Figura 8.44(b) transforma las regiones de decisión al
plano(q′0[n], q

′
1[n]) para compararlas con las que se obtienen con el detector conjunto (Fi-

gura 8.43(a)). Como se ve, el resultado es bastante parecido al obtenido con el detector
conjunto, y tanto más cuanto mayor es la relaciónEs/N0. De hecho, dadas las dificulta-
des que entraña el análisis de la probabilidad de error del detector óptimo para un usuario,
la probabilidad de error del detector conjunto sirve como una cota superior, que suele ser
muy ajustada. Por ejemplo, a partir deEs/N0 = 15 dB las dos regiones de decisión para el
ejemplo analizado en las figuras son prácticamente indistinguibles.

El último receptor multiusuario que estudiaremos, denominadodetector decorrelacio-
nador, busca precisamente eliminar la correlación existente entre las señales recibidas a la
salida de cada filtro adaptado. De acuerdo con el modelo en (8.181), las componentes del
vectorq[n] están correlacionadas a través la matrizMρ; por tanto, para separar (decorre-
lacionar) las contribuciones de cada uno de los usuarios, basta con multiplicar q[n] por la
inversa de dicha matriz (suponiendo que ésta exista), obteniéndose en este caso un nuevo
vectorq′′[n] que responde al modelo siguiente:

q′′[n] = M−1
ρ (MρA[n] + z[n])

= A[n] + z′′[n] (8.192)

observándose claramente cómo hemos aislado las contribuciones de cada símbolo, de modo
que, por ejemplo,q′′0 [n] depende deA0[n], pero no deAi[n], i = 1, · · · , L − 1. Como
consecuencia de esto, el decisor simplemente decidirá queAi[n] = +

√
Es si q′′i [n] > 0, y

Ai[n] = −
√
Es en caso contrario.

Podría parecer que de este modo tan sencillo hemos conseguido construir un decisor
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óptimo, gracias a la decorrelación, pero desgraciadamente no es así. La razón es que aunque
hemos eliminado la MAI, el ruidoz′′[n] presente enq′′[n] sigue sin tener componentes in-
dependientes (recordemos quez[n] tampoco las tenía)31. En efecto, la matriz de covarianza
del ruido (Problema P8.22) es

E{z′′[n]z′′[n]T } =
N0

2
M−1

ρ

(
1 ρ
ρ 1

)
M−1

ρ

=
N0

2(1− ρ2)

(
1/α2

0 −ρ/α2
1

−ρ/α2
0 1/α2

1

)
(8.193)

y, por tanto, no es diagonal a no ser queρ = 0.
Para calcular laBER deli-ésimo usuario, simplemente necesitamos conocer el elemen-

to (i, i)-ésimo de la matriz de covarianza del ruido, ya que se corresponde con lavarianza
dez′′i [n]. Por tanto, laBER para el usuarioi-ésimo es

BERei = Q

( √
Es√

Var{z′′i [n]}

)
(8.194)

Por ejemplo, en el caso de 2 usuarios, laBER para el usuario0 es, usando (8.193) y (8.194),

BERe0 = Q



√

2Es(1− ρ2)α2
0

N0


 (8.195)

Comparando la expresión de la probabilidad de error del receptor con filtro adaptado (8.178)
con la correspondiente al decorrelacionador (8.195), vemos que siα1 es pequeño es prefe-
rible emplear el filtro adaptado, mientras que el decorrelacionador es conveniente cuando la
MAI es considerable. Existen otros detectores en los que no profundizaremos aquí, como la
cancelación sucesiva de interferencias, o los detectores de mínimo errorcuadrático medio
(MMSE). Estos últimos son objeto del Problema P8.23.

8.4. LECTURAS ADICIONALES

El texto de Goldsmith [34] contiene un interesante capítulo sobre OFDM, incluyendo
una formulación matricial que permite emplear algunas propiedades interesantes de las ma-
trices circulantes. Para un tratamiento más amplio de la OFDM se recomienda [72]que,
además, establece interesantes conexiones con algunos sistemas OFDM empleados en es-
tándares. En cambio, el libro de Barry, Lee y Messerschmitt [5] abordasólo superficial-
mente las modulaciones multiportadora. Otros textos íntegramente dedicados a OFDM son
[4], [60] y [38]. Un excelente libro, que aborda numerosos aspectosde la implementación
práctica de sistemas OFDM, incluyendo la sincronización, es [24]. La modulación conoci-
da como Multitono Discreta (DMT, “Discrete MultiTone”) es funcionalmente equivalente

31El paralelismo con lo que sucede en los igualadores ZF (Apartado 6.3.1) es evidente: intentando cancelar
la ISI podemos acabar aumentando la potencia de ruido.
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a la OFDM y se emplea en bucles de abonado digitales asimétricos (ADSL, “Asymmetric
Digital Subscriber Loop”), donde el carácter punto a punto de la comunicación permite me-
joras adicionales a las estudiadas aquí, como la existencia de algoritmos para lareducción
de la potencia de pico o de asignación de bits a portadoras (carga de bits).Un buen libro
introductorio sobre el tema es [79].

Desde la publicación del algoritmo básico de la FFT, por Cooley y Tukey [20], pensado
para un número de puntos que sea potencia de dos, se han propuesto muchos otros algorit-
mos rápidos para la DFT, llegando a ser un tema muy activo de investigación durante los
años 70 y 80. El libro de Oppenheim y Schafer [54] ofrece una explicación excelente de los
fundamentos de algunos de los algoritmos más populares, incluyendo detallesde implemen-
tación. Otras buenas fuentes de información son los libros de Burrus y Parks [14], Blahut
[8] y Brigham [13].

Para la parte de espectro ensanchado, nos hemos guiado fundamentalmente por el li-
bro de Proakis [61], aunque para el apartado de diseño de secuencias ensanchadoras hemos
empleado el excelente tutorial de Sarwate y Pursley [70], completado con otros muchos
artículos más recientes. Para el apartado de detección multiusuario nos hemos basado de
manera especial en el libro de Verdú [89]. El tratamiento de las secuenciasm y sus pro-
piedades se encuentra razonablemente bien explicado en [91], donde también se analizan
problemas suscitados por el uso de espectro ensanchado en redes celulares.

Clásicos que todavía siguen siendo de recomendada lectura son el libro deDixon [23]
y, especialmente, los tres volúmenes de Simon et al. [74]. Los recientes textos de Goldsmith
[34] y Schulze y Lüders [72] también contienen interesantes capítulos sobre modulaciones
de espectro ensanchado.

PROBLEMAS

P8.1 Suponga un modulación multiportadora en la que las funcionesφk(t), k = 0, · · · , N−
1, son de la forma:

φk(t) =
1√
T0
ej

2πkt
T · wT0(t)

cuya duraciónT0 es tal queT < T0 < 2T .

1.1. Demuestre que dichas funciones no son ortogonales.

1.2. Siguiendo la misma metodología que en las ecuaciones (8.11) y (8.12), demues-
tre que, aunque los índices se extiendan desdek = −∞ hastak = ∞ (esto es,
infinitas portadoras), el espectro ya no es plano.

P8.2 En este problema se demuestra (8.34). Considere una modulación OFDMen tiempo
discreto conN portadoras y sin extensión cíclica, en que las secuencias de símbolos
{Ak[n]}, k = 0, · · · , N − 1 son blancas, mutuamente incorrelacionadas y equiener-
géticas, con energíaEs.
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2.1. Demuestre que el proceso discretos[m] definido en (8.15) es blanco con densi-
dad espectral de potencia

Ss(e
jω) =

NEs

T
(8.196)

2.2. Recordando que la señal transmitidasr(t) se obtiene tras modular en amplitud el
pulsog(t) dado por (8.20) con la secuencias[m], utilice (3.297) para demostrar
(8.34). Tenga en cuenta que el periodo usado en dicha modulación esT/N seg.

P8.3 La periodicidad espectral intrínseca a las secuencias discretas permite construir de un
modo muy simple un sistema OFDM discreto con redundancia, que exploraremosen
este problema. Sea un sistema OFDM conN = 16 portadoras en el que el filtrog(t)
es

g(t) = sinc

(
3Nt

T

)
(8.197)

En recepción se emplea un esquema como el de la Figura 8.12(b), muestreando con
tasa3N/Tseg−1 e implementando una DFT de3N puntos. El canal es gausiano, con
ruido blanco.

3.1. Represente el espectro de las funcionesφ̂0(t) y φ̂9(t) y compárelo con el dibuja-
do en la Figura 8.10.

3.2. Calcule el ancho de banda ocupado por la modulación.

3.3. Discuta cómo se deben combinar las muestras a la salida del conversor parale-
lo/serie del receptor para tomar una decisión sobre cada símbolo enviado según
el criterio de máxima verosimilitud. Tenga presente que, por cadaN símbolos
enviados, en el receptor tenemos3N observaciones.

3.4. Discuta las ventajas del esquema propuesto para su utilización en canales con
propagación multitrayecto, especialmente, aquellos con mínimos espectrales pro-
nunciados.

P8.4 Considere un sistema OFDM en tiempo discreto conN portadoras, prefijo cíclico de
M < N muestras y periodo de símboloT . El canal discreto equivalente a periodo
T/N esd[m] = T/N(δ[m] + 0,5δ[m − N ]). Escriba la expresión depk,i[n], k, i =
0, · · · , N − 1 y demuestre que en este caso se tiene tanto ISI como ICI.

P8.5 Una de las ventajas de la utilización del prefijo cíclico en OFDM es que permite con-
vertir el efecto del canal enpuramente multiplicativo. Sin embargo, obliga a malgastar
energía transmitiendo una señal que se “tira” en el receptor. Una alternativa es el re-
llenado con ceros, porque reduce la potencia transmitida. En este problemase trata de
encontrar la relación entre los métodos de prefijo cíclico y rellenado con ceros.

La señal con extensión cíclica,s̃(n)[m], correspondiente al bloquen-ésimo es

s̃(n)[m] =

{
s(n)[m+N ] m = −M, · · · ,−1
s(n)[m] m = 0, · · · , N − 1
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dondes(n)[m] es la IDFT del bloque de símbolos.

La señal rellenada con ceros,t(n)0 [m], correspondiente al bloquen-ésimo es

t
(n)
0 [m] =

{
0 m = −M, · · · ,−1
s(n)[m] m = 0, · · · , N − 1

La señal con prefijo cíclicõs(n)[m] se transmite a través de un canalque no introduce
ruido con respuesta al impulsod[m] causal y de longitudK + 1 muestras, es decir,
d[m] = 0 si m < 0 o m > K, conK tal queK ≤ M , recibiéndose la señal
q̃(n)[m] = s̃(n)[m] ∗ d[m], a la que se elimina el prefijo, obteniéndose

q(n)[m] =

{
q̃(n)[m] m = 0, · · · , N − 1

0 en otro caso

La señal rellenada con cerost(n)0 [m] se transmite a través del mismo canal, recibién-

doser(n)0 [m] = t
(n)
0 [m] ∗ d[m].

Demuestre que a partir de la secuenciar
(n)
0 [m] es posible obtenerq(n)[m]. Encuentre

la relación existente entre ambas secuencias.

P8.6 Un sistema emplea una modulación OFDM en tiempo discreto con una constela-
ción QPSK y 64 portadoras, con un prefijo cíclico de 8 muestras. El canaldiscreto
equivalente a periodoT/N , en el que el ruido se puede considerar despreciable, es
d[m] = δ[m]− βδ[m− 1], 0 ≤ β ≤ 1.

6.1. Represente en un diagrama de dispersión (Apartado 5.4.4) la señal que se tendría
a la salida del conversor paralelo/serie del receptor.

6.2. Indique para qué valores deβ la probabilidad de error sería 0.

P8.7 Sea un sistema OFDM con sólo4 portadorasy que emplea un prefijo cíclico de 2
muestras. La señal se transmite sobre un canal discreto equivalente (muestreado a
periodoT/N ) de la forma

d[m] = δ[m]− 0,5δ[m− 1].

El ruido es aditivo, blanco y gausiano con densidad espectral de potenciaN0/2 W/Hz
y la constelación empleada en todas las portadoras es idéntica. En recepciónse utiliza
un igualador ZF.

7.1. Determine en qué portadora habrá una mayor probabilidad de error de símbolo.

7.2. Calcule la probabilidad de error de símbolomediasi en el modulador se emplea
una constelación QPSK.
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P8.8 Una de las ventajas de las modulaciones multiportadora es su flexibilidad para asig-
nar distinto número de bits a cada portadora, en función del estado del canal. Es la
llamadacarga de bits. Considere el sistema OFDM discreto del Problema P8.7. Se
desea transmitir 8 bits por cada bloque OFDM, con una constelaciónM -PSK (con
M ∈ {2, 4, 8, 16}) que puede ser diferente en cada portadora. La asignación de bits a
símbolos es de tipo Gray. SiPb,k, k = 0, · · · , 3, denota la probabilidad de error de bit
en el subcanalk-ésimo, encuentre la asignación de símbolos a portadoras tal que

máx
k=0,··· ,3

Pb,k

es mínima, suponiendo que la relación señal a ruido es suficientemente grande como
para justificar el uso de los símbolos a distancia mínima en el cálculo de las probabi-
lidades de error.

P8.9 Una alternativa al empleo de igualadores en el dominio de la DFT para modulacio-
nes OFDM es la utilización de modulaciones diferenciales de fase. Supongaque se
tiene un sistema OFDM conN portadoras y un prefijo cíclico suficientemente gran-
de en comparación con la longitud de la respuesta al impulso del canal como para
conseguir un efecto puramente multiplicativo en el dominio transformado. La modu-
lación/demodulación empleada sobre cada portadora es una DQPSK (Apartado 7.1.3),
de modo que siφ(n−1)[k] es la fase del símbolo transmitido sobre la portadorak-ésima
del (n− 1)-ésimo bloque deN muestras, entonces la fase deφ(n)[k] se genera como

φ(n)[k] = φ(n−1)[k] + ∆φ,n[k] (8.198)

donde∆φ,n[k] se escoge dentro del conjunto de fases{0, π/2, π,−π/2} en función de
la información a enviar. En el receptor, la decodificación se realiza diferencialmente.

9.1. Demuestre que, en ausencia de ruido, el sistema descrito no produceningún
error, independientemente de la respuesta del canal.

9.2. Compare las prestaciones obtenidas para el sistema DQPSK-OFDM propuesto
con las de un sistema que emplee QPSK sobre cada portadora y un igualadorZF
en el receptor. Suponga que la relaciónEs/N0 es suficientemente grande.

P8.10 Para simplificar los procesos de filtrado analógico, un sistema OFDM discreto con
N portadoras y periodo de símboloT apaga las2NA + 1 portadoras en el rango
I = [N/2 − NA, N/2 + NA]. Debido al desajuste en los osciladores, la frecuencia
empleada en la conversión a banda base en el receptorωd no coincide con la de por-
tadoraωc, por lo que la señal recibida en banda basev(t) (Figura 8.12) contendrá una
modulación residual con la exponencialexp(−j∆ωt), siendo∆w = (ωd − ωc). El
filtro de reconstruccióng(t), así como el canal, son ideales.

10.1. Establezca las condiciones sobreNA, ∆w y N/T que garantizan que en el filtra-
do porg(−t) en el receptor no se produce una distorsión significativa.
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10.2. Bajo las condiciones del apartado anterior, determine qué otras condiciones de-
ben cumplir∆w y N/T para que el efecto de la modulación residual se reduz-
ca a un desplazamiento, esto es, para todol = 0, · · · , N − 1, se cumple que
qk[n] = Ak+l[n], para algún enterol. Calculel.

10.3. Cuando se cumplen las condiciones del apartado (a) pero no las del (b) se tiene
ICI. ¿Por qué?

P8.11 En este problema se realiza una comparación entre los igualadores MSE y ZF. Re-
cuerde que, en el caso de OFDM, tanto el efecto del canal como los igualadores son
multiplicativos. Para simplificar el problema sin alterar sus conclusiones, suponga el
siguiente modelo:

q = A ·D + z (8.199)

dondeA es un símbolo equiprobable de la constelación{±1,±3}, D es un número
real conocido yz es una muestra de ruido gausiano, de media0 y varianzaσ2z e inde-
pendiente deA. El coeficiente real único del igualador se denota porW . En el decisor
se elige el símbolo más próximo a la salida del igualador.

11.1. DetermineW en los casos ZF y MSE.

11.2. Obtenga el error cuadrático medioE{|Wq − A|2} para ambos casos y compare
los resultados.

11.3. Calcule la probabilidad de error de bit que se obtiene usando cada igualador y
demuestre que la correspondiente al ZF nunca es mayor que para el MSE.

11.4. Dada la observaciónq, el decisor ML elige aquelA tal que|q−A·D|2 es mínimo.
Demuestre que siD 6= 0 la solución al problema de la minimización es equiva-
lente a un igualador ZF seguido de un decisor de símbolo. Como consecuencia,
el igualador ZF es también el de mínima probabilidad de error.

P8.12 Uno de los mayores inconvenientes de la OFDM es la elevada relación entre poten-
cia de pico y potencia media (PAR, “Peak-to-Average-Ratio”) que presenta, lo puede
obligar a reducir la potencia media para mitigar los efectos de la saturación en los
amplificadores. Aquí estudiaremos la que puede considerarse la forma mássimple de
reducir la PAR, que es un simple recorte de la envolvente de la señal en banda base.

Considere un sistema OFDM que emplea una constelación QPSK sobre todas ycada
una de lasN portadoras disponibles, esto es,Ak[n] ∈ {±

√
Es,±j

√
Es}. Las secuen-

cias de símbolos enviados sobre cada una de las portadoras son blancasy mutuamente
independientes y los símbolos son equiprobables. Por simplicidad, el prefijocíclico
está ausente. Asimismo, considere la secuencias[m] de la Ecuación (8.15) cuya re-
presentación en magnitud y fase es

s[m] = |s[m]| · ej∢s[m] (8.200)

La PAR se puede definir como

PAR=
máxm |s[m]|2

Es
(8.201)
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dondeEs es la energía media por símbolo.

12.1. ¿Cuál es el valor máximo que puede tomar|s[m]|? Utilice este valor para calcular
la PAR.

12.2. ¿Cuál es la probabilidad de alcanzar el valor máximo de|s[m]|? Observe cómo
decrece dicha probabilidad al aumentarN .

12.3. Una muy buena aproximación (tanto mejor cuanto mayor esN ) de las compo-
nentes en fase y cuadratura des[m] se obtiene empleando el teorema central del
límite (véase Apartado 3.2.8). Demuestre ques[m] se puede aproximar por un
proceso complejo gausiano circularmente simétrico y calcule su varianza.

12.4. Suponga un recortador de envolvente cuya entrada ess[m] y salidasc[m] =
|sc[m]|ej∢s[m], que actúa sobre la envolvente de la siguiente manera

|sc[m]| =
{
|s[m]|, si |s[m]| ≤ γ
γ, si |s[m]| > γ

(8.202)

Calcule la PAR en la señalsc[m].

12.5. Usando los resultados del apartado (c) calcule, en función deγ, la probabilidad
de que la señals[m] sea recortada al pasar por el sistema del apartado anterior.
Para resolver este apartado necesitará trabajar con una función de densidad de
probabilidad Rayleigh (Ecuación (3.39)).

P8.13 Considere una modulación de espectro ensanchado por secuencia directa conN = 10,
x̃[m] = (−1)m y gc(t) ∗ g∗c (−t) que cumple el criterio de Nyquist a periodoT/N .
El canal equivalente en banda base esheq(t) = δ(t − τ). Determine el canal discreto
equivalente,p[n], (si no es posible simplificar la expresión resultante, déjela en función
degc(t)) y si existirá o no ISI en los siguientes casos:

13.1. τ = T

13.2. τ = T/2

13.3. τ = T/4

P8.14 Escriba la expresión de laBER que resulta en un sistema de espectro ensanchado
por secuencia directa cuando éste está interferido por una portadora de frecuenciaωJ

arbitraria y amplitudAJ . Demuestre que, desde el punto de vista del interferente, la
limitación sobreωJ introducida en el Apartado 8.2.6 conduce a resultados óptimos.

P8.15 Considere un sistema de espectro ensanchado con salto lento, en elque el ruido es
despreciable pero existe una interferencia de banda estrecha con unapotencia tal que
cuando un símbolo de información se transmite en una frecuencia próxima a la de di-
cha interferencia, la probabilidad de recepción correcta es1/2. Escriba la expresión de
la probabilidad de error de símbolo en función deT,N y M . ¿Ganaría algo un inter-
ferente malintencionado si tuviese la posibilidad de cambiar su frecuencia deacuerdo
con cualquier patrón deseado si tanto la secuencia de códigox[m] como los símbolos
I[n] le resultan impredecibles?
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P8.16 Utilice (8.131) para demostrar el porqué del mínimo espectral en continua que se ob-
serva en las figuras 8.37 y 8.38. Calcule su nivel en dB en función deN .

P8.17 Los códigos de factor de expansión variable (“Orthogonal Variable Spreading Factor”,
OVSF) permiten que diferentes usuarios empleen distintos factores de expansión y,
por tanto, diferentes tasas binarias, manteniendo la ortogonalidad entre lassecuencias
empleadas. En este problema mostraremos cómo construirlos empleando como base
los códigos de Walsh-Hadamard. Supondremos un escenario síncrono en el que los
símbolos de información son binarios antipodales.

17.1. Construya el código de Walsh-Hadamard de longitudN = 8. El usuario núme-
ro 1 emplea la secuencia binaria antipodal correspondiente a la última fila de la
matrizH8. Suponga que el usuario número 2 transmite empleando la secuencia
correspondiente a la primera fila de la matrizH2, por lo que su tasa binaria de
transmisión es 4 veces superior a la del usuario 1. Demuestre que la interferencia
mutua entre ambos usuarios es siempre 0. Suponga ahora que el usuario número
2 emplea la secuencia correspondiente a la segunda fila de la matrizH2. De-
muestre que en este caso la interferencia mutua entre ambos usuarios no tiene
por qué ser 0.

17.2. Utilice los resultados del apartado anterior para diseñar un procedimiento de
asignación de códigos de tasa variable con longitud máximaNmax, que garantice
que la interferencia mutua entre cualesquiera dos usuarios es nula. Un diagrama
de árbol puede ser de gran ayuda.

17.3. Si en el sistema anterior todos los usuarios emplean códigos de longitudNmax,
entonces la tasa de transmisión total (suma de las de todos los usuarios) máxima
es deNmax/T símbolos/seg, siendoT el periodo de símbolo. Sear un entero
positivo tal quer < log2Nmax. ¿Cuál es la máxima tasa total si un único usuario
emplea un código de longitudNmax/2

r? ¿Cuántos usuarios caben en el sistema
en ese caso?

P8.18 En este problema demostramos algunas propiedades de las funcionesde correlación
aperiódica e impar. Seanxi, xl dos secuencias ensanchadoras de longitudN .

18.1. Demuestre querxi,xl
[k] = r∗xl,xi

[−k].
18.2. Demuestre queroxi,xl

[k] = −(roxl,xi
[N − k])∗.

18.3. Demuestre quẽrx̃i,x̃l
[k] = r̃∗x̃l,x̃i

[N − k].
18.4. Dada la secuenciax′l[m] = xl[(m+1) mód N ], demuestre que se da la siguien-

te relación, que permite calcular de forma recursiva la correlación aperiódica en
conjuntos de secuencias

rxi,x′
l
[k] =

{
rxi,xl

[k + 1] + x∗i [N − 1− k]xl[0], k ≥ 0

rxi,x′
l
[k + 1]− x∗i [−k − 1]xl[0], k < 0

(8.203)

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



PROBLEMAS DEL CAPÍTULO 8 525

P8.19 En este problema se aborda el diseño de secuencias de periodoN que cumplan la
condición siguiente sobre las correlaciones impar y periódica

|roxi,xl
[k]|2 = |r̃x̃i,x̃l

[k]|2, para todok, i 6= l (8.204)

Véanse las definiciones en (8.170) y (8.157).

19.1. Demuestre que la Condición (8.204) se puede poner en función de lacorrelación
aperiódica como

Re{rxi,xl
[k]r∗xi,xl

[l −N ]} = 0, para todok, i 6= l (8.205)

19.2. Escribiendo la correlación aperiódica en forma polarrxi,xl
[k] = |rxi,xl

[k]| ·
exp(jθxi,xl

[k]) demuestre que la condición anterior se cumple si se da alguna de
las dos siguientes

|rxi,xl
[k]| · |rxi,xl

[k −N ]| = 0, y θxi,xl
[k]− θxi,xl

[k −N ] = πp/2 (8.206)

conp un número entero impar.

19.3. Seanyi[m], yl[m] dos secuencias ensanchadoras de longitudN y que toman
valores reales. A partir de ellas construimos las secuenciasxi[m], xl[m]

xi[m] = yi[m] exp(jπmp/(2N)); xl[m] = yl[m] exp(jπmp/(2N)) (8.207)

conp un entero impar. Demuestre que las secuenciasxi[m],xl[m] así construidas
satisfacen (8.206).

19.4. Compruebe que sip = N las nuevas secuencias se construyen multiplicando
las anteriores por±1,±j. Por ejemplo, si las secuencias originales son binarias
antipodales, ahora se tienen secuencias pertenecientes a una constelación QPSK.

19.5. Demuestre que el método constructivo del apartado (c) no aumenta lamagnitud
de la correlación impar ni de la periódica.

P8.20 Considere un conjunto deL secuencias ensanchadorasxi[m], i = 0, · · · , L − 1, de
longitudN , conL > N . Dichas secuencias son ortonormales, esto es,

〈xi,xl〉 =
N−1∑

m=0

xi[m]x∗l [m] = δ[i− l], para todoi, l ∈ {0, · · · , L− 1} (8.208)

SeaX la matrizL×N cuyal-ésima fila esxl; denotamos poryn,n ∈ {0, · · · , N−1},
el vector formado por lan-ésima columna deX.

20.1. Demuestre que

L−1∑

i=0

L−1∑

l=0

|〈xi,xl〉|2 =
N−1∑

p=0

N−1∑

q=0

|〈yp,yq〉|2 (8.209)
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20.2. Demuestre que
N−1∑

p=0

N−1∑

q=0

|〈yp,yq〉|2 ≥
N−1∑

p=0

(
||yp||2

)2
(8.210)

con igualdad si y sólo si los vectoresyi, coni = 0, · · · , N − 1 son ortogonales.

20.3. Dado un conjunto de números realesa0, a1, · · · , aN−1, se puede demostrar usan-

do la desigualdad de Jensen (Ecuación (9.87)) que
N−1∑

p=0

a2p ≥




N−1∑

p=0

ap




2

/N ,

con igualdad si y sólo si todos losai, i = 0, · · · , N − 1 son iguales. Utilice este
resultado y los de los apartados (a) y (b) para demostrar que

L−1∑

i=0

L−1∑

l=0

|〈xi,xl〉|2 ≥
1

N




N−1∑

p=0

||yp||2



2

=
L2

N
(8.211)

con igualdad si y sólo si los vectoresyi, coni = 0, · · · , N − 1 son ortogonales
y todos tienen energíaL/N .

20.4. Utilice los resultados anteriores para demostrar la cota de Welch en (8.176).

P8.21 Suponga que generamos lasL secuencias ensanchadoras de longitudN de forma per-
fectamente aleatoria, de modo que para cualquierm ∈ {0, 1, · · · , N − 1} y cualquier
l ∈ {0, 1, · · · , L − 1}, la muestraxl[m] se obtiene eligiendo con probabilidad uni-
forme en{−1/

√
N,+1/

√
N} e independientemente de cualquier otraxi[n], i 6= l,

n 6= m. Compruebe que los valores esperados de la función de correlación (perió-
dica o aperiódica, según corresponda) del código así generado verifican las cotas de
Welch en (8.158), (8.171) y (8.176). A la vista de los resultados obtenidosdiscuta cuán
buenos pueden ser los códigos aleatorios en aplicaciones de CDMA.

P8.22 Considere un sistema de acceso múltiple basado en CDMA en banda base síncrono en
el que el canal añade ruido gausiano de densidad espectral de potenciaN0/2 W/Hz.

22.1. Suponga que en recepción se emplea el detector basado en el filtroadaptado de
la Figura 8.39. Demuestre que el ruidoz0[n] a la entrada del decisor es blanco,
con varianzaN0/2.

22.2. Suponga que en recepción se proyecta la señal recibida sobre las secuencias
x0[m] y x1[m], cuya correlación esρ, para obtenerq0[n] y q1[n]. Si z0[n] y z1[n]
denotan las componentes de ruido respectivas, demuestre que ambas sonblan-
cas. Demuestre que el vector de ruidoz[n] = (z0[n], z1[n])

T es conjuntamente
gausiano, con matriz de covarianza

E{z[n]zT [n]} = N0

2

(
1 ρ
ρ 1

)
(8.212)

¿Cómo sería la matriz de covarianza del ruido en caso de tener un detector con-
junto paraL usuarios?
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22.3. Considere el detector conjunto ML de la Figura 8.42. Demuestre que,en este
caso, la matriz de covarianza del vector de ruidoz′[n] = (z′0[n], z

′
1[n])

T es dia-
gonal, con elementos en la diagonal idénticos y de valorN0/2.

22.4. Suponga que en recepción se emplea el detector decorrelacionador. Demuestre
que las componentes del vector de ruidoz′′[n] = (z′′0 [n], z

′′
1 [n])

T son blancas y
la matriz de covarianza es

E{z′′[n]z′′T [n]} = N0

2(1− ρ2)

(
1/α2

0 −ρ/α2
1

−ρ/α2
0 1/α2

1

)
(8.213)

siendoα0 y α1 las ganancias correspondientes a las señales transmitidas por los
usuarios 0 y 1, respectivamente.

P8.23 Considere el modelo de receptor conjunto para dos usuarios de la Ecuación (8.187).
Suponga que se multiplica el vector recibidoq′[n] por una matrizB tal que se mini-
miza el error cuadrático medio

E{||A[n]−B · q′[n]||2} (8.214)

Calcule dicha matriz y compare el error cuadrático medio que se obtiene con esta
solución con el que resulta de usar el detector decorrelacionador.
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CAPÍTULO 9
L ÍMITES FUNDAMENTALES EN LAS

COMUNICACIONES DIGITALES

Al analizar tanto los fundamentos de modulación y detección en canales gausianos (Ca-
pítulo 4) como los distintos formatos de modulación (Capítulos 5, 7 y 8) hemos comprobado
que los símbolos se recuperan en el receptor con una probabilidad de error no nula. También
hemos verificado que esta probabilidad de error aumenta cuando disminuimosla relación
señal a ruido o cuando, manteniendo constante la relación señal a ruido,aumentamos el nú-
mero de puntos de la constelación (si bien este último caso no se da en todos losformatos
de modulación). Estos hechos se consideraban como ineludibles a principios de los años
cuarenta, hasta que Claude Shannon demostró que podemos transmitir con una probabilidad
de error tan baja como queramos a una velocidad binaria tan alta como queramos, siempre
que esta velocidad esté por debajo de lacapacidad del canal. Esta demostración se considera
el principio de la denominadateoría de la información, una de cuyas partes, la dedicada
a establecer el límite de la velocidad binaria con la que podemos transmitir por un canal,
abordaremos en este capítulo. Nótese que hablamos de “establecer el límite” yno de “cómo
llegar a él”, pregunta a la que la teoría de la información, en general, no da respuesta.

Comenzaremos estableciendo distintos modelos de canal definidos mediante sus proba-
bilidades de transición a partir de distintos niveles de abstracción sobre elmodelo general de
un sistema de comunicación digital, realizando la distinción entre canales digitales(aquellos
en los que los alfabetos de entrada y salida poseen un número de elementos finito) y canales
gausianos (aquellos en los que la salida, conocida la entrada, posee unadistribución conti-
nua gausiana). Estos dos tipos de canales serán objeto de un desarrolloparalelo, en el que se
comenzará definiendo las distintas medidas objetivas de información para, acontinuación,
determinar la capacidad de transmisión de información del modelo y las condiciones en las
que podemos realizar una transmisión fiable a través de ellos.
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9.1. MODELOS PROBABILÍSTICOS DE CANAL

En el Capítulo 4 planteábamos un modelo general de sistema de comunicación digital
(Figuras 4.1 y 4.39) en el que considerábamos un canal (el canal aditivo gausiano) que es
una abstracción del medio físico de transmisión. Ahora definiremos otros modelos de canal
obtenidos a partir del modelo general de comunicación digital haciendo usode distintos
niveles de abstracción. Alguno de estos modelos ya ha sido definido anteriormente, como
el canal discreto equivalente que presentábamos en el Apartado 4.3.3 yempleábamos en
capítulos posteriores y que, recordemos, estaba compuesto por el modulador, el canal aditivo
gausiano y el demodulador.

En primer lugar vamos a modificar ligeramente el modelo para transmisión indefinida
de símbolos del Apartado 4.5 (Figura 4.39) para obtener el que muestra la Figura 9.1, donde
el decisor ha sido divido en dos partes: la decisión sobre el símbolo de la constelación que
fue transmitido y la decodificación de dicho símbolo a símbolos binarios. Sobre esta figura

B l[ ]

][ˆ lB
Demodulador

Decisor de
símbolos

q[  ]n

r t( )

Receptor

Decodificador
][ˆ nA

Decisor

Codificador Modulador
A[  ]n

Transmisor

s t( )

n t( )
Canal

Figura 9.1. Modelo general de un sistema de comunicación digital para transmisión inde-
finida de símbolos.

definimos los modelos antes mencionados tal y como se muestra en la Figura 9.2, donde
podemos ver los siguientes cuatro modelos distintos de canal:

1. Canal gausiano. Es el canal considerado hasta ahora. Representa el canal físico pro-
piamente dicho, y transforma la señal de entrada mediante la adición de ruido gau-
siano, blanco y de media nula para obtener la salida. Las entrada y salida deeste canal
son señales analógicas en tiempo continuo.

2. Canal gausiano con entrada digital. Este modelo es el que denominábamos canal
discreto equivalente y que presenta como entrada una secuencia de símbolos de un al-
fabeto (constelación) deM símbolos y como salida una secuencia analógica (la salida
del demodulador). Transforma cada símbolo de la secuencia de entrada,de manera in-
dependiente, mediante la adición de ruido gausiano en tiempo discreto, blancoy de
media nula para obtener la salida .
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B l[ ]

][ˆ lB
Demodulador

Decisor de
símbolos

q[  ]n

r t( )

Receptor

Decodificador
][ˆ nA

Decisor

Codificador Modulador
A[  ]n

Transmisor

s t( )

n t( )Canal

Canal gausiano

Canal gausiano con entrada digital

Canal digital

Canal digital binario

Figura 9.2. Definición de modelos de canal sobre el modelo general de un sistema de
comunicación digital.

3. Canal digital. En este modelo consideramos el conjunto formado por el modulador,
el canal, el demodulador y el decisor de símbolos como un canal que presenta co-
mo entrada una secuencia de símbolos de un alfabeto deM símbolos y como salida
la secuencia de símbolos del mismo alfabeto que proporciona el decisor de símbo-
los. La relación entre un símbolo de entrada y su correspondiente de salidahabrá de
determinarse en función de las probabilidades de acierto y de error en eldecisor.

4. Canal digital binario . Similar al anterior, en este modelo consideramos todo el siste-
ma de comunicación como un canal, cuyas entrada y salida son secuencias de símbo-
los binarios. Representa el mayor nivel de abstracción que podemos realizar sobre el
sistema de comunicación.

Si aquí hemos renombrado el canal discreto equivalente como canal gausiano con en-
trada digital es para enfatizar la caracterización que pretendemos realizar sobre cada uno
de estos modelos: una caracterización atendiendo fundamentalmente a la relación entre las
funciones de densidad de probabilidad de la entrada y la salida. De ahí elnombre de este
apartado, “modelos probabilísticos de canal”.

En realidad deberíamos contemplar no sólo una única relación entre las funciones de
densidad de probabilidad de la entrada y la salida sino, en general, una relación (entre las
funciones de densidad de probabilidad) distinta para cada instante de tiempo, porque, como
bien sabemos, la entrada y la salida en nuestros modelos son procesos estocásticos que
pueden ser no estacionarios. Sin embargo, con el fin de evitar una complejidad excesiva en
el análisis, estableceremos las hipótesis oportunas para eliminar la dependencia temporal en
nuestro estudio.

Realizaremos el análisis de los distintos canales por orden creciente de complejidad,
comenzando con los canales digitales, contiuando con el canal gausianoy finalizando con
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532 LÍMITES FUNDAMENTALES EN LAS COMUNICACIONES DIGITALES

el canal gausiano con entrada digital.

9.1.1. Canales digitales

Al sustituir el modelo de canal digital en el modelo general de transmisión indefinida de
símbolos (Figura 9.1), este se transforma en el que muestra la Figura 9.3. Eneste modelo

B l[ ] ][ˆ lB][ˆ nACanal
digital

DecodificadorCodificador
A[  ]n

Figura 9.3. Modelo general de un sistema de comunicación digital para transmisión inde-
finida de símbolos utilizando el modelo de canal digital.

se considera que cada símbolo de la secuenciaA[n] es estadísticamente independiente del
resto de símbolos de la secuencia. Por otra parte, en el Apartado 4.5 demostrábamos que,
en la transmisión de una secuencia de longitud indefinida de símbolos, si la secuencia de
símbolos cumple lo anterior y la duración de las señales empleadas en el modulador no
excede del intervalo de símboloT , la recepción de cada símbolo es independiente del resto
de símbolos.

Bajo estas condiciones, un símbolo determinado de la secuencia de salida delcanal
digital, Â[n0], depende únicamente del símbolo de entrada al canal en ese mismo instante
temporal,A[n0], lo que es cierto para cualquier valor concreto del instante temporal,n0. En
consecuencia, para caracterizar el canal digital podemos eliminar la dependencia temporal y
analizar únicamente el caso de la transmisión de un símbolo aislado, entendiendo que cada
vez que se use el canal para transmitir un símbolo, no va a modificar su comportamiento.

Pero, ¿qué sucede cuando presentamos un símbolo determinado,ai, a la entrada del
canal digital? O, dicho de otra forma, ¿qué sucede cuando transmitimos un símbolo deter-
minado,ai? Sucede que a la salida del canal digital aparecerá el símboloaj con una proba-
bilidadp

Â|A(aj |ai) (que aprendimos a calcular en el Capítulo 4 a partir de la constelación
y la varianza de ruido en el canal). Conociendo los valores de la probabilidad condicional
de la salida respecto a la entrada,p

Â|A(aj |ai), para todas las combinaciones posibles de
símbolos de entrada y salida tendremos perfectamente caracterizado el comportamiento del
canal digital.

Existe un modelo probabilístico ampliamente utilizado que contempla como caso parti-
cular nuestro canal digital y se denominacanal discreto sin memoria(“Discrete Memoryless
Channel”, DMC). El DMC es un modelo estadístico que relaciona una variable aleatoriaX
con función de densidad de probabilidad discreta que denominamos entrada, con otra varia-
ble aleatoriaY , también discreta, que denominamos salida. En el DMC los alfabetos deX
eY son, en general, distintos, por lo que el canal digital es un caso particular del DMC.

Una representación del canal discreto sin memoria es la mostrada en la Figura 9.4, donde
podemos ver que dentro del bloque que representa el canal no encontramos funciones de
transferencia en el dominio de la frecuencia ni respuestas al impulso, sino las probabilidades
condicionales de la salida con respecto a la entrada. El calificativodiscretoproviene de la
naturaleza de las probabilidades deX eY y no detiempo discreto, por lo que no debemos
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p y |xY|X j i( )X Y

Figura 9.4.Canal discreto sin memoria.

de confundirlo con elcanal discreto equivalenteestudiado en el Capítulo 4. El calificativo
sin memoriaproviene del modelo probabilístico de la entrada y salida, que son variables
aleatorias y no procesos estocásticos.

Formalmente, el canal se define mediante unalfabeto de entrada{xi, i = 1, . . . ,M},
unalfabeto de salida{yj , j = 1, . . . , L} y el conjunto de probabilidades condicionales

pY |X(yj |xi) i = 1, . . . ,M j = 1, . . . , L (9.1)

denominadasprobabilidades de transición, que podemos agrupar en la denominadamatriz
de canalcomo

P =




pY |X(y1|x1) pY |X(y2|x1) · · · pY |X(yL|x1)
pY |X(y1|x2) pY |X(y2|x2) · · · pY |X(yL|x2)

...
...

...
pY |X(y1|xM ) pY |X(y2|xM ) · · · pY |X(yL|xM )


 (9.2)

donde, por la forma en que está definida, la suma a lo largo de cada fila da como resultado
1.

Nótese que en la definición entra el alfabeto de la entrada y el de la salida, pero no
la distribución de probabilidades de la entrada,{pX(xi), i = 1, . . . ,M}, ni de la salida,
{pY (yj), j = 1, . . . , L}, porque no forman parte de la naturaleza del canal.

Veamos ahora cómo pueden relacionarse las probabilidades de error desímbolo vistas
en el capítulo anterior con la matriz de canal del modelo DMC. En primer lugar,hace-
mos corresponder el alfabeto de entrada,{xi, i = 1, . . . ,M}, con el alfabeto de símbolos
de la constelación,{ai, i = 0, . . . ,M − 1}, y el alfabeto de símbolos de salida,{yj , j =
1, . . . ,M} (L = M ), con el alfabeto de símbolos de la constelación a la salida del de-
cisor (el mismo que el del transmisor),{aj , j = 0, . . . ,M − 1}. Los valorespY |X(yj |xi)
expresan la probabilidad de decidir que el símbolo transmitido fueaj−1 cuando el símbolo
transmitido fueai−1 y, de esta forma, los elementos de la diagonal de la matriz de canal se
corresponden con las probabilidades de acierto condicionadas a la transmisión de cada uno
de los símbolos de la constelación

pY |X(yi|xi) = p
Â|A(ai−1|ai−1) = 1− Pe|ai−1

(9.3)

y la suma del resto de elementos de cada fila, con la probabilidad de error condicionada a la
transmisión del símbolo correspondiente

M∑

j=1
j 6=i

pY |X(yj |xi) =
M−1∑

j=0
j 6=i

p
Â|A(aj−1|ai−1) = Pe|ai−1

(9.4)
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Para ilustrar el procedimiento de obtención de la matriz de canal vamos a considerar en el
siguiente ejemplo una constelación de cuatro símbolos (M = L = 4) ya analizada en el
Capítulo 4.

Ejemplo 9.1
Considere la constelación del formato de modulación paso bajo 4-PAM (véase la Figura 4.28,

Página 208), en la que los símbolos tienen de coordenadas{±1, ±3} y cuya probabilidad de
error media está dada en (4.71).
Aplicando el procedimiento anteriormente descrito, el DMCequivalente tiene la siguiente matriz
de canal

P =



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(9.5)

donde podemos comprobar el cumplimiento de (9.3) y (9.4).

Cada valor posible de la varianza del ruido gausiano que introduce el canal físico,N0/2, genera
una matriz de canal distinta. Por ejemplo, para un valor deN0/2 igual a1, que se corresponde
con un valor deEs/N0 igual a2,5, la matriz de canal toma la forma

P =




0,8413 0,1573 0,0013 2,9 · 10−7

0,1587 0,6827 0,1573 0,0013
0,0013 0,1573 0,6827 0,1587

2,9 · 10−7 0,0013 0,1573 0,8413


 (9.6)

y para un valor deN0/2 diez veces menor,0,1, la matriz de canal toma la forma

P =




0,9992 7,8 · 10−4 1,2 · 10−21 1,3 · 10−56

7,8 · 10−4 0,9984 7,8 · 10−4 1,2 · 10−21

1,2 · 10−21 7,8 · 10−4 0,9984 7,8 · 10−4

1,3 · 10−56 1,2 · 10−21 7,8 · 10−4 0,9992


 (9.7)

Podemos comprobar que conforme la varianza de ruido tiende acero, la matriz de canal tiende a
la matriz identidad.

Un caso particular del DMC de especial importancia lo obtenemos cuandoM = L = 2
y la matriz de canal es simétrica. En este caso la matriz de canal toma la forma

P =

[
pY |X(y1|x1) pY |X(y2|x1)
pY |X(y1|x2) pY |X(y2|x2)

]
=

[
1− p p
p 1− p

]
(9.8)

y se conoce con el nombre decanal binario simétrico(“Binary Symmetric Channel”, BSC),
que se suele representar de forma gráfica tal y como se muestra en la Figura 9.5.

El BSC es el modelo probabilístico más adecuado para representar el canal digital bina-
rio definido anteriormente, cuya sustitución en el modelo general de transmisión indefinida
de símbolos (Figura 9.1) da como resultado el que muestra la Figura 9.6. Sin embargo, an-
tes de dar por buena la equivalencia entre canal digital binario y BSC, conviene realizar las
siguientes puntualizaciones:
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x1

x2

1-p

p

1-p

p

y1

y2

Figura 9.5.Canal binario simétrico.

B l[ ] ][ˆ lBCanal
digital
binario

Figura 9.6. Modelo general de un sistema de comunicación digital para transmisión inde-
finida de símbolos utilizando el modelo de canal digital binario.

1. El BSC representa un comportamiento medio a lo largo del tiempo del canal digital
binario, porque la transmisión de la secuenciaA[n] se realiza símbolo a símbolo y, en
general, es necesario más de un símbolo de la secuencia binariaB[l] para generar cada
símbolo deA[n]. O, en otras palabras, podemos decir que mientras que el canal digital
no posee memoria (porque la transmisión se realiza símbolo a símbolo de manera
independiente) y encaja perfectamente en el modelo del DMC, el canal digital binario
tiene la memoria introducida por el codificador que transforma la secuenciaB[l] en la
secuenciaA[n] y, por tanto, no puede considerarse, en puridad, un canal sin memoria.
Desde este punto de vista, el BSC es una aproximación al canal digital binario que
representa su comportamiento medio a lo largo del tiempo.

2. El valor de la probabilidadp definida para el BSC, (9.8), equivale a laBER del canal
digital binario, pero para el cálculo de estaBER (véase Página 228 y siguientes) se
emplean las probabilidades de aparición de cada uno de los símbolos de la conste-
lación, lo cual no concuerda con la propia definición del BSC, independiente de la
distribución de probabilidades a su entrada.

A pesar de esta discordancia entre las hipótesis del modelo BSC y la naturaleza del canal
digital binario, se suele aceptar en la práctica la equivalencia entre ambos,asignando ap el
valor de laBER, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.2
Considere la constelación del Ejemplo 9.1 empleada conjuntamente con el codificador del Ejem-
plo 4.5, tal y como se muestra en la Figura 4.43 (Página 229). Bajo la hipótesis de símbolos
equiprobables, se obtiene unaBER del sistema, (4.102), igual a

BER=
3

4
Q

(√
4

5

Eb

N0

)
+

1

2
Q

(
3

√
4

5

Eb

N0

)
− 1

4
Q

(
5

√
4

5

Eb

N0

)

El BSC equivalente tendrá una matriz de canal

P =

[
1− BER BER

BER 1− BER

]
(9.9)
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que, para un valor deN0/2 igual a 1, que se corresponde con un valor deEb/N0 igual a1,25, la
matriz de canal toma la forma

P =

[
0,8803 0,1197
0,1197 0,8803

]
(9.10)

y para un valor deN0/2 diez veces menor,0,1, la matriz de canal toma la forma

P =

[
0,9994 0,0006
0,0006 0,9994

]
(9.11)

9.1.2. Canal gausiano

Aparentemente, la obtención de un modelo probabilístico para el canal gausiano debería
ser una tarea sencilla, porque la sustitución del canal gausiano en el modelo general de
transmisión indefinida de símbolos (Figura 9.1) deja a este prácticamente inalterado, tal y
como puede observarse en la Figura 9.7.

B l[ ]

][ˆ lB
Demodulador

Decisor de
símbolos

q[  ]n

r t( )
Decodificador

][ˆ nA

Codificador Modulador
A[  ]n s t( ) Canal

gausiano

Figura 9.7. Modelo general de un sistema de comunicación digital para transmisión inde-
finida de símbolos utilizando el modelo de canal gausiano.

Sin embargo, la sencillez termina aquí, como vamos a comprobar de inmediato. La re-
lación entre la entrada y la salida del canal viene dada por

r(t) = s(t) + n(t)

donden(t) es un proceso gausiano blanco de media nula y densidad espectral de potencia
N0/2. La función de autocorrelación den(t) es, por tanto

Rn(τ) =
N0

2
δ(τ) (9.12)

lo que implica que la varianza den(t) en cualquier instante es infinita, que a su vez acarrea
no pocos problemas, pero este no es el único hasta obtener un modelo probabilístico que
resulte útil. Lo que sigue es el planteamiento de modelos equivalentes al original que nos
van a permitir obtener el modelo probabilístico que estamos buscando.

Para limitar la potencia del ruido podemos situar a la salida del canal un filtro selectivo en
frecuencia, como se muestra en la Figura 9.8, siempre que este filtro no introduzca ninguna
distorsión sobre la señal del transmisor,s(t), o, más concretamente, siempre que seamos
capaces de encontrar un conjunto de señales que no sean distorsionadas a su paso por el
filtro con respuesta al impulsog(t).
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Figura 9.8.Canal gausiano de banda limitada.

Un filtro que cumple esas características es un filtro paso bajo ideal con frecuencia de
corteW , con función de transferencia

G(jω) = Π
( ω

2W

)
(9.13)

y respuesta al impulso

g(t) =
W

π
sinc

(
Wt

π

)
(9.14)

y que da nombre a este modelo de canal, denominadocanal gausiano de banda limitada.
El ruido a la salida del filtro, que denotaremos comon′(t), es un proceso gausiano

estacionario de media nula y densidad espectral de potencia,Sn′(jω), dada por

Sn′(jω) = Sn(jω) |G(jω)|2 =
N0

2
Π
( ω

2W

)
(9.15)

Su función de autocorrelación,Rn′(τ), se obtiene como la Transformada de Fourier inversa
deSn′(jω),

Rn′(τ) =
N0W

2π
sinc

(
Wτ

π

)
(9.16)

De aquí, teniendo en cuenta quesinc(0) = 1, obtenemos que la varianza den′(t) en cual-
quier instante esWN0/2π, y la función de densidad de probabilidad es

fn′(t)(n
′(t)) =

1√
WN0

e
−πn′(t)2

WN0 (9.17)

Ahora hay que encontrar un conjunto de elementos de la base del espaciode señal,
{φj(t), j = 0, . . . , N − 1}, que no se vea afectado a su paso por el sistema con respuesta al
impulsog(t). Esto es, buscamos formas de ondaφj(t) que cumplan

φj(t) ∗ g(t) = φj(t) (9.18)

Al mismo tiempo han de cumplir el criterio de Nyquist generalizado
∫ ∞

−∞
φi(t− kT )φj(t− lT )dt = δ[i− j]δ[k − l] i, j = 0, . . . N − 1, k, l ∈ Z (9.19)

que nos garantiza (debido a la condición de ortogonalidad) la independencia con estadísti-
ca gausiana y, por tanto, que cada elemento de la secuenciaq[n], q[n0], es un estadístico
suficiente para la detección del símboloA[n0].
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Para evitar una formulación excesivamente farragosa vamos a fijar, sin pérdida de gene-
ralidad, la dimensionalidad del espacio de señales,N , igual a 1.

FijandoW = π/T , encontramos el siguienteφ0(t), que no es otro que un pulso en raíz
de coseno alzado de ancho de banda mínimo

φ0(t) =

√
1

T
sinc

(
t

T

)
TF←→ Φ0(jω) =

√
T Π

(
ωT

2π

)
(9.20)

que cumple (9.18), ya queΦ0(jω)G(jω) = Φ0(jω) y cumple (9.19) porque ser un filtro en
raíz de coseno alzado. Para dimensiones del espacio de señales,N , mayores que uno pueden
encontrarse formas de onda basadas en la función sinc modulada en amplitud que cumplen
las condiciones de ortonormalidad (9.19) haciendoW = Nπ/T , como encontramos en el
formato de modulación OFDM tratado en el capítulo anterior.

El siguiente paso consiste en restituir la independencia entre las muestras del ruido que
se ha perdido al introducir el filtro de limitación de banda. Para ello vamos a plantear un
modelo equivalente en tiempo discreto con ayuda de técnicas de muestreo, que no introduce
ninguna limitación adicional a la información que podemos transmitir por el canal.

Tenemos que tanto la entrada (si se quiere, efectiva) como la salida del canal son de
banda limitada, y podemos emplear un muestreo uniforme ideal a la frecuencia de Nyquist;
esto es, con un periodo de muestroTs igual aπ/W . Como anteriormente, fijaremos, sin
pérdida de generalidad, la dimensión del espacio de señales,N , igual a 1.

En estas condiciones, fijandoW = π/T tenemosTs = T , y definiendos[n] ≡ s(nT ),
n[n] ≡ n′(nT ) y r[n] ≡ r(nT ), nuestro canal se reduce al canal discreto equivalente cuando
se cumple el criterio de Nyquist (véase el Apartado 5.2), siendo su relación entre entrada y
salida

r[n] = s[n] + n[n] (9.21)

con n[n] un proceso gausiano y blanco en tiempo discreto, función de autocorrelación
Rn[k] =

N0
2T δ[k] =

N0W
2π δ[k] y estadísticamente independiente des[n] (derivado del mode-

lo de comunicaciones).s[n] es un proceso en tiempo discreto con la misma base de tiempo
que la secuencia de símbolosA[n] y generado a partir de esta mediante una transformación
sin memoria, lo que hace que, si los valores deA[n] eran estadísticamente independientes
unos de otros, también lo sean los de la secuencias[n]. La diferencia, en términos de natu-
raleza probabilística, entres[n] y A[n], reside en que mientras que la función de densidad
de probabilidad de cada muestra des[n] es continua, la de la secuenciaA[n] es discreta.

Una vez conseguida la independencia estadística entre las muestras den[n] y entre las
muestras des[n] ya podemos suprimir la dependencia temporal y definir formalmente el
canal probabilístico gausiano1 como aquel que relaciona dos variables aleatoriasX eY con
funciones de densidad de probabilidad continuas sobreR mediante la función de densidad

1Siempre que no exista ambigüedad, nos referiremos al canal probabilístico gausiano simplemente como
canal gausiano.
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de probabilidad condicional

fY |X(y|x) = 1√
2π σ

e−
(y−x)2

2σ2 (9.22)

En nuestro caso,σ2 = N0W/2π = N0/2T , siendo utilizado el canal1/T veces por
segundo.

Para dimensiones del espacio de señales,N , mayores que uno puede realizarse un desa-
rrollo paralelo que conduce a una formulación vectorial de (9.21) en la que cada muestra del
proceso multidimensionaln[n] es estadísticamente independientemente del resto de mues-
tras, de media nula y matriz de covarianzaCn = N0/(2T ) I, siendoI la matriz identidad.
El canal probabilístico gausiano resultante posee una función de densidad de probabilidad
condicional

fY |X(y|x) = 1

(2πσ2)
N
2

e−
‖y−x‖2

2σ2 (9.23)

con σ2 = N0W/2π = N0/2T . Este modelo es conocido en la literatura comocanales
gausianos en paralelo.

9.1.3. Canal gausiano con entrada digital

La sustitución del canal gausiano con entrada digital en el modelo general de transmisión
indefinida de símbolos (Figura 9.1) da como resultado el que muestra la Figura9.9. Como

B l[ ]

][ˆ lB Decisor de
símbolos

q[  ]n
Decodificador

][ˆ nA

Codificador
Canal gausiano con

entrada digital
A[  ]n

Figura 9.9. Modelo general de un sistema de comunicación digital para transmisión inde-
finida de símbolos utilizando el modelo de canal gausiano conentrada digital.

quedó establecido en el Apartado 4.5 (Página 224 y siguientes), la entrada a este canal es
una secuencia de símbolosA[n] pertenecientes a la constelación{ai, i = 0, . . . ,M − 1} y
estadísticamente independientes. La salida,q[n], toma la forma (4.99)

q[n] = A[n] + n[n]

donden[n] es la componente de ruido, que es un proceso estocástico discreto multidimen-
sional gausiano independiente deA[n], cuyas muestras son a su vez mutuamente indepen-
dientes y con función de densidad de probabilidad

fn[n](n[n]) =
1

(πN0)N/2
e
− ‖n[n]‖2

N0 (9.24)
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A partir de aquí, la obtención del modelo probabilístico es simple. Formalmente, lo defi-
nimos como aquel que relaciona dos variables aleatoriasX eY , la primera con un alfabeto
{xi, i = 1, . . . ,M} y la segunda con una función de densidad de probabilidad continua
sobreR (nótese que la función de densidad de probabilidad deY no entra en la defini-
ción del canal, sólo su dominio,R) y el conjunto de funciones de densidad de probabilidad
condicionales

fY |X(y|xi) =
1

(2πσ2)
N
2

e−
‖y−xi‖2

2σ2 i = 1, . . . ,M (9.25)

A este canal lo denominamoscanal gausiano con entrada discreta.
En nuestro caso,σ2 = N0/2, independientemente de la dimensionalidad del espacio de

señales.

9.2. CANALES DIGITALES

Una vez establecido el modelo probabilístico para los canales digitales, el DMC, en el
apartado anterior, abordaremos ahora el establecimiento de los límites en estetipo de canales
con ayuda de la teoría de la información de Shannon. Comenzaremos con elestablecimiento
de las medidas de información, para definir posteriormente el concepto de capacidad de ca-
nal y, finalmente, el teorema de codificación de canal, que es el que realmente establece que
podemos realizar una comunicación tan fiable como deseemos siempre que transmitamos
una cantidad de información no superior a la de la capacidad del canal.

9.2.1. Información y entropía

Intuitivamente podemos decir que un evento poco frecuente contiene muchainformación
y un evento frecuente, poca. Que un político dimita de un cargo público tras algún escándalo
es un evento que contiene gran información por lo infrecuente y, en cambio, que no dimita
en tales circunstancias contiene poca información.

Para evitar la subjetividad que entraña una definición de información como esta es nece-
sario recurrir a la teoría de la probabilidad y definir una medida objetiva de lainformación
sobre una variable aleatoria. Esta medida es laentropía, cuya definición y propiedades vere-
mos en este apartado. También analizaremos la medida de la información que unavariable
aleatoria proporciona sobre otra mediante lainformación mutua.

Entropía, entropía conjunta y entropía condicional

Consideremos una variable aleatoria discretaX que puede tomar uno de entreM valores
posibles{xi, i = 1, . . . ,M} de acuerdo con la distribución de probabilidades{pX(xi), i =
1, . . . ,M}. En el caso del canal digital, esta variable aleatoriaX puede corresponderse con
la entrada o la salida, siendoM el número de puntos de la constelación de señales y, siX se
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corresponde con la entrada, una distribución de probabilidades uniforme (pX(xi) = 1/M ).
En el caso del canal digital binario,X puede corresponderse con la entrada o la salida
tomandoM un valor igual a2. Aquí vamos a considerar que cada símboloxi tiene una
probabilidad de apariciónpX(xi) que es, en general, distinta depX(xj) parai 6= j.

Definimos laentropíadeX,H(X), como

H(X)
.
=

M∑

i=1

pX(xi) log2
1

pX(xi)
= −

M∑

i=1

pX(xi) log2 pX(xi) (9.26)

que expresamos enbits, y donde consideramos0 · log2 0 = 0. Antes de entrar a analizar
esta medida conviene decir que puede aplicarse a cualquier variable aleatoria discreta y que
podemos emplear otras bases para el logaritmo, en cuyo caso cambian las unidades en que
se expresa la medida, pero no la propia medida; si en lugar de emplear el logaritmo en base
2 hubiésemos empleado el logaritmo neperiano, el resultado se expresaría en nats.

La entropía puede interpretarse desde dos puntos de vista distintos. Desde el punto de
vista del modelo de sistema de comunicación digital o, en general, desde el punto de vista
de un observador que espera a que la variable aleatoriaB tome un valor determinado, la
entropía representa la incertidumbre sobre el valor concreto que tomaráX. Si X tomase
siempre el mismo valor (un valor depX(xi) igual a1 y el resto0) no tenemos ninguna
incertidumbre sobre el valor que tomaráX, y podemos comprobar que la entropía en ese
caso es igual a0. SiX deja de tomar siempre el mismo valor, la incertidumbre aumenta y,
con ella, la entropía.

Desde el punto de vista de una fuente que genere el símboloX, la entropía representa el
valor medio de la información que contiene el símbolo. No en vano, la entropía puede con-
siderarse como la esperanza matemática de una función sobrex, log2

1
pX(xi)

, y esta función
es una medida objetiva del concepto intuitivo de información que mencionamos al principio
del apartado (un evento contiene más información cuanto menos probable es su ocurrencia).
Esta interpretación también está relacionada con el sentido de entropía empleado en física
y, concretamente, con el concepto de entropía en termodinámica.

En el Apéndice 9.A puede encontrase la justificación que ofrece Shannonsobre la adop-
ción de la entropía como medida de incertidumbre o información.

La entropía es un funcional de la distribución de probabilidad de los símbolos,H(X) =
H({pX(xi), i = 1, . . . ,M}), y no depende de los valores concretosxi que tomen estos.
Algunas de sus propiedades son:

H(X) ≥ 0, ya que0 ≤ pX(xi) ≤ 1 y, consecuentemente,log2(1/pX(xi)) ≥ 0.

H(X) ≤ log2M , produciéndose la igualdad si y sólo si los símbolos son equiproba-
bles (pX(xi) = 1/M ). Esta propiedad se demuestra en el Apéndice 9.B.

Para ilustrar estas propiedades vamos a calcular la entropía en un caso muysencillo. Si
M = 2 y pX(x1) = p = 1− pX(x2), la entropía deX es igual a

H(X) = −p log2 p− (1− p) log2(1− p)
.
= H(p) (9.27)
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Figura 9.10.Entropía de un alfabeto binario en función de la probabilidad de aparición de
uno de los símbolos.

cuyo valor está representado en la Figura 9.10 en función dep. Podemos comprobar que
en los casos en que no existe incertidumbre (p = 0 y p = 1) la entropía es nula. Fuera de
estos casos la entropía es siempre mayor que cero, tomando el valor máximo, un bit, cuando
los símbolos son equiprobables. La funciónH(p) definida en (9.27) recibe el nombre de
función entropía, y no debe confundirse con la entropía de una variable aleatoria, pues su
argumento es un número entre0 y 1.

Podemos extender la definición de entropía a más de una variable aleatoria (por ejem-
plo, a dos símbolos de la secuenciaB[n] del modelo de transmisión de una secuencia in-
definida) sin más que considerar su función de probabilidad conjunta. Para mayor gene-
ralidad, consideramos que la segunda variable aleatoria,Y , tiene un alfabeto deL símbo-
los, {yi, i = 1, . . . , L} y una distribución de probabilidades (marginales){pY (yj), j =
1, . . . , L}. La entropía conjuntadeX e Y con una distribución de probabilidad conjunta
{pX,Y (xi, yj), i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , L},H(X,Y ), se define como

H(X,Y )
.
=

M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
1

pX,Y (xi, yj)
(9.28)

y se mide, al igual que la entropía, en bits.

La interpretación de la entropía conjunta no difiere de la de entropía para una variable
aleatoria porque, al fin y al cabo, el par de variablesX e Y puede considerarse como una
única variable aleatoria vectorial con un alfabeto deML símbolos.

Si las variablesX eY son independientes se cumple quepX,Y (xi, yj) = pX(xi)pY (yj)
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y su entropía conjunta es la suma de las entropías individuales

H(X,Y ) =
M∑

i=1

L∑

j=1

pX(xi)pY (yj) log2
1

pX(xi)pY (yj)

=
M∑

i=1

L∑

j=1

pX(xi)pY (yj) log2
1

pX(xi)
+

M∑

i=1

L∑

j=1

pX(xi)pY (yj) log2
1

pY (yj)

=

M∑

i=1

pX(xi) log2
1

pX(xi)
+

L∑

j=1

pY (yj) log2
1

pY (yj)

= H(X) +H(Y ) (9.29)

Sin embargo, ese es el caso en que la combinación de dos variables produce mayor en-
tropía, ya que si ambas variables no fuesen independientes, el conocimiento del valor de una
de ellas nos eliminaría incertidumbre sobre el valor de la otra. Para medir esta incertidumbre
definimos laentropía condicionalde dos variablesX eY ,H(X|Y ) como

H(X|Y )
.
=

L∑

j=1

pY (yj)H(X|Y = yj)

=
L∑

j=1

pY (yj)
M∑

i=1

pX|Y (xi|yj) log2
1

pX|Y (xi|yj)

=
L∑

j=1

M∑

i=1

pX,Y (xi, yj) log2
1

pX|Y (xi|yj)
(9.30)

dondepX|Y (xi|yj) es la probabilidad deX condicionada aY , que cumple, de acuerdo con
la regla de Bayes, quepX|Y (xi|yj)pY (yj) = pX,Y (xi, yj). La entropía condicional también
se mide en bits.

La entropía condicional puede interpretarse como la medida de la incertidumbre que
tenemos sobre el valor deX una vez que conocemos el valor deY o, visto al contrario,
conocidoY ,H(X|Y ) representa la información nueva que añade el conocimiento deX. Si,
como hemos considerado antes, las variablesX eY fuesen independientes, el conocimiento
del valor de una no elimina incertidumbre con respecto a la otra y se cumple, como podemos
comprobar fácilmente, queH(X|Y ) = H(X).
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Podemos relacionar la entropía conjunta con la condicional de la forma

H(X,Y ) =
M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
1

pX,Y (xi, yj)

=
M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
1

pX(xi)pY |X(yj |xi)

=

M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
1

pX(xi)
+

M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
1

pY |X(yj |xi)

=
M∑

i=1

pX(xi) log2
1

pX(xi)
+

M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
1

pY |X(yj |xi)
= H(X) +H(Y |X) (9.31)

y realizando un desarrollo similar podemos llegar a demostrar que

H(X,Y ) = H(Y ) +H(X|Y ) (9.32)

lo que no quiere decir, por comparación con (9.31), queH(X|Y ) sea igual aH(Y |X),
como podemos comprobar sin más que considerar una situación en la queH(X|Y ) 6= 0 y
H(X) 6= H(Y ).

Información mutua

El concepto que podríamos definir como “contrario” a la entropía condicional es lain-
formación mutuaentre dos variables aleatoriasX eY , I(X;Y ), ya que representa la incer-
tidumbre que hemos eliminado sobre el valor deX mediante el conocimiento del valor de
Y o, visto de otra forma, la información que aportaY sobre el valor que puede tomarX.
Formalmente se define como

I(X;Y )
.
=

M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
pX,Y (xi, yj)

pX(xi)pY (yj)
(9.33)

y se mide en bits.

La información mutua es una medida no negativa,I(X;Y ) ≥ 0, como demostramos en
el Apéndice 9.B. Además, puede expresarse en función de la entropía si reescribimos (9.33)
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de la forma

I(X;Y ) =
M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
pX,Y (xi, yj)

pX(xi)pY (yj)

=
M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
pX|Y (xi|yj)
pX(xi)

=
M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
1

pX(xi)
+

M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2 pX|Y (xi|yj)

=
M∑

i=1

pX(xi) log2
1

pX(xi)
−

M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
1

pX|Y (xi|yj)
= H(X)−H(X|Y ) (9.34)

Con un desarrollo similar llegamos a

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y |X) (9.35)

Bien a partir de la definición (9.33), o bien igualando (9.34) a (9.35), obtenemos que la
información mutua es una medida simétrica

I(X;Y ) = I(Y ;X) (9.36)

Además, sustituyendo (9.32) en (9.34) relacionamos la información mutua conla entropía
conjunta como

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) (9.37)

Estas relaciones podemos expresarlas gráficamente mediante un diagrama de Venn tal y
como se muestra en la Figura 9.11, donde cada uno de los conjuntos representa la entropía de
cada variable,H(X) y H(Y ); la intersección entre ellos es la información mutua,I(X;Y ),
y la unión la entropía conjunta,H(X,Y ). SiX fuese independiente deY ambos conjuntos

I X Y( , )H X Y( | ) H Y X( | )

H X( ) H Y( )

H X Y( , )

Figura 9.11.Relación entre entropía e información mutua.

tendrían intersección nula, y siX fuese igual aY , la entropía condicional de una variable
con respecto a la otra sería nula.

A partir de la definición de información mutua, (9.33), también podemos obtenerla defi-
nición de entropía. Para ello basta considerar la información mutua de una variable consigo
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misma,I(X;X). Teniendo en cuenta que la distribución conjunta de una variable consigo
misma toma la formapX,X(xi, xj) = δ[i− j]pX(xi) tenemos

I(X;X) =
M∑

i=1

M∑

j=1

δ[i− j]pX(xi) log2
δ[i− j]pX(xi)

pX(xi)pX(xj)

=
M∑

i=1

pX(xi) log2
pX(xi)

pX(xi)pX(xi)

=
M∑

i=1

pX(xi) log2
1

pX(xi)

= H(X) (9.38)

De aquí que la entropía también se conoce con el nombre deautoinformación.

9.2.2. Capacidad de canal

Una vez definidos los conceptos de entropía e información mutua estamos en condicio-
nes de determinar la cantidad máxima de información que podemos transmitir por elDMC.
Para ello vamos a calcular la información mutua entre la entrada y la salida del canal y a
través de ella intentaremos averiguar qué parte de la información se transmite yqué parte se
pierde a su paso por el canal.

Para calcular la información entre la entrada,X, y la salida,Y , del DMC es necesario
conocer las distribuciones de probabilidad deX e Y . Conocida una de ellas, por ejemplo,
la distribución de probabilidades de la entrada,{pX(xi), i = 1, . . . ,M}, y haciendo uso
de las probabilidades de transición que definen el DMC,{pY |X(yj |xi), i = 1, . . . ,M, j =
1, . . . , L}, queda determinada la distribución de probabilidad conjunta de la entrada y la
salida,pX,Y (xi, yj) = pY |X(yj |xi)pX(xi). A partir de esta, mediante marginalización, ob-
tenemos la distribución de probabilidades de la salida como

pY (yj) =
M∑

i=1

pX,Y (xi, yj) =
M∑

i=1

pY |X(yj |xi)pX(xi) (9.39)

y tenemos, en definitiva, la caracterización estadística completa de la entraday la salida.
A partir de todas estas distribuciones de probabilidad podemos calcular la información

mutua entre la entrada y la salida del canal; por ejemplo, calculandoH(X),H(Y ),H(X,Y )
y aplicando (9.37).

En primer lugar, podemos decir que la información mutua entre la entrada y la salida del
canal representa la información que aporta la salida del canal sobre la entrada, o la incerti-
dumbre que eliminamos sobre el valor de la entrada conociendo la salida o, endefinitiva, la
información que es transmitida por el canal.

Para aclarar esta idea, emplearemos la igualdad (9.34),I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ) y
analizaremos dos casos extremos en el DMC más sencillo, el BSC: el mejor canal posible,
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esto es, un canal libre de errores (p = 0 ó, alternativamente,p = 1) y el peor canal posible,
es decir, un canal con la máxima probabilidad de error (p = 1/2)2.

La distribución conjunta de probabilidades entrada-salida en el caso en que la probabi-
lidad de error,p, es igual a 0 es la que muestra el Cuadro 9.1. A partir de esta distribución

pX,Y (xi, yj) x1 x2
y1 pX(x1) 0
y2 0 pX(x2)

Cuadro 9.1.Distribución de probabilidades en el BSC conp = 0.

o, simplemente, teniendo en cuenta que cuandop = 0 no se producen errores, podemos
establecer la identidadY = X. Empleando la igualdad (9.38), obtenemos que

I(X;Y ) = H(X)

y, teniendo en cuenta (9.34), obtenemos queH(X|Y ) = 0, lo que también podríamos haber
deducido directamente a partir de la definición de entropía condicional: en nuestro caso,
conocidaY eliminamos toda incertidumbre sobre el valor deX y, por tanto,H(X|Y ) = 0.

La distribución conjunta de probabilidades entrada-salida en el caso en que la proba-
bilidad de error,p, es igual a1/2 es la que muestra el Cuadro 9.2, donde, como era de

pX,Y (xi, yj) x1 x2
y1 pX(x1)/2 pX(x2)/2

y2 pX(x1)/2 pX(x2)/2

Cuadro 9.2.Distribución de probabilidades en el BSC conp = 1/2.

esperar (téngase en cuenta que en esta situación al enviar un símbolo existe tanta probabili-
dad de que aparezca el mismo símbolo como el otro)Y posee una distribución equiprobable
independientemente de la que poseeX o, lo que es lo mismo,X eY son estadísticamente
independientes (pX,Y (xi, yj) = pX(xi)pY (yj)). Como hemos deducido anteriormente, siX
eY son independientes, su información mutua es nula (I(X;Y ) = 0) y, teniendo en cuenta
(9.34), obtenemos queH(X|Y ) = H(X), lo que también podríamos haber deducido direc-
tamente a partir de la definición de entropía condicional: en nuestro caso, elconocimiento
de Y no elimina ninguna incertidumbre sobre el valor deX porque ambas variables son
independientes y, por tanto,H(X|Y ) = H(X).

De estos dos casos extremos podemos extraer las siguientes conclusiones:

La información mutua entre la entrada y la salida del canal es la cantidad de informa-
ción que pasa de la entrada a la salida cuando se utiliza dicho canal. En el caso en el

2Si p fuese mayor de1/2 no hay más que intercambiar los símbolos a la salida para tener una probabilidad
menor que1/2.
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que la probabilidad de error es nula, pasa toda la información (I(X;Y ) = H(X)),
y en el caso en que la entrada y la salida son estadísticamente independientes, se
“pierde” toda la información (I(X;Y ) = 0).

H(X|Y ) puede interpretarse como la información que se “pierde” en el canal, y así
la información que “atraviesa” el canal (I(X;Y )) es igual a la que hay a la entrada
(H(X)) menos la que se “pierde” (H(X|Y )), según (9.34). En el caso en que la
probabilidad de error es cero, la “pérdida” es nula, y en el caso en que la entrada y la
salida son estadísticamente independientes, la “pérdida” es total, es decir, igual a la
información a la entrada del canal.

Estas conclusiones pueden extenderse a cualquier DMC con alfabetos de entrada y salida
de, respectivamente,M y L símbolos.

Ahora bien, la información mutua entre la entrada y la salida del canal es función no
sólo de las probabilidades de transición del canal, sino también de la distribución de proba-
bilidades a la entrada. Si lo que deseamos es una caracterización sólo delcanal, esta debe
ser la cantidad de información que es capaz de atravesar dicho canal. Para determinarla, de-
bemos ensayar todas las posibles distribuciones de entrada, tomando el valor máximo de la
información mutua entre la entrada y la salida como la verdaderacapacidadde transmisión
de información del canal. Formalmente, definimos lacapacidad de canal, C, de un canal
discreto sin memoria, como

C
.
= máx

{pX(xi)}
I(X;Y ) (9.40)

Algunas propiedades de la capacidad de canal son las siguientes:

C ≥ 0, ya queI(X;Y ) ≥ 0.

C ≤ log2M , ya queC = máx I(X;Y ) ≤ máxH(X) = log2M .

C ≤ log2 L, ya queC = máx I(X;Y ) ≤ máxH(Y ) = log2 L.

Para algunos casos sencillos, como el canal binario simétrico, podemos calcular de for-
ma directa la capacidad del canal

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y |X)

= H(Y )−
2∑

i=1

pX(xi)H(Y |X = xi)

= H(Y )−
2∑

i=1

pX(xi)


−

2∑

j=1

pY |X(yj |xi) log2 pY |X(yj |xi)




= H(Y )−
2∑

i=1

pX(xi) (−p log2 p − (1− p) log2(1− p))

= H(Y )−
2∑

i=1

pX(xi)H(p)

= H(Y )−H(p) (9.41)
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dondeH(p) es la función entropía definida en (9.27) y representada en la Figura 9.10. El
máximo de (9.41) se consigue cuando los símbolos de entrada son equiprobables, lo que
produce a la salida símbolos equiprobables y, por tanto,H(Y ) = 1. La capacidadC en este
caso es

C = 1−H(p) bits (9.42)

Para otros casos sencillos podemos obtener demostraciones similares, buscando siempre
la distribución de probabilidades a la entrada que hace máxima la información mutua entre
la entrada y la salida. Sin embargo, no existe un procedimiento estándar que nos permita,
sistemáticamente, obtener la capacidad de un canal discreto sin memoria de manera analí-
tica. Aunque en algunos casos especiales podemos encontrar resultados en la literatura que
ofrecen fórmulas cerradas para el cálculo de la capacidad de canal (véase Problema P9.11),
en general se puede calcular la capacidad de canal para valores concretos de la matriz de ca-
nal mediante técnicas numéricas de optimización no lineal teniendo en cuenta que I(X;Y )
es una función continua respecto al valor de la distribución de probabilidades de entrada,
cóncava y con un único máximo3.

Veamos ahora algunos ejemplos de cálculo de la capacidad de canal. En primer lugar,
calcularemos la capacidad del BSC equivalente al canal digital binario considerado en el
Ejemplo 9.2.

Ejemplo 9.3
Continuando con el Ejemplo 9.2 (recuerde que se obtiene el BSC equivalente a un sistema

de comunicaciones que emplea la constelación que muestra laFigura 4.28 y el codificador del
Ejemplo 4.5, obteniendo laBER expresada en (4.102)), y empleando la fórmula de la capacidad
de un canal BSC previamente obtenida, (9.42), tenemos que para un valor deN0/2 igual a1
(Eb/N0 = 1, 25), que proporcionaba unaBER igual a 0,1197, la capacidad del BSC es de
0,4716 bits por uso del canal. Igualmente, para un valor deN0/2 diez veces menor,0,1, que
proporcionaba unaBER igual a0,0006, la capacidad del BSC es de0,9929 bits por uso del
canal.

Variando de forma continua el valor deN0, obtenemos la relación entre la relación señal a ruido
en el canal (expresada en términos deEb/N0) y la capacidad del canal que muestra la Figura
9.12. En ella podemos apreciar cómo al disminuir la relaciónseñal a ruido la capacidad del canal
tiende a ser nula.

Analicemos ahora el DMC equivalente al canal digital de cuatro símbolos del Ejemplo
9.1.

Ejemplo 9.4
Empleando la constelación que muestra la Figura 4.28, en el Ejemplo 9.1 calculábamos la matriz
de canal del DMC equivalente, (9.5), que particularizábamos para dos valores distintos deN0 en
(9.6) y (9.7).

En este caso no es tan sencillo encontrar analíticamente la distribución de probabilidades a la
entrada del canal que hace máxima la información mutua entrela entrada y la salida del canal.

3Estas propiedades de la información mutua facilitan enormemente los procedimientos de búsqueda del
máximo respecto a la distribución de probabilidades de la entrada.
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Figura 9.12.Capacidad del canal digital binario considerado en el Ejemplo 9.3 en función
deEb/N0.

Podemos, sin embargo, emplear uno de los procedimientos numéricos mencionados anterior-
mente; concretamente, el descrito en [21, Página 367] consistente en, alternativamente, calcular
el conjunto de probabilidades{pX|Y (xi|yj), i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , L} y encontrar la distri-
bución de probabilidades{pX(xi), i = 1, . . . ,M} que hace máximaI(X;Y ) supuestas fijas las
probabilidades{pX|Y (xi|yj), i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , L}. El código de una función Matlab
que implementa este procedimiento podemos encontrarlo en la Figura 9.13 y en el Problema
P9.13 se aborda su desarrollo.

Empleando este procedimiento, los DMC con matrices de canaldadas en (9.6) y (9.7) poseen ca-
pacidades de, respectivamente,1,1095 y 1,9862 bits por uso. Más interesante que estos números
resulta obtener la gráfica de capacidad del canal en función de la relación señal a ruido, como
hicimos en el ejemplo anterior. Esta gráfica puede observarse en la Figura 9.14, donde se muestra
también la distribución de probabilidades para la que se alcanza la capacidad para cada valor de
Es/N0. Resulta interesante ahora establecer las similitudes y diferencias de este comportamiento
con la relación señal a ruido y el mostrado en la Figura 9.12. Por una parte la capacidad crece
cuando lo hace la relación señal a ruido tal y como anteriormente, estando ahora el límite en 2
bits por uso del canal. Por otra, en la Figura 9.14 podemos apreciar dos situaciones distintas: para
valores altos deEs/N0 la capacidad se alcanza cuando los cuatro símbolos de entrada al canal
(recordemos que se corresponden con valores deA[n] de1,−1, 3 y −3) son equiprobables, pero
conforme disminuye la relación señal a ruido, la información mutua se hace máxima aumentando
la probabilidad de los símbolos de mayor amplitud (3 y −3) y disminuyendo la de los símbolos
de menor amplitud (1 y−1) llegando, para valores deEs/N0 menores de 2, a emplear únicamen-
te los símbolos de mayor amplitud, cada uno de ellos con probabilidad0,5. Este comportamiento
nos indica que para relaciones señal a ruido pequeñas una modulación binaria resulta óptima.
Recuérdese también que la distribución de probabilidades para la que se alcanza la capacidad en
el BSC (como es el caso del ejemplo anterior) es siempre la misma, independiente de la relación
señal a ruido.

Si en el proceso de codificación de la secuenciaB[l] a la secuenciaA[n] no hubiese pérdida
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function [c,x]=capacidad(p,tol)
%
% Calcula de la capacidad de un DMC
% entradas:
% p matriz de canal
% tol tolerancia para condicion de parada
% salidas:
% c capacidad del canal
% x distribucion de probabilidades para la que se alcanza
% la capacidad del canal
%

%
[a b]=size(p);
x=ones(1,a)/a; % equiprobabilidad como punto inicial
continuar=1;
while continuar

y=x*p; % p(y)
xy=diag(x)*p; % p(x,y)
q=xy/diag(y); % p(x|y)
aux=prod((q.^p)’);
xn=aux/sum(aux); % p(x) que hace maxima I(x,y) dado p(x|y)
continuar=norm(x-xn)>=tol; % comparacion con la solucion anterior
x=xn; % actualizar p(x)

end
y=x*p;
c=log2(sum(aux)); % capacidad

Figura 9.13.Programa MATLABr que calcula la capacidad de un DMC.

de capacidad, la curva de la Figura 9.12 debería ser exactamente la mitad de la curva de la
Figura 9.14 (haciendo la equivalenciaEs = 2Eb), porque se emplean dos símbolos binarios de la
secuenciaB[l] para codificar cada símbolo de la secuencia. Sin embargo, restando a la capacidad
del DMC que muestra la Figura 9.14 el doble de la capacidad delBSC que muestra la Figura
9.12 obtenemos el resultado que puede verse en la Figura 9.15, donde podemos apreciar que, en
función de la relación a señal a ruido, pueden perderse hastacasi0,6 bits por símbolo binario
transmitido. Aunque la pérdida real es menor debido a la distribución de probabilidades para la
que se alcanza la capacidad tal y como se ha discutido antes, la conclusión que podemos extraer
de este ejemplo es que incluso un proceso tan “inocuo” como lacodificación de los símbolos de
entrada a los símbolos de la constelación puede producir unapérdida de fiabilidad del sistema de
comunicaciones.

Un último comentario respecto a la capacidad de canal en relación con estos ejemplos:
hay que recordar que la capacidad representa el límite superior de la información que atra-
viesa el canal, y que ante una determinada distribución de probabilidades ala entrada del
canal, la información que realmente atraviesa el canal es la información mutuaentre la en-
trada y la salida.
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Figura 9.14.Capacidad del canal discreto sin memoria considerado en el Ejemplo 9.4 en
función deEs/N0 y distribución de probabilidades para la que se alcanza la capacidad.

9.2.3. Teorema de codificación de canal

Hasta ahora lo único que hemos hecho es definir la capacidad de canal como la máxima
información que es capaz de atravesarlo, lo que, en sí mismo, no es de utilidad si no somos
capaces de demostrar que es posible transmitir esa cantidad de información (la capacidad)
de manera fiable.

Tomemos como ejemplo el BSC. Si la probabilidad de errorp es igual a cero podemos
transmitir un símbolo binario de manera fiable sin más que presentarlo a la entradadel
canal. En este caso, el símbolo binario puede contener un bit de información (si los dos
posibles símbolos son equiprobables), la capacidad del canal es igual a1 bit por uso, y la
cantidad de información que podemos transmitir de manera fiable es igual a la capacidad del
canal. Ahora bien, ¿podemos mantener esta conclusión cuandop es no nula? Veamos con
un ejemplo lo que sucede en este caso.

Ejemplo 9.5
Consideremos ahora el caso de BSC conp = 0,15, que nos da una capacidad de0,39 bits por
uso del canal, insuficiente para transmitir un símbolo binario equiprobable. Una estrategia que
podemos adoptar es utilizar tres veces de manera consecutiva el BSC para transmitir un símbolo
binario, con la intención de obtener una capacidad de3 · 0,39 = 1,17 bits4. La opción más
sencilla es transmitir las tres veces el mismo símbolo, decidiendo por mayoría a la salida del

4Este valor de capacidad no es exacto, aunque sirve igualmente para ilustrar la necesidad de un
mecanismo de codificación cuando el canal es ruidoso. La razón de lainexactitud viene derivada del
hecho de que los usos del canal no son independientes. Si los usos del BSC son independientes,
I((X[1], X[2], X[3]); (Y [1], Y [2], Y [3])) = I(X[1];Y [1]) + I(X[2];Y [2]) + I(X[2];Y [2]) y se suman las
capacidades, pero en realidad nuestro alfabeto de entrada es binario porque sólo vamos a transmitir un símbolo
binario. Más adelante calcularemos la capacidad exacta en este supuesto.
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Figura 9.15.Pérdida de capacidad en el proceso de codificación de la secuenciaB[l] a la
secuenciaA[n] por símbolo transmitido de esta última en el sistema considerado en los
Ejemplos 9.3 y 9.4, en función deEs/N0.

canal: si los tres símbolos recibidos son el mismo, se decideque fue transmitido ese símbolo, y
en el caso en que los tres símbolos recibidos no sean el mismo,se decide que fue transmitido
aquél que se haya recibido dos veces. Para que se produzca un error han de recibirse más de dos
símbolos erróneos, lo que se produce con una probabilidad3p2(1 − p) + p3, que es menor que
p cuando0 < p < 0,5, lo que demuestra que ha aumentado la fiabilidad de la transmisión5. En
nuestro caso, hemos pasado de una probabilidad de errorp = 0,15 a una probabilidad de error
3p2(1 − p) + p3 = 0,0607, aunque aún no podemos calificar como fiable la transmisión porque
existe una probabilidad de error no nula.

Canal
discreto

sin memoria

B l[ ] ][ˆ lB

Codificador
DMC

X i[ ]

Decodificador
DMC

Y i[ ]

1 2 n1 2 n1 2 k 1 2 k

Figura 9.16.Codificador y decodificador para un canal discreto sin memoria.

En este ejemplo hemos utilizado lo que se conoce como uncódigo para un DMC(no
necesariamente un BSC), cuyo funcionamiento vamos a explicar con ayudade la Figura
9.16. Un código está compuesto por el codificador, que lleva a cabo lafunción de codifica-
ción, y el decodificador, que lleva a cabo lafunción de decodificación. El codificador tiene
como entrada un vector dek símbolos binarios, que define un alfabeto de entrada (al codifi-
cador), formalmente denominadoconjunto de índices, de2k elementos. Ante cada entrada,

53p2(1− p) + p3 = 3p2 − 2p3 < 3
2
p− 1

4
< p.
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el codificador genera como salida un vector den símbolos de entrada al DMC, haciendo
corresponder a cada combinación dek símbolos binarios una combinación den símbolos
del DMC o palabra código. En estas condiciones, decimos que es un código(n, k), y el
valor den suele denominarselongitud del código. El conjunto de todas las palabras código
(2k) recibe el nombre dediccionario de códigos. Los vectores de entrada al codificador son
el resultado de dividir la secuencia de entrada en bloques dek símbolos, y mediante la con-
catenación de los vectores de salida del codificador se forma la secuencia X[i] de entrada
al DMC. El decodificador funciona de manera recíproca, asignando acada combinación de
n símbolos de salida del DMC una combinación dek símbolos binarios. Formalmente, un
código(n, k) queda definido por el conjunto de índices y las funciones de codificacióny
decodificación.

Para simplificar la notación de lo que sigue vamos a considerar la transmisión deuna
única palabra código6. Denotamos los vectores de símbolos de entrada al codificador y salida
del decodificador, respectivamente, como

B =




B[0]
B[1]

...
B[k − 1]


 B̂ =




B̂[0]

B̂[1]
...

B̂[k − 1]


 (9.43)

ambos con el mismo alfabeto,{bi, i = 1, . . . , 2k}. Denotamos también los vectores de
símbolos de entrada y salida del DMC cuando se transmite una palabra códigocomo

X =




X[0]
X[1]

...
X[n− 1]


 Y =




Y [0]
Y [1]

...
Y [n− 1]


 (9.44)

cuyos alfabetos son{xl, l = 1, . . . ,Mn} y {yj , j = 1, . . . , Ln}, respectivamente. El co-
ciente entre el número de bits de entrada7 al codificador,k, y el número de veces que se
utiliza el DMC para transmitir una palabra código o longitud del código,n, se denomina
tasa de transmisióno, simplemente,tasa; se denota comoR y se mide en bits por uso del
DMC

R =
k

n
bits por uso (9.45)

El codificador asigna a cada vectorbi una palabra código de entre los posibles vectores
{xl, l = 1, . . . ,Mn} de la formabi −→ x(i). Si el objetivo es lograr una transmisión

6Esta simplificación no le resta generalidad a nuestro planteamiento puesto que los símbolos de la secuencia
B[l] son independientes y el canal es sin memoria. Por otra parte, el planteamiento general del teorema de
codificación de canal es más general que el aquí realizado, ya que no necesita que el número de índices del
código sea una potencia de 2, lo que tampoco resta generalidad a nuestroplanteamiento.

7Nos referiremos indistintamente a símbolos binarios o bits, dado que los símbolos de la secuenciaB[l] son
estadísticamente independientes y equiprobables y, por tanto, cada uno contiene un bit de información.
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fiable en canales con errores, el número de palabras código,2k, será menor que el número
de posibles vectoresxl, Mn. A primera vista esto puede parecer un contrasentido si tene-
mos en cuenta el siguiente razonamiento: para transmitir una palabra código empleamosn
veces consecutivas el DMC, con lo que disponemos de una capacidad máxima denC bits,
siendoC la capacidad del DMC; al omitir algunos vectoresxl (los que no son palabras
código) estamos, en apariencia, reduciendo la capacidad. Ilustremos este razonamiento con
un ejemplo.

Ejemplo 9.6
Retomando el Ejemplo 9.5, tenemos un caso en quek = 1, n = 3,M = L = 2 (canal binario),
C = 0,39 bits y una capacidad máxima por palabra código de3 · 0,39 = 1,17 bits. Sin embargo,
de los ocho posibles valores dexl,



0
0
0


 ,



0
0
1


 ,



0
1
0


 ,



0
1
1


 ,



1
0
0


 ,



1
0
1


 ,



1
1
0


 y



1
1
1




sólo se emplean dos 

0
0
0


 y



1
1
1




Si calculamos la capacidad de un canal que tiene estas dos entradas y las ocho posibles salidas
correspondientes a los tres usos consecutivos del BSC, su capacidad resulta ser0,7365 bits, y no
los3 · 0,39 = 1,17 bits.

El resultado es aún más desalentador si tenemos en cuenta el decodificador. Empleando el deco-
dificador por mayoría que se planteaba (no hay otro mejor siempre quep < 0,5), la probabilidad
de error por bit transmitido era0,0607, lo que a su vez es asimilable a un BSC con capacidad
0,6696 bits.

La razón de esta pérdida radica en el hecho de quenC bits es la capacidad del canal que
tiene como alfabeto de entrada{xl, l = 1, . . . ,Mn}, como alfabeto de salida{yj , j =
1, . . . , Ln} y unas probabilidades de transición derivadas den usos independientes del DMC

pY |X(yj |xl) =

n−1∏

i=0

pY |X(yj [i]|xl[i]) l = 1, . . . ,Mn j = 1, . . . , Ln (9.46)

pero, en realidad, la capacidad de que disponemos es la de un canal con{x(i), i = 1, . . . , 2k}
como alfabeto de entrada,{yj , j = 1, . . . , Ln} como alfabeto de salida y las mismas pro-
babilidades de transición si consideramos el canal hasta la entrada del decodificador, y
{b̂i, i = 1, . . . , 2k} como alfabeto de salida si consideramos hasta la salida del decodifi-
cador; en este último caso con unas probabilidades de transición resultantes de aplicar la
función de decodificación a (9.46).

La cuestión radica en encontrar la forma de hacer esta pérdida despreciable mantenien-
do la misma tasa de transmisión,R. Veamos con un ejemplo qué sucede en este caso al
aumentar el valor den.
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Ejemplo 9.7
Continuando con los Ejemplos 9.5 y 9.6, consideramos el mismo canal BSC conp = 0,15, y

vamos a plantear y analizar distintos codificadores y decodificadores para distintos valores dek,
escogiendon = 3k para mantener la tasaR igual a1/3 como en los ejemplos anteriores.

En lugar de repetir cada símbolo binario tres veces para formar la palabra código, vamos a pro-
ceder de la siguiente manera: escogeremos las2k palabras código como aquéllas, de entre las
2n = 23k posibles, que se diferencian entre sí en el mayor número de símbolos. Por ejemplo,
parak = 2 podrían ser las4 siguientes








0
0
0
0
0
0



,




0
1
1
0
1
1



,




1
1
0
1
1
0



,




1
0
1
1
0
1








(9.47)

donde podemos comprobar cómo cualesquiera dos se diferencian entre sí en cuatro símbolos
binarios. Estas palabras código no son las únicas que cumplen este criterio (basta con reordenar
simultáneamente las filas de cada vector para tener otro diccionario de códigos) pero nos basta
con encontrar uno. Téngase en cuenta que el criterio es muy similar al criterio para el diseño
de constelaciones en el Apartado 4.4.3: hacer máxima la distancia entre símbolos, siendo la
única diferencia la medida de distancia que utilizamos ahora (número de símbolos distintos en el
vector).

Podríamos diseñar ahora el decodificador bajo el criterio MAP o bajo el criterio ML, pues el
decodificador no es otra cosa que un decisor, pero vamos a diseñar aquí uno que nos permita un
análisis más simple. Como vimos en el Apartado 4.4.1, un decisor queda especificado unívoca-
mente mediante sus regiones de decisión, que en este caso sonsubconjuntos del alfabeto de salida
del BSC,{yj , j = 1, . . . , 2n}. Bastará, por tanto, con asignar un conjunto de símbolos de salida
a cada una de las2k palabras código transmitidas. Por diseño, cada uno de estos2k conjuntos
tendrá exactamente2n/2k = 2n−k = 22k elementos; precisamente aquellos que difieren en me-
nor o igual número de símbolos binarios de la palabra código asociada. Así, por ejemplo, para el
diccionario de códigos de (9.47), una posible elección (queno la única) de conjunto asociado a la
palabra código compuesta por seis ceros sería el constituido por los siguiente24 = 16 vectores



0
0
0
0
0
0



,




0
0
0
0
0
1



,




0
0
0
0
1
0



,




0
0
0
1
0
0



,




0
0
1
0
0
0



,




0
1
0
0
0
0



,




1
0
0
0
0
0



,




1
1
0
0
0
0



,




0
1
1
0
0
0



,




0
0
1
1
0
0



,




0
0
0
1
1
0



,




0
0
0
0
1
1



,




0
0
0
1
0
1



,




0
0
1
0
1
0



,




0
1
0
1
0
0



,




1
0
1
0
0
0




Con este diseño, el análisis de la probabilidad de error media por palabra código se simplifica,
ya que podemos averiguar fácilmente cuántas salidas difieren en un número dado de símbolos de
una dada. Esta probabilidad de error se muestra en función den en la Figura 9.17, donde se han
incluido además las curvas correspondientes a otras probabilidades de error del BSC distinta de
la empleada hasta ahora,p = 0,15.

Analizando con un poco de detalle los resultados de la Figura 9.17 comprenderemos lo sor-
prendentes que resultan. Paran = 1500 y p = 0,15 (el caso que hemos estado analizando),
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Figura 9.17.Probabilidad de error de palabra código en escala logarítmica (izquierda) y
natural (derecha) correspondiente al código del Ejemplo 9.7 en función de la longitud del
código,n, para distintas probabilidades de error del BSC,p.

la probabilidad de error por palabra código es aproximadamente3 ·10−3 o, equivalentemen-
te, la probabilidad de que una palabra código sea recibida correctamente es de0,997. Cada
palabra código, en este caso, contiene500 bits (1500/3), lo que equivale (en promedio) a
que la probabilidad de que500 bits consecutivos se reciban de forma correcta sea0,997. Si
pensamos en un sistema de comunicaciones con unaBER determinada, la probabilidad de
que 500 bits consecutivos se reciban sin error es(1 − BER)500, e igualando esta cantidad
a 0,997 y despejando, obtenemos queBER ≈ 3·10−3

500 = 6 · 10−6. Lo sorprendente de los
resultados radica en que, al aumentarn, no sólo disminuye laBER, sino también la pro-
babilidad de error por palabra código (recordemos que al aumentarn también aumenta el
número de bits que contiene cada palabra código con una tasa igual anR).

En la Figura 9.17 también podemos apreciar cómo para algunos valores dep del BSC
distintos dep = 0,15 la probabilidad de error también disminuye cuando aumentan, mien-
tras que para otros, no. Calculando la capacidad del BSC para esos valores dep, tenemos
queC = 0,2985 parap = 0,19, C = 0,3423 parap = 0,17, C = 0,3902 parap = 0,15 y
C = 0,4426 parap = 0,13. Curiosamente, cuandoC > R la probabilidad de error decrece
al aumentarn, y cuandoC < R la probabilidad de error aumenta. El decaimiento, cuando
C > R, es aproximadamente exponencial para valores den suficientemente grandes, es-
tando en relación directa la tasa de decaimiento con la diferencia entreC y R: si mayor es
la diferencia entreC y R más rápidamente decae, y viceversa. Técnicamente, este error se
acota superiormente por una exponencial decreciente de la formae−ne(R), siendoe(R) una
función denominadaexponente de errorque depende de la tasaR para unas condiciones
dadas (en nuestro caso, para unaC dada).

Desgraciadamente, no todos los códigos presentan un comportamiento como el del
Ejemplo 9.7. Sin ir más lejos, la secuencia de códigos que resulta de repetir tresveces el
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símbolo a transmitir, tal y como lo hemos hecho en los Ejemplos 9.5 y 9.6 (técnicamente,
los códigos de repetición de tasa1/3) presenta un comportamiento en el que la probabili-
dad de error de palabra código tiende a1 cuando aumentamosn para cualquier valor dep
distinto de0 (y de1). También podemos encontrar códigos que funcionen mejor que el del
Ejemplo 9.7: códigos en los que el decrecimiento de la probabilidad de error de palabra có-
digo sea más rápido para las mismas condiciones o, equivalentemente, con mayor exponente
del error. En cualquier caso, lo único importante a reseñar aquí es queel comportamiento
va a depender del código concreto, pero que al menos existe un códigopara el que la proba-
bilidad de error de palabra código tiende exponencialmente a cero conforme aumentamosn
cuandoR < C.

Otra conclusión importante que podemos obtener es que, en general, va a ser imposible
realizar una transmisión libre de errores pero, sin embargo, podemos conseguir una proba-
bilidad de error tan pequeña como queramos sin más que hacern lo suficientemente grande.
Esta es, precisamente, la base para definir el términofiabilidad de la transmisiónque hemos
venido utilizando repetidamente a lo largo del capítulo.

Definiremos formalmente en primer lugar laprobabilidad de error de una palabra código
de un código de longitudn como

Pe(i, n) = Pr(B̂ 6= bi|B = bi) (9.48)

La probabilidad de error máximade un código de longitudn como

Pe(máx, n) = máx
i∈{1,...,2k}

Pe(i, n) (9.49)

y la probabilidad de error mediade un código de longitudn como

Pe(med, n) =
1

2k

2k∑

i=1

Pe(i, n) (9.50)

Decimos que podemos realizar unatransmisión fiablea una tasaR si existe una secuen-
cia de códigos(n, ⌈nR⌉) (donde⌈nR⌉ denota el entero más pequeño que es mayor que
nR) tal que la probabilidad de error máxima,Pe(máx, n), tiende a cero cuandon tiende a
infinito. Formalmente, si para todoǫ > 0 existe una secuencia de códigos(n, ⌈nR⌉) y un
valorn0 para el quePe(máx, n) < ǫ cuandon > n0.

Queda claro, a partir de esta definición, que con códigos como los del Ejemplo 9.7 es
posible realizar una transmisión fiable a determinadas tasas. Básicamente, hay que escoger
la fiabilidad (probabilidad de error) deseada y, a partir de curvas como las de la Figura 9.17
o de cotas de estas curvas, determinar el valor den mínimo para el que se cumple el criterio
fijado. Existe un pequeño detalle en este razonamiento, y es que la definiciónde transmisión
fiable habla de probabilidad de error máxima y no media (como la mostrada en la curva):
sorprendentemente, ambas se encuentran muy cerca para valores den grandes debido a la
ley de los grandes números.

En la definición de transmisión fiable, la tasaR juega el mismo papel que la informa-
ción mutua en la definición de capacidad: es una medida de la información que atraviesa

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



9.2 CANALES DIGITALES 559

un canal. Mientras que la información mutua nos da una medida de la cantidad deinfor-
mación que atraviesa un canal (exactamente la información a la entrada menosla pérdida
de información,I(X;Y ) = H(X) −H(X|Y )), la tasa en una transmisión fiable nos dice
la cantidad de información que está atravesando el canal con una pérdida de información
tan pequeña como queramos. Algunos autores definen una capacidad “operativa” del canal
como la máxima tasa alcanzable para un canal dado, en contraposición a la capacidad de ca-
nal tal y como la hemos definido, que es denominada como capacidad “de información” del
canal. En realidad, esa doble definición no es necesaria porque ambos conceptos de capaci-
dad coinciden, tal y como demuestra el conocido comoteorema de codificación de canalo
segundo teorema de Shannon, que enunciamos formalmente a continuación.

El teorema dice:Es posible realizar una transmisión fiable a una tasaR por un DMC de
capacidadC siR ≤ C. Además, toda transmisión fiable a través de un DMC de capacidad
C debe realizarse a tasasR ≤ C.

A causa de este teorema es común referirse a la capacidadC comolímite de Shannono
límite de Shannon de la capacidad del canal, asociando el concepto de distanciaal límite de
Shannoncon la diferencia entreC y R.

Aunque el teorema de codificación canal nos garantiza además que existeun codificador
de tasaR = C con el que podemos realizar una transmisión fiable, las dificultades para di-
señarlo y realizarlo son numerosas, como comprobaremos retomando uno de los resultados
del Ejemplo 9.7: aquél que nos permitía obtener unaBER ≈ 6 · 10−6 sobre un BSC con
p = 0,15 empleando un codificador conR = 1/3. Ciertamente la ganancia es espectacular,
pero para obtenerla era necesario fijarn = 1500 y k = 500. Esto nos lleva a utilizar un dic-
cionario con2500 ≈ 10150 palabras código de1500 símbolos binarios cada una. El primer
problema lo tenemos para encontrar esas2500 palabras código de entre un total de21500 sin
que podamos decira priori que posean ninguna característica que nos permita diferenciarlas
del resto. Supuesto que hayamos resuelto el monstruoso problema de búsqueda, tenemos
que almacenar en el codificador y en el decodificador esas2500 palabras. Para realizar la
decodificación tenemos, en general, dos opciones (si las palabras código no poseen ninguna
estructura): una de ellas es comparar el vectorY recibido con cada una de las2500 pala-
bras código, y otra opción es tener una memoria con21500 posiciones, indicando en cada
una de ellas la palabra código que corresponde a cada posible valor deY . En resumen, nos
encontramos con uncrecimiento exponencial de la complejidaddel código con respecto a
su longitudn.

Otra manifestación de la dificultad intrínseca del problema de codificación de canal la
encontramos también en el Ejemplo 9.7, y concretamente en la Figura 9.17: cuanto más se
acerca la tasaR a la capacidad del canal más lentamente disminuye el error (técnicamente,
más pequeño es el exponente de errore(R)) y, por tanto, mayores serán los valores den y k
necesarios para alcanzar una fiabilidad determinada.

En el Capítulo 10 se presentarán códigos con buenas prestaciones (altoexponente de
error para una tasaR dada) y que no presentan este crecimiento exponencial de la comple-
jidad conn. La idea general en la mayoría de esos diseños para limitar la complejidad es
encontrar funciones (fórmulas) que permitan generar de forma analítica las palabras código
y algoritmos que, en decodificación, permitan convertir la dependencia de lacomplejidad de
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exponencial a polinómica (por ejemplo, lineal).
Aún salvando el problema de la complejidad de codificadores y decodificadores, persiste

otro que puede ser crítico en determinadas aplicaciones: el retardo. En este mismo ejemplo
que venimos utilizando es necesario trasmitir1500 símbolos binarios para poder decodificar
una palabra, lo que impone el retardo correspondiente a recibir500 símbolos de entrada al
codificador, más el retardo de transmitir1500 símbolos por el canal, más el retardo corres-
pondiente a ofrecer500 símbolos de salida del decodificador. Un tipo de códigos con bajo
retardo (en relación a la longitud del código) son los códigos convolucionales, que también
serán tratados en el Capítulo 10.

9.3. CANAL GAUSIANO

Consideraremos a continuación el canal gausiano con un desarrollo paralelo al del apar-
tado precedente, pero ahora con distribuciones de probabilidad continuas8 en lugar de dis-
cretas: en primer lugar las medidas de información, para continuar con el análisis de la
capacidad del canal gausiano y finalizar con el teorema de codificaciónde canal.

Sin embargo, hay que ser cuidadoso al hacer comparaciones entre los conceptos de en-
tropía e información sobre distribuciones continuas y discretas de probabilidad porque algu-
nos no resultan equivalentes. No en vano, el propio Shannon conjeturaba que la naturaleza
de la información es inherentemente discreta; está asociada a la dicotomía, a la elección
entre un conjunto numerable de opciones.

9.3.1. Información mutua y entropía diferencial

Las definiciones de entropía e información mutua para variables aleatorias discretas pue-
den interpretarse como la esperanza matemática de una determinada función:el logaritmo
del inverso de la probabilidad en el caso de la entropía de una variable aleatoria y el logarit-
mo del cociente entre la probabilidad conjunta y el producto de las probabilidades margina-
les de dos variables aleatorias en el caso de la información mutua.

Para definir sus equivalentes sobre variables aleatorias continuas no hay más que aplicar
el operador esperanza matemática sobre la misma función. Comenzaremos con la definición
de información mutua, analizando la relación con la misma medida para variables aleatorias
discretas.

Definimos lainformación mutua, I(X;Y ), entre dos variables aleatoriasX e Y con
función de densidad de probabilidad conjuntafX,Y (x, y) y funciones de densidad de proba-
bilidad marginalesfX(x) y fY (y), respectivamente, como

I(X;Y )
.
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) log2

fX,Y (x, y)

fX(x)fY (y)
dx dy (9.51)

8Siempre que no exista confusión, nos referiremos a las variables aleatorias con función de densidad de pro-
babilidad continua como variables aleatorias continuas o variables aleatorias con distribución continua. Análo-
gamente, nos referiremos a las variables aleatorias con distribución discreta de probabilidad como variables
aleatorias discretas.
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y se mide en bits. También por definición, hacemos0 · log2 0 = 0 para evitar ambigüedades.
Además es necesario añadir el “si la integral existe”, como en toda definición que incluye
una integral.

Al igual que para variables aleatorias discretas, para las variables aleatorias continuas la
información mutua representa la incertidumbre que hemos eliminado sobre el valor deX
mediante el conocimiento del valor deY , o la información que aportaY sobre el valor que
puede tomarX. La relación entre ambas definiciones, (9.51) y (9.33), podemos establecerla
de la siguiente manera: dividimos el dominio de la variable aleatoria continua (la recta real,
por ejemplo) en intervalos disjuntos de igual longitud, y creamos una variablealeatoria dis-
creta con tantos valores distintos como intervalos hemos obtenido, siendo la probabilidad
de cada uno de los valores igual a la probabilidad de que la variable aleatoria continua tome
valor en el intervalo correspondiente. Siguiendo este procedimiento, en el Apéndice 9.C se
demuestra que cuando la longitud del intervalo tiende a cero y, por tanto, lasvariables alea-
torias discretas tienden a las continuas, la información mutua entre las variables aleatorias
discretas tiende a la información mutua definida en (9.51).

Esta equivalencia hace también que la información mutua, tal como queda definida en
(9.51), sea una medida no negativa (I(X;Y ) ≥ 0) que toma valor cero sólo si las variables
aleatorias son estadísticamente independientes, y simétrica (I(X;Y ) = I(Y ;X)).

Manipulando la definición de información mutua obtenemos

I(X;Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) log2

fX,Y (x, y)

fX(x)fY (y)
dx dy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX|Y (x|y)fY (y) log2

fX|Y (x|y)fY (y)
fX(x)fY (y)

dx dy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX|Y (x|y)fY (y) log2

fX|Y (x|y)
fX(x)

dx dy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX|Y (x|y)fY (y) log2

1

fX(x)
dx dy

−
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX|Y (x|y)fY (y) log2

1

fX|Y (x|y)
dx dy

=

∫ ∞

−∞
fX(x) log2

1

fX(x)
dx

−
∫ ∞

−∞
fY (y)

∫ ∞

−∞
fX|Y (x|y) log2

1

fX|Y (x|y)
dx dy (9.52)

donde el primero de los sumandos es la esperanza delog2
1

fX(x) , el equivalente para varia-

bles aleatorias continuas de la entropía, y el segundo es la esperanza delog2
1

fX|Y (x|y) , el

equivalente a la entropía condicional.
Formalmente, definimos laentropía diferencial, h(X), de una variable aleatoriaX con

función de densidad de probabilidadfX(x) como

h(X)
.
=

∫ ∞

−∞
fX(x) log2

1

fX(x)
dx (9.53)
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Definimos también laentropía diferencial conjunta, h(X,Y ), de dos variables aleatoriasX
eY con función de densidad de probabilidad conjuntafX,Y (x, y) como

h(X,Y )
.
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) log2

1

fX,Y (x, y)
dx dy (9.54)

y definimos laentropía diferencial condicional, h(X|Y ), entre dos variables aleatoriasX e
Y con función de densidad de probabilidad conjuntafX,Y (x, y) como

h(X|Y )
.
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) log2

1

fX|Y (x|y)
dx dy

=

∫ ∞

−∞
fY (y)

∫ ∞

−∞
fX|Y (x|y) log2

1

fX|Y (x|y)
dx dy (9.55)

El uso del calificativo “diferencial” en la definición de la entropía y el empleo de la letra
h minúscula en la notación están motivados porqueh(X) y H(X) son medidas distintas.
Aplicando el procedimiento de definición de una variable aleatoria discreta apartir de una
continua descrito anteriormente, tal y como se realiza en el Apéndice 9.C, sedemuestra que
cuando la longitud del intervalo tiende a cero y, por tanto, las variables aleatorias discretas
tienden a las continuas, la entropía tiende a infinito aun cuando la entropía diferencial es una
cantidad finita.

Una vez definida la entropía diferencial, podemos reescribir la informaciónmutua en
función de aquélla sin más que sustituir las definiciones en (9.52), dando como resultado

I(X;Y ) = h(X)− h(X|Y ) (9.56)

ecuación análoga a su equivalente para variables aleatorias discretas,(9.34). Dada la simetría
de la información mutua (9.56) también puede escribirse como

I(X;Y ) = h(Y )− h(Y |X) (9.57)

El hecho de que podamos expresar la información mutua en función de la entropía di-
ferencial empleando las mismas expresiones que para la entropía de variables aleatorias
discretas no debe hacernos creer que la entropía diferencial posee las mismas propiedades
que la entropía. Por ejemplo, la entropía diferencial puede ser negativa,como comprobamos
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.8
Una variable aleatoriaX con función de densidad de probabilidad uniforme entre0 y a posee

una entropía diferencial

h(X) =

∫ a

0

1

a
log2

1

1/a
dx = log2 a

∫ a

0

1

a
dx = log2 a

que puede ser positiva o negativa dependiendo del valor dea.
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Tampoco está acotada, como podemos comprobar con el mismo ejemplo sin más quehacer
quea tienda a cero o a infinito.

Resulta también interesante comprobar cómo varía la entropía diferencial frente a las
transformaciones más frecuentes de una variable aleatoria. Por ejemplo, lastraslaciones
no afectan a la entropía diferencial, como podemos comprobar construyendo una variable
aleatoriaY como suma de una variable aleatoriaX y una constante realc, Y = X + c. La
función de densidad de probabilidad deY es, de acuerdo con (3.49),fY (y) = fX(y − c), y
su entropía diferencial

h(Y ) =

∫ ∞

−∞
fX(y− c) log2

1

fX(y − c) dy =

∫ ∞

−∞
fX(x) log2

1

fX(x)
dx = h(X) (9.58)

la misma que la deX. Verifiquemos ahora el caso de los escalados, construyendo la variable
aleatoriaY como el producto de una variable aleatoriaX por una constante reala, Y = aX.
La función de densidad de probabilidad deY es

fY (y) =
1

|a|fX
(y
a

)

y su entropía diferencial

h(Y ) =

∫ ∞

−∞

1

|a|fX
(y
a

)
log2

(
1

1
|a|fX

(y
a

)
)
dy

=

∫ ∞

−∞
fX

(y
a

)(
log2

(
1

fX
(y
a

)
)

+ log2 (|a|)
)
dy

|a|

=

∫ ∞

−∞
fX(x) log2

1

fX(x)
dx+ log2 |a|

= h(X) + log2 |a| (9.59)

9.3.2. Capacidad del canal gausiano

En la Página 538 definimos el canal gausiano como aquél que relaciona dos variables
aleatorias continuasX e Y mediante una función de densidad de probabilidad condicio-
nal fY |X(y|x) gausiana de mediaX y varianzaσ2. Alternativamente, también podíamos
definirlo mediante la relación

Y = X + Z (9.60)

dondeZ es una variable aleatoria gausiana de media nula, varianzaσ2 y estadísticamente
independiente deX. Nuestro objetivo ahora es calcular su capacidad.

La definición de capacidad de canal sigue siendo la misma que para variables aleatorias
discretas: la máxima información mutua entre la entrada y la salida del canal obtenida sobre
las distribuciones de la señal de entrada.

Aplicando esta definición, la capacidad del canal gausiano sería infinita ya que la en-
tropía diferencial no está acotada y, por lo tanto, tampoco la información mutua. Para com-
probar este punto, basta con considerar como entrada al canal,X, una variable aleatoria
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uniformemente distribuida como la del Ejemplo 9.8 con un valor dea que tienda a infini-
to. En este caso,h(X) = ∞ y, de acuerdo con (9.60),h(X|Y ) = h(−Z) = h(Z) que,
como demostraremos más adelante, es una cantidad finita porque la varianza deZ también
es una cantidad finita,σ2. Aplicando (9.56) tenemos queI(X;Y ) = ∞. Una explicación
más intuitiva pero menos formal es la siguiente: como la potencia del ruido aditivo es fija,
si podemos hacer la potencia de la señal de entrada tan grande como queramos podemos
hacer la relación señal a ruido tan grande como queramos; en consecuencia, la salida será
tan parecida a la entrada como queramos y podremos transmitir tanta informacióncomo
queramos.

Como este resultado carece de utilidad, impondremos como restricción adicional la limi-
tación de la varianza de la entrada del canal,X, y definimos lacapacidad del canal gausiano
con limitación de potenciao, simplemente,capacidad del canal gausianocomo

C
.
= máx

{fX(x):E{X2}≤P}
I(X;Y ) (9.61)

siendoX e Y , respectivamente, la entrada y la salida del canal gausiano descrito anterior-
mente.

Para calcular la capacidad expresamos la información mutua en función de las entropías
de la entrada y del ruido empleando (9.57) y (9.60)

I(X;Y ) = h(Y )− h(Y |X) = h(X + Z)− h(Z) (9.62)

Calculamos en primer lugar la entropía diferencial deZ

h(Z) =

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

e−
z2

2σ2 log2
1

1√
2πσ

e−
z2

2σ2

dz

=

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

e−
z2

2σ2

(
1

2
log2 2πσ

2 +
z2

2σ2
log2 e

)
dz

=
1

2
log2 2πσ

2

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

e−
z2

2σ2 dz +
log2 e

2σ2

∫ ∞

−∞
z2

1√
2πσ

e−
z2

2σ2 dz

=
1

2
log2 2πσ

2 +
log2 e

2σ2
σ2

=
1

2
log2 2πeσ

2 (9.63)

que resulta depender sólo de su varianza9. Ahora, para encontrar la función de densidad de
probabilidad que define la capacidad necesitamos el siguiente resultado, que demostraremos
a continuación:supuesta fija la varianza de una variable aleatoria, la función de densidadde
probabilidad que hace máxima su entropía diferencial es la gausiana.

Para simplificar la demostración de este resultado vamos a considerar únicamente va-
riables aleatorias de media nula, ya que cualquier traslación sobre la variable aleatoria no

9AunqueZ fuese una variable aleatoria gausiana de media no nula, de acuerdo con(9.58), su entropía
diferencial seguiría dependiendo únicamente de su varianza.
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modifica su entropía, como vimos en (9.58). Consideremos dos variables aleatorias,Z y
Z ′, ambas de media nula y varianzaσ2; Z posee una función de densidad de probabilidad
gausiana yZ ′ puede, en principio, tener cualquier función de densidad de probabilidad. Va-
mos a demostrar que, en estas condiciones, se cumple queh(Z) ≥ h(Z ′), verificándose
la igualdad sólo siZ ′ posee una función de densidad de probabilidad gausiana, lo que de-
muestra que una variable aleatoria gausiana es la de mayor entropía diferencial a igualdad
de varianza.

La esperanza respecto aZ ′ de la funciónlog2
1

1√
2πσ

e
− z′2

2σ2

resulta ser

∫ ∞

−∞
log2

1

1√
2πσ

e−
z′2
2σ2

fZ′(z′) dz′ =

=

∫ ∞

−∞

(
1

2
log2 2πσ

2 +
z′2

2σ2
log2 e

)
fZ′(z′) dz′ =

1

2
log2 2πeσ

2

independiente de la función de densidad de probabilidad deZ ′ siempre que su media sea
nula y su varianza seaσ2. La diferencia de entropías entreZ y Z ′ es

h(Z)− h(Z ′) =

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

e−
z2

2σ2 log2
1

1√
2πσ

e−
z2

2σ2

dz −
∫ ∞

−∞
fZ′(z′) log2

1

fZ′(z′)
dz′

=

∫ ∞

−∞
fZ′(z) log2

1

1√
2πσ

e−
z2

2σ2

dz −
∫ ∞

−∞
fZ′(z′) log2

1

fZ′(z′)
dz′ (9.64)

= −
∫ ∞

−∞
fZ′(z) log2

1√
2πσ

e−
z2

2σ2

fZ′(z)
dz (9.65)

≥ − log2

∫ ∞

−∞
fZ′(z)

1√
2πσ

e−
z2

2σ2

fZ′(z)
dz (9.66)

= − log2

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

e−
z2

2σ2 dz

= − log2 1

= 0

donde la igualdad (9.64) se obtiene del resultado anterior, la desigualdad(9.66) a partir de la
desigualdad de Jensen y de la concavidad de la función logaritmo (véase el Apéndice 9.B).
Además, como la función logaritmo es estrictamente cóncava, la igualdad sólo seproduce
en el caso en que se anule el logaritmo en (9.65)

log2

1√
2πσ

e−
z2

2σ2

fZ′(z)
= 0 =⇒ fZ′(z) =

1√
2πσ

e−
z2

2σ2
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Hemos demostrado, como queríamos, queh(Z) ≥ h(Z ′), cumpliéndose la igualdad única-
mente en el caso en queZ ′ tenga una función de densidad de probabilidad gausiana.

Volviendo al cálculo de la capacidad del canal gausiano, teníamos que encontrar el má-
ximo de

I(X;Y ) = h(Y )− 1

2
log2 2πeσ

2 = h(X + Z)− 1

2
log2 2πeσ

2 (9.67)

sujeto a la restricciónE{X2} ≤ P . ComoX y Z son estadísticamente independientes yZ
es de media nula, la varianza deY esE{Y 2} = E{(X + Z)2} = E{X2} + E{Z2} ≤
P + σ2.

Como la varianza deY está acotada, la capacidad se alcanza sólo cuandoY es una
variable aleatoria gausiana de media nula y varianza igual aP + σ2. A su vez, para que
esto suceda,X debe ser una variable aleatoria gausiana de media nula y varianzaP , porque
sólo en ese casoX + Z es una variable aleatoria gausiana de media nula y varianza igual a
P + σ2.

Finalmente, la capacidad del canal gausiano es

C =
1

2
log2 2πe(P + σ2)− 1

2
log2 2πeσ

2 =
1

2
log2

(
1 +

P

σ2

)
bits (9.68)

alcanzándose cuando la entrada es una variable aleatoria gausiana de media nula y varianza
P .

Enlazando el modelo probabilístico con el modelo de canal gausiano de banda limitada
(Apartado 9.1.2), tenemos que la potencia de ruido cuando el ancho de banda esW rad/s es
σ2 = N0W/2π = N0/2T , siendo utilizado el canal1/T = W/π veces por segundo. Esto
nos da una capacidad, en bits por uso del canal

C =
1

2
log2

(
1 +

2πP

N0W

)
bits (o bits por uso del canal) (9.69)

y en bits por segundo

C =
W

2π
log2

(
1 +

2πP

N0W

)
bits/s (9.70)

que queda más simple si expresamos el ancho de banda en hercios

C =W ′ log2

(
1 +

P

N0W ′

)
bits/s (9.71)

siendoW ′ =W/2π el ancho de banda en hercios.

Ejemplo 9.9
Consideremos un canal gausiano con un ancho de banda de2π · 2.000 rad/s. En la Figura 9.18

se muestra (en línea continua) la capacidad del canal en bits/s en función de la relación señal
a ruido, 2πP

WN0
. Empleando este canal para transmitir símbolos de la constelación 4-PAM de la

Figura 4.28 (Página 208) empleada en los Ejemplos 9.1 y 9.4 a una velocidad de4.000 baudios,
la capacidad ofrecida por el canal digital (a partir del modelo de DMC) es la que muestra la línea
discontinua de la figura. Obviamente, esta capacidad es siempre inferior a la del canal gausiano,
además de presentar un límite máximo de capacidad de 2 bits por uso.
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Figura 9.18. Capacidad del canal gausiano del Ejemplo 9.9 (línea continua) y del DMC
del Ejemplo 9.1 empleado4.000 veces por segundo (línea discontinua) en función de la
relación señal a ruido.

9.3.3. Teorema de codificación de canal y curva de capacidad

Al igual que sucedía analizando el DMC, hemos calculado la capacidad del canal gau-
siano, pero no hemos demostrado que es posible transmitir de manera fiable una cantidad de
información igual a la capacidad a través del canal gausiano. Esta demostración es el objeto
del teorema de codificación de canal para el canal gausiano, que expondremos a continua-
ción siguiendo un desarrollo paralelo al realizado para el DMC.

Para transmitir información a través de un canal gausiano empleamos uncódigo para el
canal gausiano con limitación de potencia, que no es sino una generalización de los codifi-
cadores de canal vistos en los Capítulos 4, 5 y 8, y cuyo funcionamiento explicaremos con
ayuda de la Figura 9.19.

Canal
gausiano

B l[ ] ][ˆ lB

Codificador
canal

gausiano

X i[ ]

Decodificador
canal

gausiano

Y i[ ]

1 2 n1 2 n1 2 k 1 2 k

Figura 9.19.Codificador y decodificador para el canal gausiano.

El código queda definido por el codificador y el decodificador. El codificador tiene como
entrada un vector dek símbolos binarios, formando índices que pueden tomar2k valores
distintos. Ante cada entrada, el codificador genera como salida un vectorden valores reales
(a diferencia del codificador para DMC, que generaba un vector de símbolos de entrada al
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DMC) o palabra código de energía no superior anP . El decodificador decide, a partir de
la versión ruidosa de la palabra código, su índice. Formalmente, el código queda definido
por el conjunto de índices{bi, i = 1, . . . , 2k}, la función de codificación que asigna un
palabra código (de entre el diccionario{x(i), i = 1, . . . , 2k}) a cada índice de la forma
bi −→ x(i), y la función de decodificación, que asigna a cada posible vectorY (definido
como en (9.44)) un índice. La tasa del código, como en el caso del DMC, se define como
R = k/n y se mide en bits por uso del canal, y cada palabra código debe cumplir la siguiente
restricción de energía10

‖x(i)‖2 ≤ nP i = 1, . . . , 2k (9.72)

Ejemplo 9.10
La modulación 16-QAM (Apartado 5.4) define un codificador en quek = 4, n = 2 (partes real
e imaginaria). Si añadimos, por ejemplo, un decisor de mínima distancia, hemos completado la
definición de un código con tasaR = 2.

Ejemplo 9.11
Una modulación OFDM en tiempo discreto (Apartado 8.1) con1.024 portadoras con modulación
16-QAM define un codificador en quek = 4.096, n = 2.048. Si añadimos, por ejemplo, un
decisor de mínima distancia, hemos completado la definiciónde un código con tasaR = 2.

Empleando códigos para el canal gausiano es posible demostrar un teorema de codifica-
ción de canal de enunciado idéntico al correspondiente al DMC, aunque su demostración sea
distinta. Podemos definir una probabilidad de error máxima igual a la expresada en (9.49),
a partir de ella la transmisión fiable a una tasaR, enunciando el teorema de codificación de
canal como:“es posible realizar una transmisión fiable a una tasaR por un canal gausiano
de capacidadC siR ≤ C. Además, toda transmisión fiable a través de un canal gausiano de
capacidadC debe realizarse a tasasR ≤ C”.

La demostración del teorema se escapa del alcance de este texto. Sin embargo, vamos a
presentar a continuación un argumento que demuestra que es posible construir códigos con
los que realizar una transmisión fiable a una tasaC. Para ello vamos a determinar primero
la probabilidad de que una realización de una variable aleatoria gausianan-dimensional
de media nula y componentes independientes e idénticamente distribuidas (esto es, cuyas
componentes son gausianas independientes de media nula y varianzaσ2) esté a una distancia
mayor ded del origen de coordenadas. SeaZn =

[
Z[0] Z[1] · · · Z[n− 1]

]T
una variable

aleatoria gausiana de media nula y matriz de covarianzaσ2In, siendoIn la matriz identidad
de tamañon× n. La distancia al cuadrado deZn al origen dividida por la varianza

‖Zn‖2
σ2

=
1

σ2

n−1∑

i=0

Z2[i] =
n−1∑

i=0

Z2[i]

σ2

10Nótese que esta condición es una restricción más dura que la de potencia media (o energía media por
símbolo de entrada al canal) no superior aP , aunque garantiza el cumplimiento de esta última sea cual sea la
frecuencia de aparición de cada palabra código.
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posee una distribuciónχ2 conn grados de libertad (Ecuación (3.43)) por ser la suma de los
cuadrados den gausianas independientes de media nula y varianza unidad. En consecuencia

Pr(‖Zn‖ > d) = 1− Fχ2(n, d2/σ2) (9.73)

dondeFχ2(n, ·) es la función de distribución de unaχ2 conn grados de libertad. La Figura
9.20 muestra esta probabilidad en función den cuandod =

√
n(σ2 + ǫ) paraǫ = 0,05σ2,

donde podemos ver que esta probabilidad decrece exponencialmente conla dimensión,n.
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Figura 9.20. Probabilidad de que una realización de una variable aleatoria gausianan-
dimensional con matriz de covarianzaσ2In esté a una distancia mayor queσ

√
1,05n de

su media, en función den.

Las implicaciones de este resultado en el problema del diseño del código son que, puesto
que el canal introduce una interferencia aditiva de ruido blanco gausiano, podemos conseguir
una probabilidad de error tan baja como queramos si la función de decodificación se diseña
asignando al índicebi todos los puntos del interior de una hiperesfera de radio

√
n(σ2 + ǫ)

centrada en la palabra códigox(i).
El problema está en determinar cuántas hiperesferas disjuntas de radio

√
n(σ2 + ǫ)

podemos encajar en la región del espacion-dimensional a la que podemos llegar mante-
niendo la restricción de potencia (9.72), esto es, la hiperesfera de radio

√
n(P + σ2 + ǫ)

centrada en el origen. Teniendo en cuenta que el volumen de una hiperesfera de radio
d en un espacio de dimensiónn esKdn, con K = πn/2/(n/2)! paran par y K =
2nπ(n−1)/2((n− 1)/2)!/n! paran impar, si hacemos las aproximaciones: 1) el vector reci-
bidoY n =Xn+Zn posee una distribución gausiana de media nula y matriz de covarianza
(P + σ2)In, y 2) si la dimensión del espacion es lo suficientemente alta es posible em-
paquetar las hiperesferas sin dejar intersticios entre ellas; el número de hiperesferas (y, por
tanto, el de palabras código,M ) es el resultado de dividir el volumen de las hiperesferas
de radios

√
n(P + σ2 + ǫ) y

√
n(σ2 + ǫ). Teniendo en cuenta que podemos hacerǫ tan
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pequeño como queramos (siempre que sea positivo), el número de palabras código para una
transmisión fiable es

M =

(√
P + σ2

σ2

)n

=

(
1 +

P

σ2

)n
2

(9.74)

y de aquí la tasaR a la que conseguimos una transmisión fiable como

R =
log2M

n
=

1

2
log2

(
1 +

P

σ2

)
(9.75)

igual a la capacidad del canal gausiano, (9.68).
Aunque pueda parecer que debido a las aproximaciones realizadas es imposible alcanzar

una tasaR = C, una de las partes de la demostración del teorema de codificación está
dedicada precisamente a probar que existe al menos un código con el quees posible alcanzar
la capacidad del canal. No obstante, no debemos olvidar la definición de transmisión fiable,
en la que fijamos en primer lugar la probabilidad de error que consideramos aceptable y, en
función de esa, se elige eln mínimo, lo que va a implicar, en general, codificadores de una
complejidad inabarcable.

Volviendo a (9.70), podemos averiguar en qué condiciones una determinada tasa binaria
R está por encima o por debajo de la capacidad del canalC. La potencia de señal,P , puede
expresarse en función de la tasa binaria y de la energía por bit comoP = REb, que sustituida
en (9.70) nos da un valor de capacidad

C =
W

2π
log2

(
1 +

2πEbR

N0W

)
=
W

2π
log2

(
1 +

2πR

W

Eb

N0

)
bits/s (9.76)

El argumento del logaritmo en esta ecuación está expresado en función dedos términos.
Uno de ellos esEb

N0
, la medida normalizada de la relación señal a ruido que hemos venido

utilizando a lo largo de los capítulos anteriores. El otro es2πR
W = R

W ′ , la eficiencia espectral
definida en el Apartado 5.1.1.

Si transmitimos a una tasa binariaR igual a la capacidad del canal,R = C, (9.76) se
transforma en

C =
W

2π
log2

(
1 +

2πC

W

Eb

N0

)
=⇒ 2πC

W
= log2

(
1 +

2πC

W

Eb

N0

)
(9.77)

de donde, despejandoEb
N0

, obtenemos

Eb

N0
=

W

2πC

(
2

2πC
W − 1

)
(9.78)

que es la curva en el planoEb
N0

frente a R
W ′ que representa la Figura 9.21.

En la región bajo la curva se cumple queR < C y por tanto existe un código (un formato
de modulación) con el que podemos realizar una transmisión fiable. La región por encima
de la curva es aquélla en la queR > C, donde es imposible encontrar un código con el que
realizar una transmisión fiable.
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Figura 9.21.Curva de capacidad del canal gausiano.

Veamos ahora dónde se sitúan en el plano eficiencia espectral (R
W ′ ) frente a relación

señal a ruido (Eb
N0

) de la Figura 9.21 algunos de los formatos de modulación tratados has-
ta ahora. Recordemos que un formato de modulación será un punto en este plano para la
probabilidad de error a la que consideramos fiable la transmisión, y que tomando distintas
probabilidades de error variarán las coordenadas (la relación señala ruido) de dicho punto.
En la Figura 9.22 se muestran las modulaciones lineales (PAM) paso bajo tratadas en el
Apartado 5.1 considerando probabilidades de error medias de símbolo de,respectivamente,
10−3, 10−6 y 10−9. Dado el decrecimiento de la funciónQ la diferencia enEb

N0
conforme

disminuimos la probabilidad de error va siendo cada vez más pequeña.
En las Figuras 9.23 y 9.24 se muestran, respectivamente, las gráficas equivalentes para

las modulaciones QAM y modulaciones ortogonales paso bajo. Estas últimas se correspon-
den con un equivalente paso bajo real de las modulaciones FSK en las quelas constelaciones
de símbolos serían de la forma




√
Es

0
...
0


 ,




0√
Es
...
0


 , . . . ,




0
0
...√
Es




La primera conclusión que podemos extraer de estas tres últimas figuras es la gran di-
ferencia que existe, para cada valor de eficiencia espectral en que sesitúan cada una de las
modulaciones, entre laEb

N0
que define la capacidad del canal gausiano y aquélla para la que

se consigue una transmisión fiable con la modulación correspondiente.
La segunda conclusión que podemos obtener es que, dentro de la regiónen queR < C,

podemos intercambiar eficiencia espectral (R
W ′ ) por relación señal a ruido (Eb

N0
) moviéndo-
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Figura 9.22.Ubicación de las modulaciones lineales paso bajo en el planoeficiencia es-
pectral frente a relación señal a ruido para tres probabilidades de error.

nos desde la parte superior derecha a la inferior izquierda de la Figura 9.21 a base de sustituir
una modulación por otra. En la parte superior derecha podemos conseguir una alta eficiencia
espectral a costa de una también alta relación señal a ruido, aumentando la capacidad del
canal de forma logarítmica con la relación señal a ruido, según podemos deducir de (9.76).
Los formatos de modulación que se sitúan en esta parte del plano, por ejemplo, los formatos
QAM, suelen denominarseeficientes en ancho de banda. Por el contrario, en la zona inferior
izquierda del plano, donde se sitúan las modulacioneseficientes en potencia, por ejemplo,
las modulaciones ortogonales, podemos conseguir transmitir de forma fiable con una baja
relación señal a ruido a costa de disminuir la eficiencia espectral. Sin embargo, y a diferen-
cia de la zona de alta eficiencia espectral en que podemos aumentar de formaindefinida la
capacidad aumentando la relación señal a ruido, no podemos disminuir de forma indefinida
la relación señal a ruido aunque reduzcamos indefinidamente la eficiencia espectral. Calcu-
lando, con ayuda de la regla de L’Hopital, el límite de la curva de capacidad,(9.78), cuando
la eficiencia espectral tiende a cero obtenemos

ĺım
C
W ′→0

Eb

N0
= ln 2 ≈ 0,693 ≈ −1,6 dB (9.79)

que podemos ver en la Figura 9.21 y que implica que no es posible realizar unatransmisión
fiable con una relación señal a ruido (Eb

N0
) inferior a−1,6 dB.

9.3.4. Canal gausiano con entrada digital

En el apartado anterior hemos comprobado las diferencias existentes entre la relación
señal a ruido para la que se alcanza la capacidad del canal gausiano yaquéllas a las que
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Figura 9.23.Ubicación de las modulaciones QAM en el plano eficiencia espectral frente
a relación señal a ruido para tres probabilidades de error.

conseguimos una transmisión fiable empleando los distintos formatos de modulación, dife-
rencias que llegan a superar los 10 dB en algunos casos. Para encontrar las causas de estas
diferencias analizaremos en primer lugar la influencia del formato de modulación con la
ayuda del modelo de canal gausiano con entrada digital que enunciamos en el Apartado
9.1.3, del que nos proponemos calcular su capacidad.

La información mutua entre la entrada y salida del canal gausiano con entrada digital
toma la forma

I(X;Y ) = E

{
log2

fY |X(y|x)
fY (y)

}

=

∫ M∑

i=1

p(xi)fY |X(y|xi) log2
fY |X(y|xi)∑M

j=1 p(xj)fY |X(y|xj)
dy (9.80)

confY |X(y|x) según (9.25). Debido a la forma de la función de densidad de probabilidad
de la salida del canal (una mezcla de gausianas) resulta imposible evaluar analíticamente
(9.80). Podemos, sin embargo, realizar una evaluación numérica de (9.80) (por ejemplo,
mediante el método de Monte Carlo), y las Figuras 9.25 y 9.26 muestran el resultado para el
caso de símbolos equiprobables empleando constelaciones, respectivamente, reales de tipo
PAM y complejas de tipo QAM.

Como referencia en estas figuras encontramos también la capacidad del canal gausiano
y, como podemos apreciar, aun sin emplear la distribución de probabilidadesde entrada
que hace máximoI(X;Y ) (y que nos daría la capacidad del canal gausiano con entrada
digital) es posible alcanzar una capacidad muy próxima a la del canal gausiano empleando
los formatos de modulación analizados. Recordemos que la capacidad del canal gausiano se
alcanzaba con una entrada que poseyese una función de densidad deprobabilidad gausiana,
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Figura 9.24.Ubicación de las modulaciones ortogonales paso bajo en el plano eficiencia
espectral frente a relación señal a ruido para tres probabilidades de error.

y nosotros estamos utilizando aquí una entrada discreta con distribución deprobabilidad
uniforme.

En el siguiente ejemplo analizaremos de forma más detallada el caso de la modulación
4-PAM tratado en los Ejemplos 9.1, 9.4 y 9.9.

Ejemplo 9.12
Calculando numéricamente el máximo de (9.80) respecto a la distribución de probabilidad de los
símbolos a la entrada del canal para el caso de una modulación4-PAM obtenemos el resultado
que muestra la Figura 9.27, donde se compara con la capacidaddel canal gausiano y la capacidad
del DMC resultante de esta misma modulación que fue presentando en el Ejemplo 9.1 y analizado
en el Ejemplo 9.4.

Como es lógico, la capacidad del canal gausiano con entrada digital se sitúa entre la capacidad
del canal gausiano y la capacidad del DMC. Del canal gausianoal gausiano con entrada digital la
pérdida de capacidad se debe al empleo de una distribución discreta de probabilidades en lugar
de una continua gausiana además de, obviamente, el límite máximo de dos bits por símbolo
de entrada al canal de la constelación 4-PAM. Del canal gausiano con entrada digital al DMC la
pérdida de capacidad se debe a la pérdida de información en eldecisor (el decisor no es un sistema
invertible). Esta última pérdida de información no se produciría si, además del símbolo decidido,
el decisor ofreciese a su salida también la verosimilitud decada posible símbolo transmitido.

De estos ejemplos cabe concluir que el empleo de un determinado formato de modula-
ción adecuado no limita significativamente la capacidad del canal gausiano.

Ejemplo 9.13
Con una relación señal a ruido de 20 dB en un canal complejo paso banda (véase Figura 9.26)
el canal gausiano posee una capacidad aproximada de3,33 bits por uso (símbolo), pero para
conseguir una capacidad mínima de 3 bits por símbolo debemosemplear una constelación QAM
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Figura 9.25. Información mutua entre la entrada y la salida de un canal gausiano con
entrada digital para distintas modulaciones en banda de base de tipo PAM con símbolos
equiprobables en función de la relación señal a ruido. En línea punteada, la capacidad del
canal gausiano.

con, al menos, 16 símbolos; empleando una 8-QAM la capacidadestá ligeramente por debajo de
los 3 bits por símbolo.

Para alcanzar esta capacidad mínima de tres bits por símbolo, el codificador de canal ha de
seleccionar las palabras código de entre una constelación QAM de, al menos, 16 puntos. La
solución “natural” para enviar tres bits por símbolo, emplear una constelación 8-QAM, necesita
un valor deEb

N0
(véase Figura 9.23) superior a 15 dB (equivalente a una relación señal a ruido

aproximada de 20 dB) para conseguir una trasmisión fiable, sidefinimos esta como la que se
realiza con una probabilidad de error menor que10−9.

La diferencia entre la capacidad del canal gausiano y la que conseguimos con los formatos
de modulación considerados en las Figuras 9.22 a 9.24 es debida a la simplicidad del codi-
ficador (la transmisión de cada símbolo se realiza en un solo uso del canal gausiano) y no
al empleo de un formato de modulación. En el capítulo siguiente analizaremos codificado-
res, como los TCM, en los que es posible acortar la distancia entre la capacidad del canal
gausiano y la tasa binaria a la que podemos conseguir una transmisión fiable empleando los
mismos formatos de modulación.

9.4. LECTURAS ADICIONALES

A pesar del tiempo transcurrido, aún resulta recomendable la lectura de losartículos
originales de Shannon, [76], fundamentalmente [73]. Entre los tratados monográficos sobre
teoría de la información caben destacar especialmente dos, el de Cover y Thomas [21] por
la calidad del texto en sí y el de Gallager [28] por ser una referencia absoluta en la teoría de
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Figura 9.26. Información mutua entre la entrada y la salida de un canal gausiano con
entrada digital para distintas modulaciones paso banda de tipo QAM con símbolos equi-
probables en función de la relación señal a ruido. En línea punteada, la capacidad del canal
gausiano.

la información aplicada a las comunicaciones digitales. Del resto podemos mencionar los
de Blahut [9] y Csiszár y Körner [22] entre los de corte más clásico y el de Mackay [47],
bastante más heterodoxo. Por último, resúmenes de extensión similar al presente capítulo
podemos encontrarlos en un gran número de libros de comunicaciones digitales, como por
ejemplo el debido a Haykin en [39].

PROBLEMAS

P9.1 Calcule la matriz de canal del DMC equivalente a un canal digital con una modulación
4-QAM y decisor ML en función deEb

N0
.

P9.2 Calcule las probabilidades de transición del canal gausiano con entrada discreta equi-
valente a un canal gausiano con entrada digital con una modulación ortogonal deM
símbolos en función deEb

N0
. Calcule la matriz de canal del DMC equivalente a un canal

digital formado por el anterior seguido de un decisor ML, también en función de Eb
N0

(Ayuda: realice de manera justificada las simplificaciones que considere oportunas en
la determinación de la probabilidad de error).

P9.3 La entrada a un sistema de comunicaciones binario, que se denota con una variable
aleatoriaX toma uno de dos posibles valores 0 ó 1, con probabilidades3

4 y 1
4 , respec-

tivamente. La salida de este sistema de comunicaciones se modela con una variable

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



PROBLEMAS DEL CAPÍTULO 9 577

10
−1

10
0

10
1

10
2

0

0.5

1

1.5

2

2.5

2πP/(WN
0
)

C
 (

bi
ts

/s
)

Figura 9.27. Capacidad del canal gausiano con entrada digital y formato de modulación
4-PAM en función de la relación señal a ruido. En línea discontinua, la capacidad del canal
gausiano y en línea punteada, la capacidad del DMC del Ejemplo 9.4.

aleatoriaY , y el comportamiento de dicho sistema viene descrito por las probabilida-
des condicionadas siguientes:

P (Y = 1|X = 1) = 3/4 P (Y = 0|X = 0) = 7/8

Calcule:

3.1. La entropía deX,H(X).

3.2. La entropía de la salida,H(Y ).

3.3. La entropía condicionada de la salida a la entrada,H(Y |X).

3.4. La información mutua entre la entrada y la salida,I(X;Y ).

P9.4 Considere un proceso gausiano y blanco que es filtrado con un filtropaso bajo ideal de
ancho de banda 15 KHz, y posteriormente muestreado con una frecuencia de muestreo
de 30 KHz. A partir de estas muestras,X[n], obtenemos el procesoY [n] como

Y [n] =





0 si 0 ≤ X[n] < σx

1 siX[n] ≥ σx
2 si 0 > X[n] ≥ −σx
3 siX[n] < −σx

dondeσ2x es la varianza deX[n]. Determine la cantidad de información por unidad de
tiempo (bits por segundo) que proporciona el procesoY [n].

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



578 LÍMITES FUNDAMENTALES EN LAS COMUNICACIONES DIGITALES

P9.5 Podemos definir la entropía conjunta de más de dos variables de forma similar a (9.28).
Para tres variables aleatoriasX, Y y Z con una distribución de probabilidad conjunta
{pX,Y,Z(xi, yj , zk), i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , L, k = 1, . . . ,K}, H(X,Y, Z), se
define como

H(X,Y, Z)
.
=

M∑

i=1

L∑

j=1

K∑

k=1

pX,Y,Z(xi, yj , zk) log2
1

pX,Y,Z(xi, yj , zk)

Demuestre queH(X,Y, Z) puede descomponerse en términos de entropía condicional
como

H(X,Y, Z) = H(X) +H(Y |X) +H(Z|X,Y )

Lo que se conoce como laregla de la cadena de la entropía. Proceda por inducción
para determinar la regla de la cadena de la entropía paraN variables aleatorias.

P9.6 En el Apéndice 9.B se demuestra queH(X|Y ) ≤ H(X). Demuestre que la igualdad
se produce únicamente cuandoX eY son estadísticamente independientes.

P9.7 SeaX una variable aleatoria discreta yg(X) una función (determinista) deX. De-
muestre queH(X) ≥ H(g(X)). (Ayuda: descompongaH(X, g(X)) como en (9.31)
y como en (9.32) e iguale ambas expresiones).

P9.8 Demuestre queH(X,Y |Z) ≥ H(X|Z) y encuentre las condiciones en las que se
cumple la igualdad.

P9.9 La información mutua condicional entre las variablesX eY dadoZ con una distribu-
ción de probabilidad conjunta{pX,Y,Z(xi, yj , zk), i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , L, k =
1, . . . ,K}, I(X;Y |Z), se define como

I(X;Y |Z) .=
M∑

i=1

L∑

j=1

K∑

k=1

pX,Y,Z(xi, yj , zk) log2
pX,Y |Z(xi, yj |zk)

pX|Z(xi|zk)pY |Z(yj |zk)

Demuestre queI(X,Y ;Z), que se define como

I(X,Y ;Z)
.
=

M∑

i=1

L∑

j=1

K∑

k=1

pX,Y,Z(xi, yj , zk) log2
pX,Y,Z(xi, yj , zk)

pX,Y (xi, yj)pZ(zk)

puede descomponerse en términos de información mutua condicional como

I(X,Y ;Z) = I(X;Z) + I(Y ;Z|X)

Lo que se conoce como laregla de la cadena para la información mutua. Proceda
por inducción para determinar la regla de la cadena de la información mutua paraN
variables aleatorias.
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Figura 9.28.Canales correspondientes al Problema P9.10.

P9.10 Calcule la capacidad de los DMC de la Figura 9.28. Suponga, por simplicidad, que el
valor deN en la Figura 9.28(c) es par.

P9.11 Considere un DMC con un alfabeto de entrada{x1, x2, x3}, un alfabeto de salida
{y1, y2, y3} y una matriz de canal

P =



1/2 1/4 1/4
1/4 1/2 1/4
1/4 1/4 1/2




11.1. Calcule su capacidad.

11.2. Este canal es un ejemplo decanal simétrico, que se define como aquél en el
que todas las filas y columnas de su matriz de canal están formadas por la per-
mutación de los mismos elementos. También se definen los canalessimétricos
en sentido ampliocomo aquéllos cuyas matrices de canal no son cuadradas, pero
los elementos de cualquier fila se forman mediante la permutación de los mismos
elementos y la suma de los elementos de cada columna es la misma. Determi-
ne la fórmula general de la capacidad de los canales simétricos y simétricos en
sentido amplio.

P9.12 Considere la concatenación de dos BSC con idéntica probabilidad decruce,p, 0 <
p < 1/2.

12.1. Demuestre que pueden ser considerados conjuntamente como un único BSC,
determine su probabilidad de cruce en función dep y calcule su capacidad.

12.2. Repita el apartado anterior para la concatenación deN BSC.

12.3. Determine el resultado cuandoN tiende a infinito.
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P9.13 Considere un DMC con alfabeto de entrada{xi, i = 1, . . . ,M}, alfabeto de salida
{yj , j = 1, . . . , L} y probabilidades de transiciónpY |X(yj |xi)

13.1. Demuestre que la información mutua entre la entrada y la salida del canalse
puede escribir como

I(X;Y ) =
M∑

i=1

pX(xi) log2
αi

pX(xi)

donde

αi
.
=

L∏

j=1

(
pX|Y (xi|yj)

)pY |X(yj |xi)

13.2. A partir de la expresión anterior, demuestre que si consideramos fijos los valores
de pX|Y (xi|yj) (además de las probabilides de transición), la distribución de
entrada que hace máximaI(X;Y ) espX(xi) = c · αi, dondec es una constante
elegida para que

∑M
i=1 pX(xi) = 1.

13.3. Demuestre que el valor máximo deI(X;Y ) obtenido según el apartado anterior

es igual alog
(∑M

i=1 αi

)
.

P9.14 Calcule la entropía diferencial de una variable aleatoria continua para las siguientes
distribuciones:

14.1. Laplaciana (ver P4.8).

14.2. Exponencial.

14.3. Rayleigh.

P9.15 SeanX eY dos variables aleatorias gausianas idénticamente distribuidas, de mediaµ,
varianzaσ2 y covarianza cruzadaE{(X − µ)(Y − µ)} = ρσ2. Determineh(X + Y )
e I(X;Y ) en los siguientes casos:

15.1. ρ = 0

15.2. ρ = 1

15.3. ρ = −1

P9.16 Podemos modelar el canal telefónico de comunicaciones vocales comoun canal gau-
siano limitado en banda, con una banda de paso de 200 a 3.400 Hz y una relación señal
a ruido de 30 dB en recepción. Determine su capacidad.

P9.17 Consideremos un canal discreto equivalente en un espacio de dimensiónN en el que
el vector de ruido aditivo es gausiano, de componentes independientes,pero cada una
de ellas de una varianza distinta. Suponiendo que limitamos la energía media de la
señal en cada dimensión aP , determine la capacidad del canal. Indique razonadamente
cómo variaría la capacidad si estableciésemos una única limitación de la energíamedia
de la señal aNP .
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P9.18 En un canal gausiano en banda base tenemos una relación señal aruido de 20 dB.
Determine la capacidad del canal, la información mutua entrada salida de los canales
gausianos con entrada digital si empleamos las constelaciones 2-PAM, 4-PAM y 8-
PAM y símbolos equiprobables (emplee los datos de la Figura 9.25), las probabilidades
de error con esas constelaciones y un decisor ML y, en función de todos estos datos,
escoja la modulación que considere más adecuada para lograr una transmisión fiable
a la mayor velocidad binaria posible.

APÉNDICES

9.A. POR QUÉ LA ENTROPÍA ES LA ÚNICA MEDIDA POSIBLE DE IN -
FORMACIÓN , SEGÚN SHANNON

El contenido de este apéndice es, en sus líneas fundamentales, el desarrollo original que
aparece en el artículo“A Mathematical Theory of Communication”, de Claude Shannon
[73]. En él se establece una definición axiomática de la entropía a partir de tres propiedades
que debe de cumplir una medida de incertidumbre sobre una variable aleatoriadiscreta.
Otras definiciones axiomáticas de la entropía podemos encontrarlas en [22].

Consideremos una variable aleatoria discretaXM que puede tomar uno de entreM
valores posibles{xi, i = 1, . . . ,M} con probabilidades{pi, i = 1, . . . ,M}. Queremos
definir una medida sobreXM , H(XM ), que nos indique la incertidumbre sobre el valor
concreto que toma la variable aleatoria en una realización, de tal manera quesi la incerti-
dumbre es mayor, también lo sea la medida. Una forma de pensar en la medida de incer-
tidumbre es como el número de preguntas que, en media, necesitamos hacer para conocer
el valor concreto de una realización; a mayor número de preguntas, mayor incertidumbre
sobre el valor concreto. La incertidumbre, definida así, no depende delos valores concre-
tos que puede tomar la variable aleatoria, sino sólo de sus probabilidades; será una función
H(XM ) = H(p1, p2, . . . , pM ).

Sobre esta medida,H(p1, p2, . . . , pM ), impondremos las siguientes tres condiciones:

C1. H(p1, p2, . . . , pM ) debe ser una función continua respecto a los valores{pi, i = 1, . . . ,
M}.

C2. Para variables aleatorias equiprobables,H( 1
M , 1

M , . . . , 1
M ) debe ser estrictamente cre-

ciente respecto aM .

C3. Si una variable aleatoria puede expresarse como la composición secuencial de dos va-
riables aleatorias estadísticamente independientes, su entropía será la suma ponderada
de las entropías de cada variable aleatoria.

La primera condición nos asegura que una pequeña variación en la distribución de probabili-
dades no produce cambios bruscos en el valor de la entropía. La segunda condición establece
que, en igualdad de condiciones (equiprobabilidad), a mayor número de opciones (M ), ma-
yor entropía. Como consecuencia, la medida sobre la probabilidad de cadaevento debe ser
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decreciente; a mayor probabilidad, menor valor. La tercera es la que establece el carácter
logarítmico de la medida de entropía, y vamos a explicar su sentido con el mismo ejemplo
que emplea Shannon. Sean dos variables aleatorias con alfabetos{x11, x12} y {x21, x22},
con distribuciones de probabilidad, respectivamente,{12 , 12} y {23 , 13}, y la siguiente forma
de composición: si la primera variable aleatoria da como resultado en una realización el
símbolox12, se obtiene una realización de la segunda variable aleatoria y, en caso contrario,
no. Esta composición da lugar a una variable aleatoria con tres símbolos con las siguientes
probabilidades:12 (si la realización de la primera variable aleatoria fuex11), 1

3 (si la reali-
zación de la primera variable aleatoria fuex12 y la de la segundax21, ya que1

3 = 1
2

2
3 ) y

1
6 (si la realización de la primera variable aleatoria fuex12 y la de la segundax22, ya que
1
6 = 1

2
1
3 ). En estas condiciones, la tercera condición dice que

H

(
1

2
,
1

3
,
1

6

)
= H

(
1

2
,
1

2

)
+

1

2
H

(
2

3
,
1

3

)

La derivación de la medida de entropía sigue el siguiente esquema: primero obtenemos
la expresión de la entropía para variables con distribuciones de probabilidad uniformes em-
pleando las Condiciones 2 y 3; a continuación obtenemos la entropía para distribuciones
de probabilidad con probabilidades racionales agrupando símbolos con ayuda de la Condi-
ción 3 y, finalmente, empleando la condición de continuidad, pasamos a valores reales de
probabilidad.

Para simplificar la notación definimosH(M) comoH(M)
.
= H( 1

M , 1
M , . . . , 1

M ). Con-
sideramos ahora una variable aleatoria equiprobable con un alfabeto deM = lm símbolos,
siendol y m números enteros. La condición 3 nos dice que

H(lm) = mH(l)

Consideramos también otra variable aleatoria con un alfabeto deon símbolos equiprobables
(o, n ∈ Z), que también cumpleH(on) = nH(o).

Para cadan tan grande como queramos, podemos siempre encontrar un valor dem que
satisfaga

lm ≤ on < lm+1 (9.81)

Tomando el logaritmo de (9.81) y dividiendo cada término porn log2 l obtenemos

m

n
≤ log2 o

log2 l
<
m

n
+

1

n

o, lo que es lo mismo, ∣∣∣∣
m

n
− log2 o

log2 l

∣∣∣∣ < ǫ (9.82)

dondeǫ es un número real positivo que podemos hacer tan pequeño como queramos sin más
que hacern lo suficientemente grande.

Por otra parte, la Condición 2 nos dice que

H(lm) ≤ H(on) < H(lm+1)
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sobre la que aplicamos la Condición 3 para obtener

mH(l) ≤ nH(o) < (m+ 1)H(l) (9.83)

que dividimos pornH(l) para obtener

m

n
≤ H(o)

H(l)
<
m

n
+

1

n

o, lo que es lo mismo, ∣∣∣∣
m

n
− H(o)

H(l)

∣∣∣∣ < ǫ (9.84)

con el mismoǫ que en (9.82). Combinando (9.82) y (9.84) tenemos

∣∣∣∣
H(o)

H(l)
− log2 o

log2 l

∣∣∣∣ < 2ǫ (9.85)

y de aquí, como podemos hacerǫ tan pequeño como queramos, concluimos que

H(o) = K log2 o

siendoK una constante real y positiva para cumplir con la Condición 2. Esta constanteK
aparece debido a que en (9.85) encontramos el cociente entre los logaritmos.

Ahora que hemos demostrado la forma que toma la función entropía para variables alea-
torias con distribuciones uniformes, vamos a ver qué forma toma para distribuciones con
probabilidades racionales.

Consideramos un conjunto deM números enteros,{mi, i = 1, . . . ,M}. A partir de es-
tos números construimos dos variables aleatorias, la primera con un alfabetodeM símbolos
cuyas probabilidades son{pi = mi

∑M
j=1 mj

, i = 1, . . . ,M} y la segunda con un alfabeto de
∑M

j=1mj símbolos equiprobables. Cada símboloxi de la primera puede considerarse como
generado a partir demi símbolos (equiprobables) de la segunda variable aleatoria o, lo que
viene a ser lo mismo, la segunda variable aleatoria puede considerarse comola composición
de la primera variable aleatoria con un conjunto de variables aleatorias con alfabetos demi

(i = 1, . . . ,M ) símbolos equiprobables tal y como se consideraba en la Condición 3.
Como ya sabemos la forma que adopta la entropía para variables aleatorias uniformes,

sólo tenemos que despejar la entropía de la variable que tieneM símbolos. Según la Condi-
ción 3 tenemos

K log2




M∑

j=1

mj


 = H(p1, p2, . . . , pM ) +

M∑

i=1

pi (K log2mi)
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y

H(p1, p2, . . . , pM ) = K log2




M∑

j=1

mj


−K

M∑

i=1

pi log2mi

= −K
M∑

i=1

pi log2
mi∑M
j=1mj

= K
M∑

i=1

pi log2
1

pi
(9.86)

A partir de aquí ya sólo queda hacer tender
∑M

j=1mj hacia infinito para, aplicando la
Condición 1 (continuidad), conseguir que (9.86) sea válida para cualquier valor real depi
contenido entre 0 y 1. El valor deK es arbitrario y nos permite cambiar la base del logaritmo
empleando la igualdadlogc a = logc b logb a.

9.B. DEMOSTRACIÓN DE ALGUNAS DESIGUALDADES

En este apéndice vamos a demostrar algunas desigualdades básicas en la teoría de la
información. Comenzaremos antes con las definiciones de concavidad y convexidad:

Definición 1. Una funciónf (ó f(x)) esconvexasi se cumple

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

para todo0 ≤ λ ≤ 1 y cualesquierax1 y x2 en el dominio def .

Definición 2. Una funciónf esestrictamente convexasi se cumple

f(λx1 + (1− λ)x2) < λf(x1) + (1− λ)f(x2)

para todo0 < λ < 1 y cualesquierax1 y x2 en el dominio def .

Definición 3. Una funciónf escóncavasi se cumple

f(λx1 + (1− λ)x2) ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

para todo0 ≤ λ ≤ 1 y cualesquierax1 y x2 en el dominio def .

Definición 4. Una funciónf esestrictamente cóncavasi se cumple

f(λx1 + (1− λ)x2) > λf(x1) + (1− λ)f(x2)

para todo0 < λ < 1 y cualesquierax1 y x2 en el dominio def .
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Figura 9.29.Ejemplos de funciones convexas y cóncavas.

de los que podemos ver algunos ejemplos en la Figura 9.29.
A continuación demostraremos la conocida comodesigualdad de Jensen: dada una va-

riable aleatoriaX, si f es una función convexa se cumple

f (E{X}) ≤ E{f(X)} (9.87)

Análogamente, sif es estrictamente convexa se cumple quef (E{X}) < E{f(X)}, sif es
cóncava se cumple quef (E{X}) ≥ E{f(X)} y si f es estrictamente cóncava se cumple
quef (E{X}) > E{f(X)}.

Demostraremos únicamente la versión básica de esta desigualdad, indicandoposterior-
mente la forma de extenderla al resto de casos.

Consideremos en primer lugar una variable aleatoria discreta binariaX que puede tomar
los valoresx1 y x2. En este caso, la desigualdad de Jensen, (9.87), toma la forma

f(x1pX(x1) + x2pX(x2)) ≤ pX(x1)f(x1) + pX(x2)f(x2)

que se demuestra directamente a partir de la definición de convexidad.
Procediendo por inducción, suponemos que (9.87) es cierta para distribuciones discretas

con alfabetos deM símbolos (conM ≥ 2) y probaremos que se cumple para distribuciones
con alfabetos de(M + 1) símbolos. SeaX una variable aleatoria discreta que puede tomar
los valores{xi, i = 1, . . . ,M + 1} de acuerdo con una distribución de probabilidades
{pX(xi), i = 1, . . . ,M + 1}. Tenemos

f

(
M+1∑

i=1

xipX(xi)

)
= f

(
xM+1pX(xM+1) + (1− pX(xM+1))

M∑

i=1

xi
pX(xi)

(1− pX(xM+1))

)

≤ pX(xM+1)f(xM+1) + (1− pX(xM+1))f

(
M∑

i=1

xi
pX(xi)

(1− pX(xM+1))

)

(9.88)
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por la definición de convexidad. Por otra parte,
∑M

i=1
pX(xi)

(1−pX(xM+1))
= 1, y el argumento de

f en el segundo término de (9.88) es la esperanza de una distribución deM símbolos. Como
la hipótesis de partida es que la desigualdad es cierta para distribuciones con M términos
tenemos que

f

(
M∑

i=1

xi
pX(xi)

(1− pX(xM+1))

)
≤

M∑

i=1

pX(xi)

(1− pX(xM+1))
f(xi)

que, sustituido en (9.88) da como resultado

f

(
M+1∑

i=1

xipX(xi)

)
≤ pX(xM+1)f(xM+1) + (1− pX(xM+1))

M∑

i=1

pX(xi)

(1− pX(xM+1))
f(xi)

=

M+1∑

i=1

pX(xi)f(xi)

lo que demuestra la desigualdad. Las demostraciones para concavidad esanáloga, así co-
mo los casos de convexidad o concavidad estricta. Para variables aleatorias continuas, la
desigualdad sigue siendo cierta y se puede probar extendiendo la demostración anterior im-
poniendo continuidad en la función y empleando la continuidad enx.

Basándonos en la desigualdad de Jensen y la concavidad de la función logaritmo demos-
traremos ahora el límite superior de la entropía de una variable aleatoria discreta,H(X) ≤
log2M . Hacemos

log2M −H(X) = log2M −
M∑

i=1

pX(xi) log2
1

pX(xi)

= −
M∑

i=1

pX(xi) log2
1

M pX(xi)

≥ − log2

M∑

i=1

pX(xi)
1

M pX(xi)

= − log2

M∑

i=1

1

M

= − log2 1

= 0

y de aquí, despejandolog2M tenemos quelog2M ≥ H(X). Como la función logaritmo
es estrictamente cóncava, la igualdad sólo se produce en el caso en que los símbolos sean
equiprobables (pX(xi) = 1/M ), porque

M∑

i=1

pX(xi) log2
1

M pX(xi)
=

M∑

i=1

1

M
log2

1

1
=

M∑

i=1

1

M
0 = 0
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Utilizando los mismos argumentos, podemos demostrar la no negatividad de la informa-
ción mutua.

I(X;Y ) =
M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
pX,Y (xi, yj)

pX(xi)pY (yj)

= −
M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj) log2
pX(xi)pY (yj)

pX,Y (xi, yj)

≥ − log2

M∑

i=1

L∑

j=1

pX,Y (xi, yj)
pX(xi)pY (yj)

pX,Y (xi, yj)

= − log2

M∑

i=1

L∑

j=1

pX(xi)pY (yj)

= − log2 1

= 0

donde la igualdad sólo se produce en el caso en queX eY sean independientes, porque en
ese caso

log2
pX,Y (xi, yj)

pX(xi)pY (yj)
= log2

pX(xi)pY (yj)

pX(xi)pY (yj)
= log2 1 = 0

Esta última demostración es esencialmente válida también para variables aleatoriasconti-
nuas ya que los dos argumentos de la demostración (la desigualdad de Jensen y la concavi-
dad de la función logaritmo) siguen siendo de aplicación, aunque la esperanza matemática
se evalúe mediante una integral.

A partir de la no negatividad de la información mutua podemos demostrar que elcon-
dicionamiento nunca aumenta la entropía y, al contrario, puede reducirla. Para variables
aleatorias discretas tenemos que

0 ≤ I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ) =⇒ H(X|Y ) ≤ H(X)

y para variables aleatorias continuas

0 ≤ I(X;Y ) = h(X)− h(X|Y ) =⇒ h(X|Y ) ≤ h(X)

9.C. RELACIÓN ENTRE LAS MEDIDAS DE INFORMACIÓN DE VARIA -
BLES ALEATORIAS CONTINUAS Y DISCRETAS

En el Apartado 9.3.1 hemos mencionado que la información mutua entre variables alea-
torias continuas es, esencialmente, la misma medida que su equivalente para variables alea-
torias discretas, mientras que la entropía diferencial es una medida distinta dela entropía
de variables aleatorias discretas. Aquí analizaremos de manera estricta estas relaciones, co-
menzando por la información mutua y finalizando con las entropías.
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Para analizar la relación entre la información mutua de variables aleatorias continuas
y discretas vamos a discretizar (o cuantificar) las variables aleatorias continuasX e Y .
Dividimos el rango deX en intervalos de longitud∆x de la forma[i∆x, (i + 1)∆x) y el
rango deY en intervalos de longitud∆y de la forma[j∆y, (j + 1)∆y). A partir de esta
división definimos las variables aleatorias discretasX∆ e Y ∆ de la siguiente forma:X∆

toma el valorx∆x
i siX está en el intervalo[i∆x, (i + 1)∆x), siendo análoga la definición

paraY ∆.
Las distribuciones de probabilidad marginales y conjunta deX∆ eY ∆ se obtienen inte-

grando las deX eY en los intervalos en que están definidas

pX∆(x∆x
i ) =

∫ (i+1)∆x

i∆x

fX(x) dx (9.89)

pY ∆(y
∆y

j ) =

∫ (j+1)∆y

j∆y

fY (y) dy (9.90)

pX∆,Y ∆(x∆x
i , y

∆y

j ) =

∫ (i+1)∆x

i∆x

∫ (j+1)∆y

j∆y

fX,Y (x, y) dx dy (9.91)

Resulta conveniente también definir las siguientes cantidades normalizando respecto a las
longitudes de los intervalos∆x y ∆y como

pX(x∆x
i )

.
=

1

∆x
pX∆(x∆x

i ) =
1

∆x

∫ (i+1)∆x

i∆x

fX(x) dx (9.92)

pY (y
∆y

j )
.
=

1

∆y
pY ∆(y

∆y

j ) =
1

∆y

∫ (j+1)∆y

j∆y

fY (y) dy (9.93)

pX,Y (x
∆x
i , y

∆y

j )
.
=

1

∆x∆y
pX∆,Y ∆(x∆x

i , y
∆y

j )

=
1

∆x∆y

∫ (i+1)∆x

i∆x

∫ (j+1)∆y

j∆y

fX,Y (x, y) dx dy (9.94)

cuyos límites, cuando las longitudes de los intervalos tienden a cero, son las funciones de
densidad de probabilidad de las variables aleatorias continuas. En el caso deX tenemos

ĺım
∆x→0

pX(x∆x
i ) = ĺım

∆x→0

1

∆x

∫ (i+1)∆x

i∆x

fX(x) dx = fX(i∆x)

Calculamos ahora la información mutua entreX∆ eY ∆

I(X∆;Y ∆) =
∞∑

i=−∞

∞∑

j=−∞
pX∆,Y ∆(x∆x

i , y
∆y

j ) log2
pX∆,Y ∆(x∆x

i , y
∆y

j )

pX∆(x∆x
i )pY ∆(y

∆y

j )
(9.95)

=
∞∑

i=−∞

∞∑

j=−∞
pX∆,Y ∆(x∆x

i , y
∆y

j ) log2
∆x∆ypX,Y (x

∆x
i , y

∆y

j )

∆xpX(x∆x
i )∆ypY (y

∆y

j )

=
∞∑

i=−∞

∞∑

j=−∞

∫ (i+1)∆x

i∆x

∫ (j+1)∆y

j∆y

fX,Y (x, y) dx dy log2
pX,Y (x

∆x
i , y

∆y

j )

pX(x∆x
i )pY (y

∆y

j )
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y tomamos el límite cuando∆x y ∆y tienden a cero

ĺım
∆x→0
∆y→0

∞∑

i=−∞

∞∑

j=−∞

∫ (i+1)∆x

i∆x

∫ (j+1)∆y

j∆y

fX,Y (x, y) log2
pX,Y (x

∆x
i , y

∆y

j )

pX(x∆x
i )pY (y

∆y

j )
dx dy =

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) log2

fX,Y (x, y)

fX(x)fY (y)
dx dy (9.96)

o, lo que es lo mismo,
ĺım

∆x→0
∆y→0

I(X∆;Y ∆) = I(X;Y ) (9.97)

lo que demuestra la identidad de ambas medidas.
Procediendo de igual manera con las entropías, calculamos la entropía deX∆,H(X∆),

como

H(X∆) =
∞∑

i=−∞
pX∆(x∆x

i ) log2
1

pX∆(x∆x
i )

=
∞∑

i=−∞
pX∆(x∆x

i ) log2
1

∆xpX(x∆x
i )

=

∞∑

i=−∞
pX∆(x∆x

i ) log2
1

pX(x∆x
i )

+

∞∑

i=−∞
pX∆(x∆x

i ) log2
1

∆x

=

∞∑

i=−∞
pX∆(x∆x

i ) log2
1

pX(x∆x
i )

+ log2
1

∆x

(9.98)

y tomamos el límite cuando∆x tiende a cero

ĺım
∆x→0

H(X∆) = ĺım
∆x→0

∞∑

i=−∞
pX∆(x∆x

i ) log2
1

pX(x∆x
i )

+ ĺım
∆x→0

log2
1

∆x

=

∫ ∞

−∞
fX(x) log2

1

fX(x)
dx+ ĺım

∆x→0
log2

1

∆x

= h(X) + ĺım
∆x→0

log2
1

∆x
(9.99)

que hace queH(X∆) tienda a infinito, demostrando de esta forma la disparidad entre la
entropía y la entropía diferencial.
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CAPÍTULO 10
CODIFICACIÓN PARA PROTECCIÓN

CONTRA ERRORES

Si en el capítulo anterior definíamos el concepto de capacidad de canal como límite de
la velocidad binaria con la que podemos transmitir de forma fiable, en este vamosa anali-
zar algunas de las técnicas de diseño de codificadores que permiten, de forma sistemática,
aproximarse a él.

Trataremos en primer lugar los códigos que podríamos denominar tradicionales: los blo-
que y los convolucionales, analizando de forma conjunta los decodificadores para DMC y
para el canal gausiano. Estos códigos, sin embargo, no son capacesde proporcionar solu-
ciones con velocidades binarias cercanas al límite de Shannon de la capacidad del canal con
codificadores y decodificadores de complejidad moderada. Un primer paso para reducir esta
diferencia se consigue con los códigos en rejilla o modulaciones codificadas en rejilla (“Tre-
llis Coded Modulations”, TCM) que analizaremos a continuación de los convolucionales y
como extensión directa de estos. El asalto definitivo al límite de Shannon se consigue con
los códigos analizados en el último apartado: los (mal) llamados turbo códigos ylos códigos
LDPC (“Low Density Parity Check”).

10.1. INTRODUCCIÓN Y DEFINICIONES

La definición que establece la teoría de la información de transmisión fiable a una tasaR
es (Página 558): “para todoǫ > 0 existe una secuencia de códigos(n, ⌈nR⌉) y un valorn0
para el que sus probabilidades de error máximasPe(máx, n) < ǫ cuandon > n0”. Por otra
parte, la demostración de los teoremas de codificación de canal se basa enformular una es-
tructura del codificador y una estrategia de decodificación que permita calcularPe(máx, n)
de forma simple para poder verificar que es posible transmitir de forma fiable si R ≤ C.

Aplicado a un caso concreto como el del Ejemplo 9.7, un valor deǫ de3 · 10−3 sobre un
BSC conp = 0,15 nos proporciona, con el codificador y el decodificador propuestos, un va-
lor den0 aproximadamente igual a 500, lo que conduce a un codificador y un decodificador
de complejidad inabordable. Este ejemplo pone de manifiesto, por una parte, ladificultad de
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alcanzar en la práctica los límites establecidos en la teoría de la información y, por otra, la
necesidad de disponer de codificadores y decodificadores que puedan ser realizados con una
complejidad moderada, aunque no sean óptimos en términos de probabilidad deerror.

Las técnicas de diseño de codificadores y decodificadores de canal que vamos a consi-
derar en este capítulo se centran en esto último, dotando de una estructura algebraica bien
definida a los códigos y haciendo uso de métodos de decodificación computacionalmen-
te eficientes. Para no complicar innecesariamente estas técnicas de diseño,en lo sucesivo
consideraremos, de entre los canales digitales, únicamente el BSC y, de entre los canales
gausianos, el de entrada digital.

Al particularizar el codificador para DMC definido en el Apartado 9.2.3 (Figura 9.16)
para BSC igualamos el tamaño del alfabeto de entrada y de salida, y el codificador trans-
formak bits enn dígitos binarios. Para no incrementar la probabilidad de error del BSC,
n debe ser mayor o igual quek (n ≥ k) y, por tanto, la tasaR del código será menor o
igual que 1 (R ≤ 1). Estrictamente hablando,R se medirá ahora en bits por dígito binario
de entrada al BSC pero, salvo que sea necesario distinguir entre bits y dígitos binarios, en
lo sucesivo, y por simplicidad, nos refereriremos a estos últimos como bits, yR será adi-
mensional. Podemos definir además laredundancia, r = n− k, como el número de bits que
añade el codificador, y expresarR en función der comoR = k

n = n−r
n = 1− r/n.

Vamos diferenciar entre la entrada al canal,X, cuyo alfabeto tiene2n elementos, de la
salida del codificador,C, cuyo alfabeto tiene sólo2k elementos (aunque cada elemento sea
un vector o palabra den bits). Empleando la notación mediante vectores fila, más habitual
en la literatura de métodos de codificación para protección contra errores, podemos decir
que el codificador asigna a cada una de las2k palabras de entradabi = [bi[0] . . . bi[k − 1]]
una palabra códigoci = [ci[0] . . . ci[n− 1]] parai ∈ {0, 1, . . . 2k − 1}.

Podemos definir una métrica para vectores o palabras binarias, que se denominadis-
tancia de Hamming, y es igual al número de componentes o dígitos en que difieren dos
vectores, y que denotaremos comodH . Así, six = [01100] ey = [01111], dH(x,y) = 2
ó dH(01100, 01111) = 2, dH(000, 111) = 3, etc.1 Dejamos como ejercicio comprobar que
la distancia de Hamming cumple las tres propiedades de distancia (no negatividad, simetría
y dH(x,y) = 0⇔ x = y) y la desigualdad triangular (dH(x,y) ≤ dH(x, z) + dH(z,y)).
El número de “unos” de una palabra binaria, que podemos interpretar como la distancia a la
palabra compuesta sólo por “ceros” e incluso como una norma de la que podría derivarse la
distancia de Hamming, suele denominarsepeso de la palabra.

De forma similar a la distancia mínima de una constelación definimos la distancia míni-
ma de un código como la menor distancia entre dos palabras código

dmin = mı́n
i,j=0,...,2k−1

i 6=j

dH(ci, cj) (10.1)

Ejemplo 10.1
La distancia mínima del código de repetición de tasa 1/3 del Ejemplo 9.6 es 3. La distancia

1En realidad, la distancia de Hamming se define sobre cualesquiera dos secuenciasm-arias de igual longitud.
Podemos, por ejemplo, medir la distancia de Hamming entre dos palabras de texto con el mismo número de
letras,dH(pepe, pepa) = 1, ó dH(pepe, pato) = 3.
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mínima del código de tasa 1/3 del Ejemplo 9.7 es 4.

Por lo que respecta al canal gausiano con entrada digital, suponemos que la modulación
está fijada de antemano (aunque pueda ser tan compleja como una modulación OFDM con
8.192 portadoras y constelación 256-QAM). El valor den del codificador será un múltiplo
de la dimensión de la constelación,N , y cada palabra código estará compuesta porn/N
símbolos de la constelación,

ci = [ci[0], . . . , ci[n− 1]]

= [ai[0], . . . , ai[n/N − 1]]

= [ai0[0], . . . , ai(N−1)[0], . . . , ai0[n/N − 1], . . . , ai(N−1)[n/N − 1]]

Por ejemplo, cada palabra código de un codificador conk igual a 4,R = 1 y modulación
16-QAM estará compuesta por dos símbolos 16-QAM.

El cálculo de distancias se realiza ahora con distancia euclídea, y la distancia mínima de
un código se define como anteriormente

dmin = mı́n
i,j=0,...,2k−1

i 6=j

d(ci, cj) (10.2)

Los decodificadores que proporcionan la mínima probabilidad de error, como quedó
establecido en el Apartado 4.4.1, serán los correspondientes decisores MAP. En el caso de
canal gausiano, la salida del decodificador será la palabrabi que cumple

pB|q(bi|q) > pB|q(bj |q) j = 0, . . . 2k − 1, j 6= i (10.3)

dondeq es el vectorn-dimensional a la entrada del decodificador, cuya fdp será una gausiana
n-dimensional de media la palabra código transmitida y matriz de covarianza diagonal. En
el caso de bits equiprobables a la entrada del codificador, el criterio MAP se reduce al ML, y
este a hallar la palabra código que se encuentra a menor distancia (euclídea) de la recibida.

La probabilidad de error que se obtiene con este decisor se calcula como en el Apartado
4.4.2, siendo (4.91) una buena aproximación para relaciones señal a ruido altas y valores
grandes dek, que reproducimos aquí por comodidad

Pe ≈ κQ
(

dmin

2
√
N0/2

)
(4.91)

donde ahoraκ representa el número de palabras código que están a una distanciadmin de una
dada. Si suponemos además una codificación de tipo Gray (o pseudo-Gray) de las palabras
código, de tal forma que las salidas del decisor correspondientes a dospalabras código
separadasdmin difiere únicamente en un bit, podemos determinar laBER en función de
Eb/N0 como

BER ≈ κ

k
Q

(
dmin

2
√
N0/2

)
=
κ

k
Q

(
dmin√
2Eb

√
Eb

N0

)
=
κ

k
Q

(
dmin
√
kN√

2nEs

√
Eb

N0

)
(10.4)
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donde hemos utilizado el hecho de que por cadak bits de entrada se generann/N símbo-
los de la constelación empleada. Si no es posible realizar una codificación de tipo Gray o
pseudo-Gray siempre podemos acotar laBER como en (4.103), teniendo en cuenta que una
decisión errónea proporcionará entre 1 yk bits erróneos:1kPe ≤ BER ≤ Pe.

En el caso del canal BSC, si denotamos comor = [r[0] . . . r[n−1]] el vector a la entrada
del decodificador, el decisor MAP ofrecerá como salida aquella palabrabi que cumple

pB|r(bi|r) > pB|r(bj |r) j = 0, . . . 2k − 1, j 6= i (10.5)

que en el caso de bits equiprobables a la entrada del codificador ofrece la misma salida que
el decisor ML; esto es,

pr|C(r|ci) > pr|C(r|cj) j = 0, . . . 2k − 1, j 6= i (10.6)

Si el BSC tiene una probabilidad de cruce (o de error) igual ap, tenemos que

pr|C(r|ci) = pdH(r,ci)(1− p)n−dH(r,ci) (10.7)

lo que, sustituido en (10.6), nos da como resultado

pdH(r,ci)(1− p)n−dH(r,ci) > pdH(r,cj)(1− p)n−dH(r,cj) j = 0, . . . 2k − 1, j 6= i (10.8)

y que, sip < 0,5 (y, por tanto,1− p > p), se reduce a

dH(r, ci) < dH(r, cj) j = 0, . . . 2k − 1, j 6= i (10.9)

Expresado en palabras, el decisor ML ha de encontrar la palabra código a menor distancia
(de Hamming) de la palabra a la entrada del decodificador lo que, además deponer de
manifiesto el paralelismo existente entre los decodificadores para canal gausiano y para
BSC, demuestra el carácter óptimo de los decodificadores empleados en elcapítulo anterior.

Este decisor proporcionará la salida correcta siempre que, en la transmisióna través
del BSC, se hayan producido menos dedmin/2 errores, por lo que decimos que el código es
capaz decorregirhasta⌊(dmin− 1)/2⌋ errores del BSC, o que el código tiene unacapacidad
de correcciónde⌊(dmin− 1)/2⌋ errores.

Como, a diferencia de la transmisión a través del canal gausiano, la probabilidad de que
la salida del BSC sea igual a la entrada es no nula, el decodificador tiene además capaci-
dad paradetectarsi se han producido errores en la transmisión. Concretamente, podemos
asegurar que si se producen menos dedmin errores (lo que podría ocasionar que transmi-
tiésemos una palabra código y recibiésemos exactamente otra) el decodificador es capaz de
detectarlos.

Este decisor puede cometer un error si se producen más de⌊(dmin− 1)/2⌋ errores de
transmisión2, lo que nos permite obtener una cota superior de la probabilidad de error

Pe ≤
n∑

i=⌊(dmin−1)/2⌋+1

(
n

i

)
pi(1− p)n−i (10.10)

2Pueden existir, sin embargo, palabras cuya palabra código más cercana está a una distancia mayor que
⌊(dmin − 1)/2⌋.
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Cuando, simultáneamente,p toma valores pequeños ydmin elevados, esta cota es muy ajus-
tada y, además, se puede aproximar por el primer término de la suma3

Pe ≈
(

n

⌊(dmin− 1)/2⌋+ 1

)
p⌊(dmin−1)/2⌋+1(1− p)n−⌊(dmin−1)/2⌋−1 (10.11)

Si suponemos además una codificación de tipo Gray (o pseudo-Gray) delas palabras códi-
go, de tal forma que las salidas del decisor correspondientes a dos palabras código separadas
dmin difieren únicamente en un bit, podemos determinar laBER en función de la probabi-
lidad de crucep como

BER ≈ 1

k

(
n

⌊(dmin− 1)/2⌋+ 1

)
p⌊(dmin−1)/2⌋+1(1− p)n−⌊(dmin−1)/2⌋−1 (10.12)

Como anteriormente, si no es posible realizar una codificación de tipo Gray opseudo-Gray
siempre podemos acotar laBER como 1

kPe ≤ BER ≤ Pe.
Resulta de interés señalar que estas prestaciones no son alcanzadas por todos los deci-

sores que se emplean en la práctica porque, para valores elevados den, la complejidad del
decisor resulta inabordable. Pensemos que evaluar si existe una palabra código a una distan-
cia menor o igual a⌊(dmin− 1)/2⌋ de la palabra recibida exige explorar

∑⌊(dmin−1)/2⌋
i=1

(
n
i

)

posibilidades, y esto no nos garantiza que encontremos una palabra código si se han produ-
cido más de⌊(dmin− 1)/2⌋ errores en la transmisión a través del BSC.

La probabilidad de que se produzcan errores de transmisión que no sean detectados es
más difícil de determinar de forma exacta, pero es muy fácil de acotar. Si denotamos como
Pnd esta probabilidad, sabemos que tienen que producirse al menosdmin errores para que,
transmitiendo una palabra código, se reciba exactamente otra, por lo que

Pnd <
n∑

i=dmin

(
n

i

)
pi(1− p)n−i (10.13)

A veces, el decisor hace uso no sólo de la salida del BSC, sino también de lasalida del
canal gausiano o de una medida de la verosimilitud de cada bit transmitido dentrodel re-
ceptor de comunicaciones. En ese caso hablamos de un decisor o decodificadorcon entrada
blanda, o que realiza unadecodificación blanda. Esta se realiza sustituyendo en (10.6) la ve-
rosimilitud de cada palabra código a la salida del BSC por la verosimilitud de cadapalabra
código a la salida del canal gausiano y que conduce, en el caso de observación directa de la
salida del canal gausiano, a una decisión por mínima distancia euclídea. Por contra, decimos
que los decisores o decodificadores que hacen uso sólo de la salida delBSC realizan unade-
codificación dura. Generalmente, la decodificación blanda ofrece mejores prestaciones que
la decodificación dura, como comprobaremos en el siguiente ejemplo.

3Donde podemos además simplificar la evaluación de
(

n
⌊(dmin−1)/2⌋+1

)

o, más concretamente, de los facto-

riales que aparecen en (3.21) haciendo uso de la aproximación de Stirling,n! ≈ nne−n.
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Ejemplo 10.2
Consideremos un código de tasa2/3 que genera cada palabra código concatenando a los dos bits
de entrada su suma módulo 2:

bi −→ ci

00 −→ 000

01 −→ 011

10 −→ 101

11 −→ 110

La distancia mínima de este código es 2, por lo que el decisor con entrada dura no tiene capacidad
para corregir ningún error (⌊(2− 1)/2⌋ = 0) y es capaz de detectar si se produce un único error
en la transmisión.

Estas palabras código se transmiten mediante una modulación PAM en banda base con una cons-
telación binaria antipodal (A[n] ∈ {+1,−1}), que posee una probabilidad de error de símbolo

dada por (5.35),Pe = Q
(√

2Es/N0

)
, que asimilamos a la probabilidad de cruce del BSC,p.

Aplicando (10.10) obtenemos la probabilidad de error del decisor con entrada dura

Pe = 3Q

(√
2Es

N0

)(
1−Q

(√
2Es

N0

))2

+ 3

(
Q

(√
2Es

N0

))2(
1−Q

(√
2Es

N0

))

+

(
Q

(√
2Es

N0

))3

que, para relaciones señal a ruido altas, podemos aproximarpor

Pe ≈ 3Q

(√
2Es

N0

)

siendo laBER

BER ≈ 2

3
3Q

(√
2Es

N0

)

que, en función deEb/N0 resulta ser, considerando que empleamos 3 símbolos para enviar 2 bits,

BER ≈ 2Q



√

2(2Eb/3)

N0


 = 2Q

(√
4Eb

3N0

)
(10.14)

y esta es la probabilidad de que se produzca un error de transmisión en el BSC que no podremos
corregir.

Si realizamos una decodificación blanda, el vectorq de entrada al decisor tiene dimensión 3 y se
compone de la suma de un símbolo de la constelación que se muestra en la Figura 10.1 (com-
puesta por las 4 posibles combinaciones de los símbolosA[0], A[1] y A[2] que se corresponden
con las cuatro palabras códigoci = [ci[0], ci[1], ci[2]]) y ruido. La distancia mínima del código
es2
√
2
√
Es (esto es,

√
2 veces la de la constelación), y la probabilidad de error

Pe ≈ 3Q

(
2

√
Es

N0

)
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A[0]
1

−1

A[1]

1

−1

1
A[2]

−1

Figura 10.1.Constelación resultante del codificador del Ejemplo 10.2.

y, de aquí, laBER en función deEb/N0 resulta ser

BER ≈ 2Q


2

√
(2Eb/3)

N0


 = 2Q

(√
8Eb

3N0

)
(10.15)

Comparando (10.14) con (10.15) vemos que con decodificaciónblanda necesitamos una relación
señal a ruido 3 dB inferior a la necesaria con decodificación dura para obtener la mismaBER.

Como conclusión, podemos decir que un código para BSC se puede utilizar para corregir
o detectar errores (decodificación dura), pero también para “evitar” que se produzcan errores
(decodificación blanda) mediante el aumento de la distancia mínima del código respecto a
la distancia mínima de la constelación empleada en el sistema de comunicación. Este triple
papel es el que nos lleva a denominar el presente capítulo “codificación para protección
contra errores” en lugar de emplear el más tradicional de “códigos correctores de errores”.

El ejemplo anterior, además de ilustrar la diferencia entre decodificación dura y blanda,
nos ha permitido introducir una medida para comparar la efectividad de los métodos de
protección contra errores que formalizaremos a continuación: laganancia de codificación.
Formalmente, se define como la diferencia en decibelios entre las relaciones señal a ruido
(medida comoEb/N0) necesarias para alcanzar una determinadaBER sin y con el sistema
de protección contra errores. Veamos el procedimiento para su cálculo empleando el ejemplo
anterior.

Ejemplo 10.2 (cont.)
Para obtener la ganancia de codificación con decodificación dura igualamos laBER obtenida
con la modulación binaria antipodal (que, al ser una modulación binaria, coincide conPe, siendo

ademásEs = Eb),Q
(√

2Eb/N0

)
, con la expresión de laBER que aparece en (10.14), dando

como resultado

Q

(√
2

(
Eb

N0

)

sc

)
= 2Q

(√
4

3

(
Eb

N0

)

c

)
(10.16)

donde los subíndices “sc” y “c” hacen referencia, respectivamente, a los sistemas sin y con pro-
tección contra errores. Teniendo en cuenta que la funciónQ(x) decrece comoe−x2/2, como
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podemos comprobar en (3.32), para relaciones señal a ruido altas podemos depreciar el factor 2
que multiplica a la funciónQ en (10.16) e igualar los argumentos de las funcionesQ

√
2

(
Eb

N0

)

sc

=

√
4

3

(
Eb

N0

)

c

y, de aquí,

G =

(
Eb

N0

)
sc(

Eb

N0

)
c

=
2

3
≈ −1,76dB

o, lo que es lo mismo, una pérdida de1,76 decibelios.

Repetimos el procedimiento para obtener la ganancia de codificación con decodificación blanda

Q

(√
2

(
Eb

N0

)

sc

)
= 2Q

(√
8

3

(
Eb

N0

)

c

)

y, empleando los mismos argumentos llegamos a

G =

(
Eb

N0

)
sc(

Eb

N0

)
c

=
4

3
≈ 1,25dB

Los valores obtenidos de ganancia de codificación suelen denominarseganancia de codi-
ficación asintótica, porque las aproximaciones que hemos realizado (despreciar los términos
Q2 y Q3, las constantes que multiplican aQ, etc.) son exactas sólo cuando el argumento de
la funciónQ tiende a infinito (en la práctica, cuando la relación señal a ruido es elevada), ya
que la ganancia de codificación, en general, no es igual para cualquierprobabilidad de error.
Para ilustrar este hecho véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.3
Consideremos el código Hamming(7, 4) (estos códigos serán presentados en el siguiente apar-
tado), que con valores den = 7 y k = 4 consigue unadmin = 3 o, lo que es lo mismo, posee
una capacidad de corrección de 1 error del BSC. Consideremos, además, que la transmisión se
realiza empleando una modulación PAM en banda base con una constelación binaria antipodal.

La Figura 10.2 muestra las curvas de error en función deEb/N0 obtenidas sin el código Ham-
ming, y con el código con decodificación dura y blanda, todas ellas empleando decisión de máxi-
ma verosimilitud. Observe cómo paraBER superiores a, aproximadamente,3,3 ·10−3, el código
Hamming(7, 4) con decodificación dura ofrece una ganancia de codificación negativa (es decir,
que introduce pérdidas), mientras que paraBER inferiores, la ganancia es positiva, siendo de,
aproximadamente,0,3 dB para unaBER de5 · 10−5 (línea denotada comoGdura).

La ganancia de codificación obtenida con decodificación blanda, por el contrario, es siempre
positiva, siendo de, aproximadamente,1,8 dB para unaBER de2,5 ·10−6 (línea denotada como
Gblanda).

También es posible determinar la ganancia de codificación cuando la modulación em-
pleada en la transmisión sin codificación no es binaria, como veremos en el Apartado 10.4.
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Figura 10.2.Curvas deBER en función deEb/N0 del Ejemplo 10.3.

Es importante señalar que la ganancia de codificación, con ser la medida más amplia-
mente utilizada para evaluar la efectividad de un código, refleja sólo una parte del efecto de
la inclusión de un código de protección contra errores en un sistema de comunicaciones: la
inmunidad frente al ruido aditivo gausiano. El otro efecto a tener en cuenta es el aumento en
el ancho de banda ocupado.

Si queremos mantener la tasa binaria de entrada a nuestro sistema de comunicaciones y
no se modifica el formato de modulación, la inclusión de un código de tasaR incrementa
el ancho de banda por un factor1/R, ya que donde en el sistema sin protección contra
errores tranmitíamosk bits ahora transmitimosn, y esta proporción se mantiene incluso
aunque el formato de modulación no sea binario. Por el contrario, si mantenemos el ancho
de banda ocupado y no se modifica el formato de modulación, la inclusión de un código
de tasaR disminuye la tasa binaria de entrada en un un factorR. Si deseamos mantener
al mismo tiempo la tasa binaria de entrada y el ancho de banda no queda otro remedio que
modificar el formato de modulación. Esta última solución es la que emplean los TCM que
estudiaremos en el Apartado 10.4.

10.2. CÓDIGOS BLOQUE

En este apartado se presentan los códigos bloque para BSC. Centraremos nuestro estudio
en los códigos bloque lineales y, dentro de estos, prestaremos especial atención a los códigos
bloque cíclicos. Las ventajas de estos últimos residen en que se pueden diseñar con una
distancia mínima prefijada y la complejidad de la codificación crece linealmente conn.
Además, existe un algoritmo de decodificación cuya salida es igual a la del decisor ML si
se producen como máximo⌊(dmin− 1)/2⌋ errores en la transmisión a través del BSC cuya
complejidad crece de forma lineal conk.
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10.2.1. Códigos bloque lineales

Comencemos definiendo la estructura algebraica necesaria para la formulación de los
códigos, que está basada en cuerpos con un número finito de elementos ocuerpos de Galois
basados en los números enteros. Definimos el cuerpo de Galois binario oGF (2) basado en
los enteros como aquél con dos elementos, 0 y 1, y las operaciones de sumay producto de
enteros módulo 2:

a+ b = ((a+ b))2

a · b = ((a · b))2
Puede comprobarse fácilmente que posee la estructura de cuerpo4 al igual que la poseen, por
ejemplo, los números reales. Definimos también el espacio vectorial sobreGF (2) formado
por vectores de elementos deGF (2) y las operaciones habituales con vectores y matrices,
incluido el producto escalar. Así, una palabra códigoci = [ci[0], . . . , ci[n− 1]] es un vector
del espacioGF (2)n.

Podemos ya definir uncódigo bloque lineal(n, k) como un subespacio de dimensiónk
deGF (2)n; esto es, cuando el conjunto de las2k palabras código forma un subespacio de
dimensiónk del espacio de todas las posibles palabras códigoGF (2)n.

Algunas de las propiedades de los códigos bloque lineales son:

P1 Toda combinación lineal de cualquier conjunto de palabras código es a su vez una pala-
bra código, debido a la estructura de subespacio.

P2 La palabra todo ceros pertenece a todos los códigos bloque lineales:0c1+. . .+0c2k−1 =
0.

P3 Todas las palabras código poseen al menos otra palabra código a distanciadmin, ya que
un código bloque lineal es invariante frente a traslaciones por una palabra código (esto
es, si a todas las palabras código les sumamos una palabra código dada,c, el resultado,
{c0 + c, c1 + c, . . . , c2k−1 + c}, es el mismo conjunto de palabras código) y, en con-
secuencia, cada palabra código mantiene la misma relación geométrica con el resto de
palabras.

P4 Ladmin de un código bloque lineal es igual al menor peso (menor número de “unos”) de
una palabra código distinta de la todo ceros, ya que en virtud de la propiedad anterior

dmin = mı́n
i,j=0,...,2k−1

i 6=j

dH(ci, cj) = mı́n
i=0,...,2k−1

ci 6=0

dH(0, ci) (10.17)

4SeaF un conjunto con dos operaciones definidas: “+” y “ ·”. Se dice queF es un cuerpo si y sólo si cumple
las siguientes propiedades:

1. F forma un grupo conmutativo (abeliano) sobre la operación+. El elemento identidad de la operación
+ se etiqueta como0.

2. F − {0} (el conjuntoF sin el elemento identidad de la operación+) forma un grupo conmutativo
(abeliano) sobre la operación·. El elemento identidad de la operación· se etiqueta como1.

3. Las operaciones+ y · cumplen la propiedad distributiva:a · (b+ c) = a · b+a · c, para todoa, b, c ∈ F .
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Para generar cualquier palabra código podemos emplear una base del subespacio que
define el código, que estará compuesta pork palabras código linealmente independientes,
{g0, g1, . . . , gk−1 : a0g0 + a1g1 + · · · + ak−1gk−1 = 0 ⇔ a0 = a1 = · · · = ak−1 = 0}.
Agrupando la base en forma matricial obtenemos

G =



g0
...

gk−1


 =



g0,0 · · · g0,n−1

...
. ..

...
gk−1,0 · · · gk−1,n−1


 (10.18)

que se denominamatriz generadoradel código bloque lineal.
El proceso de codificación se reduce así a una simple operación matricial:

c = bG (10.19)

Ejemplo 10.4
Considere el código bloque lineal(5, 2) definido por la matriz generadora

G =

[
0 1 1 1 0
1 0 1 0 1

]

El vector de entradab = [1, 1] da como resultado la palabra código

[1, 1]

[
0 1 1 1 0
1 0 1 0 1

]
= [1, 1, 0, 1, 1]

Resulta de utilidad caracterizar el complemento ortogonal del código enGF (2)n; esto
es, todos los vectores deGF (2)n ortogonales a las palabras código. Este complemento
ortogonal tiene dimensiónn− k y es a su vez un código bloque lineal(n, n− k). Su matriz
generadora se denota comoH y toma la forma

H =




h0
...

hn−k−1


 =




h0,0 · · · h0,n−1
...

. . .
...

hn−k−1,0 · · · hn−k−1,n−1


 (10.20)

donde{h0, . . . ,hn−k−1} es una base del complemento ortogonal, y se denominamatriz de
comprobación de paridad.

El nombre de matriz de comprobación proviene de su empleo para comprobarsi una
palabra es o no una palabra código ya que, por la propia construcción deH se cumple que,
para cualquier palabra códigoc5

cHT = 0 (10.21)

En el decodificador se puede calcular el denominadosíndrome, s, comos = rHT : si
el síndrome es igual al vector nulo0, la palabra recibidar es una palabra código, y si el

5De hecho, una forma de calcularH es, basándonos en (10.21), encontrar losn − k vectores
{h0, . . . ,hn−k−1} linealmente independientes y que cumplen queGHT = 0.
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síndrome es distinto del vector nulo podemos asegurar que se han producido errores en la
transmisión a través del BSC.

Podemos, incluso, realizar la decodificación basándonos en el síndrome, como analiza-
mos a continuación. La palabra recibidar se puede expresar comor = c + e, dondee es
un vector que indica los dígitos en que se han producido errores de transmisión. Analizando
el síndrome

s = (c+ e)HT = cHT + eHT = eHT (10.22)

vemos que depende únicamente del error producido y podemos emplearlo para determinar
dicho error. Una vez determinado el patrón de error, se resta de la palabra recibida para
obtener la palabra código transmitida,c = r − e.

Este tipo de decodificación se denominadecodificación por síndromey para realizarla
en el decodificador se construye una tabla en la que cada síndrome se asocia con un patrón
de error. Existen2n patrones de error y únicamente2n−k síndromes, por lo que cada síndro-
me puede estar asociado a2k patrones de error. El patrón de error correspondiente a cada
síndrome en la tabla será el que presente menor número de errores de transmisión de los2k

patrones posible. Esta elección garantiza que la decodificación por síndrome proporcione la
decodificación de máxima verosimilitud, ya que nos indica la palabra código a menor dis-
tancia de Hamming de la palabra recibida. La tabla de síndromes se genera multiplicando
todos los patrones de error corregibles (aquéllos con un peso menor o igual a⌊dmin−1

2 ⌋) por
la matriz de comprobación de paridad para obtener su síndrome correspondiente.

Ejemplo 10.5
La matriz de comprobación de paridad del código del Ejemplo 10.4 es

H =



1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 1




La distancia mínima de este código es tres (la palabra de menor peso contiene 3 unos), siendo
capaz de corregir las palabras recibidas con un error. La tabla de síndromes contiene los cinco
posibles errores de transmisión de un único bit

e s

00001 101
00010 011
00100 001
01000 010
10000 100

Es de destacar que en esta tabla no aparecen los síndromes 110y 111. Si obtuviésemos alguno
de ellos sabríamos que se han producido al menos dos errores.El síndrome 110 puede obtenerse
mediante los siguientes patrones de errore1 = [11000], e2 = [00011], e3 = [10110] y e4 =
[01101]. Es evidente que los dos últimos patrones de error son más improbables que los dos
anteriores (si la probabilidad de error de bit es menor que0,5), y que los otros dos son igual de
verosímiles. En el caso que se desee realizar la decodificación de máxima verosimilitud para toda
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palabra recibida es necesario completar la tabla con los síndromes 110 y 111. Se deben incluir
cualesquiera patrones de error con dos errores que dan lugara dichos síndromes.

Tener que añadir síndromes para extender la tabla de síndromes sucede en todos los denominados
códigos bloques lineales no perfectos (que definiremos un poco más adelante). En los códigos
perfectos la tabla de síndromes contiene todos los patronesde error de hasta⌊dmin−1

2 ⌋ y no queda
ninguno sin asignar.

Un caso en que es extremadamente simple encontrar la matriz de comprobación de pa-
ridad (además de poseer otras ventajas computacionales en los procesosde codificación y
decodificación) ocurre cuando el código essistemático. Un código sistemático es aquél en
el que lask primeras columnas de la matriz de comprobación se corresponden con la matriz
identidad; esto es,

G = [Ik P ] (10.23)

dondeIk es la matriz identidad de dimensiónk × k y P es una matriz de dimensiónk ×
(n− k). Podemos construirH como

H = [−P T In−k] (10.24)

ya que

GHT = [Ik P ]

[
−P
In−k

]
= −P T + P = 0 (10.25)

Como, además, enGF (2), P = −P , se tiene queH = [P T In−k].
En uncódigo sistemático, losk primeros bits de la palabra código se corresponden con

la palabra de entrada al codificador, y losn − k restantes pueden interpretarse como la
redundancia que añade el código

c = bG = b [Ik P ] = [b bP ] (10.26)

En el caso de que se tenga una matrizG no sistemática se puede transformarG en una
matrizG′ sistemática, realizando eliminación de Gauss (sumas y permutaciones de las filas
deG), de tal forma queG′ genere el mismo subespacio queG, idéntico código bloque con
las mismas palabras código e igual distancia mínima, pero con distintas asignaciones entre
los vectores mensajeb y las palabras códigoc (técnicamente, unisomorfismo). A partir de
G′ se puede generar la matriz de comprobación de paridad paraG.

Ejemplo 10.6
Permutando las dos filas de la matriz generadora del Ejemplo 10.4 obtenemos el código sistemá-
tico

G =

[
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0

]

cuya matriz de comprobación de paridad es

H =



1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1




y se deja como ejercicio determinar qué sumas y permutaciones de filas da lugar a la matriz de
comprobación de paridad del Ejemplo 10.5.
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Hasta ahora hemos hablado de la construcción del códigos bloque, perono de las presta-
ciones que podemos alcanzar con ellos, particularmente cuando fijamosn o k6. La respues-
ta a esta pregunta la encontramos en la denominadacota de Hamming, que establece que
un código enGF (2)n con capacidad para corregirt errores7 debe tener una redundancia
r = n− k que satisfaga que:

r ≥ log2 V (n, t) (10.27)

dondeV (n, t) =
t∑

j=0

(
n

j

)
se conoce como laesfera de Hammingde radiot e indica el

número de vectores que se encuentran a distancia menor o igual at de cada palabra código.
Los códigos en los quer = log2 V (n, t) se conocen comocódigos perfectosy se de-

tallan en el Cuadro 10.18. Existen cuatro tipos de códigos perfectos. Los códigos triviales

n k t nombre
N N 0 Trivial

impar 1 (n− 1)/2 Repetición
2r − 1 2r − r − 1 1 Hamming

23 11 3 Golay

Cuadro 10.1.Códigos bloques binarios perfectos.

son aquéllos en los que no se realiza codificación y tampoco se introduce redundancia. Los
códigos de repetición son aquéllos en los que la palabra código se forma repitiendo el bit
de entradan veces. Los códigos Hamming serán estudiados a continuación, y el códigode
Golay se estudia en el Problema P10.5. Los códigos perfectos son muy limitados, por ello
en la mayoría de los casos se emplearán códigos imperfectos con capacidades correctoras y
tasas que no permiten los códigos perfectos.

Nótese la equivalencia entre la esfera de Hamming de radiot en el espacio vectorial
de dimensiónn sobre un cuerpo de Galois y el volumen de una hiperesfera de radiod en
el espacio vectorial euclídeo de dimensiónn analizado en el Apartado 9.3.3 para construir
un codificador para el canal gausiano; y la equivalencia entre el problema de empaquetado
de esferas tratado en el Apartado 4.4.3 y el diseño de las palabras código en un código
bloque para BSC: un código es perfecto si conseguimos empaquetar las esferas (ahora en
un espacio vectorial sobre un cuerpo de Galois) sin que queden “intersticios” entre esferas
como los que aparecían en la Figura 4.37 cuando intentábamos resolver el mismo problema
en un espacio euclídeo de dimensión 2. Téngase en cuenta que un código no perfecto posee
palabras (en nuestro caso, palabras den bits) en esos intersticios entre esferas, y que esas

6Este es un caso radicalmente distinto del considerado en la teoría de la información, donde generalmente se
supone que podemos hacern o k tan grandes como queramos.

7En realidad, la cota de Hamming es cierta para cualquier espacio vectorialde dimensiónn sobre un cuerpo
de Galois.

8Se puede demostrar que estos son todos los códigos perfectos binarios. Existe, además, un código perfecto
no binario pero su estudio no entra dentro de los objetivos de este libro.
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palabras son “inútiles” en el sentido que hacen disminuir la tasa del código sin contribuir al
incremento de ladmin entre palabras código, de la misma forma que en el espacio euclídeo
esos intersticios hacen aumentarEs sin aumentardmin.

Los códigos Hammingson la única familia de códigos bloque perfectos de estructura
elaborada. Estos códigos corrigen un único error. La forma más sencillade generar un códi-
go Hamming(n, k) conn = 2r − 1 y k = 2r − r − 1 parar ≥ 3, es mediante la matriz de
comprobación de paridad, ya que ésta contiene como columnas todos los números binarios
desde 1 hasta2r − 1 representados enr bits. A la hora de construir la matrizH el orden de
las columnas no es importante, pero si se sitúan en último lugar las columnas que generan
la matriz identidad de ordenr y después todas las demás, obtenemos una matriz de com-
probación de paridad de un código sistemático. A partir de ésta podemos construir la matriz
generadora del código sistemático de manera directa.

Ejemplo 10.7 (Generación de un código Hamming)
Se quiere generar un código Hamming(15, 11) conr = 4. Para ello vamos a construir la matriz
H de comprobación de paridad sistemática incluyendo todos los números binarios entre 1 y 15
representados con 4 bits. Resulta:

H =




0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0
1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1


 = [P T I4]

La matriz generadora se construye comoG = [I11P ].

10.2.2. Códigos cíclicos y su estructura algebraica

La representación matricial vista hasta ahora es demasiado pesada para laconstrucción
de códigos con valores dek o n elevados (pensemos que el número de elementos de la
matriz generadora de un código Hamming (255,247) es62.985). Este hecho nos obliga a
buscar clases dentro de los códigos bloque lineales que permitan describirel subespacio que
contiene las palabras código o su complemento ortogonal de una forma computacionalmen-
te eficiente, y esta búsqueda nos lleva a los códigos lineales cíclicos y su representación
mediante cuerpos de Galois basados en el anillo de los polinomios.

Los códigos bloques lineales cíclicos son un subconjunto de los códigos bloque lineales
que presentan la particularidad de que todo desplazamiento cíclico (o circular) de cualquier
palabra código también es una palabra código. Esto es, sic = [c0, c1, . . . , cn−2, cn−1] es
una palabra código,c′ = [cn−1, c0, c1, . . . , cn−2] también lo es.

Los códigos cíclicos se pueden representar mediante polinomios binarios, que permiten
realizar la codificación y el cálculo del síndrome de manera eficiente. A cada palabra código
c = [c0, c1, . . . , cn−2, cn−1] se le asigna un polinomio

c(x) = c0 + c1x+ . . .+ cn−2x
n−2 + cn−1x

n−1 (10.28)

que se obtiene multiplicando cada entrada de la palabra código por el monomioxi, donde
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i es la posición de dicha entrada enc9. El desplazamiento cíclico se consigue como el
producto dec(x) porx, tal quexc(x) = c0x+ c1x

2+ cn−2x
n−1+ cn−1x

n y a continuación
reduciendo el resultado móduloxn − 1

c0x+ c1x
2 + cn−2x

n−1 + cn−1x
n = (xn − 1) · 1 + cn−1 + c0x+ c1x

2 + . . .+ cn−2x
n−1

(10.29)
o, lo que es lo mismo,

((xc(x)))xn−1 = cn−1 + c0x+ c1x
2 + . . .+ cn−2x

n−1 (10.30)

Aunque en lo sucesivo no se especifique, todas las operaciones de producto de polino-
mios se realizarán móduloxn − 1:

a(x) · b(x) = ((a(x) · b(x)))xn−1 (10.31)

y la suma de polinomios como suma módulo 2 coeficiente a coeficiente.

Ejemplo 10.8
Para ilustrar el cálculo de las operaciones módulo con polinomios vamos obtener((x4 + x3 +
1))x2−1, para lo que debemos recordar que la realización de una operación módulo es equivalente
a calcular el resto de una operación de división. En nuestro caso, el resto de la división dex4 +
x3 + 1 porx2 − 1.

Calculamos en primer lugarx4/x2 = x2 y comenzamos la división como

x4 + x3 + 1− x2
(
x2 − 1

)
= x4 + x3 + 1− x4 + x2 = x3 + x2 + 1

A continuación calculamosx3/x2 = x y

x3 + x2 + 1− x
(
x2 − 1

)
= x3 + x2 + 1− x3 + x = x2 + x+ 1

Continuamos calculandox2/x2 = 1 y

x2 + x+ 1−
(
x2 − 1

)
= x2 + x+ 1− x+1 = x

Agrupando estos cálculos obtenemos

x4 + x3 + 1 =
(
x2 + x+ 1

) (
x2 − 1

)
+ x

por lo que el resto de la división esx, que es el resultado de la operación módulo,((x4 + x3 +
1))x2−1 = x.

Esta representación polinómica nos puede parecer a primera vista extrañae innecesa-
riamente compleja. Sin embargo, no resulta tan extraña si pensamos que el producto de

9Esta representación no es nueva, pues ya fue utilizada en el Apartado 8.2.9 para representar el contenido de
un LFSR en (8.124). El desarrollo que vamos a realizar en este y en sucesivos apartados presenta muchos puntos
de conexión con el realizado en el Apartado 8.2.9, sobre todo en lo que respecta a la generación de cuerpos de
Galois de extensión, que allí era utilizado para encontrar las secuencias de longitud maximal y aquí lo será para
diseñar los códigos BCH.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



10.2 CÓDIGOS BLOQUE 607

polinomios tal y como lo hemos definido es muy similar a la suma en el cuerpo de Galois
definido sobre los enterosGF (q)10. Respecto a su aparente complejidad, iremos compro-
bando en lo sucesivo cómo su estructura permite la sustitución de las operaciones matriciales
por operaciones polinómicas más simples de realizar.

Los códigos cíclicos contienen una única palabra código (polinomio) de grador = n−k,
que se conoce como el polinomio generador del código bloque cíclico,g(x). A partir de este
polinomio se pueden generar todas las palabras del código multiplicandog(x) por todos los
polinomiosb(x) de grado máximok − 1 formado por la palabra de entrada al codificador
como

b(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bk−1x
k−1 (10.32)

de la forma
c(x) = b(x)g(x) (10.33)

Si deseamos obtener un realización sistemática del código cíclico (dado queson códigos
lineales y que podemos encontrar una matriz generadora sistemática), el procedimiento de
codificación es un poco más complicado. Enunciaremos aquí su versión mássencilla, en la
que losk bits de entrada son los últimos, y no los primeros como se ha definido anteriore-
mente, de la palabra código. Primero, definimos cada palabra código como

c(x) = b(x)xn−k + d(x) (10.34)

donded(x) se elige de tal manera que

((c(x)))g(x) = ((b(x)xn−k))g(x) + ((d(x)))g(x) = 0 (10.35)

para asegurarnos quec(x) es una palabra código y donde, si imponemos que el grado de
d(x) sea menor o igual quen− k, obtenemos finalmente

d(x) = −((b(x)xn−k))g(x) (10.36)

El resultado es que los últimosk bits de la palabra código coinciden con la palabra de
entrada.

Ejemplo 10.9
Seag(x) = x3 + x + 1 el polinomio generador de un código bloque cíclicon = 7, por tanto
k = n − grado(g(x)) = 4. Si se quiere codificar la palabra 1001 de forma no sistemática, se
multiplica b(x) = x3 + 1 porg(x)

c(x) = b(x)g(x) = (x6 + x4 + x3) + (x3 + x+ 1) = x6 + x4 + x+ 1

10El cuerpo compuesto por los elementos0, 1, . . . , q − 1 y las operaciones de suma y producto de enteros
móduloq:

a+ b = ((a+ b))q

a · b = ((a · b))q
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siendo la palabra códigoc = [1100101].

Si se quisiera realizar de forma sistemática, se divideb(x)x3 entreg(x), siendox2 + x el resto
de la división, y a continuación se construyec(x) = b(x)x3 + d(x) = x6 + x3 + x2 + x. La
palabra código resultante esc = [0111001].

Para la decodificación de los códigos cíclicos podemos emplear el método expuesto en
apartado anterior basado en una tabla de síndromes. Para ello, realizamosla transformación
de matrices en polinomios, comenzando por el polinomio de comprobación de paridadh(x),
que es aquél de gradok que cumple

g(x)h(x) = xn − 1 (10.37)

que, en móduloxn − 1 es((g(x)h(x)))xn−1 = ((xn − 1))xn−1 = 0 o, lo que lo mismo,
la condición de ortogonalidad (10.21). El síndrome será ahora un polinomios(x) de grado
n− k − 1 que se obtiene a partir del polinomio recibidor(x)

s(x) = ((r(x)h(x)))xn−1 = ((r(x)))g(x) = ((c(x) + e(x)))g(x) = ((e(x)))g(x) (10.38)

siendoe(x) el polinomio que indica los dígitos en que se han producido errores de transmi-
sión.

Hasta ahora hemos estudiado cómo se puede realizar la codificación y decodificación de
los códigos bloque lineales cíclicos, incluso cómo medir sus prestaciones y como compa-
rarlos entre sí. Pero todavía no hemos visto cómo se diseñan dichos códigos. Supongamos
que disponemos de un sistema de comunicaciones que requiere una cierta capacidad de de-
tección y corrección de errores, ¿cómo se construyeg(x)?. Para responder a esta pregunta
emplearemos en el apartado siguiente un teorema que indica cómo construir elpolinomio
generador de menor grado posible que garantiza una distancia mínima para un tamaño de
bloque dado. Este teorema lleva el nombre de sus tres autores: Bose, Chaudhuri y Hocqueng-
hem (BCH), que también da nombre a la familia de códigos bloque cíclicos que genera. Sin
embargo, antes de enunciar el teorema, incluso en su versión más simple, debemos fami-
liarizarnos con la estructura algebraica de los cuerpos de Galois basados en polinomios,
definiendo y enumerando (sin demostración) las herramientas necesariaspara entender el
alcance de dicho teorema y poder diseñar nuestros propios códigos bloques cíclicos y com-
prender sus propiedades.

El problema central consiste en factorizarxn − 1 como

xn − 1 = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn) (10.39)

de tal manera que podamos construir el polinomio generadorg(x) como producto den− k
monomios(x − αi) haciendo máxima ladmin del código. Con el resto de monomios se
formará el polinomio de comprobación de paridad,h(x), asegurando que se cumple (10.37).

Las raíces, en general, no van a ser números deGF (2) (cosa que, en principio, tampoco
nos importa), pero sí debemos garantizar que los polinomios generador y de comprobación
de paridad tengan coeficientes binarios. Para garantizar que podemos hacer factorizaciones
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no triviales dexn − 1 que den lugar a polinomios con coeficientes binarios forzamos a
que las raíces dexn − 1, junto al cero, estén incluídos en un cuerpo de Galois que sea
una extensión del binario,GF (2m), escogiendon + 1 = 2m, para algúnm. Por último,
para generarGF (2m) necesitaremos un polinomio primitivo de gradom (que definiremos
a continuación). Para aclarar toda esta construcción algebraica vamos aproceder en sentido
inverso al aquí expuesto y con la ayuda de un ejemplo.

Comenzaremos definiendo unpolinomio irreducibleo polinomio primocomo aquel que
no se puede factorizar en un producto de polinomios binarios de menor grado. Definimos
además unpolinomio primitivocomo un polinomio binario irreduciblep(x) de gradom que
cumple que el menor enteron para el cualp(x) divide axn−1 esn = 2m−1. En el Cuadro
10.2 se muestran polinomios binarios primitivos de grado 2 a 21. Es importante resaltar que
hay otros polinomios primitivos del mismo grado, pero con todos ellos se genera el mismo
cuerpo de Galois.

p2(x) = x2 + x+ 1 p12(x) = x12 + x6 + x4 + x+ 1
p3(x) = x3 + x+ 1 p13(x) = x13 + x4 + x3 + x+ 1
p4(x) = x4 + x+ 1 p14(x) = x14 + x5 + x3 + x+ 1
p5(x) = x5 + x2 + 1 p15(x) = x15 + x+ 1
p6(x) = x6 + x+ 1 p16(x) = x16 + x5 + x3 + x2 + 1
p7(x) = x7 + x+ 1 p17(x) = x17 + x3 + 1
p8(x) = x8 + x4 + x3 + x2 + 1 p18(x) = x18 + x7 + 1
p9(x) = x9 + x4 + 1 p19(x) = x19 + x5 + x2 + x+ 1
p10(x) = x10 + x3 + 1 p20(x) = x20 + x3 + 1
p11(x) = x11 + x2 + 1 p21(x) = x21 + x2 + 1

Cuadro 10.2.Polinomios binarios primitivos de grado 2 a 21.

Ejemplo 10.10
Vamos a construirGF (23) = GF (8) para poder factorizarx7 − 1. Para ello empleamosp3(x)
del Cuadro 10.2 y construimos las operaciones “+” y “ ·” módulop3(x) = x3 + x+ 1

a(x) · b(x) = ((a(x) · b(x)))x3+x+1

Dejamos como ejercicio comprobar quex3 + x+ 1 es un polinomio primitivo.

Para determinar los 8 polinomios enx que son los elementos deGF (23) podemos proceder a
partir de los elementos que están presentes en todos los cuerpos, los elementos neutros respecto a
la suma (el 0) y respecto a la multiplicación (el 1), ensayamos con un polinomio de grado menor
que el polinomio primitivo (por ejemplo,x) y empezamos a aplicar las operaciones “+” y “ ·”
con estos elementos hasta completar las tablas de ambas operaciones (sumandox y 1 obtenemos
x+1, multiplicandox y x obtenemosx2, etc.), que en nuestro caso son las mostradas en la Figura
10.3. Identificando los elementos de estas tablas con las raíces dex7 − 1, tenemos queα1 = 1,
α2 = x, y así hastaα7 = x2 + 1. Dejamos como ejercicio comprobar la verificación de (10.39)
al sustituir los valores deα1 aα7.
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+ 0 1 x x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1
0 0 1 x x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1
1 1 0 x+ 1 x2 + 1 x x2 + x+ 1 x2 + x x2

x x x+ 1 0 x2 + x 1 x2 x2 + 1 x2 + x+ 1
x2 x2 x2 + 1 x2 + x 0 x2 + x+ 1 x x+ 1 1

x+ 1 x+ 1 x 1 x2 + x+ 1 0 x2 + 1 x2 x2 + x
x2 + x x2 + x x2 + x+ 1 x2 x x2 + 1 0 1 x+ 1

x2 + x+ 1 x2 + x+ 1 x2 + x x2 + 1 x+ 1 x2 1 0 x
x2 + 1 x2 + 1 x2 x2 + x+ 1 1 x2 + x x+ 1 x 0

· 0 1 x x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 x x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1
x 0 x x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1 1
x2 0 x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1 1 x

x+ 1 0 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1 1 x x2

x2 + x 0 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1 1 x x2 x+ 1
x2 + x+ 1 0 x2 + x+ 1 x2 + 1 1 x x2 x+ 1 x2 + x
x2 + 1 0 x2 + 1 1 x x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1

Figura 10.3.Tablas de las operaciones “+” y “ ·” enGF (8).

Los2m elementos deGF (2m) tienen una estructura cíclica derivada de la construcción
del cuerpo y, particularmente, de la estructura cíclica del grupo abelianosobre la opera-
ción de multiplicación (“·”). Concretamente, se derivan de un únicoα y toman la forma:
0, α0, α1, α2, . . . , α2m−2, donde0 es el elemento identidad de la operación suma módulo 2
y α0 = 1 es elemento identidad de la operación producto módulo 2. Ademásα2m−1 = α0,
α2m = α, . . ., y en generalαd = α((d))(2m−1) . Todos los elementos no nulos deGF (2m)
son las raíces dexn − 1, de tal forma que:

xn−1 = (x−α1)(x−α2) · · · (x−αn) = (x−α0)(x−α)(x−α2) · · · (x−α2m−2) (10.40)

Esta raízα que genera el cuerpo de Galois de orden2m se denomina raíz primitiva. La
representación de los elementos del cuerpo de Galois de orden2m construido mediante
potencias deα se conoce comorepresentación exponencialdeGF (2m), a diferencia de
la representación polinómicaanterior (la representación en polinomios enx del ejemplo
anterior).

Para determinar los polinomios binariosg(x) y h(x) debe existir un mecanismo que
permita combinar las raíces dexn − 1 = (x − 1)(x − α) · · · (x − α2m−2) obteniendo
polinomios binarios y, a partir de ellos, generar los polinomiosg(x) y h(x) que definen los
códigos bloque cíclicos binarios.

Nuestro objetivo es multiplicar varios monomios(x − αj) de manera que el polinomio
resultante sea binario. Esta forma de agrupar los elementos de los cuerposde Galois de
orden2m para que den lugar a polinomios binarios se conoce como agrupación porclases
conjugadas. Para construir una clase conjugada se toma un elemento cualquiera del cuerpo y
se crea una secuencia de cuadrados consecutivos,αd, α2d, α4d, α8d, . . ., hasta que se repita
el primer elemento,αd. Si se construye un polinomio que tenga como raíces los elementos
de la clase conjugada se obtendrá un polinomio binario, denominado polinomio minimal de
la clase conjugada, en el que lasxi sólo aparecen multiplicadas por los valores0 ó 1.
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Ejemplo 10.10 (cont.)
Identificandoα y sus potencias en la tabla de la operación “·” de la Figura 10.3 tenemos

α0 = 1

α1 = x

α2 = x2

α3 = ((x3))x3+x+1 = x+ 1

α4 = x(x+ 1) = x2 + x

α5 = ((x(x2 + x)))x3+x+1 = x2 + x+ 1

α6 = ((x(x2 + x+ 1)))x3+x+1 = x2 + 1

Nótese que podría haberse realizado cualquier ordenación de los elementos deGF (23) en las
tablas de la Figuras 10.3, pero sólo una pone de manifiesto la estructura cíclica del cuerpo. Si
fuese necesario, se reordenan las raíces hasta obtener estaestructura cíclica.

Para calcular la primera clase conjugada tomamos la raízα y construimos la secuencia de cua-
drados consecutivos:α, α2, α4, α8 = α((8))7 = α. La primera clase conjugada está formada por
α, α2, α4. Se puede comprobar que si hubiésemos empezado conα2 ó α4, hubiésemos obteni-
do la misma clase conjugada. A continuación, generamos un polinomio que contenga estas tres
raíces

(x− α)(x− α2)(x− α4) = (x2 − (α+ α2)x+ α3)(x− α4)

= x3− (α4 + α2)x2+ (α6 + α5 + α3)x− α7

= x3− (x+x2+x2+x)x2+ (x2+1+x2+x+1+x+1)x+ 1

= x3 + x+ 1

Es importante destacar que este polinomio coincide con el polinomio primitivo empleado para
generar el cuerpo de Galois. Esta propiedad es debida a queα es una raíz del polinomio primitivo
y por tanto el polinomio minimal que contenga aα debe ser el polinomio primitivo.

Si tomamos otra raíz, por ejemplo,α3, y construimos su secuencia de cuadrados consecutivos:
α3, α6, α12 = α((12))7 = α5, α10 = α((10))7 = α3, se obtiene que el polinomio que genera esta
clase conjugada es

(x− α3)(x− α5)(x− α6) = x3 + x2 + 1

Por último, consideramos la raíz1, que forma una clase conjugada por sí sola, ya que12 = 1.
Como hemos utilizado todos los elementos no nulos del cuerpode Galois de orden23 para gene-
rar sus tres clases conjugadas y sus tres polinomios minimales, podemos expresar el polinomio
x7−1 como(x3+x+1)(x3+x2+1)(x−1). Empleando combinaciones de estos tres polinomios
se pueden crear distintos polinomios generadores de códigos cíclicos conn = 7. En el Cuadro
10.3 se muestra la asignación entre clases conjugadas y sus polinomios minimales.

Es importante resaltar que los polinomios provenientes de las clases conjugadas son irre-
ducibles y que aquellos que tengan el mismo grado que el polinomio primitivo también son
primitivos del mismo cuerpo de Galois. Sin embargo, si se emplea cualquiera deellos para
generar el cuerpo de Galois de orden2m, la asignación entre la representación exponencial
y polinómica variará, ya que ésta depende del polinomio primitivo.

Una vez estudiada la manera de transformar los elementos del cuerpo de Galois de orden
2m en polinomios minimales (binarios), disponemos de toda la información necesariapara
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Clases conjugadasPolinomios minimales
{1} m0(x) = x− 1
{α, α2, α4} m1(x) = x3 + x+ 1
{α3, α5, α6} m3(x) = x3 + x2 + 1

Cuadro 10.3. Clases conjugadas deGF (23) generado porp(x) = x3 + x + 1 y sus
polinomios minimales asociados.

Clases conjugadas Polinomios minimales
{1} m0(x) = x+ 1
{α, α2, α4, α8} m1(x) = x4 + x+ 1
{α3, α6, α9, α12} m3(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1
{α5, α10} m5(x) = x2 + x+ 1
{α7, α11, α13, α14} m7(x) = x4 + x3 + 1

Cuadro 10.4. Clases conjugadas deGF (24) generado porp(x) = x4 + x + 1 y sus
polinomios minimales asociados.

plantear el teorema BCH y analizar la construcción de polinomios generadores para los códi-
gos cíclicos que de él se desprenden. Como ejemplos adicionales, en los Cuadros 10.4, 10.5
y 10.6 se muestran las clases conjugadas y los polinomios minimales de, respectivamente,
GF (24),GF (25) y GF (26).

10.2.3. Códigos BCH

Ya disponemos de los elementos necesarios para poder emplear laCota BCH, que en su
versión restringida para los códigos cíclicos binarios dice lo siguiente:sea un código cíclico
(n, k) con polinomio generadorg(x), y seaα una raíz primitiva del polinomioxn − 1; si
el polinomio generadorg(x) contieneδ − 1 raíces consecutivas deα (esto es,g(αb) =

Clases conjugadas Polinomios minimales
{1} m0(x) = x+ 1
{α, α2, α4, α8, α16} m1(x) = x5 + x2 + 1
{α3, α6, α12, α17, α24} m3(x) = x5 + x4 + x3 + x2 + 1
{α5, α9, α10, α18, α20} m5(x) = x5 + x4 + x2 + x+ 1
{α7, α14, α19, α25, α28} m7(x) = x5 + x3 + x2 + x+ 1
{α11, α13, α21, α22, α26} m11(x) = x5 + x4 + x3 + x+ 1
{α15, α23, α27, α29, α30} m15(x) = x5 + x3 + 1

Cuadro 10.5. Clases conjugadas deGF (25) generado porp(x) = x5 + x2 + 1 y sus
polinomios minimales asociados.
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Clases conjugadas Polinomios minimales
{1} m0(x) = x+ 1
{α, α2, α4, α8, α16, α32} m1(x) = x6 + x+ 1
{α3, α6, α12, α24, α33, α48} m3(x) = x6 + x4 + x2 + x+ 1
{α5, α10, α17, α20, α34, α40} m5(x) = x6 + x5 + x2 + x+ 1
{α7, α14, α28, α35, α49, α56} m7(x) = x6 + x3 + 1
{α9, α18, α36} m9(x) = x3 + x2 + 1
{α11, α22, α25, α37, α44, α50} m11(x) = x6 + x5 + x3 + x2 + 1
{α13, α19, α26, α38, α41, α52} m13(x) = x6 + x4 + x3 + x+ 1
{α15, α30, α39, α51, α57, α60} m15(x) = x6 + x5 + x4 + x2 + 1
{α21, α42} m21(x) = x2 + x+ 1
{α23, α29, α43, α46, α53, α58} m23(x) = x6 + x5 + x4 + x+ 1
{α27, α45, α54} m27(x) = x3 + x+ 1
{α31, α47, α55, α59, α61, α62} m31(x) = x6 + x5 + 1

Cuadro 10.6. Clases conjugadas deGF (26) generado porp(x) = x6 + x + 1 y sus
polinomios minimales asociados.

g(αb+1) = · · · = g(αb+δ−2) = 0, para algúnb), entonces la distancia mínima del código es
al menosδ, es decir,dmin ≥ δ.

Los códigos BCH conb = 1 se conocen como códigos BCH en sentido estricto, ya que
contienen la raíz generadora dexn−1. Si invertimos el teorema y construimos el polinomio
generador, para unn dado, a partir deδ − 1 raíces consecutivas deα, entonces podremos
asegurar una distancia mínima del código deδ.

Ejemplo 10.11
Los polinomios minimales deGF (23), mostrados en el Cuadro 10.3, permiten construir códigos
de longitudn = 7. Los posibles polinomios generadores son:

g1(x) = m1(x) = x3 + x+ 1

g2(x) = m1(x)m3(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1

g3(x) = m0(x) = x+ 1

g4(x) = m3(x)m0(x) = x4 + x2 + x+ 1

¿Cuál es la distancia mínima de cada uno de estos códigos cíclicos y cuántos bits es posible
codificar?

El primer polinomio contiene las raíces{α, α2, α4}, presenta dos raíces consecutivas y, por
tanto, da lugar a una distancia mínima de al menos tres. Como el grado del polinomio ge-
nerador coincide con el número de bits de redundancia, el número de bits de información es
k = n − grado(g1(x)) = 4. Este código es la versión cíclica del código Hamming, conn = 7,
k = 4 y dmin = 3.

El segundo polinomio contiene las raíces{α, α2, α3, α4, α5, α6}, seis raíces consecutivas, y por
tanto una distancia mínima de al menos siete bits. El número de bits que se puede transmitir es 1.
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Se puede probar que las dos palabras código posibles son aquéllas cuyos bits son todos iguales a
cero y la de todo unos. Este polinomio da lugar al código de repetición de seis bits.

El tercer polinomio generador sólo presenta una raíz (consecutiva) y, por tanto,dmin = 2. En este
caso,k = 6 y las palabras código siempre tienen un número par de unos. Resulta un código de
comprobación de paridad par.

Las raíces del cuarto polinomio son{1, α3, α5, α6}. Contiene tres raíces consecutivas,α5, α6

y α7 = 1. Este código tiene unadmin garantizada de 4 y el número de bits de información es
k = 3. Se puede comprobar queg1(x)g4(x) = xn − 1, g4(x) es, por tanto, el polinomio de
comprobación de paridad deg1(x). A este código se le conoce como el código dual del código
Hamming(7, 4).

Hasta ahora hemos aprendido cómo encontrar las raíces dexn − 1 paran = 2m − 1, lo
que permite construir únicamente códigos de longitud2m − 1. En el caso de que deseemos
construir un código de longitudn 6= 2m − 1, ¿cómo obtenemos las raíces dexn − 1?. En
primer lugar es necesario emplear un polinomio primitivo de ordenm tal que((2m−1))n =
0. Si 2m − 1 6= n, el polinomio primitivo generarán′ = 2m − 1 raíces, entre las que se
encuentran lasn que nos interesan. Las raíces dexn−1 serán lasαj tales quej sea múltiplo
de(2m − 1)/n.

Una vez localizadom, generamos lasn raíces dexn − 1, empleando un polinomio pri-
mitivo de gradom (haciendo uso, por ejemplo, del Cuadro 10.2). A partir de las raíces de
xn − 1, construimos las clases conjugadas y sus polinomios minimales. Por último, combi-
namos los polinomios minimales de tal forma que se obtengandmin− 1 raíces consecutivas.
Como el grado del polinomio generador indica el número de bits de redundancia, es desea-
ble combinar los polinomios de manera que el grado deg(x) sea lo más pequeño posible y
por tanto se disponga de mayor número de bits para transmitir información con una distancia
mínima garantizada.

A modo de resumen, el procedimiento para construir el polinomio generadorde un có-
digo BCH de longitudn y capaz de corregirt errores a partir de un código cíclico genérico
consta de los siguientes pasos:

1. Localizarm tal que((2m − 1))n = 0.

2. Encontrar un polinomio primitivo de gradom.

3. Generar los elementos deGF (2m).

4. Seleccionar lasn raícesαj tales quej sea múltiplo de(2m − 1)/n.

5. Construir las clases conjugadas y los polinomios minimales de las raíces dexn − 1.

6. Construir el polinomio generador de menor grado posible que contenga2t raíces con-
secutivas dexn − 1 a partir de sus polinomios minimales.

A continuación se presentan varios ejemplos en los que se generan códigos cíclicos para
una longitud y una distancia mínima dada.
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Clases Conjugadas Polinomios Minimales
{1} m0(x) = x− 1
{β, β2, β4, β8, β11, β16} m1(x) = x6 + x4 + x2 + x+ 1
{β3, β6, β12, } m3(x) = x3 + x2 + 1
{β5, β10, β13, β17, β19, β20} m5(x) = x6 + x5 + x4 + x2 + 1
{β7, β14} m7(x) = x2 + x+ 1
{β9, β15, β18} m9(x) = x3 + x+ 1

Cuadro 10.7.Clases conjugadas y polinomios minimales parax21 − 1.

Ejemplo 10.12
Se desea construir un polinomio generador para un código de longitudn = 15 y capaz de corregir
dos errores (t = 2). Param = 4 se cumple que((2m − 1))n = 0 y además como2m − 1 = n
empleamos todas sus raíces. Tomamos el polinomio primitivodel Cuadro 10.2,p(x) = x4+x+1.
Sus clases conjugadas y polinomios minimales se encuentranen el Cuadro 10.4. En él se puede
observar que ningún polinomio contiene cuatro raíces consecutivas y por tanto será necesario
construir el polinomio cíclico uniendo varios polinomios minimales. Los polinomios

g1(x) = m1(x)m3(x) = x8 + x7 + x6 + x4 + 1

g2(x) = m3(x)m7(x) = x8 + x4 + x2 + x+ 1

contienen cuatro raíces consecutivas y los dos tienen el mismo grado. No es posible construir un
polinomio de menor grado conm0(x) om5(x) y alguno de los tres polinomios de grado 4. Por
ello, los polinomios antes presentados son los de menor grado que protegen contra dos errores en
el canal.

Ejemplo 10.13
Se desea construir un polinomio generador para un código cíclico de longitudn = 21 y capa-
cidad para corregir tres errores (t = 3). El grado del polinomio primitivo debe ser seis, ya que
((63))21 = 0. De los 63 elementos del cuerpo de Galois de orden26 únicamente nos quedamos
con:1, α3, α6, . . . , α60, que son las raíces que anulan ax21 − 1. Seaβ = α3. En el Cuadro 10.7
se muestran las clases conjugadas en función deβ y los polinomios minimales, que han sido
extraídos del Cuadro 10.6, entre aquellas raíces que anulanax63 − 1.

Para poder construir un polinomio corrector de tres erroreses necesario agrupar seis raíces
consecutivas. La forma de hacerlo utilizando el menor número de raíces posibles es mediante
g1(x) = m1(x)m3(x)m5(x) o g2(x) = m1(x)m5(x)m9(x). En ambos casos se obtiene un
polinomio de grado quince.

En estos dos ejemplos se ha mostrado cómo se pueden generar códigos bloque cíclicos
para cualquiern impar (unn par nunca dividiría a2m − 1) y para cualquier capacidad
correctora. Si la longitud elegida para el código no proporcionara unatasa de codificación
suficientemente alta para una aplicación determinada, un código conn mayor presentaría la
misma capacidad correctora pero con una mayor tasa. Cuanto mayor sean, más complejos
serán el codificador y el decodificador y más retardo se introducirá enla señal, pues el bloque
que se transmite en cada instante será mayor. Al elegir la longitud del código existe un
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compromiso entre la complejidad y la capacidad de corrección de errores; este compromiso
dependerá de cada aplicación.

En el supuesto de que no existieran restricciones significativas en relación a la longitud
del códigon, se debe tender a elegir aquellos para los que el cociente entre2m − 1 y n sea
lo menor posible, ya que dan lugar a polinomios generadores más cortos dada una misma
distancia mínima. Esta regla heurística proporciona códigos de mayor tasa para la misma
distancia mínima y paran similares.

10.2.4. Códigos Reed-Solomon

En el apartado anterior hemos presentado los códigos BCH binarios, quepermiten ge-
nerar códigos de la capacidad correctora deseada. Sin embargo, al construir los polinomios
generadores es necesario incluir raíces adicionales dexn−1 que no contribuyen a aumentar
la capacidad correctora (ya que no son raíces consecutivas) pero que sí incrementan el grado
deg(x), reduciendo así el número de bits de información que se puede codificar. Es decir,
existen raíces que no contribuyen a incrementar la distancia mínima, pero que sí disminuyen
la tasa de codificación. En el Ejemplo 10.12,g1(x) presenta ocho raíces, pero sólo cuatro de
ellas son consecutivas. Si hubiésemos podido construir un código empleando únicamente las
cuatro raíces consecutivas podríamos aumentar la tasa de codificación hasta11/15 en lugar
de7/15 como obtuvimos en ese ejemplo. Es decir, de cada 15 bits, 11 serían de información
en lugar de 7. Sin embargo, si en ese ejemplo hubiésemos definidog(x) como

g(x) = (x− α)(x− α2)(x− α3)(x− α4)

el código no sería binario.
Las raíces adicionales aparecen porque hemos restringido nuestros polinomios genera-

dores a polinomios binarios. Si fuésemos capaces de emplear polinomios no binarios po-
dríamos utilizar polinomios generadores que únicamente tuviesen raíces consecutivas (que
son las que aumentan la distancia mínima). Para formar un código en el que cada raíz sea
consecutiva con las anteriores, se requiere que todos los polinomios minimales sean de gra-
do 1, asegurándonos de esta forma que sólo incluimos una raíz si es consecutiva y no porque
otra raíz del polinomio minimal sea necesaria para incrementar la distancia mínima. Como
las raíces dexn − 1 = (x− 1)(x− α) · · · (x− α2m−2) pertenecen aGF (2m), si se quiere
construirg(x) sólo a partir de raíces consecutivas, sus coeficientes deberán pertenecer a los
cuerpos de Galois de orden2m. Una vez construidog(x) la codificación se realiza de manera
similar a la de cualquier código cíclico. En este casob(x) también será un polinomio sobre
GF (2m), al igual quec(x) = b(x)g(x). Si la secuencia que se desea proteger es binaria,
pero no los polinomios construidos a partir de elementosGF (2m), agruparemos los bits de
entrada dem enm realizando una codificación binaria como la definida en (10.28) para
representar las palabras código como polinomios, ahora para representar cadam bits en un
polinomio elemento deGF (2m) (es decir, transformarm bits en la representación polinó-
mica deGF (2m)). Si la secuencia de salida debe ser binaria, se aplica esta transformación
a la inversa sobre la secuencia de palabras código.
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Rep. Exponencial Rep. Polinómica Rep. Exponencial Rep. Polinómica
0 0 α7 x3 + y + 1
1 1 α8 x2 + 1
α y α9 x3 + y
α2 x2 α10 x2 + y + 1
α3 x3 α11 x3 + x2 + y
α4 y + 1 α12 x3 + x2 + y + 1
α5 x2 + y α13 x3 + x2 + 1
α6 x3 + x2 α14 x3 + 1

Cuadro 10.8. Representaciones exponencial y polinómica deGF (24) generado por
p(x) = x4 + x+ 1.

Los códigos cíclicos que se construyen sobre los cuerpos de Galois de orden2m con
n = 2m − 1 y donde los polinomios generadores únicamente se forman a partir de raíces
consecutivas, se conocen como códigos Reed-Solomon (RS). Estos códigos reciben el nom-
bre de sus descubridores en los años sesenta. En los siguientes ejemplosmostramos cómo
se construyen tres códigos RS. Veremos que estos códigos se generancomo los BCH (el
teorema BCH se puede extender a códigos no binarios), pero con la particularidad de que
los polinomios generadores no son binarios.

Ejemplo 10.14
Se desea construir un polinomio generador para un código RS corrector de 1 error y de longitud
n = 7. Para generar este código se emplean los cuerpos de Galois deorden23. Para ello uti-
lizamos el polinomio primitivop(x) = x3 + x + 1, ya analizado en el Ejemplo 10.10. Como
queremos corregir un error tomamos dos raíces consecutivas, obteniendog(x) como

g(x) = (x− α)(x− α2) = x2 − (α+ α2)x+ α3 = x2 − α4x+ α3

Ejemplo 10.15
Se desea construir un polinomio generador para códigos RS capaz de corregir 2 errores y de
longitud n = 255. Para ello empleamos un polinomio primitivo de los cuerpos de Galois de
orden28, p(x) = x8+x4+x3+x2+1, obtenido del Cuadro 10.2. El polinomio generador será

g(x) = (x− α)(x− α2)(x− α3)(x− α4) = x4 − α76x3 + α31x2 − α81x+ α10

Ejemplo 10.16
Se quiere codificar la secuencia0110010110000 . . . empleando un código RS conn = 15 y
capaz de corregir 2 errores.

Para construir el código RS(15,11) se deben tomar cuatro raíces consecutivas de tal forma que
nuestro polinomio generador sea

g(x) = (x− α)(x− α2)(x− α3)(x− α4) = α10 − α3x+ α6x2 − α13x3 + x4

(para calcularg(x) hemos empleado el polinomio primitivop(x) = x4 + x + 1 y hemos calcu-
lado sus representaciones exponencial y polinómica, que semuestran en el Cuadro 10.8). Para
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codificar la secuencia binaria se seleccionan los bits de cuatro en cuatro y se construye el poli-
nomio b(x) transformando cuatro bits en un elemento deGF (24) a partir de su representación
polinómica, lo que da como resultado

b(x) = α5 + α9x+ x2

El polinomio código es

c(x) = b(x)g(x)

= (α15 − α8x+ α11x2 − α18x3 + α5x4)+(α19x− α12x2 + α15x3 − α22x4 + α9x5)

+(α10x2 − α3x3 + α6x4 − α13x5 + x6)

= 1 + α5x+ α5x2 + x3 + x4 + α10x5 + x6

que en formato binario esc = [1000011001101000100011101000 . . .] completando con ceros
hasta los 60 bits (15× 4).

La cota BCH para un código RS de longitudn = 2m − 1 nos indica que no existe otro
código bloque cíclico sobreGF (2m) con mayor distancia mínima, ya que todas las raíces
cuentan para aumentar la cota de la distancia mínima. Adicionalmente, podemos demostrar
que no existe otro código bloque lineal (cíclico o no) con mayordmin que un código RS y
que la distancia mínima de los códigos RS es igual a la cota BCH. Para ello vamos a utilizar
la cota de Singleton, que establece que la distancia mínima de un código bloque(n, k) está
acotada por

dmin ≤ n− k + 1 = r + 1 (10.41)

Para los códigos RS la cota BCH establece que sudmin ≥ n− k+1, por lo que, dada la
cota de Singleton, la distancia mínima de los códigos RS serádmin = n−k+1. La cota BCH
proporciona un límite superior de la distancia mínima, pero para los RS es el valor exacto
y además estos códigos presentan la mayor distancia mínima posible para cualquier código
bloque(n, k). A los códigos que cumplen con igualdad la cota de Singleton se conocen
comocódigos de máxima distancia separable(“Maximum Distance Separable”, MDS).

Los códigos RS no son los únicos códigos MDS. Se pueden construir códigos MDS
mediante las siguientes operaciones:

Perforado (punctured ). Un código bloque es un código perforado si se elimina uno de los
bits de redundancia. Un código(n, k) se transforma en un código(n− 1, k).

Acortado (shortened). Un código bloque es acortado si se elimina uno de los bits de
entrada y uno de los bits de salida. Un código(n, k) se transforma en un código
(n− 1, k − 1).

Se puede demostrar que un código MDS perforado o acortado sigue siendo un códi-
go MDS. Si tenemos un código RS de longitudn demasiado grande, podemos emplear las
operaciones de perforado y acortado tantas veces como sea necesario para construir un có-
digo de menor longitud, sabiendo que la distancia mínima del nuevo código seguirá siendo
dmin = n−k+1. En general, un código RS acortado o perforado deja de ser cíclico, aunque
sigue siendo lineal. Por ejemplo, los discos compactos (“Compact Disc”, CD) emplean dos
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códigos RS acortados a (32,28) y (28,24), que parten del código RS descrito en el Ejemplo
10.15 sobreGF (28). En los CD se emplean estos códigos porque permiten utilizar palabras
de ocho bits como entrada (la mitad de los bits asignado a cada muestra de audio), pero se
acortan para reducir la complejidad del codificador y decodificador, yaque de lo contrario
cada palabra código tendría256× 8 bits.

10.2.5. Decodificación de los códigos BCH y RS

El principal factor limitante en el empleo de códigos para protección contra errores es
la complejidad de los procesos de codificación y decodificación, fundamentalmente de este
último. En los apartados precedentes hemos reducido la complejidad de la codificación de
códigos cíclicos, transformando una matriz de tamañok × n en un polinomio de grado
n− k, y la multiplicación de un vector por una matriz en una multiplicación de polinomios
que puede ser realizada eficientemente. Sin embargo, la complejidad de la decodificación
sigue estando marcada, en el mejor de los casos, por el tamaño de la tabla desíndromes,
que depende exponencialmente de la redundancia,n − k. La aplicabilidad de los códigos
cíclicos va a depender de la existencia de algoritmos de decodificación que eviten construir
la tabla de síndromes.

En la literatura existen diversos algoritmos de complejidad no exponencial para la deco-
dificación de códigos bloque cíclicos tipo BCH. En este apartado estudiaremos el más efi-
ciente para los códigos no binarios: elalgoritmo de Berlekamp-Massey, cuya complejidad
crece linealmente con la distancia mínima del código. Este algoritmo se puede simplificar si
se utilizan códigos binarios.

Antes de la presentación del algoritmo introduciremos la notación e ideas básicas de su
planteamiento, que son comunes a la mayor parte de algoritmos para la decodificación de
códigos BCH y RS. Al construir el polinomiog(x) con capacidad para corregirt errores
se impuso que tuviese2t raíces consecutivas deα, por tanto,g(αb) = g(αb+1) = · · · =
g(αb+2t−1) = 0. Como cualquier palabra código se obtiene comoc(x) = b(x)g(x) para
algún b(x), si αj es una raíz deg(x), también lo será dec(x). Definimos2t síndromes
evaluando la palabra recibida,r, en las2t raíces

Sl = r(αl) = c(αl) + e(αl) =
n−1∑

j=0

ej · (αl)j l = 1, . . . , 2t (10.42)

dondec(αl) = 0 por definición de palabra código,ej es el coeficientej-ésimo del polinomio
de errore(x) = e0+e1x+ · · ·+en−1x

n−1 y, adicionalmente, hemos supuesto que el código
es un código BCH en sentido estricto (b = 1). Como ya indicamos para los códigos bloque
lineales, los síndromes son cero únicamente si el polinomio de error es cero(o si el error
es otra palabra código) y el síndrome sólo depende del error producido y no de la palabra
código transmitida.

El algoritmo de Berlekamp-Massey se encuentra detallado en el Cuadro 10.9. Una vez
que finaliza el algoritmo el polinomioΛ(x) = Λ(2t)(x), denominadopolinomio localizador
de errores, es un polinomio de grado menor o igual quet que indica dónde se encuentran
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1.- Calcular los síndromesS1, S2, . . . , S2t.
InicializarΛ(0)(x) = 1, L = 1, T (x) = 1 y k = 1.

2.- Calcular∆(k) = Sk −
∑L

i=1 Λ
(k−1)
i Sk−i.

3.- Si∆(k) = 0, ir al Paso 7.
4.- ModificarΛ(k)(x) = Λ(k−1)(x)−∆(k)T (x).
5.- Si2L ≥ k, ir al Paso 7.
6.- IgualarL = k − 1 y T (x) = Λ(k−1)(x)/∆(k).
7.- IgualarT (x) = xT (x).
8.- Sik < 2t, entoncesk = k + 1 e ir al Paso 2.

Cuadro 10.9.Algoritmo de Berlekamp-Massey para decodificación de códigos BCH no binarios.

los errores en la palabra código recibida.Λ(x) se puede factorizar como

Λ(x) = (1 + αl1x)(1 + αl2x) · · · (1 + αltx) (10.43)

y los errores se encuentran en las posicionesl1, l2, . . . , lt. Si Λ(x) no se puede factorizar o
aparece una raíz doble indica que se han producido más det errores y dicha palabra no se
puede decodificar, produciéndose lo que se denomina unfallo de decodificación. Recorde-
mos que esto también sucedía cuando calculamos la tabla de síndromes en el Ejemplo 10.5,
en la que había síndromes que no aparecían en la tabla. Aunque no es nuestro propósito rea-
lizar una descripción detallada del funcionamiento del algoritmo, mencionaremos que está
basado en la expresión recursiva de los síndromes en función de los síndromes anteriores y
los coeficientes del polinomio localizador de errores

ΛiSk−i + Λi−1Sk−i−1 + · · ·+ Λ1Sk−1 = −Sk (10.44)

que se emplea para construir recursivamenteΛ(x) mediante elpolinomio correctorT (x),
siempre que∆, la discrepanciaentre los síndromes calculados y los obtenidos mediante
(10.44) a partir deΛ(x) en la iteración en curso, sea distinta de cero.

Si empleamos este algoritmo para decodificar un código binario, si en la posición l1
había un 1, sabemos que el bit transmitido fue un 0 y viceversa. Pero si elcódigo no es
binario y en la posiciónl1 hay unαk sabemos qué elemento no se transmitió, pero no
podemos decir cuál de los otros2m− 1 elementos deGF (2m) se envió. Una vez localizada
la posición del error habrá que calcular la magnitud, es decir, cuál es la diferencia entre el
símbolo correcto y el recibido. Para calcular dicha magnitud podemos emplearel algoritmo
de Forneyque establece que, dadas las posiciones de los erroresX1 = αl1 , X2 = αl2 , ...,
Xt = αlt (las raíces deΛ(x)), la magnitud de los errores se puede calcular como:

elk = −XkΩ(X
−1
k )

Λ′(X−1
k )

(10.45)

dondeΩ(x) = ((Λ(x)S(x)))x2t+1 , S(x) es el conjunto de2t síndromes expresados en
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k Sk Λ(k)(x) ∆(k) L T (x)
0 – 1 – 0 x
1 α12 1− α12x α12 1 α3x
2 α14 1− α2x α4 1 α3x2

3 α3 1− α2x+ α12x2 α9 2 α6x+ α8x2

4 α13 1− α13x+ α13x2 α8 – –

Cuadro 10.10.Resumen de la decodificación RS mediante el algoritmo de Berlekamp-Massey.

forma polinómica,S(x) =
∑2t

j=1 Sjx
j , y Λ′(x) es la derivada formal deΛ(x)11.

Una vez calculada la magnitud del error podemos construire(x) y obtener la palabra
código transmitida como la diferencia entre la palabra recibidar(x) y el error e(x). La
mejor forma de comprender el funcionamiento de los algoritmos de Berlekamp-Massey y
Forney es mediante un ejemplo.

Ejemplo 10.17
En el decodificador de un código RS(15, 11) en sentido estricto con polinomio generador

g(x) = α10x2 − α3x+ α6x2 − α13x3 + x4

se ha recibido la siguiente palabra código

r(x) = 1 + α5x2 + x3 + x4 + α10x5 + x6 + α7x12

y vamos a determinar cuál fue la palabra código transmitida.

En primer lugar se calcula el síndrome de la palabra recibida:

S1 = r(α) = 1 + α7 + α3 + α4 + α15 + α6 + α19 = α12

S2 = r(α2) = 1 + α9 + α6 + α8 + α20 + α12 + α31 = α14

S3 = r(α3) = 1 + α11 + α9 + α12 + α25 + α18 + α43 = α3

S4 = r(α4) = 1 + α13 + α12 + α16 + α30 + α24 + α55 = α13

donde se ha utilizado el Cuadro 10.8 para transformar la representación exponencial en polinó-
mica, además deαd = α((d))15 . Como los síndromes son distintos de cero, se ha producido algún
error.

Luego se obtiene el polinomio de error empleando el algoritmo de Berlekamp-Massey mostrado
en el Cuadro 10.9. Las iteraciones del algoritmo se detallanen el Cuadro 10.10 y las operaciones
necesarias para formar esta tabla se especifican a continuación.

Iteraciónk = 1:

1. ∆(1) = S1 − 0 = α12.

2. Λ(1)(x) = 1− α12x.

11Hablamos de derivada formal porqueΛ′(x) se calcula aplicando las reglas de derivación de polinomios
sobre el cuerpo de los números reales. Sin embargo, no es una derivada porque no tiene la interpretación del
cociente entre la variación infinitesimal de la función y la variación infinitesimal en la variable independiente.
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Iteraciónk = 2:

1. ∆(2) = S2 − S1Λ
(1)
1 = α14 − α12α12 = α4.

2. Λ(2)(x) = 1− α12x+ α7x = 1− α2x.

Iteraciónk = 3:

1. ∆(3) = S3 − S2Λ
(2)
1 = α3 − α14α2 = α9.

2. Λ(3)(x) = 1− α2x+ α12x2.

Iteraciónk = 4:

1. ∆(4) = S4−S3Λ
(3)
1 −S2Λ

(3)
2 = α13−α3α2−α12α14 = 1+α2 +α3 +α+α2 +

α+ α2 + α3 = α8.

2. Λ(4)(x) = 1− α2x− α12x2 + α14x+ αx2 = 1− α13x+ α13x2.

Una vez generado el polinomioΛ(x) = Λ(4)(x) es necesario encontrar sus raíces para determinar
dónde se localizan los errores. Para ello, dividimos el polinomioΛ(x) entre(1− αjx) paraj =
0, 1, . . . n hasta encontrar sus dos raíces (ya que se trata de un código corrector de dos errores).
En primer lugar, se ensaya la división deΛ(x) entre(1 − x) y se obtiene1 − α13x + α13x2 =
(x−1)α13x+1. Como el resto de la división no es nulo no se ha producido un error en la primera
componente del vector recibido. A continuación consideramosj = 1 y se ensaya la división de
Λ(x) entre(1−αx), obteniendo1−α13x+α13x2 = (1−αx)(1−α12x) (donde se ha utilizado
queα12 + α = α13, como podemos comprobar en el Cuadro 10.8). En este caso, el resto de la
división es 0 y por tanto existe un error en la segunda componente der(x). De acuerdo con el
algoritmo continuaríamos conj = 2 . . ., pero gracias al cociente de la división anterior, sabemos
que el segundo error se encuentra en la decimotercera componente der(x). El polinomio de error
seráe(x) = e1x+ e12x

12.

Por último, para poder recuperar la palabra recibida es necesario hallar la magnitud del error (los
valores dee1 y e12). Esta magnitud se puede obtener empleando el algoritmo de Forney. Para ello
necesitamos calcular el polinomioΩ(x) = ((Λ(x)S(x)))x5 = 1 + αx+ α4x2 y a continuación
la derivada formal deΛ(x): Λ′(x) = α13 + 2α13x = α13. La magnitud de los dos errores es:

e1 =
αΩ(α−1)

α13
=

α

(
1 +

α

α
+
α4

α2

)

α13
= α3(1 + 1 + α2) = α5.

e12 =
α12Ω(α−12)

α13
=

α12

(
1 +

α

α12
+

α4

α24

)

α13
= α14(1 + α2 + α10) = α22 = α7.

Por tanto, el polinomio de error ese(x) = α5x + α7x12 y la palabra transmitida más verosímil
c(x) = 1 + α5x + α5x2 + x3 + x4 + α10x5 + x6, que es la palabra que se transmitió en el
Ejemplo 10.16 donde se empleaba el mismo polinomio generador.

10.2.6. Prestaciones de los códigos bloque

Para evaluar las prestaciones de un código bloque debemos seguir los siguientes pasos:

1. Determinación de ladmin.

2. Cálculo de laPe y laBER a partir dedmin y del algoritmo de decodificación.
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3. Obtención de la ganancia de codificación.

Este procedimiento puede ser tedioso pero realizable para un código concreto. Repase-
mos cada uno de estos pasos.dmin puede obtenerse como el menor número de “unos” de
una palabra código distinta de la todo ceros, (10.17), dada la linealidad delcódigo.Pe puede
evaluarse con la ayuda de (10.10) si el algoritmo de decodificación realiza la detección de
máxima verosimilitud con decodificación dura, pero incluso si la decodificación es incom-
pleta (como, por ejemplo, la realizada por el algoritmo de Berlekamp-Massey)y sólo es
capaz de realizar la decodificación correctamente si se produce un número de errores menor
o igual quet. Podemos acotar la probabilidad de error como

Pe = 1−
t∑

i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−i (10.46)

siendop la probabilidad de cruce del BSC. En el caso en que las palabras códigose trans-
miten mediante una modulación lineal binaria podemos incluso determinar laPe obtenida
mediante decodificación blanda con un decisor ML, teniendo en cuenta quela contribución
de cada bit a la distancia euclídea puede analizarse independientemente. Así, la distancia
euclídea entre dos palabras código es

d(ci, cj) = d([ai[0], . . . , ai[n− 1]], [aj [0], . . . , aj [n− 1]])

=

√√√√
n−1∑

k=0

d(ai[k], aj [k])2

=
√
dH(ci, cj)d(a0, a1)2

=
√
dH(ci, cj) d(a0, a1) (10.47)

donded(a0, a1) es la distancia entre los dos símbolos de la constelación binaria. La modu-
lación binaria más frecuente es la antipodal, en la qued(a0, a1) = 2

√
Es. En lo sucesivo, y

salvo indicación en contrario, nos refererimos a esta modulación en el estudio de los códi-
gos bloque y los códigos convolucionales. A partir de aquí sólo hay que sustituirdH(ci, cj)
pordmin calculada según (10.1) para obtener la distancia mínima en el espacio euclídeo y, a
partir de esta, laPe como

Pe ≈ κQ
(
d(a0, a1)

√
dmin

2
√
N0/2

)
= κQ

(√
2dminEs

N0

)
(10.48)

A partir dePe se obtiene laBER que, expresada en función deEb/N0, se emplea para
calcular la ganancia de codificación con procedimientos como el utilizado en el Ejemplo
10.2. Para valores altos dek la obtención de laBER no resulta fácil porque, por una parte, la
cota1

kPe ≤ BER ≤ Pe no resulta ajustada y, por otra parte, la hipótesis de una codificación
Gray o pseudo-Gray es, en general, poco realista.
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Además este procedimiento no da respuestas a preguntas como ¿cuál es la mínimaBER
que puede obtenerse con un canal, una tasaR y un valor den determinados?, o ¿cuál es el
código que permite esaBER? (a no ser, claro está, que repitamos el procedimiento ante-
rior con todos los códigos posibles). Para dar respuesta a estas preguntas debemos aplicar
resultados como la cota de Singleton visto anteriormente, que establece una cota superior
paradmin en función deR y n. En la literatura encontramos, por ejemplo, cotas tanto infe-
riores como inferiores dedmin más elaboradas y ajustadas que el límite de Singleton12, cotas
superiores de las probabilidades de error de los decisores empleados ycotas de laBER,
e incluso expresiones analíticas de la ganancia asintótica de codificación que nos ayudan a
analizar de forma mucho más general las prestaciones de los códigos bloque lineales, pero
su estudio está fuera del alcance de este texto.

Como alternativa, vamos a estudiar un par de casos particulares empleandotécnicas de
simulación de Monte Carlo a partir de los cuales realizaremos consideraciones generales
sobre las prestaciones de los códigos más potentes de entre los presentados, los BCH y los
RS.

En el primero de estos casos vamos a considerar un BSC concreto, con una probabilidad
de crucep = 0,0563, que proporciona una capacidad de0,6874 bits/transmisión, y anali-
zaremos laBER que se obtiene con distintos códigos BCH binarios. En la Figura 10.4 se
presentan estos valores deBER para distintas tasas de codificación. En la figura, el código
Hamming(7, 4) esta representado por• y los códigos BCH conn = 15 y k = 5, 7 y 11
están representados mediante círculos (◦). Los▽,� y ⊲ representan, respectivamente, todos
los códigos BCH conn = 31, n = 63 y n = 127. Por último las probabilidades de error
para los códigos BCH conn = 255, 511 y 1023 se muestran, respectivamente, mediante
una línea discontinua con puntos y rayas, una línea discontinua con rayasy una línea conti-
nua. En lugar de representar en esta gráfica la capacidad del canal como referencia para la
comparación de los distintos códigos se presenta un resultado más elaborado, que es la tasa
máxima que puede obtenerse con un codificador permitiendo unaBER dada, que toma la
forma

R =
C

1−H(BER)
(10.49)

dondeC es la capacidad del BSC yH la función entropía. Obviamente, cuando laBER
tiende a 0,R tiende aC. Esta curva está representada en la figura mediante una línea conti-
nua más fina que el resto.

Analizado la Figura 10.4 podemos observar que para valores bajos deBER (por ejem-
plo, inferiores a10−4) existe una diferencia considerable entre la capacidad del canal y la
tasa de codificación y, aunque se aumente el tamaño del bloque, esta diferencia no se reduce
significativamente.

En el segundo caso vamos a evaluar la evolución de laBER con respecto a la rela-
ción señal a ruido para distintos códigos. En la Figura 10.5 se muestra estaBER de varios
códigos BCH para distintos valores den frente a la relación señal a ruido (Eb/N0) en el
canal. Aunque la decodificación se realiza de forma dura (se emplea el canal digital binario

12Caben destacar la cota inferior de Varshamov-Gilbert, y la superior de McEliece-Rodemich-Rumsey-Welch.
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Figura 10.4.BER obtenida por distintos códigos BCH binarios sobre un BSC conproba-
bilidad de crucep = 0,0563 y tasa máxima alcanzable.

conBER = Q
(√

2Eb/N0

)
), se ha representado laBER frente la relación señal a ruido

porque nos va a permitir comparar las prestaciones de estos códigos con otros códigos de
protección contra errores. Los códigos representados son aquéllosque tienen una tasa de
codificación próxima a1/2, para poder realizar comparaciones entre ellos a igual redundan-
cia. Para relaciones señal a ruido superiores a 5 dB podemos obtener probabilidades de error
tan pequeñas como deseemos, pero la capacidad de canal para esta relación señal a ruido es
de0,77 bits/transmisión, muy superior a la tasa de estos códigos. Además, para relaciones
señal a ruido inferiores a 4 dB (que proporciona una capacidad de0,69 bits/transmisión)
todos los códigos BCH binarios de tasa 1/2 presentan unaBER mayor que la del sistema
sin codificar, y aunque aumentemos el tamaño del bloque no mejoran las prestaciones de
estos códigos.

Estos dos ejemplos muestran la incapacidad de los códigos bloque cíclicos de aproximar-
se a la capacidad del canal. Esta limitación se debe fundamentalmente a la decodificación
subóptima proporcionada por el algoritmo de Berlekamp-Massey. Este algoritmo decodifica
únicamente las palabras recibidas con a lo sumo(dmin−1)/2 errores y descarta las restantes
como fallos de decodificación. Para los códigos perfectos esta decodificación coincide con
la decodificación de máxima verosimilitud, porque no existen palabras recibidas con distan-
cia Hamming superior a(dmin − 1)/2 de alguna palabra código. Pero los restantes códigos
bloque cíclicos son imperfectos y existe una fracción significativa de las posibles palabras
recibidas (esta fracción tiende a 1 conforme aumentan para una tasa fija) que no se pueden
corregir con el algoritmo de Berlekamp-Massey, lo que limita la calidad de su aproximación
a la decodificación de máxima verosimilitud.

Los códigos bloque cíclicos, en particular los RS, son de utilidad práctica aunque no
puedan aproximarse a la capacidad de canal. En general, para construir códigos que se
aproximen a la capacidad del canal tendremos que aumentar el tamaño del código bloque
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Figura 10.5.BER en función de la relación señal a ruido del canal gausiano emplean-
do una modulación binaria antipodal y distintos códigos BCHbinarios: (1023, 513),
(511, 259), (255, 131), (127, 64) y (63, 30).

(n > 10.000 bits). Pero no es posible emplear dichos valores den en todas las aplica-
ciones, ya que códigos bloque de gran longitud presentan un retardo considerable y una
complejidad alta. Los códigos bloque cíclicos son de utilidad en aplicaciones enlas que se
transmiten bloques de hasta centenares de bits, en las que sus prestaciones son competitivas
(probabilidad de error y complejidad) con otros esquemas de codificación. Probablemente,
la mayor limitación de estos códigos es que no disponen de un algoritmo de decodificación
eficiente cuando se dispone de la salida del demodulador (salida blanda),lo que limita sus
prestaciones frente a otros códigos como los convolucionales cuando dicha información está
disponible.

A modo de resumen, podemos mencionar como características más relevantes de los
códigos BCH y RS las siguientes:

Los códigos BCH y, sobre todo, los RS presentan prestaciones competitivas para tasas
altas de codificación (R ≈ 1) sobre canales digitales binarios y tamaño de bloque
moderado (n < 1.000).

Los algoritmos de decodificación eficiente (Berlekamp-Massey y similares) propor-
cionan la detección de máxima verosimilitud sólo si el número de errores no excede
de t =

⌊
dmin−1

2

⌋
, declarando en caso contrario un fallo de decodificación. Este com-

portamiento hace que muchas palabras recibidas queden sin decodificar,lo que reduce
las prestaciones de estos códigos al aumentarn y disminuirR.

No existen algoritmos eficientes para la decodificación del canal gausianocon entrada
digital (decodificación blanda) y, en consecuencia, no es posible aprovechar las ven-
tajas de la decodificación blanda en receptores de comunicaciones en los que se puede
acceder a la salida del demodulador.
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10.3. CÓDIGOS CONVOLUCIONALES

En este apartado analizaremos la segunda aproximación clásica a la protección contra
errores: los códigos convolucionales. La principal diferencia respecto de los códigos bloque
es que el codificador ahora es un sistema con memoria y su salida se calcula como una
convolución enGF (2). De ahí el nombre decódigos convolucionales.

10.3.1. Códigos convolucionales lineales

Para exponer sus fundamentos vamos a recurrir a ejemplos, comenzandopor los mos-
trados en la Figura 10.6, donde podemos ver los codificadores de sendos códigos convolu-
cionales lineales de tasas 1/2 y 2/3, respectivamente. Siguiendo la notación habitual en la
literatura sobre códigos convolucionales,D representa un retardo unidad (equivalente alz−1

de la Transformada Z) y las sumas son, obviamente, módulo 2. Las relaciones entrada-salida

B( )0
[ ]l

C(0)
[ ]l

D D D

C(1)
[ ]l

B( )0
[ ]l

B l( )1
[ ]

C(0)
[ ]l

C(1)
[ ]l

C(2)
[ ]l

D

D

(a) (b)

Figura 10.6.Codificadores convolucionales de tasas 1/2 (a) y 2/3 (b).

del codificador de la Figura 10.6(a) pueden expresarse como

C(0)[l] = B(0)[l] +B(0)[l − 1] +B(0)[l − 3]

C(1)[l] = B(0)[l] +B(0)[l − 1] +B(0)[l − 2] +B(0)[l − 3] (10.50)

y pueden escribirse de forma más compacta si expresamos las entradas y salidas como po-
linomios enD, en una estructura muy similar a la Transformada Z pero para funciones
(señales) binarias, como

B(i)(D) =
∑

l

B(i)[l]Dl (10.51)

que, aplicado a (10.50), da como resultado

C(0)(D) = (D3 +D + 1)B(0)(D)

C(1)(D) = (D3 +D2 +D + 1)B(0)(D) (10.52)

y en forma matricial

C(D) =
[
C(0)(D) C(1)(D)

]
= B(0)(D)

[
D3 +D + 1 D3 +D2 +D + 1

]
=

B(D)G(D) (10.53)
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dondeG(D) es la matriz generadora del código. La Ecuación (10.53) que pone de mani-
fiesto que los códigos bloque lineales son un caso particular (sin memoria) delos códigos
convolucionales lineales. La matriz generadora del código cuyo codificador es el mostrado
en la Figura 10.6(b) es

G(D) =

[
D + 1 D D
D 1 1

]
(10.54)

Además de la tasa,R, (o, alternativamente, los valores dek y n) se emplean otros pará-
metros que definen la complejidad del código. Uno de ellos es lamemoria totaldel código,
Mt

13, que es el número de unidades de retardo del codificador, y otro es lalongitud de res-
tricción (constraint length), K, que se define como la máxima longitud de las respuestas al
impulso del codificador14, o 1 más el máximo grado de los polinomios enD que conforman
G(D)

K = 1 +máx
i,j
{grado(gij(D))} (10.55)

Para el codificador de la Figura 10.6(a) estos parámetros toman los valoresMt = 3 yK = 4;
y para el codificador de la Figura 10.6(b),Mt = 2 y K = 2.

Podemos definir, a semejanza de los códigos bloque lineales, una matriz de comproba-
ción de paridad,H(D), e incluso un vector de síndrome. Sin embargo, resulta de mayor
interés desarrollar el análisis de los códigos convolucionales en base a laconsideración de
los codificadores como máquinas de estados finitos, pues va a permitir de manera natural la
aplicación del algoritmo de Viterbi como decodificador de máxima verosimilitud.

El estadoψ[l] del codificador queda definido por el contenido de todas las células de re-
tardo del codificador, y el número de estados es igual a2Mt . A menudo resulta conveniente,
para lograr una representación más compacta, etiquetar los distintos estados. Por ejemplo,
los 23 = 8 estados del codificador de la Figura 10.6(a) pueden etiquetarse siguiendo la
convenciónψi ↔ (B(0)[l − 1], B(0)[l − 2], B(0)[l − 3]) y realizando las asignaciones

ψ0 ←→ (0, 0, 0) ψ4 ←→ (0, 0, 1)

ψ1 ←→ (1, 0, 0) ψ5 ←→ (1, 0, 1)

ψ2 ←→ (0, 1, 0) ψ6 ←→ (0, 1, 1)

ψ3 ←→ (1, 1, 0) ψ7 ←→ (1, 1, 1)

Téngase en cuenta que esta asignación es arbitraria, y que cualquier otra únicamente cam-
biaría las etiquetas asignadas a los distintos estados.

Para representar la dinámica de transición entre estados podemos emplear los diagramas
de rejilla, ya utilizados en los Apartados 6.2.2 y 7.4.1 para representar, respectivamente,
el estado del canal en detección de secuencias de máxima verosimilitud en presencia de
ISI y los distintos estados de fase de las modulaciones de fase continua. También podemos

13Generalmente, en la literatura este parámetro se denota comoM , pero para evitar confusiones con el tamaño
de las constelaciones lo denotaremos comoMt.

14Algunos autores definen este parámetro comonK y otros comokK, siendoK la definición que empleamos
en este texto.
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emplear los denominadosdiagramas de estadoso diagramas de transición entre estados, que
son grafos dirigidos y etiquetados empleados comúnmente en la definición de autómatas.

En la Figura 10.7 podemos ver el diagrama de rejilla del código convolucional especifi-
cado por el codificador de la Figura 10.6(a), y en la Figura 10.8 podemosver el diagrama de
transición entre estados del mismo código. En ambas figuras cada rama o arco está etique-
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Figura 10.7.Diagrama de rejilla del código convolucional de la Figura 10.6(a).

tado con su relación entrada-salida,B(0)[l]/C(0)[l]C(1)[l].
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Figura 10.8.Diagrama de estados del código convolucional de la Figura 10.6(a).

Al igual que en los códigos bloque es posible construir códigos convolucionales siste-
máticos, donde la matriz generadora toma la forma

G(D) =
[
Ik P (D)

]
(10.56)

y en los que lask primeras salidas son una copia de las entradas. En la Figura 10.9 se muestra
el esquema de codificación de un código convolucional sistemático cuya matriz generadora
es

G(D) =
[
Ik P (D)

]
=
[
1 D2 +D + 1

]
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B l( )0
[ ]

C =B( )0
[ ] [ ]l l( )0

C( )1
[ ]l

D D

Figura 10.9.Ejemplo de código convolucional sistemático.

En el Apartado 10.4.3 presentaremos otros códigos convolucionales queno considera-
mos aquí, los sistemáticos recursivos y los no lineales, dentro de los denominados TCM.

10.3.2. Decodificación de los códigos convolucionales

El principal problema para la decodificación de forma óptima de los códigos convolucio-
nales radica en que, al ser los codificadores sistemas con memoria, el estadístico suficiente
para la detección de una única palabra código es toda la secuencia binariarecibida. Este
problema es el mismo que el de detección de modulaciones PAM en canales conISI trata-
do en el Capítulo 6, y adoptaremos la misma solución que se utilizó en el Apartado6.2: la
detección de una secuencia completa en lugar de una detección símbolo a símbolo.

Consideramos una secuencia deL símbolosC[0],C[1], . . . ,C[L−1], generada a partir
dekL bits de entrada y compuesta pornL bits que son transmitidos a través de un BSC.
Los estados inicial,ψ[0], y final, ψ[L + K − 2], se suponen conocidos. El detector de
secuencias de máxima verosimilitud, a partir de la secuencia den(L+K−2) bits recibidos
r proporcionará como salida aquella secuencia deL símbolosc que haga mínima la métrica
de camino

lH(r, c)
.
=

L+K−3∑

l=0

dh(r[l], c[l]) =
L+K−3∑

l=0

lHl(r, c) (10.57)

dondelHl(r, c) es la métrica de rama en la transiciónl-ésima. Obsérvese que la secuencia
de símbolos define un camino a través de la rejilla del código.

La separabilidad de la métrica de camino en una suma de métricas de rama de (10.57)
se deriva de la distancia de Hamming, y posibilita el empleo del algoritmo de Viterbicomo
decodificador. La única diferencia entre el algoritmo de Viterbi desarrollado en el Apartado
6.2.2 y el empleado para la decodificación de códigos convolucionales consiste en que el
primero emplea métrica euclídea y el segundo métrica binaria. Nos limitaremos aquísim-
plemente a ilustrar su funcionamiento con la ayuda de un ejemplo.

Ejemplo 10.18
Considere el código convolucional mostrado en la Figura 10.10. Para codificar la secuencia
110101 consideramosψ0 como estado inicial (todos los elementos de retardo o registros con
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Figura 10.10. Código convolucional de tasa 1/2,Mt = 2 y K = 3: codificador (a) y
diagrama de estados (b).

0) y deseamos queψ0 sea también el estado final. Para forzar que el estado final seaψ0 (sea cual
sea la secuencia a codificar) añadimos dos ceros a la secuencia a codificar (así nos aseguramos
que el contenido de los dos registros es 0), que finalmente queda como11010100. La salida del
codificador ante esta entrada es1110100001000111 (esto es,c = [1110100001000111]).

Supondremos en primer lugar que la secuencia recibida es igual a la transmitida,r = c.

Para decodificar, dividimos la secuencia recibida en bloques den = 2 bits y los comparamos con
los bits correspondientes a las posibles transiciones entre los estados del convolucional, calculan-
do la métrica de rama. En la Figura 10.11 se muestra el diagrama de rejilla donde las etiquetas de
cada rama se corresponden con las métricas de rama calculadas con la secuencia recibida y el nú-
mero dentro de cada estado representa la métrica acumulada.Debajo de la rejilla se representan
los bits recibidos.

y1

y2

y3

y0 0

0

2

0

2

3

3
2 1

10

2

0

11 10 10 00 01 00 01 11

Figura 10.11.Dos primeras iteraciones del algoritmo de Viterbi en el Ejemplo 10.18.

En la primera iteración se mide la distancia de Hamming entrelos dos primeros bits recibidos
(11) y los dos bits de salida de las dos transiciones posibles queparten del estadoψ0. A partir del
estadoψ0 se puede alcanzar el estadoψ0, cuando se transmiten dos ceros, o el estadoψ1 si se
envían dos unos (véase el diagrama de estados en la Figura 10.10(b)). Las distancias de Hamming
entre la secuencia recibida y los bits de estas transicionesson, respectivamente,2 y 0.

En la segunda transición se calcula la distancia de Hamming entre los dos siguientes bits recibidos

(10) y los bits de salida de las cuatro transiciones posibles (ψ0
00−→ ψ0, ψ0

11−→ ψ1, ψ1
01−→ ψ2,

ψ1
10−→ ψ3). Las ramas de la segunda iteración en la Figura 10.11 se etiquetan con las distancias

correspondientes a cada una de estas transiciones.
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En la tercera iteración se compara la tercera pareja de bits,10, con los bits correspondientes a
todas las transiciones posibles entre los estados del convolucional, según se muestra en la Figura
10.12. A cada estado se podrá llegar desde varios estados anteriores y, de acuerdo con el algoritmo
de Viterbi, será necesario eliminar los de mayor métrica acumulada (líneas punteadas en la Figura
10.12) y determinar los2Mt caminos supervivientes (líneas continuas en la Figura 10.12).
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y0 0
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3

3

11 10 10 00 01 00 01 11

+1

+1

+2

+1
+1
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+2

+0

2

0

3

3

Figura 10.12.Tercera iteración del algoritmo de Viterbi en el Ejemplo 10.18.

En la Figura 10.18 podemos ver el resultado final, donde no se han eliminado los caminos no su-
pervivientes (que se representan en línea punteada) para ilustrar mejor la dinámica del algoritmo.
Podemos ver cómo la métrica acumulada en el camino superviviente al finalizar el algoritmo es
0, ya que no se ha producido ningún error de transmisión. Si recorremos los estados indicados
por este camino, los bits de entrada que causaron estos cambios de estado son los bits que fueron
codificados.
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3
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Figura 10.13.Resultado final del algoritmo de Viterbi en el Ejemplo 10.18.

A continuación consideramos que se han producido tres errores de transmisión, recibiéndose la
secuenciar = [1010100101010111]. En la Figura 10.14 se muestra el resultado final propor-
cionado por el algoritmo de Viterbi donde, como en la figura anterior, no se han eliminado los
caminos no supervivientes (que se representan en línea punteada). Podemos observar que el ca-
mino superviviente es el mismo que en el caso anterior, si bien la métrica acumulada final es
igual a 3, el número de errores de transmisión.

Si en el receptor está disponible la salida del canal gausiano podemos realizar la deco-
dificación de forma blanda, para lo cual emplearemos el algoritmo de Viterbi con métrica
euclídea, de forma idéntica a como fue descrito en el Apartado 6.2.2.

Tanto si la métrica empleada es binaria como euclídea, podemos forzar las decisiones
sin esperar a tener un único camino superviviente, mediante el truncamientodel algoritmo
de Viterbi. Algo que tampoco cambia en función de la métrica es la complejidad del al-
goritmo, exponencial tanto en el número de estados en función de la memoria total (2Mt)
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Figura 10.14.Resultado final del algoritmo de Viterbi en el Ejemplo 10.18 con tres errores
de transmisión.

como en el número de ramas que conectan con un nodo en función del número de bits de
entrada al codificador (2k). Esta complejidad limita el uso de códigos con altos valores den
y k y decodificación ML, aunque existen algoritmos de decodificación subóptimos como el
algoritmo de Fano, en los que la complejidad crece linealmente, y no exponencialmente, en
función de la memoria total.

10.3.3. Prestaciones de los códigos convolucionales

Para evaluar las prestaciones de los códigos convolucionales debemos seguir los pasos
descritos con anterioridad en este capítulo: obtener la distancia mínima del código (ahora
Dmin en lugar dedmin. al tratarse de detección de secuencias), lasPe y BER a partir de esta
distancia mínima, y finalmente la ganancia de codificación.

Abordaremos en primer lugar el cálculo deDmin empleando dos métodos distintos para,
a continuación, presentar algunos de los mejores códigos convolucionales conocidos y los
códigos convolucionales perforados como forma de obtener códigos con R cercana a 1 y
baja complejidad. Finalizaremos con el cálculo de las probabilidades de error y la ganancia
de codificación.

Cálculo de Dmin

Para calcular la distancia (de Hamming) mínima entre dos secuencias de palabras códi-
go,Dmin, que determinará las prestaciones de un código convolucional, aprovecharemos la
linealidad de los códigos convolucionales presentados y su propiedad deinvarianza frente a
traslaciones por una secuencia de símbolos de salida del codificador. Esta propiedad ya fue
empleada para el cálculo dedmin en los códigos bloque lineales, e implica que cualquier se-
cuencia de palabras código posee al menos otra secuencia a distanciaDmin. En consecuencia,
basta calcular la distancia mínima de cualquier secuencia a una dada que, porconveniencia
y de forma similar al cálculo dedmin en los códigos bloque, es la secuencia todo ceros, que
siempre es una secuencia de símbolos como consecuencia de la propiedad de linealidad.

El primer método que vamos a emplear para calcularDmin hace uso del propio algoritmo
de Viterbi para determinar la distancia mínima a la secuencia compuesta por todo ceros. El
evento o suceso erróneo de distancia mínima será aquel que, partiendo del estado en que el
contenido de todos los registros es 0, vuelve a este estado con la menor métrica acumulada.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



634 CODIFICACIÓN PARA PROTECCIÓN CONTRA ERRORES

Como la secuencia de referencia está compuesta sólo por ceros, la métrica de rama es igual
al número de “unos” de la salida del codificador.

Vamos a calcular a modo de ejemplo laDmin para el código convolucional presentado
en la Figura 10.10. Partimos del estadoψ0 y consideramos todas las transiciones que lleven
a un estado distinto del estado inicial (para evitar obtener la secuencia todoceros). En este
caso, se trata de un código con1 bit de entrada,k = 1, por lo que sólo existe una posible
transición: del estadoψ0 al estadoψ1, como se muestra en la Figura 10.15(a). En el caso en
que el codificador tuviese dos bits de entrada (k = 2), existirían tres transiciones posibles:
las provocadas por los bits de entrada 10, 01 y 11, y así sucesivamente.

2
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Figura 10.15.Cálculo de la distancia mínima del código convolucional de la Figura 10.10.

En la Figura 10.15, como anteriormente, la etiqueta de cada rama se corresponde con la
métrica de rama (ahora, el número de unos de la salida del codificador) y el número dentro
de cada estado representa la métrica acumulada. En la Figura 10.15(b) se muestran las dos
siguientes transiciones, donde ya tenemos un camino que ha vuelto al estadoψ0 con métrica
acumulada 5 y tenemos métricas acumuladas no nulas en todos los estados. A partir de aquí,
cuando en una transición dos ramas (o más, si fuesek > 1) nos lleven a un mismo nodo
conservamos sólo la de menor métrica acumulada; es decir, el camino superviviente, como
en decodificación.

En esta tercera iteración se podría pensar que la distancia mínima de este código es5;
sin embargo pueden existir secuencias que terminen enψ0 producidas por más “unos” a la
entrada, pero con menos “unos” de salida, es decir, es posible que alguno de los estados a
los que hemos llegado con métrica acumulada inferior a5 pueda volver al estadoψ0 con
una métrica acumulada menor que5. Por ello, continuaremos el procedimiento hasta que
la métrica acumulada en cada uno de los estados sea al menos la acumulada en el estado
ψ0. En ese caso no es posible que una secuencia alcance el estadoψ0 con menor métrica
acumulada y por tanto habremos calculado laDmin del código convolucional. El resultado
final es el mostrado en la Figura 10.15(c), y podemos concluir queDmin = 5.

En este ejemplo se ha cumplido que el evento erróneo de menor longitud está a una
distanciaDmin, pero esto no es siempre así, como comprobaremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.19
En la Figura 10.16 se muestra el cálculo deDmin para el código de la Figura 10.6(a). Se observa
que la distancia mínima es6. Sin embargo, si nos hubiésemos quedado con la primera secuencia
que llega al estadoψ0, habríamos concluido erróneamente queDmin = 7, ya que la secuencia
de entrada al codificador1000 proporciona a su salida una secuencia con siete unos. Para este
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Figura 10.16.Cálculo deDmin para el código de la Figura 10.6(a).

código la secuencia de entrada que da lugar a la salida con6 unos es la secuencia11000. En los
códigos convolucionales la secuencia de bits de entrada queda lugar a la secuencia con menor
número de “unos” (aquélla que define la distancia mínima), también es relevante para conocer las
prestaciones del código.Dmin indica cuán verosímil es que una secuencia se confunda con otra.
El patrón de error más común es aquél indicado porDmin (siempre que la probabilidad de cruce
del BSC sea menor que0,5) y el número de errores a la salida del decodificador es el número
de “unos” del mensaje que define la secuencia de menor distancia. Para este código, cuando se
produce el error de decodificación más común, se obtienen doserrores de bit en la secuencia
mensaje recuperada, ya que la entrada que define el camino aDmin es11000. Es deseable que la
distancia mínima sea lo mayor posible y que venga determinada por la secuencia100 . . . (como
en la Figura 10.15.c) para que cuando se produzca el patrón deerror más común únicamente
resulte un único error a la salida del convolucional.

Este último ejemplo ha puesto de manifiesto que puede ser de interés conocer nosólo
Dmin, sino también el número de transiciones de los eventos erróneos, los errores que provo-
can estos eventos en la secuencia decodificada e incluso el número de eventos aDmin. Toda
esta información puede obtenerse con el segundo método para la determinación deDmin que
expondremos a continuación, y que consiste en obtener la función de transferencia de los
eventos erróneos, denominada generalmentefunción generadoradel código,enumerador de
caminoso enumerador de pesos.

Para obtenerla, modificamos el diagrama de estados del código, dividiendo en dos el
estado en que el contenido de todos los registros es 0 (supongamos que es ψ0), un nodo
inicial (ψ0i) y un nodo final (ψ0o). Este nuevo diagrama de estados se denominadiagrama
de estados aumentado. El nodo inicial representa la salida del camino correcto (secuen-
cia de palabras código compuesta únicamente por ceros) y, por tanto, el inicio del evento
erróneo, mientras que el nodo final representa la vuelta al camino correcto y, por tanto, la
finalización del evento erróneo. Cada rama se etiqueta conXxY yZ, dondex es el número
de “unos” de la salida del codificador asociada a esa rama (esto es, la distancia de Ham-
ming entre las salida errónea y la correcta del codificador),y es el número de “unos” de la
salida del decodificador asociada a esa rama (esto es, el número de errores a la salida del
decodificador). El términoZ, presente en todas las transiciones, nos va a indicar la longi-
tud del camino erróneo. La función generadora del código,H(X,Y, Z), se obtiene como
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H(X,Y, Z) = ψ0o/ψ0i.
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y0i

XZ
YZ

XYZ

XZ
X Z2

XYZy0o

X YZ2

Figura 10.17.Diagrama de estados aumentado del código convolucional de la Figura 10.10.

En la Figura 10.17 se muestra el diagrama de estados aumentado del código de la Figura
10.10. A partir de este diagrama obtenemos las siguientes relaciones entre estados

ψ1 = X2Y Zψ0i + Y Zψ2

ψ2 = XZψ1 +XZψ3

ψ3 = XY Zψ1 +XY Zψ3

ψ0o = X2Zψ2 (10.58)

Sustituyendo sucesivamenteψ1, ψ3 y ψ2 obtenemos la relación entreψ0i y ψ0o

ψ0o =
X5Y Z3

1−XY (Z + Z2)
ψ0i (10.59)

de donde obtenemosH(X,Y, Z)

ψ0o

ψ0i
= H(X,Y, Z) =

X5Y Z3

1−XY (Z + Z2)
=

= X5Y Z3 +X6Y 2(Z4 + Z5) +X7Y 3(Z5 + Z6) + · · · (10.60)

que nos dice que existe un camino,X5Y Z3, a distancia 5 (el factorX5) del camino todo
ceros, que provoca un error de decisión (el factorY ) y está compuesto por 3 transiciones
erróneas (el factorZ3); dos errores a distancia 6 y que provocan 2 errores de decisión, uno
compuesto por 4 transiciones erróneas y otro por 5; y así sucesivamente. Si expresamos
H(X,Y, Z) como suma de términosXxY yZz, cada uno de ellos representa un posible
evento erróneo.

Algunos de los mejores códigos convolucionales

Una vez analizados los códigos convolucionales, la pregunta que surgede forma natural
es ¿cómo se obtienen códigos con la mayorDmin posible?. En el caso de códigos bloque
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cíclicos la búsqueda de los mejores códigos estaba basada en su estructura algebraica, pero
las tentativas de diseño de códigos convolucionales explotando su estructura algebraica no
siempre han proporcionado códigos con buenas propiedades de distancia. La mayoría de los
mejores códigos convolucionales conocidos han sido obtenidos mediante búsqueda exhaus-
tiva entre todos los códigos posibles con unas características (R,K y Mt) predeterminadas.

En los Cuadros 10.11, 10.12 y 10.13 se muestran los mejores códigos convolucionales
conocidos para valores pequeños deK y tasas, respectivamente, 1/2, 1/3 y 2/3. En ellas, y
por compacidad, se representan los elementos de la matriz generadora delcódigo,g(D) =
g0+ g1D+ . . .+ gK−1D

K−1+ gKD
K , mediante la codificación binaria de los polinomios

enD, comog = (g0, g1, . . . , gK−1, gK). Obsérvese que los dos primeros códigos del

K g00 g01 Dmin

3 101 111 5
4 1101 1111 6
5 10011 11101 7
6 110101 101111 8
7 1011011 1111001 10
8 11100101 10011111 10
9 101110001 111101011 12
10 1001110111 1101100101 12
11 10011011101 11110110001 14
12 100011011101 101111010011 15

Cuadro 10.11.Los mejores códigos convolucionales de tasa 1/2 para unaK dada.

K g00 g01 g02 Dmin

3 101 111 111 8
4 1011 1101 1111 10
5 10101 11011 11111 12
6 100111 101011 111101 13
7 1011011 1100101 1111101 15
8 10010101 11011001 11110111 16
9 101101111 110110011 111001001 18
10 1001001111 1011110101 1110011011 20
11 10011101011 10110111001 1100111110122
12 100111110111 101111010011 11001011010124

Cuadro 10.12.Los mejores códigos convolucionales de tasa 1/3 para unaK dada.

Cuadro 10.11 se corresponden con los representados, respectivamente, en las Figuras 10.10
y 10.6(a).
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K Mt g00 g01 g02 Dmin

g10 g11 g12
2 2 11 01 11 3

01 10 10
3 3 10 01 11 4

001 110 111
3 4 111 001 110 5

010 101 111
4 5 110 011 111 6

0011 1000 1111
4 6 1101 0110 1101 7

0110 1101 1111
5 7 1100 0111 1011 8

00111 10011 11110
5 8 11010 00101 10101 8

01011 11011 10010
6 9 10101 00011 11110 9

000101 111000 101011
6 10 110011 001101 100110 10

011010 110101 110001

Cuadro 10.13.Los mejores códigos convolucionales de tasa 2/3 paraK y Mt dadas.

A la vista de estos cuadros, y comparando los códigos convolucionales con los códigos
bloque, podemos extraer las siguientes conclusiones:

Es posible aumentarDmin sin modificarn y k (y, por tanto,R) incrementando la me-
moria total del código. Esto no era posible con los códigos bloque lineales, donde para
cada par de valores(n, k) teníamos quedmin ≤ n− k − 1. El precio que se paga por
aumentarDmin es la complejidad del decodificador, que aumenta exponencialmente
con la memoria total del código.

A diferencia de los códigos bloque binarios, donde siempre encontrábamos una rea-
lización sistemática de cualquier código sin disminuirdmin, en los códigos convolu-
cionales esto no siempre es posible. La razón de este hecho estriba en queal imponer
el carácter de sistemático en un código convolucional estamos forzando que una parte
de la matriz generadora (exactamente, la matriz identidad de tamañok × k) sea fija
(polinomio enD de grado 0).

Códigos perforados

En los códigos convolucionales la manera más evidente de construir códigosde tasa
próxima a1 es imponern = k+1 (esto es, códigos(k+1, k)) incrementandok hasta la tasa
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R = k/(k+1) deseada. Sin embargo, para obtener buenas propiedades de distanciadebemos
poner al menos un retardo en cada una de lask entradas, lo que provoca un incremento
lineal respecto ak de la memoria total del codificador y, en consecuencia, un crecimiento
exponencial respecto ak de la complejidad del decodificador.

Una técnica alternativa para obtener códigos convolucionales con valores deR cercanos
a 1 consiste en emplear una técnica conocida como perforado (“puncturing”), que ya estu-
diamos en los códigos bloque para reducir el tamaño de los códigos RS. El perforado sobre
los códigos convolucionales consiste en descartar o eliminar, de acuerdocon un patrón cícli-
co, bits de salida del codificador. Se reduce así el número de bits a la salida del codificador
por cada bit de entrada, sin modificark y sin aumentar la complejidad del decodificador.
Otra ventaja adicional derivada del empleo de esta técnica es que con un único codificador
y decodificador podemos variarR adaptándonos a las condiciones del canal de transmisión.

Por ejemplo, si empleamos un código de tasa 1/2 y en los instantes pares se transmiten
ambas salidas pero en los impares sólo una de ellas, la tasa resultante del código convo-
lucional perforado será 2/3, ya que por cada dos bits de mensaje sólo setransmiten tres.
El patrón de perforado en este caso sería (11,10), donde los ceros indican los perforados y
cada palabra se repite periódicamente sobre cada una de las salidas. Es decir, un patrón de
perforado está compuesto porn palabras de tantos bits como la periodicidad con la que se
aplica el patrón.

En la Figura 10.18 se muestra a modo de ejemplo la construcción de un código con-
volucional de tasa 3/4 a partir de un código de tasa 1/2 empleando un patrón de perforado
(110,101). La decodificación de estos códigos se realiza de la misma maneraque la de los
códigos convolucionales sin perforar, simplemente los bits perforados nose tienen en con-
sideración en la métrica de rama.

Código
Convolucional

R=1/2

c c c c c c c c c c c ...(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10],     ,

c c c c c c c c c c c ...(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) ) (1) (1) (1)
[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] , [8], [9], [10],     ,

Figura 10.18. Código convolucional perforado de tasa 3/4 con patrón de perforado
(110,101) (los bits tachados no se transmiten).

Ejemplo 10.20
Se ha construido un código de tasa 2/3 empleando el código convolucional de la Figura 10.10 y un
patrón de perforado (10,11). La entrada al codificador, comoen el Ejemplo 10.18, es11010100,
que produce una salida antes del perforado1110100001000111. Tras aplicarle el perforado esta
secuencia se transforma en11 0 10 0 01 0 01 1. En la Figura 10.19 se muestra el diagrama de
rejilla para decodificar esta secuencia empleando el algoritmo de Viterbi. El funcionamiento es
idéntico al detallado en el apartado anterior para el códigooriginal de tasa 1/2, a excepción de los
bits que han sido eliminados, que no se tienen en cuenta para el cálculo de la métrica de rama.
En esta figura, aunque el camino correcto es el mismo que en el Ejemplo 10.18 y las mostradas
en la Figura 10.18, las métricas acumuladas en los estados intermedios son distintas debido a la
no acumulación de distancia en los bits eliminados.
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Figura 10.19.Decodificación del código con perforado del Ejemplo 10.20.

Como consecuencia del perforado de bits se produce una disminución deDmin, pero
dado el carácter variante en el tiempo del mecanismo de perforado no resulta fácil evaluar
su efecto sobre las prestaciones del código. Una opción para obtenerDmin consiste en agru-
par los bits de entrada y los símbolos de salida del codificador convolucional en bloques
de longitud la periodicidad del perforado, construyendo su diagrama derejilla equivalente.
Sobre este diagrama de rejilla, ya invariante en el tiempo, calculamos laDmin del código
con perforado. Así, para el código convolucional perforado de la Figura 10.18, con periodi-
cidad del perforado igual a 3, agrupamos tres bits de entrada y tres salidas del codificador
tras el perforado (un total de 4 bits). Obtenemos un diagrama de rejilla con23 (todas las
combinaciones de los tres bits de entrada que hemos agrupado) transiciones partiendo del
mismo nodo, cada una de ellas produciendo una salida de 4 bits. Nótese que,con el codifica-
dor convolucional del Ejemplo 10.20, existirán transciones distintas entre los mismos nodos
(transiciones paralelas), porque el número de estados de la rejilla (cuatro) es el mismo que
el de código sin perforado. Se deja como ejercicio calcularDmin para este ejemplo.

Para realizar la decodificación de los códigos convolucionales perforados es necesario,
como ha quedado de manifiesto en el Ejemplo 10.20, modificar el algoritmo de Viterbi para
que no tenga en cuenta los bits que se han eliminado en el perforado. Existeun caso en el
que esta modificación no es necesaria, y es aquél en que, con decodificación blanda, existe
un punto equidistante a todos los símbolos de la constelación. Si, como suele serhabitual, la
modulación es binaria antipodal, este punto es el 0, pero también en modulaciones de tipo
PSK, o en modulaciones ortogonales, existe este punto. En el caso de modulación binaria
antipodal, la forma de proceder es insertar un valor igual a 0 en lugar de los símbolos que
han sido eliminados por el borrado, y decodificar con el algoritmo de Viterbi correspondien-
te al código original. Al ser igual la distancia del 0 a los dos símbolos de la constelación
no se penaliza ningún camino y, aunque la métrica acumulada no sea la correcta, el camino
de menor métrica acumulada es el mismo con este mecanismo que modificando el deco-
dificador para que no tenga en cuenta los símbolos eliminados. En las otras modulaciones,
en lugar de 0 insertamos la coordenada del punto equidistante a todos los símbolos de la
constelación.
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Probabilidad de error y ganancia de codificación

Una vez determinado el valor deDmin de un código, el siguiente paso es calcular la pro-
babilidad de error. Distinguiremos ahora entre los procedimientos de decodificación dura y
blanda, comenzando por la decodificación blanda, por ser de aplicacióndirecta el análisis de
la probabilidad de error del detector de secuencias ML del Apartado 6.2.3. Restringiremos
nuestro análisis al caso de transmisión mediante modulaciones lineales binariasantipodales,
donde podemos encontrar una relación directa entre laDmin binaria medida anteriormente y
la distancia mínima euclídea necesaria para calcular la probabilidad de error del detector de
secuencias mediante (10.47).

Aplicando (6.33), la probabilidad de que una palabra dek bits de entrada al codificador
sea incorrectamente decodificada es

Pe ≈ κ2Q
(√

2DminEs

N0

)
= κ2Q

(√
2kDmin

n

√
Eb

N0

)
(10.61)

donded(a0, a1) y Es son, respectivamente, la distancia entre los dos símbolos y la energía
media por símbolo de la constelación binaria yκ2, según se define en la propia (6.33), es
el número medio de errores que provoca en el decodificador el eventoaDmin. En nuestro
caso, por la linealidad de los códigos este número es igual al número de errores que provoca
en el decodificador cualquier evento aDmin. Por ejemplo, para el código de la Figura 10.10,
κ2 = 1 y para el código de la Figura 10.6(a),κ2 = 2.

En el caso de decodificación dura debemos sustituir la funciónQ en la ecuación anterior
por la probabilidad de cometer más de⌊(Dmin− 1)/2⌋ errores en un númeronz de bits con-
secutivos, dondez es la longitud del evento erróneo aDmin (si hay más de uno, lo podemos
aproximar por la menor longitud de los eventos erróneos aDmin). Téngase en cuenta que en
la obtención de las cotas dePe en el Apartado 6.2.3 sólo se emplea la métrica de rama en el
último paso, siendo el resto del desarrollo idéntico para cualquier métrica separable (como
es la de Hamming). Realizando esta sustitución obtenemos

Pe ≈ κ2
nz∑

i=⌊(Dmin−1)/2⌋+1

(
nz

i

)
pi(1− p)nz−i (10.62)

dondep es la probabilidad de cruce del BSC yκ2 la misma constante que en (10.61).
Las Ecuaciones (10.61) y (10.62) resultan en general una buena aproximación a la ver-

daderaPe, sobre todo para relaciones señal a ruido elevadas. Hay un caso, sinembargo,
donde estas aproximaciones sirven de poco, y se produce cuando el código escatastrófico.
Los códigos catastróficos son aquéllos que poseen un bucle con salidastodo ceros (es decir,
que no acumula métrica) en su diagrama de estados. Este bucle que no acumulamétrica
hace que existan un número infinito de caminos erróneos a una distancia finita(que puede
serDmin) lo que tiene como consecuencia quePe = 1 (puede verse también como queκ2
tiende a infinito15). Podemos detectar el carácter catastrófico de un código si encontramos

15Si los infinitos caminos no están aDmin lo que ocurre es que la cota definida porκ2 como el número de
errores que provocan la totalidad de los eventos erróneos deDmin no es exacta porque se estarían despreciando
infinitos términos no nulos.
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factores comunes entre los elementos de la matriz generadora o, dicho de forma más precisa,
un código de tasa1/n no es catastrófico si y sólo si el máximo común divisor de los ele-
mentos de la matriz generadora toma la formaDl para algún enterol negativo (para códigos
conk > 1 también existe otra condición similar basada en los determinantes de todas las
posibles submatrices de tamañok × k).

A guisa de ejemplo, si eliminamos una de las conexiones inferiores del codificador de la
Figura 10.10 y lo transformamos en el codificador de la Figura 10.20 lo habremos convertido
en catastrófico, como podemos apreciar en su diagrama de estados aumentado, donde en el
bucle formado por la transiciónψ3 → ψ3 no se acumula distancia. Podemos comprobar

D D

y1

y2

y3y0

0/01

1/01

1/10

0/11

1/11

0/10

1/000/00

(a) (b)

Figura 10.20.Código convolucional catastrófico de tasa 1/2: codificador (a) y diagrama
de estados (b).

también cómo su matriz generadora

G(D) =
[
D2 + 1 D + 1

]

es divisible porD + 1, lo que nos demuestra el carácter catastrófico del código.
A partir dePe podemos acotar laBER por el procedimiento habitual, (4.103), te-

niendo en cuenta que un error de decodificación se traducirá en entre 1y k bits erróneos,
1
k Pe ≤ BER ≤ Pe. A diferencia de los códigos bloque lineales, donde no son infrecuentes
valores dek superiores a 100, en los códigos convolucionales es raro encontrar valores dek
superiores a 5 ó 6, por lo que por este sencillo procedimiento se proporciona un cota bastante
ajustada.

La ganancia de codificación se obtiene a partir de aquí sin más que igualar lasBER
del sistema sin y con código convolucional. En el caso de decodificación blanda es posible
obtener un valor de la ganancia de codificación asintótica de forma analítica.Sin embargo,
en el caso de decodificación dura, la obtención de esta ganancia de codificación no es tan
fácil, requiriendo la mayoría de las veces su evaluación numérica. Veámoslomediante un
ejemplo.

Ejemplo 10.21
La probabilidad de error con detección blanda que obtenemoscon el código especificado en la
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Figura 10.10 y una modulación binaria antipodal es (k = 1, n = 2, κ2 = 1 y Dmin = 5)

Pe ≈ Q
(
√
5

√
Eb

N0

)
(10.63)

Como ademásk = 1,BER = Pe. Igualando lasBER con y sin codificación

Q

(√
2

(
Eb

N0

)

sc

)
= 2Q

(√
5

(
Eb

N0

)

c

)

e igualando los argumentos de las funcionesQ

√
2

(
Eb

N0

)

sc

=

√
5

(
Eb

N0

)

c

y, de aquí,

G =

(
Eb

N0

)
sc(

Eb

N0

)
c

=
5

2
≈ 4dB

o, lo que es lo mismo, una ganancia de4 decibelios. El precio a pagar por esta ganancia es un
incremento del ancho de banda de transmisión del 100 %.

Con decodificación dura, la probabilidad de error es

Pe ≈
6∑

i=3

(
6

i

)
pi(1− p)6−i

que podemos aproximar por su primer término si la relación señal a ruido es lo suficientemente
alta

Pe ≈
(
6

3

)
p3(1− p)3 = 20 p3(1− p)3 = 20 p3

(
1− 3p+ 3p2 − p3

)
≈ 20 p3

Sustituyendo la probabilidad de cruce del BSC,p por la probabilidad de error de una modulación
binaria antipodal; teniendo en cuenta además queR = 1/2 y que, como anteriormente,BER =
Pe, obtenemos finalmente

BER ≈ 20

(
Q

(√
Eb

N0

))3

Para obtener la ganancia de codificación igualamos lasBER con y sin codificación

Q

(√
2

(
Eb

N0

)

sc

)
= 20

(
Q

(√(
Eb

N0

)

c

))3

(10.64)

de donde no resulta fácil despejar el cociente
(

Eb

N0

)
sc
/
(

Eb

N0

)
c

para obtener una expresión explí-

cita de la ganancia de codificación. Podemos obtener una solución aproximada igualando la fun-

ciónQ a su cota superior más sencilla, dada por la Ecuación (3.32),de la formaQ(x) ≈ 1
2e

− x2

2 ,
transformando (10.64) en (

Eb

N0

)

sc

=
3

2

(
Eb

N0

)

c

− ln 20

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



644 CODIFICACIÓN PARA PROTECCIÓN CONTRA ERRORES

y, de aquí,

G =

(
Eb

N0

)
sc(

Eb

N0

)
c

=
3

2
− ln 20(

Eb

N0

)
c

que varía dependiendo del valor de la SNR, y que cuando
(

Eb

N0

)
c

tiende a infinito (ganancia

asintótica) da como resultado

G =

(
Eb

N0

)
sc(

Eb

N0

)
c

=
3

2
≈ 1,76dB

Dada la dificultad para obtener la ganancia de codificación con decodificación dura, ade-
más de la validez limitada del valor de la ganancia de codificación con decodificación blanda
para relaciones señal a ruido bajas, procederemos en lo sucesivo a una evaluación mediante
técnicas de simulación de Monte Carlo de las prestaciones de los códigos convolucionales.

Procediendo del mismo modo que en el análisis de prestaciones de los códigos bloque en
el Apartado 10.2.6, consideraremos en primer lugar un BSC concreto, elmismo empleado
anteriormente, que recordemos estaba definido por una probabilidad de crucep = 0,0563
que proporciona una capacidad de0,6874 bits/transmisión. En la Figura 10.21 se representa
laBER frente a la tasa de codificación de los códigos convolucionales de tasa 1/2 paraK
entre 6 y 12 (círculos) con decodificación dura y su comparación con lasprobabilidades
de error de los códigos BCH (n entre 7 y 1023) para este canal. En esta figura se observa

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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R

B
E
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Figura 10.21.BER obtenida por distintos códigos convolucionales (círculos) y por los
códigos BCH binarios (puntos) mostrados en la Figura 10.4 sobre un BSC con probabilidad
de crucep = 0,0563 y tasa máxima alcanzable.

que conforme aumentaK la probabilidad de error baja y podemos obtener unaBER tan
pequeña como deseemos, mientras que en los códigos BCH necesitábamos que la tasa fue-
se aproximadamente menor que0,4 para garantizar que se pudiese reducir todo lo que se
desease laBER a la salida del decodificador.
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En la Figura 10.22 se muestra laBER a la salida del código convolucional frente a la
relación señal a ruido en el canal gausiano empleando modulación binariaantipodal para
dos códigos convolucionales de tasa 1/2 yK = 3 y 9. En esta figura podemos comprobar
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K=9
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Figura 10.22.BER en función de la relación señal a ruido del canal gausiano empleando
modulación binaria antipodal y códigos convolucionales detasa 1/2 conK = 3 y 9 y
decodificación dura (línea discontinua) y blanda (línea continua).

la diferencia de prestaciones entre decodificación dura (línea discontinua) y decodificación
blanda (línea continua), así como la variación de la ganancia de codificación para distintos
valores de laBER. Los 4 dB obtenidos como ganancia de codificación con decodificación
blanda en el Ejemplo 10.21 se corresponden en esta figura con la separación a la que se
tiende, conforme se aumenta la relación señal a ruido, entre la curva deBER paraK = 3
y decodificación blanda (línea continua), y la curva deBER de la modulación sin codificar
(línea de puntos).

Esta figura además nos sirve para comparar las prestaciones de los códigos convolucio-
nales con los códigos bloque; concretamente, con los resultados que se muestran en la Figura
10.5. Para los códigos bloque vimos que cuando la tasa era aproximadamenteigual a1/2
eran necesarios más de 5 dB deEb/N0 y valores elevados den para obtener reducciones
significativas de laBER. Para los códigos convolucionales con decodificación blanda se
pueden obtener probabilidades de error tan pequeñas como se desee para valores deEb/N0

inferiores a estos 5 dB sin más que aumentar el valor deK, y no son necesarios valores
deK elevados (al menos, en comparación con los valores dek necesarios en los códigos
bloque de la Figura 10.5 para obtener pequeños valores deBER). No debemos olvidar, sin
embargo, que los resultados de la Figura 10.5 están obtenidos realizando ladecodificación
con el algoritmo de Berlekamp-Massey, que proporciona la decodificación de máxima ve-
rosimilitud únicamente cuando las palabras recibidas contienen a lo sumo⌊(dmin− 1)/2⌋
errores, pero con un aumento lineal de la complejidad conk, mientras que los de la Figura
10.22 están obtenidos con el algoritmo de Viterbi, que realiza siempre la decodificación de
máxima verosimilitud, pero con un aumento exponencial de la complejidad conMt.
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Por último, en la Figura 10.23 se muestra laBER frente a la relación señal a ruido
para los códigos convolucionales conK = 3 hasta 9 de tasa 1/2 y decodificación blanda,
donde podemos observar además del resultado obtenido de forma teóricade aumento de la
ganancia conforme se aumenta la memoria del codificador, la forma en que vacreciendo
esta ganancia conforme lo haceEb/N0.
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Figura 10.23.BER en función de la relación señal a ruido del canal gausiano empleando
modulación binaria antipodal y códigos convolucionales detasa 1/2 conK entre 3 y 9 y
decodificación blanda.

A modo de resumen, podemos mencionar como características más relevantes de los
códigos convolucionales las siguientes:

Existe un algoritmo, el de Viterbi, que realiza la decodificación de máxima verosi-
militud con complejidad lineal en el número de bits transmitidos pero exponencial
en la memorial total del codificador. Debido a esta restricción, la mayoría de códigos
convolucionales empleados en la práctica poseen valores deMt moderados.

Si está disponible en el receptor la salida del demodulador, es preferibleemplear de-
codificación blanda porque consigue un aumento de prestaciones con unincremento
insignificante de la complejidad (cálculo de distancias euclídeas en lugar de distancias
de Hamming).

Existen códigos con buenas propiedades de distancia para un amplio margen de tasas.

10.4. MODULACIONES CODIFICADAS EN REJILLA

En los apartados anteriores ha quedado clara la ventaja del empleo de la decodificación
blanda sobre la decodificación dura, especialmente cuando se aplica a códigos convolucio-
nales que son los que disponen de un algoritmo de decodificación de máxima verosimilitud
“completo” de complejidad moderada para códigos con buenas propiedades de distancia.
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La decodificación blanda es, de hecho, un procedimiento de detección para canales gau-
sianos con entrada digital pero, hasta ahora, la hemos aplicado a códigosdiseñados para
BSC. Cuando se diseña un código convolucional lineal, por ejemplo, una vez que se se es-
pecifica la memoria total y el valor deK queda fijado el diagrama de rejilla (o el de estados)
a excepción de la salida asociada a cada rama, y los coeficientes de los polinomios de la
matriz generadora se eligen de tal forma que en esa salida la distancia de Hamming en-
tre caminos sea la máxima posible. Escogiendo distintos coeficientes podemos pasar de un
buen código a uno catastrófico o viceversa, como se demuestra en los códigos de las Figuras
10.10 y 10.20, donde cambiando un único coeficiente pasamos del mejor código posible a
uno catastrófico.

Ahora bien, si empleamos decodificación blanda, ¿no es más sensato seleccionar los
coeficientes de los polinomios de la matriz generadora para que la distancia euclídea entre
caminos sea la máxima posible o, mejor aún, seleccionar directamente los símbolos de la
constelación utilizada que asignamos como salida en cada rama de tal forma quela distancia
euclídea sea máxima? Esto es, en esencia, un código en rejilla, también denominada modu-
lación codificada en rejilla (“Trellis Coded Modulation”, TCM) que, a diferencia de los
códigos bloque y convolucionales, es un código específico para canales gausianos digitales.

10.4.1. TCM básicos

Un TCM se compone de un codificador convolucional seguido de un codificador de ca-
nal gausiano (típicamente un modulador PAM paso banda), como el que muestra la Figura
10.24, obtenido a partir del codificador convolucional de la Figura 10.10.Para comprender

D D
B l[ ]

Modulador
QPSK

A l[ ]j

1

-j

-1

Figura 10.24.TCM basado en el codificador de la Figura 10.10 y modulación QPSK.

mejor cómo debemos diseñar este TCM, comencemos analizando por qué el codificador
convolucional del que parte, que posee el mismo diagrama de rejilla que nuestro TCM (sal-
vo, obviamente, la salida asignada a cada rama), es el mejor entre los de tasa1/2 yK = 3. Si
observamos su diagrama de estados (Figura 10.10(b)) o su diagrama de estados aumentado
(Figura 10.17) podemos apreciar que la distancia de 5 se alcanza porquetanto al abandonar
el camino correcto como al incorporarse a él existe la máxima métrica posible (2) entre el
camino correcto y el erróneo: si consideramos el camino todo ceros comoel correcto, la sa-

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



648 CODIFICACIÓN PARA PROTECCIÓN CONTRA ERRORES

lida del codificador cuando se abandona el camino (transiciónψ0 → ψ1) es 11 (la de mayor
distancia a 00), y la salida cuando volvemos a él (transiciónψ2 → ψ0) también es 11.

Aplicando esta misma idea al diseño de nuestro TCM, a las ramas o transicionesque
salen del mismo estado les asignamos como salidas los símbolos de la constelación más
distantes entre sí (1 y−1, j y −j), al igual que a las ramas que llegan al mismo nodo.
De esta forma conseguimos acumular la máxima distancia tanto al salir como al volver del
camino correcto. En nuestro ejemplo este procedimiento da como resultado un diagrama de
rejilla como el que muestra la Figura 10.25, aunque existen otros equivalentes. Además de

y[ ]l

y3

y2

y1

y0 0/1

1/-1

1/j
y[ + ]l 1

0/-1

0/-j
1/1

1/-j

0/j

Figura 10.25.Diagrama de rejilla del codificador TCM de la Figura 10.24.

esta regla, en esta asignación hemos evitado que bucles distintos posean lasmismas salidas
para obtener un código no catastrófico.

Para comparar este código con el código convolucional del que parte debemos encontrar
la Dmin del TCM y, a partir de esta, laPe y la BER. La determinación deDmin es una
operación más compleja en los TCM que en los códigos bloque lineales y convolucionales
lineales porque los TCM no son invariantes frente a traslaciones por una palabra código
(símbolo de la constelación) y, en general, no podemos garantizar que todas las secuencias de
símbolos posean un evento erróneo a distanciaDmin. En consecuencia, es necesario calcular
la distancia mínima a cualquier posible secuencia de símbolos.

En el TCM que estamos analizando podemos comprobar que el evento erróneo de me-
nor distancia a cada uno de los posibles caminos es el de menor longitud (3 transiciones
erróneas) y para evaluar todas las secuencias posibles sólo tenemos que considerar todas las
secuencias de longitud 3, que son 32, y para cada una ellas determinar elevento erróneo
a menor distancia. Como toda distancia es simétrica, sólo tenemos que evaluar la mitad de
esas secuencias, que originan los 16 pares de caminos que se muestran en la Figura 10.26.
Podemos comprobar que la distancia entre cualesquiera de estos pares decaminos es la mis-
ma,

√
22 + (12 + 12) + 22 =

√
4 + 2 + 4 =

√
10 = Dmin. A primera vista parecería que

hubiésemos salido perdiendo respecto al codificador convolucional del que partíamos, ya
que con este último y una modulación binaria antipodal podemos conseguir, deacuerdo con
(10.47), una distancia euclídea mínima de2

√
5 con una constelación con símbolos{±1}.

Esta diferencia se compensa porque en el convolucional con modulaciónbinaria antipodal
es necesario transmitir dos símbolos por cada bit de entrada y en el TCM sólouno, teniendo
ambas constelaciones (binaria antipodal y QPSK) la mismaEs. La Pe de nuestro TCM es,
por tanto, la misma que para el código convolucional con decodificación blanda, (10.63).
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Figura 10.26.Pares de caminos a menor distancia del TCM de la Figura 10.24.

La razón de esta igualdad de prestaciones radica en que si realizamos la siguiente asig-
nación de bits de salida al convolucional a símbolos de la constelación QPSK

[0 0] −→ 1 [1 1] −→ −1 [0 1] −→ j [1 0] −→ −j

obtenemos el TCM, conservando la relación de distancias entre las métricasde Hamming
(convolucional) y euclídea (TCM).

Otros TCM sí obtienen ventajas en términos deBER frente a relación señal a ruido
sobre el convolucional del que parten, pero aunque las prestaciones sean idénticas, como en
el ejemplo que estamos considerando, los TCM aún presentan una ventaja sobre los códigos
convolucionales. Esta ventaja consiste en la incorporación de manera natural en el diseño de
los TCM de restricciones de eficiencia espectral o ancho de banda ocupado, restricciones no
tan fáciles de incorporar en códigos convolucionales o bloque.

Supongamos que se desea obtener una eficiencia espectral de 3 bits/s/Hzen un canal
gausiano paso banda (equivalentes a 3 bits por uso del canal gausiano bidimensional con
entrada digital) con modulaciones de tipo QAM, representado por la línea continua hori-
zontal de la Figura 10.27. Supongamos además que la relación señal a ruido (medida como
2πP/WN0) que tenemos en este canal es de 13 dB (línea continua vertical en la Figura
10.27). La capacidad del canal gausiano (línea punteada en la Figura 10.27) para esta rela-
ción señal a ruido es superior a 4 bits (cruce de las líneas punteada y continua vertical) y en
consecuencia es posible encontrar un codificador para el canal gausiano que nos proporcione
una comunicación fiable.

Si basamos nuestro diseño en códigos bloque o convolucionales tenemos que escoger
en primer lugar un formato de modulación. Podemos escoger la modulación queposee la
eficiencia espectral deseada, 8-QAM, pero la información mutua entre la entrada y la salida
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Figura 10.27.Punto de trabajo deseado (relación señal a ruido de 13 dB y eficiencia es-
pectral de 3 bits/uso) respecto a la curva de capacidad del canal gausiano paso banda y las
curvas de información mutua de las modulaciones QAM con símbolos equiprobables de la
Figura 9.26.

de este canal con símbolos equiprobables16 de una 8-QAM para esta relación señal a ruido es
ligeramente inferior a 3 bits, como podemos apreciar en esta figura. Para poder conseguir una
transmisión fiable debemos, con esta modulación, enviar menos de 3 bits por símbolo a base
de reducir la tasa de transmisión con un codificador bloque o convolucional; por ejemplo,
si empleamos un código con tasa 1/2 podemos conseguir una transmisión fiable, pero la
eficiencia espectral baja a3 · 1/2 = 1,5 bits/s/Hz. Para mantener la eficiencia espectral de
3 bits/s/Hz podemos emplear constelaciones más densas; por ejemplo, podemos emplear
una modulación 16-QAM (que tiene una información mutua entre la entrada y la salida
superior a 3 bits) y un código bloque o convolucional con tasa 3/4, o una modulación 64-
QAM con un codificador de tasa 1/2, etc. Sin embargo, para la decodificación de estos
códigos bloque o convolucionales no siempre encontraremos un decodificador blando que
sea eficiente, perdiendo las ventajas de la decodificación blanda.

Por el contrario, si basamos nuestro diseño en un TCM, la solución aparece de forma
natural: si deseamos mantener una eficiencia espectral de 3 bits/s/Hz escogemos un formato
de modulación cuya información mutua entre la entrada y la salida del canal gausiano con
entrada digital sea superior a estos 3 bits/s/Hz, acomodando la tasa del codificador convolu-
cional para conseguir esta eficiencia espectral, añadiendo tanta memoria en el convolucional

16Recordemos que, en este canal, para obtener la alcanzar la capacidadtenemos que buscar el máximo de
información mutua respecto de la distribución de probabilidadesa priori de los símbolos de la constelación,
por lo que si imponemos que los símbolos sean equiprobables esta información mutua es la “capacidad” que
podemos alcanzar.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



10.4 MODULACIONES CODIFICADAS EN REJILLA 651

como sea necesaria para obtener la fiabilidad (BER) deseada, y empleando las reglas men-
cionadas antes para asignar puntos de la constelación a las salidas correspondientes a cada
una de las ramas del diagrama de rejilla. En nuestro caso podríamos escoger una modulación
16-QAM y un convolucional con tasa 3/4, una modulación 32-QAM con un convolucional
de tasa 3/5, etc.

En la práctica se suelen emplear codificadores convoluciones de tasak/(k+1), dondek
se corresponde, en el caso de las modulaciones QAM, con la eficiencia espectral deseada. La
memoria total del codificador convolucional suele escogerse en funciónde la complejidad
que resulta admisible para el decodificador, y generalmente este número esmoderado (<
10).

Por último, si en los códigos bloque y convolucionales utilizábamos como referencia
(sistema sin codificación) una modulación binaria antipodal para determinar laganancia de
codificación, en un TCM empleamos como referencia un modulación de la misma familia
que la empleada en el TCM con un constelación de2k puntos. Así, para un TCM basado
en una modulación 8-PSK el sistema sin codificación será una modulación QPSK, y para
un TCM que emplee una 64-QAM, una 32-QAM. Por ejemplo, para el TCM dela Figura
10.24 tomamos como referencia una BPSK y, teniendo en cuenta la discusión anterior sobre
la Dmin y BER, y que una BPSK es una modulación binaria antipodal, la ganancia de
codificación de este TCM son los 4 dB obtenidos en el Ejemplo 10.21 para decodificación
blanda.

10.4.2. TCM con bits sin codificar

Cuando deseamos una alta eficiencia espectral el valor dek es elevado y, en conse-
cuencia, también la memoria total del codificador convolucional, el número deestados y
la complejidad del decodificador. Una forma de reducir esta complejidad es limitar la me-
moria total permitiendo que algunos de los bits de entrada al TCM pasen directamente al
modulador de la constelación PAM paso banda, tal y como se muestra en la Figura 10.28.

Modulador
PAM

paso banda

A l[ ]

Codificador
convolucional

de tasa ´/( ´+1)k k

B l( -1)k´
[ ]

B l( ´)k
[ ]

B l( 1)k´-
[ ]

B l(0)
[ ] C l(0)

[ ]

C l( )k´
[ ]

C l( )k´+1
[ ]

C l( )k
[ ]

Figura 10.28.Codificador de un TCM con bits sin codificar.

Para ilustrar el análisis y diseño de este tipo de TCM emplearemos el codificador de la
Figura 10.29, dondek = 2, k′ = 1 y la constelación es una 8-PSK.

En primer lugar debemos observar que sólo losk′ bits que entran al codificador con-
volucional,B(0)[l], . . . , B(k′−1)[l] (B(0)[l] en nuestro caso) definen el estado del TCM. Los
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C l(0)
[ ]

C l(2)
[ ]

Figura 10.29.Ejemplo de TCM con bits sin codificar.

2k−k′ valores posibles que pueden tomar losk − k′ bits restantes,B(k′)[l], . . . , B(k−1)[l],
(B(1)[l] en nuestro caso particular) han de representarse en el diagrama de rejilla como tran-
siciones paralelasentre dos estados, como podemos ver en la Figura 10.30, donde cada
rama está etiquetada sólo con la entrada al TCM de la formaB(0)[l]B(1)[l]/ A la hora de

y[ ]l

y3

y2

y1

y0
0/1

10/

y[ + ]l 1

00/

00/ 10/

10/
00/

11/

01/ 11/

01/

11/01/

10/
11/

00/

Figura 10.30.Diagrama de rejilla con transiciones paralelas correspondiente al codificador
de la Figura 10.29.

asignar puntos de la constelación a cada rama del diagrama de rejilla es necesario tener en
cuenta estas transiciones paralelas porque pueden constituir eventos erróneos de una única
transición errónea. Para aumentar la distancia entre estas transiciones paralelas seguimos
el siguiente procedimiento: dividimos la constelación PAM paso banda de2k+1 puntos en
2k

′+1 subconstelaciones de2k−k′ puntos cada una; losk′ + 1 bits de salida del codifica-
dor convolucional seleccionan la subconstelación y losk − k′ bits sin codificar seleccionan
el símbolo dentro de la subconstelación. De esta forma, hacer máxima la distancia entre
transiciones paralelas equivale a aumentar la distancia mínima entre puntos de cada sub-
constelación, y para conseguir esto existe un procedimiento recursivo sistemático (aunque
no necesariamente óptimo) de partición en subconstelaciones.

Este procedimiento comienza dividiendo la constelación original en dos subconste-
laciones, de tal forma que los símbolos que se encuentran admin de uno dado estén la
subconstelación opuesta a este (si es posible) para aumentar la distancia mínima de ca-
da subconstelación. Repetimos este procedimiento otrask′ veces de forma recursiva, di-
vidiendo cada subconstelación en dos, hasta obtener las2k

′+1 subconstelaciones. En la
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Figura 10.31 se muestra este procedimiento sobre la constelación 8-PSK hasta lograr las
4 subconstelaciones binarias del codificador de la Figura 10.29. La distancia mínima de

A0

B0 B1

C0 C1 C2 C3

Figura 10.31.División recursiva de una constelación 8-PSK en 4 subconstelaciones binarias.

una subconstelaciónn-PSK conEs = 1 es 2 sin(π/n), que en nuestro caso resulta ser
2 sen(π/8) = 0,7654, 2 sen(π/4) =

√
2 y 2 sen(π/2) = 2 para, respectivamente, la cons-

telaciónA0, las subconstelacionesB0 y B1 y las subconstelacionesC0 aC3. El aumento de
dmin en cada una de la dos divisiones es, respectivamente,sen(π/4)/ sen(π/8) = 1,8478 y
sen(π/2)/ sen(π/4) =

√
2.

Ejemplo 10.22
En las Figura 10.32 se muestra la división en subconstelaciones de una constelación 16-QAM
en ocho constelaciones binarias. En este tipo de constelaciones es fácil observar que el aumento
de distancia mínima es

√
2 en cada división. En otras constelaciones como, por ejemplo, cuando

el número de símbolos a distancia mínima es superior a 4 (comosucede, por ejemplo, en las
constelaciones hexagonales), no siempre puede aumentarsela distancia mínima en cada división.

La distancia mínima entre transiciones paralelas, que denotaremos comoD‖, se corres-
ponde con ladmin de las subconstelaciones en el nivel(k′ + 1)-ésimo de división (si fuesen
distintas, la menor de ellas). En nuestro caso será ladmin de las subconstelacionesC0 aC3

de la Figura 10.31, que es igual a 2.
Una vez determinadas y analizadas las transiciones paralelas procedemosa asignar las

salidas en el diagrama de rejilla del TCM, agrupando las transiciones paralelas en una única
rama a la que asignaremos como salida una subconstelación. Para asignar subconstelaciones
a las ramas del diagrama de rejilla seguiremos el mismo procedimiento empleado en el dise-
ño de los TCM del apartado anterior: a las ramas que salen del mismo estado les asignamos
como salidas las subconstelaciones más distantes entre sí, al igual que a las ramas que llegan
al mismo nodo.

Hay que tener en cuenta que el hecho de agrupar las transiciones paralelas en una única
transición, a la que asignamos una subconstelación, es simplemente una convención que
resulta cómoda para diseñar un TCM, pero que cuando hablamos de distancia entre dos
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Figura 10.32.División de una constelación 16-QAM en 8 subconstelacionesbinarias.

subconstelaciones estamos hablando de la menor distancia entre transiciones no paralelas,
que se corresponde con la menor distancia entre dos símbolos pertenecientes cada uno a
una de las subconstelaciones. Es decir, si denotamosd(Ai, Aj) como la distancia entre las
subconstelacionesAi y Aj , esta toma la forma

d(Ai, Aj) = mı́n
al∈Ai, ak∈Aj

d(al, ak) (10.65)

Para las subconstelaciones de la Figura 10.31 obtenemosd(C0, C1) = d(C2, C3) =
√
2

y d(C0, C2) = d(C0, C3) = d(C1, C2) = d(C1, C3) = 2 sen(π/8) = 0,7654. Obsérvese
cómo la distancia entre dos subconstelaciones es ladmin de la constelación de nivel más bajo
en que están presentes ambas: la distancia entreC0 y C1 es ladmin deB0 o la distancia entre
C0 aC2 es ladmin deA0.

Aplicando estas reglas al TCM de la Figura 10.29 obtenemos la asignación desubcons-
telaciones que muestra la Figura 10.33. Para finalizar con el diseño del TCM, es pertinente

y[ ]l
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y0 0/C0

1/C1

1/C2

y[ + ]l 1

0/C1

0/C

1/C3

0/C2

31/C0

Figura 10.33.Diagrama de rejilla del codificador de la Figura 10.29.

mencionar que para disminuir laBER debemos realizar una codificación Gray de los sím-
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bolos de las subconstelaciones que son seleccionados por los bits sin codificar. En el ejemplo
que estamos desarrollando no tiene sentido hablar de codificación Gray puesto que las sub-
constelaciones son binarias.

Los códigos que siguen el esquema general de la Figura 10.28 cuando el codificador
convolucional es lineal se denominancódigos de Ungerboecken honor de la persona que
los propuso, y las reglas que hemos aplicado para el diseño de estos TCMse denominan
reglas de Ungerboeckque se enuncian formalmente como:

Regla 1: Hacer máxima la distancia entre transiciones paralelas asignándoleslos símbolos
de las subconstelaciones del último nivel de partición necesario.

Regla 2: Hacer máxima la distancia entre transiciones que salen o llegan al mismo estado
asignándoles para ello las constelaciones que derivan de una misma en el penúlti-
mo nivel de partición necesario.

Regla 3: Emplear los símbolos de la constelación con la misma frecuencia.

Una vez diseñado el TCM debemos evaluar sus prestaciones, para lo cual es necesario
determinar la distancia mínima entre dos caminos no paralelos, que denominaremosD∦.
Esta se calcula comoDmin en los TCM sin transiciones paralelas, pero empleando las dis-
tancias entre subconstelaciones en lugar de distancias entre símbolos.

Para el codificador de la Figura 10.29 podemos comprobar que el eventoerróneo no
paralelo de menor distancia a cada uno de los posibles caminos es el de menorlongitud (3
transiciones erróneas) y para evaluar todas las secuencias posibles sólo tenemos que consi-
derar todas las secuencias de tres subconstelaciones consecutivas,que son 32, y para cada
una ellas determinar el evento erróneo a menor distancia. Procediendo deforma similar a co-
mo se muestra en la Figura 10.26 para TCM sin transiciones paralelas, podemos comprobar
que todos los caminos poseen un evento erróneo no paralelo a distancia

D∦ =
√
d2(C0, C1) + d2(C0, C2) + d2(C0, C1) = 2,1414

La distancia mínima del TCM puede venir dada por las transiciones paralelas opor las
no paralelas, y será

Dmin = mı́n
{
D‖, D∦

}
(10.66)

En el caso del codificador de la Figura 10.29 la distancia mínima se produce entre los sím-
bolos de las subconstelaciones, y esDmin = 2.

A partir deDmin se determina laPe y laBER y, con estas, la ganancia de codificación
como hemos hecho para los TCM sin bits sin codificar.

Ejemplo 10.23
Para el codificador de la Figura 10.29, laPe a altas relaciones señal a ruido viene determinada
por las transiciones paralelas, que es la misma que la de una BPSK, pero provoca errores sólo en
uno de los bits de entrada al codificador (el que va directamente al modulador 8-PSK), por lo que

BER ≈ 1

2
Q

(√
2

(
Es

N0

)

c

)
=

1

2
Q

(√
4

(
Eb

N0

)

c

)
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Para obtener la ganancia de codificación empleamos como referencia una modulación QPSK, cu-
yaPe viene dada por (4.83) y suBER será aproximadamente la mitad si empleamos codificación
Gray. Igualando ambasBER y despreciando el término enQ2 de (4.83)

Q

(√
2

(
Eb

N0

)

sc

)
=

1

2
Q

(√
4

(
Eb

N0

)

c

)

de donde, despreciando el factor1
2 e igualando los argumentos de la funciónQ obtenemos una

ganancia de codificación

G =

(
Eb

N0

)
sc(

Eb

N0

)
c

=
4

2
≈ 3dB

En los códigos convolucionales resultaba extremadamente importante la forma en que
combinábamos las entradas y sus versiones retardas para formar las salidas del codificador,
hasta tal punto que, como vimos en la Página 642, modificando un solo coeficiente pasába-
mos del mejor código posible a uno catastrófico. En los TCM no hemos prestado atención
a la obtención de la salida del codificador convolucional porque asignábamos directamente
símbolos de la constelación a cada rama del diagrama de rejilla, pero ¿hasta qué punto influ-
ye la forma en que construyamos la salida del convolucional?. La respuesta a esta pregunta
la encontramos analizando cómo se realiza la correspondencia entre las ramas del diagrama
de rejilla y los símbolos de la constelación. En primer lugar formamos la salida del convo-
lucional y posteriormente en el modulador asignamos un símbolo de la constelación (o una
subconstelación) a cada posible combinación de entrada. Para poder realizar la asignación
de símbolos que hemos diseñado, el único requisito que debemos imponer al codificador
convolucional es que proporcione salidas distintas para aquellas ramas que tienen asignados
símbolos (o subconstelaciones) distintos.

Así, si sustituimos el código convolucional del codificador de la Figura 10.29, definido
por una matriz generadoraG(D) =

[
D2 + 1 D2 +D + 1

]
y que posee unaDmin = 5

por el codificador con matriz generadoraG(D) =
[
D + 1 D2 +D + 1

]
cuyaDmin = 3

aún es posible realizar la asignación definida en la Figura 10.33. Se deja como ejercicio al
lector determinar la relación entre bits de salida del convolucional y subconstelaciones. Sin
embargo, si empleamos un código con matriz generadoraG(D) =

[
D2 + 1 D + 1

]
no es

posible realizar la asignación especificada en la Figura 10.33, cuya comprobación también
se deja como ejercicio al lector.

Una última cuestión sobre el diseño de un TCM es la relativa al valor dek′ (o, alter-
nativamente, el número de bits que dejamos sin codificar) con el que obtenemos mejores
prestaciones. Si no tuviésemos restricciones de complejidad en el decodificador, la mejor
solución esk′ = k y tanta memoria como fuese necesaria para situarnos tan cerca del lí-
mite de la capacidad del canal como deseáramos. Sin embargo, el motivo quenos llevó a
formular los TCM con bits sin codificar fue, precisamente, la limitación de la complejidad
del decodificador y, en este caso, la determinación del valor dek′ óptimo es tremendamente
complejo. Podemos, eso sí, enumerar algunas reglas que nos dicta el sentido común:
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Para unk′ dado, podemos ir aumentando la memoria del codificador convolucional
hasta queDmin venga dominada por las transiciones paralelas. La mejor solución se-
rá, en general, esta última; es decir, la de menos memoria para la queDmin viene
dominada por las transiciones paralelas.

Para una memoria total del codificador dada, podemos partir dek′ = 1 e ir incremen-
tándolo hasta queDmin venga dominada por las transiciones no paralelas quedándo-
nos, por lo general, con la penúltima solución; es decir, con el menor valordek′ para
el queDmin viene dominada por las transiciones paralelas.

10.4.3. Otros TCM

Además de los códigos ya analizados existen otros TCM que son frecuentemente em-
pleados en la práctica. Comenzamos presentado los TCM basados en códigos convolucio-
nales sistemáticos y recursivos, que permiten conseguir buenas prestaciones empleando las
reglas de Ungerboeck con constelaciones QAM y PSK (al contrario de loque sucede cuan-
do se emplean estos convolucionales en solitario) y una asignación sencilla entre las salidas
del convolucional y los símbolos de las constelaciones. La representación esquemática de
un codificador convolucional sistemático y recursivo de memoria totalMt conk − k′ bits
sin codificar se muestra en la Figura 10.34. A diferencia de los códigos convolucionales no

B l( 1)k-
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( )r g Mt-1

( )r g 2

( )r g1

( )r g0

( )r
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[ ]
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C l( )k
[ ]
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( -1)k´ g 1

(0) g( -1)k´

1

D D DD

Figura 10.34.Representación esquemática de un código convolucional recursivo y siste-
mático genérico.

recursivos analizados hasta ahora, cuya respuesta impulsional era finita, los códigos convo-
lucionales recursivos poseen una respuesta impulsional infinita.

La forma de diseñar estos códigos es mediante búsqueda exhaustiva de los valores de
los coeficientes y la aplicación de las reglas de Ungerboeck. Nótese que ahora las transi-
ciones del diagrama de rejilla no son siempre las mismas, sino que dependen delos coefi-
cientes del código. En los Cuadros 10.14 y 10.15 se muestran los códigos convolucionales
recursivos y sistemáticos que generan los mejores TCM y las ganancias decodificación
empleando estos códigos sobre las modulaciones 8-PSK y 8, 16, 32 y 64-QAM para distin-
tos valores deMt y, salvo paraMt = 2, con 2 bits de entrada al convolucional (k′ = 2).
Para representar los coeficientes del codificador convolucional se ha empleado la notación

g(i) =
[
g
(i)
Mt

. . . g
(i)
1 g

(i)
0

]
. A guisa de ejemplo, en la Figura 10.35 se muestra la repre-

sentación esquemática del código convolucional recursivo y sistemático conMt = 4 para
modulaciones QAM.
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Mt g(r) g(0) g(1) G (dB)
2 110 010 – 3,0
3 1001 0010 0100 3,6
4 10011 00010 01110 4,1
5 100101 001110 011100 4,6
6 1000110 0011110 0111100 4,8
7 10000011 00001100 00001110 5,0
8 100000101 010101000 001111110 5,4
9 1000000111 0001110100 0010110000 5,7

Cuadro 10.14.Códigos recursivos y sistemáticos para TCM con modulación 8-PSK y
ganancia de codificación.

Mt g(r) g(0) g(1) G8 G16 G32 G64

2 110 010 – 2,0 3,0 2,8 3,0
3 1001 0010 0100 3,0 4,0 3,8 4,0
4 10011 00010 01110 3,8 4,8 4,6 4,8
5 100001 000110 001000 3,8 4,8 4,6 4,8
6 1000001 0001110 0011100 4,5 5,4 5,2 5,4
7 10000011 00001100 001000105,1 6,0 5,8 6,0
8 100000001 000101110 0111011005,1 6,0 5,8 6,0

Cuadro 10.15.Códigos recursivos y sistemáticos para TCM con modulaciones QAM y
ganancias de codificación empleado las constelaciones 8-QAM (G8), 16-QAM (G16), 32-
QAM (G32) y 64-QAM (G64) (en dB).

El primer TCM que se incluía en un estándar de telecomunicación no era, sin embargo,
ninguno de los analizados hasta ahora. Se trataba de un TCM basado en un codificador
convolucional no lineal, y ese estándar era (y sigue siendo) la Recomendación V.32 de la
ITU-T (International Telecommunication Union, Telecommunication standarization sector)
para transmisión por canal vocal telefónico hasta velocidades de 9.600 bits/s [85].

Este codificador se muestra en la Figura 10.36, donde podemos apreciar,además de
la presencia de multiplicadores entre bits que fuerzan el carácter no linealdel codificador,

D D D D

C(2)
[ ]l

C l(1)
[ ]

C l(0)
[ ]

B l(1)
[ ]

B l(0)
[ ]

Figura 10.35.Codificador convolucional recursivo y sistemático de 4 retardos indicado en
la tabla 10.14:g(r) = 10011, g(0) = 00010 y g(1) = 01110.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



10.4 MODULACIONES CODIFICADAS EN REJILLA 659

la existencia de un codificador diferencial17 con el propósito de hacer al TCMinvariante
rotacionalmentea rotaciones de múltiplos deπ/2; esto es, que la decodificación de cualquier
secuencia de símbolos de la formaA[l]ejpπ/2, siendop un número entero, produce el mismo
resultado sea cual sea el valor dep (véanse las modulaciones de fase diferencial del Apartado
7.1.3 para un tratamiento más general de la invarianza rotacional).

D D D

Modulador
32-QAM

D

D

Suma
módulo 4

C l(4)
[ ]

Codificador diferencial

A l[ ]

C l(3)
[ ]

C l(2)
[ ]

C l(1)
[ ]

C l(0)
[ ]

B l(0)
[ ]

B l(1)
[ ]

B l(2)
[ ]

B l(3)
[ ]

Figura 10.36.TCM para trasmisión a 9.600 bits/s de la recomendación ITU-TV.32.

Para conseguir la invarianza rotacional es necesario en primer lugar que la constelación
lo sea, como sucede en nuestro caso según podemos apreciar en la Figura 10.37: cualquier
rotación de un múltiplo deπ/2 da como resultado la misma constelación (obviamente, no
con la misma asignación de bits a símbolos).
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Figura 10.37. Constelación QAM para transmisión a 9.600 bits/s de la recomenda-
ción ITU-T V.32. La etiqueta sobre cada símbolo se corresponde con la asignación
C(4)[l]C(3)[l]C(2)[l]C(1)[l]C(0)[l].

En segundo lugar es necesario que las subconstelaciones también lo sean; esto es, que

17Si denotamos porB[l] y C[l] dos secuencias sobreGF (4) que formamos como, respectivamente,B[l] =
2B(1)[l] + B(0)[l] y C[l] = 2C(2)[l] + C(1)[l], el codificador diferencial realiza la operaciónC[l] = B[l] +
C[l − 1].
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una subconstelación rotada cualquier múltiplo deπ/2 sea otra subconstelación. Podemos
comprobar en la Figura 10.38, donde se muestran las 8 subconstelacionesque genera el
codificador de la Figura 10.36, que se cumple este segundo requisito.

Figura 10.38.Subconstelaciones de la constelación de la Figura 10.37 obtenidas con el
codificador de la Figura 10.36.

En tercer y último lugar, las asignaciones de subconstelaciones a la rejilla y delos bits
sin codificar a los símbolos de las subconstelaciones se debe realizar de talforma que una
rotación de la secuencia de símbolos produzca la misma salida en el decodificador. La com-
probación de la propiedad de invarianza rotacional del codificador dela Recomendación
V.32 se deja para el Problema P10.20.

Para otras constelaciones QAM la invarianza rotacional requerida tambiénes con respec-
to a múltiplos deπ/2. En las constelaciones de tipoM -PSK, sin embargo, suele requerirse
una invarianza rotacional con respecto a múltiplos de2π/M .

Hasta ahora nos hemos referido a TCM definidos sobre constelaciones PAM paso banda,
pero es posible definir TCM sobre constelaciones definidas sobre espacios de dimensión más
alta. Pensemos, por ejemplo, en un TCM definido sobre una una constelación 16-QAM: esta
constelación se puede considerar como concatenación (técnicamente, elproducto externo o
cartesiano) de dos constelaciones 4-PAM en banda base. Si deseamostransmitir empleando
una constelación 16-QAM y disponemos de un canal en banda de base podemos transmitir
la parte real de cada símbolo como uno de una 4-PAM y la parte imaginaria como otro. Pues
bien, si concatenamos dos símbolos 16-QAM tenemos una constelación de16 × 16 = 256
puntos sobre un espacio de dimensión 4.

Esta posibilidad no es sólo un ejercicio académico, sino que se emplea en la práctica,
como demuestra el hecho de que el módem para transmisión por canal vocal telefónico más
avanzado, el que se especifica la Recomendación ITU-T V.34, [86], incluye un TCM sobre
una constelación en un espacio de dimensión 4.

10.5. TÉCNICAS DE CODIFICACIÓN AVANZADA

Como se ha comentado con anterioridad en este capítulo, el factor limitante en la ob-
tención de buenas capacidades de corrección de errores o de inmunidad frente al ruido es
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la complejidad del decodificador. En los códigos convolucionales, la complejidad del algo-
ritmo de Viterbi crece exponencialmente con la memoria total del convolucional.La mayor
limitación de los decodificadores de los códigos bloque es su no optimalidad, yaque úni-
camente decodifican las palabras que tienent ≤ ⌊dmin−1

2 ⌋ errores y las demás las descartan
como errores no decodificables. En el Apartado 10.2.6 se comprobó queestos códigos no se
aproximan a la capacidad del canal conforme aumentan su tamaño y en el Apartado 10.5.2
mostraremos que la causa de este comportamiento es que el número de palabras posibles
en recepción que se pueden decodificar con este tipo de decodificadores es una fracción
muy pequeña del total de posibles palabras recibidas. Para poder aproximarnos al límite de
Shannon habría que decodificar palabras con más de⌊dmin−1

2 ⌋ errores, que en muchos casos
únicamente tendrán una palabra código a mínima distancia y, por tanto, se podrán decodifi-
car sin ambigüedad. Además, no existen decodificadores blandos eficientes para los códigos
bloque estudiados, lo que limita su uso a canales digitales.

Los códigos que se estudian en este apartado se basan en el diseño de un decodificador
subóptimo de carga computacional lineal en el número de bits recibidos y queson capaces de
decodificar cualquier palabra recibida. Para que estos decodificadores subóptimos presenten
una buena aproximación a la decodificación de máxima verosimilitud los codificadores se
deben diseñar siguiendo ciertas restricciones que no permiten maximizar la distancia míni-
ma. De hecho, para un tamaño de código dado, pueden tener una distanciamínima inferior a
los códigos antes estudiados. A cambio, estos códigos aumentan su distanciamínima con el
tamaño del código; en consecuencia, podemos emplear códigos tan grandes como deseemos
porque la complejidad de estos códigos es lineal en el número de bits de mensaje. Es este
incremento de distancia mínima el que nos va a permitir acercarnos a la capacidad del canal.

10.5.1. Códigos turbo

Los códigos turbo, o turbo códigosse construyen concatenando dos codificadores con-
volucionales a través de una memoria que recibe el nombre debarajador de bits(“bit in-
terleaver”) en un esquema como el que muestra la Figura 10.39. Aunque la variedad de
códigos turbo disponibles es mucho mayor, a efectos de facilitar la exposición nos centra-
remos exclusivamente en códigos de tasa 1/3 basados en una concatenación en paralelo de
codificadores convolucionales sistemáticos de tasa 1/2, que son los que muestra la figura. La
decodificación se basa en el algoritmo BCJR, una generalización del algoritmo de Viterbi
que realiza la detección MAP de cada bit de información (y no de la secuencia completa,
como el algoritmo de Viterbi) dada toda la secuencia recibida. Como veremos, esta caracte-
rística impone un funcionamiento como un código bloque, generandon = 3k bits de salida
por cadak de entrada, aunque los codificadores que emplee sean convolucionales. La idea
que subyace a los códigos turbo es incrementar la memoria total del código mediante el
empleo de un barajador, manteniendo acotada la complejidad del decodificador mediante el
algoritmo BCJR. Antes de entrar en mayor detalle en los códigos turbo vamos a analizar los
barajadores de bits y el algoritmo BCJR.

Los barajadores de bits se propusieron inicialmente para evitar los errores en ráfagas
y no específicamente para los códigos turbo. En algunos sistemas de comunicaciones los
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Figura 10.39.Representación esquemática de un código turbo genérico.

errores producidos por ciertos canales variantes en el tiempo de comunicaciones no son in-
dependientes bit a bit, y pueden existir instantes en los que la probabilidad deerror de bit es
sensiblemente superior a la media. Por ejemplo, en canales radio si tenemos undesvaneci-
miento no instantáneo de la señal, la probabilidad de error puede aumentar varios órdenes
de magnitud durante un cierto intervalo de tiempo. Para evitar estas ráfagas de bit erróneos
se emplean los barajadores de bit a la salida del codificador de canal. Si aparecen errores en
ráfaga a la entrada del receptor, la operación inversa al barajador de bits (desbarajador) los
presentará como errores no consecutivos al decodificador, que así será capaz de detectarlos
y corregirlos. En la Figura 10.40 se muestra de forma esquemática el funcionamiento directo
(transmisor) e inverso (receptor) de un barajador de bits de tipo matricial18.
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Figura 10.40.Representación esquemática de un barajador de bits de tipo matricial, ope-
ración directa (transmisor) e inversa (receptor).

En la figura podemos observar que si se produce una ráfaga de 4 errores consecutivos en
los bits transmitidos que afectan a los 4 primeros bits (es decir,C[0], C[3], C[6] y C[9]), a
la salida del desbarajador del receptor estarán separados por dos bits correctos. En general,

18Existen otros barajadores como los convolucionales que presentan menos retardo que los bloque, y por ese
motivo son frecuentemente empleados en sistemas de comunicaciones vía radio, pero raramente para construir
códigos turbo.
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en el supuesto de que se produce una única ráfaga, la longitud de la ráfaga máxima sin que
se produzcan errores consecutivos vendrá determinada por el número de filas. El número de
columnas nos indica la separación entre bits consecutivos en el canal decomunicaciones a
la salida del desbarajador. El tamaño del barajador se tendrá que fijar como un compromiso
entre la longitud de las ráfagas de errores y el retardo que se puede añadir. Además de
barajadores de bits matriciales sistemáticos como el presentado en la Figura 10.40, existen
otras estrategias distintas al rellenado por filas y vaciado por columnas, tales como aleatorias
o con distintos retardos para cada bit, aunque no profundizaremos en ellas en este texto.

Algoritmo BCJR

Como veremos, la decodificación de los códigos turbo se basa en el intercambio de men-
sajes entre los decodificadores correspondientes a cada uno de los dos convolucionales sobre
cuan fiable es cada bit de información. Esta medida suele ser función de la probabilidada
posterioride cada bit de información dada toda la secuencia recibida, es decir,Pr{b[l]|r},
l = 0, · · · , L − 1, siendoL la longitud del bloque de bits de información. El algoritmo
BCJR, nombrado así en honor a sus 4 autores: Bahl, Cocke, Jelinek y Raviv, calcula dicha
probabilidad y decide la secuencia de bits transmitidos según el criterio MAP.Esta decisión
minimiza la probabilidad de error de cada bit y no tiene por que coincidir con la proporcio-
nada por el algoritmo de Viterbi19, que minimiza la probabilidad de error sobre la secuencia
transmitida completa.

Para facilitar la exposición del algoritmo BCJR vamos a considerar un códigoconvo-
lucional de tasa1/n, de modo que por cada rama del diagrama de rejilla transmitimosn
símbolos. Además, supondremos que el estado inicial del convolucional es tal que comienza
en el estadoψ0

.
= (0, 0, · · · , 0) en el instante 0 y que finaliza en el mismo estado al cabo de

k +K − 3 transiciones, siendoK la longitud de restricción del convolucional (véase Apar-
tado 10.3). Recordemos que si la memoria total del código esMt el número de estados es de
2Mt . Vamos a centrarnos en el cálculo de la probabilidada posterioripara un bit de informa-
ción genéricob[l] cuando se dispone de la secuencia recibidar, es decir,Pr{b[l]|r}. Como
sabemos, el bitl-ésimo, junto con el estado del codificadorψ[l] determinan por completo los
n bits de salidac[l] del codificador y el estado siguienteψ[l+1]. Alternativamente, podemos
calcular la probabilidadPr{b[l] = 1} sumando las probabilidadesPr{ψ[l],ψ[l + 1]} para
todos aquellos pares de estados(ψ[l],ψ[l + 1]) que en el diagrama de rejilla están conec-
tados por una rama que se recorre cuandob[l] = 1. La situación descrita se puede entender
mejor con la ayuda de la Figura 10.41, en la que las ramas correspondientesa b[l] = 1 se
marcan con trazo continuo.

Por tanto, la probabilidad deseada se puede escribir como

Pr(b[l] = 1|r) =

∑

(ψ[l],ψ[l+1])

b[l]=1

fψ′,ψ,r(ψ[l],ψ[l + 1], r)

fr(r)
(10.67)

19La explicación es muy similar a la que ofrecíamos en el Apartado 8.3.3 depor qué el detector conjunto
multiusuario no minimizaba la probabilidad de error.
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Figura 10.41.Diagrama de rejilla ilustrando algunas de las transicionescorrespondientes
a b[l] = 1 en trazo continuo y ab[l] = 0 en trazo discontinuo.

con una expresión análoga para el casob[l] = 0. Como hemos señalado, la interpretación del
sumatorio en (10.67) es como sigue: debemos sumar sobre todos aquellos pares de nodos
(ψ[l],ψ[l+1]) tales queb[l] = 1. Como el convolucional es de tasa1/n (un bit a la entrada)
es fácil ver que de cada estado del diagrama sale una única transición cuandob[l] = 1, por
lo que en (10.67) habremos de sumar2Mt términos, de cuyo cálculo nos ocuparemos a con-
tinuación. Por supuesto, idénticas consideraciones sirven parab[l] = 0. Dado que el divisor
fr(r) no depende deb[l], nos concentraremos exclusivamente enfψ′,ψ,r(ψ

′,ψ, r). Para
una mayor claridad, en lo sucesivo, y salvo que se especifique lo contrario, prescindiremos
de los subíndices en las fdp.

En breve veremos que es útil separar el vector recibido en tres partes:r[l] denota la sali-
da del canal cuando se transmiten los bitsC[l]

.
= [C(0)[l], C(1)[l], · · · , C(n−1)[l]]; r<[l]

.
=

[r[0], · · · , r[l − 1]] y r>[l]
.
= [r[l + 1], · · · , r[k + K − 3]]. Obsérvese quer<[l] y r>[l]

contienen las muestras recibidas correspondientes a las transiciones anteriores y posterio-
res, respectivamente, a lal-ésima. El vector con la secuencia recibida se puede escribir
r = [r<[l], r[l], r>[l]]. Alternativamente, si suponemos elcursorsituado en el instantel,
entoncesr<[l] contiene las muestras precursoras yr>[l] las postcursoras.

Obsérvese que tanto para el BSC como para el canal gausiano con modulación binaria
los tres vectores recién definidos son estadísticamente independientes (esmás, sus compo-
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nentes también lo son). Ahora podemos escribir:

f(ψ[l],ψ[l + 1], r) = f(ψ[l],ψ[l + 1], r<[l], r[l], r>[l])

= f(ψ[l],ψ[l + 1], r<[l], r[l]) · f(r>[l] | ψ[l],ψ[l + 1], r<[l], r[l])

= f(ψ[l], r<[l]) · f(ψ[l + 1], r[l] | ψ[l], r<[l])
·f(r>[l] | ψ[l],ψ[l + 1], r<[l], r[l]) (10.68)

= f(ψ[l], r<[l]) · f(ψ[l + 1], r[l] | ψ[l]) · f(r>[l] | ψ[l + 1])

donde la última línea es consecuencia de que dadoψ[l], se tiene queψ[l + 1] y r[l] no
dependen der<[l] y, análogamente, dadoψ[l + 1], se tiene quer>[l] tampoco depende de
r<[l], der[l] ni deψ[l].

Como vemos en (10.69), la probabilidad deseada se puede descomponer entres términos
que denotaremos respectivamente porα(ψ[l]), γ(ψ[l],ψ[l + 1]) y β(ψ[l + 1]). El primero
es proporcional a la probabilidad de estar en el estadoψ[l] dada la secuencia precursora;
el tercero es la probabilidad de recibir la secuencia postcursora cuando el codificador se
encuentra en el estadoψ[l + 1]; finalmente, el segundo se corresponde con la probabilidad
de recibirr[l] y pasar al estadoψ[l + 1] cuando el codificador está en el estadoψ[l].

Como cabe suponer, para construir el algoritmo BCJR se necesita encontrar una forma
recursiva enl de escribir tantoα(ψ[l]) comoβ(ψ[l + 1]). Así, paral = 0, · · · , k +K − 3,

α(ψ[l + 1]) = f(ψ[l + 1], r<[l + 1]) =
∑

ψ[l]

f(ψ[l + 1],ψ[l], r<[l + 1])

=
∑

ψ[l]

f(ψ[l], r<[l]) · f(ψ[l + 1], r[l] | ψ[l], r<[l])

=
∑

ψ[l]

f(ψ[l], r<[l]) · f(ψ[l + 1], r[l] | ψ[l])

=
∑

ψ[l]

α(ψ[l])γ(ψ[l],ψ[l + 1]) (10.69)

define la llamadarecursión hacia adelante, que se inicializa conα(ψ[0]) = 1 paraψ[0] = ψ0

y α(ψ[0]) = 0 siψ[0] 6= ψ0.
Un desarrollo similar lleva a concluir que

β(ψ[l]) =
∑

ψ[l+1]

β(ψ[l + 1])γ(ψ[l],ψ[l + 1]) (10.70)

que se inicializa conβ(ψ[n+K−2]) = 1 paraψ[k+K−2] = ψ0 y α(ψ[k+K−2]) = 0
siψ[k+K−2] 6= ψ0. La Ecuación (10.70) define la denominadarecursión hacia atrás. A la
vista de la construcción del algoritmo, se puede entender fácilmente el nombre deadelante-
atrás(“ forward-backward”) con el que también se conoce.

Es interesante identificar los tres términos que hemos definido con el algoritmo de Vi-
terbi:α(ψ[l]) es similar a la métrica acumulada hasta el nodoψ[l] en dicho algoritmo. De
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todas formas, mientras el algoritmo de Viterbi almacena la forma más verosímil de llegar
hasta dicho nodo, el BCJR guarda la probabilidad (promedio sobre todaslas secuencias po-
sibles) de estar enψ[l]. A su vez, el términoγ(ψ[l],ψ[l+1]) se parece a la métrica de rama
empleada en el algoritmo de Viterbi. Por lo que respecta al términoβ(ψ[l+1]), que permite
recorrer hacia atrás el diagrama de rejilla, no tiene equivalente en el algoritmo de Viterbi.
Otra diferencia importante es que el algoritmo BCJR necesita haber recibido toda la secuen-
cia para poder comenzar a operar, mientras que en el algoritmo de Viterbi era posible el uso
de una cierta profundidad de truncamiento, que equivalía a un enventanado de la secuencia
recibida. Este enventanado permite una decodificación que, aunque subóptima, evita tener
que esperar a recibir toda la secuencia (véase Apartado 6.2.2).

Hasta ahora hemos explicado cómo se pueden calcular las probabilidadesa posteriori
utilizando el algoritmo BCJR. Una vez éstas están disponibles, la secuencia de bits decodi-

ficadosb̂ =
[
b̂[0], b̂[1], . . . , b̂[k − 1]

]
se obtiene según la regla MAP, es decir,

b̂[l] =

{
1, si Pr(b[l] = 1|r) > Pr(b[l] = 0|r)
0, en caso contrario

l = 0, 1, . . . , k − 1 (10.71)

Es interesante ver que en todos aquellos canales cuyo efecto sobre cada símbolo transmi-
tido es estadísticamente independiente de los demás, es posible descomponerγ(ψ[l],ψ[l +
1]) como:

γ(ψ[l],ψ[l + 1]) = f(r[l] | b[l]) · p(b[l])

= f(r(0)[l] | b[l]) ·
n−1∏

i=1

f(r(i)[l] | c(i)[l]) · p(b[l]) (10.72)

siempre que en el diagrama de rejilla haya una rama que conectaψ[l] y ψ[l + 1], mientras
que si dicha rama no existeγ(ψ[l],ψ[l + 1]) = 0. Para escribir la segunda línea de (10.72)
hemos tenido en cuenta que el código es sistemático, por lo queC(0)[l] = B[l].

Sustituyendo (10.72) en (10.67) obtenemos una expresión para la probabilidad a poste-
riori deseada como

Pr{b[l] = 1|r} = C0Pr{b[l] = 1} · f(r(0)[l] | b[l] = 1)

·
∑

(ψ[l],ψ[l+1])

b[l]=1

α(ψ[l])β(ψ[l + 1])
n−1∏

i=1

f(r(i)[l] | c(i)[l]) (10.73)

dondeC0
.
= 1/f(r) es una constante (no depende deb[l]). El bit decodificado es aquél que

maximiza la probabilidadp(b[l] | r) de acuerdo con (10.73) y la expresión análoga para el
casob[l] = 0.

La Ecuación (10.73) admite una interesante interpretación como producto detres térmi-
nos (descartandoC0): el primero refleja la probabilidad a priori del bit de información; el
segundo recoge la influencia del canal sobre el bit de información (recuérdese que este bit
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sale del convolucional por ser sistemático); finalmente, el tercero tiene encuenta los bits de
paridad y la propia composición de probabilidades en la rejilla. En principio podría parecer
que la primera probabilidad es irrelevante, ya que sin otra información a priori, es razona-
ble hacer quePr{b[l] = 1} = Pr{b[l] = 0} = 1/2. Sin embargo, veremos que cuando
tenemos un código turbo, el intercambio de información entre los dos decodificadores se
produce precisamente a través de esta probabilidad a priori.

Obsérvese que tanto el canal BSC como el gausiano cumplen las condiciones que per-
miten llegar a (10.72). De hecho, es posible escribir una expresión cerrada para las proba-
bilidades condicionales que aparecen en (10.73). Así, en el canal BSCcon probabilidad de
crucep, r es un vector binario y, por ejemplo,p(r(0)[l] | b[l]) es1− p cuandor(0)[l] = b[l]
y p en otro caso. Para un canal gausiano con entradas binarias antipodales y varianzaσ2

f(r0[l] | b[l]) = 1√
2πσ2

e−(r(0)[l]−a[l])2/2σ2
(10.74)

dondea[l] es el símbolo antipodal correspondiente al bit de informaciónb[l]. Para los bits
de paridad se pueden escribir expresiones completamente análogas.

Aquí encontramos otra diferencia importante con el algoritmo de Viterbi paradeco-
dificación de códigos convolucionales: para poder aplicar el algoritmo BCJR necesitamos
conocer la probabilidad de transición si vamos a transmitir sobre el BSC, y lavarianza del
ruido (equivalentemente, la relación señal a ruido) si la transmisión se realiza sobre el canal
gausiano. Esta información sobre el canal no es necesaria en el algoritmo de Viterbi.

Decodificación de los códigos turbo

La codificación de los códigos turbo se realiza como la de los códigos convolucionales:
los bits a transmitir se codifican con el primer código a la vez que se emplean para rellenar
la memoria del barajador de bits. Cuando el barajador ha llenado la memoria, sepasan a co-
dificar los bits de información con el segundo convolucional con el orden proporcionado por
el barajador de bits. Por cada bit de información generamos 3 bits (véaseFigura 10.39). Los
k primeros son los bits de información (b[l], l = 0, . . . , k − 1) ya que estamos empleando
un código sistemático. Los siguientesk son los de redundancia del primer código convolu-
cional y los últimosk son los de redundancia del segundo código convolucional. Los bits de
información se comparten por ambos códigos convolucionales pero en distinto orden.

La decodificación de los códigos turbo emplea dos decodificadores BCJRencadenados:
primero empleamos el algoritmo BCJR con los primeros2k bits recibidos correspondientes
al primer codificador. Obsérvese que, de acuerdo con la notación establecida, el primer
decodificador emplear(0)[l] = r[l] y r(1)[l] = r[k + l], con l = 0, · · · , k − 1. Aunque en
principio el decodificador BCJR nos proporcionaría la probabilidadp(b[l]|r[0], · · · , r[k −
1], r[k], r[k + 1], · · · r[2k − 1]), en realidad estamos más interesados en la información de
fiabilidad que nos proporcionan los bits de redundancia. Esto es así porque suponemos que
a priori los bits de información son equiprobables y porque el segundo decodificador va a
tener también acceso a la parte de la señal recibida correspondiente a los bits de información,
véase (10.73). En otras palabras, la información “nueva” que el segundo decodificador va a
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demandar del primero es la que depende de los bits de redundancia20. A esta información se
le llamaextrínseca(desde el punto de vista del segundo decodificador) y viene dada por

Pr{b[l] = 1|r[k], · · · , r[2k − 1]} = C1

∑

(ψ[l],ψ[l+1])

b[l]=1

α(ψ[l])β(ψ[l + 1])f(r[k + l]|c[k + l])

(10.75)
para todol = 0, · · · , k − 1 y conC1 constante.

BCJR1 BCJR2[0], , [ 1]r r k -K

[2 ], , [3 1]r k r k-K

ˆ ˆ[0], , [ 1]b b k -K

[ ], , [2 1]r k r k -K Barajador

p

Barajador

p

Desbarajador
1p -

µ
1( [ ])p b l µ { }2( [ ] )p b lp

Figura 10.42.Diagrama de bloques de un decodificador turbo. Las probabilidades de sali-
da del BCJR2 se inicializan de modo quep̂(b[l]) = 1/2, para todol = 0, · · · , k − 1.

Un cálculo análogo serviría para obtener la información extrínseca para el casob[l] = 0.
La información extrínseca (tanto parab[l] = 0 como parab[l] = 1) se pasa al segundo deco-
dificador, que ahora la utiliza como probabilidadesa priori de los bits de información. Para
ello es necesario barajarlas, de modo que el segundo decodificador lasencuentre en el mismo
orden que las muestras de la señal recibida, véase Figura 10.42. Ahorael segundo decodifi-
cador emplea el algoritmo BCJR con la asignaciónr(0)[l] = π{r[l]} y r(1)[l] = r[2k + l],
l = 0, · · · , k − 1 y extrae la información “nueva” para el primer decodificador a partir de
los bits de redundancia, dondeπ{·} denota la operación del barajador. Lo que se entrega en
esta ocasión al primer decodificador como información extrínseca es una estimación de la
probabilidadp(b[l]|r) para lo que ahora ya se ha empleado directa o indirectamente (a tra-
vés del primer decodificador) toda la secuencia recibida. Esta información se obtiene para
b[l] = 1 como

p̂2(b[l] = 1)
.
= P̂ r(b[l] = 1|r) (10.76)

= C2

∑

(ψ[l],ψ[l+1])

π{b[l]=1 }

α(ψ[l])β(ψ[l + 1])f (π{r[2k + l]}|π{c[2k + l]})

para todol = 0, · · · , k − 1 y conC2 constante. La información extrínseca del segundo de-
codificador se emplea (después de haberla desbarajado) como probabilidades a priori para
el primer decodificador BCJR, que va a refinar su estimaciónp̂1(b[l]) dep(b[l]|r) y que a su

20En todo caso, obsérvese que para la operación del algoritmo BCJR se necesita la secuencia recibida desde
r[0] hastar[2k − 1], no sólo la correspondiente a los bits de redundancia.
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vez servirá como información extrínseca para el segundo decodificador, y así sucesivamen-
te. El principio de funcionamiento recuerda a los motores “turbocomprimidos”en los que
los gases de escape del motor sirven para mover una turbina que comprime el aire admitido
en los cilindros y por tanto da entrada a un mayor volumen de combustible, lo queen de-
finitiva hace que aumente la potencia. En cualquier caso la denominacióncódigos turboes
algo desafortunada, ya que lo que si cabe es “turbo” es únicamente la decodificación. Por
esta razón, en muchas ocasiones se habla decódigos concatenados en paralelo21 (lo que el
codificador de la Figura 10.39 es en realidad) y dedecodificación iterativao decodificación
turbo.

El proceso iterativo habrá convergido cuando las probabilidadesa posterioriestimadas
por ambos decodificadores estén próximas. La secuencia de bits de información decodifica-
dosb̂[0], · · · , b̂[k−1] es la estimada por el segundo decodificador empleando la información
extrínseca procedente del primero y la influencia del canal sobre los bitsde información y
de redundancia del segundo codificador.

Es importante señalar que la decodificación turbo no es óptima porque el codificador
turbo se puede ver como un gran codificador bloque en el que entrank bits y salenn = 3k
bits. Un decodificador óptimo debería considerar el codificador como unagran matriz de
codificaciónG y obtener los bits transmitidos comparando losn bits recibidos con las2k

secuencias posibles. Para valores típicos dek (mayor de 1000 bits) la decodificación óptima
es inviable. También se puede observar que el codificador no es óptimo porque no se ha
diseñado maximizando la distancia mínima, sino concatenando dos convolucionales. Pro-
bablemente un código del mismo tamaño construido para maximizar la distancia mínima
proporcionaría mejores prestaciones que los códigos turbo si fuésemoscapaces de decodifi-
carlo. Aún así el empleo de esta aproximación nos permite usar códigos de gran tamaño y
mejores prestaciones que los códigos previamente estudiados.

Antes de completar esta sección con varios ejemplos de códigos turbo vamos atratar
de entender intuitivamente por qué la decodificación turbo proporciona una gran ganancia
en decodificación. En estos códigos cada bit de información que se codifica a través de 2
códigos de tasa 1/2 está rodeado por bits diferentes en cada código gracias al barajador. Si
una parte de la secuencia recibida tiene mucho ruido y las probabilidadesa posterioride los
bits de información no proporcionan una evidencia clara sobre el valor del bit transmitido
(p̂1(b[l] = 1) ≃ 0, 5), pero en el segundo codificador la probabilidad de este bit es mucho
más clara (por ejemplo,̂p2(b[l] = 1) ≃ 1), al enviar esta información al primer codificador
va a permitir mejorar las estimaciones de probabilidad de los bits a su alrededor,que tie-
nen vecinos diferentes en el segundo codificador, que a su vez se van a beneficiar de esta
información en las iteraciones futuras.

La decodificación de los códigos turbo recuerda a un “efecto dominó” enel que los
bits más fiables (aquellos con probabilidadesa posterioripróximas a 0 ó a 1) fuerzan a
los bits de su alrededor a tomar valores acordes con estas probabilidadespara cumplir las

21Existen también códigos concatenados en serie cuyo principio de decodificación iterativa es similar al ex-
puesto aquí. Un ejemplo sencillo de códigos concatenados en serie lo constituyen los códigos RA, que presen-
tamos más adelante en este mismo apartado.
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restricciones de la rejilla. El barajador consigue que esta fiabilidad se comparta por todos los
bits al esparcir los bits de información entre los dos códigos. Al realizar la iteración entre
los decodificadores de los dos convolucionales, el algoritmo de decodificación permite que
la gran fiabilidad de algunos bits se extienda a todos los bits de información y que después
de varias iteraciones (del orden de decenas) se obtengan estimas de muyalta calidad para
toda la secuencia de información con probabilidades de error muy bajas a lasalida del
decodificador, incluso para relaciones señal a ruido bajas.

Códigos de repetición y acumulación

Los códigosRA (“Repeat and Accumulate”), como su propio nombre indica, repiten
cada bit a transmitir 3 veces, a continuación barajan los bits de salida empleando un bara-
jador aleatorio, y el resultado se transmite finalmente empleando un codificador diferencial
(acumulador). El esquema de codificación para estos códigos se muestraen el Figura 10.43.

.

Repetidor Barajador

Acumulador

C C C C[0], [1], [2], [3],...

D
B B B ...[0], [1], [2], B B B B ...[0], [0], [0], [1], B B B B ...[27], [1065], [235], [679],

Figura 10.43.Esquema de un código RA.

En el receptor, los bits recibidos primero se decodifican con un BCJR para el codificador
diferencial y después se pasan por el desbarajador para ver si lasestimas de los 3 bits corres-
pondientes a cada bit de mensaje son idénticas. Si no lo son, se estiman las probabilidadesa
posterioride cada bit de información y se reenvían al decodificador BCJR correspondiente
al codificador diferencial. La decodificación BCJR del código de repetición es sumamente
sencilla, ya que al no tener memoria, las probabilidadesa posteriorise calculan como el
producto de las probabilidades individuales correspondientes a cada bit de salida del código
de repetición. La operación descrita se repite hasta que los 3 bits estimados para cada bit de
información sean consistentes. A pesar de su sencillez estos códigos soncapaces de acercar-
se a la capacidad de canal para los canales gausianos con entrada digital y para los canales
digitales binarios.

En la Figura 10.44 se muestra laBER para estos códigos RA con, respectivamente,
decodificación blanda y dura. En las dos gráficas se puede comprobarcómo las prestaciones
del código mejoran con el tamaño y cuando este es muy grande (superior a10.000 bits) los
RA son capaces de reducir laBER tanto como deseemos paraEb/N0 en torno a0,6 dB.
Para canales digitales binarios estos códigos puede reducir laBER tanto como queramos
para probabilidades de error inferiores a0,14. Para estos canales la capacidad del canal es
0,4 bits por uso de canal (observemos que la tasa de estos códigos esR = 1/3).

Los códigos RA se propusieron como una extensión a los códigos turbo que permitiese
realizar análisis teóricos de sus prestaciones, algo que no es posible en otras configuraciones
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Figura 10.44.BER en función deEb/N0 para códigos RA con decodificación blanda (a)
y dura (b).

más complejas. Pero sus prestaciones son muy competitivas con respecto a los códigos turbo
y han ido reemplazando a éstos por sus buenas prestaciones y sencillez.

10.5.2. Códigos LDPC

En este apartado se presenta una familia de códigos bloque con una baja densidad de
“unos” en la matriz de comprobación de paridad, por lo que reciben el nombre decódigos
de comprobación de paridad de baja densidad(“Low-Densitity Parity-Check”, LDPC). Esta
familia permite trabajar con matrices generadoras del código de gran tamaño (k y n pue-
den ser decenas de miles de bits), ya que su algoritmo de decodificación es de baja carga
computacional. El decodificador de estos códigos obtiene una aproximación a la probabili-
dada posterioripC|r(c[l]|r), l = 0, · · · , n− 1, de los bits de salida del codificador dada la
secuencia recibida. El procedimiento de decodificación es una instancia de la llamadapro-
pagación de la creencia(“belief propagation”), de la que la decodificación BCJR también
puede considerarse un caso particular. La calidad de la aproximación y lacarga computacio-
nal del algoritmo dependen en gran medida de la existencia de una baja densidad de “unos”
en la matrizH. También se puede demostrar que los códigos LDPC presentan buenas pro-
piedades de distancia mínima y resultan competitivos con los ya presentados entérminos de
protección contra errores y de carga computacional asociada.

Justificación

En la primera parte de este capítulo presentamos los códigos bloques y estudiamos cómo
construir códigos bloque de cualquier distancia mínima asegurando una tasade codificación
lo mayor posible (teorema BCH). Dichos códigos se pueden decodificar deforma eficiente
(lineal con la distancia mínima mediante el algoritmo de Berlekamp-Massey), lo quenos
permitía construir códigos bloque de gran tamaño. Es pertinente preguntarse entonces por

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



672 CODIFICACIÓN PARA PROTECCIÓN CONTRA ERRORES

qué estos códigos bloque no nos permiten acercarnos a la capacidad delDMC. La respuesta
es que la “no perfección” de los códigos bloque en general y la de los cíclicos en particular
constituye el principal obstáculo. Cuando presentamos los códigos bloque hablamos de los
códigos perfectos, que eran aquéllos en los que todas las posibles palabras recibidas se
encontraban a lo sumo a una distancia de Hamming⌊dmin−1

2 ⌋ de alguna palabra código.
Entonces señalamos que, por desgracia, el número de códigos perfectos disponibles era muy
reducido (únicamente disponemos de la familia de códigos Hamming y del código Golay)
por lo que se hacía necesario emplear códigos no perfectos para conseguir otras tasas de
codificación y otras distancias mínimas.

Podría pensarse que otros códigos bloque presentados a lo largo del capítulo son casi
perfectos, en el sentido de que existen pocas posibles palabras recibidas a distancia mayor
de ⌊dmin−1

2 ⌋ de alguna palabra código, por lo que una decodificación limitada exclusiva-
mente a aquellas palabras recibidas con no más de⌊dmin−1

2 ⌋ errores arrojaría resultados
casi idénticos a la de máxima verosimilitud. Desgraciadamente, la realidad es biendistinta y
los códigos cíclicos estudiados, incluyendo los Reed-Solomon, son altamenteimperfectos,
de modo que los decodificadores que corrigen⌊dmin−1

2 ⌋ o menos errores, están muy lejos
de la decodificación de máxima verosimilitud. Como ejemplo de la imperfección de la que
hablamos, tomemos el código BCH binario(63, 30) con dmin = 13, que corrige hasta 6
errores. El número de palabras posibles en recepción es263 y el número de palabras deco-

dificables es230
6∑

i=0

(
63
i

)
≃ 256,2. Para este código la fracción de palabras decodificables

sobre el total de las posibles es256,2/263 = 2−6,8, que únicamente supone el 0,89 % del
total. Otro ejemplo es el de un código RS(63, 51), condmin = 13, para el que la fracción de
palabras decodificables baja a un 0,01 % de todas las posibles.

En la Figura 10.45 se muestra para varios códigos BCH binarios la fracciónde las pala-
bras recibidas que se pueden corregir por un decodificador limitado a⌊dmin−1

2 ⌋ errores para
distintas longitudes de código y tasas de codificación. Como se observa, muypocos códigos
decodifican una fracción significativa de las palabras recibidas a excepción de los códigos
Hamming (los de mayor tasa para cadan). En el siguiente ejemplo se muestra la diferencia
en términos deBER entre utilizar decodificador limitado a⌊dmin−1

2 ⌋ errores (algoritmo de
Berlekamp-Massey) y uno de máxima verosimilitud para todas las palabras código.

Ejemplo 10.24
Se va a decodificar el código BCH binario(127, 8) que tiene una distancia mínimadmin = 63 y
es capaz de corregir todas las palabras de hasta 31 errores con el algoritmo de Berlekamp-Massey.
Se ha elegido este código por dos motivos: porque se puede realizar un decodificador de máxi-
ma verosimilitud midiendo la distancia Hamming entre la palabra recibida y todas las palabras
código (existen solo 256) y porque la fracción de palabras nodecodificadas por el algoritmo de
Berlekamp-Massey es0,9999992.

En la Figura 10.46 se puede comprobar que la diferencia en la probabilidad de error es de cuatro
órdenes de magnitud (paraEb/N0 = 8 dB) y emplear un decodificador limitado a⌊dmin−1

2 ⌋
errores desaprovecha gran parte de la capacidad de decodificación de los códigos empleados.

El ejemplo anterior es ilustrativo de lo que se pierde por emplear un decodificador li-
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Figura 10.45.Fracción de palabras recibidas que se pueden decodificar conel algoritmo
de Berlekamp-Massey.

mitado a⌊dmin−1
2 ⌋ errores, pero el empleo de un decodificador de máxima verosimilitud no

supone una solución al problema porque su complejidad crece exponencialmente con el nú-
mero bits del mensaje, lo que limita su uso a códigos con muy pocas palabras código. La
diferencia entre la probabilidad de error de bit entre ambos decodificadores aumenta confor-
me disminuye la fracción de palabras recibidas que el algoritmo de Berlekamp-Massey es
capaz de decodificar. Conforme aumentan para una tasa de codificación dada esta fracción
disminuye (véase Figura 10.45), por lo que la decodificación de códigos bloque de gran ta-
maño mediante el algoritmo de Berlekamp-Massey supone una gran pérdida de la capacidad
correctora presente en el código original y que sólo es alcanzable conla decodificación ML.
Naturalmente, la mayor limitación de la decodificación de máxima verosimilitud es su carga
computacional, ya que necesita una tabla con las2k palabras código o, en su defecto, una
tabla con2n−k síndromes, cifras ambas que crecen exponencialmente conn para un código
de tasa fija, por lo que la decodificación ML sólo es práctica para códigos de tasas próximas
a 1 o a 0. En resumen, la limitación de los código bloque cíclicos no se debe a su capa-
cidad protectora sino a que el algoritmo de decodificación es insuficiente para aprovechar
dicha capacidad. Es por ello que cobra sentido buscar otros algoritmos dedecodificación
que proporcionen una aproximación a la decodificación ML, para lo que se puede pensar en
esquemas iterativos, a semejanza de los decodificadores para códigos turbo o RA.

Algoritmo de paso de mensajes

Para la exposición del algoritmo de paso de mensajes vamos a emplear una herramienta
conocida comografo de Tannerque sirve para representar de forma gráfica la estructura de
un código bloque. Los nodos del grafo de Tanner separan en dos conjuntos los bits de la
palabra recibida y el resultado de las ecuaciones de comprobación de paridad (síndrome).
Los nodos del primer tipo se conocen comonodos variablesy los del segundonodos de
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Figura 10.46.BER en función de la relación señal a ruido para el código BCH binario
(127,8) decodificado con el algoritmo Berlekamp-Massey (Dec BM) y la decodificación
de máxima verosimilitud (Dec ML).

comprobación. Para un código(n, k) el número de nodos variables esn y el número de
nodos de comprobación esn−k. La construcción de un grafo de Tanner es inmediata a partir
de la matriz de comprobación de paridadH: basta con ver que el nodo de comprobación
f [i] estará conectado con el nodo variablec[l]22 si y sólo si el elemento(i, l) de la matrizH
toma el valor 1, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.25
Sea un código(5, 2) con matriz de comprobación de paridad

H =



1 1 0 1 0
1 0 1 0 0
0 1 1 1 1




cuyo grafo de Tanner se representa en la Figura 10.47, con losnodos variables como círculos
y los de comprobación como cuadrados. En el nodo de comprobación f [0] se implementa la
ecuaciónf [0] = c[0] + c[1] + c[3], donde las sumas se efectúan enGF (2).

En general, los nodos de comprobación (representados como cuadrados en la Figu-
ra 10.47) realizan la suma de los nodos variables conectados con aquéllos. La decodificación
se basa en el paso de mensajes de los nodos variables a los de comprobación y viceversa.
Vamos a ilustrar el principio de funcionamiento de dicho algoritmo de con una especie de
versión binaria del mismo conocida comovolteo de bits(“bit-flipping”). En la primera fase
del algoritmo de volteo de bits los nodos variables envían un mensaje con su contenido a los
nodos de comprobación. Al principio, cada nodo variable contiene el bitcorrespondiente de

22Con un cierto abuso de notación, utilizaremosc[l] para denotar ell-ésimo nodo variable y ell-ésimo bit
de una palabra código. La razón es que a menudo usaremos el grafode Tanner para verificar propiedades que
deben cumplir las palabras código.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



10.5 TÉCNICAS DE CODIFICACIÓN AVANZADA 675

[0]f

[0]c [1]c [2]c [3]c [4]c

[1]f [2]f

Figura 10.47.Grafo de Tanner del Ejemplo 10.25.

la palabra recibidar. En la segunda etapa, cada nodo de comprobaciónf [i] envía a cada no-
do variablec[l] conectado con él el valor que cree que debería tomar para que se cumpliese
la ecuación de paridad que en aquél se implementa. Por supuesto, si todaslas ecuaciones
de comprobación de paridad se satisfacen simultáneamente (es decir, si todos los bits del
síndrome son cero), el algoritmo finaliza. En la siguiente etapa cada nodo variable examina
la información disponible: el bit correspondiente de la palabra recibida y las sugerencias de
los nodos de comprobación con los que está conectado. Con esta información decide qué
valor almacenar en el nodo y se vuelve a la segunda etapa arriba descrita. Veámoslo con el
ejemplo anterior.

Ejemplo 10.25 (cont.)
Supongamos que se transmite la palabra códigoc0 = [1, 0, 0, 1, 1] por un BSC de modo que el
primer bit se recibe con error, esto es,r = [0, 0, 0, 1, 1]. Esto implica que el contenido inicial de
los nodos variables esc = [0, 0, 0, 1, 1]. Por tanto, el nodoc[0] envía un mensaje con un0 a los
nodos de comprobaciónf [0] y f [1]; el nodoc[1] envía un mensaje con otro 0 a los nodosf [0] y
f [2], etc.

Ahora es el turno de los nodos de comprobación de paridad: cada nodo calcula qué valor debería
tomar c[l] para que se satisficiesen las ecuaciones de comprobación de paridad. Por ejemplo,
comof [0] = c[0] + c[1] + c[3]; c[1] = 0 y c[3] = 1, entoncesf [0] va a sugerir ac[0] que pase a
tomar el valor1 en la próxima iteración. Comoc[0] = 0 y c[3] = 1, entoncesf [0] va a sugerir a
c[1] que la próxima vez tome el valor1. Finalmente, comoc[0] = 0 y c[1] = 0, el valor sugerido
por f [0] a c[3] es de 0. Esta operación se realiza para todos los nodos de comprobación y se
resume en la tabla siguiente, en la que se indican los valoresque cada nodof [i], i = 0, 1, 2,
sugiere a cada nodoc[l], l = 0, · · · , 4. Las entradas vacías en la tabla se deben a que entre los
nodos implicados no hay conexión.

c[0] c[1] c[2] c[3] c[4]
f [0] 1 1 – 0 –
f [1] 1 – 1 – 0
f [2] – 0 0 1 1

De nuevo es el turno de los nodos variables. Cada uno examina las dos sugerencias de los nodos
de comprobación y el bit correspondiente de la palabra recibida. En total, cada nodo variable
dispone de tres fuentes de información para decidir voltearo no su contenido. En el algoritmo del
volteo de bits, esta decisión se toma por mayoría. Por ejemplo, el nodoc[0] conoce quer[0] = 0,
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pero los dos nodos de comprobación de paridad (columna correspondiente ac[0] en la tabla)
sugieren que tome el valor1, por lo que decide aceptar la sugerencia. El lector puede comprobar
que una vez realizado este proceso, el contenido de los nodosvariables esc = [1, 0, 0, 1, 1] que,
como se ve, coincide con la palabra código transmitida. El algoritmo finaliza en cuanto los nodos
de comprobación verifican que la información enviada por losnodos variables satisface todas las
ecuaciones de paridad.

Uno de los problemas del código empleado en el Ejemplo 10.25 es que la información
que recibe un nodo variable de los nodos de comprobación tras la primera iteración no
es realmente independiente de la información aportada por el bit homólogo dela palabra
recibida. Por ejemplo, la respuesta de los nodosf [0] y f [2] al nodoc[3] depende del valor
del nodoc[1]; del mismo modo, la respuesta def [0] y f [2] a c[3] depende del valor de
c[1]. Es fácil entender que estas interdependencias contaminan la informaciónque maneja
el algoritmo; esto es precisamente lo que tratábamos de evitar con el paso de solamente la
información extrínseca entre los decodificadores BCJR de un decodificador turbo. En el caso
del algoritmo en cuestión esto debería traducirse en la ausencia de ciclos o,cuando menos,
en ciclos lo más largos posible. Por ejemplo, el caso que hemos descrito se corresponde
con el cicloc[1] → f [0] → c[3] → f [2] → c[1], que se denomina unciclo corto23, y
que se marca en la Figura 10.47 con trazo grueso. El lector puede comprobar con la palabra
recibidar = [1, 0, 0, 0, 1] cómo estos ciclos cortos dan lugar a ciclos en el contenido dec sin
que se llegue a converger a una palabra código. Como ya debemos intuir, para que un código
bloque presente pocos ciclos y que éstos sean largos, la matriz de comprobación de paridad
debe tener pocas entradas a uno, de ahí el nombre de éstos códigos. Además, se puede
demostrar (lo veremos más adelante con un ejemplo) que las matrices de comprobación de
paridad con al menos 3 “unos” por columna producen códigos bloque a 1dB del límite de
Shannon para canales gausianos. Existen matrices de comprobación de paridad sin ciclos,
pero sus prestaciones son malas.

Ejemplo 10.26
La matriz de comprobación de paridad de un código LDPC de tasa1/2 con 3 “unos” por columna
y 6 “unos” por fila es

H =




1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0
1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1




(10.77)

El objetivo del algoritmo de paso de mensajes que vamos a describir más adelante es el
de encontrar las probabilidadesa posterioride los bits transmitidosc[l], l = 0, · · · , n − 1,
condicionadas a la recepción del vectorr y a que se cumplen las ecuaciones de comproba-
ción de paridad (de modo quec sea una palabra código). Una vez encontrada esta palabra

23De hecho, los ciclos más cortos son aquellos en los que intervienen 4 nodos diferentes.
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código, la decodificación es inmediata, dado que, como sabemos, existe unacorresponden-
cia biunívoca entre palabras código y mensajes.

Primero vamos a buscar una forma conveniente de escribir la probabilidad deseada para
el bit l-ésimo,Pr{c[l] = 1|r, S}, dondeS es el suceso “es una palabra código”, que fuerza
a que simultáneamente se satisfagantodaslas ecuaciones de comprobación de paridad re-
lativas ac[l]. Como en el caso de códigos turbo, trabajaremos equivalentemente con la fdp
f(c[l], r, S). La suposición más frecuente para el cálculo de la probabilidad deseada es que
el grafo de Tanner del código no posee ciclos. Aunque esta hipótesis no se cumple en la
mayoría de los códigos LDPC, resulta una buena aproximación cuando los ciclos son sufi-
cientemente largos. Un grafo de Tanner sin ciclos se puede representarde forma alternativa
como en la Figura 10.48, en la que explícitamente se aisla el nodoc[l]. Además, por razo-
nes que luego se comprenderán, también hemos aislado eli-ésimo nodo de comprobación
de paridadf [i]. SeaF [l] el conjunto de índices de nodos de comprobación conectados a
c[l] (de un modo similar, denotaremos porC[i] el conjunto de índices de nodos variables
conectados directamente af [i]). Por ejemplo, en la matriz de comprobación de paridad del
Ejemplo 10.77,F [2] = {2, 3, 4, 5, 7, 11} y C[3] = {0, 2, 5}.

[ ]c l [ ]f i

Figura 10.48.Grafo de Tanner sin ciclos, ilustrando el paso de mensajes. Si se elimina el
nodoc[l] los nodos de comprobación de paridad tienen entradas independientes.

Es fácil ver que, bajo la hipótesis de ausencia de ciclos, un nodo dadoc[j], j 6= l, no
puede estar conectado (directa o indirectamente) a más de un nodo con índice enF [l] si no
es a través dec[l]. La situación se ilustra en la Figura 10.48. En otras palabras, exceptuando
c[l], cualquier otro nodo variablec[j] participará en un único nodo de comprobación cuyo
índice pertenezca aF [l]. SeaSm,l el resultado de sumar todos los nodos conectados af [m],
exceptoc[l]. Como enf [m] se debe satisfacer la paridad para todom ∈ F [l], entonces se ha
de cumplir quec[l] +Sm,l = 0 (con sumas módulo-2) o, equivalentemente, quec[l] = Sm,l.
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Pero, además, fijadoc[l], la hipótesis de ausencia de ciclos nos garantiza la independencia
entre losSm,l, por lo que podemos escribir

Pr{S|c[l] = 1} =
∏

m∈F [l]

Pr{Sm,l = 1} (10.78)

con una expresión análoga para el casoc[l] = 0. Para calcular cada uno de los factores
en (10.78) podemos recurrir al siguiente resultado: si tenemos una secuencia deP dígitos
binarios independientes con probabilidadpi, i = 0, · · · , P − 1 de que tomen el valor1,
entonces la probabilidad de que su suma tome un valor par es1

2 + 1
2

∏P−1
i=0 (1 − 2pi). Por

tanto, podemos escribir

Pr{Sm,l = 0} =
1

2
+

1

2

∏

i∈C[m]

i 6=l

(1− 2Pr{c[i] = 1})

Pr{Sm,l = 1} = 1− Pr{Sm,l = 0} = 1

2
− 1

2

∏

i∈C[m]

i 6=l

(1− 2Pr{c[i] = 1})(10.79)

Para separar las contribuciones del vector recibidor en la parte directamente afectada
por c[l] y el resto, denotaremos porr 6=[l] el vector que contiene todas las componentes der

exceptor[l]. Así,

f(c[l], r, S) = f(c[l], r 6=[l], r[l], S)

= f(r[l] | S, c[l], r 6=[l]) · Pr{S|c[l], r 6=[l]} · f(c[l], r 6=[l]) (10.80)

Dadoc[l], se tiene quer[l] es estadísticamente independiente der 6=[l] y deS; por tanto,
f(r[l] | S, c[l], r 6=[l]) = f(r[l] | c[l]). Por otra parte, sin condicionar al cumplimiento de las
ecuaciones de paridad,c[l] y r 6=[l] son independientes, lo que añadido a la equiprobabilidad
(a priori) de quec[l] tome el valor 0 ó 1, hace que podamos considerar quef(c[l], r 6=[l]) es
constante (desde el punto de vista de hacer máxima la probabilidada posteriori).

Como consecuencia de todo lo anterior, podemos escribir

Pr{c[l] = 0|r} = Clf(r[l] | c[l] = 0) ·
∏

m∈F [l]

Pr{Sm,l = 0|r 6=[l]}

Pr{c[l] = 1|r} = Clf(r[l] | c[l] = 1) ·
∏

m∈F [l]

Pr{Sm,l = 1|r 6=[l]} (10.81)

dondeCl es una constante que garantiza que las dos probabilidades anteriores suman 1.
Las ecuaciones (10.79) y (10.81) nos sugieren el mecanismo de un algoritmo recursivo

que va actualizando la probabilidada posterioridec[l] mediante el paso de mensajes entre
los nodos variables y los nodos de comprobación, de un modo similar al algoritmo de volteo
de bits (véase Figura 10.48). En la inicialización, dado que no hay ningunaotra información
disponible, se fijaPr{c[l] = 0|r} = f(r[l] | c[l] = 0), con una expresión similar para
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c[l] = 1. Ambas probabilidades se calculan exactamente como indicamos en el apartado
dedicado a códigos turbo (véase (10.74)). Recuérdese que para canales BSC (decodificación
dura) ello implica conocer la probabilidad de transición, mientras que para canales gausia-
nos (decodificación blanda), se necesita conocer la relación señal a ruido. Una vez iniciado
el algoritmo, los nodos de comprobación emplean (10.79) para calcular su mensaje desti-
nado a cada nodo variable. Dicho mensaje es la probabilidad de que la suma de paridad
produzca0 (respectivamente1) cuando se elimina el nodo variable destinatario; esta proba-
bilidad coincide con la probabilidad de que el nodo destino tome el valor0 (1) (a partir de
la evidencia disponible en el nodo de comprobación en cuestión). Una vezque los nodos
variables han recibido la información de los nodos de comprobación, emplean (10.81) para
generar los mensajes hacia los nodos de comprobación, y el proceso serepite hasta que se
verifican todas las ecuaciones de comprobación de paridad o se ha superado un número de
iteraciones fijado de antemano.

Cuando el nodoc[i] emplea (10.81) para generar el mensaje haciaf [i] (suponiendo que
ambos estén conectados) es importante eliminar del productof [i]24; es decir, se debe realizar
para todom ∈ F [l],m 6= i. La razón es la misma que la que nos llevaba a intercambiar
únicamente la información extrínseca en el caso de códigos turbo: los mensajes dec[l] a
f [i] deben contener sólo aquella información quef [i] no tiene ya disponible. Por contra, si
se desea obtener una estimación de la probabilidada posterioride c[l], entonces todos los
términos en el producto de (10.81) han de ser empleados.

Construcción de la matriz de comprobación de paridad

En la introducción de los códigos LPDC se comentó que el algoritmo BCJR iterado
proporciona mejores aproximaciones a la probabilidada posterioride cada bit si la matriz
de comprobación de paridad contiene pocos unos. Las matrices de comprobación de paridad
para estos códigos se generan de forma aleatoria conJ “unos” por columna, para controlar
de esta forma el número de “unos” totales enH. Cuanto menor seaJ , menor será el número
de ciclos y mejor la aproximación del algoritmo BCJR iterado.

El valor deJ resulta de un compromiso entre la distancia mínima del código bloque y
las prestaciones del algoritmo de decodificación para aproximar la detección de máximoa
posteriori. En un ejemplo se mostrará queJ = 3 presenta las mejores prestaciones para los
distintos valores den.

Una vez construidaH, obtenemos la matriz generadora del códigoG empleando el mé-
todo explicado en el Apartado 10.2.1, que incluye la utilización de la técnica deeliminación
de Gauss en caso de que la matriz generadora no sea sistemática. Para los códigos LDPC
conocemos la matrizH y queremos determinarG: puesto queG yH son intercambiables
como matrices generadoras y de comprobación de paridad, podemos aplicar eliminación de
Gauss sobre las filas deH, obtenerH ′ = [In−k P

T ] y construir la matriz generadora del
código comoG = [P Ik].

24Ello obliga a recalcular la constanteCl.
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Prestaciones de los códigos LDPC

En este apartado se examinan las prestaciones de los códigos LDPC y cómo son capaces
de proporcionar probabilidades de error tan pequeñas como se deseepara relacionesEb/N0

iguales o mayores que 1 dB para modulaciones binarias antipodales en canales gausianos.
En la Figura 10.49 se muestra laBER obtenida empleando códigos LDPC de tasa 1/2 para
un BSC con probabilidad de transición0,075, que proporciona una capacidad de0,6157
bits/transmisión. Los círculos (◦) muestran laBER de los códigos LDPC con 3 unos por
columna paran desde100 hasta 20.000, siendo la menorBER paran = 20.000. Asimismo,
a efectos de comparación, se muestran las probabilidades de error de bitde los códigos BCH
binarios conn entre 7 y 1023 para distintas tasas de codificación (puntos•) y los códigos
convolucionales de tasa 1/2 conK = 11 y 12 (aspas×). En esta figura se puede ver que
los códigos LDPC pueden proporcionar probabilidades de error muy bajas para tasas de
codificación próximas a la capacidad de canal, aunque no son capaces de alcanzar dicha
capacidad porque el algoritmo de decodificación únicamente proporcionauna aproximación
a la solución de máxima verosimilitud.
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Figura 10.49.BER en función deEb/N0 para los códigos LPDC conn = 100, 250, 500,
1.000, 2.500, 5.000, 10.000 y 20.000 (círculos◦); códigos BCH (•) y convolucionales (×).
La línea continua muestra la tasa máxima alcanzable.

En la Figura 10.50 se muestra la decodificación de los códigos LDPC empleando la
salida del canal BSC (decodificación dura) y la salida del canal gausiano (decodificación
blanda). En esta gráfica, se puede ver que los códigos LDPC pueden reducir la probabilidad
de error conforme aumentan para la decodificación dura conEb/N0 ≥ 3 dB (equivalente a
un probabilidad de error de bit en el canal de0,079 y una capacidad de0,6 bits/transmisión).
Para la decodificación blanda se puede reducir laBER conforme aumentan si Eb/N0 es
superior a 1 dB.

Para completar la presentación de los códigos LDPC se muestra en la Figura 10.51 el
efecto que tiene en los códigos LDPC el tamaño de la matriz de decodificación yel número
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Figura 10.50.BER en función deEb/N0 para dos códigos LDPC con 3 “unos” por co-
lumna, de tasa 1/2 y tamaños de bloquen = 100 y 1.000, decodificación blanda (línea
continua) y decodificación dura (línea discontinua).

de “unos” por columna. En la Figura 10.51(a) se representa laBER en función de número
de “unos” por columna paran = 100, observándose que para 2 “unos” por columna las
prestaciones del código son muy pobres porque la distancia mínima del código es baja, y
en consecuencia suBER disminuye lentamente con la relación señal a ruido. Cuando em-
pleamos 3 “unos” por columna obtenemos las mejores prestaciones para los códigos LDPC,
porque se dispone de una distancia mínima suficientemente elevada (crece conforme aumen-
tan) y a la vez se consigue una buena aproximación a la solución de máxima verosimilitud
para cada palabra recibida. Para 4 o más “unos” por columna, aunque aumenta la distancia
mínima del código, el decodificador LDPC presenta mayores fallos de decodificación y, por
tanto, aproxima peor la solución de máxima verosimilitud. Aunque únicamente se presenta
una comparativa paran = 100, este resultado es representativo de los resultados que se
obtienen para otros tamaños de bloque con códigos LDPC.

En la Figura 10.51(b) se muestra laBER para los códigos LDPC conforme aumenta el
tamaño del bloque. El resultado es el esperable: la probabilidad de error disminuye conforme
aumentan para unaEb/N0 fija, si ésta es mayor que 1 dB. Para relacionesEb/N0 menores
de 1 dB los códigos LDPC con 3 “unos” por columna presentan unaBER constante con el
tamaño del código bloque y superior a la probabilidad de error del sistema sin codificación.

10.6. LECTURAS ADICIONALES

Existen excelentes textos sobre codificación para protección contra errores, sin duda, el
libro de Lin y Costello [45], todo un clásico del que acaba salir la segunda edición actua-
lizada con los avances producidos en los últimos 20 años, es la referenciabásica para la
codificación de canal. Los libros de Wicker [92] y Blahut [10] son grandes guías para los
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Figura 10.51.BER en función deEb/N0 para códigos LDPC de tasa1/2: (a) den = 100
y valores del número de “unos” por columna (J) de 2 a 6; (b)J = 3 y valores den de 100
a 1.000.

códigos algebraicos y de estos libros están tomadas las ideas para exponer la estructura alge-
braica de los cuerpos de Galois. Entre los libros de comunicaciones digitales, caben destacar
los de Wilson [94] y Barry, Lee y Messerschmitt [5], en los que se presentan de forma de-
tallada los conceptos básicos de la codificación para la protección contra errores. El manual
de Benedetto y Biglieri [7] contiene una descripción pormenorizada de loscódigos turbo
y de las modulaciones codificadas en rejilla, y un tratamiento exhaustivo de estos últimos
podemos encontralo en el libro de Biglieri, Divsalar, McLane y Simon [11]

Entre los libros recientes que abordan las técnicas de decodificación iterativas caben
destacar los libros de Schlegel y Perez [71] y MacKay [47]. En este últimose presentan
los códigos LDPC, propuestos por Gallager en 1963 [27] y redescubiertos por el propio
MacKay en 1999 [46] y su algoritmo de decodificación.

Entre los temas más relevantes que no hemos abordado en este capítulo cabendestacar
las extensiones irregulares de los códigos LDPC y RA. Los trabajos de Richardson, Urbanke
y colaboradores [66, 65, 17, 18] permiten acercar a los códigos LDPCirregulares a0,0045
dB de límite de Shannon, así como analizar sus prestaciones de forma teórica. Los códigos
RA irregulares [42, 41, 69] también permiten acercarse a la capacidad decanal con esquemas
de codificación que son de complejidad lineal en el número de bits codificados.

PROBLEMAS

P10.1 Un código tiene las siguientes siete palabras código

0010 0100 1110 1000 1010 1100 0110

¿Es un código lineal?
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P10.2 La matriz de codificación de un código lineal Reed-Muller(3, 1) es

G =




1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1




Determine la tasa del código, su distancia mínima y la tabla de síndromes.

(Sugerencia: el cálculo de la tabla de síndromes se realiza de forma más sencilla si
antes se transforma el código en uno sistemático.)

P10.3 Dada la matriz generadora para un código lineal(7, 3):

G =



0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 1 0




3.1. Construya la matriz generadora de un código sistemático equivalente.

3.2. Encuentre la matriz de control de paridadH.

3.3. Construya la tabla con todos los posibles síndromes y obtenga el patrónde
errores más probable asociado a cada síndrome.

3.4. Calcule la distancia mínima del código(7, 3), dmin. ¿Que capacidad correctora
de errores tiene este código?

3.5. Compare las prestaciones de este código con las de un código Hamming(7, 4).
¿Existe alguna relación entre ambos?

3.6. Calcule la palabra codificada, cuando a la entrada tiene la palabra101. Verifique
que su síndrome es0.

P10.4 Calcule la ganancia de codificación de un código Hamming(15, 11) con decodifica-
ciones dura y blanda cuando la relación señal a ruido es alta.

P10.5 El código Golay(23, 12) es un código perfecto que es capaz de corregir 3 errores.
El código Golay se puede definir de forma cíclica mediante el polinomio generador
g1(x) = x11+x10+x6+x5+x4+x2+1 o g2(x) = x11+x9+x7+x6+x5+x+1.

5.1. Verifique que se cumple la cota de Hamming con igualdad.

5.2. Codifique la palabrab = [010001100001] de forma sistemática empleando
g1(x) y de forma directa multiplicandob(x) porg2(x).

P10.6 Demuestre que para los códigos bloque cíclicos(n, k) únicamente existe una palabra
código de gradon− k. Esta palabra será el polinomio generador del código.

P10.7 Construya un código BCH capaz de corregir 3 errores con una tasa de codificación
superior a0,6 y conn = 2m − 1, param entero.
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P10.8 Para el código del ejemplo anterior codifique de forma no sistemática la siguiente
palabra mensaje:01110100010 . . . (complete el mensaje con ceros). Introduzca tres
errores de bit aleatorios en la palabra codificada y decodifíquela empleando el algo-
ritmo de Berlekamp-Massey.

P10.9 Obtenga el polinomio generador del código RS (63,57).

P10.10 Dado el código RS del ejercicio anterior obtenga la probabilidad deerror de bloque
en función de la relación señal a ruido en el canal. Suponga una modulación 64-
QAM y cada elemento deGF (26) es un símbolo de la constelación, de tal forma
que la probabilidad de error de símbolo en la constelación coincida con la de los
elementos del cuerpo de Galois de extensión de orden 64.

Represente la probabilidad de error de bloque para este código acortado en 1, 2 y 3
bits. Compárela con la probabilidad de error de símbolo sin codificar.

P10.11 Calcule la distancia mínima del código convolucional de tasa 2/3,K = 3 y M = 3
en el Cuadro 10.13. Dibuje su diagrama de estados y su diagrama de rejilla.

P10.12 Calcular la ganancia de codificación del código convolucional deTasa 1/3 yK = 4
en el Cuadro 10.12.

P10.13 Considere un código convolucional de tasa 1/2 con matriz generadora

G =
[
D D2 + 1

]

13.1. Dibuje su diagrama de estados y su diagrama de rejilla etiquetando cada transi-
ción con el bit de entrada y los dos bits de salida.

13.2. Determine el evento de error de mínima distancia de Hamming, laBER y la
ganancia de codificación con decodificación dura.

13.3. Repita el apartado anterior con decodificación blanda y compare ambos resul-
tados.

P10.14 Repita el problema anterior con el código convolucional de tasa 1/2y matriz genera-
dora

G =
[
1 D + 1

]

P10.15 Los códigos bloque cíclicos se pueden ver como códigos convolucionales de tasa 1/1
y con un número máximo de bits a codificar (n).

15.1. Obtenga la representación esquemática y el diagrama de estados para el código
Hamming cíclico (7,4).

15.2. Codifique la palabra 1001 empleando la convolución en la representación es-
quemática (introduzca los ceros necesarios para que el estado del convolucional
sea el idénticamente nulo). Compruebe que los bits transmitidos son los mismos
que los obtenidos multiplicando el mensaje por el polinomio generador.
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15.3. Decodifique la palabra 0100100 empleando el algoritmo de Viterbi.

15.4. ¿Por qué cree que este código no se puede emplear para transmitir másbits?.

15.5. Discuta qué es lo que limita el uso del algoritmo de Viterbi para decodificar los
códigos cíclicos.

P10.16 Se desea diseñar un módem de 400 bits/s para un canal paso banda que permite una
transmisión a una velocidad de 100 símbolos/s.

16.1. Sin utilizar codificación, calcule el tamaño del alfabeto necesario y elijauna
constelación.

16.2. Empleando un TCM, ¿cual es el tamaño del alfabeto requerido? Elija una cons-
telación.

16.3. Suponga que para obtener una probabilidad de error aceptable el sistema requie-
re 4 dB más de potencia de los que el canal puede tolerar. ¿Cómo resolveríaeste
problema?.

P10.17 Realice la división de la constelación hexagonal de la Figura 10.52 hasta obtener
subconstelaciones binarias y calcule la distancia entre subconstelaciones.

Figura 10.52.Constelación hexagonal con 16 símbolos.

P10.18 Diseñe el mejor TCM basado en un codificador convolucional lineal no recursivo con
8 estados y una constelación 32-QAM. Obtenga su ganancia de codificación.

P10.19 Obtenga la ganancia de codificación TCM del convolucional en elCuadro 10.15
Mt = 3 con constelación de salida 16-QAM.

P10.20 Demuestre que el TCM de la Recomendación ITU-T V.32 de las Figuras 10.36 y
10.37 es invariante a rotaciones múltiplo deπ/2.

P10.21 Calcule la ganancia de codificación del codificador del problema anterior.

P10.22 Decodifique la secuencia

r = 3,06, 1,08,−0,70,−1,06,−0,58,−2,89,−1,37,−0,82, 1,92,−2,63,
− 1,64,−1,37,−0,70,−0,85, 2,30
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con el decodificador BCJR, que ha sido codificada con el código convolucional de la
Figura 10.10. La secuencia ha sido transmitida a través un canal gausianoempleando
una modulación binaria antipodal con símbolos{±1} y Eb/N0 = −5,93 dB.

P10.23 Decodifique la secuenciar = [1010100101010111] con el decodificador BCJR, que
ha sido codificada con el código convolucional de la Figura 10.10. La secuencia ha
sido transmitido a través de un BSC con una probabilidad de crucep = 0,1.

P10.24 Obtenga (con la ayuda de un ordenador) una matriz de comprobación de paridadH
aleatoria para un código LDPC(100, 50) con 3 “unos” por columnas y 6 por filas.
Simule un BSC con una probabilidad de crucep = 0,05. Obtenga la probabilidad de
error de bit empleando el algoritmo de decodificación basada en paso de mensajes
pero inicialice las probabilidades de error de los bits a0,01, 0,025, 0,05, 0,07 y 0,1.
Comente si cree que el algoritmo de decodificación basada en paso de mensajes es
robusto frente a la inicialización de las probabilidades de error de los bits recibidos.
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CAPÍTULO 11
SINCRONIZACIÓN

Este capítulo detalla una buena parte de las labores auxiliares que son necesarias para el
correcto funcionamiento de los esquemas que se han venido estudiando eneste libro. Así,
hasta el momento se suponía el conocimiento exacto tanto de los instantes adecuados de
muestreo en el receptor como de la fase de la oscilación portadora. En la práctica hay que
llevar a cabo la estimación de dichos parámetros, con el fin de dar soporte alas tareas de
igualación y decodificación.

11.1. CARACTERÍSTICAS DE LA SEÑAL RECIBIDA : EL PROBLEMA DE

LA SINCRONIZACIÓN

Un receptor de comunicaciones, además de invertir las operaciones efectuadas por el
transmisor con el fin de recuperar la secuencia de bits transmitidos, debe indagar en la se-
ñal que recibe con el fin de extraer la información de apoyo para dicha decodificación. Así,
frente a un modelo idealizado de un sistema de comunicaciones característico de Teoría de
la Información (Figura 11.1), presentamos un modelo más cercano a la realidad física (Fi-
gura 11.2), en el que es necesaria la estimación de ciertos parámetros desconocidos para el
receptor (fase de la portadora, por ejemplo), de tal modo que idealmente sereproduzcan las
condiciones del esquema de la Figura 11.1. La igualación analizada en el Capítulo 6 res-
ponde en parte a esta necesidad, en la medida en la que trata de compensar los efectos de
un canal lineal e invariante que introduce interferencia entre símbolos. Este capítulo aborda
la sincronización entendida como la estimación de la frecuencia y fase de la portadora y
la búsqueda del correcto alineamiento temporal con respecto a la señal recibida. La sin-
cronización se puede ver, en primer lugar, como el proceso de alineamiento de la fase y la
frecuencia de un conjunto de osciladores remotos. Es decir, haciendo una simplificación del
problema como la mostrada en la Figura 11.3, se trata de generar en el receptor una onda
con la misma frecuencia y fase que la recibida desde el transmisor. La generación de un
tono igual al que ya recibimos podría parecer una frivolidad, pero no es tal si pensamos que
en general la oscilación que queremos emular en el receptor se encuentra “escondida” en la
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688 SINCRONIZACIÓN

Figura 11.1.Modelo idealizado de un sistema de comunicaciones.

Figura 11.2.Modelo de un sistema de comunicaciones al nivel físico.

Figura 11.3.Sincronización con una señal de reloj recibida.
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señal recibida, ya que no se suele recurrir al envío de tonos adicionales, debido al gasto en
potencia y/o ancho de banda que esto supone. En segundo lugar, el alineamiento es necesario
a varios niveles, desde las muestras tomadas sobre la señal recibida hasta las fronteras lógi-
cas de cabeceras, tramas, etc. En este capítulo nos centraremos en la sincronización sobre el
nivel físico y, en concreto, en los siguientes aspectos:

Recuperación de portadora. En los sistemas paso banda (Apartado 5.4) es necesa-
rio generar una oscilación de la misma frecuencia y fase que la del transmisor para
efectuar la conversión a banda base1. Así, para una señal recibida de la forma

r(t) = s(t) cos(ωct+ θ)

o, más en general,

r(t) =
√
2sI(t) cos(ωct+ θ) +

√
2sQ(t) sen(ωct+ θ)

es necesario sintetizar en el receptor los tonoscos(ωct + θ) y sen(ωct + θ) para
proceder a la demodulación que se muestra en cualquiera de las Figuras 5.37 y 5.38,
en las cuales se suponeθ = 0. Esto obliga al conocimiento de la frecuenciaωc y la
faseθ.

Recuperación del instante de muestreo. Los símbolos transmitidos modulan la am-
plitud de los pulsos de transmisión. El receptor debe muestrear la señal quele llega
con el fin de recuperar los símbolos, para lo cual debe conocer el instante de muestreo
adecuado. La Figura 4.41(b) representa el receptor óptimo basado enel filtro adaptado
al pulso recibido, a cuya salida se procede a un muestreo cadaT segundos, siendoT
el periodo de símbolo. Dicha estructura pone de manifiesto la necesidad de conocer
la fase con la que hay que tomar las muestras de la señal. En cualquier esquema de
recepción mostrado en los capítulos anteriores se hace necesario muestrear la señal en
algún momento, lo que obliga a determinar la fase del reloj que dirige dicho muestreo.

Sincronización multipulso. En las modulaciones multipulso expuestas en el Capítu-
lo 8 debemos procesar bloques de muestras consecutivas, para lo cuales necesario
segmentar la señal de entrada correctamente para aplicar la DFT en el caso de las
modulaciones multiportadora o proceder al desensanchado en el caso del espectro
ensanchado por secuencia directa.

Cualquier error en la estimación de dichos parámetros repercute en la probabilidad de error
de bit, que ya no depende exclusivamente de la relación señal a ruido, sino que padece
cierta degradación en función del error de los valores estimados. Dadoque trabajamos con
realizaciones de procesos estocásticos, las estimaciones que se hacen apartir de las mismas
de los parámetros de sincronización se pueden modelar como variables aleatorias. Es de gran
importancia conocer si la media de dichas variables es el parámetro que se desea estimar,

1Es muy común desglosar estas conversiones en frecuencia en dos o incluso tres pasos, con el fin de facilitar
el funcionamiento de los transmisores y receptores.
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690 SINCRONIZACIÓN

en cuyo caso se habla deestimaciones insesgadas. Además, la varianza de estas variables
aleatorias se toma como el parámetro de calidad: a menor varianza, mayor calidad de la
estimación.

Los condicionantes de los mecanismos de estimación de parámetros son muy variados.
Así, una buena relación señal a ruido facilita mucho las cosas, frente a aquellos casos en los
que la relación señal a ruido es muy reducida, como pueden ser los sistemascon una codi-
ficación de canal tan potente que permite trabajar en condiciones de relación señal a ruido
muy baja. Es importante, además, tener en cuenta la influencia mutua entre las variables que
se desean estimar. Así, no es lo mismo recuperar el instante de muestreo conociendo la fre-
cuencia de la portadora que hacerlo en presencia de incertidumbre en la misma, y viceversa.
Como veremos, la estimación conjunta o simultánea de todos los parámetros es un proceso
complicado, por lo que es más habitual su separación en diferentes tareasde estimación, con
el fin de diseñar receptores realizables aunque no óptimos.

11.2. RECEPTOR ML ÓPTIMO

Consideremos el problema de la detección de una secuencia deN símbolos. Dicho pro-
blema ya fue abordado en capítulos previos, considerando que la sincronización era perfecta.
La señal recibidar(t) se escribe como

r(t) = s(t) + z(t) =
N−1∑

n=0

A[n]gr(t− nT − ǫ0T )ejθ0 + z(t) (11.1)

dondegr(t) es la convolución del pulso de transmisióng(t) con la respuesta del canal equi-
valente en banda baseheq(t),

gr(t) = g(t) ∗ heq(t) (11.2)

La respuestaheq(t) incluye los efectos del canal y del filtro de entrada analógicofaa(t) que
necesariamente debe preceder cualquier operación de muestreo. Los parámetrosǫ0 y θ0, que
se suponen constantes en esta primera aproximación al problema, reflejanla incertidumbre
en relación con el comienzo de cada intervalo de símbolo y la fase de la portadora, respec-
tivamente. Obsérvese que se trabaja con la señal en banda base, es decir, si se trata de un
sistema paso banda la demodulación se supone ya realizada2, y todos los filtros se refieren
a su equivalente paso bajo en el caso en el que se implementen en la banda de trabajo. Ade-
más, contemplamos la posible separación de un filtro de entradafaa(t) analógico, que sirva
para eliminar ruido e interferencias y evitar “aliasing” (véase Apartado 5.5), de un posterior
filtro receptorf(t), que se puede implementar en tiempo continuo o en tiempo discreto.
Por conveniencia, supondremos que la respuesta al impulso del filtrofaa(t) se incluye en
el canal equivalente en banda baseheq(t). Si el ruido es blanco con densidad espectral de
potenciaN0/2 W/Hz, entonces la densidad espectral de potencia del términoz(t) se puede

2Si la transmisión se realiza directamente en banda base no existe portadora sinusoidal y, por tanto, la fase
θ0 se puede considerar igual a cero.
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escribir como
Sz(jω) = σ2n|Faa(jω)|2 (11.3)

con σ2n = N0/2 para modulaciones reales yσ2n = N0 para modulaciones complejas, tal
y como se expuso en el Capítulo 53. Una primera aproximación a la sincronización y su
problemática nos lleva a considerar la estimación de los parámetros(θ0, ǫ0), fase residual
tras la demodulación y fase del reloj de muestreo, respectivamente. El primero aparece en la
demodulación mostrada en el Apartado 5.4.2 para señales paso banda, dado que si supone-
mos que la frecuencia de la portadora transmitida coincide con la frecuenciade la oscilación
generada en el receptor, tenemosej(ωct+θ0)e−jωct = ejθ0 , es decir, tal y como se puede en-
tender a partir de la Figura 11.3, la fase de ambas oscilaciones no coincide necesariamente
en un principio, por lo que habrá que tratar de encontrar esa fase residual. A esto hay que
añadir que cualquier receptor digital, tal y como se puso de manifiesto en los Capítulos 4
y 5, debe muestrear la señal de entrada de forma periódica, para lo que se debe conocer la
referencia temporal que indica cuándo hay que tomar las muestras; esto viene expresado por
el parámetroǫ0 de la señal recibida (11.1).

Trabajaremos con parámetros de sincronización(θ0, ǫ0) constantes a lo largo de varios
símbolos, suposición válida cuando la escala temporal de variación de los parámetros es
mucho mayor que el periodo de símboloT . Esta suposición considera además que no existe
ninguna desviación apreciable∆ω entre las frecuencias de portadora del transmisor y re-
ceptor, o lo que es lo mismo,T∆ω/2π ≪ 1, conT el periodo de símbolo. Cuando esto
no es así, la corrección de la frecuencia es el primer paso imprescindible para que se pueda
abordar la estimación y detección del resto de parámetros.

La señal recibidar(t) puede procesarse íntegramente de forma discreta si el muestreo
realizado no viola el teorema del muestreo aplicado sobres(t). La misión del filtro “anti-
aliasing” faa(t) consiste en eliminar ruido y ajustar el ancho de banda de la entrada para
garantizar el cumplimiento del teorema del muestreo. Sean por tanto las muestras de la
señal filtradar(t), r(kTs), conTs el periodo de muestreo4, tal queTs ≤ T/2 , muestras que
vamos a incluir en el vectorr:

r
.
=
[
r(0) r(Ts) · · · r ((K − 1)Ts)

]T
(11.4)

Suponemos además que el filtro anti-aliasingfaa(t) es un filtro paso bajo ideal con ancho
de banda1/2Ts, con lo que el ruido a su salida será blanco5, como se puede deducir a partir
de (11.3). La varianza de dichas muestras será representada por

σ2z = σ2n/Ts (11.5)

El criterio de máxima verosimilitud o criterio ML (“Maximum Likelihood”), presentado en
el Apartado 4.4.1, se basa en la función de densidad de probabilidad de los datos observados.

3Recuérdese que en el caso de modulaciones complejas el ruido resultante es circularmente simétrico con
varianza por dimensiónN0/2.

4Tal y como se detalló en el Capítulo 5, el uso de filtros en raíz cuadrada decoseno alzado garantiza que el
máximo ancho de banda en banda base de la señal portadora de informacións(t) es2π/T rad/s.

5Con carácter más general, el ruido será blanco siempre que la funciónde ambigüedadfaa(t) ∗ faa(−t)
cumpla el criterio de Nyquist a periodoTs.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



692 SINCRONIZACIÓN

La misma es una generalización de la presentada en el Apartado 6.2.1, dadoque es necesario
incorporar la incertidumbre existente sobre los parámetros de sincronización:

fr|A,ǫ,θ(r |a, ǫ, θ) =
1

(πσ2z)
K

exp

{
− 1

σ2z
||r − s||2

}
(11.6)

con los símbolosa[n], n = 0, . . . , N − 1 incluidos en el vectora. Las muestras de la señal
recibidar(t) tienen una función de densidad de probabilidad (fdp) gausiana que, por lo
tanto, depende directamente de la distancia euclídea||r − s||, es decir, la distancia entre
el vector de muestras recibidas y el vector de muestras libres de ruido sintetizadas con los
parámetros a los que está condicionada la fdp:

s
.
=
[
s(0) s(Ts) · · · s ((K − 1)Ts)

]T
(11.7)

con

s(t) =
N−1∑

n=0

a[n]gr(t− nT − ǫT )ejθ (11.8)

Por simplicidad en la notación hemos evitado etiquetars(t) y s con los símbolosa y pará-
metrosǫ y θ de los que dependen.

Este planteamiento conduce a una detección y estimación conjuntas, es decir,a la bús-
queda de la combinación de símbolos y valores de sincronización más verosímiles, que serán
aquellos para los que la fdp (11.6) se hace máxima o, equivalentemente, para los que la dis-
tancia euclídea entre el vector recibidor y el vector sintetizado sin ruidos se hace más
pequeña. Obsérvese que a diferencia de capítulos precedentes, el detector óptimo ahora de-
be minimizar la distancia entre el vector recibido y los vectoress que resultan de considerar
todas las combinaciones posibles de símbolos transmitidosa, fases correctoras e instantes
de símbolo. Las operaciones involucradas en dicho procedimiento puedenentenderse mejor
si manipulamos apropiadamente la distancia euclídea a minimizar:

||r − s||2 = ||r||2 + ||s||2 − 2Re {〈r, s〉} (11.9)

La influencia de los símbolos y parámetros{a, ǫ, θ} se concreta en el términoRe {〈r, s〉},
ya que para un número de símbolosN y de muestrasK elevado, tenemos que la norma
euclídea||s||, que no depende deθ, es prácticamente insensible a la secuencia de símbolos
a y la fase temporalǫ (véase Apéndice 11.A).

Por tanto, si nos quedamos únicamente con el término de la fdp (11.6) sensible a la
secuencia de símbolos y parámetros de sincronización, e incluimos el resto en una constante
C, tenemos que

fr|A,ǫ,θ(r |a, ǫ, θ) = C · exp
{

2

σ2z
Re
{
sHr

}}
(11.10)

donde aparece el producto escalar〈r, s〉 = sHr o correlación entre la secuencia recibida
r y la secuencia sin ruidos; esta última contiene los parámetros a optimizar. En el mismo
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11.2 RECEPTOR ML ÓPTIMO 693

Apéndice 11.A se demuestra que en el producto escalar anterior interviene el filtro adaptado
al pulso recibidogr(t) si el tamaño de la secuenciar es suficientemente grande:

〈r, s〉 = 1

Ts
e−jθ

N−1∑

n=0

a∗[n]q(nT + ǫT ) (11.11)

dondeq(t) = r(t)∗g∗r (−t). Como se vio en el Apartado 5.5, para el tipo de señales limitadas
en banda que se maneja habitualmente, los filtrados se pueden efectuar en tiempo discreto.
Así, en el caso de filtros de raíz de coseno alzado, el periodo de muestreo Ts es tal queTs <
T/2. De este modo, el filtrado digital nos permite obtener cualquier valor de la salida q(t)
del filtro adaptado; en concreto, la variación deǫ enq(nT + ǫT ) equivale a la modificación
de la fase del muestreo a periodo de símboloT de la salida del filtro adaptadoq(t). En
definitiva, la búsqueda de los parámetros óptimos según el criterio de máxima verosimilitud
requiere muestrear la salida del filtro adaptado al pulso recibido a periodode símbolo, como
se desprende de la siguiente expresión, obtenida tras sustituir (11.11) en(11.10):

fr|A,ǫ,θ(r |a, ǫ, θ) = C · exp
{

2

σ2n
Re
{
e−jθ

N−1∑

n=0

a∗[n]q(nT + ǫT )

}}
(11.12)

donde el periodo de muestreoTs del términosHr se ha eliminado con el correspondiente
deσ2z en virtud de (11.5). La aplicación del criterio ML en presencia de incertidumbre en

Figura 11.4.Estructura del receptor basado en el criterio ML.

los parámetros de sincronización obliga a efectuar una búsqueda en el espacio deN + 2
dimensiones compuesto por losN símbolos posibles y los parámetrosǫ ∈ [0, 1) y θ ∈
[0, 2π). Y todo ello a partir del filtro adaptado al pulso recibido, bajo la hipótesis de que este
se conoce. En la práctica se utilizará un filtro receptorf(t) adaptado al pulso transmitido
g(t) de tal forma quef(t) = g(−t), lo cual no garantiza su completa adaptación al pulso
recibido teniendo en cuenta los efectos del canal, salvo en aquellos casos donde la influencia
del mismo es escasa. En la Figura 11.4 se muestra la arquitectura de un receptor inspirada en
el criterio ML bajo el cual se debe maximizar (11.12); los parámetrosǫ̂ y θ̂ se corresponden
con las estimaciones ML del instante de muestreo y la fase residual, respectivamente. Es
importante destacar que, en ausencia de ISI, es decir, sigr(t) ∗ f(t) cumple el criterio de
Nyquist a periodoT , las muestras tomadas con dicho periodo en los instantes adecuados
serán estadísticos suficientes (véase Apéndice 4.B). Por ello resulta de especial importancia
obtener la fase adecuada del reloj, tal y como se puede apreciar en el Ejemplo 6.17. El

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



694 SINCRONIZACIÓN

sobremuestreo a periodoTs permite obtener las muestras de la señal recibida en los instantes
que corresponda, ya que

q(nT + ǫT ) = r(t) ∗ f(t)|t=nT+ǫT

= Ts

∞∑

k=−∞
r(kTs)f(nT + ǫT − kTs) (11.13)

donde hemos hecho uso de la equivalencia entre el procesado analógico y el procesado
discreto para señales limitadas en banda que se presentó en el Apartado 2.4.3. La realización
práctica puede diferir según el caso, aunque resulta muy habitual el uso de un filtrof(kTs)
fijo y la posterior interpolación de su salidaq(kTs) para obtener los valores en los instantes
de muestreo deseados. Así, para señales limitadas en banda, como es el caso, es posible
interpolar idealmente su valor en cualquier instante de tiempot0 a partir de sus muestras
equiespaciadas tal y como se mencionó en el Apartado 5.5:

q(t0) =
∞∑

k=−∞
q(kTs) sinc

(
t0 − kTs
Ts

)
(11.14)

El uso de un número pequeño de términos en el sumatorio anterior no suele acarrear errores
de importancia en la práctica. Cabe señalar que sería posible evitar la interpolación si se
controlase la operación de muestreo que aparece en la Figura 11.4 a partirde la estimación
de la fase de muestreôǫ. Ello implicaría dirigir la operación del conversor analógico/digital
que realiza el muestreo con el valorǫ̂ obtenido digitalmente, lo que es preferible evitar en
algunos casos con el objeto de desacoplar la parte analógica del receptor de la parte digital.

A continuación vamos a tratar de comprender un poco mejor la casuística que rodea el
concepto de la estimación del instante de muestreo. Para ello podemos suponer que existe
una referencia temporal óptima, es decir, que maximiza la fdp (11.6) y para lacual no hay
ISI. Supongamos por un momento que la relación entre el periodo de símbolo yel perio-
do de muestreo esT/Ts = 2. Lo más habitual es queǫ0 no sea ni 0 ni0,5, es decir, la
muestra deseada en cada periodo no se encontrará entre las muestras tomadas por el con-
versor analógico/digital del receptor. Esta forma de muestreo se denominaasíncrona, frente
al modo síncrono en el que la fase del muestreador se iría corrigiendo enfunción del valor
ǫ̂ estimado para cada símbolo, tal y como hemos indicado anteriormente. De ahí que sea
necesario interpolar el valor deseado, además de dividir la tasa de muestras por dos. Estas
dos operaciones se realizan en el bloque interpolación/diezmado de la Figura 11.4. En cir-
cunstancias reales la relaciónT/Ts no será exactamente entera (por ejemplo,2, 0000112...),
ya que no es posible precisar totalmente la frecuencia de un reloj y, por tanto, no es posible
garantizar una relación determinada entre las frecuencias de dos relojesdistintos. Esto im-
plica que la posición relativa de la muestra deseada con respecto a las muestras tomadas de
forma asíncrona va cambiando con el tiempo; dicha evolución será más acusada cuanto más
alejado se encuentre el cocienteT/Ts de una relación entera. Equivalentemente, podemos
decir que

q(nT + ǫT ) = q ((m[n] + µ[n])Ts) (11.15)
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11.2 RECEPTOR ML ÓPTIMO 695

conm[n] entero yµ[n] un valor fraccionario en el rango[0, 1). La principal consecuencia
de un cocienteT/Ts próximo a un valor entero es queµ[n] evoluciona lentamente con el
tiempo, aun en el caso de queǫ0 se mantenga constante. Todo esto se puede entender me-
jor con ayuda de la Figura 11.5, donde se muestran los instantes escogidosa periodo de
muestreoTs junto con los instantes a periodo de símboloT . En la figura, la señalq(t) repre-
senta la envolvente continua de las muestras de salidaq(kTs) en el caso de que el filtrado
se implemente digitalmente. Los instantes etiquetadosnT + ǫ0T , conn entero, son los que
proporcionan los valores deseados. Las barras más oscuras indicanlos instantes en los que
inicialmente se muestrea (a una tasa nominal aproximadamente igual al doble de latasa de
símbolo), cuya posición relativa con respecto a los instantes deseados vaevolucionando, por
lo que es necesario interpolar de forma variante con el tiempo para generar las muestras
deseadas.

Figura 11.5.Ilustración de la interpolación variante en el tiempo en el caso de un muestreo
asíncrono.

Como se puede apreciar a partir de las consideraciones anteriores, la solución ML ofre-
cida no es realizable, ya que a la complejidad de trabajar con la secuencia completa para
poder evaluar la distancia euclídea para cada una de las posibles secuencias enviadas, hay
que añadir la búsqueda sobre el conjunto de parámetros(ǫ, θ). Por tanto, aunque el receptor
óptimo realizaría la estimación de parámetros conjuntamente con la detección de símbolos,
las realizaciones prácticas separan ambas tareas. En este punto existen diversas opciones que
se comentan a continuación. Una primera solución consiste en el envío de unpreámbulo de
símbolos conocidosa0 antes de enviar los símbolos de información, por lo que la función
de densidad de probabilidad (11.6) se particulariza paraa = a0:

fr|ǫ,θ(r |ǫ, θ) = fr|A,ǫ,θ(r |a = a0, ǫ, θ) (11.16)
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en lo que se conoce comoestimación asistida por datos(“Data Aided”, DA). Con el fin de
mantener una actualización constante de los parámetros para acomodar las variaciones lentas
de los mismos se pueden utilizar los símbolos decodificadosâ, evitando de este modo el uso
sistemático de secuencias de entrenamiento que reducirían la eficiencia de la transmisión.
En este caso, la fdp (11.6) se formula como sigue:

fr|ǫ,θ(r |ǫ, θ) = fr|A,ǫ,θ(r |a = â, ǫ, θ) (11.17)

Los algoritmos de esta categoría se conocen comoalgoritmos dirigidos por decisión(“De-
cision Driven”, DD), cuyo funcionamiento sólo está garantizado con una buena estimación
inicial de los parámetros(ǫ0, θ0).

También es posible efectuar la estimación de los parámetros independientementede los
símbolos enviados, para lo que es necesario promediar sobre todas las posibles secuencias
de datos para eliminar la dependencia de los mismos. En este caso, la fdp que se debe
maximizar se escribiría como

fr|ǫ,θ(r |ǫ, θ) =
∑

{ai}
fr|A,ǫ,θ(r |a = ai, ǫ, θ)pA(ai) (11.18)

El sumatorio se realiza sobre todas las posibles secuencias de símbolos{ai, i = 1, . . . ,
MN}, siendoM el número de símbolos en la constelación. Este tipo de algoritmos se co-
nocen comono asistidos por datos(“Non-Data-Aided”, NDA). La posterior detección de la
secuenciaa se lleva a cabo suponiendo que la sincronización ha sido perfecta en cualquiera
de los casos planteados anteriormente, lo que se conoce comodetección sincronizada, y que
se corresponde con el modelo manejado en los capítulos anteriores.

Una vez descartada la estimación y detección conjuntas por razones de complejidad,
queda por valorar cómo se puede llevar a cabo la estimación de los parámetros (ǫ, θ). Para
obtener una formulación matemáticamente tratable es necesario suponer quegr(t) ∗ f(t)
satisface el criterio de Nyquist, es decir, que no hay interferencia entresímbolos tras el
filtro adaptado. De este modo se obtienen algoritmos manejables que también se utilizan
en casos más generales. Siendo así, demostramos que la maximización de la función de
densidad de probabilidad (11.6) era equivalente a la maximización de la Expresión (11.12).
A partir de la misma se pueden extraer algunas pautas acerca de cómo abordar la estimación
de los parámetros de sincronización. Así, resulta deseable que los algoritmos trabajen a la
velocidad de muestreo más baja posible; por ello, a la vista de (11.12), se puede decir que lo
más habitual es que la estimación de la faseθ se realice después de la estimación del instante
de muestreoǫ, dado que si se conoceǫ, la estimación deθ y la posterior detección dea se
pueden realizar a periodo de símbolo, dado que el sumatorioe−jθ

∑N−1
n=0 a

∗[n]q(nT + ǫT )
en (11.12) incluye sólo una muestra en cada periodo de símbolo.

La gran mayoría de los algoritmos digitales de estimación deǫ trabajan con una tasa de
muestreo1/Ts mayor que la de símbolo1/T , y permiten que la relaciónT/Ts, es decir, el
número de muestras por símbolo, no sea necesariamente entera, lo cual es extremadamente
importante en la práctica dada la posibilidad de muestrear en el receptor asíncronamente con
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11.3 LAZO ENGANCHADO EN FASE (PLL) 697

respecto al transmisor. A diferencia de los esquemas de estimación de la fase, y fruto de su
relación con el muestreo de la señal analógica, los algoritmos de estimación del instante de
muestreo son muy variados y en algunos casos difíciles de sistematizar. En elApartado 11.4
abordaremos algunos esquemas a partir de su método de diseño y su interpretación intuitiva.

11.3. LAZO ENGANCHADO EN FASE (PLL)

La estimación de un parámetro de interés se reduce en muchos casos a la localización del
máximo (o mínimo) de un determinado funcional. En particular, el planteamiento de máxima
verosimilitud se basa en la maximización de la función de densidad de probabilidad de los
datos recibidos con respecto a la variable de interés. En algunos casos se puede obtener dicha
estimación explícitamente a partir de los valores observados, aunque en otros resulta mucho
más complicado. Afortunadamente, y siempre que el funcional tenga un único máximo (o
mínimo), se puede recurrir a procesos iterativos que progresivamente van reduciendo el
error con respecto al valor deseado. En comunicaciones digitales resulta muy común el uso
de dichos esquemas iterativos: suelen ser relativamente simples de implementar, como se
puso de manifiesto en el Capítulo 6, donde se presentó el algoritmo adaptativo LMS para
igualación de canal. En este apartado utilizaremos la estimación de fase como ilustración
para comprender el funcionamiento de este tipo de esquemas, si bien la estimación de la
misma, al igual que la del instante de muestreo y la frecuencia, serán el objeto específico de
estudio en sus respectivos apartados. Es importante señalar que las ideas expuestas en este
apartado serán empleadas ampliamente en el resto del capítulo para deducirestimadores
óptimos de los parámetros de sincronización así como circuitos para su extracción.

Consideremos la fdp conjunta de los datos recibidos (11.12), suponiendolos símbolos
conocidos y el instante de muestreo ideal, para el que además se evita la ISI. En tal caso,
tenemos que

q(nT + ǫ0T ) = A[n]ejθ0 + z[n] (11.19)

y que el funcional que debemos maximizar para estimar la fase viene dado por

L(θ) = Re
{
e−jθ

N−1∑

n=0

A∗[n]q(nT + ǫ0T )

}
(11.20)

L(θ) se hará máximo cuando el giro producido porθ sea tal que el argumento complejo de
la parte real tenga parte imaginaria nula, es decir,

θ̂ML = ∢

{
N−1∑

n=0

A∗[n]q(nT + ǫ0T )

}
(11.21)

La Figura 11.6 muestra la función anterior paraθ0 = π/4 para el caso en el queq(nT+ǫ0T )
no contiene ruido. En ciertos casos puede resultar más deseable algún esquema que pueda
ir refinando la estimación y adaptándola a los posibles cambios de la fase a lo largo de la
transmisión. Para ello utilizaremos la derivada como criterio para localizar el máximo, ya
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0
θπ/4 9π/4

L(θ)

Figura 11.6.FuncionalL(θ) para estimar la fase de los datos observados.θ0 = π/4.

que tal y como se aprecia en la Figura 11.6, la derivada será nula en el valor óptimo deθ, y
para el resto de valores será tal que nos acercará a dicho valor óptimo6:

θ̂[n+ 1] = θ̂[n] + µ
∂

∂θ
L(θ)

∣∣∣∣
θ̂[n]

(11.22)

dondeµ es el paso de adaptación que multiplica el término de la derivada, ya que estamos
buscando un máximo7. Obsérvese la más que clara similitud con el algoritmo LMS del
Apartado 6.7.2, aunque allí buscábamos un mínimo de la función de coste. Si escribimos la
ecuación anterior en función de un término de errore[n] que iterativamente se va haciendo
más pequeño, tenemos

θ̂[n+ 1] = θ̂[n] + µe[n] (11.23)

con

e[n]
.
=

∂

∂θ
L(θ)

∣∣∣∣
θ̂[n]

(11.24)

para la derivada deL(θ) obtenida como

∂

∂θ
L(θ) =

N−1∑

n=0

Im
{
e−jθA∗[n]q(nT + ǫ0T )

}
(11.25)

Esta recursión, así planteada, suscita algunos problemas. Por un lado,si queremos un algo-
ritmo causal, debemos renunciar a calcular la derivada del sumatorio completo deL(θ) en
(11.20), dado que necesitaríamos esperar a completar el bloque de datosdesden = 0 hasta
n = N − 1. Por otro lado, y siendo rigurosos, la evaluación de la derivada enθ̂[n] obliga a

6Aunque la derivada también es cero en el mínimo deL(θ), correspondiente aθ0 + π, en dicho punto no
habrá un equilibrio estable, ya que los valores de la derivada deL(θ) en su vecindad son tales que nos alejan
del mismo.

7Si el objetivo fuese un mínimo, la derivada debería cambiarse de signoen la recursión.
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11.3 LAZO ENGANCHADO EN FASE (PLL) 699

sustituirθ por θ̂[n] en todos los términos del sumatorio en (11.25). Con el fin de conseguir
una recursión que pueda ser calculada de forma causal y con una complejidad asumible,
redefinimos el error para soslayar los problemas previos:

e[n]
.
=
∂L(θ, n)

∂θ
≈

n∑

k=0

αn−kIm
{
e−jθ̂[k]A∗[k]q(kT + ǫ̂T )

}
(11.26)

donde0 < α ≤ 1 es un factor que otorga menos peso a los valores estimados deθ0 más
antiguos (siα 6= 1), pensando especialmente en aquellos casos en los que la fase a estimar
evolucione con el tiempo8. En la expresión anterior ya hemos incluido la estimaciónǫ̂ deǫ0,
dado que este será desconocido en general, aunque suponemos que los sucesivos símbolos
A[n] son conocidos. El algoritmo recursivo para obtener de forma aproximada la estimación
ML de la fase de los valores recibidos en el caso ideal que estamos considerando quedaría
por tanto de la siguiente forma:

θ̂[n+ 1] = θ̂[n] + µ
n∑

k=0

αn−kIm
{
e−jθ̂[k]A∗[k]q(kT + ǫ̂T )

}
(11.27)

El término corrector es un promedio temporal que sirve para estimar la derivada deL(θ)
utilizando las muestras disponibles en cada instante, de modo que se puede implementar
causalmente, tal y como queda recogido en la Figura 11.7. El lazo mostrado seconoce
como PLL (“Phase-Locked Loop”), o lazo enganchado en fase. El bloque etiquetado como

Figura 11.7.Estimador ML recursivo de la fase (PLL).

NCO se corresponde con unoscilador controlado numéricamente(“Numerically Controlled

8Podría parecer queα se puede escoger arbitrariamente pequeño, con lo que el errore[n] tomaría a su vez
valores muy pequeños. Sin embargo, para ser estrictos, habría que acompañar la definición dee[n] de una
ganancia que compensase dicho efecto. No lo hemos hecho así dado que cualquier constante multiplicativa en
e[n] se puede incluir en el paso de adaptaciónµ de la Ecuación (11.23). El valor que deberá tomar dicho paso va
a depender también de la potencia de la señal de entrada, que normalmente está fijada por un control automático
de ganancia.
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Oscillator”), que tiene como salida una exponencial compleja cuya fase es el resultado de
acumular las muestras presentes a su entrada

ejθ̂[n+1] = ej(θ̂[n]+µe[n]) (11.28)

con el errore[n] obtenido como el filtrado paso bajo de la secuencia de valores

Im
{
e−jθ̂[n]A∗[n]q(nT + ǫ̂T )

}
(11.29)

El filtro paso bajo, conocido comofiltro de lazo9 y que denotaremos comoL(z) (no con-
fundir con la verosimilitudL(θ)), se corresponde en el caso anterior con

L(z) =
1

1− αz−1
(11.30)

En la Figura 11.7 aparece además la constante multiplicativaµ. En el resto del capítulo no la
incluiremos explícitamente en los esquemas, dado que se puede considerar bien como parte
del filtro de lazoL(z) o bien del NCO.

Ejemplo 11.1
Con el fin de obtener la necesaria dosis de intuición para comprender el funcionamiento de un

PLL, analicemos la estimación deθ0 en (11.19) en el caso sin ruido. Seaα = 0, de modo que el
filtro de lazo se reduce aL(z) = 1, en cuyo caso se habla de un PLL de primer orden. A partir
de (11.28) y de (11.29), tenemos la siguiente recursión parala fase estimada:

θ̂[n+ 1] = θ̂[n] + µIm
{
|A[n]|2ej(θ0−θ̂[n])

}
(11.31)

Para constelaciones PSK, tenemos que la magnitud|A[n]|2 es constante, en cuyo caso, suponien-
do esta igual a uno sin pérdida de generalidad, la recursión se reduce a

θ̂[n+ 1] = θ̂[n] + µ sen(θ0 − θ̂[n]) (11.32)

Es decir, el algoritmo dirige la evolución de un NCO a partir de una función no lineal, en con-
cretosen(·), de la diferencia entre la fase de entrada y la fase estimada alo largo de sucesivas
iteraciones. Este es el principio de funcionamiento de los PLL que se emplean normalmente en
sus diversas variantes, tanto analógicas como digitales.

11.3.1. Análisis del PLL

El análisis de un sistema realimentado no lineal como el lazo enganchado en fase resulta
complicado, debido precisamente a que la diferencia de faseθ0 − θ̂[n] ejerce una influencia
no lineal sobre el bucle típicamente comoe[n] = sen(θ0 − θ̂[n]), tal y como se ha visto en
el ejemplo anterior. En este tipo de sistemas hay dos modos de operación:

9La denominaciónfiltro de lazose debe al papel que este desempeña en la dinámica del lazo cerrado de
ajuste de la fase, como veremos más adelante.
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Adquisición. Proceso que transcurre desde el estado inicial hasta que el error es sufi-
cientemente pequeño. Es un fenómeno propio de todos los lazos realimentados como
el PLL. La adquisición es un fenómeno intrínsecamente no lineal, y acarreaalgunos
efectos que comentaremos más adelante.

Seguimiento o régimen estacionario. El error es lo suficientemente pequeño como
para que tenga validez un estudio lineal del sistema.

A continuación nos centraremos en este último caso. Para comprender con más claridad la
dinámica del lazo evitaremos introducir ruido y consideraremos constelaciones de magnitud
constante, tal y como se ha hecho en el Ejemplo 11.1. En condiciones de seguimiento se
puede considerar que la estimaciónθ̂[n] es lo suficientemente cercana aθ0 para efectuar la
aproximación

e[n] = sen(θ0 − θ̂[n]) ≈ θ0 − θ̂[n] (11.33)

es decir, se opera en el rango en el que la funciónsen(·) es aproximadamente lineal. Bajo
esta hipótesis, el lazo del PLL de la Figura 11.7 se simplifica en la Figura 11.8.El último

Figura 11.8.Aproximación lineal de un PLL.

bloque etiquetado comoz−1/(1 − z−1) recoge la función de transferencia del acumulador
del NCO, tal y como se desprende de la Ecuación (11.28). Como ya hemos señalado, a
efectos del análisis, la constanteµ la consideraremos incluida en el filtro de lazoL(z), sin
alterar el resultado final. Por tanto, la función de transferencia de la fase de entrada a la
fase de salida en la Figura 11.8, para el rango de validez de la aproximación lineal, queda
finalmente como

Θ̂(z)

Θ0(z)
=

L(z)z−1

L(z)z−1 + 1− z−1
(11.34)

dondeΘ0(z) y Θ(z) representan, respectivamente, las Transformadas Z de las fasesθ0[n] y
θ[n]. Conviene destacar en este punto que, aunque la estructura del PLL seha desarrollado a
partir de la suposición de una fase constante, estamos generalizando los resultados a una fase
de entradaθ0[n] variante con el tiempo. La función de transferencia de la fase de entradaa la
fase de salida es válida mientras el error de fase sea lo suficientemente pequeño como para
aproximar la funciónsen(x) por x, en cuyo caso podemos decir que el PLL se comporta
como un filtro lineal que actúa sobre la fase. La dinámica de dicho filtro viene determinada
por el filtro de lazoL(z), tal y como se muestra en los siguientes ejemplos. Nos referiremos
al orden del PLLcomo el número de polos de su función de transferencia (11.34).
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Ejemplo 11.2
Un PLL de primer orden tiene un filtro de lazo de la formaL(z) = K, que da lugar a una función
de transferencia de fase de la forma

Θ̂(z)

Θ0(z)
=

Kz−1

1 + (K − 1)z−1

que para que actúe como filtro paso bajo estable requiere que0 < K < 1, ya que tiene un polo
enz = 1 −K, como fácilmente se puede comprobar. En la Figura 11.9 se muestra la respuesta
en frecuencia asociada paraL(z) = 0, 5, claramente con un perfil paso bajo. Consideremos a
continuación un cambio de fase enn = 0 que el PLL debe estimar, de la formaθ0[n] = θ0u[n],
dondeu[n] es la función escalón definida en el Capítulo 2. A partir de la función de transferencia
anterior, tenemos que

Θ̂(z) =
Kz−1

1 + (K − 1)z−1
· 1

1− z−1
θ0

Esta expresión sirve para obtener el comportamiento en el régimen permanente de la fase estima-
da. Así, por el Teorema del valor final de la Transformada Z (véase Cuadro 2.6), tenemos

ĺım
n→∞

θ̂[n] = ĺım
z→1

(1− z−1)Θ̂(z) = θ0

La Figura 11.10 muestra cómo la fase de salidaθ̂[n] del NCO se aproxima a su valor final.
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Figura 11.9. Respuesta en frecuencia de un PLL de primer ordenH(ejω) =
Θ̂(ejω)/Θ̂0(e

jω), L(z) = 0,5.

Ejemplo 11.3
Una de las razones por las que cabe esperar una fase de entradaθ0 variante con el tiempo es

la presencia de un error en la frecuencia que no se consigue corregir completamente antes de la
estimación de la fase. De este modo la fase a estimar sigue unaevolución lineal con el tiempo,
que para un error de∆ω radianes se escribe como

θ0[n] = (θ0 +∆ωn)u[n]
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0 n

θ̂[n]

π/4

Figura 11.10.Fase de salida de un PLL de primer orden como respuesta a un cambio de
fase de la entrada deπ/4. L(z) = 0, 5.

En este caso, tenemos que la Transformada Z de la fase de entrada es (véase Cuadro 2.5)

Θ0(z) =
θ0

1− z−1
+

∆ωz−1

(1− z−1)2

Dado que la diferencia entre las fases de entrada y de salida se puede escribir en el dominio
transformado como

Θ0(z)− Θ̂(z) =

[
1− Θ̂(z)

Θ0(z)

]
Θ0(z)

y utilizando, al igual que en el ejemplo anterior, (11.34) y el teorema del valor final, tenemos que
el error en la estimación de la fase convergerá de la siguiente forma:

ĺım
n→∞

(θ0[n]− θ̂[n]) = ĺım
z→1

(1− z−1)

[
1− L(z)z−1

L(z)z−1 + 1− z−1

]
Θ0(z) =

∆ω

L(1)

Por tanto, para que el error de fase se haga cero es necesario que el filtro de lazoL(z) tenga un
polo enz = 1, lo cual sólo es posible para filtros de lazo de orden mayor o igual que uno. Así, el
siguiente filtro

L(z) =
a+ bz−1

1− z−1
(11.35)

tiene un polo enz = 1, y da lugar a una función de transferencia del PLL de segundo orden,
es decir, con dos polos. Conviene destacar que sólo es posible seguir la variación temporal de la
fase de la entrada si el filtro de lazoL(z) pone a su salida un valor constante para una entrada
que se va a cero, para lo cual es necesario que cuente con al menos un polo enz = 1. La Figura
11.11 muestra la evolución de la fase de salida del PLL en un caso como este, comprobándose
cómo el error de fase tiende a cero. Por tanto, en todas aquellas situaciones en las que se prevea
una diferencia apreciable de frecuencia entre la señal de entrada y la generada localmente en el
NCO hay que recurrir a un PLL de segundo orden. Para cualquierotro filtro de lazo de primer
orden el error de fase será distinto de cero en el límite, tal ycomo ocurre en la Figura 11.12, en
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la que se constata que la fase de la salida no iguala a la de la entrada para un filtro de lazoL(z)
de primer orden que no tiene un polo enz = 1. En muchos casos puede ser aceptable este error
residual si es suficientemente pequeño.

0 n
θ0

θ̂[n]

Figura 11.11.Fase de salida con respecto a la fase de entrada en un PLL de segundo orden
ante un cambio en la frecuencia de la entrada:θ0[n] = (θ0 +∆ωn)u[n].

0 n

θ0[n] − θ̂[n]

∆ω/L(1)

Figura 11.12.Error de fase para un PLL conL(z) = 0,1(1− 0,15z−1)/(1− 0,8z−1) .

De todo lo anterior es fácil deducir que el filtro de lazoL(z) determina el comportamiento
del PLL en régimen permanente, es decir, el régimen estacionario para elque los errores
de fase son pequeños y es válido el análisis lineal estudiado. Se puede decir que un PLL es
un mecanismo que sirve para reproducir una fase de entrada, eliminando ruido y filtrando
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aquellas variaciones de la misma que caen fuera del ancho de banda del PLL. Dicho ancho
de banda se refiere a la función de transferencia en régimen permanente(11.34). La selec-
ción del ancho de banda constituye un compromiso importante en la práctica. Por un lado,
resulta deseable un ancho de banda suficientemente grande como para seguir cualquier va-
riación temporal de la fase de entradaθ0[n], acelerando la fase de adquisición, lo cual resulta
importante en las transmisiones a ráfagas. Por otro lado, un mayor ancho debanda permite
la entrada de más ruido en el lazo, lo que afecta a la calidad de la estimación de lafase. La
disminución del ancho de banda otorga un mayor grado de “limpieza” de la entrada, a costa
de ralentizar el proceso de enganche.

Por último, debemos indicar que el términoruido de fasesuele emplearse en referencia
a las fluctuaciones sobre una fase constante de una oscilación. En concreto, si tenemos una
oscilación de la forma

s[n] = cos(ω0n+∆ωn+ θ0 + φ[n]) (11.36)

el términoφ[n] representa el ruido de fase aleatorio, no atribuible a una variación determinis-
ta∆ω sobre la frecuencia de referencia o una fase constanteθ0. La pureza de las oscilaciones
viene determinada por el nivel del ruido de fase que presentan. Dichoruido puede acarrear
grandes inconvenientes en algunos tipos de modulaciones, como veremos más adelante.

11.3.2. Otras consideraciones

En la práctica el ajuste en un PLL puede padecer algunos fenómenos queno son ex-
plicables con el modelo lineal de los ejemplos anteriores, que sólo es válido siel error es
suficientemente pequeño. En concreto, destacamos dos que detallamos a continuación.

Fenómeno de encallado(“hang-up”). Para algunos valores de la diferencia de fase
inicial, la fase de adquisición del PLL puede ser muy larga, lo cual plantea grandes
problemas en aplicaciones en las que es necesaria una rápida convergencia, por ejem-
plo, con transmisiones cortas de datos. A partir de la Figura 11.6 se puede comprender
que la estimación del máximo de la función a partir de la derivada de la misma pre-
senta un punto de equilibrio inestable enθ = 5π/4 radianes, para el que la derivada
es cero, aunque cualquier mínima alteración conduce a los puntos de equilibrio esta-
blesθ = π/4 ó θ = 9π/4 radianes. Los valores de la derivada∂L(θ)/∂θ son muy
pequeños en torno al punto de equilibrio inestable, por lo que la convergencia al pun-
to deseado resulta lenta si las condiciones iniciales son tales que se comienzaen su
proximidad.

Deslizamiento de ciclos. En la Figura 11.6 se aprecia queL(θ) no contiene un único
máximo. En este sentido, se dice que un PLL salta o desliza un ciclo cuando la fase
estimada se desplaza entre dos máximos consecutivos. Por ejemplo, si el ruido de
la entrada es lo suficientemente grande, la fase estimada puede deslizarse desdeπ/4
radianes progresivamente hastaπ/4+ 2π ó π/4− 2π radianes. Las consecuencias de
este fenómeno distan de ser triviales, como se ilustrará a través de un ejemploal final
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del apartado dedicado a la estimación de fase. Su estudio analítico es extremadamente
complicado, aunque conviene destacar que su probabilidad de aparicióndebe ser lo
más baja posible en un sistema práctico.

11.4. SINCRONIZACIÓN DE SÍMBOLO

La sincronización de símbolo estima los instantes de tiempo en los que tomar las mues-
tras que deben entrar al detector o decisor, lo que equivale a ubicar la posición de máxima
apertura del diagrama de ojo mostrado en el Capítulo 5. Tal y como se ha puesto de manifies-
to en el Apartado 11.2, el receptor digital óptimo muestrea la señal de entrada en instantes
que no tienen por qué incluir los correspondientes a la máxima apertura del diagrama de ojo.
Sin embargo, con una tasa de muestreo superior a la frecuencia de Nyquist es posible inter-
polar cualquier valor de la señal que porta la información una vez que se estime el instante
adecuado. En este apartado nos centraremos en este tipo de técnicas, partiendo para ello de
criterios de máxima verosimilitud que, con la ayuda de aproximaciones, permiten obtener
mecanismos realizables para extraer de forma digital las muestras deseadasa partir de la
señal analógica de entrada al receptor.

En el Apartado 11.2 se detalló la estructura del receptor óptimo en presencia de incerti-
dumbre en las referencias temporales. En concreto, para una señal recibida de la forma

r(t) = s(t) + z(t) =

N−1∑

n=0

A[n]gr(t− nT − ǫ0T )ejθ0 + z(t) (11.37)

el receptor de la Figura 11.4 precisa del conocimiento del parámetroǫ0 para interpolar los
valores adecuados a la salida del filtro receptorf(kTs), el cual se implementa en tiempo
discreto. Tal y como señalamos en dicho apartado, la estimación deǫ0 y θ0 será preferible-
mente abordada por separado de la detección de los símbolos, por razones de complejidad.
En este apartado nos centraremos en la estimación deǫ0, para lo que partiremos de la fdp
de las muestras recibidas, que deberemos maximizar como función deǫ. Por conveniencia,
repetimos la Expresión (11.12):

fr |A,ǫ,θ(r |a, ǫ, θ) = C · exp
{

2

σ2n
Re
{
e−jθ

N−1∑

n=0

a∗[n]q(nT + ǫT )

}}

Dado que en este caso únicamente nos interesa la influencia del parámetroǫ en la anterior
fdp, podemos obtener la fdp marginal de la misma con respecto aǫ, fr | ǫ(r | ǫ), para lo que
es necesario promediar con respecto a todas las posibles secuencias desímbolos{ai}, i =
1, . . . ,MN y la faseθ:

fr | ǫ(r | ǫ) =
∫
fθ(θ)

∑

{ai}
fr |A,ǫ,θ(r |a = ai, ǫ, θ)pA(ai)dθ (11.38)
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siendoC una constante El promediado que se requiere con respecto a la secuencia de sím-
bolosa en la fdp anterior no permite llegar a ninguna expresión manejable analíticamente
para las distribuciones habituales de símbolos, salvo que se efectúe algún tipo de aproxima-
ción. En este tipo de situaciones es común recurrir a escenarios extremos,por ejemplo, con
niveles de ruido muy altos con relación a la señal deseada o viceversa. En el caso que nos
ocupa, el promediado anterior para una relación señal a ruido muy baja se presenta en el
Apéndice 11.B. De este modo, la exponencial en (11.12) se puede aproximar por los prime-
ros términos de su desarrollo en serie de Taylor, y la función a maximizar, tras promediar
con respecto a los símbolos y la fase, queda como sigue:

L(ǫ) =
N−1∑

n=0

|q(nT + ǫT )|2 (11.39)

Si bien la función anterior se ha obtenido para una SNR baja, sirve como punto de partida
para numerosos algoritmos que pueden operar en condiciones de ruido muy diversas, inclu-
so aquéllas para las que la aproximación empleada es menos precisa. La fase de muestreo
óptima es tal que la energía media de las muestras tomadas a periodo de símbolo se hace má-
xima, que cuantifica lo que en el Capítulo 5 se definía como el instante de máxima apertura
vertical del ojo.

Ejemplo 11.4
En la Figura 11.13 se muestra el diagrama de ojo de una constelación binaria antipodal, corres-
pondiente a un factor de caídaα = 0,5, y para un caso sin ruido. Junto a él, la función (11.39),
cuyo máximo coincide con el instante de máxima apertura del ojo. Como se puede apreciar, la
funciónL(ǫ), que ha sido obtenida a partir del criterio ML para una SNR baja, sirve para estimar
el instante de muestreo adecuado también en ausencia de ruido. La funciónL(ǫ) es periódica con
ǫ, ya que este parámetro sólo toma valores con significado diferente en un rango de tamaño 1; en
este caso el rango considerado es[−1/2, 1/2).

La maximización de la funciónL(ǫ) proporciona el instante de muestreo adecuado. Ahora
bien, la búsqueda exhaustiva del máximo requiere interpolar los valoresq(nT + ǫT ) a la
salida del filtro receptor para todas las posibles fases de muestreo relativasǫ. Sin embargo,
es posible evitar dicha búsqueda manipulando adecuadamente la funciónL(ǫ). A tal efecto,
la primera solución pasa por reescribirL(ǫ), de modo que se pueda extraer la posición de su
máximo explícitamente. La segunda aproximación al problema estima la derivada deL(ǫ)
y la iguala a cero. Ambas alternativas dan lugar a esquemas de sincronización diferentes,
que funcionan sin el conocimiento de los símbolos transmitidos y la fase, y que pasamos a
presentar a continuación.

La periodicidad de la funciónL(ǫ) permite utilizar un desarrollo en serie de Fourier
para su representación, de donde podremos extraer la posición relativa del máximo deL(ǫ)
a partir de la fase de una exponencial compleja. Así, en el Apéndice 11.C se demuestra que
el uso de pulsos en raíz cuadrada de coseno alzado limita el rango de variación de dicha
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Figura 11.13.Diagrama de ojo de una constelación binaria antipodal y funciónL(ǫ). Caso
sin ruido;α = 0,5.

periodicidad, de modo que la funciónL(ǫ) se puede aproximar como

L(ǫ) =
N−1∑

n=0

|q(nT + ǫT )|2 ≈ c0 + 2Re
{
c1e

j2πǫ
}

(11.40)

conc0 un parámetro independiente deǫ, y

c1 =
N−1∑

n=0

[
1

Ns

Ns−1∑

k=0

|q((nNs + k)Ts)|2e−j 2π
Ns

k

]
(11.41)

siendoNs = T/Ts el número de muestras por periodo de símbolo que maneja el receptor
digital de la Figura 11.4. Es decir,L(ǫ) es una función sinusoidal con respecto aǫ, como
la que se muestra en la Figura 11.13, en la que sólo aparece representadoun periodo de
la misma. La razón estriba en la cicloestacionariedad del proceso aleatorio{q(t)} por la
que los estadísticos deq(t) son periódicos con periodoT . En concreto, aunque tengamos
queE{q(nTs)} = 0, el valor cuadrático medioE{|q(nTs)|2} es periódico con periodo
Ns = T/Ts. La información relativa aǫ0 se encuentra en la fase de la componente espectral
asociada a este periodo, de tal modo que el valor deǫ que hace máximoL(ǫ) será aquel que
produzca una rotación sobrec1 en (11.40) tal quec1ej2πǫ sea real, en concreto,

ǫ̂ = − 1

2π
∢c1 (11.42)

Este esquema de estimación se denominaalgoritmo de Oerder y Meyr, quienes lo desarro-
llaron a finales de los años ochenta.
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En la práctica la estimación deǫ0 se va actualizando de forma permanente. Así, para
Ns = 4 tenemos (véase Figura 11.14)

ǫ̂[m] = − 1

2π
∢





4N(m+1)−1∑

k=4Nm

|q(kTs)|2(−j)k


 , m entero (11.43)

donde hemos empleado quee−jkπ/2 = (−j)k. En la ecuación anteriorm indica el índice
de la estimación calculada a partir deN símbolos, equivalentes a4N muestras. El valor
de ǫ̂ se va calculando para sucesivos bloques deN símbolos, para de este modo seguir las
variaciones deǫ0. El número de símbolosN dentro de la ventana empleada para determinar
ǫ̂ condiciona el ancho de banda de seguimiento del algoritmo, es decir, la capacidad para
seguir las variaciones del instante de muestreo óptimo. Cuanto más larga sea laventana,
menor será la varianza del valor estimado deǫ0, y menor será también el rango de variación
deǫ0 que el algoritmo puede asimilar. Es importante señalar que la función∢ obtiene la fase

Figura 11.14.Diagrama de bloques del estimador de Oerder y Meyr.Ns = T/Ts = 4.

módulo2π, es decir, en el rango(−π, π], por lo que la estimación̂ǫ pertenecerá al rango
[−1/2, 1/2), como se deduce de (11.43). Dicha estimación es empleada posteriormente por
un interpolador que obtieneq(nT + ǫ̂T ) a partir de las muestrasq(kTs); este esquema es
viable, dado que el sobremuestreo necesario para estimarǫ garantiza la disponibilidad de
las muestras necesarias para interpolar en cualquier instante la señalq(t) a la salida del
filtro adaptado. Un aspecto bastante técnico a tener en cuenta es la asincronía en el muestreo
del receptor, es decir, que el cocienteT/Ts no es exactamente entero, y que la posición
relativa del instante óptimo con respecto a las muestras tomadas en el receptor puede variar
de un bloque deN muestras al siguiente. Esto se puede visualizar en la Figura 11.5, en la
que la posición relativa del instante de muestreo óptimo con respecto a las (dos) muestras
por intervalo de símbolo va evolucionando con el tiempo. Desde luego la situación está
exagerada en la figura, ya que la evolución en un caso práctico es muchomás lenta, pero da
pie a pensar en los posibles problemas que suscita que el valor óptimo deǫ se encuentre cerca
de−1/2 ó 1/2. Este tipo de ambigüedades es propio de los algoritmos no realimentados,
y también se produce en los algoritmos de estimación de fase hacia adelante, taly como
veremos. Para manejarlos es necesario hacer un seguimiento de la evolución de los valores
estimados con la ayuda de algoritmos del tipo “unwrapping” para “desenrollar” la fase,
que garanticen la continuidad de las diferentes estimaciones, tal y como estudiaremos en el
Apartado 11.5.2.
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11.4.1. Esquemas realimentados

La segunda forma de abordar la maximización de (11.39) pasa por estimar suderivada
y emplearla en un típico esquema de gradiente. En el caso que nos ocupa, tenemos que

ǫ̂[n+ 1] = ǫ̂[n] + µ
∂L(ǫ)

∂ǫ

∣∣∣∣
ǫ=ǫ̂[n]

(11.44)

Derivando la funciónL(ǫ) en (11.39) con respecto aǫ tenemos

∂L(ǫ)

∂ǫ
=

∂

∂ǫ

N−1∑

n=0

|q(nT + ǫT )|2 = 2T

N−1∑

n=0

Re
{
q(nT + ǫT )

∂

∂ǫ
q∗(nT + ǫT )

}
(11.45)

En este punto se debe tener especial cuidado: a pesar de que estamos trabajando con mues-
tras, la expresión∂q(·)/∂ǫ se refiere a la derivada de la función continuaq(t) = r(t) ∗ f(t),
con r(t) la señal de entrada yf(t) la respuesta del filtro receptor en tiempo continuo. Pa-
ra poder proceder en tiempo discreto con el algoritmo es necesario aproximar la derivada
∂q∗(·)/∂ǫ a partir de las muestras deq∗(t). Por tanto, y aunque podría parecer a la vista
de la señal de error (11.45) que el algoritmo realimentado que estamos presentando puede
trabajar a tasa de símbolo, para aproximar la derivada se hace necesariotomar, por ejemplo,
dos muestras por intervalo de símbolo, en los instantes de la forma(n+ 1/2)T , además de
nT

∂

∂ǫ
q∗(nT + ǫT ) ≈ 1

T
q∗
(
nT + ǫT +

T

2

)
− 1

T
q∗
(
nT + ǫT − T

2

)
(11.46)

La derivada así aproximada debe emplearse en el algoritmo de gradiente (11.44), y consti-
tuirá la señal de error a minimizar en el correspondiente esquema recursivo:

ǫ̂[n+ 1] = ǫ̂[n] + µe[n] (11.47)

con

e[n] =

n∑

k=0

Re {q(kT + ǫ̂[k]T ) [q∗(kT + T/2 + ǫ̂[k]T )− q∗(kT − T/2 + ǫ̂[k − 1]T )]}

(11.48)
Hemos suprimido el factor 2 presente en (11.45), que se considera incluido en la constante
µ. El sumatorio en (11.48) se corresponde con un filtrado paso bajo, el cual se efectúa
en el filtro de lazoL(z) en el esquema del sincronizador mostrado en la Figura 11.15 y
que, como tal, puede incluir algún tipo de ponderación como en la Ecuación (11.26). El
bloque que estima el error calcula en cada periodo de símbolo la parte real del producto de
q(nT + ǫ[n]T ) por el valor estimado de∂q∗(nT + ǫT )/∂ǫ en ǫ = ǫ[n]. En el esquema
se incluye el interpolador que debe obtener las muestras de la señal, en este caso dos por
periodo de símbolo, a partir de las muestras de la señal filtradaq(kTs) y de la información
proporcionada por el estimador. El interpolador podría estar colocadoantes del filtro de
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respuestaf(kTs), y de este modo dicho filtro operaría con dos muestras por periodo de
símbolo independientemente de la tasa a la que han sido tomadas las muestras de entrada
1/Ts.

Este tipo de esquemas son denominadospronto-tarde(“early-late”), debido a que tra-
tan de ubicar el instante de muestreo óptimo usando muestras adelantadas y retrasadas con
respecto al mismo, con la premisa de que la señal recibida es simétrica en promedio con
respecto al instante de muestreo óptimo. Para confirmar esta idea, no hay másque ver un
diagrama de ojo como el de la Figura 11.13, en el que se aprecia la simetría en torno al
instante de muestreo correcto. El uso de un algoritmo de gradiente propicia una estrategia

Figura 11.15.Bucle pronto-tarde de recuperación del instante de muestreo. Los valores
1/T y 2/T indican la tasa de muestras por segundo en aquellas ramas en las que aparecen.

realimentada que va refinando la estimación, en este caso del instante de muestreo, hasta que
el promedio del error es nulo. Esto conlleva un estado transitorio inicial, que puede ser asu-
mible en aquellas situaciones en las que no sea necesaria una adquisición inicial demasiado
rápida. Dicho de otro modo, el uso de esquemas realimentados quedará descartado siempre
que la velocidad de adquisición deba ser la mayor posible, por ejemplo, en la recepción de
tramas de símbolos muy cortas. En la Figura 11.16 se presenta la evolución deǫ̂[n] junto
con los valores muestreados a periodo de símbolo. Como se observa, una vez lograda la con-
vergencia, el muestreo resulta ser el adecuado. El valor estimado del instante de muestreo
fluctúa ligeramente en torno al valor correcto, causando un pequeño ruido en los valores
muestreados. Ello se debe a que cualquier esquema de sincronización tienesiempre un error
asociado, que no sólo aparece por causa del ruido aditivo, sino que también es debido a la
propia aleatoriedad de los símbolos. En cualquier caso, las fluctuaciones en torno al valor
correcto se pueden reducir disminuyendo el pasoµ en (11.44), lo cual alarga el régimen
transitorio, y dificulta el seguimiento del instante de muestreo cuando la posición relativa
del mismo cambia debido a una diferencia en los relojes de símbolo, tal y como ilustra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 11.5
En la Figura 11.17 se puede observar el instante de muestreo estimado junto con la parte real

de los valores que se muestrean con el mismo, en presencia de un desajuste en el reloj de mues-
treo del receptor de una parte por mil con respecto al reloj desímbolo del transmisor. En este
caso el receptor está muestreando a una frecuencia de símbolo igual a 1,001 veces la frecuen-
cia de símbolo empleada en el transmisor y que, por tanto, marca el ritmo al que están llegando
los símbolos. En consecuencia, el error en el instante de muestreo se acumula hasta completar
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Figura 11.16.Uso de un esquema pronto-tarde para recuperar el instante demuestreo en
una modulación lineal. Factor de caída del coseno alzadoα = 0,5; constelación QPSK;
ruido y errores de interpolación despreciables.

un símbolo completo por cada 1000 símbolos recibidos, como se deduce de la pendiente de la
evolución dêǫ[n].

Otro algoritmo perteneciente a esta familia es elalgoritmo de Gardner, que también se puede
obtener a partir del criterio ML, con aproximaciones que no serán detalladas aquí. El término
de error en el algoritmo de Gardner se puede escribir como

e[n]=

n∑

k=0

Re
{
q∗
(
kT−T

2
+ǫ̂[k − 1]T

)
· (q ((k − 1)T + ǫ̂[k − 1]T )−q(kT + ǫ̂[k]T ))

}

(11.49)
Obsérvese que al igual que ocurría con el error (11.48) del esquema pronto-tarde, se usan
conjuntamente en cada instante de tiempok las estimacioneŝǫ[k − 1] y ǫ̂[k], evitando de
ese modo actualizar la interpolación de los valores deq(t) que intervienen dos veces en el
cálculo del error.

La diferencia entre ambos algoritmos queda clara tras una cuidadosa comparación de
las señales de error en (11.48) y (11.49), analizando en cada caso bajo qué condiciones el
error se hace pequeño. Resulta de nuevo muy útil acudir al diagrama de ojo de la Figura
11.13 para ofrecer una interpretación intuitiva. En el esquema pronto-tarde el instante de
muestreo se obtiene buscando aquel punto tal que los valores equidistantes en±T/2 son
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Figura 11.17.Uso de un esquema pronto-tarde para recuperar el instante demuestreo en
presencia de un desajuste en los relojes de muestreo. Factorde caída del coseno alzado
α = 0,5; constelación QPSK; ruido y errores de interpolación despreciables.

iguales en promedio. En el algoritmo de Gardner se busca que los valores separadosT/2
del instante de muestreo óptimo se correspondan con cruces por cero; así, para símbolos
consecutivos de polaridad opuesta, el valor intermedio será muy pequeño, mientras que el
signo de la diferencia será tal que propiciará el desplazamiento del instante de muestreo
en la dirección adecuada. Es decir, en el primer caso se buscan los máximos de la forma
de onda y en el segundo los cruces por cero a ambos lados del máximo en laFigura 11.13.
Estas afirmaciones son válidas en media, ya que las señales están compuestas por numerosos
símbolos, por lo que las estimaciones serán ruidosas incluso en ausencia deruido de fondo.
La aleatoriedad de los símbolos, junto con los efectos de la interpolación no ideal, son
elementos que contribuyen a deteriorar los valores estimados.

Para concluir este apartado, cabe hacer algunas consideraciones acerca de la recupera-
ción del instante de muestreo:

En términos de prestaciones y a favor de una implementación enteramente digital
resulta más conveniente efectuar el muestreo a la salida del filtro “anti-aliasing” de
entradafaa(t) por encima de la velocidad de símbolo, para posteriormente realizar el
filtro adaptado e interpolar su salida a partir de la información proporcionada por el
estimador del instante de muestreo. Si el sistema requiere de un igualador, en algu-
nos casos puede ser conveniente hacerlo funcionar a la tasa fijada porel teorema del
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muestreo, es decir, con dos muestras por periodo de símbolo o más, ya que será me-
nos sensible a los errores producidos en la recuperación del instante de muestreo. Este
tipo de igualadores se denominan fraccionarios, y fueron estudiados enel Apartado
6.5.

La estimación puede efectuarse en lazo cerrado o hacia adelante, esto es, sin realimen-
tación. Los métodos hacia adelante son más comunes en sistemas que necesitanuna
rápida adquisición, como los que trabajan a ráfagas. En aquellos sistemas en los que
se puede tolerar un cierto periodo de adquisición inicial, los esquemas realimentados
son muy empleados por su mayor simplicidad.

La práctica totalidad de los algoritmos de sincronización se basa en la independencia
entre los símbolos transmitidos. En concreto, una secuencia de símbolos iguales de
gran longitud resulta problemática a la hora de extraer el instante de muestreo más
adecuado. Así, muchos sistemas reales incorporan aleatorizadores para evitar las oca-
sionales ráfagas de símbolos iguales que con cierta probabilidad podrían ocurrir, y
que dañarían las prestaciones de la sincronización. En concreto, bastacon sumar en
el transmisor una secuencia de seudorruido (Apartado 8.2.9) a la secuencia binaria
que se desea trasmitir; en el receptor la misma secuencia debe ser añadida,en ambos
casos con sumas módulo-2, tal y como se muestra en la Figura 11.18. Evidentemente,
es necesaria la sincronización de ambas secuencias, lo cual pertenecea una etapa de
sincronización de nivel superior.

Figura 11.18.Aleatorizado y desaleatorizado añadiendo una secuencia deseudorruido en
módulo-2.

11.5. RECUPERACIÓN DE FASE

En los sistemas paso banda, introducidos en el Apartado 5.4, es necesario efectuar etapas
de conversión en frecuencia, que en última instancia dejan una fase residual fruto de la
falta de sincronización entre los osciladores de los equipos transmisor y receptor. Dicha fase
residualθ0 se aprecia en la expresión de la señal en banda base que hemos venido manejando
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hasta el momento

r(t) =
N−1∑

n=0

A[n]gr(t− nT − ǫ0T )ejθ0 + z(t) (11.50)

Con el fin de garantizar una correcta detección de los símbolos transmitidosA[n] hay que
compensar la rotación de la constelación de símbolos complejos que provoca el término
ejθ0 , y que se puede apreciar en la Figura 11.19. Los receptores digitales suelen incorporar
la recuperación de fase después de la recuperación del instante de muestreo, ya que esta
última tarea necesita un mayor número de muestras por intervalo de símbolo. Abordaremos
el problema igualmente desde una perspectiva de máxima verosimilitud, suponiendo que el
error en frecuencia es despreciable. De lo contrario, la aproximación de fase cuasi-constante
no se podría realizar, y los métodos expuestos dejarían de funcionar. Aunque trabajaremos de
forma digital, lo haremos a tasa de símbolo, tal y como quedó de manifiesto en el Apartado
11.2, donde se presentó el receptor ML óptimo.

Figura 11.19.Símbolos de una constelación QPSK rotadosθ0 radianes.

11.5.1. Recuperación de fase dirigida por decisión

Recordemos que la práctica totalidad de los algoritmos que estamos presentando se deri-
van de una formulación de máxima verosimilitud, es decir, buscan los parámetros que hacen
máxima la evaluación de la función de densidad de probabilidad en los datos observados.
Este mismo planteamiento se va a emplear para obtener estimadores de fase. Coneste fin,
tomamos como punto de partida la maximización del funcionalL(θ) en la Ecuación (11.20).
Aunque, como ya hemos mencionado, el estimador óptimo abordaría la estimaciónconjunta
de la fase de la portadora, los símbolos transmitidos y el instante de muestreo, elsentido
práctico obliga a desglosar dichas tareas. Por tanto, si consideramos como instante de mues-
treo el estimado en una etapa previa, tenemos varias opciones para tratar con los símbolos
A[n]. La primera de ellas se puede utilizar cuando los símbolos enviados son conocidos, por
ejemplo durante el preámbulo de una transmisión. Este caso fue considerado en el Apartado
11.3, donde se concluyó que la estimación recursiva de la fase conduceal lazo recuperador
de portadora conocido como PLL. Del mismo modo podemos abordar el casodirigido por
decisión, en donde hacemos uso de los símbolos decididos. El error en (11.26) seescribe
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ahora como

e[n]
.
=

n∑

k=0

αn−kIm
{
e−jθ̂[k]Â∗[k]q(kT + ǫ̂T )

}
(11.51)

donde se han sustituido los símbolos por las decisiones correspondientes.El diagrama com-
pleto del algoritmo se muestra en la Figura 11.20 y se conoce comoPLL dirigido por de-
cisión (“Decision Directed PLL”), obteniéndose como solución ML de la estimación de la
fase en presencia de una señal moduladora. El oscilador controlado numéricamente (NCO)
sintetiza el fasore−jθ̂[n]. Naturalmente, cuando el nivel de ruido aumenta, también lo hace
la probabilidad de que aparezcan errores en las decisiones, por lo quelas prestaciones de
este tipo de esquema se degradan. En tal caso cobra sentido plantear unarecuperación en la
que no sean necesarios los símbolos transmitidos (ya sean de entrenamiento odecididos).
Esta solución se conoce comono asistida por los datos.

Figura 11.20.PLL dirigido por decisión para recuperación de fase.

11.5.2. Recuperación de fase no asistida por los datos

A continuación estudiamos cómo resolver el problema de la adquisición de la fase sin
ayuda de los símbolos y con el instante de muestreo conocido. Supongamos que una vez
recuperado este último no hay interferencia entre símbolos, y que por tanto las muestras se
pueden escribir como

q(nT + ǫ̂T ) = A[n]ejθ0 + z[n], n = 0, . . . , N − 1 (11.52)

con z[n] muestras complejas de ruido blanco gausiano circularmente simétrico de media
cero y varianzaσ2z . La fdp de las muestrasq se puede escribir por tanto como

fq|A,θ(q |a, θ) =
1

(πσ2z)
N

exp

{
− 1

σ2z
||q − ejθa||2

}
(11.53)

donde
q
.
=
[
q(0 + ǫ̂T ) q(T + ǫ̂T ) · · · q ((N − 1)T + ǫ̂T )

]T
(11.54)
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y
a
.
=
[
a[0] a[1] · · · a[N − 1]

]T
(11.55)

Para obtener un estimador deθ0 independiente de los símbolos es necesario promediar la
fdp (11.53) con respecto a los mismos, tal y como se detalló en el Apartado 11.2. Cuando
se estudió la estimación del instante de muestreo ya se apreció la dificultad de dicho prome-
diado, y la necesidad de recurrir a aproximaciones. Las más comunes suponen una relación
señal a ruido extrema. Así, algunas manipulaciones algebraicas que no mostraremos aquí
muestran que la suposición de una SNR elevada conducirá al PLL dirigido por decisión del
apartado anterior, dado que en este caso los símbolos decididos son muy fiables. Por lo tanto,
cuando la relación señal a ruido es buena, resulta óptimo desde el punto de vista de máxima
verosimilitud el uso de los símbolos detectados para guiar la corrección de la fase.

En condiciones de SNR reducida, por ejemplo en sistemas con una gananciade codifi-
cación muy alta que permita trabajar en presencia de mucho ruido, los símbolos decididos
antes del decodificador no son fiables. Sin embargo, es posible extraerigualmente infor-
mación acerca de la fase cuando los símbolos empleados pertenecen a una constelación
invariante a rotaciones de2π/M radianes. Así, para constelaciones PSK,M coincide con el
número de símbolos. Por otro lado, si usamos una constelación QAM, entoncesM = 4. La
aplicación del criterio ML, aunque complicada en este caso, conduce a unresultado revela-
dor: para el tipo de constelaciones invariante a rotaciones considerado, la estimación de fase
se debe efectuar a partir de la potenciaM -ésima de las muestras recibidas,qM (nT + ǫ̂T ).
Así, considerando el caso ideal para el que el instante de muestreo es tal que no hay ISI,
tenemos

qM (nT + ǫ̂T ) =
(
A[n]ejθ0 + z[n]

)M
= AM [n]ejMθ0 + z′[n] (11.56)

donde el nuevo término de ruido aditivoz′[n] se corresponde con el término ruidoso que
queda tras la exponenciación. En el caso particular de una constelaciónM-PSK, los símbolos
son de la forma

√
Es exp{j2πm/M},m = 0, 1, . . . ,M − 1 (véase Capítulo 5), con lo que

AM [n] = E
M/2
s , desapareciendo así la aleatoriedad causada por los mismos:

qM (nT + ǫ̂T ) = EM/2
s ejMθ0 + z′[n] (11.57)

Si se trata de una constelación QAM entonces la exponenciación no consigue reducir todos
los símbolos al mismo valor, con lo que permanece una aleatoriedad residual que degrada
las prestaciones del estimador que ahora pasamos a presentar, tanto más cuanto mayor sea
el orden de la constelación. Así, el criterio ML proporciona la estimación de lafaseθ̂ML

como el máximo de la siguiente función de coste, en la que los símbolos en (11.20)han sido
sustituidos por la media de su potenciaM -ésima10

L(θ) =
N−1∑

n=0

Re
{
e−jMθE

{
A∗M} qM (nT + ǫ̂T )

}
(11.58)

10El criterio ML lleva a un resultado similar a los anteriormente considerados,a pesar de que el término de
ruidoz′[n] ya no es gausiano. Los cálculos son, no obstante, complicados, y no serán incluidos en este texto.
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El términoE
{
A∗M} representa la media de los símbolos conjugados de la constelación

elevados a laM -ésima potencia. Es importante resaltar qué diferencia esta función de coste
de la correspondiente al caso en el que los símbolos son conocidos (11.20). Si pensamos en
el caso M-PSK, el criterio ML elimina la modulación de los símbolos mediante la potencia
M -ésima, y posteriormente promedia para minimizar los efectos del ruido. Es decir, aunque
no se conozcan los símbolos, se aprovecha una propiedad que cumplen los mismos. Evi-
dentemente el ruido perjudicará más a este estimador que a aquél que conoce los símbolos
transmitidos, aunque de este modo se evita el envío de símbolos de entrenamiento.
La función de coste (11.58) se hace máxima para el siguiente valor de la fase:

θ̂ML =
1

M
∢

{
E
{
A∗M}

N−1∑

n=0

qM (nT + ǫ̂T )

}
(11.59)

La versión realimentada de este estimador autónomo, que no se basa en el conocimiento de
los datos transmitidos, calcula de forma iterativa el máximo de la función (11.58), utilizando
para ello como señal de error la derivada de la función que se intenta maximizar, es decir:

e[n]
.
=

n∑

k=0

αn−kIm
{
e−jMθE

{
AM

}
qM (kT + ǫ̂T )

}
(11.60)

donde no se muestran las constantes que se consideran incluidas en el filtro de lazo.

Ejemplo 11.6
Consideremos el caso de una constelación BPSK, es decir,M = 2. La Figura 11.21 muestra el
esquema resultante. Obsérvese que la señal de error de la Figura 11.21 es una versión filtrada de

Re
{
e−jθ̂[n]q(nT + ǫ̂T )

}
Im

{
e−jθ̂[n]q(nT + ǫ̂T )

}

haciendoM = 2 en (11.60). Para el caso sin ruido y sin ISI, teniendo en cuenta (11.52), la
anterior expresión es igual aEs sen(θ0 − θ̂[n]) cos(θ0 − θ̂[n]) = Es/2 sen(2θ0 − 2θ̂[n]), dado
que los símbolos únicamente pueden tomar los valores±√Es.

Una generalización del estimador anterior es la conocida comoalgoritmo de Viterbi y
Viterbi ; A.J. Viterbi y A.M. Viterbi investigaron cómo mejorar las prestaciones del algorit-
mo anterior para niveles de SNR medios y bajos, la situación más común cuandose emplea
codificación. Concluyeron que un estimador más versátil es el siguiente:

θ̂=
1

M
∢

{
N−1∑

n=0

F (|q(nT + ǫ̂T )|)ejM∢{q(nT+ǫ̂T )}
}

(11.61)

dondeF (·) es una función en principio arbitraria (compárese con el estimador en (11.59),
para el queF (x) = xM ). En la expresión anterior habría que añadir el término∢E{AM}/M
si la media deAM tiene fase no nula (véase Problema P11.12). Normalmente se obtienen
mejores prestaciones haciendoF (x) = xp, conp < M ; el valor dep empleado depende
de la SNR y del tamaño de la constelación. Así, por ejemplo, para una constelación QPSK,
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Figura 11.21.Bucle de estimación de fase para BPSK.

Figura 11.22.Algoritmo de Viterbi y Viterbi para estimación de fase en constelaciones
PSK sin ayuda de decisiones.

para la queM = 4, es muy habitual emplearp = 2. El algoritmo de Viterbi y Viterbi se
puede implementar siguiendo la Figura 11.22.

Existe un claro problema de ambigüedad en los esquemas de recuperación de fase no
asistidos por los datos en general, que por supuesto afecta a los esquemas que se acaban
de presentar. En concreto, la ausencia de referencias acerca de lossímbolos transmitidos,
junto con la simetría angular de las constelaciones empleadas, provoca la imposibilidad de
estimar giros sobre las mismas de2πk/M radianes, conk = 1, 2, 3, . . .. Obsérvese que la
solución de (11.59) se encuentra en el intervalo[−π/M, π/M), por lo que si la fase real
se halla fuera del mismo, habrá un error. Esta ambigüedad angular se puede corregir bien
con el envío de símbolos piloto, al menos al comienzo de la transmisión, bien empleando
modulaciones diferenciales como las expuestas en el Apartado 7.1.3. Recordemos que este
tipo de modulaciones no necesitan recuperación de fase en un receptor con detección in-
coherente, o son insensibles a las ambigüedades en la estimación de la misma en el caso de
la detección coherente. En última instancia, si no es posible ninguna de las opciones señala-
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720 SINCRONIZACIÓN

das, será la decodificación de canal la que determine la referencia angular de la constelación,
eliminando aquellas posibilidades para las que el decodificador no funciona adecuadamente.

Consideremos a continuación un problema de índole práctica, que encontramos cuan-
do la faseθ0 que se debe estimar no es constante. Pensemos, por ejemplo, en un error de
frecuencia residual∆ω. En el próximo apartado se abordará la corrección de las desvia-
ciones en la frecuencia; sin embargo, dicha corrección no será perfecta, por lo que quedará
un error residual que introducirá una variación lineal de la fase con eltiempo de la forma
θ0[n] = θ0 + ∆ωn. Con el fin de conectar las sucesivas estimaciones de la fase, que no
olvidemos que se ciñen al intervalo[−π/M, π/M), se puede aplicar un esquema de segui-
miento de la fase, como el que se muestra en la Figura 11.23. La estimación continua θ̂d[n],

Figura 11.23.Postprocesado para estimadores no realimentados.

donde el subíndiced indica “desenrollado” (“ unwrapped”), se puede escribir en función de
la estimación discontinuâθ[n] como

θ̂d[n] = θ̂d[n− 1] +W (θ̂[n]− θ̂d[n− 1]) (11.62)

donde la función no linealW (x) es la incluida en el esquema de la Figura 11.23 y refiere
x al intervalo[−π/M, π/M). Así, se puede dar continuidad a la estimaciónθ̂d[n], evitan-
do de este modo saltos de2π/M radianes, que de otro modo ocurrirían cuando la fase a
estimar cruza algún múltiplo deπ/M . Es evidente que este esquema introduce realimenta-
ción, con lo cual pueden aparecer problemas propios de los bucles realimentados como el
deslizamiento de ciclos, discutido en el Apartado 11.3.2.

Ejemplo 11.7
Supongamos que la fase a estimar es constante y nula para una constelación recibida correspon-

diente aM = 4, y que la estimación de entradaθ̂[n] al esquema de la Figura 11.23 fluctúa de
forma ruidosa en torno al valor cero. A continuación mostramos cómo un pico de ruido en la
estimación de la fase puede provocar que la salidaθ̂d[n] se deslice hastaπ/2:

θ̂[n] =
{

0,01, 0,0, −π/4− 0,03, −0,06, 0,005, −0,01, · · ·
}

θ̂d[n] =
{

0,01, 0,0, π/4− 0,03, π/2− 0,06, π/2 + 0,005, π/2− 0,01, · · ·
}
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El pico de ruido en la tercera muestra deθ̂[n] causa que la salida se deslice al entorno deπ/2, a
pesar de que la entrada continúa en torno a 0.

La consecuencia del deslizamiento mostrado es que, para una rotación fijade fase de los
símbolos recibidos, el estimador concluye que dicha rotación difiere antes ydespués del
deslizamiento, lo cual provocaría una ráfaga de errores hasta que en algún punto de control
se detecte la rotación producida.

Los métodos presentados en este apartado son de uso necesario cuando no existen sím-
bolos conocidos y la SNR no es lo suficientemente buena como para justificar métodos
dirigidos por decisión. En lo que se refiere al método que se debe adoptar, cabe decir que
el uso de bucles realimentados se desaconseja en determinadas aplicaciones en las que la
adquisición debe ser rápida, como en la transmisión a ráfagas propia de sistemas de acceso
múltiple por división en tiempo.

11.6. AJUSTE DE FRECUENCIA

En comunicaciones paso banda es necesario corregir las posibles diferencias entre la fre-
cuencia portadora de la señal recibida y la frecuencia del mezclador local. Si las diferencias
esperadas son muy grandes, como por ejemplo ocurre en sistemas con algún tipo de movi-
miento relativo entre transmisor y receptor, o en el caso de que los osciladores empleados
sean poco precisos, es necesario corregir la frecuencia en dos pasos: una corrección gruesa
en tiempo continuo o en tiempo discreto con tasa1/Ts suficientemente alta, y una corrección
del error residual en el dominio digital con tasa1/T como paso previo a la recuperación de
fase. Sea la señal recibida

r(t) =
N−1∑

n=0

A[n]gr(t− nT − ǫ0T )ej(ω0t+θ0) + z(t) (11.63)

con gr(t) el pulso recibido. El ruido se incluye en el términoz(t). Nótese la incorpora-
ción del términoejω0t; dicho término puede ser debido al desajuste entre las frecuencias
de los equipos transmisores y receptores, así como a un movimiento relativo que causa el
desplazamiento en frecuencia conocido comoDoppler. Este desplazamiento Doppler en la
frecuencia recibida podría ser incluso variante con el tiempo cuando asílo sea la velocidad
relativa, en cuyo caso habría que hablar además de un término de segundo orden (por lo
menos) en el exponente de la formaej(

1
2
α0t2+ω0t+θ0). Aquí centraremos la explicación en

cómo estimar desplazamientos de frecuencia estáticos, considerando que lavariación de di-
chos desplazamientos, de existir, es lo suficientemente lenta como para ser abordada por los
algoritmos que se presentarán.

La Figura 11.24 representa el conjunto de operaciones de sincronización de un receptor
digital, incluyendo la corrección de frecuencia. Para esta hay que contemplar dos situaciones
distintas que condicionan el secuenciamiento de las operaciones de sincronización: 1) error
de frecuencia mucho menor que la tasa de símbolo1/T ; 2) error comparable a1/T . En el
primer caso, para el que consideramos errores en torno al 15 % de1/T como máximo, es
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Figura 11.24.Esquema general de la sincronización en un receptor. En todos los casos se
contemplan las dos variantes, realimentada y hacia delante, para los diferentes esquemas
de sincronización.

posible realizar la recuperación del instante de muestreo sin corregir la frecuencia, mientras
que en el segundo caso hay que acudir a métodos de corrección de frecuencia que funcio-
nen independientemente del instante de muestreo. En situaciones como esta últimaresulta
habitual una primera etapa de corrección gruesa trabajando a la tasa1/Ts antes de estimar
el instante de muestreo, y una posible etapa de corrección fina operandoa1/T para el error
residual de frecuencia.

11.6.1. Ajuste de errores de frecuencia grandes

En la Expresión (11.63) de la señal recibida, el término exponencialejω0t provoca un
desplazamiento en el espectro deω0 rad/s. A no ser que dicho desplazamiento sea conve-
nientemente corregido, por lo menos en su mayor parte, la banda de paso del filtro receptor
no estará alineada con la banda ocupada por la señal recibida. Por ello es totalmente nece-
sario abordar el posicionamiento en frecuencia de la señal recibida.

La salidaq(kTs) del filtro adaptado en la Figura 11.24 se puede escribir como

q(kTs) =
∞∑

m=−∞
r(mTs)e

−jω̂mTsf(kTs −mTs) (11.64)

donde se ha aplicado una corrección de frecuencia de la formae−jω̂kTsr(kTs) antes de la
convolución discreta conf(kTs).

Para relaciones señal a ruido bajas podemos retomar la función de coste obtenida en el
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Apéndice 11.B, a la que se incorpora un nuevo parámetroω:

L(ǫ, ω) =

N−1∑

n=0

|q(nT + ǫT, ω)|2 (11.65)

siendoq(nT +ǫT, ω) las muestras a la salida del filtro adaptado a velocidad de símbolo para
una desplazamiento temporalǫT y una corrección de frecuenciaω:

q(nT + ǫT, ω)
.
=

∞∑

k=−∞
r(kTs)e

−jωkTsf(nT + ǫT − kTs) (11.66)

Para evitar una búsqueda bidimensional enω y ǫ, es necesario romper la dependencia con
este último parámetro de la función a maximizar (11.65). Además, salvo que el error de
frecuencia sea mucho menor que1/T , su corrección debe preceder a la estimación del resto
de parámetros, ya que no olvidemos que hasta ahora hemos supuesto en losesquemas desa-
rrollados a lo largo del capítulo que el error de frecuencia era poco significativo. Con este
fin, se puede promediarL(ǫ, ω) con respecto aǫ (véase Problema P11.10), obteniéndose así
la energía a la salida del filtro adaptado

L(ω) =

Ns(N−1)∑

k=0

|q(kTs, ω)|2 (11.67)

dondeNs = T/Ts es el factor de sobremuestreo. Esta nueva función de coste presenta una
tendencia similar a la de (11.65) maximizada con respecto aǫ, tal y como se muestra en la
Figura 11.25, donde se observa que en este caso el máximo de ambas funciones se sitúa en el
cero (lo que indica que en este casoω0 = 0). La curva inferior se corresponde con la energía
a periodo de símbolo, buscando la fase de muestreo que maximice esta. La curva superior es
la energía de la señal sobremuestreada, evitando la búsqueda sobreǫ. El precio que se paga
por lograr un estimador independiente del instante de muestreo es una mayorsensibilidad
frente al ruido, que se puede apreciar a partir de la caída de ambas funciones en torno a la
frecuencia correcta: una caída más abrupta implica una mayor resistencia alos cambios en
la posición del máximo ocasionados por la presencia de ruido. Con el fin decomprender la
forma de la función de coste anterior, podemos analizar el valor de la energía a la salida del
filtro adaptado como función de la diferencia entre la frecuencia recibidaω0 y la estimada
ω̂. Para ello hacemos uso de los resultados expuestos en el Apéndice 11.D,donde tenemos
que la función a maximizarL(ω) en (11.67) es proporcional a la siguiente integral:

∫ ∞

−∞
|Gr(j(Ω− ω0 + ω))G∗

r(jΩ)|2dΩ (11.68)

si f(t) = g∗r (−t), es decir, el filtro receptor se corresponde con el filtro adaptado al pulso
recibido. De la relación anterior, y a partir de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (véase
(2.53)), tenemos que el máximo se obtendrá cuandoω = ω0. Por otro lado, a medida que
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Figura 11.25.Funciones de coste (11.65) y (11.67) normalizadas en un casosin ruido.

aumenta la diferencia entreω y ω0, la coincidencia de los espectros en la integral anterior es
menor, con lo que el valor de la misma va decreciendo.

No existe una solución en forma cerrada para encontrar el máximo de la función (11.67),
por lo que una primera alternativa resulta ser la búsqueda exhaustiva para un conjunto dis-
creto de valoresω1, ω2, . . . , ωJ , tal y como se muestra en la Figura 11.26. A la vista de la

Figura 11.26.Estimador de frecuencia por búsqueda exhaustiva, independiente de los sím-
bolos y del instante de muestreo.
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forma deL(ω) en la Figura 11.25, se puede plantear un esquema realimentado de la forma
habitual, es decir, cuya evolución estará guiada por un error proporcional a la derivada de
(11.67). En el Apéndice 11.D se demuestra que

∂

∂ω

Ns(N−1)∑

k=0

|q(kTs, ω)|2 = −2
Ns(N−1)∑

k=0

Re {q(kTs, ω)q∗d(kTs, ω)} (11.69)

donde intervienen las muestrasq(kTs, ω), que salen del filtro receptor previa corrección
de la frecuencia porω. Asimismo, también se emplean las muestrasqd(kTs, ω), que se
obtienen haciendo pasar la secuencia recibida (tras la corrección en frecuencia) por el filtro
que implementa la derivada en frecuencia def(kTs), tal y como se indica en la Figura 11.28:

qd(kTs, ω) =
[
r(kTs)e

−jωkTs

]
∗ [−jkTsf(kTs)] (11.70)

Obsérvese que, de acuerdo con la propiedad de derivación en frecuencia en (2.100), las
muestras de dicho filtro son, simplemente,−jkTsf(kTs). Cuando el filtro receptor es del
tipo raíz cuadrada de coseno alzado, su derivada en frecuencia es tal que sólo presenta con-
tenido en el rango[π(1 − α)/T, π(1 + α)/T ] rad/s y su correspondiente en frecuencias
negativas, tal y como se observa en la Figura 11.27. En este caso, el filtro que implementa
la derivada en la Figura 11.28 tendrá una respuesta en frecuencia no nula únicamente en
las frecuencias de transición del pulso en raíz de coseno alzado. En elProblema P11.18 se
esboza la demostración de que la señal de error es proporcional a la diferencia de energía
entre las dos regiones con contenido espectral de la Figura 11.27, de modoque sólo cuando
ambas energías se igualen la frecuencia de la señal recibida será la correcta.

En algunos casos puede resultar más interesante un método sencillo que opere directa-
mente sobre la señal de entrada sin filtrar, y que proporcione directamenteel valor estimado
de frecuencia sin recursión de ningún tipo. Así, si consideramos despreciable el ruido, y
suponemos un factor de sobremuestreoNs = T/Ts elevado, tendrá sentido realizar la si-
guiente aproximación a partir de la expresión (11.63) de la señal recibida:

r(kTs) ≈ ejω0Tsr((k − 1)Ts) (11.71)

Es decir, a partir de la comparación de la fase de muestras sucesivas, podríamos obtener
una estimación de la frecuenciaω0. Evidentemente es necesario promediar para atenuar los
efectos del ruido y de la modulación, que impiden que la anterior aproximaciónsea una
igualdad. En este caso, el estimador se convierte en

ω̂ =
1

Ts
∢





Ns(N−1)∑

k=1

r(kTs)r
∗((k − 1)Ts)



 (11.72)

Como hemos visto anteriormente, el criterio ML exige calcular la salida del filtro adaptado
para todos los posibles desplazamientos de frecuencia de la señal de entrada. La opción
recién planteada evita el filtrado de la señal desplazada en frecuencia,bien como en la Figura
11.26 o como en la Figura 11.28, a costa de una degradación de prestaciones que en la
práctica puede ser asumible.
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Figura 11.27.Representación de la Transformada de Fourier del pulso en raíz cuadrada de
coseno alzado y su derivada en frecuencia.

Figura 11.28.Estimador de frecuencia en lazo cerrado, independiente de los símbolos y
del instante de muestreo.

11.6.2. Ajuste de errores de frecuencia pequeños

Por errores de frecuencia pequeños entendemos aquellos que no obstaculizan de forma
significativa la recuperación del instante de muestreo, para lo cual deben estar aproximada-
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mente por debajo del 15 % de la tasa de símbolo, es decir,|ωT/2π| < 0,15. Un error de
frecuencia grande no corregido impide el funcionamiento de los esquemasanalizados hasta
ahora, en los que se filtra la señal supuesta esta en banda base y se estimael instante de
muestreo adecuado. Es por ello que la primera tarea a abordar en un receptor es la correcta
ubicación espectral de la señal de entrada, en el caso de que se esperen errores importan-
tes, con esquemas como los del apartado anterior o relacionados. Como resultado quedará
un error residual de frecuencia que, si bien no impide el filtrado y muestreo con tasa de
símbolo de la señal, sí debe ser subsanado antes de detectar los símbolos recibidos. En con-
secuencia, los algoritmos analizados en este apartado trabajarán con las muestras a periodo
de símbolo, y necesariamente tendrán un rango de enganche pequeño, es decir, se supone
que el ajuste grueso de frecuencia ya ha sido realizado.

Vamos a ceñirnos al caso de modulaciones M-PSK, suponiendo que no hay ISI tras el
filtro adaptado, es decir:

q(nT + ǫ̂T ) ≈ A[n]ej(ω0nT+θ0) + z[n] (11.73)

conA[n] =
√
Ese

j2πm/M ,m = 0, . . . ,M − 1. La aleatoriedad de los símbolosA[n] com-
plica la tarea, ya que a efectos de la estimación deω0 pueden ser considerados como ruido
en el caso en el que no sean conocidos. Veamos a continuación la reformulación de este
problema como la estimación de la frecuencia de una oscilación en presencia de ruido. A tal
efecto, distinguimos dos posibilidades:

Si los símbolos transmitidos son conocidos, por ejemplo en el preámbulo de unatrans-
misión, la fase de los mismos se elimina multiplicando por su complejo conjugado:

A∗[n]q(nT + ǫ̂T ) = Ese
j(ω0nT+θ0) +A∗[n]z[n] (11.74)

con lo que el problema se reduce a la estimación de la frecuencia de una exponencial
compleja en ruido.

Si no se dispone de símbolos de entrenamiento hay que acudir a métodos indepen-
dientes de los datos, dado que las decisiones de los símbolos que se puedantomar en
presencia de errores de frecuencia no son fiables. En este contexto se pueden emplear
ideas similares a las de Viterbi y Viterbi (véase Apartado 11.5.2 para su usocon cons-
telaciones M-PSK). Así, para eliminar la influencia de los símbolos transmitidos se
elevaq(nT + ǫ̂T ) a laM -ésima potencia:

qM (nT + ǫ̂T ) = EM
s ej(Mω0nT+Mθ0) + z′[n] (11.75)

y de nuevo nos encontramos con un problema de estimación de la frecuenciade una
oscilación compleja en ruido.

Bajo cualquiera de las dos hipótesis anteriores, el ruido resultante es blanco si z[n] es un
proceso aleatorio blanco y los símbolos son independientes entre sí. Podemos por tanto
abordar el problema del ajuste del error en frecuencia como la estimaciónde la frecuencia de
una exponencial compleja en ruido blanco, que resulta ser un problema clásico. Obsérvese
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que el ruido tras la exponenciación no es gausiano en (11.75), aunquedicha eventualidad,
si fuera tenida en cuenta, no permitiría obtener un estimador óptimo manejable, por lo que
se suele trabajar con la hipótesis de que dicho ruido es gausiano. Supongamos entonces que
deseamos estimar la frecuenciaω0 en una secuencia de la forma

p[n] = ej(ω0nT+θ0) + z[n], n = 0, 1, . . . , N − 1 (11.76)

con z[n] un proceso aleatorio blanco, gausiano, circularmente simétrico y de media cero.
Es fácil ver que el estimador de máxima verosimilitud de la frecuencia es aquelvalor que
maximiza

L(ω) =

∣∣∣∣∣
N−1∑

n=0

p[n]e−jωnT

∣∣∣∣∣

2

(11.77)

Esta función se conoce comoperiodograma, y no es más que una estimación de la densi-
dad espectral de potencia del proceso aleatoriop[n]. Dicha densidad presenta un máximo
enω = ω0, por lo que la estimación ML escoge la posición del máximo en la densidad
estimada. La posición del máximo no admite una solución explícita, y por tanto la precisión
en el cálculo del estimador ML dependerá de la cantidad de frecuencias discretas sobre las
que se evalúe el periodograma. Para reducir el coste computacional deeste método exis-
ten alternativas subóptimas como las presentadas a continuación, que obtienen prestaciones
muy similares al método de máxima verosimilitud para desviaciones de frecuencia peque-
ñas. Dichas aproximaciones están basadas en que el periodograma se puede escribir como
la Transformada de Fourier de la estimaciónR̂p[m] de la autocorrelación:

R̂p[m] =
1

N

N−m−1∑

n=0

p[n+m]p∗[n],m = 0, 1, . . . , N − 1 (11.78)

conR̂p[−m] = R̂∗
p[m]. La calidad del estimador es menor a medida quem aumenta, dado

que la longitud finita (N muestras) limita el número de términos del sumatorio. En el caso
que nos ocupa, si tenemos una exponencial compleja en ruido como en (11.76), la función
de autocorrelación es

Rp[m] = ejω0mT + σ2zδ[m] (11.79)

donde se encuentra la información relativa a la frecuencia. A partir de la estimaciónR̂p[m]
se puede aproximar la frecuenciaω0. Entre los diversos estimadores existentes, incluimos
a continuación dos que presentan un buen compromiso entre complejidad y calidad de la
estimación:

ω̂ =
2

TL(L+ 1)

L∑

m=1

∢

{
R̂p[m]

}
, (estimador de Fitz) (11.80)

ω̂ =
2

T (L+ 1)
∢

{
L∑

m=1

R̂p[m]

}
, (estimador de Luise y Reggiannini) (11.81)

L representa el número de términos de la autocorrelación estimada que se emplean. Suele
ser mucho menor queN para garantizar la calidad de las estimaciones, ya que como hemos
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dicho, los valores estimados deRp[m] son peores para índicesm altos, debido a que el nú-
mero de términos que interviene en su cálculo decrece conm.

Existen también alternativas realimentadas para los casos DA y NDA que no analizare-
mos aquí. Baste decir que resultan apropiadas si la varianza de la estimación conseguida con
los esquemas no realimentados es demasiado grande, dado que en un esquema realimentado
el ruido se puede promediar en mayor medida.

11.7. SINCRONIZACIÓN DE MODULACIONES MULTIPORTADORA

En este apartado planteamos el problema de la sincronización en modulacionesmulti-
portadora. Comenzaremos considerando un canal ideal que solamente introduce ruido; más
adelante, analizaremos la interacción del canal con las tareas de sincronización.

Supongamos una modulación multiportadora que emplea un prefijo cíclico deM mues-
tras, para la que la señal a transmitir en tiempo discretos̃[m] viene dada por (8.56). Si el
canal discreto equivalente a periodoT/N esd[m] = T/Nδ[m]11, entonces la secuencia
v[m] a la salida del muestreador a periodoT/N del receptor toma la forma

v[m] =

√
T

N

∑

n

N−1∑

k=0

Ak[n]e
j 2πk

N
(m−n(N+M))wN+M [m−n(N+M)+M ]+z[m] (11.82)

dondeAk[n], N y z[m] representan, respectivamente, el símbolo transmitido sobre la por-
tadorak-ésima en el intervalo de símbolon-ésimo, el número de exponenciales complejas
o portadoras y el ruido aditivo.

Las muestras dev[m] deben ser agrupadas en bloques de longitudN +M para eliminar
lasM muestras del prefijo cíclico que garantizan la ausencia de ICI e ISI ante distorsiones
de canal, para posteriormente aplicar una DFT deN puntos, tal y como se muestra en la
Figura 8.16.

Por desgracia, en la práctica existen varios problemas que no son aparentes en la Ex-
presión (11.82). Así, en sistemas paso banda cabe esperar una diferenciaω0 entre las fre-
cuencias del modulador y demodulador, así como un desfaseθ0. Además, la necesidad de
una sincronización temporal aquí es, por lo menos en principio, doble: por un lado es nece-
sario conocer el instante de comienzo de cada bloque OFDM deN portadoras, para poder
eliminar su prefijo cíclico y aplicar la DFT deN puntos; por otro lado, hay que ajustar los
instantes óptimos de muestreo12. Conviene por tanto modificar (11.82) para incorporar los

11Recuérdese que la gananciaT/N se debe a la ganancia de los filtrosg(t) y g(−t).
12Aunque en este caso estos instantes no guardan relación con la máxima apertura del ojo, ya que la señal en

tiempo es el resultado de aplicar una transformación a la secuencia de símbolos.

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



730 SINCRONIZACIÓN

parámetros señalados

v[m] =

√
T

N
ej(ω0

m
N
T+θ0)×

∑

n

N−1∑

k=0

Ak[n]e
j 2πk

N
(m−n(N+M)−ǫ0)wN+M [m− n(N +M) +M − ǫ0] + z[m] (11.83)

El filtro receptor de respuestag(−t) es, idealmente, un filtro selectivo en frecuencia con una
banda de paso de2πN/T rad/s. En la práctica la selectividad del filtro no será tal, y existirá
un cierto margen para absorber aquellos erroresω0 rad/s que provocan un desalineamiento
entre la banda ocupada por la señal recibida y el rango de frecuencias esperado. En este
sentido, como comentamos en el Capítulo 8, en los sistemas OFDM es habitual poner a cero
las portadoras extremas para facilitar la implementación del filtro de reconstrucción. Esta
operación contribuye a aumentar el rango de valores deω0 para el que el sistema puede
seguir funcionando.

Antes de abordar mecanismos concretos de estimación de los diversos parámetros re-
flejados en la Expresión (11.83), analizaremos en el siguiente apartado los inconvenientes
causados por un conocimiento incompleto de dichos parámetros.

11.7.1. Impacto de los errores de sincronización en modulac iones
multiportadora

Comenzaremos por analizar qué ocurre cuando la señal está desplazada en frecuencia en
mayor o menor medida con respecto a la referencia esperada. Así, la principal consecuencia
de una desviación de frecuenciaω0 es la pérdida de ortogonalidad de las diferentes porta-
doras entre sí. En la Figura 11.29 se muestra una forma sencilla de visualizareste efecto:
al igual que en una modulación monoportadora un muestreo deficiente provoca ISI, en el
caso multiportadora una desviación en frecuencia ocasiona un muestreo en frecuencia inco-
rrecto, por lo que las portadoras dejan de ser ortogonales y se produce ICI (véase Apartado
8.1.5), es decir, interferencia entre portadoras. Un caso extremo seríaaquel en el que el
error en frecuenciaω0 fuese un múltiplo de la separación entre portadoras2π/T . En este
caso las portadoras seguirían siendo ortogonales, pero los símbolos llegarían asociados a la
portadora incorrecta. Con el fin de analizar las consecuencias del desalineamiento del resto
de parámetros, supondremos que el error de frecuenciaω0 es nulo debido, por ejemplo, a
que ha sido corregido previamente. Además, por conveniencia, emplearemos la notación del
Apartado 8.1.7, en el que contemplamos la OFDM como un proceso por bloques. En este
caso, para el bloque OFDMn-ésimo, y tras la DFT de tamañoN convenientemente alinea-
da, tenemos que si despreciamos el efecto del ruido la observación en laportadorak-ésima
será

Q̂(n)[k] = DFT
{
ejθ0 IDFT

{
A(n)[k]e−j 2πk

N
ǫ0
}}

(11.84)

Obsérvese que el error de muestreoǫ0 se traduce en un término de fase creciente con el
índice de la portadorak, que puede ser estimado y corregido con el uso de portadoras pilo-
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Figura 11.29. Pérdida de ortogonalidad causada por una desviación en frecuencia. Las
líneas punteadas indican las frecuencias en que se realiza el muestreo.

to13. Asimismo, el término de faseejθ0 en las muestras recibidas (11.83) supone la rotación
en θ0 rad de los símbolos de la constelación, efecto similar al existente en modulaciones
monoportadora y analizado en el Apartado 11.5. Dicho término de fase, igual para todas
las portadoras, puede agruparse junto con la rotación inducida por el canal, por lo que su
corrección se incluye en la igualación del canal en frecuencia (Apartado 8.1.8), donde cada
portadora es corregida para compensar los efectos multiplicativos del canal en frecuencia
que analizaremos en breve.

Cuando el error en frecuencia no es nulo, podemos pensar en un error de fase que varía
con el tiempo, por lo que escribiremosθ[m]. De hecho, al permitir queθ[m] varíe con el
tiempo, estamos considerando un caso más general que puede incluir no sólo un desfase fijo
θ0, sino también una desviación de frecuencia residualω0, así como ruido de fase presente
en los osciladores. Así, considerando el bloquen-ésimo deN muestras sin prefijo cíclico
antes de realizar la DFT como

q(n)[m] =
1

N
ejθ

(n)[m]
N−1∑

k=0

A(n)[k]ej
2πkm

N + z(n)[m],m = 0, . . . , N − 1 (11.85)

tenemos que la salida de la DFT deN puntos se puede escribir como

Q(n)[k] =
1

N

N−1∑

m=0

N−1∑

l=0

ejθ
(n)[m]A(n)[l]ej

2πlm
N e−j 2πkm

N +
N−1∑

m=0

z(n)[m]e−j 2πkm
N

= A(n)[k]I(n)[0] +
N−1∑

l=0
l 6=k

A(n)[l]I(n)[k − l] + Z(n)[k], k = 0, . . . , N − 1 (11.86)

13Si se estimaǫ0 también se podría efectuar una interpolación antes de la DFT para obtenerlas muestras en
el instante adecuado.
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con

I(n)[k] =
1

N

N−1∑

m=0

e−j 2πmk
N ejθ

(n)[m] (11.87)

El análisis de las expresiones previas permite hablar de dos tipos de errores asociados al
ruido de fase:

Error de fase común(“Common Phase Error”, CPE), que afecta a todas las portadoras
de la misma manera,I(n)[0] = (

∑N−1
m=0 e

jθ(n)[m])/N . Este término se puede ver como
un promedio de las exponenciales para todas las portadoras, y es el mismo para todos
los índices, con lo que su corrección es factible. No obstante, obsérvese que es un
error que varía con el índicen del bloque, tal y como se pone de manifiesto en la
notación empleada. Ello es debido a que el error de fase cambia con el tiempo, no
sólo dentro de un mismo bloque, sino a lo largo de bloques sucesivos.

Interferencia entre portadoras (ICI). El error de fase variante con el tiempo causa
la pérdida de ortogonalidad entre portadoras, ya que origina un término interferente
en cada portadora participado por los símbolos del resto de portadoras,patente en
el segundo sumando de (11.86). Este término debe ser lo más pequeño posible, ya
que de lo contrario el sistema puede ser inoperativo. Las componentes enfrecuencia
de θ(n)[m] comparables o superiores a2π/N son las más problemáticas, lo que se
explica porque2π/N es la diferencia entre la frecuencia de portadoras consecutivas.
Conviene por tanto que los niveles de ruido de fase que introducen los relojes sean
lo más bajos posible o, equivalentemente, que se desvanezcan en frecuencia lo más
rápidamente posible.

Podemos decir, en consecuencia, que los errores de frecuencia en particular, y de fase varian-
te con el tiempo en general, son más dañinos que en el caso de modulacionesmonoportadora.
En estas últimas, los errores de fase y de frecuencia pequeños se trasladan directamente y de
forma aislada a los símbolos de la constelación observada. En cambio, en unamodulación
multiportadora, se produce además la influencia mutua entre los diferentes símbolos debido
a la ICI ocasionada. Por tanto, resulta extremadamente importante subsanarlos errores de
frecuencia, así como reducir al mínimo el ruido de fase de los osciladoresempleados.

En la Expresión (11.84) y siguientes hemos supuesto el correcto alineamiento de la DFT
con las muestras recibidas en un canal gausiano. Sin embargo, no es unacuestión trivial el
cómo conseguirlo. Así, la sincronización de bloque es la encargada de determinar el conjun-
to deN muestras que entran en la DFT; de lasN+M muestras que conforman cada bloque,
las primerasM deben ser desechadas y lasN restantes pasan a la DFT. Si consideramos la
casi inevitable presencia de un canal dispersivo, tenemos que si el prefijo cíclico tiene una
duración mayor que la de la respuesta de dicho canal, existe al menos una posición válida
para el inicio de la ventana deN muestras que evita la ISI, tal y como se muestra en la Fi-
gura 11.30. Diferentes posiciones se corresponden con diferentes desplazamientos cíclicos
en el dominio temporal, los cuales se traducen en un término de fase en el dominio de la
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frecuencia, fase que se incrementa con el índice de la portadora, y queprovoca una rotación
en la constelación asociada a cada una de las mismas. Así, tras la DFT deN puntos, tenemos
que los valores obtenidos se pueden escribir para el bloquen-ésimo como

Q(n)[k] =
T

N
e−j2πkǫ0/NA(n)[k] ·D[k] + Z(n)[k], k = 0, . . . , N − 1 (11.88)

dondeD[k] es la DFT deN puntos de la respuesta en tiempo del canal, supuesta esta entre
0 yK, conK ≤ M , y Z(n)[k] es la DFT deN puntos del ruido aditivo. El desplazamiento
0 ≤ ǫ0 ≤ (M − K) indica el número de muestras de la zona rayada en la Figura 11.30
que se incluyen en el bloque OFDM. Las rotaciones de fase ocasionadas en (11.88) pueden
considerarse parte de la respuesta del canalD[k], y como tales se corrigen en la igualación
en frecuencia que se realiza tras la estimación de canal a partir de portadoras piloto con
símbolos conocidos (véase Apartado 8.1.8).

Figura 11.30. Ilustración de la sincronización de bloque. La zona rayada representa el
rango de posiciones iniciales que evitan la ISI.

La desviación temporalǫ0 en la Ecuación (11.83) se ha supuesto constante, al igual que
en apartados anteriores. Sin embargo, debemos mencionar que este valorpuede variar con el
tiempo debido a la diferencia entre los relojes del transmisor y del receptor,lo cual obligará
a monitorizar constantemente la posición de comienzo de los sucesivos bloques.
Ejemplo 11.8

Una diferencia de 100 partes por millón entre las frecuencias de los respectivos relojes del trans-
misor y del receptor significa que, por ejemplo, 10.000 muestras para el transmisor equivalen a
10.001 muestras para el receptor. En la práctica es posible llegar a emplear valores deN cercanos
a 10.000 en algunos casos, con lo que en un solo bloque OFDM se puede haber producido un
desplazamiento de casi una muestra en la referencia temporal del receptor con respecto a la del
transmisor.

En general, cabe indicar que las modulaciones multiportadora son muy sensibles a los
errores de fase y frecuencia, como consecuencia de la pérdida de ortogonalidad que ocasio-
nan. En cuanto a las referencias temporales, si bien existe cierta tolerancia dada la asimila-
ción de los desfases temporales a rotaciones, deben ser manejadas con cautela, dado que las
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prestaciones de la posterior estimación de canal se pueden resentir de dichas rotaciones. De
todas formas, esta cuestión no será abordada en este texto, y simplemente queda planteada
para ilustrar la complejidad de todo el proceso que implica el diseño de un buen receptor de
OFDM. En la Figura 11.31 se ilustra cómo algunas tareas deben ser abordadas antes de la
DFT, para garantizar la ortogonalidad, mientras que otras se efectúan con posterioridad, tal
y como se detalla a continuación.

Figura 11.31.Disposición de las principales tareas de sincronización enun receptor de OFDM.

11.7.2. Sincronización pre-DFT

Para garantizar el mayor grado posible de ortogonalidad entre las diferentes portadoras
es necesario, antes de realizar la DFT que extraiga los valores asociados a las mismas, subsa-
nar el error de frecuencia ilustrado en la Figura 11.29 para evitar la ICI, y tratar de garantizar
el correcto alineamiento de los sucesivos bloques para evitar la ISI, queaquí se puede inter-
pretar como interferencia entre bloques sucesivos (véase Figura 11.30). Ambas tareas deben
realizarse antes de efectuar la DFT, mientras que otras correcciones deben abordarse tras la
misma, como se muestra en la Figura 11.31. Para ello, resulta habitual insertar un preámbulo
con secciones repetidas, aunque también son posibles técnicas que aprovechen la redundan-
cia introducida por el prefijo cíclico, que son la única posibilidad en algunoscasos prácticos.

Dado que el prefijo cíclico o intervalo de guarda consiste en la repetición deuna porción
de datos, podemos efectuar la adquisición en tiempo y frecuencia aprovechando dicha re-
dundancia. Para ello, supongamos que las muestras de la señal recibida tras el filtro receptor
son de la forma

v[m] = s̃[m− ǫ0]ejω0mT/N + z[m] (11.89)
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tomadas a una tasa de muestreoN/T seg−1 y con un error en frecuencia deω0 rad/s. El
desplazamientoǫ0 se considera entero, ya que buscamos una aproximación gruesa al instante
de comienzo del bloque. Consideremos que disponemos de2N +M muestras, siendoM la
longitud del prefijo cíclico (PC). Dado que, en ausencia de canal, lasM muestras del PC se
repiten, tiene sentido minimizar la siguiente función para tratar de estimarǫ0:

D(ǫ) =
ǫ+M−1∑

m=ǫ

|v[m]− v[m+N ]|2 (11.90)

Si el error en frecuenciaω0 es nulo, entonces, paraǫ = ǫ0, tendríamos quev[m] y v[m+N ]
sólo se diferenciarían a causa del ruido aditivo. En otro caso, es fácilcomprobar queD(ǫ)
depende además deω0, por lo que para lograr desacoplar ambas estimaciones, resulta más
apropiado modificar la función anterior de la siguiente forma:

D(ǫ) =
ǫ+M−1∑

m=ǫ

|v[m]|2 + |v[m+N ]|2 − 2

∣∣∣∣∣
ǫ+M−1∑

m=ǫ

v[m]v∗[m+N ]

∣∣∣∣∣ (11.91)

Es fácil comprobar que la diferencia entre (11.91) y (11.90) se concreta en el último término
de (11.91), gracias al cualD(ǫ) no depende deω0. Las prestaciones mejoran si se promedia
a lo largo de varios bloques OFDM, dado que en algunos casos el PC puede ser muy corto, y
los valores estimados ruidosos en exceso. En otros casos interesa que el enganche sea lo más
rápido posible, lo cual se puede conseguir si es posible introducir redundancia apropiada al
efecto. Así, en transmisiones a ráfagas es deseable inducir un patrón derepetición usando
preámbulos con partes repetidas. En la Figura 11.32 se presenta el preámbulo de una trans-
misión OFDM especialmente diseñado para acoger una rápida adquisición. A tal efecto, los
dos bloques etiquetados como “preámbulo” son iguales, por lo que lasM últimas muestras
del primero desempeñan el papel de prefijo cíclico del segundo. Si suponemos desprecia-
bles los efectos del canal, las2N primeras muestras que siguen al primer prefijo cíclico se
pueden escribir como

v[m] =

√
T

N

N−1∑

k=0

B[k]ej
m
N
(ω0T+k)ej(θ0−

2πk
N

ǫ0)wN [m] (11.92)

+

√
T

N

N−1∑

k=0

B[k]ej
m
N
(ω0T+k)ej(θ0−

2πk
N

ǫ0)wN [m−N ] + z[m]

conB[k], k = 0, . . . , N − 1, los símbolos introducidos en el preámbulo, los cuales no
contienen datos. Obsérvese que los dos sumatorios en (11.92) toman valores en los rangos
0 ≤ m ≤ N − 1 y N ≤ m ≤ 2N − 1 respectivamente, tal y como se deduce de la posición
de las ventanaswN [m] y wN [m − N ]. La aplicación del esquema anterior para estimar el
instante de comienzo de los sucesivos bloques es sencilla si tenemos en cuenta que el su-
matorio en (11.91) abarcaN muestras consecutivas, que se corresponden con el tamaño del
bloque que se repite (en ausencia de canal).
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Figura 11.32.Estructura del preámbulo para la estimación de frecuencia en OFDM.

Igualmente se puede estimar la desviación de frecuencia en cualquiera de los casos ex-
puestos, es decir, siempre que tengamos bloques de datos que se repiten,ya sea por la es-
tructura del PC, o bien porque se introduce un preámbulo como el de la Figura 11.32. Así, a
partir de la expresión de las muestras recibidas (11.92), y suponiendo que se ha estimado la
referencia temporalǫ0, tenemos que

v[m+N ] = v[m]ejω0T + z[m+N ]− z[m]ejω0T ,m = 0, . . . , N − 1 (11.93)

Por tanto, el problema inicial de estimación de la frecuenciaω0 se ha transformado en un
problema de estimación de la faseω0T asistido por datos, que ya ha sido estudiado en el
Apartado 11.3, dado que si hacemosq1[m]

.
= v[m] y q2[m]

.
= v[m + N ], param =

0, . . . , N − 1, nos queda

q2[m] = q1[m]ejω0T + z′[m],m = 0, . . . , N − 1 (11.94)

donde si las componentes dez[m] son independientes e idénticamente distribuidas (gausia-
nas), las componentes dez′[m] también lo serán. Obsérvese que la varianza dez′[m] es el
doble de la dez[m]. A partir de las Ecuaciones (11.20) y (11.21), tenemos que la solución
ML a este problema queda de la forma

ω̂ML =
1

T
∢

{
N−1∑

m=0

q∗1[m]q2[m]

}
(11.95)

Como se deduce fácilmente, la ambigüedad angular limita los valores de la frecuencia que
se pueden estimar al rango|ω0/2π| < 1/(2T ), siendo1/T la separación entre portadoras
en hercios. Para resolver errores de frecuencia mayores se puederecurrir a una mayor se-
paración entre portadoras, lo que equivale a utilizar bloques más cortos en tiempo (T más
pequeño) con menos portadoras. En un caso práctico se pueden abordar estas cuestiones
empleando dos tipos diferentes de bloques en el preámbulo: una primera repetición de dos
bloques cortos seguida por la repetición de dos bloques largos14, tal y como muestra la Fi-
gura 11.33. Finalmente, todos aquellos errores que potencialmente puedanser mayores que
la ambigüedad que se puede resolver deben ser abordados con posterioridad a la DFT. Para

14Hay que tener en cuenta que los preámbulos se emplean para abordar otras tareas, como la estimación de
canal, por lo que no es únicamente la estimación de frecuencia la que dictamina la estructura de los mismos.
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ello, será necesario usar algún tipo de referencia en frecuencia parapoder determinar el ali-
neamiento entre portadoras, lo que se puede conseguir bien con símbolos piloto en algunas
portadoras, bien buscando las portadoras nulas que normalmente se insertan en los extremos
de cualquier transmisión OFDM.

Figura 11.33.Estructura del preámbulo para la estimación de frecuencia en OFDM en dos
etapas, gruesa y fina.

La implementación de estos bloques tan especiales en el transmisor resulta muy sencilla,
dado que, si tenemos en cuenta las propiedades de la DFT, en concreto,la inserción de ceros
expuesta en el Apartado 2.3.5, las dos mitades de un bloque serán iguales si uno de cada dos
símbolos es cero antes de hacer la IDFT en el transmisor. En general, la inserción deL− 1
ceros genera la repetición de la DFT originalL veces.

Si no se dispone de un preámbulo como los que se acaban de ilustrar, es necesario
recurrir a la repetición del PC entre dos bloques sucesivos. Por lo demás, las expresiones
son totalmente análogas a las recién expuestas.

11.7.3. Sincronización post-DFT

Una vez efectuada la DFT se puede completar la labor de sincronización, haciendo uso,
por ejemplo, del conocimiento de los símbolos transmitidos en ciertas portadorasy conoci-
dos como símbolos piloto, los cuales permiten estimar la respuesta del canal en larespectiva
portadora (recuérdese el Apartado 8.1.8). En primer lugar, es posiblesubsanar posibles erro-
res en frecuencia que hayan podido desplazar los símbolos de unas portadoras a otras, iden-
tificando las posiciones de símbolos conocidos. Por otro lado, el canal recoge, además de los
fenómenos de la propagación y el filtrado, gran parte de los efectos señalados anteriormente,
tales como el error de fase común o CPE, el instante escogido de inicio del bloque, el error
de fase, etc. Sin embargo, la simple estimación de canal y su posterior interpolación en las
portadoras que carecen de símbolos pilotos no garantiza una correcta solución a los errores
de sincronización que han llegado hasta esta etapa, y que ofrecen características distintas.
Por ejemplo, el CPE altera por igual los símbolos asociados a todas las portadoras, mien-
tras que el comienzo del bloque determina una fase que varía linealmente a lo largo de las
mismas. Resultan especialmente problemáticas las variaciones con el tiempo, incluso en ca-
nales cuasi-estáticos, causadas por el CPE, tal y como se ha visto en el Apartado 11.7.1, o un
inicio de bloque que no se mantiene constante porque el valor estimado del mismocambia
o porque los relojes del transmisor y receptor presentan frecuencias ligeramente diferentes.
En este sentido, es necesario incorporar mecanismos de seguimiento como elmostrado en
la Figura 11.31, donde la realimentación señalada sirve para ajustar el comienzo del bloque
a partir de la información obtenida después de la DFT. Las posibles formas de abordar estas
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cuestiones no son únicas, y conforman, sin duda, algunos de los aspectos más delicados y
diferenciales de un receptor OFDM.

11.8. SINCRONIZACIÓN PARA MODULACIONES DE ESPECTRO ENSAN -
CHADO

El rasgo más característico de un sistema de espectro ensanchado es el gran ancho de
banda utilizado, muy por encima de lo estrictamente necesario, lo que produceventajas
como las mencionadas en el Capítulo 8. Con objeto de establecer una comparación, en este
apartado utilizaremos el términobanda estrechaen contraposición a espectro ensanchado.

Partiendo de la expresión de la señal de espectro ensanchado en banda base en (8.79),
considerando un canal ideal que introduce ruido blanco y gausianoz(t) y teniendo en cuenta
los mismos problemas de sincronización que en el apartado anterior, podemos escribir la
señal recibida en banda base como

r(t) = ej(ω0t+θ0)
∑

n

A[n]g(t− nT − ǫ0T ) + z(t)

= ej(ω0t+θ0)
∑

n

N−1∑

m=0

A[n]x[m]gc(t−mTc − nT − ǫ0T ) + z(t) (11.96)

dondeω0 representa el error residual en frecuencia, mientras queθ0 indica la fase residual
y ǫ0 el desplazamiento temporal relativo a un periodo de símboloT . Recordemos que el
pulsogc(t) determina el ancho de banda en transmisión, que esN veces superior al de un
sistema de banda estrecha. Por tanto, podemos aplicar el planteamiento del Apartado 11.4
para encontrar el instante de muestreo óptimo, lo que conduce a la maximizaciónde la
misma función de coste, en concreto,

L(ǫ) =

Ne−1∑

n=0

|q(nT + ǫT )|2 (11.97)

dondeq(t) representa la salida del filtro adaptado al pulso recibidog(t) y Ne el número de
símbolos incluidos en la señal de espectro ensanchado. La diferencia sustancial radica, sin
embargo, en la forma de dicho pulso, tal y como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11.9
La Figura 11.34 muestra la función a maximizarL(ǫ) para una realización sin ruido, con un
tamaño del códigoN = 8. Las diferencias son claras con respecto a la gráfica correspondiente
de la Figura 11.13. En concreto, existen diversos máximos locales asociados a lasN posibles
posiciones relativas del códigox[m],m = 0, . . . , N − 1, a emplear en el receptor.

Tenemos por tanto que la funciónL(ǫ) presenta varios máximos locales, que se correspon-
den con una fase de muestreo correcta, pero asociada a un incorrectoalineamiento de la
secuencia ensanchadora. Se deduce por tanto que es necesaria unasincronización a dos ni-
veles, con el fin de obtener bloques deN muestras correctamente alineados con el código

Comunicaciones digitales; A. Artés Rodríguez, F. Pérez González, J. Cid Sueiro, R. López Valcarce, C. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz. DERECHOS RESERVADOS,c© 2012 Los autores



11.8 SINCRONIZACIÓN PARA MODULACIONES DE ESPECTRO ENSANCHADO 739

de ensanchadox[m] y resolver el instante de muestreo adecuado. Así, a partir de la Figura
11.34 y de la arquitectura receptora presentada en el Apartado 8.2.3, cabe considerar una
doble tarea en la sincronización. Por un lado, hay que resolver el instante de muestreo más
adecuado en el rango de la duración de chipTc. Por otro lado, a la hora de efectuar el pro-
ducto por la secuencia ensanchadora para realizar el desensanchado, es necesario establecer
un alineamiento temporal entre la señal recibida y la secuenciax[m] generada en el recep-
tor. Ambas cuestiones quedan reflejadas en el factorǫ0T de (11.96) si este se divide en dos
términos:

ǫ0T = mcTc + ǫcTc, 0 ≤ mc < N, −1

2
≤ ǫ0, ǫc <

1

2
(11.98)

conmc entero. Aunque la solución óptima sería buscar simultáneamente los parámetrosmc

y ǫc trabajando con (11.97), resulta más conveniente separar este procesoen dos etapas. En
este sentido, cabe indicar que la energía de cadachip es normalmente muy reducida -no ol-
videmos que la relación señal a ruido mejora en un factor deN tras deshacer el ensanchado-,
por lo que la posibilidad de considerar como pulso básico el pulsogc(t), modulado por los
valoresA[n]x[m], previsiblemente no conseguiría la exactitud suficiente en el muestreo fino
para poder abordar el posterior desensanchado con garantías. Por tanto, se suele recurrir a
una primera etapa deadquisición, en la que se busca el alineamiento correcto de la secuen-
cia ensanchadora,15 lo que equivale a localizar el lóbulo de mayor nivel en la Figura 11.34.
Posteriormente, ya con una relación señal a ruido más alta, se procede a un ajuste finopara
ubicar el máximo del lóbulo anterior, es decir, el instante de muestreo más adecuado. Ade-
más, para el caso de sistemas paso banda, se debe realizar la sincronización de fase y de
frecuencia. Esta doble faceta de la sincronización es propia de modulaciones multipulso.
No olvidemos que en el apartado anterior valoramos la necesidad de establecer las fronteras
de los bloques de la señal OFDM con el fin de calcular la DFT, sin menoscabo de precisar
posteriormente el muestreo de forma más fina.

11.8.1. Adquisición

Siguiendo los principios del procesado discreto en el receptor expuestos hasta el mo-
mento, dos muestras por periodo de chip son suficientes a la hora de muestrear la señal de
espectro ensanchado por secuencia directa si se utilizan pulsos limitados en frecuencia co-
mo es el caso de los pulsos en raíz de coseno alzado (véase Apartado 11.2). El filtrado por
g∗(−t), el filtro adaptado ag(t), se puede dividir en dos partes, en concreto, el filtrado por
gc(−t) y la multiplicación de las muestras por la secuenciax∗[m], tal y como se mostró en
la Expresión (8.2.3). Por tanto, la búsqueda del valormc en (11.98) que maximiza (11.97)
se puede efectuar tras el filtro adaptado al nivel de chipgc(−t), probando el alineamiento
dex[m] que consigue el valor máximo. Dicha búsqueda ha de realizarse con saltosde me-
dio chip, ya que hemos dicho que necesitamos dos muestras por periodo de chip para este
procesado digital, aunque una muestra por periodo de chip es suficiente para la operación de
desensanchado una vez que se conoce el instante óptimo de muestreo. Obsérvese que esta
operación es incoherente ya que no depende de la fase que pueda acompañar a la señal en el

15Una estimación semejante se lleva a cabo en el caso de un receptor RAKE,véase Apartado 8.2.8.
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−0,5 −0,25 0 0,25 0,5ǫ0

ǫ

L(ǫ)

Figura 11.34.Función de costeL(ǫ) para la estimación del instante de muestreo en espec-
tro ensanchado por secuencia directa. No hay ruido, y el factor de caída del coseno alzado
esα = 0,5. La posición correcta es la indicada porǫ0, igual a0, 375.

caso de sistemas paso banda. Dadas las buenas propiedades de las secuencias ensanchadoras
utilizadas con relación a su autocorrelación, basta con realizar la búsqueda del alineamiento
utilizando un solo periodo de la secuencia, equivalente a un símbolo, a pesar de que la fun-
ción de coste (11.97) fue derivada suponiendo un gran número de símbolos. En este sentido
ayuda que la autocorrelación del pulso de entrada tenga un pico muy acusado gracias al
carácter de seudorruido de la secuencia ensanchadora (véase Apartado 8.2.9). Para perfilar
el modo de realizar la adquisición de código o sincronización gruesa, podemos abordar los
cálculos de un modo similar al mostrado en el Apartado 8.2.3:

q(kTc/2) = r(t) ∗ g∗(−t)|t=kTc/2
= r(t) ∗

N−1∑

m=0

x∗[m]gc(−t−mTc)
∣∣∣∣∣
t=kTc/2

=

N−1∑

m=0

x∗[m] [r(t) ∗ gc(−t−mTc)]
∣∣∣∣∣
t=kTc/2

=
N−1∑

m=0

x∗[m] [r(t) ∗ gc(−t)]
∣∣∣∣∣
t=(k+2m)Tc

2

(11.99)

El procedimiento de sincronización gruesa se muestra en la Figura 11.35. En resumen, el
estimador ML de la posición de la secuencia ensanchadora correlaciona las muestras de
entrada con una réplica localx[m] de la secuencia ensanchadora, y busca el retardo que
maximiza la magnitud al cuadrado de la salida del correlacionador.
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Figura 11.35.Adquisición de código en un sistema de espectro ensanchado por secuencia directa.

11.8.2. Seguimiento

Una vez obtenido el alineamiento del código, es decir, el parámetromc en (11.98), falta
por precisarǫc igualmente en (11.98). El procedimiento de estimación de este último se de-
nominaajuste fino o seguimiento. El nombre de seguimiento se debe a que esta segunda fase
de la sincronización debe ser mantenida de forma permanente, al contrarioque la primera,
que sólo debe realizarse en la inicialización. De este modo se podrán seguirlas alteraciones
en el retardo que sufre la señal desde el transmisor hasta el receptorque se traducen direc-
tamente en variaciones del instante de muestreo óptimo, sin necesidad de volver a realizar
la adquisición, a pesar de que dichas alteraciones puedan llegar a suponer cambios mayores
que la anchura de un chip. Obsérvese que el rango de posibles valores paraǫc se encuentra
en el intervalo|ǫc| ≤ 1/2, al igual que ocurre en el problema de ajuste temporal en sistemas
de banda estrecha.

En la funciónL(ǫ) en (11.97) tenemos que una vez estimadomc queda

L(ǫc) =

Ne−1∑

n=0

|q(nT +mcTc + ǫcTc)|2 (11.100)
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para la que podemos proceder del mismo modo que en el Apartado 11.4.1 para obtener un
algoritmo recursivo que permita realizar un seguimiento de la evolución deǫc con el tiempo.
En función de en qué momento aproximemos la derivada obtendremos uno de entre dos
posibles algoritmos. Así, podemos utilizar como término de error

e[n] =

n∑

k=0

|q(kT +mcTc+ ǫ̂c[n]Tc+
1

2
Tc)|2−|q(kT +mcTc+ ǫ̂c[n]Tc−

1

2
Tc)|2 (11.101)

que da lugar a un lazo enganchado en retardo (“Delay-Locked Loop”), conocido como DLL
y mostrado en la Figura 11.36. Obsérvese que es necesario efectuar unmuestreo con periodo

Figura 11.36.Lazo enganchado en retardo (DLL) para ajuste fino en DS-SS.

Tc/2, y utilizar la secuencia ensanchadora como parte de la operación del filtroadaptado tal
y como explicamos en la parte de adquisición. El objetivo es equilibrar la energía de la
salida muestreadaTc/2 antes del instante de muestreo escogido con respecto a la energía
de la salida muestreadaTc/2 después. Como resultado de la comparación, el errore[n] se
actualiza en cada periodo de símbolo.

La otra posibilidad surge de aplicar el mismo desarrollo que en el Apartado 11.4.1, lo
que lleva a un algoritmo en el que el error del bucle se escribe como

e[n] =
n∑

k=0

Re {q(kT +mcTc + ǫ̂c[n]Tc)

·
(
q∗(kT +mcTc + ǫ̂c[n]Tc +

1

2
Tc)− q∗(kT +mcTc + ǫ̂c[n]Tc −

1

2
Tc)

)}
(11.102)

Este algoritmo se denominapronto-tardeal igual que el correspondiente de banda estrecha.
Tiene una complejidad similar a la del DLL expuesto anteriormente, y al igual que el mismo,
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es incoherente, dado que el término de errore[n] no varía ante una rotación de las muestras
de entrada. El error cometido en la estimación deǫc es menor que el correspondiente con el
DLL cuando la relación señal a ruido es muy baja.

11.8.3. Ajuste de fase y frecuencia

Tal y como hemos mencionado anteriormente, resulta prioritario que el errorde frecuen-
cia sea muy pequeño en relación con la tasa de símbolo en cualquier sistema convencional,
a fin de facilitar la sincronización temporal y maximizar la relación señal a ruido. Esto si-
gue siendo así en el caso de espectro ensanchado, con la dificultad añadida del código de
ensanchado: sin adquirir correctamente la posición del mismo no resulta factible resolver
la desviación en frecuencia de la señal recibida. Igualmente, sin conocer la posición en fre-
cuencia de la señal de entrada no se puede afrontar la adquisición tal y como la presentamos
en el Apartado 11.8.1. Por tanto, en principio es necesario afrontar unabúsqueda bidimen-
sional tiempo/frecuencia, que viene a ser una combinación de los esquemasmostrados en
las Figuras 11.26 y 11.35.

Con respecto a la fase, y sin hacer consideraciones acerca de la interferencia multiusua-
rio, cabe decir que los principios son los mismos que en los esquemas de banda estrecha. En
algunos casos la sincronización de fase se puede efectuar a partir de una señal piloto si el
diseño del sistema así lo permite.

11.8.4. Salto en frecuencia

La sincronización de sistemas FH-SS (“Frequency Hopping Spread Spectrum”), Apar-
tado 8.2.7, presenta las mismas necesidades analizadas para DS-SS: adquisición y segui-
miento, o ajuste grueso y ajuste fino. En la adquisición hay que sincronizar lasecuencia que
controla el patrón de salto en frecuencia. Para ello se deben combinar lassalidas del filtro
adaptado en el receptor convenientemente en tiempo y frecuencia, es decir, para cada inter-
valo de chip la salida en la frecuencia correspondiente, hasta que se supere un determinado
umbral que indicará que se ha hecho la combinación en el orden correcto. Posteriormente,
el ajuste fino se encarga de determinar con mayor precisión la frontera delos intervalos de
chip durante los cuales las frecuencias se mantienen constantes, haciendo uso de nuevo de
un algoritmo realimentando en el que el error indica si hay que avanzar o retroceder para
alinear los patrones de frecuencia recibido y generado, respectivamente, en el receptor.

11.9. LECTURAS ADICIONALES

En 1963 tuvo lugar un encuentro entre algunos de los más destacados expertos por aquel
entonces en teoría de la comunicación. En concreto, se reunieron S.W. Golomb, J.R. Davey,
I.S. Reed, H.L. Van Trees y J.J. Stiffler para discutir acerca de los problemas relacionados
con la sincronización. Su conclusión fue clara: la sincronización no constituye una mera
cuestión de detalle final, sino que es en sí misma un problema fundamental de lascomu-
nicaciones digitales como lo puede ser la detección [35]. Cuarenta años deavances les han
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venido a dar la razón y a constatar la importancia de la sincronización en todos sus niveles.
Este capítulo ha tratado de cubrir los aspectos más reseñables de la misma en lo referido al
nivel físico de la comunicación, buscando la presentación de los problemas fundamentales y
modos sistemáticos de resolverlos. En este sentido, las dos principales fuentes de referencia
son los libros de Meyr, Moeneclaey y Fechtel por un lado [50] y de Mengali y D′Andrea
por otro [49]. Estos excelentes textos han venido a llenar un hueco ante lafalta de tratados
que permitiesen abordar de forma global la problemática de la sincronización. Asimismo,
en [88] se muestran numerosos aspectos prácticos de la sincronización ysu solución para
entornos muy diversos.

La importancia de la interpolación en los esquemas de sincronización temporalfue cons-
tatada por primera vez por Gardner en [29], y se puede encontrar todoun capítulo dedicado
a la misma en [50].

Los sistemas basados en modulaciones multiportadora presentan una problemática muy
particular en lo referente a la sincronización, tal y como se ha tratado de poner de manifiesto
en este capítulo. Para profundizar en esta cuestión, se puede consultar[59], [77] y [96].

Por lo que respecta a las modulaciones de espectro ensanchado, el librode Proakis [61]
constituye una muy buena referencia general y, en particular, en lo relativo a la sincroni-
zación. Este texto permite ahondar en este delicado problema, que se ha cubierto de forma
somera en este capítulo, y que constituye uno de los puntos críticos de la implementación
práctica de sistemas basados en espectro ensanchado.

PROBLEMAS

P11.1 Sea un lazo de estimación de fase o PLL de primer orden que incorpora el filtro de
lazoL(z) = K. Se pretende que dicho PLL pueda realizar el seguimiento de una
exponencial de entrada de la forma

q[n] = ej(ω0n+θ0)

dondeω0 es un error residual de frecuencia tal que|ω0| < 0, 1·π radianes. Tal y como
se ha detallado en el capítulo, un PLL de primer orden dejará un error permanente de
fase en este caso.

1.1. Determine el mínimo valor deK que garantiza que la diferencia de fase entre la
exponencial de entrada y la exponencial generada por el PLL sea una constante.
Tenga en cuenta para ello que en régimen permanente el términoK sen(ω0n+
θ0 − θ̂[n]) debe ser constante para que en la exponencialexp(jθ̂[n]) la fase
estimadâθ[n] pueda seguir una evolución lineal con el tiempo.

1.2. A la vista de la función de transferencia expuesta en el Ejemplo 11.2, razone
qué consecuencias implica el aumento deK.

1.3. Si en una realización práctica se mide el error residual de faseω0n + θ0 −
θ̂[n] paran grande, se obtiene un valor mayor queω0/K, el que predice el
modelo lineal. Explique la discrepancia teniendo en cuenta las limitaciones de
la aproximación lineal.
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P11.2 La correlación es una operación fundamental para la estimación de parámetros, como
se ha puesto de manifiesto a lo largo de este capítulo. Veamos algunas consideracio-
nes para casos de especial interés.

2.1. Seap[n] una exponencial compleja de la formap[n] = ej(ω0n+θ0), 0 ≤ n ≤
N − 1. Obtenga la estimación̂Rp[m] de su autocorrelación, usando para ello la
siguiente expresión:

R̂p[m] =
1

N −m

N−m−1∑

n=0

p[n+m]p∗[n],m = 0, 1, . . . , N − 1

y R̂p[−m] = R̂∗
p[m].

2.2. Repita el cálculo anterior con el estimador

R̂p[m] =
1

N

N−m−1∑

n=0

p[n+m]p∗[n],m = 0, 1, . . . , N − 1

que en la práctica se emplea a menudo debido a sus mejores propiedades esta-
dísticas.

2.3. Seap[n], 0 ≤ n ≤ N − 1, una secuencia de seudorruido de la que podemos
decir, con un buen grado de aproximación, que

1

N

N−m−1∑

n=0

p[n+m]p∗[n] ≈ δ[m]

Si dicha secuencia atraviesa un canal de la formah[n] = h0δ[n−n0]+h1δ[n−
n1], obtenga, utilizando el estimador del apartado anterior, la autocorrelación
entre la salida del canaly[n] = p[n] ∗ h[n] y p[n], justificando la existencia de
dos picos en la misma que permitirían identificar los retardos presentes en el
canal.

P11.3 El rango de enganche de un estimador de frecuencia incluye aquellas desviaciones
de frecuencia que pueden ser asumidas por el estimador. Determine dichorango en
los siguientes casos, para un pulso de transmisión en raíz cuadrada de coseno alzado
con factor de caídaα:

3.1. Estimador de máxima verosimilitud recursivo del Apartado 11.6.1. Se puede
suponer que se verifica la siguiente relación:

1 + α

2T
+ ωmax <

1

2Ts

es decir, no se produce aliasing en el muestreo de la señal desplazada en fre-
cuencia.
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3.2. Estimador de Fitz. Obtenga el resultado en función del númeroL de términos
de la autocorrelación empleados.

3.3. Estimador de Luise y Regiannini. Idem.

P11.4 Respecto al estimado de Gardner del instante de muestreo:

4.1. Demuestre que el estimador ofrece un funcionamiento independiente dela fase
residualθ0 presente en la señal de entrada

r(t) =
N−1∑

n=0

A[n]gr(t− nT − ǫ0T )ejθ0 + z(t)

4.2. Si se conoce la fase, es posible usar un estimador relacionado con el de Gardner
y dirigido por decisión:

e[n] =
n∑

k=0

Re
{
q∗
(
kT − T

2
+ ǫ̂[k − 1]T

)(
Â[k − 1]− Â[k]

)}

dondeÂ[k− 1] y Â[k] representan los símbolos decididos a partir de las mues-
trasq ((k − 1)T + ǫ̂[k − 1]T ) y q(kT + ǫ̂[k]T ) respectivamente. Este estima-
dor se corresponde con el clásicodetector de cruces por cero(“Zero-crossing
Detector”). Justifique razonadamente para una constelación QPSK por qué un
cambio de polaridad en símbolos consecutivos beneficia el ajuste del instante
de muestreo.

P11.5 Consideremos una modulación 2-PAM paso banda de la forma

x(t) =
√
2Re

{∑

n

A[n]g(t− nT )ej(ωct+θ0)

}

donde los símbolosA[n] pueden tomar los valores±1. Proponemos dos posibles
formas de realizar la demodulación en el receptor, el cual dispone de unoscilador
que genera la sinusoidecos(ωct), y puede generar su versión en cuadraturasen(ωct):

Si tenemos en cuenta que los símbolos son reales,x(t) también se puede es-
cribir comox(t) = s(t) cos(ωct + θ0). Sea la señal recibiday(t) = x(t) y la
correspondiente señal en banda base la obtenida como el filtrado paso bajo de
y(t) cos(ωct).

Demodulación en cuadratura, como la mostrada en la Figura 5.34.

5.1. Siθ0 = 0, determine cuál de los dos receptores resulta más sencillo para la
modulación planteada.
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5.2. Deduzca la expresión de la señal demodulada en banda baseq(t) en ambos
casos para el caso general deθ0 arbitrario. Compruebe que si la conversión a
banda base se realiza de forma incoherente, es decir, sin control de ningún tipo
sobre la fase de la sinusoide empleada,q(t) puede llegar a hacerse nula en el
caso real.

5.3. Concluya que en el primer caso es necesario efectuar la demodulación em-
pleandocos(ωct+ θ̂), mientras que en el segundo podemos desacoplar las ope-
raciones de mezclado con la sinusoide y estimación deθ0, haciendo uso, por
ejemplo, del esquema de la Figura 11.21.

P11.6 Obtenga los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la siguiente señal:

x(t) =
∞∑

n=−∞
|p(t− nT − ǫ0T )|2

en función de la Transformada de FourierP (jω) dep(t). Demuestre que siP (jω) es
nulo para|ω| ≥ 2π/T , entonces sólo habrá tres coeficientes no nulos, en concreto:

c0 =
1

T

1

2π

∫ ∞

−∞
|P (jω)|2dω

c1 =
1

T
e−j2πǫ0 1

2π

∫ ∞

−∞
P (j(2π/T − Ω))P ∗(−jΩ)dΩ

c−1 =
1

T
ej2πǫ0

1

2π

∫ ∞

−∞
P (j(−2π/T − Ω))P ∗(−jΩ)dΩ

Demuestre además quec1 = c∗−1.

P11.7 Como se ha visto a lo largo del capítulo, la interpolación resulta un elementoesen-
cial en la recuperación del instante de muestreo. Los interpoladores quese emplean
no son exactos, dado que los filtros deben ser necesariamente limitados en tiempo,
aunque los errores atribuibles a este concepto suelen ser poco importantes. En es-
te problema vamos a presentar una estructura de interpolación muy empleada enla
práctica.

7.1. La operación

y(kTs + µTs)
.
= x̂(kTs + µTs) =

I2∑

m=−I1

x(kTs −mTs)hµ[m]

sirve para interpolar de forma aproximada el valorx(kTs +µTs), con0 ≤ µ <
1, a partir de las muestras recibidas en múltiplos deTs. Esta operación se co-
rresponde con el filtrado de la secuenciax(kTs) por un filtro FIR. Determine los
valores dek para los que la respuesta al impulsohµ[k] de dicho filtro es no nula.
Asimismo, obtenga los valores de dicha respuesta para un simple interpolador
lineal.
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7.2. La respuesta al impulso anterior depende del desplazamientoµ. Vamos a para-
metrizar cada uno de sus coeficientes como

hµ[k] =
L∑

l=0

cl[k]µ
l

Esta relación polinómica restringe la dependencia de los coeficientes conµ,
pero permite una implementación eficiente. Utilizando estos coeficientes, de-
muestre que la salida interpoladay(kTs+µTs) se puede escribir como la com-
binación de las salidas deL+1 filtros independientes deµ. El factorµ controla
el modo en el que se combinan dichas salidas, y es el único factor en el interpo-
lador que depende del resultado de la estimación del instante de muestreo. Este
tipo de esquema se denominaestructura de Farrow.

P11.8 Para comprender un poco mejor cómo la maximización de la energía en el instante
de muestreo sirve para sincronizar el receptor, consideremos un casosimplificado.
Así, sea la señal recibida de la forma

r(t) =
∑

n

A[n]wT (t− nT )

donde el pulsowT (t) es rectangular, definido en el intervalo0 ≤ t < T .

8.1. Sea la salida del filtro adaptadoq(t) = r(t) ∗ wT (−t). Justifique queq(t)
se puede escribir comoq(t) =

∑
nA[n]p(t − nT ), siendop(t) un pulso de

Nyquist.

8.2. Obtenga la energía mediaE
{
|q(ǫT )|2

}
como función de la fase de muestreo

0 ≤ ǫ < 1, comprobando que tiene un máximo enǫ = 0.

P11.9 El estimador de Luise y Reggiannini de la Ecuación (11.81) hace usode la estimación
de la autocorrelación para los índicesm = 1, . . . , L− 1.

9.1. Determine el número de multiplicaciones necesarias sobre lasN muestras de
entrada para el cálculo de

∑L
m=1 R̂p[m]. Demuestre cómo se puede reducir este

número aN − 1 haciendo los agrupamientos correspondientes.

9.2. El estimador anterior precede a un estimador de fase, el cual necesita que la
variación de la fase a lo largo de lasNθ muestras que usa (conNθ no necesa-
riamente igual aN ), para estimar la misma sea inferior a2π · 10−2 radianes.
Determine el máximo error en frecuencia que asegura un correcto funciona-
miento de la recuperación de fase.

P11.10 La función de coste asociada a la estimación conjunta del instante de muestreo y la
desviación de frecuencia se puede escribir como:

L(ǫ, ω) =
N−1∑

n=0

|q(nT + ǫT, ω)|2 ≈ c0(ω) + 2Re
{
c1(ω)e

j2πǫ
}
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Obtenga la expresión dec0(ω), que debe servir para demostrar que la función de
costeL(ω) en (11.67) se puede obtener promediandoL(ǫ, ω) sobre una distribución
uniforme de todas las posibles fases de muestreoǫ en el rango[−1/2, 1/2).

P11.11 En numerosas ocasiones una misma arquitectura receptora debe mantener su funcio-
nalidad para diferentes tasas de símbolo. Así, supongamos que en la Figura11.15 el
parámetroT no está fijado de antemano, y puede tomar diferentes valores asociados
a distintas señales de entrada. En ese caso, los coeficientes del filtro adaptado depen-
den de la tasa de entrada, y el interpolador ajusta la tasa a dos muestras por periodo
de símbolo, que son las necesarias para el esquema pronto-tarde.

11.1. Si el filtro adaptado es un filtro en raíz cuadrada de coseno alzado, determine
el número de coeficientes de su respuesta al impulso en función del cociente
T/Ts, para el caso en el que esta se trunca a una duración de 10 periodos de
símbolo.

11.2. Una posible estructura alternativa, con menos complicaciones en su implemen-
tación, pasa por colocar el interpolador antes del filtro adaptado, de modo que
este último trabaje con dos muestras por periodo de símbolo independiente-
mente de la tasa de símbolo. Razone las diferencias entre ambas estructuras,
valorando la robustez ante el ruido y posibles interferencias en bandasadya-
centes.

11.3. Determine el número de coeficientes del filtro adaptado en esta configuración
alternativa, para la misma duración del Apartado (a).

P11.12 El estimador de fase de la M-ésima potencia se basa en la simetría a rotaciones de
2π/M radianes de la constelación. Demuestre que para este tipo de constelaciones,
los símbolos verifican la siguiente propiedad:

E {Ap} = 0, 1 ≤ p ≤M − 1

Consideremos ahora una constelación QPSK en la que los símbolos se sitúan origi-
nalmente en alguna de las siguientes posiciones:

√
Ese

j(kπ/2+π/4), k = 0, 1, 2, 3

es decir, rotadaπ/4 radianes con respecto a los ejes real e imaginario. Obtenga el
valorE{A4}.

P11.13 Un reemisor de señales tiene como función principal la amplificación, aunque para
ello es necesario abordar una serie de tareas de filtrado y mezclado en frecuencia.
Consideremos la señal de entrada

x(t) = Re
{
s(t)ejωct

}
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que es procesada tal y como se indica en la Figura 11.37. En primer lugar la señal es
trasladada desde la frecuenciaωc a una frecuencia inferiorωi, donde es filtrada, para
posteriormente ser devuelta a la frecuencia originalωc, donde será de nuevo filtrada
y amplificada, tareas que ya no se muestran en la figura. Obsérvese que el oscilador

Figura 11.37.Esquema simplificado de un reemisor de señales.

empleado para la conversión en frecuencia es el mismo para la bajada y la subida, y
contiene un término de ruido de fase etiquetado comoθ(t), que puede llegar a afectar
a las prestaciones del receptor final. Obtenga analíticamente la componente dela
señal de salida centrada enωc, determinando explícitamente el término de ruido de
fase. Se puede suponer queωc ≫ ωi > W , siendoW el ancho de banda que ocupa
s(t) en banda base. El filtro paso banda tiene una respuesta en frecuenciaH(jω)
de módulo constante en(ωi −W,ωi +W ), retardo de grupo igualmente constante
en dicho rango, y faseθ0 enωi. El ancho de banda del ruido de faseθ(t) se puede
considerar pequeño en relación al de la señals(t).

P11.14 Con el fin de analizar el impacto de un error residual de frecuencia en un sistema
multiportadora, sea la siguiente expresión:

Â[k] = DFT
{
ejω0nIDFT {A[k]}

}

dondeA[k], k = 0, . . . , N −1 es una secuencia deN símbolos complejos,̂A[k], k =
0, . . . , N − 1, es la secuencia estimada, yω0 es la frecuencia residual tras la demo-
dulación, tal que|ω0| < 2π/N . Obsérvese que siω0 = 0, entonces tenemos que
Â[k] = A[k], k = 0, . . . , N − 1, escenario ideal. Deduzca la expresión del valor
asociado a la portadora enk = 0, Â[0], constatando la presencia de ICI causada por
las restantesN − 1 portadoras.

P11.15 Tal y como se ha precisado en el texto, se puede variar el comienzo del bloque OFDM
en el receptor de un sistema multiportadora sin introducir ISI, siempre y cuando se
respete el margen indicado en la Figura 11.30. La principal consecuencia será una
rotación de los símbolos, vinculada al índice de la portadora correspondiente. Dicha
rotación queda asimilada al canal y, como tal, debe ser identificada. Así, siescribimos
los valores obtenidos como en la Ecuación (11.88), es decir,

Q(n)[k] =
T

N
e−j2πkǫ0/NA(n)[k] ·D[k] + Z(n)[k], k = 0, . . . , N − 1
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debemos estimar
e−j2πkǫ0/ND[k], k = 0, . . . , N − 1

lo que en muchos casos se hace interpolando los valores estimados en las posiciones
de ciertas portadoras piloto. Si consideramos un canal ideal, es decir,D[k]T/N = 1
para todok, determine, para un cocienteǫ0/N dado:

15.1. La máxima separación entre dos portadoras piloto que garantiza una diferencia
de fase menor de45◦ entre los valores a identificar asociados a ambas portado-
ras.

15.2. Si efectuamos una interpolación lineal para estimar el canal entre lasdos porta-
doras piloto anteriores, razone por qué, incluso en ausencia de ruido,estaremos
cometiendo un error en la estimación de la respuesta del canal asociada a las
portadoras intermedias.

Para tratar de estimarǫ0 de forma sencilla podemos suponer que la respuesta del
canalD[k] varía mínimamente entre portadoras próximas. Por tanto, suponiendo que
se conoce el cocienteQ(n)[k1]/A

(n)[k1] y Q(n)[k2]/A
(n)[k2], y podemos usar que

D[k1] ≈ D[k2], proponga una manera de estimarǫ0.

P11.16 Justifique en qué frecuencia en radianes presentará un pico espectral muy significati-
vo la secuencia|q(kT/4)|2, teniendo en cuenta queq(t) se puede escribir como

q(t) =
∑

n

A[n]g(t− nT )

siendoA[n] una secuencia de símbolos independientes yg(t) un pulso en coseno
alzado con factor de caída0 < α < 1 y, por tanto, un ancho de banda deπ(1+α)/T
rad/s. Repita el razonamiento igualmente con la secuencia|q(kT/4)|2, si ahoraq(t)
se escribe como

q(t) =
∑

n

A[n]
1∑

m=0

gc(t−mTc − nT )

conTc = T/2 y gc(t) un pulso en coseno alzado con factor de caída0 < α < 1 y
ancho de bandaπ(1 + α)/Tc rad/s.

P11.17 Consideremos un caso especial de modulaciones denominadas APSK (Amplitude
Phase Shift Keying), que consisten en la unión de diferentes constelaciones M-PSK
con radios distintos. En concreto, los puntos de la constelación correspondiente a la
modulación 4+12-APSK se pueden escribir como

r1e
j(π/4+k2π/4), k = 0, 1, 2, 3

r2e
j(π/12+k2π/12), k = 0, . . . , 11

donder2/r1 > 1.
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17.1. Compruebe que esta constelación es invariante a ciertas rotaciones,determinan-
do la magnitud de las mismas.

17.2. Determine el mínimo exponenteM necesario para eliminar la modulación de
la fase por medio deAM , siendoA un símbolo arbitrario de la constelación.

17.3. El exponente anterior es demasiado elevado y, por tanto, no se usaen la práctica.
Por el contrario, se utiliza uno más pequeño que convierte los dos anillos dela
constelación 4+12-APSK en sendas constelaciones QPSK de radios distintos.
Determine el valor de dicho exponente.

17.4. Finalmente, la rotación de fase se puede estimar con un esquema dirigidopor
decisiones que actúa sobre la constelación de radio mayor obtenida en el an-
terior apartado. Deduzca la ambigüedad de fase de la técnica de estimación
expuesta.

P11.18 18.1. Considere el error en el esquema realimentado de recuperación de frecuencia a
partir de la Expresión (11.69). Demuestre que dicho error, que para elfuncio-
namiento en lazo cerrado y a periodoTs toma la forma

e[k] = 2
k∑

m=0

Re {q(mTs, ω[m])q∗d(mTs, ω[m])}

se puede reescribir como

e[k] =
1

2

k∑

m=0

(|q(mTs, ω[m]) + qd(mTs, ω[m])|2−

|q(mTs, ω[m])− qd(mTs, ω[m])|2)

18.2. De lo anterior se deduce que el lazo de ajuste de frecuencia está dirigido por la
diferencia de energías a la salida de los filtrosf(kTs) + fd(kTs) y f(kTs) −
fd(kTs) para la entradar(kTs)e−jω̂[k]kTs , siendofd(kTs) la respuesta en tiem-
po correspondiente a la derivada en frecuencia del filtro con respuestaf(kTs).
Represente gráficamente la respuesta en frecuencia de los dos filtros anteriores,
en concreto, el filtro suma y el filtro diferencia, constatando aquellas bandas de
frecuencia en las que difieren y aquellas en las que coinciden.

18.3. Dado que los filtros equivalentes presentan zonas en frecuenciaen las que coin-
ciden, se puede desechar la información de la entrada en dichas bandas. Por
tanto, es posible sustituir los filtros anteriores por otros más simples. Sea por
tanto un esquema alternativo en el que el error se calcula como

e[k] =

k∑

m=0

|q1(mTs, ω[m])|2 − |q2(mTs, ω[m])|2

siendoqi(mTs, ω[m]) el resultado de filtrar la entrada por el filtrohi(kTs) para
i = 1, 2. Explicar qué condición deben cumplir en frecuencia los filtrosh1(kTs)
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y h2(kTs) para que el esquema realimentado siga ejerciendo su función. Este
tipo de esquema, concebido inicialmente en su momento a partir de conside-
racionesad-hoc, se conoce como detector defiltros dualeso defiltros espejo.

APÉNDICES

11.A. RESULTADOS ASINTÓTICOS

A lo largo del capítulo se emplean diversas aproximaciones, las cuales resultan muy
convenientes para obtener esquemas prácticos de sincronización. Unade ellas considera
secuencias muy largas de muestras, así como un número de símbolos muy elevado. Otra su-
posición importante es que el pulso recibidogr(t) es tal quegr(t)∗g∗r (−t) verifica el criterio
de Nyquist, es decir, no hay ISI si se muestrea adecuadamente. A continuación mostraremos
en detalle cómo dichas aproximaciones ayudan a manipular las expresiones involucradas
en el desarrollo del receptor ML óptimo. En la práctica, los esquemas de sincronización
obtenidos se aplican a muchos casos que no tienen por qué verificar necesariamente las su-
posiciones realizadas.

En primer lugar tenemos que la función de densidad de probabilidad (11.6) de los datos
recibidos es función de la distancia euclídea||r − s||, ya que el ruido es blanco y gausiano.
A continuación repetimos el desglose de dicha distancia al cuadrado, tal ycomo se hizo en
la Expresión (11.9):

||r − s||2 = ||r||2 + ||s||2 − 2Re {〈r, s〉} (11.103)

Comenzamos por desarrollar||s||2. Para ello, a partir de (11.8), y considerando un número
de muestras tan elevado como sea necesario, tenemos

||s||2 =

∞∑

k=−∞

[
N−1∑

n=0

a∗[n]g∗r (kTs − nT − ǫT )e−jθ

][
N−1∑

m=0

a[m]gr(kTs −mT − ǫT )ejθ
]

=
N−1∑

n=0

a∗[n]
N−1∑

m=0

a[m]
∞∑

k=−∞
g∗r (kTs − nT − ǫT )gr(kTs −mT − ǫT )

︸ ︷︷ ︸
1

Ts

∫ ∞

−∞
g∗r (t− nT − ǫT )gr(t−mT − ǫT )dt

(11.104)

donde hemos utilizado la siguiente equivalencia para señales limitadas en banda:
∫ ∞

−∞
x(t)y(t)dt = Ts

∑

k

x(kTs)y(kTs) (11.105)

que se puede demostrar fácilmente escribiendox(t) e y(t) como
∑

k x(kTs) sinc((t −
kTs)/Ts) y

∑
k y(kTs) sinc((t−kTs)/Ts) respectivamente, siempre que el ancho de banda
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dex(t) ey(t) no sea superior aπ/Ts rad/s. La integral que sustituye al sumatorio no depen-
de deǫ, como se puede demostrar con un simple cambio de variable, por lo que finalmente
tenemos

||s||2 =
N−1∑

n=0

N−1∑

m=0

a∗[n]a[m]
1

Ts

∫ ∞

−∞
g∗r (t− nT )gr(t−mT )dt (11.106)

Si consideramos quegr(t) ∗ g∗r (−t) es un pulso de Nyquist, entonces la integral anterior,
que se puede poner comogr(t) ∗ g∗r (−t) evaluada en(m−n)T , se anula param 6= n, y por
tanto aproximamos, para un número de símbolosN elevado,

||s||2 =
N−1∑

n=0

|a[n]|2 1

Ts

∫ ∞

−∞
|gr(t)|2dt ≈ NEs

1

Ts

∫ ∞

−∞
|gr(t)|2dt (11.107)

conEs = E
{
|A[n]|2

}
la energía media por símbolo. La aproximación anterior se convierte

en una igualdad estricta si los símbolos son de módulo constante.

Existe un segundo término en (11.9) que depende de las muestrass, en concreto, la
parte real de su producto escalar con las muestras recibidasr. Dicho producto escalar se
puede escribir en función de los parámetros a estimar si expresamoss a partir de (11.8) y
consideramos secuencias de longitud infinita:

〈r, s〉 =
∞∑

k=−∞
s∗(kTs)r(kTs) =

∞∑

k=−∞

N−1∑

n=0

a∗[n]g∗r (kTs − nT − ǫT )e−jθr(kTs)

= e−jθ
N−1∑

n=0

a∗[n]
∞∑

k=−∞
g∗r (kTs − nT − ǫT )r(kTs) (11.108)

que admite una lectura en términos del filtro adaptado al pulso recibidogr(t), ya que

∞∑

k=−∞
g∗r (kTs − nT − ǫT )r(kTs) =

1

Ts
q(nT + ǫT ) (11.109)

siendoq(t) = r(t) ∗ g∗r (−t), donde de nuevo hemos utilizado la equivalencia (11.105). Por
tanto, tenemos que

〈r, s〉 = 1

Ts
e−jθ

N−1∑

n=0

a∗[n]q(nT + ǫT ) (11.110)

En la práctica el uso de un número finito de términos enr no altera los resultados anteriores,
teniendo en cuenta que la longitud de los pulsos de transmisión es necesariamente finita en
su implementación.
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11.B. CRITERIO ML PARA SNR REDUCIDA

Con el fin de obtener estimaciones manejables de los diferentes parámetros de sincro-
nización que no dependan del conocimiento de los símbolos transmitidos, es necesario pro-
mediar la fdp (11.12) con respecto a los mismos, es decir:

fr | ǫ,θ(r | ǫ, θ) = EA
{
fr |A,ǫ,θ(r |a, ǫ, θ)

}
(11.111)

Esta operación de promediado o marginalización resulta muy complicada analíticamente,
y no permite llegar a expresiones abordables salvo que se hagan ciertas simplificaciones.
La más común es suponer que la relación señal a ruido es baja, lo cual es muy habitual en
la práctica. En cualquier caso, los estimadores obtenidos se suelen emplearpara diferentes
puntos de operación, aun cuando no sean los óptimos para los casos no incluidos en las
aproximaciones empleadas. Veamos por tanto cómo llegar a una expresión que se pueda
promediar analíticamente.

Consideremos la exponencial en (11.12), que se hará máxima cuando el argumento de
la parte real incluida en el exponente sea real, lo cual ocurrirá para la fase convenientemente
escogida:

θ̂ML = ∢

{
N−1∑

n=0

a∗[n]q(nT + ǫ̂T )

}
(11.112)

De este modo desacoplamos la estimación del instante de muestreo de la estimación de la
fase. Las diferentes consideraciones acerca del estimador anteriorθ̂ML están incluidas en el
Apartado 11.5. La expresión a maximizar se reduce ahora a

exp

{
2

σ2n

∣∣∣∣∣
N−1∑

n=0

a∗[n]q(nT + ǫT )

∣∣∣∣∣

}
= exp

{
2

σ2n
|〈q(ǫ) , a〉|

}
(11.113)

donde interviene el producto escalar entre la secuencia de símbolosa y los valores mues-
treados en los instantesnT + ǫT e incluidos en el vectorq(ǫ). Si la SNR fuese elevada se
podría emplear la estimación de los símbolos obtenida a partir de un simple decisor,en la
certeza de que un gran porcentaje de los mismos sería decidido correctamente. En el caso
en que la SNR sea baja, como es de esperar en muchas situaciones prácticas, debemos pro-
mediar con respecto a los símbolos. Así, si nos quedamos con los dos primeros términos
del desarrollo de Taylorexp{x} ≈ 1 + x, que constituirán una buena aproximación parax
pequeño, tenemos que conx = 2

σ2
n
|〈q(ǫ) , a〉|, dado que la SNR es baja, la aproximación

anterior se concreta en

exp

{
2

σ2n
|〈q(ǫ) , a〉|

}
≈ 1 +

2

σ2n
|〈q(ǫ) , a〉| (11.114)

con lo que la función a maximizar se ha reducido al módulo del producto escalar 〈q(ǫ) , a〉.
Por lo tanto, la estimación del instante de muestreo se puede obtener como el máximo de la
siguiente función:

L(ǫ) = EA {|〈q(ǫ) , a〉|} (11.115)
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El promedio del producto escalar del vectorq(ǫ) con la secuenciaa será máximo para
aquel vectorq(ǫ) que tenga norma máxima. Esta afirmación, que se puede demostrar ana-
líticamente de una forma sencilla, resulta fácilmente comprensible si consideramos que los
sucesivos símbolos son independientes entre sí, siguen la misma distribución ytienen media
cero. De este modo, no hay ninguna dirección preferente en el conjuntode vectoresa, con
lo que la maximización del producto escalar anterior promediado sobre todosellos se redu-
ce a maximizar la energía de los valores muestreados a periodo de símbolo. En definitiva,
la función a maximizar se corresponde con la energía de la secuencia a la salida del filtro
adaptado muestreada a periodo de símbolo:

L(ǫ) =
N−1∑

n=0

|q(nT + ǫT )|2 (11.116)

11.C. CICLOESTACIONARIEDAD Y SINCRONIZACIÓN

Una señal PAM es un proceso cicloestacionario (Capítulos 3 y 5) y, por tanto, sus esta-
dísticos son funciones periódicas. Así, la señal PAM de la forma

q(t) =
∑

n

A[n]p(t− nT − ǫ0T ) (11.117)

tiene un valor cuadrático medio instantáneo periódico que, como tal, admite un desarrollo
en serie de Fourier:

E
{
|q(t)|2

}
=

∞∑

k=−∞
cke

j 2π
T

kt (11.118)

Vamos a suponer que no hay error de frecuencia; en el siguiente apartado abordaremos esta
cuestión. Igualmente, por claridad en la exposición, no incluimos el ruido aditivo estaciona-
rio, dado que no altera el carácter cicloestacionario de la señal. En un proceso estacionario
tendríamos que el valor cuadrático medio es invariante con el tiempo. En el caso que nos
ocupa, tenemos que si los símbolos son independientes, podemos escribir

E
{
|q(t)|2

}
= E

{∑

n

A[n]p(t− nT − ǫ0T )
∑

m

A∗[m]p∗(t−mT − ǫ0T )
}

=
∑

n

∑

m

E {A[n]A∗[m]} p(t− nT − ǫ0T )p∗(t−mT − ǫ0T )

= Es

∑

n

|p(t− nT − ǫ0T )|2 (11.119)

dondeEs = E{|A[n]|2} es la energía media por símbolo que, sin pérdida de generalidad,
vamos a suponer igual a uno a partir de este momento. El último sumatorio de la expre-
sión anterior permite comprobar la periodicidad con periodoT del valor cuadrático medio
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instantáneo a través de un simple cambio de variable. Por tanto, estamos en disposición de
calcular los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier:

ck =
1

T

∫

T
E
{
|q(t)|2

}
e−j 2π

T
ktdt =

1

T

∫

T

[∑

n

|p(t− nT − ǫ0T )|2
]
e−j 2π

T
ktdt

(11.120)
En el Problema P11.6 se calculan dichos coeficientes, y se demuestra que si p(t) no presenta
contenido espectral por encima de2π/T rad/s, como es el caso de los pulsos en coseno
alzado, únicamente los coeficientesc−1, c0, c1, correspondientes a las frecuencias−2π/T, 0
y 2π/T respectivamente, serán distintos de cero. Obsérvese que el ancho debanda del ruido,
si este se incluye en el análisis, coincide con el de la señal una vez que ambos han atravesado
el filtro receptor. Por tanto, la expansión anterior se reduce a

E
{
|q(t)|2

}
= c0 + 2Re

{
c1e

j 2π
T

t
}

(11.121)

En consecuencia, el valor cuadrático medio instantáneo del proceso cicloestacionarioq(t)
tiene una componente continua, la única en el caso de un proceso estacionario, junto con
una variación sinusoidal de periodoT . Ambas componentes contienen información de in-
terés para las labores de sincronización. Así, las magnitudes dec0 y c1 están relacionadas
con el desplazamiento en frecuencia del pulso recibido a la entrada del filtro f(t) (véase el
siguiente apéndice). Por otro lado, en el Problema P11.6 se comprueba que c0 es indepen-
diente deǫ0, mientras que la fase dec1 sí depende de la fase temporalǫ0. Estas afirmaciones
son ciertas para un número de símbolos suficientemente elevado, para el cual la función de
coste en (11.116), obtenida con el criterio de máxima verosimilitud, se puede aproximar del
siguiente modo:

N−1∑

n=0

|q(nT + ǫT )|2 ≈
N−1∑

n=0

E
{
|q(nT + ǫT )|2

}
=

N−1∑

n=0

[
c0 + 2Re

{
c1e

j
2π(nT+ǫT )

T

}]

= Nc0 + 2Re
{
Nc1e

j2πǫ
} .
= d0 + 2Re

{
d1e

j2πǫ
}

(11.122)

cuya maximización proporciona el estimador ML deǫ0:

ǫ̂ = − 1

2π
∢c1 (11.123)

El coeficientec1 (o equivalentemented1) debe ser necesariamente estimado, dado que no
disponemos deE{|q(t)|2} en (11.120). Para su cálculo, podemos sustituir en (11.120) la
integral por un sumatorio a partir de las muestrasq(kTs), mientras que la esperanza se
aproxima por un promedio temporal, dado el carácter periódico de la misma:

d1 =
1

T

∫

T
NE

{
|q(t)|2

}
e−j2πt/Tdt ≈ 1

T

∫ T

0

N−1∑

n=0

|q(t+ nT )|2e−j2πt/Tdt

=
N−1∑

n=0

[
1

Ns

Ns−1∑

k=0

|q((nNs + k)Ts)|2e−j 2π
Ns

k

]
(11.124)

dondeNs = T/Ts es el número de muestras por símbolo tomadas de forma asíncrona.
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El caso más general es aquél en el que incluimos un desplazamiento de frecuenciaω0

sobre la señal recibida, el cual se intenta estimar en el receptor junto conel resto de paráme-
tros. La nueva función de coste surgida del criterio ML es una extensiónde la obtenida en
el Apéndice 11.B, en concreto

N−1∑

n=0

|q(nT + ǫT, ω)|2 (11.125)

doneq(t) es de nuevo la señal modulada linealmente de (11.117), con un pulso básicoque
esta vez se puede escribir como

p(t, ω)
.
=
(
ej(ω0−ω)tgr(t)

)
∗ f(t) (11.126)

Se pueden repetir por tanto las consideraciones del apéndice anterior,teniendo en cuenta
que los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier, a través de su relación con el pulso
p(t), dependerán también deω; nos referiremos a ellos por tanto comock(ω). Pasamos en
consecuencia a plantear de nuevo la aproximación a la función de coste obtenida con el
criterio ML:

N−1∑

n=0

|q(nT + ǫT, ω)|2 ≈
N−1∑

n=0

E
{
|q(nT + ǫT, ω)|2

}

=
N−1∑

n=0

[
c0(ω) + 2Re

{
c1(ω)e

j
2π(nT+ǫT )

T

}]
= Nc0(ω) + 2Re

{
Nc1(ω)e

j2πǫ
}

(11.127)

El desplazamiento de frecuenciaω influye en ambos términosc0(ω) y c1(ω), aunque para
desacoplar la estimación de la frecuencia y del instante de muestreo se puede utilizar por
simplicidad únicamentec0(ω). Para ello, si suponemosf(t) = g∗r (−t), empleando (11.120)
y (11.126) podemos escribir

c0(ω) =
1

T

∫ ∞

−∞
|p(t, ω)|2dt = 1

T

1

2π

∫ ∞

−∞
|Gr(j(Ω + ω − ω0))G

∗
r(jΩ)|2dΩ (11.128)

donde hemos usado el teorema de Rayleigh y la Expresión (11.126) dep(t, ω). El coeficiente
c0(ω) presenta un máximo enω = ω0, como se demuestra en el Apartado 11.6.1. Con
efectos prácticos, podemos estimarc0(ω) de la siguiente forma:

c0(ω) =
1

T

∫

T
E{|q(t, ω)|2}dt ≈ 1

Ns

1

N

Ns(N−1)∑

k=0

|q(kTs, ω)|2 (11.129)

es decir, se estima a partir de la energía de la salida de los filtros adaptados a las diferentes
versiones desplazadas en frecuencia de la entrada. Si definimosL(ω)

.
= c0(ω)NsN obtene-

mos (11.67). Con el fin de obtener un esquema realimentado, debemos utilizarsu derivada
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como término de error. Sea, por tanto,

∂

∂ω
L(ω) =

∂

∂ω

Ns(N−1)∑

k=0

|q(kTs, ω)|2 = 2

Ns(N−1)∑

k=0

Re
{
q(kTs, ω)

∂

∂ω
q∗(kTs, ω)

}

(11.130)
donde, a partir de la Expresión (11.66), tenemos que

∂

∂ω
q∗(kTs, ω) =

∞∑

m=−∞
r∗(mTs)e

jωmTsjmTsf
∗(kTs −mTs) (11.131)

y, por tanto, ∂∂ω
∑Ns(N−1)

k=0 |q(kTs, ω)|2 se puede escribir como

2

Ns(N−1)∑

k=0

Re
{
q(kTs, ω)

∑

m

r∗(mTs)e
jωmTsj(mTs − kTs + kTs)f

∗(kTs −mTs)
}

= 2

Ns(N−1)∑

k=0

Re
{
q(kTs, ω)

∑

m

r∗(mTs)e
jωmTs(−j)(kTs −mTs)f∗(kTs −mTs)

}

+ 2

Ns(N−1)∑

k=0

Re
{
q(kTs, ω)

∑

m

r∗(mTs)e
jωmTsjkTsf

∗(kTs −mTs)
}

= 2

Ns(N−1)∑

k=0

Re
{
q(kTs, ω)

∑

m

r∗(mTs)e
jωmTs(−j)(kTs −mTs)f∗(kTs −mTs)

}

+ 2

Ns(N−1)∑

k=0

Re {q(kTs, ω)jkTsq∗(kTs, ω)}

En la última expresión es fácil comprobar que el segundo término es cero, mientras que en el
primero aparece el filtrado de la secuenciar(kTs)e

−jωkTs por parte del filtro cuya respuesta
en frecuencia es la derivada de la correspondiente respuesta del filtro adaptado. Por tanto, si
denominamos a la salida de este último filtroqd(kTs, ω), concluimos finalmente que

∂

∂ω

Ns(N−1)∑

k=0

|q(kTs, ω)|2 = −2
Ns(N−1)∑

k=0

Re {q(kTs, ω)q∗d(kTs, ω)} (11.132)
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