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Electricidad y magnetismo

Frente a la tradicion debemos tener un comportamiento
que la conserve en la conciencia, sin doblegarnos ante ella.
La tradicién debe ser protegida de la desaparicion,

pero debemos separarnos de su mitica autoridad.

Th. W. Adorno, Tesis sobre la tradicion

Presentacion

Este es un curso sobre electricidad y magnetismo clasicos. Quien estudia y
profundiza la teoria tiene oportunidad de adquirir conocimientos muy finos
y una gran claridad de conceptos. Un experimentador emplea la teoria
del electromagnetismo clasico y conoce bastante de sus aproximaciones.
Sabemos que la naturaleza, la materia, es mucho més complicada de lo que
describen las teorias clasicas. Entonces, jpara qué dedicarle tiempo a estas?
Una buena justificacién para el estudio de una teoria clasica es precisamente
que se puede considerar como un ejercicio en la construcciéon de una teoria
y en las modificaciones que le introducen para poderla emplear en casos
mds complejos; aunque no solo es un ejercicio, la teoria que nos va a ocupar
es eminentemente préctica.

La fisica experimental emplea la teoria clasica de la electricidad y el mag-
netismo de muchas maneras; por ejemplo, se construyen y emplean electro-
imanes, también sistemas para formar haces de electrones o iones (llamados
cafiones). Se han construido sistemas magnéticos y eléctricos para enfocar
o desviar esos haces en lo que se llama optica electronica. En las univer-
sidades se ha trabajado en la construccién de fuentes de muy alta tension
y su aplicacion en sistemas practicos, incluido el estudio de la electricidad
atmosférica. Se ha adquirido una vasta experiencia que puede servir a los
nuevos estudiosos de la fisica. Nuestra sociedad moderna estd basada en
el dominio de la electricidad y el magnetismo y practicamente lo damos
por garantizado. Para ilustrarlo, basta recordar qué graves inconvenientes
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surgen cuando se interrumpe el suministro de la energia eléctrica. El fun-
cionamiento de los seres vivos muestra que los fenémenos eléctricos estan
en la base de todo lo que percibimos.

Una de las fallas que se puede encontrar en la ensenanza de la fisica y,
claro esta, en los textos empleados, es una actitud que podriamos llamar
“ritualizacién”. La fisica, y para nuestro propésito el electromagnetismo, se
presenta como la verdad, como una serie de conocimientos seguros, mate-
matizados e inconmovibles. Con este curso se intenta ofrecer una vision del
electromagnetismo como una representacion viva de situaciones experimen-
tales: es muy cierto que la matematizacion es esencial y, de hecho, el grado
de abstraccion logrado en nuestro tema es muy alto, pero no olvidemos sus
origenes.

El presente texto no pretende responder todas las preguntas posibles: pro-
bablemente es imposible lograrlo. Si se busca provocar preguntas pero, sobre
todo, se trata de lograr que los estudiantes fortalezcan su capacidad para:

e Tomar y trabajar informaciones concretas.

e Representarse los érdenes de magnitud de las cantidades fisicas

trabajadas.
e Formular argumentos adecuados.
e Comprender y criticar un discurso especializado.
e Juzgar y criticar los desarrollos y conocimientos de las ciencias naturales.

e Reconocer, observar y explicar fendmenos electromagnéticos en su

entorno cotidiano.

e Aplicar sus conocimientos en la accién sobre su ambiente.

Para el logro de estos objetivos proponemos actividades de reflexién, ejer-
cicios y actividades practicas en los diferentes capitulos.

El electromagnetismo es, sin duda, muy rico en ecuaciones; es necesario
conocerlas y manejarlas y saber aplicarlas para resolver problemas. Pero
no es menos cierto que las bases experimentales estan expresadas en esa
matematizacién; tampoco es menos cierto que la verdad del electromagne-
tismo esta atin ahora, a comienzos del siglo XXI, en debate y que podriamos
estar muy cerca de un “cambio de paradigmas”, de acuerdo con la expre-
sion de Kuhn'. Una presentacién viva de la teorfa podria muy bien ser

L' T. Kuhn, La estructura de las revoluciones cientificas (1962) . Ver, por ejemplo,
http://www.des.emory.edu/mfp/Kuhn.html para un resumen.
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mds interesante para un estudiante: se esta participando en un proceso de
construccion y en una aventura intelectual de alcance global, en el mejor
sentido del término. Se deberia lograr que la abundancia de ecuaciones y
la destreza operacional necesaria para manejarlas no se conviertan en un
oscurecimiento de la realidad palpable en las situaciones fisicas.

Newton propuso una estructura para la construccién de una teoria fisica:
a partir de situaciones experimentales se realiza un proceso de induccién
para enunciar los axiomas de la teoria. Por supuesto, es imprescindible una
etapa previa de definicién cuidadosa de los términos que se van a emplear
en la teoria.

Luego de las etapas anteriores, se buscan reglas para la clase de enunciados
y de razonamientos que se consideraran validos en el desarrollo de la teoria,
mediante el uso del lenguaje técnico para manejar los conceptos. Finalmen-
te se podran emplear los resultados deducidos de los axiomas, empleando
las reglas y el lenguaje, para compararlos con los resultados cualificados
e interpretados de situaciones experimentales nuevas; por una parte, para
buscar apoyo y confirmacién (o lo contrario) para la teoria; para predecir
nuevos fenémenos o relaciones entre fendmenos. Importante en todo este
proceso es una “vocacién practica” de la teoria. No se desarrolla la teoria a
partir de axiomas totalmente arbitrarios, se desarrolla la teoria y se desa-
rrollan aplicaciones que pueden ser puestas a prueba por fisicos o técnicos
en situaciones similares en cualquier otro lugar o momento.

Tras mucho trabajo, la teoria del electromagnetismo clasico se ha basado
en cuatro ecuaciones que traducen en un lenguaje técnico, con las nece-
sarias definiciones, los resultados de cuatro situaciones experimentales. El
lenguaje matemético que se emplea también ha cambiado bastante desde
los desarrollos originales. Una de las variantes méas poderosas emplea el len-
guaje de las ecuaciones diferenciales parciales con vectores. En este curso
lo aplicaremos extensamente. El apéndice A se ocupa de una presentacion

bésica del temaZ2.

Es necesario mantener vigilancia sobre el uso del lenguaje empleado. Aun-
que la fisica y todas las ciencias naturales pretenden ser consistentes en el
uso técnico de las palabras, el lenguaje esconde todavia muchas trampas.
En muchas obras cientificas y no cientificas podemos encontrar trampas
similares.

2 Se encuentra una extensa coleccién de ejercicios elementales resueltos, en espanol,
en la pagina www.selectividad.profes.net
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En electromagnetismo hay palabras que no se han depurado de sus origenes.
Es el caso de la palabra “fuerza”’ que se emplea en contextos diferentes al
definido en mecanica; el caso de la palabra “induccién”, que tiene varios
significados diferentes. Quien se aproxima al estudio de esta rama de la fisica
debe tener simplemente precaucion y, si es del caso, buscar la clarificacién
del significado de una palabra dentro de un contexto. Quienes trabajamos
desde hace algtin tiempo en estos campos, también conservamos muchas
de esas confusiones en nuestro lenguaje. El estudiante debera considerar
muchas expresiones como una forma coloquial de expresarse. Habra que
allanar, a su debido tiempo, las dificultades que puedan ocasionar.

En este curso emplearemos el sistema internacional de medidas (SI), aunque
hay otros sistemas de uso frecuente en la fisica, sobre todo en los desarrollos
tedricos. A pesar de las desventajas que puedan atribuirse al SI, parece
conveniente que una primera aproximacién a una teoria compleja se realice
con un solo sistema de unidades; cuando se tengan mas firmes y claros los
conceptos, se podria pasar a emplear otros sistemas de unidades, de acuerdo
con las necesidades.

He tratado de criticar y eliminar errores presentes en muchos documentos;
no puedo asegurar que no haya introducido algunos errores propios. Pero
confio en el espiritu critico de mis lectores, en su capacidad analitica y en
un sano escepticismo, necesario en todo estudiante —estudioso— de las cien-
cias. No se estd exponiendo una doctrina infalible, sino una teoria que se
construyo —socialmente—; se estd argumentando: si el argumento no es con-
vincente, debe rechazarse. Recordemos que el lema de la Royal Society, a
la que pertenecié Newton, traducido del latin, expresa que nadie esta obli-
gado a jurar sobre las palabras de los maestros. Los maestros seguramente
intentan —o intentamos— obrar honradamente, pero ;hay alguien exento de
equivocarse?

En este contexto resulta interesante recordar uno de los dialogos entre maes-
tro y aprendiz en la novela de Umberto Eco EI nombre de la rosa:

Pero entonces —me atrevi a comentar— atin estais lejos de la solucion...
Estoy muy cerca, pero no sé de cual.

. O sea que no tenéis una unica respuesta para vuestras preguntas?

Si la tuviera, Adso, ensenaria teologia en Paris.

. En Paris siempre tienen la respuesta verdadera?

Nunca, pero estan muy seguros de sus errores.
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.Y vos? —dije con infantil impertinencia—. ;Nunca cometéis errores?

A menudo —respondié—. Pero en lugar de concebir uno solo, imagino mu-
chos, para no convertirme en el esclavo de ninguno.

El lector encontrara en este libro una exposicién del paradigma clasico, es
decir la vieja historia, un tanto eurocentrista, necesaria para explicar mu-
chos fenémenos experimentales y aun para predecir nuevos comportamien-
tos (todavia aparecen muchos articulos, en revistas de renombre mundial,
con desarrollos basados en ese paradigma). Pero se mostrard cémo la cons-
truccién de esa solucién a muchos problemas no deja de tener dificultades
logicas y experimentales.

Se dice que un libro se escribe sobre la base de otros; eso es aiin mas cierto
en el caso de un libro de texto. Es claro que los libros con los que aprendimos
tienen gran influencia a la hora de escribir. Sin tratar de mencionar todos, se
puede afirmar que, de los facilmente accesibles, aun cuando no se comparta
completamente el punto de vista, serda interesante echar una ojeada a:

e R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Phy-
sics, Addison Wesley, 1964, volumen 2.

e D.J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, Prentice Hall, 1989.
e E. Purcell, Electricity and Magnetism, McGraw Hill, 1984.

e M.H. Shamos, Great Experiments in Physics, Dover, 1987.

Una serie de libros ha influido poderosamente sobre el autor de estas lineas;
el autor de esa serie es uno de los méas interesantes teéricos de comienzos
del siglo XX. Son interesantes por su tratamiento de la teoria que se une
cuidadosamente con la discusion de los experimentos; para nuestro tema y
para otros se puede recomendar la consulta de:

e A. Sommerfeld, Lectures on Theoretical Physics, traduccién y reedicion
Academic Press, 1964, volumen 3 (Electrodynamics).

y para la matematica:

e P. Morse y H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics, McGraw-Hill,
1953.






Precisiones iniciales

1.1. La electricidad

Nos apoyaremos en muchos documentos que aparecen en la internet. Kl
lado positivo de esa red es que ofrece una manera de mantenerse informado
en la actualidad, en la “accién”. Uno de los negativos es que la terminologia
empleada puede estar dirigida a un conjunto de lectores de un nivel que
no exige gran precision en los conceptos. Es asi como se encuentran afir-
maciones como “la electricidad se mueve” o “las baterias convierten energia
quimica en electricidad”. Se emplea la palabra electricidad con el significado
de una sustancia. Sobre eso va la primera advertencia.

Emplearemos la palabra “electricidad” con un sentido muy diferente; es una
teoria —y una practica, claro estd— acerca de una clase de fenémenos. Tam-
bién emplearemos la palabra “magnetismo” con el sentido de una teoria —y
una practica— sobre otro conjunto de fenémenos. Cuando hayamos justifica-
do la unién de las dos, sobre la base de que tienen como origen fisico comun
las cargas eléctricas, emplearemos también la palabra “electromagnetismo”
como una teorfa. Le asignaremos, ademas, la cualificacién “clasico”, para
limitarnos a los desarrollos anteriores a la mecanica de lo microscépico, la
teoria cudntica.

1.2. La carga eléctrica

Una de las discusiones necesarias antes de emprender el trabajo es sobre la
“carga eléctrica”. Durante anos muchas experiencias se realizaron y de ellas
se extrajeron varias conclusiones que ain aceptamos.
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En primer lugar, que algunos objetos pueden “cargarse”, como se decia anti-
guamente. En realidad se puede comprobar que algunos objetos en contac-
to, o ligeramente frotados entre si, muestran comportamientos nuevos; por
ejemplo, pueden atraerse entre si —con fuerzas diferentes de la gravitatoria—
o atraer objetos livianos —incluso objetos que no estan “cargados”; suelen
ser de materiales como vidrio, plésticos, resina. Otros cuerpos, sobre todo
los metales, tienen ademés la propiedad de propagar esa “carga”. Con base
en estas observaciones se construyeron maquinas que podian “cargar” por
rozamiento: las llamamos maquinas electrostaticas. Fueron tutiles para rea-
lizar muchos experimentos, pero su funcionamiento no solo es peligroso sino
poco confiable. Sirvieron, de todas maneras, para plantear la hipdtesis de
que la “carga eléctrica” existe en dos variedades.

No solo por frotamiento se “cargan” los objetos: se puede comprobar que
mediante ciertos dispositivos quimicos (que fueron bautizados elementos
galvénicos o pilas voltdicas), se puede trabajar en forma mucho més con-
fiable. En los grabados que muestran los laboratorios de experimentacion,
como los de Faraday o los de la Royal Society, ocupa un lugar importante
un dispositivo formado por muchos “pares de placas”, que eran las maquinas
empleadas para producir los fenémenos que se estudiaban.

Los dispositivos para “cargar” funcionaron de manera muy empirica. Se
construyeron siguiendo reglas practicas, pero sin conocimiento basico. En
realidad una explicacion “de primeros principios” acerca de cémo funcionan
ambos tipos de maquinas tuvo que esperar hasta avanzado el siglo XX,
con el desarrollo de la teoria cuantica. Tendremos también que dejar para
més tarde una profundizacién en como funcionan; ellos superan el alcance
de este libro. Para nuestros fines consideraremos esas méaquinas como los
elementos, las maquinas capaces de suministrar energia suficiente a nuestro
sistema experimental, para lograr separar las cargas positivas de las cargas
negativas. Una precaucién es necesaria: muchos textos se refieren a estas
méquinas como “generadores de carga”, aunque afirmar que la carga se ge-
nera es una falacia. El estudiante atento podria tomar esa expresién como
una metafora con el significado de “generador de desequilibrios eléctricos”,
por ejemplo. Esas maquinas convierten energia (mecénica, quimica, lumi-
nosa) en energia suministrada a las cargas eléctricas que ya estdn en los
cuerpos. Todos los efectos que estudiaremos se basan en esta conversion
de energia. A esos dispositivos los llamaremos baterias eléctricas o sim-
plemente baterias; varios textos los denominan pilas eléctricas y reservan
la primera denominacion a los elementos recargables, o acumuladores. Se
trata de una decisién que no parece esencial, pero debe ser consciente.
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La que llamaremos carga eléctrica es una propiedad intrinseca de la materia,
no tiene que generarse. En realidad los cuerpos, todos los cuerpos, poseen,
todo el tiempo, cargas eléctricas. Ya desde el siglo XVIII, los experimentos
han mostrado que hay dos tipos de carga eléctrica. Desde finales del siglo
XIX se comprobo experimentalmente que los “4tomos” tienen partes que se
pueden separar, realizando trabajo sobre ellas. Tales partes, o mejor “par-
ticulas” (porque son pequenas), pueden clasificarse en algunas que llevan
“carga positiva” y que identificamos por su comportamiento diferente de
otras que llevan “carga negativa”. Actualmente identificamos las primeras,
por ejemplo, con los llamados iones positivos (o con los positrones) y las
segundas con los iones negativos o con los electrones.

La carga eléctrica es una propiedad de los cuerpos; insistiremos, no exis-
te carga eléctrica sin masa: en los cuerpos hay particulas con masa y con
carga. Las particulas que tienen masa y carga son llamadas “portadoras de
carga” en ciertos contextos. Todo esto se ha confirmado experimentalmen-
te. También se ha comprobado que la carga esta “cuantizada”; esto quiere
decir que se podran encontrar cuerpos con multiplos enteros de una unidad
de carga, ya sea positiva o negatival. Los cuerpos que no muestran estar
cargados y llamaremos “eléctricamente neutros”, también tienen un enor-
me numero de cargas, solo que hay un balance con tantas cargas positivas
como negativas. Los fendmenos “eléctricos” se observan en realidad en las
acciones entre cuerpos con un desbalance en la carga. Pero desbalances re-
lativamente muy pequenos, de mucho menos que el 1% en el ntimero de
cargas desbalanceadas, relativas al nimero total de cargas existentes.

Se han encontrado procesos, sobre todo relacionados con la fisica de los
nucleos atémicos, en los cuales hay “creacién” y “destruccién” de particulas
cargadas, pero siempre conservando la carga neta: si aparece o desaparece
una particula con carga positiva, aparece o desaparece también una parti-
cula con carga negativa. Aparentemente, la carga eléctrica se conserva. Se
planteard una ecuacién que expresa esta “conservacion de la carga”.

La teoria que se desarrollard supone que los cuerpos tienen densidades de
carga por unidad de longitud, de drea o de volumen, y que esas densidades
varian de manera continua. En realidad, los objetos macroscépicos cargados
en los que se observan habitualmente los fenémenos eléctricos tienen tan
gran nimero de portadoras de carga (del orden de 10%? 0 més) que podremos
esperar que las variaciones del nimero de portadoras de carga se vean como
fenémenos casi continuos.

! Los fisicos tedricos han buscado una explicacién a esta cuantizacién de la carga; es
parte de un debate que se mencionara posteriormente.
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1.3. La corriente eléctrica

Llamaremos corrientes eléctricas a los movimientos netos de particulas por-
tadoras de carga. Muchos efectos de “la electricidad” son manifestaciones
de este movimiento. En realidad cuando dos cuerpos “se cargan” por fro-
tamiento o por contacto, hay movimiento de portadoras. Muchos textos
emplean la expresién “transporte de carga’™.

Un lector atento podria formular muchas preguntas, como las siguientes.
Por qué se mueven las portadoras? Lo més frecuente es que exista un
agente externo —como una bateria que suministra energia— que “ocasiona”
el movimiento. ;Qué clase de particulas se mueven para constituir una co-
rriente eléctrica? Depende del cuerpo que esté “conduciendo la electricidad”.
En el caso de los metales, los electrones son mucho méas moviles y, practica-
mente, son los tinicos que se mueven®. En una solucién acuosa, como en un
tanque de electroformado, hay iones positivos y negativos que se mueven en
direcciones opuestas. Algo similar ocurre en una ldmpara fluorescente: en su
interior se mueven iones y electrones en direcciones opuestas, con velocida-
des muy diferentes, debido a sus muy diferentes masas. ;Qué tan rdpido se
mueven esas portadoras de carga? Existe un rango enorme de velocidades:
en un alambre de cobre de seccién 0,5 mm? que lleve? una corriente de 5
amperios, los electrones se mueven en forma errdtica, pero con un promedio
de rapidez de 1 mm/s. En el tubo de un monitor de computador pueden ir
a 1/10 de la velocidad de la luz; en un moderno microscopio electrénico, a
mds de la mitad de la velocidad de la luz.

En una situacién concreta puede haber diferentes tipos de portadoras de
carga en movimiento. Un ejemplo sencillo es un circuito formado por una
“bateria”, un par de alambres de cobre y un bombillo. Cuando se conectan
y el bombillo brilla, en el cobre y en el bombillo se mueven electrones; se
dice que el flujo de carga es un flujo de electrones. En la bateria, llena de
electrolitos, la corriente eléctrica representa el movimiento de iones entre
sus electrodos de conexién con el exterior —antiguamente se les llamaba
“placas”™. Pero en la bateria jno fluyen electrones! Los iones negativos fluyen
en una direccion y los positivos en la contraria.

Se ha definido un sentido positivo de la corriente, por razones puramen-
te histéricas, como el sentido de movimiento de las portadoras de carga

2 Se recomienda consultar la pagina de wikipedia.org sobre el tema corriente eléctrica.

3 Un lector atento podra preguntar por la evidencia experimental para la presencia
de electrones en los cuerpos metalicos. Més tarde se presentara esta evidencia.

4 Tendremos ocasién de aclarar qué significa esto. Por ahora bastara decir que estamos
tomando valores “normales” para encontrar estos valores estimados.
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positivas. Eso significa que las portadoras negativas se mueven en el senti-
do opuesto al sentido convencional de la corriente. Esta convencién causa
no pocas dificultades al estudiante, pero es la convencién valida en la ac-
tualidad.

Otras preguntas de un lector atento podrian ser ;Y cémo sabemos qué clase
de portadoras de carga se mueven en cada situacién? Para algunos propé-
sitos solo importa el movimiento de cargas, no de qué clase son. ;Todos
los electrones son iguales? Mas adelante se ofreceran argumentos acerca de
que los electrones que chocan con la pantalla de un monitor de televisién,
los que se mueven por los alambres en las lineas de alta tensién —del sumi-
nistro de energia— son la misma clase de particulas, por ejemplo. Se puede
argumentar que algunas portadoras de carga que se mueven en un rayo y
en un tubo de descarga luminosa son de igual naturaleza; se puede mostrar
experimentalmente que los electrones en un rayo, en una maquina electros-
tatica y en la corriente que circula en un circuito o en un impulso nervioso
son de igual naturaleza.

1.4. Temas para discusién

e Las dos variedades de particulas eléctricas reconocidas hoy, en forma
astuta se designan positiva y negativa, porque actian como opuestas.
La suma de una variedad de carga a la otra parecia dar una carga cero.
. Cémo se puede estar seguro(a) de que solo hay dos variedades? [Ayuda:
considere el efecto de llevar primero una variedad de carga a un cuerpo
v luego otra; jdependeria el resultado del orden en que se realicen estos
procesos?] Si hubieran, por ejemplo, tres tipos de carga que funcionaran
como los colores primarios —que en adicién adecuada dan iluminacién
blanca—, jcomo se podria mostrar que esa es la realidad?

e Se menciona en el texto que los electrones se mueven en un metal con
una velocidad pequena. Pero cuando se conecta un bombillo con una
pila eléctrica, por medio de dos alambres de metal, el metal dentro del
bombillo se enciende y emite luz “instantdaneamente”. ; Céomo se podria
explicar esto?
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1.5. Actividades practicas

Sugeriremos la realizacién de experiencias sencillas con el objeto de incen-
tivar la comprension de los conceptos discutidos. Para el tema presente son
éstas.

e Una experiencia que requiere un minimo de instrumentos: un frasco cilin-
drico de vidrio de unos 10 o 15 cm de altura, limpio, y un rincén de dos
paredes —que deben estar recubiertas con estuco: no funciona si son de
ladrillo—. El frasco, con su eje vertical, se oprime contra el rincén y, mante-
niéndolo asi, se desliza hacia arriba. Con precaucion se suelta —puede que
caiga: la gravedad aun actia sobre él-. Si todo va bien, podria quedarse
“pegado” a la pared, al menos por algin tiempo. ;Cémo se explica que
el frasco esté “pegado”? ; Como se explica que el efecto se encuentra para
algunas combinaciones de materiales —frasco y pared— y no para otros?
;,Cuanto tiempo dura el efecto? ;Qué condiciones ambientales favorecen
su aparicion?

e También es muy notorio el efecto que un trozo de pldstico, como una
cuchara “desechable”, frotado con pano, tiene sobre un chorro delgado de
agua. Observe este efecto; es importante que el chorro sea muy delgado:
puede regularse el flujo de salida de una llave de agua hasta que deja de
gotear y se ve un chorro continuo. Se acerca ahora la cuchara frotada a
unos 3 cm por debajo de la boca de la llave y tan cerca como se pueda del
chorro, sin interrumpirlo. ;Se desvia el chorro de la vertical? ;Qué tanto?
i Podria calcularse la fuerza centripeta que actiia sobre una porcién de
agua que fluye?

e Para completar la experiencia, si se toca ahora la cuchara con el pano
que se frotd y se acerca de nuevo al chorro de agua, jse mantiene el efecto
observado anteriormente? Se puede probar con otros materiales, como el
poliestireno inflado frotado con pano o con tela de algodén.

e Procure conservar un reporte de sus observaciones, para discutir los re-
sultados con otros y como futura referencia: eso hacen los fisicos profe-
sionales, no solo los experimentadores sino también los tedricos —es decir,
todos los que proponen cosas nuevas—.



Fuerzas eléctricas y campos
eléctricos

2.1. Introduccion

Durante siglos, la humanidad ha sido testigo de fenémenos eléctricos: con
seguridad nuestros antepasados observaron, asustados, las descargas atmos-
féricas!. Mucho maés tarde comenzé la realizacién de experimentos, la cual
se dificultaba cuando las tinicas maquinas capaces de separar cargas posi-
tivas y negativas por frotamiento eran las “méaquinas electrostaticas”. Tales
méquinas son poco confiables y su buen funcionamiento depende mucho de
condiciones externas que no son féaciles de controlar, como la humedad del
aire o la limpieza de los utensilios empleados por los experimentadores. Por
ello, la cuantificacion y la explicacion de los fenémenos eléctricos progresod
en forma muy lenta. Un enorme avance en la experimentacién se dié cuando,
tras experimentos como los de Galvani y Volta, se empezaron a emplear los
separadores de cargas que hoy denominamos “pilas”, o “baterias”, haciendo
un honor, sin saberlo, a los primeros y primitivos modelos empleados en la
experimentacion.

Hacia el final del siglo XVIII se dio una importante discusién acerca de
la naturaleza de la electricidad —o del “fuego eléctrico”, como se llamaba
entonces—. Parecia reinar un acuerdo general sobre que se trataba de un

! Las descargas atmosféricas son, todavia, motivo de investigacién. El lec-

tor interesado podrd consultar una abundante literatura; dos contribuciones mo-
dernas son FEl rayo, de H. Torres, Universidad Nacional de Colombia, 2002 y
el libro de Lars Wahlin, publicado en la internet por la empresa Colutron, en
http://www.colutron.com/download_files/chap6.pdf.
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fluido o dos, aunque no estaba bien definido. Sobre la base de esa interpre-
tacion, se inventaron, por ejemplo, “botellas de Leyden” para almacenarlo.
Se reconocia la posibilidad de colocar la materia en dos estados “de electri-
ficacién”, pero se debatia sobre si era la manifestacién de un exceso de dos
fluidos o al exceso o defecto de uno solo. El debate sobre las teorias de un
fluido o de dos puede ser histéricamente interesante, pero en la actualidad
tenemos teorias mucho mas explicitas acerca de la constitucién eléctrica
de la materia. Se reconocen dos tipos de cargas, denominadas, de manera
arbitraria pero conveniente, positivas y negativas.

Se atribuye el descubrimiento de dos clases de carga eléctrica a Charles
Francois du Fay, en 1733. Las designé vitrea (+) y resinosa (-). Debemos
la designacién empleada hoy a Benjamin Franklin quien, de manera entera-
mente arbitraria, les di la designaciéon de electricidad positiva y negativa al
exceso o al defecto de un solo fluido en un cuerpo. Para nuestros propdsitos,
esa concepcién no serd relevante. Solo nos interesa la valiosa terminologia
matematica.

Las cargas negativas se asocian a electrones, con pocas excepciones, y las
positivas con iones, igualmente con excepciones. Asi las cosas, se debe reco-
nocer que puede resultar conveniente referirse a las teorias modernas, pero
el electromagnetismo clasico es una teoria macroscopica acerca de la ma-
teria y sus conclusiones no dependen en una manera fundamental de una
imagen sobre la constitucién microscépica de la materia.

Volvamos a los primeros experimentos, o al menos a los primeros que fueron
publicados, en los cuales se intenté cuantificar las interacciones eléctricas.
Varios investigadores habian llegado a resultados similares, pero la falta de
difusion impidié que sus experimentos fueran conocidos a su debido tiempo.

2.2. Los experimentos de Coulomb

Entre los anos 1785 y 1787, el fisico francés Charles Augustin de Coulomb
realizé una serie de experimentos con cargas eléctricas y finalmente propuso
lo que conocemos en la actualidad como Ley de Coulomb.

Los experimentos fueron coronados con éxito mediante la construccién de
un aparato descrito en la compilacion de Shamos, Great Experiments in
Physics®. Consiste en un tubo ancho de vidrio de unos treinta centimetros
de diametro y treinta de altura, cerrado por arriba por medio de un disco
de vidrio que tiene una abertura cilindrica en el centro y otra hacia un lado.

2 Imagen del aparato en el Conservatoire d“Arts et Metiers, Paris.
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Sobre este disco se coloca un tubo de vidrio mas estrecho terminado en un
dispositivo que lleva colgado un alambre de plata. Este dispositivo permite
aplicar torsion al alambre y lleva un circulo dividido, para determinar el
angulo de torsion.

En el extremo inferior del alambre se coloca una barra de material no con-
ductor de la electricidad y, en los extremos de esta, un disco de papel refor-
zado y una esfera que serd uno de los cuerpos cargados en el experimento.
El segundo cuerpo, otra esfera también montada en una barra aislante, se
introduce en el equipo a través de la segunda abertura del disco de vidrio
(Figura 2.1).

F1GURA 2.1. Balanza de torsién de A. Coulomb

Los experimentos consistieron en cargar el segundo cuerpo por medio de un
generador electrostatico y tocar con él al primero, para repartir la carga por
igual. Una vez logrado esto, Coulomb observé que los dos cuerpos se repelian
y, aplicando torsion, acercé los dos cuerpos a distancias cada vez menores.
Claro estd, se habia calibrado el alambre como resorte de torsién en un
experimento anterior. A partir de los datos de distancia entre los cuerpos
cargados y la fuerza de torsion necesaria para mantenerlos a esa distancia,
Coulomb llegé a la conclusién de que dos cuerpos cargados igualmente se
repelen con fuerzas inversamente proporcionales a la distancia entre ellos.

Coulomb también intentd realizar experimentos con cuerpos de cargas de
diferente signo, pero, aunque tedricamente posibles, presentan dificultades
considerables; la evidencia no es tan concluyente.

A partir de esos resultados se realiza la induccién de una ley general. Aun-
que los experimentos se realizan con cuerpos de dimensiones pequenas, éstas
no son cero. Pero el axioma, la “Ley de Coulomb”; supone que si podria ha-
ber tales cuerpos de dimensiones cero, pero con carga. Es, por supuesto,
una idealizacion. Sobre esa base ideal se construye una teoria.
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De acuerdo con ella, la fuerza que actia entre dos cuerpos cargados, su-
puestos de dimensién cero, es decir entre “cargas puntuales”, tiene direcciéon
radial, es proporcional al valor de las dos cargas e inversamente proporcio-
nal al cuadrado de la distancia entre cuerpos cargados. Dos cargas eléctricas
del mismo signo se repelen y dos cargas de signo contrario se atraen.

FI1GURA 2.2. Geometria para la ley de Coulomb

Supongamos que dos cargas q1 y g2 estan localizadas en posiciones definidas
por los vectores 71 y 75 (Figura 2.2). La fuerza eléctrica que actia sobre la
segunda carga se puede describir como

= qg2 (M1 — 1)
Fy = R R 2.1

2 47T60|7?2—’I?1|3 ( )
Donde ¢y es una constante, llamada “permitividad del vacio”, que depende
de nuestro sistema de unidades.

€0 = 8,8542 x 107 12C2N~1m~2

Queda un problema sin resolver en la ecuacién y es la definicién de las
cargas eléctricas, con su unidad, el coulomb. Esta definicién debe esperar
a la definicién de unidad de intensidad de corriente eléctrica. Por ahora
solo mencionaremos que la carga eléctrica en el sistema de unidades MKSA
(metro, kilogramo, segundo, amperio) es una magnitud derivada, definida,
para el caso de corrientes eléctricas constantes, como la intensidad de co-
rriente multiplicada por el tiempo que la corriente fluye. En otras palabras,
1 coulomb = 1 amperio - segundo.

Las determinaciones experimentales, cuando se llevan a cabo con cuidado,
arrojan resultados que deben ser corregidos. Una correlacion directa entre
fuerza y distancia no esta de acuerdo con el exponente —2. Esto se debe,
principalmente, a que las cargas no estan realmente distribuidas en forma
uniforme. Cuando se realiza la correccién por este efecto, se recupera el
exponente —2, dentro de los limites de la incertidumbre experimental.
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2.3. Magnitud de las fuerzas

La ley de Coulomb y la ley de gravitacion de Newton aparecieron, histo-
ricamente, dentro de teorias que consideraban acciones a distancia entre
cuerpos, sin ningin elemento intermedio. Son fuerzas que varian como el
inverso del cuadrado de la distancia, que actiian sobre la linea que une las
dos masas o los dos cuerpos cargados, actiian en rangos de distancia muy
grandes, pero tienen magnitudes muy distintas. Recordemos que la fuer-
za de gravitacién ejercida por una masa, mj, sobre otra, ms, situadas en
posiciones definidas por los vectores 7 y 7 estd dada por

. 7 — 7
Fog = Gm1m2|(7;,21_ qflg (2.2)

Donde G es la constante de gravitacion, que en nuestro sistema de unidades
es
G =6,67262 x 107 "' Nkg~2m?

Si ahora queremos comparar las fuerzas eléctrica y gravitacional que actian
entre dos cuerpos cargados, debemos evaluar la expresion:

|ﬁe1éctrica| _ ﬂ q2 1

_ 2.3
mi1mo 47T6()G ( )

|Fgravitacional‘
En el caso de dos electrones, tendremos en cuenta que la relacién de carga
a masa es ¢/m = 1,759 x 101 Ckg~!, de manera que

| ﬁeléctrica |

=4,17 x 10*

| Fgravitacional

iEl resultado es un ntimero muy grande! Si tuviéramos que calcular la acele-
racién de un cuerpo al que se aplican dos fuerzas distintas, con una relacién
entre ellas de 10, seguramente ignorariamos el efecto de la mas pequefia.
Si aplicaramos esos razonamientos al movimiento de un sistema solar, se
esperaria que las fuerzas eléctricas predominaran; pero no es asi: la fuerza
que mantiene en 6rbita a nuestro planeta alrededor del Sol es precisamente
la despreciable fuerza gravitacional; asi mismo, es la fuerza que nos mantie-
ne sujetos a nuestra Tierra e impide que flotemos en el espacio. ;Cémo se
puede explicar que la gravitacion sea la fuerza predominante en el universo?

Para empezar a entender y resolver esa paradoja, debemos tomar en cuen-

ta que hay carga eléctrica “positiva” y “negativa”, mientras solo hay “masa

positiva”. Esto significa que las fuerzas gravitacionales son siempre acumu-

lativas; por el contrario, las fuerzas eléctricas pueden cancelarse unas con
) )

otras.
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Supongamos una situacion hipotética, con el universo comenzando con car-
gas eléctricas distribuidas al azar. Inicialmente podriamos esperar que las
fuerzas eléctricas predominen sobre las gravitatorias. Las fuerzas eléctricas
harian que las cargas positivas se sitien tan lejos unas de otras y tan cerca
como sea posible de las cargas negativas. Asi, cada carga positiva podria
encontrar una carga negativa hasta formar una pareja muy cercana. De
acuerdo con lo que sabemos, tan cerca como 1071 m (el tamafo de un ato-
mo). Las fuerzas eléctricas ejercidas por las dos cargas de cada par sobre
otras cargas se cancelan efectivamente, excepto para las més cercanas. Las
fuerzas eléctricas se cancelan para escalas de longitud mucho mas grandes
que el espacio entre pares de cargas. Serd posible que la gravedad predomi-
ne y se convierta en la tnica fuerza de largo alcance si el nimero de cargas
positivas en el universo es casi igual al nimero de cargas negativas. No
habria, practicamente, cargas sin su pareja (de signo contrario). Pero para
que se cancelen las fuerzas eléctricas de largo alcance, serd necesario que
la diferencia relativa entre los nimeros de cargas positivas y negativas sea
increiblemente pequena. La exactitud de ese equilibrio entre el nimero de
cargas es tan extrema, que la mayoria de los fisicos cree que la carga neta
en el universo es exactamente cero. Es tan importante ese equilibrio que se
ha postulado un principio de conservacion de la carga. Hasta el presente no
se ha encontrado ningin proceso que incluya la creacién o destruccion de
carga eléctrica neta (hay procesos en que aparecen o desaparecen cargas en
pares).

En suma, conocemos dos fuerzas de largo alcance en el universo: la fuerza
eléctrica y la gravitacional. La primera de ellas es mucho més intensa que
la primera, pero suele permanecer “oculta” dentro de atomos neutros. El
balance muy exacto de fuerzas positivas y negativas comienza a fallar a
escala atomica. En realidad, las fuerzas entre &tomos y entre moléculas son
de naturaleza eléctrica. Son eléctricas las fuerzas que impiden que nuestras
edificaciones sean inestables o las que permiten el funcionamiento biolégico
de los seres vivos a nivel molecular. Pero nuestro curso no tratara de ese
electromagnetismo a escala tan pequena, sino con el “electromagnetismo
clasico”, es decir a escalas mucho mayores. Aunque incursionaremos en el
campo de lo microscépico, de tanto en tanto.

En los fenémenos que describe el electromagnetismo clasico, la materia se
coloca en situaciones de no equilibrio, de modo que el ajuste de cargas
positivas y negativas se rompe. Esto permite que las fuerzas eléctricas se
manifiesten en situaciones macroscépicas. Por supuesto, se requiere muy po-
ca desviacion del equilibrio para lograr el desarrollo de fuerzas enormes. No
es casual que la mayoria de las maquinas y herramientas que la humanidad
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ha desarrollado durante el tltimo siglo, empleen de una u otra manera la
electricidad: las fuerzas y los efectos logrados son enormes.

Como ya se afirmd, las leyes de Newton y de Coulomb son ejemplos de
teorias llamadas de accion a distancia. Si uno de los cuerpos se cambia de
lugar, las ecuaciones (2.1) y (2.2) predicen que las fuerzas respectivas que
actian sobre el otro responden inmediatamente, para todas las distancias.
En especial, las fuerzas, que son iguales y opuestas, actiian sobre los dos
cuerpos cargados en todo tiempo. Pero cuando consideramos que la velo-
cidad a la que se transportan esos efectos no es infinita, el cambio en el
primer cuerpo no se nota en el segundo en forma inmediata, sino tras un
cierto retardo, que depende de la distancia. Un ejemplo imaginario y extre-
mo es considerar qué sucederia si uno de los cuerpos desaparece; durante un
cierto tiempo, el segundo seguird experimentando una fuerza gravitacional
o eléctrica como si el primer cuerpo aun estuviera en su posiciéon. Durante
ese tiempo, habria accién pero no reaccion, en desacuerdo con la tercera ley
de Newton. Existe un debate atin abierto acerca de este tema; lo inico que
afirmaremos, por el momento, es que las teorias clasicas no dan respuesta
completa a esta cuestion.

2.4. EIl campo eléctrico

Las teorias de accién a distancia no son compatibles con esta idea de pro-
pagacién de los efectos. La tercera ley de Newton esta ligada a la conser-
vacion de la cantidad de movimiento en el universo, que la mayoria de los
fisicos, basados en la experiencia, se resiste a abandonar. Para rescatar la
idea de conservacién de la cantidad de movimiento, podemos abandonar la
idea de accion a distancia y adoptar teorias de campo, en las que existiria
un medio, llamado campo que transmite las fuerzas de un cuerpo al otro.
En electromagnetismo se reconoceran dos campos, uno llamado eléctrico y
otro llamado magnético. Las interacciones electromagnéticas se transmiten
a través de esos campos, a la velocidad de la luz.

Los campos pueden transmitir energia y cantidad de movimiento. Esto sig-
nifica que aunque las acciones y reacciones actuan sobre dos cuerpos no
sean, en todo momento, exactamente iguales y opuestas, no hay violacién
de la conservacién de la cantidad de movimiento. En primera instancia,
podremos evitar algunos problemas de las teorias de acciéon a distancia,
considerando solo situaciones en las cuales nuestros sistemas fisicos alcan-
zaron un estado estacionario: las fuerzas ya no cambian en el tiempo.
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Veamos cémo se define un campo de fuerzas eléctricas. Consideremos que
tenemos N cargas, numeradas ¢ a qy, colocadas en posiciones dadas por
los vectores 71 a ry. Queremos medir la fuerza que estas cargas ejercen
sobre una carga de prueba. Experimentalmente se encontrara que las fuerzas
eléctricas disfrutan de la propiedad de superposicion: la fuerza eléctrica que
actua sobre la carga de prueba ¢, situada en una posicién 7, es simplemente
la suma vectorial de todas las fuerzas ejercidas sobre ella por cada una de
las N cargas tomadas como aisladas. Asi, la fuerza que actia sobre la carga
de prueba esta dada por

Fi)=q) 2 Lji (2.4)

Resulta conveniente definir un vector E(7), llamado el campo eléctrico, que
es la fuerza que se ejerceria sobre la carga de prueba de valor una unidad
(1 coulomb), situada en la posicién 7. La fuerza sobre otra carga ¢ serfa

F=qE

y el campo eléctrico estard dado por:

G0
E(F) = v AT 25
() pt deg |7 — 753 (2:5)

Las unidades son newton/coulomb para el campo eléctrico.

El campo eléctrico generado por una carga ¢, situada en el origen de coorde-
nadas, es puramente radial; si la carga que lo origina es positiva, apuntara
hacia afuera; si es negativa, apuntard hacia adentro. Tiene la magnitud:

q
ET(T)ZW

donde r = |7, la magnitud del vector posicién.
2.5. Lineas y tubos de fuerza

Algunos cientificos de finales del siglo XIX no se sentian del todo a gusto
con el concepto de accién a distancia. Faraday, el genio experimentador,

3 Pospondremos la discusién acerca de cémo se miden los campos eléctricos hasta
después de la discusion del potencial electrostatico. En principio seria posible medir
las fuerzas con medidores tan sensibles como la balanza de Coulomb, pero los métodos
practicos més empleados se basan en desarrollos tedricos posteriores.
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se sentia particularmente a disgusto con esa idea y preferia pensar en el
campo eléctrico en términos de una estructura o un medio que transporta
las fuerzas entre cargas.

Faraday imaginaba lineas cuyas tangentes en cada punto serian paralelas
al campo eléctrico en ese punto, con flechas en las lineas para marcar esta
direccion. Por ejemplo, el campo de una carga positiva aislada, lejos de
otras cargas, tiene lineas que salen en forma radial de la carga. En el caso
de una carga negativa, las lineas apuntan hacia la carga.

Tal definicién de las lineas de campo implica dos propiedades. La primera
es que, bajo condiciones estaticas, una linea debe comenzar en una carga
positiva y terminar en una negativa. La segunda es que dos lineas no se
pueden cruzar (jpor qué?).

FIGURA 2.3. Lineas de campo eléctrico

Las lineas de fuerza son una representacion ttil del campo electrostatico
(Figura 2.3). Su utilidad puede aumentarse introduciendo una restriccién
adicional. Imaginemos que se dibujan tubos de seccién variable, tales que
sus paredes son, en todas partes, paralelas a las lineas de fuerza. Las lineas
de fuerza no cruzan las paredes de los tubos. El espacio estaria lleno de
tales tubos: las secciones de los tubos se escogen de modo que el ntmero
de tubos por unidad de drea normal al campo en un punto del espacio es
igual a la magnitud del campo en ese punto.

Se puede demostrar que si el nimero de tubos por unidad de drea normal
al campo en un punto del espacio es igual a la magnitud del campo en ese
punto, lo mismo serd cierto para cualquier otro punto a lo largo del “eje”
del tubo. Asi los tubos tendrian una seccién pequena y estarian empacados
de manera compacta en regiones en que el valor del campo es alto. Por el
contrario, serfan pocos y tendrian una seccién grande en la cual el valor del
campo es pequeno. Nétese que en la teoria electromagnética nada requiere
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de la existencia de tales tubos, pero estos son una representacion que ayuda
a pensar en c6mo son los campos.

Es dificil dibujar tubos en un diagrama y se ha convertido en practica
hacer lineas que pasan por el eje del tubo, de modo que el campo se dibuja
como un nuimero discreto de lineas, comenzando en las cargas positivas y
terminando en las negativas.

/2N
7

E total

E,
SN

E,

FicuraA 2.4. Ejemplos de lineas de campo eléctrico

En la figura (2.4) se muestran algunos ejemplos de lineas “de campo”. La
figura habria que completarla con lineas que no se muestran saliendo del
plano del dibujo.

Debido a la definicién de estas lineas, a menudo se habla de la intensidad
de campo eléctrico en un lugar del espacio dado en términos del nimero de
lineas por unidad de area, a pesar de las dificultades 16gicas que surgen al
hablar de un nimero no entero de lineas por unidad de area.

2.6. Campos generados por colecciones de cargas

El campo eléctrico producido por una coleccién de cargas es el vector suma
de los campos producidos por cada una de las cargas. Los campos eléctricos
pueden superponerse de la misma manera que se superponen las fuerzas.

., Cémo se maneja el caso en que las cargas pueden considerarse ya no como
separadas, discretas, sino como una distribucién continua de carga? Prime-
ro, la carga estard representada por una densidad de carga, funcién de la
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posicién p(7). La carga eléctrica alrededor de un punto de vector posicién
7 serd p(7)d>7, donde d37 es el elemento de volumen en 7. Una extensién
simple del concepto de sumar campos producidos por cargas (2.5) nos lleva
al campo producido por una distribucién continua, dado por

. 1 (FF—7) 4
E(r) = 7)———=5d°T" 2.6
)= e | A= (26)
donde el volumen de integraciéon es todo el espacio o, por lo menos, todo el
espacio en que la densidad de carga, p(7), no es cero.

2.7. Comentarios

Se debe entender que, aunque se introduce el concepto de campo eléctrico
a partir de los experimentos de Coulomb, la definicién de campo eléctrico
(2.6) depende solo de la parte de la ley que dice que la fuerza es propor-
cional a la carga y no de la que afirma que la fuerza es proporcional al
inverso del cuadrado de la distancia entre las cargas. La definicién tampoco
requiere que conozcamos la configuracion de las cargas que da origen al
campo antes de que seamos capaces de determinar la intensidad del cam-
po en forma experimental. En principio podriamos medir la intensidad del
campo eléctrico en un punto del espacio colocando en él un cuerpo pequeno
(infinitesimal) con carga ¢ (una carga de prueba), para medir la fuerza total
experimentada por ese cuerpo. Luego quitariamos la carga de él y volveria-
mos a medir la fuerza. La diferencia entre los dos resultados es la fuerza de
origen eléctrico y la relacion de esa fuerza a la carga ¢ es la intensidad de
campo eléctrico. La direccién del campo es la misma direccion de la fuerza,
si q es positiva y es la contraria, si la carga es negativa.

En alguna literatura se afirma que la carga de prueba debe ser infinitesimal
para que no altere el campo. Esto, realmente, es una advertencia para el
experimentador, no para el teérico. Simplemente recuerda que si las cargas
que dan origen al campo estan libres de moverse, la introduccién de una
nueva carga puede hacer que algunas cambien de posicién, lo que, a la vez,
podria alterar la fuerza experimentada por la carga de prueba. Si las cargas
estan fijas en el espacio, no habrd problema alguno. En otras palabras,
cuando un experimentador realice mediciones, debera asegurarse de que su
instrumento (en este caso, la carga de prueba) produzca una perturbacién
minima en lo que se estd midiendo.

En lo que sigue encontraremos una expresién matematica compacta y equi-
valente a la ley de Coulomb, pero mas conveniente. Entre otras cosas, nos



18 2. FUERZAS ELECTRICAS Y CAMPOS ELECTRICOS

permitird calcular con mayor facilidad los campos eléctricos en caso de si-
metrias de las distribuciones de cargas eléctricas. Nos permitird, ademas,
lo que es mas importante, plantear situaciones experimentales que suminis-
tren criterios cuantitativos acerca de si el exponente en la ley de Coulomb
debe tomarse como exacta o accidentalmente igual a dos.

2.8. La ley de Gauss

De la definicién de campo se puede deducir un teorema muy interesante. Es
llamado la ley de Gauss. Para justificarlo en un caso simple, consideremos
una carga ¢, situada en el origen de coordenadas, que genera un campo
eléctrico alrededor suyo. Calculemos ahora el flujo del campo eléctrico en
una superficie esférica S, de radio r, centrada también en el origen. El flujo
de campo eléctrico a través de esta superficie, segtiin la definiciéon general,
estd dado por

TeQr? €0

?{E - dS = %ErdSr = Er(?“)47rr2 =1 a Ar? = 4 (2.7)
S S

donde se aprovecha que la normal a la superficie siempre es paralela al
campo eléctrico local. Sabemos ademas del teorema de Gauss que

fﬁ-dﬁq:/v-ﬁcﬁf (2.8)
S \%4

donde V es el volumen encerrado por la superficie S.

Calculemos V - E directamente. En un sistema de coordenadas cartesianas,
el campo estard dado por

= q Ty z
E= 4meg (73’ 3’ 7’73) (2.9)

donde r? = 22 + 9% + 22. De esa manera

0B, _ q (1 _3wx\ _ _g¢ r*-3w? (2.10)
dr  dmeg \r3  rdr ) dweg 1P '
Para ello hemos aprovechado que
0
L (2.11)

or
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Para las derivadas 0F, /0y y OFE./0z se encuentran expresiones similares.
La divergencia del campo eléctrico estara dada por
=~ O0E, O0E, 0E. q 3r?—3z%—3y* -3z’

VoE= 3x+8y+8z e rd

=0 (212

Estos resultado son intrigantes. De las ecuaciones (2.7) y (2.8) encontramos
que

/V~Ed3”:g (2.13)
€0

Pero acabamos de calcular un valor cero para la integral. Esta paradoja
puede ser resuelta examinando con cuidado la ecuacién (2. 12) En el origen
(r = 0) encontramos que V- E= 0/0, lo que significa que V- E puede tomar
cualquier valor. Los dos cadlculos pueden conciliarse si V - E se representa
mediante una especie de “funcién aguja” que sea cero en casi todas partes,
excepto arbitrariamente cerca del origen, donde toma valores muy grandes,
de modo que la integral de volumen del pico sea finita.

Veamos como se puede construir una funcién aguja unidimensional, para
aplicar luego esas ideas a nuestro caso tridimensional. Para eso haremos
una pequena disgresién matematica. Consideremos primero la funcién

g(x,€) =1/e, para |z| < €/2,
=0, para |x| > €/2.

gix.€)

1/e

-&/2  +E/2

F1cura 2.5. La funcién aguja

Resulta claro que siempre serd (Figura 2.5)

+o0o

/ g(z,e)dr =1 (2.14)

—00
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Consideremos ahora la funcién

i(z) = h'n%g(x, €) (2.15)
€E—>
Que es cero en todas partes, excepto arbitrariamente cerca a r = 0. De
acuerdo con la ecuacién (2.14) también posee una integral finita

/ O(x)dx =1 (2.16)

De esta manera, §(x) tiene las propiedades requeridas para una “funcién
aguja”. La funcién unidimensional que estamos construyendo se denomina
“funcién delta de Dirac”, porque fue inventada por el fisico Paul Dirac en
1927, para adelantar su investigacion tedrica acerca de la mecénica cuantica.
La funcion delta y otras parecidas fueron investigadas por los matematicos
y clasificadas como “funciones generalizadas”, porque son funciones que no
estdn bien definidas en = 0, pero su integral estd bien definida.

Consideremos ahora una integral
+o0o
/ F@)(x)de (2.17)

donde f(z) es una funcién de buen comportamiento? cerca de = 0. Como
la funcién delta es cero excepto muy cerca de x = 0, es claro que

+o0 +oo
/ f(z)d(x)dx = f(0) / 0(x)dz = f(0) (2.18)

donde se ha empleado la ecuacién (2.16). La ecuacién anterior, vélida para
cualquier funcion con buen comportamiento, es, efectivamente, la definicién
de funcién delta. Si, ademds, corremos el origen de coordenadas y definimos
0(x — o) como una “funcién aguja” centrada en x = xp, la ecuacién (2.18)
nos dice que

+00
/ F@)(z — z0)dz = f(x0) (2.19)

Terminemos la disgresién matematica. En realidad, para resolver nuestro
problema con la divergencia del campo eléctrico, necesitamos una “fun-
cién aguja” tridimensional; es decir, una funcién que sea cero casi en todas

4 Es decir, no tiene singularidades y es integrable.
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partes, excepto arbitrariamente cerca del origen de coordenadas, de modo
que su integral de volumen sea la unidad. Si llamamos esta funcién como
0(7), es facil ver que esta funcién puede ser el producto de tres funciones
unidimensionales

6(7) = 6(x)d(y)d(2) (2.20)
Esta funcién es claramente cero en todas partes, excepto cerca del origen,
pero ;es su integral de volumen la unidad? Si la integramos sobre un cubo
de lado 2a, centrado en el origen y alineado con sus aristas paralelas a los
ejes coordenados, podemos separar las variables, de modo que

/ o (7 d>F = 7a5(x)dx 7a5(y)dy 75(2)dz (2.21)

C

La integral puede convertirse en una integral sobre todo el espacio tomando
el limite a — oo. Pero ya sabemos que para cada funcién delta unidimen-
sional, su integral sobre todo el eje coordenado es la unidad, de modo que
de la ecuacién anterior se sigue

/5(F)d3F: 1 (2.22)

que es el resultado deseado. Una generalizacién simple de los argumentos
previos nos conduce a

/ FR3(R 7 = £(0) (2.23)

donde f(7) es una funcién con buen comportamiento cerca del origen. Fi-
nalmente, si cambiamos el origen de coordenadas y escribimos

O0(F—70) =0(x —20)d(y — yo)d(z — 2p) (2.24)

lo que representa una funcién aguja centrada en ¥ = 7, se puede demostrar
sencillamente que

/ F(PS(F — o) = £(7) (2.25)

Hasta ahora hemos considerado integrales sobre todo el espacio, pero es
evidente que el resultado de la ecuacién (2.25) es vdlido atin para volimenes
de integracién finitos, pero que contienen el punto 7= 7. Notese, ademas,
que la integral es cero si el volumen no contiene este punto.

Volvamos ahora a nuestro problema con la divergencia del campo eléctrico.
El campo generado por una carga ¢ situada en el origen tiene una divergen-
cia que es cero en todas partes, excepto en el origen y satisface la ecuacion

/v Epr=2 (2.26)
€0
14
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para un volumen V esférico centrado en el origen. Estos dos hechos pueden
ser consistentes si, para una carga ¢ en el origen,

V- E= %5(?) (2.27)

donde se ha empleado la ecuacién (2.22).

Todo resulta més interesante cuando se consideran situaciones no simétri-
cas. Consideremos, para arrancar nuevamente, una carga ¢ centrada en el
origen y rodeada de una superficie esférica S, centrada también en el origen.
Supongamos que ahora desplazamos la esfera, que ya no estara centrada
en el origen. ;A qué serd igual el flujo del campo eléctrico saliendo de S?
El cédlculo directo no es simple porque los vectores normales locales a la
superficie no son paralelos al campo eléctrico local. Pero con el desarrollo
anterior, obtener el resultado es casi tan simple. Tendremos que del teorema
de Gauss y de la ecuacion (2.27)

%E -dS = /v - Ed*7 (2.28)
C 14

A partir de esto es claro que el flujo de E, saliendo de S es igualmente ¢/¢
para una superficie esférica desplazada del origen. Ademds, la ecuacion
(2.28) nos dice que si el desplazamiento es tan grande que la carga ya no
estd dentro de la esfera, el flujo serd cero. Y jqué pasard si la superficie
ya no es esférica, sino de una forma arbitraria? Nuevamente, el teorema de
Gauss y la ecuacion (2.27) nos dicen que el flujo es ¢/ey cuando la carga esta
contenida dentro de la superficie y cero si estd fuera de ella. El resultado es
independiente de la forma de la superficie (ver figura 2.6).

FIGURA 2.6. Sobre la ley de Gauss.
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Consideremos ahora N cargas ¢; situadas en las posiciones 7;. Una genera-
lizacién de la ecuacién (2.27) nos llevard a

N
= 9 ¢/
V-E= g ;6(7"77'1') (2.29)

De modo que el teorema de Gauss implicard ahora que (Figura 2.6)

]{E-dﬁz/v.ﬁd*—Q (2.30)
C 1%

_60

donde @) es la carga total contenida (encerrada) en la superficie S. Este
resultado es llamado la “ley de Gauss” y es independiente de la forma de la
superficie.

Supongamos, finalmente, que en lugar de tener un conjunto discreto de car-
gas, tenemos una distribucién continua de cargas descrita por una densidad
p(7"), funcién de la posicién. La carga contenida en un volumen “rectan-
gular” de dimensiones dx, dy y dz, colocado en una posicién (i) estara
dada por p(7)dxdydz. Si integramos V - E sobre este elemento de volumen,

obtendremos
- P dxdyd
V - Bdrdydz = Q _ p(r)dzdydz (2.31)
€0 €0

donde hemos empleado la ecuacién (2.30). Aqui estamos suponiendo que el

volumen dzdydz es tan pequeno que V - E no varia notoriamente dentro de
él. De esta manera, podemos afirmar que

v.5= 20 (2.32)
€0
Esta es la primera de nuestras ecuaciones basicas para el campo eléctrico.
La derivacién que hemos seguido para llegar a la ecuacién (2.32) es vélida
para campos generados por cargas en reposo. Podria ser que, en un caso con
cargas en movimiento, hubiera necesidad de introducir correcciones, pero
no es el caso. La ecuacién (2.32) serd universalmente valida.

La primera ecuaciéon de Maxwell equivale a la ecuacién que describe la
interaccién entre cargas, la ecuaciéon de Coulomb; en primer lugar, expresa
que el campo eléctrico depende linealmente de la magnitud de la carga que
lo genera; en segundo lugar, es valida solamente si los campos dependen de
la distancia como 1/r2. Para que sea, como se afirmé arriba, vélida, habria
que encontrar una prueba experimental de que el exponente en la expresion
de Coulomb es realmente 2 y no por accidente. Tal prueba ocupé a Maxwell
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y a Cavendish en el siglo XIX y a varios experimentadores en el siglo XX.
Mas adelante volveremos sobre este importante tema.

La ecuacién (2.32) es una ecuacién diferencial que describe el campo eléctri-
co generado por un conjunto de cargas eléctricas. Ya conocemos la solucion
a esta ecuacién cuando las cargas son estacionarias; esta dada por

S 1 o T=T .
B() = o [ o) ' (2.33)

e

Las ecuaciones (2.32) y (2.33) pueden conciliarse siempre que

V- (M) =-Vv? (IF—1F1) = 46 (F — 7)) (2.34)

donde se ha empleado la expresién (2.27). Se sigue ahora que

—

VEW = o [ It = [ s = 24D (o)

4meg €0 €0

es el resultado deseado. La forma més general de la ley de Gauss se obtendra
integrando sobre un volumen V' rodeado por una superficie S y haciendo
uso del teorema de Gauss,

f Fods=L / p(F)d>7 (2.36)
S 0JV

€

2.9. Campos eléctricos generados por cargas
discretas

Un dipolo eléctrico es una configuracion de dos cargas de igual magnitud
pero signo contrario +q y —q, separados por una distancia d. Suele lla-
marse “eje del dipolo” al segmento que une las dos cargas. Calcularemos el
campo eléctrico en un punto P, a una distancia r, sobre la recta bisectora
perpendicular a la linea que une las dos cargas.

La componente del campo debida a +¢ solamente tiene una magnitud

1
 dmeo[r? + (d2/4)]

E., (2.37)

y estd dirigida hacia fuera de la carga positiva. La componente del campo
debida a —gq sola tiene la misma magnitud y estd dirigida hacia la carga
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negativa. De una inspeccién al diagrama (Figura 2.7) resulta evidente que
el campo resultante local es paralelo al eje del dipolo. Puesto que

d/2
5(0) = ———75 2.38
O @ .
el valor del campo en el punto P sera
2 1 d/2 1 d
1 / - a (2.39)

P e P+ @A P+ (@A e [+ (@A)

El producto gd suele llamarse “momento de dipolo” y se denota como p.
Cuando se usa como vector, es decir gd = p, su sentido se toma en la
direccién desde —q hasta +q.

FIGURA 2.7. Lineas del campo generado por un dipolo cerca y lejos

Encontraremos campos eléctricos de este tipo asociados con moléculas y a
sus interacciones en muy diversas situaciones. A menudo estamos interesa-
dos en los campos que un dipolo produce a distancias grandes comparadas
con la separacién d entre las cargas. Si examinamos la ecuacién (2.39) vere-
mos que cuando d < r, el término en d del denominador puede despreciarse
v el campo depende del inverso de la tercera potencia de r. Aunque la ecua-
cién (2.39) muestra esa propiedad solo para posiciones a lo largo de la linea
bisectora perpendicular, se puede comprobar que esta propiedad es valida
para todas las direcciones, mientras valga que d < r. En realidad, un cam-
po que depende del inverso del cubo de la distancia puede tomarse como
identificador de un campo generado por un dipolo, o por una distribucién
de cargas con momento de dipolo.

Supongamos ahora que tenemos un segundo dipolo, idéntico al primero, ex-
cepto en que sus momentos de dipolo 7 son antiparalelos. Tal configuracion
se denomina cuadrupolo lineal. Calculemos el campo en la linea bisectora
perpendicular, a una distancia r de las cargas positivas. Si examinamos
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la figura correspondiente, veremos que el campo neto en P serd un vector
paralelo a la direccién de 7. La contribucién al campo de la carga +2q es

2q
2q —

= —— 2.40
4deqr? ( )

v estd dirigido hacia afuera de 2¢. Cada una de las cargas —q genera un
campo

_ —q
 Ameg[r? + d?]
dirigido hacia la carga negativa. De esta manera el campo total es normal
a cada dipolo con una magnitud

2g |1 r
E="--—_" 2.42
d7eg [7"2 (r? + d2)3/2} (242)

E_, (2.41)

Los cuadrupolos que encontramos en la naturaleza suelen estar asociados
con moléculas y también sus campos son interesantes a distancias grandes
comparadas con sus dimensiones. La ecuacién (2.42) toma una forma sen-
cilla bajo tales circunstancias. Si factorizamos 1/r?, la ecuacién toma la
forma

2q &> 3
P Treer? [1 —(1+3) / (2.43)

Para encontrar una aproximacion, emplearemos la expansién binomial

nn—1) 5 nn—-1)(n—-2) 4

(I+a)"=1+na+ T + 3 a’ 4. (2.44)
y consideraremos que para a < 1, los dos primeros términos constituyen
una buena aproximacién. Si tomamos (d/r)? como a y con n = —3/2,
entonces 32
d?\ "~ 3d?
1+ — ~1-—-— 2.45
< + 7‘2) 2 r2 (245)
De modo que el campo cuadrupolar sera aproximadamente
3qd?
= 2.46
" Amegrd (2.46)

Asi, el campo lejano sobre la linea bisectora perpendicular a un cuadrupolo
lineal decae con la cuarta potencia de la distancia. Se puede demostrar,
claro estd, que igualmente es el caso para otras direcciones.

Resulta 1til imaginar un cuadrupolo lineal empezando con dos dipolos diri-
gidos en direcciones opuestas pero coincidentes al comienzo, y luego desli-
zando uno en una distancia d a lo largo de la linea comtn entre las cargas.
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Naturalmente habrd otras configuraciones cuadrupolares, realizando el co-
rrimiento en otras direcciones, por ejemplo perpendicular a la linea comtn,
para formar un paralelogramo de cargas. El célculo de los campos variara
en detalles en cada caso; pero, en principio, es la aplicacién de la superpo-
siciéon de los campos producidos por cargas aisladas. A grandes distancia
encontraremos también una dependencia del inverso de la cuarta poten-
cia de la distancia y una dependencia del producto de una de las cargas
y del cuadrado de la dimensién del cuadrupolo. Andlogamente, se puede
extender el proceso para formar, con dos cuadrupolos, un octupolo y, asi,
sucesivamente.

2.10. Campos eléctricos generados por cargas
distribuidas

Imaginemos un cascarén esférico centrado en O, de radio rg, sobre el que
una carga ¢ se distribuye uniformemente, de modo que la carga por unidad
de area de la esfera es o, con

_ q

N 47T€0’I”8
Calculemos la intensidad del campo eléctrico en un punto P, a una dis-
tancia r del centro de la esfera. El punto P queda fuera de la esfera en la
figura, pero podria quedar adentro. Primero hagamos algunas consideracio-
nes acerca de la simetria del problema: el uso de un sistema de coordenadas
esféricas podria ser conveniente; podriamos aventurar que el campo eléctri-
co tiene una direccién radial y solo tendremos que calcular esa componente.
Usaremos la linea ﬁ’ como referencia para nuestro sistema de coordenadas.

Una regién infinitesimal (Figura 2.8) sobre la esfera con drea r sen 8dfdyp
tendrd una carga o3 sen fdfdy y producira en el punto P un campo dado
por

PE — org sen 0dfdep

2.47
4reo(r? + 13 — 2rrg cos6) (247)

Encontraremos el campo eléctrico total en P, tomando la suma vectorial
de los campos producidos por tales elementos de carga considerando toda
la esfera. Aprovechando la simetria del problema, podemos justificar que la
suma de los campos elementales (2.47) carece de comp;mente perpendicular

a (ﬁ’) y solo calcularemos la componente paralela a OP. Esta componente
es d>E(cos o), donde

r —1rgcosf
(r2 + 12 — 2rrg cos §)1/2

cos o = (2.48)
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7, do

-2 77, cosg)?

Ficura 2.8. Célculo del campo generado por una esfera de cargas

De modo que el campo neto en P es

o /gﬂ /n ord(r — 7o cos §) sen fdfdy (2.49)
P 0 0 47T60(7“2 + 7”(% — 2r7Q CoS 9)3/2 '

En el resultado de la integracién aparecerd la expresién (r? +rg — 2rrg) /2,

que debe ser escrita como (r — rg)'/? o como (rg — 7)'/2, dependiendo de
que P esté fuera o dentro de la esfera, para evitar cantidades imaginarias.
El resultado sera

ord q

Ep = = ararg <7
eor?  4dmegr? P -

Ep=0 para r < rg

Asi pues, una esfera cuya superficie estd uniformemente cargada, produce
un campo eléctrico que, en el exterior, es idéntico al que produciria una
carga del mismo valor total situada en su centro; en el interior, el campo
producido es cero.

2.11. Las pruebas de la ley de inverso al cuadrado

Para los fisicos del siglo XIX resultaba seguramente importante tener cierta
seguridad de estar desarrollando una teoria que describiera una realidad y
ya sabemos que la evidencia aportada por los experimentos de Coulomb
no era demasiado confiable. Por ello, Maxwell y Cavendish emprendieron
pruebas mas confiables. Primero una preparacién teorica.

En lugar de suponer que la ley de inverso del cuadrado de la distancia es
vélida, imaginemos que la ley involucra una potencia n, no necesariamente
entera. Calculemos el campo eléctrico que se esperaria en el interior de una
esfera como la que acabamos de considerar. Bajo la nueva suposicién, el
campo debido a una carga seria de la forma

Ep=—1 (2.50)

4meqr™
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Aplicando la ecuacién (2.50) al cascarén esférico uniformemente cargado,
el campo producido por un elemento de area seria

org sen 0dOdep
4reg(r? + r3 — 2rrg cos 6)/2

d°E = (2.51)

Y la suma de esos campos seria

B /2”/ org(r — 1o cos ) sen 0dOdyp (252)
P= 4meo(r2 + 13 — 2rrg cos 0)(nH1)/2 ’

Realizando la integracién, el resultado sera

- arp %
~ 2¢r2(3 —n)(1 —n)
x {(r +79) V2T (2 —n) —ro] — (r —70)* (2 —n) + o]} (2.53)

para puntos fuera del cascarén esférico, y

o arp %
~ 2¢r2(3 —n)(1 —n)
x {(r+ 7o) VT2 —n) —ro] + (r — 7o) (2 — n) + rol}  (2.54)

para puntos en el interior del cascarén esférico.

Es fécil comprobar que la ecuacién (2.53) se reduce a la ya encontrada para
n = 2y que la ecuacién (2.54) se hace cero. Pero eso no es asi para otros
valores de n.

El experimento de Cavendish consistié en lo siguiente: se construyé un sis-
tema de dos cascarones esféricos conductores; el exterior estaba formado
por dos hemisferios que se podian separar para poder llegar a la esfera inte-
rior. Un alambre conductor conectaba las dos esferas mientras una maquina
electrostatica “cargaba” la esfera exterior. Cuando el proceso de carga se
completaba, se eliminaba el alambre, se separaban los hemisferios exteriores
y se media la cantidad de carga en la esfera interior. Se esperaria que si el
exponente es dos, no habria carga en el interior porque el campo es cero; sin
embargo, una desviacién en el exponente daria un valor de carga diferente
de cero. Dentro de la sensibilidad de los instrumentos de Cavendish, no se
encontré carga en la esfera interior.

Maxwell también realizé experimentos similares y encontré® que el expo-
nente no diferirfa de 2 en més de 5%1073. Posteriormente, en 1936, Plimpton
y Lawton realizaron un experimento mucho mas refinado y mostraron que

5 Treatise on Electricity and Magnetism, Vol.1, Art. 74a-74e.
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el exponente estarfa® entre los limites 2 + 1 x 107, M4s tarde, el experi-
mento de Williams, Faller y Hill en 1971 confirmé’ que el exponente difiere
de 2, como maximo, en una cantidad que estd entre (2,7+3,1) x 10716, Eso
significa una excelente base experimental para desarrollar una teoria acerca
de las interacciones cldsicas como veremos en los capitulos que siguen. De
todas maneras, el tema estd abierto a la discusién y revisién (dicho de otra
manera, el electromagnetismo aun estd vivo), como se puede comprobar en
diversas publicaciones de actualidad, aunque en contextos que ya no son de

fisica cldsica®.

2.12. Calculo de campos con la ley de Gauss

Uno de los célculos mas simples que se pueden realizar usando la ley de
Gauss es la del campo eléctrico alrededor de un cascarén esférico uniforme-
mente cargado. Ya realizamos ese cédlculo y vale la pena comparar los dos
métodos.

El cascarén esférico que se considera tiene radio rg y tiene una carga ¢
uniformemente distribuida. Calculemos la intensidad de campo eléctrico
en un punto que estd a una distancia r del centro de la esfera. Para ello
“dibujamos” una superficie esférica imaginaria, llamada superficie gaussia-
na, de radio 7, concéntrica con el cascarén cargado. Debido a la simetria
del problema, podemos esperar que el campo eléctrico tenga la misma in-
tensidad en todos los puntos de esta esfera gaussiana y que sea en todas
partes normal a la esfera. De esta manera, el flujo de campo eléctrico total
sobre la superficie gaussiana es

@E:/E~d§:E~/d§:E4ﬂr2 (2.55)

Este flujo total esta relacionado con la carga total encerrada dentro de la
superficie gaussiana. Si rg < r, la carga encerrada es ¢, de modo que

Op = E4mr? = L (2.56)
€0
de donde se sigue que
q
=1 2.57
eodmr? ( )

5 A Very Accurate Test of Coulomb’s Law of Force Between Charges, S. J. Plimpton
and W. E. Lawton, Physical Review, 1936.

" New Ezperimental Test of Coulomb‘s Law: A Laboratory Upper Limit on the Photon
Rest Mass, E.R. Williams, J.E. Faller and A. Hill, Physical Review Letters, 1971.

8 Ver, por ejemplo, The Mass of the Photon, Lian-Chen T., Jun L., G.T. Gillies,
Physical Review Letters, 2005.
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En contraste, para los puntos en el interior de la esfera, la carga encerrada
es cero y por tanto la intensidad del campo es cero. Estos resultados se
encontraron por un proceso mas laborioso; la ventaja que nos trae la ley de
Gauss es evidente.

Un nuevo ejemplo tiene también una apariencia artificiosa, pero veremos su
importancia mas adelante. Es el caso del campo eléctrico generado por una
distribucién lineal de carga, con una densidad lineal de carga Ag en ¢/m.

Supondremos que la linea coincide con el eje z y tiene longitud “infinita”.
La simetria del problema se adecia a un sistema de coordenadas cilindricas
y llamaremos r = /22 + 2 a la distancia de un punto en el que calcula-
remos el campo hasta el eje z. La simetria del sistema de cargas también
nos permite prever que el campo serd independiente de z y que su direc-
cién es radial (siempre hay cargas simétricamente situadas en relacién con
cualquier posicién a lo largo del eje). Con estas consideraciones, el campo
serd de la forma

E(F) = E(r)F/r (2.58)

La superficie gaussiana que tiene la simetria del problema es una cilindrica,
de altura h y radio r, coaxial con la linea de carga. La contribucion flujo de
campo eléctrico sera cero en las “tapas” del cilindro. El flujo tendra el valor

]{ E-dS = E(r) 2nrh (2.59)
S
en la superficie lateral. Debe ser proporcional, ademds, a la carga total en

una longitud h de la linea. De esta manera

E(r) = Smear (2.60)

para la “linea infinita de carga”.

Un ejemplo mas es, naturalmente, el de la “distribucién plana infinita de
carga”, con densidad de carga oy en ¢/m?. La simetria del problema nos
permite elegir coordenadas cartesianas. Hagamos coincidir el plano de la
carga con el plano xy, de modo que Oz es perpendicular a ese plano de la
carga. El campo, por simetria, deberia ser independiente de x y de y y de
la forma

— ~

E(7) = E(2)k (2.61)

Ademads debe ser “antisimétrico”, es decir

B(—2) = —B(z) (2.62)



32 2. FUERZAS ELECTRICAS Y CAMPOS ELECTRICOS

Usaremos, entonces, una superficie gaussiana cilindrica, de altura 2z, con
sus tapas en los planos +z y —z y de radio p. El flujo eléctrico serd

JEaS=§ EBas+f Eeas (2.63)
S tapas cilindro

El campo es perpendicular a las tapas, de modo que el flujo en el cilindro
es cero y en las tapas vale

— 0'0

§BedS =B B = D (260

El campo generado por una “superficie infinita de carga” tendra el valor

E(2) = ;—600 signo (z) (2.65)

donde signo (z) toma valor +1si 0 < z0 —1si z < 0.

Si ahora empleamos el concepto de superposicién de los campos producidos
por cargas distintas, es facil calcular en el caso de dos distribuciones de
carga superficial, con densidades +o0¢ y —o(, separadas por una distancia
a, el campo eléctrico por fuera de las dos distribuciones es cero y entre las
dos es el doble del calculado arriba.

Estos casos ilustran como la ley de Gauss suministra las bases para calcular
algunos tipos de campos eléctricos. Lo que hace posible el uso de la ley de
Gauss es la existencia de alguna simetria a partir de la que se puede inferir
la simetria del campo, para emplear una superficie gaussiana adecuada.
En casos sin esa simetria, la ley de Gauss es de poca ayuda en el calculo
concreto, aunque expresa una relacién valida en general.

2.13. Resumen y comentarios

La ley de fuerza entre dos cargas se desarrolld, si tomamos como referencia
los articulos publicados, a partir de mediciones directas con esferas carga-
das. De acuerdo con esos experimentos, la fuerza sigue aproximadamente
una dependencia del inverso del cuadrado de la distancia. A partir de esos
resultados se postuld que la ley es exacta para cargas puntuales. Por otro
lado, los experimentos del tipo de Cavendish suponen que si una ley de
inverso del cuadrado de la distancia vale para cargas puntuales, se debiera
observar experimentalmente un campo nulo dentro de una esfera cargada,
solamente si n = 2.
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La ley de inverso del cuadrado de la distancia ha sido muy exitosa para
predecir el comportamiento de cargas estaticas, aunque la base experimen-
tal inicial de la ley es limitada. Una limitacion adicional esté en la teoria
de los experimentos del tipo de Cavendish. Su prediccién depende de una
integral cuyo proceso de limite requiere una densidad de carga continua; a
nivel molecular se pueden esperar discontinuidades de la densidad de carga.
Se puede intentar dar un rodeo a la dificultad diciendo que se usan voliime-
nes infinitesimales en la integracion, pero que son suficientemente grandes
para contener aiin muchas cargas elementales, volimenes grandes compara-
dos con las dimensiones de las moléculas. Es, por supuesto, un subterfugio
criticable, pero funciona con la precisién que ha sido probado.

Otra aproximacién esta implicita en la teorfa que subyace en las pruebas
de la ley de Coulomb. Las cargas que se supone estdn “en reposo”, en la
realidad estaran seguramente en movimiento a grandes velocidades, aunque
con pequenas amplitudes. Su movimiento es, en parte, el movimiento tér-
mico de los cuerpos en donde esta la carga. Posteriormente veremos que los
campos generados por cargas en movimiento son distintos a los generados
por cargas en reposo. Eso quiere decir que la ley de Coulomb tiene una
validez estadistica; las mediciones deben realizarse en tiempos largos para
promediar las pequenas fluctuaciones en la densidad de carga que serén pro-
ducidas por el movimiento aleatorio de las cargas. Si los instrumentos son
suficientemente sensibles y tienen un tiempo de reaccién suficientemente
corto, podrian observarse fluctuaciones estadisticas. De hecho, se observan.
Por ejemplo, en los amplificadores electrénicos de alta ganancia (como en
la formacién de una imagen en un microscopio electrénico) un minimo de
“ruido” irreducible en la salida (es decir, fluctuacién) puede atribuirse al
movimiento aleatorio de los electrones en ciertas resistencias.

Otras dificultades con la ley de Coulomb son de otro orden. La definicién
de intensidad del campo eléctrico en un punto requiere, en principio, de la
medicion de una fuerza sobre una carga de prueba situada en ese punto.
.Se justifica una referencia a una intensidad de campo en el espacio vacio?

El lenguaje que emplearemos en la discusiéon sobre campos eléctricos (y
més tarde sobre campos magnéticos) implicard que estos campos tienen
una realidad fisica propia, aparte de la presencia inmediata de cargas.
Podriamos justificar este uso como una manera de hablar con brevedad
sobre situaciones fisicas complejas. Nuestros resultados experimentales son
datos sobre el comportamiento de cargas. No podemos observar los campos
sino con la ayuda de cargas. Serd una importante disciplina mental rela-
cionar siempre el comportamiento predicho de los campos con las posibles
mediciones que puedan realizarse para observar ese comportamiento.
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2.14. Temas para discusién

e Coulomb supuso que la carga en una de sus esferas conductoras (de unos
5 mm de didmetro) se repartia por igual con otra esfera idéntica que fuera
tocada por aquella. ;Cémo se podria argumentar a favor?

e Un cuerpo cargado puede actuar sobre objetos no cargados; por ejemplo
sobre pequenos trozos de papel. {Como se podria asegurar si su carga es
positiva o negativa?

e Describa céomo funciona un electroscopio.
e Describa experiencias simples que muestren la conservacién de la carga.

e Si el flujo de campo electrostatico a través de una superficie cerrada
es cero, jpuede haber cargas dentro de esa superficie? Argumente su
respuesta.

2.15. Ejercicios

1. ;Cuéantos electrones habrd en un peine cargado que atrae un trozo de
papel de 1 g que estd a 5 cm de distancia con una aceleracién de 1 cm/s2?
Suponga que la carga en el trozo de papel es de igual magnitud que la
carga en el peine y desprecie la fuerza gravitatoria.

2. Un rayo promedio transporta una carga de 30 C. ;A cuédntos electrones
equivale esta carga?

3. Dos cargas puntuales de —5 x 10~8 C estan fijas en los puntos (0 mm, 0
mm) y en (5 mm, 0 mm). Una particula con masa 5 mg y carga 8 x 10~
C se deja libre desde el reposo en el punto (10 mm, 0 mm).

e Calcule el campo eléctrico (magnitud, direccién, sentido) debido a las
dos cargas negativas en el punto (10 mm, 0 mm).

e Calcule la aceleracién con que arranca la particula de carga positiva.
/.Se mantiene constante esa aceleraciéon?

4. Dos esferas idénticas, de radio 1,0 cm y masa 10 g estdan suspendidas de
un mismo punto mediante hilos de seda de 19 cm de longitud. Ambas
esferas poseen cargas negativas y numéricamente iguales. Las dos esferas
alcanzan el equilibrio con un dngulo de 90° entre los hilos.

e Determine el valor de las cargas. Si la distribucién de carga fuera
uniforme en cada esfera, ja qué seria igual la densidad de carga?
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10.

e Determine la tension en los hilos. ;Cambiaria esta si las cargas no
fueran negativas, sino positivas pero del mismo valor ya calculado?

Calcule la intensidad de campo eléctrico a una distancia r a partir del eje
de un cilindro de radio R, infinitamente largo, cargado uniformemente,
suponiendo que la carga esté solamente en la superficie del cilindro. Use
la ley de Gauss. Considere los casos r < Ry R <.

LA qué es igual la intensidad de campo eléctrico en un punto a la dis-
tancia r a lo largo de la recta bisectora perpendicular de un alambre de
longitud finita, L, que estd uniformemente cargado? ;Puede emplearse
la ley de Gauss en esta solucién? ;Por qué?

Determine la intensidad de campo eléctrico en un punto P que esté si-
tuado a una distancia d sobre la perpendicular trazada desde un extremo
de un alambre uniformemente cargado de longitud L. Muestre que ese
campo hace un dngulo ¢ con la perpendicular, igual a ¢ = /2, donde 6
es el angulo definido por los extremos del alambre y el punto en que se
esta determinando el campo eléctrico.

Un cascarén esférico uniformemente cargado tiene radio a. Concéntrico
con ese hay un segundo cascarén de radio b, con una carga del mismo
valor pero sentido opuesto, donde a < b. Determine el campo eléctrico
a una distancia r desde el centro comin, donde a < r < b. ;Cémo se
compara ese campo con el campo que existiria si el segundo cascarén no
existiera (o fuera de radio infinito)?

Una molécula de Hy, con cargas de valor 1,6 x 1071 C a una distancia
1071 m y masas 1,66 x 10727 kg, se coloca dentro de un campo eléctrico
uniforme 3 x 10* N/C, haciendo un éngulo 6 con esta direccién. Muestre
que el torque que actia sobre el dipolo es pE sen 6. ;Como se esperaria
que se mueva la molécula en ese campo uniforme?

Calcule el valor del campo eléctrico producido por:
Una carga numéricamente igual a un electrén a distancias r de 1 % 1078
m, 110" my 1%1076 m.

Un dipolo con cargas numéricamente iguales a un electrén y separacion
d=1%10" m a distancias 7 de 1108 m, 1% 10" my 1% 107% m.

Un cuadrupolo con cargas numéricamente iguales a un electrén y sepa-
racion d = 11077 m a distancias 7 de 1108 m, 110" my 1% 1076
m.
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Haga dos gréaficos para mostrar la dependencia funcional de estas fuerzas
con la distancia, uno con escalas lineales, otro con escalas logaritmicas.
Discuta el alcance y el confinamiento de las fuerzas eléctricas a distancias
cortas de las cargas que las producen.

Calcule qué valores de aceleraciéon producen esos campos sobre un elec-
trén o un proton.

Recuerde que m, = 9,1x1073 kg, m,, = 1,66x 10727 kg, que ¢c = —1,6x10~1°
C y que la constante de la fuerza de Coulomb es 9 x 10° Nm?C~2.

2.16. Actividades practicas

e Una actividad interesante y t1til para aclarar el sentido de la fisica
—no solo del tema electricidad— es el empleo de programas de simula-
cién. Estos programas usan las ecuaciones basicas como definicién de
fuerzas (con sus dependencias funcionales) y las aplican para calcular
el movimiento de particulas, de la luz, los campos, etcétera. Se sugie-
re montar en un computador el programa “xyZet”, cuyo autor es Mi-
chael Luedke, de la Universidad de Kiel. Se puede encontrar una version
beta para Linux en la pagina ftp.ipn.uni-kiel.de/pub/xyZET /linux/ y pa-
ra Windows —que requiere ademas del programa “x-win32’— en la pagi-
na ftp.ipn.uni-kiel.de/pub/windows95/Xyzet_W95_Demo/. Algunas ex-
plicaciones vienen en aleméan; podemos suministrar una versién en es-
panol. La mayoria de las ventanas que se abren —se pueden colocar en
diversos sitios de la pantalla— estan en inglés, lo que esperamos no pre-
sente grandes dificultades.

Una vez instalado el programa anterior, se sugiere correr el archivo (“ex-
perimento”) Dipol_und_Feld.exp, que muestra las lineas de campo ge-
neradas por un dipolo —en la pantalla “Main Control Panel” se activa
“START”-. Ademads, el archivo Potentialflacche.exp muestra las lineas de
campo de cargas (para correr éste, se aconseja desactivar, en la panta-
lla “Electrical Field and Potencial”, la opcién “equipotential surface” y
activar “electr. field lines”.)

Para nuestra discusién y para comprender acerca de la posibilidad de
un equilibrio de fuerzas eléctricas, asi como la relacién de los campos
y la posicién de las cargas, son interesantes el archivo Gauss.exp y el
Ladung_u_Feld.exp.
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Por interesantes que sean los resultados de las simulaciones, no se debe
olvidar que estas reproducen la teoria. Pero falta ver si la teoria corresponde
con la realidad —o en qué medida corresponde—.

En nuestro ambiente hay muchos campos eléctricos no solo constantes, sino
variables; no los percibimos porque nuestros sentidos no se desarrollaron
para depender de esos estimulos, a diferencia de muchos otros seres vivos.
Podemos, sin embargo, construir instrumentos que nos informen acerca de
la presencia de esos campos. Uno de ellos es llamado electroscopio.

e Recomendamos la construccion de un electroscopio. Se puede realizar
simplemente con una lamina de latén, doblada como muestra la figura
(Figura 2.9), que sirve de soporte, y una tira de ldmina muy delgada de
aluminio, doblada en dos y pegada por el doblez al soporte —sera necesario
asegurar un buen contacto eléctrico entre las dos por medio de polvo de
grafito, de un ldpiz—.

F1GURA 2.9. Un electroscopio sencillo

Si ahora se acercan objetos de plastico, que hayan sido frotados con tejido,
se podra ver la reaccién del electroscopio a las cargas no compensadas.
Para los(as) mds ambiciosos(as) queda la construccién de un detector
electroénico.

Se encuentran instrucciones para la construccién de un detector electrd-
nico algo complejo, pero muy interesante, en www.ece.rochester.edujones/
demos/ahern.html

e Finalmente, vale la pena construir y estudiar el comportamiento de un
“generador electrostatico”.

Se encuentran instrucciones para la construccién de un generador electros-
tdtico segun Kelvin en physics.about.com/cs/experiments/a/260303.htm y
en www.csiro.au/helix/experiments/dhexpkelvin.shtml. Para un electréfo-
ro —inventado, segiin parece, por A. Volta—, en members.ozemail.com.au/~
macinnis/scifun/elecmag.htm, en www.g8cyerichmond.freeserve.co.uk/elec
trophor.htm y en www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/maussion/
statelec /PagesEngl/13Phorus.html
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El potencial electrostatico

3.1. Introduccién

Para predecir el comportamiento de particulas con carga que se mueven
bajo la influencia de campos electrostéaticos, resulta necesario calcular el
valor y la direccién de la intensidad de campo eléctrico, E (7). El problema
se convierte en un problema de mecénica, el de movimiento de una particula
de carga ¢ y masa m en presencia de fuerzas ¢ E(F)

La definicién de un potencial electrostatico suministra un método muy prac-
tico de calculo de los campos, pero no solo eso: en aplicaciones como la lla-
mada “Optica de electrones” o en la “Optica de iones” los campos eléctricos
que permiten acelerar y “enfocar” las particulas cargadas, los campos sue-
len generarse a través de la definicién de superficies de potencial constante,
llamadas “superficies equipotenciales”. Por esas razones resulta conveniente
dedicarle un esfuerzo al estudio de esa funcién. En lo que sigue planteare-
mos la definicién y trabajaremos el cdlculo del potencial electrostatico. El
estudio de ese potencial se justifica por otras razones: permite una visién
mds profunda en la fisica de las cargas eléctricas; a partir de ecuaciones de
energia se obtiene mucha informacion acerca del posible movimiento de par-
ticulas cargadas. Una ventaja adicional es que manejar relaciones escalares
resulta generalmente mas simple que manipular relaciones vectoriales.

3.2. El potencial escalar eléctrico

Supongamos que las coordenadas del punto en que calculamos el efecto
de las cargas es 7 = (z,y, z) y que las coordenadas donde estn las cargas

38
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son 7 = (2/,y/, 2'). Supondremos, ademds, que las cargas estdn distribuidas
con una densidad volumétrica p(#*"). La intensidad del campo eléctrico en el
punto ¥ = (x,y, ) es la superposicién de contribuciones de las cargas en los
puntos 7= (2/,4/,2’), como vimos en el capitulo anterior. La componente
x del campo tiene una dependencia funcional de las coordenadas dada por
(7 —7) /|7 — 713, que puede escribirse como

x—a

(=224 (y—y)?+(z—2)%)3?

Se demuestra con facilidad que
r—a B
(= P+ =y + (= 22
0 1

T 0r (-2 + (y— Y2+ (2 — 2)2)L2 (3.1)

Y como nada hay diferente en el eje x, respecto a los otros, podremos
escribir que

(3.2)

donde V = (8/0x,8/dy,d/0z) es un operador diferencial que actiia sobre
las componentes de 7 pero no sobre las de 7" Se sigue, a partir de la
superposicion de las fuerzas eléctricas que

E=-V¢ (3.3)
donde se define
- 1 p(7) 34
= d .4
4(7) dreg ) |7 — 71 " (34)

Por lo tanto, el campo eléctrico generado por una coleccién de cargas fijas
puede calcularse como el gradiente de un potencial escalar. Ese potencial
se puede expresar como una integral de volumen que representa el efecto
de la distribucién de cargas.

El potencial escalar generado por una carga ¢ situada en el origen es

$(F) = — (3.5)

dmegr

Sabemos que las fuerzas eléctricas se suman, de modo que la fuerza total
que ejerce un conjunto de N cargas discretas ¢; situadas en 7 sobre una
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carga de prueba se podra calcular a partir de una funcién (un potencial)
escalar

N
o) =D ¢i(F)
i=1

donde "
¢i(75) = -

 dmeo|F — 7

El potencial escalar es simplemente la suma de los potenciales generados
por cada una de las cargas tomadas como si estuvieran solas.

F1GURA 3.1. Acerca de la definicién de potencial eléctrico

Supongamos ahora que una particula con carga qo es movida a lo largo
de alguna trayectoria desde el punto P hasta el punto ) por las fuerzas
eléctricas (Figura 3.1). El trabajo neto realizado sobre esa particula es

Q. .
W:/ F-dl
P

donde F es la fuerza eléctrica y dl es el elemento de linea a lo largo de la
trayectoria. Haciendo uso de los resultados anteriores, obtendremos que

Q . Q _
W =g /P B.di=—q /P Vodl = —q(6(@Q) — 6(P)  (3.6)

El trabajo eléctrico realizado por las demds cargas sobre nuestra particula
de prueba es simplemente menos la carga multiplicada por la diferencia en
el potencial eléctrico entre el punto final y el punto inicial de la trayectoria.

Esta cantidad es independiente del camino tomado entre P y ), de modo
que el campo eléctrico generado por una distribucion estacionaria de cargas
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es un ejemplo de campo conservativo. En realidad, este resultado es inme-
diato, si recordamos que el campo eléctrico es el gradiente de un potencial
escalar. El trabajo realizado por la particula cuando se lleva a lo largo de
una trayectoria cerrada es cero, de modo que

fﬁﬁ:o (3.7)
C

Para cualquier camino cerrado C. Esto implica que, empleando el teorema
de Stokes, o la definicién de rotacional

rotE =V xE=0 (3.8)

para cualquier campo eléctrico generado por cargas estacionarias. La ecua-
cién (3.8) se sigue también de la ecuacién (3.3), porque rot (grad ¢) = 0
para cualquiera funciéon potencial ¢.

La unidad del SI para el potencial eléctrico es el voltio, equivalente a un
joule por coulomb. De acuerdo con la ecuacién (3.6), el trabajo eléctri-
co realizado sobre una particula cuando se la lleva entre dos puntos es el
producto de su carga por la diferencia de potencial entre los dos puntos
(lamada también “diferencia de voltaje”).

La unidad del campo eléctrico puede también expresarse en términos de
voltio/metro(V/m) de acuerdo con la definicién de potencial.

El potencial escalar estd definido excepto por una constante aditiva. La
transformacion

o(r) — o(F) + ¢
deja al campo eléctrico calculado sin ningtin cambio. El potencial puede
fijarse sin ambigiiedad, especificando su valor en un solo punto. La conven-

cién mas usual (en los desarrollos tedricos) es que el potencial es cero “en
el infinito”.

La convencién estd implicita en la ecuacién (3.4), en la que puede compro-
barse que

$»—0 cuando |7l — o0
siempre que la carga total
[ oty
sea finita y su extension esté acotada.

La primera de las imagenes en la figura 3.2 muestra una representacion
del potencial generado por una carga positiva en el plano que contiene esa
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carga; para acercar una carga de prueba se deberia realizar un trabajo
equivalente al de subirla por una montana, como la que muestra la figura.
La segunda muestra el potencial generado por dos cargas positivas, equi-
valente a dos montanas. La tercera muestra el potencial generado por un
dipolo (una carga positiva y una negativa, del mismo valor). Equivale a
una montana y un pozo. La cuarta muestra, para comparacion, el potencial
y el campo generado por un pez eléctrico (alumnus.caltech.edu/rasnow/).
Notese que para una carga negativa, los roles de la montana y el abismo
son al contrario. Esta representacion no vale, claro esta, para puntos muy
cercanos a las cargas.
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Ficura 3.2. Ejemplos de potenciales y campos eléctricos

3.3. La diferencia de potencial y el camino de
integracién

Volvamos al resultado expresado en la ecuacién (3.6). Tomemos, para sim-
plificar, el potencial generado por una carga ¢  situada en el origen de
coordenadas y llamemos a nuestra carga de prueba ¢. Si los dos puntos
P y @ estan sobre una linea radial a distancias del origen dadas por rp y
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r@, respectivamente, es facil calcular que el trabajo realizado al mover la
carga de prueba (de valor 1 C') sera

Q , , 1 1
AV:—/ L gr=-1 (= -~ (3.9)
p 4meg dreg \rQ TP

Como se esperaria, se requiere que un agente externo realice un trabajo
positivo para mover una carga de prueba positiva hacia mds cerca de otra
carga positiva. Es claro, ademds, que mover la carga de () a P requiere un
trabajo de signo contrario.

Supongamos, ahora, que el punto P esta situado sobre otra linea radial,
pero ain a la misma distancia rp de ¢" Podriamos escoger varios caminos de
integracion para llevar la carga ¢ hasta ), como se muestra en la figura 3.1.
Es posible aproximar este camino tanto como queramos por una sucesion
de incrementos (o decrementos) radiales y arcos. Pero la integral de linea
sobre los arcos es cero, porque el campo es normal a esos desplazamientos;
por el contrario, la integral de linea sobre los incrementos radiales tiene
el mismo resultado que en la ecuacién (3.9). De esta manera, al menos en
el caso de una carga puntual, la diferencia de potencial entre dos puntos
depende solo de la posicién de esos puntos y no del camino usado para
calcularla. Tenemos libertad para escoger el camino que nos haga mas facil
el calculo.

Este resultado, que la diferencia de potencial es independiente del camino,
tiene una importancia fundamental (no solo es un resultado matemético).
Supongamos que lo contrario fuese cierto. En la situacion que consideramos
(Figura 3.1), supongamos que se requiere menos trabajo para mover a g en-
tre Py @ a lo largo de un camino I que a lo largo de un camino I71. Una
inversién de la direccion de movimiento resulta solo en un cambio de signo
en el trabajo realizado por un agente exterior; la carga ¢ podria moverse de
P a @ alo largo del camino [ y regresar de Q a P a lo lago del camino I1.
En total habria una ganancia de trabajo, aunque el sistema fisico volviera
a su estado inicial. Estariamos ganando energia en un proceso que pode-
mos repetir cuantas veces quisiéramos y tendriamos una fuente de energia.
iTendriamos que reescribir mucho de la fisica basada en la conservacion de
la energial

La ecuacién (3.7) resume, entonces, el hecho de que en el campo electros-
tatico la diferencia de potencial no depende del camino empleado en el
célculo. Resultard evidente también que la ecuacién (3.7) se aplica a cual-
quier configuracién de cargas estaticas, por las mismas consideraciones de
energia.
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3.4. Funciones potencial para distribuciones
continuas de carga

Calculemos ahora las funciones potencial para algunas distribuciones de
carga. Un primer ejemplo (Figura 3.3) serd el del cascarén esférico de radio
ro con carga total ¢ Podremos comparar directamente los resultados con
el campo que hemos calculado en el capitulo anterior.

7, dO

7 Cos@)"”

Ficura 3.3. Célculo del potencial generado por una esfera de carga

La linea desde el centro de la esfera, O, hasta el punto en que calcularemos
el potencial, P, a una distancia r desde O, serd nuestro eje (ﬁ’) para un
sistema de coordenadas esféricas (r, 6, ). Consideremos un anillo circular
de ancho r¢df, radio g sen (f) y centrado en el eje de referencia. Todos los
puntos de ese anillo estdn a una distancia (12 + 73 — 2rrg cos(9)'/2) de P.
La carga total en el anillo es 27a 73 sen (0)d6.

A partir de la definicién (3.4), tomando el cero del potencial “en el infinito”,
el potencial generado por este anillo de carga en el punto P serd
B 270 3 sen (0)do

 dmeg(r? +rg — 2rro cos(6))1/2

do (3.10)

Y el potencial total en P, sumando la ecuacién anterior con los limites 8 = 0
yO0=m,es

2
_ 2mo rf

[(r® + 72 + 27‘7’0)1/2 — (43— 27"7'0)1/2] (3.11)
4meqr
En esta ecuacién (3.11), cada término entre paréntesis representa una dis-
tancia: las distancias de P al punto mds cercano y al punto mas lejano de
la esfera. El primer radical es simplemente (r + rg); el segundo puede ser
(r—ro) o (rp — ), dependiendo de si rg < 7 o r < rg. Como la carga total
es ¢ = 4o 12, la funcién potencial estd dada, fuera de la esfera, por

Ao rd q’
3(r,0,0) = -——2 =

— 3.12
dmegr 4megr ( )
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y dentro de la esfera por

(1,0, ) =

En el capitulo encontramos anterior que el campo eléctrico fuera de un
cascaron esférico uniformemente cargado seria como si la carga estuvie-

’

drorg g

= 1
4meg 4dmegry (3.13)

ra concentrada en el origen; no es sorprendente el resultado anterior: el
potencial fuera del cascarén también es como si la carga estuviera concen-
trada en el origen. Habiamos encontrado también que el campo dentro del
cascaron es cero; ahora encontramos que el potencial es constante; no se
requiere realizar mas trabajo contra las fuerzas eléctricas para mover una
carga de prueba hasta el interior del cascarén que para llevarla justo hasta
el cascardn.

Como segundo ejemplo, consideremos una “linea de carga”, es decir un
cilindro infinito, uniformemente cargado. Calculemos por ahora la diferencia
de potencial entre dos puntos a distancias r; y ro a partir del eje de la
distribucion de carga. Supondremos que 1 < 79. La carga estarda dada por
una densidad lineal de carga, Ag. Para encontrar la diferencia de potencial
entre los dos puntos, emplearemos ahora el campo eléctrico calculado en el

capitulo anterior,
Ao
E= 3.14
2mwegr ( )

y calcularemos la integral de linea

1 )\0 dr /\0 ]
Viaor /,42 2megr  2meg lnrl (3.15)

En este caso, si tratamos de definir el cero del potencial “en el infinito”,
todos los puntos alrededor de la distribucion de carga tendrian potencial
infinito. Resulta necesario definir el cero de otra manera. Volveremos sobre
este problema mas tarde.

Un ejemplo més serd el de dos planos paralelos infinitos cargados uniforme-
mente. También en el capitulo anterior encontramos que el campo eléctrico
en la region entre dos planos infinitos, con densidades superficiales de carga
o0 y —op es perpendicular a los planos y tiene un valor de op/ep.

Empleemos este resultado para calcular la diferencia de potencial entre
dos puntos A y B que estédn en la regién entre las placas (Figura 3.4).
Supongamos que la distancia entre planos es d y la distancia entre A y B
es z, con el vector AB haciendo un angulo 6 con la normal a las placas. La
integral de camino del campo nos resulta

0
AVy_p = 20287 (3.16)

€0
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FI1GURA 3.4. Sobre el potencial entre dos planos con carga uniforme

Asi, cuando el punto A esté en el plano cargado negativamente y B en el
plano cargado positivamente, la diferencia de potencial serd la diferencia de
potencial entre planos,

ood

AV =222 (3.17)

€0
De la misma manera que en el ejemplo anterior, no es conveniente definir
el cero de potencial en el infinito.

3.5. La ecuacion de Poisson

El campo eléctrico generado por un conjunto de cargas estacionarias puede
expresarse como el gradiente de una funcién escalar, el potencial electros-
tatico, de modo que

E=-V¢ (3.18)

Esta ecuacién puede combinarse con la ley de Gauss, para encontrar una
ecuacion diferencial parcial para el potencial escalar

Vi = pg) (3.19)

Este es un ejemplo de un tipo de ecuacién muy famoso, conocido como la
“ecuacion de Poisson”.

En su forma maés general, la ecuacién de Poisson puede expresarse como
V2u(7) = v(7) (3.20)

donde u(7) es algiin potencial escalar que debe determinado y v(7) es una
“funcion fuente” conocida. La condicion de frontera méas conocida aplicada a
esta ecuacion para encontrar su solucion es que el potencial u es cero “en el
infinito”. Las soluciones a la ecuacién de Poisson se pueden superponer. Asi,
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si u; es el potencial generado por la funcién fuente vy y us es el generado
por la funcién v, de modo que

Vi = V?ug = v
entonces, el potencial generado por vi + vo sera uy + ue, con
V2(U1 + UQ) = V2u1 + VQUQ = v + V2 (3.21)

La ecuacién de Poisson tiene esta propiedad porque es lineal tanto en los
términos de potencial como en los términos de fuente.

Esta propiedad de las soluciones de la ecuacion de Poisson sugiere un mé-
todo general para resolver la ecuacién diferencial. Supongamos que se pu-
dieran construir todas las soluciones generadas por fuentes puntuales. Por
supuesto, tales soluciones deben satisfacer ciertas condiciones de frontera.
Cualquier funcién fuente, muy general, podria construirse a partir de fuen-
tes puntuales, con los pesos (es decir, con los valores de carga) adecuados;
eso quiere decir que una solucién de la ecuacion de Poisson deberia poderse
expresar como una suma con pesos de soluciones (potenciales) de fuentes
puntuales. De esa manera, una vez conocidas las soluciones con fuentes
puntuales, podremos construir cualquier otra solucién. En términos mate-
maticos, la ecuacion para una fuente puntual de magnitud unidad es

V2G(F,7) = §(7 — 7) (3.22)

cuya solucién se hace cero para |#F] — co. La funcién G(7,7) es la solucién
generada por una fuente puntual situada en 7. Los mateméticos la deno-
minan “funcién de Green”. La funciéon generada por una funcién fuente
v(7) serd simplemente la suma, con pesos apropiados, de todas funciones
de Green que son solucién a la ecuacién de Poisson

(i) = / GF, 7 Yo(F)doF (3.23)

Se puede demostrar facilmente que esta es la solucién correcta: recordemos
que el operador V actiia sobre las coordenadas 7 pero no sobre las 7. Asi,

V2u(F) = /[VQG(F,F)}U(Fjd3F’: /5(?-?%(?)#?':@@ (3.24)
Regresemos a la ecuacién (3.19),

V3= —p? (3.25)
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Conocemos ya la funcién de Green para esta ecuacion; recordemos el poten-
cial de una “carga puntual” y modifiquemos la expresiéon quitando la parte
q/4mey. Se puede expresar como

1 1

G(T,T’) = _Em

(3.26)
Notese que ahora la soluciéon general para la ecuaciéon de Poisson puede
expresarse como

o(F) = %/%d%’ (3.27)

resultado al que ya habiamos llegado por otro método.

3.6. La ecuacion de Laplace

En las regiones del espacio que estan libres de carga, el lado derecho de la
ecuacién (3.19) es cero. Esta forma de ecuacién diferencial suele llamarse
ecuacion de Laplace,

Vi =0 (3.28)

Aunque esa diferencia de nombres es solo una cuestion de costumbre. El sim-
bolo V? se denomina “operador laplaciano” o simplemente “el
laplaciano”.

Los métodos para encontrar la funcién potencial que se han discutido hasta
ahora requieren de un conocimiento completo de la configuracién de las car-
gas eléctricas. Pero hay muchas situaciones en que nuestro conocimiento de
esa configuraciéon es incompleto. Podriamos conocer la distribucion de car-
gas en una region limitada del espacio y el valor del potencial o del campo
eléctrico en la frontera de esta region. Lo que nos permiten las ecuaciones
de Laplace o de Poisson es la posibilidad de encontrar la funcién potencial
en estas condiciones de conocimiento incompleto. Los matematicos han tra-
bajado durante mucho tiempo y han encontrado muchos métodos analiticos
y un gran numero de funciones analiticas que podemos escoger, de modo
que satisfagan las condiciones de frontera que la funcién debe satisfacer.

Hay también problemas, de enorme interés practico, para los que no es
posible encontrar una funcién analitica que sea solucién de la ecuacién
diferencial. Para tales casos se han desarrollado varias técnicas numéricas
para encontrar valores del potencial, punto a punto, sobre la region de
interés. A menudo, el método consiste en disponer un arreglo simétrico de
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puntos para asignar valores al potencial en estos puntos, de una manera
que puede ser arbitraria. La ecuacién (3.28) se convierte en una especie
de prueba de esa asignacién y su aplicaciéon permite encontrar un nuevo
conjunto de valores, corregidos, si es el caso. Una nueva aplicacién de (3.28)
resultard en una “mejor aproximacion”, etcétera. Qué tan buenos sean los
resultados dependera de la eleccién de los valores iniciales y del nimero de
veces que la prueba (3.28) se aplique.

Ya sea en forma analitica o numérica, la solucién buscada serda una que
satisfaga simultaneamente la ecuaciéon de Poisson o de Laplace y las condi-
ciones de frontera dadas. Un ejemplo de soluciéon numérica se presenta en
seguida! para una representacién en dos dimensiones de un potencial. Como
los lectores sabran, se puede representar un potencial de varias maneras.
Una de ellas se obtiene mediante “equipotenciales”, que son superficies (o
lineas) que resultarian de la unién de puntos que tengan el mismo valor
de potencial. Para ello, es necesario suponer que se conocen los valores de
potencial en ciertas superficies.

Para lo que sigue haremos uso de un concepto que discutiremos mucho mas
tarde: el concepto de conductor eléctrico. Por ahora, nos interesa sobre to-
do una propiedad de los materiales conductores: la de permitir que algunas
particulas portadoras de carga se muevan con facilidad en su interior. Tanto
que, en comparacion con el espacio fuera del conductor, el trabajo necesario
para mover una particula cargada dentro del conductor es cero. Eso quiere
decir que el potencial en cada punto en el interior del material conductor
es igual y que cada pedazo aislado de material conductor es una superficie
(o un volumen) equipotencial; es el caso de los metales, en los que se mue-
ven con mucha facilidad los electrones. Si consideramos solamente campos
“estaticos”, se pueden realizar equipotenciales con laminas de metal.

Ahora bien, es posible conectar dos (o0 mas) ldminas de metal a los termina-
les positivo o negativo de una pila eléctrica o de un otro separador de cargas
(electrénico o electrostético) por medio de alambres, también conductores
eléctricos. La accion de esa “maquina separadora de cargas” equivaldra a
lograr que haya una diferencia de potencial (trabajo por unidad de carga)
entre las laminas. Examinemos varias posibilidades a la luz de la teoria
formulada anteriormente.

Un primer ejemplo es el caso de dos laminas conductoras paralelas, tales que
su separaciéon sea mucho menos que sus dimensiones laterales

1 El lector o estudioso interesado podria consultar la pagina web del GRUCAD,
www.grucad.ufsc.br, donde encontrard un programa, EFCAD (Electromagnetic Field
Computer Aided Design) y su manual, para resolver problemas de célculo de campos
eléctricos y magnéticos.
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(Figura 3.5). Las condiciones de frontera que debe satisfacer el potencial
que vamos a calcular, para el espacio entre las placas, serian de la forma

o(z,y,2) =Vo/2 para z = d/2
=—V/2 para z = —d/2

Lo anterior corresponde al caso del potencial (o del campo eléctrico) entre
dos distribuciones de carga, una positiva y otra negativa. Nuestros resul-
tados describen un campo constante, dirigido de la placa con potencial
positivo hacia la placa con potencial negativo y perpendicular a ellas. El
experimento confirma la prediccién; esto significa que el método experi-
mental para generar ese tipo de campo eléctrico es simplemente el descrito.

A

+1vY

FI1GURA 3.5. Sobre el potencial en el espacio entre dos planos conductores

Naturalmente, cerca de los bordes de las placas, ni el potencial ni el cam-
po eléctrico seran como hemos descrito lejos de esos bordes. Sin embargo,
para muchas aplicaciones practicas, la uniformidad del campo obtenida es
suficiente. Volveremos sobre este tema més adelante.

FiGURrA 3.6. Acerca del potencial entre dos cilindros conductores

Un segundo ejemplo es el de dos laminas conductoras cilindricas coaxiales
(Figura 3.6). Las condiciones de frontera serian del tipo

o(r,0,2) =V parar =1y

=0 para r =rp
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La solucién de la ecuacion de Laplace en el espacio entre las dos laminas
corresponderd al campo y al potencial calculados para una linea de carga.

En la ecuacién anterior se ha ajustado el cero de potencial a uno de los
cilindros; como hemos visto, este ajuste no tiene consecuencias para el valor
o para la direccion del campo eléctrico resultante.

Un 1ltimo ejemplo, que ya adivinard el lector, es el de dos laminas conduc-
toras deformadas para darles formas esféricas concéntricas. La conexién de
estas laminas a los terminales de una pila produce un campo con condicio-
nes de frontera

o(r,0,0) =V parar =rp
=0 para r =rq

La solucién de la ecuacién de Laplace serd un potencial que equivale al de
una carga puntual, ajustando el cero de potencial a uno de los cascarones
esféricos. Este ajuste tampoco tendra consecuencias para el valor o para la
direccién del campo eléctrico resultante.

., Qué aplicaciones tiene todo esto? Mencionaremos solamente la aplicacion
de los dispositivos mencionados y los campos generados con ellos en nu-
merosas situaciones. El movimiento de los electrones dentro de un tubo de
imagen, en un monitor de televisor o de computador se calcula, parcialmen-
te, como la trayectoria del electrén en los campos generados por la conexién
de los electrodos que forman el “canén electrénico” con diferentes potencia-
les. El movimiento se puede gobernar para acelerar, “enfocar” y “dirigir” los
electrones en puntos sobre el material fosforescente que recubre el interior
del monitor. Una fuente de iones, o canén de iones, emplea igualmente elec-
trodos a potenciales diferentes para lograr que los iones sean acelerados y
dirigidos.

En varias técnicas modernas de analisis de materiales, se bombardea una
superficie con un haz de electrones (o de iones) de energia cinética espe-
cificada por el potencial que los acelera. Tras la interaccion, es necesario
analizar con qué energia salen los electrones del material; esto se logra con
dispositivos que desvian las particulas acelerandolas en campos que pueden
ser de lineas paralelas, de simetria cilindrica o esférica® 3.

2 Ver, por ejemplo, el articulo de W. Stechelmacher, Energy Analysers for Charged
Particle Beams, en J. Physics E (Sci. Instruments), 1973. Se pueden consultar, adem4s,
en la seccién de Tesis, de la biblioteca de la Universidad Nacional de Colombia, muchos
trabajos realizados sobre temas similares en la década de los setenta del siglo XX.

3 El lector interesado podria disfrutar de la conferencia Nobel de Ernst
Ruska (uno de los inventores del microscopio electrénico) que se encuentra en
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3.7. Potencial en una lente electrostatica

Las llamadas “lentes electrostaticas”, empleadas para el manejo de haces de
particulas cargadas, suelen constar de una serie de discos metélicos coaxiales
perforados (Figura 3.8) con diferentes potenciales aplicados desde “fuentes
de tension” externas. La eleccién cuidadosa de los potenciales y el calculo
de las trayectorias permitiran predecir el comportamiento de los haces en
tales sistemas. Veamos primero cémo es un método general muy sencillo
para resolver la ecuacién de Laplace.

En un sistema de coordenadas bidimensional cartesiano, la expresion para
el laplaciano de una funcién, V2¢, es

Polry) | Pol.y)
Ox? Oy

=0 (3.29)

Supongamos que la regién en que vamos a calcular el potencial es un rectdn-
gulo (Figura 3.7) y definimos en ella un arreglo de puntos, separados en la
direccion Oz y en la direccién Oy por distancias h pequenas en comparacion
con las dimensiones de la regién de interés (ver figura 3.7).

Las primeras derivadas del potencial, calculadas en un punto arbitrario
(z,y) = (nh,mh)* del arreglo, que llamaremos, para simplificar ¢(z,y) =
o(n,m), pueden aproximarse por las diferencias de potencial entre los pun-
tos vecinos,

8¢(Iay) ¢(n + 17m) — d)(n?m) ~ ¢(nam) — ¢(n — 1am)

~
~ ~

Ox h h
8¢($, y) ~ ¢(n7 m+ 1) — ¢<7”L, m) ~ ¢(n’ m) — ¢(n7m — 1)
oy h - h

y las segundas derivadas, de manera similar, por las diferencias entre las
primeras derivadas,

P2(z,y)  dn+1,m)—2x ¢mn,m)+¢(n—1,m)

~
~

0z? h?

P¢(z,y)  on,m+1) =2 x ¢m,m)+ ¢(n,m — 1)

~
~

Oy? h?

http://nobelprize.org/physics/laureates/1986 /ruska-lecture.pdf. El lenguaje que emplea
no es demasiado técnico y puede ser facilmente seguido el proceso de diseno de una de
las méaquinas de investigacién, producto del siglo XX.

1 Con1<n<Nyl<m< M, porejemplo, si hay N x M puntos en el arreglo.
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De esta manera la ecuacién diferencial que se quiere resolver, (3.29), se
convierte en una ecuacion que nos dice

6(n,m) = i[(j)(n )+ d(n+1,m) + d(nm — 1)+ d(n,m+1)] (3.30)

El criterio de control acerca de cémo debe ser el potencial en cada punto
es simplemente que debe ser el promedio del potencial en los cuatro puntos
vecinos. ;Cémo se aplica en la préactica el criterio? En primer lugar, los

Mh nh -

mh ¢

Ficura 3.7. Acerca del método de relajacion

valores del potencial en los bordes de la regién estan fijos. Es posible, ade-
mds, que algunos otros puntos correspondan a valores fijos de potencial, si
se quiere que el conjunto describa un sistema de varios electrodos. A todos
ellos se les asignara este valor, que no va a cambiar. Luego, se asignara a
todos los deméds puntos un valor inicial arbitrario para ¢(n,m). Para lo-
grar acercarse a valores més aproximados, se calculara, a partir del punto
n=2m=2hastaeln =N —1,m = M — 1, una nueva aproximacion,
empleando la férmula (3.30). Este proceso se repetird muchas veces, hasta
cuando los cambios sean inferiores a un cierto valor prefijado. Este proceso
es llamado por los matemdticos un “método de relajaciéon” y puede conver-
ger muy lentamente. Hay métodos més rapidos, pero su explicaciéon es mas
compleja’.

Una lente electrostatica sencilla es un sistema de tres discos perforados, con
los dos exteriores unidos al mismo potencial y el central a otro potencial
(Figura 3.8). Con base en un proceso de relajacion se calculé la distribucién
de potencial en el plano meridional (un plano que pasa por el eje del siste-
ma) de la lente mencionada anteriormente. Una imagen tridimensional del

5 Ademés hay que sefialar una modificacién necesaria cuando se quieren calcular
potenciales con simetria cilindrica, debido a que el laplaciano tiene una expresién mas
complicada. Dejamos al lector interesado la bisqueda de mas detalles de tales métodos.
Por ejemplo, se encuentra una interesante presentacién titulada FElectric Potential and
Charge en www.av8n.com/physics/laplace.html.
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potencial muestra una forma caracteristica, similar a una silla de montar.
Una representacion en forma de las lineas equipotenciales (que correspon-
den a superficies tridimensionales) se muestra en la figura. Con base en esta
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FiGurA 3.8. Una lente electrostatica y el potencial entre electrodos

distribucion de potencial se pueden calcular las fuerzas que actiian sobre
cada particula cargada de un haz que llega en direccién aproximadamente
axial a esta lente. Se predice una accién de enfoque de la lente sobre el haz.
El experimento confirma también la prediccién. Una explicacion cualitativa
de cémo funciona una lente electrostitica para electrones tiene en cuenta,
si se recuerda que el potencial es un trabajo por unidad de carga, que los
electrones tendran, al llegar a cada diferente superficie equipotencial, una
determinada energia cinética y, por ello, una determinada velocidad. Si se
recuerda que el efecto de cambio de direccién de la luz en una lente se pue-
de explicar precisamente por un cambio de velocidad en la superficie de la
lente, se puede argumentar, por analogia, que una distribucién de potencial
como el senalado para el sistema de tres electrodos funciona exactamente
de esta manera, como una lente, justificando asi el titulo de esta seccion.

3.8. Unicidad de la solucion

El lector se preguntard, seguramente, jcémo se puede afirmar, como se
afirmé en la seccidn sobre la ecuacion de Laplace, que el potencial entre
dos electrodos metalicos planos, cilindricos o esféricos, equivale al potencial
generado por dos ldminas de carga, por una linea de carga o una carga
puntual, respectivamente? O, expresado de otra manera, si ya se ha encon-
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trado una solucion a la ecuacién, jcémo se puede estar seguro de que es la
unica? La respuesta, suministrada por los matematicos, es la unicidad de
la solucién (excepto, como ya se dijo, por una constante aditiva).

El razonamiento puede ser como sigue. Supongamos que existen dos solu-
ciones ¢1 y ¢o. Si las dos son solucién de nuestro problema, las dos deben
satisfacer la ecuacion de Laplace, de modo que

V2(41) =0 y V2(h2) =0 (3.31)

o también
V(g1 — ¢p2) =0 (3.32)

Cada una de las soluciones debe ajustarse a las condiciones de frontera, de
modo que, en las fronteras,

(1 —2) =0 (3.33)

Por ejemplo, en el problema del cascarén de carga, tanto ¢ como ¢o de-
ben ser cero en el infinito. Formemos ahora la funcién (que tiene caracter
vectorial)

W = (¢1 — ¢2)V(d1 — ¢2) (3.34)
Apliquemos a este vector W el teorema de Gauss, que afirma
[ ¥watr— [ a3 (3.35)
%4 S

o también, explicitamente

/ V(61— 2)V(b1 — do)]dPF = / (61 — 62)9 (61— 62)] - 45 (3.36)
\%4 S

La integral al lado izquierdo de la ecuacién anterior es sobre el volumen en
el que las funciones son validas y la del lado derecho es sobre la superficie
que encierra este volumen; esto es, la superficie sobre las que se aplican las
condiciones de frontera. Tales condiciones, expresadas en la ecuacién (3.33),
nos dicen que la integral de la derecha en (3.36) es cero.

Emplearemos, ademas, una identidad vectorial conocida
V- (WA) = (V) - A+ (V- A) (3.37)

en la que identificaremos 1 con ¢1 — ¢2 y A con ﬁ((j)l — ¢2). Haciendo esto,
la expresién (3.36) queda

/V (61 — 62)V2 (61 — b2) + V(61 — b2) - V(o1 — )| dPF =0 (3.38)
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Segin la ecuacién (3.32), el primer término en el integrando es cero y nos
quedamos con

/VW(% — ¢o)]Pd*7 =0 (3.39)

A la izquierda tenemos una suma (integral) de términos que solo pueden ser
positivos o cero. Pero si su valor fuera positivo en alguna region, la integral
sobre todo el volumen no podria ser cero. Asi se concluye que ﬁ(cbl — ¢2),
la maxima tasa de cambio de (¢1 — ¢2), debe ser cero en todas partes y,
como consecuencia, en todas partes

(¢1 — ¢2) = constante (3.40)

Dado que esta diferencia era cero en la frontera, deberd ser cero en todas
partes; dicho de otra forma, las dos soluciones son la misma. Si hemos
encontrado una solucion a la ecuacién de Laplace, podemos confiar en que
hemos encontrado la solucién tnica.

3.9. La medicion de campos eléctricos

La definicién de campo eléctrico, como la fuerza sobre una carga de prueba
de 1 As, sugiere un método para medir la intensidad del campo. Se requie-
re un cuerpo —cargado— de prueba y una balanza sensible para medir la
fuerza. Es probable que haya necesidad de calcular correcciones, debidas al
desplazamiento de la densidad de carga en nuestro cuerpo de prueba, por la
influencia del campo a la que esta sometida, lo que hara que nuestra carga
no se comporte como “puntual”.

Un medidor de campo eléctrico, denominado “molino de campo”, expone
una lamina metdlica a la accién de un campo eléctrico para luego cubrirlo
vy medir la carga que la lamina “adquirié”. Nuevamente, lo que se mide es,
directamente, una diferencia de potencial y, a través de inferencias basadas
en la construccion del equipo, se determina el campo eléctrico.

Una medicion indirecta se lleva a cabo en un sistema disenado para ace-
lerar o enfocar particulas: si el movimiento de estas resulta como se habia
previsto, tendremos alguna confianza en que la distribucién de campos es
como se habia disenado. De lo contrario, se redisenan los electrodos que
estdn fijando los potenciales. No es una medicién local, sino global.

Pero en la mayoria de los casos la mediciéon de campos eléctricos se hace en
otra forma indirecta, a través de la medicién de diferencias de potencial®,

6 Recordemos que se mencioné atrés la expresién “diferencia de voltaje” como una
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Un electroscopio, que suele presentarse como un instrumento para detectar
la presencia de cargas eléctricas es, también, un detector de la diferencia de
potencial entre su electrodo interior y el exterior del aparato. La mediciéon
de potenciales en la transmisiéon de impulsos nerviosos, la de potenciales
en un tanque de electroformado, en la practica de la electroencefalografia o
la electrocardiografia, se mide directamente la diferencia de potencial entre
dos o mas puntos y a partir de esos resultados se calcula, si se quiere, el
campo eléctrico. La forma de las graficas de diferencia de potencial como
funcion del tiempo o de la posiciéon permite conclusiones valiosas sobre el
sistema examinado.

3.10. Un potencial en coordenadas cilindricas

Realicemos un célculo del potencial electrostatico en coordenadas cilindri-
cas, no solo como ejemplo sino para ver efectos que deberemos discutir mas
adelante. Nuestro caso serd el de un campo uniforme (se puede suponer
que producido por dos distribuciones superficiales de carga muy lejos) que
tomaremos como E(z,y) = (Fegt,0,0) = E(r,6). Este campo uniforme es
alterado por la introduccién de un cilindro conductor sin carga neta y sin
conexién con otras equipotenciales.

Cuando realizamos este sistema (Figura 3.9), se puede esperar que las cargas
en el cilindro se redistribuyan. Habra un exceso de cargas positivas y en
posicién diametral una de cargas negativas; esas distribuciones de carga
producen una alteracion del potencial y del campo eléctrico.

——
=
M

v
————
T
=

F1cura 3.9. Un potencial (a) uniforme y (b) modificado

Tomaremos el centro del cilindro como origen de coordenadas y el cero de
potencial como el potencial de este punto, de modo que se puede esperar que

medida del trabajo sobre una carga unidad. Para medir campos se mide o calcula, indi-
rectamente, qué trabajo realizaria el campo al llevar una carga unidad desde el punto P
hasta el punto Q. a partir de esta determinaciénm se infiere como es la intensidad del
campo E.
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el potencial sin el cilindro serd de la forma ¢(z,y) = —xFeyy = —7 €08 0 Eeyy.
Lo escribiremos en la forma

o(r,0) = —2 a cos O (3.41)
Donde a es el radio del cilindro conductor. Para expresar el efecto del
cilindro conductor, razonaremos asi: en primer lugar, el término adicional
al potencial debe anular el potencial en r = a para cualquier angulo. Resulta
razonable escoger también una dependencia con cos 6. En segundo lugar, el
término adicional debe modificar el potencial en la vecindad del cilindro,
pero no lo debe alterar muy lejos, cuando r — oo. Parece recomendable
escoger una dependencia con 1/r. De esa manera, el potencial, que dentro
del cilindro es cero, fuera del cilindro seria de la forma

r

o(r,0) = — (f - g) a cosO0F,. (3.42)
a T
Sera necesario asegurarse de que esta funcion cumple la ecuacién de Laplace.
La distribucién del potencial antes y después de la introduccién del cilindro
se muestra en la figura 3.9 (la direccién Oz va hacia arriba). Para calcular
el campo, deberemos aplicar el operador gradiente a la expresién (3.42). Las
lineas de campo son perpendiculares (localmente) al cilindro conductor.

3.11. Resumen y comentarios

El estudio del potencial electrostdtico tiene gran importancia en la com-
prensién del comportamiento de las cargas en presencia de campos. No solo
se ha desarrollado una serie de métodos analiticos con elegantes soluciones a
problemas de potencial que incluyen el desarrollo en polinomios especiales.
Desde el punto de vista de la practica, sobre todo en el desarrollo y expli-
cacion de métodos modernos de investigacion en campos que van desde el
andlisis de los so6lidos y sus superficies hasta el empleo de aceleradores de
particulas’, los potenciales son de enorme importancia.

Resulta interesante, ademas, la contrastacion de los argumentos matema-
ticos y los argumentos fisicos en relacion con el potencial. Son dos puntos
de vista diferentes y podrian ser complementarios. Un estudiante atento
podré tener en cuenta los dos campos y desarrollar un sentido acerca de la
diferente estructura que tiene la fisica.

™ Debe recordarse aqui que los aceleradores no son simplementa maquinas “exéticas”
que se emplean en investigaciones sino, ademdas, maquinas empleadas en ciertos trata-
mientos médicos.
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Junto con los métodos analiticos, mas “elegantes”, los métodos numéricos
y los recursos modernos de calculo y presentacién son de enorme utilidad.
El lector interesado encontrara, consultando la internet, un enorme nimero
de programas diddcticos y pequenas aplicaciones para mostrar cémo fun-
ciona en la préctica la teoria del potencial. La creciente disponibilidad y el
creciente uso de computadores pone al alcance del estudiante recursos de
los que no se sofiaba a finales del siglo XX8.

3.12. Temas para discusién

e Un dispositivo bastante usado consiste en dos cilindros conductores dis-
puestos sobre un eje comin, como muestra el diagrama adjunto (Figura
3.10), que estdn conectados a potenciales diferentes; si puede, observe la
parte posterior (el “cuello”) de un tubo de imagen de un televisor para
ver varios elementos similares —por precaucion, procure que esté desco-
nectado del tomacorriente—.

Z

FI1GURA 3.10. Una componente de un canén electrénico

Vy Vs

Haga un diagrama de como esperaria usted que sean las equipotenciales
y las lineas de campo eléctrico. ;jPara qué se empleara este dispositivo?

e ;Podria un electroscopio funcionar como sensor de diferencias de
potencial?

e Estudie una descripcién del “electréforo” —por ejemplo en Wikipedia—;
se afirma que este aparato puede suministrar una cantidad ilimitada de

carga —exceso de carga, diremos—. ;De donde sale la energia necesaria
para ello?

8 Para un estudiante del siglo XXI podria ser dificil creer que en los afios setenta del
siglo XX probablemente no habia 10 computadores en toda la Universidad Nacional de
Colombia, que cada uno de ellos no alcanzaba la capacidad de un computador personal
promedio de la actualidad y que gran parte del tiempo jse dedicaban a actividades de
administracién!
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e Un ejemplo de campo con muchas aplicaciones practicas es el de una
carga aislada colocada cerca a una lamina conductora que esta a potencial
cero —una lamina infinita a potencial cero—. Se propone que las lineas de
campo y las equipotenciales entre la ldmina y la carga son iguales a las
que habria entre esa carga y una carga de signo contrario situada en una
posicién simétrica respecto de la carga “real” —es el llamado “método de
las imagenes™. ;Qué opina usted?

El método de las imédgenes tiene mucha aplicacién en el cdlculo numérico
de potenciales entre dos electrodos: en la préactica se supone que varias car-
gas estan actuando simultaneamente; el problema de calculo del potencial
se convierte en un problema algebrédico, para encontrar el valor y la po-
sicion de las cargas. Varios métodos modernos de analisis de superficies a
través de la interaccién con iones o electrones lentos aprovechan el con-
cepto de carga imagen. Resulta interesante visitar la pagina de Virtual
Physics Laboratory, www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/viewforum.php?f=16
para dos animaciones de la teoria correspondiente. En la pagina
web.mit.edu/6.013_book /www /book.html se describe una experiencia sobre
este tema.

3.13. Ejercicios

1. Los enlaces moleculares pueden ser de varios tipos:

Ibnicos atraccion por cargas de diferente signo
Covalentes comparticién de electrones entre atomos

Van der Waals atraccion entre moléculas polarizadas con distribucio-
nes de carga no esféricas

Hidrdgeno un tipo de atraccién de van der Waals que involucra atomos
de hidrégeno

Los potenciales de todos, excepto los idnicos, son no simétricos, sino
funciones complicadas de posicién y orientacion. Pero para lo que sigue
los consideraremos simétricos. También supondremos que en el enlace
covalente se transporta un electrén de un atomo al otro por cada enlace.
Se solicita calcular la energfa en kJ/mol de los enlaces de la tabla 3.1.

La molécula de ciclohexano (un disolvente orgénico) se encuentra en dos
configuraciones llamadas el bote y la silla. Vista desde “arriba”; la mo-
lécula se ve como un hexagono. Vista desde el lado, cuatro dtomos de
C estan coplanares casi en un cuadrado. En la configuracién bote, los
atomos de los extremos estan al mismo lado del cuadrado plano, en la
configuracion silla estan en lados opuestos. Suponga que las coordenadas
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de los d4tomos son (0, 0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0), (—0.217;0.5; 0.266)
y (1.217;0.5;0.266) o (1.217;0.5; —0.266) —son coordenadas relativas, pa-
ra que los angulos entre pares de enlaces sean de 111 grados—. Se solicita
calcular la razén de la energia de la configuracion bote a la configura-
cion silla, suponiendo que todos los enlaces estan igualmente cargados.
La energia de la configuracién es la suma de la energia de cada par de
atomos en la configuracion.

Atomos enlazados Tipo de enlace Distancia entre dtomos

Na+ y Cl- I6nico 2,76 x 107 0m
H+ y O- Covalente 1,03 x 10710,
C-y H+ Covalente (1) 1,14 x 10710m
C-y C+ Covalente (1) 1,54 x 10710m
Cy C++ Covalente (2) 1,34 x 10710m
C—y C+++ Covalente (3) 1,20 x 10710m
H+ y O- Van der Waals 2,60 x 107 1%9m
O-y OH+ Hidrégeno 1,54 x 10710m
TABLA 3.1.

. Dos placas planas de metal se mantienen paralelas entre si a una dis-
tancia d mucho menor que sus dimensiones laterales. Se conectan entre
si por medio de una tira de metal. Una lamina plana de plastico, que
tiene una carga ¢ por unidad de superficie se coloca paralela y entre
las placas de metal, de modo que su distancia a una de ellas es d/3. Se
solicita calcular los campos eléctricos cerca a cada una de las placas.

. En un cierto tubo electrénico, los electrones son emitidos desde una
superficie plana metélica caliente —el emisor—; son recogidos por otra
superficie metalica plana, paralela al emisor, que estd separada por d
de él. Supondremos que d es pequena comparada con otras dimensiones
de todo el sistema. El potencial eléctrico entre las placas tiene la forma
¢ = kz*/3, donde z es la distancia desde el emisor.

e ;A qué es igual la densidad superficial de carga o en el emisor? ;En
el colector?

e jA qué es igual la densidad volumétrica de carga o(x) para
0<z<d?

Los tubos electrénicos ya no son tan usados en electrénica, pero atin los emi-
sores de potencia de microondas y los monitores de televisién o de compu-
tadores los emplean —a comienzos del siglo XXI-. Los emisores de electrones
son indispensables en varios métodos de analisis para investigacion.
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4. La maxima intensidad de campo eléctrico, que puede existir cerca de la
superficie de un conductor en el vacio, sin que tenga lugar la llamada
“emision de campo” de electrones, es alrededor de 108 v/m. Si la carga
superficial que produce este campo es negativa, compare el nimero de
electrones en exceso por unidad de area con el ntimero de atomos por
unidad de area. Compare la fuerza que actiia sobre un electrén en este
campo con la fuerza que actiia sobre un electrén debido a su enlace con
el protén en un dtomo de hidrégeno.

5. Dos laminas metalicas planas se colocan horizontales, paralelas entre si, a
una distancia d, pequena comparada con sus dimensiones laterales. Una
bateria que produce una diferencia de potencial Vy = 100V se conecta a
ellas.

e Diga cémo espera que sea la forma funcional del potencial y del campo
eléctrico entre las laminas. Suponga que la placa inferior estd cargada
positivamente y la superior negativamente.

e Se practican dos aberturas de tamano r < d en la placa inferior y a
través de una de ellas se dispara un haz de electrones con un angulo de
elevacién de 7/4 respecto de las placas —y en un plano que pasa por
las dos aberturas—. ;Qué clase de movimiento espera que describan
los electrones? ;Qué funcién podria desempenar el dispositivo descri-
to sobre el haz de electrones? Si se quisiera modificar el dispositivo
para actuar sobre un haz de protones ;qué habria que cambiar en la
geometria y los potenciales?

6. Dos laminas metalicas se curvan en forma de superficies cilindricas coaxia-
les de radios a y b, con a < b. Luego se conecta a ellas una bateria que
mantiene una diferencia de potencial V5 = 100V entre ellas (V, < V3).
Diga  qué  forma  funcional  espera  para  V(r), con
a < r < b, entre los cilindros pero lejos de sus bordes. Argumente su
respuesta. ;Qué tipo de distribucién (ideal) de carga produciria esta for-
ma de potencial? ;Qué cambios esperaria usted si las dos placas ya no
fueran cilindros completos sino, por ejemplo, medios cilindros? Suponga
que siguen coaxiales y estdn muy cerca uno del otro (b — a < b).

7. Para tener una idea de cémo se mueven los electrones y los iones en
una lampara de descarga en un gas, se propone el siguiente célculo: dos
laminas metdlicas anchas, paralelas, separadas por una distanciad = 0,1
m, se conectan a una bateria que establece entre ellas un potencial de
100 V. De la lamina negativa arranca un proton y, simultdneamente, de
la positiva arranca un electréon. Se mueven bajo la influencia del campo
establecido entre las ldminas.
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e Calcule la intensidad de campo eléctrico entre las dos laminas. Calcule
la aceleracién del proton y del electron.

e Calcule qué plano, paralelo a las laminas, alcanzan simultdneamente
el protén y el electron —por ahora desprecie la atraccion entre ellos—.

e Tome ahora en cuenta la atracciéon entre el protén y el electron y
prediga cémo cambia esta fuerza la coordenada del plano de encuentro,
calculado anteriormente.

e Las ldmparas de descarga en un gas mds empleadas (sobre todo para
alumbrado piblico) estdn llenas de argén y de vapores de mercurio o de
sodio —luz blanca o amarilla— ;Cémo aplicaria usted las conclusiones
de sus calculos anteriores a estas lamparas?

. Las células nerviosas son dispositivos electroquimicos que generan des-
equilibrios de carga eléctrica por difusién selectiva de iones a través de
su membrana’. El interior —en condiciones de reposo— se mantiene hasta
a —80 mV respecto del exterior. Como consecuencia, todos los animales
—vivos— producen campos eléctricos, que pueden ser detectados por otros
animales. Los electrocitos son células nerviosas o musculares modifica-
das que pueden producir diferencias de potencial mas altas. Los animales
con 6rganos eléctricos tienen desde decenas hasta miles de electrocitos
en serie (verdaderas pilas eléctricas) y llegan a centenares de voltios de
diferencia de potencial (700 V).

e Si el espesor de una membrana de célula nerviosa es del orden de algu-
nas decenas de radios atémicos (3,3 x 107Y m), calcule la intensidad
del campo eléctrico en la membrana nerviosa. Comparelo con los cam-
pos mas intensos que se pueden mantener en el aire seco sin que haya
descargas (chispas).

e Calcule la maxima intensidad de campo eléctrico producido por un
pez temblador, que vive en los rios de la Orinoquia. Suponga que su
longitud corporal es del orden de 1 m.

. Muestre, por medio de un célculo directo, que la expresién (3.42) satis-
face la ecuacion de Laplace. ; En qué sentido significa eso que la funcién
tiene curvatura cero?

e Muestre que el campo eléctrico que se deriva del potencial (3.42) estd
dado por

2

2
E = TA'Eext |:1 + a2:| COSG - eEeXt |:]. -
T

a
162} sen 6 (3.43)

9 Ver, por ejemplo, www.whatislife.com/education/fact/history.htm.
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10.

11.

e Realice un diagrama para mostrar la distribucién de cargas y el campo
eléctrico en ese potencial.

Una esfera conductora de radio a se conecta a un terminal de una bateria
(el otro estd “a tierra”, lo que la lleva a un potencial V. Calcule qué
relacién hay entre la carga ) que tiene ahora la esfera, suponiendo que

el potencial de referencia estd “en el infinito”.

e Una esfera de didmetro 10 cm se carga ahora hasta alcanzar un po-
tencial V7 = 100 V. Otra esfera de diametro 5 cm se lleva hasta un
potencial V5 = 200 V y se coloca a una distancia d = 100 cm de la
primera. Calcule la fuerza (magnitud y direccién) que actia entre las
dos esferas.

El campo eléctrico de la Tierra se debe a una separacion de cargas entre
la superficie de ella y las capas superiores de la atmésfera, o de las
nubes. No existe ain una explicaciéon completa acerca de por qué se
da esa separacion. Muchas publicaciones mencionan una intensidad de
campo del orden de 200 N/C cerca de la superficie ~bajo condiciones de
buen tiempo—.

e Si la direccién de éste campo es hacia abajo, jcudl es el signo de la
carga sobre la superficie de la Tierra y cudl el signo de las cargas en
las capas altas de la atmésfera?

e Suponga que la Tierra se comporta como un cascarén esférico carga-
do. Calcule la carga neta de la Tierra. Calcule también la densidad
superficial de carga en Coulomb y en cargas elementales por metro
cuadrado.

e ;Qué fenémeno conocido podria disminuir la intensidad del campo
eléctrico de la Tierra? ;Cudal fenémeno podria aumentarla?

El aire no es completamente aislante; su conductividad eléctrica aumenta
con la altura —se puede interpretar como una consecuencia de la accién de
radiaciones ionizantes—, de modo que la diferencia de potencial entre el suelo
y la iondsfera alcanza un valor entre 200 y 500 kV, con una intensidad de
corriente de 2 x 107!2 A/m? en condiciones de buen tiempo. Se pueden
consultar muchas publicaciones, como los libros mencionados en el capitulo
anterior o la pdgina /thunder.msfc.nasa.gov/primer/.

3.14. Actividades practicas

Un dispositivo muy facil de construir permite visualizar el concepto de cam-
po escalar: una lamina de cartulina o cartén paja, mojada en una soluciéon
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débil de una sal iénica, como el sulfato de magnesio, se convierte en un ma-
terial débilmente conductor. Si se colocan dos discos metélicos —monedas,
por ejemplo— planos sobre el papel y se conectan a los terminales de una ba-
terfa, en aquel se establece un sistema de corrientes eléctricas (movimiento
de iones); conectando ahora un voltimetro por un lado a uno de los discos
metdlicos que nos servirda como potencial de referencia, se puede explorar
como es la distribucién de lineas equipotenciales sobre la cartulina. La ob-
servacion servird para ayudar en la comprensién del concepto de potencial.
Conviene medir diferencias de potencial no solo respecto de uno de los con-
tactos, sino también respecto de un potencial arbitrario en otro punto de
la cartulina. Dispositivos similares a éste se han empleado en el estudio de
distribuciones de potencial en sistemas de éptica electrénica y de dptica
i6nica —sistemas capaces de acelerar, enfocar, desviar y reflejar particulas
cargadas—.

La direccion del campo eléctrico —y, en realidad, la direcciéon de movimiento
de los iones en un medio isotrépico— se encuentra como las lineas normales
a las equipotenciales.

5 g de sulfato de magnesio en 0,25 | de agua bastan para humedecer una
cartulina de 0,3 x 0,4 m?. Las mayores dificultades en esta actividad son la
falta de homogeneidad del material, que produce equipotenciales asimétricas
y la calidad de los contactos entre los discos y la cartulina hiimeda. El campo
generado, por supuesto, no es electrostédtico; pero con elementos de capitulos
posteriores se puede mostrar que es una solucién de la Ecuacién de Laplace.

e Dos discos metdlicos cerca del centro de la cartulina con una bateria de 9
V colocada sobre ellos, se acercan a la distribucién de potencial generada
por un dipolo. Se recomienda explorar esta configuracién. Cambiese el
punto —potencial- de referencia para mirar el efecto.

e Otra configuracién interesante es la de dos contactos paralelos que se
pueden lograr con dos laminas metédlicas rectas, para estudiar las equi-
potenciales entre ellas.

e Resulta igualmente interesante el campo entre una recta y un disco pe-
queno, como modelo del campo producido por una carga frente a un
plano conductor a potencial cero.

e Si ya tiene instalados los programas sugeridos en el capitulo anterior,
continte experimentando con el archivo Faraday_Kaefig.exp, acerca del
campo y el potencial generados por una distribucion de carga sobre una
superficie esférica.
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Fuerzas magnéticas
y campos magnéticos

4.1. Introduccion

A finales del siglo XVIII y el comienzo del siglo XIX muchos pensadores
se ocupaban de dos conjuntos de fenémenos que hasta entonces parecian
diferentes: los fendmenos eléctricos y los fenémenos magnéticos. Desde mu-
chos puntos de vista de la filosofia predominante en Europa, se sospechaba
una unidad de la naturaleza, pero no se habia encontrado una relaciéon en-
tre aquellos!. Por eso, la noticia de un resultado que mostraba relaciones
entre ellos encendié una verdadera fiebre de trabajo que culminé con la
segunda de las leyes fundamentales que estamos construyendo. Hacia 1820,
suele afirmarse que en el curso de una demostracién experimental, Hans
Christian Oersted, un cientifico (y filésofo) danés, descubrié que una briju-
la colocada cerca de un alambre por el que circulaba una corriente eléctrica
experimentaba un patrén sistematico de desviaciones de su direccion habi-
tual Sur-Norte?. Hasta entonces se habia creido que el magnetismo seria una
propiedad de unas rocas poco usuales. Oersted realizé algunosexperimentos

! Incluso se habian ofrecido premios, como el de la Academia Bavara de Ciencias. El es-
tudiante interesado podra consultar el articulo Oersted and the Discovery of Electromag-
netism por Frederick Gregory en http://www.clas.ufl.edu/users/fgregory/oersted.htm

2 Una expresién més exacta, en el espiritu de la época de Oersted, serfa “un alambre
que cierra un circuito voltdico” o simplemente “un alambre conectado a una pila voltdica”.
Empleamos una expresion consecuente con descubrimientos posteriores, que atribuyen los
efectos a particulas portadoras de carga moviéndose en el alambre conductor.
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para asegurarse de su descubrimiento y publicé sus resultados entre sus co-
nocidos en diversas sociedades cientificas de Europa?®.

En Francia, una presentacién de los resultados estimulé tanto el trabajo que
varios estudiosos practicamente abandonaron por algiin tiempo otros temas
v se dedicaron al magnetismo de las corrientes eléctricas. Uno de ellos fue
André Marie Ampere, de cuyos resultados nos ocuparemos pronto* 5. El
examen de los resultados nos llevara a terminar este capitulo con dos leyes
para un campo magnético, comparables con las dos leyes fundamentales
para los campos electrostaticos.

4.2. Los experimentos de Ampere

Ampere empleé un alambre largo e hizo que una corriente I circulara a
lo largo de él. Llamaremos a esa corriente la corriente central. Su primer
experimento fue comprobar que una brijula colocada cerca del alambre,
y en un plano perpendicular a él, sigue una serie de lineas concéntricasS.
La direccién de circulacion de esas lineas se toma convencionalmente como
la direccién a la que apunta el norte de la aguja magnética. Usando esta
convencion, la circulacién de esos lazos estd dada por una “regla de la
mano derecha” (Figura 4.1): si el pulgar de la mano derecha apunta en
la direccién de movimiento de la corriente, los dedos de la mano derecha,
cerrados, muestran el sentido de circulacién de los lazos.

% Puede encontrarse un resumen sobre el trabajo de Oersted en Shamos, M. (Ed.)
Great Experiments in Physics, Dover, 1959, pp. 121-127

1 El descubrimiento de la corriente eléctrica se atribuye a Luigi Galvani, quien en 1781
(se dice que fue realmente su esposa quien noté el fenémeno), observé que la chispa pro-
ducida por una “méquina electrostatica” hacia que los musculos de las patas de una rana
se contraian violentamente. Las ideas de Galvani sobre la electricidad fueron debatidas
y corregidas por su compatriota, Alessandro Volta, pero el descubrimiento del fenémeno
le pertenece ain.

5 Ampere tuvo noticias el 11 de septiembre de 1820 sobre los descubrimientos de
Oersted. Una semana més tarde, Ampere presenté su primer informe a la Academia de
Ciencias de Paris. Tenia muchos competidores, como veremos.

5 Si se quiere repetir el experimento, también aqui se encontrara una dificultad. Las
lineas que idealmente seguiria la brujula son concéntricas, solo en el caso de que la
influencia de la Tierra sobre ella sea mucho méas pequena que la influencia de la corriente
central; en otras palabras, si la intensidad de la corriente es muy grande o la brijula esta
muy cerca de ella. Uno de los problemas de la experimentacién suele ser la eliminacién de
influencias extranas al fenémeno que se quiere observar. Véanse las actividades practicas
sugeridas.
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z

FI1GURA 4.1. Sobre la regla de la mano derecha

Nuevas series de experimentos de Ampere se realizaron con un alambre de
prueba (Figura 4.2), que llevaba una corriente I, colocada cerca de la co-
rriente central. Los instrumentos de Ampere permitian medir las pequenas
fuerzas que actuaban sobre el alambre de prueba. Sus resultados no son
tan nitidos como los del experimento de Coulomb, porque las corrientes
eléctricas, a diferencia de las cargas eléctricas, no se pueden localizar; de-
ben circular en circuitos completos. Ademas, se debe eliminar o compensar
el efecto del campo magnético terrestre, para destacar los nuevos efectos’.
Deberiamos imaginar que el circuito que completa la conexién del alambre
central esta suficientemente lejos del alambre de prueba como para influir
de modo apreciable en los resultados del experimento. El circuito que se
conecta al alambre de prueba es mas problematico.

\

alambre con
corriente principal
alambre con

@§ +> corriente de prueba

T

lineas sobre las que
se orienta una brujula

F1GURA 4.2. Acerca de los experimentos de Ampere

7 Una manera conveniente es orientar los alambres que llevan las corrientes de prueba
en la direccién del Norte terrestre, como se podra comprender con lo que sigue.
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Afortunadamente, si se entorchan los alambres de alimentacién, como indica
la figura, sus efectos se cancelan y poco o nada influyen en el resultado del
experimento. De todas maneras, no es una tarea sencilla.

Ampere descubrié que la fuerza ejercida sobre el alambre de prueba por
la corriente central es directamente proporcional a su longitud. Realizo,
ademas, las siguientes observaciones.

e Sila corriente en el alambre de prueba (o corriente de prueba) es paralela
a la corriente central, entonces los alambres se atraen entre si. Si alguna
de las dos corrientes se invierte, la fuerza es de repulsién.

e Si la corriente central va hacia arriba y la corriente de prueba apunta
radialmente hacia el alambre central, la fuerza sobre el alambre de prueba
es hacia abajo. Si se invierte el sentido de la corriente de prueba, la fuerza
serd hacia arriba.

e Sila corriente de prueba se coloca inicialmente paralela a la corriente cen-
tral y el alambre de prueba se gira en un plano que contiene el alambre
central, de modo que la corriente de prueba termina apuntando radial-
mente hacia el alambre central, la fuerza sobre el alambre de prueba tiene
magnitud constante y es perpendicular al alambre de prueba.

e La fuerza entre dos corrientes paralelas es proporcional al producto de
las corrientes y decae como el inverso de la distancia perpendicular entre
los alambres.

La tarea para los tedricos era ahora proponer una ley de las fuerzas que
permita dar cuenta de tan complicados resultados.

4.3. La corriente eléctrica y la densidad de
corriente

Antes de considerar esa ley de fuerzas conviene hacer una precisién. Ha-
blaremos de un “filamento de corriente”; con esa designacién se sefiala un
alambre muy delgado —idealmente sin dimensiones laterales— que represen-
ta un camino para particulas con carga eléctrica. Por ahora, ademas, no
indagaremos en otras propiedades que pueden ser importantes en otros
contextos. Por ejemplo, si las portadoras de carga se mueven sin oposicion,
si hay que realizar un trabajo para que se muevan o simplemente cual es
su naturaleza. Todo esto quedard para un capitulo posterior.
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Mas tarde resultarda importante una definicion de densidad de corriente.
Para ello consideremos una situacién andloga a la de un cable eléctrico
(Figura 4.3), en que muchos filamento de un conductor llevan corriente; es
posible que la corriente que lleva cada uno de los hilos no sea igual a la de
los demds; eso significa que si consideramos las corrientes en una superficie
transversal al cable, encontraremos que la intensidad de la corriente es
funcién de la posicién. En el limite en que los diferentes hilos tienen “areas
infinitesimales”, la corriente serd una funcién continua de la posicién.

1S

F1GURA 4.3. Sobre la definicién de densidad de corriente

Definiremos un “vector densidad de corriente” (por unidad de &rea), J,
que tiene magnitud dada por la funcién descrita y direccién dada por el
sentido de movimiento de portadoras de carga positivas que hacen esta
corriente —si las portadoras son de carga negativa, el sentido convencional
de la corriente es opuesto al de su movimiento—. Si la corriente pasa por
una area S, rodeada por un camino cerrado, que es el perimetro de S, la
corriente total sera

I:/f-dST (4.1)
S

Un ejemplo podria aclarar el concepto de vector densidad de corriente.
Imaginese un volumen de un liquido homogéneo, conductor de la electrici-
dad, limitado por dos electrodos cilindricos, de radios a y b (coaxiales, con
a < b) y de altura h. Si conectamos el cilindro interior al terminal positivo
de una bateria y el exterior al terminal negativo, podremos comprobar que
habrd un movimiento de portadoras de carga (iones). La corriente total en
el electrodo interior es igual que en el electrodo exterior (el niimero de por-
tadoras de carga que inician el viaje a través del liquido es igual al nimero
de portadoras que lo terminan en cada segundo). De esa manera se puede
afirmar que la direccién del vector densidad de corriente, dentro del liquido,
es radial hacia afuera (j es paralelo a 7) y su magnitud es inversamente
proporcional al area lateral de un cilindro de altura h y circunferencia 27r;
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paraa < r < b, J = 7Ip/h2mr. Si el liquido no es homogéneo, la distribucién
de la densidad de corriente podria modificarse.

4.4. La fuerza entre dos circuitos de corriente

Recordemos que comenzamos el tema de electrostatica con las fuerzas en-
tre dos cargas puntuales; a partir de ellas se predijeron los efectos de los
agregados de cargas sobre una carga de prueba. En forma similar, emplea-
remos una idealizaciéon de un elemento de corriente “puntual” y su efecto
sobre otro elemento de corriente. Calcularemos el efecto conjunto de los
elementos de corriente en un circuito sobre los elementos de corriente de
otro circuito, sumando los efectos “elementales”. La prueba experimental se
puede realizar sobre los circuitos completos y sera una evidencia indirecta
de si la ley de fuerza fue correctamente enunciada o debe ser corregida.

En la figura (4.4) se ilustra el tipo de célculo que intentaremos. Un primer
lazo conductor (o circuito) es recorrido por una corriente /1 y otro por una
corriente [5. Definiremos elementos de longitud (segmentos infinitesimales)
dfl y dfg que son parte de los circuitos en que circulan I y I>. Cada elemento
es un vector cuya direccién positiva se define por la direccién de la corriente
en su circuito. El vector ]%, cuya magnitud es la distancia de dly a dly y
cuya direccion debe tomarse de dl_i a dfg. El vector R hard un angulo 61
con la direccion positiva de dly. Estos dos vectores, ademas, fijan un plano
en el espacio, cuya normal esta dirigida por el pulgar derecho, cuando los
deméds dedos se curvan de dl_i a R. El elemento dl_é harda un dngulo 6,
con esta normal. Necesitamos estas relaciones geométricas para describir la
interaccion entre los dos elementos de corriente Ildfl y Igdl_é.

FIGURA 4.4. Sobre el calculo de la fuerza entre dos circuitos de corriente
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La fuerza, d?Fb;, que actia sobre el elemento dly debido a la corriente en
dly, es proporcional a las dos corrientes y al cuadrado del inverso de su
separacion, asi como a los senos de los angulos 01 y 05,

oty Iz dlydly
 4r  R?

donde 1o /47 es una constante de proporcionalidad. La dlrecmon de la fuerza
sobre dl1 slempre es perpendlcular a la direccion de de y a la normal al
plano fijado por dl1 y R. En contraste con la electrostatica, en que la teoria
comienza con una fuerza entre cargas que tienen caracter escalar, la teoria
de la interaccién entre corrientes comienza con la fuerza entre elementos
vectoriales. En ambos casos, la ley de fuerza es una de inverso del cuadrado
de la distancia. En términos de nuestro lenguaje vectorial, la ley de fuerza
es

A2 sen 6 sen Oy (4.2)

- /.1,0[1]2 - dlﬁi X R
d FQ] = 7471' dlz X 7|R,|2 (4.3)

La ecuacion (4.3) no es una ecuacién que pueda ponerse a prueba direc-
tamente®. No es posible aislar el efecto de un elemento de corriente de un
circuito del resto del circuito en que circula la corriente. La prueba de va-
lidez estd en su capacidad de predecir la fuerza que un circuito completo
ejerce sobre otro circuito completo, integrando la ecuacién (4.3) sobre el
circuito 1 para encontrar la fuerza total sobre un elemento del circuito 2 y
luego sumando sobre todo el circuito 2. En los casos en que la geometria
sea sencilla, tales integraciones se pueden realizar. Por ahora tomaremos la
férmula de Biot y Savart, (4.3), como una relacién que ha sido adecuada-

mente puesta a prueba. Veremos c6mo”.

La fuerza total que un circuito 1 ejerce sobre un circuito 2 serd

diy x B
By = 711[2 f diy x f 1 X (4.4)
|R|3

8 Estrictamente tampoco la ley de Coulomb, si se refiere a cargas puntuales.

® Esta es la ley de fuerza propuesta por Jean Biot y Felix Savart, contemporaneos
de Ampere. El estudiante alerta se preguntara si Ampere no desarrollé su propia ley de
fuerza. La respuesta es si y, lo que es mads interesante, es una ley de fuerza distinta:

'l M }1}2
lQF 0
47 RlZ

[3(dls - Riz) (- Rrz) = 2(dl - dI2)] Fa

Las razones para que la ley de Biot y Savart se prefiera son de cardcter histérico. In-
teresante es, de todas maneras, que las predicciones de la ley de fuerza propuesta por
Ampere son casi siempre equivalentes. Los casos en que difieren no carecen, empero, de
importancia. Un estudiante curioso podria consultar, por ejemplo, la tesis “Longitudinal
electrodynamical forces and their possible technological applications”, de Lars Johansson,
Lund Institute of Technology, 1996, que contiene un interesante recuento sobre el tema.
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Para nuestros cédlculos, serd importante, tener en cuenta que la posicién de
dly, en relacién con un sistema de coordenadas, estara dado por variables
x,%,% "y la posicién de dly por variables z,y, z. Asi tendremos que

ﬁz%(x—x')+§'(y—y')+l§:(z—z’) (4.5)

y ademads

Rr=(@@—-z) +Wy—-y)?+(z-2)2 (4.6)

La ecuacién (4.4) involucra integraciones que pueden ser tediosas, a menos
que la simetria del problema las simplifique. De todas maneras, tiene un
papel fundamental en la teoria y podremos realizar deducciones importantes
sin necesidad de realizar calculos detallados en muchos casos.

4.5. La fuerza entre dos corrientes paralelas

Un importante ejemplo de célculo directo empleando la ecuacién (4.4) es
la prediccién de la fuerza que un segmento de alambre recto, de longitud
L, que lleva una corriente I, experimenta cuando estd a una distancia x
de otro alambre de longitud efectiva infinita, que lleva una corriente. La
situacién estd ilustrada en la figura (4.5).

dl,

Y
y

l

F1curA 4.5. Acerca del célculo de la fuerza entre dos corrientes paralelas
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Una cuestién para sustentar es c6mo es posible emplear la ecuacién (4.4) en
el calculo de un alambre recto, cuando la integral debe realizarse sobre el
circuito cerrado completo. Una primera respuesta seria que nos proponemos
calcular solo la fuerza que ejerce el alambre 1 sobre una parte, que tiene
longitud L, de otro circuito 2. La segunda parte de la respuesta es que
podremos asegurarnos, experimentalmente, que el resto del circuito 1, que
lo cierra, esté tan lejos que solo el segmento recto tenga efectos significativos.
Estamos haciendo uso deliberado de la dependencia del inverso del cuadrado
de la distancia, colocando el alambre de regreso “en el infinito”. Primero,
calcularemos la integral en el circuito 1. Consideremos que el elemento dly
estd a una distancia [; del pie de la perpendicular y que la distancia entre
los alambres es x. Asi

l1 = —xcot Oy dly = x csc? 01d6, R =xcsch (4.7)

Hagamos uso de la simetria como sigue. La direccién del integrando (vector)
es siempre la misma, saliendo del dibujo, para todos los elementos sobre I7;
como consecuencia, la integracion se convierte en una integral escalar y la
segunda integral en (4.4) tiene una magnitud

400 977 D T 2 1 T )
/ dll_’x R _ / x sen 6 csc” 01dby _ 7/ senfuddy = 2 (48)
—~ |RP] 0 22 csc? 0y x Jo x

Es claro que esta integral tiene el mismo valor para todos los elementos a
lo largo de L, de modo que la fuerza que actiia sobre el alambre de longitud
L tendra una magnitud

L

2 L

Fy = @1112/ Zdly, == (4.9)
47 0o T 2m x

La direccién de la fuerza, como se vio, es de atraccion entre las corrientes

I, y I>. Dejamos al lector el ejercicio de mostrar que la inversion de una de

las corrientes cambia la direccién de la fuerza.

La ecuacion anterior no solo reproduce la observaciéon de Ampere acerca
de las fuerzas entre corrientes'®. Ademads representa la base de definicién y
realizacién practica de la unidad de corriente eléctrica.

La constante p/4m, como dijimos, es una constante de proporcionalidad.
El valor de jo en el SI es 47 x 1077 N/AZ% Un alambre de longitud 1 m
se coloca paralelo y a una distancia de 1 m de otro alambre de longitud
efectiva infinita. Los alambres se conectan en serie a una fuente de tension
(la méquina separadora de cargas) y se regula la corriente I; hasta que la

10 Observacién que, en forma cualitativa, exponen muchas demostraciones de la fisica.
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fuerza, de atraccién o de repulsién, sobre el alambre corto es igual a 2x 10~7
newton. La corriente serd 1 amperio, por definicién internacionall!.

En nuestra discusion acerca de las fuerzas electrostaticas, se mencioné que
la definicién de la unidad de carga, el coulomb, deberia esperar hasta de-
finir la unidad de corriente; ahora podemos considerarla. Una carga de 1
coulomb (1 C) se define como la carga que pasa por la seccién de un alam-
bre en 1 segundo (1 s) cuando la corriente eléctrica es 1 amperio (1 A). El
amperio se ha escogido como la unidad béasica para las mediciones eléctricas
de manera arbitraria, por razones de conveniencia. No es posible guardar
1 coulomb ni tampoco 1 amperio; es necesario construir un aparato que
haga posible reproducir una determinada carga o una determinada intensi-
dad de corriente. Pero en la técnica se emplean cominmente medidores de
corriente mas que medidores de carga. Los medidores de corriente requie-
ren calibracion basada en un patron; estas razones practicas, no la logica,
llevaron a escoger la unidad que empleamos en el SI.

4.6. EIl campo magnético

En este punto en la consideracién de las interacciones entre corrientes eléc-
tricas podemos introducir un concepto de campo. En la introduccién del
concepto de campo eléctrico, después de considerar fuerzas entre cargas,
encontramos que las fuerzas son proporcionales a la carga sobre la que me-
dimos la fuerza. Ahora son proporcionales a la intensidad de la corriente.

Un examen de la ecuacién (4.3) muestra que la fuerza sobre un elemento
de corriente I dl; es proporcional a la magnitud de este elemento, lo que
nos permite definir un campo, en forma andloga al campo eléctrico, pe-
ro con caracteristicas diferentes, como veremos. El campo que definiremos
relaciona la fuerza sobre un elemento de corriente con el elemento:

dﬁgl = Ile; X g (410)

11 Es claro que esta es una descripcién sobresimplificada. Hay muchas correcciones que
se deben introducir en un laboratorio de metrologia que tenga las instalaciones necesa-
rias para realizar la unidad de corriente. Debe hacerse notar que la definicién anterior
fue adoptada en 1948. Anteriormente se definia la unidad de corriente en términos de la
cantidad de plata depositada en un electrodo en un montaje para realizar electrodeposi-
cién. Debe tenerse en cuenta que muchos laboratorios de metrologia mantienen patrones
indirectos, basados en la ley de Ohm, que discutiremos mas adelante. Hoy en dia se em-
plean dos efectos cudnticos para lograr refinamientos en la realizacién de estos tltimos
patrones eléctricos.
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El campo B se denomina “densidad de flujo magnético”. El nombre se jus-
tificard mds tarde'2. Las dimensiones de B en el SI son, de acuerdo con
la ecuacién anterior, newton por amperio por metro y la unidad se deno-
mina tesla (T). La ecuacién (4.10) sugiere, en principio, un método para
determinar B’; no necesitamos saber cémo se estd generando el campo B
para medir la fuerza debida a él. Resulta mas complicado que en el caso
eléctrico, en primer lugar, porque la determinacién de la fuerza sobre un
elemento de un circuito presenta dificultades, pero ademds porque hay un
producto vectorial en su definicién.

La definicién (4.10) lleva a una expresién para la fuerza sobre un circuito
completo que rotularemos 2

—

Fgl = Igfdl; X B (411)
2

Cuando se conocen las corrientes que generan el campo B , la ley de Biot y
Savart nos muestra que el campo se puede calcular a partir de esas corrientes
como

o dl_i X é
Ll B gt
Aar i R3

A partir de la ecuacién (4.10) se puede ver que la fuerza sobre un elemento
de corriente es perpendicular al elemento y también a B. El orden en los
factores de este producto vectorial debe ser tomado con cuidado para no
obtener un cambio indeseable en la direccién de la fuerza calculada.

B= (4.12)

Una comparacién con el campo calculado para el caso de una corriente en
un alambre recto infinito muestra que la magnitud de ese campo esta dada
por

pol
B="— 4.13
2rx ( )
Y que la fuerza sobre el segundo alambre, de longitud L, sera
Fh=LIB (4.14)

La densidad de flujo magnético asociado a una corriente en un alambre
infinito tiene una magnitud B que decae con el inverso de la distancia al
alambre. Pero hay que prestar atencién a la direccién de este campo: si di-
bujamos una linea continua de manera que el campo B sea siempre tangente
a esta linea, esta serd una circunferencia. Aunque tal campo circular es solo
un caso especial debido a la geometria simple del alambre, veremos como

T is i ; i i 5
12 Empleamos el nombre del Sistema Internacional; ocasionalmente nos referiremos
simplemente a B como “el campo magnético”.
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hecho general que tales lineas no tienen extremo: son lineas cerradas sobre
si mismas. Suelen dibujarse diagramas de Iineas de campo para B lo mismo
que para E enla electrostatica, como ayuda eficaz para la comprension de
la forma del campo.

Calcularemos el campo B para el caso de una corriente I que circula en un
lazo plano circular de radio a. La figura 4.6 muestra en forma esquematica
la situacién, con la corriente entrando al plano del dibujo en el lado inferior
y saliendo en el lado superior. Nos interesa el campo en un punto sobre el
eje de simetria del lazo, a una distancia z de su centro. Tomaremos este
como el eje 5; de un sistema de coordenadas.

dl
dB

F1GURA 4.6. Sobre el campo generado por una corriente en un anillo

Un elemento de corriente en la parte superior del lazo dibujado produce un
campo dB en el punto sobre el eje, dado por

Mo deﬁ

B="2r
d Ar° RS

(4.15)

donde R se muestra en el diagrama (Figura 4.6). El vector dB es perpen-
dicular a R y a dl. Un elemento de corriente simétrico en la parte inferior
del lazo producird una contribucién simétrica. Como el lazo en su totalidad
puede considerarse formado por tales pares, las componentes del campo
perpendiculares al eje O> se anulan y queda solo una componente axial. La
componente axial, segin la ecuacién (4.15) es

dl's
dB, = dBsen o = Z—OI%
™

(4.16)
Donde ¢ y R son constantes para la integracion sobre el lazo. La compo-
nente axial del campo serd, entonces,

~ pplasenp

B: 2R2

(4.17)
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Pero seny = a/Ry R? = a® + 2%, de modo que

Ho a?

B, = 2 (a2 + 22)372

(4.18)

Un examen de cémo varia este campo axial con z, la distancia al centro
del lazo, servird para disenar una interesante aplicacién. La magnitud del
campo disminuye en forma monétona con x. La pendiente de B, (z) es cero
en el plano del lazo y se aproxima a cero a grandes distancias. La curvatura
de esta funcién es negativa cerca del plano del lazo y se hace positiva para
valores z grandes, luego debe ser cero en algiin punto intermedio del eje. En
otras palabras, para este valor intermedio, que llamaremos z1, la funcién
B,(z) debe aproximarse a una recta con pendiente negativa. Si un lazo
idéntico se coloca ahora coaxial con el anterio (Figura 4.7) y a una distancia
2 z1, el campo del segundo lazo crecerd en forma aproximadamente lineal
cerca del punto z;, de modo que el campo conjunto serd constante en una
region cerca del eje.

Un par de lazos de corriente colocados de esa manera suele llamarse bobinas
de Helmholtz'® y se usa en la experimentacién cuando se quiere tener un
campo controlable con facilidad o cuando se quiere compensar un campo
indeseado (como el campo terrestre).

a

FicUrA 4.7. La geometria de las bobinas de Helmholtz

13 La palabra bobina aparecerd con frecuencia: apunta a que un solo lazo de alambre
requeriria una corriente muy grande para generar un campo apreciable; resulta més prac-
tico arrollar muchos lazos de alambre paralelos y cercanos con una corriente menor. El
conjunto es, entonces, un arrollamiento o una bobina de alambre.
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4.7. La densidad de flujo magnético en el interior
de un solenoide

Un solenoide esta formado por un alambre conductor enrollado en forma
de hélice sobre un cilindro (Figura 4.8). Normalmente se supone que la
longitud de la hélice es mucho mayor que su radio. Llamaremos a al radio
de la hélice, L a su longitud y N al ntimero de vueltas de alambre. La
corri_a}te que circula serd I. El eje de la hélice lo haremos coincidir con el
eje Oz.

F1cURrRA 4.8. La geometria de un solenoide

Para aplicar la definicién (4.12) emplearemos, para la posicién de los ele-
mentos de corriente y la posicién del punto de observacién

= af + (h/27) ok 7= zk

donde h = L/N es el paso de la hélice, 7 = cos Qi+ sen ]y k son vectores
unitarios en direccién radial y axial, respectivamente. Los limites de la
integracién serdn —L/2 < z'< L/2, —Nw < ¢ < N7. La componente axial
del campo serd

I 2 Nm
— Hota / de (4.19)

B.(0,0,z2) =
00D =T | e @5 = b2
Para calcular, podremos realizar los cambios de variable u = hp/2m + 2

y definiremos un angulo 0 tal que u = arctan@. La férmula anterior se
convierte en

Ta2 [L/2—= d 7 o
= Hod / “ = Hod cos@do  (4.20)

BZ b b) - T 9 . 7 \912/0
002 = | s @ PR~ 20 ),
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El resultado del célculo es, llamando n = N/L al nimero de espiras por
unidad de longitud,

pond

B.(0,0,2) = [sen By — sen 6] (4.21)

donde

L/2 -2z tan@lz—L/2+Z
a a

tanfy =

Y empleando las transformaciones trigonométricas adecuadas, llegamos a
que el campo en el eje del solenoide tiene una magnitud

~ pond L/2—z L/2+ =z

B:0.0.5) =S lerar—297 " @rarrogr, P

Se puede mostrar que las componentes B, y B, (sobre el eje) son muy
pequenias comparadas con B,, si el solenoide es muy largo (a < L) y el
enrollado es apretado (1 < N) En tal caso, el campo es aproximadamente
uniforme en el interior del solenoide

B.(0,0,z) = ponl (4.23)

Aunque cerca de los bordes z = +L/2 el campo axial es poco menos de la
mitad que en el centro'*.

4.8. El torque sobre un lazo de corriente

El vector torque (momento) de una fuerza F', actuando sobre un punto
desplazado en 7 de un centro de rotacién estd dado, en notacién vectorial,
por

—

T=7rxF (4.24)
La direccion del vector torque es la direccién del eje de rotacion.

Consideremos un lazo plano cerrado de forma arbitraria (Figura 4.9) en
una regién donde hay un campo uniforme B. Si este lazo plano lleva una

14 Para el lector estard claro que la férmula encontrada se puede justificar para el eje
de un solenoide muy largo. En el caso de un solenoide real no se puede esperar que solo
haya campo B en el interior ni que sea paralelo al eje de simetria; al fin y al cabo, las
Iineas de campo son cerradas, aunque si tiene un valor mucho menor, como se comprueba
experimentalmente. Una mejor aproximacion, con graficas muy bien logradas, se puede
encontrar en el libro de E.M. Purcell, Electricidad y magnetismo, McGraw-Hill, 1984.
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corriente I, cada elemento de corriente experimentard una fuerza. Fijémo-
nos en un elemento dl. A partir de la ecuacién (4.11) la fuerza sobre este
elemento de corriente es

dF = I(dl x B) (4.25)

y el torque que esta fuerza origina (en relacién con el origen de coordenadas)
es

A7 =1 [F x (dI é)} (4.26)
que se puede convertir en

— = =

A7 =1 [(F- B)dl — (7- dl)B] (4.27)

Podemos suponer que B tlene solo componente en la direccién O;v es decir
B=iB y como 7 = iz + jy + kz y [ =idz + jdy + kdz, la ecuacién anterior
equivale a

d7 =1B [%(—ydy — zdz) + j(xdy) + l;:(xdz)} (4.28)
g di
r
X
— =B
z

FIGURA 4.9. Acerca de las fuerzas sobre un lazo de corriente

El torque sobre todo el lazo es la suma de la ecuacién (4.28) sobre el lazo.
En consecuencia, las tres componentes del torque seran

Tx:—IB]{(ydy—{—zdz) Ty:IB]{xdy TZ:IB]{LL‘dZ

La primera de estas integrales es cero, la segunda es la proyeccién del vector
area S, en el plano zy y la tercera es la proyeccién de S en el plano xz. El
resultado es que se pueden combinar en la relacién

—ISx B (4.29)
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Evidentemente, un lazo de corriente en un campo B uniforme experimenta
un torque solo alrededor de ejes perpendiculares al campo. Con base en
esta ecuacién (4.29) se disefiaron los instrumentos denominados “galvané-
metros”, en los que sobre una bobina actda un torque proporcional a la
c_grriente en la misma bobina y proporcional al seno del angulo entre B y

S.

Esto significa que en un campo magnético un lazo de corriente se comporta
como un dipolo eléctrico en un campo eléctrico’®. Por esta analogfa, la
cantidad IS suele llamarse “momento magnético” o “dipolo magnético”,
escrito M , del lazo de corriente.

4.9. La fuerza de Lorentz

Consideremos una carga ¢ en movimiento, con velocidad v en presencia de
un campo B. ;jQué efecto tiene este campo? Para argumentarlo, recordemos
la relacién (4.14), escrita sin subindices

F=ILxB (4.30)

donde L representa la longitud y la direccién de un alambre y Besel campo
presente en la posicién del alambre. Consideremos un alambre conductor
en el que las portadoras de carga, cada una con carga ¢, se mueven en el
interior con rapidez promedio v. En un tiempo corto, dt, cada portadora se
mueve una distancia promedio v dt, de modo que si hay n portadoras por
unidad de volumen, habrd n ¢ S v dt unidades de carga en el volumen de area
S y longitud v dt. Todas esas cargas atravesaran un plano perpendicular al
alambre durante el tiempo dt, de modo que la carga que atraviesa normal-
mente un plano en la unidad de tiempo es n g Swv. Esta es, por definicion,
la intensidad de la corriente

I=nqSv=nqS-7 (4.31)

!5 Excepto que hay un momento angular asociado con la corriente que circula (a fin
de cuentas, hay portadoras de carga con masa en movimiento). Esto introduce la compli-
cacion de un movimiento giroscopico, despreciable en lazos de corriente macroscépicos,
pero que desempena un papel considerable en la reaccién de las corrientes electréonicas
en los atomos frente a un campo magnético externo. Si no fuera por el momento angular
de los electrones, se podria esperar que un atomo con un electrén “no compensado” en su
6rbita se alineara con el vector area de esa drbita, en la direccién de la densidad de flujo
magnético externo. En lugar de ello, el campo externo produce precesién de la érbita
alrededor de la direccién del campo.
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ui hemos empleado el producto escalar, aprovechando que la velocida
Aqui h leado el duct lar, hand 1 locidad
y el vector area de la seccién son paralelos. Si empleamos ahora la ecuacién
de fuerza, deberemos considerar la expresion

IL=nq(S %)L =p(S L) (4.32)

donde hemos colocado p = ngq, porque el producto del nimero de porta-
doras de carga por unidad de volumen multiplicado por la carga en cada
portadora es una densidad de carga. El cambio en el producto escalar es
posible porque L y ¥ son paralelos.

Ahora, consideremos un cuerpo cargado (cilindrico) de seccién Sy longitud
L moviéndose con velocidad v. Si la densidad de carga en ese cuerpo es p,
la carga total serd ¢ = pS L, de modo que para este cuerpo, la cantidad
qU desempena el mismo papel que [ L en el alambre. Si la carga no esta
distribuida en forma uniforme sobre el cuerpo, la situacion se puede consi-
derar como uniforme sobre volimenes mas pequenos. Como cada elemento
se mueve con la misma velocidad, podremos afirmar que

F=qixB (4.33)

Puesto que la fuerza sobre una portadora de carga en movimiento involucra
el producto vectorial de la velocidad y de B , esta fuerza sera perpendicular
a ambos; su efecto no sera cambiar la magnitud de la velocidad, sino su
direccion. En una regién en que el campo B sea uniforme y una portadora
de carga llegue con velocidad perpendicular al campo, la trayectoria de la
carga es una circunferencia de radio r tal que

mUQ muv

— quB r=5 (4.34)

donde m es la masa de la portadora de carga. El radio de la circunferencia
es asi una medida del momentum de la portadora. Si se conocen B y U
y se mide el radio de la trayectoria, la relacién de carga a masa se puede

determinar experimentalmente.

La energfa cinética de la portadora es mwv?/2. Si no se conoce ¥, pero si
la energfa cinética y el momentum (o el radio de la trayectoria), tendre-
mos suficiente informacién para calcular m/g. La energia cinética se puede
determinar facilmente si se trabaja con particulas que han sido aceleradas
por una diferencia de potencial conocida. Volveremos sobre estos temas mas
adelante.

Combinemos la fuerza magnética sobre una carga en movimiento (4.33) con
la fuerza que actiia sobre una carga en un campo eléctrico:

F=qE+qtxB (4.35)
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Esta es la llamada “ley de fuerza de Lorentz” o simplemente “fuerza de
Lorentz”'®. La fuerza eléctrica sobre la particula cargada es paralela al
campo eléctrico local; la fuerza magnética es perpendicular a la densidad
de flujo magnético local y a la velocidad. No se ejerce una fuerza magnética
sobre una particula cargada en reposo.

La ecuacién de movimiento de una particula de carga ¢ y masa m, movién-
dose en campos eléctrico y magnético sera

—

d B
m% = qE+qix B (4.36)

Esta ecuacion de movimiento fue verificada en un experimento famoso lle-
vado a cabo por J.J. Thompson en Cambridge, en 1897. Thompson estaba
investigando los “rayos catdédicos”, entonces una misteriosa forma de radia-
cion emitida por un elemento metélico calentado, sometido a un potencial
negativo relativo a otro elemento metélico (el primero se denominé cdtodo
y el segundo dnodo) y situados dentro de un tubo evacuado'”: 1.

Consideremos con atencién la geometria del experimento de Thompson (Fi-
gura 4.10). Definamos las coordenadas de modo que los rayos catédicos se
muevan inicialmente en la direccién Oz y estaran sujetos a un campo eléc-
trico uniforme, E, en la direccién 02 y a un campo uniforme B en la
direccion —5?;. Supongamos, con Thompson, que los rayos catédicos son
un haz de particulas de masa m y carga ¢. La ecuacién de movimiento de
estas particulas en la direccién z es

d*z
dt?
donde v es la rapidez de las particulas en la direccién . Thompson comenzd
su experimento conectando primero el campo eléctrico (de deflexién de los

m—- =¢q(E —vB) (4.37)

16 F] fisico holandés Hendrik Antoon Lorentz, premiado con el Nobel en 1902, fue el
primero que la formul6. Debe notarse que no es trivial una tal formulacién antes de reco-
nocer que en la corriente eléctrica, mas que un fluido continuo, son portadoras de carga
discretas las que dan lugar a todos los fenémenos conocidos. Su conferencia para el premio
puede encontrarse en http://nobelprize.org/physics/laureates/1902/lorentz-lecture.html.

17 En sentido técnico, vacio designa simplemente gases a presién inferior a una atmés-
fera. El vacio (la extraccién de gases de un recipiente cerrado) logrado en aquella época,
aunque se basaba en importantes avances tecnoldgicos, apenas era suficiente para obser-
var algunos fenémenos. Algo més de un siglo después, resulta prodigioso que se pudiera
lograr tanto con tan pocos recursos.

18 TLa importancia del experimento es doble; en primer lugar, varias escuelas de fisicos
disputaban sobre la naturaleza de esos rayos catédicos. La escuela alemana sostenia que
era una radiacién electromagnética; la escuela francesa y la inglesa sostenian que era un
haz de particulas. Thompsom mostrd que esto iltimo es la realidad. Ademés se encontrd
que hay particulas maés livianas que el &tomo del elemento quimico mas liviano conocido,
el hidrégeno: la implicacién final serfa que jel “indivisible” a&tomo tiene partes!
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rayos, claro estd: jel de aceleracién deberia estar siempre!) y midiendo la
deflexién d de los rayos en la direccién x, después de que hubieran viajado
una cierta distancia [ a través del campo. De la ecuacién de movimiento es
claro que esta deflexion esta dada por

0 BE g B

d= 4=
m 2 m 2v2

(4.38)

donde el “tiempo de vuelo” ¢ se reemplaza por [/v. Esta férmula es valida
solo si d < [. Luego, Thompson conecté el campo magnético y lo ajusto
hasta que logré que los rayos catédicos no se desviaran.

Haz de electrones Haz de electrones

F1GUurA 4.10. Acerca del experimento de J.J. Thompson

La falta de desviacién significa que la fuerza neta sobre las particulas es
cero en la direccién z; en otras palabras, que cuando se ajustan los campos
para desviacion cero, la ecuacién (4.37) resulta en

v== (4.39)

Las ecuaciones anteriores (4.38) y (4.39) pueden combinarse y reorgani-
zarse para obtener la relacién de carga a masa de los rayos catddicos a
partir de cantidades que se determinan o se calculan desde los resultados

experimentales!?.
q 2dF

m  12B2

(4.40)

19 Este es un experimento facil de realizar, pero requiere un tubo al vacio construido
adecuadamente. Una extensién elemental de las ideas permite comprender que se puede
determinar el cociente carga sobre masa de cualquier portadora de carga. Si se desa-
rrolla un método independiente para medir carga, se podrd determinar la masa de esas
portadoras.
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Thompson concluyé, a partir de sus resultados, que los rayos catédicos
estédn hechos de particulas con carga negativa (el signo de la carga es obvio
por la direccién de la deflexién inicial) con una relacién carga sobre masa
de —1,7 x 10" C/kg.

Una década més tarde, Robert Millikan realizé su famoso experimento de
la gota de aceite y descubrié cargas méviles con carga de —1,6 x 10719 C.
Suponiendo que esas cargas moéviles y las que constituyen los rayos catédicos
son de igual naturaleza, los dos experimentos implican que la masa de esas
particulas es 9,4 x 1073! kg. Esta es la masa de electrén. Asi, los rayos
catddicos son, realmente, haces de electrones liberados en el cadtodo caliente
y acelerados por la diferencia de potencial entre el catodo y el &nodo. Debe
anotarse que los valores “modernos” para la masa y la carga del electrén son
9,1 x 1073 kg y —1,6 x 10719 C. Resultaré curioso para el estudiante que
la denominacion “rayos catédicos” fue empleada en la literatura cientifica y
técnica hasta mucho después de 1960. Los interesados pueden consultar en
Shamos, op. cit., pp. 216-231 y 238-246.

4.10. La ley de Ampere y sus aplicaciones

Para empezar a considerar una de las leyes fundamentales para la densi-
dad de flujo magnético, examinaremos la integral de linea de B sobre un
camino cerrado. Veremos que la integral estd relacionada con la corriente
total “encerrada” por ese camino. La otra ley surge como una consecuencia
necesaria de la definicién (4.12).

Consideremos un caso particular: el campo B asociado con la corriente en
una linea infinita de corriente se calculé como de magnitud

_ ol

= 4.41
2mx ( )

donde I es la corriente en el alambre y = es la distancia perpendicular al
punto en que se estd calculando el campo. La direccion de B esta dada
por una regla de mano derecha, sabemos que es perpendicular al alambre
v a la normal al alambre: es tangencial en cada punto a una circunferencia
trazada con radio r. La integral de linea de B sobre un arco de circunferencia
(Figura 4.11) en un plano perpendicular al alambre, de radio z, que define
un angulo # en el alambre tendrd un valor

N N
/é.df:/ Bxdez“gm (4.42)
M

1 M ™
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N B
0 o [d
x dl
M A

F1GURA 4.11. Acerca de la integral de linea del campo magnético

Donde hemos colocado dl = xdf y hemos tenido en cuenta que dles paralelo
a B. La integral es funcién solo del angulo y no del radio x. Si elegimos un
camino arbitrario que define el mismo dngulo 0, el resultado es el mismo: el
camino se puede considerar como formado de segmentos de circunferencia
unidos por segmentos radiales. A lo largo de los segmentos radiales, la
integral es cero, porque dl’es normal a B ; la integral sobre los arcos es igual
a la integral ya calculada.

Resulta ahora claro que si el camino de integracion es cerrado, y encierra
completamente a la corriente, el valor del integrando es pol, en el caso (a),
mientras es 0 si no encierra la corriente, en el caso (b); la corriente presente
es la misma en los dos casos (Figura 4.12).

F1GcurA 4.12. Dos lazos iguales con integral de linea distinta

Deberemos argumentar si esto es cierto en general. Por ahora supondremos
que asi es, es decir que

% B-dl = pol (4.43)

y examinaremos qué consecuencias tiene.

En primer lugar, calcularemos la densidad de flujo magnético dentro de un
solenoide muy largo.
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FIGURA 4.13. Acerca de la Ley de Ampere en un solenoide largo

En un solenoide largo, mostrado esquemadaticamente en la figura 4.13, la
intensidad del campo afuera de €l es despreciable, mientras los puntos con-
siderados estén lejos de los extremos de la hélice. El campo sobre el eje estd
dirigido paralelo a este y es constante en magnitud.

La integral de linea de Balo largo de un rectangulo que incluya un seg-
mento axial (AB), dos radiales (BC) y (DA) y un segmento por fuera del
solenoide (CD), consiste en cuatro partes

. N B . (G . D . A .
](B-dzz/ B-dl+/ B-dl+/ B-dl+/ B-dil (4.44)
A B C D

La integral sobre AB es BL, porque B es constante. Las integrales sobre
BC' y DA son cero porque B es perpendicular a dl la integral sobre DA
es cero porque B = 0. Entonces

]{ B-dl'= BL (4.45)

Con n espiras por unidad de longitud y una corriente I en el alambre, la co-
rriente total encerrada por el rectdngulo ABCD es (nL) I. En consecuencia,
la densidad de flujo magnético en puntos del eje lejos de los extremos del
solenoide es B = ugnl, resultado que se puede comparar con la expresion
(4.22).

Los solenoides largos se emplean en los casos en que un campo muy uniforme
se requiere sobre un volumen limitado, como en la técnica de resonancia
magnética nuclear.

Un segundo ejemplo de aplicacién es el calculo de la densidad de flujo
magnético en un alambre enrollado sobre un toroide (Figura 4.14). Consi-
deraremos ese arrollamiento como equivalente a un solenoide doblado para
que un extremo se toque con el otro, como ilustra la figura.
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FIGURA 4.14. Ilustracién de un alambre enrollado sobre un toroide

La ley de Ampere se puede emplear para determinar el campo B en un
punto que esté a r del eje de simetria del toroide. De la simetria de la
configuracién, podemos esperar que B tenga la misma magnitud en todos
los puntos sobre una circunferencia de radio r centrada en el eje. La regla
de la mano derecha muestra que B est4 orientado a lo largo del arco de ese
circulo en direcciéon antihoraria cuando la corriente estd en la direccién de
las flechas en la figura. La integral de linea alrededor de esta circunferencia
es

?4 B.-dl=2rrB (4.46)
Con un total de N espiras y una corriente I en cada una, la ley de Ampere
requiere que 21 rB = ugNI, de donde
~ poNI
2

B (4.47)

La magnitud del campo no es uniforme sobre la seccién de cualquier toroide,
pero si exigimos ahora que r sea grande, comparado con las dimensiones
de la seccién del toroide, aproximadamente valdra que N = 2xwrn, donde
n es el nimero de espiras por unidad de longitud. La magnitud del campo
en el toroide se aproximard a

B~ ugnl (4.48)

que es la misma expresion obtenida para el solenoide muy largo. Esto nos
confirma que un solenoide muy largo puede considerarse como un toroide
en el limite en que el radio del toroide se hace muy grande.

4.11. La ley de Ampere en general

Una demostraciéon de la validez de la ley de Ampeére es basica para la teoria
del electromagnetismo. Emplearemos una interpretacién geométrica de los
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calculos necesarios para encontrar la densidad de flujo magnético generada
por una corriente:
Mo dl x R

B(F) = 221
(F) 47T 1 R3

(4.49)

Hemos omitido los indices en I y en dl que aparecen en la ecuacion (4.12),
porque ya no son necesarios. La integral en (4.49) se realiza sobre el circuito
que lleva la corriente (Figura 4.15).

El campo B en un punto P, de posicion 7, es la suma de las contribuciones
de todos los elementos de corriente. Lo que se debe calcular ahora es la
integral de la expresién (4.49) sobre una curva cerrada, recorrida por P.
Llamaremos 67 a los elementos de esta curva. La expresién completa por

calcular serd asi
— L Mo dl' x R - 67
}{ B (mor= 101 ﬁ % g (4.50)

Pxyz)

EBNERr)

(x"y'z)

FI1GURA 4.15. Sobre el célculo del campo con la Ley de Ampere

Empleamos el rétulo P para la integral sobre la curva en el que se reco-
rren las coordenadas (x,y, z) y el rétulo I para la integral sobre el lazo en
el que se recorren las coordenadas (xy’2"). Serd conveniente evaluar los
productos B . o7 dejando su integral para mas tarde.

Un argumento crucial es este: la relacién geométrica entre el punto P y el
lazo de corriente es la misma si desplazamos el punto P en la cantidad 67
que si dejamos P fijo y desplazamos el lazo de corriente en 67" = —07. La
figura 4.16 muestra las dos alternativas.
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dr -

dl

FIGURA 4.16. Sobre la equivalencia de dos desplazamientos

Cambiaremos un poco la expresién (4.49) usando el vector R = R/R. El
integrando de la ecuacion anterior se puede escribir como

- o, [dlx R-&F
B(#) - 67 =207 74 A 4.51
(F) oF dr” J; R2 ( 5 )

con la integracién sobre las coordenadas primadas. El numerador en el
integrando es un producto escalar triple, en el que pueden intercambiarse
los productos escalar y vector, con lo que se obtiene

—di'x R-67=Rxdl-6t=R-dl x 6

De modo que la ecuacién (4.51) queda
S o o, [ R-dlx o7
B(F) - 07 = 47717§ — (4.52)

Ahora es mas facil interpretar geométricamente este integrando. En la figura
4.16 se esquematiza que cuando el elemento dl se desplaza en 77, barre un
area dada por un vector dl’ x 67" La direccién de este vector drea es hacia
afuera del drea en forma de cinta que es barrida por todo el lazo de corriente.
El producto escalar de di'x 87 con el vector unitario R puede interpretarse
como la componente de ese vector area a lo largo de R o como la proyeccién
del area sobre un plano perpendicular a R. Esta area, dividida por R?, es
el angulo sélido que define el area dl’ x 67 en el punto P. La integral a
la derecha de la ecuacién (4.52) es el dngulo sélido que la cinta barrida
por todo el lazo define en P. Escribamos este dngulo solido como df). La
ecuacién (4.52) se convierte en

3 - Mo
B(7) - = —1dS) 4.
(7) - o7 = 42 (453)

Ahora solo tenemos que hacer cambios en el lazo de corriente: una serie
de desplazamientos 07 que son los opuestos de los desplazamientos 67 del
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camino cerrado que recorre P. En este proceso, este lazo barre una superficie
cerrada. Si el lazo original pasa a través del lazo de corriente, en la imagen
complementaria el punto P queda dentro de la superficie barrida (Figura
4.17); la integracién de (4.53) es la integracion del dngulo sélido de esta
superficie vista desde adentro y en consecuencia es 4.

& ED

FI1aura 4.17. Sobre la integral de linea cuando el camino de integracién encierra al lazo
de corriente

La integral que estamos calculando es, entonces,

7{ B(7) - 07 = pol (4.54)
P

Si el camino del punto P no atraviesa el lazo de corriente, la superficie
complementaria no encierra a P (Figura 4.18). El dngulo sélido es cero, y
la integral también.

EEDD

F1GURA 4.18. Sobre la integral de linea cuando el camino de integracién no encierra al
lazo de corriente

Recuérdese que una superficie cerrada tiene un vector area cero. Una su-
perficie abierta, observada desde un punto P externo, puede tener su vector
area “alejandose” de P o “acercandose”, segin sea la direccion en que se
recorre su perimetro. En el primer caso, el angulo sélido definido en P se-
ra positivo; en el segundo caso, negativo. Si ahora las dos superficies de
igual perimetro, pero recorrido en diferentes sentidos, se combinan en una
superficie cerrada, el dngulo sélido definido por esta, en P, es cero.
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Podemos generalizar ahora, considerando que la corriente que atraviesa
nuestro lazo no es un filamento, sino una distribucién de corriente J. Asi,
una forma mas general de la ley de Ampere es

}[B(F)-&?: uo/sj-d§ (4.55)

Debe anotarse que el area de integracion en esta ecuaciéon no estd definida
en forma univoca. Cualquier drea con perimetro dado por los limites de la
region en que pasa la corriente puede tomarse en cuenta.

A la forma diferencial de la ley de Ampere se puede llegar con el siguiente
argumento. La integral en el lado izquierdo de la ecuacién (4.55) puede
convertirse, por medio del teorema de Stokes, en una integral de superficie.
Recordemos el teorema; dice que si V es una funcién vectorial continua y
finita, C' una curva cerrada y S una drea apoyada en esa curva,

fﬁwgz/ﬁxvdg (4.56)
C S

Empleando el teorema, nuestra ecuacién [4.55] queda
[¥xBds =y [ T-a8 (4.57)

aplicada a cualquier superficie. Apliquémosla a una superficie infinitesimal,
quitando, en efecto, los simbolos de integracion:

V x B-dS = poJ-dS (4.58)

Ahora bien, si dos productos de la forma P Q Y PR son iguales, P. Q =

R no se sigue en forma general que Q R. Pero si esa 1gualdad es
vahda para cualquier orientacién de P entonces la conclusion es Q R.
La ecuacion anterior vale para todas las areas ds , , de modo que podemos
concluir que

—

V x B = puoJ (4.59)

Esta es una ecuacién que relaciona la tasa de cambio de la densidad de
flujo magnético en un punto del espacio con la densidad de corriente en ese
punto. Si se encontraran experimentalmente condiciones en que la ecuacion
(4.59) no sea vélida, deberfamos reinvestigar las relaciones de B con las
corrientes. Como veremos, si B o J son funcién del tiempo, no surgiran
fenémenos nuevos, pero si deberemos modificar la ley para condiciones no
estacionarias.
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4.12. El potencial vector magnético

Otra consecuencia de la ecuacién (4.59) es que, excepto en las regiones en
que no hay corrientes, no podremos encontrar un potencial escalar para
obtener la densidad de flujo magnético. En algunos casos especiales, un
potencial escalar ha sido aplicado con éxito, cuando no hay corrientes. Pero
es posible, y tiene méds importancia teérica y practica, encontrar una funcién
vectorial, a partir de la cual podemos encontrar B. De manera similar
a como se encuentra B a partir de un potencial escalar ¢, serd posible
encontrar B como el rotacional de otra funcién, A2

B=VxA (4.60)

Esta funcion se denomina el potencial vector. Para desarrollar la relacién
anterior, regresemos a la ecuacién (4.12) sin indices

B toy f xR

= 5 (4.61)

Recordemos que la integracién y el vector dl'involucran coordenadas (7Y, 2),
que el punto de observacién 7 estd fijo por las coordenadas (z,y,z) y que R
involucra las diferencias de las coordenadas. Es facil comprobar la relacién

. (1 R
V<R>—‘Rs

por medio de la cual la ecuacién (4.61) toma la forma

B(F) = 7{ dl’ x < > (4.62)

Recordaremos ahora otra identidad acerca de los operadores diferenciales,
que se puede verificar directamente

Vx(eV)=eVxV-VxVe

-
Donde e es una funcién escalar y V una funcion vectorial de la posicién. El
integrando de la ecuacién (4.62) podrd escribirse como

L. /1 1\ = - = dl’
dle(R>—<R>VXlex =

29 El nombre se escoge por analogia con ¢, pero no se asocia directamente con el
concepto de trabajo. Hay una asociacion indirecta: el lector interesado podra mostrar
facilmente que la derivada temporal de g, asi como la derivada espacial de ¢, tiene las
dimensiones de V/m.
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Pero como las diferenciaciones en el rotacional son respecto de las coor-
denadas de P, el primer término en la férmula anterior es cero, y nuestra
ecuacién (4.62) toma la forma

B(7) fv @ (4.63)

Aprovecharemos ahora que la diferenciacién y la integracién en esta ecua-
cion se realizan respecto de diferentes variables, para intercambiar su orden

s =gy f 4
B() = 1219 x ]f > (4.64)

lo que nos muestra que el vector B puede ser encontrado como el rotacional
de un vector A, definido como

dl

ARy = = " (4.65)

Para qué todo esto? En la préxima seccién lo comentaremos. Por ahora
digamos que, en general, ni B ni A son féciles de calcular, aunque éste
ultimo puede ser mas facil. La simplificacién no es tan grande como cuando
se introdujo el potencial electrostatico. De todas maneras el vector potencial
tiene una gran importancia tedrica que va mas alld de su utilidad para
calcular B. Una de esas implicaciones puede encontrarse recordando que la
divergencia de un rotacional es siempre cero:

V-VxV=0
donde V es cualquier funcién vectorial. Si la comparamos con la ecuacién
(4.60), encontraremos una relacién completamente general y muy impor-
tante
V-B=0 (4.66)

analoga a la ley de Gauss para el campo electrostatico. La ecuacion anterior
dice que no hay cargas “magnéticas” analogas a las eléctricas que fun(nonen
como fuentes de B y que para un volumen dado, tanto flujo de B entra
por la superficie como sale. Si recordamos también que la definiciéon de B
surgié de una ley de fuerza con dependencia del cuadrado de la distancia,
comprenderemos que la ecuacion anterior también incluye esa dependencia
de la distancia, como se puede mostrar ficilmente?!

21 Resulta un tanto redundante este resultado: el punto de partida para todo este
desarrollo es la interaccion entre corrientes eléctricas; la conclusién es que la densidad de
flujo magnético producida por las corrientes NO es producida por cargas magnéticas. Asi
las cosas, se justifica un debate acerca de si la prueba de que tales “cargas magnéticas”
existieran se obtuviera, jcomo se debieran modificar las leyes que estamos construyendo?
Y ;qué nuevo nombre reclamariamos para las nuevas ecuaciones?
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4.13. Comentarios sobre el potencial vector

Aunque el rotacional de la funcién dada por (4.65) resulta en el campo B
asociado con la corriente eléctrica I, no es la unica posibilidad. De manera
similar a la constante arbitraria que se puede sumar al potencial electrosta-
tico, al potencial vector se le puede sumar una funcién que tenga rotacional
cero, es decir el gradiente de una funcién escalar,

A=A+V¢ (4.67)

La funcién A" tiene el mismo rotacional que A y producira el mismo campo
B2
Una restriccion adicional que puede ser conveniente es la especificacién de
la divergencia de A, que no cambiar la relacién entre B y A. Por ejemplo,
si colocamos el rotacional de A en la ecuacién que expresa la ley de Ampere,
se tiene

VxB=Vx(VxA)=puyJ (4.68)
El rotacional del rotacional de un vector es el gradiente de la divergencia
menos el laplaciano

-, —

V x (VxA) =V(V-A) -V2A

Asf nuestra ecuacion se transforma en

— —, —q — -

V(V-A) = VA = puyJ
Si escogemos ahora la divergencia de A igual a cero, llegamos a
V2A = —poJ (4.69)

que tiene la forma de la ecuacién de Poisson, discutida anteriormente. En
coordenadas cartesianas podremos separar esta ecuacién vectorial en tres
escalares y conocemos ya un método para realizar los cdlculos para encon-
trar el potencial vector a partir de la distribucion espacial de corrientes.

Calculemos el potencial vector generado por una corriente eléctrica I circu-
—

lando por un solenoide largo, de radio a y con su eje en la direcciéon Oz. Ya

se ha calculado el valor (B = ponl), con n el nimero de espiras por unidad

22 Por razones aparte del electromagnetismo, la formacién de una funcién Aa partir
de A se denomina una transformacién de calibracién o de aforo —en inglés gauge trans-
formation—. Esencialmente esta indefinicién en A proviene de que es necesario definir el
rotacional y la divergencia de un vector para especificarlo completamente —teorema de
Helmholtz—. La relacién entre B y A solo especifica el rotacional de A
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de longitud. Su direccién es axial, segiin una regla de mano derecha. Su-
pondremos que en el exterior, el campo es cero. El rotacional del potencial
vector debe dar ese resultado.

Aprovechando la simetria del problema, emplearemos coordenadas cilindri-
cas (r,p,z). Una posible expresién para el potencial vector es, dentro del
solenoide, recordando la ecuacién (4.65) y que la direccién de la corriente es
azimutal, A= (0, Fr,0). La aplicacién del operador rotacional, expresado
en coordenadas cilindricas

S <13AZ - 8A¢> i <8AT - 8AZ> +2% {a(m@) - 8AT]

r 0p 0z 0z or or Oy
(4.70)
resulta en que 2F = B; entonces, para 7 < a,
Aﬁ:(o,ﬂonfg,O) (4.71)

Para calcular ahora el potencial vector por fuera del solenoide, buscaremos
un campo vectorial que en r = a coincida con la expresién anterior (in-
dependiente del azimut) y que tenga en cuenta la definicién (4.65). Asi se
puede justificar que, para a < r,

2
A:mmm%m (4.72)
T

Una imagen realizada por el lector interesado, mostraria que la forma de
la magnitud de A (4.71, 4.72) es como una montana con un crater en su
centro.

4.14. ;Monopolos magnéticos?

Ya calculamos la densidad de flujo magnético de un alambre infinito que
lleva una corriente I. Si colocamos un sistema coordenado cartesiano con
el eje Oz en la direccién del alambre, el campo puede ser expresado como

- ol Yy ox

donde p? = 22 +y2. Si se calcula directamente la divergencia de este campo,
el resultado es

- wol (2yx  2yzx
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como debiera ser, de acuerdo con la ecuacién (4.66). Pero cuando discuti-
mos la ley de Gauss en electrostatica tuvimos una divergencia de campo
cero excepto en una region arbitrariamente pequena, en el caso de las car-
gas puntuales. jSera este el caso para la densidad de flujo magnético? Es
decir, serd que hay fuentes puntuales de campo magnético para las que
V-B (z,y,2z) = 0 en todas partes, excepto en una regién arbitrariamente
pequena? La respuesta corta es no. Pero la respuesta larga no es tan simple.

La relacién V - é(a:, y,z) = 0 significa que las lineas —o tubos— de campo
B no tienen fuentes o sumideros, son lineas continuas y cerradas. En todas
las configuraciones que podemos investigar, las lineas de campo son de
alguna manera similares a las lineas que se pueden trazar para un solenoide
que lleva corriente. Conocemos la convencién de llamar a los polos de un
iman Norte y Sur, de acuerdo con la direcciéon general en que se orienta si
estd suspendido como una brijula. En realidad, podriamos suspender un
solenoide de un hilo y mientras lo recorra una corriente, también tendra
esa misma tendencia de orientarse?®. La afirmacién de que esa relacién vale
en forma universal significa que todos los campos magnéticos del universo
se comportan como los campos generados por una corriente. jEsta es una
afirmacion formidable!

En 1931, el fisico P.A.M. Dirac, tratando de explicar por qué la carga eléc-
trica esta cuantizada, postuld la existencia de cargas magnéticas, también
llamadas monopolos magnéticos. Por supuesto, no basta con que un teori-
co tan notable como Dirac los postulara, es necesario encontrar evidencias
experimentales. Varios experimentos se han realizado para detectar mono-
polos magnéticos, desde busquedas en sélidos hasta andlisis cuidadosos de
los resultados en experimentos con aceleradores de particulas. Se han regis-
trado eventos, pero no se ha logrado evidencia reproducible de la existencia
de tales particulas. Frente a este hecho experimental, se pueden encontrar

publicaciones recientes sobre el tema?*.

23 Esa tendencia se interpreta como que la Tierra posee una densidad de flujo mag-
nético con polos “cerca” de los polos geogréficos del planeta. La existencia, intensidad y
distribucién de este campo magnético fue ya tema de investigaciéon para C.F. Gauss y
K. Weber, a comienzos del siglo XIX y continia siendo tema de trabajo para muchos
profesionales de diferentes disciplinas. En Colombia hay un observatorio magnético, de
la red internacional, situado en la isla Santuario, en la laguna de Fuquene.

24 Como el libro Magnetic Monopoles de Y. Shnir, en la respetable editorial
Springer. Los interesados podrian consultar muchas paginas de la internet, como la
www.absoluteastronomy.com/encyclopedia acerca del tema.
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4.15. La medicién de campos magnéticos

En principio podria emplearse la definiciéon de campo B para medir su inten-
sidad, construyendo balanzas suficientemente sensibles. Hay, ademads, méto-
dos méas avanzados, que emplean efectos estudiados en capitulos
posteriores. Por ahora discutiremos un método de medicién que es, aun-
que de manera un poco indirecta, una medicién de fuerza sobre portadoras
de carga, basado en el llamado efecto Hall. Para ello, supongamos que te-
nemos una lamina conductora que lleva una corriente eléctrica dentro de
un campo magnético, perpendicular a la lamina. El conjunto estd sosteni-
do rigidamente, de modo que la fuerza magnética que actia sobre él no lo
puede mover; la figura 4.19 ilustra la situacion que consideraremos.

F1GURA 4.19. Acerca de la medicién de campo aprovechando el efecto Hall

Sea [ la intensidad de la corriente que circula. Dos contactos P, y P» en
los bordes de la lamina estdan conectados a los terminales de un medidor
de pequenas diferencias de potencial. El medidor senalara una tension cuya
polaridad depende de la direccién de la corriente y de la intensidad de flujo
magnético. La aparicién de esta tension se llama efecto Hall. Este efecto se
puede explicar con base en la fuerza de Lorentz.

En el conductor los electrones se mueven contra la direcciéon convencional
de la corriente. La fuerza de Lorentz que actia sobre ellos ocasiona un
desplazamiento de ellos, perpendicular a la direccion de la corriente, y con
él una “tensién Hall”, Vi, entre puntos opuestos en los bordes de la lamina.

La accion de la fuerza de Lorentz sobre portadoras de carga positivas cau-
saria una tension Hall de sentido contrario. Para la misma direccion de la
corriente, la velocidad de las portadoras seria opuesta a la de los electrones.
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Este cambio de sentido y el cambio de polaridad de las portadoras haria
que la fuerza de Lorentz actiie en el mismo sentido que para electrones,
pero la tensién transversal cambiaria de sentido. Un experimento similar
mostrard si las portadoras de carga que constituyen la corriente eléctrica
son de carga positiva o negativa, una informaciéon muy importante en la
investigacién de los conductores y sus propiedades.

Se ha encontrado que la tensién Hall es proporcional a la intensidad de
flujo magnético, Vg ~ B. Es proporcional a la intensidad de la corriente I
e inversamente al espesor de la lamina conductora

1B

La magnitud Ry, que depende del material y de la temperatura, suele
llamarse constante Hall. Sus dimensiones son m?/A-s. Para el cobre, por
ejemplo, tiene un valor de —5,3 x 107 m?/A-s. En el capitulo sobre con-
ductores volveremos a considerar esta propiedad.

El efecto Hall se aprovecha en las llamadas sondas Hall para medir el campo
B. Una calibracion de la sonda y toda la electrénica conectada para medir
se puede realizar con un patrén de campo o con un aparato basado en
una balanza de corriente. Las sondas Hall se elaboran muy pequenas, para
medir el campo B casi punto a punto. Ademas, se puede girando la sonda,
mostrar el cardcter vectorial del campo B, debido a que en cada caso se
mide solo la componente perpendicular a la sonda.

4.16. Resumen

La relaciéon que representa la fuerza entre elementos de corriente, la ecuacion
(4.3), es una hipétesis cuya integral sobre lazos completos de corriente puede
verificarse experimentalmente. Nos suministra una expresién para la fuerza
entre “elementos puntuales”. Es una ley de accién a distancia, igual que
la ley de Coulomb. La separamos en dos partes, introduciendo el concepto
de densidad de flujo magnético —la fuerza sobre un elemento de corriente
esta determinada por el campo BL, el cual a la vez, estd determinado por
elementos de corriente en otra parte.

Las propiedades de la integral, de la divergencia y del rotacional de B
permiten encontrar otras relaciones: de la integral de linea se sigue que el
rotacional de B es proporcional a la densidad de corriente; la divergencia
de B es cero, lo cual significa que el flujo de B sobre una superficie cerrada
es siempre cero. Finalmente se dedujo que B siempre se puede reemplazar
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por el rotacional de un potencial vector y este, a la vez, se puede calcular
a partir de la distribucion de corrientes.

La teoria presentada explica el efecto magnético de las corrientes eléctricas,
pero aun no explica el efecto magnético de los imanes permanentes. La hipé-
tesis —genial- de Ampere fue postular que estos campos se pueden siempre
reemplazar por los producidos a partir de distribuciones convenientes de
corrientes eléctricas. En casos como el iman de barra recta o el iman de
anillo, no es dificil encontrar esa distribuciéon de corrientes. Quedaron, cier-
tamente, puntos pendientes por explicar, como las notables magnitudes de
esas corrientes y que no disiparan energia por calentamiento del material.
La explicacion satisfactoria de todos estos interrogantes debié esperar al
desarrollo de una teoria acerca de los movimientos internos de los electrones
en los atomos, en el siglo XX.

4.17. Temas para discusion

e La forma vectorial de la ley de fuerza entre dos elementos de corriente
estd dada por la ecuacién (4.3), que expresa la fuerza sobre el elemento 2.
La separacién R se define como un vector que termina en el elemento 2.
Si se intercambian los subindices en los elementos de longitud, dl_i y dfg,
y se invierte el sentido de R cambisndole el signo, se obtiene la fuerza
sobre el elemento 1. De acuerdo con la tercera ley de Newton, estas dos
debieran ser iguales y opuestas. Lo son?

e Un galvanémetro de tangentes es un dispositivo que se emple6 para me-
dir corrientes. Esta formado por una bobina circular montada con su
plano en el meridiano del campo magnético terrestre. En el centro de
esa bobina se monta una brujula, cuya orientacién estarda determinada
por los efectos combinados del campo terrestre y del campo producido
por una corriente que circula por la bobina. En un instrumento tal, la
bobina estd devanada en dos partes, con alambres de conexion externa
en cada mitad. Cuando la mitad de la bobina se conecta a un dispositivo
que hace circular una intensidad de corriente constante, la deflexion de
la aguja es (0,5 arctan). Cuando se conectan las dos mitades de la bobi-
na, la deflexién es (1,0arctan). jA qué serd igual la deflexién cuando se
conectan las dos mitades de la bobina en paralelo?

e El dispositivo mostrado en la figura 4.20, con tres solenoides y un iman
permanente (que puede ser una brijjula) podrfa emplearse como motor.
Argumente y encuentre una explicacion de cémo funciona y qué con-
diciones deben llenar las corrientes en los solenoides —espaciados 120°
alrededor del iman— para que el motor funcione.
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L; L, |L; N

F1GURA 4.20. Un motor eléctrico

4.18. Ejercicios

1. Una barra conductora muy larga de radio exterior a fue taladrada con
un radio b —con ejes paralelos— pero el eje del taladro quedé desplazado
en una cantidad ¢ (Figura 4.21). Una corriente fluye por el conductor,
con densidad uniforme j Am~2. Calcule una expresién para la densidad
de flujo magnético B en el eje del taladro, lejos de los extremos del
conductor.

F1GURA 4.21. Geometria para el ejercicio

2. Calcule la densidad de flujo magnético dentro de un cable coaxial largo
en el que el conductor interno y el externo llevan la misma corriente
pero en direcciones opuestas. Suponga que el conductor interno tiene un
radio a y el radio interno del segundo conductor es b; su radio externo
es c¢. Puede suponerse ademas que las corrientes estan distribuidas de
manera uniforme en los conductores.

e Calcule la densidad de flujo magnético B (r) dentro del conductor in-
terno (r < a).

e Calcule la densidad de flujo magnético B (r) entre los dos conductores
(a <r<D).
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e Calcule la densidad de flujo magnético B (r) dentro del conductor ex-
terno (b <r < c).

o Calcule la densidad de flujo magnético E(r) fuera del cable
(c<r).

. A qué es igual la densidad de flujo magnético sobre la linea normal que
pasa por el centro de un lazo conductor de dimensiones a y b, que lleva
una corriente I7

. El lazo del problema anterior, esta en el mismo plano que un conductor
rectilineo infinito que lleva una corriente Ij. Este es paralelo a los lados
b, con el lado més cercano a una distancia x de él. jA qué es igual la
fuerza sobre el lazo? jHay torque sobre el conductor rectilineo? Muestre
en un diagrama cudl debe ser la direccién de las corrientes para que la
fuerza sea de atraccion.

. En el centro de un solenoide largo, con n espiras por unidad de longitud,
se encuentra una bobina corta, formada por N espiras sobre un cilindro
de seccion S. El eje del solenoide es horizontal y el de la bobina es
vertical. La bobina se cuelga en el extremo de una balanza, la que se
encuentra en equilibrio cuando no circulan corrientes. Cuando pasa la
misma corriente por el solenoide y por la bobina, es necesario anadir un
peso P a la balanza, para recuperar el equilibrio. La longitud del brazo
derecho de la balanza es L. Calcule la intensidad de la corriente.

. Un motor unipolar —~también llamado motor de disco de Faraday— con-
siste en un disco conductor sélido de radio a, que puede girar alrededor
de un eje colocado a través de su centro y normal al plano del disco. Un
terminal de una bateria se conecta a este eje y el otro a una escobilla
que desliza sobre el borde del disco. Normal al plano del disco hay un
campo B con densidad de flujo uniforme. Muestre que el torque sobre el
disco esté dado por (BIa?)/2, donde I es la intensidad de la corriente
que circula entre el eje y el borde del disco.

. La figura 4.22 muestra un tipo de espectrégrafo de masas, en el que un
i6n de carga ¢ y masa m que viaja con velocidad vy = 100z + j’voy entra
en una regién en la que un campo eléctrico uniforme esta en la direccion
y y un flujo magnético uniforme en la direccion z.

e Muestre que la trayectoria del ién es una cicloide y discuta la natura-
leza de la trayectoria para diferentes valores de 6 = arctan(vo,/voy).

e Muestre que los iones pasaran a través del plano z — z, que es el
plano de la abertura de entrada, en una direccién paralela a vy en
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puntos cuya separacién es proporcional a m/q y es independiente de
la direcciéon o magnitud de vjp.

y

B hacia afuera

F1GURrA 4.22. Esquema de un espectrografo de masas

8. El “barrido” en un monitor de television con tubo de rayos catédicos se
logra desviando el haz de electrones con un campo magnético generado
por un conjunto de bobinas desviadoras —en la jerga de los especialistas
se dice deflectoras— que estan colocadas alrededor del cuello del tubo
de imagen (Figura 4.23). Los electrones son emitidos por un cafion de
electrones con una energia cercana a 3 keV. Después de la desviacion
son acelerados hasta 20 keV o mas.

Cafion de Pantalla

electrones DPPD P v

— s oo T }
L0908 v
) j

o
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F1GURA 4.23. Sobre el barrido de la pantalla en un monitor de televisién

e Suponga que el campo producido por las bobinas de deflexién es simi-
lar al de solenoides muy largos. Plantee qué valores probables tienen
las dimensiones de esas bobinas —y el tubo de imagen— y calcule un
valor estimado para el valor de B en la region de desviaciéon. Se puede
despreciar la aceleracion posterior de los electrones.

9. En una fabrica de peliculas plasticas, una lamina ancha se mueve sobre
rodillos con velocidad ¢ (Figura 4.24). El rozamiento, durante el proceso,
ha hecho que se acumulen sobre ella cargas con densidad o.
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10.

11.

U

F1GURA 4.24. Geometria para el ejercicio

e Calcule la densidad de flujo magnético B (muy) cerca de la superficie
de la ldmina en movimiento en el centro de un sector plano (P en la
figura).

e Calcule el vector potencial en ese mismo punto, usando
B=V xA.

Dos alambres infinitos paralelos llevan corrientes iguales en direcciones
opuestas. Un punto P estd situado en un plano perpendicular a las dos
corrientes, a una distancia 7 del alambre que lleva la corriente saliendo
del plano y a una distancia 75 del alambre que lleva la corriente entrando
al plano. Muestre que el potencial vector Aenel punto P estd dado por

5. 1
A=k (“0> In -t
2w 9
donde k es un vector unidad en la direccién normal saliendo del plano.

A partir de esta ecuacién, jcomo es la densidad de flujo magnético B en
ese plano?

La figura 4.25 es un esquema de un montaje con el que se quiere deter-
minar la rapidez y la masa de un electrén. Un canén electrénico (no de-
tallado) acelera los electrones a una velocidad de valor v. Los electrones
entran, a través de una pequenia abertura, A, en un campo magnético
uniforme, B. Después de pasar por las aberturas As y As, llegan a una
regién en la cual dos placas cilindricas generan un campo eléctrico, de
modo que los electrones se mueven en una trayectoria circular de ra-
dio R. Los electrones que atraviesan la abertura A, son contados en un
dispositivo apropiado.

e Explique como funciona un canén electréonico y derive una ecuacion
que permita calcular el valor de la velocidad de los electrones acelera-
dos en él.
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== 4,

Campo eléctrico

[

@ Campo magnético
uniforme

Contador de electrones

FI1GURA 4.25. Diagrama de un posible experimento

e Argumente qué forma de trayectoria tienen los electrones dentro de la
regién con campo magnético y explique por qué no hay cambios en el
valor de la velocidad en todo el montaje mostrado.

e Derive una expresiéon para la velocidad y para las masas de los elec-
trones que son registrados en el tubo contador (TC).

e Los datos del experimento son r = 0,5 m, R = 2,0 m, la distancia
entre las placas es d = 0,02 m, de modo que se puede considerar un
campo de valor constante. Entre las placas se aplica un voltaje V4. El
experimento consiste en acelerar los electrones a diferentes velocidades
y medir para qué voltajes y campos magnéticos se registran electrones
en TC. Un par de valores son V4 = 10,68 kV y B = 7.76 mT. Calcule
los valores resultantes de la rapidez y la masa de los electrones.

12. Una barra conductora tiene forma de paralelepipedo de lados a, by ¢,
con (¢ < b < a). La barra se mueve en la direccién de su lado a, dentro
de un campo magnético, B , perpendicular a las caras formadas por a y
c. Determine la intensidad del campo eléctrico dentro de la barra y la
densidad de carga en las superficies de las dos a y b (Ayuda: considere
que en el conductor hay electrones “libres” de moverse y hay iones que
permanecen casi inméviles respecto del sélido).

4.19. Actividades practicas

e Si ya tiene instalados los programas sugeridos en el capitulo anterior,
contintie experimentando con el archivo Erd _Magnet Feld.exp, acerca
del comportamiento de una particula cargada en movimiento dentro de
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un campo magnético. También el archivo Magnetfeld.exp, sobre muchas
posibles trayectorias de una particula cargada en un campo homogéneo.

La experiencia de Oersted es muy facil de reconstruir: se requiere una
pequena brijula, un trozo de cable de cobre aislado —con plastico— de
unos 3 6 4 m de largo, una bateria y cinta adhesiva. Coloque la brijula
sobre una mesa y pegue el cable —sobre la brijula— a la mesa en la di-
reccién Norte-Sur. Conecte la bateria a los extremos del cable y observe
la desviacién de la aguja de la brijula. Aleje el cable y repita sus ob-
servaciones. Pegue ahora el cable en la direccién Este-Oeste y repita las
observaciones. En todos los casos, pruebe cambiando las conexiones del
cable con ambos terminales de la bateria.

Con los mismos materiales empleados anteriormente, construya un gal-
vanémetro de tangentes: enrolle el cable en forma de aro, en el que pueda
centrar la brijula y asegure el conjunto con cinta adhesiva. Conecte la
pila al cable y observe la desviacién de la aguja de la brijula desde la
posicion Norte-Sur. En realidad, se ha construido un instrumento para
medir la intensidad de la corriente que circula por el cable. Si dispone de
un medidor de corriente, podria hacer un estimado de qué tan sensible es
su galvanémetro. Si, ademas, construye la bobina en dos partes, podria
probar las reflexiones formuladas anteriormente al respecto. Si orienta
la bobina perpendicular al meridiano magnético, podria experimentar si
es posible orientar la aguja en la direccién Sur-Norte. Otro posible re-
sultado es lograr que la aguja gire en un solo sentido, por medio de la
interrupcién oportuna del paso de la corriente.

Se puede construir, ademas, un solenoide: enrolle el cable alrededor de un
cilindro —por ejemplo un tornillo de hierro—; cuando termine de enrollar
el cable, saque el tornillo. Conecte la bateria a los extremos del alambre
y observe qué accion tiene la corriente sobre la brijula. Recuerde que
sobre la aguja magnética actia, todo el tiempo, el campo magnético de la
Tierra. ;Podria lograrse, en una regién limitada, que el campo magnético
total sea cero? ;Cémo lo harfa?

Ahora vuelva a introducir el tornillo en el solenoide. Conecte la bateria y
observe si la densidad de flujo magnético es mayor que antes; por ejemplo,
observe si la fuerza sobre ganchos de papeleria es mayor que antes. Usted
ha construido un electroiman; en un capitulo posterior estudiaremos la
explicacion de este fenémeno, en el que las corrientes que producen el
campo magnético parecen multiplicarse. Por ahora investigue propieda-
des como el alcance de las fuerzas, la influencia del niimero de espiras —o
la longitud del cable empleado, el nimero de baterias, etcétera—.



Las contribuciones de
Faraday y Maxwell

5.1. Introduccion

En los capitulos anteriores nos hemos ocupado de las fuerzas entre cargas
eléctricas que estan “en reposo”, a través de la definicién de un campo eléc-
trico —y de un potencial escalar—. Dos ecuaciones basicas resumen las pro-
piedades generales del campo electrostatico generado por cargas puntuales:
la dependencia de las cargas y del inverso del cuadrado de la distancia

dvE=V -E=2 (5.1)
€0
rotE=VxE=0 (5.2)

Luego nos ocupamos de las cargas que se mueven como un flujo indepen-
diente del tiempo (corrientes eléctricas independientes del tiempo) y de las
fuerzas entre ellas. Definimos un campo magnético y un potencial vector.
Nuevamente, dos ecuaciones resumen las propiedades generales del cam-
po: la dependencia de las fuentes y la dependencia de las fuerzas —entre
elementos de corriente— con el inverso del cuadrado de la distancia

divB=V-B=0 (5.3)

rot B=V x B = poJ (5.4)

Si las cargas y corrientes que generan los campos estan localizados en una
regién del espacio, tomaremos como condiciones de frontera que los campos

108
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son cero “en el infinito”. Asi podremos encontrar los valores de los campos y
de las fuerzas sobre nuestra carga de prueba o nuestra corriente de prueba.

La pregunta que podria surgir es qué tanto se cambia ese esquema cuando
tomamos en cuenta cargas o corrientes que tienen variaciones temporales
arbitrarias. La sorprendente respuesta es muy poco. Veamos como.

5.2. La ley de Faraday

Hasta 1830 la tnica manera conocida de lograr una corriente eléctrica es-
tacionaria era conectar a los terminales de una bateria un alambre por el
cual se querfa hacer circular la corriente. Atin hoy medimos la capacidad de
una bateria para mover cargas en términos de medir su “voltaje”. Le damos
a esta medida el significado de qué trabajo puede realizar la bateria sobre
una carga, es decir a la diferencia de potencial entre los terminales de la
bateria —positivo y negativo, en la convencién usual-—.

Positivo

Vo ——

Negativo

Ficura 5.1. El simbolo convencional para una bateria

Sabemos, ademads, que ese trabajo por unidad de carga corresponde a la
integral de una fuerza por unidad de carga; es decir, el “voltaje” de la pila
corresponde a

neg

V = ¢(pos) — ¢(neg) = —/

pos

5 . neg - 5
V¢-dl:/ E-di (5.5)
p

(o1}

Donde V es el voltaje de la bateria; pos y neg denotan los terminales y dl
es un elemento de longitud a lo largo del alambre (Figura 5.1). La ecuacién
anterior es consecuencia de que el campo se puede derivar de un potencial.
Ciertamente, se requiere una diferencia de potencial entre los extremos de
un alambre para que un campo “empuje” a las portadoras de carga a lo
largo de aquél. Este campo esta dirigido del terminal positivo de la bateria
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al negativo. El campo estara “forzando” a los electrones —cargas negativas—
a moverse a lo largo del alambre desde el terminal negativo hasta el terminal
positivo. En el sentido convencional se afirma que “una corriente positiva
va, en el alambre, del terminal positivo hasta el terminal negativo”. En el
interior de la bateria, por supuesto, la corriente contintia: los electrones no
se estan creando ni destruyendo en este sistema. El caracter conservativo del
campo asegura que la diferencia de potencial —voltaje— entre los terminales
de la bateria es igual, independiente de los alambres que se les conecten.
La cantidad V suele llamarse “fuerza electromotriz”, o simplemente f.e.m.!

Si consideramos un lazo cerrado de alambre —sin una bateria—, se puede
afirmar que, si el campo eléctrico es conservativo, V x F = 0. Otra manera
de expresarlo es que la f.e.m. alrededor de ese lazo es

V:fﬁ.df:o (5.6)

El campo E conservativo hace que la f.e.m. sobre el alambre cerrado sea ce-
ro y no circule corriente en él. Todo esto pareciera tener sentido, sobre todo
experimentalmente. Pero Michael Faraday?, hacia 1830, descubrié que un
campo magnético que cambia en el tiempo puede producir corrientes eléc-
tricas en un lazo cerrado. Es decir, pareciera que tuviéramos un generador
escondido que imprimiera una f.e.m en el lazo, y que

V:j{]@.dl}eo (5.7)

Esto significa, inmediatamente, que el campo eléctrico ya no es conservativo
y VxE + (. Tendremos que cambiar nuestras formulaciones en relacién con
el campo eléctrico®. Pero si la explicacién de los resultados experimentales
lo exige, lo haremos.

! Esta designacién es claramente errada. La magnitud V tiene que ver con que las
cargas se muevan y ciertamente es una magnitud electromotriz. Pero no es una fuerza.
Esta es una de las persistencias del lenguaje. Debe recordarse que esta designacién se
originé el el siglo XIX, cuando la palabra fuerza se empleaba con muchos significados.
Un ejemplo mas es la designacién Die Erhaltung der Kraft, literalmente La conservacion
de la Fuerza a uno de los documentos originales de la hipétesis de conservacién de la
energia, de H. Helmholtz, Berlin, 1847.

2 Se encuentra en la internet un sinntimero de paginas sobre el tema in-
duccién de Faraday. Se puede recomendar a los interesados una lectura: Mi-
chael Faraday: un genio de la fisica experimental, por G. Carmona et al.,
http://omega.ilce.edu.mx:3000/sites/ciencia/volumen3/ciencia3/136 /htm/faraday.htm
También en libro, de G. Carmona et al., Fondo de Cultura Econdémica, México,
1995-2003.

3 Es decir, en relacién con las fuerzas sobre cargas.
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Faraday, tras el asombroso descubrimiento de Oersted, en que la electrici-
dad se convertia en magnetismo, buscaba, guiado por la idea de la unidad
de la naturaleza, la forma de lograr lo contrario, es decir, convertir el mag-
netismo en electricidad. Un resumen muy esquematico, que no sustituye la
lectura de las obras que recomendaremos, es este. Para lograr su objetivo,
Faraday emple6 un ntcleo de hierro como soporte de dos bobinas, previen-
do que tales construcciones intensifican —como en un electroiman— el efecto
de las corrientes eléctricas. Se esperaba que el paso de corriente en una de
las bobinas produjera el paso de corriente en la otra bobina, lo que seria
evidenciado con la conexién de un galvanémetro entre los extremos de esta.
Pero, a pesar de que Faraday empleé baterias (segin la construccién de
Volta) mds y més “poderosas”, es decir con mds y més pares de placas, el
efecto de las corrientes constantes no se detecté. El éxito se logré* cuando
Faraday observé paso de corriente en su segunda bobina en los momentos
en que conectaba o desconectaba la fuente de tensién en la primera. Pare-
cia que la creacion o la eliminacion del campo B era necesaria para generar
corrientes eléctricas.

Faraday continué sus experimentos, logrando generar una fuerza electromo-
triz, manteniendo el campo B constante pero moviendo el lazo de alambre
o haciendo que un iman pasara a lo largo del eje de una bobina. Finalmen-
te, logré una expresién que resume sus experimentos sobre el proceso que
llamé “induccién magnética”.

La representacion que Faraday tenia de las lineas de fuerza, le llevaba a
razonar a través del flujo de campo magnético calculado sobre la superficie
S que se apoya en el circuito C, que puede, pero no tiene que, coincidir con
el lazo de alambre (Figura 5.2).

Definimos este flujo magnético como
@B:/§~d§ (5.8)
S

La ecuacién (5.8) justifica la designacién densidad de flujo magnético, que
se emplea para B en el SI. La afirmacion de Faraday es “alrededor de una
trayectoria cerrada en el espacio existe una f.e.m. que es el negativo de la
tasa de cambio de flujo magnético sobre una area limitada por esa curva”.
En nuestro lenguaje vectorial,

szﬁ-df:—K@:—Ki/é-d§7é0 (5.9)
o dt dt /g

4 Se ha afirmado que accidentalmente, como si una bisqueda con toda esa complicada,
construccién hubiera sido accidental. Ver Shamos, op. cit, pp.128 a 158. Por supuesto, no
fue accidental. Lo que muestra esto es la necesidad de una preparacion cuidadosa y una
no menos cuidadosa observacién de los resultados, cuidandose de ideas preconcebidas.
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QB saliendo

F1GURA 5.2. La geometria para la expresion de Faraday

El lado izquierdo de la ecuacién (5.9) puede ser funcién del tiempo por
cambios en B o en S 5. En este tltimo caso, los limites de integracion
serdn dependientes del tiempo. Algunas situaciones tipicas en que un flujo
magnético, sobre una area apoyada en un lazo, varia en el tiempo son

e Un lazo de alambre que gira en presencia de un campo B constante.

e La magnitud de B cambia o la direccién de S cambia por rotacién del
lazo en relacién con B, en campos no uniformes.

e FEl lazo de alambre se contrae o expande.

El lado derecho de la ecuacién (5.9) puede tener una interpretacién en tér-
minos del trabajo realizado por E cuando trabaja sobre un alambre; la frase
anterior debe interpretarse como trabajo del campo sobre las cargas en el
alambre, claro esta. La f.e.m. se evidencia porque las cargas ganan energia,
pero la interpretacion de Faraday es que esa f.e.m. existe atin cuando no
existan cargas o un alambre conductor en el espacio considerado. Supon-
gamos que la tasa de cambio de flujo magnético es constante —para que la
integral de linea de E sea constante. De la definicién de campo eléctrico,
como la fuerza sobre una carga positiva unidad, la integral de linea del
campo es el trabajo realizado sobre una carga de prueba cuando atraviesa
el camino de integracion. Si esta integral no es cero, la carga que se mueve
aumenta —o disminuye— su energia. Por eso, hablamos de una f.e.m. Aunque
la carga no esté, es practica comun hablar de que hay una f.e.m., atin en
una curva imaginaria en el espacio sobre el area en que hay un cambio de
flujo magnético.

5 La constante de proporcionalidad K es, en el SI, la unidad.
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5.3. La regla de Lenz

Anteriormente se menciond que en la ecuacién que expresa la afirmacion de
Faraday,

d [ = =
V:—K—/B-ds (5.10)
dt Jg

la constante K es igual a 1, aunque podria haberse elegido igual a —1.
La decision del signo estd basada en un principio: el universo es estable
frente a pequefias perturbaciones®. Aplicado al caso especial de la induccién
magnética, se llama regla de Lenz o ley de Lenz. De acuerdo con esta regla’,
la corriente inducida en un lazo cerrado tendra la direccion que tratara de
contrarrestar el cambio en flujo magnético que genero la f.e.m.

FI1GURA 5.3. Sobre la regla de Lenz

Veamos la Figura (5.3) y supongamos que el campo B est4 aumentando en
magnitud. La corriente I en un lazo cerrado circula en el sentido horario —
vista desde la izquierda—. Esta corriente generara un campo B “que se opone
al aumento de flujo magnético. La direccién de esta corriente es opuesta a
la direccién de la corriente original, que da lugar a é; eso significa que la
constante es positiva.

Se ha encontrado que la ley de Faraday predice correctamente la f.e.m.
generada en lazos de corriente y, como consecuencia, se acepta que el campo
inducido existird aun en ausencia de un lazo conductor sobre la curva C en
el espacio. La ecuacién (5.10) vale para cualquier lazo cerrado y debe valer

5 Se denomina a veces principio de LeChatelier y afirma que cualquier cambio genera
una reaccién que trata de minimizar el cambio.
" Enunciada por el fisico ruso Heinrich Lenz, en 1834.
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para cualquier superficie S apoyada en C. Ahora bien, si el flujo dependiera
de cudl de estas superficies tomamos para el cdlculo, no valdria la ley, que
exige una f.e.m. igual, dependiente del lazo. Conocemos ya la condicién
para que el flujo de B en una superficie S dependa solo de la frontera C
de las superficies; se expresa diciendo que el flujo en la superficie cerrada,
formada por cualquier par de esas superficies es cero

féwﬁ:o (5.11)
S

o también como div B = V - B = 0. No habré cambios en esta propiedad
de las lineas de campo B.

La expresion para la ley de Faraday, (5.9), puede convertirse en una ecuacién
de campo empleando el teorema de Stokes. El resultado es

VxE=—— (5.12)

una de nuestras ecuaciones bésicas para los campos eléctricos y magnéticos.
Esta ecuacién describe cémo un campo magnético variable puede generar
un campo eléctrico.

Para precisar nuestras ideas, si tomamos la divergencia de los dos lados de
la ecuacién (5.12), resulta en

dvV - B
— 1
b 0 (5.13)

y esto exige solo que la divergencia del campo B sea constante en el tiempo;
es decir, el flujo magnético no tiene porque estar bien definido, pero su
derivada temporal si debe estarlo. En ausencia de monopolos magnéticos,
un hecho observacional, los campos deben ser generados por corrientes, de
modo que tomaremos V - B = 0. Esta ecuacién no cambia.

5.4. Ejemplos de induccion magnética

Una manera de recordar la regla de Lenz es similar a las reglas ya conocidas
de la mano derecha. Dice asi: el sentido de la f.e.m. inducida por un flujo
magnético que cambia estd dado por los dedos de la mano derecha, cuando
el pulgar apunta en la direccion opuesta a un campo que produciria ese
cambio de flujo. Veamos cémo funciona con algunos ejemplos elementales.

Para el primero (Figura 5.4) supongamos que tenemos dos lazos de alambre
planos, paralelos entre si y separados por una pequena distancia axial (ver
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figura). El lazo de la izquierda se puede conectar a una fuente de f.e.m. de
modo que exista una corriente constante en él y el de la izquierda es un
simple lazo cerrado.

FI1GURA 5.4. Sobre un ejemplo de induccién magnética

El primer lazo produce un campo Benel espacio circundante, resultando
en un flujo neto sobre el area del segundo; si este flujo no cambia, no
habra f.e.m. inducida. Ahora acerquemos el primer lazo al segundo: el flujo
aumentara porque el campo es mas intenso. Usando la regla de la mano
derecha enunciada en el parrafo anterior, la f.e.m. inducida y la corriente
que circula en el segundo lazo estaran en el sentido opuesto a la corriente
en el primero. Las dos corrientes, con sentido opuesto, se repelerian y se
predice una fuerza sobre el primer lazo, oponiéndose al movimiento. Si en la
ley de Faraday no hubiera un signo menos, habria una fuerza de atraccion
entre los lazos. ;Qué muestra el experimento®? La primera prediccién y no
la segunda es apoyada por la préctica.

En otro ejemplo (Figura 5.5), consideremos un alambre doblado en forma de
“U” sobre el que descansa un alambre cruzado que estd libre de deslizarse.

B saliendo

L.

z

F1GURA 5.5. Sobre otro ejemplo de induccién magnética

Normal al plano de la “U” hay un campo B de magnitud uniforme. Por
medio de una cuerda se impulsa el alambre cruzado hacia la derecha de la

8 Es una experiencia que aparece en numerosas demostraciones de fisica.
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figura. El camino cerrado formado por la “U” y el alambre cruzado estara
aumentando su area y el flujo sobre esa area aumentard, resultando en una
f.e.m. inducida en sentido anti horario. El alambre cruzado conducira ahora
una corriente eléctrica y habra una fuerza sobre él que se opone a la fuerza
que lo estd moviendo hacia la derecha. Nuevamente, la ausencia de un signo
menos en la ley de Faraday predeciria una fuerza “ayudando” a la fuerza
original.

Un simple lazo de alambre girando en un campo magnético uniforme es un
ejemplo de generador eléctrico elemental.

B

Eje de giro

F1GURA 5.6. Esquema de un generador elemental de corriente

La figura 5.6 muestra una vista de la situaciéon. Consideremos que el lazo
gira con velocidad angular w alrededor de un eje diametral —el eje perpen-
dicular a la direccién del campo B-. En el instante mostrado, el vector area
del lazo, S hace un angulo # con el campo. Si empezamos a contar el tiempo
cuando el vector area y el campo son paralelos, § = wt. La ley de Faraday
puede escribirse como

V= —%(BA senwt) (5.14)

Puesto que la f.e.m. en este lazo es una funcién del seno del dngulo de
rotacion, se invierte cada media vuelta. Para conectar este generador al
exterior, se inventaron, pocos anos después del descubrimiento, sistemas
de escobillas, que atin estdn en uso en algunos motores. El lazo de alam-
bre no estd cerrado dentro del generador; sus extremos estan conectados
a dos anillos que giran con el lazo y dos contactos deslizantes, las escobi-
llas, conectan el generador con el exterior. Para evitar que la f.e.m. cambie
de signo, se inventaron sistemas un poco mas complicados, dividiendo los
anillos en sectores (Figura 5.7), para que funcionen como “conmutadores”
mecanicos, logrando que una de las escobillas esté siempre conectada al
terminal positivo y la otra al terminal negativo del lazo®.

9 Para un anélisis de la conversién de energia mecénica en eléctrica en este generador,
deberemos esperar hasta estudiar con més detalle el fenémeno de conduccién eléctrica en
los materiales.
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Conmutador

Escobillas

Cable al exterior

Cable al exterior

Lazo de alambre

F1cura 5.7. El generador, con un conmutador mecéanico

Nuestro analisis del generador ha supuesto un campo uniforme, pero un
analisis mas cuidadoso muestra que, cuando el generador suministra co-
rriente a una carga externa, tal suposicion no es vélida. La corriente, que
hemos supuesto tiene un méaximo para senf = +1, también producird un
campo magnético que, en ese instante, serd perpendicular al campo “ex-
terno”. De esa manera el flujo magnético neto en el lazo es la suma del flujo
externo y del flujo producido por la corriente y la tasa de cambio de este
flujo no es igual al que usamos en la ecuacién (5.14). La desviacién de ese
supuesto serd una funcion de la corriente. En especial, cuando el generador
esté construido con varias bobinas orientadas en forma simétrica alrededor
del eje y con un mayor numero de segmentos en el conmutador, el flujo
producido por las bobinas introduce dificultades con chisporroteo entre los
segmentos. Las escobillas se colocan de modo que se mueven de un segmen-
to al siguiente en el momento en que la diferencia de voltaje entre ellos es
minima o cero. De lo contrario hay pérdida de eficiencia y quemaduras en
el conmutador!?.

10 Para evitar muchos de estos problemas se puede construir el conjunto “al revés”,
es decir, dejando las bobinas fijas y haciendo que el campo magnético gire, generado
por un imén permanente o por un electroimén. Asi, por ejemplo, estdn construidos los
alternadores en los automéviles y algunos motores eléctricos. Para un ejemplo elemental,
se puede consultar la pagina www.amasci.com/amateur/coilgen.html. A quien lo haga,
se recomienda considerar son cuidado el lenguaje empleado y criticarlo. Se recomienda,
ademds, consultar www.sparkmuseum.com/motors.htm.
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Para recuperar las condiciones inicialmente supuestas, los generadores se
modifican con un campo magnético adicional al constante inicial (Figura
5.8), generado por electroimanes, montados de manera que su campo es
normal a ese campo inicial.

Ficura 5.8. El generador, con correccién del campo

En esos electroimanes las bobinas estan conectadas en serie con la bobina
que gira a través del conmutador, de modo que el campo generado en ellos
es maximo cuando la corriente es maxima y esta dirigido opuesto al campo
de la bobina misma. Por medio de una construccion apropiada, el campo de
la bobina se puede préacticamente cancelar y se recuperan las condiciones
del analisis iniciall!l.

5.5. ;Un potencial eléctrico escalar?

Se menciond ya un cambio necesario en nuestras ecuaciones. Podemos des-
cribir el campo eléctrico en términos de un potencial escalar, es decir
E = —6415, pero solo cuando V x E = 0. Cuando estamos describiendo
situaciones en que el flujo magnético ®p cambia, el rotacional del campo
eléctrico no es cero; en otras palabras, el campo eléctrico ya no es conserva-
tivo. jTendremos que abandonar el concepto de potencial escalar? Afortu-
nademante no; atin es posible definir un potencial escalar con sentido fisico
similar, como sigue.

11 Se recomienda consultar www.reliance.com/mtr/mtrthrmn.htm, a pesar de las difi-
cultades ocasionadas por las unidades empleadas en esta pagina.
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Comencemos con la ecuacién (ley de Gauss) para la divergencia de B; ya
conocemos que es valida para campos constantes y variables

V-B=0 (5.15)

Sabemos también que el campo magnético puede expresarse como el rota-
cional de un potencial vector

—

B=VxA (5.16)

Coloquemos ahora esta expresion en la expresion diferencial para la ley de
Faraday

- o oV x A
VXE=——-—— 5.17
o (5.17)
Esta expresion puede reorganizarse, intercambiando las derivadas, como
. (4 04
VX|E+—|=0 5.18
(2+57) 19

Sabemos que un vector cuyo rotacional es cero, puede expresarse como
gradiente de un potencial escalar, es decir

L 0A .

(E + 6t> =-V¢ (5.19)
o también .
_ - 0A

E=-V¢— a0 (5.20)

iEsta es una ecuaciéon muy interesante! Podemos interpretarla como ex-
presién de que el potencial escalar ¢ describe los campos conservativos
generados por cargas eléctricas y que el potencial vector describe el campo
eléctrico que no es conservativo y depende del tiempo.

5.6. La corriente de desplazamiento

La difusién y aceptacion de los trabajos de Michael Faraday significaron
una revolucién en la fisica: ya no se deberia hablar de electricidad y mag-
netismo por separado sino de electromagnetismo. Faraday lo logré a través
de experimentos cuidadosamente realizados, pero sus explicaciones eran de
tipo mas bien cualitativo. Faltaba una revoluciéon similar en la teoria, sobre
todo con apoyo de las matematicas.
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Esta revolucion tedrica la completd James C. Maxwell, sobre la base de los
trabajos de muchos otros. Uno de los cambios que introdujo Maxwell fue
la formulacién diferencial. Antes de 1864 las leyes del electromagnetismo
se escribian en forma integral. La primera se formulaba como “el flujo del
campo eléctrico a través de una superficie cerrada es igual a la carga neta
encerrada dividida por €y”. La segunda decia “el flujo de campo magnético
sobre una superficie cerrada es cero”. La tercera, “la fuerza electromotriz
generada en una curva cerrada es igual a menos la tasa de cambio del flujo
de campo magnético sobre la superficie limitada por esa curva” y la cuarta,
la ley de Ampere, “la integral de linea del campo magnético alrededor de
una curva cerrada es igual a la corriente eléctrica total dentro de la curva
multiplicada por pg”. La primera contribuciéon de Maxwell fue mostrar que
esas leyes se pueden formular como ecuaciones diferenciales'?. Recordemos
que nuestras versiones diferenciales de las ecuaciones tienen, hasta ahora,
el siguiente aspecto:

dvE=V -E=2 (5.21)
€0
divB=V-B=0 (5.22)
Lo o B
rotE:VxE:—aa—t (5.23)
rotB=V x B =pyJ (5.24)

iLa segunda (y més importante) contribucién de Maxwell fue mostrar que
estas ecuaciones deben ser corregidas!

El lector alerta habra notado ya algo extrano en el conjunto de ecuaciones
(5.21) hasta (5.24). Segin estas, en primer lugar, los campos magnéticos
variables generan campos eléctricos, pero los campos eléctricos variables no
alteran los campos magnéticos. En segundo lugar, hay un problema asociado
con la ley de Ampere: para verlo en detalle, escribamosla en forma integral

fé-df:uo/f-c@ (5.25)
C S

Esto afirma que “la integral de linea del campo magnético alrededor de una
curva cerrada C' es igual a la corriente eléctrica total dentro de la curva
multiplicada por pg”; la dificultad estd en que el flujo de cargas no esta
bien definido, en general.

12 Con eso logré una descripcién de causas de campos y sus relaciones que dependen
de cada punto, a diferencia de la descripcién mediante integrales, que incluye acciones no
locales. La importancia de este cambio podra entenderse con lo que sigue en este capitulo
y en el siguiente.
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Un ejemplo interesante es el de una esfera de un material radiactivo, que
estaria emitiendo particulas cargadas, por ejemplo, electrones. Esa situacion
representa, desde el punto de vista de la generacion de campos magnéticos,
una densidad de corriente radial hacia afuera. ;A qué serd igual el flujo
de la corriente sobre un circulo maximo de esta esfera? Si tomamos una
de las posibles orientaciones de esa linea, la corriente sale en dos posibles
direcciones y su flujo estd mal definido (o es cero). ;Qué direccién tiene el
campo magnético? ;Puede definirse un campo magnético?'3

Para poder definir bien el flujo de la densidad de corriente, la integral de
J-dS deberfa depender del borde C de la superficie S, pero no de los detalles
de S. Esto solo es posible si la densidad de corriente cumple V-J=0.Lo
cual solo es cierto para corrientes que no dependen del tiempo. Veamos esto
en detalle (Figura 5.9).

F1GURA 5.9. Acerca del flujo de corriente en una superficie

Consideremos el flujo de J sobre una superficie cerrada S que encierra un
volumen V. Este flujo serd equivalente a la tasa a la que la carga eléctrica
fluye a través de S. Pero tenemos muchas razones (experimentales y tedri-
cas) para creer que la carga se conserva, que no hay procesos de creacién o
destrucciéon (neta) de cargas. Asi pues, la tasa de flujo de carga a través de
S serd igual a la tasa de disminucion de la carga contenida en el volumen
V. Asi,

- o 0
J-dS =——=— [ pd*F 5.26
f i (5.26)
Empleando el teorema de Gauss, obtendremos
-5 o op
s =—— 5.27
57 (5.27)

13 Ver Feynman et al., op. cit., volumen II, seccién 18-2.
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De modo que la divergencia de la densidad de corriente es cero solo en el
estado estacionario, cuando 0 p/0t = 0.

El problema con la ley de Ampere se ilustra con el siguiente ejemplo, muy
famoso. Consideremos un alambre recto muy largo, interrumpido por un par
de placas conductoras paralelas (Figura 5.10). Supongamos que C' es un lazo
que rodea al alambre. En el caso que no depende del tiempo, la interrupciéon
simplemente no permite el paso de la corriente eléctrica y no habra campo
magnético generado; no habra dificultad con la ley de Ampere. Por tanto en
la situacion dependiente del tiempo, una corriente existe transitoriamente,
realizando la separacion de cargas en las dos placas, de modo que habrd un
campo magnético transitorio. Durante este tiempo, la integral de linea del
campo magnético sobre C' sera diferente de cero. De acuerdo con la ley de
Ampere, la corriente a través de una superficie apoyada sobre C' debe ser,
también, diferente de cero.

FI1GURA 5.10. Acerca de una dificultad con la ley de Ampere

Podriamos considerar dos superficies; una de ellas, Sy, es atravesada por
el alambre. El calculo de la integral de J sobre esta superficie no presenta
problema, porque la intensidad de corriente a través de ella no es cero. Sin
embargo sobre una segunda superficie, Sy, que pasa por el espacio entre
las dos placas, y por tanto no es atravesada por el alambre, si lo hay. La
corriente en esta superficie es cero. Los flujos son distintos, aunque las dos
superficies estdn apoyadas en la misma curva C. jEstara fallando la ley de
Ampere? Veamos algun detalle para buscar una arreglo satisfactorio.

Observemos que, aunque Se no intercepta la corriente eléctrica, si estd en
una region en que hay un campo eléctrico cambiante, debido a las cargas
que se estan acumulando en las placas. Pudiera ser que la adiciéon de un
término proporcional a ese cambio de campo, d E /0t al lado derecho de la
ecuacién (5.24) “arreglara” la ley de Ampére. Ensayemos esa idea. Asi fue,
en resumen, como Maxwell razond.
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Escribiremos ahora, en lugar de la ecuacién (5.24).

VxB=pgJ+A== (5.28)

El factor A es un factor que hemos de averiguar. Queremos que el flujo de los
términos en el lado derecho de la ecuacién (5.28) esté bien definido a través
de cualquier curva C'; debiera depender solo de C' y no de la superficie S
sobre el que esta siendo evaluado. Para eso, la divergencia del lado derecho
de la ecuacion debe ser cero. Esta es, ademas, una condicién necesaria para
que la ecuacién sea consistente, porque la divergencia del lado izquierdo
de la ecuacién ya es cero. Tomemos, entonces, la divergencia de (5.28) y
encontramos que

- o ov .- F
0=puoV-J+A v (5.29)
ot
Pero sabemos que
V. E=" (5.30)
€0
Combinando las dos ecuaciones, llegamos a
- - A0
poV i+ 22— (5.31)
€0 ot

como vimos arriba, una ecuacién que expresa la conservacién de la carga es

- - Jdp
V. — =0 5.32
9t (5.32)
Las dos ecuaciones anteriores son compatibles si A = € j10. Modificaremos,
en consecuencia, la cuarta ecuacién de Maxwell en la forma

ﬁxé:mf+mwgg (5.33)
ot

La divergencia del lado derecho de esta ecuacién (5.33) resulta como una
consecuencia de la conservacién de la carga. El término adicional fue deno-
minado por Maxwell corriente de desplazamiento™. Este término corrige el
problema con la ley de Ampeére, aunque no es una corriente. Maxwell logré
resolver una inconsistencia en las ecuaciones del electromagnetismo. El tér-
mino adicional estaria relacionado con la generacién de campos magnéticos
por campos eléctricos que varian en el tiempo; Faraday, el experimentador,

1 Mis tarde volveremos sobre el porqué de ese nombre.
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no habia observado tales fendmenos. ;Como se justifica la adiciéon de un
término a una ley de la fisica?

La respuesta podria ser que el efecto no se observaba en los experimentos
de Faraday, pero se observaria en situaciones realizables mas tarde. Veamos
por qué, calculando su orden de magnitud y estimando la posibilidad de
medirlo. Primero, consideremos un experimento en que un campo magnético
100 veces més intenso que el de la Tierra, es decir 1 x 1072 tesla, que se
puede generar con un par de bobinas de Helmholtz, se conecta o desconecta
subitamente, es decir en 0, 1 segundo, y que tenemos en esa regién un lazo
de alambre que encierra un area de 0,01 m?2. ;Qué valor tendrd la f.e.m.
inducida en esa curva? La ley de Faraday dice que

V:a/é-dngS (5.34)

Colocando los valores supuestos anteriormente —arbitrarios, pero razona-
bles—, obtendremos que la f.e.m. es V = 0,001V, lo que resulta facilmente
medible en la actualidad y posible de medir en un laboratorio de comienzos
del siglo XIX.

Veamos ahora la induccion de campos magnéticos por campos eléctricos
variables. Supongamos que nuestro aparato experimental tiene dimensio-
nes similares al anterior; es un par de placas metalicas de &rea 0,01 m?,
separadas por 0,01 m y con una diferencia de potencial de 100 V. El cam-
po eléctrico tendrd un valor de 10* V/m. Supongamos que las placas se
conectan entre si y la diferencia de potencial desaparece en 0,1 s. Encon-
traremos la magnitud del campo magnético inducido integrando la ecuacion
de Ampere-Maxwell sobre un cuadrado de lado I = 0,1m!.

fé.df—eouogt/ﬁ.dﬁ (5.35)

. Qué tan grande sera ese campo magnético? Si el campo cae de un valor E
a cero en un tiempo At la ecuacién anterior se puede aproximar por

E?
4xIB=c¢ — 5.36
010 A7 (5.36)
Colocando en esta férmula los valores conocidos y los supuestos, encontra-
remos que B ~ 10~ T. Nuestra tecnologfa moderna nos permite detectar
campos magnéticos del orden de 10~ T, de modo que es comprensible que

15 Recuérdese que un rotacional siempre estd asociado, por definicién, con una integral
de linea.
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Faraday no notara el fenomeno en 1830, cuando sus cambios en los campos
practicamente eran realizados con la mano.

El efecto comienza a ser notorio cuando consideramos tiempos de cambio
mucho mas pequenos. Por ejemplo, en un horno de microondas se dan
cambios en los campos eléctricos en tiempos de At ~ 107?s. Los campos
magnéticos inducidos son ya significativos. Eso significa que si los campos
eléctricos oscilan rapidamente, la inducciéon de campos magnéticos es un
efecto observable. En los fenémenos de radiacién de campos, es ya muy
importante. La inclusién del término de corriente de desplazamiento tuvo
consecuencias vitales para el desarrollo de nuestra sociedad, como veremos.

Ahora podemos escribir las ecuaciones de Maxwell, uno de los propdsitos
principales de nuestra construccién de la teoria. Son

divE=v -E=2 (5.37)

€0
divB=V- B = (5.38)

. - - 0B
tE=V xE=-"— 5.39
r0 V x EY ( )

.- - OE

rotB=V x B =pugJ+eopo—— (5.40)

ot
Con estas cuatro ecuaciones diferenciales se pretende tener una descripcion
tedrica completa del comportamiento de los campos eléctricos y magnéticos.
Recordemos su origen experimental. La primera dice cémo son generados
los campos eléctricos por las cargas. La segunda dice que no se han en-
contrado cargas magnéticas'®. La tercera expresa la induccién de campos
eléctricos por los campos magnéticos que cambian y la cuarta describe como
los campos magnéticos estan generados por corrientes y por campos eléc-
tricos que cambian. Es muy importante que ahora se describe la induccién
de campos eléctricos por los campos magnéticos que varian en el tiempo
y viceversa. Estas ecuaciones resumen casi cien anos de experimentacion,
desde Coulomb hasta Ampere y Faraday. El nombre que llevan, de Max-
well, es merecido: fue Maxwell quien las completé e impulsé su aplicacion
—en forma de componentes, el uso del calculo vectorial fue muy posterior—.

El modesto origen de las ecuaciones, recordemos, fue a través de experi-
mentos con aparatos movidos a bajas velocidades, en tiempos comparables
con segundos o, aun décimos, de segundo. Resultard notable que la extra-
polacién de estas ecuaciones a procesos que ocurren con mayor rapidez, en

16 Ademds, lleva implicita una dependencia de las fuerzas con el inverso del cuadrado
de la distancia.
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tiempos 10 millones de veces mas cortos -o menores aun- resulte en predic-
ciones exitosas. Naturalmente, es posible que ninguno de los creadores de
la teoria hubiera visto donde estan los limites. Nosotros, en el siglo XXI, los
vemos claramente: en los procesos de generacién y absorcion de los campos.
iPero esa es una historia diferente! Para explicar estos efectos se emplea,

desde el comienzo del siglo XX, la concepcién de la energia transmitida en

paquetes, denominados fotones'”.

Resulta sorprendente conocer los fenémenos que iniciaron esa historia: uno
de ellos es la radiacion de un cuerpo negro (que en realidad significa la ra-
diacién emitida por un objeto como nuestro Sol). Su espectro de radiacién,
es decir la distribucion de energia en su emision, como funcién de la fre-
cuencia o de la longitud de onda, no se puede explicar en términos de la
fisica conocida hasta el final del siglo XIX. Hacia 1900, M. Planck, buscando
una explicacién, encontré una que, infortunadamente, hacia necesario pos-
tular la emisién de radiacion en cantidades discontinuas de energia. Para su
fortuna, un par de experimentadores habian logrado realizar una medicién
confiable. Para su gloria, la extrana explicacién fue adoptada y extendida
por otros, entre ellos Einstein, algunos anos mas tarde.

5.7. Las ecuaciones de Maxwell y los potenciales

Anteriormente se mostré que se pueden derivar los campos eléctrico y mag-
nético de los potenciales escalar y vector

- . 0A
E=-V¢— o (5.41)
B=VxA (5.42)

La definicién de esos potenciales no es unica, pero podemos restringirla,
adoptando la siguiente convencion

. D¢
V-A= —€0 MOE (543)

o(F) — 0 cuando |7] — 0 (5.44)

Las dos ecuaciones anteriores pueden combinarse con la primera de las
ecuaciones de Maxwell para obtener

2

¢
€0 MOW - Vv? ¢ = % (5.45)

7 Se puede consultar la pégina //nobelprize.org/physics/laureates/1918/planck-
bio.html para una interesante historia acerca del origen de esta concepcion.
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La cuarta ecuacién de Maxwell nos lleva ademads a

R T - - oV 924
vXv><A:V(V'A)*va:/,LQJ*EO/J,Oﬂ*GOILL(]i (5.46)
ot a2
o0, también,
924 _, - e afo d¢
GOMOW—VA:,U,OJ—V(VA—FGOMOM) (547)

La ecuacién anterior incluye los potenciales escalar y vector. Pero se sim-
plifica con nuestra convencién (5.43): el ltimo término se hace cero. Con
ello, las ecuaciones de Maxwell (que expresan la fisica de los campos elec-
tromagnéticos) se convierten en las siguientes ecuaciones diferenciales

o 2 P
— = A4
€0 Mo 8t2 \Y ¢ € (5 8)
024 - -

En el estado estacionario, es decir si las derivadas con el tiempo se anulan,
0/0t = 0, las ecuaciones anteriores se reducen a ecuaciones de Poisson, que
ya sabemos resolver (en principio). Cuando se deben anadir los términos
dependientes del tiempo, son ecuaciones mas complicadas, que predicen un
cimulo de nuevos fenémenos. Son, en realidad, ecuaciones de onda tridi-
mensionales con la fuente de las ondas incluida. Pronto volveremos sobre
este importante asunto.

5.8. Temas para discusion

e En el capitulo anterior se discutié el motor de disco de Faraday. Si, en
lugar de enviar una corriente I por el disco, se conectan el eje y el borde
del disco con un amperimetro y se aplica torque para hacer girar el disco,
el dispositivo se convierte en un generador de corriente. Analice esta
situacién; en especial, identifique un lazo cerrado en el que se pueda
identificar un cambio en el flujo magnético, asociado con la f.e.m. inducida
y con la corriente.

e En un campo magnético homogéneo se coloca un anillo de alambre, de
modo que puede girar en torno a un didmetro, que es perpendicular a
la direccion del campo B. Si el valor del campo comienza a crecer, diga
cuales son las posibles posiciones de equilibrio mecénico del anillo y cudl
de estas es estable. ;Cambiardn estas posiciones si el valor del campo
decrece?
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Bobina con
corriente
0 iméan

Anillo conductor

Eje de giro comun

F1GUuraA 5.11. Esquema para un motor de induccion

e Un lazo conductor cerrado se monta sobre pivotes entre los polos de
un imén (Figura 5.11). Los polos del imén se montan de manera que
pueden girar alrededor del mismo eje que el lazo, aunque no hay conexién
mecanica entre los polos y el lazo.

La direccién de B es perpendicular al eje de giro. A partir de la regla
de Lenz, prediga como se comporta el lazo conductor cuando el campo
se gira. La discusién puede llevar a la explicacion de cémo funciona el
motor de induccién, uno de los mas empleados en la industria.

e Uno de los experimentos de Faraday consistié en acercar un alambre
que conduce una corriente a otro alambre, paralelo al primero. Se indujo
una corriente en el segundo alambre, en la direccién opuesta a la de la
corriente inductora. Cuando alejé el primer alambre, Faraday observo
que la corriente inducida tenia la direccion de la corriente inductora.
. Podria usted explicar esto en términos de la tasa de cambio de un flujo
magnético en un lazo cerrado?

e En otros libros encontrara usted enunciados de la ley de Faraday y de la
regla de Lenz que, verbalmente, son diferentes de las que hemos adoptado;
la descripcion fisica que resulta, por supuesto, es la misma. Discuta con
sus companeras(os) las posibles ventajas y desventajas de unas y otras
expresiones.

e Un lazo rectangular de alambre esta situado en un plano con un conductor
recto muy largo, por el cual pasa una corriente I (Figura 5.12). Los lados
AD y BC son paralelos al conductor recto. Se dispone de un aparato
—aunque en el diagrama no se muestra— que mide la cantidad de carga que
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circula por el lazo. Este puede ser cambiado de la posiciéon mostrada a la
posicion representada por las lineas punteadas de dos maneras: primero,
desplazandolo paralelamente a si mismo; segundo, girandolo alrededor
del lado BC en 180°. ;En qué caso es mayor la carga movida?

_____

FI1GURA 5.12. Geometria para un tema de discusion

5.9. Ejercicios

En los siguientes ejercicios se podran tener situaciones en los cuales hay un
campo B externo que produce flujos magnéticos en diversos dispositivos.
En todos ellos podra circular una corriente eléctrica y esta, a la vez, podria
modificar el campo. Se tomara la magnitud de estos campos inducidos como
despreciable, frente al primero.

P

F1cura 5.13. Geometria para un ejemplo de induccién

1. Un alambre se dobla de manera que forma dos lazos cuadrados, como
muestra la figura 5.13, de lados a y paralelos a los planos y — 2z y = — 2.
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FEn la regién alrededor de los lazos hay una densidad de flujo magnético
dado por

B = (i cos 30° 4 j sen 30°) (bt + )

El dispositivo podria provocar desplazamientos de carga en el alambre,
excepto que se aplica una diferencia de potencial entre los extremos P
y @ para evitarlo. Calcule la magnitud y la polaridad de esta diferencia
de potencial.

2. Una barra metéalica desliza sobre dos rieles paralelos a una distancia d,
como muestra la figura (5.14).

0,2mN

0,1Q

F1GURrA 5.14. Esquema para el segundo ejercicio

e Una bateria, conectada a los rieles, asegura que circule una corriente
de 5 A en la barra. Las mediciones muestran que la fuerza aplicada a
la barra es igual a 2 x 10~* N. ;Por qué?

e La bateria ahora se desconecta y se reemplaza por un conductor. Los
rieles y el conductor tienen resistencia despreciable, pero la barra me-
talica tiene una resistencia entre los contactos de 0,1 Ohm. Determine
la corriente en la barra metélica cuando se mueve perpendicular a si
misma y en contacto con los rieles, con velocidad de 100 m/s.

e Entre los extremos de los rieles se conecta ahora una bateria con f.e.m.
constante Vp. La velocidad de la barra ahora se aproxima a un valor
final constante. ;A qué es igual ese valor? ;A qué es igual la corriente
cuando esa velocidad terminal se alcanza?

Ayuda: como se verd en un capitulo posterior, se puede suponer que en
la barra se cumple que f.e.m.= resistencia - intensidad de la corriente.

3. La figura 5.15 muestra una situacién experimental, en que por debajo
del plano horizontal h hay un campo magnético B de intensidad 1,60
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T, de direccion horizontal. Por encima de ese plano se encuentra un lazo
conductor rectangular rigido, de ancho a = 0,40 m y muy largo. El plano
definido por el lazo es vertical. La masa del lazo es m = 0, 200 kg.

e El lado inferior del lazo se baja hasta entrar en el campo magnético,
aunque los contactos A y B atin estdn por fuera de él. Se conecta una
fuente de corriente entre los contactos. jPara qué valor y direccién de
la corriente actia una fuerza neta cero sobre el lazo?

‘ a
A B
h
®©® ® ® ® ® B hacia
® ® ® ® ® afuera

Ficura 5.15. Un experimento de induccién magnética

e El lazo se mueve ahora con velocidad constante v = 2,0 cm/s ha-
cia dentro del campo magnético. ;Qué voltaje se inducird entre los
contactos Ay B?

e Ahora se deja el lazo en reposo, ligeramente por encima del plano h,
y luego se deja caer libremente. Calcule la dependencia del voltaje
inducido como funcién del tiempo.

e Se repite el experimento anterior con una variacion: se cierra el circuito
del lazo. La resistencia total es de R = 5 Ohm. Describa cualitativa-
mente cémo varian la aceleracion y la velocidad del lazo, mientras este
no estd totalmente dentro del campo B. Calcule la velocidad terminal
V0.

. La figura 5.16 muestra una regién en la cual la densidad de flujo mag-
nético, B , esta confinado a un volumen cilindrico de radio » = 0,05 m
y es homogéneo en esta region; esta es una representacion idealizada
del campo en un electroiman para investigacion. El campo decrece en
magnitud a una tasa constante de 1 x 1072 T/s.
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e Si se colocan electrones (inicialmente en reposo) en los puntos A, B y
C, donde » = 0,05 m, calcule las aceleraciones instantaneas que van
a experimentar.

e Si el campo inicial tenfa un valor B = 0,35 T y se colocan en las
posiciones C'y ", simétrica de C' respecto del eje que pasa por A,
dos particulas con carga ¢ = 1 x 107 C y masa m = 1 x 1072 kg,
;qué momento angular adquiriran éstas? ;De dénde salié ese momento
angular? ;No se conserva el momento angular?

Campo
homogéneo

FicuraA 5.16. Esquema de una induccién en un electroiman

5. Un lazo circular (1) de radio a lleva una corriente I constante (Figura
5.17). Coaxial con él, pero con centro a distancia r, (a < r), se coloca
otro lazo (2) de radio igual, abierto.

e

FicuraA 5.17. Sobre un célculo de induccién magnética

El lazo (2) se hace ahora girar alrededor de uno de sus didmetros. ;A
qué es igual la f.e.m. generada?

6. Un fluxémetro, o flujometro, emplea la induccién para encontrar una
medida de campos magnéticos. Una bobina de alambre corta, de area
conocida (.9), resistencia conocida (R) y con muchas vueltas (N) se in-
troduce en la regién en que se va a determinar la intensidad de flujo
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magnético. Luego se extrae de alli, se gira por 180° alrededor de uno
de sus diametros y se vuelve a introducir en el campo magnético. Los
extremos del alambre van a un instrumento que indicara la carga trans-
portada integrando la corriente generada por la f.e.m. inducida.

e Halle una expresiéon para el flujo magnético en la bobina antes de
sacarla. Calcule el flujo después de que la bobina regresa al campo
magnético. Si el proceso de extraccion y de reintroducciéon duran 1 s
cada uno, haga un diagrama que muestre cémo varia la f.e.m. inducida
como funcién del tiempo.

e Empleando la relacién entre f.e.m. y la intensidad de corriente men-
cionada antes, muestre en su diagrama cémo varia la intensidad de la
corriente en la bobina como funcién del tiempo.

e Muestre, en su diagrama, como varia la carga transportada
—integral de la corriente- como funcién del tiempo. ;Dependera de
qué tan rdpido se realiza la operacién del flujémetro?

e Realice el calculo de la carga transportada para B = 0,5 T, N = 1.000,
S =5x10"* m? R =1.000 Ohm.

. El inductor terrestre es un aparato que se puede emplear para medir las
componentes del campo magnético terrestre. Un modelo de él consiste
en una bobina corta, con N = 1.000 vueltas, drea S = 4 x 1072 m? y
una resistencia R = 100 Ohm. La bobina puede ser girada por un dngulo
de 180° alrededor de uno de sus didmetros y este eje puede orientarse
a voluntad, por ejemplo horizontal y en el meridiano magnético. En los
extremos del alambre se instala también un instrumento para medir la
carga transportada.

e La densidad de flujo magnético By de la Tierra tiene una magnitud
cercana a 0,5 x 107* T. Calcule el valor de la carga transportada
en un giro del inductor terrestre, con el valor y la orientacién descri-
tos anteriormente. ;Qué componente de ET contribuye a la corriente
inducida?

e El campo ET, en general, no es horizontal; en Colombia tiene una
inclinacién de unos 10° hacia abajo, cuando se mira hacia el norte.
;,Cémo se podrian determinar la componente vertical y la horizontal
de By?
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5.10. Actividades practicas

e Resulta sencillo construir un solenoide: sobre un tubo de PVC de 60 mm
de diametro y 60 mm de largo, se devanan dos capas con alambre de
cobre esmaltado de 0,5 mm de didmetro. Cuando este se conecta a un
medidor de 0 a 1 mA y se introduce o saca un iman permanente, se podra
comprobar que circulan corrientes hasta de 100 pA.

e Un poco mas complicado es lograr la inducciéon de corriente con otra co-
rriente. Se puede emplear el alambre de cobre ya usado en el experimento
de Oersted para realizar un solenoide que se pueda colocar coaxial y den-
tro del solenoide descrito en el parrafo anterior. Es mejor usar baterias
de NiCd recientemente cargadas para la experiencia. Conecte y desco-
necte el solenoide interno —que llamaremos primario— a la(las) pila(s) y
observe si se induce corriente, medida por el instrumento conectado al
otro solenoide que llamaremos secundario. ;Cambiara algo si el solenoide
primario esta afuera del secundario? ; Cambiard si se coloca un trozo de
metal dentro del primario?

e Para observar mejor el efecto, se recomienda emplear la bobina de induc-
cién de un automévil con motor de gasolina: tiene los dos solenoides y
un ntcleo de hierro en un todo compacto. De los tres contactos eléctricos
usuales, hay uno comiin a ambos solenoides. A ese debe conectarse uno
de los terminales de la pila. El otro, al terminal simétrico. El medidor, al
contacto comtun y al electrodo central. La conexién —o desconexion— de
una pila pequena muestra ya efectos considerables.



Las ecuaciones de Maxwell y
los campos que se propagan

6.1. Introduccién

En los capitulos anteriores hemos construido la teoria bésica del electro-
magnetismo clasico, las ecuaciones de Maxwell, a partir de los resultados
de cuatro situaciones experimentales. Comenzamos ahora a explorar las
consecuencias de esas ecuaciones: ;Qué forma tienen las posibles soluciones
de esas ecuaciones diferenciales? ;Se pueden crear y observar esos campos?
., Qué nuevas posibilidades se abren? ;Qué consecuencia tiene la introduc-
cién de materiales de diferentes composiciones en los campos generados?

Primero exploraremos la posibilidad de campos dependientes del tiempo
y la posicién. En el espacio vacio, es decir, en las regiones en que no hay
cargas ni corrientes eléctricas, se expresan asi

divE=V -E = (6.1)
divB=V-B=0 (6.2)
rot B =¥ x =20 (6.3)
rothﬁXB—eo,uo%—f (6.4)

con una notoria simetria entre campos eléctricos y magnéticos.

Se puede mostrar una sencilla, pero interesante, solucion de esas ecuaciones;
basta con suponer que los campos tienen la forma funcional llamada onda

135
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plana; en el curso de la discusién veremos por qué se llama asi': esta forma
funcional es

E(7,t) = Egcos(k - 7 — wt)
B(7,t) = Bycos(k - 7 — wt + ¢)

Aqui, Eo y EO son vectores constantes, k suele llamarse el vector de onda
y w es la frecuencia angular [rad/s|, que estd relacionada con la frecuencia
en hertz [1/s] por la ecuacién w = 27 f. Convencionalmente, diremos que
la frecuencia es positiva. La cantidad ¢ es una diferencia de fase entre los
campos eléctrico y magnético.

Es méds conveniente escribir las suposiciones anteriores como
E(77,t) = Eg e’k
B(i"t) = By ek

donde i = v/—1. Por convencién, se toman las partes reales de las definicio-
nes anteriores como los valores de los campos que actiian sobre las cargas o
sobre las corrientes de prueba. La diferencia de fase, ¢, queda absorbida en
el vector éo, suponiendo que puede ser un complejo. En general, también
E@ sera complejo.

6.2. La estructura de los campos

L Qué resultard de aplicar las ecuaciones de Maxwell a estos campos su-
puestos? Sabremos bajo qué condiciones es posible que nuestra suposicion
es valida. Sin restringir la generalidad del andlisis, escogeremos un sistema
de coordenadas cartesianas, con el eje Oz en la direccién del vector k. De
esta manera

kof—wt=kz—wt (6.5)

Busquemos los lugares 7 en que hay un maximo de campo eléctrico. Es
claro que ellos satisfacen la relacion

k-P=kz=wt+n2r (6.6)

! Ciertamente es una suposicién irreal, en el mismo sentido que son irreales una linea
de carga eléctrica infinita o una corriente circulando en un alambre de longitud infinita.
Se puede argumentar que estos campos no se pueden producir. Aun asi, este ejemplo
permite profundizar en el tipo de soluciones de las ecuaciones de Maxwell. Més tarde se
restringirdn estas soluciones, para tomarlas como buenas aproximaciones en una porcion
del espacio. Hay, naturalmente, otra forma més estricta y complicada de explorar estas
soluciones. Por ahora, seguiremos el camino sencillo.
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con n un entero. La solucién a la ecuacién (6.6) para un tiempo ¢ tnico,
por ejemplo t = 0, es un conjunto de planos paralelos (un plano para cada
valor de n) cuyas normales estan en la direccién de k. Si tomamos en cuenta
ahora la variacion del tiempo, esos planos se desplazan en la direccién de k
con una velocidad ¥ = (0,0, v,), con

(6.7)

Vy =

ENIES

La distancia entre planos adyacentes con campo maximo estarda dada por

A==T (6.8)

y suele llamarse “longitud de onda”.

Consideremos ahora un campo vectorial general
A7 t) = Ay e!FT=wb) (6.9)

LA qué es igual la divergencia de A? Es facil calcular que

L. 9A, 04, 0A. . ‘
. = = lhyp Ay 241z 1
V-A 9w 3y + 5 iky Ay + ikyAy + ik, A (6.10)

ik-A (6.11)

.Y como es el rotacional? Un poco mas dificil: la componente x sera

= e Az aA . .
(VxA),= aay - 8—;’ = (ikyA, —ik,Ay) (6.12)

=i(kxA), (6.13)

Las otras componentes seran similares y se puede generalizar a

—

VxA=ikx A (6.14)

Esta es una consecuencia de la forma arménica de las funciones escogidas
iUna poderosisima herramienta para desarrollar teoria! Las derivadas se
transforman en multiplicaciones y las ecuaciones diferenciales en ecuaciones
algebraicas (en nuestro caso, ecuaciones en vectores).

Apliquemos este método a los campos (en el vacio) dados por Ey eilkT—wt)

v By i T=wt) Ta primera de las ecuaciones de Maxwell queda convertida
en
ik-Fy=0 (6.15)
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Esto significa que el campo eléctrico es perpendicular a E, la direccién de
propagacion de la onda. La segunda de las ecuaciones de Maxwell es ahora

ik-By=0 (6.16)

Expresa que el campo magnético es perpendicular a k. Asi, los campos son
transversales a la direccion de propagacion. La tercera ecuacion de Maxwell
toma ahora la forma

ik x Ey=iwDBy (6.17)

El producto escalar de esta ecuacién (6.17) con Eg nos lleva a

. - E
Eo- By = =0 (6.18)

Denotando que el campo eléctrico es perpendicular al campo magnético. El
producto escalar de la ecuacién (6.17) con By resulta

Eo-EXEozwéo-éo (619)

que es una expresién positiva; los vectores Fy, By y k son perpendiculares
entre si y forman un triedro rectangular de mano derecha (Figura 6.1).

Una onda E.M.
de frecuencia unica

que presenta variaciones
senoidales de los campos

F1GURA 6.1. Sobre la estructura espacial de una onda plana
La ultima de las ecuaciones de Maxwell se convierte en
ZE X EO = —1TWwe€p LL()EO (6.20)
Combinada con la ecuacién (6.17) resulta, como consecuencia de

— — -

/; X (k? X Eo) = (k . Eo) ]; — k2 Eo = —w2 €0 MOEO (621)
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en una relacion muy interesante entre constantes fisicas y los parametros
de la forma funcional propuesta

k? = w? € pio (6.22)

Sabiamos que la rapidez de propagacion de los campos —de los méaximos,
dijimos, pero también de los minimos y de toda la estructura de campos—
depende de la magnitud del vector de onda y de la frecuencia angular (w/k).
Si llamamos ahora ¢ a esa rapidez?, obtendremos la prediccién, resultante
de aplicar las ecuaciones de Maxwell a unos campos armonicos: esos campos

se propagan con rapidez
1
c= —— (6.23)

V€0 1O
y son campos transversales. Las constantes €g v pg se pueden medir o definir.
La primera de ellas estd relacionada con las fuerzas entre cargas eléctricas;
la segunda, con fuerzas magnéticas entre corrientes eléctricas. Los valores
“modernos” son

€ = 8,85418 --- x 1072 C2 N~ tm~2
po=4r x 107" N A2

Si calculamos con estos valores la velocidad de propagacion de una onda
electromagnética en el espacio vacio, resulta

1
c=—"=299792--- x 108m s~ ! 6.24
V€0 1o ( )

Se reconoce inmediatamente la velocidad de la luz. Maxwell la reconocié ya
en los anos 1870 (algunos anos antes se habfan mediciones confiables, con
los métodos de Fizeau y Foucault). Conjeturd, entonces, que la luz, cuya
naturaleza era hasta entonces desconocida, podria ser una forma de onda
electromagnética; una notable prediccion. Recordemos que las ecuaciones
de Maxwell habian surgido de experimentos con bancos de baterias, cargas,
corrientes, bobinas y otros utensilios que aparentemente nada tenian que
ver con la luz?.

Otra notable prediccion de Maxwell fue que no solo la luz se comporta como
una forma de onda electromagnética, sino que podrian existir muchas otras

2 Es la inicial de la palabra latina celeritas.

3 Resulta interesante una polémica acerca del valor de c. Louis Essen, el inventor de
los relojes atémicos de cesio, se propuso determinarlo para las microondas, a partir de
1946, y llegd, en 1950, a un valor claramente mas grande que el medido por métodos
6pticos, 299.792,5 + 1 km/s. La 17 Conferencia General sobre Pesas y Medidas adoptd,
en 1983, el valor 299.792,458 km/s.
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formas de onda, diferentes solo en su longitud de onda A = 27/k, a la que

no hemos fijado ninguna restriccion?.

Otra consecuencia de las ecuaciones (6.15) a (6.20), junto con la relacién
c=w/k es que
E
By =2 (6.25)
c
Es decir, el campo magnético asociado a una onda plana es mas pequeno
en magnitud que el campo eléctrico. Si comparamos las fuerzas que esos
campos ejercerian sobre una carga eléctrica, dadas por la férmula de Lorentz

F=q(E+7xB) (6.26)
la relacién entre las fuerzas es

Fmagnética ~ UBO ~ E (6 27)
Fcléctrica EO &

En otras palabras, si la carga (sobre la que acttia el campo de la onda) no se
mueve con velocidad cercana a la luz, la fuerza magnética es muy pequena
comparada con la eléctrica. Por ello se supone, habitualmente, que los fe-
némenos de interaccién de las ondas electromagnéticas y los &tomos son un
fenémeno esencialmente eléctrico. Se dice, por ejemplo, que las ondas estan
polarizadas en un plano, que coincide con el plano definido por el vector
EO. Eso significa que las ondas polarizadas en un plano, digamos el x — z
son independientes de las polarizadas en el plano y — z cuando ambas se
propagan en la direcciéon Oz. Los fenémenos de refraccion, absorcién y re-
flexién de las ondas en las superficies de separacién de materiales diferentes
se pueden estudiar, con ventajas, como fendémenos electromagnéticos. Se
pueden explicar muchisimos efectos como manifestacién de la naturaleza
eléctrica de los materiales yd el campo y, lo que es indispensable, se pueden
comparar las predicciones con los resultados.

4 Desde el tiempo de Maxwell hasta nuestros dias practicamente se han observado —o
detectado— todas las ondas no visibles del llamado “espectro electromagnético”. En todos
los rangos de longitud de onda —o de frecuencia— se logra, a través de interpretacion acerca
de la informacién suministrada por las ondas electromagnéticas, ganancia de informacién
acerca de la naturaleza de la materia, como en los gases y el polvo entre estrellas, los
gases y las particulas de nuestra atmdsfera o, incluso, la composicién de estrellas y otros
planetas en nuestro sistema solar. A finales del siglo XIX no se habia llegado a tanto y
faltaba la demostracién de la existencia de muchas de ellas. Véase, por ejemplo, Drude,
P., Theory of Optics, Leipzig, 1900, en ediciéon Dover, New York, 1959, pp. 127 y ss.
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6.3. Los potenciales retardados

En el capitulo anterior, sobre las contribuciones de Faraday y Maxwell,
encontramos una formulacién de las ecuaciones de Maxwell en términos de
los potenciales escalar y vector

2 P ¢
=L — 2
Vo 0 +€0,u08t2 (6 8)
. - 24
V2A = —pg J + €0 o (6.29)

ot2

Una solucién a estas ecuaciones para el potencial escalar puede encontrarse
cuando la densidad de carga que lo produce estd definida sobre todo el
espacio y tiende a cero en el infinito. Necesitaremos un desarrollo que hemos
pasado al apéndice 2, acerca de las funciones de Green. La matematica de
lo que sigue requiere que el lector conozca ese desarrollo. Pero la discusion
posterior de los conceptos puede seguirse atin sin él 5.

Recordemos que las ecuaciones de Maxwell en el estado estacionario se
reducen a

vig=_L (6.30)
€0
VZA = —pgJ (6.31)

La solucién a estas ecuaciones se puede encontrar empleando las funciones
de Green para la ecuacién de Poisson

1 P(F,) 3 o
= d .32
o(7) P / Fr (6.32)
T Mo f(F') 3=
A(F) = yp / e F’\d T (6.33)

Las ecuaciones de Maxwell, dependientes del tiempo, se pueden resolver
empleando la funcién de Green, ecuacién (A2.25). Para el potencial escalar
tendremos

47‘1’60

=7

Con expresiones similares para las componentes del vector A. Empleando
la definicién de funcién delta, estos enunciados pueden reducirse a

b7, 1) = — /p(F/’tJFF/'/C)cPF’ (6.35)

 4re |77 — 7|

5 Ver Sommerfeld, A., op.cit., pp. 147 y ss.
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—

T o
A1) = 477/ o (6.36)
Estas expresiones son (o se pretenden que sean) una solucién general para
las ecuaciones de Maxwell. Las soluciones dependientes del tiempo se pare-
cen a las soluciones en estado estacionario, excepto por la extrana manera
en que dependen del tiempo. De acuerdo con las ecuaciones (6.35) y (6.36),
si queremos calcular los potenciales en el lugar 7y el tiempo ¢, tendremos
que calcular integrales que incluyen la carga y las corrientes igual que en el
caso estacionario. Pero con una importante diferencia: la contribucién de la
carga —o de la densidad de corriente— en el punto 7 no se toma en cuenta en
el tiempo ¢, sino en un tiempo anterior, ¢t — | — 7| /c). Ese tiempo anterior
es el ultimo tiempo en que una senal luminosa, emitida desde 7, seria reci-
bida en 7 antes del tiempo t. Este tiempo se llama “tiempo retardado” y los
potenciales en (6.35) y (6.36) se denominan potenciales retardados. Muchos
autores adoptan la convencién de encerrar entre paréntesis cuadrados las
cantidades:

= =

ar,t—|r—7

Je) = [e(F, 1)] (6.37)

con el significado de calciilese con el tiempo retardado. Usando esta con-
vencidn, las ecuaciones (6.35) y (6.36) quedan como

- _ 1 [p(F,7t)] 3=
o(r,1) = 47r60/ = 4T (6.38)
v o [T 5
A(r,t) = 47T/ = 4T (6.39)

Ahora podemos discurrir sobre los cambios que introduce la adopcién de
la corriente de desplazamiento en el electromagnetismo —cldsico—, desde un
punto de vista profundo. Una distribucién de carga p(7, t) puede imaginarse
como compuesta por una coleccién de series de cargas que aparecen en forma
instantdnea®, en algtin punto ¥ y en un instante t” y luego desaparecen.
Matematicamente esto se escribe

p(Ft) = / / §(F = ™)o(t — t)p(7, t)d>Fdt’ (6.40)

Igualmente, podemos imaginar que una distribucién de densidad de corrien-

te J(7,t) estd formada por una serie de corrientes que aparecen instanté-
neamente y luego desaparecen

f(F,t)://6(F—F)d(t—tjf(?’,t}d?%?’dt’ (6.41)

6 No estamos diciendo esto de las cargas elementales, sino de los desequilibrios de
carga.
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Cada una de esas fugaces distribuciones de carga y de corriente origina una
onda esférica en el potencial correspondiente. Es decir, la densidad de carga
en ¥y t” envia una onda de potencial escalar

p(F ) ot —t" — |F =717
47eg 7 =7

/)

o(7,t) = (6.42)

En forma similar, la densidad de corriente en 7 y t” envia una onda de
potencial vector

-

_ o J () ot —t — |7 — ] /c)
T 4 7=

(6.43)

Estas ondas llevan a otras cargas y corrientes los efectos de los cambios
ocurridos en ¥ y t". Estos efectos viajan a la velocidad de la luz, de modo
que, cuando alcanzan a otras cargas y corrientes, su accién estard retrasa-
da. Cada carga y cada corriente en el universo estd emitiendo esas ondas
esféricas”. El resultado estd expresado en las ecuaciones (6.35) y (6.36).
Por supuesto, podemos convertir esos potenciales retardados en campos
eléctricos y magnéticos, empleando los operadores diferenciales adecuados.
Después podriamos calcular la fuerza sobre cargas, empleando la expresion
para la fuerza de Lorentz.

Pero al hacer todo esto, estaremos superando y nos habremos escapado de
la aparente accién a distancia de la ley de Coulomb y de la ley de Biot y
Savart. La informacién electromagnética es llevada por ondas esféricas en
los potenciales y, por ello, viaja a la velocidad de la luz. Si se cambia la
posicién de una carga, otra carga distante solo respondera al cambio con
un retardo que es consecuencia de que una onda se propaga entre una y la
otra.

Las féormulas para calcular el potencial escalar en el estado estacionario y
en el estado dependiente del tiempo, respectivamente

o) = o [ A wr s = o [UDer

Cdmey ) |[F—7 S dmey ) |F—7

se ven muy similares, pero hay una importante diferencia. Podriamos ima-
ginar que para cada cuerpo cargado® se estd realizando la integral prescrita
—y también la correspondiente al potencial vector— sobre el resto del uni-
verso. El campo obtenido de esos potenciales determinard la ecuacion de

7 iNuestro universo estd lleno de campos electromagnéticos!
8 Que puede ser una unidad indivisible, como un electrén o un ion.
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movimiento de ese cuerpo, a través de la fuerza de Lorentz. Sin embargo,
la informacion que para ese cuerpo se recibe del resto del universo esta
anticuada, porque las ondas viajan a una velocidad finita. Si consideramos
los efectos de cargas y corrientes méas y mas lejanas, el retraso es cada vez
mayor®. ;Cémo reacciona nuestro cuerpo cargado? Con la informacién més
actualizada que hay sobre cargas y corrientes lejanas. La densidad de carga
p(7,t) no se incorpora a la integral, sino la densidad de carga retardada
[p(7,t)]. Una expresién similar vale para la distribucién de corrientes.

Consideremos una situaciéon imaginaria, en la que una carga ¢ aparece en
una posicion 7 en un tiempo t1, se mantiene alli por algun tiempo y luego
desaparece en un tiempo to. ;Cémo serd el campo eléctrico generado por
esa carga? La respuesta es

. q 1 L
r) = rem— ara ty <t —|r—19|/c <t
o(7) Tneg TP = 7ol para t; <t — [ —7l/c < 1o
=0 en otro caso
Ahora bien, E = —ﬁqx porque no hay corrientes y por tanto no hay un

potencial vector. Asi

l

. q T—1 L
FE = —_ ara t1 <t —|r — <t
() dmeg |7 — 70 pata f1 = 7= Tol/e < t2

(=1}

= en otro caso

La situacién se esquematiza en la figura 6.2. La carga emite un campo
coulombiano que se propaga radialmente desde la posicion de la carga, a la
velocidad de la luz. La carga sigue emitiendo un campo, pero a medida que
se mueve, el origen de ese campo va cambiando.

FIGURA 6.2. Sobre los campos emitidos por una carga en movimiento

9 De manera similar, un astrénomo observa galaxias muy lejanas mirando, en cier-
ta forma, atrds en el tiempo. La luz que se observa viniendo de galaxias lejanas trae
informacién de lo que sucedia hace mucho tiempo.
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En forma similar, podria argumentarse que una corriente, cuando aparece
y desaparece, emitird un campo magnético que se propaga a la velocidad de
la luz. La dltima de las gréficas muestra una construccién similar cuando

la carga aparece y desaparece en distintos lugares y distintos tiempos!®.

En las teorfas de accién a distancia, las lineas de campo son como alambres
rigidos pegados a las cargas o alrededor de las corrientes. Si las cargas —y
las corrientes— se mueven, también lo hacen las lineas de campo, llevando
a situaciones de accién a distancia. En la teoria de los campos dependien-
tes del tiempo, las cargas emiten el campo eléctrico y las corrientes emiten
el campo magnético. Si movemos una carga o una corriente, las lineas de
campo emitidas antes de este movimiento no resultan afectadas, de modo
que el campo de una carga (o corriente) lejana solo responde al cambio en
posicion después de un retraso suficiente para que el campo se propague
entre las dos cargas —o las dos corrientes—. Las lineas de campo pueden, en-
tonces, ser curvas (ver actividades précticas), mds similares a los tentdculos
imaginados por Faraday.

Cuando se enunciaron la ley de Coulomb y la ley de Biot y Savart, no era
evidente la realidad de los campos; se podria tratar de un concepto artificial
para incluir muchas influencias. Las unicas cantidades medibles parecian
ser las fuerzas entre cargas y corrientes; estas se describian a través de la
definicion de campos, pero no se tenia modo alguno de saber si esos campos
persisten atin después de que la carga o la corriente ya no estan presentes.
En la teoria dependiente del tiempo, los campos se muestran con existencia
propia. Aclarémoslo con el siguiente ejemplo.

Supongamos que una carga q; existe solo por un cierto tiempo y luego
desaparece. Durante ese tiempo emite un campo coulombiano. Una segunda
carga, @9, interactiia con ese campo, pero esta suficientemente lejos como
para que el campo de la primera llegue cuando ya esta dejé de existir.
Esto quiere decir que el campo esta transmitiendo energia —y momentum—.
Cualquier cosa que transmita energia y momentum es real en el sentido
de la fisica!. Més tarde deberemos examinar el tema de transmisién de
energia y momentum en una onda electromagnética con mas cuidado.

Consideremos también una carga en movimiento. Esta carga emitird con-
tinuamente ondas esféricas de potencial escalar; un esquema del patrén de
ondas resultante seria como se muestra en la figura 6.3; esta sugiere que los

10 Bquivale a decir: la carga se mueve.

11 Si se coloca un recipiente con agua para que sea iluminado por el Sol, el agua
se calentard. Si alguien se expone mucho tiempo al Sol, podria experimentar dolorosas
quemaduras de la piel. jPodrian ser causados estos efectos muy reales por objetos no
reales?
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campos eléctricos son mas intensos frente a la carga en movimiento que de-
tras (menor distancia entre las superficies equipotenciales). Si la particula
que lleva esa carga se mueve en agua o en aire, con una velocidad mayor
que la de la luz en ese medio, es posible obtener un efecto muy interesante,
que se ilustra en la figura 6.3.

FI1GURA 6.3. Sobre los campos emitidos por una carga en movimiento

El lugar geométrico del frente de onda externo se ha convertido en un cono
—la envolvente de las esferas de radios crecientes—. La amplitud de la onda
en el cono es extremadamente alta: es una onda de choque. El semidngulo
0 del cono es simplemente arc cos(c/v). En el agua, estas ondas de choque
son producidas por objetos muy réapidos; en el aire, por objetos que se mue-
ven a velocidades supersénicas; jhabra ondas de choque electromagnéticas?
La velocidad de las cargas no puede alcanzar la velocidad de la luz en el
espacio vacio, pero en los materiales ocurre un fenémeno interesante'?. El
campo electromagnético oscilante de una onda produce movimiento y una
ligera separacion de las cargas positivas y negativas en los atomos. Estas
cargas separadas representan pequenos dipolos variables que oscilan con la
frecuencia de la onda original. Ademds, funcionan como pequenas antenas
—son cargas aceleradas— que producen a su vez nuevos campos de la misma
frecuencia. El fenémeno notable es que cuando se suman los dos campos
—el inicial y el reemitido— el resultado sensible es una velocidad de la onda
menor que la velocidad en el vacio!®. Si ahora se dispara una particula a

12 Cuyo anélisis completo supera el alcance de este curso. Ver www.shef.ac.uk.

13 Una descripcién simplificada, claro estd, que no toma en cuenta las sutilezas de la
diferencia entre velocidad de fase, de grupo, de propagacién de senal. Pero todos estos
conceptos deben dejarse para un tratamiento sistematico de las ondas y superan el alcance
de este libro.
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través de un material a mayor velocidad que la velocidad de la onda elec-
tromagnética en él, podria tenerse una onda de choque electromagnética.
Se esperaria un cono intenso de emision.

La investigacion de una notoria emision de luz azul en los reactores nucleares
rodeados de agua, fue encargada por su profesor a P.A. Cherenkov. Este,
insatisfecho con las explicaciones existentes y tras analizar sus propiedades
experimentalmente (1934-1937), propuso, junto con I. Frank y 1.Y. Tamm
la hipdtesis de que seria esa radiacion que hoy se conoce como radiaciéon
Cherenkov'?. Si se conoce, por ejemplo, la velocidad de la onda en un
material transparente que rodee un acelerador de particulas y se mide el
angulo del cono de la onda de choque, se podréa determinar la velocidad de
una particula que escapd del acelerador.

6.4. Los experimentos de Hertz

Como se dijo antes, el calculo que lleva de magnitudes eléctricas y magnéti-
cas a la velocidad de la luz (6.24) condujo a Maxwell a la prediccién de las
ondas electromagnéticas, hacia 1870. Pero no a predecir como se podrian
producir o detectar experimentalmente. Esa tarea la cumplié H. Hertz en
una serie de experimentos entre 1885 y 1889. En sus experimentos, descu-
brié cémo propagar efectos eléctricos en el espacio, midié la velocidad de
propagacion y la longitud de onda. Mostrd su naturaleza de ondas trans-
versales a través de experimentos sobre reflexion, refraccion y polarizacion,
analogos a los que se pueden realizar con la luz visible. En resumen, con-
firmé la naturaleza electromagnética de la luz, de acuerdo con la conjetura
de Maxwell®.

Vale la pena considerar los instrumentos empleados por Hertz para produ-
cir los “rayos eléctricos”, como él las llamé. Era claro que deberia poner
en movimiento cargas y lo logrd, haciéndolas mover mediante lo que hoy
llamamos “una fuente pulsada de tensién”, que en ese tiempo se llamaba
“carrete de Ruhmkorff”, por el nombre de su fabricante. Empleé también
una “bobina de induccién”, muy similar a las que emplean en la actuali-
dad los motores de combustién interna. Estos dispositivos se basan en la
induccién electromagnética de fuerzas electromotrices (ver problema 5 del
capitulo 5 y el capitulo 7, sobre inductancias). La fuente de alta tensién,
conectada a dos varillas de latén —terminadas en esferas pulidas—, hacia

4 Se recomienta la lectura del discurso de presentacién por K. Siegbahn,

http://nobelprize.org/physics/laureates/1958 /press.html y el discurso de Cherenkov.
15 Ver Shamos, op.cit., pdginas 184 a 197.
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saltar chispas entre estas y movia cargas a lo largo de las varillas!6. En el
experimento citado por Shamos, un cilindro parabdlico, colocado detras de
la antena emisora, le servia a Hertz para dirigir la onda; este dispositivo
estaba disenado y construido con base en los conocimientos de la dptica
de la luz. Uno de sus detectores de la presencia de campos era un anillo
metdlico casi cerrado, terminado en una esfera, por un lado, y por una
punta, en el otro. La deteccién de campos variables era por la observacién
de chispas (manifestacién de corrientes inducidas en el anillo a varios me-
tros de distancia del emisor de ondas). Otro detector era también similar al
emisor, con dos varillas terminadas en esferas y cada una a un lado de un
sistema similar para observar chispas!'?. Igualmente dotada de un cilindro
parabdlico, permitiéo a Hertz y a sus ayudantes una serie de experimentos
que mostraron

e La propagacién rectilinea de la onda, a través del efecto de los reflectores
parabdlicos y a través del efecto de pantallas metdlicas que producian
sombra. Ademas, propagacion de la onda a través de algunos materiales,
como una puerta de madera y reflexién en un metal.

e La polarizacién de la onda, a través de la colocacién de una reja de
alambres rectos paralelos entre el emisor y el receptor y observacién del
efecto de esa reja sobre la intensidad de las chispas.

e Lareflexion de las ondas en pantallas metalicas, determinando los angulos
de incidencia sobre la pantalla y reflexién desde la pantalla.

e La refraccién (cambio de direccién) de las ondas en un prisma isdsceles
de una resina similar al alquitrdn (un prisma con dngulo de 30° grados,
de lados 1,20 m y altura 1,50 m).

Estos resultados, en palabras de Hertz, significan que “hemos aplicado el tér-
mino rayo de fuerza eléctrica a los fenémenos . .. investigado[s]. Podriamos
tal vez designarlos rayos de luz de muy grande longitud de onda [alrededor
de 30 cm. G.A.]. Los experimentos descritos me parecen eminentemente
adaptados para eliminar cualquier duda respecto de la identidad de la luz,
el calor radiante y el movimiento de las ondas electromagnéticas. Creo que
de ahora en adelante tendremos mayor confianza en hacer uso de las venta-
jas que esa identidad nos permita obtener tanto en el estudio de la éptica
como en el de la electricidad”!®.

16 En términos modernos, empleaba una antena emisora formada por dos varillas rectas.

7 En términos modernos, empleaba una antena receptora formada por dos varillas
rectas.

18 Shamos, op. cit., p. 195. No son experimentos triviales y seguramente requirieron
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6.5. Los campos retardados

Una vez calculados los potenciales retardados, el trabajo de calcular los
campos es el de calcular el resultado de

- - 0A

E=— -
Vo ot

B=VxA

Si llamamos R = 7 — 7, el tiempo retardado es tgp = t — R/c. Una cantidad
retardada la escribiremos como [F(7,t)] = F(7,tr). Las soluciones de las
ecuaciones de Maxwell serén

_ 1 0] 5
¢_47760/Rdr

—

{ to [ ] a5
A= in i d°r
Es facil comprobar que
Vo = ! /([p}ﬁ(R1)+WﬁtR> 3 (6.44)
4meg R
U [ (s 00/ 5
— / (RSR PR ) (6.45)

donde hemos aprovechado los resultados

= R I R = R
= — _ —— t —_
En forma similar,
. . vt J /ot
Vox A= @/ <V(R—1) x [J] + WW) &7 (6.46)
4 R
110 Rx[J] Rx[aJ/ot]\ 5.
= —— 4
An ( B R o (6.47)
De estas expresiones se puede encontrar que
L1 R [8p] R [0J/ot] xR\ 5.,
E= — e e 4
4meg / (M R [82?] cR? cR? @ (6.48)

de muchos ensayos fallidos. Pero de la descripcién de Hertz se puede entrever que debid
ser muy divertido ver cémo las predicciones de la teoria y la astucia de los disenado-
res experimentales permitian obtener resultados novedosos. Resulta notable, ademads, la
elaboracién intelectual de los resultados experimentales directos.
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que es la generalizacion de la ley de Coulomb para campos dependientes
del tiempo, y

g=" ([ﬂ <R | [07/0 ﬁ) B (6.49)

T Ar R3 cR?

la generalizacion del campo calculado a partir de la ecuacion para la fuerza
de Biot y Savart. Naturalmente, las integrales se extienden a la regién en
que las densidades de carga o de corriente estan definidas.

Examinemos un poco las magnitudes relativas de los términos en estas
expresiones. Para ello, supongamos que nuestas variaciones de cargas y
corrientes tienen lugar en un tiempo t(, al que daremos un valor conveniente,
acorde con el experimento realizado. Definiremos, ademads, una cantidad
Ry = cty que sera la distancia viajada por la luz en ese tiempo. Evaluemos
las expresiones (6.48) y (6.49) en el limite “de campo cercano”, R < Rg, y
de “campo lejano” Ry < R. En la regiéon de campo cercano

t—tr| _ R
to  Rp

<1 (6.50)

y la diferencia entre el tiempo t y el tiempo retardado tg serd pequena.
Podremos entonces expandir las cantidades retardadas en series de Taylor,
como

10%
2 0t?

[p]=p+@(t1rt)+

o (tr—t)* + - (6.51)

lo que equivale a

opR 10 R?
= — +t =55+ 6.52
e p+81€c+25'15202Jr (6.52)
La expansion de las cantidades retardadas en la regién de campo cercano

resulta en

L1 R 10% R aJ/ot -
E_47750/<pR3_287§202R_ (32R + - | do7 (653)

(6.54)

5 Mo Jx R 182j/8t2><1§ 3
B> <R3 2 2R dr

En la expresion para el campo eléctrico, el primer término corresponde con
el campo de Coulomb, el segundo es la correccién por efectos retardados y el
tercero es el término debido a la induccion segin Faraday. En la expresion
para el campo magnético, el primer término es la ley de Biot y Savart y
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el segundo la correccion por retrasos. Observemos que las correcciones son
del orden de (R/Rp)?, porque los términos en (R/Ry) se anularon en la
expansion de Taylor.

Esto significa que en un tipico experimento de electricidad elemental, con
una escala de distancias de 2m y una escala de tiempo de tg = 0,1s,
podremos decir que la distancia recorrida por la luz en ¢y es Ry =30.000
km. Las correcciones por retraso son del orden de (1,5x107)72 ~ 4x 10715,
Es claro que podemos confiar en las predicciones de la ley de Coulomb, la
de Biot y Savart y la ley de Faraday para analizar nuestro experimento®®.

Por otro lado, en la region de campo lejano, Ry < R, en las expresiones
(6.48) y (6.49) los términos mas grandes serdn los que varfan como R™!, de
modo que

7 1 [0T7/0H] 5.
B / P i (6.55)
B~ @/ [8<]_;r/8t] X RE’dS—v (6.56)
T 4nm 2R? " '
donde se definié una corriente perpendicular
— = j' R —
Jp=J— Jo2 R (6.57)
y donde se estd aprovechando que [9p/dt] = —[V - J| y que

V- J] = —[0J/0t] - R/cR + términos del orden de (1/R2).

Supongamos ahora que nuestras cargas y corrientes estan localizadas en
una region cercana a 1 = 7. Llamaremos éo =7 — 7y, con Ry = |F — 7.
Supongamos, ademds, que el tamano de la regiéon en la que hay cargas
y corrientes es mucho menor que Ry. Las cantidades retrasadas podran
expresarse en forma parecida a

[p(7, )] ~ p(r',t — Ro/c) (6.58)

19 Incluso en una escala de tiempo mil veces menor, la correccién es usualmente despre-
)
ciable. Claro que, a medida que la frecuencia de los fenémenos sube, se llegard al punto
en que la correcciéon deberd ser tomada en cuenta.



152 6. LAS ECUACIONES DE MAXWELL Y LOS CAMPOS QUE SE PROPAGAN

La expresion para el campo eléctrico se reduce a

1 ([ 8J, /0t d*7]

E~— 6.59
4meg 2R, ( )
y el campo magnético estard dado por
< 1 [[0J,/otd*] x R
B~ _ [f w/ QT] 0 (6.60)
dreg ARG
Obsérvese que estos campos en la regién lejana’
E Lo

Estas son dos caracteristicas que encontramos en una onda electromagné-
tica plana. Eso quiere decir que las expresiones (6.59) y (6.60) describen
una onda propagandose radialmente hacia afuera de la regiéon en que hay
cargas y corrientes. La onda estd generada por corrientes que varian en el
tiempo. Sabemos que si las cargas se mueven con velocidades constantes,
constituyen corrientes constantes, de modo que las corrientes no constantes
estdn asociadas a cargas con aceleracién. De las expresiones anteriores se
puede concluir que las cargas aceleradas emiten ondas electromagnéticas.

Los campos que predicen las expresiones (6.59) y (6.60) decaen como el
inverso de la distancia a la fuente, es decir mas lentamente que las fuerzas
descritas por la ley de Coulomb o de Biot y Savart. jEste hecho hace posible
la astronomia! Porque permite que nos llegue una cantidad apreciable de
las ondas emitidas por fuentes muy lejanas. Insistiremos en que son campos
variables que podemos describir como montados sobre otros campos que
llenan el espacio.

6.6. Resumen

La exploracién de las soluciones de las ecuaciones de Maxwell ha producido
sorpresas; no solo las ondas electromagnéticas planas: es posible buscar
ondas electromagnéticas de simetrias distintas, como cilindrica o esférica
con expresiones analiticas. Otro tipo de ondas son posibles y sus propiedades
son predecibles. En realidad los experimentos de Hertz abrieron un campo
de investigacién y aplicacion muy vasto.

20 Véase Sommerfeld, op. cit., pp. 145 y ss.
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Las consideraciones acerca de los potenciales retardados hacen ver que las
definiciones de campos eléctrico y magnético no son simplemente un con-
cepto que resulta cémodo para resumir muchas propiedades de las fuerzas
eléctricas y magnéticas. Los campos adquieren una realidad propia, consis-
tente con observaciones simples que se pueden sacar de la vida cotidiana.

Ademas el analisis de la estructura de los potenciales y de los campos retar-
dados resulta en propiedades insospechadas. Es importante que podamos
seguir trabajando con las “viejas” expresiones para las fuerzas eléctricas y
magnéticas, asi como las expresiones de Faraday para la induccién de fuer-
zas electromotrices, cuando trabajamos a escala de laboratorio. También es
importante el resultado en el limite de campos lejanos; confirmamos que,
aunque las ondas planas de extension infinita son irreales, representan una
buena aproximacién a la estructura de los campos que nos llegan de fuentes
muy lejanas (o que enviamos a lugares lejanos.).

Los campos en la region que no corresponde a los limites de campo cercano
y campo lejano son muy interesantes y muy complejos; considerarlos en
detalle supera el alcance de este curso, de modo que debemos dejar esa ex-
ploracion para cursos especializados en campos de comunicaciones, emisién
y recepcién de ondas, ondas guiadas, ondas en cables, etcétera.

6.7. Comentarios

Maxwell habia llegado a sus ecuaciones a partir de una concepciéon meca-
nica. Su modelo generé mucho rechazo entre los fisicos. La contribucién de
Hertz, al proponer la aceptacién de las ecuaciones sin aceptar el modelo,
expresado en la frase “lo esencial de la teoria de Maxwell son sus ecuaciones”
resulté de gran importancia para el futuro de la teoria electromagnética,
la fisica y las tecnologias posteriores. También con la mecénica de Newton
aceptamos sus ecuaciones como una descripcién de los comportamientos de
la materia, sin tener que aceptar las intenciones originales de su autor.

Es importante el concepto de campo retardado, un progreso en relaciéon con
los conceptos simples de accién a distancia entre cargas o entre corrientes.
En experimentos realizados a escalas de laboratorio y con frecuencias bajas,
las aproximaciones de campos que se propagan con “rapidez infinita” no
se apartan mucho de los resultados. Pero cuando se sube la frecuencia o
se amplia la escala de longitudes, esas aproximaciones son insostenibles,
tedrica y practicamente.
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6.8. Temas para discusion

e Un sistema de posicionamiento global (GPS son las siglas de un conocido
sistema; Galileo es otra versién, atin en desarrollo) depende de la coordi-
nacion de senales de varios satélites y de un conocimiento muy exacto de
sus posiciones. ; Como influye la velocidad de las ondas electromagnéticas
en la préctica del sistema?

e Discuta qué implicaciones tendria la introduccién de un tiempo adelanta-
do, en lugar de un tiempo retardado, como se trabajé en este capitulo®!.

El lector interesado podria consultar la pigina www.ja-gps.com.au/whatis
gps.html o la selair.selkirk.be.ca/flight1/gps-theory/index.htm para una
descripcién técnica del sistema GPS. Sobre las actividades del siste-
ma de posicionamiento Galileo, hay informacién en europa.eu.int/comm
/dgs/energy _transport/galileo/doc/galileo_press _kit_april2002_en.pdf y en
www.euractiv.com/Article?tcmuri=tem :29-117496-16&type=LinksDossier

6.9. Ejercicios

Advertencia: Los siguientes (pocos) ejercicios no se resuelven aplicando las
complicadas ecuaciones en este capitulo; se requiere mas que todo una re-
flexién en la situacién fisica.

1. En una regién del espacio (vacio) se encuentra un campo eléctrico con
componentes

E, = Asen fBysenwt E,=0 E.=0

Determine el campo magnético asociado, evaliie 3 y muestre que el
campo es una combinacion de ondas viajeras. Determine la direccion
de propagacién.

2. Una ldmina de material conductor, en forma de paralelepipedo rectan-
gular, de dimensiones b, ¢y d, con ¢ < d, b < d, se mueve con acelera-
cién @ constante, en la direccién del lado menor. Como consecuencia
de la aceleracion se produce una redistribucion de los electrones que
pueden moverse en el conductor.

e Encuentre la intensidad del campo eléctrico en la lamina.

2! Cuando termine, realice una consulta acerca de la teorfa de Wheeler y Feyn-
man sobre potenciales avanzados o la conferencia Nobel de R.P. Feynman, en
nobelprize.org/physics/laureates /1965 /feynman-lecture.html.
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e Encuentre la densidad superficial de cargas en las superficies per-
pendiculares a la aceleracién.

3. Un cilindro metdlico macizo de radio R gira sobre su eje con una
velocidad angular constante w. Los electrones se mueven con el metal,
con diferentes aceleraciones.

e (Calcule la intensidad de campo eléctrico como funcion de la distan-
cia desde el eje del cilindro.

e Calcule la diferencia de potencial entre el eje y la superficie del
cilindro.

4. Muestre, con un calculo directo, que la elecciéon de un potencial escalar
¢(7) = 0 para todo ¥y un potencial vector A(7,t) = Agexp{i(k -7 —
wt)} resulta en campos eléctrico y densidad de flujo magnetlco de la
forma que llamamos onda plana. jPara qué condicién entre Ao y k es
esto cierto? ;Es valida ain nuestra convencién entre los potenciales?

6.10. Actividades practicas

= Existen varias simulaciones relacionadas con el problema de una car-
ga acelerada. Ensaye y estudie los efectos que se describen cuando
una carga tiene movimientos acelerados, cargando el programa xy-
Zet y los archivos Bremsstrahlung.exp, Schwingende_Ladung.exp y
Schwingende_Ladung_Feld.exp.

También el archivo Ladung_und_Feld.exp resulta interesante para nues-
tros propositos de comprender las predicciones de la teoria.
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Reflexiones sobre los campos

(1)

7.1. Introduccion

En varias ocasiones se ha mencionado que el estado de un cuerpo cargado
es un estado lejos del equilibrio; eso quiere decir que se ha realizado trabajo
sobre el conjunto de cargas para separar las positivas y las negativas. En la
primera parte de este capitulo calcularemos el trabajo realizado, que estara
disponible como “energia almacenada” cuando se permita que las cargas
vuelvan a su equilibrio. Comenzaremos por un sistema de cargas aisladas y
luego pasaremos a sistemas continuos. Presentaremos una de las dificultades
(actuales atin) del electromagnetismo clésico.

Uno de los procesos por los que “se pierde” energia eléctrical es el calen-
tamiento de los cuerpos por los que circula la corriente. Consideraremos
brevemente la relacion entre el campo eléctrico aplicado a las portadores
de carga y la intensidad de la corriente. El examen detallado de las for-
mas de conduccién en diferentes materiales queda fuera del alcance de este
libro. Este tratamiento elemental serd importante cuando consideremos el
trabajo realizado por agentes externos.

También vamos a considerar cémo son los campos electrostaticos cerca
de los conductores. En el capitulo sobre electrostdtica se afirmé que se
pueden generar campos de geometrias especiales, con un buen grado de

1 El lector entenderd, naturalmente, que esta es otra forma coloquial de referirse a
una conversién de energia. La misma forma de expresion es empleada por las empresas
generadoras o distribuidoras cuando cobran “el consumo de energia”.

156
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aproximacion, empleando conductores como equipotenciales. Se justificara
esa afirmacién. Finalmente se considerara el comportamiento de los dispo-
sitivos llamados condensadores.

7.2. La energia de una coleccién de cargas
puntuales

Consideremos un conjunto de N cargas puntuales ¢; situados en posiciones
7; (donde 7 va de 1 a N). ;Cudnto trabajo habré sido necesario para for-
mar esa distribucién de cargas? Para calcularlo, supondremos que el estado
inicial era de cargas sin interaccién apreciable, es decir, muy lejos unas de

otras 2.

Sabemos que el campo electrostdtico es conservativo y puede ser descrito
en términos de un potencial escalar

E=-V¢ (7.1)
Sabemos también que la fuerza eléctrica sobre una carga q es
F=qE (7.2)

El trabajo que debemos realizar contra las fuerzas eléctricas para llevar una
carga q desde un punto P hasta un punto @ es

Q _ Q _ Q .
W:—/ F-cu——q/PE-cu—q/Pw-dl—q[qs(Q)—cb(P)] (73)

P

El signo negativo en la expresion anterior resulta porque debemos ejercer
una fuerza —F sobre la carga para contrarrestar la fuerza ejercida por el
campo eléctrico. Recuérdese ademads que el potencial escalar generado por
una carga ¢~ situada en la posicién 7 es
1 q’
o(r) = =i (7.4)

- Admeq |7 — 7|

Consideremos que se ha construido la coleccion de cargas una por una. No
se requiere trabajo para traer la primera, porque no hay campo eléctrico en
contra. Fijada esta carga en la posicion 7, para traer la segunda carga hasta
la posicién 5 habra que trabajar en contra del campo eléctrico generado

2 Algunos autores llaman a este trabajo la energia interna del sistema de cargas.
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por la primera. De acuerdo con las ecuaciones (7.3) y (7.4), este trabajo

esta dado por
1 qe
47T€Q |7_"1 - 7_"2|

Wy = (7.5)

Cuando se trae la tercera carga, como los campos eléctricos y los potenciales
se suman, el trabajo realizado para llevar esta tercera carga hasta la posicion
73 serd simplemente la suma de los trabajos realizados contra el campo
generado por cada una de las cargas 1 y 2 tomados por separado

1
Wy = < 4(11(13% + _‘QQ‘B_‘ > (7.6)
dmey \ | — 73| |72 — 73]
Y el trabajo total realizado para traer las tres cargas es
1
_ < _,QMQ_, #Q1Q3# i #CJ2Q3_) ) (7.7)
471’60 |7’1 —7’2| |T1 —T’3| |7"2 —7’3‘

Este resultado se puede generalizar para las N cargas, asi,

| XX "
W= dra -7 (75)

La restriccién de que j debe ser mayor que ¢ hace la suma anterior algo
complicada. Si fuéramos a sumar sobre todos los posibles pares, con la
restriccion j # i, cada pareja de cargas seria contada dos veces. Resulta
conveniente escribir la expresion para el trabajo sumando sobre los pares,
pero dividiendo por dos para encontrar el resultado correcto

i dj
T2 471'60 Z Z |7 —jr]| (7.9)

Esta es la energia potencial de la coleccion de cargas. Podemos considerar
esta ecuacién como la expresion del trabajo realizado para traer las cargas
desde “el infinito” a las posiciones especificadas. También serd la energia
cinética que se liberara si cada una de las cargas quedara libre de moverse
desde la posicion especificada. ;Cémo se almacena esta energia? Una inter-
pretacion es que se almacena en el campo eléctrico. Se puede argumentar
como sigue. La expresion (7.9) puede ser escrita como

L
W = 5 Z qi P (7.10)

donde

L & .
j
= E 7.11
dmey — |7 — 7] (7.11)
J7i
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es el potencial escalar en la posicién 7; de la i-ésima carga, debido a las
otras cargas de la coleccién.

Una expresién para la energia potencial de una distribuciéon continua de
carga podria ser obtenida por analogia con las expresiones (7.10) y (7.11),
convirtiendo las sumas en integrales

W= %/pgbdsf' (7.12)
donde
= a3 1
o) = 47reo/rr " (7.13)

es el potencial generado por una distribucién continua de carga. Pongamos
a prueba estas expresiones. Sabemos que la ley de Gauss se puede expresar
como

p=eV-E (7.14)

De modo que la ecuacién (7.12) puede escribirse como
€0 = = .3,
W=§/¢V~Edr (7.15)
La derivada de un producto por escalar suministra el resultado
V- (E¢)=¢V-E+E-Vo (7.16)

Con ﬁ(j) = —F obtenemos

W—EOUV (B ¢) d3F + /Ezd?’} (7.17)

Podemos aplicar el teorema de Gauss a la primera integral, para tener
w="2 V(E¢)d§+/ E2d3f] (7.18)
2 s 1%

Donde V es un volumen que encierra las cargas y .S, la superficie que rodea
ese volumen. Supongamos que el volumen V es una esfera centrada en
el origen y tomemos el limite de la expresién (7.18) cuando esta esfera se
hace muy grande. Sabemos que el campo eléctrico, en general, para grandes
distancias de una distribucién de carga, decae como 1/72. El potencial decae
como 1/r. Pero el drea de la esfera crece con r2. En el limite r — oo (es
decir: para volumenes bastante grandes), la integral de superficie en (7.18)
decae como 1/r y se hace cero. Nos queda entonces

W= 50/ E® &7 (7.19)
2 )y
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como expresién para la energia potencial, integrando sobre todo el espacio
—donde E # 0-. Esto lo podemos interpretar como que la energia potencial
estd almacenada en el campo eléctrico. Si tomamos la energia almacenada
en una unidad de volumen, podremos decir que la densidad de energia
eléctrica es c

up = EOEQ (7.20)

Notese que no es posible medir la energia eléctrica en una parte de un
volumen total. Solo la energia total es medible. El concepto de densidad de
energia serd conveniente cuando se piense en relaciones de energia; se usara
con frecuencia en la teoria electromagnética.

Tomemos el otro camino para calcular la energia. Imaginemos que se cons-
truye la distribucion de carga como una sucesién de capas delgadas de carga
colocadas una encima de la otra. En cada paso se trae una pequena can-
tidad de carga desde muy lejos y se distribuye encima de la carga que ya
estd concentrada en una esfera de radio r (Figura 7.1).

dr

F1GurA 7.1. Sobre la adicién de una capa de carga eléctrica

La nueva capa de carga va de r a r + dr. Se continia el proceso hasta que
el radio de la esfera sea a. Si la carga ¢(r) es la contenida en la esfera de
radio 7, el trabajo realizado al traer la carga dq hasta ella sera el producto
del potencial de la carga que ya estaba por la nueva carga aportada?

1

dwW = @dq (7.21)

 dwey T

Si la densidad de carga en la esfera es constante, la carga que ya estaba es

q(r) = gwgp (7.22)

3 Recuérdese que el campo y el potencial generados por una distribucién esférica
simétrica de carga son iguales al caso en que la carga estuviera concentrada en el centro.
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v la carga nueva aportada es

dq = 4mr?pdr (7.23)
Asi, la expresién (7.21) resulta en

4
AW = ip2r4dr (7.24)
360

El trabajo total necesario para construir toda la esfera de carga serd la
suma de estas contribuciones desde cero hasta el radio a

4 @ 4
W = l,oQ/ rldr = ——p2a® (7.25)
0 €

Esto, teniendo en cuenta que la carga total @ de la esfera es (4/3)mpa3, es
igual a

31 @Q?
W= —_—
54men a

(7.26)

. Qué valor resulta para la energia, a partir de la expresién (7.19)? Evalué-
mosla para esta misma distribucién. Sabemos que el campo es radial y con
simetria esférica, es decir £ = E,(r)7. Aplicando la ley de Gauss obtenemos

fﬁ-ds“:l/pdv (7.27)
€0 Jv

donde V es una esfera de radio r. Asi,

QR r
E.(r)= e para r < a (7.28)
1

= Tne 2 para a <7 (7.29)
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Con todo esto, el trabajo realizado se puede calcular como

S1Q* (1o  dr
W_§47r60 <aﬁA rd7‘+/a 7“2> (730)

que se reduce a

(7.31)

2 2
w8 (L)

_§4we0a 5 _547760 a

Este es el mismo resultado que ya habiamos obtenido. jPor qué compro-
bamos el resultado (7.26)7 Porque es inconsistente con las ecuaciones de
las que arrancamos, las (7.10) y (7.11). En (7.26) el resultado es definitiva-
mente positivo, mientras que en (7.10) el resultado puede ser negativo —por
ejemplo para una coleccién de dos cargas de sentido opuesto—. La incon-
sistencia se introdujo cuando se reemplazé la ecuacién (7.11), que excluye
explicitamente la interaccién de una carga consigo misma, con la condicion
i # j. En la versién integral, (7.13), esa interaccién no se excluye. Las
energias potenciales (7.10) y (7.11) son distintas porque en la primera se
comenzo con cargas puntuales —ya preparadas, por asi decirlo— mientras
en la segunda se trabajé con “cargas infinitesimales”. Si fuéramos a tra-
bajar la energia potencial de cargas puntuales, usando la ecuacién (7.26),
deberiamos sumar la energia necesaria para construir las cargas puntuales.

A qué es igual esa energia? En realidad es infinita. Una forma de verlo es
suponer que nuestras cargas “puntuales” estan realmente formadas por una
carga distribuida en una esfera de radio a muy pequeno. De acuerdo con
nuestros calculos, la energia necesaria para construir la i-ésima carga es

2
3 q

Wi = g47reoa

(7.32)

Esta seria la “auto-energia” de la i-ésima carga. Podriamos entonces rees-
cribir nuestra ecuacién [7.19] para la energia como

N N
€ L1
W:EO/EQCI?* =3 adi+ Yy Wi (7.33)
4 i=1 i=1

Para conciliar las dos expresiones. Pero si las cargas son realmente puntua-
les, entonces a — 0 y las autoenergias de las cargas se vuelven infinitas. La
energia potencial predicha por las dos ecuaciones difiere en una cantidad
infinita. ;Qué significa esto? La idea de localizar la energia potencial en el
campo resulta inconsistente con la suposicion de cargas puntuales. ;Qué
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alternativas hay? Una de ellas es suponer que las cargas elementales, co-
mo los electrones, no son puntuales, sino que tienen una cierta extension,
son distribuciones de carga. Otra salida es aceptar que la teoria cldsica del
electromagnetismo deja de ser valida a muy pequenas escalas de longitud
—y echamos la culpa a efectos cudnticos—. Solo que la “version cuantica” del
electromagnetismo sufre de los mismos problemas. Este, el problema de las
autoenergias de las particulas cargadas, es una dificultad que no esta atun
resuelta.

7.3. Laley de Ohm

La experiencia muestra que en un conductor circula una corriente de inten-
sidad I cuando se aplica entre sus extremos una diferencia de potencial V',
que en la forma mas simple se relacionan como V = IR, donde R es una
“constante” llamada resistencia. Esta relacién suele llamarse “ley de Ohm”.
Aquellos conductores —muy escasos— en los que R es constante (al menos
en forma aproximada) suelen llamarse conductores éhmicos. La unidad de
resistencia es voltio/amperio y se denomina ohm o simplemente ). Su in-
verso es el Siemens, 1S =1 A/V. Por ahora solo queremos generalizar esta
relacién empirica y encontrar su forma vectorial.

Consideremos para ello una longitud [ de un material conductor, de sec-
cién transversal S, con una corriente I que va por él en la direccién axial,
que tomaremos como Oz. En general, esperaremos —empiricamente— que
la resistencia del conductor sea proporcional a su longitud e inversamente

proporcional a su seccién®.

4 Véase el libro de Feynman, Leighton, Sands, Las conferencias de fisica de Feynman,
Addison Wesley, Reading, 1964, volumen 2, capitulo 8.

® Una consideracién cualitativa podria ser parecida a la siguiente. Los electrones en
un metal se desplazan bajo la accién del campo eléctrico externo, pero al desplazarse
deben viajar en regiones con potenciales eléctricos generados por otros electrones y por
los iones del material. Esto significa una fuerte interaccién de los electrones con el resto
del material, que se ha comparado con los choques en mecdnica. En estos choques, la
energia ganada por los electrones, debida al campo externo (trabajo de la baterfa ), se
transmite al resto del material. Entre mayor sea la longitud viajada, mayor serd esa
pérdida de energia cinética. En términos de medida macroscépica, se traduce como una
resistencia del medio al movimiento de los electrones. La explicacién cualitativa del efecto
del area se deja al lector.
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Georg Simon Ohm publicéd, en 1827 los resultados de una serie de experi-
mentos disenados para relacionar una corriente eléctrica —medida, ahora si,
por los efectos magnéticos— con el potencial aplicado. Su observacién inicial
es que la f.e.m. de una pila parecia disminuir cuando los alambres de co-
nexion se hacen largos; la disminucion depende del material del alambre y
es proporcional a la longitud de los alambres. Uno de los problemas bésicos
resueltos por Ohm es el de mantener constante la diferencia de potencial
durante la medida. La resolvié mediante el uso de generadores térmicos, los
llamados termopares, en que la unién de dos alambres de metales diferentes
se mantienen a temperatura constante y generan una diferencia de potencial
muy pequena, pero controlable. En la actualidad, una serie de tales elemen-
tos, llamado “termopila” se emplea como medidor de potencia radiante, por
ejemplo en las investigaciones con laseres de potencia o en la energia solar.

Sl

FIGURA 7.2. Sobre la relacién entre campo e intensidad de corriente

Podemos entonces escribir que

l
R=n 5 (7.34)
La constante del material que hemos denominado 7 se llama resistividad y
se mide en unidades de ohm.metro. La ley de Ohm resulta asi expresada
como l
V= 77§I (7.35)
Sabemos, ademds, que I/S = J, y que V/l = E,, de modo que la ecuacién
anterior es también (Figura 7.2)

E.=nJ, (7.36)

La suposicion inicial acerca del eje del conductor carece de importancia en
un material isétropo, de modo que la férmula anterior se puede generalizar
como

E=nJ (7.37)

que es la forma vectorial de la ley de Ohmb.

6 ;C6émo la generalizaria el lector para el caso de un material conductor no isotrépico?
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Si una portadora de carga, con carga ¢, se mueve a través de una regioén
con una diferencia de potencial V| ganara una energia ¢ V' por la accion del
campo eléctrico. En una resistencia, esa energia se transforma en calenta-
miento del material; se puede interpretar como una transferencia de energia
y momentum de las portadoras de carga, que chocan con otras particulas

que no se mueven7.

Supongamos ahora que N portadoras pasan por unidad de tiempo a través
de una seccion del material. La intensidad de la corriente es I = Ngq.
La energfa ganada por las portadoras (insistimos, trabajo realizado por la
baterfa sobre ellas), que aparecerd como calentamiento de la resistencia, es,
por unidad de tiempo

P=NqV =1V (7.38)

Es decir, la potencia calefactora sera

V2
P=IV=I’R=— (7.39)
R
Estas ecuaciones se pueden generalizar a
P=J-E=nJ? (7.40)

donde P’es ahora la potencia disipada por unidad de volumen en el material
resistivo (en realidad es la energia eléctrica convertida en térmica durante
un segundo).

La resistividad de los materiales, que hemos denominado 7, es una propie-
dad que tiene un rango enorme de valores, como muestra la tabla siguiente.

Material ~ 1/Resistividad (2m)~! Conduccién por

Cobre 6,5 - 107 Electrones
Plomo 5,2 - 106 libres
Carbono  2,9-10% Electrones
Germanio 2,2 -10° excitados
Silicio 4,6-1073 térmicamente
NaCl 1,7-1077 Tones que se
Vidrio 10713...1077 difunden

En varios tipos de materiales se puede explicar el comportamiento de la
resistividad por un modelo de los “mecanismos” de conduccion eléctrica.

7 Una teorfa més acertada deberd tener en cuenta los choques con los defectos de las
redes cristalinas, con las ondas mecénicas, etcétera.
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Con base en estos mecanismos se acostumbra a clasificar los conductores
solidos en aislantes, semiconductores, conductores y hasta superconducto-
res. El estudio de estos mecanismos corresponde a un curso de mecanica
cuantica de los sélidos. En otros materiales, como se ha mencionado, las
portadoras de carga pueden ser iones positivos y negativos, ademads de los
electrones. Se pueden encontrar, ademés, agrupaciones mas complicadas de
varias moléculas atraidas por los iones, a modo de racimos, que se mueven
como unidades portadoras de carga. El comportamiento de tales cuerpos
en un campo eléctrico es, naturalmente, muy complicado®. Resulta muy
interesante el movimiento de moléculas mas complejas a través de medios
liquidos o semiliquidos, bajo la influencia de un campo eléctrico, como es
el caso de la “electroforesis en gel” empleada para separar moléculas, en las

investigaciones biofisicas’.

7.4. El efecto Hall

Ya se menciono el efecto Hall cualitativamente, en relacién con la medicién
de campos magnéticos. Se puede ahora avanzar en forma cuantitativa, para
el caso en que las portadoras de carga sean electrones (Figura 7.3). La
tension Hall, Vi, entre los bordes de la ldmina conductora se puede describir
por medio de un campo eléctrico

Ey=-2 (7.41)

donde b es el ancho de la lamina. Los electrones, con carga —e, experimen-
tan un desplazamiento debido a la fuerza magnética, hasta que esta queda
compensada por la fuerza eléctrica dada por la expresion (7.41).

En el estado estacionario habra equilibrio entre esas fuerzas, es decir

—

Fp=—Fg

—617><B:6EH

8 Aunque la ley de Ohm casi nunca se cumple exactamente, porque la resistencia
de un conductor depende de variables como la temperatura o incluso la intensidad de
la corriente, un efecto descubierto hacia el final del siglo XX, el llamado efecto Hall
cuéntico, permite definir un patrén de resistencia, de modo que —como se menciond
anteriormente— muchos laboratorios de metrologia pueden tener patrones de f.e.m. y
patrones de resistencia, para realizar la unidad 1 amperio.

9 El lector interesado puede consultar la pagina colombiana, www.javeriana.edu.co/
Facultades/Ciencias/neurobioquimica/libros/celular/electroforesis.html o la cubana
www.bvs.sld.cu/revistas/uni/voll_2_00/uni07200.htm.
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Ficura 7.3. La geometria para un sensor de efecto Hall

Dado que ¥ es perpendicular a g, vale para las magnitudes de los vectores
evB = eFEy, o sea
Ey  Vy

=—=— 7.42
=B "B (7.42)
Con esta relacién se puede determinar la velocidad promedio de los elec-

trones.

La velocidad promedio de los electrones se puede expresar como propor-
cional al campo eléctrico aplicado a lo largo de la lamina, v = m,, E,; se
denomina “movilidad” al factor de proporcionalidad m,. El campo aplica-
do F, se puede expresar en términos de la intensidad de la corriente I, la
longitud [ y la resistencia R de la lamina

Va
E,= "
l

1

Sabemos, ademds, que R = nl/A, donde 7 es la resistividad del material.
Asi se llega al resultado, empleado anteriormente

1B 1B
VH = My, EabB == mu777 == RH7 (744)

En el caso de los metales n = 1/m, ne, con n la densidad de portadoras,
electrones, de modo que Ry = 1/ne. Se puede, entonces, a través de me-
diciones del efecto Hall, determinar la densidad de electrones en unmetal.
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La siguiente tabla muestra valores de la constante Hall para algunos mate-
riales'?

Material Ry en m?/As
Cobre —5,3x 10711
Plata —8,9 x 1071
Bismuto —5,0x 1077
Arseniuro de indio —1x1074
Arseniuro fosfuro de indio —2 x 107*
Cadmio +6,0 x 10711
Cinc +1,0 x 10710

7.5. Campos estaticos en conductores

Supongamos que se aplica un campo eléctrico estatico a un buen conduc-
tor (un material de conductividad alta). Recuérdese el cdlculo realizado de
la distribucién de potencial alrededor de un cilindro conductor. ;Qué ocu-
rrird? El campo eléctrico impulsara el movimiento de cargas'!, y estas se
redistribuirdn dentro del conductor hasta que el campo eléctrico (la suma
del campo externo inicial més el de las cargas redistribuidas) se anula y
el conductor vuelve a ser una region equipotencial. Las cargas, entonces,
cesan de fluir. Podria pensarse que las corrientes podrian seguir circulando
en lazos cerrados, pero, de acuerdo con la ley de Ohm, esto requeriria una
f.e.m. diferente de cero, fo E- dl_: actuando sobre cada lazo'2. Pero sabemos
que en estado estacionario ,la circulacién del campo es cero

74 E-dl=0 (7.45)
C

10 Una explicacién cualitativa para el gran valor de Ry en los semiconductores es que en
ellos hay muchas menos portadoras de carga que en los metales —del orden de 102 hasta
107, de modo que, para intensidades de corriente iguales, la velocidad promedio de las
portadoras es mucho mayor y la fuerza magnética también. Por ello, para intensidades
de corriente de algunos miliamperios y en campos magnéticos débiles, se pueden medir
tensiones Hall apreciables. Las sondas Hall de materiales semiconductores se han vuelto
muy comunes; por ejemplo en los motores que impulsan los disquetes o los discos duros
funcionan como sensores de tiempo de rotacién en los sistemas que mantienen constante
la rapidez de rotacién de esos elementos de almacenamiento de informacion.

11 Aquf nos referimos a corrientes macroscépicas; una representacién atémica de la
estructura de los materiales muestra que hay cargas en movimiento —los electrones— en
regiones cerradas, que no constituyen corrientes en el sentido que empleamos aqui para
esa palabra.

12'A menos que se trate de un superconductor con n = 0.
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a lo largo de un lazo C' cerrado. La alternativa es que

J=E=0 (7.46)
dentro del conductor. De aqui se sigue, aplicando la ley de Gauss,
V-E = p/eo, que p = 0 en el interior del conductor —en el estado es-
tacionario, pero no necesariamente en el transitorio—. ;Cémo es posible que
se cancele el campo externo si no hay una densidad volumétrica de cargas?
La respuesta es que las cargas —desequilibradas— estardan en la superficie del
conductor. En realidad, dentro de unas pocas capas atéomicas bajo la su-
perficie. Sabemos que la diferencia en el potencial escalar entre dos puntos

PyQ es 0 o
—(P)=| Vo -dil=— | E-d 7.47
6(Q) — 4(P) /P 6 /P (7.47)

Pero si P y @Q estan dentro del conductor, es claro que la diferencia de po-
tencial entre esos puntos es cero. Esto serd cierto sin importar déonde estan
Py @ dentro del conductor, de modo que el conductor se constituye en una
regién de potencial escalar constante. Un corolario seria que la superficie de
un conductor representa una superficie equipotencial, en el caso estatico. En
realidad esto ya se habia aprovechado para realizar campos electrostaticos
de geometrias definidas por medio de superficies conductoras.

No solo es cero el campo dentro del conductor. Es posible demostrar que
en una cavidad cerrada dentro de un conductor el campo es cero, siempre
que no haya cargas dentro de la cavidad misma. Para ello apliquemos la ley
de Gauss (Figura 7.4) sobre una superficie S cerrada que rodee la cavidad
y esté totalmente dentro del material conductor. Como el campo eléctrico
es cero, su integral serd cero, lo que nos dice que no hay una carga neta
dentro de la superficie S. Todavia podria haber iguales cantidades de carga
positiva y negativa distribuidas sobre la superficie interna.

Para mostrar que no es asi, hagamos uso de la relacién para estado estatico
(7.45) en un lazo cerrado C, que estd parcialmente en la cavidad y parcial-
mente en el material conductor. Si hubiera lineas de campo dentro de la
cavidad, irfan de las cargas superficiales positivas a las negativas.

En presencia de campo eléctrico, la integral de linea de Ealo largo de la
porcién del lazo que estd dentro de la cavidad no seria cero, pero a lo largo
de la porcién en el conductor sf es cero (porque el campo eléctrico es cero).
Esto quiere decir que la integral cerrada no seria cero y esto contradice la
ecuacién (7.45). Esta ecuacién implica que la integral de linea del campo,
a lo largo de cualquier lazo que pase por la cavidad, de un punto en la
superficie interna a otro, es cero. Esto solo puede ser posible si el campo
eléctrico es cero en todas partes de la cavidad.
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Conductor

Vacio
(exterior)

FI1GURA 7.4. Sobre las cargas y campos en un conductor

Es claro que si la cavidad contiene carga neta, el argumento anterior falla,
pero muestra que si una cavidad estd completamente rodeada por material
conductor, ninguna distribucién estatica de cargas fuera de ella producira
campos dentro (Figura 7.5). Esto tiene gran aplicacién, porque podemos
aislar —blindar es la palabra de la jerga técnica— un circuito eléctrico de los
campos externos, colocandolo dentro de una envoltura metélica'®.

R

Conductor
Cavidad

FIGURA 7.5. Acerca de la ley de Gauss dentro de un conductor

Naturalmente, el efecto de blindar funciona en ambas direcciones: una dis-
tribucién estatica de cargas encerrada en una cavidad de un conductor no
produce un campo externo, siempre que el conductor esté conectado a un
potencial definido, casi siempre cero o tierra. Seguir este razonamiento se
lo dejamos al lector.

13 Una experiencia muy simple es envolver un teléfono celular en una hoja de aluminio
y llamar a él. ; Que esperaria el lector? Otra experiencia inquietante es colocar el teléfono
en el interior de un horno de microondas —sin que éste funcione, jclaro estd!— y llamar al
teléfono. ;Qué sucedera?
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Continuemos considerando una regién pequena (Figura 7.6) cerca de la
superficie del conductor. Supongamos que la densidad local de carga es o
y que el campo eléctrico justo fuera de la superficie es E.

Vacio
(exterior)

Caja “gaussiana”

Conductor

F1GURA 7.6. Sobre el campo eléctrico cerca de un conductor

Este campo debe ser normal a la superficie del conductor. Cualquier com-
ponente paralela a la superficie seria anulada cierto tiempo mas tarde por
las corrientes eléctricas que se producen. Otra manera de expresar esto es
decir que la superficie es una equipotencial; sabemos que el gradiente del
potenmal V(b, es perpendicular a las superficies equipotenciales y por ello
E= —V(b debe ser perpendicular a la superficie conductora. Usemos la ley

de Gauss )
74]5-§: —/ pd3F (7.48)
S € Jv

Donde V serd una caja gaussiana, es decir un cilindro de altura infinitesimal
y bases paralelas —localmente— a la superficie del conductor. Es claro que
E no tendrd componente perpendicular a los lados de la caja, de modo
que estos no tienen contribucién al flujo en el lado izquierdo de la ecuacién
anterior. Tampoco la base que esta dentro del conductor, porque para estos
sitios E = 0. La tnica contribucién serd, entonces, I/| A, donde E| es la
componente de campo normal a la superficie y A el area de la seccién de la
caja.

La carga encerrada en la caja es simplemente Ao, de modo que la ley de
Gauss expresa que

E, = (7.49)

o
€0
es la relacién entre el campo eléctrico inmediatamente afuera del conductor
y la densidad superficial de carga.

Examinemos esta situacion con mas detalle. Si consideramos que tenemos
una densidad de carga superficial o, esperarfamos que, por simetria, exis-
tiera un campo debajo de la capa de carga, simétrico respecto del superior
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(Figura 7.7). Si calculdramos el flujo sobre la caja gaussiana, ambas ba-
ses contribuirian en F..p,A a la integral de superficie, donde Fc.p, es la
magnitud del campo generado arriba y abajo de la capa'®.

La aplicacién de la ley de Gauss nos da un campo simétrico, es decir

g

Ecapa = "‘% arriba,
-7 abajo.
260
E S E
[ _ o)
L 1
E E

FIGURA 7.7. Sobre el calculo de los campos cerca de un conductor

Entonces, jcémo surge el campo asimétrico alrededor de una superficie con-
ductora? Las féormulas obtenidas nos dicen que debemos sumar un campo
adicional —no generado por la distribucion superficial de carga— de magnitud

g

Eexterno = +TEO (750)

tanto arriba como abajo de la capa de carga. El campo total es la suma del
campo generado por la capa y del campo externo, para obtener
o
Fiota = +— arriba,
€

=0 abajo.

para estar de acuerdo con el argumento anterior.

En el capitulo sobre el potencial electrostatico se mencioné ya el caso de
una barra o cilindro de material conductor que se introduce dentro de un
campo eléctrico uniforme, con su eje perpendicular a la direccién del campo
inicial (que denominamos campo exterior, Eezt). El campo resultante fuera
del cilindro, en coordenadas cilindricas, estd dado por

1 Es un célculo ya realizado en el capitulo sobre electrostatica.
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o, a? A a?
E =P Eoyy {1 + 2] cos ) — O FE oy {1 — 2] sen 6 (7.51)
r r

Con a el radio del cilindro. Para la superficie conductora, es decir (r = a),
la expresion se simplifica a

E(a,0) = #Eeq2cos (7.52)

Lo que se puede interpretar como el efecto de la presencia de una distribu-
ci6én de carga superficial, con densidad o(6) ~ cos 6, que modifica el campo
inicial'®; esta es, claro estd, la solucién estacionaria; no se puede esperar
que en el caso de un campo variable con el tiempo o con una conductividad
baja, la solucion sea tan sencilla.

Otro asunto interesante: el campo externo ejerce una fuerza sobre la capa
de cargal®; asf, la fuerza que acttia sobre la superficie del conductor actia
siempre hacia afuera y estd dada —por unidad de superficie- por la relaciéon

02 €0 2
p= JEexterno = T(S() = EE (753)

donde E es el valor del campo eléctrico inmediatamente fuera de la superfi-
cie del conductor. Es decir, habra una presion electrostatica actuando sobre
un conductor. Este efecto puede visualizarse cargando pompas de jabén: la
presion adicional las puede romper. Nétese que, de acuerdo con la férmula
anterior, la presién electrostatica es equivalente a la densidad de energia
justo fuera del conductor; esto no es casual. Supongamos que el conduc-
tor se expande en una distancia dx debido a esa presion electrostatica. El
campo eléctrico sera entonces excluido de la regién que ahora ocupara el
conductor expandido. Esta regién tiene un volumen dV = dx A, con A la
superficie del conductor. La energia del campo decrecera en una cantidad
dE = updV = (e0/2)E?dV, donde ug es la densidad de energfa del campo.
Este decremento de energia debe suponerse debido a un trabajo realizado
por el campo sobre el conductor para que este se expanda. Este trabajo
serd W = pAdzx, donde p es la fuerza por unidad de drea que el campo
ejerce sobre el conductor. Si consideramos la conservacién de la energia,
dE = dW, entonces .

0

p=5 E? (7.54)

15 Y a su vez es el resultado de las fuerzas debidas al campo externo.
16 El campo generado por la capa no ejerce fuerza sobre la capa misma; de manera
similar una carga no ejerce fuerza sobre si misma.
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Las fuerzas que actian sobre el conductor son hacia afuera; ;qué tan gran-
des son? ;Como para lograr que un recipiente metdlico explote? Si cal-
culamos, por ejemplo, qué tan grande es el campo que produce una pre-
sién equivalente a la de una diferencia de presién igual a una atmdsfera,
~ 10°N/m?, encontraremos £ =~ 10® V/m. Es un campo tan grande que,
en condiciones reales, no corremos riesgo de romper un conductor metalico,
pero si uno liquido, la pompa de jabén mencionada arribal”.

7.6. Las condiciones de frontera

En muchas aplicaciones de la teoria de los campos electromagnéticos es
importante conocer las condiciones de frontera que satisfacen los campos
eléctricos en las superficies de separacién de dos medios materiales, como
las superficies entre un conductor y el espacio “vacio”. Las condiciones se
encuentran aplicando las mismas ecuaciones de Maxwell, en forma integral,
a la superficie, empleando la caja gaussiana que ya conocimos, cuando se
trata de emplear ecuaciones relacionadas con divergencias —o lo que es lo
mismo, con flujos— y como camino de integracién, para las ecuaciones con
rotacionales, un lazo stokesiano'®, que tiene dos lados largos, paralelos a la
superficie de separacién y dos muy cortos perpendiculares a ella. Conside-
remos una superficie de separacién P entre dos medios, My y Ms (Figura
7.8).

., Qué forma toma la ley de Gauss? En el limite que ya se menciond, cuando
las tapas de la caja gaussiana se hacen arbitrariamente cercanas, el flujo de
campo eléctrico en los lados de la caja se hace despreciable y solo queda la
contribucién de las tapas

]{E-dgz(EM—EM)A (7.55)
S

donde E | ; es la componente perpendicular del campo a la tapa en el medio
M; (i =1,2) y Alaseccién de la tapa. La carga encerrada en la cajaes o A,
con o la densidad superficial de carga en la superficie entre los medios. La
contribucién de cualquier distribucion volumétrica de carga es despreciable

17 Esta igualdad entre presién y densidad de energfa es similar a la equivalencia entre
tension superficial y la energia necesaria para crear una superficie nueva en un liquido de
area unitaria. Esta ultima es la relaciéon empleada en la determinacién experimental de
esas cantidades.

18 Emplearemos esta designacién, que no es usual, como analogfa del nombre muy usual
de caja gaussiana.
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en el limite de las tapas muy cercanas. La ley de Gauss expresa entonces
que

2

E —FE = (7.56)

€0

Es decir, que la presencia de una densidad superficial de carga produce una
discontinuidad en la componente del campo eléctrico que es perpendicular

a la superficie.
E.LI Zﬁ
E‘II[

M,

Caja “gaussiana”

Lazo “stokesiano”

FIGURA 7.8. Sobre las condiciones de frontera

Y ;qué expresara la ley de Faraday, aplicada al lazo mencionado? Los tér-
minos predominantes en la integral de linea se deben a los lados largos,

j{CE ~dl =~ (B, — Byy)l (7.57)

donde E); (i = 1,2) es la componente del campo eléctrico paralela a la
superficie y [ la longitud de los lados largos, etcétera. El flujo del campo
magnético a través de la superficie tendida sobre el lazo es aproximadamente
B S), donde Sj es el area del lazo. Pero S; — 0 cuando los lados cortos del
lazo se aproximan entre si y el flujo magnético tiende a cero —excluimos el
caso en que el campo B se hace infinito—. Entonces la ley de Faraday nos
dice que

Es decir, la componente paralela del campo eléctrico es continua.

Estas relaciones tendran que ser revisadas cuando se analice la situacion de
los campos eléctricos en la presencia de materiales diversos.
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A +Q

- O

A -Q

FI1cUura 7.9. La geometria de un condensador de placas planas

7.7. Condensadores

Un condensador consiste en dos piezas de material conductor de la electri-
cidad, separados por un material aislante!?. Se pueden transferir cargas de
un trozo de material conductor a otro y se dice que el condensador “esta
cargado”; se requiere que no haya un camino de regreso para las cargas
transferidas: suele decirse que los dos conductores estdn aislados. El aire
seco es un buen aislante, aunque su cualidad como aislante, depende del
campo eléctrico que exista. Por ejemplo, para campos superiores a un valor
critico de Bt ~ 106V /m deja de ser aislante. Esa cualidad depende, ade-
mds, de la presion. Cuando el aire —en general, un gas— deja de ser aislante
se produce una “ruptura” asociada a la formacién de chispas eléctricas.

Consideremos, para simplificar nuestros calculos, que los dos trozos de me-
tal son placas paralelas (Figura 7.9) mucho més extensas que la distancia
entre ellas y muy cerca del plano zy. Llamemos A al drea de las placas y
d a la distancia entre ellas (d < v/A). Supondremos que cada placa tiene
una carga de magnitud @), aunque una de un signo y la otra del contra-
rio. Podemos esperar que esa carga se distribuya en forma de densidades
superficiales o = £Q/A.

Para tomar una decision, supongamos que la placa superior es positiva y la
inferior negativa. De acuerdo con lo calculado en el capitulo de

19 Esto es desde el punto de vista de quien sabe electricidad. Uno de los primeros tipos
de condensador era una botella de vidrio con una hoja de metal por fuera y otra por
dentro, conectadas por separado a contactos exteriores. Mas tarde estudiaremos el efecto
de un material en las propiedades eléctricas de un condensador. Por ahora supondremos
que el aislante es un “vacio”.
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electrostética, el campo generado por la carga en la placa superior es normal
a las placas y tiene magnitud

Fop = +— arriba (7.59)
260
= —2%0 abajo (7.60)

De manera similar, la carga en la placa inferior genera un campo

g

Einy = "% arriba (7.61)
= +2%0 abajo (7.62)

despreciando las variaciones de ese campo constante cerca de los bordes de
las placas. La superposicién de estos campos resulta en un campo total

E, = +Z entre placas (7.63)
€0

=0 por fuera (7.64)

Como el campo es uniforme, la diferencia de potencial entre las placas es

od
V=FE d=— (7.65)
€0
Se define una caracteristica que relaciona la carga transferida entre placas,
dividida por la diferencia de potencial entre placas. Se denomina capacitancia
—antiguamente se decia capacidad— como
Q
C== 7.66
o (7.66)
La unidad de capacitancia es coulomb/voltio y se llama Faradio. Es una
unidad muy grande y en la practica suelen emplearse condensadores de
micro —nano— y picofaradios. Como hemos visto, la capacitancia para un
condensador de placas planas paralelas es
- Q - Ao - EoA

c=2=2=22 (7.67)

Asi, la capacitancia depende de factores geométricos; si duplicamos la carga
trasferida, se duplicard la diferencia de potencial.

. Cudnta energia se requiere para “cargar” un condensador hasta que en cada
placa haya una carga +Q7 Podemos suponer que el exceso de carga en cada
placa se forma gradualmente, transfiriendo pequenas cantidades de carga de
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una placa hacia la otra —aqui es donde una bateria suele manifestarse como
“méaquina que hace trabajo sobre las cargas”. Si la carga en cada placa es
+q(t) y una cantidad de carga +dg se transfiere de la placa negativa a la
positiva, el trabajo realizado por la baterfa es dW =V dq = qdq/C, donde
V es la diferencia de potencial instantanea en el tiempo, ¢, entre las dos
placas. El trabajo total realizado para “cargar” el condensador serd

1 [9 Q> 1,
W:— d = — = — V .
0/0 gdg = o= 2C (7.68)

donde se ha empleado la definicién de capacitancia (7.66). La energia “al-
macenada” en el condensador es igual al trabajo realizado para “cargarlo”

1
Energia = §C’V2 (7.69)

un resultado valido para todo tipo de condensador. Calculemos la energia
en el campo eléctrico generado en un condensador de placas paralelas. El
campo es aproximadamante, despreciando las deformaciones en los bordes,
igual a £, = V/d y ocupa un volumen aproximadamente igual a A d. Dado
que la densidad de energia en un campo eléctrico es up = (eo/2)E?, la
energia almacenada en el campo serd

€0 V2
2 d®
coincidiendo con la ecuacién (7.69). Naturalmente, lo que se estd descri-
biendo es que si se conecta un condensador a los terminales de una bateria,
habra una corriente por un cierto tiempo (una corriente transitoria) mien-
tras el condensador “se carga”. Como resultado, una cierta cantidad de
energia, dada por la expresién (7.69) se almacena. Un condensador es, asi,

un dispositivo que puede almacenar energia®.

FEnergia =

1
Ad:§CV2 (7.70)

., Cémo se aplica, en este caso, la idea de que un campo eléctrico ejerce
una presién sobre un conductor? La expresion para esa presion es p =
—(e0/2)E?. Esto, aplicado a nuestro condensador de placas paralelas, sig-
nifica una fuerza de atraccién sobre cada placa —hacia la otra—, dada por

€0 19 1CV?
p 5 L 9 d ( )
Un ejemplo mas es el de dos cilindros conductores coaxiales, de radios a y

b, con a < b. ;Como es la capacitancia de un tramo de longitud unidad?

20 Otra expresién alternativa es que un condensador se puede cargar, pero de energfa.
Se emplea una expresién similar, “cargar un acumulador”, en la jerga de la electricidad
) 7
automotriz, por ejemplo.
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Supongamos que la carga por unidad de longitud es +¢ en el cilindro interior
y —q en el exterior. Podemos suponer que el campo eléctrico es radial,
E = E,.(r) 7, empleando coordenadas cilindricas. La ley de Gauss, aplicada
a un cilindro de radio r y longitud uno, coaxial con los conductores, nos
permite calcular el campo eléctrico. Para a < r < b, tendremos que

ql q

2rrl E, = — E, = 7.72
o (r) €0 2mweqr ( )

El campo eléctrico serd cero para r < a y para b < r. La diferencia de
potencial entre los cilindros es

interno . . externo _ .

V:—/ E-dl:/ E-d (7.73)

externo interno

b b

q dr

/a r(r)dr 2meg J, T ( )
De modo que
_ 1t (7.75)
- 2mep @ '

Y la capacitancia por unidad de longitud de los dos cilindros concéntricos

es
q 2meq

q _
V. 94 nb In(b/a)

2meq a

(7.76)

7.8. El proceso de “carga” de un condensador

Se puede ganar informacién acerca del comportamiento transitorio de las
cargas cuando se carga un condensador, considerando el sistema fisico for-
mado por la baterfa que realiza el trabajo?!, el condensador y una resisten-
cia —que puede ser simplemente la resistencia de los alambres de conexidn,
pero incluye cualquier otra resistencia que se haya puesto en el paso de la
corriente eléctrica— como un circuito eléctrico, adoptando el punto de vis-
ta favorito de los ingenieros electricistas. Las conexiones se esquematizan
como aparece en la figura 7.10. Se supone que existe alambres ideales —sin
resistencia— que conectan los diferentes elementos; un interruptor comienza
en el tiempo t = 0 el proceso de carga del condensador.

Llamaremos ¢(t) a la carga que se ha llevado en el tiempo ¢ de una placa a
la otra del condensador, I(t) a la intensidad de la corriente y Vj a la f.e.m.
de la bateria. R es la resistencia total presente.

21 Si se quiere, se puede considerar otro tipo de miquina que realice la tarea, como un
generador basado en la induccién electromagnética.
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FIGURA 7.10. Acerca del proceso de carga de un condensador

La base del razonamiento es que el campo eléctrico (la f.e.m.) actiia sobre
las portadoras de carga y las transporta; en cada elemento del circuito la
diferencia de potencial y la intensidad de la corriente tienen una relaciéon
funcional y la suma de las diferencias de potencial entre los terminales de
la bateria es igual a la f.e.m. (la energfa disponible para cada carga).

La relacién entre carga y corriente es I(t) = dq(t)/dt, por definicién. Entre
los terminales —conexiones— de la resistencia hay una diferencia de potencial
Vr = RI(t) = Rdq(t)/dt. Entre los terminales del condensador, habrd, asi,
una diferencia de potencial Vo =V — Vi(t) = Uy — Rdgq(t)/dt.

Pero en el condensador la relacion entre carga y diferencia de potencial es
q(t) = C'Ve(t), de modo que se sigue

dq 1
~ R — gt
Vo Rd CQ()
dg 1 W
a "ot =R

Esta es una ecuacién diferencial para la carga transportada. Es una ecuaciéon
“inhomogénea” contiene un término diferente de cero al lado derecho. Pero
en este caso se puede convertir en homogénea, derivando con el tiempo cada
término, lo que nos permite obtener

d%q 1 dq
a2 " roa =Y
Ity 1
— 71 pr—
o T rc!®=0

Esta es una ecuacién diferencial homogénea para la intensidad de la co-
rriente. La funcién solucion de ésta —se puede comprobar realizando las
operaciones indicadas— que nos han encontrado los matemadticos, es

%
I(t) = Ipe” 7’ = e me! (7.77)
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La diferencia de potencial en el condensador —proporcional a la carga trans-
ferida— en el tiempo ¢ sera

Ve(t) = Vo — RI(t) = Vp — Vpe~ et = 1 (1 - e—z%ct) (7.78)

Es decir, en tiempos comparables con el producto RC, la corriente sera
grande y el condensador atin no estard cargado (Figura 7.11).

v
Yo

FIGURA 7.11. Sobre la diferencia de potencial en un condensador que se carga

Pero para tiempos RC' < t la corriente es despreciable y el condensador
estard cargado. Esto es un comportamiento transitorio que se puede com-
probar experimentalmente.

7.9. Resumen y comentarios

Para establecer una distribucién arbitraria de cargas eléctricas es necesario
realizar algin trabajo, por fuerzas externas al sistema de cargas o, lo que es
mds comun, por maquinas capaces de mover cargas dentro de conductores,
las llamadas baterias o generadores. Se considera, entonces, que la energia
en ese sistema inestable estd almacenada en el campo eléctrico. Resulta
importante destacar un problema no resuelto aun: las autoenergias en la
formacién de cargas puntuales.

La ley de Ohm define una relaciéon entre densidad de corriente y campo
eléctrico, que depende de la “méaquina” que esté suministrando energia a un
circuito. Pero las corrientes a las que se refiere disipan energia eléctrica, de
manera que sera necesario explicar la existencia de corrientes que no disipan
energia, para explicar las propiedades magnéticas de sistemas usuales, como
los imanes permanentes.

El método de los circuitos, pese a sus limitaciones, resulta conveniente para
calcular relaciones de energia en sistemas eléctricos sencillos. Es claro que
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su validez esta limitada a los casos en que la longitud de onda de los campos
considerados es mucho mayor que las dimensiones del sistema experimental.

7.10. Temas para discusion

= Varios textos afirman que en el proceso de cargar un condensador
“la diferencia de potencial V' se opone al aumento de carga de cada
placa”. Discuta esa afirmacion.

= Dos condensadores con capacitancia C7 y Cy se cargan inicialmen-
te con cargas q; v g2. Muestre que, excepto en casos especiales, la
energia electrostatica almacenada decrece cuando los condensadores
se conectan en paralelo (placa positiva con positiva y negativa con
negativa). ;A dénde se va el resto de energia? jPara qué condiciones
no hay pérdida?

El lector interesado podria consultar el articulo de Boykin, T.B., Hite, D.,
Singh, N., The Two Capacitor Problem With Radiation, Am. J. Phys, 70,
2002 (415-420).

= Es posible calcular la fuerza que actua sobre una de las placas de
un condensador a partir de consideraciones de energia: se iguala el
trabajo requerido para alejar la placa en una distancia dx con la
energia almacenada en el volumen adicional entre las placas. Discuta
si considera el método razonable, universal, elegante.

= Las moléculas de agua tienen un momento de dipolo permanente.
Las sales inorganicas contienen iones positivos y negativos. ;Cémo
podria ser la interaccién entre los dipolos y las carga que conduce a
la disolucién de las sales por el agua?

El agua es una sustancia con propiedades muy peculiares. Quienes estén
interesados podrian consultar la pagina de la London South Bank University
www.lsbu.ac.uk/water/ para més informacion.

7.11. Ejercicios

1. Compruebe que la expresién (7.77) es una solucién de la ecuacién para
la intensidad de la corriente durante la carga de un condensador. Calcule
para los valores posibles Vj = 1,5 V, C = 1uF y R = 10Q el tiempo
caracteristico RC y el valor maximo de la intensidad de la corriente.
;Qué pasara cuando la resistencia disminuye a un valor R = 10mf2,
tipico de un alambre de conexion?
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2. Escriba la ecuacién diferencial para la carga en un condensador durante
el proceso de descargarlo (cuando no hay una bateria, sino solo resisten-
cia). Encuentre una solucién y describa sus caracteristicas. ;Se trata de
otro comportamiento transitorio? Si asi fuera, jcon qué tiempo caracte-
ristico? jcon qué corriente maxima?

3. Un condensador de placas planas y paralelas con C' = 100 pF y una
separaciéon entre placas d = 0,01 m se conecta con una bateria que
establece una diferencia de potencial Vjj = 10 V. Luego se desconecta
la bateria. Suponga que la placa inferior estaba conectada al potencial
negativo. Esta placa se ilumina con luz azul, cuyo efecto es arrancar
del metal electrones con energias entre 0 y 1,5 eV. La intensidad de la
corriente que va de la placa inferior hacia la superior varia con el tiempo
como muestra la figura 7.12.

0™ Corriente (amperios)

0 Tiempo

FIGURA 7.12. La intensidad de corriente en un experimento fotoeléctrico

e ;En cuanto tiempo sera la diferencia de potencial entre placas igual a
cero (t1)?

e ;A qué serd igual la diferencia de potencial para tiempos mucho ma-
yores que to?

4. Muestre que cuando un dipolo de momento p se coloca en un campo
eléctrico F, la energia electrostatica es U = —p'- E.

e A partir de esta expresion, calcule el torque ejercido por el campo
sobre el dipolo. ;La interaccion entre dipolo y carga es de atraccion o
de repulsion?

e La energia calculada anteriormente, jes igual si el dipolo se forma
colocando las dos cargas, una después de la otra, en el campo? Si no es
asi, calcule la diferencia; si asi es, justifique fisicamente su argumento.
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5. Un cascardn esférico de radio interno a y radio externo b esta centrado en
el origen de coordenadas. Se practica un pequeno agujero que atraviesa
su pared. Si no hay carga neta en este conductor, jqué tanto trabajo se
requiere para traer una carga ¢ del infinito, a través del agujero y hasta
el origen de coordenadas? ;Cémo cambia la respuesta si el cascarén tiene
una carga total go7

7.12. Actividades practicas

e Un experimento muy sencillo es medir la diferencia de potencial sobre
un condensador cuando una bateria lo estd cargando. Se puede emplear
el circuito de la figura en el texto, con los valores Vj = 9 V., Ry =
1 x 10° Ohm, Cy = 1000 pF. Estos tres elementos se conectan en serie
y el voltimetro (se recomienda un instrumento digital) en paralelo con el
condensador. Se mide la diferencia de potencial como funcién del tiempo.

e Una vez se da por terminada la carga del condensador, se puede retirar
la bateria. Hay dos opciones: conectar la resistencia Ry al otro terminal
del condensador o no conectar nada. Nuevamente se mide la diferencia
de potencial como funcién del tiempo.

e Calcule el valor esperado para la constante de tiempo RyCy y compé-
relo con lo que arrojan los resultados experimentales. Procure explicar
cualquier discrepancia encontrada. ;Qué comportamiento esperaria si la
resistencia empleada fuera mayor que Ry = 1 x 106 Ohm? ;Por qué?

e Si conecta alambres cortos de cobre a los terminales del condensador vy,
cuando este estd cargado se conectan uno al otro, jqué efecto se podria
esperar? ;Para qué se puede emplear?
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Reflexiones sobre los campos

(2)

8.1. Introduccién

En el capitulo anterior se han mencionado varias consideraciones acerca
de la energia necesaria para establecer un campo eléctrico. También es
necesario realizar un trabajo para establecer un campo magnético. A este
tema dedicaremos algin espacio.

Antes exploraremos la proporcionalidad entre el flujo magnético y la inten-

sidad de la corriente, en los dispositivos llamados inductancias'.

También vamos a considerar como son los campos electrostaticos cerca de
los conductores. En el capitulo sobre electrostatica se afirmé que se pueden
generar campos de geometrias especiales, con un buen grado de aproxi-
macién, empleando conductores como equipotenciales. Se justificard esa
afirmacion. Finalmente se discutiran ideas acerca del transporte de energia
vy momentum por las ondas electromagnéticas.

8.2. Inductancia

Hemos discutido acerca de capacitancias y resistencias; desde el punto de
vista adoptado entonces, los circuitos se tratan como si estas propiedades

1 El lector notars que no hay completa consistencia en la designacién de la propiedad
y del dispositivo; tampoco la hay en el caso de las resistencias: empleamos la misma
palabra para los dos conceptos.

185
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de un circuito estuvieran en un circuito ideal, separadas. En realidad, en
un circuito siempre habra parejas de conductores con diferentes potenciales,
los cuales constituyen un condensador; suele hablarse de una capacitancia
“parasita” o “distribuida”. La resistencia de los alambres también es una re-
sistencia distribuida. Ademas, los alambres de un circuito encierran campos
magnéticos y pueden encontrarse flujos magnéticos que no son desprecia-
bles. La consideracion de estos flujos magnéticos nos llevard a la definicién
de una propiedad de los circuitos, llamada inductancia.

Si consideramos dos lazos de alambre estacionarios, rotulados como C7 y
Cs, y una corriente estacionaria, I, circula en el primer lazo, se producird
un campo By (Figura 8.1). Podremos afirmar que algunas de las lineas de
este campo pasaran a través del segundo lazo?.

Linea de B

F1cURrA 8.1. Sobre las lineas de campo que enlazan dos circuitos

Sea @5 el flujo del campo El en el lazo C5. Escribiremos que

<I>2:/ B - dS, (8.1)
Cs

Donde dgg es un elemento de superficie de una area limitada por el lazo 2.
Este flujo, en general, no es facil de calcular, excepto para geometrias muy
simples. Atn asi, se puede afirmar, a partir de la ley de Biot y Savart, que
la magnitud del campo By es proporcional a la intensidad de la corriente
I

. I L ox (F—7
_ poll 7{ dly x (F—17) (8.2)
C1

B =
1M =" [EE

Donde dl; es un elemento de linea del lazo 1 situado en la posicién 7 en
este caso es un punto del lazo C5. Como consecuencia, el flujo magnético
sera proporcional a la intensidad de la corriente, es decir

Dy = Mo, (8.3)

2 Es claro que hemos empleado una expresién coloquial. ;Cémo lo expresaria el lector?
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Aqui hemos escrito My, como una constante de proporcionalidad, llamada
inductancia mutua de los dos lazos. Justificaremos, en lo que sigue, por qué
la llamamos inductancia mutua.

Sabemos que el campo By se puede expresar en términos de un potencial
vector

By =V x Al (84)
El teorema de Stokes nos permite expresar el flujo ®o en términos del
potencial vector que corresponde con Bj

oy = [ Bi-dS,= wfn.ds;:j[ A-dly  (85)
Co Cy Cy
Donde dl; es un elemento de linea en el circuito 2. Ademads la expresiéon que
relaciona el vector potencial con las corrientes dice que
- ol dilq

A, (7) = _
17 =" o 7 — 7]

I dly - dis
_ Ho 17{ j[ 1-dly (8.7)
C1 JCy |7 — 7]

Este resultado significa que
dly - di
]{ f{ L 2 (8.8)
cy JCs |7" — 7

La ecuacion anterior nos permitiria determinar, en principio, el valor de
la inductancia mutua. Casi nunca se usa para ello, porque suele ser dificil
de calcular. Podemos, de todas maneras, deducir dos caracteristicas im-
portantes; primero, que la inductancia mutua es una cantidad puramente
geométrica —si ignoramos la constante pp— y solo tiene que ver con posi-
ciones relativas de los dos lazos, sus tamanos y formas. En segundo lugar,
nos dice que si intercambiamos los papeles de los lazos 1 y 2, la integral no
cambia, es decir un resultado sorprendente: podemos omitir los indices en
la inductancia mutua; esto justifica, ademds, que la hayamos calificado de
mutua. Podemos, entonces, eliminar los subindices y decir que

My = Myy = M (8.9)

De esta manera

En otras palabras, una corriente, I, circulando en el lazo C, produce un flu-
jo magnético en el (s igual al que produciria la misma corriente, circulando
en el lazo Cy, en el Oy, sin importar qué forma tienen estos lazos®.

3 Asf se construyen inductancias mutuas patrén, formadas por un solenoide muy largo
con una bobina corta alrededor y cerca del centro del solenoide. En este caso, el flujo facil
de calcular es el producido por el solenoide largo en la regién donde esta la bobina corta.
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La corriente que circula en el lazo C también produce un flujo magnético
en este; este flujo también es proporcional a la intensidad de la corriente

®=LI (8.10)

La constante de proporcionalidad, L, se denomina autoinductancia y tam-
bién depende de la geometria del lazo.

La unidad para inductancias —flujo magnético por unidad de corriente— en
el sistema SI es el henry (H); 1 H = 1 volt - segundo/amperio. También es
una unidad muy grande: son usuales las inductancias de micro o milihenry.

Realicemos el célculo (aproximado) de la autoinductancia de un solenoide
largo de radio r y longitud [ (Figura 8.2). Sabemos que la intensidad de flujo

i

g
AT

F1GURA 8.2. Geometria de un solenoide largo
magnético en el interior de este solenoide es aproximadamente uniforme, es
axial y su magnitud estd dada por
B = ponl (8.11)

con n el nimero de espiras por unidad de longitud. El flujo magnético por
cada espira serd B r? = ugn I wr?. El solenoide tiene n( espiras y el flujo
total sera

®=nlpgnlnr? (8.12)
y la inductancia del solenoide es L = ®/1
L=n?pomr’l (8.13)

Esta sencilla formula tiene limitaciones que el lector comprendera: el campo
B no es realmente uniforme en el interior ni estrictamente cero en el exterior
de un solenoide real. Ain asi, nos servird como aproximacién inicial a los
érdenes de magnitud de las inductancias que sf se pueden construir?.

% En la internet hay muchos documentos acerca de célculos de inductancias. Mu-
chos son, infortunadamente, muy inexactos. Se recomienda la consulta del libro de F.
Kohlrausch, V. Kose y S. Wagner, Praktische Physik, Teubner, 1996, para férmulas apro-
ximadas, con explicaciéon de su rango de validez.
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8.3. La inductancia como parte de un circuito

Consideremos ahora que la corriente I, circulando por un solenoide, cam-
bia. Supongamos por ahora que ese cambio es tan lento que los efectos de
corriente de desplazamiento y de campos retardados son despreciables. Es-
to significa que el tiempo tipico del cambio es muy largo comparado con el
tiempo en que la luz avanza una longitud tipica del circuito. En este caso,
las férmulas deducidas arriba tienen validez.

Un cambio en la intensidad de la corriente implica un cambio en el flujo
magnético en el solenoide. De acuerdo con la ley de Faraday, este cambio
genera una f.e.m. en él. Basados en la regla de Lenz, la f.e.m. tiene un
sentido opuesto al cambio en la corriente, es decir

dd dI
=—-L

Vo= =l

(8.14)

si llamamos V7, a la f.e.m. generada.

Un solenoide esta construido con alambre que tiene alguna resistencia eléc-
trica, R. ;{Qué pasard si conectamos el solenoide a una bateria de f.e.m.
dada por V4?7 La resistencia y la inductancia del solenoide se representan

/ R,

F1GuraA 8.3. Esquema de un circuito RL

como una resistencia ideal (sin nada més) y una inductancia ideal (sin re-
sistencia) (Figura 8.3). La relacién entre tensién y la corriente en ésta es

Vi = —LdI/dt. La ecuacién que da la suma de tensiones en el circuito es
dl
W= IR—i—LE (8.15)

Una ecuacién diferencial para la intensidad de la corriente. La podemos
reacomodar para obtener

— =2y (8.16)
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Cuya solucion general es de la forma

v
I(t)= 2+ Ket! (8.17)

R
Para encontrar la constante K, supondremos que la bateria se conecta en

el tiempo t = 0, para el que I =0, de modo que K = —Vy/R y

_ ¥

7 [1—e 1 (8.18)

1(t)
Se puede ver que, después de que la bateria se conecta, la intensidad de
la corriente aumenta y alcanza su valor estacionario Vp/R tras un tiempo
comparable con la constante de tiempo del circuito, 7 = L/R (Figura 8.4).

1
1

0

L/R 2L/R .
\ \

FicUurA 8.4. La intensidad de la corriente como funcién del tiempo

Analicemos el efecto de la autoinductancia. La f.e.m. generada por la in-
ductancia actia cuando hay aumentos o disminuciones de la intensidad de
corriente, evitando que esta suba o caiga en tiempos mucho menores que 7.
Este efecto puede ser conveniente o puede ser una molestia. Por ejemplo,
si se conecta un circuito con inductancia cero a una bateria, se generarian
enormes campos eléctricos por el salto de corriente. Al revés, si se desconec-
ta stibitamente la corriente en un solenoide, se genera un pico® de voltaje.
En el caso de los electroimanes se acostumbra colocar una proteccién pa-
ra evitar estos efectos, que podrian danar equipos electrénicos delicados.
Un circuito que limita la subida de la corriente se emplea en los llamados
bombillos ahorradores de energia. Los alambres que llevan corriente a un
generador de ondas en un horno de microondas se enrollan en forma de
solenoide, para confinar las oscilaciones de alta frecuencia al interior del
horno, donde se espera estén controladas.

5 Pico o aguja son designaciones, en la jerga especializada, de un méximo pronunciado,
pero de corta duracién.
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Estudiemos un efecto de la inductancia mutua que va a tener aplicaciones
interesantes. Para ello, tomemos un caso ideal: supongamos que tenemos
dos solenoides largos (Figura 8.5), uno puesto encima del otro, con sus ejes
comunes (para nuestro caso ideal, podrian estar uno alrededor del otro.).

FIicura 8.5. La geometria de dos solenoides acoplados

La longitud de cada solenoide es [ y su radio r. El solenoide de abajo tiene n;
vueltas por unidad de longitud y lleva una corriente I7. El flujo magnético
que pasa por cada una de las espiras del solenoide de arriba es poniIimr?
y el flujo total en el solenoide de arriba es ®y = nolpgni 172, donde no es
el nimero de espiras por unidad de longitud en el solenoide de arriba. De
aqui se puede calcular que la inductancia mutua de los dos solenoides estéa
dada por

M = pogningmr?l (8.19)

Recordemos que las autoinductancias de los solenoides estan dadas por

L= uon?m“zl Ly = uongm"Zl

De modo que la inductancia mutua en este caso, —ideal— es

M = /L Ly (8.20)
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Anotaremos de paso que, en un caso mas general, algo del flujo producido
por un circuito no pasa por el otro, de modo que la inductancia mutua sera
menor que en el caso ideal

M =ky/LiLs (8.21)

con el “coeficiente de acoplamiento” k en el rango 0 < k < 1.

Supongamos, ademaés, que los solenoides tienen resistencias Ry y Ro. Si el
solenoide de abajo tiene una corriente I (t) circulando por él y una tensién
total V; entre sus extremos, la caida de tensién en la resistencia es Iy (¢)Ry.
La caida de voltaje —de tension— en la inductancia debida a la autoinduc-
tancia serd L1dI; /dt. Habrd, ademds, una f.e.m. debido al acople inductivo
con el solenoide de arriba. Sabemos que el flujo en el solenoide de abajo,
debido a la corriente I5(t) en el solenoide de arriba es

&y = MI, (8.22)

aplicando la ley de Faraday (y la de Lenz) resulta que la f.e.m. en el sole-
noide de abajo, debida a la variacién de la corriente en el de arriba, es

dl
Viy=-M—"72 8.23
=M (523)
De esta manera, la ecuacion del circuito para el solenoide de abajo es
dl dls
=Rih+Li—+M— .24
Vi R11+1dt+ o (8.24)
en forma andloga, para el solenoide de arriba, la ecuacion de circuito es
dl dl,
Vo=Rolo+ Lo— + M— 8.25
2 ols + Lo 7 + o (8.25)

Con V5 la tensién total en el solenoide de arriba.

Veamos qué ocurre cuando se conecta en forma subita una bateria de f.e.m.
V1 —constante— al solenoide de abajo en el tiempo t = 0. Supongamos que
el solenoide de arriba no esta conectado a nada —o a un voltimetro de muy
alta resistencia, de modo que Iy = 0—. jA qué es igual la f.e.m. inducida en
el solenoide de arriba? La condicién Io = 0 nos permite ver que la ecuacion
de circuito para el solenoide de abajo es, ahora,

dl
Vi =Rl + le—tl (8.26)
La solucién de esta ecuacién, para V; constante y I1(t = 0) = 0, serd

" Ry
L= o [1 exp( th)} (8.27)
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La ecuacion de circuito para el solenoide de arriba es ahora

dI
Vo=M— 8.28
2 pn (8.28)
De modo que
M Ry
Vo = VIE eXP(—Et) (8.29)

o también

- [ Lo Ry
Vo =WVik I, exp( I, t) (8.30)

Si recordamos que las autoinductancias son proporcionales al cuadrado del
nimero de espiras, se justifica que

VR exp(- T
VQ—Vlkmexp( th) (8.31)

Nétese que Va(t) es discontinua para ¢ = 0. Eso no nos causa problemas,
porque supusimos que la resistencia del solenoide de arriba es infinita, de
modo que no hay discontinuidad en la corriente ni en el campo magné-
tico. Pero jqué decir de la corriente de desplazamiento, proporcional a
OF /Ot?%. Se afirmé, explicitamente, que se despreciarian estos efectos en el
analisis del sistema: nuestras consideraciones valdrian para un experimento
realizado en el campo cercano de una mesa de laboratorio. Se puede es-
perar, si hubiéramos mantenido estos términos, que el salto de tensién en
el circuito de arriba no fuera realmente una discontinuidad, sino una ram-
pa de tensién que tiene lugar en una escala de tiempo comparable con el
tiempo que toma la luz para viajar una distancia comparable con el tama-
no de nuestro circuito. Nuestros aparatos de medida seran, con seguridad,
tan lentos, que para los fines practicos el salto es instantaneo, aunque la
corriente de desplazamiento permanece —por fortuna— finita.

Prosigamos nuestra discusion. La relacion entre las tensiones en los dos
circuitos es

M — n2 (8.32)

Vi ny

de modo que si n; < no hay un efecto de “amplificaciéon de voltaje” consi-
derable en el circuito de arriba. Esto constituye la base para la generacion
de picos de alta tensién en los motores de explosion o en los “carretes de
induccién” que empleaban Hertz y sus colegas’. El circuito de abajo, lla-

mado “primario” se conecta a una baterfa (de 12 V) y la accién de conectar

5 Es claro que oF /0t es discontinuo en ¢ = 0, una situacién claramente irreal.

7 Aunque es més eficaz un sistema que genera la alta tensién cuando se desconecta el
circuito de abajo, cuando una corriente esté circulando en el solenoide 1. La formacién de
chispas, que erosionan los contactos del interruptor, es uno de los problemas que aquejan
a estos sistemas.
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o desconectar la cumple un dispositivo mecénico. El enorme pico de vol-
taje inducido en el circuito secundario —del orden o superior a los 20.000
V- causa una chispa en este circuito. Esto significa que se deberia esco-
ger 1 < ng/ny. Pero si el solenoide primario es mucho mdas corto que el
otro, seguramente muchas lineas de campo no atravesaran al secundario
y el coeficiente de acoplamiento k serd muy bajo. En la practica, un di-
senador tendra que buscar un compromiso para realizar solenoides con un
nimero razonable de espiras y de una forma adecuada para localizar el flujo
magnético en forma eficiente.

8.4. Energia e inductancia

Consideremos ahora el trabajo realizado por la bateria sobre el circuito

ya considerado. La bateria tiene una f.e.m. Vj, el circuito, ademads, una

resistencia R y una inductancia L. Supongamos que en el tiempo t = 0 se

realiza la conexién de la bateria con el circuito. La ecuacién del circuito es
dI

Vo= Lo +RI (8.33)

La potencia suministrada por la baterfa es VoI 8. El trabajo total realizado
por la bateria desde el tiempo ¢t = 0 hasta t = T sera

T
W= / Vol dt (8.34)
0
Aprovechando la ecuacién del circuito, (8.33), obtenemos
T dr r 1 r
W:L/ I—dt+R/ Ith:fLI%—i—R/ I dt (8.35)
o dt 0 2 0

El dltimo término en esta ecuacién representa la conversion irreversible de
energia eléctrica en caldrica —en la resistencia—. Es un término que crece
indefinidamente, mientras la bateria esté conectada al circuito. El primer
término representa la energia almacenada en la inductancia en el tiempo
t = T. Esta energia no crece indefinidamente y se puede recuperar, desco-
nectando ahora la inductancia de la bateria y conectando sus terminales a
la resistencia. La nueva ecuacion del circuito es

0=1Y 4 1 (8.36)
dt
8 Cada carga ¢ que viaja alrededor del circuito, cae por una diferencia de potencial Vp.
El trabajo realizado sobre ella es qVp, para elevarla al potencial de arranque. El trabajo
realizado por unidad de tiempo —la potencia— es nqgVp, donde n es el nimero de cargas
que en la unidad de tiempo pasan por un lugar del circuito. Pero I = ng, de modo que
la potencia es VoI.
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Y su solucién es, tomando como condicién inicial I(T) = Iy

I(t) = Iy exp <—§(t - T)> (8.37)

Esta expresién describe una corriente que decae desde el valor Ip.

I
Iy

L/R SL/R

FIGURA 8.6. La intensidad de corriente en un circuito

La energia eléctrica se convierte en caldrica —en la resistencia— después de
que la bateria se desconectd y alcanza un valor

> 1
/ I?Rdt = —LI? (8.38)
T 2
Es decir, la energia caldrica que aparece en la resistencia es igual a la que
habia en la inductancia, en el momento de desconectar la bateria. Esta ener-
gia se podra considerar como almacenada en el campo magnético generado

alrededor de la inductancia —por la corriente que circula en ella— (Figura
8.6).

8.5. La energia magnética

En la seccién anterior se discutié brevemente el trabajo realizado por una
bateria conectada a un circuito que tiene una inductancia —y una resis-
tencia—. ;Como es el trabajo de dos baterias conectadas a dos circuitos
acoplados por una inductancia mutua? Supongamos de nuevo dos solenoides
colocados uno encima del otro y conectados a dos baterias de f.e.m. Vj y
V5. Las ecuaciones de circuito para este sistema son

dly dls
Vi=Ri[; +L—+M—2=
1 11 + o7 + 7t
dly dl

VQZRQIQ‘FLE‘FME
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El trabajo realizado por las baterias, para aumentar las corrientes desde
cero a I1 y Is en el tiempo de 0 hasta T serd

T
W = / (Vlfl + Vé[g)dt
0

T T
1 1 dlI. dI
= 117 + Fp + L1y + zLod5 + 1—- +1lo——
/ (Ry I} + RolI3)dt 4 ~ LI} + Z Lol M/ L=+ L= )at
0 2 2 0 dt dt

Esto se puede reescribir como

T
1 1
W= / (R I? + RoI3)dt + 5Llff + 5L2122 + M1, (8.39)
0

La energia almacenada en los dos solenoides es

Wp = %Llff - %LQIQQ + MIL I (8.40)
Noétese cémo el término que depende de la inductancia mutua incrementa
la energia almacenada —que llamaremos magnética— si I; y I tienen la
misma direccién de flujo, de modo que generan campos magnéticos que se
refuerzan. De lo contrario, este término disminuye la energia si las corrientes
van en sentidos opuestos. La energia almacenada nunca puede ser negativa.

En el caso de la autoinductancia y en el de la inductancia mutua se comento
que la energia almacenada se puede considerar almacenada en el campo
magnético que rodea los solenoides. ;Cémo se puede argumentar esto en
forma general? Para ello consideremos un sistema de N circuitos, rotulados
1 = 1 hasta N. Cada uno de ellos lleva una corriente I;. El flujo magnético
que atraviesa el i-ésimo circuito es

cbi:/é-dﬁi:fﬁ’-dlj (8.41)
Donde se aprovechd el teorema de Stokes y la relacién entre la densidad de

flujo magnético y el potencial vector.

La f.e.m. inducida en el i-ésimo circuito por un cambio en el flujo sera, de
acuerdo con la Ley de Faraday
dd;
dt

V= (8.42)
La tasa a que hace trabajo la bateria que mantiene la corriente I; en este
circuito —contra el cambio en f.e.m. de la ecuacién anterior— es

dd;

P=1"" 8.43
e (8.43)
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Y el trabajo requerido para llevar las corrientes en los IV circuitos desde 0
hasta Iy; en el tiempo de 0 hasta T es

oy [ 1 (5.44)
~Jo "t

Este trabajo es, claro estd, igual a la energia magnética total almacenada en
el campo magnético que rodea y atraviesa todos los circuitos. Esta energia
deberia ser independiente de la manera como se llegd a tener las corrientes
con intensidades I;. Supongamos, para ser concretos, que se ha llegado a
las corrientes finales Ip; por aumentos en forma de rampa en cada uno de
los N circuitos. Esto se expresa diciendo que

t
I = Ini: (8.45)

Los flujos magnéticos son proporcionales a las corrientes, de modo que
también tendran una variacién temporal como una rampa

t
1 = Doiry (8.46)

Si colocamos esto en la expresién (8.44), podemos transformarla en

N T "
W = Z/O IOicI)Oiﬁ dt (847)
i=1

v la evaluacién de estas integrales nos da
1 N
W= Z; Toi®o; (8.48)
i—

De esta manera, las expresiones (8.41) y (8.48) implican que

N
1 Lo
W= FZIIOiij - dl; (8.49)

., Cémo se extenderian estas ideas a un sistema de corrientes eléctricas con
una densidad de corriente J? Debemos definir un volumen V' que contenga
todos los circuitos que estamos considerando. Convertimos un elemento de
corriente en el i-ésimo circuito en una densidad de corriente .J = Iidl_; /dl;S;,
donde S; es el area limitada por el circuito i-ésimo. Se justifica asi expresar
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un elemento de volumen como d>7 = S;dl;. Sabemos, ademas que si des—
preciamos el efecto de las corrientes de desplazamiento, ,qu V x B de
modo que el trabajo que estamos calculando es

1 I
W= f/ A Jd (8.50)
2 Jv
o también 1
W=_—— /A V x Bd*F (8.51)
210
De las derivadas de los vectores se sabe que
G (AxB)—B-VxA-A.-VxB (8.52)
Lo que implica que
1 - — — — — -
=5~ [ (V- (AxB)+B- V x A)d3F (8.53)
Ho

Aprovechemos ahora el teorema de Gauss y que se puede definir un poten-
cial vector B =V x A, para obtener

W= — foB i3+ - /BQd?’F (8.54)
2#0 210
Donde S es la superficie que encierra a V', es decir, encierra todas las co-
rrientes eléctricas que estamos considerando. Si hacemos esta superficie muy
grande, podemos esperar que los campos magnéticos producidos por las co-
rrientes varfen como 73 a grandes distancias. El potencial vector decrece
como 72 y la superficie S crece con 72. Esto significa que el primer término
de la ecuacién (8.54) es despreciable cuando r — oo y la expresién se reduce

a
1

— B2 37 (8.55)
2/1'0 todo el espacio

Esta expresion es vélida para cualquier campo magnético y podremos defi-

nir una densidad de energia magnética por unidad de volumen dada por

up = —B (8.56)

Noétese como, de la misma manera que en el caso eléctrico, no es posible
medir la energia magnética en una parte de un volumen total. Sélo la ener-
gia total es medible. El concepto de densidad de energia serd conveniente
cuando se piense en relaciones de energia; se usard con frecuencia en la
teoria electromagnética.
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8.6. Conservacion de la energia en el
electromagnetismo

Hemos argumentado que la densidad de energia en un campo eléctrico esta
dada por

up = %OEQ (8.57)
y la densidad de energia en un campo magnético por
L
up = —B 8.58
o (8.58)

Esto sugiere que una expresién para la energia por unidad de volumen,

cuando se tiene un campo electromagnético general, podria ser?
€0 -2 L o
u=—F+—B 8.59
2 + 2[10 ( )

Tenemos ahora las herramientas —conocimientos— para mostrar que en la
teoria clasica del electromagnetismo se conserva la energia. Antes de eso,
hagamos una pequena disgresion. Ya conocemos una ley de conservacion,
la conservacién de la carga eléctrica, que se puede expresar como

op = 7
5 TV =0 (8.60)

Si integramos esta ecuacion sobre un volumen V', limitado por una superficie

S, obtendremos
B L
—— 37 = -d 61
8t/vp f{‘] o (8.61)

Esta es la tasa de decremento de la carga —no equilibrada— contenida en un
volumen V es igual al flujo neto de carga a través de la superficie S.

De manera andloga, una ley de conservacion de la energia en el electromag-
netismo podria tener la forma
0

R 3_‘: _’. G
5t ), ]{H ds (8.62)

donde u es la densidad de energia del campo electromagnético y II repre-
senta el flujo de energfa electromagnétical®. La ecuacién anterior expresa

® Realmente las expresiones anteriores se justificaron para el caso electrostético o
magnetostatico, respectivamente, pero lo extenderemos al caso de campos dinamicos; esta
extension se justificard en el argumento siguiente. Véase el libro de Feynman, Leighton
y Sands, op.cit., volumen II, capitulo 27.

10 En otras palabras, la cantidad de energfia |fI| pasa, por unidad de tiempo y por
unidad de drea, por un punto en la direccién de I1/|Ii|. Empleamos el simbolo II aunque
muchos textos —pero no, en todos— emplean el simbolo S , porque hemos empleado este
iltimo para los elementos de area.
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que la tasa de decremento de la energia electromagnética en un volumen V'
es igual al flujo neto de energia a través de la superficie S.

La expresién anterior, (8.62), es incompleta porque, como hemos visto, la
energia en los campos eléctricos se puede perder a través de la interaccion
con la materia. Hemos argumentado que la tasa de conversién en energia
caldrica, la llamada pérdida éhmica por unidad de volumen en un conductor
es E - J. La expresion (8.62) debe corregirse en este término. Cuando lo
hacemos, la expresion es

_a/ ud3*:7{ﬁ-d§+/ E-Jd*F (8.63)
ot Jy v

La expresion anterior, en forma diferencial, seria

—4V-I=-E.-J (8.64)

Veamos ahora si podemos derivar esta expresion a partir de las ecuaciones
de Maxwell. Para ello comencemos con la ley de Ampere, incluyendo la
corriente de desplazamiento

—

Lo oF
V X B = pupd + 60,&05 (8.65)

Si multiplicamos esta ecuacion escalarmente con E obtendremos

-~ - E.-VxB & - 0E
-FE-J=-=""= E-— 8.66
m + €o o ( )

Lo que se puede reescribir como

Eﬁxé 0 (60E2>

o Tl (8.67)

Ahora bien, de la teoria general de los campos vectoriales, se sabe que

- — — -

V- (ExB)=B-VXxE-E-VxB (8.68)

de modo que la expresién (8.67) puede quedar como

L DR ,
(ExB)_B VXE+8<605> (5.69)

—

—E-J

Il
<
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Empleando la ley de Faraday

. . 0B
E=—-"— :
V x o (8.70)

transformamos nuestra expresion en

L, . - (ExB 1 -~ OB 0 [eyE?
-E-J=V- —B-— 4+ — 8.71
<u0>+uo 6t+6t(2> (8:71)
que se puede reescribir como
B (ExXB) 0 (B P (8.72)
- o ot \ 2 2uo '
Podremos obtener nuestra ley de conservacién si identificamos ahora
- 60E2 32
u = ( 2 + o (8.73)

con la densidad de energia y la expresién

. ExB
H:( . ) (8.74)
Ho

911

con el flujo de energia, llamado “flujo de Poynting” o “vector de Poynting

8.7. Comentarios

Veamos si las expresiones anteriores tienen sentido. Sabemos que los objetos
expuestos al Sol se calientan (agua, seres vivos, piedras...). Esto ocurre por-
que se absorbe energia del Sol, es decir, ondas electromagnéticas emitidas
por él. Esa observacién empirica indica que las ondas transportan energia.
Los campos eléctrico y magnético en una onda plana —buena aproximacién
para una onda que salié de un astro a varios millones de kilémetros— son
perpendiculares entre si y perpendiculares a la direccién de propagacién
k de la onda; sabemos, ademés, que B = E/c. La ecuacion (8.74) puede,
entonces, transformarse en una siguiente relaciéon para los campos en una
onda. Primero, las relaciones mencionadas se pueden expresar como
E? .

ExB=—k (8.75)
&

1 Por J. H. Poynting, un fisico inglés del siglo XIX, que empleé el razonamiento
presentado.
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Asi, el flujo de Poynting para la radiacién electromagnética es
- E? . R
= —"k=ecEk (8.76)

lo que nos dice que el flujo de energia es en la direccién de propagacién de
la onda. Es un resultado razonable.

La densidad de energia de la radiacién electromagnética es, usando B =
E/e,
cE? B? ¢ E? E? 9
= — = =eF 8.77
YTy Ty T T T o (8:77)

Noétese que las densidades de energia eléctrica y magnética son iguales.
Finalmente, como las ondas viajan a la velocidad de la luz, podemos esperar
que, en un segundo, la energia contenida en un volumen de secciéon unitaria
y longitud (c- 1 segundo) sea igual al flujo de energia en una drea unitaria,
es decir

| = cu=ec B2 (8.78)

lo que estd de acuerdo con lo discutido arriba. Habrd muchas oportuni-
dades en las que la interpretacion de Il como la tasa de flujo de energia
por unidad de area serd conveniente. En la mayoria de los casos préacticos,
tal interpretacién serd valida, aunque debe tomarse en cuenta que solo la
integral de I1 sobre una superficie cerrada puede ser medida —recuérdese la
interpretacion de la densidad de energia—.

Un ejemplo interesante es el de un alambre de longitud L y radio a por el
que va una corriente I constante (Figura 8.7).

FI1GURA 8.7. Sobre el flujo de Poynting en un circuito sencillo

El campo eléctrico en el alambre —y en su superficie— es V/L, donde V es la
caida de potencial entre sus extremos. El campo magnético en la superficie
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del alambre tiene magnitud poI/27a. Estos dos campos son perpendicu-
lares entre si, como puede comprobar el lector. El flujo de Poynting esta
dirigido hacia la superficie del alambre (IT - dS < 0) y tiene una magnitud

ey

M= —
L2ma

(8.79)

Los campos son constantes en el tiempo, de modo que las integrales en la
expresién (8.63) seran

- o vV I
E-Jd7=— [ — dsS=-VI 8.80

/ L2ma ( )
v la energia que fluye hacia el alambre a través de los lados es igual a la
tasa en que se convierte en energfa calérica dentro del alambre!?.

Hay que tener precauciones en la interpretacion del flujo de Poynting como
flujo de energia. El siguiente ejemplo clasico lo muestra. Supongamos que
el alambre del que se discutié arriba no esta conectado a una bateria, esta
aislado y tiene un exceso de carga eléctrica. Podemos suponer un campo
magnético en su vecindad, como el campo terrestre. En la superficie del
alambre, el vector I es, en general, diferente de cero, pero interpretarlo
como un flujo de energia sera falso. Como se anotd anteriormente, solo su
integral sobre una superficie cerrada tiene sentido. En este caso, como E y
B no estén relacionados, la integral sera cero.

8.8. Momentum electromagnético

La observacién empirica que se mencioné antes, de objetos puestos al Sol,
muestra que las ondas electromagnéticas transportan energia. No es tan
facil observar si también transportan momentum. Suponiendo que asi es,
cuando la direccion o magnitud del flujo de energia se altera por interaccion
con un cuerpo, hay, en consecuencia, una reaccién igual a la tasa de cambio
del vector momentum en la onda, a esta reaccién se la denomina “presion
de radiacién”. El origen electromecénico de la presion de radiacién como
un fenémeno superficial no es dificil de comprender. Si consideramos la
reflexién en un metal (por ejemplo un espejo), la onda genera corrientes
eléctricas en la superficie —como se dijo, en unas capas atémicas—, que estan
en fase con los campos de la onda. En consecuencia, hay una fuerza sobre

12 Dejamos al lector la discusién acerca de cémo es que las conexiones a la fuente de
energia —bateria— estdn en los extremos del alambre, pero la energia fluye a través de los
lados del alambre. Véase el libro de Feynman et al., ibid.
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ellas, cuyo promedio en el tiempo es diferente de cero, actuando en esa capa
de corriente. Emplearemos un argumento atribuido a Einstein para calcular
esa presion (Figura 8.8). Supongamos que tenemos un vagén de ferrocarril'3
de masa M y longitud L que es libre de moverse sobre los rieles en una
direccion. Se emite radiacién electromagnética desde un extremo del vagon
—con energia total En—, la cual viaja a lo largo del vagén y es absorbida en
el otro extremo. A comienzos del siglo XX se mostré que la masa efectiva de
esta radiacion es m = En/c? 4. A primera vista, el proceso descrito aparece
como un corrimiento espontdaneo del centro de masa de todo el sistema —
muy pequeno, si se quiere, pero es lo que queremos considerar—. Esto viola
el principio de conservacién de la cantidad de movimiento —momentum— si
suponemos que el vagoén no esta sujeto a fuerzas externas. La tinica manera
en que el centro de masa permaneceria estacionario es si el vagon se mueve
en la direccién opuesta a la direccién de propagacién de la radiacién. Si el
vagén se mueve una distancia z, entonces la posicién del centro de masa
del sistema antes y después del proceso de emisién y absorcién es igual si
—supondremos que m < M-

Mz=mL=""L (8.81)

F1GcurA 8.8. Sobre el célculo del momentum electromagnético

13 Para los europeos de comienzos del siglo XX, atin los del siglo XXI, los ferrocarriles
eran y son un tremendo avance de la época para transportarse. Para otras naciones —
nosotros— no lo son tanto. Los argumentos estan claramente tenidos por la cultura en la
que creci6 su autor.

4 H. Poincaré derivé, y publicé en 1900, una férmula para el momentum de la radiacién
emitida por un cuerpo, con retroceso de este y absorbida por otro cuerpo, més tarde. Los
interesados pueden consultar el articulo de H.E. Ives, en Journal of the Optical Society
of America, 42, 540-543 (1952).
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Pero jqué mueve al vagén? Si la radiacién posee un momentum p, el va-
gbén recula con el mismo momentum, en el momento en que la radiaciéon
es emitida. Cuando la radiacién llega al otro extremo y es absorbida, le
“devuelve” este momentum al vagén y este se detiene. El tiempo “de vuelo”
de la radiacién es L/c. Asi, la distancia que viaja una masa M —el vagén—
con momentum p en este tiempo es

p L

—ut=L2 8.82
= Vo ( )

Y eso resulta, aprovechando la relacién (8.81), en

¢ En
=Mzr—=— 8.83
p 7= (8.83)
que es la relacién buscada. Se puede definir, ademas, una densidad de mo-
mentum de manera analoga a la densidad de energia: si las ondas tienen
una densidad de energia u, poseeran una densidad de momentum § con

magnitud g = u/v.

Si la radiacién electromagnética —es decir, las ondas electromagnéticas—
poseen momentum, deben ejercer una fuerza sobre los cuerpos que la ab-
sorben (o emiten). Supongamos que un cuerpo absorbedor 100 % esté en el
camino de una onda plana. La cantidad de radiacion absorbida por unidad
de tiempo y unidad de drea sera simplemente la contenida en un cilindro
de longitud c- 1 segundo y area seccional 1 m?. La cantidad de momentum
absorbida serd igual a la densidad de momentum multiplicada por el volu-
men del cilindro mencionado, es decir ¢ g. Esto significa que la presiéon de
la radiacién sera

P = e F?/2 (8.84)

donde E es la magnitud del campo eléctrico. En otras palabras, la presion
de la radiacion es igual a la densidad de energia de la onda —en realidad
deberia decirse la densidad promedio-.

. Qué magnitud tiene esta presion? Por ejemplo, la potencia incidente en la
superficie de la Tierra debida a la radiacién del Sol es igual a 1.300 W /m?
(integrando la potencia en todas las frecuencias). Asi, suponiendo ondas
planas,

| = cu = 1300 W m™2 (8.85)

de modo que
P=u~4x10°Nm2=4x10"%Pa (8.86)

La presion de radiacién es pequena comparada con la presion que ejer-
ce nuestra atmosfera sobre nosotros —una atmésfera es, aproximadamente,
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10° Pa—. Esta presién, de todas maneras, es importante en la formacién de
una de las colas de los cometas (formada por particulas cargadas). No es tan
facil detectar la presién de la radiaciéon en nuestra vida diaria. En el otro
extremo, se han reportado experimentos de confinamiento con ldseres con
potencias por unidad de drea de 108 W m™2, lo que significa presiones en
el rango de 10* atmésferas. Recordemos que la presién en una profundidad
ocednica de 10.000 metros serfa del orden de 10° atmdésferas (j!).

La discusién anterior podria sugerir que la presion de la radiacién no tiene
que ver con el electromagnetismo clasico. Sélo la presentamos por su sim-
plicidad. En realidad es facil ver, desde el punto de vista de las ecuaciones
de Maxwell, que en el caso de una onda reflejandose en un metal, la onda
que penetra el metal es absorbida gradualmente y su amplitud depende de
la profundidad dentro de aquél —ya no es una onda de amplitud constante—.
Las fuerzas sobre los electrones producen corrientes perpendiculares al cam-
po B , lo que produce fuerzas en la direccién de propagacion, es decir una
presién. Se puede calcular que, igual que en la derivacién de los parrafos
anteriores, la presion de la radiacién es igual a la energia combinada de
las ondas incidente y reflejada y la densidad de momentum que se calculd
anteriormente'®. En el caso de los materiales no conductores, el cilculo es
un poco méas complicado, pero lleva a resultados similares.

8.9. Resumen y comentarios

Se definié la inductancia (flujo magnético dividido por la intensidad de la
corriente que lo produce) y se discutié su relacién con el trabajo reversible
empleado en generar los campos magnéticos. Desde el punto de vista de
los ingenieros, la inductancia se trata como “un elemento de los circuitos”
con interesantes aplicaciones. Desde el punto de vista fisico es imposible
que un circuito no tenga inductancia, aunque se puede minimizar, cuando
conviene que sus efectos no sean importantes. En otros casos, por ejemplo
en la produccién de campo magnéticos intensos pulsados, es indispensable
tenerla en cuenta para dimensionar adecuadamente los equipos de trabajo.
Los efectos inductivos pueden ser muy importantes en la practica de la
generacion de alta tension y también en la transmisién de potencia eléctrica
(es la base de funcionamiento de los transformadores).

15 Ver, por ejemplo, en S. G. Lipson, H. Lipson, Optical Physics, Cambridge University
Press, 1969, capitulo 4. Se encontraran algunas dificultades relacionadas con la notacién
y las unidades empleadas.
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La consideracién de las energias en los campos nos llevé a definir una den-
sidad de energia para los campos dependientes del tiempo y una expresion
para una “conservacion de la energia” en los campos electromagnéticos. A
partir de estas discusionens se argumenta que los campos electromagnéticos
pueden ejercer presion sobre los cuerpos.

Una muy interesante aplicacién moderna de esta presién de radiacién son
las llamadas “pinzas de luz” (optical tweezers) que se han promovido como
una herramienta para manipular objetos muy pequenos. Esencialmente se
basan en que una particula de material no conductor se puede mantener
en equilibrio estable cerca del foco de un objetivo de microscopio que estd
enfocando la luz (onda electromagnética) proveniente de un ldser potente.
Se emplea un ldser que emite en el rango infrarrojo para no maltratar las
particulas manipuladas. Se emplea, ademas, un laser ultravioleta ya no para
confinar, sino para cortar las particulas'®.

8.10. Temas para discusion

e Es fcil comprobar que, de acuerdo con la ecuacién (8.13), un solenoide
ideal de 1.000 espiras, de 1 m de largo y 0,2 m de didmetro tiene una
autoinductancia de 0,395 H. jEsperaria el lector que un solenoide cons-
truido con esas dimensiones tenga realmente esa autoinductancia? ;Por
qué?

e Describa cualitativamente el funcionamiento de un transformador de alta
tension, como los empleados en la distribucién de energia eléctrica. Tenga
en cuenta no solo los requerimientos eléctricos sino también los térmicos,
de tamano, de exposicién al ambiente, etcétera.

e Describa como disenaria un candn electrénico para funcionar acelerando
los electrones con energias de 200 keV (en un microscopio electrénico
para investigacién de materiales). Consulte acerca de los modelos que se
ofrecen en la actualidad.

16 Una de las primeras, o la primera descripcién, se publicé en A. Ashkin, J.M. Dziedzic,
J.E. Bjorkholm and S. Chu. 1986. “Observation of a Single-Beam Gradient Force Optical
Trap for Dielectric Particles.” Opt. Lett. 11 (5) 288-290. Puede consultarse, por ejemplo,
la pagina www.stanford.edu/group/blocklab/Optical %20Tweezers %20Introduction.htm
para comenzar a comprender todos los conocimientos aplicados en tales instrumentos.
Muchas aplicaciones se mencionan en la pagina www.ipass.net/brianrodr/tweezers.html.
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8.11. Ejercicios

1. Calcule el flujo del vector de Poynting para una superficie cilindrica que
rodea las dos pilas (cada una de f.e.m. = 1,5 V) de una linterna. Suponga
que el bombillo incandescente tiene una resistencia R = 1,0 ().

2. Dos lazos de alambre estan situados uno cerca del otro, como muestra
la figura 8.9.

El flujo magnético que produce, en el lazo 2, una corriente circulando
en el lazo 1 es la mitad del que produce en el 1. La autoinductancia
del lazo 1 es 1 x 1072 H. El lazo 2 se conecta a un osciloscopio que
mide la f.e.m. sin que circule una corriente apreciable. La corriente en
el lazo 1 es I} = 2sen (377t) A. jA qué es igual el voltaje medido por el
osciloscopio?

! Osciloscopio

FI1GURA 8.9. Dos lazos acoplados por el campo magnético

3. Dos bobinas tienen autoinductancia igual a 0,2 H y una inductancia
mutua 0,1 H. La resistencia de cada una es 1 Ohm. Una bateria de 2
V se conecta subitamente a una de ellas. Si la segunda tiene conectados
sus extremos con un alambre de resistencia casi cero, ;qué carga total
se movera a través de una seccién de su alambre?

4. Una bobina de 500 vueltas se enrolla apretadamente alrededor de la
parte central de un solenoide muy largo que tiene 25 vueltas de alambre
por centimetro. El didmetro del solenoide es 2 cm. ;A qué es igual la
inductancia mutua entre esas dos bobinas?

5. Dos bobinas estdn conectadas en serie con una baterfa y un interruptor
(Figura 8.10). Tienen autoinductancias Li, Lo y resistencias Ry y Ra,
respectivamente; entre ellas hay una inductancia mutua, M. Calcule la
constante de tiempo para el circuito (hay dos posibles respuestas).
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, L, R
Vo — M
L, R,

F1GUrA 8.10. Un circuito con dos autoinductancias e inductancia mutua

6. Con una varilla cilindrica de plastico de 1 cm de didmetro se construye
un anillo de 0,21 m de didmetro externo. Este se envuelve con alambre
de cobre para formar una bobina toroidal. El didmetro del alambre (in-
cluido el aislante) es 1,2 mm. El didmetro del conductor es 1,0 mm. La
resistencia de la bobina es 0,25 Ohm.

e ;A qué es igual la constante de tiempo del toroide?

e Se aplica al toroide una f.e.m. de 0,1 V. ;Cuanta energia se almacena
en el campo magnético?

e Si a un condensador se le aplicara la misma f.e.m. y la energia alma-
cenada fuera igual, ;qué valor tendria la capacitancia C'?

7. Un cable coaxial esta construido con un alambre central rodeado de un
aislante y con un cilindro conductor externo que lleva la corriente de
retorno. El alambre tiene radio a y el conductor externo tiene radio b.

e Se podria suponer que la corriente en el alambre interno fluye en la
superficie externa de él. Muestre que la autoinductancia por metro de
longitud es, en este caso,

Ho
L==—1
5 In(b/a)

e Calcule la autoinductancia si la corriente esta distribuida de mane-
ra uniforme sobre el alambre central. Compare sus resultados para
apreciar la importancia de la suposiciéon acerca de la distribucién de
corrientes.

8. Considere dos lazos circulares de radio a, coaxiales y separados por una
distancia d (¢ < d). Durante un tiempo limitado, (0 < ¢t < ¢j7), una
corriente de intensidad I = Kot? a través de uno de los lazos (C;). Tome
la resistencia de los lazos como R.



210 8. REFLEXIONES SOBRE LOS CAMPOS (2)

e Si se desprecian las autoinductancias, ja qué es igual el torque sobre
el lazo Cy?

e Si se desprecian las autoinductancias, muestre que la fuerza sobre Cy
esta dada por

3udr?a®Kit
2d"R

e Indique de qué direccién actia la fuerza calculada anteriormente. Diga
en qué manera afecta la autoinductancia a los valores que se podrian
calcular para la fuerza y para el torque sobre el lazo Cs.

e ;Coémo se alterarian los valores de la fuerza y el torque, calculados sin
considerar la autoinductancia, pero con el lazo Cs, girado 90° sobre
un eje normal a la linea de unién de los centros de los lazos?

8.12. Actividades practicas

e Una experiencia interesante es montar un circuito en el cual se conecta
un cargador de baterfas (en la actualidad son bastante comunes, como
los teléfonos celulares) en paralelo con un interruptor y los dos en serie
con un bombillo incandescente de baja potencia. El conjunto va a un
tomacorriente casero de 110 V, 60 Hz. El cargador (sin conectar ningin
circuito a él) se puede representar como una inductancia. Si inicialmente
el interruptor esta cerrado jcémo se espera sea el brillo del bombillo?
., Qué cambio se espera cuando el interruptor se abre? ;Por qué?

e Mida el voltaje que suministra el cargador, preferiblemente con un mul-
timetro digital. ;Es un voltaje continuo o alterno? ; Es una superposicién
de los dos? Comparelo con el voltaje de salida que esta previsto, segin
estd escrito sobre la carcaza. ;Qué dispositivo(s) podria haber en el in-
terior?

La dificultad principal para proponer actividades en los temas tratados en
este capitulo esta en el rango de frecuencias que es necesario trabajar para
obtener resultados apreciables: es relativamente facil conseguir un tiempo
caracteristico del orden de los segundos en un circuito con condensadores
(RC), pero es muy dificil obtener tiempos similares en circuitos con induc-
tancias (L/R). La mayoria de las experiencias interesantes con inductancias
requieren equipo especializado: generadores de senales y osciloscopios. Se
obtienen programas para emplear una tarjeta de sonido de un computador
como osciloscopio; pero los altos voltajes que pueden generarse cuando se
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conecta, y, sobre todo, cuando se desconecta una inductancia, pondran en
peligro esos circuitos.

Es recomendable observar y estudiar las simulaciones presentadas en las
paginas de Molecular Expressions, en micro.magnet.fsu.edu/electromag/.
Los textos no son presentados con profundidad ni detalles numéricos, pero
sirven para orientarse en la buisqueda de materiales més detallados.

Se obtiene informacién mucho mas técnica (y, con seguridad, més ttil)
en las paginas de www.allaboutcircuits.com/, aunque con la aproximacién
de circuitos de dimensiones pequenas frente a la longitud de onda de los
campos trabajados. Estas pdginas y las anteriores avanzan sobre temas de
los préximos capitulos en este texto.

Recordemos lo afirmado al comienzo de este libro: los conocimientos sobre
el electromagnetismo han cambiado profundamente las culturas humanas.
Una buena parte de esos cambios, sobre todo en la generacién y distribu-
cién de energia eléctrica y el uso de las ondas electromagnéticas, se basa
en el empleo de las propiedades (y dispositivos) que denominamos induc-
tancia mutua y autoinductancia. Basta con mirar a nuestro alrededor para
encontrarlas.
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Campos con medios
dieléctricos

9.1. Introduccién

Este capitulo muestra un tratamiento elemental de los cambios introducidos
en los campos eléctricos cuando se consideran materiales, no solo el vacio,
como en los capitulos anteriores. Posteriormente se presenta una descrip-
cién de algunas de las propiedades de los materiales sometidos a campos
eléctricos. Existe mucha investigacién actual acerca de las propiedades de
los materiales, sobre todo en relacién con las posibles aplicaciones en todos
los aspectos de la vida moderna. Para no complicar el tema en demasia,
nos limitaremos, casi exclusivamente, a considerar los efectos en campos
estaticos.

9.2. Contribucion de los medios dieléctricos

Hasta ahora discutimos los campos eléctricos —y magnéticos— suponiendo
que, ademas de las cargas y de los conductores que son las fuentes de campo
y aquellas que fijan las condiciones de borde para el potencial, el espacio esta
“vacio”. Una consideracion més cercana a la realidad experimental mostrara
que siempre habrd un medio material presente. ; Como se toma en cuenta
esta realidad? ;Qué cambios trae en la teoria? Un medio material no es
mds, para el problema que tenemos por resolver, que un conjunto de cargas
adicionales y nuevas contribuciones al calculo del campo. La dificultad esta
en que son muchas; no vamos a tener informacién suficiente acerca de la

212
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posicién de las particulas cargadas y de sus movimientos. Tendremos que
buscar soluciones a un problema bajo condiciones dificiles.

Si los materiales considerados estan en equilibrio mecanico y térmico y po-
demos considerarlos “en reposo” y ademas medimos los campos en tiempos
largos!, se justifica una imagen simplificada en la cual los d4tomos y los elec-
trones estan “fijos” en sus posiciones promedio, es decir, en sus posiciones
de equilibrio.

Para calcular el campo y el potencial en presencia de materiales, podemos
proceder primero como si no hubiera el material e introducir un factor de
correccién —esto lo hizo Faraday, a partir de datos experimentales—. Veamos
primero cémo son las justificaciones tedricas para esta forma de trabajo.

Imaginaremos que el material —eléctricamente neutro— estd compuesto de
atomos o moléculas con nicleos positivos “rodeados” de electrones negati-
vos. Podemos suponer que estos atomos o moléculas son estructuras defor-
mables, de modo que al aplicar un campo externo se produce un desplaza-
miento de las cargas (Figura 9.1), formando dipolos —aunque estos dipolos
pueden existir siempre, dependiendo de la estructura de las moléculas que
componen en material—; la accién del campo sobre estos dipolos se traduce
en fuerzas y torques sobre ellos.

Dieléctrico

Alambre
de conexion

Placa metalica Alambre

de conexion

Placa metalica

FI1GUrA 9.1. Modelo elemental de un material en un campo eléctrico

Podria haber, ademads, algunos —pocos— electrones libres de moverse por el
solido. Por tradicion se designa a un material de estas caracteristicas como
un dieléctrico.

'En realidad significa que nuestros instrumentos, incluidas las cargas o corrientes
de prueba, reaccionan lentamente. La excepcion es cuando medimos el “ruido” en los
circuitos.
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Mads formalmente, los materiales dieléctricos son malos conductores de la
electricidad —comparados con los metales—, en los que pueden existir campos
electrostéticos con una disipacién de energfa muy pequeia®. Sus propieda-
des son 1tiles en la construccion de condensadores, de lineas de transmisién
de senales y muchas otras. Son materiales dieléctricos el vidrio, la porcelana,
el caucho, los plasticos, el aire seco, el vacio y varios liquidos y gases.

Los dieléctricos se clasifican en aquellos con moléculas polares y moléculas
no polares, segiin que sus componentes tengan momentos de dipolo perma-
nente o no. Un ejemplo de los primeros es el agua HoO (o el hielo) y de los
segundos, el COs. En contra de la accién de ordenamiento de la estructura
del sélido por el campo actidan la agitacién térmica y otras fuerzas.

Los momentos de dipolo individuales son p' = ¢7, donde ¢ es el valor de
las cargas en el dipolo y 7 la separacién entre ellas. Estos momentos de
dipolo se pueden sumar sobre volimenes suficientemente grandes para que
haya un numero grande de dipolos, pero suficientemente pequenos para
considerarlos elementos de volumen d37. La suma de los dipolos sobre estos
volumenes, dividida por el volumen, se denomina “polarizacién” P.

5_ 2.0
P=2 (9.1)

Las unidades de la polarizacién son coulomb/m?.

9.3. Un dieléctrico isotrépico en un condensador

Emplearemos un condensador plano con separacion entre placas muy pe-
quena, comparada con sus otras dimensions, para considerar los campos
como unidimensionales y despreciar los efectos de bordes (Figura 9.2).

Cada placa del condensador tiene una carga +@Q o —@Q y el campo pro-
ducido por estas cargas —que llamaremos campo externo, E_'exr desplaza
las cargas en el material, estableciendo dipolos locales. Cada dipolo crea
un campo local que varfa en magnitud, pero tiende a estar dirigido en el

2El lector se preguntard por qué la nueva designacién; los materiales que llamaremos
dieléctricos son los mismos que llamamos aislantes, por oposicién a los conductores, en
los que las particulas cargadas se mueven con facilidad. El prefijo griego dia significa
a través —como en didmetro o diagonal-. El nombre proviene de que se puede colocar
una ldmina de material entre las placas de un condensador, sin descargarlo. El forro de
plastico de un cable o un alambre eléctrico es un aislante también, asi como los elementos
de cerdmica o vidrio que se emplean para aislar las lineas de alta tensién. En muchos de
estos casos se habla de un aislante, pero cuando importa lo que sucede en el interior de
un condensador, se emplea la “nueva” denominacién.
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sentido opuesto al campo eléctrico externo. De esta manera podemos espe-
rar que el campo total en el espacio lleno de dieléctrico fluctiie mucho en
magnitud, pero en promedio sea menor que Foy.

' 40

d

v

A -0
FIGURA 9.2. Sobre un condensador lleno de un material

Vamos a aproximar de la siguiente manera al campo dentro del dieléctrico,
Edie, aunque varie mucho con la posicién. Entre dos puntos A y B en el
dieléctrico, suponiendo que la distancia entre moléculas es mucho menor
que AB, se produce una diferencia de potencial

B
AV = 7/ Ege - di (9.2)
A

El campo promedio entre A y B serd el campo uniforme E que darfa lugar
a una diferencia de potencial equivalente, es decir

B
AV:—E-/ dl (9.3)
A

Como se discutié anteriormente, E < Feoy. Eso significa, ademds, que la
diferencia de potencial entre placas disminuye® y, como el cociente Q/V
define la capacitancia del condensador, la capacitancia del condensador
lleno de dieléctrico, que llamaremos C, es mayor en un factor K

C'=KC (9.4)

donde C es la capacitancia sin dieléctrico. Se denomina a K la “constan-
te dieléctrica”. Se puede mostrar también —empleando la ley de Gauss-
que si se tiene una carga g en un espacio lleno de dieléctrico de constante

3 Nétese que hemos supuesto que la carga en cada placa del condensador permanece
constante. Serd diferente la situacién si supusiéramos que la diferencia de potencial es la
que permanece constante. ;Cémo seria posible lograr esto tltimo?

1 Se usa esta denominacién acostumbrada, aunque, como discutiremos més adelante,
no es una constante, en general.
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dieléctrica K, el campo eléctrico —también promedio, claro estd— tiene la
expresion
qr

R L — .
dmeg K13 (9:5)

mientras no se salga de la regién llena de dieléctrico®.

9.4. Cargas de polarizaciéon

Examinemos con mas detalle el dieléctrico dentro del condensador plano.
El material, a pesar del corrimiento de las cargas, continia sin carga neta.
Podemos esperar que en un volumen mucho mayor que el volumen de una
molécula haya tanta carga positiva como negativa; el desplazamiento de
las cargas solo hace que en un volumen dado ingrese tanta carga negativa,
desde una cara del volumen, como carga positiva, desde la cara opuesta.
Esto serd cierto con una importante excepcion: en las caras de la lamina
dieléctrica, donde las propiedades del medio cambian en forma abrupta. En
un volumen pequeno del lado izquierdo en la figura 9.3, las cargas negativas
en el material se corren a la izquierda sin quedar compensadas por cargas
positivas corriéndose hacia la derecha. Asi, se forma una capa de carga
negativa en el dieléctrico adyacente a la placa con carga positiva. Un fend-
meno andlogo se produce en el lado izquierdo del condensador. El campo
eléctrico reducido puede considerarse una consecuencia de esa nueva capa
efectiva de carga, “producida” por la atraccion de la carga en la placa del
condensador sobre las cargas en la placa dieléctrica. La carga efectiva, que
produce el campo eléctrico, serd igual a la carga en las placas y la carga de
polarizacion en la superficie del dieléctrico.

L Qué pasard si el campo externo no es uniforme o si el material no fuera
homogéneo? Podriamos esperar que mas cargas entren en un volumen y
menos salgan, por caras opuestas. La densidad de carga local seria diferente
de cero. Tales densidades de carga se denominan densidades de carga de
polarizacion. Podemos esperar que estén relacionadas con el momento de
dipolo por unidad de volumen P. Calculemos explicitamente esta carga de
polarizacion.

5Los dieléctricos cumplen tres funciones en los condensadores: conservan la distancia
entre las placas, permitiendo menores separaciones y aumentando la capacitancia; dis-
minuyen el campo efectivo, como se discutié mas arriba, permitiendo mayor separacién
de carga a menor diferencia de potencial y reducen la posibilidad de chispas entre placas
—en el fenémeno formalmente denominado ruptura dieléctrica—.
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Consideremos un volumen d z dy d z —ver figura—. Bajo el efecto del campo
aplicado, las cargas positivas se desplazan en promedio §y; las negativas,
en promedio, §_, estos desplazamientos se pueden expresar como

§+ = S+x% + 8+y5 + 8+z]% (96)

— N

5 =5 gi+5_y) +5 .k (9.7)

Representaremos la densidad de carga positiva con p4, la densidad de carga
negativa con p_; las dos tienen igual valor, pero signo contrario.

Consideremos primero las componentes de desplazamiento en la direccién
—

Ozx.
Y

PN

F1Gura 9.3. Geometria para calcular las cargas de polarizacién

Del lado izquierdo de la figura, las cargas positivas que estan dentro de
un paralelepipedo de lado s, y drea dyd z, entraran en el volumen; esto
significa que la densidad de carga aumenta en

P+ Stz dydz (9.8)

Del lado derecho, dejaran el volumen cargas positivas y disminuira la den-
sidad en

0
prs+odydz+ o—(pt s4a)dydzda (9.9)

La diferencia de las dos expresiones serd el cambio neto de la densidad de
carga positiva, es decir

0
7%(p+s+z)dydzdx (9.10)
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Por un cédlculo analogo, se vera que la densidad de carga negativa cambiara
en

0
—%(p, S_zp)dydzdz (9.11)
El cambio neto en densidad de carga serd
0
—8—(p+s+x+p_ S_g)dydzdx (9.12)
x
Si tomamos en cuenta que py = —p_ = p, el cambio neto de densidad de
carga es
0
—%(p(erx—s_x))dydzdx (9.13)

Sabemos que si, y s_, tienen sentidos opuestos, su diferencia (s, — $_,)
representa la separacion promedio de las cargas positivas y negativas; la
cantidad ¢ (s4, — s—;) serd la componente = del momento de dipolo de una
molécula y p (s, — S—;) serd la componente = del momento de dipolo por
unidad de volumen. Asi, el cambio neto de densidad de carga es

—%Pwdydzdm (9.14)

— —
Si extendemos el argumento a las direcciones Oy y Oz, resultara que el
cambio total en densidad de carga en el volumen dydzdx es

+ 2+

(9P,  op, 0P,
dx dy 0z

> dydzdx (9.15)

v la densidad adicional de carga, resultante de la polarizacién del dieléctrico

es
opP, 0P, OP, .
e R = — ~P .1

pp (8$+8y+8z> \Y (9.16)

9.5. Cargas superficiales

A veces es més conveniente considerar la carga en la superficie de un die-
léctrico como una distribucién superficial, aunque realmente estara en un
volumen de espesor pequeno. Consideremos la definicién anterior (9.16)
aplicada a una caja gaussiana en la superficie del dieléctrico (Figura 9.4).
La carga en el volumen de la caja es

_/ V. B — —7{13-035 (9.17)
caja S
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donde S es la superficie de la caja y hemos aprovechado el teorema de
Gauss. La contribucién al flujo de los lados de la caja es despreciable y solo
quedan las integrales de superficie sobre las tapas A y B. El medio externo
a la caja no esta polarizado y esa integral es también cero. Lo tnico que
queda es

—/ ]3-d§B:—/ P, dSp (9.18)
B B

con P,” la componente normal de la polarizacion.

Material A
Caja “gaussiana”

Material B
/
Frontera entre

materiales

F1GurA 9.4. Sobre el célculo de cargas superficiales

Esto nos dice que el valor de —P,,” puede considerarse como el valor de la
carga por unidad de superficie. Por costumbre no se emplea la componente
de la polarizacién hacia adentro del dieléctrico, como se calculo en la ecua-
cién (9.18), sino la componente hacia afuera del dieléctrico, P, = — P, de
modo que se dice de la carga superficial

op = Pn (919)

.
Esta carga de polarizacion no es distinta de la densidad volumétrica —V - P,
solo es una manera distinta de expresarla en la superficie, una regién en
que la tasa de cambio de P con la posicién es muy grande.

9.6. El vector desplazamiento eléctrico
Si recordamos la ley de Gauss en forma integral

%E. d§:/pd3f (9.20)
€0

vy que ahora estamos expresando la densidad de carga como cargas de “dos
tipos”: una que se puede mover libremente —la denominaremos pr— y otra
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que se manifiesta como un efecto de polarizacion, pp, dividiremos el segundo
miembro de la ecuacion anterior, asi

L V- P
]{E- dS:/MdSF:/p—Ld?’F—/V #F(9.21)
€0

€0 €0

Si empleamos ahora el teorema de Gauss sobre el término del lado izquierdo
y multiplicamon con ¢y, podremos expresar esa relaciéon como

f(eoﬁ + P).dS = /pL 37 (9.22)

o también, considerando que la relacién vale para cualquier voluman, como

— —

div(eoE + P) = pr, V-D=pp (9.23)

Donde definimos el vector desplazamiento eléctrico D= GOE =+ 13, depen-
diente solo de la carga libre pr. En muchos casos, el empleo del vector D
es util; por ejemplo, cuando se tienen situaciones con un condensador de
placas paralelas, lleno de dieléctrico: el vector D es uniforme y es el mismo
si el condensador estd vacio o lleno de dieléctrico (suponiendo una carga
dada en las placas). Por el contrario, cuando se introduce el dieléctrico,
cambian simultdneamente E y P. El desplazamiento eléctrico es el mismo
alrededor de una carga aislada si hay o no un dieléctrico alrededor de ella.

En el caso de superficies que no sean perpendiculares al campo, hay una es-
pecie de quiebre (la llamaremos refraccién) de las lineas de D y el resultado
es que la divergencia del desplazamiento y no éste permanece independiente
del medio. Las dimensiones del desplazamiento eléctrico son de carga/area,
de modo que la variacién temporal del desplazamiento tendra unidades de
corriente/érea, lo que justifica el nombre de corriente de desplazamiento
que asigné Maxwell al término adicional en la ecuacién de Ampere.

9.7. La “constante” dieléctrica

1, Qué relacién hay entre D y E en un dieléctrico? .,O entre el campo aplicado
y la polarizacién del material? No hay una respuesta simple a esa pregunta,
aun si nos conformamos con discutir el caso de campos constantes. En reali-
dad, uno de los campos de investigacién —fisica y tecnolégica— en materiales
mas activos es precisamente acerca de las propiedades de los dieléctricos.
En algunas situaciones podriamos aplicar consideraciones simplificadas; la
polarizacién depende del desplazamiento relativo de cargas positivas y ne-
gativas, de modo que si entre ellas se ejercen fuerzas —aproximadamente—
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elasticas, se puede considerar el comportamiento dentro de una teoria li-
neal. Es la llamada teoria clasica. Bajo estas suposiciones simplistas, hay
una relacién lineal entre polarizacién y campo aplicado

P = xeeoE (9.24)

La “constante” de proporcionalidad x. se denomina “susceptibilidad eléc-
trica” y no tiene dimensiones. Aceptando esta suposicién, la relacién entre
desplazamiento y campo es

D = 6F + xecoE = eo(1 + xo)E = KeoE (9.25)

Como discutiremos mas adelante, la susceptibilidad y la “constante” dieléc-
trica pueden depender de la frecuencia.

9.8. Desplazamiento eléctrico y campo eléctrico
en una frontera

., Cémo se establecen las condiciones de frontera para los campos? Sabemos
que en el caso electrostatico valen las relaciones

fﬁ-dfzo V-D=p (9.26)

y 51gn1ﬁcan que no hay saltos abruptos en la componente tangencial del
campo E nien la componente normal de D suponiendo que no haya una
densidad infinita de carga.

Si aplicamos estas relaciones a una caja gaussiana con tapas paralelas a la
superficie de separacién de dos dieléctricos, se puede comprobar que (Figura

9.5)
/ﬁ-ﬁd?’f:/pd% (9.27)

La carga dentro de la caja, en el limite de altura muy pequena es simple-
mente la distribucién superficial de carga en la separacion de los medios, es
decir

—D1,S1 4+ D2, So = 0 Sap (928)

Esto significa que

Dgn — Dln =0 K260E2n - K1€0E1n =0 (929)

Sien la Separacnon no hay carga, tampoco hay discontinuidad. La ltima
relacién vale si E y D son paralelos y no hay carga en la separacion. Pero
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si el campo Ej hace un angulo #; con la normal a la superficie y Fo un
angulo # con la misma, las relaciones son méas complejas

Eu = E1 sen (01) Eln = E1 COS(@l) (930)
Egt = Eg sen (92) EQn = E2 COS(@Q) (9.31)

De aqui resulta

E1t E2t
o tan(6y) . tan () (9.32)

0, en otras palabras, una refraccion de las lineas de campo, expresada como

Eo/Bon _ tan(ty) _ Eun _ Ky (9.33)
Eii/E,  tan(01) Ea Ky '

Lazo “stokesiano” Caja “gaussiana”

e

<
/ /
Frontera entre Frontera entre
materiales materiales

Ficura 9.5. Acerca de las condiciones de frontera entre dos dieléctricos

9.9. Los “mecanismos” de la polarizacion

La polarizacion de un material dieléctrico puede clasificarse como: atémica o
molecular, electrénica, polarizacién por orientacién o en superficies (Figura

9.6)6.

La contribucion atémica o molecular a la polarizacién surge por el desplaza-
miento y deformacién de iones en relaciéon con otros iones en una molécula
o en una red cristalina. La polarizaciéon electronica de debe a desplazamien-
to de la posicion promedio de los electrones en relacion con el respectivo

5 Pueden consultarse muchas obras sobre el tema, como The Nature and Properties
of Enginnering Materials, de Z.D. Jastrzebski, Wiley, N. York, 1997.
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nicleo de cada atomo. La magnitud de ese desplazamiento depende de la
intensidad del campo eléctrico aplicado y de la fuerza de atraccion de los
electrones por los nicleos o de unos iones por otros. Tanto la polarizaciéon
atémica como la electrénica contribuyen a la formacién de dipolos.

® E$

o=
@@@ 2
(b)

PQ\R ?
% % % i\i/f' —

FIGURA 9.6. Sobre los mecanismos de polarizacién de un dieléctrico

(©)

La polarizacién por orientacién aparece en sustancia cuyas moléculas tie-
nen momento de dipolo permanente. Bajo la accién de un campo eléctrico
aplicado, sobre las moléculas actian torques que tratan de orientarlas en la
direcciéon del campo. Esa tendencia es contrarrestada por la agitacién tér-
mica de las moléculas: entre mayor es la temperatura, mayor es la tendencia
a las orientaciones al azar y menor el grado de orientacién. Asi, la polari-
zacién por orientacién depende mucho de la temperatura, en contraste con
los otros tipos de polarizacion discutidos anteriormente.

Para campos de intensidad moderada, la polarizacién es proporcional al
campo aplicado; en campos intensos esa proporcionalidad no se mantiene,
porque si todos los dipolos estdan orientados, la polarizacién crece muy len-
tamente con el campo, o no crece: se dice que hay una saturacion en la
polarizacién. La polarizacion por orientacién ocurre principalmente en li-
quidos o gases, en los que las moléculas tienen libertad para girar. En los
solidos la rotacion de las moléculas esta restringida y, como consecuencia,
la constante dieléctrica cambia. Por ejemplo, la constante dieléctrica del
agua a 0° C es 82 y la del hielo es 10.

Cada uno de esos efectos contribuye a la polarizacion total del material; asi
puede decirse que
P=P,+P+P, (9.34)
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donde los subindices denotan las contribuciones electrénica, iénica y orien-
tacional. Suele definirse una “polarizabilidad”, «, suponiendo que hay N
dipolos por unidad de volumen, de modo que la magnitud de la polariza-
cion es P = a N F, donde E es la magnitud del campo efectivo aplicado.
Asi habra una polarizabilidad para cada una de las contribuciones a la
polarizacién que se mencionaron antes.

En un campo eléctrico oscilante, la polarizabilidad total dependers de la
capacidad de los distintos dipolos para orientarse en la direcciéon del campo
durante cada inversién del campo (Figura 9.7).

Permeabilidad

Orientacion

Ionica

Electronica

Microondas

Infrarrojo Visible

Frecuencia

F1GUrA 9.7. Acerca de la polarizabilidad como funcién de la frecuencia

A bajas frecuencias, los dipolos tienen suficiente tiempo y se orientaran com-
pletamente en la direccién del campo’. Si la frecuencia del campo aplicado
es mucho més alta que la frecuencia de relajacion de los dipolos, estos no
alcanzan a reorientarse con suficiente rapidez y la polarizacion por orien-
tacion, que es efectiva a bajas frecuencias, resulta “amortiguada” a altas
frecuencias. El tiempo de relajacién es mucho mas corto en la polarizaciéon
i6nica y atiin menor en la electrénica. De esa manera, a las frecuencias en
el rango de las ondas visibles, solo hay contribuciones a la polarizacion de-
bidas a los electrones. Como se ilustra en la figura, el muy conocido —y
usado— efecto de calentamiento del agua por las microondas ocurre en el
rango en que los efectos de orientacion son muy grandes. Los cambios en
polarizacién son los que disipan muy eficazmente la energia transportada
por los campos y esa energia absorbida se percibe como calentamiento.

" La orientacién se lleva a cabo en una direccién y luego en la opuesta, siguiendo los
cambios en la direccién del campo. El proceso de reorientacion tiene un ritmo propio con
un tiempo caracteristico, llamado “tiempo de relajacion”. Este es el tiempo promedio en
que los dipolos pasan del estado inicial al estado final de orientacion.
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La polarizacién en superficies aparece en materiales inhomogéneos, entre
dos o mas materiales con diferentes constantes dieléctricas —o conductividad
eléctrica—. Esta inhomogeneidad resulta en la acumulacion de cargas de
polarizacién en las superficies internas del material.

9.10. Electrostriccién, piezoelectricidad y
ferroelectricidad

La aplicacion de un campo eléctrico ocasiona distorsiones en la configura-
cion electronica o la rotacién de dipolos permanentes: esto resulta en cam-
bios en las dimensiones o en deformaciones de los sélidos. Este fenémeno
se conoce como electrostriccion. En muchos materiales, esta deformacion
es normalmente muy pequena, excepto en campos muy intensos y la de-
formacién resultante esta en la direccién del campo. Si, por el contrario se
deforma el material, no siempre hay un fenémeno inverso.

Una serie de materiales en los que el efecto es grande. Se denominan mate-
riales piezoeléctricos®. Si a una lamina delgada del material piezoeléctrico
se colocan electrodos y se aplica un voltaje continuo (Figura 9.8), se origina
una deformacién del volumen que puede emplearse en actuadores mecanicos
para realizar pequenos desplazamientos. Si el voltaje es alterno, se produce
una deformacién de la superficie con la misma frecuencia del voltaje; es-
ta deformacién se propaga hacia el interior del material —como una onda
mecanica—. Si se escoge adecuadamente la frecuencia, se logran efectos de
resonancia electromecédnicos y la emision de sonido. El efecto inverso per-
mite elaborar dispositivos como sensores de impacto, micréfonos y otros
similares.

Relacionado con la piezoelectricidad hay otro efecto: la ferroelectricidad.
Resulta del alineamiento espontéaneo de los dipolos en una interaccion muy
intensa. Un cristal ferroeléctrico, ademas de una asimetria en su celda ba-
sica, debe tener una direccién especial —es un material anisotrépico—.

8 La justificacién en los materiales cristalinos, como el cuarzo, es que la distribucién
se carga no es simétrica en cada celda elemental —que forma, por repeticién, todo el
material-. La deformacién del material produce un desplazamiento neto entre las cargas
positivas y negativas; la acumulacién de carga en las superficies equivale a un campo
eléctrico producido por la deformacion. En el caso de los polimeros piezoeléctricos, hay
grupos de moléculas unidas como cristalitos ordenados. Esos cristalitos forman en la
matriz polimérica un material similar, pero con estructura distinta. El material polimero
piezoeléctrico mas popular es el fluoruro de polivinilideno, PVDF. Ver, por ejemplo, la
pagina www.ktech.com/featured_products/piezoelectric_polymers.cfm o la més técnica
www.ieee-uffc.org/ultrasonics/teaching/i8610212.pdf.
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FicuraA 9.8. Sobre el comportamiento de algunos dieléctricos

El efecto depende mucho de la temperatura: la agitaciéon térmica se opone
al ordenamiento, de modo que se encuentra una temperatura, por encima
de la cual el efecto desaparece; se denomina “temperatura de Curie”, con
un drastico aumento de la constante dieléctrica cerca de esta temperatura.

Los materiales ferroeléctricos tradicionales son la sal de Rochelle (tartra-
to de sodio y potasio tetrahidratado), el titanato de bario, BaTiO3 y el
de estroncio, SrTiOs, el grupo de materiales denominados KDP KHyPOy,
KH3AsOy4 y el niobato de potasio K NbO3. Un progreso muy importante
en las aplicaciénes result6 con el descubrimiento (hacia 1970) de las propie-
dades del zirconato-titanato de plomo, Pb(Zr,Ti)Os, o PZT, que tiene una
respuesta piezoeléctrica muy fuerte y una polarizacion remanente grande.
Los materiales ferroeléctricos son importantes cuando se trata de obtener
constantes dieléctricas muy altas —como en la fabricacién de condensadores
que puedan tener dimensiones muy pequenas—. Los materiales ferroeléctri-
cos son todos piezoeléctricos, pero no al revés; un ejemplo usual es el cuar-
zo, empleado sobre todo en circuitos para fijar su frecuenia de oscilacién
—computadores, microcontroladores y otros—. Los materiales ferroeléctricos
se emplean en detectores de aceleracién (en los airbag de los automdviles
modernos) y control activo de vibracién, en sistemas para formar imége-
nes a partir de ondas térmicas o ultrasonicas. La investigacién sobre sus
propiedades y aplicaciones es muy activa.

Cuando se calienta un material piezoeléctrico, las distancias entre atomos
aumentan en una forma asimétrica y puede ocurrir que la polarizacion
cambie y con ella la diferencia de potencial entre las caras de una lamina.
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Esto se llama “efecto piroeléctrico”. Se emplea en generadores de tension
con poca corriente, como en encendedores para gas®.

Los materiales ferroeléctricos forman dominios, que son regiones con po-
larizacién constante (ver el préximo capitulo para una presentacién de los
ferromagnéticos, de los que el prefijo ferro- se toma aqui prestado). Entre
esas regiones, la polarizacién cambia de direcciéon en pocos nanometros,
formando las paredes de dominio, en las que la polarizacién practicamente
desaparece. La presencia de estos dipolos en regiones pequenas, que per-
manecen estables a menos que un campo eléctrico externo se aplique para
cambiar su orientacién, es un fenémenos muy empleado y muy investigado
para elaborar circuitos con memoria, en las llamadas memorias de acce-
so aleatorio ferroeléctricas (FeRAM), en las tarjetas de memoria y en las

llamadas tarjetas inteligentes del “dinero plastico”!C.

9.11. Ruptura y pérdidas

Un importante aspecto practico de un buen aislamiento es que no haya
“ruptura dieléctrica’. Ya se mencioné este término: significa que hay un
limite para la intensidad del campo eléctrico, por encima de la cual el ma-
terial deja de ser aislante y se produce conduccion eléctrica en él. Suele
expresarse en voltios/mm —del espesor del material-. Depende del espesor
del material y del tiempo durante el que actia el campo eléctrico. Un in-
cremento de espesor aumenta el voltaje de ruptura, pero no de forma lineal
sino —una relacién puramente empirica— con la potencia 0,4 del espesor.
Esta variacion se debe a la presencia de defectos y poros en el material que
terminan produciendo una especie de falla prematura. La humedad en la
superficie, los contaminantes, las temperaturas elevadas. el envejecimiento
y las tensiones mecdanicas actian desmejorando las cualidades aislantes de
un material.

A la orientacion de los dipolos y la rotacién resultante se opone la fricciéon
interna del material y la agitacién térmica de las moléculas. Se requiere
energia para mantener esta rotacién; eso significa una “pérdida de potencia”
para los generadores. Esta pérdida depende de la frecuencia de la tension
aplicada. Puede haber también conduccién eléctrica a través del aislan-
te. La energia asi “perdida” termina calentando el material. Un aislante

9 Se puede obtener més informacién a partir de la pagina virtualskies.arc.nasa.gov/
research/youDecide/piezoElectMat.html.

10 Para el lector interesado serdn interesantes las paginas acereca de desarrollos
en este campo, como ieeexplore.ieee.org/xpl/RecentIssue.jsp?punumber=>58, la my.ece.
ucsb.edu/yorklab/Projects/Ferroelectrics/thinfilm %20ferroelectrics.htm.
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—dieléctrico— ideal no absorberia energia; la energia empleada para cargar
un condensador construido con ese dieléctrico ideal se podria recuperar!!.
Usualmente, la pérdida de energia, cuando se aplica una tension alterna
a un condensador, se mide por la diferencia de fase entre la tension y la
corriente —que debiera ser 7/2 para un dieléctrico ideal-. El factor de di-
sipacién es la fraccién de la energia “perdida” en un ciclo sobre la energia
promedio almacenada.

9.12. Temas para discusion

e La energia necesaria para lograr la orientacién (y reorientacién) de los
dipolos de un material en un campo oscilante explica las pérdidas de
energia eléctrica. Justifique que esta absorcion de energia crece con la
frecuencia hasta cuando los dipolos no alcanzan a orientarse y la absor-
cién —y la constante dieléctrica— disminuyen para frecuencias més altas.
El agua es opaca para las microondas y el infrarrojo, y es transparente
para la luz visible. ;En qué aprovechamos esta propiedad?

e En instalaciones de muy alta tensién (centrales eléctricas, por ejemplo)
se emplean gases como SFg a presion, en lugar de aire, entre elementos
a diferentes potenciales. ;Qué motivos habréd para aplicar esa sofisticada
tecnologia?

e En principio, la determinacién de la constante dieléctrica consiste en
medir la capacitancia de un condensador que tiene geometria conocida sin
y con el material dieléctrico, para formar la relacién entre ellas. Discuta
las limitaciones de tal aproximaciéon muy simplificada. ;Cémo modelaria
el comportamiento de un material que, ademas de ser un dieléctrico, tiene
una ligera conductividad eléctrica?

e Dos placas conductoras paralelas muy grandes estan cargadas uniforme-
mente con densidad de carga o y su separacién es d. Un disco de material
dieléctrico de radio a y espesor d se coloca entre las placas. ;| Como afecta-
ré la presencia del dieléctrico al campo entre las placas en lugares alejados
del dieléctrico? ;Serd cierto que D es 1ndepend1ente de la presencia del
dieléctrico? ;{Cémo se interpreta que V-D= p?

'Sin contar con las “pérdidas” por radiacién que se discutieron anteriormente.
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La determinacién de la constante dieléctrica es un método muy poderoso
para la investigacion de suelos, por ejemplo. Aunque no se reduce a tomar
muestras, es posible realizar las investigaciones sin contacto. Un ejemplo
interesante es el intento —de la ESA— de encontrar agua en Marte, exami-
nando el comportamiento dieléctrico de su suelo, a través de las ondas de
radio reflejadas.

9.13. Ejercicios

1. Un condensador de placas paralelas esta lleno, como se muestra en la
Figura (9.9), con dos materiales de igual tamano pero diferente constante
dieléctrica.

d

v

4 -0

FIGURA 9.9. Un condensador lleno con dos trozos de dieléctricos

Muestre que la capacitancia estd dada por C' = (egA/d)[(K7 + K2)/2].

2. Un condensador de placas paralelas separadas por una distancia d tiene
cargas +(@). Una lamina de dieléctrico de espesor e, con e < d, estd entre
las placas, con sus superficies paralelas a las placas. Calcule la diferencia
de potencial entre las placas, el campo en el dieléctrico y el campo en el
espacio sin dieléctrico.

3. Un condensador de placas paralelas separadas por una distancia d tiene
cargas +@Q esta lleno por dos laminas de dieléctrico, una de espesor e y
constante dieléctrica €; y la otra de espesor d — e y constante dieléctrica
€. (A qué es igual la diferencia de potencial entre las placas, el campo en
cada dieléctrico, la densidad de carga superficial en la separacién entre
dieléctricos y la capacitancia?

4. Un condensador tiene placas rectangulares, paralelas, separadas por una
distancia d. Estd lleno por dos cunas de dieléctrico: a lo largo de uno de
sus lados, una de ellas comienza con espesor 0 y termina con espesor d;
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tiene constante dieléctrica €;. La segunda comienza con espesor d y ter-
mina con 0; tiene constante dieléctrica es. j A qué es igual la capacitancia
de este condensador?

5. Un condensador de placas paralelas se conecta a una bateria que man-
tiene una diferencia de potencial Vj entre las placas (Figura 9.10). Una
ldmina de material dieléctrico, de constante K se inserta entre las placas,
llenando completamente el espacio entre ellas.

LN
~

.

FigurA 9.10. Un condensador parcialmente lleno con un dieléctrico

e Muestre que la bateria realiza un trabajo ¢oVy(K — 1) durante el pro-
ceso de insersién. Aqui ¢y es la carga inicial en una placa antes de la
insercién.

e Diga cuanto trabajo es realizado por fuerzas mecanicas sobre la lamina
cuando ésta es insertada entre las placas. ;Este trabajo es realizado
sobre o por el agente que inserta la placa?

6. Dos tubos coaxiales de radios a y b, con (a < b), se introducen con su
eje vertical en un bano de aceite que tiene constante dieléctrica K y
densidad §. Si se aplica una diferencia de potencial V{ entre los tubos,
muestre que el aceite sube una altura

h— V02(K - 1) €0
In(b/a)d (b%2 —a?)g

Proponga valores razonables para un dispositivo experimental y para las
propiedades del aceite; encuentre de qué orden de magnitud seria h. ;Se
podria emplear este dispositivo para bombear aceite?
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Campos con medios
magnéticos

10.1. Contribucion de los medios magnéticos

Nuestro estudio de las propiedades magnéticas de los materiales seguird un
patrén similar al empleado en la discusién de los materiales dieléctricos.
De la misma manera, la informacién insuficiente acerca de los detalles de
las distribuciones de corrientes en el nivel microscépico nos llevara a definir
un campo H , denominado “intensidad de campo magnético”, para tener en
cuenta las propiedades observadas.

10.2. La hipotesis de Ampere

El lector habra notado que se ha discutido acerca de las corrientes eléc-
tricas como “fuentes” de la densidad de flujo magnético, B. Pero las ideas
sobre el magnetismo surgieron con los imanes permanentes naturales y solo
desde el descubrimiento de Oersted se encontré una relacién entre unos y
otras. ;Como se explica el campo de los imanes permanentes? La hipdtesis
de Ampere es que en el interior de un imén permanente existen corrientes
eléctricas, movimientos de cargas que generan los campos que se observan
experimentalmente. Su hipétesis, aunque muy atrevida para su tiempo, ex-
plicaba muchos fenémenos; por ejemplo, el campo generado por un iméan
permanente en forma de barra es andlogo al producido por un solenoide
—si consideramos la regién externa a ambos—. De manera similar debiera
explicarse la existencia del imdn més grande de que disponemos, la Tierra.

231
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La hipétesis es muy osada, porque en la época de Ampere, y mucho tiem-
po después, se carecia de una representacién de los materiales que pudiera
justificarla'. Mucho més tarde, como hemos visto, se comenzé a trabajar
una teoria acerca de la constitucién atémica de los materiales, con la que
se puede plantear un modelo de cargas en movimiento dentro de ellos?.
Para lo que sigue consideraremos que los atomos no son solo distribucio-
nes de carga eléctrica, sino también cargas en movimiento, que constituyen
corrientes eléctricas microscépicas. Ampere, naturalmente, no tenia esta in-
formacién. La fisica atémica mostré mucho més tarde que se puede justificar
la existencia de corrientes microscopicas en los materiales. Las propiedades
magnéticas de los materiales tienen su origen en propiedades cuanticas de
los atomos. Solo se logré un progreso significativo aplicando a los materiales
las nuevas leyes de la fisica en el siglo XX 3. Eso supera el alcance de este
curso y debemos limitarnos, en lo que sigue, al tratamiento “clasico”.

10.3. Corrientes “verdaderas” y corrientes
electrénicas orbitales

En el espacio vacio, la densidad de flujo magnético B se relaciona con la
densidad de corriente a través de la ecuacién

]{ Bedl= o / J.ds (10.1)
C S

que expresa la circulacién de B sobre una linea cerrada C' como funcién
de toda la corriente que atraviesa una superficie S, cuyo limite es la linea
C. En esta relacién debemos tener en cuenta todo tipo de corrientes: ha-
ces de electrones moviéndose en el vacio, iones en movimiento, electrones
orbitando alrededor del ntcleo o el spin electronico. Formalmente se distin-
gue entre la densidad de corriente “verdadera”, que incluye densidades de
corriente o movimientos de carga con dimensiones macroscopicas y otras
densidades de corriente asociadas con la constitucion del medio material

! Un problema adicional es la magnitud de esas corrientes: si fueran corrientes con-
vencionales, producirian una elevacién de temperatura suficiente para fundir el hierro.
No resultaba satisfactorio el estado de conocimientos acerca del magnetismo.

2 Ver, por ejemplo, la pagina www.aacg.bham.ac.uk/magnetic_materials/history.htm
y el capitulo sobre magnetismo en el informe de IUPAP, Physics Now.

3 Una primera contribucién es el concepto de que puede haber dipolos magnéticos,
sin recurrir a corrientes que producen calentamiento. Otra es la existencia del spin, un
momento angular adicional de los electrones, sin equivalente clasico. Ver mas adelante.
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—efectos atémicos, podriamos decir—. Llamaremos J, a las corrientes “ver-
daderas” y J,, a las debidas al material, de modo que afirmaremos

fﬁ-df:uo/fv-ngruo/J;-dg‘ (10.2)
C S S

El segundo término de la derecha es analogo a la suma que hicimos sobre
las cargas de polarizacién en nuestra discusion de propiedades dieléctricas.

10.4. EIl momento magnético

Consideremos un lazo C, plano, por el que circula una corriente I y esta
en una regién donde hay un campo magnético B. Definamos un sistema
coordenado Ozyz, en el que la posicién del lazo estd dada por el vector 7.
La fuerza que actia sobre un elemento de corriente del lazo es

dF=1dI'x B (10.3)

El torque que actiia sobre este elemento de corriente es

— (- dl)- B) (10.5)

Supongamos, ahora, sin pérdida de generalidad, que el campo B esté en la
— i
direccion Oz. Escribamos también explicitamente 7y dl, asi

B=iB+j0+k0 (10.6)
F=ix+jy+kz (10.7)
dl=ide+jdy+kdz (10.8)

De esa manera, el torque sobre el elemento de corriente sera

d7=1B [% (—ydy — 2dz) + ] (v dy) + k(mdz)] (10.9)

—

donde aprovechamos que 7+ B =z By 7-dl = xdz + ydy + zdz.
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Las componentes del torque sobre todo el lazo se encuentran integrando la
expresién (10.9) y son

Tm:—IBy{(ydy—l— zdz) =0 (10.10)
Ty = IB%Idy (10.11)
TZ:IBj{:L“dz (10.12)

Los términos en las dos ltimas ecuaciones son I B por la proyeccion del
area S, definida sobre C', sobre el plano XY o sobre el plano X Z, respec-
tivamente. Puede afirmarse entonces que

F=ISxB=mxB (10.13)

donde m se denomina “momento magnético” del lazo C' —cuando lo recorre

una corriente I—. Las dimensiones del momento magnético son, claro esta,

Amperio - m2.

Resulta interesante calcular el momento magnético de una carga g que se
mueve con velocidad ¢ en una trayectoria circular.

I \

Ficura 10.1. Sobre el momento magnético de un electrén en 6rbita

En este caso se puede suponer que la corriente equivalente es igual a la
carga dividida por el periodo de rotacién (Figura 10.1), es decir
__q _ qu
2rr/v 2mr

(10.14)

El producto del drea por la corriente es S T = gvr/2 y el momento magné-
tico tiene magnitud
vr

| = qT (10.15)
Si comparamos esta expresion con la del momento angular de la masa que
estd girando, respecto del centro de giro, es decir |j| = mvr, veremos que
la razén de momento magnético a momento angular es

Iml _ _q

L & (10.16)
gl 2m



10.5. LA MAGNETIZACION 235

Esta expresion sigue siendo valida para el movimiento de los electrones en
orbitas alrededor de los ntcleos atémicos —segin los modelos primitivos
del dtomo, a comienzos del siglo XX—. Debe notarse, sin embargo, que la
investigacién de los espectros de emision por los atomos obligd a aceptar
la existencia de una nueva variable para describirlos, que suele llamarse
una variable cuantica, el momento angular de spin. Para esta variable, la
magnitud del momento angular es m = —g(e/2m), donde g se denomina
“factor de Landé” y es aproximadamente igual a 2.

10.5. La magnetizacién

De manera andloga a la definicién de polarizacién, tomaremos un volumen
grande, para que haya muchos momentos magnéticos en él, pero pequeno
para tratarlo como elemento de volumen. Si sumamos todos los momentos
magnéticos y dividimos por el volumen en que estan, tendremos la definicién
de magnetizacién M
o2
M==— 10.17
AV ( )
Consideremos ahora una regién de un material magnetizado, en que la
magnetizacién no es uniforme.

Un esquema sobre la situacién estd en la figura 10.2. En cada elemento de
volumen podemos sustituir el momento magnético total por una corriente
eléctrica que circula por la frontera de ese elemento de volumen. Conside-
raremos primero las componentes z de la magnetizaciéon. Esa componente
del momento magnético en un elemento de volumen 1 es

M, dz dy dz (10.18)

y en volumen adyacente es, en una aproximacion lineal

36]\/[2 da:] dz dy dz (10.19)

e
T

Asociaremos a estos momentos magnéticos las corrientes efectivas I y Io,
respectivamente
I dxdy = M, dxdy dz (10.20)

OM,
Iydx dy = {MZ + e dx] dz dy dz (10.21)
x
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F1Gura 10.2. Sobre la magnetizacion no uniforme

La corriente en la separacién entre los dos voliumenes es la diferencia entre
los dos e ira en la direccion y

M.
(I — L) dedy = — <88 < dm) dr dy dz (10.22)

x

M,
I, = 9 - dx dz (10.23)
La densidad de corriente serd J,(nl;, con
oM.

I === 10.24
0= (10.24)

De manera analoga, el cambio en magnetizacion en el elemento de volumen

e

que estd detras del 1 contribuird con una densidad de corriente efectiva Jpy

oM,
(2) — T 10.2
R 5 (10.25)
La densidad de corriente efectiva total sera
oM, oM
— g (2) _ 27w z 10.2
iy = Tonig + Ty 0z ox (10.26)
En forma similar, se puede calcular que
oM. oM,
Ty = S Y 10.27
oM, oM,
Ty = 4 _ (10.28)

Oz oy
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Las tres expresiones se resumen en
Jm =V x M (10.29)

Solo si el momento magnético por unidad de volumen no es constante en
el espacio, habra una “corriente de magnetizacién” equivalente, que surge
realmente como resultado de la contribucion de todos los lazos elementales
de corriente en el material. En forma similar al caso de la polarizacion, divi-
diremos los efectos de las corrientes entre las “verdaderas”, fv, que circulan
por alambres y las corrientes de magnetizacion en los materiales magneti-
zados, empleando la ecuacién de Ampere

]{E-dfzpo/j,-d§+uo/€xz\2-d§ (10.30)
y el teorema de Stokes para lograr
FBdl=po [ J,-dS 4o § 7l (10.31)

Reagrupando podemos definir un campo H , llamado “intensidad de campo
magnético”

—

f(B_M)a;fﬁm;/Ldg (10,52
HO

10.6. La intensidad de campo magnético

En los materiales magnéticos, en general, la magnetizacion M es una fun-
cién de la intensidad de campo magnético, H, pero puede ser una funcién
muy complicada. En algunos materiales, hay una relacién lineal

M = xm H (10.33)

de modo que
B=puoH + poxm H =poK, H=puH (10.34)

Se denomina susceptibilidad del material a y,, y permeabilidad relativa del
material a K, = 1+ x,,,. Naturalmente, para el vacio x,, = 0; dependiendo
del material puede ser y,, < 0 para materiales diamagnéticos, y 0 < Xm
para materiales paramagnéticos. En la seccion 9 se tratara este tema.

El campo H se introdujo para describir el componente de un material, pero
puede emplearse en forma mds general. Por ejemplo, para el vacio no hay
magnetizacién M, de modo que H = B/ v, si calculamos la circulacién
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de la intensidad de campo magnético sobre una curva que esta alrededor
de una linea de corriente, ésta es

fﬁ Al =1 (10.35)

Las unidades para el campo H son Amperio/metro, como se puede inferir
facilmente de la ecuacién anterior.

10.7. Corrientes de magnetizacion

También de manera andloga a la definicion de cargas de polarizacién, defini-
remos corrientes de magnetizacion. Para ello necesitamos calcular primero
el vector potencial para un dipolo magnético. Tomaremos como dipolo un
anillo de corriente de radio a, con I como el valor de la intensidad de co-
rriente (Figura 10.3).

Ficura 10.3. El calculo del vector potencial para un dipolo magnético

Deﬁnﬁmos un sistema coordenado con ejes O—>z y O—g)/ sobre el plano del ani-
llo y Oz a lo largo del eje de simetria. La posicién del punto de observacion
serd 7. Para realizar el cdlculo necesitamos las cantidades
dil=—jdy +kdz (10.36)
RP=2>+(y—y)?+ ()2 =r’+d®—2yy (10.37)

Asi, un elemento de corriente contribuye al potencial vector con

pol —jdy +kdz

dA =22
47 [r2 4+ a? — 2yy]1/2

(10.38)
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Y el potencial vector serd

- I . [te dy’ N dz’
A ’m{—j/ Y +k/ o 2}
47 o [P2+a?-2yy]l/? [r2 4+ a2 —2yylV/

(10.39)
La primera de estas integrales es cero, por simetria; la segunda es una
integral eliptica que se calculard numéricamente. Podemos encontrar una
aproximacién valida para distancias grandes comparadas con el tamano de
los dipolos —en la practica, quiere decir distancias de micrémetros, muy
grandes comparadas con los tamafos de los 4tomos—. Cuando (a? < r?),
esa expresion es

fT: AlLLOI dz’
r[l4a?/r2 — (2yy/r?)|\/?

_kuol/(w) P (10.41)

Para integrar, realizaremos la transformacion a coordenadas polares

(10.40)

y'=a cos() z’=a sen (0) dz"=a cos(0)do (10.42)

La expresion para el potencial vector es ahora

= pel [T ya cos(0)
A= k47r/0 (1 + —z )@ cos(0)d o (10.43)
~polayam
= 10.44
K 47 72 (10-44)

Recordando que (7 alk = m) y que (y/r® = rsen (p)/r*), podemos resu-
mir que
J_jHomr sen () _ Ho X T
4 47 13
En esta expresion, a pesar de que comenzamos el calculo con un lazo circu-
lar, la forma ya no importa, debido a la relacién de distancias (a? < r?).

(10.45)

Una vez calculado este potencial vector, consideremos un volumen de inte-
gracién d37”, en el que hay una magnetizacién M. El momento magnético
en ese volumen es Md37. Si las coordenadas de ese volumen son xiy 2,
la contribucién de ese momento magnético al potencial vector, que genera
todo el cuerpo magnetizado, sera

OMdBT’ XR

A=
d A R3

(10.46)
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y el potencial vector, generado por todo el cuerpo,
- M x R
q_ Mo
4 R3

Esta expresion se puede transformar en una integracion sobre la superficie
y otra sobre el volumen. Recordemos que

a3 (10.47)

R=ilz—x)+jy—y)+k(z—2) (10.48)

De modo que las derivadas respecto a las coordenadas de las fuentes son

&=Vt o 4 ke 10.4
gra \Y zax,+]6y,+ EP% (10.49)
Asi que
-1 R
Vi =) == 10.50
Nétese el signo (+). Con esto se puede modificar la expresién (10.47) para
obtener )
T Ho v =, 3 o
A=— | M — 10.51
477/ ><V<R>dr (10.51)
Aprovechamos la identidad
Vx(eV)=V(e)xV+eVxV (10.52)

para obtener, con el teorema de Gauss, de (10.51), la expresién

. 7 x M ., (M
A= iL {/ v ; &3 — /V’x <R> dSF’} (10.53)
Y
- {/ v 2 d?’F'—/ <R> x dS’} (10.54)
™

La primera de estas integrales, sobre el volumen del material magnetizado,
representa la contribucion de las corrientes de magnetizacién en el volu-
men. La segunda representa la contribucién de la densidad superficial de
corriente, que es diferente de cero cuando la magnetizaciéon no es paralela
a la normal a la superficie.

o

10.8. ;Coémo se disena un electroiman?

Para emplear todo lo desarrollado anteriormente, apliquémoslo a un diseno
préactico. Un electroiman se construye con un material “ferromagnético” so-
bre el que se construye un solenoide —o dos—, que lleva la corriente eléctrica.
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Para comenzar, supondremos que el material ferromagnético —con frecuen-
cia conocido como “nicleo”’- tiene forma de rosquilla de radio promedio
r (Figura 10.4); el solenoide, construido sobre el nicleo, tiene forma de
toroide, con N vueltas de alambre.

Ficura 10.4. Esquema del nicleo toroidal para un electroiman

De acuerdo con lo discutido en la seccion anterior, si calculamos la circula-
ciéon de H sobre una circunferencia concéntrica y dentro del toroide,

7{ H-di'=NI (10.55)
(&

donde I es la intensidad de la corriente en el alambre. Por simetria, se puede
argumentar que la magnitud de la intensidad de campo magnético es, dentro
del toroide, |H(r)] = N1/27r, donde r es el radio de la circunferencia de
integracion.

Pero un electroiman tiene ademéas una brecha en el nucleo, de ancho
x < 27 r. Debemos calcular ahora

T 2mr
%H-dlzNIz/ Hy-di'+ H;-di (10.56)
C 0 z

donde ﬁb es el campo en la brecha y I;Q en el interior del material.

Sabemos que las lineas de campo para B son continuas, es decir V-B=0.
Podemos esperar que la presencia de la discontinuidad del material pro-
duzca ligeras deformaciones de B en la brecha, pero las consideraremos
despreciables y supondremos que la densidad de flujo magnético es unifor-
me a lo largo de una linea de integracion, igual que en el caso de la bobina
toroidal sin material de relleno. Cuando circula una corriente de intensidad
I en el alambre, en los materiales B/H = pugK,,, donde, claro estd, K, es
una funcién de H, como se discutird mas adelante.
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Con lo anterior, se puede argumentar que

B B

= H,=— 10.57
Ho Ko ’ 0 ( )
De modo que la ecuacién (10.56) se puede transformar en
T B 2mr B
NI:/ —dl—l—/ dl (10.58)
0 Ho x MOKm
B [27r—z
=— |—+z2 10.59
Mo [ Km :| ( )
B |1
=— |—+=z 10.60
Ho [Km ] ( )

Hemos llamado [ a la longitud del nicleo. Pero, jpara qué todo esto? De-
signemos los campos en la bobina toroidal sin nicleo como Hy y By. El
calculo es simple

orrBy (2nr—2)B B
oy = 2B @rr—2)B | B (10.61)
1o poKm Ho

Asi que la relacion entre las dos densidades de flujo magnético es

BO l+ Km.%'
—_— = 10.62
B Ky,(l+=x) ( )
En el limite en que = — 0,
By 1
o _ - 10.
B k. (10.63)

El resultado es que la densidad de flujo magnético con nicleo es mucho
mds grande que sin nicleo —en el espacio entre polos—. Para x pequenos
comparados con [ decrece rapidamente. Por ejemplo, si K,, = 1.000 y
x =1/1.000, la relacién By/B toma un valor 1/500.

Adem4s, se puede calcular, aplicando la ecuacién (10.62) en la (10.57) que
la intensidad de campo magnético en la brecha y en el nicleo es

_ 10.64
b I+ Ko ( )

_ Ho(l+:L‘)

H; = 10.
I+ K (1065)
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Y se cumple que Hy/H; = K,,. El campo H en la brecha es mucho més
intenso que en el nicleo.

Otra manera usual de considerar el papel que cumple el niicleo es considerar
qué pasa con el flujo magnético. Para z = 0 el flujo es

NI
SB=b=———— 10.66
U/ oK S ( )
debido a que
1
B=NIuy———— 10.
Mol/Km+x (10.67)

(10.66) y la ley de Ohm, donde ® juega el papel de la corriente eléctrica,
N I, el papel de la f.e.m y recibe la designaciéon “fuerza magnetomotriz”
y el término /oK S juega el papel de la resistencia, denomindndose
“reluctancia”, debido a que depende de la geometria en forma similar —
con K, equivalente a 1/n-. Cuando z # 0, la ecuacién [10.66] se convierte

en NI
= (oK) + @/ (10.68)

Cada término de este denominador se llama reluctancia. Y se habla de una
“suma de reluctancias” en un “circuito magnético”.

10.9. Los polos magnéticos

Un tema muy usual en la literatura —y en la historia del magnetismo-—
es el de los polos magnéticos, sobre todo aplicando el término a un iméan
permanente. ;Como podemos definirlos? Si se intenta considerarlos como
la contraparte de las cargas eléctricas encontraremos contradicciones; pero
es posible identificarlos de la siguiente manera. Consideremos la definiciéon
de intensidad del campo magnético

B
Ho

H==—"-M (10.69)

Si tomamos la divergencia de los términos en la ecuacién anterior, como
V-B=0,

V-H=-V-M (10.70)

En esta ecuacién, el término -V-M desempena el papel que cumple la
divergencia de la polarizacién en el caso de los dieléctricos. Se reemplaza
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formalmente por una “densidad de carga magnética”, p,,, que, también de
manera formal, seria “la fuente de H”. Es decir

V-H=pn (10.71)

Esta expresion seria la “ley de Gauss” para la intensidad de campo magné-
tico, que expresa ademds, una dependencia de la forma 1/72 para el campo.
Muestra también, que hay una densidad de polos magnéticos donde la di-
vergencia de la magnetizacion es diferente de cero.

0<¥-M

V-M<0

FI1GUrA 10.5. Acerca de una barra cilindrica con magnetizacién uniforme

Por ejemplo, si tenemos una barra cilindrica —ideal- con magnetizacién
uniforme a lo largo de su eje (Figura 10.5), en el interior de la barra la
divergencia de la magnetizacion es cero. En los extremos, por el contrario,
hay una divergencia

OM,
ox

V.M = (10.72)

si el eje se supone en la direccién Oz. Habra una densidad de polo —p,, en
un extremo de la barra y otra densidad +p,, en el otro extremo. Sabemos,
por la definicién implicita (10.53), que no hay densidad de corriente de mag-
netizacién en este sistema ideal, pero hay densidad superficial de corriente
de magnetizacién en la superficie de la barra. Esta se comporta como un
solenoide —con corriente que lo recorre— para el calculo del campo B y como
un par de polos para el calculo de H.A partir de B = ,uo(ﬁ + M), resulta
B = ,uoﬁ en el espacio fuera de la barra, aunque dentro de ella depende
tanto de H como de M.
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10.10. Comportamiento de los materiales en un
campo magnético

Desde mucho tiempo atras es conocido como se comportan algunos mate-
riales, como muchas aleaciones de hierro, en un campo magnético: la fuerte
atraccion sobre ellos es el arquetipo de comportamiento “magnético”. En la
ecuacién (10.33) se definié la susceptibilidad magnética, como la relacién
entre el campo H aplicado y la magnetizacion. En los materiales “magné-
ticos”, la susceptibilidad no es una constante: depende del campo externo
aplicado. Se aprovechan esas propiedades, como hemos visto, en aplicacio-
nes interesantes como los electroimanes o los transformadores.

Otros materiales tienen comportamientos mucho menos notorios en un cam-
po magnético?. Comiinmente se dice que son materiales no magnéticos, pe-
ro observandolos con més detenimiento, se vera que los campos magnéticos
si tienen una accién sobre ellos. Precisamente esos comportamientos fue-
ron observados por Jacques y Pierre Curie, hacia 1883. Sus experimentos
consistieron en colgar una muestra de material de una balanza de torsién
muy sensible (nuevamente una balanza de torsién, pero muy perfeccionada,
comparada con la de Coulomb: puede medir diferencias de 10ug) de ma-
nera que la muestra quedara cerca de los polos de un electroimén con su
campo horizontal. Los hermanos Curie® observaron que los materiales “no
magnéticos” parecian experimentar pequenos aumentos o disminuciones de
peso cuando se introducen en un campo magnético. Habia, pues, fuerzas
de atraccion o repulsién. A los materiales ligeramente atraidos los llamaron
paramagnéticos, a los repelidos, diamagnéticos® 7.

Se puede explicar cualitativamente el comportamiento de los materiales co-
menzando por imaginar un dtomo de hidrégeno como un nicleo positivo (un
protén) con un electrén moviéndose en una érbita a su alrededor. Ya hemos
considerado este modelo primitivo y calculado el momento magnético de ese
electrén. En el gas hidrégeno, cada atomo estd enlazado —quimicamente—

4 Una pregunta natural en un lector atento es acerca de la accién de un iman sobre
cualquier material, jaceptamos, de acuerdo con la hipétesis de Ampere, que todo material
tiene corrientes dentro de é17

5 Pierre Curie recibié el premio Nobel en 1903, junto con su esposa Marie y con P.
Becquerel, por el descubrimiento de un fenémeno que entonces parecia mas interesante:
la radiactividad. Ver la pagina nobelprize.org/physics/laureates/1903/index.html.

6 Recuérdese que el prefijo para- significa parecido a.

7 En los instrumentos modernos comerciales se emplea un sistema de microbalanza
con realimentacion electrénica similar a la descrita en F. Mora, Construccion, calibracion
y utilizacion de una microbalanza, Trabajo dirigido, Universidad Nacional de Colombia,
2001.
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con otro; en las moléculas de Hy los momentos magnéticos de los electrones
estan opuestos entre si, dejando la molécula casi sin momento magnético.
Este comportamiento es tipico de muchas sustancias, de las que se dice
carecen de momento magnético.

Cuando la molécula de hidrégeno se somete a un campo magnético, aque-
llos electrones cuyas Orbitas estan en planos normales al campo cambian
ligeramente su momento angular. Este comportamiento se puede predecir
a partir de la ley de Faraday: cuando el campo se incrementa —desde cero—,
habra un campo eléctrico inducido que actuard sobre los electrones. Esto
significa que los momentos magnéticos de los electrones no se cancelaran y
la molécula, como un todo, adquiere un momento angular —inducido por el
campo magnético—. Este comportamiento, en el que el momento magnético
inducido es opuesto al campo aplicado, esta presente en todos los materiales
y representa el diamagnetismo. Son diamagnéticos el agua, el hidrégeno, el
amoniaco, el bismuto, el cobre, el grafito y otras sustancias; son débilmente
repelidos por un iman. Es una manifestacion de la ley de Lenz y se observa
en sustancias cuyos atomos tienen electrones apareados.

En otras sustancias, como el oxigeno, hay electrones no apareados y sus
momentos magnéticos no se cancelan. Tales moléculas poseen un momento
magnético permanente —ain en ausencia de un campo externo—. Cuando se
someten a un campo externo, las érbitas se alteraran, como ya se describio,
pero permanece un efecto neto en que los “polos” del atomo tienden a
alinearse en el campo externo. Tales sustancias son paramagnéticas. Por
ejemplo, lo son el oxigeno, el estano, el aluminio, el sulfato de cobre y
muchas otras sales de los elementos “de transicién”. Son atraidas por un
iman, aunque el efecto es débil.

Material Xm X 10°
Aluminio  +2.,2
Amoniaco -1,06
Bismuto -16,7
Cobre -0,92
Hidrégeno -0,00022
Oxigeno +0,19
Silicio -0,37
Agua -0,90

La tabla muestra los valores de susceptibilidad magnética de algunas sus-
tancias comunes, tanto diamagnéticas como paramagnéticas. Recuérdese
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que hemos empleado el simbolo x,, para la relacion entre la magnetiza-
cién (dipolo magnético por unidad de volumen) y la intensidad de campo
magnético®.

Un experimento interesante es la observacién —y medicién— del compor-
tamiento de soluciones de sales (paramagnéticas) en agua (diamagnética)
con concentraciones crecientes, empleando el llamado aparato de Quincke
(Figura 10.6).

Polo de un
electroiman
- de liquido
Nivel de liquido po
sin campo
Rama del tubo Rama del tubo
con diametro con diametro
grande pequeiio

F1curaA 10.6. Esquema del aparato de Quincke

El nivel de liquido en ambas ramas del tubo en U es, sin corriente en
el electroiman, el mismo, pero el nivel en la rama —de didmetro mucho
menor—, que esta entre los polos de este, baja o sube cuando se conecta el
campo magnético —en la préactica solo se observa el comportamiento para-
magnético, mucho mas evidente que el diamagnético; el diamagnetismo del
agua se observa por extrapolacién—.

La susceptibilidad de los materiales dia- y paramagnéticos es tan pequena
que la contribucién de la magnetizacién al flujo de campo magnético es
pequena —la variacién en la llamada “curva de magnetizaciéon” B(H) no es
muy notoria—; en la figura 10.7 no se muestra el efecto de cambiar el sentido
del campo: la curva resultante es simétrica a la mostrada respecto al origen
de la gréfica.

Pero la medicién de la susceptibilidad magnética es un importante método
de an4lisis. Puede funcionar como un método no destructivo y relativamente
barato para determinar, por ejemplo, la presencia de minerales con hierro
entre sedimentos; la mayoria de las sustancias de los seres vivos contienen
mucha agua y pocas moléculas de la vida contienen elementos como hierro

8 Es importante esta precaucién, porque no es una convencién “universal”. Ver, por
ejemplo, la pagina www.ee.surrey.ac.uk/Workshop/advice/coils/mu/.
)
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(la hemoglobina); es posible emplear las mediciones de susceptibilidad para
encontrar algunos tipos de moléculas en el estudio de desgaste de motores
(a través del andlisis de aceites), control de fabricacién de semiconductores,
analisis arqueoldgico de suelos y muchos procesos industriales®.
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FI1GURA 10.7. Sobre los comportamientos dia- y paramagnético

10.11. Los materiales ferromagnéticos

Una clase aparte son los materiales que llamamos anteriormente “magnéti-
cos”. Los primeros elementos en los que se observaron las propiedades que
nos ocuparan son el hierro, el cobalto y el niquel, y muchos de sus com-
puestos y aleaciones. Por ese origen suele emplearse la designacion general
“ferromagnetismo”, en contraste con los comportamientos dia- y paramag-
néticos. Claro que dentro de esa clasificacion gruesa se suelen distinguir
otras mads finas, pero de ellas no nos ocuparemos en detalle.

La curva de magnetizacion, que describe el comportamiento de los mate-
riales, es muy distinta en estos materiales de la que ya vimos. Vale la pena
considerar brevemente el método experimental con el que suele obtenerse
esta curva. Se construye un dispositivo formado por un marco del material
—mas simple de construir que un toroide— con dos bobinas de igual nimero
de espiras (Figura 10.8).

Una de ellas —conocida entre los ingenieros con el nombre de “bobina pri-
maria’— se conecta a un generador de corriente alterna, de modo que sea

 Se pueden ver més ejemplos en las paginas de los distribuidores de equipo, como
www.geneq.com/catalog/en/msbalance.html.
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posible medir la corriente que circula. La otra —bobina “secundaria’ se
conecta a un circuito integrador —el mas simple es un circuito con una re-
sistencia y un condensador, de modo que el producto RC' sea mucho mayor
que el periodo de la corriente impresa en el circuito primario. Con un buen
grado de aproximacion, la amplitud de la circulacion de H sobre un camino
dentro del marco se puede calcular a partir de la intensidad de la corriente
medida, el nimero de espiras en la bobina primaria y de la geometria del
campo. La tension inducida en la bobina secundaria depende del nimero
de espiras en esta, su area y la frecuencia (1/periodo) de la corriente. El
circuito integrador permite integrar esta tension, proporcional al cambio de
flujo magnético, para obtener el valor del flujo. La curva de magnetizaciéon
se puede mostrar en la pantalla de un osciloscopio. Los factores de escala
dependen de variables como la geometria, facilmente medibles.

Bobina Bobina
primaria ﬁsecundaria
— =l B
——F F ——
C —— — C
[ 1 1 [ e ]
]
U, | 2

Nucleo magnético

F1GurA 10.8. Sobre un experimento con un nicleo magnético

Con esta sencilla experiencia se obtienen curvas de magnetizacion similares
a la mostrada en la figura 10.9.

Se puede observar que los valores de la densidad de flujo magnético B son
mucho mayores y que este crece desde cero (cuando el material no estd ini-
cialmente magnetizado mas rapido que linealmente: es el caso de la curva
punteada) y alcanza, para valores adecuados de H un valor que ya solo
aumenta linealmente con H; este comportamiento, debido a la orientaciéon
casi completa de los dipolos magnéticos en la direccion del campo, se de-
nomina saturacion del material. La magnetizacién M del material es “com-
pleta” y contribuye de manera constante a la densidad de flujo. Si ahora
se reduce la corriente, y en consecuencia H, una parte de la magnetizacion
permanece, ain para corriente cero, alcanzando un valor llamado “densi-
dad de flujo remanente” o simplemente remanencia. Si se quisiera desmag-
netizar el material, habria que aplicar ahora un campo H opuesto a esta
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magnetizacién. Si este campo tiene un valor considerable, se dice que el
material tiene una alta coercividad.

I Remanencia
7l
//

- ,/ 1 PP
/ Curva inicia
0 L/

 Coercividad

Densidad de flujo B

— Curya estacionaria

[ L1
0

Campo aplicado H

Ficura 10.9. Forma general de las curvas de magnetizacién

Para explicar que puedan existir materiales con magnetizacion espontanea,
P. Weiss propuso —en 1907, basado en los trabajos anteriores de Ampere,
Gauss y Weber—, la existencia de dominios magnéticos. Un dominio es una
regién de material en que un nimero grande de dtomos (102 a 10'8) estan
alineados (Figura 10.10). Se puede demostrar, aplicando la mecdnica cudn-
tica, que asi tienen menor energia potencial. La interaccion clasica entre
dipolos magnéticos no es suficiente para explicar esa alineacién—. La alinea-
cién de los dominios en un volumen méas grande es mas o menos aleatoria
y por eso la magnetizacion en esos volimenes grandes es cero. Las tres re-
giones de la curva de magnetizacion inicial pueden explicarse en términos
de qué pasa con los dominios, asi: la aplicacion de un campo externo actua
como una presién sobre las paredes de los dominios; estas no se mueven con
facilidad, sino como si estuvieran trabadas entre si'C.

Las paredes trabadas requieren un campo mas intenso para moverse y se
produce entonces un salto. El efecto global es asi que la regién inicial I, cerca
del origen de la curva punteada, corresponde a un desplazamiento reversible
de las paredes de los dominios; la regién siguiente, I, a un desplazamiento
irreversible de las paredes y la 111 a rotacion de los dominios.

Una barra magnetizada, como la que consideramos anteriormente, gene-
ra un campo magnético alrededor suyo; eso significa que hay una energia
—magnetostatica— asociada con ella; resulta de la presencia de “polos mag-
néticos” libres en la superficie. Si la barra se parte en dos, a lo largo, y se

10 En una estructura cristalina real hay defectos, 4tomos de otras especies o fuera de
sitio, que funcionan como traba para muchos procesos, entre otros para el movimiento de
las paredes de dominio.
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convierte en dos dominios, la energia magnetostatica se reduce y si aque-
lla se sigue dividiendo, se reducira también la energia magnetostatica. Una
configuracién en una estructura cerrada de la magnetizacion tiene también
menos energia. Entre dominios hay regiones, llamadas “paredes de domi-
nio”; en que los dipolos magnéticos cambian gradualmente de una orienta-
cion a la otra. En estas paredes, los dipolos magnéticos ya no se orientan
en direcciones que minimicen la energia, de modo que la creacién de pa-
redes aumenta la energia magnetostatica. Por eso, el proceso de division

Sur

Norte

fﬁgx 7
/ e Ancho de o pared

Dipolo
atomico

Ficura 10.10. Esquema de la transicién de un dominio magnético a otro

en dominios no sigue indefinidamente. La division en dominios sigue has-
ta cuando la reduccion obtenida por la division es menor que el aumento
debido a la creacién de la pared. La estructura de dominios depende de la
composicién del material. Cuando se magnetiza un material, los dominios
se van orientando progresivamente hasta cuando todos estdn orientados,
con las limitaciones impuestas por la agitacion térmica. Cuando se observa
la curva de magnetizacién con el dispositivo mencionado arriba, es posible
observar en la curva de magnetizacion pequenos saltos —si se amplifican
se puede escuchar un ruido audible— llamados “ruido de Barkhausen”, ex-
plicable como la induccién producida por saltos en la magnetizaciéon. Los
dominios magnéticos se pueden observar por varios métodos, con los que
se puede comprobar que su tamano varia, acorde con el material, entre las
décimas de milimetro y los milimetros. Como representan imanes pequenos,
se puede emplear un método llamado “decoracion” para observarlos: una su-
perficie muy pulida del material se recubre con una suspensién coloidal de
particulas de Fe3O4 —un ferrofluido—. Las particulas se ordenan, en forma
preferente, cerca de las paredes de los dominios. Con un microscopio éptico
es posible observar su distribucién y tamano. Otros métodos épticos o de
microscopia electrénica pueden ser empleados también'!.

' Véase la pagina physics.nist.gov/Divisions/Div841/Cp3/Pubs/pdf/epg692.pdf.
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Los materiales ferromagnéticos suelen clasificarse en materiales blandos y
materiales permanentes, segiin su comportamiento en presencia de un cam-
po magnético. Los materiales blandos son aquellos que tienen una alta per-
meabilidad y baja coercividad; significa que se dejan magnetizar y desmag-
netizar con facilidad. Se emplean en aplicaciones en las que deben trabajar
con corrientes altermas. Los materiales permanentes —o duros— se emplean
por su capacidad de mantener campos magnéticos. Tienen una coercivi-
dad grande y una remanencia grande. Su permeabilidad puede ser baja y
se requiere un valor alto del campo H para alcanzar la saturacién. Sue-
len magnetizarse en un campo producido por un solenoide recorrido por
una corriente muy grande, durante un tiempo muy pequeno —un campo
magnético pulsado—.

10.12. Temas para discusién

e Una region del espacio esta en la vecindad de corrientes verdaderas, pero
estd limitada de modo que es imposible, dentro de esa regién, describir
un camino cerrado que rodee una corriente. Argumente que el campo H,
dentro de esa region, puede describirse como derivable de un potencial
escalar magnético. Considere algunas ventajas de ello. Busque una regién
de tal naturaleza en la vecindad de un alambre recto y largo que lleva una
corriente; en la vecindad de un solenoide de longitud L; en la vecindad
de un iman permanente.

e Sugiera un método para encontrar el valor del exponente en la ley de
fuerzas entre polos magnéticos usando imanes de barra. Véase el ejercicio
3 més adelante.

e En el capitulo correspondiente se defini6 la densidad de flujo magnético B
en términos de fuerzas sobre corrientes. Discuta una formulacién posible
en términos del torque sobre un dipolo magnético (). ;Qué mérito le
encuentra a cada una de ellas?

e Los efectos mas notorios de la presencia de un material ferromagnético
dentro de un solenoide son el cambio en el campo y en las inductancias;
discuta si, como se mencioné anteriormente, esto equivale a la presencia
de corrientes adicionales. En especial, discuta la realidad de las corrientes
de magnetizacion y sus efectos posibles.
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10.13. Ejercicios

1. Un iman de barra idealizado tiene seccién circular de area Sy longitud
L. Estd magnetizado uniformemente con un momento magnético por
unidad de volumen M. Encuentre el momento magnético de la barra.
Muestre que, asociada con M , hay una corriente I, = M - L sobre la
superficie cilindrica, dirigida en un sentido de mano derecha alrededor
del cilindro. ;Cdémo se definiria L?

2. Un imén en forma de aguja, de longitud 2d y seccién S, con VS < d,
tiene magnetizacion uniforme M alo largo de su eje. Un punto de obser-
vacién P tiene coordenadas (r,8) respecto a un sistema de coordenadas
con origen en el centro del iman y con eje polar en la direccién de la
aguja, con 2d < r. Muestre que la magnitud del potencial vector en P
esta dada por

_ pom send
 4mr?

A

donde m es la magnitud del momento magnético del iman.

3. Considere el iman del ejercicio anterior. Ahora un punto P esta sobre el
eje de la aguja y un punto @) estd sobre la recta bisectora perpendicular
a la aguja. Para ambos d < r. Use la expresion
3R(M-R) M

5 Ho
B RS R3

T ar

av’

para la densidad de flujo magnético, encuentre el vector B en los puntos
P y Q. Muestre que es igual al campo H que se obtiene de las cargas
magnéticas efectivas en los extremos del iméan, multiplicado por pg. jA
que es igual la relacién Bp/Bg?

4. Se emplean una barra de material para imanes permanentes (im.per.) y
piezas polares de hierro dulce (en la practica es hierro casi puro) en una
construccion con la geometria mostrada en la figura 10.11.

Las curvas caracteristicas del material para imanes se muestran en la
figura 10.12. Se supondra que la permeabilidad del hierro dulce es infinita
y se despreciaran los campos fuera de los materiales.

e El material para imanes se magnetiza hasta el punto P pasando una
corriente suficiente por una bobina externa. Calcule la densidad de
flujo magnético después de que la corriente se interrumpe.
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Ficura 10.11.  Geometria de un circuito magnético
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FiGura 10.12.  Una dependencia de magnetizacién e intensidad magnética

10.14. Actividades practicas

= Una pagina llena de informacién acerca de materiales magnéticos,
llamada Soft Magnetics Application Guide, se encuentra en
www.arnoldmagnetics.com/mtc/pdf/ASoftMag.pdf.

= Varias actividades cualitativas, pero interesantes, son propuestas en el
Exploratorium, en www.exploratorium.edu/snacks/iconmagnetism.html.

= Procure reunir el equipo necesario y realice el experimento sobre ob-
servacion del comportamiento de un marco ferromagnético, como se
describe en el texto.



Apéndice A

Instrumentos matematicos

A.1. Introduccion

La fisica es una ciencia construida socialmente, de modo que el reporte de
resultados es una de sus caracteristicas mas importantes. Muchos de ellos
deben ser cuantitativos, para tener un mayor valor. Se trata de obtener,
para las propiedades de los cuerpos y de los fenémenos, valores numéricos.
Ademsds de ello, se definen reglas para operar con esos numeros. Las pa-
ginas siguientes se ocupan de algunas de estas reglas, de los instrumentos
mateméaticos para la fisical. Se trata de una versién muy corta de los dife-
rentes temas que no pretende el rigor en el tratamiento que tendra un texto
matematico formal.

En la presentacién de cantidades fisicas, a veces basta con un valor —por
ejemplo la masa de un objeto o la temperatura a la que se encuentra—. Se
emplean niimeros reales, que denominamos escalares®. Los escalares poseen
magnitud, pero no direccién. La mayoria tienen ademas, dimensiones; dos
excepciones importantes son las medidas de éngulo (plano) y éngulo sélido.

Tema para discusion: No todas las cantidades fisicas se suman de la

misma manera; si se tienen, por ejemplo, 2 vasos de poliestireno inflado
un excelente aislante térmico—, cada uno con 0,1 kg de agua a 60°C, al

mezclarlas en un vaso tendremos 0,2 kg de agua, pero no a 120°C.

! Proponemos un uso de la palabra instrumento mds afin al sentido en las ciencias
sociales, como algo que nos es 1til en el ejercicio de las artes y oficios. Ver el Diccionario
de la Lengua Espanola, DRAE.

2 Aunque en el proceso de medicién el resultado no es, estrictamente, un nimero real.

255
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En muchos casos no basta un valor (atin con dimensiones) sino se requiere
una direccion; se emplean ahora vectores, cuyo prototipo es un desplaza-
miento, es decir un elemento de linea con direccién. Supondremos que las
operaciones matematicas con las variables representadas por escalares son
ya conocidas. Trabajaremos en lo que sigue, con énfasis, en las operaciones
con vectores.

Para un tratamiento en profundidad pueden estudiarse obras como el libro
de Kreiszig, E. Advanced Engineering Mathematics, Wiley 1999 —en su parte
B-. El libro de Feynman, Leighton y Sands, The Feynman Lectures on Phy-
sics, contiene también una corta pero interesante presentacién del tema. Son
paginas ttiles la newton.javeriana.edu.co/tutoriales/vectorial/default.asp,
la dieumsnh.qgfb.umich. mx/vector y www.sc.ehu.es/sqwpolim/FISICAII/
Temal.pdf, entre otras. En la pdgina joshua.smcvt.edu/linearalgebra/ se
encuentra un curso gratuito sobre espacios vectoriales. Para una colec-
cién de problemas resueltos puede consultarse la de Alberto Miyara, en
www.geocities.com/matematica_y_fisica/problemas.html

A.2. Los vectores y el algebra de vectores

Los elementos de linea, ain con direccién, son méviles y no dan —en forma
intrinseca— una informacién sobre la posicién. Para ello se define un punto
de arranque de todos los desplazamientos, el origen. Se justifica, entonces,
hablar del vector posicion: es el desplazamiento desde el origen que nos lleva
a un punto elegido. Emplearemos la convencion de escribir las cantidades
vectoriales con una flecha encima de ellas.

Las cantidades vectoriales pueden sumarse, aunque, como es natural, deben
emplearse vectores con las mismas unidades (dimensiones) en estas sumas.

La suma de dos vectores se representa mediante un paralelogramo (Figura
AT)

PR=PQ+ QR (A1)

Si llamamos @, b y € a tres vectores, puede comprobarse que la suma es
conmutativa y asociativa, es decir

Los vectores posicién, como los prototipos que son, nos serviran para vi-
sualizar sus propiedades. Son usuales dos formas (complementarias) de pre-
sentarlas: la primera es geométrica, basada en los elementos de linea en el
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espacio. La otra se basa en los sistemas de coordenadas. En esta, se re-
presenta un vector como una matriz fila, formada por las componentes del
vector en cierto conjunto de ejes cartesianos (los ejes z, y y 2)

a = (ag,ay,az) (A.4)

El valor de la componente a, es la coordenada z de la punta del vector
menos la coordenada x de su cola. La suma de dos vectores @ = (a, ay, a.)

v b= (b, by, b) sera entonces
@4 b= (ag + by, ay + by, a, +b,) (A.5)
Si n es un escalar, el producto de un escalar por un vector sera

na = (naz,nay,na;) (A.6)

FicUrA A.1l. Representacién de vectores y su suma

Se puede comprobar ficilmente que el dlgebra de vectores es distributiva
en relacién con la multiplicacién por escalar, es decir n (@ + I;) =na+nb.
La multiplicacién por escalar nos permitira, ademas, asignar dimensiones
distintas a la longitud a nuestros vectores.

Se definen vectores unidad —o vectores unitarios— en las direcciones de los
ejes como ¢ = (1,0,0), j = (0,1,0) y k= (0,0,1). Cualquier vector puede
ahora expresarse en términos de los vectores unidad, los que forman, en la
terminologia de los matematicos, una base del espacio vectorial

&':axf+ay§+azfc (A.7)

En este caso es una base ortonormal, porque los tres vectores unitarios son
perpendiculares entre si.
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Son ejemplos de magnitudes en la fisica que se deben expresar como vecto-
res: los desplazamientos desde un origen

las fuerzas
F = (F;,F,,F,) (A.9)
las velocidades . 7t + ot) — 7(1)
T r(t + —-r
b= — = lim ——2 "\ Al
U0 T sieo 5t (A.10)

y muchos otros.

Una manipulacién importante en el trabajo con vectores es la transforma-
cién de coordenadas. Supongamos que cambiamos de una base ortogonal z,

Y, z, a una nueva base x’, ', 2, relacionada con la anterior por una rotacién
alrededor del eje z en un dngulo 6 (Figura A.2).

En la nueva base, las componentes de un vector desplazamiento 7 desde el
origen son (x,y’ 2, relacionadas con las anteriores por las ecuaciones
=2 cosf + ysend

"
y = —x senf 4+ ycosh (A.11)
z2'=z

No necesitamos cambiar el nombre para el vector desplazamiento; seguira

siendo 7, con magnitud y direccién independientes de los cambios en los
vectores base.

Ficura A.2. Una rotacién de ejes coordenados

Las componentes si dependen en la manera especificada por las tres ecua-
ciones anteriores, que preservan la magnitud y la direccion de 7.
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Podemos avanzar un poco mas: si todo vector puede representarse como
un desplazamiento (un desplazamiento es sélo un caso particular de un
elemento con direccién), podemos esperar que las componentes de un vector
general se transformen de manera andloga; en el caso de rotacién de los
vectores base en un angulo 6 alrededor del eje z, las componentes de un
vector general @ se transformardn de acuerdo con las ecuaciones

(g = Ay cosl + a,send
ay = —ay senf + a, cosd (A.12)

Az = Gy

Con reglas de transformacién equivalentes para rotaciones alrededor de los
ejes x vy y. Podremos también considerar estas ecuaciones como un crite-
rio de decisién sobre un vector: tres cantidades (a,,ay, a,) pueden tomarse
como las componentes de un vector si se transforman de acuerdo con esas
ecuaciones. Si no lo hacen, no pueden ser las componentes de un vector.
Por supuesto, las cantidades escalares son invariantes bajo tales transfor-
maciones. En muchos casos encontraremos cantidades que tienen magnitud
y direccién; las ecuaciones de transformacion nos permitiran comprobar si

las podemos considerar como vectores o no®.

Las transformaciones de coordenadas suministran también un criterio pa-
ra los escalares, en este contexto: la longitud de un vector, como hemos
visto, no depende del sistema coordenado. Tampoco deberia depender la
magnitud de un escalar bien definido del sistema coordenado.

A.3. El vector area

Comencemos con una superficie plana, con drea dada por el escalar S.
Podemos definir un vector 4rea S , con magnitud S'y direccién perpendicular
a la superficie, con su sentido dado por una “regla de mano derecha”: si los
dedos de la mano derecha describen una direccién en la curva que limita la
superficie, el pulgar estara en la direccién de S (Figura A.3).

La cantidad S ciertamente tiene magnitud y sentido. Para decidir si es un
vector verdadero, sometamoslo a la prueba de la transformacién de compo-
nentes. Sabemos que si la normal a la superficie hace un angulo «, con el
eje x, entonces, el area tendida sobre el borde de la superficie en la direccién
x serd S cos(ay). Esta serd la componente z de S. En forma andloga, la

3 Ver Sommerfeld, A., Lectures on Theoretical Physics, Academic Press, 1964, volumen
2, seccion 2.
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componente y de S serd S cos(ay), si el 4ngulo que hace S con el eje y es
oy, etcétera.

C

FI1GURA A.3. Acerca de la definicién del vector area

Podemos limitarnos, sin pérdida de generalidad, a superficies cuya normal
es perpendicular a la direcciéon z. En este caso podemos decir que a, =
/2 — ay = a. Como consecuencia, S = S (cos(a), sen (a),0). Si ahora
giramos la base alrededor del eje z por un angulo 6, lo que equivale a girar
la superficie y su normal alrededor del eje z por un angulo —#, entonces

Syr= 8 cos(a — 0) = S cos(a) cos(0) + S sen (a) sen (0) =
Sy cos(0) + S, sen (0) (A.13)

Que es la transformacién correcta para la componente x de un vector.
También se puede comprobar que las otras componentes se transforman
correctamente. Esto muestra que el vector area estd bien definido.

De acuerdo con la regla para la suma de vectores, el area proyectada en
la direccion x de dos superficies planas, unidas en una linea comun sera
la componente x de la suma de los vectores areas. De manera similar, pa-
ra muchas superficies planas unidas, el area proyectada en la direccién z,
que es la misma que el drea proyectada del borde en la direccién z, es la
componente x de la resultante de todos los vectores dreas

S=>"5 (A.14)

Si tomamos ahora el limite, haciendo que el numero de superficies —o
facetas— crezca y su drea se reduzca; entonces, podriamos obtener una su-
perficie continua con area dada por

S=> 45 (A.15)
i
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Es claro que el area proyectada por el borde de esta superficie en la direcciéon
x es igual a 5. Nétese que el borde de la superficie determina al vector
area y no la forma de la superficie; dos superficies que compartan el mismo
borde tendrén el mismo vector drea.

Podemos extraer una consecuencia de lo anterior: una curva cerrada que no
esté en un plano puede tener un vector area S que es la resultante de los
vectores areas de las superficies que terminan en esa curva. Las componentes
de S son las dreas proyectadas de la curva en las direcciones de los vectores
base. Otro corolario sorprendente, y muy importante, es que una superficie
cerrada, como no posee un borde, tiene vector area igual a cero.

Ejercicio: Una figura geométrica, limitada por superficies planas, tiene vér-
tices en los puntos (1,0, 0), (0,1,0), (—1,0,0), (0,—1,0), (0,0,1) y (0,0, —1).

e Calcule los vectores area de cada una de las caras de la figura.

e Calcule la suma de los vectores drea de las caras que tienen 0 < z y la
suma de los vectores area de todas las caras.

A.4. El producto escalar

Una cantidad escalar es invariante bajo todas las transformaciones de ro-
tacion —de ejes coordenados—. Las componentes individuales de un vector
se transforman, de modo que, en este contexto, no se comportan como es-
calares. jPodriamos formar una combinacién de las componentes de dos
vectores para tener un escalar? Consideremos el llamado producto escalar

@ b=agby +ayb, + ab, (A.16)

Hagamos girar los vectores base un dngulo 6 alrededor del eje z. En la nueva
base el producto escalar toma la forma

@-b=(agcos + ay sen ) (b, cos 6 + by sen )
+ (—az sen b + a, cos 0)(—by send + by, cos ) + ab,
= azby + ayby + ab, (A.17)

De modo que @ ~5, llamado también producto interno, es invariante bajo esta
rotacion de ejes. Puede demostrarse también que es invariante bajo rotacio-
nes alrededor del eje x y del eje y. Asi, el producto definido es un escalar.
La definicién es una buena definicion. En realidad, es la tinica combinacién
simple de las componentes que se comporta como escalar.
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Puede mostrarse facilmente que el producto escalar es conmutativo y distri-
butivo respecto de la suma —no hay una propiedad asociativa, claro esta—:

(A.18)

+a-c (A.19)
;,Cual es el significado del producto escalar? En el caso de @ = 5, se ve que
a-b=a’+ afj + a? = (longitud de a)* (A.20)

Y la invariancia del producto escalar es equivalente a la invariancia de
la longitud de un vector bajo la rotacién de la base (;por qué habria de
variar?). La longitud de @ suele escribirse como |d|.

En el caso general, podremos construir un tridangulo con los vectores @, b y
b — a (Figura A.4). El cuadrado de la longitud de b — @ serd

(b—a)-(b—a)=|a+b>—2b-a (A.21)

Recordando el teorema del coseno de la trigonometria y comparédndolo con
la ecuacion anterior, se sigue que

b-d=|d|b| cos 6 (A.22)
donde 6 es el dangulo formado por los dos vectores.
B
b b-a
0
0 > A

Ficura A.4. Sobre el producto escalar de dos vectores

Se puede emplear este resultado para decidir que si b-@ = 0, entonces |@] =0
o |b] =0 o los dos vectores son perpendiculares entre si. Se puede también
calcular el dngulo entre los dos vectores a partir de la ecuacién A.22.

El concepto de producto escalar en mecédnica se aprovecha en la definicién
del trabajo, W, realizado por una fuerza F'y efectuando un desplazamiento
7 del objeto sobre el que actia. El trabajo se puede calcular como

W = |F||f] cos § = F -7 (A.23)
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Donde 6 es el angulo entre la fuerza y el desplazamiento. Otro ejemplo es
que, si un fluido esta pasando por la abertura de un recipiente, de modo que
la velocidad de las particulas del fluido es ¥ y el vector area de la abertura
es §, se denomina “tasa de flujo” al producto

7- S = tasa de flujo (A.24)

A.5. El angulo y el angulo sélido

Hemos pospuesto hasta ahora la discusion de dos magnitudes sin dimensién
que seran importantes: no teniamos las bases necesarias.

Un angulo se define en un plano, entre dos semirrectas que se encuentran
en un punto (denominado vértice) y describe la posicién relativa de esas
dos lineas (Figura A.5). Diremos que el dngulo se origina por rotacién de
una de las dos lineas y su medida serd la magnitud de la rotacién necesaria
para que coincida con la segunda. Como es posible girar en dos sentidos, es
necesario establecer una convencion acerca de lo que denominaremos una
rotacion positiva, que sera en el sentido opuesto al giro habitual de las ma-
necillas de un reloj. Se emplean habitualmente las letras griegas minusculas
(o, B, 7, ...) como simbolos para los dngulos.

R

Ficura A.5. Sobre la definicién de dngulo

La unidad de medida de un dngulo, en el SI, es el radidn (rad). El grado,
muy corriente, no es una unidad en el SI.

Si nos desplazamos, como ilustra la figura anterior, a partir de un punto P,
a lo largo de una recta, una distancia r hasta un punto @) y luego a lo largo
de una circunferencia, centrada en P, por un camino de longitud d hasta
un punto R, entre la semirecta PQ y la PR habrd un dngulo de d/r rad.
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Esto significa que una rotacién de una vuelta completa se puede reportar
como un angulo de 27 rad.

Es claro que el radidn no tiene dimensiones (longitud/longitud).

Un angulo sélido corresponde, en el espacio tridimensional, al &ngulo en el
bidimensional. Se puede definir como el valor de una superficie parcial S
de una esfera, dividido por el cuadrado del radio de esa esfera r? (Figura
AL6).

(A.25)

FIGURA A.6. Sobre la definicién de dangulo sélido

Si imaginamos la esfera como de radio unidad, » = 1 m, se comprende que la
superficie total es 4 7 m?, de modo que el dngulo sélido total es 4w ~ 12, 57.
El angulo sélido no tiene dimensiones, claro estd, pero se conviene en llamar
la unidad elesterradidn (sr) en el SI*.

Cuando la superficie A no es una esfera, se define el dngulo sélido que
aquella determina en un punto P, como el cociente de la superficie, S, que
se genera, cuando se proyecta A sobre una esfera de radio r, dividida por
el cuadrado del radio de esta

S i - di
0=" = A2
r2 //A P’ (4.20)

4 Tanto el d4ngulo plano como el sélido son adimensionales y se podria, en principio,
evitar el uso de esas unidades cuando se especifican valores de cantidades fisicas. Pero
el uso en varias aplicaciones, que emplean esos conceptos en forma intensiva, como en la
luminotecnia, resulta muy conveniente mantener la designacion.
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Donde 7 es el vector unitario desde el centro de la esfera, da el elemento
de drea (diferencial) de la superficie y p es la distancia del centro hasta la
superficie.

La figura muestra la relacién entre superficie y angulo sélido. Notese, sin
embargo, que la forma del borde de la superficie no desempena ningun
papel: cualquier superficie con la misma drea (escalar) definirfa un dngulo
solido del mismo valor.

Tema para discusién: ;Cémo seria una expresién parecida a (A.26) para
definir el angulo que los extremos de una curva plana determina en un punto
situado en ese mismo plano?

A.6. El producto vectorial

Sabemos ya cémo construir un escalar a partir de las componentes de dos
vectores. jPodriamos construir un vector que no sea simplemente una com-
binacién lineal de dos vectores @ y b? Examinemos si el llamado producto
vectorial cumple las condiciones:

@x b= (ayb, — azby, a;by — azh., azb, — ayb,) = (A.27)

Para ello, giremos la base en un angulo 6 alrededor del eje z, empleando
las ecuaciones de transformacion. La componente c,- sera:

¢ = (—agsen + aycos)b, — a,(—b,ysend + b, cosf)
= (ayb. — asby) cos O + (azby — ayb.)send
= ¢z cos 0 + cysen (A.28)

De modo que la componente x de a x b se transforma correctamente. Se
puede mostrar que las otras componentes se comportan también correcta-
mente, de modo que podemos confiar en que a@ x b es un vector. El producto
externo, como se llama también, es anticonmutativo

axb=-bx

Ql

(A.29)

Es distributivo
ix(b+d=axb+axé (A.30)

Pero no es asociativo, claro esta

Ax(bxd) #(@xb)xT (A.31)
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El producto vectorial, si se transforma como un vector, debe tener una
d1recc10n y una magnitud. Se puede mostrar que axbes perpendicular a
aya b. Para ello, calculemos a - @ x b:

—

a-dxb=ag(ayb, —azby) + ay(a.by — azb.) + az(azby — ayb,)
=0 (A.32)

Esto muestra que a es perpendlcular a @ xb. Se puede mostrar en forma
similar que b es perpendicular a @ x b. Los vectores a, b y a x b forman un
trio de vectores de mano derecha, similar a los vectores unidad ¢, j y k que
cumplen 7 x J = k. La direccién de @ x b se obtiene a partir de una regla
de mano derecha (Figura A.7).

aXb
dedo pulgar

dedo medio

Y

a

dedo indice

Ficura A.7. Una regla de mano derecha para el producto vectorial

Evaluemos ahora la magnitud de @ x b. Tendremos que
(@ x b)* = (ayb, — azby)? + (a:by — azbs)* (azby — ayb,)?
= (a3 + aj + a2)(b3 + b} + b2) — (azbs + ayby + azb.)?
— |a@]*|b]* — (@-b)”
= |a@|?|b]* — |a@||b|? cos® 0 = |@|?|b|? sen 20 (A.33)
Asi que
magnitud ded x b = |@] |b| sen 6 (A.34)

Es claro que @ x @ = 0 para cualquier vector, puesto que 6 es cero. De esa
manera, si @ X b = 0, entonces podemos concluir que alguno de los vectores
tiene magnitud cero o son paralelos entre si.

Consideremos el paralelogramo basado en los vectores a y b.

El 4rea escalar de ese paralelogramo es |d@||b] senf. Su vector area tiene
la magnitud del area escalar y es normal al plano del paralelogramo. Eso
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significa que es perpendicular tanto a @ como a b. En otras palabras, des-
cubrimos que (Figura A.8)

—

S=daxb (A.35)

Con el sentido del vector drea dado por una regla de mano derecha.

Ficura A.8. Acerca del vector drea como producto vectorial

En mecédnica se emplea el producto vectorial para describir el momento
de una fuerza —que mide la capacidad de una fuerza para hacer girar—:
supongamos que una fuerza F' se aplica en la posicién 7 (Figura A.9).

FI1Gura A.9. Acerca del producto vectorial en mecanica

El momento de esa fuerza alrededor del origen O —el eje de giro— es el pro-
ducto de la magnitud de la fuerza y de la longitud del brazo. La magnitud
del momento es |F||7] sen . La direccién del momento se toma, conven-
cionalmente, en la direccion del eje que pasa por O y alrededor del cual
la fuerza hace girar el objeto al que se aplica, en el sentido determinado
por una regla de mano derecha. Asi, pues, el vector momento de la fuerza
—también llamado torque— es

M=FxF (A.36)
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A.7. Las rotaciones

i.Son vectores las rotaciones de un objeto alrededor de diferentes ejes? Tra-
temos de definir un vector rotacién 67, cuya magnitud es el angulo de giro
y cuya direccién esté determinada por una regla de mano derecha. Veamos;
la figura A.10 muestra dos dados ctibicos comunes —con sumas iguales en
lados opuestos—. En el frente de la figura se muestra el resultado de aplicar
una rotacién de 7/2 alrededor del eje z, seguida de una rotacién de /2
alrededor del eje z. En la fila de atrés se muestra el resultado si el orden de
las rotaciones es distinto: primero la rotacién —de 7/2— alrededor del eje x
y después la rotacién de 7/2 alrededor del eje z. Es claro que los resultados
son distintos. Las rotaciones tienen una algebra no conmutativa.

F1GurA A.10. Dos resultados de las rotaciones de un dado

Pero ;qué pasa si los angulos de rotaciéon son muy pequenos, en realidad in-
finitesimales? Supongamos que a un vector a lo giramos un dngulo pequeno
00, alrededor del eje z (Figura A.11). ;Cémo cambian sus componentes?

Ficura A.11. Sobre el resultado de rotaciones pequenas
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La rotacién del vector es equivalente a girar la base en un dngulo —4§6, alre-
dedor del eje z. De acuerdo con las ecuaciones de transformacién, tendremos
A.12

g’ & ag cos(00,) + ay, sen (66,)
—ag sen (06, + ay cos(06.,)

Ay = Qy

Q

ay’

O, en otras palabras, empleando las aproximaciones senf =~ 6 y cos ~ 1
para angulos pequenos,
a'~d+00.kxa (A.37)

La ecuacion anterior puede generalizarse para el caso de rotaciones peque-
nas alrededor de los ejes x y y por dngulos 00, y d0,, respectivamente. Se
tendra que

—

@~ a+olxa (A.38)

Donde se define el vector
60 = 60,1 + 60, + 06k (A.39)

que podemos denominar vector de rotacion. Es claro que solo podemos
definir 56 para pequenas rotaciones; esto quiere decir para angulos a los
que la aproximacién al seno (~ ) y al coseno (~ 1) de dngulos es vali-
da —en la practica, esto quiere decir angulos menores que 0,25 rad o que
15°—. De acuerdo con lo anterior, una rotacién pequena de un objeto al-
rededor del eje z seguida de otra rotacién pequena alrededor del eje x es
—aproximadamente— igual a las dos rotaciones realizadas en distinto orden.

La posibilidad de considerar una rotacién infinitesimal como un vector,
permite también considerar a la velocidad angular

&= lim — (A.40)

como un vector. Si en lo anterior interpretamos al vector @ como a(t + 6t),
se puede describir el movimiento de un vector precesando® alrededor del
origen de coordenadas con velocidad angular & con la ecuacion

da

T =oxa (A.41)

® Con el mismo significado que en mecédnica un trompo realiza un movimiento de
precesion. La palabra precesar es un neologismo.
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A.8. El producto escalar triple

Consideremos ahora tres vectores, @, b y ¢, no coplanares. El producto es-
calar triple es el resultado de la operacién a - bx ¢ Sabemos, de la seccién
anterior, que b x € es el vector drea del paralelogramo formado por b y C.
De esa manera, el producto escalar triple es el area escalar de ese paralelo-
gramo multiplicada por la componente de @ en la direccién perpendicular
al paralelogramo (Figura A.12).

i/

FicUrA A.12. Sobre el producto escalar de tres vectores

En consecuencia, el producto escalar triple es el volumen del paralelepipedo
definido por @, b y ¢.

Este volumen es independiente de cémo se forme el producto triple, excepto
porque
-bxi=—a-éxb (A.42)

Es decir, el volumen sera positivo si d, b y ¢ forman un trio de mano derecha
—es decir, si @ estd por encima del plano formado por b y ¢~ y negativo si
forman un conjunto de mano izquierda. El valor del producto escalar triple
no cambia si se intercambian los operadores de los productos:

G-bxé=axb-c (A.43)

Cualquier permutacion ciclica de los vectores deja también invariante al
producto escalar triple

a-bxc=b-dxc=c-adxb (A.44)
pero cualquier permutacién anticiclica de los vectores cambia su signo
5: —b .

ab X @ (A.45)

X
I
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El producto escalar triple sera cero si alguno de los vectores es paralelo a
otro o si los tres son coplanares.

Si los tres vectores @, b y ¢ no son coplanares, cualquier vector 7 puede ser
expresado como una combinacion lineal de ellos

F=ad+pBb+~¢ (A.46)

—

Formando el producto escalar de cada lado de esta ecuacién con b x ¢
obtendremos

Fbxé=ad-bxé (A.47)

De donde se puede calcular el coeficiente v como

=
oL

(A.48)

oy

X
X

SRS

a

con expresiones semejantes para 3 y . Los tres coeficientes pueden ser
encontrados de manera tnica.

A.9. El producto vector triple

El producto vector de tres vectores, @, b y ¢, se define como @ x (5>< ). Los

paréntesis son importantes porque @ X (b x €) # (@ x b) x ¢. Puede mostrarse
que

ix(bxd=(@ &b— (i e (A.49)

y que L
(@xb)yxé=(a-c)b—(b-d)a (A.50)

Veamos como, en el primer caso, el lado izquierdo la ecuacién es un vector
bien definido y el lado derecho contiene también vectores bien definidos.
Si mostramos lo correcto de esos resultados en un sistema de coordenadas
particular, debe ser vélido en general.

Escojamos, por conveniencia, los ejes de modo que el eje x esté a lo largo
de b y C esté en el plano = — y. Los tres vectores pueden ser expresados
como d@ = (ag,ay,a;), b= (by,0,0) y &= (€z, ¢y, 0). El vector b x & estard
dirigido a lo largo del eje z, es decir b x & = (0,0, bzcy). Como consecuen-
cia, el producto d@ x (l_; x ) estard en el plano = — y y serd de la forma
ax(bxa) = (aybycy, —agbycy,0). Esto es el lado izquierdo de la ecuacién
A.49 en nuestros ejes.
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Para calcular el lado derecho de la ecuacion A.49, necesitamos los productos
(- C= azCy + aycy y @-b= azb,. Con ellos podemos calcular que

lado derecho = ((aycy + aycy) by, 0,0) — (azbycs, azbycy, 0)
= (aycyby, —azbycy, 0) = lado izquierdo (A.51)

Que es el resultado buscado.

A.10. El calculo con vectores

La definicion de las reglas apropiadas del cdlculo nos permitiré trabajar con
derivadas o con integrales. Para encontrarlas supondremos que un vector a
varfa con el tiempo, @ = d(t). La derivada de ese vector con el tiempo se
define como

da a(t +ot) —a(t)
—=1lm | ————~= A.52
= m | (4.52)
En términos de componentes, escribiremos la derivada como
da da; da, da,
— = —,—= A.
dt <dt’dt’dt) (A.53)

[ ]
En algunos contextos suele escribirse da/dt como @ (un punto sobre la va-
riable que se debe derivar; para la segunda derivada, usaremos dos puntos).

Supongamos ahora que @ es el producto de una funcién escalar ¢(t) y de

—

otro vector b(t). {Cémo se calcula la derivada de @? Tendremos que, por
ejemplo

da, d _do db,
i awbx) =% by + ¢ 7 (A.54)
Lo cual nos permite asegurar que
di dp- db
b ) - A.
i~ a0 (A.55)

Se puede demostrar, por medio de un calculo similar, que las derivadas de
los productos escalar y vector son

d -

ST

g#a.)=a~ﬁ+a- (A.56)
d . - * - . >
%( Xb)=adxb+adxb (A.57)

En forma andloga a las leyes de diferenciacién en el calculo de productos
escalares. Las demds derivadas se encuentran también de manera semejante.
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A1, Las integrales de linea

Consideremos una funcién de dos variables f(x,y), definida para todo z y
todo y. ;Qué significa “la integral de f a lo largo de una curva dada” desde
P hasta @ en el plano x — y? Es como si primero enderezaramos la curva
y luego integraramos.

La integral simplemente estara dada por (Figura A.13)

Q .
/ f(z,y)dl = Area bajo la curva (A.58)
P

Stx.y)

y

FIGURA A.13. Sobre la definicién de integral de linea

Veamos un ejemplo —-muy empleado en los textos de matematica—, la inte-
gral de f(z,y) = zy entre P = (0,0) y Q = (1,1) alo largo de dos caminos
indicados en la figura (A.14).

Q(LL.1)

P(0,0) R

Ficura A.14. Posibles caminos de integracion
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A lo largo del camino 1, tenemos que z = y, de modo que dl = v/2dz. De

esta manera
Q 1 2
/ chdl:/ 3;2\/§da:—\3[ (A.59)
0

P

A lo largo del camino 2

Q 1
/ rydl = / zy dx
P 0 =1

1
1

:0+/ ydy = = (A.60)
0 2

1
+/ xy dy
y=0 0

El valor de la integral depende de la ruta tomada entre el punto inicial y el
final.

Ejercicio: Realice un dibujo tridimensional de la funcién y los caminos de
integracion descritos anteriormente.

Un tipo muy corriente de integral de linea es aquel en que las contribuciones
de dz y de dy se evalian por separado —por ejemplo, cuando el camino esta
formado por segmentos a lo largo de uno de los dos ejes—. Como ejemplo
consideremos la integral

Q
/ [y3dz + 2dy (A.61)
P
a lo largo de dos rutas (Figura A.15) entre P = (1,0) y Q = (2,1).

y

Q2,1

P(1,0) R

Ficura A.15. Otros dos caminos de integracién

A lo largo del camino 1, x =y + 1 y dx = dy, de modo que

@ 7
W+ ] = (4.62)



A.12. LAS INTEGRALES DE LINEA CON VECTORES 275

A lo largo del camino 2 la integral toma el valor

2 1
/ e + / xdy
1 y=0 0

Y nuevamente el valor de la integral depende del camino.

=2 (A.63)
r=2

Una clase importante de integrales de linea son aquellas cuyo valor no
depende del camino de integraciéon. En este caso podria ser que

Q
/ (fdz + gdy) = F(Q) — F(P) (A.64)

P

para alguna funcién F'. Dado F(P) para un punto P en el plano x —y, que
va a funcionar como un punto de referencia, entonces se puede calcular,
para cualquier otro punto del plano, el valor de la funcién F"

Q
F(Q)=F(P)+ /P (fdx + gdy) (A.65)

Si consideramos que la diferencia de los valores de la funcién F' entre dos
puntos es un cambio de altura, podemos buscar conjuntos de puntos @ que
tienen una altura constante respecto del punto de referencia P. Una vez
hallados, podemos trazar un mapa de contornos de altura constante

Q Q

[ et gay) = [ ar@a) =FQ-FP) (a00)

Tendremos, ademas, que
dF(z,y) = f(z,y)dz + g(z,y)dy (A.67)
Un ejemplo es la funcién F = z?; resulta que dF = y3dx + 3zy*dy y que

Q

/ (y3dx + 3zy’dy) = [:cy3]jQ3 (A.68)

P

Esta integral es independiente del camino de integracién.

Resultara importante distinguir entre las integrales que dependen del ca-
mino de integracién y aquellas que no dependen de él. Més tarde encontra-
remos un criterio para distinguirlas.

A.12. Las integrales de linea con vectores

Podemos sumar vectores; un paso necesario para integrarlos es la definicion
de un campo vectorial. El concepto de campo escalar es bastante familiar
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en fisica experimental. Imaginemos que vamos a determinar la temperatura
que alcanza un termémetro cuando se coloca en diferentes puntos dentro de
un horno. La temperatura depende de la posicién, T(7). Un campo escalar
es un conjunto de escalares asociados con puntos en el espacio.

De manera andloga, definiremos un campo vectorial como un conjunto de
vectores asociados a cada punto del espacio. Hay muchos ejemplos que pue-
den ser ttiles en la descripcion de sistemas fisicos: el campo de velocidades
9(7) en un fluido en movimiento describe qué velocidad llevan las particulas
cuando pasan por algtun lugar. Las velocidades de las particulas que forman
un trompo girando dependen de la posicion de esos puntos respecto del eje
de giro y del punto de apoyo; de esa manera se constituyen en un ejemplo
de campo vectorial.

Ejercicio: Sean los campos vectoriales A=i B= -5, C=i—-3,D =
zi—xj. Examine y considere esos campos. Dibuje diagramas para considerar
c6mo son las lineas del campo.

Designemos un campo vectorial como A(7). Sea dl = (dx, dy, dz) un vector
que describe un elemento de longitud de linea. Las integrales de linea con
vectores pueden surgir como productos escalares, de la forma

Q . . @
/ A-dl = / (Agdx + Ay dy+ A, dz) (A.69)
P P

Si A es una fuerza, la integral de linea puede describir el trabajo realizado
por esta fuerza cuando desplaza un objeto desde P hasta Q.

Calculemos, para mostrar un ejemplo concreto, el trabajo realizado por
una fuerza repulsiva, que varia como el inverso del cuadrado de la distancia
F = 7/|r3|. El elemento de trabajo realizado es dW = F - dI. Tomemos
los puntos P = (00,0,0) y @ = (a,0,0). El primer camino de integracién
puede ser a lo largo del eje z, de modo que

O

Un segundo camino puede ser, en primer lugar, a lo largo de una circun-
ferencia muy grande (con radio constante) hasta el punto R = (a,00,0) y
luego por una linea paralela al eje y hasta ). En la primera parte no se
realiza trabajo, porque Fes perpendicular a dl. En la segunda parte

—ydy B 1 > 1

En este caso, la integral es independiente del camino (jpor fortunal).
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Ejercicio: Calculese la integral de linea de la funcién F(x,y, 2) = (y? +
yez)% + 225 + 2yzl§:, si el camino de integracién C' es la parte de la circun-
ferencia 22 + 4% =1 con 0 < z y con P(0,1,0) y Q(0,—1,0) los puntos de
inicio y final.

A.13. Las integrales de superficie

Tomemos una superficie, S, que no tiene por qué estar en un plano y di-
vidamosla en elementos de area escalar §5;. Una definicién de integral de
superficie, para una funcién escalar, es

//fxy, )dS = hmexy,)S (A.72)

Por ejemplo, si el plano x —y es la superficie de un embalse y la profundidad
del suelo respecto de aquella es p(x,y), el volumen de agua contenida serd

V= / / P, y)d S (A.73)

Para evaluar una integral de superficie como esta, debemos dividir la tarea y
realizarla por los métodos usuales de integracién, primero en una direccién
(Figura A.16).

FIGURA A.16. Acerca del cilculo del volumen de agua en un estanque

El volumen en la tira mostrada en la figura es

{ /x o, y)dx] dy (A.74)

1

Donde los limites x1 y x2 dependen de y. El volumen total es la suma sobre
todas las tiras

V= :2 dy Ug:zp(x,y)dw] (A.75)
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Aunque podria evaluarse la integral tomando las tiras paralelas al eje y y

no al eje x
o Y2
V= / dx [/ p(m,y)dy] (A.76)
x1 Y1

Este intercambio del orden de integracion puede constituir un poderoso
método, pero debe tenerse cuidado en la eleccion de los limites.

Un ejemplo muy comun de célculo es la evaluacién de

/ /S 22ydzdy (A.77)

sobre un tridngulo con vértices A = (0,0), B = (0,1) y C = (1,0) (Figura
A1T).

0.0

(1,0)

F1GURA A.17. Una regién de integracién

Evaluemos primero la integral con x; se supone ahora que y es constante

1—y 23 1-y y
dy </ :Udex> =ydy {] =2(1 —y)3dy (A.78)
0 3 1o 3
Y ahora la integral con y:
1 4
Y 2 3 Y 10-20+15—-4 1
/0 (3 YT ) Y 60 60 (A.79)

Cambiemos el orden de las integraciones

12 1—x 1$2 ) 1
d dy= | L (1-2)2de=— A.
/o‘”/o ydy /02< P = (A.80)

Y nos dan el mismo resultado.
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En algunos casos, la integral de superficie es simplemente el producto de
dos integrales separadas. Por ejemplo, la misma funcién que acabamos de
integrar, pero ahora S es un cuadrado de lado unidad. La integral puede
escribirse como

1 1 1 1 11 1
/ dx/ 22ydy = / 22 dx / ydy | = == = = (A.81)
0 0 0 0 32 6

Con los limites de integracion para una variable, independientes de los
limites para la otra variable. En general, la obtencion de los limites correctos
resultard muy importante dentro del problema de evaluar una integral de
superficie. La mayoria de los textos especializados aconsejan realizar un
diagrama para evitar dificultades cuando se calculan estas integrales.

A.14. Las integrales de superficie con vectores

Usaremos mucho las integrales de superficie en el cdlculo con vectores (aun-
que, mas que todo, como parte de un argumento). Un ejemplo de ellas es la
tasa de flujo de un fluido con velocidad ¥ a través de una &drea infinitesimal
dg', dada por v - dS. La tasa de flujo neto a través de una superficie esta
formada por la tasa de flujo a través de muchas areas infinitesimales, es

decir
//Sv -dS = ng_I}O [Zvcos@dS} (A.82)

donde 6 es el dngulo entre la normal a la superficie y la velocidad de flujo
del fluido (ambas tomadas localmente).

De manera similar a las integrales de linea, la mayoria de las integrales de
superficie dependen de la superficie y de su borde. Otras —muy importantes—
dependen solo del borde y no de la forma de la superficie misma. Como un
ejemplo muy conocido (Figura A.18), consideremos el flujo incompresible
entre dos superficies S; y Sy que terminan sobre el mismo borde.

El volumen entre las superficies sera constante, de modo que el fluido que
entra debera salir y esto se expresa como

//Slﬁ~d§—//5217~d§ (A.83)

Como una consecuencia,
/ / 7-dS (A.84)

depende solo del borde y no de la forma de las superficies S1 y Ss.



280 APENDICE A. INSTRUMENTOS MATEMATICOS

Ficura A.18. Acerca del flujo incompresible sobre dos superficies

Ejercicio: Calctlese la integral de superficie de la funcién ﬁ(x, y,2) = (22 +

v2)i +yj — 2yzlAc, si la superficie de integracion S es la parte de la esfera
z2—|—y2—|—22:100n0§z.

A.15. Las integrales de volumen

Una integral de volumen puede ser de la forma

///Vf(m,y7z)d3f (A.85)

donde V es un cierto volumen y d*7 = dxdydz es un elemento de volumen
comparativamente pequeno.

Como ejemplo muy conocido, calculemos la posicién del centro de masa de

un hemisferio sélido de material de densidad p y radio exterior a (Figura
A19).

FIGUurRA A.19. Acerca de la posicién del CM de un hemisferio
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La altura del centro de gravedad sera

W (A.86)

La integral en el denominador de esta expresién (A.86) es simplemente el
volumen del hemisferio, dado por 27a®/3. La integral del numerador se

puede evaluar en coordenadas esféricas, en las que z = rcosf y d°7 =
r2 sen @dfd¢dr, de modo que

a /2 2m
numerador = ///z &7 = / dr/ do dér cos Or? sen 0
0 0 0
a w/2 2T 4
= / r3dr/ sen 6 cos 9d9/ d¢ = ™ (A.87)
0 0 0 4

Lo que resulta en una posicién del centro de masa dada por

2:

ra* 3 3a

4 2ma3 8
Dejamos para el lector el calculo de las coordenadas Z y ¢ del centro de
masa del hemisferio.

z =

(A.88)

A.16. El gradiente

El gradiente es un operador que actia sobre una funcion escalar y produce
un vector. En el caso de una funcién de una sola variable f(xz), el gradien-
te df /dx se interpreta como la pendiente de la tangente a la curva en la
posicién z (Figura A.20).

J)

Ficaura A.20. El gradiente en una dimensién

Queremos ahora extender esta idea a los campos escalares que son funciones
de dos o tres variables. Consideremos un campo g(z,y), que pudiera ser
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la altura de un monticulo (Figura A.21). Llamaremos di = (dz,dy) un
elemento de distancia horizontal. Ahora bien, dg/dl, donde dh es el cambio
de altura experimentado cuando nos desplazamos sobre el monticulo en una
distancia dl se parece al gradiente en la funcién de una dimensién, excepto
porque dg depende de la direccion de di y no solo de su magnitud.

y Contornos de g(x,y)
constante

fo

FiGura A.21. Contornos de valor constante de una funcién

En la vecindad inmediata de un punto P = (xq, Y0, 9(z0,yo)) la pendiente
se reduce a un plano inclinado —en otras palabras, podemos aproximar muy
bien nuestra funcién g(z,y) a un plano inclinado—. El valor més grande de
dg/dl es subiendo la pendiente de este plano. Para cualquier otra direccién

dg  (dg
i (dl>méxcose (A.89)

Definiremos un vector gr_&d g y lo llamaremos gradiente de g: su magnitud
estd dada por (dh/dl)max y su direccidn es la direccion de la pendiente més
acentuada. Debido a que depende de cos@, la componente de gr?zd g en
cualquier direccién serd igual a dg/dl en esa direccién. Este argumento es
similar al empleado en la definiciéon de vector area.

La componente de gr_dd g en la direccion = puede obtenerse dibujando el
perfil de g con x para y constante, lo que nos permite encontrar la pen-
diente de la tangente a la curva para un valor dado de x. Esta cantidad
se llama derivada parcial de g respecto de x para y constante. Se denota
(0g/0x),. De manera similar, el gradiente del perfil para = constante se
escribe(9g/dy).,. Los subindices x y pueden omitirse cuando no haya lugar
a ambigiiedades.

Como consecuencia, el gradiente expresado en sus componentes sera

- (0g 9g
gradg = (81" 3?4) (A.90)
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La ecuacién, para un plano tangente a la funcién g(z,y) en el punto P =
(x0,y0) serd, de la forma

gr = g(z0,90) + a(x — z0) + B(y — o) (A.91)
Para que tenga los mismos gradientes locales, debera cumplirse que

_ 9y _ 99

a=5 B = dy (A.92)

Para pequenos valores de dx = x —z¢ y de dy = y—1vp, la funcién g coincide
con el plano tangente; de esa manera tendremos que

dg dg
dg = —=d —d A.93
9= 5,00+ 5, (A.93)

Uniendo todo lo anterior, encontramos que
dg = gradg-dl (A.94)

., Cémo generalizamos esto a tres dimensiones? Aprovechemos un ejemplo,
la distribucién de temperatura en un horno en estado estacionario, es decir,
independiente del tiempo (Figura A.22).

T = constante

Isotermas

FIGURA A.22. Posibles isotermas en un horno

nirem ra mo an igu Vi I cuya magnitu max
Definiremos d T, como antes, igual al vector cuya magnitud es (dT"/dl)m4
y cuya direccién es la direccién de la derivada méaxima. Escribiremos este
vector en la forma de componentes como

(A.95)

- T 0T OT
g?“adT_(a 0 8)

dz’ dy’ 0z
donde la expresién g—g = (g%)y,z es el gradiente de un perfil unidimensio-
nal de temperatura para x y y constantes —y las similares por cambio de
variables tienen significados analogos—.
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El cambio en temperatura cuando se pasa de un punto P a otro punto
vecino, localizado a dl = (dz.dy.dz) serd

or orT or
dT = %d:ﬁ + a—ydy + %dz (A.96)

En forma vectorial se escribira como
dT = gradT - dl (A.97)

Una condicion interesante se obtiene suponiendo que d1' = 0 para algin dl.
Se deduce inmediatamente que dles perpendicular a gr_&d T. Se denominan
isotermas las superficies de temperatura constante y la conclusién es que
esas isotermas son siempre perpendiculares a gr_dd T.

Claramente es posible integrar a d7T'. La integral de linea entre los puntos
Py @ seré la diferencia de temperaturas

Q Q@ . -
/ T = / gradT - di = T(Q) — T(P) (A.98)
P P

Esta integral debe ser independiente del camino tomado entre Py @, de
modo que la integral del gradiente debe ser independiente del camino.

En general una integral de linea |, 19 A-dl podria depender del camino,
pero en ciertos campos vectoriales la integral no depende del camino. Tales
campos suelen llamarse campos conservativos. Es facil mostrar que si /T(F)
es un campo conservativo, se puede encontrar un campo escalar ¢(7) tal
que A= gr_dd o.

La prueba puede ser como sigue: conservemos el punto inicial P de nuestra
integral de camino fijo, de modo que la integral serd una funcién de la
posicién del punto @:

Qe .
/ X.di=v(Q) (A.99)
P

La funcién V(Q) estard bien definida, debido a la independencia del camino
que posee la integral. Consideremos ahora que se mueve el punto ) en una
cantidad dz en la direccién z. La funcién V(@) cambiard a

Q+dr _
V(Q+ dz) = V(Q) + /Q Aodi=V(Q) + Ayda (A.100)
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De donde podremos decir que

oV
— =A, (A.101)
ox

con relaciones similares para las otras componentes de A. Como consecuen-
cia,

A=gradVv (A.102)

En mecéanica, la fuerza gravitacional es un buen ejemplo de campo conser-
vativo. Si A es una fuerza, el trabajo realizado por esa fuerza moviendo un
objeto por algiin camino es f A-dl. Siel campo de fuerzas es conservativo,
la integral sobre un circuito cerrado sera

7@1 dl =0 (A.103)

Esta expresién de trabajo cero en un camino cerrado equivale a la conser-
vacion de energia. De ahi viene el nombre de campo conservativo.

Un ejemplo mecanico de fuerza no conservativa es la fuerza de rozamiento.
Un sistema mecanico —como un péndulo— pierde energia en su movimiento
“ciclico”, de modo que si A es la fuerza de rozamiento

7{2- dl #0 (A.104)
Definiremos ahora un operador vectorial
- o 0 0
==, —,— A.105
v (8x’ dy’ 37;) ( )
Llamado “operador nabla”. Este operador actiia sobre todo lo que estd a

su derecha en una expresion, hasta encontrar un paréntesis de cierre. Por
ejemplo

gradg =V g = (gggi,gi) (A.106)
Si tenemos dos campos escalares, ¢ y @, es claro que
grad (¢p) = dgrad (9) + pgrad () (A.107)
O, lo que es equivalente
V(69) = oV (6) + ¢V () (A.108)

Resulta interesante cémo se transforma este operador bajo una rotacion de
coordenadas. Veamos; supongamos que giramos los vectores base alrededor
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del eje z en un dngulo 0. Las coordenadas antiguas (z.y, z) se relacionan
con las nuevas (z,y’, z") por las relaciones

x =x’cost —y’send
y =a’senf — y’'cosd (A.109)

z=2z

La aplicacién de la regla de cadena para las derivaciones

g  [(Ox 0 y 0 0z 0
P <ax> i (m) ot (am> g ALY
Y,z Y,z Y,z
nos lleva a 5 5 5
— = — — A111
R cosﬁa’a3 + sen@ay ( )

Y, expresado como las componentes del gradiente, a
Vy=cosOV, + senfV, (A.112)

Es decir, las componentes del gradiente se comportan como las de un vector
bien definido. El gradiente es un buen vector.

Tema de reflexiéon: En un documento sobre geofisica se lee que “El gra-
diente geotérmico tiene valores entre 10 ° C por kilémetro de profundidad en
el interior de los continentes y 30 ° C por kilémetro de profundidad a lo largo
de los bordes de placas activas”. ;Cémo interpreta usted esta afirmacion?

A.7. La divergencia

Construiremos ahora un operador que actiia sobre campos vectoriales; su
resultado es un escalar. Consideremos un campo vectorial general A. Si
calculamos § A - dS sobre una superficie cerrada S, donde dS' significa un
elemento de superficie apuntando hacia afuera de S (Figura A.23), tendre-
mos un resultado llamado flujo de A saliendo de S. Si A es la velocidad de
las particulas de un fluido, su integral f A-dS es la tasa de flujo de material
saliendo de S.

Si A es constante en el espacio, se puede calcular facilmente que el flujo
neto es cero:

fg.dgzg.](dgzg.g:o (A.113)

porque el vector area S de una superficie cerrada es cero.
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Tomemos ahora un campo que no sea uniforme en el espacio. Si conside-
ramos un volumen en forma de paralelepipedo con caras tan cercanas que
A varia muy poco entre ellas, podremos calcular la contribucién al flujo de
las dos caras normales al eje x:

0A, 0A; 5,
o dxdydz = pe d°r (A.114)

Ap(z + de)dydz — Ay (x)dydz =

donde d>7 es el volumen del paralelepipedo.

X 0
z+dz
\ x+dx
z
ytdy

Y \
Ficura A.23. El cédlculo del flujo de campo en las caras de un volumen

Las contribuciones correspondientes de los otros dos pares de caras, nor-
males a los ejes y y z permiten calcular todas las contribuciones al flujo
como

(A.115)

Toad <8A$ L 04y, 8Az)

iuperﬁcie del paralelepipedo oz ay 0z

Podriamos haber definido la divergencia de un campo vectorial como

.2 = » O0Ay O0A, 0A,
divA=V- A= I + 3y + 9%

(A.116)

que suele ser una expresion de facil evaluacion. La definicion formal que
preferimos tiene que ver con el flujo del campo vectorial

Lo A.dS
divA=V-A= lim fsi

A1l
AV—0 AV ( 7)

donde, naturalmente, AV es el volumen rodeado por la superficie S.
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Uno de los resultados més importantes en la teoria de los campos vectoriales
es el llamado teorema de la divergencia —o teorema de Gauss—. El teorema
dice que para un volumen V encerrado por una superficie S

fl-dﬁz/ V.- Adr (A.118)
S 1%

donde dS esté dirigido hacia fuera del volumen. La demostraciéon —con nues-
tros elementos de calculo— es inmediata: dividamos el volumen en muchos
pequenos paralelepipedos (Figura A.24) y sumemos fs A - dS sobre todas
las superficies.

T T~
I/ \\S
/ N\
\
|
/
\\
N )P
\\ // -

F1GurA A.24. Acerca del Teorema de Gauss

Las contribuciones de las superficies interiores se anulan unas con otras,
dejando solo la contribucién de la superficie externa. Podemos emplear la
ecuacién A.117 para cada paralelepipedo, lo que nos asegura que la suma es
equivalente a f V - A d37 sobre todo el volumen. De esa manera, la integral
de A - dS sobre la superficie exterior es igual a la integral de V - A sobre
todo el volumen, lo que se queria mostrar.

Cuando un campo tiene divergencia cero, para cualquier superficie cerrada

S
741115*:0 (A.119)
S

Es decir, si dos superficies S7 y S2 comparten un mismo borde

7{ A.a§—¢ i.ag (A.120)
Sl SZ

En consecuencia, si VA= 0, la integral de superficie depende del borde
pero no de la forma de la superficie apoyada sobre él. Si la divergencia no
es cero, el resultado dependerd de la superficie y del borde.
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Borde !

F1cura A.25. Sobre la integral de superficie de un campo

Buena parte de los ejemplos fisicos relacionados con el calculo vectorial tie-
nen relacion con los fluidos —en un sentido limitado: ver el libro de Feynman,
Leighton y Sands, ya citado—. Un ejemplo pertinente es el flujo de un fluido
incompresible (su densidad no varfa) cuyas particulas tienen velocidad .
Naturalmente serd § 7 - dS =0 para cualquier superficie cerrada, ya que lo
que fluye hacia dentro de la superficie deberd salir de ella (Figura A.25).
De acuerdo con el teorema de la divergencia f V- 037 =0 para cualquier
volumen. Eso solo es posible si la divergencia de la velocidad es cero en
todas partes. Asi, las componentes de la velocidad de las particulas en un
fluido incompresible satisfacen una ecuacion diferencial

Ov,  Ovy  Ov,

=0 A.121
ox + y + 0z ( )
Consideremos ahora un fluido comprensible de densidad 0 y velocidad 4.
La integral de superficie fS 0U - dS representa la tasa neta de flujo de masa
fuera de la superficie S. Esto debe ser igual a la tasa de disminucién de la

masa dentro del volumen V rodeado por S, que se puede expresar como
—(9/0t)([,, 6 d*7). De esa manera

jéaa. ds = —% (/Vad3f)> (A.122)

para cualquier volumen. Aplicando el teorema de la divergencia se sigue
que

- 00

que suele llamarse ecuacion de continuidad del fluido, porque expresa que
el fluido no se crea ni se destruye mientras fluye de un lugar a otro. Es claro

(A.123)
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que si la densidad se puede considerar constante, esta ecuacién se reduce
al resultado previo para fluido incompresible.

Ejercicio: Calcule la divergencia para las funciones ﬁ(x, y,z) = 2+ 225 —
vk, G(z,y, 2) = %1 + In(xy)] + e*V*k.

A.18. El laplaciano

Vamos ahora a construir un operador que actia sobre un campo escalar y
produce un escalar. Hasta ahora construimos el gradiente (que resulta en
un campo vectorial a partir de uno escalar)

0¢p 0¢ 8gb)

—_— = A.124
ox’ Oy’ Oz ( )

gr_&d ¢ = 6415 = (
y la divergencia —que resulta en un campo escalar formado a partir de uno
vectorial—,

.2 = » O0Ay O0A, 0A,
divA=V- A= Ep + 3y + 9%

Para emplear estos dos operadores sobre un escalar, los combinamos como
div(grad ¢). Veamos algunas de las propiedades de ese operador.

(A.125)

Uno de los problemas interesantes —se puede juzgar por la gran cantidad
de métodos que se han ideado para su soluciéon— es el problema del flujo de
calor en una barra sélida, debido a una diferencia de temperatura entre sus
extremos®. Llamaremos vector flujo de calor a un vector h que tendra la
magnitud de la tasa de flujo de energia por unidad de area a través de una
superficie perpendicular a la direccién de h. En forma aproximada, el flujo
de energia tiene lugar en la direccion opuesta al gradiente de temperatura,
de modo que

h=—kgradT (A.126)

donde x expresa la propiedad del sélido llamada “conductividad térmica’.
La tasa a la que la energia fluira hacia fuera de una cierta superficie cerrada
S serd § h-dS. Deberd ser igual a la tasa a la que la energia —térmica— de-
crece dentro del volumen encerrado por la superficie S. Se pueden entonces

igualar estas dos
fﬁ dS = f% </ch3F> (A.127)

6 Esta es una aproximacién més propia de ingenieros, aunque no deja de ser intere-
sante. Un tratamiento mdas profundo debiera aclarar, por ejemplo, qué mecanismos de
transmisién de la energia estan activos en los sélidos y por qué.
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donde una nueva propiedad, el calor especifico del material, se denota como
¢’. El teorema de la divergencia, empleado en la ecuacién A.127 nos dice

que

divh =V -h=—c % (A.128)

Si ahora tomamos la divergencia de los dos lados de la ecuacién A.126 y
empleamos la A.128, encontraremos que

- T
div(k gradT) = ¢ % (A.129)

o también, suponiendo que las propiedades del sélido son constantes,

c o7

div(gradT) = = 57
K

(A.130)

El campo escalar div(grad T') toma la forma

.= 0 (0T 0 (0T o (or
div(gradT) = 2 <8x> + oy <6y> + 9 (82)
9°T  9°T  9°T
— 9 T a7 T o (A.131)

El operador escalar asi encontrado,

0% 0?

N o9
Ox2  Oy?

v?
072

+ (A.132)

se denomina operador laplaciano: es independiente de una rotacién del sis-
tema de coordenadas debido a que se forma de un buen operador escalar,
la divergencia , y un buen operador vectorial, el gradiente.

;,Cual es la importancia del operador laplaciano? ;Y qué significado tiene?
Vedmoslo primero en una dimensién. En este caso V2 se convierte en la
segunda derivada. Esta segunda derivada —con z— de una funcién T'(x) es
d?T/dz?. Sabemos que la segunda derivada es positiva si T'(x) es céncava
hacia arriba y es negativa cuando es céncava hacia abajo (Figura A.26).

Eso quiere decir que si T en un cierto punto es menor que el promedio en las
vecindades de ese punto, entonces V2T es positivo. El operador laplaciano
tiene que ver con la curvatura de la funcién y, en consecuencia, con la
presencia de maximos y minimos.

7 Estamos empleando la nocién de que la energfa térmica de un sélido es proporcional
a su temperatura. Un estudio posterior de termodindmica precisara esta relaciéon.
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F1GUurA A.26. Acerca de la curvatura de una funcién

En dos dimensiones, el laplaciano de la temperatura toma la forma

0T 92T
= 4 Al
\V/ 7z + 0 (A.133)

Examinemos un minimo local de temperatura. En el minimo, la pendiente
de T crece en todas las direcciones, de modo que V2T es positivo. De
manera analoga, V2T serd negativo cerca de un maximo local.

Examinemos ahora un valle de paredes pendientes en T', con el fondo del
valle paralelo al eje z. En el fondo del valle el valor de la derivada 02T /dy?
es grande y positivo —corresponde a un minimo—; por el contrario 927 /9z>
es pequefio —y podria ser negativo—. En resumen, V2T serd positivo, lo que
también se asocia a que T es menor que el valor local promedio T

Reinterpretemos el problema de la “conduccion del calor” de la siguiente
manera. La ecuacién obtenida A.130 era

div(gradT) = < ‘2—Tt (A.134)
K

Podemos ahora decir que cuando V27T es positivo, la temperatura T es
menor —localmente— que el promedio de las regiones vecinas, lo que “hace”
que 9T /0t > 0: en otras palabras, la regién se va a calentar. De manera
similar, si V27T es negativo, la temperatura local T' es mayor que el pro-
medio en los alrededores. La energia fluye hacia fuera y la regiéon se enfria,
con 9T /0t < 0. Nuestras aproximaciones se pueden interpretar de manera
razonable.

Ejercicio: Calciilese el laplaciano de la funcién G(z,y, z) = 323y%2% y de
la funcién cuyo gradiente esta dado por VF = evi + yj + 22k.
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A.19. El rotacional

Necesitaremos una ultima definicion de operador; este actuara sobre campos
vectoriales para producir un vector. Consideremos un campo vectorial A y
un lazo -matematicamente, se entiende: es un camino con longitud y que
encierra un area, pero sin dimensiones laterales— que esta sobre un plano.
La integral de linea de A alrededor del lazo es ¢ A dl_; donde dl es un
elemento de linea del lazo. En el caso de que el campo A sea conservativo,
sabemos que podremos encontrar una funcién ¢ tal que A= gr_&d ¢y serd
f A-dl=0 para todos los lazos. En el caso de un campo no conservativo,
en general, serd ¢ A- df;é 0.

Podriamos anticipar algunas propiedades deseables: para lazos pequenos,
35 A-dl seria proporcional al tamano —area— del lazo. Para un tamano fijo del
lazo, § A-dl dependerfa de la orientacién del lazo. Esto tltimo quiere decir
que para alguna orientacion, el valor de la integral serd un méximo: § Adl'=
Inax- Si el lazo se gira un angulo 6 a partir de esta orientaciéon dptima,
podriamos esperar que la integral de linea I = ¢ A - dl serd proporcional a
I = T4 cosf.

La definicién formal del rotacional de un vector A es otro vector con mag-
nitud

- A-dl
|rot A| = lim gA-di

dm (A.135)

cuando el lazo tiene la orientacién éptima. Aqui 65 es el area del lazo. La
direccién de rot A serd perpendicular al plano del lazo, cuando este esta en
orientacion 6ptima, con su sentido dado por una regla de mano derecha,
suponiendo que el lazo es de mano derecha.

No es una definicién simple; tratemos de familiarizarnos con ella. Primero
que todo tratemos de expresar el rotacional en términos de las componen-
tes de A. Para ello evaluemos la integral ¢ A - dl alrededor de un camino
rectangular en el plano y — z (Figura A.27).

La contribucién de los lados 1y 3 es

A,
A (y+dy)dz — A, (y)dz ~ a@y dydz (A.136)

La contribucién de los lados 2 y 4 es

A
—Ay(z+dz)dy + Ay(y)dy ~ f%dydz (A.137)

l
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V4

z+dz =

ytdy

FIGUurA A.27. Un camino de integracién para evaluar un rotacional

Y a todas estas contribuciones las llamaremos

SN (04, oA,
(]{A.dz>x < . _8z> ds (A.138)

llamando dS = dydz al area del lazo.

Si nuestro lazo no fuera rectangular sino de forma arbitraria, podriamos
dividirlo en elementos rectangulares, para formar la integral ¢ A - dl sobre
los lazos resultantes. Las contribuciones de los lados interiores se cancelan,
dejando solo las contribuciones del lazo externo. El area del lazo externo
es igual a la suma de los lazos internos. Podemos concluir que la relacién
anterior, reescrita como

P (04 94,
(fra) ~(Z-2Yes

es valida para cualquier lazo de cualquier forma, con vector drea ds =
(dS,,0,0) en el plano y—z. Por medio de razonamientos similares podriamos
mostrar que si el lazo est4 en el plano z — z, entonces dS = (0,dS,,0) y la
integral que calculariamos sera

PO 0A, 0A,
(fa) ~(2-%Ys

Finalmente, si el lazo estd en el plano z — vy, serd dS = (0,0,dSy) y la

integral resulta
5 S 0A 0A
A-dl) = (=¥ - =2 ds, A.141
<f{ > ( dr  y ) > ( )
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.Y si nuestro lazo no estd en esos planos sino es de la orientacién arbitraria
dS = (dS;,dS,,dS.)? Lo podremos construir como la suma de tres lazos
orientados en los planos anteriores (Figura A.28).

z

Ficura A.28. Tres lazos en planos perpendiculares y su equivalente

Si ahora formamos la integral de linea alrededor de los tres lazos, las contri-
buciones de los lados que coinciden se cancelan y nos queda solo la integral
de linea alrededor del lazo de orientacion arbitraria

fﬁ'.df:fﬁ’.dﬂ+fj.dz;+]§ﬁ.dz; (A.142)

7{/‘1’- dl = rotA - dS = |rotA||dS] cos 6 (A.143)

De modo que

donde

p_ (0A A, 0A, 0A. 04, 0A,
"=y T 92 0 0z 9z oy

(A.144)

Noétese que, formalmente, se puede emplear el operador nabla para encon-
trar

rotA =V x A (A.145)

L Qué aplicacion se da a este operador? En mecédnica elemental se puede
considerar un cuerpo sélido rotando alrededor del eje z. La velocidad an-
gular estd dada por & = (0,0,w), de modo que la velocidad de un punto en
la posicién 7 sera

V=0 XT (A.146)

Evaluemos el rotacional rotv cerca del eje de rotacion. La componente x es
proporcional a la integral f ¥ - dl alrededor de un lazo en el plano y — z; es
claramente cero. En forma similar, la componente y es cero. La componente
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zes §0- df/dS alrededor de algtin lazo en el plano en el plano = — y. Para
simplificar, consideremos un lazo circular —centrado en el eje z— de radio
a. Ahora tendremos ¢ 7 - dl = 2rawa y dS = ma®. Como consecuencia,
(rot), = 2w, independiente del radio del lazo. Cerca del eje serd, entonces
rott = (0,0, 2w). Fuera del eje, en la posicién 7, se puede expresar que

T=x (F— ) + @ x 7o (A.147)

El primer sumando tiene el mismo rotacional que la velocidad cerca del eje y
el segundo, por ser constante, tiene rotacional cero. De esta manera rott =
(0,0, 2w) en todas partes del cuerpo en rotacién. A partir de ese resultado
podemos interpretar fisicamente qué es un rotacional: si imaginamos que A
es el campo de velocidades de las particulas en un fluido, entonces rotA en
cada punto del fluido tiene magnitud igual al doble de la velocidad angular
de rotacion local. Tal velocidad angular podria, en principio, demostrarse
en forma experimental, con una especie de rueda de paletas sumergida en
el fluido.

Un campo vectorial en el que rotA = 0 se denomina, en consecuencia, un
campo irrotacional.

EJERCICIO: Calciilese el rotacional de las funciones F(z,y,2) = 3% +
zy) — 2k, é(x, y, z) = 2y°1 — 3zyj + 3xzk.

A.20. El teorema de Stokes

Un teorema muy importante expresa un resultado muy empleado en la
teoria de los campos vectoriales. Permite convertir integrales de linea en
integrales de superficie, —o al contrario—:

fg.df:/ratg.dgz/ﬁxg.dg (A.148)
C S S

para alguna superficie —no necesariamente plana— S limitada por un borde
C. FEl teorema se puede mostrar dividiendo el lazo del borde en muchos
lazos rectangulares (Figura A.29) y formando la integral del lado izquierdo
sobre los lazos resultantes.

Todas las contribuciones del interior se anulan, dejando solo la contribucién
del borde exterior. Por otro lado, si hacemos uso de la ecuacién A.143 para
cada uno de los pequenos lazos, podemos ver que la contribucién de todos
los lazos también es la integral de rotA - dS a través de toda la superficie.
Esto es lo que se queria mostrar.
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s
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F1GURA A.29. Acerca del teorema de Stokes

Tema para discusién: Hay muchos documentos, en la internet, acer-
ca de los teoremas integrales. Para los interesados en el funcionamien-
to de un dispositivo para determinar areas, el planimetro, se pueden re-
comendar las pdginas www.math.psu.edu/yzheng/m597k/m597kL4.pdf y
www.amherst.edu/” tleise/Planimeter/ LinearAndPolarPlanimeters.pdf .

Una consecuencia inmediata del Teorema de Stokes es que el campo rotA es
incompresible: consideremos dos superficies, S7 y S2, con un borde comun.
Del teorema se puede colegir que [ rotA-dS es igual para ambas superficies.
De alli se sigue que f rotA-dS =0 para cualquier superficie cerrada. Pero,
del teorema de la divergencia sabemos que fratfi ds = fdiv(ratff)d?’??
para cualquier volumen. En consecuencia,

div(rotA) =0 (A.149)

Y las lineas de rotA nunca terminan ni comienzan —tales campos se deno-
minan campos solenoidales—.

Hemos visto que, para un campo conservativo, f A-dl para cualquier lazo;
esta condicién equivale a decir que se puede encontrar una funcién ¢ tal
que A= gr_&d(gb). Ademas sabemos que la magnitud de rotA es igual a
limds_@ffi’- df/dS para algun lazo especial. De esto resulta claro que
rotA =0 para un campo conservativo.

En otras palabras, rot(gradg) = 0 y un campo conservativo también es un
campo irrotacional. Una ultima afirmacion sera aqui que

rot(rotA) = grad(divA) — V2A (A.150)

donde
VZA = (V?A,, VA, V3 A,) (A.151)

Pero, con todo el énfasis, debe insistirse en que este ultimo resultado solo
es valido en coordenadas cartesianas.
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A.21. Resumen

A continuacién presentamos un conjunto de igualdades ttiles en el trabajo
con vectores. Muchas han sido presentadas anteriormente, otras se pueden
considerar corolarios.

La definicién de suma de vectores es
@+b= (ag + by, ay + by, a. +b.)
La multiplicacion de vectores por un escalar es
na = (nag,nay,na;)

El producto escalar de dos vectores se calcula como

a-b= (ag by +ayby +a,b,)
El producto vectorial sera

axb= (ayb, —azby,a, by —agb,,a, by — ayby)

El producto triple escalar se expresa como

C=b-¢xad=-b-axc

S
S

a-bxc=adax

Y el producto triple vectorial con

Ax(bxd) = (@ ab—(a-b)e
(@xb)yxé=(d Ab—(b-d)a

El gradiente de una funcién escalar es

- =, (090 09 0¢
gradd)vqs—(axaayaaz
La divergencia de una funcién vectorial es

0A,; n 04, N 0A,
ox dy 0z

divA =V - A=
Y el rotacional

ratffzﬁxgz

Oy 0z = Oz Ox ' Ox Oy

<6AZ L 9A, 0A, DA, 9A, 6AI)
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El teorema de Gauss —el volumen V' esta encerrado por la superficie S— dice

que
f[f. d§:/vﬁ’d3f
S 1%

El teorema de Stokes —la superficie S tiene a C' como borde— asegura que

fg.df:/ﬁxgds
C S

Algunas identidades vectoriales interesantes o titiles son

2 2 2

V-Vé=V2= gx‘ﬁ+gyf+g;§>

ﬁxﬁqﬁzo

V(o) = V() + ¢V (9)

V- (¢pA) = ¢V - A+ A-V()

V x quT)ngﬁXff—fTXﬁ(gﬁ)
V- (AxB)=B-VxA—-A-VxB
Vx(AxB)=AN-B)—B(V-A) +(B-V)A—-(A-V)B

V(A-B)=Ax (VxB)+Bx (VxA) +(A-V)B+ (B-V)A

A.22. Ejercicios

1. Calcule el angulo que define un cuadrado de lado @ en un punto que esta

e En el centro del cuadrado.
e En el punto medio de uno de los lados del cuadrado.
e En un vértice del cuadrado.
e En un punto por fuera del cuadrado.
2. Calcule el dngulo sélido que define un cubo de lado @ en un punto que
esta
e En el centro del cubo.
e En el punto medio de una de las aristas del cubo.

e En un vértice del cubo.
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e En un punto por fuera del cubo.

3. A partir de un célculo directo, muestre que las siguientes identidades
son validas.

—

V-V x
v2

—

I
< @

A

A=V(V-A)-VxVxA

4. Un alambre de cobre de radio a tiene una cubierta aislante de radio ex-
terno b. El alambre lleva una corriente eléctrica que eleva su temperatura
a T cuando el exterior se mantiene a una temperatura 15, cercana a la
temperatura ambiente.

e ;A qué es igual VT en la capa aislante? Presente una respuesta en
términos de a, b, T} y T5.

5. Si llamamos R al vector desde el origen de coordenadas hasta el punto
(z,y, z), muestre que

e V- -R=3

e VXxR=0

e V- (R/R3) =0, excepto si R =0
e V x (R/R3) =0, excepto si R =0

e V(1/R) = —R/R3, excepto si R =0

e La segunda de las ecuaciones de este ejercicio permite asegurar que
R =V1. | A qué es igual 97

6. Muestre, por un calculo directo, que si A es un vector constante y R esté
definido como en el ejercicio anterior, entonces

Vx(AxR)=24
Sabemos ademas que para tres vectores
ax(bxd) = (a-b—(a-b)e
Si sustituimos ahora V como un vector en esta igualdad, tendriamos que
Vx(AxR)=(V-R)A—(V-A)R=3A
Y esto es falso. jPor qué no funciona la sustitucion directa?

7. El campo vectorial = I:f/ R? es muy importante en electromagnetismo.
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10.

11.

12.

e Calcule el flujo de €' sobre una superficie esférica de radio a centrada
en el origen de coordenadas.

e Aplique el teorema de Gauss para encontrar una conexién entre el
flujo de C' con la integral de V - C' sobre el volumen. ;Puede usted
explicar el resultado?

e (Calcule la integral de linea del vector C sobre un camino cuadrado,
en el plano x —y, de lados 2 a, con centro en el origen de coordenadas.
Aplique el teorema de Stokes para verificar su calculo.

Construya un campo B que tenga divergencia nula y un campo E de
divergencia no nula.

Sea un campo B = —yi+ x 7. Dibuje un esquema para mostrar cémo es
este campo en el plano z — y. Calcule su rotacional.

Muestre que el rotacional de un campo A = (0,0, A(z,y)) satisface la
igualdad V x A = VA x 2. Calcule V x B, donde B =V x A.

Considere un campo definido en el plano x — y como y2i + 2x(y + 1)5
Calcule la integral de camino de ese campo sobre el tridngulo cerrado
definido por los puntos A = (1,1), B=(2,1) y C = (2,2).

Verifique que fV V-3 = fsﬁ'- d§, para ¥ = (y2, 2zy + 22, 2yz), con V.
el volumen del cubo de lado 1, con una esquina en el origen y sus lados
orientados segin los ejes —cubo unidad— y S su superficie.



Apéndice B

Funciones de Green

B.1. Las funciones de Green para la ecuacién de
Poisson

La solucién de la ecuacién de Poisson
Viu=v (B.1)

donde v(7) es una funcién fuente, suele llamarse una funcién potencial o,
simplemente, el potencial. En especial expresa el potencial electrostatico.
El método de funciones de Green se puede emplear en el caso de ecua-
ciones diferenciales que son lineales en las fuentes y en los potenciales!.
Su propiedad importante es la posibilidad de superponer soluciones, como
veremos.

La funcion potencial satisface las condiciones de frontera

—

u(r) — 0 para |7 — o0 (B.2)
cuando la funcién fuente estd localizada. Las soluciones de la ecuacion de
Poisson se pueden superponer, porque es una ecuacion lineal.

La funcién de Green, G(7,7") es el potencial en el punto 7 que satisface las
condiciones de frontera adecuadas, generado por una fuente de amplitud
uno, situada en 7" Es decir,

VEG(F, 7)) = 8(F —7) (B.3)

! Para més detalles, véase www.boulder.nist.gov/div853/greenfn/tutorial.html.
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A partir de esta fuente, cualquier otra puede expresarse como una suma
—superposicion— de fuentes con los pesos adecuados:

mm:/bwfwnwjﬁw (B.4)

De la propiedad de superposicion se sigue que el potencial generado por la
fuente v(7) puede escribirse como la suma de potenciales de fuentes pun-
tuales de amplitud uno con los pesos adecuados

mmz/amfwmwfw (B.5)

Ya se encontrd, en el capitulo sobre electrostatica, que la funcion de Green
para la ecuacién de Poisson (B.1) es

1 1
i |F— 7|

G(F, 7)) = (B.6)

v la solucién general para la ecuacién de Poisson es
1 .
) =4 [ (B.7)

Notese el significado de la ecuacién (B.6). Es un potencial de simetria esféri-
ca alrededor de la fuente y decae en forma continua con distancias crecientes
a partir de ésta.

B.2. La funcion de Green para la ecuacién de
onda

Ahora nos proponemos resolver la ecuacién de onda

1 0?

donde, ahora, v(7,t) es una funcién que varia con el tiempo. El potencial
u(7, t) satisface las condiciones de frontera

u(r) — 0 cuando |7] — o0 y |t| — o0 (B.9)

Las soluciones de la ecuacién (B.8) se pueden superponer porque la ecuacién
es lineal, de modo que un método de funcion de Green es también adecuado.
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La nueva funcién de Green es el potencial generado por un impulso puntual
localizado en la posicién 7’ aplicado en el instante ¢’

1 0? .
<V2 - 628t2> G(T7

Por supuesto, la funcién de Green debe satifacer las condiciones de frontera
adecuadas.

) = 6(F— 7)ot — ) (B.10)

=

Una fuente general v(7,¢) puede construirse como una suma con pesos de
impulsos puntuales

v(F,t)://5(77—F’)é(t—t’)v(F’,t’)d3F’dt’ (B.11)

Se sigue que el potencial generado por esa fuente puede escribirse como la
suma, con los pesos adecuados, de los potenciales generados por los impulsos
puntuales

u(7,t) = //G(F, 7ot t) o, ) d3dt (B.12)
Ahora bien, jcéomo encontramos la funcion de Green adecuada?

Como primer paso, consideremos la siguiente posibilidad

Ft—t—|F—7"/c)

G(’F;F/;t?t,) = |F*'F“|

(B.13)

donde F'(¢) es una funcién escalar en general. Tratemos de demostrar que

1 92
2 _ PR
En un punto 7 general, si 7 # 77, la expresién anterior se reduce a
1 9
Vi 55 ) G=0 B.15
( c? 8t2> (B.15)

Esto significa que debemos demostrar que G es una soluciéon valida de la
ecuacion de onda en el espacio —vacio—. Se puede mostrar facilmente que

o7 — 71 -
dx |7 —7]

(B.16)

Y por diferenciacién se calcula

2 N2 e |2
0°G  (3(x—1x) ,|7“ 7| 7
Ox? |
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donde F'(¢) = dF/d¢, etcétera. Podemos realizar calculos similares para
las derivadas 0%G/0y® y 0*G/0z* y completar

9’G  0*G  9*G . F” 1 0°G

2
v dz? oy 0922 Ar—7] 2 o2 (B-18)
Lo que nos da la buscada conclusion
1 92
2 _— =
<V 2 8752) G=0 (B.19)

Consideremos ahora la regién alrededor de ¥ = 7. Es claro que en la ex-
presién (B.17) el término dominante, cuando |7 — 7| — 0 es el primero,
que es practicamente igual a FO?(|7 — 7|~!)/0x?. También es claro que
(1/¢%)(0?G/0t?) es despreciable frente a ese término; asi, en esta region,
encontramos que

1 0? , 1
<v2—cgat2> G — F(t—t)V? <|F_F,) (B.20)

Ya sabfamos que, de las ecuaciones (B.3) y (B.6),

v2( ! > = —An§(F —7) (B.21)

7]

y podemos concluir que el resultado esperado

<v2 - ;g;) G = —4n F(t —t")8(7 — ) (B.22)
estd demostrado. Finalmente escojamos
F(g) =20 (B.23)
Con lo que tendremos
<v2 — 1282) G=06F—7)6(t—1t) (B.24)
c? ot?

Entonces, empleando la ecuacién (B.13), podemos concluir que la funcién
de Green para la ecuacién de onda que nos proponiamos resolver es

18—t = |7 = 7/c)

G(F 3t t) = — -

(B.25)

Esta funcién de Green se parece a la que encontramos para la ecuacién de
Poisson —se diferencia en el término que depende del tiempo, naturalmente—.
1, Qué efectos describe este nuevo término?
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Consideremos un observador? en la posicién 7. Debido a la funcién delta,
nuestro observador solo mide un potencial diferente de cero en el tiempo

particular
|7 — 7

t=1t"+ (B.26)

c

Este es el tiempo, t’, en que el impulso se aplicé en la posiciéon 7 mas el
tiempo que requiere una sefial luminosa para viajar entre los puntos 7" y 7.
En el tiempo t (t” < t), el lugar geométrico de los puntos en que el potencial
generado es diferente de cero es

7 — 7

—c(t—t) (B.27)

una esfera centrada en ¥ y con radio igual a la distancia recorrida por la
luz en el intervalo de tiempo t —t”. La funcién de Green describe una onda
esférica que surge de la posicién 7 en el tiempo t” y se propaga con la
velocidad de la luz. La amplitud de esa onda es inversamente proporcional
a la distancia recorrida desde la fuente.

2 En realidad deberfamos decir una carga de prueba que esté siendo observada para
detectar efectos eléctricos o magnéticos.



Apéndice C

Radiacion y antenas

C.1. Introduccién

Las relaciones que se trabajaron para los campos y los potenciales se em-
plearan en este corto apéndice para examinar cémo son los campos eléctrico
y magnético que rodean un conductos en el que hay corrientes cambian-
tes. Cuando un conductor se disena con el propédsito de radiar energia, en
la forma de ondas electromagnéticas, se denomina antena. Puede ocurrir,
también, que un conductor funcione como antena como parte de un efecto
indeseado.

Sabemos la forma general para calcular el potencial vector. Las integracio-
nes indicadas, aunque formalmente son sobre todo el espacio, solo deben
llevarse a cabo sobre el conductor mismo, debido a que podemos suponer
que la corriente es cero en otras partes. La dificultad surge debido a que las
diferentes partes de un conductor estan a diferentes distancias del punto en
que calcularemos el potencial y, como la distancia aparece en la funcién de
onda y en el denominador, la integracién puede presentar problemas. Esto
es sobre todo cierto si la antena es extensa, y se requiere una descripcién de
los campos cerca y lejos de ella. En muchos casos practicos solo se requiere
el campo a grandes distancias y se pueden introducir simplificaciones que
hacen mucho mas facil la integracion.

Empleando el potencial vector en la determinacién de los campos de radia-
cién, obtendremos el campo producido por un pequeno elemento de longitud
de la antena, llamado antena diferencial o dipolo de Hertz!.

! Ver Sommerfeld, A., Electrodynamics, op. cit., pp. 148 y ss.
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C.2. El dipolo de Hertz

Consideremos dos conductores (esferas o cilindros) conectados por alambres
conductores a una f.e.m. que depende del tiempo. Supondremos que hay
carga eléctrica fluyendo en forma peridédica de uno a otro conductor. Sea
q la carga en uno de los conductores. El sistema tendra carga neta cero,
de modo que en el otro conductor habrd una carga —¢q. Hagamos ¢(t) =
qosen (wt). Podemos esperar que la corriente oscilante en el alambre que
une los conductores causard radiacion electromagnética. Consideraremos
el caso simple en que la longitud del alambre de uniéon es mucho menor
que la longitud de onda de la onda emitida. En tal caso, la corriente tendra
practicamente la misma fase a todo lo largo del alambre y podremos afirmar
que

I(t) = d—(t] = Ipsen (wt) (C1)

Donde Iy = w qq. Esta antena se denomina dipolo de Hertz.

-

El potencial vector generado por una distribucién de corriente J(7) esta
dado por la expresién

A1) = 1o / Eipr (C.2)

4w | T —177

Donde la notacién [f] significa que se calcula la funcién retrasada

[f1=F(t =7 =71/c) (C.3)

Supongamos, ahora, para concretar, que el alambre estd alineado a lo largo
del eje Oz y se extiende desde z = —[/2 hasta z = [/2. Para considerar
un alambre de espesor despreciable, sustituimos la corriente J (7t — |7 —
71/c) d37 por 1(7,t — |7 — 71/c)) dz"3.

Asi, el potencial vector serd de la forma A(7,t) = A,(7,t) 2, con

1/2 R PR
Az(f‘,t)—@/ [Et 7= 22l/e)) g (C.4)

4w 12 7=z

En la regién en que | < r

=
|
W
N>
[
<
—
a
ot
S—

t—|F—22l/c=t—r1/c (C.6)
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El error en esta ultima aproximacién es menor que a lo sumo igual a At ~
l/c. Este error debiera ser menor que un periodo de la onda emitida; de lo
contrario la suposicién de igualdad de fase seria errénea. Esto significa que
l 27
- — (C.7)
c w
Lo que significa también | < A, donde A\ = 27¢/w es la longitud de onda de
la radiacién emitida. Asi, en la regién de “campo lejano”, A < r, se puede
escribir la expresién para el potencial vector como

/2 I(2" 1 —
AL(F ) ~ MO / L&t =r/e) (C.8)
am ) /o r

La integracién es facil de realizar, porque la intensidad de la corriente es
uniforme a lo largo del alambre. El resultado es igual a

A (7)) = ’%M (C.9)

El potencial escalar lo podemos evaluar a partir de la condicion de calibra-
cién de Lorentz
99

V-A=—eopo—=r C.10
Sy (C.10)
Para lograrlo, recordemos que la divergencia del potencial vector es apro-
ximadamente
= - 0A, ppldI(t—r/c) z 1
V- A= ~ (——) O|—= C.11
0z 4 ot rc r2 ( )

En otras palabras, hasta potencias del orden de !, que son los campos
notorios a grandes distancias, se puede aproximar el potencial por

1 zI(t—r/c)
" Admeger r

(C.12)

Una vez calculados los potenciales, podemos calcular los campos eléctrico
y magnético. Calcularemos solo aquellos términos que dependen de r—!.
Se puede encontrar facilmente que, empleando las coordenadas esféricas

(r,0, ) alineadas con el eje Oz, las magnitudes de esos campos son

E~— wilo eng >t lwt = T/C)]é (C.13)

4dmeq 2 T

Y L1 t
B 200 ong ™™ it = T/C)]g& (C.14)

4dmeg 3 r
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Los campos son simétricos en el angulo acimutal ¢; no hay radiacién a lo
largo del eje de la antena (f = 0) y la méxima emisién estd en el plano
perpendicular a este eje (0 = m/2).

La potencia promedio de la radiacién que cruza una superficie esférica S
(con radio mucho mayor que la longitud de la antena) serd

—

Pradiada - %<ﬁ> -dS (015)
S

donde los paréntesis angulares significan promedio temporal, sobre muchos

periodos. El flujo de Poynting estara dado por

ExB w12 sen 29
= 0 sen?[w(t —r/c)] 7

I = = C.16
o 167T26063 ( )
y su promedio temporal es, entonces, proporcional a un diagrama polar de
sen 26
2121 2 gen2f
32m2epcd 12
Notese que el flujo de energia es radial hacia afuera de la fuente. La potencia
total radiada serd

2[2[2 2m
Pradiada = 397 6003 / /

Calculando estas integrales, encontraremos que la potencia total es

(M) = (C.17)

012 sen0dp (C.18)

W22

Pradiada = (C.19)

12megc?

Por analogia con la potencia “disipada” en una resistencia R, que para una
corriente con intensidad variable I = I cos(wt), se puede expresar como

1
Pcalentamiento = <12R> = il—gR (020)

suele definirse una “resistencia a la radiaciéon” de un dipolo de Hertz como

Pradiada 2m l 2 l 2
Rigi = ——= — ] =789 — h C.21
1T T2 T 3ec (A) x) o (C-21)

Desde el punto de vista de los ingenieros, una antena esta conectada a un
generador como si fuera una resistencia, igual a la resistencia a la radiacion
mas la resistencia del alambre de que esta construida. La “pérdida” de po-
tencia es, para el generador, como si hubiera una resistencia conectada a
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sus terminales?. Pero, como [ < A, el valor de la resistencia a la radiacién
para el dipolo de Hertz es muy pequena; la conclusion es que la potencia
radiada es también muy pequena: el dipolo de Hertz es un radiador poco
eficiente. Si extendemos el argumento —con cuidado—, resulta posible que
una antena mas larga sea mas eficiente; por ejemplo una antena con [ ~ \.
En realidad una de las antenas mads simples pero eficientes es la “antena de
media longitud de onda”, con [ = A\/2. Su resistencia a la radiacién es 73 €.

Los campos generados por antenas largas se calculan considerando que
estan formadas por muchos dipolos de Hertz, tomando en cuenta el retraso
en fase de los campos generados por cada una de estas antenas elementales.
No proseguiremos con una presentacién detallada del tema; remitimos al
lector a otros documentos con enlaces muy variados y muy interesantes?.

C.3. Una antena receptora

Los receptores de ondas —como los teléfonos méviles- emplean también an-
tenas. Las ondas que llegan inducen corrientes en la antena?, que pueden
ser detectadas en un circuito eléctrico conectado a la antena. Realmente
este proceso es similar a la emision de ondas por una antena, solo que visto
al revés. Se puede mostrar que las antenas detectan principalmente las on-
das incidentes en la direccién que emitirian radiaciéon. De esa manera, un
dipolo de Hertz es incapaz de detectar radiacién cuando su eje esta en la
direccion de propagacion de la onda y la detecta con eficiencia cuando la
direccién de propagacion es perpendicular a ese eje’.

En la teoria de los circuitos eléctricos, se representa una antena recepto-
ra como una f.e.m. conectada a una resistencia. Sea esa f.e.m. —el voltaje
inducido en la antena por la onda que llega— Vjcos(wt), Rearga la resis-
tencia del circuito conectado a la antena y R,.q represente la potencia que
la antena re-emite —aqui despreciamos la resistencia de los alambres de la

2 Nétese que el valor dado anteriormente es s6lo vélido para el dipolo de Hertz.

3 El lector interesado en una presentacién muy empirica del célculo de antenas de
acuerdo con la potencia emitida puede consultar la pagina www.cisco.com/warp/public
/102/wlan/powervalues23231.html; un poco més cercana a un tratamiento fisico de las
antenas es la pagina www.ee.surrey.ac.uk/Personal/D.Jefferies/antennas.html.

4 El lector seguramente podra construir su propio argumento, basado en las fuerzas
eléctricas que actian sobre las portadoras de carga en el alambre de la antena.

5 Esta direccionalidad se aprovecha en la localizacién de emisoras por triangulacién,
como en el caso del seguimiento de animales que hacen los bidlogos y ecélogos.
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antena—. La cuestién que se plantea es ;como se deberd elegir Reqrgq para
que se extraiga la maxima potencia de la onda, para transmitirla al circuito
detector? La Ley de Ohm se puede expresar como

Vo cos(wt) = Ipcos(wt)(Ryaa + Rearga) (C.22)
donde I = Iycos(wt) es la corriente inducida en el circuito.

La potencia que el detector recibe es, promediando sobre muchos periodos

V2
Py = (VI) = 0 C.23
ent < > 2(Rrad + Rcarga) ( )
La potencia transferida al receptor es
R V2
P, = (I*R = il LA C.24
receptor < carga> 2(Rrad I Rcarga)2 ( )
Y la potencia re-emitida por la antena es
RyaqVi?
Prog = (I* Rygq) = ee 0 C.25
rad < rad> Q(Rrad + Rcarga)2 ( )

Naturalmente, la potencia de entrada —que suministra la onda— es P.,; =
Prcceptor + Prad- Para que llegue la maxima potencia al detector es necesario
que
0P receptor V;o2 Rcarga — Rrad
0 Rcarga 2 (Rrad + Rcarga)3

Y esto significa que la condicién para maxima transferencia de potencia es

=0 (C.26)

Rcarga = Ryu4 (027)

En palabras, la resistencia del detector debe ser igual a la resistencia a la

radiacion de la antena. Para ese caso de transferencia éptima
V02 o Pent

8 R’r‘ad 2

Preceptor = Prgd = (028)
Es decir, la mitad de la potencia absorbida por la antena es inmediatamente
re-emitida. Este fenémeno permite localizar las antenas receptoras (en las
peliculas de accién, pero también en la realidad)®.

6 La condicién de igualdad de las resistencias para méaxima transferencia de po-
tencia es similar al caso en que se considera una bateria no ideal —con “resistencia
interna’—; la potencia méxima transferida tiene una expresion similar a la ecuacién (C.28).
La condicién (C.27) se llama “acople de resistencias”. La similaridad no es sorprendente,
porque las ecuaciones de circuito son similares también.
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Prosigamos. En el caso de un dipolo de Hertz de longitud I, si la amplitud
del campo eléctrico de la onda es Ej, podemos esperar que

Vo = Eol (C.29)

Suponiendo, claro estd, que la longitud del dipolo es mucho menor que
la longitud de onda. Tendremos que suponer, ademds, que la antena estd
orientada, de modo que el campo eléctrico es paralelo a su alambre. El valor
promedio del flujo de Poynting en la onda incidente sobre la antena es

e c E?
(M) = = 5 (C.30)

Y la potencia transferida a un detector bien acoplado es

E21?
Prarga = —2— C.31
carga 8Rrad ( )
;,Cémo podriamos unir los dos tipos de argumento? Supongamos que, omi-
tiendo el efecto de re-emisién, la potencia (C.31) recibida por la antena
equivale al flujo de Poynting (C.30) sobre una area efectiva Sy, es decir

Pcarga = <Hznc> Sefe (032)
Combinando las ecuaciones (C.31) y (C.30) se obtiene

Sefe = _r LY (C.33)
efe = 4606Rn1d N 8 .
Y esto significa que una antena bien orientada tiene una area efectiva igual
a
Sefe = 0,12 \? (C.34)

Si la antena tiene una longitud A/2, su “ancho efectivo” es 0,24 A. La an-
tena, aunque la supusimos unidimensional, actiia como bidimensional, lo
que tiene mucho mas sentido fisico: tiene una especie de seccién eficaz para
recibir radiacion.

C.4. Comentarios

Al comienzo supusimos que la antena de Hertz estaba formada por dos esfe-
ras unidas por un alambre; esto no es esencial y, de hecho, cuando se calcula
el patrén de emision de una antena de otras dimensiones, es inconvenien-
te. En realidad es necesario solamente suponer un elemento conductor de
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longitud L y de seccién S. La intensidad de la corriente es constante a lo
largo del conductor y estara distribuida en forma uniforme sobre la seccion
de este. Todas las demds consideraciones pueden quedar igual.

El resultado sorprendente de que la antena tiene una area efectiva lo es me-
nos sorprendente si consideramos que, realmente, una antena no es unidi-
mensional. De hecho, es posible improvisar antenas receptoras muy eficaces
empleando dos laminas metélicas extensas, pegadas a una pared con una
pequena distancia entre las dos; a cada una de las laminas se conecta un
alambre y los dos se llevan al detector. Se puede encontrar informacién en
la pdgina users.pandora.be/educypedia/electronics/antennatypes.htm.



Bibliografia

1]
2]

3]

U. Eco El Nombre de la Rosa, Casa editorial El Tiempo, Bogota, 2004.

G. Carmona y otros Michael Faraday: un genio de la fisica experimen-
tal, Fondo de Cultura Econémica, Mexico, 1995-2003.

Drude, P., Theory of Optics, Leipzig, 1900, en ediciéon Dover, New
York, 1959.

R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on
Physics, Addison Wesley, 1964, volumen 2.

D.J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, Prentice Hall, 1989.

7.D. Jastrzebski, The Nature and Properties of Enginnering Materials,
Wiley, N. York, 1997.

L. Johansson, Longitudinal electrodynamical forces and their possible
technological applications, Lund Institute of Technology, 1996.

F. Kohlrausch, V. Kose y S.Wagner, Praktische Physik, Teubner, 1996.
T. Kuhn, La estructura de las revoluciones cientificas, 1962.

Lian-Chen T., Jun L., G.T. Gillies, “The mass of the photon”, Physical
Review Letters, 2005.

S. G. Lipson, H. Lipson, Optical Physics, Cambridge University Press,
1969.

J. Maxwell, Treatise on Electricity and Magnetism, Vol.1, Art. T4a-T4e.

P. Morse y H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics, McGraw-Hill,
1953.

S. J. Plimpton and W. E. Lawton, “A Very Accurate Test of Coulomb’s
Law of Force Between Charges”, Physical Review, 1936.

315



316 BIBLIOGRAFIA

[15] E. Purcell, Electricity and Magnetism, McGraw Hill, 1984.
[16] M.H. Shamos, Great Experiments in Physics, Dover, 1987.

[17] A. Sommerfeld, Lectures on Theoretical Physics, traduccion y reedicién
Academic Press, 1964, volumen 2: Partial Differential Equations.

[18] A. Sommerfeld, Lectures on Theoretical Physics, traduccién y reedicién
Academic Press, 1964, volumen 3: Electrodynamics.

[19] W. Stechelmacher, “Energy Analysers for Charged Particle Beams”, en
J. Physics E. Sci. Instruments, 1973.

[20] H. Torres, El rayo, Universidad Nacional, Bogotd, 2002.
[21] L. Wahlin, Atmospheric discharges, Colutrén, 2005.

[22] E.R. Williams, J.E. Faller and A. Hill, “New Experimental Test of
Coulomb’s Law: A Laboratory Upper Limit on the Photon Rest Mass”,
Physical Review Letters, 1971.



Indice alfabético

angulo, 71, 72, 82, 87, 255, 258, 259,
263-265, 269, 286, 310
angulo sélido, 91, 255, 264, 299

aislante, 9, 64, 166, 176, 214, 227
alambre de prueba, 68

Ampere, 67, 68, 72

amperio, 75

antena, 146, 148

antena de dipolo, 307, 308

bateria, 1, 2, 4, 7, 62, 64, 65, 103,
107, 109-111, 130, 134, 139,
163, 165, 178-181, 183, 184,
189, 190, 193-196, 208, 210,
230, 312

Biot y Savart, 72, 76

bobina, 78, 101, 111, 117, 118, 133
134, 139, 147, 187, 208, 241,
242, 248, 253

bobinas de Helmholtz, 78, 124

calibracion, 9, 75, 96, 100, 245, 309

campo eléctrico, 14, 15, 17, 18, 24,
27, 28, 34, 35, 38, 39, 41, 45,
46, 50, 56, 67, 108, 110, 114,
118, 122, 124, 138, 140, 145,
152, 156, 158, 163, 166, 168,
169, 171-173, 175, 178-180,
215, 223, 225, 313

campo magnético, 67, 68, 75-78, 80,
82, 88, 98

capacitancia, 177-179, 215, 216, 228

carga superficial, 32, 45, 57, 169, 171,
173, 174, 176, 218, 219, 221

Cavendish, 24, 29

circuito, 66, 68, 71, 72, 76, 90, 111,
185, 187, 189, 190, 192-194,
196, 206, 213, 226, 249, 311,
312

coercividad, 250, 252

comportamiento transitorio, 122, 169,
179

condicion de frontera, 46-51, 55, 108,
114, 174, 221

conductor, 9, 29, 49, 50, 57, 58, 66,
70, 79, 82,99, 100, 112, 122,
156, 163, 164, 166, 168—174,
176, 178, 184, 185, 200, 212,
214, 307, 308, 313

conservacion de la carga, 12, 121, 199

conservacion de la energia, 43, 173,
199

constante dieléctrica, 216, 221, 223,
225, 226, 228

corriente de desplazamiento, 220

corriente de magnetizacion, 235, 237,
240, 244

corriente eléctrica, 4, 66

Coulomb, 8, 9, 17, 28, 68, 72

coulomb, 10, 75

dieléctrico, 213-216, 218, 220, 221,
228

diferencia de potencial, 109, 124, 163,
164, 169, 177

dipolo eléctrico, 24, 25, 82, 146, 214,
218, 223-225

317



318

INDICE ALFABETICO

dipolo magnético, 82, 238, 239, 247,
249, 251

divergencia, 20, 21, 114, 137, 287—
289, 291

efecto Hall, 99, 100, 166, 167
electrom, 35, 51, 60-62, 82, 86
energia, 13, 101, 104, 145, 156, 157,
160, 162, 165, 173, 177, 178,
181, 185, 194-196, 214, 224,
227, 307, 310
equipotencial, 38, 49, 57

f.e.m. inducida, 114, 115, 124, 192,
196, 249

Faraday, 110, 111, 113, 116, 119, 141,
150, 153, 246

flujo de campo eléctrico, 18, 22, 30,
31, 174

flujo de campo magnético, 95, 100,
111, 114, 120, 175, 186, 247

flujo de Poynting, 201

fuerza de Lorentz, 84, 99

fuerza electromotriz, 110

galvanémetro, 82

generador, 2, 110

gradiente, 39, 41, 46, 58, 96, 281, 282,
284, 286

henrio, 188

induccion, 110, 111, 113, 124
inductancia, 185-192, 194-196, 206,
208-211, 252

lazo de corriente, 71, 77, 110-114,
124, 233

Maxwell, 23, 29, 120, 123, 126, 136,
138, 141, 142, 147, 152, 153,
174, 200, 206, 220
momentum de la radiacién, 203
monopolo magnético, 98

onda plana, 138, 139

permeabilidad, 237, 252

Poisson, 46, 48, 302

polarizaciéon de un dieléctrico, 214,
216

polarizaciéon de una onda, 140

polo magnético, 243

portadora de carga, 3, 4, 109, 156

potencial electrostatico, 38, 157, 158

potencial vector, 94, 96, 119

reluctancia, 243

remanencia, 249

resistencia, 163, 165, 166, 179, 186,
189, 193, 195

solenoide, 79, 80, 87, 187-189, 231,
244

susceptibilidad eléctrica, 221

susceptibilidad magnética, 237, 245,
247









