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Prefacio

Este libro esta pensado como guia para la materia de estructuras en estudios de grado
en Ingenieria, cubriendo gran parte del temario habitual de una asignatura de ese tipo.
El libro esta centrado en los métodos de calculo y en la generalizacion de los
conocimientos adquiridos tras una primera asignatura de Resistencia de Materiales.

Los temas escogidos introducen a los estudiantes al calculo de elementos estructurales,
que van mas alla de la teoria convencional de vigas de Navier-Bernoulli (en 1D), y
otros modelos simples unidimensionales para elementos aislados. Entre los tipos de
elementos estructurales tratados hay ejemplos de estructuras con elementos 1D que
forman (lineales y no-lineales), elementos 2D (placas, ldminas y membranas) y
elementos 3D en el capitulo dedicado a cimentaciones. Ademas de las complejidades
de elementos bidimensionales y tridimensionales, este libro trata el calculo dindmico de
estructuras y el disefio sismico, asi como la no-linealidad de algunos tipos de elementos
estructurales.

El primer capitulo introduce las estructuras complejas que pueden ser representadas
como conjuntos no alineados de barras elasticas, exponiendo con cierto detalle el
método matricial de la rigidez. Posteriormente, gran parte del enfoque del ultimo
capitulo del método matricial se aplica al disefio sismico, que aqui se aborda por
métodos matriciales dindmicos. El segundo capitulo examina casos de linealidad
geométrica en pilares y piezas unidimensionales y se hace una introduccién simple a
fenémenos de no linealidad mas complejos, como la abolladura y pandeo de piezas de
seccion no constante. El tercer capitulo trata de elementos bidimensionales: placas,
laminas y membranas, que en esencia, son los andlogos bidimensionales de las vigas
rectas, los arcos y las catenarias. Los capitulos cuatro y cinco tratan de elementos de
cimentacion. El capitulo cuatro esta centrado especialmente en elementos de
cimentacion basal para edificios, mientras que el capitulo cinco se centra en la accion
del terreno sobre estructuras de contencion.

Barcelona, octubre de 2010
Los autores
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Método matricial de la rigidez

El método matricial de la rigidez es uno de los métodos mas utilizados en el calculo
estructural debido a su generalidad, que lo hace aplicable sin complicaciones
adicionales a estructuras hiperestaticas. Ademas el método matricial de la rigidez tiene
una implementacion algoritmica sencilla y se puede programar con facilidad, por lo que
actualmente existe una gran cantidad de software comercial basado en este método .

El método matricial de la rigidez es una generalizacion o sistematizacion del método de
la rigidez en su version no matricial. La version no matricial permite hallar las
reacciones de un gran numero de estructuras hiperestaticas sencillas
complementando las ecuaciones de la estatica con algunas ecuaciones adicionales,
llamadas ecuaciones de compatibilidad. Estas ecuaciones adicionales permiten formar
un sistema con el mismo ntimero de ecuaciones e incognitas. La subsiguiente
resolucion de ese sistema permite a su vez una completa resolucion de las reacciones y
los esfuerzos. La algoritmia del método matricial de la rigidez introduce de manera
automatica las ecuaciones de compatibilidad requeridas para resolver cualquier
problema hiperestatico; por esa razon el método resulta facilmente programable.

1.1. Estructuras hiperestaticas

Una estructura fija es un conjunto de solidos resistentes vinculados tanto entre ellos
como a un sistema de referencia llamado suelo de tal manera que no es posible que la
estructura o conjunto de sélidos tenga un movimiento relativo respecto al sistema de
referencia suelo, a menos que sufra deformaciones ostensibles. Asi, las estructuras
elasticas lineales que sufren pequeias deformaciones] se consideran a efectos practicos
inmovibles respecto al sistema de referencia suelo. Su inico movimiento posible seria
algun tipo de vibracion alrededor de un punto de equilibrio.

Matematicamente una estructura hiperestatica no puede resolverse completamente solo
mediante la aplicacion de las ecuaciones de la estatica. Para explicar esto conviene
introducir el concepto de grados de libertad para un sélido libre y para una estructura
completa. Dado un sélido tridimensional libre, el nimero de coordenadas o grados de
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libertad” para describir su movimiento de sélido rigido es seis: tres coordenadas de
posicion para situar un punto (por ejemplo, su centro de masa o cualquier otro punto) y
los tres angulos para especificar su orientacion (por ejemplo,los tres angulos de Euler).
Si el movimiento del sé6lido esta restringido a un plano, el nimero de grados de libertad
es tres (dos coordenadas de posicion y un angulo de giro respecto a un punto fijo). Para
un conjunto de solidos vinculados entre si el nimero de grados de libertad totales se
obtiene restando las restricciones de los vinculos entre ellos:

GL

estr

=n,GL — Y _vin, [1.1]

Donde 7 es el nimero de solidos, GL; = 6 para un problema tridimensional y GL, =3
para un problema plano. Y vinc; dependera del tipo de vinculo existente. Por ejemplo:

a) En un problema plano, una articulacién elimina dos grados de libertad de
traslacion, ya que impide que los dos solidos se separen en el punto de unién
articulado, pero permite el giro libre alrededor de la articulacion de un sélido
respecto al otro.

b) En un problema plano, una soldadura perimetral o un empotramiento eliminan
tres grados de libertad, ya que obligan a cada s6lido a ser solidario en la
seccion soldada o empotramiento.

¢) En un problema tridimensional, una articulacién cilindrica elimina cinco
grados de libertad (tres de traslacion y dos de giro).

d) En un problema tridimensional, una rotula esférica elimina tres grados de
libertad (todas las traslaciones, permitiendo asi la libre orientacion de un
solido respecto al otro).

La suma algebraica [1.1] implica que los conjuntos de solidos resistentes pueden
clasificarse en tres clases disjuntas:

GL> 0 mecanismos
GL=0 estructuras isostaticas
GL<0 estructuras hiperestaticas

Para los dos ultimos casos puede probarse que:

GLy = n.° ecuaciones de la estatica linealmente independientes — n.° reacciones
incognita

Esta ultima igualdad aclara que las estructuras hiperestaticas presentan un mayor
nimero de incognitas que las que pueden hallarse empleando las ecuaciones de la
estdtica que estan aparte de la misma. En general una estructura hiperestatica solo
puede ser resuelta si se toman en consideracion las deformaciones ocasionadas por las
fuerzas, de tal manera que los desplazamientos calculables a partir de dichas
deformaciones sean compatibles con los vinculos existentes entre los solidos. Una
condicion adicional que exprese la igualdad de desplazamiento de dos partes de la
estructura se denomina ecuacion de compatibilidad. Si consideramos un numero
suficientemente grande de ecuaciones de compatibilidad, cualquier problema
hiperestatico se vuelve resoluble. Es importante sefialar que estd garantizado que el
numero disponible de ecuaciones de compatibilidad para una estructura hiperestatica es
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siempre al menos |GL1|, por lo que ecuaciones adicionales permitiran siempre construir
un sistema con el mismo numero de incognitas que de ecuaciones.

1.2. Fundamentos del método matricial

En este capitulo nos centraremos esencialmente en estructuras de barras, es decir, en
conjuntos de solidos resistentes vinculados entre si en los que cada uno de ellos es
esencialmente un prisma mecanico alargado cuyos desplazamientos y deformaciones
pueden ser tratados mediante un modelo 1D basado en la teoria de Navier-Bernoulli
ampliada con la teoria de la torsion de Saint-Venant.

La idea basica del método matricial de la rigidez aplicado a estructuras de barras es que
a cada barra o elemento lineal se puede describir mediante una matriz de rigidez
elemental que relaciona las fuerzas sobre la misma con sus desplazamientos; y a la
estructura o conjunto de barras le corresponde también una matriz de rigidez global que
relaciona los desplazamientos con las fuerzas aplicadas. Esa matriz global tendra
incorporadas las relaciones de compatibilidad necesarias y permitird formar un sistema
con el mismo numero de incognitas y ecuaciones. Las incognitas incluirdan tanto
desplazamientos como reacciones incognitas; una vez calculados los desplazamientos
sera posible calcular todas las reacciones de un modo similar a como se hacen con la
version no matricial del método de la rigidez.

Lo interesante de las ideas anteriores es que para cada tipo de elemento (barra recta de
seccion constante, tramo de arco, barra de seccion variable) es posible calcular la
matriz de rigidez elemental a partir de la teoria de Navier-Bernoulli y los resultados
derivables de ella como los teoremas de Mohr. En este capitulo nos limitaremos a
deducir las matrices de rigidez de barras rectas de seccion transversal constante (tanto
en el caso 2D como en el caso 3D). Ademas, una vez conocidas las matrices de rigidez
elementales de cada una de las barras que conforman la estructura, la matriz de rigidez
global para la estructura completa es construible a partir de las matrices elementales y
dependera solo de la topologia 0 modo en que las barras estan conectadas entre si. La
operacion de ensamblaje o construccion de la matriz de rigidez global a partir de las
matrices de rigidez elementales es tan sencilla que puede programarse facilmente sin
necesidad de resolver ningun sistema, simplemente deben copiarse los componentes
desde las matrices de rigidez elementales hasta la matriz de rigidez global. Antes de
detallar como es la matriz de rigidez elemental de una barra, describir la operacion de
ensamblaje y explicar el tratamiento de las fuerzas exteriores sobre la estructura, vamos
a explicitar las hipotesis o limitaciones en las que se basa el método:

H1) Pequeiiez de las deformaciones (e ; | < 10%). Como se ha anticipado,
consideraremos pequefias deformaciones, lo cual equivale a una relacion lineal
entre desplazamientos y componentes del tensor deformacion. Esto es una
condicion necesaria para emplear la teoria de la flexién de Navier-Bernoulli, y
la ecuacion de la eléstica (o equivalentemente los teoremas de Mohr) para
calcular aproximadamente las rigideces de las barras.’

13
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H2) Comportamiento elastico lineal de la estructura y los materiales. Esta condicion
permitird emplear relaciones lineales entre tensiones y deformaciones. De
hecho, todos los materiales elasticos isotropos para pequefias deformaciones
pueden ser aproximados por un modelo elastico lineal, por lo que en cierto
modo para materiales isotropos la hipdtesis H2 no es independiente de la
hipoétesis H1.

H3) Se desprecia los cambios de rigidez. Ciertos fendmenos hacen que la rigidez de
un elemento no pueda considerarse constante, por ejemplo, cuando una barra
recta se curva ostensiblemente su rigidez axial queda afectada; esto es
particularmente importante en pilares con fuertes esfuerzos de compresion® (en
esos casos se requiere una rigidez axial dependiente de la curvatura, tal como se
observa en el ejemplo de céalculo no lineal del capitulo de no linealidad
geométrica mas adelante). También la ocurrencia de fendmenos, excluidos a su
vez por H2, como la ocurrencia de plastificaciones, requeririan matrices de
rigidez dependientes de las deformaciones. Aunque H3 es probablemente una de
las limitaciones mas serias, el tratamiento de estructuras con rigidez dependiente
de los desplazamientos da Iugar a sistemas de ecuaciones no lineales
computacionalmente complejos, que por simplificar aqui ignoraremos.

1.3. Matrices de rigidez elementales

En esta seccion se deduce la matriz de rigidez elemental de una barra recta de seccion
constante, y nudos rigidos, tanto en 2D como en 3D. También se resumen los
resultados para barras con extremos articulados, barras de seccion constante, barras de
directriz curva y barras de seccion variable, aunque en estos casos no se deducen
explicitamente las matrices.

Una matriz de rigidez elemental relaciona los desplazamientos generalizados
(traslaciones y giros) en las dos secciones extremas de un elemento o barra con las
fuerzas necesarias para producir las deformaciones que dan lugar a dichos
desplazamientos. Matematicamente, una matriz de rigidez elemental [K“] es una
relacion entre el vector de fuerzas generalizadas (fuerzas y momentos) en las secciones
extremas y el vector de desplazamientos generalizados (traslaciones y giros).

Las matrices de rigidez solo dependen de las magnitudes geométricas de las barras y de
los materiales de los que estan hechas, pero no de las fuerzas. Esto significa que si se
consideran dos hipdtesis de carga sobre una estructura, los dos calculos pueden
realizarse con las mismas matrices de rigidez aunque las fuerzas sean diferentes.

1.3.1. Rigideces de una barra elastica

Las componentes de la matriz de rigidez de una barra estan formadas por diferentes
rigideces o coeficientes de rigidez K,, asociados a diferentes modos de deformacion
(extension, cortadura, flexion, torsion, etc.). Por ello, antes de poder dar la forma
explicita de la matriz de rigidez de una barra elastica es necesario definir los diferentes
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tipos rigidez que caracterizan el comportamiento de dicha barra. Las rigideces bésicas
para una barra recta son: la rigidez axial, la rigidez flexional, la rigidez frente a
cortadura, la rigidez torsional y la rigidez mixta cortante-flexion. Para barras con
secciones asimétricas en las que los modos de flexion y torsion estan acoplados son
necesarias rigideces adicionales. Como se verd a continuacion, las rigideces tienen
siempre la forma genérica:

F, ES,
K, ==, o [1.2]

dondeF,, es una fuerza generalizada (fuerza o momento) y A, un desplazamiento
generalizado (traslacion o giro), o, es un coeficiente de proporcionalidad, £ es el
mddulo de elasticidad transversal, S,, es una medida o magnitud extensiva relacionada
con la seccion (area, momento de inercia, momento torsional, modulo de alabeo
seccional, etc.), L es la longitud de la barra y 3,, es un exponente entero dependiendo
del tipo de rigidez de que se trate.

Empezamos con la rigidez axial. Para una barra eléstica recta y de seccion constante la
rigidez axial K, se define simplemente como la relacion F,/A, entre la fuerza
horizontal F,, y el desplazamiento horizontal A,, del mismo extremo en el siguiente
esquema de célculo:

Fi. 1.1
Disposicion para medir
F, la rigidez axial.

Para calcular A, necesitamos encontrar los diagramas de esfuerzos para calcular las
deformaciones y desplazamientos. Los diagramas de esfuerzos y el desplazamiento
calculados son:

axiles cortantes
N, (x)=+F, |T,(x)=0 T.(x)=0
’ : [1.3]

torsores flectores
M, (x)=0 My(x):O M_(x)=0

Ahora calculamos A, en funcion de esos esfuerzos y obtenemos facilmente K,,:

N F L F F L EA
A =] = () g ke, K =—o- e~ _24 [1.4]
T J0 F4 EA A F . L/EA L

La rigidez flexionalKj,, de una barra elastica se define simplemente como la relacion
M,/0; entre el momento extremo M,y el giro de la seccién 0, del mismo extremo en el
siguiente esquema de calculo:

15
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Fic.1.2.
Disposicién para medir
la rigidez flexional. M;

Para encontrar los diagramas de esfuerzos necesitamos previamente encontrar las
reacciones verticales (R, Rg) y el momento de empotramiento (#,). Como el problema
anterior es hiperestatico, ademas de las ecuaciones de equilibrio de fuerzas verticales y
momentos necesitamos una ecuacion de compatibilidad (relaciéon que involucra los
desplazamientos). Un posible sistema mediante el uso del desplazamiento vertical vy

seria, por ejemplo:

R,+R, =0
My+M,+R,L=0
vy (R, Ry, M, )=0

Para calcular el desplazamiento vertical v; podemos usar la ecuacion de la elastica® mas

dos ecuaciones de condiciones de contorno:

dzv(x)_Mz(x)_MA-i-RAx

d*  EI.  EL

vA(RA,RB,MA)=v(x:0):0:>v(x):ﬁ(Msz+R
dv :

v (R,Ry,M, )=—| =0

A( A B A) dxX:O

A partir de la condicion de compatibilidad vy = w(L) = 0 y de las ecuaciones de

equilibrio tenemos que:

R,=3M, /2L

3M,
vy (Ri Ry, M, ) =025 R, === = AR, ==3M, 2L
M,=-M, /2

Podemos calcular 6,en funcion de los diagramas o, mas sencillamente, usando la forma

de la elastica, ya que 6,= v’ (L), con lo que asi tenemos sencillamente:

dv

1 R, I 1 (-M,L 3M,L M. L
=M L+ = | L
EIL A 4 ) 4EL

dx 2
M, M, 41
0

x=L

K flex =

M,LJAEI. L

La rigidez a cortantek,,,; de una barra elastica se define simplemente como la relacion
T./5. entre la fuerza vertical T, aplicada en un extremo y el desplazamiento

subsiguiente d. del mismo extremo en el siguiente esquema de calculo:

16
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Fic.1.3
Disposicion para medir
T la rigidez a cortante.

Para encontrar los diagramas de esfuerzos necesitamos previamente encontrar la
reaccion vertical (R4) y los momentos de empotramiento (M, Mp). Como el problema
de nuevo es hiperestatico, ademas de las ecuaciones de equilibrio de fuerzas verticales
y momentos, necesitamos una ecuacion de compatibilidad (relacion que involucra los
desplazamientos). Un posible sistema es usar que en B la barra horizontal seria
imponer que v’z = 0:

R,+T. =0
M +My+TL=0 [1.9]
vy (R,M, My)=0

Para calcular el desplazamiento vertical vz podemos utilizar la ecuacion de la elastica,
mas dos ecuaciones de condiciones de contorno:

dzv(x) Mz(x) M, (MB+MA)£
ax’ EI EI. EIl. L
v (R, Ry, M, )=v(x=0)=0 =
_dv

V'A (RA’RB’MA) _E

=0

x=0

v(x) = — [(M“M")x —Mszj [1.10]

T 2EL 3L

De la condicién de compatibilidad v’z = v(L) = 0 y de las ecuaciones de equilibrio,
tenemos que:

d R,=-T.
% 0= M, =+M, ={M,=-T.L/2 [1.11]
e M, :_TCL/Z

Podemos calcular 6, en funcion de los diagramas o, mas sencillamente, usando la forma
de la elastica, ya que 8. = v(L), con lo que asi tenemos sencillamente:

17
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2 2 3
T

T, T 12E1
Ky =F=—srm = [1.12]
S, T.L/I2EI, L

La rigidez mixta de cortante-flexionK ., de una barra elastica se define también a
partir del ejemplo anterior, relacion My/d entre el momento de empotramiento My
cuando se aplica una fuerza vertical 7T en el extremo que produzca un desplazamiento &
de dicho extremo. A partir de los calculos de la seccion anterior, y puesto que Mg = M,
tenemos que:

M TL)2 EI
K, =M _TL2 _GEL [1.13]
8, TL/I2EI, L

c

Una precaucion importante que hay que tener en cuenta es que las expresiones
anteriores las hemos obtenido a partir de la ecuacion de la elastica sin contabilizar la
deformacion por cortante (a idéntico resultado se llega si se usan los teoremas de Mohr
para deducir las rigideces). Si se consideran las deformaciones por cortante, se llega a
expresiones ligeramente diferentes:

g 1t+a L L [1.14]
T 12 EI EI
=== Tz pz 1.15
cort 66 1+(1 L3 L3 [ ]
M 6 EI. 6EI
K =——&£__2 = 22 1.16
T8, l+a P I L1.16]
donde:
12E1
o =——= [1.17]
K, GAL
2 2 -
A
K, = QZ=I—ZI S. | a4 [1.18]
T4 4| b,

siendoG el modulo de elasticidad transversal, 4y, el 4rea de cortante reducida,
calculable a partir del primer momento de area parcial S.(y), y byel ancho existente a la
altura y.

1.3.2. Matriz de rigidez de una barra recta (caso 2D)

Para el caso de una barra cuyo movimiento esta restringido a un plano, cada seccion
extrema de dicha barra tiene tres grados de libertad (dos traslaciones y un giro), y
habiendo dos secciones extremas en cada barra, la matriz de rigidez elemental en ese
caso es una matriz de 6x6, de la forma:®
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F ki ky ks kg ks kg |[9
F, ky ky o kyo ky ki kg ||,
M, _ ky ks ko ky ks ks )05 [1.19]
F, ky kg k43 kyy k45 k46 5,
Fy kg ks, ks ks ks ks | |95
M _k61 ke ke ke kg kg i 05

dondeF; son las fuerzas resultantes en la secciones extremas, M; los momentos
resultantes, ; los desplazamientos de traslacion y 6, los giros de las mismas secciones
extremas. La numeracion de los diferentes grados de libertad es siempre la misma y se
muestra en la siguiente figura:

2 5
3%\31 /\ A

Ahora nos planteamos hallar las componentes k; que describen adecuadamente una
barra elastica que satisface la teoria de la flexion de Navier-Bernoulli. Como la relacion
[1.19] se cumple para cualquier combinacion de desplazamientos, en particular también
se cumplira para algunos casos particulares, como por ejemplo:

1) {817 =40, 0, 0; 8, 0, 0} que representa un caso de tracciéon en que se produce
un desplazamiento J,, en el grado de libertad 4, lo cual corresponde a un caso de
traccion simple. Este problema es idéntico al caso estudiado para deducir la
rigidez axial [1.13] y, por lo tanto, se puede concluir que:

_F:zx _kll k12 k13 k14 k15 km 1[0

0 k21 kzz kzs k24 kzs k26 0

0 _ k31 k32 k33 k34 k35 k36 0 [1.20a]
F, k41 k42 k43 k44 k45 k46 Sax

0 k51 ksz k53 k54 kss k56 0

0 L k61 ksz k63 k64 k65 k66 i 0

De estas relaciones se deduce que kyy = k3y = ksqs = ks = 0, v kg = —kyq, y de la
definicion de rigidez axial [1.4] se deduce ademas que kyq = K, = EA/L.

2) {817=10,0,0; 0, 5., 0} que representa un caso de flexién y cortante en que se
produce un desplazamiento 8. en el grado de libertad 5. Este problema es
idéntico al caso estudiado para deducir la rigidez frente a cortante [1.11] y, por
lo tanto, se puede concluir que:

Fic. 1.4.

Numeracion estandar
de los grados de
libertad de una barra en
2D.

19
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3)

4)

0 ky ky ki ky ks kg |[O
_Tc k21 kzz k23 k24 kzs k26 0

- TCL/Z _ k31 k32 k33 k34 k35 k36 0 1 .ZOb]
0 ky ko ko ky ks kg || 0O
T, kg ks, ks ks ks ks 5,
- TCL/Z _km ksz km k64 kss k66 i 0

De estas relaciones se deduce que ks = kys = 0, y de la definicion de rigidez
frente a cortante [1.12] se deduce ademas que kss = K ., = 12E1/L, y ademas ks
= 7Kcort: k35 = k55 = 7KcortL/2-

{8}7={0,0,0; 0, 0, 6/} que representa un caso de flexion y cortante en que se
produce un giro Oy, en el grado de libertad 6. Este problema es idéntico al caso
estudiado para deducir la rigidez flexional [1.5] y, por lo tanto, se puede
concluir que:

0 ky ky ks ko ks kg 0
_Tc k21 kzz k23 k24 kzs kza 0

- TC,L/Z _ k31 k32 k33 k34 k35 k% 0 [1.20c]
0 ky kg ko ki ks kg 0
T, ks ks ks ks ks ks 0
- TCL/2 _k6l ksz k63 k64 k65 kss J e/

De estas relaciones se deduce que ks = k46 = 0, y de la definicion de rigidez
frente a cortante [1.8] se deduce ademas que ks = Ky = 6EI/L* Y koo = Kpox =
AEI/L y ademas k56 = —chy k36 = Kﬂgx/Z.

Usando otros esfuerzos reducibles por simetria a los casos anteriores, como {3}”
= {- 8, 0,0;0,0,0}, {8}"=1{0,8.,0;0,0,0} y {3}"={0,0,050,0, 0} se
encuentran las componentes de las columnas 1,2 y 3.

Mediante los resultados para todas las componentes obtenidos en los casos particulares
de 1, 2, 3 y 4 se llega a que la matriz de rigidez elemental de una barra eléstica recta y
de seccion constante viene dada por:



4 0
L
0 12% +6]€[
6EI  4EI
0 +—; —
[ K(e):| _ L L
EA
-—— 0 0
L
12E1 6EI
O o ¢
6EI  2FEI
0 +— —
L L L

. EIl 0 6L 4
[K()]:E 220 0
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0 0
12EI  6EI
o Iz
_6El  2EI
I L
0 0
12E  6EI
r
_6El  4EI
Iz L |
. _
~12 +6L
6L 21
0
12 —6L
~6L 4L |

[1.21a]

[1.21b]

donde se ha usado la abreviacion A = L/i para la esbeltez natural (longitud natural de la
barra entre radio de giro i* = I/A). También puede usarse una notacién todavia
abreviada consistente en usar las cuatro primeras letras del alfabeto para las rigideces
axial, cortante, flexional y mixta de la siguiente manera:

(A 0 0

0 B D

[Kﬂ: 0 D C
-A 0 0

0 -B -D

|0 D (C/2

donde obviamente A = EA/L, B = 12EIL’, C = 4EIIL y D

0

0
A
0
0

-D

[1.21c]

6EI/L* o,

equivalentemente si se pretenden incluir las correcciones de la flecha vertical debida al
cortante, las correspondientes rigideces para B, C y D dadas por [1.14], [1.15] y [1.16].
La matriz de rigidez elemental de la forma [1.21] es valida para cualquier barra elastica
recta de seccion constante que no sufra alabeo seccional apreciable, siempre y cuando
su movimiento esté limitado a un plano y la matriz de rigidez se exprese en un sistema

de ejes cartesianos como los de la FiG. 1.4.
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1.3.3. Matriz de rigidez de una barra recta (caso 3D)

Para el caso de una barra eldstica en tres dimensiones cada seccion extrema tiene seis
grados de libertad (tres traslaciones y tres angulos de orientacion), por lo que al
considerar las dos secciones extremas de cada barra, la matriz de rigidez elemental
tiene, en una matriz de 12 x 12 (=2-6 x 2 - 6), la forma:

F A -A S,
F, B, D, -B, D, ||3,
R, B, D, B, D, 5,
M, E -E 0,
M, D, C, -D, Cy/2 0
Mg D, C, -D, C,/2||6,
F(|-A A 5,
F, -B, -D, B, -D, || 8
A, B, D, B, D, 5,
M, -E E 0,
M, D, C,2 -D, C, 0,
M, i D, C,/2 -D, C, ] 0.,
[1.22]

dondeF; son las fuerzas resultantes en la secciones extremas, M; los momentos
resultantes, ; los desplazamientos de traslacion y 6, los giros de las mismas secciones
extremas. La numeracion de los diferentes grados de libertad es similar a la del caso
bidimensional. Los desplazamientos &, 8, y 83 se refieren a los desplazamientos de la
seccion extrema izquierda en direccion axial y en las dos direcciones perpendiculares al
eje de la viga (se toman usualmente segun las direcciones principales de inercia). Los
angulos 01, 0, y 0; se refieren a los giros en torno a las mismas direcciones anteriores.

De forma similar, los desplazamientos y giros 84, s, Os, 04, 05 ¥ 05 son semejantes a los
anteriores pero referidos a la seccion extrema derecha.

Como puede verse a partir de [1.22], el caso de una barra recta tridimensional es
similar al anterior, solo que en éste existen dos rigideces a cortante By y B, (en lugar de
una como antes), una para cada una de las dos direcciones perpendiculares al eje, dos
rigideces flexionales Cy y C,, dos rigideces mixtas Dy y D,, y también una rigidez
torsional E (= GJ/L). Asi que, en total, la barra esta caracterizada por ocho constantes
de rigidez en lugar de cuatro como sucedia en el caso bidimensional. Eso siempre y
cuando sea valida la teoria de la torsion de Saint-Venant.

En perfiles de escasa rigidez torsional, ademas de la rigidez dada por el médulo de
elasticidad transversal G y el momento torsional J, es necesario considerar el alabeo
producido en la seccion transversal, que se calcula a partir del mdédulo de alabeo 1,
aunque en este caso es necesario considerar un grado de libertad adicional 1lamado
alabeo unitario ¢. Para simplificar la discusion se considerard una barra recta que sea
un prisma de directriz recta con un plano de simetria IT = {(x,y,z)| ¥y = 0} con siete
grados de libertad en cada seccion extrema (tres de traslacion, tres de giro y uno de
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alabeo): u(x) = {u,, u,, u., @, 6,,0,,0 .} . Su matriz de rigidez viene dada por cuatro
submatrices de 7x7:

(K] [K:]

(kL] (K]

[K]= [1.23]

En el caso general de la torsiéon mixta (que combina la torsion pura de Saint-Venant y
la torsion alabeada) los bloques anteriores vienen dados por las siguientes formulas:

[ EA
7 0 0 0 0 0 0
120, EI. 120, EI,  240,, EI 6D, EI
0 ="z 0 12 z 12 z 0 _ 11 z
l+o, I l+a, L l+a, I l+a, I
0 125, 0 0 -6 A, 0
l+a, L l+a, I
29, EI 6D, EI
[K,]= 120, B, 0 Y, GJL Y,GJ 0 ——=
1 l+o, L l+a, L
GJ 120, EI
MOLEL oy G 120nEL
I+a, L L I+a, L
0 mUNRCTI o Aretl 0
I+a, L I+a, L
6D, EI 6D, EI. 120, EI, 4+a El,
11 ="z 0 12 =z 12 ="z 0 z -z
| l+a, I l+a, L l+a. L l+a, 2L |
[1.24a]
_E4 0 0 0 0 0 0
120, EI. 120, EI, 240, EI 60, EI
_ [ s 0 _ & 1 B4 0 11 z
l+a, I l+a, L l+a, L l+a, I
12 EI -6 EI,
0 2% 0 0 =6 = 0
I+a, L I+a, L
= O, EI
[K,]= 120, £, 0 ¥ GIL ¥ ,GJ 0 60, B,
12 l+a, L I+a, L
120, EI
——24®‘2E—]; 0 Y,GJ ‘{Jzzg 0 — L
I+a, L L I+a, L
EI —o. EI
0 8 2 0 0 20, %y
I+a, L I+a, L
6D, EI 6®,, EI 120, EI 2-a. = EI
——L e 0 e 0 20,
l+oa, L I+a, L I+a, L I+a, L
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£4 0 0 0 0 0 0
L
o 120, EL 0 (120, EI, 240, EI o 6, El
l+a, I l+a, L l+a, I l+a, I
EI -6 EI,
0 0 12 5 0 0 8 =, 0
l+oa, L I+a, L
120, EI, 6®,, EI
[K,]=| O e L 0 ¥, GJL -¥,GJ 0 e I
o 2L o oy @ 20
I+a, L L I+o, L
EI EI
0 0 6 %, 0 0 dta, 2y 0
I+a, L I+a, L
o 6P, EL 0 60, EI. 120, EI 0 4+o,  EI
| l+a, I l+a, L l+a, L l+a, 2L |
[1.24c]
En ellas se han introducido las siguientes abreviaciones adicionales:
a) Funciones auxiliares para la flexion y el cortante:
_F _ z. (1-x,)(cosh, —1)
1= 5 22~ 2=
F0+CéGO L E)+C2'G0 [1 25]
_k +UCéGO = _FK _GCéGo
2 = 2 2 = 2
F;) + C.JCGO E) + C.JCGO
I+a
= Z F, =)\, sinh A, + 2k, (1—coshA
4 + az 0 0 0 0 ( 0 )
_ l4+a .
U= z G, =k, sinh &, +2(1—coshk,)  [1.26]
2 —o 0 0 0 0
l-x, o, k. A4
T
K, l+a, J
12EI a4 s,y T J
o, =—>> Ky——Qy:i J. 2| dA Ko =1-
box,GAL A A4 D, I +1,
- , - [1.27]
12E1 A, 17 S GJ
o, =——= K = ¢ :—ZI —= | dA Ao =L, [kg—
K, GAL 4 A4 b, El,

b) Funciones auxiliares para la torsion:

24
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v Ko Ao coshh, — i, sinh &, + &7 (A, cosh A, —sinh L)
o Fy+C2G,
coshi, —1
‘PIZ =K, (1 + Cé)—g
£, +CcG,
) ) i [1.28]
Ay sinhd, + &7 [ A sinh &, +2(1-x, ) (1-cosh’, )]
c Fy+C2G,
= K, K,sinhd, —A, +Cc (sinhd, —2,)
T Fy 462G,

El caso anterior que se refiere a la interaccion mas general entre la torsion y flexion es
bastante complicado, como puede verse por el elevado nimero de funciones auxiliares
necesarias para definirlo exactamente. Conviene pues, considerar algunos casos
particulares de interés practico que puedan ser descritos mas sencillamente:

- Si =0 (cosa que sucede cuando ¢ =0, a, = 0 0 1Ky = 1), entonces @, = Oy,

=dy=1y®d, =0,y por lo tanto hay desacoplamiento entre las componentes

de la flexion y la torsion; en ese caso ademas los coeficientes Wy, W 11, V1o y
¥,,, coinciden con los que se pueden encontrar en un problema elemental de
torsion.

- Torsion alabeada pura. Si el modulo de torsion J tiene un valor pequeilo,
podemos considerar el limite J— 0, lo que implica que k;— 0y Ap— 0, y a su
vez lleva a que: @ = @y, = 522 =1y ®, =0,y ademas GJLY— 4EI,/L,

GJLY |,— 2EIJL, GJ¥,— 6ElJL* y GJILY,— 12EI,/JL’. Todos esos
limites implican que la matriz [K;;] quede simplemente:

£4 0 0 0 0 0 0
EI EI
0o 12 == 0 0 0 0 6 -
I+a, L I+a, L
0 0 liz i[; 0 0 1_6 EI;
a, +o, L
4EI, 6EI
[K.]=]| © 0 0 L“’ Lz“’ 0 0
0 0 0 —6?@ —12LE3[‘° 0 0
0 0 6 EI, o Ao 0
l+a, I l+a, L
EI 4+a, EI
o O I 0 0 0 ta 2
i I+oa, L l+a, L |
[1.29]
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- Torsion de Saint-Venant pura. Si el modulo de torsion J tiene un valor muy
grande y apenas existe alabeo, podemos considerar el limite J—oo, lo que

implica que Ay—x, y a su vez lleva a que: ¥, = ‘?” =¥Yp=0yY¥Yyr=1,y

ademas @ — /(1 +60F), Pp— 1-[30/@+a)(1+EH)], Pp— 1-
32 - a)(1 + CA)] y ®o— 0. Ademas en este caso desaparece el grado de
libertad de alabeo y las submatrices de rigidez son de 6x6:

£4 0 0 0 0 0
L
120, EI D, EI
O 11_32 O 0 0 6 11 22
I+a, L I+a, L
El -6 EI
0 0 12 = 0 =5 > 0
l+o, L l+a, L
(K, ]= ’ Gy [1.30]
0 0 0 — 0 0
L
-6 EI 4+, EI,
0 0 0 = 0 L 0
l+a, L l+a, L
D, EI 4 EI
o SPuEL o, 0 0 T B
I l+a, L I+a. L |

Si ademas el centro de cortante coincide con el centro de gravedad {c= 0 y se ignora la
deformacion por cortante o, = o, = 0, se recupera la matriz de rigidez convencional
[1.22] para una barra recta que apenas sufre alabeo y que es larga en comparacion con
su longitud.

1.3.4. Matriz de rigidez de barras curvas

Los arcos son piezas, generalmente con plano medio. Cuando la seccion es maciza
puede ignorarse el alabeo y se obtiene una matriz de 6x6. Para un arco, los grados de
libertad axiales y de cortante no son independientes de los de cortante, debido a la
curvatura (eso significa que los términos ks, ka1, ka4, ka2, k15, ks1, kus y ks4 son diferentes
de cero a diferencia de lo que pasa en el caso de una barra recta).

Otro caso diferente es el de una viga balcon, una barra cuya directriz es un curva plana
en la que las cargas son perpendiculares al plano de curvatura. Este caso s6lo puede ser
tratado en 3D, ya que necesariamente los desplazamientos de una barra curva con esas
cargas no pueden estar contenidos en un plano. En ese tipo de elementos la curvatura
naturalmente hace que los grados de libertad flexional y los grados de libertad torsional
estén acoplados. Lo cual vuelve a implicar que algunas componentes nulas para una
barra recta en este caso no lo sean.

1.3.5. Matriz de rigidez de barras de seccién variable

En los casos anteriores solo se han considerado barras con seccion transversal
constante. Ademas de la generalizacién a piezas de directriz curva y piezas cuya
torsién no puede ser descrita simplemente por la teoria de la torsion de Saint-Venant
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pura, las formulas anteriores pueden generalizarse a piezas de seccion variable.
Naturalmente, al igual que en las generalizaciones anteriores, las formulas de las
rigideces se complican notablemente cuando se consideran casos que no son de barra
recta. Asi que, solo por dar una idea general, consideraremos Unicamente un caso
particular: el de una barra recta en 2D con seccion variable en que el canto 0til sigue
una ley parabolica, siendo maxima en el centro y minimo en los extremos, de tal
manera que las magnitudes de la seccion varian como:

A(x)= 4 +(A0—A1)(1—7j2
1(x)=1,+(1, -1, )(1_%‘}2
2 (%) =2 (1 _ZL_XJ

2x

N | b~

0<x<L

AI:A(x:—j Ay = A(x=0)

I, =I_V(x=§j/\A0 =Iy(x=0) [1.31]

En este caso la matriz de rigidez elemental de la barra puede expresarse mediante tres

bloques o submatrices:

(K] [Kx]
[K]=|:|:K1T2:| [Kzz]:l

donde cada uno de ellos viene dado por:

By EA
BIIB33_B123 L

[K.,]= 0

PoBis
————F
| B]]Bss - B123 AO

BllB}} - Blzz L
[K,]= 0

—PoBis
——F
i [3111333 _[3123 AO

BZZ +3B33 L3

0 pOBBAz EA
BllBss_Blz
12 EI, -6 El,
B22+3B33 r
BII(B22+6B33)_3B123 EIo

0

-6 El,

_B33 %

B22 +3B33 L3

BZZ +3B33 L2

0 _panAz
BnBss _B13

-12  EI, -6 El,
Bzz +3[333 L

_(311[322 + 33123 ) _3[3123 El,

E4,

6 EI

By +3By L (ﬁllBB _ﬁ123)([322 +3B33) L |

(311333 _ﬁé)(ﬁzz +3B33) L |

[1.32]

[1.33a]

[1.33b]
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B - E4, 0 PoBis - E4,
B]]Bss _BIS L BnBss _B13
EI EI
[K»]= 0 1z =L 5 —o [1.33c]
BZZ +3B33 L B22 +3BSS L
PoBis EA 6 El, B (Bzz +6PBs;3 ) =3B}, El,
A 0 A
511[333 _B123 BZZ +3BS3 Lz (BnBss _Blzs)([?’zz +3st) L
donde ademas:
1-nA 1-A
BllZAc_PKO ln . P =aA +3 1 . B33:An
| nA n n [1.33d]
-1 R
13- : Bis = KBy
1-n
y donde los parametros anteriores vienen dados por:
I, 1 1-n 12E1,
n=— A = arctg o=
I, " n(-n) n KGA, L’
[1.33¢]
A Ay
A,

1 l-o
A, = arctg K=
Jo(1-o) c 4;
De este modo, se comprueba facilmente que los coeficientes de rigidez coinciden con
los convencionales para una viga bidimensional de seccidon constante cuando py = z¢/L

=0,Bn=0-2yB=PFs=1
1.3.6. Matriz de rigidez de barras con nudos articulados

Cuando una barra recta tiene al menos uno de sus extremos articulados, un giro en el
nudo articulado no implica la aparicién de un momento, lo cual a su vez implica que
una de las componentes k;;, que para una barra de nudos rigidos nunca es nula, entonces
seria k; = 0 para el i correspondiente al grado de libertad asociado a alguno de los giros
en la articulacion. Restringiendo nuestra atencion a una barra elastica recta de seccion
constante en 2D y con plano de simetria medio, se tienentres grados de libertad por
cada seccion extrema (dos de traslacion y uno de giro): u(x) = {u,, u,, 0.} . La matriz
de rigidez en este caso viene dada por una matriz de 6x6:

a) siel nudo articulado es el segundo nudo de la barra (nudo de la derecha),

A0 0 A 0

[1.34a]

&
|
>
S
o
)
>
)
o o
© o o o o o
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b) si el nudo articulado es el primer nudo de la barra (nudo de la izquierda),

A’ 0 0 2> 0 0

0 3 0 O -3 3L

EIl 0 0 0 0 0 0
Kl=—"— 1.34b
[ ] | -)\? 0 0 A 0 0 [ ]

0 -3 0 O 3 3L

|0 3L 0 0 -3L 3|

¢) si ambos nudos estan articulados solo existira rigidez axial, con lo que resulta
como matriz de rigidez:

(1 0 0 -1 0 0] A2 0 0 2> 0 0]

0 00 0 00 0 00 0 00
[K]:EOOOOOOZE_SI ozoo 02 00 [135]
L|-1 00 1 00| |22 00 22 00
0 00 0 00 0 00 0 00
(0 00 0 0 0] L0 00 0 0 0

1.4. Fuerzas nodales equivalentes

Un problema estructural mecénico queda completamente definido cuando se
especifican la geometria del problema, las leyes de comportamientode los materiales de
qué esta fabricada y de estos, y finalmente las fuerzas que intervienen. Hasta hemos
comprobado que la rigidez de la estructura s6lo depende de las magnitudes geométricas
y de los materiales, pero no de las fuerzas. En esta seccion consideraremos coOmo tratar
las fuerzas.

Para poder relacionar las fuerzas exteriores a una estructura con los desplazamientos y
giros de las secciones extremas de las barras se necesita considerar el efecto de esas
fuerzas sobre las secciones extremas. Para explicar el calculo, primero debe
introducirse la nocion de equivalencia estatica. Dados dos sistemas de fuerzas y
momentos S = {Fl, Fz, vany le, Ml, ceny MmZ} y S’ = {F’l, Fyz, ey F’nla Mll, ceey M,nZ},
se dice que ambos son estaticamente equivalentes sélo si la fuerza resultante y el
momento resultante es idéntico para ambos sistemas. Un par de ejemplos sencillos
ilustran este punto. El primer ejemplo ilustra que un sistema formado por dos de
fuerzas paralelas puede ser equivalente a un sistema formado por una fuerza y un
momento:

3F

Fig. 1.5.

Dos sistemas de fuerza
equivalentes sobre el
mismo cuerpo.
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Fic. 1.6.

Dos sistemas de fuerza
equivalentes sobre una

barra recta.

FiG.1.7.

Barra biempotrada con

30

carga puntual.

El siguiente ejemplo presenta mas analogias con los sistemas de fuerzas nodales
equivalentes que usaremos. En €l se muestra que una fuerza en el centro de una barra
elastica es estaticamente equivalente a un conjunto de dos fuerzas y dos momentos
aplicados en las secciones extremas de la misma.

P P/2 P/2
PL/8 PL/8

El método matricial usa un sistema de fuerzas nodales estaticamente equivalente al
original aplicado sobre cada barra de la estructura, y que ademas corresponderia a un
conjunto de fuerzas aplicadas en las secciones extremas de la estructura en el caso de
que no existieran desplazamientos o giros, es decir, como si las secciones extremas
estuvieran empotradas. Esto permite separar el efecto directo de las acciones exteriores
del de las fuerzas del efecto, debido a que las acciones deforman las barras y producen
fuerzas internas de una parte de la estructura sobre otras.

1.4.1. Cargas puntuales

En esta seccion se dan las fuerzas nodales equivalentes, obtenidas como fuerzas de
empotramiento perfecto de las secciones extremas, para una barra elastica recta
sometida a una fuerza puntual perpendicular al eje de la misma. En las formulas que
siguen las reacciones dan hacia arriba y los momentos en el sentido de las flechas
curvas indicadas. En el caso general se tienen las siguientes relaciones:
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a) Reacciones:

2 2 2
R= D (1v2a)= P0{3-20)2 p[1-9] [1422
L L L L L
2 2 2
Ry= TC(van)= P30%02 pl1-2) 1422
L L L L
, ) , [1.36]
M, = Pazb LA UL T )
L L L
2 2 2
M, = be Pafi_als  ippf1-2
L L L
b) Momentos flectores:
2
Plz (Lx+2ax—aL) 0<x<a
M(x)=1 ¢
Pa’ )
S (Lb+L —Lx—be) a<x<L
L
[1.37]
2Pa’h’
M ==
¢) Ecuacion de la elastica:
2 2
Pb 3a—x—2ﬂ x_2 0<x<a
) 6EI L)L
yix)= ) 2
2b(L- L-
il PV Ut )| [ C) I o
6EL L L
Pa’h’ 2al 2Pa’h’
fC =—3 fmax :f£ jz 2
3EILL L+2a) 3EI (L+2a)

Ademas conviene sefialar explicitamente un par de casos particulares:

1) Sila carga estd aplicada directamente sobre uno de los extremos de una barra,
supongamos que es el de la izquierda, entonces a =0y b = L, y se obtiene: Ra
=P, Rg=0y M, = Mg =0 (si fuera el nudo de la derecha, entonces a =L y b
=0, siendo Ry =0, Rg =Py M,=Mz=0).

2) Si la carga esta centrada en la mitad de la barra, entonces a =b = L/2 y, en ese
caso, Ry = Rg = P/2 y ademas M, = Mg = PL/S.
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1.4.2. Cargas continuas rectangulares

En esta seccion se muestra como obtener las fuerzas nodales equivalentes de
empotramiento perfecto para cargas distribuidas y uniformes sobre una determinada

barra. En el caso general se tiene:

Fig. 1.8. | X | c
Barra biempotrada con > | |
carga continua | | | p |
rectangular.
| a | b |
I
I L I

a) Reacciones:

L L
M,-M :
Rﬁ% %:p—f[aﬁﬂa—b)(ab—c—n
[1.39]
3 2
pc 12ab
=— L-3b+
! 12L2( ¢’ J
3 2
pc 12ba
M, =- L-3a+
! IZLZ( e J
b) Momentos flectores:
Rx+M, 0<x<a—§
cY ¢ ¢
Mz(x)z R‘Ax+MA—£ X—a+— a——=<x<a+—
2 2 2
[1.40]
RB(L—x)+MB a+—<x<L
2
MmaX:RA(a— j+MA+—”‘
2p
¢) Ecuacion de la elastica:
x2 C
6EIZ(—3MA—RAx) OSxSa—E
y(x)= L p[x—a+c]4—4R ¥ -12M 3 a-S<x<a+s
24EI. 2 4 8 2777 2
1 c
6TIZ[RBx3—3(MB+RBL)x2+3(2MA+RBL)Lx—(3MA+RBL)L2} a+o<x<L
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Algunos casos particulares que se dan muy frecuentemente son:

1) Carga uniforme centrada p, a = b = L/2 para la cual se obtiene si la longitud
sobre la que se aplica es ¢: Ry = R = pc/2, y Ma = My = pc(3L* — ¢*)/24L.

2) Si ademas de estar centrada la carga, ésta ocupa toda la longitud de la barra,
ademas de @ = b = L/2, se tendra también que ¢ = L y, por lo tanto, Ry = Rg =
pel2, y My = My = pL*/12.

1.4.3. Cargas continuas triangulares

En esta seccion se proporcionan las reacciones y los momentos de empotramiento
perfecto para cargas continuas triangulares como las mostradas en la figura:

X Fic.1.9.
’—>| Barra biempotrada con
_ Pmax carga continua

triangular.

Reacciones:

2

R, =Pmlly9-215-82

20 L L

2

R, =Pm % 15 g4

20 | L L

2

M, = Pra? 10_2(15_6£j

30 L L

V= P 1(5_4gj
P20 | L L

1.5. Matrices de rigidez global

[1.42]

La matriz de rigidez global funcionalmente es similar a las matrices de rigidez
elemental, ya que relaciona fuerzas nodales equivalentes con desplazamientos nodales.
La diferencia es que la matriz global caracteriza el comportamiento no ya de un tinico
elemento 1D, sino de la estructura completa. Al igual que las matrices elementales,
depende de las caracteristicas geométricas de las barras y de las propiedades de la
seccion transversal de cada elemento (y en su caso, de su curvatura o variacion de la
seccion transversal, si la barra no fuera recta o de seccion constante). Ademas la matriz
de rigidez global también dependera de la incidencia relativa de las barras. Asi, si el
nudo M y el nudo N de la estructura no estan unidos directamente por alguna barra, en
general todas las componentes del bloque o submatriz K,y seran nulas.
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Fic. 1.10.
Ejemplo de estructura

formada por dos barras

34

idénticas.

El interés computacional del método matricial de la rigidez frente a otros métodos en
parte reside en lo sencillo que es construir algoritmicamente la matriz de rigidez global
a partir de las matrices de rigidez elementales. El procedimiento por el cual se puede
obtener la matriz de rigidez global a partir de las matrices de rigidez elementales se
conoce como ensamblaje. Si las barras estan todas orientadas en la misma direccion
(como en una viga continua con varios apoyos), el ensamblaje se puede hacer
directamente, pero en una estructura general antes de proceder al ensamblaje, éste
requiere que previamente se haya hecho un cambio de base en que todas las matrices y
los vectores estén expresados en la misma base vectorial.

1.5.1. Ensamblaje (caso sin cambio de base)

Para aclarar la operacion de ensamblaje conviene definir el concepto de bloque o sub-
matriz. Un bloque viene dado por un conjunto de componentes de una matriz de rigidez
elemental. Usualmente las matrices de rigidez elementales tienen cuatro bloques: si
llamamos 7 (izquierda) a la seccion extrema situada mas la izquierda y D (derecha) a la
seccion situada mas a la derecha la matriz de rigidez de un elemento lineal, puede
escribirse como:

[1.43]

o [ s8]
k] J

Analogamente se pueden definir bloques para la matriz de rigidez global a partir de la
numeracion global usada para numerar los nudos. Para una barra elastica recta de
seccion constante sin alabeo en 2D cada bloque es una submatriz de 3x3, mientras que
para una barra recta de seccion constante sin alabeo en 3D cada bloque es una
submatriz de 6x6. La operacion de ensamblaje consiste en formar una matriz de NxXN
bloques obtenidos copiando los bloques de las matrices de rigidez elemental y
considerando sumas matriciales de los bloques cuando un nudo es comun a varias
barras.

Para ver esto en detalle pensemos que el nudo izquierdo de una barra cualquiera tendra
una numeracion global o y el nudo derechode la barra tendra una numeracion global B,
lo cual significa que el bloque [K%,q] serd el bloque [K%;] (o una suma de bloques de
ese tipo ellos si o es comun a varias barras), el bloque [KG[;B] sera el bloque [K*pp] (0
una suma de bloques de ese tipo ellos si B es comun a varias barras) y analogamente
sucede con los bloques [KGQB] y [K© sa)- Esto se puede ilustrar de manera simple con un
ejemplo. Consideremos la siguiente estructura con dos barras idénticas de longitud L:

TEEN

VVVVVVVVVVV}VV AA

Q
1 24 3N

Las matrices de rigidez, por tratarse de un problema plano y ser barras rectas de
seccion constante, vienen dadas por cualquiera de las relaciones [1.21]:
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A 0 0 i-A 0 0
0 B D i0 -B +D
K]k 0 D Ci0 -D C2 144
CATTOTT0OTATT0 0
0 -B -Dio0 D
0 D ¢2i0 -D C |

donde [K'V] se refiere a la matriz de rigidez elemental de la primera barra y [K®] a la
matriz de rigidez elemental de la segunda barra. En este caso las dos matrices son
idénticas y como cada una de ellas tiene cuatro bloques se tienen ocho bloques a partir
de los cuales debe formarse la matriz de rigidez global. La matriz de rigidez global
tiene 3x3 = 9 bloques, ya que existen tres nudos. Naturalmente varios de los bloques de
la matriz de rigidez seran nulos, ya que, por ejemplo, [K;3] y [K3;] son nulos al no estar
directamente conectados los nudos 1 y 3. Comparando qué bloques estan a la izquierda
y a la derecha de cada barra y viendo qué numeracion global tienen, obtenemos la
siguiente construccion de bloques:

(ke]-[x0]  [ke]-[x9]  [k&]-[o]
[k5]-[x9] [ke)-[k0 ][] [KS]-[£8]  14s)
[ks]=l00  [kg]=[&5]  [&5]=[«5)]

Recopilando los bloques a partir de [1.44], la matriz global es:

(4 0 0 i-4
0 B +D i 0 -B +D
0 +D C 0 -D C/2
-4 0 0 24 0 0 —A

(K], = -B -D:i0 2B 0 {0 -B +D [1.46]
+D C/2:0 0 2C :0 -D C/2
-4 0 0 id4 0 0
-B -D {0 B -D

I +D C/2i0 -D C |

(Las posiciones en blanco corresponden a componentes 0 que no se han escrito.)

La regla de sumar bloques procedentes de matrices de rigidez elementales de barras
distintas cuando éstas comparten un nudo puede probarse rigurosamente teniendo en
cuenta que en una estructura de nudos rigidos los desplazamientos de un nudo
compartido por varias barras se reparten proporcionalmente entre las barras
concurrentes. Ademas la intuicién nos sugiere que, cuando en un nudo o concurrencia
de barras inciden mas barras, sera tanto mas dificil provocar desplazamientos en €I, ya
que habrd que vencer las rigideces de todas las barras a deformarse para lograr
desplazarlo.
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1.5.2. Ensamblaje (caso con cambio de base)

En esta seccion consideramos el caso general de estructuras de barras. Antes de poder
construir o calcular la matriz de rigidez global, necesitamos practicar cambios de base,
ya que las matrices de rigidez elementales son entes matematicos objetos cuyas
coordenadas dependen del sistema de referencia o de la base vectorial elegida para
expresarlos (de manera analoga a como sucede con los vectores y a diferencia de los
escalares, que son magnitudes invariantes respecto a cambios de referencia). Cuando
intervienen barras de orientacién diferente es muy importante definir b sistemas de ejes
locales (o bases vectoriales) para cada barra. Para barras rectas se usan naturalmente
sistemas de coordenadas cartesianas con el eje X alineado a lo largo de la barra y los
ejes Y y Z alineados con las direcciones principales de inercia de la misma (en el caso
de barras curvas es necesario usar coordenadas curvilineas a lo largo de la barra, con la
consiguiente complicacion).

En lugar de deducir cuidadosamente las matrices de cambio de base para el caso de
bases ortogonales en 2D y 3D, nos conformaremos con dar las féormulas finales para
barras elasticas de seccion en las cuales el alabeo puede ignorarse y, por tanto, tienen
matrices de rigidez de 6x6 y 12x12 respectivamente. Empezamos con el caso
bidimensional. Aqui, la formula del cambio de base para vectores de fuerzas nodales
es:

F (e, s, 0: 0 0 O](F
E, -s, ¢, 080 0 O||F
M 0 0 1i0 0 OflM
F =[c ! = 30 = } 1.47
{ }G [ LHG]{ }L F:‘ 0 0 0 Ca Sg_ 0 Et [ ]
F, 0 0 O0i-s, ¢, O|| £
My, LO 0 0i0 1) (M,],

dondec,, = cos a, s, = sin a y el angulo a = o g se define como el angulo de giro que
es necesario aplicar al sistema de ejes local (;) para que coincida con el sistema de ejes
global ().

De la ultima expresion se aprecia que para los (pseudo)vectores de fuerzas nodales, las
dos componentes de fuerza de cada seccion extrema se comportan como un vector
bidimensional genuino y los momentos son iguales en cualquier base. Lo mismo habria
sucedido si trataramos de expresar en otra base los (pseudo)vectores de
desplazamiento: en ese caso seria necesario considerar una rotacion las dos
componentes de traslacion, mientras que los angulos girados serian invariantes, ya que
tienen el mismo valor en todos los sistemas de referencia. Para las matrices el cambio
de base es ligeramente méas complicado:®

[ ]G =[C, 6] &Y ]L [Corn]=1C][ K(e)l e, .1’ (148

donde el superindice 7 indica trasposicion de matrices.

Si se aplica la expresion [1.48] a la matriz de rigidez elemental [1.21] de una barra
elastica recta de seccion constante bidimensional, se obtiene:
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I CA+5IB ¢, (B - A) s, D —cIA-sB ¢,s, (A - B) s, D ]
¢,s,(B=A) s;A+cB ¢, D ¢s,(A-B) -s;A-cB  ¢,D
[K(eq _ 2st 2 ¢,D C z—sO‘D2 —,D C/2 [1.49]

6 | —c;A-s5;B ¢,5,(A-B) -s,D ciA+s:B ¢, (B-A) —s.D
¢,5,(A-B) -siA-cB —¢,D ¢, (B-A) siA+cB  —¢,D
s,D c,D C/2 —-s,D -c,D C

Para clarificar tanto el cambio de base como el ensamblaje en el caso de dos barras
idénticas que forman angulo de 90° consideraremos el siguiente ejemplo simple

Fic. 1.11.
‘ R Semipdrtico modelo.
3

S

INNONN

En este caso, las matrices de rigidez elementales de la barra 1 (direccion 1-2) y la barra
2 (direccion 2-3) vienen dadas por:

A 0 0 -A 0 0
0 B D 0 -B +D
K] - 0O D C 0 -D (2 1504
A 0 0 A 0 0
O B -D 0 B -D
0 D C2 0 -D C |
(A 0 0 -A 0 0]
0 B D 0 -B +D
(k7] = (; b ¢ 0 b [1.50b]
A 0 0 A 0 0
o B -D 0 B -D
L0 D C2 0 -D C |

Como ejes globales consideraremos unos en que el eje X sea horizontal e Y vertical,
que son ejes basicamente coincidentes con los de la barra 2-3 (es decir, G = L2). La
barra 1-2 es vertical y, si consideramos que su eje X;; va de 1 a 2 el angulo necesario
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para emparejar la direccion 1-2 con el eje X es o = o g =—90°. Al realizar los cambios
de base se obtiene:

(A 0 0 -A 0 0]
0 B D 0 -B +D
0 D C 0 -D (C/2
[Km] _ / [1.51a]
¢ |-A 0 0 A 0 0
0 -B -D 0 B -D
|0 D C2 0 -D C |
[ 0 -B 0 D
0 4 0 0 -4 0
0 0 C -D 0 C2
[Ku)] _ / [1.51b]
¢ |[-B 0 -D B 0 -D
0 -4 0 0 4 0
|D 0 C/2 -D 0 |

Y si ensamblamos las dos matrices anteriores:

B 0 D -B 0 D 0 0 0
04 0 0 -4 0 0 0 0
0 0 C -D 0 C2 0 0 0
B 0 -D B+4 0 -D -4 0 0
[KG]G =0 4 0 0 A+B D 0 -B D | [152]
D 0 C2 -D D C+C 0 -D CJ2
0 0 4 0 0 4 0 0
0 0 B -D 0 B -D
0 0 D C2 0 -D C |

1.5.3. Matriz de rigidez global de equilibrio

Las matrices de rigidez dan las fuerzas nodales en las secciones extremas necesarias
inducidas por un conjunto de desplazamientos cualquiera, ya que siempre habra un
conjunto de fuerzas y momentos que esté en equilibrio y que sea compatible con un
conjunto de desplazamientos arbitrarios. Sin embargo, las matrices de rigidez no son
general invertibles, ya que existen modos de desplazamiento que son movimientos de
solido rigido en que toda la barra se desplaza globalmente sin que haya deformacion
alguna y, por tanto, con tensiones y fuerzas nulas. Matematicamente eso se refleja en
que el determinante de una matriz de rigidez elemental o de la matriz de rigidez del
problema siempre es nulo (ya que la matriz no es invertible).

Mas alin, dado que las matrices de rigidez son simétricas siempre es posible calcular
tantos valores propios (contando multiplicidad) como grados de libertad tenga la barra.
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Como el determinante es nulo se deduce que existen valores propios nulos. De hecho,
se puede demostrar que el nimero de valores propios nulos coincide con el niimero de
movimientos de solido rigido posibles.

Eso implica que para una estructura plana de nudos rigidos y barras elasticas rectas de
seccion constante el niimero de valores propios nulos es tres (dos modos de traslacion y
uno de giro), para una estructura de nudos rigidos tridimensional con barras rectas sin
alabeo el nimero de valores propios nulos serd en general seis (tres de traslacion y tres
de giro). Si la estructura tiene nudos articulados entonces el nimero de valores propios
nulos puede ser ain mayor.

Para ilustrar este punto damos los valores propios y vectores propios para la barra recta
de seccion constante en 2D y 3D. Para el caso 2D, si se buscan los valores propios de
[1.21] se obtiene la siguiente coleccion de valores y vectores propios:

0 {8}7=1{1,0,0;1,0,0} (traslacion en X)

0 {8}7=10,1,0;0, 1, 0} (traslacion en Y)

0 {8}T: {0,-1,1/L; 0,0, 1/L} (giro alrededor de un extremo)
2FA/IL {81"=1-1,0,0;1,0,0} (extension simple)

2EI/L (8}7=140,0,-1;0,0, 1} (flexién simple)
6EI/L+24EIIL*  {8}"={0,2/L,1;0,-2/L, 1} (cortadura)

0 {8}T= {1,0,0;0,0,0;1,0,0;0,0,0} (traslacion en X)

0 {81"=10,1,0;0,0,0;0,1,0;0,0,0} (traslacion en Y)

0 {S}T: {0,0,1;0,0,0;0,0,1;0,0, 0} (traslacion en Z)

0 {817=10,0,0;1,0,0;0,0,0;1,0,0} (giro en X)

0 {S}T: {0,0,0;0,1,0;0,0,L;0,1,0} (giroenY)

0 {8}T: {0,0,0;0,0,1;0,L,0;0,0, 1} (giro en Z)

2FA/L {B}T: {-1,0,0;0,0,0;1,0,0;0,0,0} (extension simple)
2EL/L {81"=140,0,0;0,-1,0;0,0,0;0, 1, 0} (flexion simple en eje Y)
2EL/L {817=140,0,0;0,0,-1;0,0,0;0,0, 1} (flexion simple en eje Z)
2GJ/L {S}T: {-1,0,0;0,0,0;1,0,0;0,0,0} (torsion)
6EIy/L+24EIy/L3 (cortadura en eje Y)
6EL/L+24EL/L’ (cortadura en eje Z)

Mas adelante veremos que, cuando se introducen las uniones con el suelo, se suprimen
los posibles movimientos de so6lido rigido. Por tanto, la matriz de rigidez de equilibrio
o matriz de rigidez reducida, que solo tienen en consideracion las filas y columnas
correspondientes a grados de libertad compatibles con los enlaces, es una matriz
invertible con determinante no nulo.

1.5.4. Simetria de la matriz y orden de aplicacién de las cargas

En teoria de estructuras generalmente no se presta demasiada atencion al modo de
aplicacion de las cargas ni al orden en que éstas se van aplicando una tras otra sobre la
estructura hasta alcanzar una posicion de equilibrio. Un analisis cuidadoso de la
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cuestion permite demostrar que para estructuras de comportamiento lineal’ hay
independencia del orden de aplicacion de las cargas si y solo si la matriz de rigidez K =
[k;] es simétrica: k; = kj;. La siguiente demostracion prueba el resultado:

TEOREMA. Dada una estructura E con comportamiento lineal, si los desplazamientos
del punto de equilibrio no dependen del orden de aplicacion de las cargas, entonces su
matriz de rigidez Kg es simétrica [mas aun: la matriz de rigidez es simétrica si y solo si
los desplazamientos en equilibrio no dependen del orden de aplicacion de las cargas].

¢ Puesto que se trata de una estructura lineal, los desplazamientos en el punto de
equilibrio 8 se relacionan con las fuerzas exteriores F a través de la matriz de
rigidez, es decir, 8© = K ' F®Y. A partir de esta expresién podemos calcular el
trabajo realizado en forma de energia elastica acumulada por las fuerzas exteriores. Si
consideramos una aplicacion cuasiestatica'® de las cargas tenemos que:

S(E)F'(S)-d(K;'F):

F(mr) F(«u)

=" Fxja(F)=[ [F][K;'][aF]

[1.53]

s It G

Ahora imaginemos dos sistemas de fuerzas diferentes modelizados por dos vectores de

fuerzas nodales f'y f'y consideremos varias posibilidades en su orden de aplicacion,
ilustradas en el siguiente esquema:

Estado con
F=f
Estado N Estado final:
inicial =0 o Fefi7
Estado con
F=f

El camino superior consiste en aplicar /'y luego f ; el camino inferior consiste en
aplicar primero f y luego f, y por ultimo el camino central consiste en la aplicacion

cuasiestatica y simultanea de f y?. Puesto que la estructura tiene un comportamiento

lineal, todas las ecuaciones que rigen su comportamiento son lineales, por lo que
podemos usar los teoremas de existencia y unicidad para justificar que el estado final
alcanzado es siempre el mismo con independencia del camino seguido (lo contrario

contradiria la unicidad de la solucién con F = f +? ). De la unicidad del estado final

podemos deducir que la energia elastica acumulada, que coincide con el trabajo
realizado por las fuerzas exteriores es independiente del camino.
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[=] Veamos qué condiciones impone sobre la matriz K la independencia del orden de

aplicacion de f yf. Para ello calcularemos a partir de la expresion [*] la energia final
elastica para cada uno de los tres caminos:

1) Camino superior: aplicar primero fy luegof:

wh = %[f]T (& 1A+ 7] (&L %U]f (& ][ 7] [1.54]

El segundo término con tiene el factor 1/2 debido a que, cuando empezamos a aplicar
las fuerzas ﬁlas fuerzas fya estan aplicadas y permanecen constantes a medida que se

van aplicando las f(asi, si planteamos una expresion como [*], el término [Ky '1[f]
permanece constante y “sale” de la integral sin mas).

2) Camino inferior: aplicar primerofy luego f:

Wi, = %[?]T (10T (K ]2 UY [ ] [1.55]

primera segunda
etapa etapa

o ey 1 2 .
Puede verse que la condicion W = W2 s que es un escalar, equivale a:

T =UT & 7= (T (521 F)) -
=[] [T U1 = [T ([ ][0T Jir)=0=
(&' ]=[&'T [1.56]
donde hemos usado que la energia es un escalar (matriz 1x1) —y, por lo tanto, W, =

(W oas) — vy la tltima igualdad se sigue del hecho de que f yfson arbitrarios —y por lo

tanto la expresion debe cumplirse con independencia de quienes sean /'y f—. Hemos
probado de este modo que si el orden de aplicacion de las cargas es irrelevante,
entonces la matriz de rigidez debe ser simétrica.

[<] Ahora deberiamos probar que la simetria de la matriz implica que el orden de las
fuerzas es irrelevante. La demostracion en este otro sentido es puramente mecanica
aunque algo técnica. En primer lugar hay que ver que la energia a lo largo del camino
central consistente en aplicar ambas cargas conjuntamente, y llegamos a:

Wi = s T [k 7+ )=
Y L 1Al [ 0T (&2 7)Y (62 0]
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Es trivial comprobar que, si la matriz de rigidez es simétrica, sucede también que
WO)g,aS, =W, = W(z)e,as,. Para ofrecer la demostracion completa tendriamos que
probar que si tenemos un sistema 7 de fuerzas y W"(fV, ..., f) es la energia obtenida
al colocar sucesivamente /), /%, ... hasta /), entonces para todo conjunto de fuerzas
{/) 1 <i<n } y para toda permutacion de n elementos e Sym(n) se tiene que:

iy =) (si K es simétrica) [*#]

Acabamos de probar el resultado para n = 2. Para n> 2 tenemos que:

il (f(l)’ ”.’f(nJrl)) il (f“) Jdn)) " [f(n+1)] Ky 71] [f“)+ +Jdn)] ¥+
+ 14 [f(n+l)] (K, 71] [f(n+1

Puede verse, por induccion, que de la simetria de Ky se sigue que:

WO, Oy =Y O OT K T )

Esta forma funcional de W™

obviamente satisface [**]. Q.E.D.
Notese que en la demostracion anterior se ha supuesto que la aplicacion de las cargas
era siempre cuasiestatica, lo cual es una condicion idealizada. En el proceso de carga,
en general se da F(8) >F.(0), mientras que en el proceso de descarga se da F(0)
<F.«0). Eso provoca que una estructura elastica antes de llegar a quedarse en el estado
de equilibrio realice oscilaciones alrededor del mismo.'' Sin embargo, como en toda
estructura real, hay rozamiento interno, por lo que dichas oscilaciones se amortiguan y
finalmente, para un tiempo suficientemente grande: 8(f) <8“™" y F~F,,.

Por esta razén en una estructura real sometida a esfuerzos estaticos los resultados
anteriores deducidos bajo la hipotesis de aplicacion de las fuerzas cusiestaticas (puesta
en carga cuasiestatica) son igualmente aplicables, aunque las fuerzas no sean
inicialmente aplicadas de modo cuasiestatico.

1.5.5. Ejemplos convencionales

A continuacidn se presentan dos ejemplos de calculo matricial completo, uno inicial
mas sencillo que no involucra cambios de base y otro que si los involucra.

Ejemplo numérico 1

La figura representa una viga continua de acero de seccion rectangular hueca de
[0200x200x20. Usando la discretizacion de dos barras y tres nudos mostrada en la
figura:

| Lo | L |
| | |
L=3,00m
P q E=2,1-10° kp/cm®
N
o VVVVV}VHHH}V!HHHHH
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y tomando inicialmente o = 1:

1) Calcular el vector de fuerzas nodales asociadas a P y q.

2)Calcular la matriz de rigidez global y su ancho de banda A,

3) Calcular los desplazamientos del nudo 1, con P =15 kN y q =10 kN/m.

4) Calcular las reacciones con los mismos valores de Py q.

5)Suponiendo ahora que a #1,calcular el valor de a para que, con los mismos valores
de fuerzas anteriores, resulte que dy; = 0.

1) En la barra 1 sélo se tiene la fuerza P, que esta directamente aplicada en un nudo y,
por tanto, ya es directamente una fuerza nodal:

" _g _
{FU} =fo =P 0 0 0 0}
Para la barra 2 solo se tiene ¢, asi que, a partir de las tablas de la seccion 1.4.1.:

2 2
{Fm}rz o 9L _al  _4b gL
G 2 12 2 12

El vector de fuerzas nodales, dado que los ejes locales de las barras coinciden, es:
L I L I
(F,)l =0 -p 0 0 -L= = o 1= I
¢ 2 12 2 12

{Fo}o' = {0,—15kN, 0; 0,—15 kN, —7,5kN; 0, -15 kN, +7,5 kN}
(Las reacciones se tendran en cuenta mas adelante a la hora de construir el sistema de
ecuaciones.)

2) Puesto que las dos barras tienen la misma orientacion y la misma longitud, si oo =1,
la matriz de rigidez no requiere el calculo de cambios de base y es simplemente:

22 0 0 A2 ]
0 12 6L 0 ~-12 6L
0 6L 4’ 0 —6L 2I
AL 0 0 222 0 0 -
[KG]G:E—f -12 -6L 0 24 0 0 -12 6L
. 6L 2I 0 0 8 0 —6L 2’
AL 0 0 AL 0 0
-12 6L 0 12 6L
6L 20 0 —6L 4L |

donde hemos usado la expresion de una esbeltez mecanica del tipo A,,:= [AL*/I]"* para
simplificar la escritura. El ancho de banda de [K]s para esta matriz es 4, = 4 (ya que
todos los elementos no nulos K;; cumplen que | i —j | < 4).

3) El sistema completo de ecuaciones introduciendo también las reacciones es:
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RHZ
Ry, _qL/2 = Ky
—qL’ 12
RH3
RV3 - qL/2
M, +ql’[12

El sistema anterior tiene cuatro desplazamientos incdgnita y cinco reacciones. De la
primera, tomando las ecuaciones primera, segunda, tercera y sexta se obtiene el

sistema:

0=225,,

—-P =128, +66, +60,

P=PLEI g=qlL'|EI
6, =16, 6 L6,

De la primera ecuacidn se obtiene trivialmente que 8y =

se llega a que:

0=63,, +46, +26,

1 _6H1 ] 7\’318H1
5, 125, +6L0, +6L6,
0, 6L3,, +4L°0, +2L°0,
0 - A28,
0 |= T 128, -6L6,
0, 6L3,, +2L°0, +8L°0,
0 0
0 —6L6,
1o | 2076,

~q/12=65,, +26, +86,

g—28P 28P—qL) L
5, ~L=28P __(8P=al)L __\ig o
48 48ET
_ 36P-g (36P-qL)I’ = 12P-g (12P—qL) I
el:— 1:— 92:—:> 2:—
48 48EI 48 48EI
Numéricamente:
8H1 = 0 81/1 = *0,0135 m 91 = +3,380

4) Las reacciones son rutinarias. Por la misma consideracion de las simetrias del

problema se tiene que:

_qL EI _3qL 5P
o == (128,, +616,) = =4 T = 448,75 kN { R, =325, =0
s qu lLH(6L9 )= %_2 ~3,75kN Ry =0

2
{M3 _—%+%_1l,25 kN -m

Numéricamente:

44

0; de las otras tres facilmente



Método matricial de la rigidez %

RHZ = 0 RVZ = +48,75 kN
Rus= 0 Ry3;=-3,75 kN M;=-11,25kN-m
Puesto que ahora las barras son de longitud diferente, y por tanto las dos barras tendran
matrices de rigidez diferentes, al aumentar o también aumenta la rigidez de la primera
barra. El hecho de que las rigideces relativas varien requiere el recalculo de la matriz de
rigidez global y el de la matriz global reducida.

5) En el altimo caso es necesario rehacer la matriz de rigidez, ya que ahora las dos
barras son diferentes, y por tanto, cada una de ellas tiene un comportamiento diferente.
La matriz de rigidez global resulta ser ahora:

[22a 0 0 Ao
0 1200 6La? 0 -12a? 6Lo’
0 6La’> 4l 0 —6La’ 2%
“Aa 0 0 2(l+a) 0 0 A2
[KG]G:% 1207 6L’ 0 12(1+o’) 6L(1-0%) 0 12 6L
6L’  2L'a 0 6L(1-a’) 4r(1+a) 0 —6L 2L’
22 0 0 Ko 00
-12 —6L 0 12 -6L
i 6L 2 0 -6L 4I |

Si prescindimos ahora de las filas y columnas 4, 5, 7, 8 y 9, se llega a la matriz de
rigidez reducida:

Aa 0 0 0 0 3,
EIl 0 120’ 6Lo? 6La’ -P K, 5
[KEG ]c iy 2 2 2 = = " .
L 0 6La” 4La 2L 0 6,
0 6La> 2La 4L (1+a)| |-q’/12 0,

La solucion del sistema anterior es simplemente:

L3
8,,=0 8, :_W[(MHM)P—qazLJ
0= L [(24+a)P-aiql]  0,=—= [12P-agL]
' 48Eld? 1 " 48Ela 1

El tinico valor positivo de a que hace que 8y, = 0 viene dado por:

3+49+4
p3ENOFIN 5oy gk _30KN
n P 15kN
(Obviamente existen otras soluciones triviales, como o = oo, que corresponderia al caso

en que el voladizo no existiese; o incluso una soluciéon con a < 0, que no representa
ninguna solucion fisicamente realizable.)

L=f-041m
(04
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Ejemplo numérico 2
La figura representa una estructura hiperestatica, formada por dos perfiles metalicos de
seccion circular hueca de @25x2, empotrados en sus extremos.

| 2,00 |
I
g=1000 kp-m
N\
5 - YYVVVY w;vv VYVVVVVYW™
P
200
1,00 25
O INNONN

ParaP =0y q=1000 kp/m:

1) Calcular el vector de fuerzas nodales globales (sin reacciones).
2) Calcular los desplazamientos del nudo 2.

3) Calcular las reacciones en los dos empotramientos.

Para P=0y q = 0:
4) Calcular la fuerza P necesaria para girar 0,5° en el nudo 2.

1) Para el calculo de las fuerzas nodales hay que calcular cual seria el efecto de una
carga continua sobre una viga empotrada de longitud L, obtener sus reacciones y
cambiar el signo para que las fuerzas nodales asi obtenidas sean estaticamente
equivalentes a las fuerzas iniciales distribuidas sobre la barra. Es sencillo obtener estas
fuerzas para cada una de las barras como:

(F'Y =f0 0 0 0 0 0

L1

. 2 2
(Fo) ~Jo gk 9L 4l gL
2 2 12 2 12

(Las reacciones se tendran en cuenta mas adelante, a la hora de construir el sistema de
ecuaciones.)

Teniendo en cuenta que {F"}; =0, puesto que {F\"},; =0y que {F?};={F?} el
ensamblaje de fuerzas es trivial:

oL gl o _aL ol
2 12 2 12

{FG}2={0 000 -
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{Fo)T6 =10, 0, 0; 0, —1000 kp, 333 kp-m; 0, —1000 kp, +333 kp-m}

2) Las matrices de rigidez de ambas barras son idénticas por tener dichas barras la
misma longitud e idéntica seccion transversal, y al ser barras rectas de seccion
constante su matriz de rigidez en ejes locales viene dada por:

E_A 0 0 _E_A 0 0
L L
12E] 6E] 12EI  6EI
0 3 2 0 R 2
L L L L
6FEl 4E] 6E] 2EI
0 > —_— 0 -— —_—
[ KEJ _ L L L L
B 2 R o E 0
L L
12E1 6E1 12E1 6E]
0 T3 T2 0 3 T2
L L L L
6El 2EI 6E] 4E]
0 > —_— 0 -— —_—
L L L L L

Basta tener en cuenta que [K"],; contiene informacion de los nudos 1 y 2, mientras
que [K(Z)]Lz contiene informacion referente a los nudos 2 y 3. Ademas, en este caso,
puesto que las dos barras no tienen la misma orientacion, debemos escoger un sistema
de coordenadas globales al que referir todas las magnitudes. Tomaremos como sistema
de ejes globales uno que coincida con la barra @. Por tanto el sistema de coordenadas
local de la barra @,, cuyo eje OX' tiene la direccion que une los nudos 1y 2, es
necesario girarlo oo = —90° para hacerlo coincidir con los ejes globales. La matriz
cambio de base de ejes locales de la barra @ (vieja base) a ejes globales es por tanto
(nueva base):

[coso.  sino. 0 1o -1o0 ]
-sina,  coso 0 0 +1 0 O
0o 0 1 0
Ll=[c.. 1= -
[ ] [ GeLl] cosa sino 0 0 -10
0 -sino.  cosa 0 +1 0
I 0 o 1] | 0 0 1]

siendoa = —90° el angulo de giro necesario para hacer coincidir los ejes globales con
los ejes locales de la barra ©. Usamos ahora el cambio de base [K"]g = [Coeri]
[KMLIC 1] = [LIKM]1[L7] (una comprobacién del orden de las matrices facil de
recordar es que [K"]g toma vectores desplazamiento de la base global y los transforma
en fuerzas de la base global.Si examinamos la secuencia [Cocn IKML[C 11e6]
observamos que la matriz de la derecha [C ;. ] hace que desplazamientos en la base
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global se transformen en desplazamientos en la base local; la siguiente [K"];
transforma estos desplazamientos en la local en fuerzas en la base local, y finalmente
[Co1] transforma fuerzas en la base local en fuerzas en la base global. Puede verse
que en cada paso de la secuencia el tipo de vector y la base en que esta expresada son
los correctos. Este razonamiento puede ser utilizado para comprobar si la ordenacion de
matrices es correcta). Si realizamos las operaciones [L][K"],1[L7], la matriz [K"]; es
igual a:

(12 0 -6L —-12 0 —6L]
0 A? 0 0 22 0

m m

k0] - EI|-6L 0 4’ 6L 0 2 W _L_ [AL
6 I|-12 0 6L 12 0 6L "\
0 A2 0 0 22 0

m

-6L 0 2I' 6L 0 4

donde hemos usado la expresion de una esbeltez mecéanica A, para simplificar la
escritura. La matriz de rigidez global obtenida por ensamblaje de [K"]¢ y [K¥].
(= [K¥]o) es:

(12 0 -6L -12 0 —6L
0 A2 0 0 -\ 0
6L 0 4 6L 0 217
-12 0 6L 12+1} 0 6L -\
[KG]=% 0 -A. 0 0 12+A2 6L 0 12 6L
6L 0 2o 6L 6L 8 0 —6L 2L’
-\ 0 0 A2 0 0
-12 6L 0 12 -6L
| 6L 2L 0 —6L 4L |

Por tanto, el ancho de banda es 4, = 5, es decir, todos los elementos no nulos Xj;
cumplen que | i —j | £ 5. Para calcular los desplazamientos del nudo 2 introducimos las
restricciones de movimiento a los nudos 1 y 3, es decir, tenemos en cuenta que 8,= Oy,
=0y 6,;=0,donde ie {1,3}. Esto nos permite considerar un sistema reducido de la
forma:

0 o 12422 0 6L [[5,,
—qL/2 |==| 0 12+A) 6L || §, |=

L3 m v2

—qL* /12 6L 6L 8| 6,
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)2 =24 gL'
16(3+22)(12+1 ) EI
T +48 gLt __
T T (e (1202 ) BL :Z:OZ’ZI_H;O
A =24 gL’ S
96(3+1., ) EI

8Hz =+
8,, =+0,08 mm

0, =

3) Las reacciones son rutinarias y pueden estimarse facilmente mediante la
matriz global substituyendo los desplazamientos anteriores en la matriz de

rigidez global:
2 2
{F(l) }T =<0 _%_’_Rv _£+Me 0 _ﬁ +£
L 2 12 2 12
[Fl, =[x ], [8], =
R, | Mol [-125,,-6L6,]
R, 0 -125,,
M, 0 6L5,, +2L°0,
0 )
H2 EI
—qL/Z = K dy, _F =
—qL* [12 0,
+R,, 0 _7\‘516112
—qL/2+R,, 0 -125,, -6L0,
gl /12+M, | | 1o | 615,,+2L°0, |

Al despejar las seis ecuaciones que contienen a Ry, Ry, My, Ry, Ry3 y Ms, se obtiene:

Rin= qL/16~ +125kp Ris =—qL/16 ~125 kp
Ry =TqL/16~ +875kp Ri=9qL/16~  +1125kp
M, =-2gL*/96 ~83,33 kp'm M; =-10gL*/96 ~416,67 kp'm

Si ahora tenemos que P= 0 y ¢ = 0, es necesario recalcular las fuerzas nodales en ejes
globales (sin reacciones), que son simplemente:

P PL P PL
Fé = |:RH] +3, RV]s Ml _?, +Ea Oa +?a RH39 RV3’ M3:‘

Volvemos a calcular los nuevos desplazamientos con estas fuerzas nodales:
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13\, +84  PL
32(3+2 )(12+1)) EI

8112 =+

2
] T2enl 0 e, s2-12) g
0 |==| 0 12422 6L| 5, |=45,,=- - =
sl B e e s e 32(3+2;)(12+1;) B

A -12 PL
64(3+1.) EI

2

De esta ultima ecuacion se sigue el valor de P buscado:

64(3+1%) Er . 64(60036) 2,110°0,9628 3,1416
=T —0,= 2 0,5°- ~28 kp
212 L 60021 200 180°

1.6. Calculo no lineal de estructuras

Entre las hipotesis en las que se basa el método matricial figura la de que la variacién
de la rigidez con la deformacién es despreciable. Sin embargo, para barras
comprimidas sometidas a compresion importante, esto ya no es estrictamente cierto
porque en la configuracion deformada provocada por la flexion la rigidez axial es
menor debido a que la barra pierde su forma recta. Cuando la rigidez de algtin elemento
varia con la deformacion, la estructura tiene un comportamiento no lineal.

Una estructura de barras esbeltas con comportamiento lineal puede ser caracterizada
por una matriz de rigidez global, de cocientes constantes como se ha comprobado en
las secciones anteriores. Para una estructura elastica no lineal atin puede definirse la
matriz de rigidez, aunque en este caso la matriz no tendra coeficientes constantes:

E k11 (81') k]n (61') 61
O ; [1.57]
F knl (81) knn (61) 6

n n

1.6.1. Rigidez reducida de un soporte por flexion

Como puede verse en la FiG. 1.7,al someter a un esfuerzo axil vertical P un soporte que
ha flectado un cierto angulo y ha perdido la forma recta, la rigidez axial se ve afectada.

Si bien una barra recta de seccidon constante, que mantiene en gran medida la forma
recta, puede ser modelizada de manera adecuada por una matriz de rigidez elemental
cuya rigidez axial viene dada por K,, = EA/L, de la figura se deduce facilmente que
bajo una combinacion de esfuerzo axil y momento flector la rigidez de la barra para
angulos considerables debe verse sensiblemente afectada y debe llegar a ser menos
rigida (puesto que es mas sencillo comprimir un arco que una barra recta). En la
seccion 2.6 se estudiard con mas detalle este caso hasta llegar al punto en que la rigidez
axial debe ser corregida de acuerdo con la curvatura o el angulo girado. En la seccion
2.6.1 se demostrara mediante métodos energéticos de manera bastante elemental que la
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P rigidez axial para una barra con movimiento restringido al plano debe
ser corregida como:

2 N2
k*, (0)=LA| 105 | EA MOy g
T T0s g0 | L | 105

m

donde se aprecia que, al crecer el angulo girado en cualquiera de los
dos sentidos, la rigidez cae.

Fie. 1.12
1.6.2. Planteamiento del problema para estructuras no lineales
El caracter no lineal del sistema de ecuaciones [1.57] hace que frecuentemente sea
necesario usar métodos numéricos para encontrar la solucion. A continuacion se
compara un ejemplo de estructura calculado en primer orden como estructura lineal y
también contabilizando el efecto de la pérdida de rigidez por flexion de un pilar.
| L | Fic. 1.13.

Semipértico modelo.

L2
P
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Para este problema la matriz de rigidez global [K;] que relaciona fuerzas nodales con
desplazamientos viene dada (en el caso lineal) por:

(12 0 -6L -I12 0 —6L ]

0 A 0 0 L

6L 0 4’ 6L 0 2

“12 0 6L 124X 0 6L -2
[Kc]=% 0 A2 0 0 12422 6L 0 —12 6L |[1.59]

6L 0 2I’ 6L 6L 8> 0 —6L 2I
A2 0 0 22 0 0
12 -6L 0 12 -6L
i 6L 2I' 0 —6L 4I* |

Puesto que los nudos 1 y 3 estdn empotrados, la matriz de rigidez reducida de equilibro
[Kgg] solo involucra los desplazamientos del nudo 2, el unico nudo libre, asi [Kzs] es
simplemente (en el caso lineal):

0 12422 0 6L |[3,
(F(P)=[Ku)i8) & {-PR2i=Z 0 12422 6L |15, ([1.60]
-PL/8 6L 6L 8L'|| 6

dondel,, = L(A/L)"?, y cuya solucién viene dada por:

3(7»,2,,—12) P
32(3+22)(12422) EI
1317 +84 PL’
32(3422)(12+22) EI
2 —12 P

8y0=+

8y o =— [1.61]

o =

. . . *
Para el caso no lineal substituiremos K, por K, y supondremos que el resto de
rigideces no se ven apreciablemente afectadas por la deformacion, lo cual es una
aproximacion pero esta justificada para lo que aqui se pretende ilustrar:

10532
o 0 6L
105+220
0 EI 105-2.2 On
~P[2 t ==+ 0 124——"n_ 6L |43, [1.62]
L 105+220
-PL/8 |10
6L 6L 8L
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La solucion de este sistema mediante el algoritmo de Newton-Raphson se detalla en la
seccion 2.6.1, que converge muy rapidamente. El siguiente cuadro compara el valor de
los desplazamientos vertical y horizontal y el del angulo girado por el nudo 2 para el
caso lineal y para el caso no lineal.

Desplazamientos del

caso lineal caso no lineal
nudo 2
dn +0,07 mm +0,45 mm
% —0,32 mm —1,96 mm
8o -7,95° -7,93°

Si repetimos el mismo valor para diferentes valores de P:

0,0012
0,0004
! : : 0,0008 4o Y S
0,0003 4---mmmomeen [ [ [ A : ! :
o
o : : : % 00006 |
T 00002 - [ [ Y A
& ! : ;
g : : 0,0003 - -momm b .
0,0001 f------------ bmmeenees N Fercrcerao I i
d 0,0000 : : :
0,0000 ! i : 0.00 0,30 0,50 0,90 120
0,00 0,30 0,60 0,90 1,20 PIP e

PIP gyar

Se aprecia claramente que para valores pequefios de la carga P comparados con la
carga critica de Euler Pg,,,n0 hay diferencias, y para valores mayores la curva crece
aproximadamente como (P/PEL,,E,)2 en consonancia con lo prescrito por el método
omega (o) o el método y del Codigo Técnico de la edificacion (CTE).

" El error cometido al aproximar las deformaciones de una estructura elastica real por una teoria elastica
lineal es del orden de la mayor componente del tensor deformacion. Es decir, en un problema en el que
todas las componentes del tensor material de Cauchy-Green son |g ;; | < 1072, el error cometido al aproximar
dichas componentes por el tensor infinitesimal de Cauchy de la teoria lineal es del orden de 0,01. En las
estructuras convencionales de hormigon y acero, las deformaciones son del orden de |e ; | = 107, por lo
que la teoria elastica lineal resulta suficientemente aproximada para ellas.

? Notese que aqui nos referimos a grados de libertad como coordenadas necesarias para especificar la
posicion, que es su definicion mas usual en ingenieria de grados de libertad. En problemas dinamicos y en
fisica el concepto de grado de libertad comprende tanto las coordenadas en el espacio de fase del sistema,

FiG. 1.14.
Desplazamientos
horizontales y verticales
en el modelo lineal y en
el no lineal.

53



% Calculo de elementos estructurales

es decir, el nimero de coordenadas necesarias para especificar la posicion, como las velocidades
instantaneas para especificar el estado de movimiento. Para un mecanismo, si el nimero de grados de
libertad en el primer sentido es N en el segundo sentido sera 2N.

® Tal como se anticipd en la nota 1, para la mayoria de las estructuras convencionales las deformaciones son
inferiores a 0,01, por lo que esta limitacién supone una aproximacion razonable que introduce errores en
general inferiores al 1 %.

* Eso implica, por ejemplo, que los célculos seglin el método matricial convencional solo no seran validos
cuando los esfuerzos axiles sobre los pilares estén cercanos a la carga critica de pandeo de los mismos.

* En esta seccion usamos la ecuacion de elastica para relacionar momento flector y desplazamiento vertical,
ignorando la deformacion por cortante que también existe, aunque en general es pequefa. Si se tiene en el
desplazamiento vertical debido al cortante, las expresiones de las rigideces frente a cortante, tanto la
flexional como la mixta, incluirian un factor a asociado al incremento de la flecha vertical por culpa del
cortante.

® En este y los siguientes capitulos, por razones didacticas, los vectores (y n-tuplas) se representan con una
letra 0 un conjunto de letras o niimeros entre llaves, {-}, mientras que las matrices se escriben como una
letra 0 un conjunto de letras o nimeros entre corchetes, [*].

"Obsérvese que aqui se esta distinguiendo la A en redonda (sin cursiva) de la 4 cursiva que designa el 4rea.

# Las matrices representan las componentes de tensores de segundo orden, por lo que requieren dos productos
en los que intervenga la matriz de cambio de base, ya que sus componentes m;; tienen dos indices. Los
vectores al tener solo un indice v; requieren un producto con la matriz de cambio. Los escalares al carecer
de indices no requieren multiplicacién alguna como se refleja en el hecho de que son invariantes. Un
tensor de orden superior 7> 2 requerira por tanto » productos en los que intervenga la matriz de cambio.

% Una estructura de comportamiento lineal es aquella en que los desplazamientos totales en la posicion de
equilibrio son funciones lineales de las fuerzas sobre la misma. Eso nos lleva a que dichas estructuras
pueden ser caracterizadas por una matriz (matriz de rigidez). Si nos concentramos en los desplazamientos
5 =(d, ..., O,,) asociados de una serie de puntos (nudos) y consideramos sistemas de cargas en que todas
las cargas P = (P, ..., P,,), el comportamiento lineal lleva a una ecuacion del estilo: P; =k &; + ... + ki, O,
=k - ; (con convenio de sumacion de Einstein). La matriz K = [k;] se llama matriz de rigidez.

1 puede probarse que los puntos de equilibrio no dependen del modo de aplicaciéon de las cargas; las
magnitudes 8© son funciones de estado que dependen de las fuerzas exteriores. En toda esta prueba
consideraremos que las cargas se aplican cuasiestaticamente.

" En el proceso de carga, F(8) >F.,(8) significa que al llegar a la posicién de equilibrio se habra realizado un
trabajo mayor del estrictamente necesario para alcanzarla. Dicho exceso se presentara en forma de energia
cinética, por lo que la estructura atin seguird deformandose un poco mas, hasta un punto en que las fuerzas
internas superaran a las fuerzas aplicadas y, por lo tanto, habra aceleracion neta en sentido contrario, que
llevara la estructura de nuevo hacia la posicion de equilibrio; pero como al pasar por la posicion de
equilibrio la velocidad no sera nula, este punto sera sobrepasado de nuevo ... La repeticion de este ciclo
dara lugar a oscilaciones alrededor del punto de equilibrio. Un proceso similar ocurre en el punto de
descarga (en principio la energia en exceso se acabara consumiendo por disipacion).
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No-linealidad geométrica
(pandeo, inestabilidad elastica)

En un solido elastico lineal, las tensiones o;; son proporcionales a las cargas aplicadas
F (a causa de la forma de las ecuaciones de equilibrio) y las deformaciones ¢; son
proporcionales a las tensiones. Ademas para deformaciones pequefias (| €| < 1072), los
desplazamientos (d;) obtenidos son también (cuasi-)proporcionales a las deformaciones.
Es decir, que se tiene la siguiente serie de proporcionalidades:

Gij :Gij (Ef’l‘r): Zaij,k (Lr)F}c
k

di «cg; ooy ocFy, &y zgy(c’mn)zchjmncmn

m,n

di = ZBi,k (Lr )F}f

Por tanto, en un material elastico lineal en régimen de pequeiias deformaciones los
desplazamientos son una funcion lineal de las fuerzas. En materiales que presentan
plasticidad o comportamientos reologicos'? mas complicados, las deformaciones no son
una funcidn lineal de las tensiones. Esa situacion se denomina no-linealidad material.
Ademas de esta no-linealidad material, existe la llamada no-linealidad geométrica, que
describiremos a continuacion.

La no-linealidad geométrica se da en situaciones de grandes deformaciones. En dichas
situaciones los desplazamientos ya no seran proporcionales a las deformaciones.
Ademas en esos casos puede pasar que el punto de aplicacion de las cargas se desplace
ostensiblemente bajo la accion de las fuerzas, por lo que puede que se induzcan nuevas
deformaciones debidas al desplazamiento de los puntos de aplicacion de las cargas.
Esos nuevos desplazamientos de segundo orden, requieren recalcular los esfuerzos bajo
la nueva configuracion de cargas.

57



% Calculo de elementos estructurales

58

En general, la teoria lineal de la elasticidad desprecia esos desplazamientos secundarios
o efectos de segundo orden; sin embargo, en ciertas situaciones con deformaciones
medianas o grandes, es decir, cuando alguna de las deformaciones g;>> 107, despreciar
los efectos de segundo orden conduce a errores importantes en la determinacion de
esfuerzos. Un ejemplo de esto es el caso de piezas esbeltas que sufren pandeo. Cuando
los desplazamientos secundarios y efectos de segundo orden son grandes se requiere un
recalculo. A su vez, ese recalculo dara una nueva correccion para los puntos de
aplicacion de las cargas, y asi sucesivamente. Si el proceso anterior de deformaciones
de orden superior al primero es convergente, el sistema sera elasticamente estable; sin
embargo, en ciertas situaciones el proceso no serd convergente, lo que implica que el
sistema sera elasticamente inestable.

Como primer ejemplo ilustrativo de no linealidad analizamos en primer lugar el pandeo
de piezas prismaticas esbeltas comprimidas segliin su eje longitudinal, situacion en la
que esos efectos de segundo orden no pueden ser despreciados, a la hora de calcular las
tensiones.

2.1. Curvatura bajo cargas axiales. Ecuacion de la elastica y forma
curva

En piezas prismaticas rectas, bajo la accion de fuerzas tales que sobre el eje tengamos
compresiones Gy = Mg T(n,) < 0, pueden existir fendmenos importantes de no
linealidad geométrica. Esta no-linealidad se debe a que bajo la accion de las fuerzas el
punto de aplicacion de las cargas se mueve, por lo que pueden inducirse nuevas
deformaciones debidas al desplazamiento de los puntos de aplicacion de las cargas. En
general, en la teoria lineal de la elasticidad, esos desplazamientos secundarios o efectos
de segundo orden se desprecian, pero en ciertas situaciones —como en la situacion de
pandeo que describimos a continuacion— esos efectos de segundo orden no pueden ser
despreciados.

En tanto en cuanto 0 >c,,>6) = —P,./A la barra conserva la forma recta siendo su
equilibrio, estable. Pero para valores de tension tales que 6, <oy €l equilibrio se vuelve
inestable y aparece un punto de bifurcacion, de tal manera que la forma de la barra
adoptada pasa de la posicion recta (equilibrio inestable) a otra situacion en la que
adopta forma curva (que si es una posicion de equilibrio estable).

Sin embargo, en esta nueva posicion de equilibrio estable las tensiones crecen
rapidamente y la pieza puede rebasar su limite de rotura sélo con pequefios incrementos
de carga. Es por eso que la situacion a partir de | 6, | >P,i/4 (donde P, es cierta
carga critica, que se estimard mas adelante) puede ser muy peligrosa y pequefios
incrementos de la carga pueden rebasar la resistencia del material, por lo que se daria
una situacion de inestabilidad elastica (que no de inestabilidad mecanica).

Una vez la pieza adopta la forma curvada a partir del punto | 6, | >P,;/A, dicha pieza
estd en un estado eléstico de flexion compuesta (N# 0, Mg 0), siendo el esfuerzo axil
N=P.; y el esfuerzo de flexion o momento flector M/(x) =P, y(x), dado por el
esfuerzo axil multiplicado por la excentricidad o desplazamiento y(x) de cada punto de
la barra respecto a la posicion recta:
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Fic.2.1.

Barra biarticulada
X \\\\ sometida a compresion.

':>% ................. 7 I / 73/ T

Si llamamos y(x) al desplazamiento respecto a la forma recta, para una barra con los
enlaces exteriores como los de la figura resulta que el desplazamiento maximo se da en
el centro de la misma: y,,,, = ¥(L/2). El momento méaximo y la tensiéon que adquiere la
barra en la configuracion deformada vienen dadas por:

M ¥ })cril ) max
o) crit + F:'ritymax [21]
XX A W

En la teoria de la elasticidad lineal se usa como ecuacion de la elastica, es decir, como
ecuacion que relaciona el desplazamiento del eje de una pieza prismatica recta con el
momento flector, la siguiente:

<

M, &y

= zz
/dx

[2.2a]

&

1
p

Esta ecuacion da una aproximacion muy buena para situaciones en que y(x) es muy
pequefia comparada con la longitud de la barra, es decir, cuando y,../L~ 107°<< 1. Sin
embargo, cuando y,,,./L> 102 1a aproximacion ya no es tan buena y en muchos casos
es necesario tener en cuenta los efectos de segundo orden.

Para tener en cuenta los mencionados efectos de segundo orden deberiamos considerar,
en lugar de las aproximaciones lineales de la teoria de la elasticidad lineal, las
ecuaciones que relacionan las fuerzas exteriores y la deformacion del eje sin despreciar
ningun término. La ecuacion de la elastica exacta en este caso viene dada por:

-3/2

2 2 M
df 1+(d—yj LA [2.2b]
dx dx pEI,

Obsérvese que la ecuacion aproximada [2.2a] es una ecuacion diferencial lineal y, por
lo tanto, facilmente resoluble; mientras que la ecuacion exacta [2.2b] es no lineal y, por
tanto, su solucion no es facil de encontrar analiticamente. Esta ultima es una de las
razones por las cuales en general se usa [2.2a] en lugar de [2.2b] cuando ello es posible.
Otro punto importante que hay que tener en cuenta es que una ecuacion diferencial
debe usarse junto con las condiciones de contorno adecuadas, para encontrar una
solucion particular.
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2.2. Calculo de cargas criticas

La carga critica de pandeo es la carga por debajo de la cual la pieza prismatica alcanza
el equilibrio de fuerzas elasticas y fuerzas interiores, por lo que puede considerarse un
valor seguro para el disefio. Por encima de la carga critica el comportamiento es
inestable y la rotura se produce con levisimos incrementos de la carga (véase el anterior
ejemplo numérico 1). En esta secciéon examinamos barras bajo diferentes condiciones
de enlace y calculamos mediante la ecuacion de la elastica la carga critica de pandeo.
Los ejemplos se han ordenado por dificultad creciente.

2.2.1. Barra biarticulada

Las condiciones de contorno para la ecuacién [2.2a] se obtienen de los enlaces con el
exterior. Por ejemplo, para una barra biarticulada de seccién constante en ambos
extremos como la de la Fic. 2.1 las condiciones de enlace con el exterior imponen
y(x=0) =0 y y(x=L) = 0, ya que en ambos extremos el desplazamiento vertical de la
barra es nulo. Ademas, en este caso, M/(x) = —Py(x). Podemos ver que una solucion de
la ecuacion [2.2a], con ese momento flector y esas condiciones de contorno, es:

. f P
y(x)—A'sm by E_If [2.3]

Las condiciones de contorno no son idéneas," asi que la forma anterior solo garantiza
que y(0) = 0; para que ademas se satisfaga que y(L) = 0 debe escogerse P
adecuadamente. La condicion y(L) = 0 solo se satisface de manera no trivial si el
argumento de la funcion senoidal es igual a nmt [con neZ]:"

. P
L) =4 L|—|=0
y(L) sin ’E]/ =

n*n*El
L i:nTr = ﬂ:—zf
L

EI,

[2.4]

El caso con n = 0 conduce a la soluciéon nula (barra recta), por lo que sdlo merecen
consideracion valores con n*> 0. Las soluciones con n negativo son la imagen
especular de las soluciones con npositivo, por lo que podemos limitarnos a valores con
n> 0. Para el valor n = 1 se obtiene P, = TcZEIf/LZ, que se llama carga critica de Euler
y puede probarse que corresponde a la carga a partir de la cual la forma recta es una
solucion inestable, asi como los valores con #»> 1 conducen a valores de P muy por
encima de esta carga critica y, de hecho, no son fisicamente alcanzables.

Hasta el momento hemos determinado que la carga critica de una barra biarticulada de
seccion constante es P, = anIf/Lz. Pero la solucion de la ecuacion aproximada [2.2a]
no nos proporciona informacion sobre cuanto se aleja la barra de la posicion recta; para
eso deberiamos estudiar el comportamiento con la ecuacion exacta dada por [2.2b]. La
solucion de esa ecuacion para las condiciones de contorno y(0) =0y y’(L/2) = 0 es
bastante compleja de obtener, y requiere ser expresada mediante funciones elipticas de
primera especie F(-) y segunda especie Ey(*):
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2
2 UCAR 4 —8°E, 29, [2.5a]
V4r - & 0 0
siendo:
, EI L $
= 7 (2} N

2
) w [2.5b]
F (n)_In du E (n)_In\jl—kzuz du '

‘ O V1= 1-k*u? ‘ O JlI-u?
La solucion anterior debida a Lagrange es complicada, y para las aplicaciones basta
con usar el desarrollo debido a Schneider para el desplazamiento maximo y,,,. = ¥(L/2),
valido para cargas P>P,,;:

2 3
EI
R J{ R R e

Para los calculos que necesitamos realizar podemos usar una aproximacion de la serie
de potencias anterior. Si efectuamos P = P.;; + AP, obtenemos hasta primer orden que:

Vinax ziL AP ~0,9-L AP [2.6b]
T ZFZ‘rit I)crit
Ejemplo numérico 1

En este ejemplo consideraremos qué sucede con las tensiones justo después de que la
carga P supere a Py Veremos como un incremento insignificante de un 0,02 % por
encima de la carga critica tiene un efecto dramatico en las tensiones.

Se considera un perfil normalizado HEB-140 con las siguientes caracteristicas:

A=4296cm®  I=1509 cm* I,=549,7 cm* E = 21-10°
kp/cm?
Ly =300cm  W,=2156cm’ W,=78,52 cm®

La carga criticaP,,; y el incremento AP = 0,02 %-P,,;; son:

o mEl,  9,87-2,1-10°-549,7
crit L2 90000

pan

=126591 kp Pt = 0,0002-P,,;, = 25 kp

Con este valor puede calcularse sencillamente el desplazamiento maximo dado por la
férmula del desarrollo de Schneider-Lagrange, con lo que se obtiene:

P
y.. ~09-L /;‘)— =0,9-300,/0,00002 ~ 3,8 cm
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La formula [2.6b] da un resultado muy similar, pero es computacionalmente mas
pesada. El calculo del momento flector inducido por el pandeo y el célculo de la
tension maxima es:

Mipae =P * Yae = 126616 - 3,8 = 4811 kp'm
N P M, 126616 481100 o 1<p2
A W, 429 7852 cm

X

o

Obviamente el perfil HEB-140 se habra roto bastante antes de alcanzar dicha tension.
Aun asi, podemos establecer una comparacion.

Ejemplo numérico 2

Dimensionado segun el método omega (®) de un pilar compuesto de acero A-37b (o S
235 JR segun EN-UNE-10025/94 con G4, = 2400 kp-cm 2) para soportar una carga Py
= 150000 kp, con una altura de pandeo de 6,00 m. Para la seccion transversal se eligen
dos perfiles en U en disposicion de cajon.

En el método omega la tension ¢ de una pieza prismatica sometida a un axil P, de
compresion se corrige en un factor multiplicativo o, es decir, 6 = @ N/A4, en la que este
parametro ® es a su vez funcion de A: esbeltez = (I,,lin/A)'/Z, donde 1,,;, es el momento de
inercia minimo de la seccion y A4 el area de la seccion. Asi, el valor de ® no es
conocido hasta conocer un valor de 4, ni el valor de 4 es conocido hasta conocer un
valor de w. Esta circularidad se resuelve mediante el predimensionando: se da un valor
tentativo a 4, y a continuacion se hacen iteraciones para ajustar los valores de @ y de A4.

0) Empecemos tomando por ejemplo 2 UPN 220 soldados por las alas. Esto nos da las
siguientes caracteristicas mecanicas:

A=7480cm?> I =5380 cm* i, =848 cm W, =490 cm®
Lyan =600 cm I, =2960 cm’ i,= 6,29 cm W,=370 cm’

Por tanto, iy, = i, = 6,29 cm lo que da un valor de la esbeltezA = 600/6,29 = 95, que
para un acero A-37b, conduce a una ® = 1,78."% Esto da una tension:

o, —ol=1,78129000 3559 kP
A 74,80 cm?

>0

adm

1) Puesto que G,,,>Guum, €S Necesario ensayar con otra seccion mayor. Por ejemplo,
tomando 2 UPN 280 se tiene:

A= 107 cm’ L=12560 cm® i.=10,9 cm W, =896 cm’
Lpan =600 cm I,= 5980 cm’ i,=7,49 cm W, =629 cm’

Por tanto, iy, = i, = 7,49 cm lo que da un valor de la esbeltezA = 600/7,49 = 80 y un
coeficiente @ = 1,45. La tension queda como:
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o =0t =1,4520900 h03 K2
A 107 cm

2) Como ahora que G,,,, <G4, podriamos ensayar con algun perfil menor para tratar de
optimizar la cantidad de acero, no es dificil ver que la seccion 6ptima con perfiles UPN
en cajon esta formada por 2 UPN 260, lo cual da una tension G,,,= 2391 kp/cmz.

2.2.2. Barra empotrada por un extremo y libre en el otro

Las condiciones de contorno adecuadas para la ecuacion [2.2] en el caso de una barra
empotrada por un extremo y libre en el otro son las siguientes:

_ B — Fig. 2.2.
y(()) =0 Y (0) =0 Dlgformada de barra
W(L)=-6 y'(L)=-6 empotrada-libre.

+'Y

Ademas, debido al desplazamiento de la carga, aparece un momento de empotramiento
adicional debido a dicha excentricidad M; = —P-5. Tomando dos de las condiciones de
desplazamiento la ecuacion de la elastica es de hecho una ecuacion lineal
inhomogénea:

2.7
dx* EI,  EI 7]

dy Py __PS {y'<°>:0
f

Con las condiciones de contorno impuestas, la ecuacion [2.6] tiene una solucion del

tipo:
y(x)=6+A-cos[x /%]+B~sin[x /E_II)/] [2.8]

Si se impone la primera de las condiciones y’(0) = 0, se llega a que B = 0. Para
encontrar la relacion entre el desplazamiento vertical dy A se necesita una condicion
adicional, por ejemplo la condicion no usada y(0) = 0:

y(0)=—6+A-COS(x\/%]=0:>y(x)ZS{COS[X\/%]—II [2.9]

Las condiciones de contorno son degeneradas, asi que la forma anterior sélo garantiza
que ¥(0) =0 e y’(0) = 0. Para que ademas se satisfaga que y(L) = —0 debe escogerse P
adecuadamente. La condicion de que y(L) = 0 so6lo se satisface si el argumento de la
funcién senoidal es igual a nnt [conneZ]:
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2n-1Y 72El
L 45-=@n—05 = a=£ll—l§——L
EI, 2 (2L)

Por las mismas razones que se daban en la seccion anterior las soluciones con n
negativo no tienen que ser consideradas, mientras que las soluciones con n =0y n =1
son de hecho una imagen especular de la otra y conducen a la misma carga critica. Con
n =1, que da el menor valor positivo, se obtiene la carga critica P, = 7'52E1f /(2L)2
(nuevamente los valores con n > 1 no son soluciones alcanzables). Puede verse que la
carga critica coincide ahora con la de una barra biarticulada de idéntico momento de
inercia pero longitud doble.

Es por eso que para barras de seccion constante definimos un parametro llamado
longitud de pandeo L,. La longitud de pandeo para una barra de seccién constante es
la longitud hipotética (L,) que tendria que tener una barra biarticulada de idéntica
seccion (/;) y mismo material (£) que la original y que tuviera una carga critica (Pc)
del mismo valor que la barra original,I6 es decir, L,: = (nEIf/PC,,-,)Z. Como acabamos de
ver, una barra empotrada en un extremo y con el otro libre tiene una longitud de pandeo
L,=2L, donde L es la longitud de natural de la barra.

2.2.3. Barra biempotrada

En este caso el problema del momento flector viene dado por la funcion de la flecha
»(x) y el momento de empotramiento M., por M(x) = —Py + M,,,, que unido a las
condiciones de empotramiento en los extremos nos da:

2 '(x=0)=0
df+£2=Mm y(x=0) [2.11]
dx- EI s 0

La solucion del anterior sistema es del tipo:

M
y(x):ﬂ"‘A’COS X i +B.Sin X i [212]
P El, EI,

Si se imponen la condicion y’(0) = 0 y la condicion suplementaria y(0) = 0, se tiene una
solucion como la del caso anterior:

o[ (L)
y(x)—T[cos[x E[/J 1] [2.13]

Nuevamente la Gltima condicion y’(L) = 0 s6lo se cumple para algunos valores de P:
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M
y'(L) =——sin| L R =0 = sin| L R =0 =
P E[f E[f

2
. P ot > P (2n) 7Z'2E]f _ nzﬂzEIf
El, I (L/2)2

Por las mismas razones que antes, la solucion con carga critica minima que reproduce
las condiciones buscadas se encuentra con n = 1, para la que se obtiene la carga critica
P = anIf/(L/Z)2 (nuevamente los valores con #n > 1 no son soluciones alcanzables).
Puede verse que la carga critica ahora corresponde a la de una barra biarticulada de
idéntico momento de inercia pero de una longitud que es la mitad, por eso L, = L/2.

2.2.4. Barra empotrada-articulada

Este es el mas complicado de los casos elementales, debido a la existencia de
reacciones hiperestaticas de valor desconocido. En el empotramiento existe un
momento M, y una reaccion perpendicular a la viga R, de valor desconocido; sin
embargo, debido a que existe equilibrio de momentos, guardan la relacion:

“RL+M,=0 [2.15]

donde L es la longitud total de la barra. La figura Fic. 2.3 muestra un esquema de las
fuerzas involucradas. El diagrama de momentos flectores viene dado por M.(x) = M, —
R.x = R/L—x), con lo cual la ecuacion diferencial que debe integrarse es:

Fic.2.3.
Deformada de barra
empotrada-articulada.

dy Py _R
o E (L-x)  [2.16]
¥(0)=0 [C] y(0)=0 [C] WL)=0

La solucion de esta ecuacion diferencial con las condiciones [C;] — [C,] viene dada por:

R | EI % . P P
y(x)=?“ ETfJ sm{x IE—IfJ—Lcos(x /E—If}r(L—x) [2.17]

Si utilizamos ahora la condicion y(L) = 0, se llega a una ecuacion trascendente cuya
solucion solo puede calcularse numéricamente. Usando la abreviacion o’ = P/EL;, la
ecuacion que debe resolverse numéricamente tiene la forma:

y(L)

P

_RL sin(wL)
- wlL

—cos(a)L)}=O (con a)2=i] = tg(wl)=wL [2.18]
El,
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Las soluciones no triviales de la anterior ecuacion son:
oL =+4,493409, £7,725252,+10,90412 ...

De la menor de todas ellas se deduce la carga critica:

, El, anI/
B=44934 —Ff=—— 1 — [2.19]
L (0,69915L)

A efectos practicos la longitud de pandeo se toma como L,~ 0,70-L.

2.2.5. Barra elastica en el caso general

En el caso general de pandeo intraslacional de una barra recta de seccion constante, no
se tienen empotramientos perfectos (6; = 0) ni articulaciones perfectas (M; = 0), sino
que cada extremo de la barra estd unido a otras barras con cierta flexibilidad. Esto
equivale a que en cada extremo supongamos existente un apoyo elastico caracterizado
por un coeficiente de empotramiento k;, que aunque permite el giro no permitira los
desplazamientos, de tal manera que se cumplira que el giro 6, y el momento M, estaran
relacionados por M; = k;0;. En los extremos en general apareceran tanto momentos de
empotramiento como reacciones. El equilibrio de momentos y fuerzas requerira:

R, L+M, +M,= —RL+k,q,+kyq; =0
R,=R, R,= —R
En estas condiciones la ecuacion para determinar la carga critica de una barra de

longitud L y con coeficientes de empotramiento en los extremos k, y kpz vendra dada
por:

[2.20]

’y P k,0,—Rx

d2y+c,y:AA N
dx’  EI, EI,
2

d’y
dx?

y(0)=0  »'(0)=6,

. [ x} [2.21]
+o’y= KA+pZ

donde se han introducido las siguientes notaciones:

O =TT k= p=o [2.22]

La solucion de la ecuacion [2.21] teniendo en cuenta los resultados de [2.20] es
simplemente:

k,0,L—(x,0,+xK,0,)x

0,0 L+K,0,+K,0
y(x): 4 A-4 B T

®’L

[2.23]

2 sin(wx) —KA—?Acos(mx) +
®
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Ahora imponemos y’(L) = 05, lo cual permite expresar el desplazamiento como funcion
de un Gnico parametro, el giro 0 4:

- 0,
oL+ Kp (1 —cos(mL))

0, [KA(;)Lsin((ox)+(KA +032L>cos(oox)—1<A] [2.24]

Si sustituimos este resultado en [2.23], imponemos que y(L) = 0, hacemos el cambio
1n:= oL y reordenamos, llegamos a la ecuacion:

(KA +K,; —K, K, +n2)nsinn+((KA +K3)n2 —ZKAKB)COST]+2KAKB =0 [2.25]

donde se ha introducido el pardmetro 1 = @wL. Esta ultima es una ecuacion que, una vez
conocidos los coeficientes de empotramientok, y K, puede resolverse numéricamente.

Obviamente la solucion 1 = 0, que corresponde a P = 0 representa la forma recta antes
del pandeo, y la menor de las raices positivas de la ecuacion anterior n = 1, permite
encontrar la longitud de pandeo (L,) y la carga critica (P):

2 2
I wEl, mEl,
Lp = L’ Pcrit = 2 = 2
ul L L

P

[2.26]

A continuacion pasamos a explicar el céalculo de coeficientes de empotramiento. Puede
hacerse, por ejemplo, si se ha realizado algiin tipo de calculo elastico lineal que
involucre a la barra cuyo pandeo quiere calcularse. Frecuentemente en el calculo por
ordenador se presenta el caso de la longitud de pandeo de una barra entre los nudos A'y
B para la cual se conocen:

- los momentos flectores en los extremos M, y Mjp en el plano de pandeo

- los giros 64 y 03 en el plano de pandeo

- los desplazamientos perpendiculares al eje original de la barra 8,y dp

- la longitud L de la barra y su momento de inercia /; en el plano de pandeo y el
moddulo de Young del material E.

A partir de todos esos datos los coeficientes de empotramiento adimensionales pueden
calcularse simplemente mediante las siguientes férmulas:

M L -

oo, B
’ [2.27]
M,L -
KB:i( sk 40,20, -6 53]
0, EI, L
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Fic.2.4.
Barra biarticulada de
seccion no constante

2.2.6. Piezas de seccion no constante

Evaluaremos el ejemplo numérico de una pieza de seccion no constante como la de la
figura:

I Ly A .

A v
A " A
v
Si consideramos la barra anterior articulada en ambos extremos se convierte en una

barra biarticulada por ambos extremos. En estas condiciones podemos plantear el
problema de Euler similar al problema [2.2a] con condiciones de contorno adecuadas:

d’y P I, 0<x<L
E%T(yx)zo (x)z{lz L<x<L
»(0)=0 [C1]
y(L)=0 [C.2] [2.28]
y(L)=y(L) [C3]
dy(L) av(L) (4]
dx dx

Las condiciones [C.3] y [C.4] son nuevas y su interpretacion fisica es que bajo las
deformaciones el eje de la barra se deforma en una curva continua y diferenciable (i. e.,
la ecuacion de la elastica es diferenciable). La solucion no es dificil de obtener si se
calcula tramo a tramo la solucion y se escogen las constantes de integracion para
garantizar [C.3] y [C.4]. La solucién de este sistema es del tipo:

(x)= C sin(ox)+C,cos(®x) 0<x<L
= C,sin(w,x)+C, cos(w,x) L <x<L

P P
0= |— o0,=|—
El, El

Si imponemos previamente a las soluciones del tipo anterior [C.1] y [C.2] obtenemos
facilmente que:

[2.29]

[c1] = ¢, =0
[C2] = C;sin(w,L)+C,cos(w,L)=0 [2.30a]
= C,=—Cyg(o,L)

Si ahora aplicamos las condiciones de continuidad [C.3] y [C.4] de la deformada en el
punto en que la barra cambia de seccion, llegamos al siguiente sistema y substituimos
el resultado de [C.1] y [C.2]:
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[c3] = %sin(wlLl):sin(mle)—tg(oozL)cos(oole)

} c [2.30b]
[C4] = &F‘cos(mlLl):cos(u)le)+tg(w2L)sin((n2Ll)

®, C;

Al dividir la primera de estas ecuaciones entre la segunda y dividir también numerador
y denominador del segundo miembro por cos(w,L,) se llega a que:

&tg(m 1)- 1g(w,L)—1g(w,L) - 1g(oL,) :_tg(cosz) 231]
o, T 1t rg(o,L)tg(0,L,) o, o, ’

Dado que o, = (P/EL,)"*y @, = (P/EL)"? los valores de P que hacen que se satisfaga la
ecuacion anterior son los que garantizan la continuidad; de todos los valores de P el
menor de ellos es el que proporciona la carga critica de la barra P, ;<P*(L,L,)
<P 1,crit-

Ejemplo numérico 3
Calcular la carga critica de una barra con dos tramos de seccion diferente a partir de los
siguientes datos:

L,=300m a=40cm 1,=2133 cm* E=2,110kp
L,=100m  a=20cm L= 133cm®

Puesto que la ecuacion para la carga critica tg(w(P¥*)L)/o(P* = -
tg(my(P*)L,)/@,(P*) no se puede calcular analiticamente, podemos estimar
numéricamente la solucion con suficiente precision. En la siguiente grafica se
representan ambas funciones y se muestra el punto de corte:

4000 Fic. 2.5.
Representacion grafica
[ [ [ [ para encontrar la carga
3000 4-------cmmnn- LT R E LT B R LY. R LT critica.

R S -
767.8 ko

____________________

1000 ~

a0
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vigas de seccion
constante.

Numéricamente es sencillo calcular que la carga critica, que coincide con el valor en
que ambas curvas intersectan es P,,;, = 767,76 kp.

Esta carga critica es intermedia entre la carga critica carga critica de EulerP, .,;, de una
seccion con la misma longitud total pero momento de inercia uniforme / = /;; la carga
critica P,.; de una seccion con la misma longitud total pero momento de inercia
uniforme 7 = I,, y la carga de otras dos piezas de seccion uniforme (una en que su
momento de inercia es el promedio aritmético y otra en que se toma la media
geométrica de los momentos de inercia):

Tipo de seccion cuadrada Carga Lado de la seccién
P critica cuadrada equivalente
Seccion uniforme con
— 4
[=2133 cm 2736 kp 4,00 cm
Seccion uniforme con
1= (WLt B (Lt L) 2116 kp 3.74cem
Seccion uniforme con
I= (IILI '[2L2)1/(L1+L2) 1382 kp 336 om
Seccidn no uniforme
estudiada 768 kp variable
Seccion uniforme con
I= 0" 690 kp 2,82 cm
Seccion uniforme con
_ 4
=1,33 om 172 kp 2,00 cm

Para averiguar qué inercia deberia tener una pieza de seccion uniforme con idéntica
carga critica que la pieza estudiada: ©’E qu/L2 = 768 kp, que nos da 7, = 5,93 cm’ (es
decir, una seccion cuadrada de lado a = 2,9 cm).

2.2.7. Longitud de pandeo en normas: MV-103, EA, CTE y Eurocédigo

En una estructura de porticos ortogonales, como por ejemplo una nave industrial tipica,
existe un método aproximado para calcular la longitud de pandeo a partir de los
coeficientes de empotramiento o sujecion de cada tramo vertical de pilar. El coeficiente
de empotramiento en un extremo de un pilar se determina a partir de las rigideces de
flexion de los elementos lineales (vigas y pilares) que concurren en dicho extremo. Este
es el método que se seguia en la antigua NBE-EA-95' y en el CTE'® actualmente esta
en vigor.

a) La norma MV-103/1972" y posteriormente la formula la NBE-EA-95 contenian
férmulas de célculo aproximado para longitudes de pandeo de pilares en estructuras
porticadas. Estas normas a su vez se basaban en la Instruccion Francesa. Para usarlas se
calculan longitudes de pandeo para cada plano de pandeo posible; una vez fijado ese
plano se determina el grado de empotramiento k; para cada uno de los dos extremos del
pilar mediante las siguientes formulas, que involucran las rigideces flexionales K:
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IV,izq IV,der
(K iy )+ (Ko o) L. '\t

kl_ — V,izq V ,der — V,izq V ,der S 1 [2.323]

KP +(KP,.\'/1')+(KV,izq)+(KV,u’er) ]P+[[P,s/i + IV,izq + IV,der

LP LP,s/i LV,izq LV,der
donde un término entre paréntesis puede o no aparecer y el resto de simbolos son:
Ip, Lp Es el momento y la longitud del pilar cuya longitud de pandeo se quiere
calcular.

Iyigo Lyizg Es el momento y la longitud de la viga (si existe) situada a la izquierda

si estd unida rigidamente.

Ivaers Lvaer  Es el momento y la longitud de la viga (si existe) situada a la derecha si
estd unida rigidamente.

Ip i, Lp i Es el momento y la longitud del pilar (si existe) situado por encima o
por debajo del nudo calculado si la unién es rigida.

Una vez calculado un coeficiente para el extremo superior (k;) y otro para extremo
inferior (k;), a partir de ellos se evalia el coeficiente B que da la relacion con la
longitud de pandeo:

3-1,6(k +k,)+0,84kk, ) .
(intraslacional)
3—(k, +k,)+0,28kk,
B(ki,k, ) = [2.32b]
1,6+2,4(k +k,)+1,1kk, (traslacional)
(k, +k,)+5,5kk,

Si los nudos no son rigidos, entonces se toma simplemente 3 = 1; si en un nudo 7 existe
un empotramiento, entonces k; = 1. En una estructura intraslacional de nudos rigidos

resulta para todos los nudos B< 1, mientras que en una estructura traslacional resulta 3>
1.

b) El CTE propone unas formulas similares, aunque usa el grado de empotramiento
complementario (1; = 1-k;), es decir:

IPJ{MJ
KP +<KP s/i) LP LP s/i
0 = : - ’ <1 [2.33a]
K, +(KP,.s/i)+<KV,izq)+(KV,der) I,a+( IP,s/i J—’{ IV,izq J_'_[[V»der J
LP LP,s/i LV,izq LV,der

donde las magnitudes se definen del mismo modo que en las féormulas anteriores de la
NBE EA-95. Debe tenerse en cuenta ademas que si nudo i es empotrado entonces m; =
0. A partir de estos valores y en consonancia con el cambio en la definicién de los
coeficientes de empotramiento basicos, se usan para el coeficiente  las siguientes
definiciones:
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1=0,145(7, +17,) 0,265, <1 (intraslacional)
2-0,364(n, +1,)—0,247nn,
B(n.n,)= [2.33b]
1-0,2(n, +n,)-0,12n,1, - (traslacional)
1-0,8(n, +1,)+0,6mn,

2.3. Calculo de tensiones segtin el Eurocédigo y el CTE

La existencia de pandeo reduce el axil maximo resistido,” N, ra, POT Una barra recta a
un valor inferior al de la resistencia plastica bruta, N, g, (dado por el rea bruta y la
tension, N, g, = Af,). De acuerdo con el método de calculo del Eurocédigo y el CTE el
axil resistido realmente y el axil tedricamente resistible en ausencia de pandeo estan
relacionados por el coeficiente y:*'

A ST declases 1,203
Nypa = { 24| ] [2.34]

B XAy fru [ST de clase 4]

donde f,, = f,/Yan (CTE SE-A, 2.3.3) y el coeficiente y corresponde a una de las curvas
ECCS (tipos ay, a, b, c, d) originalmente basadas en resultados estadisticos sobre la
base de mas de mil ensayos sobre piezas de esbeltez mecénica comprendida entre 55 y
160 y diferentes formas de la seccion. Finalmente la clase de la seccion transversal
(ST) viene dada en la TaBra 5.1 (véase CTE SE-A, 5.2.4) en funcion de las
caracteristicas de ésta:

- Clase 1. Plastica. Permite la formacion de la rotula plastica con la capacidad de
rotacion suficiente para la redistribucion de momentos.

- Clase 2. Compacta. Permite el desarrollo del momento plastico con una
capacidad de rotacion limitada.

- Clase 3. Semicompacta o eldstica. En la fibra mas comprimida se puede
alcanzar el limite elastico del acero, pero la abolladura impide el desarrollo del
momento plastico.

- Clase 4. Esbelta. Los elementos total o parcialmente comprimidos de las
secciones esbeltas se abollan antes de alcanzar el limite elastico en la fibra mas
comprimida.

Los perfiles laminados generalmente pertenecen a las clases 1, 2 o 3, y el afinamiento
concreto se lleva a cabo examinando el fallo de abolladura bajo cargas concentradas
sobre el alma o las alas.

Desde el punto de vista tedrico los resultados estadisticos pueden explicarse a partir de
las férmulas de Engesser (véase seccion 2.4), que parten de la base de que cerca del
limite resistente el lado mas comprimido del perfil sufre un reblandecimiento anelastico
(softening) redistribuyéndose los esfuerzos hacia el lado no reblandecido. El
reblandecimiento equivale a una disminucion de la resistencia de la seccion transversal.
El fallo por softening se conoce como pandeo inelastico. Para piezas muy esbeltas los
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fenémenos de soffening pueden despreciarse y el fallo queda explicado mediante la
teoria de Euler, también llamada pandeo eldstico. Pueden establecerse varios limites:

- Fallo plastico por exceso de compresionde la seccion transversal, se presenta
en piezas de pequefia esbeltez que no superan la esbeltez limite:**A<M,;.

- Pandeo inelastico, se presenta para piezas de esbeltez media: A, <A<,

- Pandeo elastico, se presenta para piezas de gran esbeltez, donde A>A;,.

2.3.1. Calculo del pandeo flexional

El pandeo convencional o pandeo flexional se produce en barras esbeltas sometidas a
compresion. Ademas de compresion se desarrolla, de acuerdo con la teoria de Euler,
una flexion (de ahi el nombre de pandeo flexional) que aumenta la tension sobre la
seccion transversal. El Eurocédigo y el CTE proponen un método basado en el calculo
de esbelteces flexionales a partir de las cuales puede encontrarse el coeficiente de
reduccion y. Los pasos que hay que seguir son:

1) Se procede al calculo de la esbeltez mecanica flexional A, y la esbeltez reducida

% dadas ambas por:**

[2.35]

x:\/Adf»: 4,1, _ L /i, :ﬂ_&
N, \(vL) EL, =JE/f, M\ o,
donded, es A o A,y segun la clase de la seccion transversal (véase la seccion anterior),
/, el limite elastico del acero, L la longitud de pandeo, £ el modulo de Young del
acero, I,, e i,, el momento y radio de giro minimos y A, la esbeltez limite (en la norma

EAE se llama Ap).

2) Se determina el coeficiente de imperfeccion o dado por la curva ECSS de
pandeo (ao, a, b, ¢ 0 d) segun el tipo de seccion de acuerdo con el CTE. La
curva de pandeo correspondiente a cada perfil viene dada en la tabla 6.2 del
CTE (véase CTE SE-A, 6.3.2.1). De acuerdo con dicha tabla el parametro o
depende de si se trata de un perfil armado, laminado o compuesto y, en algunos

casos, de los espesores de las piezas. Los valores de o son:

TABLA2.2.
Coeficientes de a a b [ d
imperfeccion segun el Coeficient
CTE. oeticiente 0,13 0,21 0,34 0,49 0,76
imperfeccion (o)
3) Se determinan el parametro ¢ y el parametro de reduccién®y mediante:

(p:%[l+a(x—0,2)+7_\.q

. [2.36]

N o
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Las curvas ECSS de pandeo para los diferentes valores de o son:

FiG. 2.6. 12
Curvas ECSS de ’ ——C_Curva a
pandeo de acuerdo con : ' ! : :
el CTE. : : : : i |=®—curvab
: ——curvac
0,8 -
0,6
0,4 1
0,2 1
0 i i i i i i

02 06 10 14 18 22 26 3,0

Ejemplo numérico 4

Comprobacion de un pilar segin el CTE. Un pilar esquinero de seccion HEB-100 esta
sobre la linea donde se encuentran dos porticos rectangulares idénticos formados por
dos vigas horizontales IPE-100 de longitud L, = 4,50 m. La altura de todos los pilares
es de L,= 3,0 m, y las cargas mostradas en la figura son:

Fic.2.7.
Esquema de la
estructura de ejemplo.

'
e

..
=
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I,=167 cm® I,=171 cm*
F,= 1kN (nudo 7) F, =60 kN (nudo 5) @ra =225 N/m (4-5)

0) Determinacion de la longitud de pandeo. Para determinarla se examinaran
las formulas aproximadas de porticos (recogidas por ejemplo en MV-
103/1972), las formulas EA-95 y las formulas CTE.

a)Formulas de porticos MV-103/1972. Se calculan las magnitudes m, ¢ y s (que deben
estar dentro de un rango de valores dado por m< 1, ¢< 10, s< 0,2 para poder usar
formulas), que vienen dadas por:

m="t=0 c="L=—2I"_1465 @ 5=—
P K, 4EL]L,

v v

P K, AEl /L, 4 (1_,,}:1 2710

P

A partir de esos valores, se determina el coeficiente B que da la longitud de pandeo:

B=J0.5(1+m)-\/1+0,35(c+65)—0,017(c +65)’ ~0,86 L, =BL, ~2,58m

b)Formulas EA-95. Se calculan los coeficientes de empotramientok,; y k,. En este caso
al estar dados por el extremo inferior empotrado y existir en el superior una sola viga
en el posible plano de pandeo se tiene:

3-1,6(k +k,)+0,84kk,

. =0,639
3—(k, +k,)+0,28kk,
1 /L
k, =1 k1=¢z0,406 =
1,/L,+1,/L,

1,22

B - 1,6+2,4(k1+k2)+1,1k1k2:
fras (k, +ky)+5,5kk,

donde se ha examinado la longitud correspondiente a los casos traslacional e
intraslacional; si no se proveen medios de arriostramiento la estructura debera
considerarse traslacional. Es interesante observar qué calculo de la MV-103 da un valor
intermedio entre ambos, por lo que considerarla directamente traslacional supone
considerar a efectos de calculo un caso algo mas desfavorable que la realidad.

c¢)Formulas CTE. Se calculan los coeficientes de empotramiento m; y m, con las
mismas consideraciones usadas en b y se tiene:

=0 me—telt g s04
IJL +1,]L,

o 1-0,145(7, +n,)—0,265nn, 0510
" 2-0,364(n, +m,)-0,247nm,
n,=0 nl:Ip/—L”:O,594 =
Ip/Lp+1v/Lv
B :\/1_0’2(n1+n2)_0312n1n2 ~1.296
. 1—0,8(711 +n2)+0’ 6n1n2 ’
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Estos valores son similares a los obtenidos mediante la EA-95. A efectos de calculo,
Consideraremos como valor mas exacto, dado que se trata de un portico, por las
formulas de porticos del caso a)Lp,, = 2,58 m.

1)

2)

Cdlculo de esfuerzos. Ahora mediante el método matricial calcularemos los
esfuerzos axiles (&,), los esfuerzos cortantes (7}, 7-), los momentos flectores
(M,, M.) y el momento torsor (M,) sobre el pilar de interseccion de los dos
porticos. La seccion mas critica coincide con el empotramiento inferior del
pilar. Ahi tenemos:

N= 60 kN T,= 350N T.= 235N
M= 11 N'm M, =310 N'-m M,= 520 N'm

Calculo del coeficiente reductor por pandeo. El coeficiente de imperfeccion
es a = 0,49 porque tenemos un perfil laminado de acero S 275 JR con h/b =
1 y pandeado en el plano asociado a su mejor eje de inercia (véase tabla6.2
del CTE SE-A, dado que el material es S 275 JR). Calculamos ahora la

esbeltez reducida A, el parametro ¢ y el coeficiente de reduccion y:

- J 4.0 | 2600 mm’ -275 MPa .y

) (n/L) EI, _\,(n/3890 mm)’ (21010° MPa)-(167-10* mm4)
1

@:%[1+Q(X—O.2)+Xz]z3,ll7 ~0,183

El esfuerzo maximo que puede ser resistido en compresion simple por este pilar
vendria dado por:

Ny ra = xAf;a= 0,183 - 2600 mm” - 250 N/mm’~ 119 kN

Sin embargo, como el pilar estd sometido a compresidon compuesta y torsion, su
resistencia maxima es sustancialmente menor, como se mostrara a continuacion.

3) Cdlculo de tensiones. A partir de los momentos anteriores se pueden calcular
las tensiones sobre cualquier seccion mediante las formulas de Navier para
los esfuerzos normales y sumando las tensiones maximas de Collignon y la
torsion,”® con lo que se obtiene:

M T ’
GY=NX+ r M ~126,1 MPa T+l < L LM =5,11 MPa’
Toyd f g ’ A4, A, f

Las caracteristicas geométricas vienen dadas por:

A: area total del pilar =26,0 cm?
/8 momento resistente de flexion en y =342 cm’
W.: momento resistente de flexion en z =5,79 cm’
Ay area de cortante del pilar en y (= 2b,.e,) ~ 10,0 cm?
A area de cortante del pilar en z (= h4e,) ~ 6,0 cm’
W momento resistente de torsion (= [2bwew3+ hee, 1/3e,, ~ 7,24 cm’
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En funciéon de estas componentes el tensor de tensiones y las tensiones principales
vienen dadas por:

2 2 2
s, T T, G]=[Gx+,lcx+4(ry+rz)]/2>0

T| == 0 0 = c,=0
xyz 2
. 0.0 (53:[Gx—‘,6§+4(’ti+'f§):|/2<0

En este caso las tensiones principales resultan ser:
o, =126,4 MPa o,=0 MPa o3 =-0,207 MPa

La tension equivalente de Von Mises o tension combinada viene dada por:

2 2 2
GVM:\/(GI_GZ) +(02_263) +(0,=0) = Jo? +3( +7) <126,5 MPa

Dado que esta tension es menor que f,, = f,/van = 275/1,1 = 250 MPa, podemos concluir
que el portico resiste adecuadamente las cargas.

2.3.2. Calculo del pandeo torsional o lateral

El pandeo torsional o lateral se presenta fundamentalmente en barras de seccion
transversal de pared delgada abierta (I, H, L, U...). Descriptivamente el fenémeno es
similar al pandeo flexional: cuando el momento torsorM; sobrepasa un cierto valor
critico el eje adopta una forma curva de manera abrupta. A efectos de célculo el
momento torsor resistido cuando existe pandeo torsional viene dado, segun el CTE,
por:

XiWo,fra [ST declase 1 02]
Mb,Rd = XLTVI/el,yf:vd [ST de clase 3] [2.37]
%W, fra  [ST declase 4]

Para el céalculo se necesita computar magnitudes analogas al caso del pandeo flexional:
1) Se procede al calculo de la esbeltez mecanica torsional Ay y la esbeltez

reducida X;; dadas ambas (véase CTE SE-A, 6.3.3.2)por:

5 2
}\‘T = LL‘ Mfr :MLZTV +MZTW = C‘l2 TEZGIZTEIZ +C12 (Tc EWV}
[ L
/= ‘ ! [2.38]
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2) Se determina el pardmetro a dado por la curva ECSS de pandeo mediante la
tabla 6.2 del CTE (véase CTE SE-A, 6.3.3.2). De acuerdo con dicha tabla el
parametro de calidad depende de si se trata de un perfil armado, laminado o
compuesto y, en algunos casos, de los espesores de las piezas.

3) Se determinan el parametro ¢,y el parametro de reduccion y ;7 mediante:

Prr = %[1 Tor (XLT _0’2)+xir:|
1

XLT =
Prr +\/(Pir _7\’12,T

[2.39]

2.4. Férmula de Engesser

Engesser estudié en 1892 el comportamiento teérico de piezas comprimidas de acero
en las que aparecia pandeo flexional. Como el lado mas comprimido sobrepasa el
limite de fluencia antes de que lo haga el lado menos comprimido, existe una asimetria
entre ambos lados. La mayoria de los tipos de acero presentan cierto endurecimiento
ademas de plastificacion por encima del limite de fluencia. Engesser propuso una
formula corregida que tuviera en cuenta dicho efecto. Sus resultados fueron
corroborados experimentalmente por Von Karman en 1910. Debe tenerse presente que
en el calculo de la carga critica real resulta conveniente examinar los resultados de
Engesser.

2.5. Pandeo lateral y abolladura

La abolladura es un fendmeno de inestabilidad que afecta a elementos estructurales
bidimensionales esbeltos. Cuando dichos elementos se someten a esfuerzos de
compresion alineados con su plano medio pueden sufrir desviaciones notorias del
mismo como resultado de imperfecciones o excentricidades accidentales de la carga.
En esta seccion se estudiara mas concretamente la abolladura local en partes de
elementos estructurales tales como el alma comprimida de una viga, sus alas etc. Si las
cargas son puntuales o suficientemente concentradas dichas partes de una viga sufren
deformaciones notarias que no pueden ser adecuadamente tratadas mediante la teoria
de la flexion de Euler-Bernoulli y es necesario examinar la posibilidad de modos de
deformacion de abolladura.

2.5.1. Pandeo en perfiles abiertos de pared delgada

En secciones abiertas (perfiles I, H, L o T) de pared delgada conviene corregir el valor
tipico de la esbeltez, ya que en ellas el pandeo puede ocasionar torsion ademas de
flexion. La conveniencia de corregirlo depende de si la esbeltez corregida A.r es 0 no
superior a la esbeltez convencional A. La esbeltez corregida viene dada en términos de
las caracteristicas torsionales y de alabeo:

A, =—2h [2.40]
lT

min
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siendoiy = (/,+1.)/A el radio de giro polar e iy el radio de giro de torsion alabeada
definido mediante la expresion:

2
i = I—A[ L ] +o,o39L§,I—T [2.41]
[ T 00 min

donde:

1 momento de alabeo seccional [LONG?]

Iy momento 0 modulo de torsion [LONG *]

Lin: momento de inercia minimo [LONG ]

L, longitud de pandeo [LONG]

do: distancia entre los extremos [LONG]
Bo: coeficiente de coaccion de alabeo en los extremos (0,5 < By < 1,0).7

Si resulta que #;<ir entonces A.s<A y la comprobacion convencional de pandeo es
suficiente. En cambio, cuando iy>ir, es necesario comprobar el pandeo mediante la
esbeltez corregida A r, debiéndose distinguir tres casos:

1) Secciones con dos planos de simetria (perfiles I, H) o dos simetrias
puntuales (perfiles Z). En este caso basta con comprobar el pandeo segtn el
plano perpendicular al eje con menor momento de inercia.

2) Seccion con un solo plano de simetria (perfiles T). En este caso deben
corregirse las esbelteces segun ambos planos y comprobar cual de los dos
conlleva una menor carga critica. Las correcciones para el eje con mayor y
menor inercia son:

; L
hp =L g, =LK [2.42]

donde el factor K se determina mediante la expresion auxiliar:

-2 -2 ) 2
K= Tl i i§+0,093[B—2—1Jy§] [2.43]
Iy (i +i, B

dondei? = 1,/4, o es la distancia entre el centro de cortante y el centro de gravedad de
la seccion, y Bo = L,/Ly.

3) Seccion asimétrica sin simetrias (perfiles L). El pandeo puede ocurrir segun
cualquier plano, excepto seglin el que contiene el centro de gravedad y el
centro de cortantes; basta con considerar el radio de giro minimo posible y
calcular como en el caso anterior la longitud de pandeo corregida con factor
K. A pesar de ello, no es conveniente, ni frecuente, el empleo de secciones
asimétricas como elementos estructurales, aunque a veces los perfiles L o
LD se emplean como barras de poca importancia.
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Fic.2.8.
Seccion doble T

normal, seccion doble T

80

con alas y seccion

2.5.2. Inestabilidad local y abolladura

Cuando aparecen cargas puntuales muy concentradas sobre determinadas partes de
perfiles metalicos, la deformacion de dichos perfiles no satisface las hipdtesis
cinematicas habituales de vigas sometidas a flexion® y pueden sufrir abolladuras o
inestabilidades que afectan inicialmente a una reducida area del elemento y no pueden
ser estudiados mediante los métodos expuestos anteriormente.

Una vez se produce una inestabilidad local, el comportamiento del elemento queda
alterado global y drasticamente, con lo que compromete la integridad del mismo. La
verificacion de los estados limites ultimos (ELU) de inestabilidad local es por tanto
muy importante.

2.5.3. Pandeo local y abolladura en perfiles

En perfiles T y doble T (perfilesl o H), es importante comprobar ademas del pandeo
global del elemento los siguientes modos de fallo local:

e Abolladura o pandeo local por abolladura del ala comprimida.
e Abolladura o pandeo local del ala entre soldaduras (s6lo en perfiles compuestos).
e Abolladura o pandeo local por abolladura del alma bajo cargas comprimidas.

1) Abolladura del ala continua. Un perfil sometido a compresion o la parte comprimida

de un perfil sometido a flexion pueden sufrir abolladura si las tensiones en el ala
sobrepasan un cierto limite. Para evitar la abolladura basta con no rebasar los siguientes

limites:
l_C|
b

la)  Borde libre. En este caso, que es el mas comun en vigas, el espesor debe ir
acorde con el ancho del ala. La abolladura no se produce si:

D oys |20 MPa [2.44]

2e c

adm

1b)  Borde rigidizado. Cuando existe un rigidizador del ala de altura @ y la linea
neutra esta a una distancia xy de la parte superior, el rigidizador contribuye a
la expresion anterior, no produciéndose abolladura si se cumple:

b ocys g 2| 240 MPa [2.45]
26 xN Gaa{m
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Ic)  Ala intermedia. En este caso si la separacion entre las almas del perfil
compuesto es ¢, basta con que se cumpla la siguiente relacion para garantizar
que el tramo central del ala no sufre abolladura:

€ <45 [240MPa [2.46]

e (¢

adm

2) Abolladura del ala entre soldaduras. En perfiles T o doble T compuestos, el ala
comprimida suele estar soldada al alma mediante soldaduras discontinuas. La longitud
de los cordones debe cumplir L> 40 mm. En el espacio entre soldaduras, el alma puede
pandear si la separacion entre soldaduras es grande. Para estimar la carga total de
pandeo sobre el ala con soldadura discontinua puede emplearse la formula de Euler. No
habra riesgo de pandeo local del ala si se cumple la siguiente desigualdad:

m’El be, _ N, M,

Py = =’ E—4>—L 44 [2.47a]
’ (dS / 2) 3d, 2 h,
donde:
E: modulo de Young del material de las alas
b: ancho efectivo de las alas
d: distancia entre los centros de cordones de soldadura
e espesor de las alas
Ny: esfuerzo axil total sobre la seccion analizada
My momento flector total sobre la seccion analizada
hy: altura total del perfil [= A,, + 2¢,]

Ademas de esta comprobacioén sera necesario comprobar el pandeo flexional segtn el
plano del ala. Por lo que d debe cumplir ademas:

3
d <40i =40 cwb’/12 20, [2.47b]
’ ealab \/g

3) Abolladura del alma. En perfiles T o doble T, a partir del ancho del alma (e,) y la
altura del alma (4,,) se define el espesor relativo (). Este espesor relativo se compara
con el espesor relativo minimo (Ng,.ix) y €l espesor de abolladura (ng,ah):”

0,013 A37/S235]R
n, = Z_W Mywn =0,006 1., =10,014 A42/S275IR  [2.48]
0,016 A52/S325]R

Y se distinguen tres casos:

DNe<MNg min: se aumenta espesor hasta que se cumpla dicha condicion.
1D g min<Ng<Mgap: se necesitan colocar rigidizadores para evitar abolladura.
1IN g p<Ng: resulta innecesario comprobar la abolladura.

Las comprobaciones necesarias en el caso /7 son las siguientes:
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la)  Cargas concentradas. Cuando existe alguna carga puntual P, transversal a la
viga, ésta debe ser absorbida por el alma de la misma, que es podria
abollarse (con 4. = b,e, y b, = 20¢,). No se producira abolladura sino
rebasa la carga critica del alma que viene dada por:

2 2 4
pp, Tl ST EC [249]
h, 3

1b)  Resto de cargas. Para evitar otros tipos de abolladuras deben colarse

rigidizadores transversales. Una vez colocados dichos rigidizadores

transversales a distancias d,;; = ok, es necesario asegurarse de que no habra

abolladura del recuadro comprendido entre el espacio que hay cada dos

rigidizadores; para ello basta con comprobar que se cumple la siguiente
inecuacion:

JGf-i—?)Tfmx
2 2
ey o), [(3-v o ) [ T
4 GL’)‘ 4 GL’)‘ Tcr

La anterior tension G, se llama tension de abolladura ideal y es vélida siempre y
cuando esa tension esté en dominio elastico. Si dicha supera el domino elastico,
entonces puede hacerse un célculo plastico consistente en comprobar que:*

<c

G,<0 [2.50a]

co,ab = adm

Gco < Gm,ab,pl < \]kr Gm,ah < Gco,ab < Gu [250b]

Las tensiones que intervienen en las ecuaciones anteriores se calculan a partir de la
maxima tensiéon de compresion (o< 0), la maxima tension de traccion (6> 0) y la
tension de abolladura (c,;), de acuerdo con las ecuaciones:

o, =min(c) (max.comp.)
h G, s
—o, =% [2.51]
h, +2e,, o, o, =max (o) (max. trac.)
z

T[ZE € ’ 3 € ’ Gcr = KcGab
Oup=""7—7%| | =186-10" MPa| = | =< ° [2.52]
12(1-v*)\ b, h 1, =Ko,

w

y donde los coeficientes K; y K, se determinan a partir de la distancia entre
rigidizadores (d,;,) y la altura del alma (4,,), con las siguientes expresiones:

6.68+2)  a-= d, [h,>1
K. =K (0)= ¢ [2.53]
o 6,68
5,0+ a=d, [h, <l
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10,5 0<y<l A a2l
v+1,1
2

(a+lj 2,63 0<y<l A axl

o) y+11

Ko =K, (09)=1(11y) K, (0) - yK, (-1)+12,5y (1+) “l<y<0

29,9 w=-1 A aZ%
19,84+10,750c2+2’—3;4 y=-1 A a<§

o

Cuando y< —1 las tracciones superan a las compresiones y no es necesario comprobar
la abolladura del recuadro entre rigidizadores.

Ic)  Espesor de los rigidizadores. Las comprobaciones anteriores fijan las
distancias a las que deben colocarse los rigidizadores a partir de las
dimensiones del recuadro comprendido entre ellos y las alas de la viga. Los
espesores minimos que deben tener los rigidizadores se obtienen a partir de:

3 (hw j4 (rig. transversales )
I> 2150 '

i [2.54a]
he (2,4(12 —0,13) (rig. longitudinales)

La inercia minima procede de la expresion de pandeo de una placa corregida, en la que
se introduce v = 0,3 y el valor de y recomendado por Timoshenko para un rigidizador
ultrarrigido:’'

4 3

d.e h d. e h

I o=y— 1,875 e | | 2 0,1720% | Lo Do | [2.54b]
12(1—v2) d, | 110,92 h,d,,

Considerando para una viga de alma gruesa los valores recomendados de e, /h,~ 0,014
y dyio/h~ 1,5 y para una viga de alma delgada e, /h,~ 0,006 y d,,./h,~ 0,60 se obtiene el
resultado de [2.40].

Ejemplo numérico S

Disefio de una viga compuesta. Se requiere disefiar una viga simplemente apoyada en
sus extremos con una luz L =6,0 m cargada con una carga continua q¢= 2000 kp/m y
una carga puntual centrada Py = 50 - 10° kp. La tension admisible es G,q4,= 260 MPa, la
tension ultima o,= 325 MPa y la flecha admisible es f,4,,= L/250.

0) En primer lugar se calculan los esfuerzos maximos para la seccion critica:

_BRL L

P
M, =84-10° kp-m Vd=7d=25~103 kp
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1) El siguiente paso es ensayar un predisefio. Deberian escogerse un canto total y unas
alas tales que el momento resistente sea W>M /Gy = 3231 cm’. Un posible disefio que
cumple esa condicion estd formado por dos alas simétricas de seccion bxe; = 200 x 10
[mm] y un alma de seccion £,,xe,, = 1000x 8 [mm], ya que con esos valores se obtiene,
calculado el momento de inercia combinado por el teorema de Steiner, que I, = 168700
cm' y W, = 3310 cm’ (estos valores se han obtenido por tanteo; si no resultaran
correctos. deberiamos aumentar algunos valores y recalcular).

2) La comprobacion del pandeo local del ala es satisfactoria, ya que:

L _10<12,9=-15 220 o]
2el Gu

3) La comprobacion del pandeo lateral es satisfactoria si se tiene en cuenta la distancia
maxima d; entre puntos inmovilizados por soldadura:

eb’
12 40 b L 4c40-5773-23094em @

eb J12

d, <40i,, =40

Por tanto, podemos seleccionar por ejemplo d; = 200 cm, que también verifica que:

3
=n’E &:345.103 kp >84-10° kp=&+ﬂ
* 342 2 ok

s w

4]

cr,alas

4) Una vez fijados los parametros anteriores, debemos realizar la comprobacion critica
para ver si cumplen tanto las tensiones maximas como las flechas maximas:

M 10°
0 = e B0 953 P
w. 3310 cm
V
Tnax & L= 2500 = 31235 kpz (tensioneS) |
A, 0,8-100 cm
csm,max = \/Giax +3Timx ~ 2595 kp2 < Gu
cm
PL r
Soax =——+ >4 ~0,53 cm < L =2,4 cm (flecha) ™
48EI, 384EI. 250

5) Abolladura del alma. En primer lugar calculamos si el espesor relativo del alma es
suficiente mediante la relacion:

Mg = ew/h,, = 8/1000 = 0,008 > 0,006 M

Con ello, sabemos que el espesor relativo del alma es correcto, aunque en general
requerira el uso de rigidizadores. De hecho, en los puntos con cargas puntuales
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importantes, ya sean estas reacciones de apoyo o cargas exteriores, conviene situar
rigidizadores. Para evaluar si cierto numero de rigidizadores es correcto, debe
comprobarse que la tension combinada de abolladura 6, ,, no supera la tension tltima.
Para ello previamente necesitamos calcular las tensiones G, G4, Oy Tep

h
6, =0, —%—=~2538 1000 o488 kp/cm®
h, +2e 1000+2-10

ala

2
G, =189,4-10° k—pz[e—WJ = 121,5 kp/em’
cm” | h

w

1, =Ko, =7,23-121,5=878,4 kp/cm’

c, =K_o, =29,9-121,5=3632,8 kp/cm’
donde los coeficientes K; y K, se han determinado como sigue: si colocamos tres
rigidizadores (dos extremos y uno central bajo la carga P,), tenemos una distancia entre
rigidizadores d,;, = L/2 = ah,,; siendo L = 6,0 m y A, = 1,0 m, se tiene que o. = 3 > 3/2.

Por otro lado, la viga esta sometida a flexion simple, por lo que 6, = —G. = G4 ¥, POT
tanto, y =—1. De estos dos valores:

K. =K. (0=3)=6,68+>0=723 K,=29.9
(04

Esto da una tension de abolladura de o, ,,<c, = 325 MPa:

2 2
Aoy +31 k
L ~3204—L ~3228MPa  ®
2 2 cm
Ity o |, 3290 | L[ Towe
4 GCr 4 Gcr ‘C(,')”
Por tanto, un sistema formado por tres rigidizadores resulta correcto. Si esto no hubiera

funcionado seria necesario aumentar el nimero de rigidizadores o incluir rigidizadores
horizontales.

Gc'o,ab =

2.6. Calculo no lineal de estructuras

Entre las hipdtesis en las que se basa el método matricial, figura la hipdtesis de que la
variacion de la rigidez con la deformacion es despreciable. Sin embargo, para barras
comprimidas sometidas a compresiones de consideracion, esto ya no es estrictamente
cierto porque en la configuracion deformada provocada por la flexion la rigidez axial es
menor, debido a que la barra pierde la forma recta. Cuando la rigidez de algin
elemento varia con la deformacion, la estructura tiene un comportamiento no lineal.
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Fic2.9

2.6.1.

Rigidez reducida de un soporte por flexién

Como puede verse en la FiG. 2.9, al someter a un esfuerzo axil vertical P un soporte que
ha flectado un cierto angulo y ha perdido la forma recta, la rigidez axial se ve afectada.

Py

Podemos computar la nueva rigidez igualando el trabajo
externo (W, realizado por la fuerza P, a la energia potencial
elastica (W,,,). Por la conservacion de la energia, el trabajo
externo realizado por la fuerza Pyserd igual a la energia interna
o energia potencial elastica acumulada en la barra deformada.

Puesto que la energia interna es una variable de estado,
podremos calcular la energia interna imaginando un proceso
cuasiestatico en que incrementamos la carga P,de modo cuasi-
estatico desde O hasta su valor final, siendo el resultado
independiente de como haya sido el proceso de carga real de la
barra.

Para mostrarlo de forma mas didactica, calcularemos primero
la rigidez axial por este método en el caso lineal (forma recta)
y luego, en el caso no-lineal, cuando el soporte esta curvado y
al rigidez depende de esta curvatura.

Caso lineal (barra recta)

El trabajo cuasi-estatico se obtiene teniendo en cuenta que en
todo momento &, es proporcional a P, es decir, dp =a - P = (5,
/P f) - P:

(s ap ("0 p ]
VVext _IO SPdP_.[O P—/PdP—EPfS/

1 NX2 1 szL
elast =.[0__dx= =

— =
2EA" 2 EA
PP
Ky=L=—t E4 [2.55]
5, PL/EA L

que es el resultado clésico conocido.

Caso no-lineal: rigidez reducida por la curvatura

El célculo exacto de la rigidez para cualquier deformacion curvada es complicado. Sin
embargo, suponiendo que el trabajo cuasi-estatico sigue siendo aproximadamente
Wo=P7:/2, se puede obtener un valor razonable de la rigidez. Basta con observar que
debido a la curvatura no todos los puntos caen sobre el eje de la pieza, por lo que esto
provoca todas las secciones un momento flector que viene dado por M.(x) = Pry(x),
siendo P, el esfuerzo axil de compresione y(x) la solucion de la elastica, es decir, la
desviacion respecto a la forma recta. Asi pues, necesitamos calcular: 1) la forma
aproximada de la elastica, y 2) la energia elastica interna.
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1) Calculo aproximado de la elastica. Puesto que la curvatura estd provocada en
primera aproximacion por un diagrama de momentos lineal Mo,(x) = mx + n y teniendo
en cuenta ademas la forma de la deformada en primer orden y las condiciones de
contorno:

dx’ EI El. e 2

= = +—+px+ 2.56
(0)=0  »(0)=0 y(x)== px+q [2.56]
y(L):O y' L):t 0

Al imponer sucesivamente sobre m, n, p y g que se cumplan las condiciones de
contorno, se llega a que y(x) = tg(0)L-[(x/L)’ — (x/L)*.

2) Calculo aproximado de la energia elastica interna. Ahora podemos calcular Wy,

2 2.2 2 2, 2 3
P :J:%{i Py (x):ldx ;{Pfﬂf’ﬂg or 1 }

elast + = =, P
2 EA  EL EA  EI. 105

K, (0)= =5

b _EAl AL’1g’0 JEA_
8, L

1051, + AI’tg*0 |~ L

Introduciendo la esbeltez tipo de una barra como A,, = (L*4/1,)"?, la expresién para K*,,
se puede escribir simplemente como:

2n2
ko o) EA[ 105 | _Baf o5 T_mal, me] o
“ 105

L |[105+321g%0 | L [105+A26° | L

Caso no-lineal: rigidez reducida por la curvatura general y desplazamiento
Similarmente al caso anterior podemos hacer un calculo mas general que tome en
consideracion los dos desplazamientos y los dos giros en los extremos:

1) Calculo aproximado de la elastica:
d’y(x) M, mx+n
dx’ El EI
=
{y(O) =5, »'(0)=1g6,

y
y(L) =9, y'(L) =1g 0,

[2.58]

x3 x2 x3 x2 X
y(x):Ltg ez(F—F +Ltg 61 F—ZL—Z"FZ +
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2) Caélculo aproximado de la energia eléstica interna. Ahora podemos calcular

Welast:
P.5 P> P’y (x P’L P -
Lt zI/Velasf :J‘Ll _f+L() dx :l ! + U g 61962’82 61 =
2 02| EA  EIL 2| EA ' EIL L
P,
K*ax (e)z_sz_A|:+:| SE_AZK[IX [259]
8, L |1+17g(6,,6,,e)| L

dondee = (8,— 6,)/L y 2(0,,0,,¢) tiene una forma complicada, para angulos pequefios
puede aproximarse por:

1 3 0
2(6,,6,,8)= R{ef +03-20,0,+ 138[38 +?1j—1 1892} [2.60]

2.6.2. Planteamiento del problema para estructuras no lineales

Para ilustrar el efecto de esta no linealidad examinaremos el siguiente ejemplo (y
calcularemos los efectos asociados a la disminucién de rigidez del pilar mediante

[2.57b]):
Sermips diCOF:‘ibfiglg. I L I Para este problema, la matriz de
' L/2 rigidez global [Ks], que relaciona
p fuerzas nodales con desplazamientos,
* N viene dada (en el caso lineal) por:
L
- O
(12 0 -6L -12 0 6L ]
0 Al 0 0 A 0
-6L 0 4L 6L 0 20
- -12 0 6L 12+X] 0 6L -\,
[KG]:F 0 AL 0 0 12+x, 6L 0 -12 6L
-6L 0 20U 6L 6L 8L 0 —6L 2o
-\ 0 0 A 0 0
-12 6L O 12 -6L
i 6L 2L 0 —6L 4L |
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Puesto que los nudos 1 y 3 estan empotrados, la matriz de rigidez reducida de equilibro
[KEg] s6lo involucra los desplazamientos del nudo 2, el Ginico nudo libre, asi que [Kzg]
es simplemente (en el caso lineal):

0 12+22 0  6L|[3,
{F(P)}=[K {8} < {-P/2 :E—f 0  12+A2 6L |38, [2.61]
-PL/8 6L 6L 8’| 0

dondel,, = L(A/)"* y cuya solucion viene dada por:

30, -12)  pp
32(3+22 )(12+1)) EI
1302 +84 PL’
32(3+22)(12422) EI
A-12 PL

Oy o=+

6V,o =-

o =

Sin embargo, si tenemos en cuenta que al girar el extremo superior del soporte un
angulo 0 y estar empotrado en su parte inferior, entonces se pierde la forma recta, por
lo que, frente a esfuerzos axiles, la rigidez ya no sera exactamente K, =EA/L sino algo
menor. Llamaremos a la rigidez del soporte, teniendo en cuenta los efectos de la
deformacion, K*,(0) y obviamente tenderemos que K*,(0) <K, para 6> 0. A
continuacion, explicaremos como estimar esta rigidez axial reducida
K*,.(0).Realizaremos el calculo no-lineal teniendo en cuenta que la rigidez axial es
K*, en lugar de K. La matriz [Kgs] que aparece en [2.47], incluyendo los términos no
lineales, es:

105-22
12+05—x;"2 0 6L
105+226
EI 10522
[KEG (e)]:F 0 12+—105+x2 o 6L
6L 6L 81’

Ahora el problema lineal original [2.61] se transforma en un problema no-lineal [2.62a]

que debe resolverse numéricamente:

0 , 12+ £, (0) 0 6L |(5,
-P/2 =7 0 12+ £,(0) 6L |18, [2.62a]
-PL/8 6L 6L 8L || 6

dondef;. se define como: £;(0) = [1/(OA,,)* + 1/105]".
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Podemos resolver este sistema numéricamente mediante el método iterativo de
Newton-Raphson (que tiene rapida convergencia). Recordemos la base del método:
construimos una funcion residuo R() tal que uno de sus ceros sea la solucion del
sistema no lineal [2.62a]. Antes de construirla, y con el fin de mejorar la convergencia
numérica, convertiremos el sistema [2.62a] en un sistema adimensional [2.62b]
mediante dos cambios de variable: y = 84/L y v = 8;/L. Asi nos queda:

o [ 0 12+ £, (9) 0 6](x
o ~1/2} = 0 12+ £,(0) 6|{w [2.62b]
-1/8 6 6 8|lo

A continuacion, como funcion residuo R( ) consideraremos una en la que R(xs, s, 0;) =
0, siendo (¥, W, 0 ) la solucion que buscamos para el sistema no-lineal. Un buena
candidata para la funcion R( ): R®* —— R? es la funcion residuo dada por:

R, (%.w.0)] [12+ £ (0) 0 6](x 2 0
R(%v,0)=1R, (%.v,0) = 0 12+ £,(8) 6|qy o 1/2 2 ea
Ry (%.v.0) 6 6 8/ 0 1/8 [2.63]

R(8,,/L.5,,/L.6,)=0

Consideremos ahora una solucion aproximada (8, 1.0, 05.0) = L(}0, Wo, 09) como, por
ejemplo, la dada solucion del sistema [2.61] calculada anteriormente y que estd
proxima a la solucion no lineal buscada (8, 0y, 6;). De acuerdo con el método de
Newton-Raphson, desarrollamos en serie de Taylor hasta el primer orden la funcién
R(y, v, 0) alrededor de un punto n,, = ()., W, 6,) y obtenemos que:

OR, OR, OR,
Rn+l = Rn +[DR] .(n/ﬁl _nn ) € R3 ax aw ae
’ oR, OR, OR
[DR] =| =L —X —x| [2.64a]
R R( 0 ) g oy Oy 00
{ n+l T X)Hl’\vnﬂ’ n+l % aﬁ %
R, =R(x,.v,.9,) oy oy 00 |
Si hacemos la aproximacion que R,.;= 0 anterior se obtiene que:
1’anrl = nn —[DR];I 'Rn =
[oR, ©OR, OoR,]
oy oy 06
R
Lnst Ln R, ©R, R Hon [2.64b]
\Vr/+l = \Vn - a a ae RV,n
enﬂ en X \V RS n
OR, OR, OR, '
| Oy Oy 00 |
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Si sustituimos la funcién residuo R(, , ) de [2.63] en la ecuacion general [2.64b]:

1

K+l Xn 12+, 0 6+%./" | Ry,

Vo (= IV ¢~ 0 12+fx 6+an'x RV,n

0, 0, 6 6 8 L L R

Ry, (1-w.0)| [12+£,(6,) 0 61(x, 0
R (6v.0)=1R, . (6v.0) =] 0 12+ £,(6,) 63w, p+—11/2

LR VAA)! 6 6 8]0, 1/8

Ejemplo numérico 6 (efectos de la curvatura)

Como ilustracion de lo anterior, examinar las deformaciones obtenidas para una
estructura como la de la FiG. 2.10, con L = 2,50 m, una seccion [040x40x3 (I,= 90100
mm®*), en acero laminado (moédulo de Young E= 205,8 GPa)y donde la carga P =

0,9 Pruier con Prye= m°E(L/L%. Y usando solo la matriz de rigidez corregida solo con
efectos de curvatura:

Para los valores adoptados y f£(8) = [1/(BA,)* + 1/105]", el esquema iterativo de

105-2°
12+05—k2m2 0 6L
105+120
EI 10522
[KEG (e)]:F 0 12+—105+x2 o 6L
6L 6L 81’

Newton-Raphson converge rapidamente como muestra la siguiente tabla:

TABLA2.3.

8 %n = Opn/L Y, =dy,/L Ry Ry Ry Tabla comparada de las
Iteracion [10] [10] 8 [104 [10] [10%] iteracionesppor método de
(lineal) 0 0,291572 —1,264297 —0,138718 Newton-Raphson.

1 1,800961 —7,862431 —-0,138336 —6984,02 30283,680 —-0,00001
2 1,799095 -7,827264 -0,138339 9,16175 -163,0504 0,00000
3 1,799062 —7,827295 —-0,138339 0,15012 0,144920 0,00001
4 1,799062 —7,827295 —-0,138339 -0,00028 —-0,000300 -0,00001
5 1,799062 —7,827295 -0,138339 -0,00001 0,000000 0,00001
6 1,799062 —7,827295 —-0,138339 0,00001 0,000000 0,00000

El angulo girado no varia demasiado con respecto al caso lineal, a diferencia de 64y &y

que si varian notablemente. Al sustituir valores se obtiene la siguiente comparacion:
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TABLA 2.4. Comparacion

LOITpdld Desplazamientos Caso lineal Caso no lineal
de la aproximacion lineal
conlanolineal. 5, — xL +0,07 mm +0,45 mm
dy=wyL -0,32 mm —1,96 mm
0g = 0L -7,95° -7,93°

Podemos representar graficamente la comparacion entre el calculo lineal y el no lineal
para diferentes valores de la carga P:

FiG. 2.11.Desplazamientos 0,0004 . 0.0012
horizontales y verticales : :
en el modelo lineal y en el :
no lineal. : ;
00003 4------------ {poosocononana r ------------ fpecacace focad 0,0009 H---nemeemann I ——— 1 ________________________
&: O 2 s e o /e LR ""g_ 00006 +-----mnnnnm- Homeononnae ------------------------
s @ g
UsEEGN] qpooncooonsoonbocooooononcobooor honcooobonooomonoooS PR dbeccmccmacacaflecmmcmmamncedlfaccaamacnadbacmmacncanas
0,0000 ; 0,0000 }
0.00 0,30 0,60 0,90 1,20 0,00 0,30 0,50 0,90 1,20
PIP o FIP Euier
En cambio, el angulo girado por la esquina libre del pdrtico se comporta de modo
bastante lineal con respecto a la carga. La grafica de la izquierda muestra la variacion
angular absoluta ;. En cambio, la grafica de la derecha muestra (6,—0y,)/0, [= 1—
0y:/0.], es decir, la diferencia relativa entre el calculo lineal y el no lineal:
. FiG.2.12. 0,2000 - 0,0060 -
Angulo girado en ambos ;
modelos (izquierda) y i
diferencia relativa entre
ambos (derecha). : :
0,1500 g §
d 00040 4
e
0% OO SRR SUSIM 1/ A— e @ :
UUUEU --------------------------------------------
0,0500 ;
0.0000 : Uthist i z :
0.00 0,30 0.60 0.90 1.20 ¢.00 0.30 0.60 0.50 120
PIPeu PIF cur
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2.7. No linealidad geométrica global: pandeo global de ctpulas y
arcos

Ademas del caso de piezas esbeltas sometidas a esfuerzos importantes de compresion,
hay otros dos casos interesantes de sistemas estructurales que presentan puntos de
bifurcacion. Es decir, sistemas tales que sus ecuaciones de gobierno no lineales
presentan mas de una solucion para un determinado valor de carga. Estos dos casos son
los arcos planos y las cupulas monocapa de barras. Ambos presentan un tipo de
inestabilidad elastica debida a no linealidades geométricas conocido como snap
through. En el caso de los arcos resistentes de una sola pieza hablaremos de snap
through local, mientras que en el caso de las cupulas hablaremos mejor de pandeo
global.

En general estos casos se deben a la no unicidad del campo de desplazamientos para
ciertos valores de las cargas. Asi, sucede que para un determinado valor de las cargas
existen dos posibles estados de equilibrio compatibles con las cargas. Si llamamos P =
(Py,... P,,) al vector de cargas y &= (84,...0,,) al vector de desplazamientos asociados a
P, entonces la falta de unicidad puede darse en un punto con un maximo relativo,
donde se cumple que el determinante de la matriz jacobiana es nulo:

3(P....P,)

n

El criterio anterior es, de hecho, equivalente al criterio de Trefftz de inestabilidad
elastica, que dice que cuando la matriz hessiana de energia potencial elastica tiene
algun valor propio igual a 0 la estructura es inestable.

Si tomamos un arco o una cipula monocapa y aumentamos progresivamente la carga,
se llega a un punto donde la condicion anterior se cumple.

2.7.1. Un modelo simple con pandeo global

Consideraremos el tipo mas sencillo de estructura posible que puede sufrir pandeo

global (del tipo snap through). Esta estructura se muestra en la figura Fic. 2.13 y estd

formada por dos barras rectas de la misma longitud, articuladas en su apoyo inferior

formando un angulo 0 con la horizontal y articuladas entre ellas en la parte superior.

Fic.2.13.
Configuracién de

deformada y deformada
de portico articulado.

Si aplicamos las ecuaciones de equilibrio a la configuracion deformada, obtenemos la
relacion entre Py el esfuerzo axil N de cada una de las barras:

P=2N-sin®’ [2.66]
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Fic.2.14.

Variacion de la fuerza

94

aplicada con la
deformacion angular
obtenida.

Si aceptamos que en la configuracion deformada el material se sigue comportando
elasticamente, la relacion entre Ny el acortamiento AL viene dada por la relacion lineal
N = FEA(AL/L) que, sustituida en la expresion anterior, nos lleva a:

pP= 2EA%sin6' [2.67]

Si llamamos H a la distancia horizontal entre apoyos, la relacion geométrica entre el
acortamiento y las longitudes iniciales y finales es:

H2=L-cos®=(L—AL) - cos ©’ [2.68]
Si despejamos de esa ecuacion el acortamiento AL = L - (1 — cos 6/cos 0’), llegamos

finalmente a la siguiente relacion no lineal entre la carga aplicada y la deformacion
angular A6:

cos©
cos(0+A0)

cos©

P=2E4 [1 -
cos

jsine‘ = 2EA[1— Jsin(9+A6) [2.69]

La siguiente grafica ilustra la relacion entre P/2EA y la variacion angular AB:

0,3
—0=45
—0=30
—0=15
0,2 :
<
o 0,1 homnoonamos r -------------------------------------------------------------------------------------
o 1
0,0 .
0 10
-0,1

Todas ellas presentan una caracteristica curiosa: inicialmente la fuerza necesaria para
aumentar la deformacion (AO) aumenta, pero a partir de un cierto punto, segun el
angulo inicial de apuntamiento (0), la fuerza empieza a decrecer. Eso implica, de
hecho, que si consideramos la fuerza necesaria P(A0) se cumple dP(AB;)/d(ABg) = 0
para un valor A8 de la deformacion angular, dado por:
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dP(Aec) _ 2EA s ~ ~
d(46,) _0052(9+A90)(COS (0+46;)—cos(6))=0  [2.70a]

Si definimos 0’ = 6 + ABg, el valor del angulo total para el cual se produce pandeo
global viene dado, en funcion del apuntamiento inicial (0), por:

1
cosB; =(cos0)3 [2.70b]

12 Como por ejemplo, viscoelasticidad, viscoplasticidad, relajacion de tensiones, endurecimiento, etc.

3 Las condiciones de contorno no afectan a la derivada, como en un problema de Cauchy o de Sturm-
Liouville regular.

4 Una ecuaciéon como 4-sin(B) = 0, sélo puede cumplirse si 4 = 0, o bien, sin(B) = 0. De esta ultima
posibilidad se deduce que B = nn (o el caso trivial 4 = 0).

'3 El método omega sigue el enfoque de Dutheil del pandeo, con lo que resulta que dicho coeficiente puede

2
Gu

1 c 1 c
tomarse como: (M = — 1+(1+8r)—" + = 1+(1+8r) ——~ , tomandose &, = 0,3.
2 c 4 c c

e e e

'® Se apreciara que esta definicién no es practica. Si se desconoce la carga critica de una barra, ésta no se
puede definir.

7 NBE-EA-95: Norma Basica de la Edificacion: Estructuras de Acero, 1995.
'8 CTE: Cédigo Técnico de la Edificacion, 2006.
19 MV-103/1972, Norma del Ministerio de la Vivienda.

2 Aqui el subindice O, se refiere al inglés buckling "pandeo”, mientras que el subindice O, se refiere al
plastic "plastico".

2ly, letra griega pronunciada habitualmente “ji”” (a veces transcrita también como chi o khi).

2 La esbeltez limite es A; = Ly ¢, donde & = (235 MPa/ﬁ,)°'5, Lg. = 93,9 para un acero de tipo Fe430 y Lg. =
76,4 para un acero de tipo Fe510. La norma de acero estructural EAE simplifica esta eleccion y considera
Lre = 93,9 en todos los casos.

» Esta esbeltez intermedia depende del tipo de curva de pandeo. Para la curva ay se tiene A~ 1,07; para ak;~
1,02; para bA;,~ 0,93; para ch;=~ 0,79, etc.

* El Eurocodigo introduce un factor multiplicativo adicional p,"?.

 Este coeficiente es aproximadamente el inverso del coeficiente o.

* Aqui consideraremos que la torsién puede tratarse como torsién pura no alabeada, lo que comporta un error
considerable en el calculo de las tensiones asociadas a la torsion. Sin embargo debido a la pequefiez del

momento torsor el calculo de la parte debida a la torsion es poco importante.

%" Una seccion empotrada tiene el alabeo totalmente impedido y By = 0,5, una seccién sin coaccién al alabeo,
tiene 3o = 1,0.
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% Es decir, no se satisface la hipotesis de Navier-Bernoulli, ni la hipétesis de Timoshenko de la flexion, por
lo que el mecanismo de fallo difiere del fallo habitual por flexion.

» Los valores de Nea» dados en esta formula, provienen de considerar y = 0,5 y, por tanto, K, = 6,65, con lo
cual la condicién de que la tension maxima esté por debajo de la ultima ., = Kiowm = 6,65-(186

MPa)-(e,/h,)’< o, implica esos valores.

3% E1 valor del coeficiente k, para el calculo plastico esta dado en la seccion 6.3.3.3 del CTE SE-A (pag. 44).
El codigo técnico lo llama £..

*1'S. Timoshenko y J. Gere (1961): Theory of Elastic Stability, McGraw-Hill Companies, 2.* edicion.









Placas, laminas y membranas

3.1. Definiciones

Una placa es un elemento estructural que trabaja predominantemente a flexiéon y que
puede ser modelizado adecuadamente por un modelo de calculo bidimensional. Para
que el modelo bidimensional que se expone en este capitulo sea adecuado, deben
satisfacerse ciertas condiciones tanto geométricas como del tipo de solicitacion que
soporta. Las dos siguientes condiciones son:

[G] Estructura superficial plana, limitada por planos paralelos, cuya distancia / al plano
medio es pequefia comparada con las otras dimensiones de la placa (h/2-4"*<< 1),
limitadas por una superficie lateral perpendicular a los dos planos extremos
(basicamente esta condicion establece que se calculan como elementos 2D).

[C] Ademas, para poder tratar un elemento como placa [delgada] bajo la accion de
cargas transversales y esfuerzos de borde la placa, se deforma con pequeiias flechas, es
decir, si la placa estéd en el plano XY, debe cumplirse que u,(x,y)/h<<l1.

I b I

Mas en general, podemos definir otro tipo de estructuras superficiales mas complejas:
En la norma UNE las condiciones [G] y [C] se establecen cuantitativamente de la

siguiente manera:

[G] luz minima / espesor medio = a / hye™ 5
[C] flecha méaxima / espesor medio = W4y / Hypeq< 1/5

FiG. 3.1.

Dimensiones generales
de una placa
rectangular.
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TABLA 3.1.

Clasificacion de los
elementos estructurales
bidimensionales.

TABLA 3.2.

Métodos de calculo
usuales para elementos
bidimensionales.
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Losas.

placas delgadas Placas delgadas propiamente dichas.

(hla< 1/5)

placas delgadas

Placas (ha> 1/5)

Estado triaxial de tensiones.

Elementos 2D

Lajas Cumplen [G] pero no [C].

En la naturaleza: conchas de los moluscos, cascaras de huevo.

En la construccion: ctpulas, depdsitos cilindricos, torres
refrigeracion de forma de hiperboloide, chimeneas centrales
térmicas.”

Laminas

Elementos 3D

No cumplen ni [G] ni [C]. El calculo de membranas delgadas
guarda analogias con la torsion de perfiles no circulares (Prandtl,

Membranas 1903).

En cuanto a la tipologia de las placas, encontramos otros parametros:
rectangular/circular, macizas/huecas. Y en cuanto al tipo de apoyo en los bordes de la
placa tenemos, contornos empotrados (W, = 0, dw,,,/dx = 0) contornos simplemente
apoyados (Wee: = 0, dw,,,/dx# 0) y contornos en voladizo (W,y,# 0, dwe,,/dx# 0).

3.2. Métodos de calculo para placas delgadas

Desarrollo en serie,

Meétodo analitico de
que da muy buenos

Meétodos exactos Kirchhoff

resultados.
Meétodo de las diferencias Fécilmente
. - . programable da
Métodos numéricos  finitas
B . (MDF) resultados
Métodos clasicos razonables.

(basados en el solido
elastico, permiten
obtener esfuerzos de
servicio)

Meétodo de los elementos
finitos (MEF)

Mas complejo que el
anterior.

Errores grandes solo

Métodos Marcus se usa como
simplificados predimensionado.
Ancho eficaz
Métodos en rotura
(basados en el solido
rigido-plastico, Método de las Para placas de

permiten obtener cargas
de roturay el
mecanismo por el que se
producen)

lineas de rotura hormigén.
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3.3. Métodos clasicos

Todos los métodos clasicos, excepto el método de Marcus,™ se basan en el modelo
elastico lineal, y en la siguiente ecuacion de gobierno de placas o ecuacion de
Lagrange:
4 4 4
AAw:a—Y+2%+a—?:i [3.1]
Ox ox‘oy- ox° D

A continuacion damos un repaso rapido a la deduccion de la ecuacion [3.1]. El punto
de partida es apreciar que una placa sometida a las condiciones [G] y [C] tendrd un
estado de tension plana, y hacer una hipotesis razonable (hipotesis de Love-Kirchhoff)
sobre los desplazamientos (hipotesis cinemadtica) que nos permita calcular las
deformaciones.

En el estudio de placas y laminas se distingue entre dos modelos, la hipdtesis de
Mindlin-Reissner y la hipotesis de Love-Kirchhoff. La primera de estas hipotesis
conduce a un modelo analogo a la viga de Timoshenko (en el que la derivada de la
elastica no necesariamente iguala el angulo girado por la seccion), mientras que la
segunda de estas hipotesis conduce a un modelo analogo a la viga de Bernoulli, en que
u’(x) = 6(x), al despreciarse el efecto de los cortantes en la deformacion.

El modelo de Reissner-Mindlin puede descomponerse en cuatro hipdtesis:

H1) Hipdtesis de linealidad. Los segmentos situados sobre las normales al plano medio
se deforman linealmente y sus deformadas siguen siendo segmentos rectos.

H2) Los desplazamientos en direccion Z no dependen de la coordenada z.

H3) Los puntos en el plano medio s6lo sufren desplazamiento en z y giro.

H4) La componente de tension G, es nula.

Las hipdtesis H2 y H3 pueden escribirse en forma de hipdtesis cinematica:

o, _, 0 (5.2) =0, ()
oz = u, (x,y,z) =-z0, (x,y) [3.2a]
u, (x,y,0)=uy(x,y,0)=0 u. (x,y,z)zw(x,y)

El modelo de Love-Kirchhoff es un caso particular del de Reissner-Mindlin obtenido
afiladiendo una hipdtesis adicional:
Fie. 3.2

Hipotesis de Love-
Kirchhoff.
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HS5) Los vectores inicialmente normales al plano medio siguen siendo normales al
plano medio deformado.

Esta condicion solo puede cumplirse si la derivada de la flecha en cada direccion
coincide con los giros, lo que lleva a:

[3.2b]

Por lo que todos los desplazamientos pueden ser expresados en funciéon de w y sus
derivadas primeras:

2
u =—Z% gm :_Z|:a ‘;V:|
x O 8)6
Ou, , 2
u z—za—w A€, L —’+% =g, =-z 0 VZV [3.3a]
! a 7 2o ox :
u, = W(x’y) 62W
g, =—2
Ox0y

A continuacion usamos las ecuaciones de Lamé-Hooke (relacion entre deformaciones y
tensiones), teniendo en cuenta que una placa en las condiciones [C] y [G] tiene un
estado de tensién plana respecto a los planos perpendiculares al eje Z:**

1 o
Cyr ZE(% —V%) G, = . (Sxx +V8)v)
g, :%(cw ~vo,,) = Sy =1 _Evz (5, +ve,) [3.3b]
_ (1+v) . —ig
R T 4y Y

Sustituyendo los resultados de [3.2a] y [3.3a] en [3.3b] se llega facilmente a que las
tensiones en la placa vienen dadas por:

—zE | &*w *w —zE| &*w
G, =7 —2+V—2 ny =
1-v*| ox oy 1+v| oxoy

—zE | &*w 0w
= 2 2 +v 2 ze :sz :Gzz :0
1-v7| oy Ox |

[3.3¢]

G}LV

Con estas expresiones de la tension pueden calcularse sin problemas los esfuerzos por
unidad de ancho de placa:
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) 2 2.7 om._ 2 2
mx=J‘,fzo-XXdZ:_D 6?+vav2v vx=amX+ m’“":—Di av2v+av2v

- Ox oy | Ox oy ox| ox° Oy

+2 2 an om, Om 2 2
m, :,[ i 20,dz=-D a_vsza_vzv V= :_Di ‘ v2v+8_v2v [3.4]

R Ox oy | Ox oy oy| ox~ Oy

h 2 3

m,, =_[ 2z6, dz=—-D(1-v) 0w D ELZ

E Ox0y | 12(1-v?)

dondem, y m, son los momentos flectores por unidad de ancho en X e Y, m,, el
momento torsor en Z por unidad de ancho, y v, y v, son los esfuerzos cortantes por
unidad de ancho. El coeficiente D se llama rigidez a flexion de placas. Esta rigidez
depende de 4’ lo cual significa que dadas dos placas del mismo material e idénticas
superficies y cargas, pero una el doble de gruesa que la otra, la placa mas gruesa tendra
deformaciones 2° = 8 veces menor que la mas delgada.

Finalmente la ecuacion [3.1] se obtiene planteando el equilibrio local de fuerzas
verticales, que conduce a la siguiente ecuacion:

o 4 4 4
aLJFLJrq(X’y):O - 8_V4v+ 82w2 +a_:v:q(x,y)
Ox 0Oy Ox ox“0y°  Ox D [3.5]

donde para obtener la ecuacion [3.1] no hay mas que sustituir las expresiones [3.4] en
la ecuacion de equilibrio local [3.5].

Para especificar completamente el comportamiento de una placa, la ecuacion [3.1]
necesita ser complementada con las condiciones de contorno pertinentes para el borde
de la placa. En general un tramo del borde de la placa puede encontrarse en alguna de
estas tres situaciones:

a) Borde empotrado:

w(x,y) sorte =0 (n-V) Wi =0 [3.6a]
b) Borde simplemente apoyado:
wxy), =0 (nm), =0 [3.60]
¢) Borde libre:
v=t-Vm,| =0 (n-m) sorge =0 [3.6¢]

donden es un vector perpendicular al borde y ¢ es un vector tangente a dicho borde.
Dada una geometria bidimensional QcR? en el plano y unas cargas g(x,y) por unidad
de superficie, la ecuacion [3.1] mas las condiciones de borde [3.5] determinan el
desplazamiento vertical w(x,y) y, por lo tanto, todas las tensiones, las deformaciones y
los desplazamientos en cualquier punto de la placa.
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En general, para una forma geométrica Q complicada®™ no es posible encontrar la
solucion analitica del sistema [3.1] + [3.6]. Por eso se recurre a métodos numéricos
aproximados.

3.3.1. Método de Kirchhoff

El método de Kirchhoff es un caso particular de separacion de variables, en el que
buscamos una soluciones del tipo fi(x,y) = X(x)'Y(y) y construimos una solucion
general sumando varias de dichas funciones. En particular, para una placa rectangular
de dimensiones L,xL, simplemente apoyada, la flecha puede expresarse con funciones

de la forma:
ZZW sm[ ]sm[nLnyJ [3.7]

m=1 n=1 'y

Si sustituimos esta forma en la ecuacion de gobierno [3.1], podemos relacionar los
coeficientes w,,, con la forma funcional de la carga. Para ello desarrollamos primero la
carga en serie de Fourier:

[3.8]
_ 4 L, ¢L, . mmx | . nmy
Do ZTLy'[O _fo q (x,y)sm(L—X]sm[L—dexdy

Si ahora sustituimos [3.7] y [3.8] en la ecuacion de gobierno [3.1], se llega facilmente a
la siguiente relacion de la flecha en funcion de las cargas:

2 2\7?
qmn m n
W =25 [L—j J{L_J [3.9]

Si usamos las formulas en [3.4], también podemos calcular los momentos por unidad
de ancho a partir de los coeficientes w,,,:

© 0 2 2
m.=m*D 2o 2w sin| 27 |sin | 2
X mZ:;nZ:; Li Li mn Lx Ly
© o 2 2
) m n . [ mnx | . | nmy
m =7n"D V| — |+| — | |w sin| — |sin| — 3.10
: ZZ[ ) [LH {7 (L] o
) 2| mn mmnx nmy
m_=mn"D(l-v —— |w _cos| — |cos| ——
i ( )m—lnz—ll|:LxLy:| " [ Lx ] { L.V ]

Las tensiones se obtienen sustituyendo estas formulas en [3.3c] y el resultado es:
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12z 12z
Gxx =_3mx (x’y) ny _3mx (x’y)
h h
[3.11a]
12z
y _h_Sm’f(x’y) Gx :Gyz :Gzz :0
Y la tension combinada de Von Mises es:
= o’ 1307, =L 2 13m} [3.11b
G, =40,—-0,0, +0, +30, = 7 mo—mm, +m, +3m, [3. ]

Ejemplo numérico 1

Considerar una placa de 2,00x1,50 [m] con una carga uniforme de 200 kg/m* y estimar
la flecha maxima a partir de la formula de Kirchhoff [3.10] en funcion del modulo de
rigidez D.

El calculo de los coeficientes de Fourier para la carga uniforme es muy sencillo:

L, . [mmx) . [ nny
sin| —— |sin| — |dxdy =
-[ o 9o [ L, J ( L, J Y
LA

Es decir, g, = rw(Ly) - 7i(Ly). El calculo de 7(L;) es muy facil:

126% m 'y n impares
2L mmx 2 o
n(L)= ZIO sin(Tjdx = E[l —cos(mn)} = q,, =
0 mon par

A partir de ahi tenemos que w(x,y) para cargas uniformes en toda la placa es
simplemente:

-2
16q, & & 1 (m® nd) . (mx) . [ nmy
w(x,y)= 6D0 Z Z _n[L_2+L_2] SIH(L—]SIH{L—

y x Yy

Puesto que la flecha maxima w,,,, se da en el centro de la placa, es decir, w,,,, = w(L,/2,
L,/2), con lo cual la formula anterior se simplifica como:

m+n

w w -1 +1 2 2\7?
wmax=l6fg >y (G (m—+”—J [3.12]
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Puesto que la serie en [3.10] es rapidamente decreciente, a medida que aumentan m y n
bastara simplemente con calcular unos pocos términos para obtener una aproximacion
suficiente:

=2 -2 -2
11 1 11 9 19 1
=t ==+t —=|+—| +
16g,| 104 2,25) 3l4 2,25) 3(4 2,25
max 6 - _ -
D 19 9 Y 11 25Y 1(25 1Y
e +—| —+ = = —
ol4 225) 54 225) 504 225

_16gq,

D

[2,0736—0,0185—0,0459 40,0028 +0,0015 + 0,0045] =lf—g~2,0181
T

El valor exacto es, de hecho, w,,,, = 16q0/7t6D -2,0164 m*=6631 [kp~m2]/D por lo que
el error tomando solo seis términos es del 0,08 %.

Ejemplo numérico 2

Dimensionar la placa simplemente apoyada del ejemplo anterior de 2,00x1,50 [m] con
la carga uniforme de 200 kg/m* también del ejemplo anterior, considerando que esta
hecha de acero [E=2,1-10° kg/cmzy Gadm= 2400 kp/cmz].

En primer lugar, debemos calcular los esfuerzos. Los maximos momentos flectores se
dan precisamente en el centro de la placa y vienen dados por:

mn )
16% @ @ (_1) 2 m? n? m?:
m = =+ ||| 5+
e TC4 m:%:,SW n:é,,,, mn Li Li, Li LZ

'y

[3.13]

m+n

. m? n? m* n’ B
— V= |+ = || 5+
m=1,3,5,..n=1,3,5,... mn (Lzr \J Li, Li Lj.

En cambio, el momento torsor maximo se da en las esquinas de la placa (x = L,, y = L))
y su valor en maximo en ese punto es:

-2
16g, (1-v) & e (m® n
My ax = n4° 3 Zm Z — [3.14]

Los valores de los momentos, tomando respectivamente los seis primeros términos, los
diez primeros términos y el valor exacto, son respectivamente:

Seis términos Diez términos Valor exacto
[m] [m’] [m’]

Mo (1164) ?i%sﬁf %] ([)9"6;}3; ] 0,6470

My o (0'1164) ?i?)??zz %] ?599? 41 fﬂ 0,9577

My max (/1640) ?9’57?50 ?A]] ?9,25’&564;)] 0,5954
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A partir de estos momentos flectores, procedemos a calcular las tensiones mediante la
formula de Navier. La tension méaxima se da en el centro de la placa. Atendiendo al
criterio de tension maxima de Rankine y al valor de la tension admisible G,4, = 2400
kp/cm?, el espesor minimo resulta ser:

max|\m_,m
G 2 Oy & (3 ) 16 20052 .0,0577 m* L =
P12 2 /6 m h
kp 2188,§kp

2400— = h=0,28 cm
cm h

El criterio de la maxima energia de distorsion es mas adecuado para materiales
ductiles, aunque en este caso no resulta mas desfavorable que el criterio de Rankine:

G n M ﬁ_16q0.6-0,6470m2
Rz n
2 16q0 6 2
m, h 16q, 6-0,9577 m c,=— 50,8463 m" <o, =

c, R —= . = T h
» w122 o n

h>0,26 cm
csxyzO

Adoptaremos /4 = 0,30 cm y calcularemos la flecha vertical segun las ecuaciones del
ejemplo numérico 1:

ER’  2,1-10° kp-em™ - 0,027 cm’

D= = =5080,6 kp-cm
12(1-v?) 12-0,93
2
=18 01 = SBZKRT 5
n°D 961,450,80 kp-m

Para lograr w,,,,<L/250 se requiere &> 0,76 cm.

Ejemplo numérico 3

Dimensionar la altura de una placa simplemente apoyada como la del ejemplo anterior,
considerando que est4 fabricada con TRAMEX" con ldminas de espesor 2mm separadas
cada 18 mm[E¢=2,1-10° kg/cm® y G,qm = 2400 kp/cm?].

a)Criterio de resistencia. El momento maximo no cambia, pero tenemos que recalcular
el momento resistente por unidad de ancho. En » = 1000 mm de ancho tenemos 50
laminas, donde el numero de laminas #, el momento de inercia y el momento resistente
por unidad de ancho vienen dados por:

. b _ 1000 mm _ 50 :eLhi
s, +e, (18+2) mm L7 0 (3.15]
3 [ 2 2 °
=t fea)h w, = G| g 0
=% b 12 w2 '\ b )6 6
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El célculo de la altura se hace imponiendo como antes que la tension no sobrepase la de
limite admisible:

max|(m_,m,
O i = O zMﬁzsl,% kp;z:
IA 2 0,10-%;
240025 36K 5 6362 em
cm h

b)Criterio de rigidez. Dimensionaremos la placa para que se cumpla el criterio habitual
Wia!/ Ly< 1/200. Para eso necesitaremos evaluar la rigidez flexional contabilizando el
porcentaje de huecos:

tram

EnW
S & -4 p [3.16]
l2(1—v2) e +s, | e +s,

El célculo de la altura se hace imponiendo que la flecha no sobrepase el limite
admisible:

max

200 L 1D L D

X tram X tram

16 s :
Lo Yoy _ 169y 2,018Tm _3315Kp-em _ s s 35 55 o = 123,30 em

Nota: en un TRAMEX® con un tanto por uno de huecos 1, y una resistencia igual que
una placa maciza se obtiene:

h
_ ‘maz _ f1_
htmm - Woam = Winaz 1 n

Ejemplo numérico 4
Considerar una placa simplemente apoyada de 2,00 mx1,60 m con una carga uniforme

en un rectangulo central de 0,50x0,40 de 200 kg/m® y estimar la flecha maxima a partir
de las formulas [3.7]-[3.10] en funcién del mddulo de rigidez D.

_________________

En primer lugar, necesitamos calcular los coeficientes de
Fourier para la carga uniforme del rectangulo central para
obtener una formula general definamos 2ax2f3 = 0,50x0,40:

4 J.LX+2(1 J_LVJFZB mx nTcy
O P P T 9 =57 |1, 72201 L, 32[3 qoSin [_\J sin| — |dxdy
LI === L Ly

Xy 2 2

Puede verse que ¢,,, = qo - 7 S» Y que los valores de r,, con m par y los de s, con n par
son 0. El resto de coeficientes pares son sencillos de calcular:
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L n T

X

m-1 n—1
4(-1) 2z 4(-1)2 | .
(=) sin[mnaJ m impar ¢ = ism(n;—BJ n impar [3.17]
0 m par 0 n par

Con estos valores calculados y sustituyendo el valor de los coeficientes ¢,, en la
expresion [3.8], el valor calculado para la flecha es simplemente:

. [ mmo | . | nnfP
l)m%n*l sin . sin 7
16 2 - - x . .
w(x,y)= qu > > ( —Zsin X gin | 22
n'D m=1,3,5,...k=1,3,5,... mn m*  n? Lx Ly
A
x y

En particular, la flecha maxima vendra dada por:

2
16 ) 0 1 2 2 ) )
Wy = 6‘]0 > — m_2+n_2 sin| 7™ |sin nmp [3.18a]
D 55 aans. mn| L Ly L, Ly

El valor de la flecha tomando respectivamente los seis primeros términos, los diez
primeros términos y el valor exacto son respectivamente:

Seis términos Diez términos Valor exacto
[m] [m] [m’]
0,387212 0,388390
. (7O > B
Winax * (1°D/16g,) [99,69 %] [99,99 %] 0,388427

a) Criterio de rigidez. Al imponer que se cumpla que la flecha entre la luz esté acotada
por cierto valor, se obtiene el espesor minimo necesario:

6 I P 5
wo [P 03s06m s | B | hs44mm
164, 200| 164, 12(1-v?)

b) Criterio de resistencia. En cuanto al calculo de los momentos:

-2
16 w w» 1 2 2 2 2 . )
mxmaX:# Z Z — m_2+vn_2 m—2+n—2 sin| 7™ |sin nm [3.18b]
’ T m=1,3,5...n=1,3,5... mn|{ L Ly Lx Ly Lx L)’
-2
16g, & & 1 [ m* n*)\[m* ) . (mna) . (nnp
m =— —|V—4+— || =—+—| sin sin| — [[3.18¢c
y,max TC4 Z; z ) { LZ Li Li L%, L L [ ]

x y

6 términos 10 términos Valor exacto
[m’] [m’] [m?]
4 0,19740 0,20751
M e (T0/1640) [94,99%] [99,85%] 0,20781
4 0,22923 0,23786
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Buscando el espesor minimo para que la tensién maxima esté por debajo de la tension
admisible (G4, = 2400 kp/crnz) se obtiene el espesor minimo necesario:

6m
_ max
Cpe =—5>=<0, = h=21l4mm

max 2

Ejemplo numérico S

Considerar una placa simplemente apoyada de 2,00 mx1,60 m con una carga puntual
centrada P = 40 kp y estimar la flecha méxima en funcién del modulo de rigidez D
usando los resultados del apartado anterior.

Podemos considerar este caso como el limite de una carga rectangular distribuida en un
espacio muy pequefio. Si hacemos o = f en la ecuacion [3.18a] y tomamos ¢, = P/4o’
y pasando al limite cuando a—0 tenemos el resultado buscado:

lim w

max

a0 D 435 1155, MmN a0 (o8 o

-2 . .
@25 5 5 Al ]y shlasal )l
Y puesto que:
c-cos(ac)

=lim ————~=c¢
a—0 o a—0 1

se tiene finalmente que:

-2
4 0 0 2
w, 3.19
e 4D [L L Jm IZ:S n= IZ:S [Lz L2 J [ ]

Ejemplo numérico 6

Considerar una placa simplemente apoyada de 2,00 mx1,60 m con una carga uniforme
qo= 200 kg/m? sobre un rectangulo de 20x2p = 0,50x0,40 cuyo centro esta a distancias
d,= 0,60 m yd,= 0,40 mrespecto al centro (tal como indica la figura). Con estos datos
calcularla flecha maxima a partir de las formulas [3.7]-[3.10] en funcién del moédulo de
rigidez D.

1 . .

! Como siempre, necesitamos calcular los
! coeficientes de Fourier para el tipo de carga, en
o este caso carga uniforme descentrada:
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Se tiene nuevamente que ¢, = qo'Sy * t,, donde s,, = r,,(Ly,d,,0) y t, = 1,(L,,d,,B) donde
la funcion ri(L,d, 1) resulta ser igual:

Liar
n(L,d,n)= zjf “sin 2 ) gy = 4-sin| K \gin[ x| L+ L |
LML L 2L

k-1

4(-1)2
( ) sin(knujcos(kzdj k impar

B mk L
- k
4(-1)2
( ) sin[kn”jsin(kndj k par
mk L L

Con los valores calculados s,, y ¢, y sustituyendo el valor de los coeficientes g, =
qo- S t, en la expresion [3.8], el valor calculado para la flecha es simplemente:

. (mna) . [nnp | . (mnx) . [ nmy
sin sm| —— (sm| —— (SIn| ——
. l6q0 z Z Lx Ly Lx Ly
m=1. k=1 m>  n’ :

. 1 d |). 1 d,
sin| mu| —+— | |SIn| nT| —+—
2 L, 2 L,

3.3.2. Método de las diferencias finitas

Este método consiste en encontrar una solucion aproximada de la ecuacion diferencial
[3.1] basada en plantear un sistema algebraico. Para ello se substituyen las derivadas
por diferencias incrementales. La idea basica es sencilla, si tenemos en cuenta la
definicion de derivada como limite de un cociente de diferencias finitas:

PC) g BT Ly gy g p(aedmon)

ox h=0 h h
82f(x,y) _ liml 6f(x+h/2,y) ~ 6f(x—h/2,y) .
ox? h=0 jy ox ox
~_ |:ﬂ2h fo f;)_f2hj|:f+2h_2ﬂ)+f2h
h h h h?

Para una placa podemos construir un emparrillado o reticulo bidimensional y
aproximar la solucion exacta w(x,y) mediante los desplazamientos verticales de los
puntos de dicho reticulo. Antes de pasar a los ejemplos numéricos, desarrollemos una
notacion comoda para plantear el esquema de diferencias finitas (véase FiG. 3.3):

a_w —_— WL‘ - WVV a_w —_— W’l - W\'
ox 2h oy 2h
[3.21]
O’w _w, =2w, +w, W W, —w, W, — W,
ox’ h’ Ox0y 4n’
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W W, W, —4w,
= e

AAW _ i (Wnn + Wm + Www + wee ) + 2 (an + Wne + WYW + W\'e ) +..
h4

Aw
[3.22]

...—8(wn +w, +w, +wg)—20w0

donde el significado de las componentes w,, Wy, Wy, We, Wiy, Wines Wies Wssy Wns Wees Wipny
Y W, son las posiciones relativas a un punto del reticulo wy tal como indica la figura:

h I_‘ Fic.3.3.
Posiciones relativas de
W los nudos para el MDF
nn

en dos dimensiones.

an Wn Wne

En cuanto a las condiciones de contorno, existe una manera simple de modelizarlas
incluyendo nudos correspondientes a los enlaces. Asi para un nudo frente a un enlace
exterior en direccion i€ {n, s, e, w} se definen w; y w;; seglin el tipo de enlace:

a) nudo empotrado: w;=0 Wi = twy

b) nudo apoyado: w;=0 Wi = —Wy

Ejemplo numérico 7
Placa cuadradaza de lado L simplemente apoyada en todos sus extremos.

Tomando /# = L/8 se llega a un emparrillado (reticulo como el siguiente):

FiG. 3.4.
T T -Wy -W7 -Wo—W1g Numeraci()q de los
o 0 o0 o nudos del ejemplo 1.
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Si a continuacion escribimos la ecuacion [3.22] tomando sucesivamente wy, como wy,
Wy, ..., Wiy obtenemos un sistema de diez ecuaciones y diez incdgnitas. Como el
siguiente:

wyo=w, = [(4wy)+2(4w;)-8(4w,)— 20w, |=¢/D
w,=w, = [(w +w, 42w, ) +2(2w, +2w, ) - 8(w3+w1+2w5)—20w2}:q/D
w,=w, = [(0+w]+2w8 +2(2w7+2w5) 8(w2+w4+2w6)—20w3]:q/D
wy=w, = h[(—wy +wy + 2w, +2(0+ 2w, ) —8(0+wy + 2w, )= 20w, |=¢/D
wy=w, = (2w + 2w, )+ 2(2wy + wy + ) = 8(2w, + 2w,y ) — 20wy | =q/D
w,=w, = [(w2+w6+w9 +2(wy +wy +wy + W) — 8(W7+W5+W8+W3)—20w6]=q/D
w,=w, = [(w F W) +2(0+wy +wy) - 8(0+W4+W9+W6)—20w7]:q/D

=w, = h[(0+2mwy)+2(ws + wy + 2w, ) = 8(2w, + 2w, ) — 20w, | = ¢/D
w,=w, = [( Wy + Wy +w, ) +2(w +wy) — 8(W7+W8+W10)_20W9:|:q/D
Wo=w, = [—2w10+2w7)+2(w8)—8(2w9)—20w]0]:q/D

Este sistema de diez ecuaciones con diez incognitas puede escribirse en forma
matricial, con una matriz de sistema de 10x10:

(20 32 4 0 8 0 0 0 0 0 w] (1]
-8 -15 -8 1 -16 6 0 0 0 0 |w 1
1 -8 20 -8 4 -16 4 2 0 0 ||w 1
0 1 -8 21 0 4 -16 0 0 0 |[w 1
2 -6 4 0 -18 -16 2 0 0 0 | w| ght|l
0 3 -8 2 -8 -17 -8 -8 3 0 ||w/| DIl
o0 0 2 -8 1 -8 =20 2 -9 1 |lw 1
0 0 2 0 2 -16 4 20 -16 2 || w 1
o o0 o0 1 o0 3 -8 -8 -19 -8|w 1

L0 0 0 0 0 0 2 2 -16 -22]|w,] 1]

La solucion de este sistema de ecuaciones se calcula numéricamente mediante algun
programa de calculo adecuado (el tamafio del sistema hace totalmente engorroso un
calculo manual):

wy=—1,4810° - (¢L*/D) we= — 9,28:10° - (¢L*/D)
wy,=—8,35-10° - (¢L*/D) wy;= —14,94-10° - (¢L*/D)
ws=—7,10-10° - (¢L*/D) wg= —15,99-10° - (¢L*/D)
ws=+0,93-10° - (¢L*/D) wo= + 6,64:10° (¢qL*/D)
ws=—13,08-10° - (¢L*/D) wio=—18,75-10° - (¢L*/D)
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Fig. 3.5.

Bandas unitarias
centrales de una placa
simplemente apoyada.
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3.4. Predimensionado por el método de Marcus

Un método que proporciona resultados aproximados razonables para placas
rectangulares es el que se conoce como método de Marcus. La idea basica de este
método es calcular la placa como una combinacion de dos elementos bidimensionales
acoplados de tipo vigas. Para ello se recurre a la ficcion de repartir la carga total g en
dos partes, cada una de ellas aplicada sobre una banda de una unidad de ancho:

1,00 m

El método de Marcus, admite que cada una de las bandas de la figura de arriba se
comporta como una viga (elemento lineal horizontal). A la banda en direccion X se le
atribuye una carga ¢, [kp/m’] y a la direcciéon Y se le asigna una carga qy [kp/m?].
Como en la placa real las dos bandas perpendiculares se moverian solidariamente, es
necesario imponer que en el centro de ambas bandas los desplazamientos horizontales
o flechas sea iguales, es decir, que se cumplan conjuntamente las dos ecuaciones:

q,+49,=9

3.23
fl(qx’Lx)ZfZ(qy’Ly) [ ]

El sistema anterior constituye un sistema lineal de ecuaciones que permite calcular la
flecha mixima w,, y los momentos flectores m, y m, por unidad de ancho. Por
ejemplo, para una placa simplemente apoyada con carga continua:

5 (¢.-1m)L! 5 (q}, 1 m)L‘;

w - =
384 El 384 El [3.24]
1
m, = gqui m, = gquz‘

Ejemplo numérico 8

Estimar por el método de Marcus la flecha maxima y las tensiones para una placa
rectangular de acero simplemente apoyada de 2,00x1,50 [m] con una carga uniforme de
400 kg/m* como la del ejemplo anterior [E, = 2,1-10° kg/cm® y G,am = 2400 kp/cm?].
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Llamaremos A = L,/L, = 4/3. Al resolver el sistema [3.13] con flechas dadas por f{g;,L;)
= (5/384)-q,L;*/EI se llega a que ¢, = g/(1+1%) = 96 kp/m® y g, = gA*/(1+L1%) = 304
kp/m® (obsérvese que la banda del lado corto siempre es la que “sufre” practicamente
todo el esfuerzo).

a) Calculo de la rigidez. Se reduce basicamente a calcular el espesor necesario para que
Winar/ Ly < 1/200. Con los valores obtenidos anteriormente tenemos:

kp 3
e 400 —3--3,38 m
WmaX: 5 7\'_4h:l,3'10_2‘0,76 m S S.l =
L~ 3841+2* EI 5 1.10" kp.[‘f] 200
) 2 12

,53-10° m*<e® = e=115cm

De acuerdo con el calculo exacto del ejemplo 2, el espesor requerido era de 7,6 mm.

b) Cdlculo resistente. Se reduce a comprobar mediante la formula de Navier la tension
maxima:

Cop 4002 gn o 400522 o5
qL, m 1A gL, m’
m, =— = =48,07kp m, =— = =85,47 kp
81+A 33,28 81+A 10,53
max(m,,m, 6max (m,_,m
O (3 - '>£= (2 y)Scadm:ezO,wcm
Sz 2 e

De acuerdo con calculo exacto del ejemplo numérico 2, el espesor requerido para
satisfacer este criterio era de 2,8 mm.

Con el método de Marcus volvemos a comprobar que, de los dos criterios, el mas
restrictivo es claramente el de rigidez. Sin embargo también observamos que se
cometen errores apreciables usando este método. El método de Marcus en este caso
subestima las tensiones (un 32 % menos del valor exacto), y por otro lado sobreestima
la flecha (un 51 % mas del valor exacto).

Ejemplo numérico 9

Estimar por el método de Marcus la flecha maxima y las tensiones para una placa
rectangular de acero 3,00 mx1,00 m con una carga uniforme de 400 kg/m’y sujecion
con la de la figura del ejemplo anterior [E&=2,1-10° kg/cm® yG,4m = 2400 kp/cm?].

///////// /// Ahora A = L,/L, = 3. Al resolver el sistema [3.23] con

flechas dadas por:

E £i(@uLy) = (1/8)-q.L/EI
i F(qyLy) = (5/384) - q,L,Y/ET

se llega a que:
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__ 49 wMq
1+

q.

Obsérvese nuevamente que la banda del lado corto es la que “sufre” practicamente todo
el esfuerzo.

a) Calculo de la rigidez. Similarmente a lo anterior, tenemos:

kp 3
o 400 ~®..1,00 m
W _ S s I 130-107-0,999—m ; s
L, 3841+50° EI 2.1.10" 1‘12[162] 200

0,593-10° m’<¢’ = e=0,84cm

b) Cdlculo resistente. Se reduce a comprobar mediante la formula de Navier, la tension
maxima:

L s)*
My, =9 8% _ 49 95
8 1+

m e 6m_
~ =—>*<0,, =>e~0,35cm

O F 322 &

De los dos criterios el mas restrictivo es claramente el criterio de rigidez, y por lo tanto,
para satisfacerlo sera necesario e =9 mm.

Ejemplo numérico 10

Recalcular mediante el método de Marcus el ejemplo numérico 2, que consistia en una
placa simplemente apoyada de 2,00 mx1,60 m con una carga uniforme concentrada en
un rectangulo central de 0,50x0,40 de 200 kg/mz.

1 . . J

! i| A partir de un prontuario, obtenemos que la flecha maxima y

! /| los momentos en una viga simplemente apoyada con carga
1 . e, . .

' 1| uniforme en el tramo central simétricamente dispuesta vienen

! 1

! :

1

! |

! 1

dados por:

(g1 m) (@ + L -2La’) (g1m)p(p +L -2L5)

w,
e 24 El 24 ET

1 1
m, =qu0‘(Lx -a) m, =qu[3(Ly —[3)

De la primera de las anteriores ecuaciones y del hecho de que g = g, + g,, se obtiene:
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4 3 ~psd
q.=4 i 5812 <2
(o +aL —20°L,)+(B* +BL, -28°L,) m
= o' +all —2a’L, 14188 KD
" (af +al —20°L, )+ (B +BL, —2B°L, ) T m?

Esto lleva a una flecha y unos momentos flectores dados por:

Wmax:(qy~1m)[3(B3+Li—2LyBZ)SL e hs7mm
L~ 24L, E(n*/12) 200

y

El valor exacto obtenido en el ejemplo 2 fue 4,4 mm, un 60 % mas bajo que el obtenido
mediante el método de Markus. En cuanto al espesor minimo segun el criterio de
resistencia obtenido mediante el método de Marcus:

m, Z%qxa(Lx —-o)=12,71 kp m, :%qyﬁ(Ly —ﬁ) =19,86 kp

- 6max<mx,my)

Gy =—————5— =0

o pE wm = h22,2mm

El valor exacto obtenido en el ejemplo 2 fue 4,4 mm, un 57 % mas bajo.

3.5. Soluciones analiticas para placas circulares

Para el estudio de placas circulares es conveniente escribir la ecuacion de gobierno en
coordenadas polares. En estas coordenadas el operador laplaciano es:

_lofo), 1or
& (r,0)=-— (r 6rj+ g [3.25]

Para una placa con carga axisimétrica, la ecuacion de gobierno queda asi:

AAw(r) = B%@%ﬂ[égﬁr%n = qg) [3.26]

Las secciones siguientes contienen casos particulares de la solucion de la ecuacion
[3.26] para algunos calculos de carga particularmente simples.

3.5.1. Placa simplemente apoyada y uniformemente cargada

En este caso, debido a la simetria axial del problema, la solucion solo depende de la
coordenada radial . Siendo la carga uniforme g(r) = g, y el radio R se tiene:
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R4 4 2
w(r) =22 (ij —23”(1) 2V 13.07a]
64D |\R)  “1+v\R)  1+v

Pw vow v otw| 3+v
mi)= oG] i)
w low 10w 1+3v
i A E ] ) e
2 2
R e e -
or|or" ror r 00 2
m (r)h _3q R =7 3R
34 -2 3
o525 O Om g3

m(r)h _3q R* -
o(r)= P22 8 i

(1+3v)

3.5.2. Placa simplemente apoyada cargada en el centro

En este caso, debido a la simetria axial del problema, la solucion solo depende de la
coordenada radial r. Siendo la carga uniforme ¢() = g (para r<ry = pR) en el centro y
el radio total R se tiene:

4
a | r Jr23+v r LS+
64D |\ r, 1+v A 1+v
r<r,
w(r)= o't (4R2+2r0) [”0 (R2 2) [3.28a]
32D

2
Il |:(4r2+2r02)1n(rj [5+3V+41 [in } r>
32D R R

m, (r) = , [3.28b]
% r<r,
v, (r) = e [3.28¢]
4 r>r,
2r
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3.5.3. Placa simplemente apoyada y cargada puntual en el centro

Al igual que las anteriores solo hay dependencia en ». La unica carga es una carga
puntual centrada P, por lo que la carga por unidad de superficie seria una distribucion
delta de Dirac, g(r) = P3(r):

w(r) =${(R2 —r*)+(R +r2)ln(%ﬂ [3.29a]

)
)

[3.29]

Pw vow v tw P
m()= DTG g ()|
2 2

me(r): —D|:Va_w+la_w 10 Wil :8;2 |:(V—1)(}"2—R2)—2(1+V)1n[

+_—
ot ror oo’
a{azw 10w lﬁzw} P

|~

|~

vy(r): -D

— t—t | ==
or| or* ror r*oe* 2nr

En este caso, ni los momentos flectores ni las tensiones maximas estan acotados. Este
hecho tiene que ver con que toda carga, por concentrada que esté, debe ocupar una
region extensa. Las cargas puntuales son solo una idealizacion util para el céalculo de
flechas.

3.6. Membranas y paredes de depdsitos

Una membrana es un tipo de elemento estructural bidimensional cuya rigidez flexional
y torsional es despreciable y se encuentra en un estado elastico de traccion biaxial. Las
membranas son el andlogo bidimensional de los cables, que no tienen rigidez flexional
y s6lo trabajan en traccion.

Consideremos una porcion elemental de una membrana y analicemos el equilibrio de
fuerza sobre la misma. Su superficie media estard caracterizada por dos radios de
curvatura principales,”®R; y R,, y el equilibrio de fuerzas requerird que se cumpla la
siguiente ecuacion:

20, (hAs, )sin (ATOIJ +20, (hAs, )sin[Ag2 j — pAs,As, =0 [3.30a]

dondeAB; y AB, son los angulos subtendidos por un “rectangulo” de lados curvos As; y
As;, sobre la superficie de la membrana. Teniendo en cuenta la relacion entre la longitud
de los lados, el angulo y el radio de curvatura (As~R;A0;), haciendo que el limite tienda
a 0 de las longitudes del rectangulo y simplificando, se obtiene que:

h h
6,—+0,——p=0 = 54922 [3.30b]
R, R, R R, h
A continuacion aplicaremos la expresion anterior a diversas formas de deposito
distinguiendo los casos de un gas a presion (presion uniforme) y de un liquido (presion
creciente con la profundidad bajo la superficie libre).
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3.6.1. Depésitos de gas bajo presion uniforme

El peso de un gas a presion dentro de un deposito es una fuerza despreciable frente al
producto del area de las paredes por la presion. En el caso de un deposito esférico, por
ejemplo, se tiene R = R, = Ry, ademas, por simetria la tension en todas las direcciones
de la pared del depdsito son iguales, por lo que o; = 6, = 6. Y por tanto para un
deposito esférico lleno de gas a presion:

P _PR [3.31]
h 2

En el caso de un depdsito cilindrico, el menor radio de curvatura coincide con el radio
del cilindro, mientras que en la direccion de las generatrices rectas el radio de curvatura
es infinito, por lo que la presion sobre la pared lateral cilindrica puede estimarse como:

fim|Sc 4 S|P o 5 PR [3.32a]
Ry > R R2 h h

La ecuacion anterior fija la tension circunferencial (o¢), mientras que la tension en la
direccion longitudinal (6;) puede obtenerse imaginando un corte transversal en la pared
del depdsito y calculando la tension necesaria para que la traccion en esa direccion

pueda igualar el efecto de la presion del depdsito sobre la tapa inferior y superior del
deposito. La condicion de equilibrio y el resultado para la presion longitudinal son:

(2nRh)o, =(7R*)p = cF% [3.32b]

3.6.2. Depésitos para liquidos

El caso de los depositos para liquidos es un poco mas complicado, ya que la presion
ejercida por un fluido aumenta linealmente con la profundidad (y) bajo la superficie
libre del fluido p, = pg(H-y) donde H es la altura maxima del fluido contenido en el
depodsito. Analizaremos el caso de un deposito cilindrico y el de un deposito
troncoconico. Para el depdsito cilindrico de radio R (= R;) la presion sobre la pared
lateral y las tensiones circunferencial (o) y longitudinal (o) cumplen:

R
Rl}ig;[%“’h%}:% - GC:”;? :pg(H—y)% [3.33a]

2

La tension circunferencial maxima se da en el perimetro inferior de la parte cilindrica
cuando y = 0. En cuanto a la tensién en direccion longitudinal, dependera de las
condiciones de sujecion del deposito. Por ejemplo, si todo el depdsito esta suspendido
de la parte superior, entonces la tension en direccion longitudinal sera de traccion y
estara dada por el peso del liquido contenido:
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(2nRh)o, =(7R’H) p = o, =% [3.33b]
Por el contrario, si el depoésito estd s6lo apoyado en su parte inferior, toda la pared
estara comprimida por el peso propio de la pared cilindrica. En este caso debe
calcularse primero 6,(R, %, apoyo) y, a continuacion, se comprueba la posibilidad de
abolladura. Una manera de estimar, por exceso, que no existe abolladura es comparar la
tension maxima longitudinal de compresion con la tension de abolladura de una pared
cilindrica, verificando si se cumple o no la siguiente relacion:

E

_E [3.33¢]
3(1—v2) R

|GL (R,h,apoyo)|;0,35~

Para la forma troncocdnica tenemos igualmente que uno de los radios de curvatura es
infinito (segun un plano que contenga a una generatriz del cono) y otro radio finito R;.
La tension circunferencial vendra dada por:

R [3.34a]
cosa

Por otro lado, la tension meridiana segun las generatrices se obtiene igualando la
resultante vertical de las tracciones sobre un corte transversal con el peso del volumen
del liquido por debajo de dicho corte mas la porcion por encima del corte que reposa
sobre el interior del circulo considerado:

R =[2n(ytana)h]o, cosa 3.34b]
W, = pg[rcy2 tan’ oc]

3.7. Teoria general de laminas

Una lamina es un elemento estructural que puede ser adecuadamente analizado por un
modelo bidimensional. A diferencia de las placas, las laminas en el caso general se
caracterizan en cada punto por dos radios de curvatura. Para realizar los célculos
estructurales de una lamina curva conviene definir un sistema de coordenadas
curvilineas adecuado (o, B, 1) en lugar del sistema cartesiano plano (x,y,z). Las
coordenadas (o, B) se tomaran sobre la superficie media y la tercera coordenada, —4/2 <
1 < +Ah/2, se tomara en la direccion normal a la superficie media. Asi, el vector posicion
de cualquier punto de la ldmina podra expresarse en términos de las coordenadas
curvilineas como:

r(o,B,m)=r,(o.B)+nn(c,p) [3.35]

donder =(x,y,z) es el vector de posicion del punto en coordenadas cartesianas, r,, es un
vector de posicion de la superficie media y n es el vector normal a la superficie media
sobre cuya direccion se encuentra el punto (x,y,z). Hay que sefalar que para los
calculos en coordenadas curvilineas es necesario averiguar el llamado tensor métrico
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asociado a las coordenadas, que permitira definir tanto el jacobiano como otras
magnitudes necesarias para el calculo de magnitudes fisicas. Las componentes de dicho
tensor vienen dadas por:

o _or or [3.36a]
730, 20,

donde se ha usado la nomenclatura abreviada (0, 6,, 8;)= (a, B, ). Estas componentes
resultan ser en términos de los radios de curvatura:

2 2
G, —[1 ROJ A G, RB B G, =1 [3.36b]
G,=G, =0 G, =G; =0 G,;, =G, =0
donde:
2 2
_ N g 1| B -
G, —[1 ROJ A G, 1 RB B G, =1 [3.36b]

El jacobiano J de la transformacioén coincide precisamente con la raiz cuadrada del
determinante del tensor métrico. Es decir:

GGGy, =|1-—1 || 1-1 | 4B = 4B [3.37]
R ) R

%2 En ingenierfa casi todos los casos practicos y tienen geometria de revolucion y carga simétrica.

%3 El método de Marcus, que sélo se usa para predimensionado, se basa también en el modelo elastico, pero
no usa la ecuacion de gobierno [3.1].

** Se tomara un sistema de coordenadas en el que el plano XY (z = 0) coincida con el plano medio de la
placa.

35 Consideraremos que cualquier forma geométrica de Q que no sea rectangular ni circular ya es complicada.

% Esto significa que fijado un punto P de la superficie, existen dos planos normales a la superficie y
perpendiculares entre si cuya interseccion contiene vector normal a la superficie. La interseccién de cada
uno de estos planos con la superficie corresponde a dos curvas, C; y C,, cada una de las cuales tiene en P
radios de curvatura R, y R,.









Cimentaciones basales
superficiales y profundas

La cimentacion tiene la mision de trasmitir los esfuerzos existentes en una estructura o
provocados por una maquina al terreno. El problema de calcular una cimentacion se
presenta con mayor frecuencia en estructuras estaticas que en maquinas. Aunque hay
que decir que algunas maquinas, debido a condiciones especiales de vibraciéon o
percusion, requieren una cimentacion especial independiente ademas de la
consideracion de la fatiga.

4.1. Introduccion

Las siguientes secciones introducen los conceptos basicos donde se explican los tipos
de cimentacion, los mecanismos de fallo, los datos del terreno necesarios para el
dimensionado de cimentaciones y el calculo de la capacidad portante.

4.1.1. Tipos basicos de cimentacién

Existen tres tipos basicos de cimentacion, cada una con diversos subtipos:

- Z. combinadas Cimentacion mas frecuente y econémica. Apta para
- Z. corridas terrenos de resistencia media o alta con mucha
Zapatas - Z. aisladas homogeneidad. Pueden presentar el problema de

asientos diferenciales.

Cimentacion apta para terrenos menos resistentes, ya

- L. con capiteles que presenta gran superficie de contact.o. También es

- L. nervadas apta para terrenos con poca homogen.eldad y/o para
Losas estructuras muy rigidas, ya que soluciona
adecuadamente los asientos diferenciales.
Cimentacion apta para terrenos poco resistentes,
donde hay un estrato resistente a gran profundidad, o
cuando la estructura soporta esfuerzos horizontales
muy importantes.

- L. espesor constantes

- P. aislados
Pilotes - Encepados
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hundimiento de una
cimentacion.

4.1.2. Mecanismo de fallo

Una cimentacion puede fallar y provocar asi el colapso parcial o total de la estructura
que sustenta basicamente por cuatro motivos: hundimiento, vuelco, deslizamiento y
asentamiento diferencialpor encima de la tolerancia admisible. El objetivo principal
de una cimentacion es reposar el peso propio y las sobrecargas actuantes en una
estructura sobre el terreno. El hundimiento se produce cuando las tensiones sobre el
terreno’’ superan las tensiones admisibles del mismo, y entonces aparecen en él unas
lineas de plastificacion o rotura a lo largo de las cuales hay desplazamientos de tierras.

Esos desplazamientos de tierras permiten que el terreno ceda espacio y la cimentacion
se hunda en el terreno. Como generalmente el hundimiento no se da por igual en todos
los puntos de la cimentacion, dicho hundimiento a partir de un cierto punto resulta
catastrofico para la integridad estructural de la construccion o edificio:
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/
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ﬁ ./'/
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./'
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Lineas de rotura —_—

4.1.3. Datos del terreno necesarios para la cimentacion

Los parametros que caracterizan un terreno son la tension o presion admisible (c.,),
compresibilidad (Q), coeficiente de balasto (k,) y porosidad (n). En lo que respecta a
zapatas: el parametro mas importante para una zapata aislada es la tension admisible o
capacidad portante; cuando las tensiones maximas bajo la zapata superan la tension
admisible se produce un hundimiento de la zapata en el terreno (ELU de agotamiento
del terreno); cuando el momento resultante respecto al borde de la zapata es excesivo
se produce el vuelcode la zapata (ELU de equilibrio); cuando el esfuerzo cortante en la
zapata de un pilar es excesivo y no puede ser compensando por las fuerzas de
rozamiento en la zapata se produce un deslizamiento (ELU de equilibrio), y finalmente
el coeficiente de balasto, la compresibilidad y la porosidad influyen en el valor que
pueda alcanzar el asiento diferencial(ELS de deformacion).

Para las tensiones admisibles y el predimensionado de la zapata hay que distinguir si se
trata de terrenos arenosos, con poca cohesion, o terrenos arcillosos, con mucha mas
cohesion:
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TaBLA4.1.
Presiones admisibles Compacidad Dens'idad Anchos de zapata [m]
en zapatas relativa
[KN/m?] Terrenos 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 4,00 5,00
Muy suelta <0,20 <90 <60 <45 <35 <30 <30 <30
0,20 90 60 45 35 30 30 30
Suelta a a a a a a a a
0,40 290 250 225 210 190 185 180
0,40 290 250 225 210 190 185 180
Media a a a a a a a a
0,60 600 540 500 465 450 435 420
0,60 600 540 500 465 450 435 420
Compacta a a a a a a a a
0,80 975 900 840 800 760 735 700
Muy compacta > 0,80 >975 >900 >840 > 800 > 760 > 735 > 700
Tabla 4.2. Resistencia a compresion Zapata
Presiones admisibles Consistencia simple ) )
en zapatas [kN/m?]. [N/mm?] Aislada Continua
Terrenos arcillosos. Fluida <0,05 <60 <45
Blanda 0,05a0,10 60 a 120 45a90
Media 0,10 20,20 120 a 240 90 a 180
Semidura 0,20 a 0,40 240 a 480 180 a 360
Dura > 0,40 > 480 > 360
Comunmente la tension admisible se mide segun ensayos diferentes. Para terrenos
arenosos se usa el SPT (Standard Penetration Test), en el que con un mazo
normalizado se golpea una estaca metalica hasta lograr que ésta se hunda 30 cm en el
suelo. Se estima la tension a partir del nimero de golpes # necesarios para introducir la
estaca como G,q, = 10 - n. En cambio, para terrenos arcillosos se toma una muestra de
terreno y se realiza un ensayo de compresion simple, y se estima 6,4, = 1000-R,, donde
R, [en MPa] es la tension de compresion tltima a partir de la cual el bloque de arcilla
se desmorona.
El coeficiente de balasto (k,) es la constante elastica de proporcionalidad entre el
hundimiento del terreno (8) y la tension interna (c,,) en el mismo, debido a la
deformacion impuesta (o, = —k,0). El valor del coeficiente de balasto depende de la
cohesion (terreno arcilloso/terreno arenoso). En terrenos cohesivos (arcillosos) el
coeficiente de balasto depende de la cohesividad, que a su vez esta correlacionada con
la resistencia a compresion simple. En cambio, en terrenos nocohesivos (arenosos) el
coeficiente de balasto depende de la compacidad, que a su vez esta correlacionada con
la densidad del terreno. En ausencia de un estudio geotécnico preciso, podemos estimar
el coeficiente de balasto mediante la siguiente tabla:
TABLA4.3. . Densidad seca Resistencia R, ky
Propiedades tipicas Tipo de suelo Estado [kg/m’| [KN/m?] [(kp/em?) - em™]
comparadas de
terrenos cohesivos y Suelo gre}nular - suelto ) 1300 — 1,3
Arencsos. no cohesivo - comp. media 1600 —_— 4
(arenoso) - denso 1900 — 16
Suelo cohesivo - firme 100-200 25
(arcilloso) - muy firme — 200-400 5
- duro — > 400 10
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101:1962.

En cuanto a los asientos diferencialesadmisibles, debe tenerse en cuenta que los
terrenos arcillosos son problematicos, ya que la compresion de la cimentacion produce
un lento drenaje del suelo (como una esponja al ser comprimida) y por eso pueden
aparecer asientos diferenciales diferidos que solo se manifiesten una vez la obra esta
muy avanzada o incluso ha sido terminada. Los terrenos arenosos no presentan ese
problema, ya que los asientos diferenciales son mas o menos instantaneos y responden
rapidamente a las cargas aplicadas. Por esa razon los terrenos arcillosos pueden
requerir estudiar su consolidacion (cuando se trata de arcillas saturadas) o su fluencia
lenta (a muy largo plazo). Los tres tipos de asientos diferenciales previsibles son:

a) Asientos instantaneos o no diferidos (en terrenos arenosos estan en torno al 50%).
b) Asientos de consolidacion diferidos, que se producen en arcillas saturadas.
¢) Asientos de fluencia lenta, a muy largo plazo.

La razon de esto es que los asientos diferenciales producen esfuerzos indirectos debido
a las deformaciones inducidas. En estructuras muy rigidas pueden conducir a esfuerzos
muy grandes que den lugar a una fisuracién excesiva y, por lo tanto, a problemas de
estanqueidad o humedades, y solo en casos muy graves suponen un riesgo de colapso
total o parcial de la estructura. Por ello, el asiento diferencial admisible dependera del
tipo de estructura (metalica, de hormigon, de hormigén muy rigida, etc.). La siguiente
tabla resume dichos asientos diferenciales maximos:

Asiento general maximo
admisible en terrenos

Caracteristicas del edificio Sin cohesion Cohesivos
[mm] [mm]

Obras de caracter monumental 12 25

Edificios con estructura de hormigdn armado de gran rigidez 25 50

Edificios con estructura de hormigén armado de pequefia rigidez
Estructuras metalicas hiperestaticas 50 75
Edificios con muros de fabrica

e >50 >75
Estructuras metalicas isostaticas
Estructuras de madera Se comprobara que no se produce
Estructuras provisionales desorganizacion de la estructura

ni en los cerramientos.

4.1.4. Capacidad portante del terreno

La capacidad portante del terreno se evalia usualmente midiendo la presion de
hundimiento sobre el mismo. Dicha presion esta relacionada con la cohesion (c,) y el
angulo de rozamiento interno (¢,) del mismo. Las expresiones usadas actualmente se
basan en generalizaciones de la férmula de Terzaghi (1943) para zapatas corridas
cuando existe friccion interna y cohesion. Esta ecuacion a su vez se reducia al método
de las cuifias de Prandtl (1920) para terrenos sin cohesion. La formula mas cominmente
usada es la expresion de Brinch-Hansen (1961; 1970). Esta forma incorpora tanto las
propiedades mecanicas del terreno como las dimensiones, la forma la profundidad de la
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cimentacion, asi como el efecto de la inclinacion de la carga. La presion media p,,
resistida en la base de una cimentacion puede aproximarse mediante la siguiente
expresion Brinch Hansen:

P, =qN,s,d i, +cN,sd.i, + (yb/2)N,s,d,i [4.1]

YUrY

donde:

q, ¢, v: son respectivamente la sobrecarga sobre el plano de cimentacion, la
cohesion del terreno y el peso propio efectivo del mismo.
Ny, Ne, Ny: - son factores que dependen del angulo de rozamiento interno.

Sgs Sc» Sy son factores de forma de la cimentacion.

dg, d, dy: son factores de profundidad.

igy I, Iy: son los factores de inclinacion de la carga.

b: es el ancho de la cimentacion en el plano mas desfavorable.

La novedad de esta formula respecto a la de Terzaghi es queen la de Brinch-Hansen
existen expresiones aproximadas para los factores Ny, sy, d;. € i

N =entan¢ tanZ E_,’_Q
4 2

q

1
tan ¢
N, =2(N, +1)tan¢

N :(N —1)

< q

[4.2a]

La férmula de Terzaghi simplemente usaba N, = n+2 = 5,14 (valor deducido por
Prandtl),N, =1y N, =1, y coincide con las anteriores para el limite ¢—0. Los factores
de forma y profundidad de la cimentacién vienen dados por:

s, =1+2tan¢ d, :1+2tan¢(1—sin¢)2§
a
N 1-d
s =leud d=d +— 29 [4.20]
N, a Y N, tan¢
s z1—0,42 d, =1
a

Finalmente, cuando la carga no es enteramente vertical sino que es inclinada, cosa que
sucede cuando ademas de un esfuerzo axil existe un esfuerzo cortante en la base del
pilar, deben emplearse los siguientes factores de inclinacion de la carga:

2

vV 1-i
300 PR S— R . T [4.2¢]
N, +c(ab)cot¢ N, tan ¢
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4.2. Calculo de zapatas aisladas

En esta seccion consideraremos el célculo de zapatas aisladas. Las zapatas asiladas
pueden ser de hormigéon armado (ZHA) o de hormigon en masa (ZHM). Estas ultimas
s6lo se pueden usar cuando la relacion entre el vuelo de la zapata y la altura es muy
pequena.

Las zapatas aisladas de hormigon armado son el tipo de cimentaciéon mas comun y se
clasifican a partir del vuelo en zapatas rigidas (ZR) o zapatas flexibles (ZF), y teniendo
en cuenta la relacion entre el vuelo (v) y el canto total (/). En las zapatas rigidas [v/Ah <
2] se pueden despreciar las deformaciones de las zapatas en el calculo de las barras de
acero necesarias (armaduras). En las zapatas flexibles [v/A > 2] es necesario tener en
cuenta las deformaciones debidas a la flexion de la propia zapata. Debido a que en ZR,
pero no en ZF, se pueden despreciar las deformaciones de la propia zapata, se usan
esquemas de calculo diferentes para cada tipo de zapata, ya que los mecanismos
resistentes involucrados difieren. Los pasos que se deben seguir para el céalculo de
zapatas son los siguientes:

1) Generalidades sobre las dimensiones. A la hora de escoger las dimensiones
se respetaran las siguientes dimensiones:

h>30 cm
ho=h/3

a a h>30 cm
B<30°

a, b>1m

by ao, be>25 cm

2) Predimensionado del drea. Conocidos Ny, V,; y M, sobre la zapata, hay que
estimar las dimensiones de la zapata. Para ello necesitamos previamente el
peso P estimado de la zapata y, a continuacion, el area necesaria de zapata.
El peso se estima como una fraccion del esfuerzo axil total:
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14-0,020,,,

P+Nd:Nd(l+Yo) Yo 100

[0 ] =[kN/m* ]| [4.3]

Con estas dos magnitudes ya estamos listos para estimar el area de la zapata
(predimiensionado). Si la excentricidad (véase mas abajo) es pequefia comparada con
las dimensiones finales de la zapata, puede calcularse como:

N,+P
Ui =\ A = [~ (zapatas cuadradas)
c
“ [4.4]
N,+P
Qi = o[ Ain Do B ZaTD (zapatas rectangulares )
bO bO Gao{m

Tras este paso tomamos provisionalmente como area de la zapata 4 = A4,,;,.

3) Canto util de la zapata. En zapatas aisladas lo mas econémico es que tengan
el suficiente canto total 4 como para que no sea necesario colocar armadura
transversal adicional para resistir el esfuerzo cortante. Eso se logra si el
canto Util d = h — r [= altura — recubrimiento] se dimensiona de la siguiente

manera:
oo NN, _aa
ab 4 2
11 [4.5]
d = max ’—G’va,30 cm h>35cm
o, +370

El recubrimiento » en principio depende de la agresividad del terreno, pero en una
primera aproximacion puede tomarse 7~ 6 cm. En este punto todas las dimensiones han
sido establecidas y puede calcularse el peso de la zapata con exactitud:

Pi=pa-(A-h)=pg(a-b-h [4.6]

4) Estimacion de la excentricidad de la carga. Si tenemos en cuenta ahora M,
y V,, se puede estimar la excentricidad de la carga como:

M VR M, +V,h

~ [4.7]
N,+P, N,(1+v,)

Esto es valido si la excentricidad calculada es grande en comparacion con el lado a

seleccionando para la zapata (muy probablemente el area de zapata calculada

previamente sera insuficiente y hay que calcular los efectos de la excentricidad de la
38

carga).

5) Presiones sobre el terreno. La presion maxima sobre el terreno, estimando
los efectos de excentricidad, se puede calcular como:
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P
o, =NMath 4 1 L Loiose [4.8]
A 3(-2m) 6 2

[no deben usarse valores 1 > %}

donden es la excentricidad relativa dada por 1 = e/a [siendo a la longitud del lado de la
zapata perpendicular a la direccion del momento, se puede estimar para zapatas

cuadradas como a~a,,;,].

Si la comprobacion [4.8] no resulta adecuada, se ensaya de nuevo con un area mayor
que Apin = (Ny+ P)/Guqn y se vuelve a recalcular de la ecuacion [4.3] en adelante. Si la
comprobacion es correcta continuamos al paso siguiente. Si no es el caso ensayamos
con un area mas grande 4: = (N,;+ P)/G.4, ¥ estimamos de nuevo a y b volviendo al
paso 5 para comprobar que la presion maxima sobre el terreno sea inferior a
1,25 - Gudm-

6) Eleccion del tipo de zapata. En funcion de la relacion vuelo/canto (v/h)
existen unos tipos de zapatas mas adecuados y/o econdémicos que otros.
Simplificadamente podemos usar los siguientes criterios:

v/h<1 = Zapata de hormigén en masa (ZHM)
1 <v/h<2 = Zapata rigida de hormigdén armado (ZR)
2 <v/h = Zapata flexible de hormigoén armado (ZF)

4.2.1. Zapatas rigidas (ZR)

Se acepta que el mecanismo resistente de las zapatas rigidas se basa en la analogia un
sistema equivalente de bielas virtuales a compresion en el hormigén y armaduras de
acero a traccion. La orientacion y ubicacion de estas bielas se hace basandose en la
distribucion de isostaticas de traccidbn y compresion. En varios casos practicos, la
propia norma EHE-08 proporciona el esquema de bielas y tirantes equivalente fijando
el conjunto de barras (virtuales y no virtuales necesarias) y da un conjunto de formulas
explicitas para las armaduras. Por ejemplo, para cargas centradas, que son muy
frecuentes en las zapatas rigidas, se da el siguiente mecanismo:

La linea punteada representa la biela virtual de hormigén que estara comprimida, la
linea gruesa continua muestra la direccion de la armadura de acero y las flechas indican
la distribucion de resultantes aproximada.

N, a a N,
=t == (g-q))=A,f, 4.8a
‘ 2-0,8561[4 4] 6,8d( o) = Aot 148a]

donde:
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T, esfuerzo de traccion sobre la

(10/4
armadura.
|_| Ny esfuerzo axil que transmite el
soporte.
Ny/2 Nal2 a: ancho de la zapata.
J | ay: ancho del pilar.
REEEX Ag: 4rea de la acero en un corte
o *s transversal.
L4 *
L4 *

N2

“A
/4
“4{

En el caso general de zapatas con algo mas de excentricidad, basta con considerar, en
lugar de la ecuacion [4.8a], estas otras ecuaciones:

|_| N, = %[1+4nij
aO
1 Nag
N a
| N,, :%(1—411—}
‘Q

g o
0: "‘
> ° N, (1+3
AQ\ “4 Rld — M = gﬂ
2-0,85d 4 1+3n
Rig T T Rag
al4
R N a(l+4 a,(1+3
a= - X %)= : ( n) - 0( n) =4, vd [4.8b]
0,85d 4 2-0,85d 4 4

f,4< 400 MPa

El armado dado por las ecuaciones [4.8] puede no ser suficiente para garantizar la
ductilidad necesaria para la zapata. La norma impone estas condiciones tanto para el
lado a como para el b:

A = max( Aolt’a,pminbd) A,b=p.. bd

3 0,0020 con acero B400 S
10,0018 con acero B 500 S

[4.9]
pmin

Fic.4.3.
Esquema de calculo.
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Ejemplo numérico 1

Dimensionar una zapata aislada con canto total impuesto h = 0,50 m para un soporte
cuadrado agxby = 0,45 mx0,45 mpara un terreno con Cug,= 160 KN/m?, ycon un
esfuerzo axil centrado de Ny= 300 kNprovocado por cargas permanentes (hay que usar
coeficientes de seguridad habituales).

Predimensionado del drea. El esfuerzo axil de disefio N; = N'yg =300 - 1,50 =450 kN
nos servira para predimensionar el area de la zapata:

y _14_09020adm 0108
o= - =Y
100
N (1+ ) ja:b:2,00mz1,77=(3,12)1/2
A=qg-h=—dUTV0) 342
(¢

adm

Comprobacion del canto. Aunque en nuestro caso el canto total 4 viene impuesto, es
necesario comprobar que sea suficiente para que la zapata no requiera armadura
adicional de cortante (como puede verse, en este caso no se requiere):

11
2 = %, _193cm<d=h-r=4cm
N, KN [ o 4370

Presiones sobre el terreno. Como canto total escogeremos s~ 50 cm (que equivale a
tomar un » de unos 6 cm). Con estos datos podemos estimar con exactitud el peso de la
zapata Py la presion maxima sobre el terreno:

P=p,(a-b-h)=25k—N-2,0 m-2,0m-0,5 m=50kN
c m3

N, +P,
G =%(1+6n) =@(1+0) —125 M <1 25160

,00 m m

Calculo de las armaduras. Como la carga esta centrada, el calculo del tirante lleva a:

N, a a N
L= = (a-a)=4 =233 kN
¢ 2-0,85d(4 4) 6,8d( 0) 0.0 v

Ay o = max(Aso.q, Prinbd) = max(Tylfya, Pminbd) = max(5,83, 15,84) = 16 cm?
Este area A4;, puede cubrirse colocando ocho barras de diametro & = 16. En la

direccion perpendicular también colocaremos ocho barras mas de diametro &J; 16 para
cubrir un area 4, = A, .
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4.2.2. Zapatas flexibles (ZF)

Las zapatas flexibles son aquellas en las que el vuelo v es mas de dos veces el canto
total 4 de la zapata [v> 2k]. En ese caso, es necesario considerar las deformaciones
sufridas por la zapata y la redistribucion de esfuerzos consiguiente. Los casos que hay
que distinguir en funcion de la excentricidad son los siguientes:

1) Carga ligeramente descentrada n<1/9
2) Carga muy descentrada 1/9 <n< 1/2

Para el dimensionado de la zapata se examina la flexiébn que sufre una seccién
transversal de la zapata en una direccion perpendicular al momento méaximo y situada a
0,35 - ay del centro de la misma (i. e., a 0,15 - @y del borde del pilar). El momento
flector en esa seccion se estima de la siguiente manera:

%b(1+4,5n)(va +0,154,)° n Sé
M,, = s . [4.10]
|:G_21d+ max,d3 1d :|(va + 0’15510 )2 5 < T‘I < 5

Con este momento se calcula el momento reducido p y la cuantia mecénica o de la
armadura de donde surge el diametro y el numero de barras necesarias:

M, >u= Mo s>o=p(u+l)-> 4 — obd L [4.11]
a,d - 2 - s —~ .
bd" 1., S
donde:
b: ancho de la zapata perpendicular a la direccion del momento.
d: canto util de la zapata calculado previamente.
fea resistencia a compresion del hormigon de disefio.
fod resistencia a traccion del acero utilizado en la cimentacion.
Aos: area de acero necesaria en la seccion estudiada.

El area de calculo obtenida debe verificar que la seccion estudiada posea un area
minima por encima de la fijada por la normativa y dada por la ecuacion [4.8]:

A.s‘,a = max <A0s,a ’ pmin bd) As,b = max (AOS,b H pmin Cld)
~0,0020  con acero B 400 S [4.12]
Prin =10.0018  con acero B 500 S

donded,, es la cantidad de acero que colocaremos a lo largo del lado a de la
cimentacion. Para el otro lado b, si es mas corto, en general bastara con colocar, 4, =
Pminad. El numero de barras N y el diametro & deben tomarse de tal manera que
N - D1 >4, con ie{a, b}. Una precaucion que debe respetarse en el caso de zapatas
alargadas con @>b es que el cuadrado central de dimensiones bxb contenga al menos
2/3 de las barras del armado 4.
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Ejemplo numérico 2

Dimensionar una zapata aislada que, por razones constructivas, puede tener un ancho
maximo de b = 1,80 m para un soporte rectangular a;xb,= 0,40x0,30, para un terreno
con Cuy= 160 kN/mzy un esfuerzo axil centrado de Ny = 900 kNdebido a cargas
variables.

Predimensionado del drea. El esfuerzo axil de disefio N; = N;- yo = 900 - 1,6 = 1395
kN, que nos servira para predimensionar el area de la zapata:

, 14-0,026,,, 0,108
0 100 ’ A 6,23
N, (1+7,) :a:Z:180:3,46mz3,50m
A=a-b=—"—"21-6,23m? ’
(e}

adm

Dimensionado del canto. Ahora podemos calcular los vuelos en cada direccion y
estimar el canto de la zapata:

_ N
va=a2a°=1»55m c,:a—f;):zzlkN:

b=b _ .75 - d=—"19 L _0.638m
Y= —nom T 5, 4370 ©

Presiones sobre el terreno. Como canto total escogeremos s~ 70 cm (que equivale a
tomar un » de unos 6 cm). Con estos datos podemos estimar con exactitud el peso de la
zapata Py la presidn maxima sobre el terreno:

P=p, (a-b-h)=25-3,5-1,8-0,7=110 kN

G =2 2000 160 712N < 251605
A 630 m -

Calculo de las armaduras. Los datos geométricos y materiales para el dimensionado
de la armadura son:

Val vuelo maximo de la zapata dado por (a — ay)/2 1,55m
a: largo de la zapata 3,50 m
ap: largo del pilar 0,40 m
b: ancho de la zapata 1,80 m
h: canto total de la zapata 0,30 m
d: canto util de la zapatad =h —r 0,63 m
r recubrimiento de hormigén de la zapata 0,06 m
o tension media sobre el terreno 221 KN-m 2
fea:  resistencia a compresion de hormigon usado (HA-30) 17 MPa
St resistencia de diseflo del acero usado (B 500 S) 400 MPa

Las magnitudes calculadas son las siguientes:
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M,,: momento de flexion en la zapata, My=0b (v,+0,15a0)*2 517kN'm

Y, : momento de flexion reducido Yo = M, /(bd 2fm;) 0,0420
®,: cuantia mecanica reducida de la armadura  ®, = p, (1, + 1) 0,0438
Us,: cuantia mecéanica de la armadura Us. = 0.bdfy 839 kN
Ags,q ¢ area total de la armadura Aos.a = Usaltya 23.45 cm’
Po. : cuantia geométrica de la armadura Po.— Aos,/bd 0,00204

La cuantia geométrica es mayor que la minima necesaria po, = 0,00204 > 0,0018 =
Pmin, POT tanto es correcta: podemos usar A, = 123, 16. Para el lado b tenemos que 4,
= max(A4s0,5, Pmin@d), pero un calculo como el anterior conduce a una pg, = A ,/ad<p i
por lo que tomaremos 4, = pimad = 0,0018 - 350 - 64 = 40,32 cm2 = 22 16 (donde
2/3 de estas barras estas deberan concentrarse en el area centra de dimensiones bxb).

4.2.3. Zapatas de Hormigén en Masa (ZHM)

Las zapatas aisladas de hormigén en masa se usan fundamentalmente para pequefias
cargas, en obras de poca importancia, y resultan antiecondmicas en otros casos.

Su comprobacion se realiza estimando las tensiones por el método clasico, a partir del
momento flector M, dado por [4.9] y haciendo la siguiente comprobacion:

B {h en [mm]|
1416,75-17°7) [4.11]

6M 0,211 (
f.x en [MPa]

_ ad
Gc/,ﬂex - bhz = f;/,d -

c

Ademas es conveniente examinar el estado limite de punzonamiento mediante:

o >
SOPEE/E A Rl (il St} P e S PR DY
o = g\ by +h h g

donde ambas formulas requieren que f;; esté expresado en MPa.

Ejemplo numérico 3

Comprobar el dimensionado de una zapata aislada de hormigén en masa con canto
axbxh= 1,75x1,75x0,50para un soporte cuadrado agxby= 0,25 x 0,25para un terreno
con Guam=_ 150 kN/m’con un esfuerzo axial centrado de debido a cargas permanentes y

variablesNy = Ngx + Ngi=200 kN + 125 kN.

Presiones sobre el terreno. Computando el peso de la zapata se tiene que:

P, =pcd(a-b-h)=251r(n—lj-1,75 m-1,75 m-0,50 m ~ 40 kN

_N L
max A

200-1,35+125-1,50)+ 40
( ) (1+0):150k—1\21£1,25-150k—1\2]
1,75 m m

c (1+6r|):

Esfuerzos de flexo-traccion en el hormigoén. Se obtienen simplemente calculando:

S
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Fic.4.4.
Magnitudes del ELU
de equilibrio.

N, > 460 >
M,, ==%(1+4,50)(v, +0,154,)" = -(1)-(0,75+0,15-0,25)° ~81 kN-m
=SS (v, +0.150,) = 200 (1) )
: H
Gy o = 6M;d _0 810002 ~1,11MPa< f,, =M(16,75-h’°’7+1)=1,25 MPa
: bR 1,75-500 ‘

c

Esfuerzos de punzonado en el hormigén. Se obtienen simplemente calculando:

2,
n)(a-a,~h -1
o, = 460 : b+b, + a-a, :0,25MPanM:0, fi

TP 4.1750° by +h h " Y,

4.3. Comprobaciones adicionales en zapatas aisladas

Tal como explicita la EHE-08, en una estructura de hormigén o un elemento de la
misma, como son las cimentaciones, es necesario revisar la lista de estados limites
ultimos (ELU) y estados limites de servicio (ELS) pertinentes. En el caso de las zapatas
de cimentacion éstos son:

- ELU de agotamiento del terreno (hundimiento).

- ELU de agotamiento de armaduras por esfuerzo normal (armado principal).
- ELU de equilibrio (vuelco y deslizamiento).

- ELU de punzonamiento.

- ELU de anclaje de armaduras.

- ELS de asentamiento diferencial.

- ELS de fisuracion excesiva (agresividad quimica del terreno).

En las secciones anteriores ya hemos examinado los dos primeros para cada tipologia
de zapata. En esta seccion examinaremos algunos de los otros estados limites.

4.3.1. Comprobacion del vuelco y el deslizamiento

Para calcular el vuelco y el deslizamiento de una zapata aislada necesitamos conocer
los esfuerzos en la base del pilar: esfuerzo axil (N,), esfuerzo cortante (V,;) y momento
flector (M,). En funcién de estas magnitudes aplicando las ecuaciones de equilibrio de
la estatica se puede calcular la seguridad frente al vuelco y frente al deslizamiento. La
siguiente figura resume las magnitudes involucradas:

Vuelco:
(Nat Pg)(al2) 2yi(Ma + Valy) [4.13]
"{12 1,5
h Deslizamiento:
| | (Na+ Pg)-tg 0a12Va [4.14a]
| A | [T. arenosos, y>> 1,5]
0= 2¢pi/ 3 (a-b)-ce>12 V4 [4.14b]
ca=cyl2 [T. arcillosos, 15> 1,5]
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4.3.2. Comprobacion del punzonamiento

La resistencia frente a los efectos transversales producidos por las cargas mas o menos
concentradas actuando sobre losas o zapatas sin armadura transversal se comprueba
utilizando la tension transversal (ty;) media sobre una superficie lateral que rodea el
punto de aplicacion de la carga. Dicha tension media se compara con la resistencia a
cortante del hormigon (t,4). El ELU de punzonamiento no se producira si se cumple la
siguiente condicion:

BF

1
1, <1, = —L<0,12§(100p, 1, ) [4.15]
u,d
donde:
F.;:  esfuerzo efectivo de punzonamiento (transferido por el soporte).
d: canto util de la zapata.
u: perimetro critico (coincide con la proyeccion horizontal del area lateral), para

un soporte de seccion rectangular u; = 2(agt+by)+ 4(nd/4).

parametro adimensional = 1 + (dy/d)"? [dy = 200 mm].

coeficiente que tiene en cuenta de excentricidad de carga, para zapatas con
soporte centrado; con 11<1/90 tdomese 3 =1 y con n> 1/90 tomese = 1,15.

PL cuantia geométrica, obtenida como media geométrica de cuantias p; = (pxpy)” 2,
o resistencia caracteristica del hormigoén [expresada en MPa].

Ay:  area de acero necesaria en la seccion estudiada.

Ejemplo numérico 4

Este ejemplo tiene por objeto aportar los calculos justificativos de la cimentacion para
un generador eléctrico de grandes dimensiones (3,60%x3,60 m). Como tipologia para
esta cimentacion se ha escogido una zapata flexible. Ademas se comprobara la
posibilidad de vuelco, punzonado y anclado de armaduras. Los datos con los que se
cuenta para el dimensionado de la zapata son:

Tension admisible del terreno Gaam = 100 kKN/m?
Esfuerzo axil (peso del generador) Ng=1030 kN
Momento de vuelco en cortocircuito My =2230 kN'm
Excentricidad de carga e=My/Nyg=2,16m

Tensiones sobre el terreno. Mediante tanteos se ha establecido que la superficie
necesaria para la zapata es de unos 20 m”. Dadas las dimensiones del alternador se ha
optado por una zapata rectangular dimensiones axb = 6,00x4,00 [m] y canto & = 0,50
m. A continuacion se muestran los calculos justificativos de que con esas dimensiones
no se sobrepasan las tensiones admisibles del terreno (G,,e<Cudm> Cmax< 1,25 Codm):

_ N,+P 1030 KN +295 kN

O e =55 kKN/m?* <G 4m ™
a-b 6m-4m

- 46,4 _ 4-110 kN/m’
™ 3(1-2m)  3(1-2-0,35)

med

=105 kN/m? <1,25" G oum 4|
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Omed - tension media sobre el terreno en la base de la zapata.
Omar - tension maxima sobre el terreno en la base de la zapata.
Guam . tension admisible del terreno.

Ny: esfuerzo axil mayorado debido al peso propio del generador.
My: momento de vuelcomayorado en situacion de cortocircuito.
P peso de la zapata, dado por P=p.(a - b - h) - g =295 kN.

Pe: densidad del hormigon = 24,5 kN-m™.
a: largo de la zapata = 6,00 m.

b: ancho de la zapata = 4,00 m.

h: canto de la zapata = 0,50 m.

Seguridad al vuelco de la zapata. El criterio de seguridad al vuelco en zapatas es
simplemente que los momentos estabilizantes superen a los momentos
desestabilizantes, con un cierto factor de seguridad: M >y, © M., €n este caso:

(Nd+P)§2yl (M, +V,-1,)

vi:  coeficiente de seguridad al vuelco, para zapatas aisladas y, = 1,5.
N,:  esfuerzo axil mayorado debido al peso propio del generador.

M,: momento de vuelco mayorado en situacion de cortocircuito.

V4. esfuerzo cortante en la base de la cimentacion; en este caso es nulo.

L distancia efectiva del esfuerzo cortante a la base de la cimentacion.
P:  pesode lazapata.
a: largo de la zapata.

Tomando estos valores y los calculados anteriormente, puede comprobarse que la
seguridad al vuelco es adecuada:

(1030+295) kN67m21,5~(2230+0) kN'm
3975 kN-m > 3345 kN'm v

Armaduras de hormigon armado de la zapata. Al tratarse de una zapata flexible es
necesaria una armadura de traccion en la parte inferior de la misma para soportar
adecuadamente los esfuerzos inducidos en la misma. Los datos geométricos y
materiales para el dimensionado de la misma son:

v, vuelo maximo de la zapata dado por (a — a)/2 1,20 m
a: largo de la zapata 6,00 m
ap: largo del murete sobre el que se apoya el generador 3,60 m
b: ancho de la zapata 4,00 m
h: canto total de la zapata 0,50 m
d: canto util de la zapatad =h —r 0,44 m
r recubrimiento de hormigén de la zapata 0,06 m
(o tension media sobre el terreno 55 kN-m >
fu:  resistencia caracteristica de hormigon usado (HA-30) 30 MPa
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fes: resistencia de disefio de hormigon usado (HA-30) 20 MPa
Jfat  resistencia a compresion del acero usado (B 500 S) 435 MPa

Las magnitudes calculadas son las siguientes:

M,;: momento de flexion en la zapata, M ;= 6,0 (va+0,15a0)2/2 666 kN-m
W momento de flexion reducido p = M, ,/(bd 2fw,) 0,045
®:  cuantia mecanica reducida de la armadura o~p(pt1) 0,047
Us: cuantia mecanica de la armadura U = obdf.4 1212 kN
Ag:  area total de la armadura 4, = U/, 27,9 cm?
ps:  cuantia geométrica de la armadura p= A,/bd 0,00159

Esta cuantia mecanica es menor que la minima necesaria p; = 0,00159 < 0,0018 = p,;,
y, por lo tanto, debe aumentarse el area calculada de armadura hasta que se cumpla el
criterio de cuantia minima. Esto se consigue tomando 4,, = p,bd = 31,7 cm’. Un
armado que proporciona dicha area seria 4, = 1616, es decir, colocaremos una barra
@ = 16 y de longitud aproximada 6,00 cada 25 cm, que satisface las distancias
minimas. Estas barras se colocan paralelas al lado largo de la zapata.

Segun el lado corto de la zapata dispondremos también el armado minimo A, = psba =
47,5 cm? y, por tanto, bastara con disponer una armadura A, = 24J16. Estas barras
seran todas paralelas al ancho de la zapata. Se tendra ademas en cuenta que 2/3 de las
mismas, es decir, 16 barras, irdn colocadas en el cuadrado central de 4,00x4,00.

Las longitudes de anclaje (por patilla a 90°) que deben disponerse vienen dadas por la
instruccion EHE-08 y son simplemente:

I, = min m2, = 3308 om
20

donde:

. diametro de las barras en cm 1,6 cm
m: coeficiente dado por la tabla 66.5.2.a de la EHE.99 13

ok limite elastico caracteristico del acero usado 500 MPa

En cuanto a las armaduras de cortante, no son necesarias, ya que se ha previsto un
canto util para la zapata superior al minimo, por encima del cual no es necesario
disponer armadura adicional de cortante, en nuestro caso d = 0,43 m, mientras que d,,;,
viene dado por:

d_;, =min 1’liva, 24cm | =17 cm <d |
c, +370
donde:
Vi vuelo maximo de la zapata dado por (a — ay)/2 120 cm
oy tension media sobre el terreno 55 kN-m >

Comprobacion del punzonado. En cuanto al punzonamiento tenemos:
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FiG.4.5.

Esquema de viga
flotante para zapata
corrida de dos pilares.
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F,;=N;=1030 kN d=0,44m

uy =4ag="7,20<4ayt4(nd/4)=15,78 m 1, =0,33 MPa
£=1+(0,20/0,44)"* = 1,674 7,0 =0,33 MPa

PL= (pxpy)]/z = Pumin = 0,0018

Con estos datos podemos comprobar que no existe riesgo de punzonamiento:

BE, !
=P _0,33< 1, =0,126(100p, £, ) = 0,35

u,d

Txd

4.3.3. Comprobacion del cortante

Esta comprobacion s6lo es necesaria en encepados de zapatas y pilotajes flexibles.
Debe examinarse para el valor del cortante ¥, sobre una seccion de referencia plana
situada a una distancia igual al canto util (d) contado a partir de la cara del soporte.
Debe satisfacerse que:

1
V., =0,126(100p, £, )* byd >V, [4.16]

donde& = 1+(200/d)" [d en mm] y p, = Ay/bod, siendo a su vez b, el ancho y 4, el
area total de la armadura pasiva traccionada.

4.4. Calculo de zapatas corridas

Una zapata corrida bajo pilares es una cimentaciéon comun a tres 0 mas soportes o una
cimentacion de un muro continuo. En esencia, una zapata corrida se calcula como una
viga flotante. Una viga flotante es una viga continua en la que los apoyos fijos se han
sustituido por apoyos elasticos. En la siguiente figura puede verse una viga fija y una
flotante de idénticas caracteristicas geométricas.

M,

4 4 4 4 4

Podemos calcular ambos tipos de vigas mediante el método matricial. Teniendo en
cuenta que bajo cargas verticales en calculo de primer orden no se producen reacciones
horizontales ni cambios de longitud importantes, podemos usar el esquema de calculo
para la FiG. 4.5. La matriz de rigidez elemental®® para cada una de las barras de longitud
L, dado que no existen esfuerzos horizontales, vendria podria reducirse a [4.16]:
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12 6L -12 6L
EI| 6L 4L —6L 20’
[x]-2

L'\|\-12 -6L 12 -6L

6L 20’ —6L 4L

En cuanto a las fuerzas nodales, debemos tomar en consideracion, junto con las fuerzas
transmitidas por los pilares, las reacciones de los apoyos elasticos, que vienen dadas
por F; = —K;5,,donde las K; dependen del coeficiente de balasto y la separacion entre
apoyos elasticos adoptada y los 9; son los desplazamientos verticales de los nudos. En

concreto, una zapata corrida de ancho b y largo L., discretizada en 2p tramos iguales
de longitud L = L.,,/2p, tenemos:

[4.17]

- apoyos extremos Ky = Kypi1 = kybL/2
- resto de apoyos intermedios K;=IkybL paraje{2,3, ..., 2p}.

Asi, para calcular una viga flotante con p pilares podemos considerar un esquema de
calculo con 2p + 1 nudos y 2p barras. Acoplando las matrices de rigidez elementales
[K“] de los 2p tramos y reagrupando un poco el factor L convenientemente, el sistema
de ecuaciones asociado al esquema de calculo ideal de la figura Fic. 4.5, que tiene p = 3,
puede escribirse simplemente como:

5,/2 0 12 6 -12 6 5,

0 6 4 -6 2 L6,

5, P 12 -6 24 0 -12 6 5,

0 M,/L 6 2 0 8 -6 2 L6,

I ) 12 -6 24 0 -12 6 5,
0 0 r 6 2 0 8 —6 2 L0,

5, P, 12 -6 24 0 -6 -12 3,

0 | |M,/L 6 2 0 8 -6 2 | 1L,
8,/2 0 12 -6 12 -6 || &,
Lo ]| 0o | 6 2 -6 4 ) L6,]

La solucion para los desplazamientos verticales en funcion de «= KL*/EI = k,bL*/EI

L mF +mF" - RF - BF/

' EI 2k(9+%)R
L mlGén"'szlm _PIGZP_PZGIP
> EI 2kR
5, < OL (m—m)H" +(R+B)H" [4.184]
EI KR
L mG"+m,G)'+ BG/ + RG]
‘EI 2kR
_ L mF"+m,F" + BE" + BF,
S El 2k(9+K)R
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Esta solucion también se puede escribir en forma matricial como:

) N T R g
3, G" G G’ G ‘
1 m,
S, |=————|12H" -12H" 12H? 12H"’ [4.18Db]

2k(9+K)R| = — _ _ P

82 sz Glm _G; _G]p
F,

3, F R -F -F

dondem, = M\/L, my=M,/LyR= 712+ 216k +288 y los otros factores:

F? =2(51 + 990 + 1512) G =2(-27x" + 144 + 216)
FE? :2(91(2—306](—216) Gzp:2(7K2+210K2+1080(K+1)) Hp:11K+]2
2 . , H, =x(k+15)
Fr =i —4(12¢ 171k -432) G =-3(x-24)(¢* +14c412) o o
Fr =136 + 5647 438526 1728 67 =3(x +4( #2764+ 72)) O T OTTo0

Ejemplo numérico 5

Dimensionar el armado de una zapata corrida para dos pilares de dimensiones agxby =
0,35 m x 0,35 m con la misma carga vertical P4 = 1350 kN y momentos opuestos M; =
—M, = M4 =50 kN'm (con la misma disposicion de la Fic. 4.5). El ancho de la zapata es
de 1,50 my el largo 10,0 m con una distancia entre ejes de pilares de 5,00 m. El canto
total es de 0,45 m. El coeficiente de balasto del problema es de ky= 5 kp/cn’, y se usa
hormigén HA-25 y acero B 400 S.

A partir de los datos modelizaremos la zapata como una viga flotante con cuatro tramos
de longitud L = 2,5 m sobre apoyos flexibles. Ademas en nuestro caso por simetria
tenemos o; = Js, 8, = O, y también reacciones seran simétricas. Si usamos los
desplazamientos dados por [4.18] y obtenemos las reacciones sobre el terreno, tenemos

que en funcion de P;, m = M, /L y « se tiene que (recuérdese que los apoyos extremos
son la mitad de rigidos K, = K3 = K4 = kybL = 2K, = 2K5):

P, (101 +24) +m, i (k+42)

F=F=+3 S
(7K +216K+ 288)

P, (7 +120x +144) = 3m (1 -12)
F,=F, = . [4.19]
(7 +216x +288)

—P, (11k+12)+m,k(x+15)

F =12
(7K2+216K+288)

3

Con esos valores, se dibuja el diagrama de momentos flectores:
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FIG. 4.6.
Esquema de viga
flotante para zapata

" corrida de dos pilares.

S
=

A
N
A

/
N

Los momentos maximos superior ¢ inferior vienen dados por:

L(10k+24)+ Mk (k +42)
(7 +216x +288)

M, (k+96)—-12P,L

(7 + 216K +288)

. F,
M =LF, =+3
[4.20]

M =2LF,-L(P-F)=3k

El calculo numérico, usando las expresiones anteriores y los valores numéricos, es:*

P,=1350kN  M,;=50kN'm E.=3960(f,[MPa]+8)"" = 12695 MPa
L= 250m b»=150m h=045m I=bh’/12
12(0,049- N 2500 mm
kL _12kbL(£)3_ T mm? [2,50 mj3_19 s
El, E \h 12695 : 0,45 m
mm

M:=3323kN-m M, =—-281,8kN-m

4.4.1. Zapatas corridas bajo cargas centradas e idénticas

Es interesante que para n cargas centradas e idénticas de valor P = P= ... = P, y
momentos nulos M; = ... = M, = 0, la solucién general sea practicamente constante a
partir de n > 5. Por esa razon plantearemos el problema para n = 5. En ese caso, el
sistema obtenido a partir de la matriz de rigidez, eliminando los grados de libertad
horizontales y prescindiendo de los giros es:

0 1+x/2 -1 3,

T e R 5,

0|=-3 -1 2+x -1 5,
L

P -1 2+x -1 |3,

0 -1 1+x/2)| 3,

dondek = kbbL4/ 12EI. La solucion del sistema anterior resulta ser:
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24 P
51 = 63 = 85 = 6min = 24P 62 = 64 = 6max = ( +K) [421]
(48+x)K (48+x)K

donded,,;, es el desplazamiento minimo situado en la mitad del vano de una viga
flotante y J,,,, el maximo desplazamiento que se da justo debajo de cada pilar. Esta
solucion también es valida para un caso mas general, en el que se obtiene para un
sistema de cargas centradas idénticas que Py = Py=...P, =Py M=M= ... M,=0.

Es interesante notar que las expresiones de [4.21] permiten establecer limites en el caso
de zapatas mucho mas rigidas que el terreno, donde llegamos a una distribucion
aproximadamente triangular.*' Y también podemos establecer el limite de terrenos muy
rigidos y zapatas de poco canto donde se llega a una distribucién constante a tramos.
Los desplazamientos vienen dados por la siguiente ecuacion:

24 P
81 = 63 = 85 = 8min = 24—P 62 = 64 = 8max :ﬂ [4.22]
(48+x)K (48+x)K

A partir de esto, podemos calcular el canto de una viga flotante con cargas idénticas y
centradas, calculando el diagrama de momentos flectores a partir de las reacciones
dadas verticales hacia arriba dadas por R; = K9; y los esfuerzos P;.
A partir del diagrama de momentos flectores obtenido con los datos anteriores, puede
verse que el momento maximo positivo se da bajo el primer pilar, mientras que el
maximo momento negativo se da en el centro de la viga. Ambos vienen dados por un
numero par de pilares:

., _12PL

™A% 4 g

[4.23]

A partir de ese momento y del correspondiente M ,, pueden determinarse las
armaduras de traccion y compresion y el armado distribuido necesario para una zapata
corrida con n > 5, con pilares equidistantes.

4.5. Calculo de losas

Un método comun para el calculo razonablemente exacto de las losas de cimentacion
es considerarlas como si fueran emparrillados. Un emparrillado es una estructura
situada sobre un plano mediante barras que forman una reticula de lado 4 en que la
matriz de rigidez elemental de cada barra viene dada por:

(12 68 0 12 6k 0
6h 4> 0 —6h 2 0
0 0 a 0 0 -aW

[k©]=2L * * [4.24]
#l-12 —6h 0 12 —6h 0

6h 2 0 —6h 4 0

0 0 -—ak’ 0 0 ok’
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dondea. = GJ/EI, siendo GJ la rigidez torsional. Una condicién necesaria* para que la

solucion de emparrillado se aproxime Optimamente a la de la losa real cuando 4 tiende

a 0 es que a se tome como o = §. Por ejemplo, una losa puede aproximarse por un

emparrillado ortogonal como el siguiente:

Fie.4.7.

Esquema de losa de

cimentacion (placa
flotante).

El emparrillado puede usar otras formas. Dos formas de discretizacion comunes son:

a) El método de los rectangulos, en el que se construye una red ortogonal y la
interseccion de dos lineas de la red constituye un nudo.

b) El método de los rombos, en el que sobre una red ortogonal, nudo si nudo no en
ambas direcciones se construyen nudos. A igualdad del nimero de nudos este
método es mas exacto aunque mas complicado.

La idea basica que subyace tras el emparrillado es que una losa apoyada sobre el
terreno se comporta de modo similar a las barras de un emparrillado o entramado muy
denso de barras. Esa discretizacion permite calcular los esfuerzos de la losa
aproximadamente mediante el método matricial, de manera sencilla. Una vez
discretizada la losa en forma de entramado, necesitamos un tipo de enlace tal que cada
nudo del entramado se comporte de manera similar a como se comportaria un punto de
una losa apoyada sobre un terreno. Una forma sencilla de hacer esto es suponer que en
cada nudo del entramado que imita el comportamiento de la losa colocamos un muelle
que reproduce la rigidez del terreno. Cuando una porcion de losa de cimentacion
presiona sobre el terreno hundiéndose ligeramente en él, experimenta una reaccion
hacia arriba del terreno aproximadamente proporcional a la distancia de hundimiento.

4.5.1. Meétodo de los rectangulos

En el método de los rectangulos con discretizacion idéntica para los dos lados de la
losa, los poligonos de Voronoi asociados a la reticula de nudos son cuadrados. A cada
barra del entramado regular se le asigna el momento de inercia de una viga con un
ancho igual al espacio entre barras s, y un canto igual al canto de la losa (d). Para las
barras de los extremos, se toman los valores que sean la mitad de los anteriores:
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Fic.4.8.

Representacion grafica
del hundimiento de la
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losa al paso de un

Ay =spd Lz =5y d/12 Ly =sp°d/12 [4.25]
Ay = $4d/2 Lew, = 5024 Loy = 8°d/24

En este caso, supondremos que el area de la que un nudo recibe una reaccion vertical
del terreno es proporcional al area del poligono de Voronoi asociada a la red de puntos.
Para una red ortogonal los poligonos de Voronoi son rectangulos con el nudo ocupando
el centro del rectangulo (en los rectangulos interiores), sobre la mitad del lado (en los
rectangulos exteriores) o en el vértice del triangulo (en los rectangulos esquina). Cada
nudo interior del entramado estara situado en el interior de un cuadrado de dimensiones
sp%sp, por lo que la reaccion total del terreno sobre ese recuadrado interno dependera
del area del mismo y del coeficiente de balasto del terreno:

Fv = (kbsbz).dv = Kter'dv [426]

Ejemplo numérico 6

Una losa de cimentacion de 20x30 [m] esta apoyada sobre un terreno homogéneo y
muy compactado con un coeficiente de balasto de 20 kp/cm®. La losa pertenece a un
subterraneo en el que circulan vehiculos para mover cargas de alto tonelaje. El vehiculo
mas pesado es de 28 t de carga caracteristica y tiene una separacion de 2 m entre ruedas
traseras y delanteras y cada eje mide poco mas de 1 m de longitud. Determinar un
espesor de losa y los armados de acero necesarios para dicho espesor. Examinar el
resultado usando una malla de puntos situados cada metro de longitud s, =sy, =1 m.

El nimero de puntos de la losa no es muy elevado y resulta ser (L./s,+ 1) - (L,/s,+ 1) =
21 - 31=651. Puesto que se usara un método matricial, el nimero de grados de libertad
existentes sera de 651 -6 = 3906, lo cual significa que determinar todos los
desplazamientos involucra resolver un sistema de 3906 ecuaciones con 3906
incognitas, razon por la cual el calculo se realizard mediante ordenador. En el centro de
cada punto de la red se colocara un apoyo eléstico cuyo valor serd K., = kys,s, = 1,96
kN/m. La siguiente figura muestra el calculo del hundimiento mediante la red de
puntos propuesta:

4.6. Calculo de pilotajes

Un pilotaje es una cimentacion constituida por una zapata o encepado que se apoya
sobre un grupo de columnas, llamadas pilotes, que se introducen profundamente en el
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terreno para transmitir su carga al mismo por friccion a través del area lateral de los
pilotes. Se emplean bésicamente cuando:

a) El terreno resistente esta a profundidades mayores de 5 0 6 m.

b) El terreno es poco consistente hasta muy gran profundidad.

¢) Elterreno contiene una gran cantidad de agua.

d) La cimentacion debe resistir acciones horizontales de cierta importancia.

4.6.1. Calculo del pilotaje

El calculo del pilotaje implica comprobar que las cargas transmitidas al terreno no
producen hundimiento. Las cargas que un pilote traslada al terreno son de dos tipos: de
rozamiento sobre el area lateral del pilote y de compresion en la base del pilote.
Conviene destacar que existen dos tipos diferenciados de pilote en cuanto a la forma de
trabajar:

Pilotes columna. Se apoyan en su base sobre un estrato inferior resistente y trabajan
predominantemente por efecto punta. En ellos debe considerarse el pandeo para
calcular el armado del pilote y la compresion en la base del mismo.

Pilotes flotantes. Son los unicos que podemos usar cuando no existe terreno resistente a
una profundidad razonable y cuando el terreno estd formado por arcillas muy fluidas.
Los pilotes trabajan fundamentalmente por rozamiento lateral de los pilotes.

1) Cargas sobre un pilote. Se calculan sumando la carga transmitida por el
encepado, el rozamiento sobre el area lateral y la carga sobre la base. Para
determinar la carga sobre cada pilote partimos de los momentos flectores

M,q, M4, €l axil Ny el cortante V, en la base del soporte. Si definimos e, =

M,4/Ns 'y e, = M.s/Ny, la carga vertical N;; sobre un pilote situado en las

coordenadas (y;, z;) viene dada por:

. e y.
N, =N, | L& SN [4.26]
n 1 1

y z

donden es el numero de pilotes del encepado y donde 7, = Yz e I. = Yyl. Si existen
fuerzas horizontales (V;) de importancia, entonces para resistirlas basta con disponer
alguno de los pilotes con una inclinacion respecto a la vertical. Si llamamos B; al
angulo del pilote i-ésimo respecto a la vertical, entonces el equilibrio de fuerzas
horizontales requiere que:

2 Nig - tgBi = V4(Nj, = Nig/cos B;) [4.27]

2) ELU de hundimiento. Para que una cimentacion pilotada no se hunda en el
terreno, debe darse la longitud adecuada a los pilotes. Asi se logra una mayor
area lateral y un mayor rozamiento del terreno. Para pilotes flotantes,el
rozamiento esla unica fuerza que el terreno ejerce sobre el pilote:

H’
R[d = H’leru{qOHi + yzl j [428]
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dondey,, es el coeficiente de friccion entre el terreno y el pilote, que se toma como
0,25, g es la sobrecarga unitaria en la superficie del terreno, y es el peso especifico del
terreno y H;, la altura del pilote. La condiciéon de no hundimiento para un pilote
flotante® es que Ry > Ny, Para pilotes columna la condicion de hundimiento es R;; +
Rzs> Ny, donde Ry, = n@zcadm, con G4y, igual a la presion admisible sobre el estrato
en el que se apoya.

4.6.2. Calculo del pilote

Un pilote esencialmente se calcula como un soporte bajo carga centrada. El pandeo
solo debe tenerse en cuenta para soportes, pilotes, columnas que se apoyan sobre un
estrato inferior (en esos casos se puede estimar la longitud de pandeol, como 1/3 de la
altura). Las excentricidades accidentales deben ser como minimo las tomadas para
soportes. La armadura longitudinal de los pilotes estara constituida por no menos de
seis barras para los de seccion circular y cuatro para los cuadrados. La cuantia
geométrica minima debe ser p> 0,005. La armadura transversal debe estar formada por
espirales o cercos dimensionados con el mismo criterio que se usa en los soportes o
pilares.

4.6.3. Calculo de encepados

La separacion minima de ejes de pilotes circulares debe ser dos veces el diametro de
los mismos. En pilotes cuadrados debe ser 1,75 veces la diagonal de cada uno de ellos.
En todos los casos, la separacion minima no debe ser menor de 75 cm (esta separacion
debe mantenerse a lo largo de toda la longitud, cosa que debe tenerse en cuenta cuando
existen pilotes inclinados).

El canto del encepado se fija normalmente, al igual que en las zapatas, mediante una
consideracion econdémica: que no sea necesaria la armadura adicional de cortante. Por
ejemplo, eso se logra normalmente si se usa la siguiente ecuacion para el canto util:

N
d>max| -f L 2 Ne g [4.29]
2 2 £

El encepado se calcula como una zapata rigida, mediante el método de bielas y tirantes.
Un encepado es rigido cuando el vuelo maximo (v,,,,) y el canto (%) cumplen que v,,,<
2h. En ese caso la armadura de las bandas o franjas sobre la linea que une centros de
pilotes (véase FiG. 4.9) viene dada por el modelo de bielas y tirantes correspondientes.
De acuerdo con los modelos dados por la EHE-08, que dependen del niimero y
disposicion de pilotes, las armaduras de las bandas vienen dadas por:

N,
Dos pilotes: A = —Lm (V"‘“X +0’25aoj [4.30a]
0,857, d
N, -0,2
Tres pilotes: A, =0,68 4 (O’SSd”Xd 0 Sa‘)) [4.30b]
Jyd
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Fic.4.9.

Esquema general de un
encepado de tres
pilotes.

————_Compresion
Traccion
A = Nid,max (07506110(,1 _07 25(10 j
sa 0,85f d
Cuatro pilotes: . [4.30c]
4 = N (0,50% —0,25h, j
* 0,857, d

Ejemplo numérico 7

Dimensionar un pilotaje flotante con un encepado rigido (h= 0,50 m) de tres pilotes J,
=30 cm con encepado rigido para un soporte de carga vertical de dimensiones agxby =
0,35 mx0,35 m y esfuerzos P4 = 675 kN y momento M, 4~ 175,5 kN-m. El terreno tiene
una densidad caracteristica y= 18 kN/m® (materiales: HA-30, B 500 S).

Calculo de dimensiones. En primer lugar, calcularemos las magnitudes geométricas.
Tomando como centro de coordenadas el centro geométrico del pilar y orientando el
encepado para que la linea neutra del soporte sea paralela a la linea entre ejes de los

pilotes 1 y 2, tenemos:
d, 3
I B = “ 70
6 > ] (ys Zs) [ 3 J

(y“zl)z[_ 6 2

QU
s
&
Q
8
N
—_
N
XN
N—
|
Q
8
&
h&
=

3 R 2 3 5 d2
I = Z = ax ] = = ax
y ; i 2 z ;yl 2
M M
e, =—22=0,26 e =—22=0,00
Nd Nd

1561
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La distancia d,, debe ser como minimo dos veces el didmetro de los pilotes. En este
caso, siguiendo una practica habitual, tomaremos d,, = 3 = 90 cm. A continuacion,
calculamos las cargas sobre cada pilote:

e M
N, :Nd£l+ ,Vylijd[l_ =d \/gd_ax/ﬂ:@(]_ﬁ%Jz]u kN

I 3 N, d.)2 3

z

M
N,, =N, 1,8 =N, 1 M. */%lax/6 2@[1_\6&):1121@\]
no I 3 N, d.)2 3 90
. M_,\3d, /3
N =N, 1 e N, 1 M., fzax/ :@[1+\/§2j:449kN
no I 3 N, d.)2 3 90

Ahora consideramos la disposicion alternativa, en que la linea neutra del soporte sea
perpendicular a la linea entre ejes de los pilares 1 y 2. Asi tenemos:

(y“zl)z[_%’_#] (yz’zz)=[£ —M] (y3723)=[0,dﬂ3—*/§j

27 6
3 d2 3 dZ
I) :zztz = - ]z :zylz = -
i=1 2 i=1 2
M M
e, =—=21=0,26 e. =—22=0,00

"N, ° N,

La distancia d,, debe ser como minimo dos veces el diametro de los pilotes. En este
caso, siguiendo una practica habitual, tomaremos d,, = 3, = 90 cm. A continuacion
calculamos las cargas sobre cada pilote:

e M. ,d /2
Ny =N, [ L o2 oy (LMo du /2] (1260504
no 1 3 N, d.)2 390

z

e, M 2
N,, =N, 1,8% =N, l+—z"1dgx—/ :675(l+§j:420kN
no1 3N, d.)2 390

z

I 3N, d’)2

z

e, M
N3d:N4[1+ "'y3j=Nd[1+ a0 j=675[%+0j:225kN
n

Si fabricamos los tres pilotes de la misma longitud, tenemos que el mas desfavorable en
cuanto al hundimiento es el pilote 2. Si aplicamos la ecuacion [4.28], tenemos que:
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H? 18-H?
R, =ufeyu[qui+y2’ ]20,25(3,1416-0,30)[0+ 82 d jz420

H ~332m

Tomaremos la altura de todos los pilotes idéntica e igual a H = 3,50 m. El célculo de
los pilotes se reduce a calcular el armado necesario.

Cdlculo del armado de los pilotes. Mediante un abaco de armado para secciones
circulares con recubrimiento de 3 cm (8" = r/J,), se tiene que el 4rea total de las
armaduras sobre el soporte circular es 4, = 12(J,25.

Cdlculo del encepado. El vuelo se calcula a partir de la distancia al centro del tridngulo
de pilotaje de cualquiera de los pilotes y la mitad del lado del soporte:

_a % 35 m
2

Vi .
BRVA]

Por lo tanto, eso requiere un encepado con 4 > v,,,,/2 = 17,5 cm. Las dimensiones del
encepado se obtienen a partir del tridngulo central de pilotes, que tiene un lado d,, = 90
cm. Si trazamos un tridngulo exterior a éste que contenga los pilotes de tal manera que
siempre haya con el borde exterior una distancia de al menos &,/4, tenemos que el lado
del triangulo debe ser: L, = d,,. + 2(3,/4)/(tg 30°) = 168 cm.

En cuanto al armado, si tomamos un recubrimiento » = 6 cm, se requiere un armado en
banda sobre la linea de centros dado por:

U

s,banda

= As,bandaf;/d = 0’ 68N

I/

0,584, -0,25
. L—"OJ ~196,8 kN
’ d
Esto se puede lograr mediante 5,12 (U, = 237,5 kN). Estas barras deben satisfacer la
condicion de cuantia minima:

U;>0,044f.,= 0,20 - (hL’;- cos 30°3) - 30 MPa = 327,6 kN

Por lo tanto, necesitamos emplear un mayor niimero de barras; por ejemplo, 6,14 (U
=387,9 kN).

4.7. Calculo de bases de unién pilar-cimentacién

Los pilares metalicos generalmente necesitan medios de unién especiales a las
cimentaciones de hormigon, ya que el acero soporta tensiones que tipicamente superan
diez veces o quince veces a las tensiones del hormigon; por tanto se requiere un tipo de
union que transmita los esfuerzos de los elementos de metal de forma progresiva al
hormigén. Una posibilidad es disponer bases de apoyo ensanchadas en la base del pilar,
formadas por una placa soldada al extremo del pilar, que luego se atornilla a pernos de
longitud adecuada anclados profundamente en la cimentacion.
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Y seis pernos.

2' FASE

L] g
q -
PINT PP

P
. 1"FASE hormigonado " 00

<'Y.

Una base de anclaje para pilar metalico consta basicamente de:

- Placa de anclaje, provista de orificios que se encajan los pernos previamente
embebidos en la cimentacion de hormigon. El pilar se suelda a dicha base. Y en
caso de existir cartelas de distribucion de esfuerzos también estardn soldadas
sobre esta placa, que debera ser lo suficientemente gruesa como para resistir
esfuerzos de flexion y tener un espesor adecuado para el ancho de garganta de
soldadura.

- Cartelas. Las cartelas no siempre son necesarias, especialmente si el momento
flector en la base del pilar es pequefio. Las cartelas permiten disminuir
substancialmente el espesor de la placa de anclaje y garantizan una mejor
distribucion de los esfuerzos sobre la superficie de apoyo.

- Pernos de anclaje. El ntimero, el diametro y la longitud de estos pernos
dependeran del esfuerzo de traccidn existente a un lado de la linea neutra de la
seccion transversal del pilar.

4.7.1. Calculo de uniones pilar-cimentacion

El célculo completo de una unién pilar-cimentacion requiere comprobar que no se
rebasan varios estados limites tltimos (ELU). Cada ELU corresponde a un posible
modo de fallo de la unién. La lista de ELU que deben comprobarse es:

- ELU de agotamiento resistente por compresion en el hormigon.

- ELU de agotamiento resistente en la placa de apoyo.

- ELU de inestabilidad elastica de las cartelas laterales (si existen).

- ELU de agotamiento resistente de la seccion transversal de los pernos de
anclaje.

- ELU de adherencia de los pernos.
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4.7.2. Comprobaciéon de la compresion en el hormigdn

La distribucion de tensiones provocada por la placa base sobre el eclemento de
hormigdn se supone que es aproximadamente triangular. El valor concreto del esfuerzo
maximo depende de la posicion de la linea neutra sobre la placa. Se distinguen tres
casos:

a) La linea neutra pasa por fuera de los limites de la
placa. Esto sucede cuando el centro de presiones C =
+ + (ey, e.) cae dentro del nicleo central de la placa (para

H una placa rectangular de dimensiones DxB el nucleo

central es un rombo de diagonales D/3 y B/3). En ese
_|_ _|_ caso, el esfuerzo maximo sobre el hormigén G, viene
dado por:

c.= Ny + M, + Mg
AP WPZ Wpy

N, M, M, N, be,  6e,
= 4= 4 =_a 4
BD BD?/6 B’D/6 BD

D B
[4.31a]

b) La linea neutra pasa entre el borde de la placa y la linea centro de pernos. Esto
sucede siempre y cuando:

—<e,:M”’ SB—E
6 TN, 23
oM [4.32]
—<e = ydﬁé—é
6 “"N, 2 3

El célculo de la tensién maxima es complicado en el caso general cuando M,# 0y
M.4# 0. Cuando solo existe momento M., = Nge, el perfil de tensiones es triangular
[c(m) = on/B con0<n <yy con D/2 —e, = y/3], y la tensién maxima se puede obtener
igualando el momento total de la distribucion de tensiones con el momento M.;:

L _ON(D2=e)  oN, 2N, 4310,
c 2 - *
By 3B(D_e) Bd
2 y

¢) Cuando la linea neutra cae entre las dos lineas de pernos, la determinacion del
esfuerzo se vuelve un problema hiperestatico que requiere determinar el esfuerzo de
traccion que hacen los pernos traccionados. En cualquier caso, la EA-95 permite una
simplificacion de calculo en la que se presupone que todo el esfuerzo de compresion
recae sobre una banda de dimensiones D/4xB 'y, en ese caso, la traccion de los tornillos
o0 pernos traccionados y la tensién de compresion del hormigon vienen dadas por:
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3D
F"’:Ndzz 330

- 431
o _Nd+F;d [ 3 C]
° BD/4

Una vez calculada la tension de compresion en el hormigdén segun el caso
correspondiente, a, b o ¢, deberd verificarse que no se sobrepase el ELU de
aplastamiento del hormigon. Para ello debe comprobarse que se cumple 6. < 0,85/, y,
por lo tanto, las dimensiones rectangulares de la placa B y D deberan ser suficientes
para satisfacer dicha condicion.

4.7.3. Comprobacion de la placa de apoyo

La placa de apoyo puede ser simplemente una placa rectangular de espesor suficiente o
con cartelas de sujecion al perfil. Esta segunda solucion se usa cuando la placa desnuda
conduciria a espesores de la placa muy grandes, por lo que la colocacién de cartelas
reduciria la cantidad de chapa usada en cantidad suficiente para compensar los costes
de la mano de obra adicional que requieren las cartelas.

Espesor de la placa sin cartelas. Para la comprobacion de la placa de apoyo
necesitamos conocer las dimensiones del minimo rectangulo que contiene la seccion
del perfil b,xh,, las dimensiones de la placa BxD, asi como la tension ultima de la placa
6,,. La comprobacion se realiza verificando que el espesor de la placa ¢, es tal que no
se supera el ELU de agotamiento por flexion de la misma. Si se emplea el método
simplificado de la EA-95, puede determinarse a partir de las siguientes relaciones:

30
L |— L,<D/4
D_h) B_b Gplt
L, = max L L t, 2 [4.33]
2 2 30 D
L |=<p|L,-=]| L >D/4
20 8

pu

Dimensiones y espesor de las cartelas. En caso de que el espesor requerido sea
excesivamente alto, siempre es posible usar cartelas (Fic. 4.9) y entonces disponer un
€spesor menor.

4.7.4. Comprobacion de los pernos

La comprobacion de los pernos requiere tanto la comprobacion del ELU de
agotamiento de seccion transversal de los mismos, con traccion y cortante combinados,
como la comprobacion del ELU de pérdida de adherencia entre el perno y el hormigon.

Agotamiento resistente de la seccion transversal. Si los pernos estdn sometidos a
compresion s6lo es necesaria la comprobacion en cortante (1,4 # 0, 6, = 0). En caso de
una fila de pernos sometidos a traccion, se calcula a partir del nimero de pernos #,, el
esfuerzo F, calculado en 4.7.2 ¢ y el esfuerzo cortante V;:
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F,
Gy =
n A
4’ I; = O,u =,/c., +31., 0,800,
Tq ST <
34y [4.34]

donded, es el area resistente del nucleo de la varilla roscada o tornillo (para didmetros
nominales @, < 16 mm puede usarse 4, ~ n(QJ, —1,55)*/4 y para valores mayores
deberia consultarse la tabla de tornillos ordinarios), Ay = /4 >4, y o, es la tensién
de rotura de los pernos, tornillos o varillas roscadas.

Pérdida de adherencia. Para evitar la pérdida de adherencia debe darse al perno,
tornillo o wvarilla roscadauna longitud L, suficiente. Ademas la practica usual es
asegurarse de que la pérdida de adherencia se produce a una carga mayor o igual que la
de agotamiento resistente de la seccion transversal. Esas dos condiciones se expresan
como:

0,8c,4,

L (nd,1,)>0,804 = L > D,

[4.35]

donde la tension de adherencia 1. se calcula mediante las siguientes formulas:

12 e (lisas)
Y. 130-1,99, &, <32 mm
Tbc = 2/3 ’ Tbu 2
T, [ f 69 J, 232 mm
—bu | ek (corrug.)
1,6\ 225

[4.36]

En las formulas anteriores todos los didmetros se expresan en mm y fo, Tpe Y Tpy €0
[kp/cm?].

37 El terreno se puede modelizar como un sélido viscoplastico. En el proceso de hundimiento las lineas de
rotura aparecen en el campo de deformacion plastica.

3 Cuando la carga no esta centrada en principio, el perfil de tensiones sobre el terreno es trapezoidal o
triangular, por lo que la tensién media dada por N4(1 + Y)/G.m no es una buena medida de las tensiones
maximas.

% Es decir, podemos usar la matriz de rigidez correspondiente a una barra inextensible.

* Formula aproximada para el modulo de Young del hormigén;véase J. Calavera (1999).

1 véase el capitulo “Cimentaciones” en P. J. Montoya, A. G. Messeguer y F. Moran (2000).

2 Véase, por ejemplo, E. Rowe (1962):Concrete Bridge Design, Wiley, Nueva Cork, 1962.

# La carga de hundimiento del pilotaje (grupo de pilotes) se calcula a partir de las de las cargas de
hundimiento de los pilotes aislados. Esta carga de hundimiento no es necesariamente igual a la suma de las

cargas de hundimiento para los pilotes aislados, si la separacion entre ejes de pilotes es superior a dos
veces su didmetro.
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Cimentaciones extendidas y
estructuras de contencion

En obra civil a menudo es necesario establecer dos niveles geométricos de servicio a
distintas cotas y a la vez adyacentes. El desnivel necesario se puede conseguir bien con
transiciones suaves mediante la construccion de taludes, o bien mediante una transicion
brusca, esto es, mediante una discontinuidad practicamente vertical. Es frecuente optar
por la segunda solucion cuando los requerimientos de espacio, de seguridad o de ambos
asi lo imponen.

El terreno no suele ofrecer una resistencia suficiente para soportar un corte vertical.
Esto hace necesario insertar un elemento constructivo, la estructura de contencién, que
permita asegurar convenientemente el cambio de cota.

5.1. Definiciones

En una estructura de contencién identificamos las partes que se indican en la FiG. 5.1.
En relacion con las acciones, y considerando un muro tradicional, la estructura de
contencion esta sometida a los empujes del terreno que sostiene en su trasdos, E, a
eventuales fuerzas exteriores, 4,, y a su propio peso, W. Estas acciones deben ser
soportadas por la estructura, que asegurara la integridad del material que forma el
muro, y transmitidas al terreno situado en la base y el pie del muro en unas condiciones
que sean aceptables para el propio terreno.

Dado que el suelo presenta una rigidez relativamente inferior a la del material del muro
y dado también que éste transmite acciones importantes al terreno, este ultimo se
deformara, de modo que se movilizara una cierta reacciéon del terreno, E,, en la parte
anterior del muro. La base de la estructura recibira la reaccion del terreno en la que se
apoya, R,. De este modo, el conjunto de fuerzas a las que se vera sometida la estructura
seran las que aparecen en la Fig. 5.2.
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Fic.5.1.
|dentificacion de las
partes de una
estructura de
contencion.

Fig. 5.2.

Acciones sobre una
estructura de
contencion.

CORONACION

ALZADO O CUERPO
INTRADOS —
<

_f'/\

TALON

Pl g

PUNTEV
\j\ TACON

Finalmente, y teniendo en cuenta el tipo y comportamiento del terreno, esto es, la parte
geotécnica, se trata de determinar el valor de los empujes del terreno en el trasdos y en
el intradods, a fin de comprobar si el dimensionamiento previsto de la estructura es
adecuado segun diversas condiciones que deben ser consideradas.

Aem
.

R



Cimentaciones extendidas y estructuras de contencion %

5.2. Tipos de estructuras de contencién

Todas las estructuras de contencion se pueden agrupar en dos grandes familias segin su
capacidad de deformacion.

1) Estructuras de contencion rigidas. Son aquellas que por su disefio, su geometria
y sus materiales cumplen su funcién sin cambiar de forma. En consecuencia, los
movimientos que pueden experimentar son asimilables a los caracteristicos de
un solido rigido. A esta familia pertenecen la mayoria de las estructuras que
tradicionalmente denominamos muros.

2) Estructuras de contencion flexibles. Son aquellas que por su disefio y su
geometria equilibran las acciones del terreno, por lo que experimentan
apreciables deformaciones por flexion. En esta familia se incluyen los
tablestacados y las pantallas de hormigén armado.

Es evidente que cualquier estructura de contencion rigida experimentara deformaciones
bajo las acciones descritas, aunque el aspecto que aqui es relevante para esta
clasificacion es que estas deformaciones seran tales que no influiran en la magnitud o
distribucion de los empujes del terreno. En cambio, en las estructuras de contencion
flexibles, los cambios de forma influyen en la distribuciéon y magnitud de los empujes.

En lineas generales, entre los tipos de estructuras rigidas y flexibles se pueden
distinguir las que describe las figuras FiG. 5.3.

Fig. 5.3.B. Muro ménsula con puntera.
Fic. 5.3.A. Muro de gravedad (hormigén en masa).

FiG. 5.3.C. Muros ménsula con puntera y talon.

Fic. 5.3.D. Muros ménsula con contrafuertes (parte frontal).
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posterior).

FiG. 5.3.E. Muros ménsula con contrafuertes posteriores (parte

FiG. 5.3.F. Paneles prefabricados.

FiG. 5.3.G. Tierra armada.

FiG. 5.3.H. Entibaciones.

FiG. 5.3.1. Pilotes independientes.

Fic. 5.3.J. Pilotes tangentes.

FiG. 5.3.K. Tablestaca en voladizo.

FiG. 5.3.L. Tablestaca anclada.
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5.3. El empuje del terreno

Los empujes aparecen sobre las obras, debido a los desequilibrios tensionales
introducidos en el terreno cuando éste se separa en niveles de diferente cota.
Consideraremos un suelo indefinido en el que no existe ninguna obra y un plano
imaginario vertical AA’. A una cierta profundidad z situaremos un elemento diferencial
de terreno sobre el que actiian tensiones verticales Gy y horizontales 6y (FIG. 5.4.A).

cficie libr Fic.5.4.A.
| A Superficie libre Estado inicial en
reposo.

Si sustituimos el plano imaginario por una pantalla indefinida de espesor inapreciable y
rigidez muy grande, sucede que el estado tensional inicial no queda alterado. A este
estado lo denominaremos estado inicial. En este punto se elimina la seccion de terreno
situada a la izquierda de la pantalla. Esto supone que la pantalla se vera sometida a las
tensiones que habia antes a la derecha pero sin que exista terreno a su izquierda para
que mantenga el equilibrio. Por tanto, la pantalla tendera a moverse bajo las tensiones
iniciales y el terreno de la derecha experimentara una relajacion que conllevara una
disminucion de las tensiones horizontales en el terreno proximo a la pantalla hasta
alcanzar unos valores permanentes Gp,, correspondientes a un estado tensional que

calificaremos de empuje activo (FIiG. 5.4.B).

Fic.5.4.B.
Estado activo.

A Superficie

—

Estado activo. El terreno se

moviliza contra la pantalla.
G

—— —
- —

GHa

AN
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Fic.54.C.
Estado pasivo.

FiG.5.5.
Movimientos y
desarrollo de empuijes.

164

De otro modo, si hubiésemos movido la pantalla contra el terreno de la derecha, sin
eliminar éste y de modo que se mantuviera el corte perfectamente vertical, las
presiones sobre el plano imaginario aumentarian como reaccion de la porcion de
terreno que se opone al movimiento. Finalmente, se llegaria a un estado de tensiones
permanente Gy, correspondiente a un estado tensional que denominaremos empuje
pasivo. (Fic. 5.4.C).

A Superficie
)
\
\
\
\ Gyo
|
GHP
<———
|
I .
I Estado pasivo. La pantalla se
] moviliza contra el terreno.
A’ )

La figura Fic. 5.5 muestra la evolucion de las tensiones horizontales en un punto,
cuando se considera la transicion de movimientos planteados sobre el plano
imaginario AA’. Existen dos estados limites: activo y pasivo. Estos estados
corresponden a la excavacion y a la reaccion del terreno frente a un movimiento de
pantalla hacia el suelo. Asimismo, estos dos estados son los extremos de las
tensiones que el terreno puede tener junto a un muro, es decir, los empujes minimos y
maximo del terreno hacia una estructura de contencion.

Estado pasivo (Gy,) 1|1 ----------=

Estado inicial (o)

__4_ Estado activo (oy,)
< ] [ >

Movimiento hacia la excavacion Movimiento hacia el terreno
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Habitualmente, cuando se realiza una excavacion interesa conocer el empuje activo del
terreno, ya que ésta va a ser la accion hacia la que tendera el terreno durante el vaciado
y la posterior construccion del muro. Ahora bien, en el caso de pantallas, en las que una
parte de la estructura esta enterrada, en la zona inferior enterrada sera la estructura la
que empujara contra el terreno. Esto hara necesario conocer el empuje pasivo como
limite de la reaccion, asi como la distribucion de tensiones o empujes sobre el plano
imaginario AA’, de modo que su integracion nos proporcione el empuje total sobre las
estructuras de contencion.

En todo lo descrito se ha supuesto que solo existen movimientos horizontales del plano
AA’. En estas condiciones se ha partido de un estado tensional tal que las tensiones
principales son horizontales y verticales. En realidad, esto no es mas que una
aproximacion. Lo indicado conduce a suponer que la tension horizontal inicial o el
empuje en reposo, oo, puede expresarse como:

040 =K, 0, [5.1]

dondeK) es el coeficiente de empuje del terreno en reposo. La determinacion de K es
ciertamente muy complicada. No obstante, en la practica y para suelos granulares y
arcillosos normalmente consolidados, suele tomarse en funcion del angulo de
rozamiento interno del terreno (¢) como:

K, =1-sin¢ [5.2]

De modo analogo, las tensiones horizontales correspondientes a los estados limites se
pueden escribir como:

0., =K,0,, Opp = Kpa,, [5.3]

En estas expresiones, K,y K, son los denominados coeficientes de empuje activo y
pasivo respectivamente. Dado que la tension o, se determina a partir de la densidad
efectiva y la profundidad del punto considerado, bastara con determinar el valor del
coeficiente de empuje correspondiente para determinar las acciones del terreno sobre
las estructuras de contencion.

5.4. Empuje activo

El calculo de empujes del terreno esta relativamente bien descrito y estudiado para
suelos granulares. Para otros tipos de suelo no se dispone de modelos que conduzcan a
calculos convenientemente precisos. Es por ello que en este capitulo se abordaran
modelos y calculos para suelos granulares.

5.4.1. Teoria de Coulomb para suelos granulares

Es norma practica aceptar que los movimientos que experimenta una estructura de
contencion no arriostrada hacen compatible que se pueda considerar que el empuje en
su trasdos es de tipo activo. En general, la situacion relativa de las fuerzas que actian
sobre el muro y la rigidez del terreno bajo la estructura hacen que dicho muro tienda a
girar alrededor del vértice comtin de su base y del trasdds. Esto conduce a una situacion
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en la que el muro experimenta una pequeiia descarga lateral que le lleva al estado
activo. Esta descompresion horizontal va acompaiada de un ligero movimiento
vertical, debido al asiento del terreno situado junto al trasd6s del muro. El giro del
muro permite incluso observar una cufia de terreno que acompafia al muro en su
movimiento horizontal. A este asentamiento del terreno se opone el trasdds del muro
con una fuerza vertical, inducida por el rozamiento en el mencionado trasdés del muro.

Esto significa que el terreno falla y el corrimiento vertical relativo entre el terreno y el
muro permite movilizar la fuerza de rozamiento descrita entre ambos. Por lo tanto, las
fuerzas que experimenta el muro seran, por un lado, las de componente normal al muro
y originadas por la accion de contencion del mismo y, por otro, las de componente
paralela al muro y debidas al rozamiento.

Esta situacion permite describir un empuje que gira, respecto a la normal al trasdos,
desde una posicion inicial normal al muro hasta una posicion que forma un angulo 9,
correspondiente al rozamiento de las tierras con la fabrica del muro, respecto de su
perpendicular. Habitualmente, este angulo suele oscilar entre 0,30 y 0,60 el valor
correspondiente al angulo de rozamiento interno del terreno. Mas concretamente, y si
no se dispone de informacion procedente de ensayos, para muros de hormigon y suelos
granulares se suele aceptar & = 20°. En general, el rozamiento de las tierras con el
trasdds del muro suele tener un sentido positivo y es favorable a la estabilidad del
muro. No obstante, existen situaciones en las que el terreno del trasdos es muy poco
compacto, con un angulo de rozamiento interno pequeflo, y entonces los asientos del
terreno pueden ser importantes y originar un rozamiento desfavorable a la estabilidad
del muro.

Actualmente, y para el caso de suelos granulares, es posible calcular los empujes del
terreno con razonable precision. Suponiendo que la rotura se efecthia siguiendo
aproximadamente una linea recta (plano de canto), las fuerzas que intervienen en el
equilibrio del muro (estado limite activo originado por la correspondiente formacion de
una cufia de terreno) son las que se indican en la Fic. 5.6. Esto equivale a suponer que
existe una cufa responsable del valor maximo del empuje en el instante del fallo del
terreno. Este esquema, deducido a partir de observaciones de muros dafiados o
derrumbados, es el que desarrolld Coulomb en 1779 para explicar el mecanismo de
fallo y rotura de estructuras de contencion no arriostradas contra terrenos granulares.

A partir del esquema incluido en la FiG. 5.6 veremos como determinar, siguiendo un
procedimiento grafico, el empuje activo maximo. Tal y como se ha indicado, se supone
una linea de rotura recta. De modo que se tendra el equilibrio del peso propio Wde la
cufa de terreno comprendida entre el muro y el plano de rotura, la reaccion E, del muro
sobre el terreno (igual y contraria al empuje activo del terreno sobre el muro) y la
reaccion R, del terreno que ha permanecido firme sobre la cufia de terreno que se ha
descargado o fallado. Esta tltima fuerza formara con el plano de rotura un angulo igual
al del rozamiento interno del terreno, ¢. Algunos valores de @, asi como algunas
densidades de terrenos granulares secos, se pueden consultar en la TABLA 5.1.

Ahora bien, la cufia elegida para el primer calculo no tiene por qué ser la que conduzca
al estado limite activo. Es por ello que el método consiste en proceder por iteraciones.
Elegido un primer punto 4 como posible vértice de la cufia de deslizamiento, se calcula
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el peso propio W, de la cufia, y en el poligono de fuerzas en equilibrio incluido en la
FIG. 5.6 se determinan los vectores E, y R,, ambos de direcciones conocidas. Una vez
calculado esto, se transporta el valor de £, sobre un eje comun a todas las iteraciones.

El calculo se repite seleccionando diferentes puntos B, C, D,.. . Finalmente con tres o
cuatro iteraciones se consigue apuntar el vértice G correspondiente a la cufia de terreno
que presenta el empuje maximo. Con esto se obtiene el vértice y la posicion NG del
plano de rotura de la cufia de empuje maximo.

Densidad seca

Clase de terreno Angulo de rozamiento interno[_1¢)

¥ (kN/m®)
Grava arenosa 20 35450
Arena compacta 20 35%-45°
Arena suelta 17 30°-35°

La posicion de la resultante de presiones sobre el muro, el empuje activo, puede
obtenerse con suficiente aproximacion trazando una paralela a NG que pase por el
c.d.m. de la cufia y que corte el perfil del trasdés del muro. Conocidas la magnitud y
posicion del empuje activo, es posible comprobar la estabilidad a wvuelco y
deslizamiento del muro. El procedimiento grafico planteado es conocido como método
grafico de Culmann.

En el caso de rellenos limitados por una linea recta, el planteamiento analitico se
ejecuta con sencillez y es posible la tabulacion de resultados. En esta situacion, el
método conduce a la siguiente expresion de E;:

E =S WK, [5.4]

TABLAS.1.

Valores orientativos de la
densidad y del angulo de
rozamiento interno para

algunas clases de
terreno granulares (a

partir de Calavera, 1989).

Fic.5.6.

Método de gréfico de
Culmann para
determinar el empuje
activo de suelos
granulares.
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FiG. 5.7. Angulos
necesarios para

calcular el coeficiente
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de empuje activo
horizontal Kah.

donde y es el peso especifico del terreno, H es la altura del muro y K, es el coeficiente
de empuje activo, cuya expresion es la siguiente:

2

K, = sinacos(¢—a)/,/cos(a+§).\/Sin(¢+5);in(¢‘ﬂ) [5.5]

cos(f-a)

Este coeficiente K, permite calcular el empuje total sobre el muro. A menudo, y por
razones de comodidad, se suelen determinar las componentes vertical E,, y horizontal
E,, del empuje total, partiendo de las expresiones:

E,= %J/HzKah [5-6a]

E, = %szKav = %szKah tan (5 + ) [5.6b]
1, 1

E =—vH - - 5.6¢

(TR R cos(d+a) 1>:6c]

Como puede observarse, estas expresiones permiten calcular el empuje total y sus
componentes vertical y horizontal en funcion del coeficiente de empuje activo
horizontal K.

Los valores tabulados del coeficiente de empuje activo horizontal, K., pueden
consultarse en la TaBLA 5.2. Asimismo, la FIG. 5.7 muestra los angulos implicados en
este calculo. El punto de aplicacion del empuje total estd situado a una profundidad z
desde la coronacion del muro dada por la expresion z = 2H/3.
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p=0° B=¢2 B=¢
Cualquier
cosa ¢ =0 @2 23¢ o 6=0 ©/2 2/3 ¢ [0} valor
15 523 480 469 449 589 552 542 524 835
200 417 378 367 348 482 446 435 418 763
25° 330 295 286 270 388 354 345 329 675
0,2 30° 257 229 221 207 306 278 270 256 587
35 198 175 169 158 237 214 208 195 496
40° 148 132 126 118 178 160 155 146 406
45° 108 96 93 86 129 116 102 95 320
15° 556 510 499 475 627 587 576 556 883
20° 454 409 397 376 526 485 473 453 822
25° 368 327 316 296 434 396 384 365 747
0,1 30° 295 260 250 233 353 319 309 291 666
35° 234 205 196 181 282 253 245 228 580
40° 182 159 152 140 220 197 190 176 492
45 139 121 116 106 168 149 140 132 405
15 588 538 524 500 665 621 609 587 933
20° 490 440 426 401 569 523 510 486 883
25° 406 359 345 322 482 436 423 400 824
0 30 333 291 279 257 402 360 334 326 750
35 271 235 224 205 330 293 283 262 672
40° 218 187 183 161 267 235 226 207 587
450 172 148 145 125 210 185 177 160 500
15 619 564 549 521 701 654 640 615 983
20° 525 469 453 424 612 561 545 518 948
25° 443 389 373 345 529 477 461 434 900
-0.1 30° 372 321 306 280 452 402 387 359 839
35 309 264 251 226 381 335 318 294 768
40° 254 216 204 180 316 275 263 237 689
45 207 174 164 143 257 223 212 188 605
15° 648 588 571 541 737 584 669 642 1036
20° 559 495 477 444 654 596 579 548 1016
25° 479 416 398 365 576 516 498 465 982
-0,2 30° 409 349 332 299 502 442 424 390 933
35 347 292 275 244 432 376 360 323 872
40° 292 243 229 197 367 316 300 265 800
45° 243 200 186 157 307 262 247 213 720

La teoria de Coulomb supone una distribucion lineal de empujes en el trasdés de la
estructura de contencion. El empuje activo unitario forma un angulo & con la
perpendicular del trasdos de la estructura y puede escribirse como:

e, =12k,

[5.7a]

TABLAS.2.

Coeficientes de

empuje activo

horizontal. Valores de
103 Kan (Kezdi, 1975).

169



% Calculo de elementos estructurales

170

A menudo, sobre la coronacion del terreno situado sobre el trasdos del muro se
presenta una sobrecarga uniformemente distribuida, p. Siguiendo un procedimiento
analogo al desarrollado anteriormente, se llega a que el empuje unitario activo tiene
como expresion:

cosa
e, —['\/Z"l‘pmJKa [57b]

Esto significa que se afiade al empuje con variacion lineal del terreno un empuje
homogéneo, cuyo valor depende de la propia sobrecarga, la geometria y el coeficiente
de empuje activo.

5.4.2. Calculo del empuje activo utilizando la teoria de Rankine

Finalmente, cabe mencionar la posibilidad de solucionar el empuje activo sobre
determinados muros empleando la teoria de Rankine. Este método se aplica en los
casos, muy frecuentes por otra parte, en que los terrenos en el trasdds del muro tienen
su coronacion horizontal y el propio muro es vertical. Dado que el calculo pretende
obtener el empuje activo, se supone que todo el terreno tras el muro se encuentra en
estado de rotura. Se afiade una simplificacion consistente en despreciar el rozamiento
tierras-fabrica en el trasdds del muro. Teniendo en cuenta todas estas consideraciones,
el empuje activounitario es horizontal y su distribucion puede expresarse asi:

e, =(vz+p)K, =(yz+ p)tan’ (45" —gj [5.8]

Este coeficiente de Rankine suele utilizarse mucho en aquellos casos practicos que se
ajustan a las condiciones detalladas, dada la sencillez del calculo que hay que realizar.

5.4.3. Presencia de agua en el terreno. Influencia del nivel freatico

Otro aspecto importante que se debe considerar es el efecto del agua en el terreno,
debido, en general, a la presencia de un nivel freatico en el subsuelo. En esta situacion,
deben considerarse dos componentes del empuje sobre la estructura. Una debido al
empuje hidrostatico del agua y otra debido al empuje efectivo del terreno. El empuje
hidrostatico es perpendicular al paramento del muro y se calcula a partir del peso
especifico del agua, v, mientras que el empuje efectivo del terreno se calcula teniendo
en cuenta la densidad aparente del terreno, vy, y la sumergida, y’. La Fic. 5.8 muestra dos
situaciones posibles, en lo que refiere a la profundidad del nivel freatico, y las formulas
que deben emplearse para calcular los empujes:

Debe observarse que el empuje hidrostatico sobre muros es muy superior al empuje
debido a las tierras. Esta situacion hace necesario y conveniente reducir la accion
hidrostatica drenando adecuadamente el trasdos de los muros.
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mpujes horizontales RN R
€n muros en presencia —_—
de niveles fredticos a
distinta profundidad.
H
NF P P
- vwH v HK,
H
NF vhK,
NF D) P
N Yu(H-h) [yh + y(H-h)K,

5.5. Empuje pasivo

El céalculo del empuje pasivo, también denominado reaccion del terreno, se realiza
empleando procedimientos analogos a los indicados para el empuje activo. Si se opta
por utilizar la teoria de Coulomb, se determinaria la cufla de empuje o reaccion
minima. Este modo de proceder no es del todo correcto, ya que supone una figura de
rotura con perfil recto cuando en realidad es de perfil curvo.

En el caso de emplear la teoria de Rankine, y en las mismas condiciones planteadas
antes, el empuje pasivo unitario, e,:

¢, =(rz+p)K, =(v2+p)ta“2(45° %j [5.8]

Normalmente, cuando se requiere calcular el empuje pasivo suele ser porque se le
considera una reaccion favorable del terreno sobre la estructura (es el caso del célculo
de pantallas, por ejemplo). Esto conduce a calcular valores del empuje pasivo que no
sean cotas superiores. Y ademas motiva que se deban utilizar con mucha precaucion las
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diferentes teorias existentes para la evaluacion de e,. Si se consideran muros con un
trasdos vertical y un relleno limitado por un perfil recto, se pueden utilizar los
coeficientes de empuje pasivo mostrados en la siguientetabla:

8=0

Blo o= 10° 15° 20° 25° 30° 35° 40° 45°

0 1,42 1,70 2,04 2,46 3,00 3,69 4,58 5,83
-0,1 1,38 1,63 1,92 2,27 2,67 3,10 3,77 4,54
-0,2 1,36 1,56 1,81 2,08 2,38 2,71 3,09 3,50
-0,3 1,32 1,49 1,69 1,89 2,10 2,30 2,50 2,68
-0,4 1,28 1,42 1,57 1,70 1,82 1,92 1,99 2,02
-0,5 1,23 1,34 1,44 1,51 1,56 1,58 1,56 1,48
-0,6 1,18 1,25 1,30 1,32 1,32 1,28 1,19 1,06
-0,7 1,12 1,15 1,17 1,14 1,09 1,00 0,880 0,731
-0,8 1,07 1,06 1,03 0,97 0,882 0,764 0,626 0,480
-0,9 1,00 0,961 0,395 0,803 0,686 0,557 0,422 0,292
-1,0 0,848 0,749 0,637 0,520 0,404 0,296 0,200 0,123

5,=-0,5¢

Blo o= 10° 15° 20° 25° 30° 35° 40° 45°

0 1,54 1,97 2,55 3,38 4,62 6,55 9,73 15,48
-0,1 1,51 1,90 2,40 3,12 4,12 5,63 8,00 12,06
-0,2 1,48 1,81 2,26 2,06 3,66 4,81 6,56 9,52
-0,3 1,44 1,73 2,11 2,59 3,23 4,09 5,30 7,11
-0,4 1,39 1,64 1,96 2,33 2,80 3,41 4,23 5,36
-0,5 1,35 1,55 1,80 2,08 2,41 2,81 3,31 3,94
-0,6 1,29 1,45 1,63 1,82 2,03 2,27 2,52 2,82
-0,7 1,22 1,34 1,46 1,57 1,67 1,78 1,87 1,94
-0,8 1,17 1,23 1,29 1,33 1,36 1,35 1,32 1,27
-0,9 1,09 1,11 1,12 1,10 1,06 0,988 0,895 0,776
-1,0 0,925 0,868 0,797 0,714 0,623 0,525 0,425 0,327
gos 0,996 0,991 0,984 0,976 0,965 0,953 0,939 0,923

P
5,=-0,75¢

Blo o= 10° 15° 20° 25° 30° 35° 40° 45°

0 1,59 2,08 2,76 3,78 5,31 7,97 12,63 22,11
-0,1 1,55 2,00 2,61 3,48 4,79 6,36 10,39 17,22
-0,2 1,52 1,91 2,45 3,19 4,26 5,86 8,51 13,26
-0,3 1,49 1,83 2,29 2,90 3,75 4,98 6,39 10,16
-0,4 1,44 1,73 2,12 2,61 3,26 4,16 5,49 7,65
-0,5 1,39 1,64 1,95 2,33 2,80 3,42 4,30 5,62
-0,6 1,33 1,52 1,76 2,03 2,36 2,76 3,27 4,02
-0,7 1,26 1,41 1,58 1,75 1,95 2,16 2,42 2,77
-0,8 1,20 1,30 1,39 1,49 1,58 1,65 1,72 1,82
-0,9 1,12 1,17 1,21 1,23 1,23 1,20 1,16 1,10
-1,0 0,956 0,917 0,864 0,799 0,724 0,64 0,553 0,466
gos 0,991 0,980 0,965 0,947 0,923 0,896 0,866 0,843

P

TABLAS.3.
Coeficientes de empuje
pasivo, Kp.
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5.6. Proyecto y construccion de estructuras de contencion rigidas

El proyecto de muros rigidos requiere conocer, en primer lugar, las caracteristicas
geotécnicas del terreno que rodea el muro. Esto es imprescindible para determinar los
empujes sobre los diferentes planos del muro. Los datos necesarios son el peso
especifico del suelo, vy, el peso especifico sumergido, y’, la cohesion, ¢, y el angulo de
rozamiento interno ¢. En caso de disefiar estructuras de contencion que requieran
trabajar diferentes capas de terreno, es necesario conocer estos datos para cada tipo de
material, ya que permitiran calcular los empujes debidos a:

- terreno en el trasdos

- terreno del pie de muro

- accion del agua contenida en el terreno
- sobrecargas proximas

Este conjunto de acciones, junto a un predimensionado conveniente de la estructura de
contencion, deben permitir comprobar la seguridad del muro considerando diferentes
mecanismos de fallo que se detallaran a continuacion.

5.6.1. Formas de agotamiento

Las estructuras de contencion pueden alcanzar los siguientes estados limites de servicio
y ultimos.

1) Estabilidad al vuelco o giro excesivo del muro considerado como un sé6lido
rigido.

2) Estabilidad frente al deslizamiento del muro.

3) Seguridad frente al hundimiento o deslizamiento profundo del muro. Se
debe a la formacion de una superficie de deslizamiento profunda cuyo perfil
tiene forma cuasi circular. Este tipo de fallo se manifiesta si existe una capa de
suelo blando a una profundidad igual a aproximadamente 1,5H, donde H es la
altura del muro medida desde la base de la zapata hasta la coronacion.

4) Deformacion excesiva del alzado. Se puede manifestar solamente en muros
de elevada esbeltez.

5) Fisuracion excesiva. Se puede manifestar en cualquier zona sometida a
traccion.

6) Rotura por flexion. Puede presentarse en el alzado, en la puntera o en el
talon. Los sintomas de prerrotura solo son observables en los planos de
traccion, que en todos los casos estan ocultos.

7) Rotura por esfuerzo cortante. Puede presentarse en el alzado, en la puntera,
en el taléon o en el tacon.

8) Rotura por esfuerzo rasante. La seccion mas vulnerable suele ser la de
arranque del alzado. Esto es asi dado que esta seccion, la de mayor momento
flector y maximo cortante, se corresponde con una junta de hormigonado
obligada.

9) Rotura por fallo de solape. La seccion mas vulnerable suele ser la de
arranque de la armadura de traccion del alzado, donde la longitud de solape
debe ser cuidadosamente estudiada.
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5.6.2. Seguridad

Todos los aspectos de seguridad relativos al muro, entendido como una estructura de
hormigén que debe mantener su integridad, estin establecidos y detallados
convenientemente en la Instruccién de Hormigén Estructural EHE-08. Otros aspectos,
como los relativos a la seguridad al vuelco o al deslizamiento, se detallan a
continuacion. En relacion con el estudio de la seguridad ante un deslizamiento
profundo remitimos a un texto mas especializado (Jiménez Salas, 1980).

- Seguridad al vuelco. Usualmente se acepta una seguridad de 2,0 para acciones
frecuentes. Este valor se reduce a 1,5 para combinaciones que incluyen acciones
excepcionales.

- Seguridad al deslizamiento. En ausencia de empujes pasivos favorables se
suele adoptar un valor de seguridad de 1,5. En presencia de empujes pasivos
debe incrementarse hasta 2,0 el coeficiente de seguridad.

A continuacion se sintetizan las ecuaciones que deben ser verificadas para garantizar la
seguridad al vuelco y a deslizamiento para muros de gravedad y para un tipo de muros
de ménsula. La FIG. 5.9 y la FiG. 5.10 muestran, respectivamente, un muro de gravedad
junto al diagrama de cargas que sobre ¢l actian y un muro de ménsula con puntera y
talon junto a las cargas que actiian sobre el mismo. En ambos casos, la resultante de las
acciones se localiza aplicando momentos respecto al pie del muro. La distancia, d,
medida desde el extremo de la puntera y donde se localiza la resultante de las acciones,
se obtiene aplicando momentos respecto del extremo de la puntera:

_W-a+E, -e—E,-b
W+E,

d [5.9]

En ambas situaciones se ha supuesto que el empuje pasivo, E,, es nulo. La seguridad al
vuelco se verifica comprobando que:

W-a
E -e

a

C:

sV

> 1,50 [5.10]

La seguridad al deslizamiento se asegura si se cumple:

W+E
C,=—"tan4>1,50 [5.11]

aH

Si se incluye el empuje pasivo en el pie del muro, debe modificarse la seguridad y la
verificacion que se debe realizar, que cambia a:

(W+E,, )tand+E,
= -~ >2,00 [5.12]

aH

En todos los casos 6 representa el angulo de rozamiento del suelo con la base del muro
(rozamiento tierras-fabrica). Asimismo, el peso W representa el peso del muro y del



Fic.5.9.

Diagramas de cargas
para proyectos de
muros de gravedad.

Fic. 5.10.

Diagramas de cargas
para proyectos de
muros de ménsula.
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terreno sobre la puntera en muros de semigravedad. En muros de ménsula, W

representa el peso del muro y del terreno sobre la zapata.

Ev E.

Ey

R F

En general, aunque resulta conveniente que la cota del apoyo del muro se halle entre
1,00 m y 1,50 m bajo el nivel de excavacion, no se suele contar con la accion favorable
que ofrece la resistencia pasiva en el pie, salvo en situaciones muy concretas en que se
pueda garantizar la continuidad del terreno en esta zona.

Ademas de las comprobaciones de tipo geotécnico, deben realizarse, como ya se ha
indicado, las verificaciones oportunas que aseguren la integridad estructural del muro.
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Esto significa comprobar la admisibilidad de los estados tensionales, la correcta
disposicion de armaduras y anclajes, y otros aspectos convenientemente recogidos en la
norma.

5.7. Estructuras flexibles

En general, las estructuras flexibles mas frecuentes son las pantallas hormigonadas in
situ con lodos bentoniticos durante su ejecucion. La tecnologia constructiva de este tipo
de pantallas se ha desarrollado mucho, de modo que existen numerosos sistemas,
algunos de ellos patentados, para su ejecucion (cucharas, guiaderas, etc.).

Las pantallas in situ se construyen perforando en el terreno zanjas profundas y
alargadas, que se mantienen abiertas bien por su propia resistencia o bien con ayuda de
los lodos bentoniticos con los que se llenan. Las zanjas se ejecutan por bataches que se
van hormigonando, previo armado, hasta conseguir una pantalla continua en la que las
juntas entre paneles suponen discontinuidades de segundo orden. Para el hormigonado
del panel se emplea una tuberia que se introduce centrada a través del lodo hasta el
fondo de la excavacion. El hormigonado se realiza de modo continuo para favorecer
que el hormigén desplace completamente el lodo bentonitico y éste se vea arrastrado
hacia la superficie y quede desalojado de la zanja. Para este efecto, el tubo de
hormigonado debe permanecer siempre hundido de 3 a 5 m en la masa de hormigén. El
proceso no se interrumpe hasta que el hormigoén rebasa unos 30 0 40 cm la cota tedrica
de la pantalla. Este hormigon superior es el primero que se vertié y, por lo tanto, se
halla contaminado y debe ser eliminado, dado que en la coronacion se suele incluir una
viga de atado de paneles. Las armaduras de esta viga de atado deben enlazar con las de
la pantalla.

5.7.1. Calculo de estructuras flexibles (pantallas)

En las estructuras flexibles, la rigidez de las mismas desempefia una influencia clara en
el valor final de los empujes que recibe.

Normalmente las estructuras flexibles son disefiadas para trabajar a flexion. De este
modo, la deformabilidad de la estructura permite aprovechar el empuje pasivo del
terreno. Esto se consigue, en un primer intento, adelgazando la estructura y
prolongando la parte enterrada mucho mas que en muros. Como dato orientativo y
sobre la base de pantallas de hormigén armado, en un terreno de calidad media, la
longitud del voladizo suele ser del mismo orden que la longitud enterrada de la
pantalla. Asi, los empujes activos del trasdds los compensa la reacciéon pasiva de la
zona enterrada, en la cual no se llega a desarrollar el empuje pasivo totalmente, salvo
en el caso de deformaciones muy grandes.

La F1G. 5.10 indica los estados de empujes que se movilizaran en dos puntos de una
pantalla flexible en voladizo. En la parte superior se desarrolla el estado activo, pero
dificilmente se desarrolla el estado pasivo completamente en la zona enterrada.
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Exceptuando la posibilidad de calcular pantallas flexibles mediante aplicaciones
basadas en el método de los elementos finitos, es muy practico poder acudir a métodos
simplificados, que introducen en general la hipotesis de que el movimiento de la
pantalla o estructura flexible es suficientemente grande como para alcanzar estados
activos y pasivos finales. Esta hipotesis se completa con coeficientes de seguridad
adecuados.

Supuestas estas hipétesis basicas, el proyecto de una pantalla continua debe redactarse
teniendo en cuenta:

- Lasituacion adecuada a su funcion en alzado y planta.

- Laestabilidad general y particular frente a rotura del terreno.

- La seguridad estructural de la propia pantalla y elementos de soporte.

- Repercusiones posibles en construcciones adyacentes. Particularmente debidas a
los movimientos verticales u horizontales que acompaian la excavacion y que
pueden no ser admisibles para las estructuras proximas.

A efectos de calculo, se debera verificar y comprobar:

- La estabilidad de la pantalla frente a empujes del terreno. Las cargas previstas
en los eventuales soportes y la reaccion pasiva de la zona enterrada deben
equilibrar, con la seguridad conveniente, el empuje del trasdos.

- La estabilidad de conjunto frente a una rotura del terreno.

- La estabilidad de los elementos de los sistemas de soporte (puntales, anclajes),
con la seguridad conveniente sobre la maxima carga de trabajo prevista.

El equilibrio estatico de los empujes debe verificarse contrarrestando los empujes
activos con los pasivos movilizados en la parte enterrada (FiG. 5.11). La hipdtesis
fundamental es que se alcanzan los estados limites y que la reaccion de la parte final de
la pantalla se concentra en una fuerza R, denominada contraempuje. Evaluados
previamente los empujes activos en el trasdos y los pasivos en el intradds hasta una
profundidad incognita ¢, y tomando momentos en ese punto 0, puede determinarse esta

FiG. 5.11.
Empuijes activo y

pasivo en una pantalla

flexible en voladizo.
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Fic. 5.12.
Pantalla en voladizo.
Equilibrio de empujes.

178

incognita. Para que se desarrolle el contraempuje se suele contemplar que la
profundidad total de empotramiento, L, sea igual a 1,2 t.

Es habitual considerar nulo el rozamiento tierras-pantalla. Los empujes se calculan
utilizando la teoria de Rankine y se reduce el empuje pasivo a 2/3 del valor maximo,
como estrategia para incrementar la seguridad.

YZK,

o

vhK,

\4

\ 4
=

/
— -

Para un terreno homogéneo las ecuaciones de equilibrio permiten determinar el valor
de #:

1 1 H
YK, (H+t) ==K, = t=———— [5.12]
6 6 (k,/K,) -1
La profundidad en la que se tiene momento maximo (z,,,) con cortante nulo es:
H
TN ] 43
( P ﬂ) N
El valor del momento maximo es:
K(H+z )V K,z B K H®
Mmax — a( Zmax) — __pmax P 5 [514]
6 6 1/2
6 (x,/x,)" 1]









Diseno sismico de estructuras

El disefio sismico de estructuras pretende analizar el comportamiento de una
edificacion bajo solicitacion dinamica; mas concretamente, el efecto de las
aceleraciones horizontales del terreno. El calculo sismico presentado en este capitulo
requiere modelizar convenientemente la accidon sismica y determinar después las
fuerzas estaticas equivalentes inducidas sobre los pilares de la estructura. Una vez
encontradas las fuerzas estaticas equivalentes el calculo se hace por medios
convencionales.

Finalmente se haran algunas recomendaciones sobre las tipologias mas adecuadas y los
detalles constructivos especificos para soportar la accion sismica.

6.1. Definiciones

Se entiende por peligrosidad sismica de una zona una medida de la posibilidad o
frecuencia de ocurrencia de terremotos en dicha zona. Esta medida puede darse por
ejemplo, mediante aceleraciones, velocidades, desplazamientos o intensidades
macrosismicas. O también podria darse como una medida probabilista, como por
ejemplo, la probabilidad de que en un tiempo determinado, en una region concreta, se
dé un terremoto de una intensidad determinada.

En cuanto a las medidas probabilisticas para una region y un sismo de magnitud
dados, se define el tiempo de retorno 7, como el tiempo medio entre dos sucesos de ese
tipo. Puede probarse que los terremotos de una intensidad dada siguen una distribucion
de Poisson, tal que la probabilidad de que en un tiempo 7 ocurran k terremotos de
magnitud M, viene dada por:

p(k,T;MO)=%|:%} e[m} [6.1]

r

donde la dificultad esta en encontrar la dependencia del tiempo de retorno 7, en funcién
de la magnitud buscada, cosa que soOlo sabemos hacer mediante una estimacion
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empirica a partir de medidas de frecuencias de terremotos reales. Naturalmente, a partir
de [6.1] es trivial ver que la probabilidad de que se produzca algin terremoto de
magnitud dada M, durante el periodo T viene dada por:

T T
Igin terremoto, 75 M, ) = 1- p(0,T;M, )1 - {mhp T P
p(algin terremoto o) »( o)l-e aCA [6.2]

r

Mas importante que el concepto de peligrosidad sismica, es el de riesgo sismico. La
peligrosidad s6lo nos da idea de la probabilidad de ocurrencia de un terremoto pero no
de sus efectos. Para llegar al concepto de riesgo sismico tenemos que considerar la
vulnerabilidad de las estructuras (probabilidad de que se produzca el fallo total o
parcial bajo las solicitaciones sismicas) y el dafio producido*’en caso de fallo de las
estructuras. Por ejemplo, el terremoto de Bam (Iran) en diciembre de 2003 de
intensidad 6,3 arraso6 esa ciudad histérica y produjo algo mas de cincuenta mil muertos.
En cambio el terremoto de Japdn de noviembre de 2004 fue de intensidad 7,1 —lo cual
significa que supuso una liberacion de dieciséis veces mas energia, ya que la intensidad
1 se define como [ = (2/3) - log,o(Ep) — 10,7— y no hubo muertos. Obviamente el factor
explicativo de la catastrofe de Bam es la vulnerabilidad. Asi pues, podemos considerar
que el riesgo debe ser un “producto” de tres conjuntos de factores:

riesgo sismico = peligrosidad ®vulnerabilidad ® dafio producido

Asi, para el caso comparativo que estamos considerando, podriamos construir la
siguiente tabla (sin intentar dar indices numéricos) para evaluar el riesgo:

Riesgo Peligrosidad Vulnerabilidad Daiio
Japon medio alta baja alto
Bam alto media muy alta medio

Aclarado lo anterior, debemos explicar cual es el esquema de la mayoria de las
normativas de calculo sismico. Estas normativas recogen métodos, mapas de
caracteristicas geotécnicas y recomendaciones de diseflo sismico. En general, los
aspectos concretos que suelen ser tratados detalladamente en una normativa de calculo
sismico, son los siguientes:

1) Tipos de estructuras a los que se aplica la normativa (aqui consideraremos
estructuras que pueden ser adecuadamente modelizadas mediante un modelo
eléstico lineal).

2) Mapa de peligrosidad sismica de la zona, asi como definicion de la accion
en forma de espectro sismico de respuesta. Esto nos dara una modelizacion
adecuada de las cargas sismicas equivalentes.

3) Método de calculo de las fuerzas sismicas equivalentes. Teniendo en
cuenta los datos geotécnicos y geoldgicos de la zona, los espectros de
respuesta del terreno y el modelo adoptado para la estructura, se calculan
unas fuerzas sismicas equivalentes que reproducen los esfuerzos mas
desfavorables en caso de sismo.
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4) Recomendaciones referentes a la forma en planta de las estructuras mas
adecuadas a una zona sismica, asi como recomendaciones sobre la tipologia
estructural concreta y recomendaciones sobre los materiales para
estructuras sismorresistentes.

En las siguientes secciones caracterizamos cada uno de estos puntos necesarios para un
calculo sismico.

6.2. Analisis modal de edificios de cortante

6.2.1. Estructuras elasticas y ecuaciones de movimiento

El modelo mas sencillo que uno puede usar para el calculo sismico de una estructura es
suponer que ésta es una estructura lineal en que los desplazamientos son proporcionales
a las fuerzas aplicadas. En este caso la estructura viene caracterizada por un objeto
matematico llamado matriz de rigidez. Restringiéndonos a estructuras lineales
formadas por barras unidimensionales, si deR™ es el vector de desplazamientos
nodales en la posicion de equilibrio y FeR™ el vector de fuerzas nodales equivalentes
aplicadas sobre la estructura, ambos estaran relacionados por la matriz de rigidez
[K]eM,,.,(R) de la siguiente manera:

F+[K]d=0 [6.3]

Si ademads consideramos el estado transitorio en que la estructura se estd moviendo bajo
la accion de fuerzas variables, necesitamos introducir la matriz de masa [M]eM,, ., y la
matriz de amortiguamiento [C]€ M, .. Si llamamos x(f)eR™ a los desplazamientos con
respecto a la posicion de equilibro en ausencia de fuerzas, tenemos que la ecuacion del
movimiento es del tipo:

[M]X (¢t)+[C]X (t)+[K]X (t)=-F(t) [6.4]

La accion sismica F(f) se puede modelizar adecuadamente como una aceleracion de
terreno, cuya componente vertical al terreno suele ser menos importante. Debido a eso
para F(¢) suele tomarse la forma a(f)[M](1,1, ...,1)", siendo a(f)eR una funcion escalar
del tiempo que representa la aceleracion horizontal del suelo. Por otro lado, se admite
que en las estructuras convencionales:

- La deformacion de los pilares asociada al esfuerzo normal es despreciable €,,~0
y s6lo son importantes los desplazamientos provocados en ellos por la flexion.

- Los forjados son rigidos (tanto a flexion como frente a esfuerzos normales).

- Las fuerzas inerciales de todos los elementos es despreciable frente a las
fuerzas inerciales de los forjados y las concargas situadas sobre ellos.

Bajo esas tres hipotesis, que se cumplen razonablemente bien en las estructuras
convencionales se considera que un modelo matematico o esquema para el calculo
sismico adecuado es la columna de cortante, que estructuralmente se puede representar
como:
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De acuerdo con este esquema, un edificio de m plantas queda modelizado como una
columna flexible de m grados de libertad, en que las masas M; estdn concentradas en
los forjados. Una vez definido este modelo, podemos avanzar en la forma particular de
las matrices de masa [M], rigidez [K] y amortiguamiento [C] que usaremos. Como la
masa se considera concentrada en cada uno de los forjados tenemos una matriz de
masade forma diagonal:

M, 0 .. 0
0 M, .. 0

[M]= ? [6.5]
0 0 0 M

m

Ademas, debido a la forma particular de la solicitacion sismica como aceleracion
horizontal y la rigidez a flexion de los forjados, resulta que podemos usar una matriz de
rigidez reducida que sélo incluya los grados de libertad de desplazabilidad horizontal.
Y, puesto que el desplazamiento relativo de un forjado con respecto al que tiene por
debajo y el que tiene por encima solo induce esfuerzos sobre ellos dos, solo los
términos Kj;, donde | i —j | < 1, son diferentes de cero (matriz tridiagonal). De hecho,
tenemos matriz de rigidez [K] del tipo:

k+k, —k, 0 .. 0
—k,  ky+k, —k, .. 0
[K]=] 0 -k  h+k, o [6.6]
.k,
0 0 -k, k,

dondek,, la rigidez total a cortante de pilares de la planta r-ésima es igual a 12EI,/h,’,
donde a su vez I, es la suma de momentos de inercia de los pilares de la planta r-ésima;
si una planta tiene p pilares iguales cada uno con inercia igual a /), entonces I, = p-,.
Ademas, la hipotesis de que todas las fuerzas inerciales son despreciables frente a la
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asociada a la masa de los forjados y las concargas sobre ellos conduce a una matriz de
masa diagonal.

Para la matriz de amortiguamiento debe tenerse en cuenta que el rozamiento esta
producido por tres factores principales: 1) el rozamiento entre superficies de
deslizamiento que produce una fuerza de friccion proporcional a la fuerza normal de
contacto y, por tanto, de una contribucion proporcional a [M]; 2) la friccidn interna del
propio material de la estructura que produce un amortiguamiento proporcional a la
fuerza de recuperacion elastica y, por tanto, de una contribucién proporcional a [K]; y
3) efectos de la viscosidad del material de la estructura. Ignorando el factor 3, una
forma razonable de la matriz de amortiguamiento es [6.4¢]:

[C]=ou[M] + 0,[K] [6.7]

Esta forma de la matriz de rozamiento se llama matriz de amortiguamiento de tipo
Rayleigh, donde o; y o, son dos coeficientes que se tienen que determinar
empiricamente. Finalmente, las fuerzas vienen dadas por las fuerzas de inercia
d’Alembert provocadas por la aceleracion forzada a(f) del terreno en la base de la
estructura y, como se ha dicho, son:

F(t) = (Fy(0), ..., F,(f)), donde Fi(f) = M; - a(t) [6.8]

6.2.2. Analisis modal: modos de vibracién propios y frecuencias naturales

Si consideramos de nuevo la ecuacion del movimiento [6.4] y prescindimos por el
momento del amortiguamiento para simplificar, vemos que esa ecuacion matricial es
un sistema en general complicado de ecuaciones acopladas para cada uno de los grados
de libertad vibracionales (que, con las simplificaciones hechas, coinciden con las
oscilaciones horizontales de cada uno de los forjados que componen el edificio).

[M]X (1) +[K]x ()= F (0)=

m X, (1)=0+(k +k) X, (1) -k X, (1) ==F (1)
m, X, (t)—k, X, (¢t)+(k, +k)X2() kX, (1) =-F,(1) [6.9]

m X, (1) ~k, X, (1 ) (k, +k,)X,(1)-0 =-F, (1)
Para poder resolver ese sistema que involucra las funciones escalares X;(f) componentes
del vector X(1) = (Xi(9), Xa2(¥), ..., X,(1))eR™ se busca un conjunto de m vectores A
llamados modos propios de vibraciéon, en funcion de los cuales el sistema de
ecuaciones acoplado [6.9] puede ser reescrito como m ecuaciones no acopladas
independientes.

Para calcular los modos propios se ensaya una solucion de la forma X(f) = de ™ con
AeR™ que satisfaga la ecuacion [6.9] con F(f) = 0 (vibraciones libres), es decir:
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—[M] 4w e +[K]4e™ =0= ([K]-’[M])4=0 [6.10]

Esta tltima ecuacion homogénea sélo tiene una solucion no trivial si el determinante de
([K] — @’[M]) es nulo para el valor de o seleccionado. Para encontrar los valores de ®
para los cuales existe solucion, desarrollamos el determinante y llegamos a una
ecuacion polindmica del estilo P(0) = 0™ + o™ + 0™ + ... + 0ty ©0° + atpy = 0.

Puesto que [K] y [M] son matrices reales y simétricas y ademds [M] es definida
positiva, resulta que todas las soluciones para ®” son reales y positivas. De hecho,
existen exactamente m soluciones ®;, que se denominan frecuencias propiasde la
estructura. Si las ordenamos de menor a mayor, la frecuencia ®; se denomina
frecuencia fundamental.

Ademas, para cada frecuencia natural «; existe al menos un vector propio normalizado
Agy = (A, Ao ---» Am) que es solucion de la ecuacion [6.10] con o = w; y tal que:

([K]- [M])4, =

[6.11]

Es interesante sefialar que estos modos de vibracion son linealmente independientes (de
hecho, vienen representados por vectores ortogonales en el producto escalar asociado a
la matriz [M], es decir, 4y 'm A = 0 si i #j). A continuacion usamos estos modos
propios de vibracion para resolver nuestro problema inicial como combinacion lineal
de los m modos propios de vibracion, es decir, tomaremos una X(¢) de la forma:

" Xl ([) ‘A(l)l A(n)l
D=2 45 ()= o |=| o [n(O)Fr| X (1) [6.12]
k=1
(l)n A(n)/z
donde ahora las funciones x;() son funciones escalares que solo dependen del tiempo.*’
Notese que las funciones Xi(f) introducidas anteriormente cumpliran que Xi(f) =

Amxi(t) + Agixa(f) + ... + Agyxn(?). Introduciendo la solucion de la forma [6.12] en la
ecuacion original [6.9] y multiplicando ambos miembros por 4" se obtiene:

A(f)[M](kiA(k)jék ]+AT [ZAM j f)[K][kﬁA(k)xk(t)]zAg)F(t)

donde, si ahora aplicamos las condiciones de ortonormalidad,4;, -\ 4, = 0 (para i#),
llegamos al siguiente sistema de ecuaciones desacopladas independientes:

% (0)+2v,0% (1)+oix (1) =-Qa(r)

X, (t)+ 2v,m,%, (t)"'@;xz (t) = —Qza(t) [6.13]

X, (¢ )+2vmo)m.);n (t)+oix, (1) =-0,a(t)
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donde se han introducido las siguientes definiciones:
F"(t)=-a(t)[M](L1,...,1)" [6.14a]

Tt
_Aplel4
Y 20M

El coeficiente Q; se llama coeficiente de participacién modaldel modo i, mientras que
v; se denomina amortiguamiento modaldel modo i. Cada una de las ecuaciones
independientes del sistema [6.12] es muy sencilla y su calculo se explica en la seccion
siguiente.

Ejemplo numérico 1

Calcular las frecuencias propiasw; y los modos de propios de vibracién Ag del
siguiente edificio de hormigdn, teniendo en cuenta que la carga sobre el primer piso es
q1= 930 kp/m’y sobre el segundo es q,= 835 kp/m* (usando E. = 300500 kp/cm?).

Seccion vigas: 20 x 40
Seccidn soportes: 30x 30

V4

/4
/4 v

Pértico XZ Pértico YZ

3,50

4,00

5,00 | 5,00 | 5,00 |
— | | |

En primer lugar calculamos las masas inerciales equivalentes a las cargas gravitatorias
q1Y ¢, es decir, las masas tales que ¢S = m g y ¢,S = myg. De aqui deducimos que la
matriz de masa es simplemente:
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m; 0 Slq O 4,65 0
Ml=|"" =2 =10* k
(] [O mj g[O qj |: 0 4’18} [ke]

La matriz de rigidez, teniendo en cuenta que tanto la primera planta como la segunda
estan formadas por seis pilares, tenemos, I; = 61,5, = 6 - (0,34)/ 12 =4,05: 107 m*, como
k; = 12EI/h; llegamos facilmente a la siguiente matriz de rigidez [K]:

k+k, —k 5,13 -3,34
[K]=" > =10 [kgs’z]
—k, k, -3,34 3,34
Para el calculo de las frecuencias propias, tenemos que calcular simplemente:

k+k,—mo® -k,

o = mm,o* +((k +ky )my —kym, ) +k k, =0

—k, k, —m,®

El calculo de las frecuencias mediante la resolucion anterior lleva a:

, _ 6162400  200+/5639262891

o = o, ~13,36s™
6479 19437

(D; _ 6162400 . 200+/5639262891 o, ~ 41,525
6479 19437

Por ello, el periodo fundamental de la estructura es 7| = 2/, = 0,47 s. El calculo de
los modos propios se realiza calculando los vectores propios numéricamente y luego
normalizando convenientemente:

[A ]_ 1,0000 1,0000 b = MO
04 1| 12875 ~0,8640 O M,
2,94 3,59
_ _ -3 s >
@)= [q)(l)’d)(”] =10 {3,78 —3,19}
—>
_> 4—
Modo de vibracion 1 Modo de vibracién 2
[m~ 13,36 5] [y~ 41,52 57]

188



Disefio sismico de estructuras %

6.3. Espectros de respuesta del terreno y respuestas maximas
modales

Con el fin de resolver ecuaciones del tipo [6.13], recordemos la resolucion de un
sistema vibratorio con un grado de libertad que estd gobernado por una ecuacion del
tipo:

mii (1) +cx () + k(1) = F (1) [6.15]

dondex() es el desplazamiento con respecto a la posicion de equilibrio en ausencia de
fuerzas, c es el coeficiente de friccion, k la rigidez o constante de restitucion y F() la
fuerza exterior o excitacion en funcidon del tiempo. Dicha ecuacion puede resolverse,
por ejemplo, mediante el método de la funcion de Green correspondiente y la solucion
en esta representacion lleva en nombre de integral de Duhamel:

| F t=1)) .

x(t):.[ {#T)}e_(m( ))sm(co 1-v2 (t—r)) dt [6.16a]
L moN1-v?

dondew es la frecuencia natural del sistema, igual (k/m)"?, y v es el amortiguamiento,

igual a 2¢/mo. Si aplicamos el resultado [6.15] a cada una de las ecuaciones del sistema

[6.13] llegamos a que:

x(0)=] % e sin(w 1=V} (1=7)) dx [6.160]

Si bien puede resultar interesante conocer la evolucion de las tensiones y
deformaciones de la estructura en funcioén del tiempo, un calculo sismico adecuado
puede basarse en el calculo de las respuestas estructurales maximas frente a la
excitacion exterior F(¢). De hecho, se denomina espectro de respuesta a la familia de
curvas que relacionan la respuesta maxima (en desplazamientos, velocidades o
aceleraciones) en funcién de la frecuencia. En general, nos interesan los espectros de
desplazamiento, velocidades y aceleraciones que pueden ser calculados a partir de
[6.16] y vienen dados por:

S;=8)(o,v)= n;l:}eX|x(t)

S; =580 (o.v) =max i () =[5(1)] [6.17]
A (m,v)=max|jc'(t)+a(z)|z 55(;)+F(t)
teR m N

6.3.1. Pseudo-espectros y espectros de diseiio

Por conveniencia, se hacen algunas simplificaciones en los espectros anteriores,
obteniéndose asi aproximaciones practicas a los espectros dados por [6.17], llamados
pseudo-espectros. Las aproximaciones habituales consisten en:
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. N2 :
- Se aproxima o(1-v?)"? simplemente por ®, dado que en la mayoria de las
estructuras convencionales el amortiguamiento es muy bajo.

- Se admite que el término 2wmvx(¢) (desaceleracion por amortiguamiento) es
pequeiio comparado con las otras aceleraciones que intervienen.

- Se substituye en la expresion para el espectro de velocidades el término cos(+)
por sin(-), ya que si estamos solo interesados en la respuesta maxima no existen
diferencias apreciables.

Si consideramos todas esas simplificaciones, obtenemos para los pseudo-espectros las
siguientes expresiones:

S, =8, (o,v)= max

é‘[;a(r)e’v“’(m)sin(m(t - r)) drt

[ sn(otr—2) o

w.[;a(r)e_vu’(m)sin(w(t - r)) dt

S, =S, (o,v)=max = oS, [6.18]

teR

S, =S, (o,v)=max =S,

teR

Aun con simplificaciones, las funciones [6.18] tienen cambios abruptos en sus
derivadas, ya que para ciertas frecuencias ocurren fenémenos de resonancia. En la
practica, los espectros de disefio usados estin promediados de tal manera que se
estimaran efectos que cubrirdn con seguridad un amplio porcentaje de los sismos
previsibles en una region (de alguna manera los espectros de disefio son un modo de
mayoracion de las cargas sismicas). El pardmetro mas importante en un espectro de
disefio normalizado es el coeficiente sismico, que da la razon entre la aceleracion tipica
del terreno y la aceleracion de la gravedad, y se define como:

C(T,V)Ew [6.19]
g

6.3.2. Respuestas maximas modales

En esta seccion combinamos los resultados de las secciones 6.2.2 y 6.3.1 para encontrar
los valores maximos de ciertas magnitudes importantes en el disefio. En principio, las
magnitudes que nos interesan son los desplazamientos modales maximos, las
aceleraciones modales maximas, las fuerzas sismicas equivalentes y los esfuerzos
cortantes asociados. Tanto los desplazamientos maximos como las aceleraciones
maximas pueden obtenerse de la solucion de las ecuaciones [6.13]. De hecho, pueden
usarse los pseudo-espectros de respuesta para calcular tanto los desplazamientos
modales maximos como las aceleraciones modales maximas:

|%

max = Q[ (Sa )i = QfSﬂ (mi’vi)

%) [6.20]

i

i

|x

i

En funcidn de estas magnitudes pueden calcular estas otras:
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1) Las fuerzas sismicas equivalentes modales F,; para la planta » segun el
modo de vibracion i.

2) Los desplazamientos modales x,; para la planta » segiin el modo 1.

3) El esfuerzo cortante en la base 7; para el modo i.

Los desplazamientos maximos y aceleraciones maximas en modo (i), de acuerdo con la
ecuacion [6.11], son:
(S.),

= A(z) |xi max A(i)Qi 2 [621]

X@Bx = A(f) |x max A(i)Qi (S, ),-

Las fuerzas sismicas equivalentes F(;eR" en el modo (i) son simplemente:

X

(i)max

e

Fy =[M] X = F, = 4,M,0,(S,) [6.22]

i

Finalmente el cortante en la base de la estructura en el modo 7{;, que es un escalar, se
calcula simplemente como la suma de las componentes del vector de fuerzas sismicas
del modo (7):

n S ) n Sa )
Ty =2 F0c = ( ;)I |:gQ[zA(i)kMki|E%VVi [6.23]
k=1

dondeg es la aceleracion de la gravedad y el resto de magnitudes han sido definidas
previamente. La cantidad entre corchetes en [6.22] se llama peso modal efectivo W; y
tiene la propiedad de que W) + W+ ..+ W, = (M, + M, +... + M,)g, donde M; es la
masa del forjado y concargas del piso i. Esta propiedad es interesante porque sabemos
que en el calculo sismico de un edificio se comprueba que no todos los modos de
vibraciéon (i) tienen un peso decisivo en la respuesta estructural del edificio. La
magnitud W; nos dice qué modos de vibracion tienen un peso significativo. Si
ordenamos ahora los pesos modales efectivos de mayor a menor y los renumeramos
para un analisis adecuado de la estructura seglin el nudo (), bastara con considerar ¢
pesos tales que:

9 n
Z}WGU) >0,90- g; M, [6.24]
=

donde la suma de la izquierda involucra s6lo a los ¢ modos de vibracion con una W;
mayor, es decir, tales que o(j) >o(k) implique que Wo;<Ws. La ecuacion [6.23]
implica que s6lo losq modos usados daran cuenta del 90 % de la respuesta estructural.

Un problema que se presenta es examinar la respuesta maxima de la estructura, no
simplemente la respuesta para cada modo de vibracion. Un método que da resultados
aceptables cuando las frecuencias propias de vibracion estan bien separadas es evaluar
la respuesta maxima como:

R = [D(R,, ); [6.25a]
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dondeR es una magnitud genérica, R,. la respuesta maxima combinada, R la
respuesta obtenida para esa magnitud en el modo de vibracion (i) y ¢ el nimero de
modos de vibracion relevantes dados por [6.23]. La estimacion anterior se conoce
como método SRSS (Square Root of Sum of Squares). Cuando la estructura tiene
frecuencias propias con valores cercanos entre s*° el método SRSS puede subestimar o
sobreestimar los efectos, asi que es mejor usar una combinaciéon conocida como
método CQC (Complete Quadratic Combination), en que la respuesta maxima se
estima como:

1

- 3
_ S(V[Vj)z (V,-+Y[j\//)2 _& st
Py = o) ] ; S y yi/_o)_ 6. ]
(1 Y,-/) +8v,v,y, (1+Y,-j)+4(v,. +Vj)y[j ;

6.4. Aplicacion de la norma NCSE-02

El proceso de calculo previsto por las normativas de disefio sismorresistente consta de
las siguientes etapas:

1) Caélculo de las frecuencias naturales y los modos propios de vibracion de la
estructura.

2) Determinacion de las coordenadas espectrales correspondientes a cada modo de
vibracidn, para lo cual se usardn parametros relacionados con el terreno y la
zona sismica suministrados por la correspondiente normativa.

3) Calculo de fuerzas sismicas equivalentes de cada modo de vibraciéon y
multiplicacion de las ordenadas espectrales por la masa y por el coeficiente de
participacion nodal.

4) Calculo estatico de la estructura sometida a la accion de las fuerzas sismicas
equivalentes, con lo que se obtienen los valores maximos de ciertas magnitudes
para cada modo de vibracion y se combinan de alguin modo para obtener la
respuesta maxima combinada para los modos de vibracion relevantes.

6.4.1. Determinacion de la aceleracion espectral

De acuerdo con la norma NCSE-02, la aceleracion espectral se calcula a partir de una
aceleracion basica a, dependiente de la region geografica que estamos considerando, un
coeficiente de riesgo R que depende periodo de vida esperado para la estructura, una
aceleracion espectral de respuesta oo dependiente de la frecuencia natural de oscilacion
considerada y un coeficiente de amortiguamiento 3. Para el modo de vibracion (i) se
tiene, de hecho:

(Sa)i = a(T)-B = [R-o(T)-ap]-B = [R-o(T}) ap]-(v/1) [6.26]
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donde los parametros R y v vienen aproximados por las siguientes formulas analiticas
contenidas en la NCSE-02:

R = (1/50)*"

0,4
{(wJ _1}1 r<r
Y
(o,osj""‘
Y

Aqui R es el coeficiente de riesgo, a la amplificacion dinamica de la aceleracion, v el
amortiguamiento (en tanto por 1), 7= 2w/w; el periodo de vibracion del modo (i), y ¢ el
tiempo de vida esperado para la estructura (en afios). Finalmente los parametros oy p
son mas complicados de explicar. El primero de ellos puede calcularse a partir del
coeficiente tipo de suelo C'y el coeficiente de contribucion K, con los que se calculan
los periodos Ty, T; y la magnitud o(7p). En funcion de ellos se calcula la aceleracion
espectral de respuesta, seglin lassiguientes ecuaciones:

[6.27a]

3|

V= v(v,]}) = [6.27D]

Ty=0,125C + 0,2K- 0,175

a(Tp) = (3C-3,8)(K~ 1,25) + 2,30 [6.28a]
Ty = 0,215K(5C~ 1)/o(To)
l+[oc(T)—l]£ T <T,
0 T;) 0
a=o(T)= a(Ty) T,<T <T, [6.28b]
o(f,) 2 7T,

Finalmente el coeficiente de tipo de suelo (C), el de contribucion (K) y el parametro p
llamado ductilidad se obtienen de la norma. El coeficiente C de suelo se estima como:

Suelo tipo I c=1,0

Suelo tipo II c=14 [6.29a]
Suelo tipo 1T c=128

La ductilidad (p) puede estimarse simplificadamente como:

Estructuras sin ductilidad p=10

Estructuras de ductilidad baja p=20 [6.29b]
Estructuras de ductilidad media p=3,0

Estructuras de ductilidad alta p=4,0

Ejemplo numérico 2

Calcular las fuerzas sismicas equivalentes F; para el edificio de hormigén armado del
ejemplo numérico 1 teniendo en cuenta que se usaran cerramientos de muros de
fabrica, y se estima que presenta un amortiguamiento v= 7% y una ductilidad estructura
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baja. Se halla sobre un terreno intermedio de tipo II , ubicado en la ciudad de Sevilla,
considerando un coeficiente de contribucion K = 1,2.

En primer lugar, examinaremos los datos de la estructura y el terreno para calcular los
parametros basicos de acuerdo con la NCSE-02. Para un terreno intermedio de tipo 11
obtenemos de [6.28] el coeficiente de suelo C = 1,4. Del Anejo 1 de la normativa se
obtiene que la aceleracion sismica bésica para la ciudad de Sevilla es a,/g~ 0,07. La
baja ductilidad de la estructura nos lleva a tomar p = 2, y de la ecuacién [6.26b]
obtenemos un coeficiente de respuesta f = v/p = 0,44.

Usando las ecuaciones [6.27a], se calculan los periodos caracteristicos 7o y 77 y en
funcion de ellos el valor caracteristico de la aceleracion:

Ty=0,125C +0,2K— 0,175 =0,125-1,4 + 0,21,2 - 0,175 = 0,24 s
oTp) = (3C-3,8)(K— 1,25) + 2,30 = (3-1,4 — 3,8)(1,2 — 1,25) + 2,30 = 2,28
Ty=0,215K(5C— 1)/o(To) = 0,215-1,2(5-1,4 — 1)/2,28 = 0,68 s

En el ejemplo numérico 1 ya se determind que las frecuencias naturales del sistema son
o~ 13,36 ! y 0= 41,52 s, Ahora ademas se consideraran que los amortiguamientos
son iguales en todos los modos v; = v, = v = (0,07. A continuaciéon pasamos a calcular
las fuerzas sismicas en cada uno de los modos de vibracion.

Primer modo de vibracion. El periodo fundamental es 7, = 0,47 s, por lo que este
periodo se encuentra en el rango de periodos intermedios: 7To<7,<7;y, de acuerdo con
[6.27b], la aceleracion caracteristica para el periodo fundamental es a(7}) = o(Tp) =
2,28. Por otro lado, usando [6.26b] llegamos al factor de modificacion por
amortiguamiento, v = (0,05/v)0’4 = 0,874. Si consideramos para la construccion un
periodo de vida ¢ de cien afios, tenemos que R = (t/SO)O’37 = 1,3, y, recordando la
aceleracion basica a;, = 0,07g, podemos calcular la aceleracion espectral modal como:

S =a(T)W/W)=[R - o(T)) - ap] - (Wpn)=(1,3-2,28 - 0,07g) - (0,874/2)=0,0913 g
Calculadas estas magnitudes, podemos pasar al célculo del coeficiente de participacion

modalQ, a partir de [6.14b] y los modos de vibracion calculados en el ejemplo
numérico 1:

M Ay + M4y, 4,651,000 +4,181,2875
M AL+ M, AL, 4,651,0000° +4,181,28757

o =0,8664

Para las fuerzas sismicas equivalentes en el modo 2 la ecuacion [6.21] da:

4,65 0 1,0000
Ry =[M]4,0,(5.), =w‘[ } [

3678
-0,8664-0,0913g = [kp]
0 418 |1,2875 4257

Segundo modo de vibracion. El periodo de este modo es 7, = 2n/w, = 0,15 s, por lo que
este periodo se encuentra en el rango de periodos bajos. 7,<T, con lo que la aceleracion
espectral de respuesta para el modo 2 es o(75) = 1+{a(To)—11(T/Tp) = 1,80 (se ha usado
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aqui [6.28b]). Usando de nuevo [6.27b] llegamos al factor de modificacion por
amortiguamiento v = (T%/T,)[(0,05/v)**~1] + 1= 0,921, que junto con el coeficiente de
riesgo R = 1,3 y la aceleracion basica a, = 0,07g,nos dan una aceleracion espectral
modal para el modo 2:

(S)2 = a(T)(v/p) = [R-a(T2) ap]-(v/p) = (1,3-1,80-0,07¢)-(0,921/2) = 0,0754 g
Calculadas estas magnitudes, podemos pasar al calculo del coeficiente de participacion

modalQ,, también a partir de [6.14b] y el modo de vibracion calculado en el ejemplo
numérico 1:

M Ay + M4, 4,651,0000-4,180,8640
TOM AL+ M4, 4,651,0000° +4,180,8640°

=0,1336

En cuanto a las fuerzas sismicas equivalentes en el modo 1, la ecuacion [6.21] da:

4,65 0 } {1,0000

468
-0,1336-0,0754g = [kp]
0 4,18 |-0,8640 -364

o =D14,0,(5.), =10

6.4.2. Tablas resumen de la norma sismorresistente

Muchas de las magnitudes expresadas en formulas de la seccién anterior pueden
resumirse en forma de tabla. La tabla de coeficientes de amortiguamiento v y ductilidad
p tiene el interés de se dan valores orientativos de ductilidad segin el tipo de
estructura:

;[:tl:‘?lgtilra Tipo de planta Vv Ductilidad (Si:lnc tilidad

p=4 n=3 p=2 p=1
Acero Diafana 0,04 0,27 0,36 0,55 1,09
laminado Compartimentada 0,05 0,25 0,33 0,50 1,00
Hormigon Diafana 0,06 0,23 0,32 0,46 0,93
armado Compartimentada 0,07 0,22 0,29 0,44 0,87
Mur.os Y Compartimentada 0,10 — — 0,38 0,76
similares

6.5. Edificios de torsion y cortante y efectos de segundo orden

El analisis que presentamos en la seccion 6.2 se refiere al edificio de cortante en el que
se despreciaban los grados de libertad torsionales. Esto puede ser razonablemente
aproximado para estructuras en las que el centro de masa y el centro de torsion
coinciden pero no para cualquier estructura. En esta seccion introducimos un modelo
para edificios sometidos a sismos ligeramente mas complicado que el modelo descrito
en la seccion 6.2. En particular, consideraremos grados de libertad de rotacion
adicionales que den cuenta de la torsion, cosa que haremos mediante la introduccion de
matrices de masa y rigidez que den cuenta de la flexibilidad a torsion (un edificio de
cortante se comporta como si fuera infinitamente rigido a torsion), puesto que cada piso
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introduce un nuevo grado de rigidez torsional (el giro relativo con respecto a los otros
pisos). El problema puede resolverse con una matriz de masa ampliada del tipo:

M, 0 .. 0 ]
0 M, .. 0
0 0 .. M,
M, 0 .. 0
0 M, .. 0
[M*]= [6.30]
0 0 M,
J, 0 0
0 J, 0
| 0 0 J, |

dondeM; es la masa del piso £ y J; es el momento de inercia torsional del piso k para
una planta rectangular de axb, J;, = Mk(a2+b2)/ 12, y, como antes, m es el numero de
pisos del edificio. En cuanto a la matriz rigidez es del tipo:

[G.]
[k*]=| o [k,] [G,] [6.31a]
[Ga]

donde [K,] y [K,] son matrices del tipo [6.5] definido previamente. Mientras que las
matrices [G,], [G,] y [Gs] siguen siendo matrices tridiagonales del tipo:

g el gl 0 w0
U LS L
[G]=] o e L [6.31b]
_ g,(nv)
0 0 —gn gl

dondeye {x,y,0} y los términos se la matriz vienen dados para pilares cuadrados por:

n 12EI & 121
Z+
~ 112EI 7 [6.31c]
g\ —Z L(x)+37)

J=1 k

()_
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Las sumas anteriores se extienden sobre los n; pilares de la planta k& y donde (x;,);) son
las coordenadas de los centros de pilares respecto al centro de torsion.

Ejemplo numérico 3

Calcular las frecuencias propiasw; y los modos de propios de vibracion A, del edificio
del ejemplo 1 considerando también los grados de libertad torsionales y las dos
direcciones independientes de vibracion horizontal.

En primer lugar, calculamos las inercias torsionales J; = m,(a* + b”)/12. Recordando que
m, = 46500 kg y m, = 41800 kg, tenemos inmediatamente que J; = 484000 kg-m’ y J,

= 435000 kg-m®, por lo que la matriz de masa ampliada es:

4,65
0

[M*]=10"

0
4,18

4,65
0

0
4,18

48,4
0

0
43,5

Como los pilares son todos cuadrados e idénticos y ademas la distribucion de cada
planta es la misma, el calculo de matrices de rigidez se simplifica enormemente. En
primer lugar, por ser los pilares cuadrados (y por lo tanto no existir diferencia en
direccion X e Y), resulta que [K,] = [K,] = [K], donde esta ultima es la matriz calculada

en el ejemplo 1:
k+k, —k 5,13
[K] — 1 2 2 — 107
-k, k, -3,34

En cuanto a las matrices [G,] y [G,], basta con calcular las siguientes magnitudes
geométricas para cada planta:

3,34 _
3,34} [kes?]

o 12E1 12E 1
8 T2~ —Y; =

=R b

, & 12E1, 12EI L L
S QR Al R +3-(+—j =0
D T [ ( zj 2

Obsérvese que los dos primeros grupos de términos anteriores se anulan debido a la
simetria de la estructura que hace que el centro de torsion de la planta coincida con el
centro geométrico de la misma. Finalmente:

u 12E .1 12E 1 I? r 12EI(117
O N T (2 2 ) = o 2| e P | 0P | [ =
g =2 ) == { 4 4 )" e

J=1 k

(2:(-L)+2-(0)+2:(+L))=0
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Teniendo en cuenta que las dimensiones eran L = 5,00 m, 4, = 4,00 my A, = 3,50 m,
que la inercia de total de los pilares de cada planta era /=6 - (0,3%)/12=4,05 - 10° m*
y que E, = 300500 kp/cm” tenemos finalmente:

g” =1,54-10° kg-m? -7
©) _ 9 i
g =2,29-100 kg-m”-s

(0) (©)  _ 0 3 2.2
[Ge]zlzgl e & 12109{ 3 ’ 9} [kg'mz-si]

g0 g 2,29 2,29

Obsérvese ahora que la ecuacion caracteristica nos ha quedado de la forma:

det (K] —of [M] -0

[G,] /]

Dada la estructura de bloques, las soluciones de esta ecuacion son las frecuencias calculadas
en el ejemplo 1 mediante la ecuaciéon det([K] — ’[M]) = 0, y las nuevas frecuencias
calculadas a partir de det([Go] — ®*[J]) = 0. Si recopilamos todas estas frecuencias naturales
hemos visto que los principales modos de vibracion del edificio son:

O =0 = 13,36 ! (cortante)
;= 37,75 s (torsion)
W4 = Os5 = 41,525 (cortante)
06 = 108,40 s (torsion)

Puede verse que la frecuencia fundamental sigue siendo la que calculamos a cortante.
De hecho, suele suceder que para edificios con disposicion simétrica que los modos de
vibracion torsionales pueden ignorarse sin alterar demasiado los resultados de haberlos
tenido en cuenta. El célculo de los modos propios normalizados para los modos de
torsion conduce a:

A5 Ags | 1,0000  1,0000
Ay Age | 13713 —0,8114

Si ahora calculamos los coeficientes de participacion:

0 - ZMI'A(W _ (4,651,0000+4,181,3713)+0+0
'Y M AL, 4,651,0000° +4,181,3713° +0+0

=0,85266

M Ay + M4, 4,651,0000-4,180,8640

= LR - _=0,1336
M, A%, + M, A%, 4,651,0000° +4,180,8640

2

®;=37,75s"!
o= 108,40 5!
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Recomendaciones constructivas

Con respecto al disefio sismico, podemos agrupar las edificaciones mas comunes en
cinco tipologias basicas:

a)
b)
¢)

d)

e)

Esqueletal. Adecuada.

Con nucleo central. Adecuada.

Con pantallas de cortante. Adecuada, hay que comprobar problemas de
compatibilidad de deformaciones.

Union isostatica de elementos prefabricados. Adecuada, hay que comprobar que
no se convierta en mecanismo si ocurren plastificaciones.

Placas y pilares. No adecuada.

Algunos defectos comunes y perjudiciales del disefio sismico implican una de estas
situaciones:

Otros

Forma no simétrica de la planta, de tal manera que el centro de masa (CM) y el
centro de rigidez (CR) no coinciden. Eso obliga a tomar en consideracion los
grados de libertad torsionales.

Forma rectangular excesivamente alargada, lo cual implica que la distancia entre
el CM y el centro geométrico pueda llegar a ser grande.*’

Columnas de diferente altura.

Columnas unidas al forjado indebidamente.

Nudos soporte-forjado que plastifican con facilidad.

Nucleo rigidizador en el perimetro (como cuando se colocan unos huecos de
ascensor sobre uno de los lados del edificio).

Isostaticidad que bajo ciertas situaciones produce plastificaciones y convierte a
la estructura en un mecanismo.

factores potencialmente peligrosos no siempre previsibles o evitables en el

disefio son:

Suelos blandos, que filtran las frecuencias altas y pueden dar lugar a ondas
superficiales del mismo periodo que la vibracion propia del terreno, lo que
provoca una vulnerabilidad altisima de los edificios con modos propios cercanos
a esta frecuencia. Ademads sobre terrenos blandos la duraciéon del sismo es
mayor por un menor amortiguamiento.

Rigidizacion no intencionada.

Hoy en dia se admite que un diseflo sismico inteligente contempla la posibilidad de que
el ELU de resistencia ultima sea sobrepasado y en ese supuesto se prevén zonas de
plastificacion o absorcion inelastica en los lugares adecuados y previstos de antemano.

* Para una region geografica, los dafios materiales (econdmicamente cuantificables) pueden estimarse a
partir del PIB, mientras que los dafios personales son proporcionales a la poblacion total de la region.

* Debido a que el segundo término de las ecuaciones [4.9] no es idénticamente 0, las funciones x(7) seran
algo mas complicadas que las exponenciales del tipo e ; de hecho, las xi(z) vendran dadas por la integral
de Duhamel.
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46 . . . .
Se considera que dos frecuencias consecutivas ®,, y ®, tales que ®,<w®, son cercanas si ®,<w,, - (1 +0,10).
47 Naturalmente eso dependera de la distribucion de pilares y otros elementos rigidizadores en cada planta.

Sin embargo, es esperable que una muestra aleatoria de edificios cuadrados tengan una varianza de la
distancia entre ambos centros menor que la de una muestra de edificios rectangulares.
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Apéndice |.
Ecuacion de la curva elastica

La ecuacion de la curva elastica es una ecuacion diferencial que representa la
deformacion de una pieza prismatica bajo la accion de esfuerzos de flexion. Su origen
de se debe al estudio de la flexion por parte del ingeniero francés Claude-Louis Navier,
a principios del siglo XIX.

A.1. Deduccion de la ecuacion de la curva elastica

La teoria de la flexion de Navier-Bernoulli presupone que los desplazamientos de
cualquier punto de una pieza alargada estan relacionados con los desplazamientos y
giros del eje baricéntrico de la misma. La expresion del radio de curvatura de una curva
proporcionada por la geometria diferencial, junto con la teoria de Navier-Bernouili para
la flexién de vigas, permiten deducir la ecuacion de la curva elastica.

Supondremos que una pieza prismatica inicialmente recta se deforma por efecto de las
cargas aplicadas y designaremos como v(x) los desplazamientos verticales que
experimentan la fibra o el eje neutro de la viga. Las hipotesis bésicas de la teoria de
Navier, que relacionan la forma deformada con las tensiones y deformaciones
existentes son:

H1) En una pieza prismatica flexionada existe una fibra, o eje neutro, formada por
puntos sobre los cuales la tension es nula. La ecuacion de la elastica es
precisamente la que da la forma deformada de esta linea neutra.

H2) La pieza se comporta elasticamente, por lo que tensiones (o) y deformaciones
(&,) son proporcionales.

H3) La hipotesis de Navier (hipotesis cinematica de la flexion) establece que las
tensiones y deformaciones longitudinales son proporcionales a la distancia
perpendicular a la fibra neutra, siendo en particular la deformacion
longitudinal sobre la linea neutra nula.
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De estas tres hipotesis puede deducirse geométricamente que el momento flector es
proporcional al radio de curvatura p. Las hipotesis anteriores se resumen en numerosos
textos, habitualmente y de manera informal, asi: “Dos secciones transversales planas y
arbitrariamente cercanas antes de la deformacion continuaran siendo planas después
de la deformacion (y arbitrariamente cercanas), pero entonces formardn un dangulo
ABy (relacionado con la diferencia de giros en la interseccion de eje con dichas
secciones)”. Expresado cuantitativamente:

L AL 1 AL
A90=—°:—— = —Z—T

pm y pm yO [Al]
1.1 AL &, o, M
—=lm—=-lim—=-—*= =—=
p L0 pm L0 yLO y Ey EIZ

dondey es la distancia al eje neutro; L, la longitud de un tramo de viga una vez curvada
y medida sobre la fibra neutra; y A0, el angulo subtendido®™ en la longitud L.
Comparando la ultima de estas dos expresiones con la expresion del radio de curvatura
de la geometria diferencial se tiene que:

d*v
dx*
2
a9 1+(de dv
2
K:l:§_ﬂ_ dx) ___ dx [A2]

pds ds dvY 2P
R
dx

La ultima expresion se ha obtenido tras observar que la pendiente de la tangente a la
curva eclastica tg 0 y la longitud de la propia curva elastica estan relacionadas con la
derivada en cada punto de dicha curva:

6(x) = arctan (%}, s(x)= J: 1+ [%) dx [A.3]

Combinando la ecuacion [A.2] con [A.1] se obtiene precisamente la ecuacion de la
curva elastica:

dx | dx

d2v|:l+(dvj } 1M, (x) [Ada]

Usualmente, en las aplicaciones practicas se usa una aproximacion de la ecuacion
anterior:

d_ZVNMf(x)
> EI

[A.4b]
f
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A esta expresion aproximada podriamos haber llegado directamente mediante una
deduccion mas basada en la teoria de la elasticidad, usando hipoétesis analogas a las de
Love-Kirchhoff para placas. Este conjunto de hipotesis sobre la deformacion por
flexion de piezas prismaticas en el plano son precisamente hipétesis de Navier-
Bernouili:

H1) La pieza se comporta elasticamente.

H2) El desplazamiento vertical v = u, de los puntos del eje neutro sélo dependen de
la distancia vertical sobre el eje neutro.

H3) Los puntos del eje neutro sélo tienen desplazamiento vertical y giro.

H4) La componente de tension o, es nula para todos los puntos.

H5) Los segmentos rectos perpendiculares al eje neutro antes de la deformacion,
después de la deformacion siguen siendo segmentos rectos y perpendiculares
al eje neutro curvado.

De las hipdtesis H2 y H3 se deducen las siguientes expresiones:

du
) u (x,0)=-»0,(x
dx :{‘( ) =20 (x) [A5]
u (x,O):O uy(x,y)=v(x)
La hipétesis HS implica que el giro debe cumplir que:
dv dv
,0)=— tan| — [~ —y—
tan 6 (x) = % = s (x ) yare an[dxj Y dx [A.6]
x

u, (x.y)=v(x)

Si ahora utilizamos las hipdtesis H1 y HS para el célculo de las deformaciones y
tensiones se llega a que:

duy .
=0 {u (x,0)=-8. (x) .
ux(st)ZO u},(x,y):\;(x)

Al calcular las deformaciones elasticas, las tensiones y el momento flector se llega:

du d*v d*v
g =—*=—y— = o _=FE¢ =-FEy—-+ A.8
xx d.x ydx2 xx xx dx2 [ ]

Si multiplicamos ahora por y e integramos, se tiene:

d*v d*v
—yo_dydz=|Ey* ~—dydz = M. =EI, — A9
!yxxy !ydxzy . e [A9]
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A.2. Resolucion de la curva elastica

La ecuacion [A.4a] con M[(x) = —Py(x) y las condiciones de contorno para una viga
biarticulada lleva al problema siguiente:

3
d—zv 1+ v 2 2+iv—0
dx’ dx EI, [A.10]
v(0)=0 v(L)zO

Esta ecuacion puede integrarse expresando la solucion general en términos de
integrales elipticas de primera y segunda especie y dos constantes de integracion:

L2 _|(+ec)E S € ) I GO | [A.11]
o\ 1+0°C, J2-20°C, {2 -20°C,

Introducidos los parametros ® y & y siendo las funciones Ey(-) y Fi(*):

2 —_
o _P = (qu 1
EI o C +1

[A.12]
F (n)_J-n du E (n)_J-n N1-ku? i
‘ O JI-u’N1-k*u® ‘ O 1-u?
se tiene finalmente la siguiente expresion para la solucion particular de [A.10]:
4 E, y)) 2 F, »(x) = wx+C, [A.13]
0 4-°8 5

L) +2-2Cw ©*8*
d=y| = |=1—"1 k=—= [A.14]
2 o 4-»°0

A.3. Inestabilidad elastica

Para ilustrar el fendémeno de la inestabilidad elastica estudiaremos el proceso de
aumento de la carga axial desde cero hasta la carga critica. Como geometria
consideraremos una barra biarticulada. Y consideraremos que, por inexactitud en la
alineacion de las cargas en los extremos, existe un pequefio momento flector muy
pequetio, m,. Por todo ello, la ecuacion de gobierno (linealizada) es:



w wm T Em A
/ / [A.15]

La ecuacién anterior tiene solucion para cualquier valor de P < P,, y viene dada por:

vl(x)=—(%)([l—cos(w@]%+[l—cos(a)x)]} w:=\/% [A.16]

El desplazamiento es maximo en el centro de la barra x= L/2 y viene dado por:

5., ={§j=—(%}{1—%} [A.17]

En condiciones ideales, m. = 0 y dicho desplazamiento seria cero. Sin embargo, cuando
me > 0 el desplazamiento debido a la inexactitud de aplicacion de las cargas se ve
aumentado respecto al desplazamiento con P = 0 en un factor f; dado por:

6., 8 |2sin(wL/2)
=—= —-1[>1 .
5 6, oI’ { sin (L) }> [A-18]

El factor anterior no esta acotado y crece sin limite para WL — 7, es decir, que las
pequeiias imperfecciones producen inestabilidad, siendo el limite de estabilidad:

P , El,
oL=L |—<rn = P<n —; [A.19]
El, L

El mismo calculo puede hacerse considerando imperfecciones de fabricacion, por
ejemplo una pequefia curvatura de la viga de la forma y,(x) = ex(L—x):

v, (x)= 5{[2+ @’x(L —x)]—[l—cos(a)L)] s.in(a)x)

Sin(oL) —ZCos(a)x)j [A.20]

Y el factor multiplicativo f; de la curvatura viene dado en este caso por:

5=

[A.21]

8, 48 8—(8+a)2L2)cos(a)L/2) S
d, "5 @’ L’ cos(wL/2) -

Aunque las expresiones [A.18] y [A.21] son diferentes, el limite de estabilidad es el
mismo, dado por [A.19]. La siguiente grafica muestra los factores f1 y f>:
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b/

25

2,5

donde la linea punteada corresponde a f; y la linea continua a f.

8 Suponemos que la fibra neutra forma un arco que para longitudes pequefias puede aproximarse por un arco
de circunferencia; en ese caso A, es precisamente la medida del angulo subtendido por dicho arco circular

aproximante.
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circulares, 117
predimensionando, 62
punzonamiento, 137, 138, 139, 142
riesgo sismico, 182
rigidez

axial, 14, 15, 50, 85, 86, 89

cortante (frente a), 16

cortante-flexion, 18

flexional, 15

flexional de placas, 108, 119

torsional, 22
rigidizador, 80, 83
snap through, 93
teoremas de Mohr, 13, 18
teoria de Navier-Bernouilli, 13, 19,
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terreno cohesivo, 127
torsion, 13, 14, 22, 23, 24, 26, 76, 78,

79, 95, 100, 195, 197, 198

alabeada pura, 25

Saint-Venant pura, de, 13, 22, 26
valor propio, 38
vuelco, 126, 138, 139, 140

coeficiente al, 140

momento de, 140
zapata

flexible, 130, 135, 140

rigida, 150
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