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PRESENTACION

Esta publicacion electronica va dirigida a los alumnos de Estadistica
| del grado de Administracion y Direccion de Empresas de la
Universidad de Barcelona.

Su principal objetivo es proporcionar un material de trabajo que
facilite la dindmica de las clases presenciales y ayude al alumno en
su planificacion del estudio.

Cada capitulo de la publicacion corresponde a un tema del
programa. Se inicia con un breve resumen de los conceptos basicos
e imprescindibles. A continuacién se proporciona un conjunto de
ejercicios que permitiran trabajar los conceptos de la asignatura.

Estos ejercicios estan ordenados siguiendo el orden utilizado en la
programacion de las sesiones presenciales y también el grado de
dificultad de los ejercicios.

Este material es fruto de afios de experiencia practica de las
autoras en la asignatura Estadistica y se ha constatado que
proporciona a los alumnos un instrumento util para el seguimiento
de la asignatura.

Barcelona, julio 2015



Tema 1. CONCEPTO Y CONTENIDO DE LA ESTADISTICA

Objeto de la estadistica

Estadistica descriptiva e inferencia estadistica
Poblacion y muestra

Datos. Clasificacion y escalas de medida
Instalacion del programa R-Commander

La ESTADISTICA da respuesta a preguntas como son:

« (Cudl serd la proporcion de electores que votardn a un partido
determinado en unas elecciones municipales?

« (Cudl es el porcentaje de unidades defectuosas con que opera
determinado proceso de produccion?

« ¢Cudl es precio de los spots publicitarios en television?

« ¢Han variado en los Ultimos 5 anos los alquileres de los locales
comerciales en la ciudad de Barcelona?

« ¢Como repercute sobre la demanda de un producto un incremento en
Su precio?

« ¢Como se relacionan la tasa de inflacion y la tasa de paro de un pais?

La estadistica permite reducir la incertidumbre en el proceso de toma de
decisiones en el ambito empresarial, econdmico, politico, etc.

El proceso estadistico comienza identificando el grupo cuyo
comportamiento se quiere describir. Este grupo recibe el nombre de
POBLACION. La poblacion estadistica estd formada no sélo por personas, sino
por cualquier tipo de objetos o entidades sobre los cuales pueda observarse
alguna caracteristica.

Por ejemplo, se quiere averiguar la proporcién de electores de Badalona
que votardn a un determinado candidato en las préximas elecciones
municipales. En este caso la poblacion estd formada por todos los habitantes
censados en Badalona con capacidad de voto.

Un fabricante quiere calcular el porcentaje de unidades defectuosas con
que opera su proceso de produccién. En este caso la poblacion la constituyen
todas las unidades fabricadas mientras el proceso se mantenga en su actual
estado. En este caso el nimero de elementos de la poblacién es tedricamente
infinito.



Resultados académicos de la ultima prueba de acceso a la universidad en
Andalucia. En este caso la poblacién son los estudiantes que han realizado esta
prueba en esa Comunidad.

Importe del alquiler en agosto de los apartamentos para 4 personas en las
localidades costeras de la comarca de La Selva. En este caso la poblacion son
los apartamentos que reunen las caracteristicas de localizacion y tamafo
indicadas.

Es basico diferenciar si la informacién de que se dispone corresponde a
toda la poblacidon objeto de estudio o esta limitada a una parte de la misma o
MUESTRA.

Cuando la poblacién contiene un numero infinito o muy grande de
elementos es imposible observar la caracteristica de interés sobre cada uno de
ellos. En este caso el anadlisis estadistico se basa en la observacion de un
subconjunto de la poblacidon que recibe el nombre de muestra.

VIVIENDAS EN ALQUILER
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La ESTADISTICA DESCRIPTIVA y el ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS
recogen un conjunto de técnicas que permiten el resumen de los datos y la
descripcién de la muestra.

El analisis exploratorio permite, ademas, identificar patrones de
comportamiento de los datos y formular hipdtesis sobre la poblacion que
podran ser validadas mediante las técnicas del analisis confirmatorio que utiliza
los métodos de la INFERENCIA ESTADISTICA.



Dada la naturaleza limitada de la informacidn muestral, al inferir (inducir)
el comportamiento de la poblacién a partir de la descripcidon de la muestra, es
necesario evaluar la fiabilidad de los resultados en términos probabilisticos.

La TEORIA DE LA PROBABILIDAD permite calcular el margen de error con
el que puede aceptarse el modelo matematico o tedrico de comportamiento
propuesto para la poblacion.

VIVIENDAS EN ALGUILER

¢ Cual es el alquiler mensual?
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Conclusiin: el alquiler medio de las viviendas de esta poblacion
esta entre 650 y 720 £ con una confianza del 95%



DATOS

La observacion de la caracteristica de interés en la muestra proporciona
los DATOS. Los datos pueden consistir en un conjunto de valores numéricos o
modalidades. Por ejemplo, si se sondea a la poblacién de electores de
Badalona sobre su intencién de votar a determinado candidato los datos
presentan dos modalidades: SI/NO. En el caso de que se analicen los
resultados académicos de los estudiantes de Andalucia, los datos seran valores
numéricos, de 0 a 10. En el caso de que se analice el importe del alquiler de
las viviendas de una localidad, los datos son valores numéricos en Euros.

Las VARIABLES son las caracteristicas de los individuos que se quieren
estudiar y pueden tomar distintas modalidades o valores.

Los DATOS son el conjunto de observaciones de una o mas caracteristicas
obtenidas de una poblacién o de una muestra.

Es importante distinguir entre los distintos tipos de datos con los que
podemos tratar. Sus diferencias determinan la seleccion y aplicacion de las
técnicas estadisticas

NOMINALES
CUALITATIVOS
Atributos ORDINALES
1. Naturaleza del
fendmeno DISCRETAS
CUANTITATIVOS
Vanables CONTINUAS

Corte Transversal

2. Refendas al Series Temporales
Tiempo
Datos de Panel

Unidimensionales
3. Numero de
Caracteristicas Multidimensionales (Bidimensionales)




INSTALACION DE R COMMANDER

Para instalar la versién de R y R COMMANDER adaptada por la Universidad
de Cadiz es preciso:

Descargar el programa que se encuentra en la pagina:
http://knuth.uca.es

Elegir la opcion: Paguete R UCA

Descargar la ultima versidon desde el servidor 2. Aparecera el siguiente
cuadro de didlogo1l.

P e DS T LS S o B BEEE d

Ha escogido abrir

] R-UCA-2.12.1.exe

que es de tipo: Aplicacidn
de: http://fermat.uca.es

éLe gustaria guardar eske archivo?

[Guardar aru:hi'w:u] | Cancelar |

Almacenar el fichero R-UCA-xxx.exe en el subdirectorio de las bajadas
de internet del ordenador clicando el botéon Guardar archivo.

Ejecutar el programa de instalacién clicando sobre R-UCA-xxx.exe.
Aparecera el siguiente cuadro de dialogo:

SRV O N E T ST AN e e e el d

Mo sze puede comprobar el fabricante. ;Esta seguro de que
dezea ejecutar este software?

Mornbre: R-UCA-2.12.1.exe
Fabricante: Fabricante desconocido
Tipo: Aplicacian

De: Cilibre_test_2011_definitiu

Ejecitar ][ Cancelar

Preguntar siempre antez de abrir este archiva

Activar la opcién Ejecutar
Finalizada con éxito la instalacion en la barra de Programas aparecera
el acceso a R.

! Si se navega con Internet Explorer el cuadro dlego es ligeramente distinto y ofrece la posibilidle ejecutar sin

guardar.
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Tema 2. DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS Y REPRESENTACION
GRAFICA

Tabla de frecuencias simple: variable discreta

Diagrama de barras y de frecuencias acumuladas

Tabla de frecuencias con valores agrupados: variable continua
Histograma y poligonos de frecuencias

Anélisis exploratorio de datos: diagrama de tallo y hojas (Stem and Leaf)

TABLA DE FRECUENCIAS

Recoge de forma resumida el conjunto de datos resultantes de la
observacidon de una variable en un colectivo o muestra de n individuos.

Elementos de una tabla de frecuencias

1. Tabla de frecuencias con los valores de la variable sin agrupar:

Xi ni fi Ni Fi

x1 nl f1 N1 F1

x2 n2 f2 N2 F2

Xi ni fi Ni Fi

xk nk fik Nk=n Fk=1
n 1

Interpretacion de las columnas de la tabla:

e Xi, valores de la variable, recoge cada uno de los valores observados
de X ordenados de menor a mayor.

« ni, frecuencia absoluta del valor xi, es el nUmero de elementos de la
muestra para los que X = xi.
k
Y n =n La suma de todas las frecuencias absolutas es igual a n.
i=1

- fi, frecuencia relativa, es la proporcién en tanto por uno de elementos
para los que X = xi. fi = ni/n

k
f =1 La suma de todas las frecuencias relativas es igual a 1.
=1
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Si se multiplican las frecuencias relativas por 100 se obtienen los
correspondientes porcentajes.

« Ni, frecuencia absoluta acumulada hasta el valor xi, es el nUmero de
elementos para los que X < xi.

Ni=nl+n2+ .. +ni-1+ni=>%n
=1
« Fi, frecuencia relativa acumulada hasta xi, es la proporcién de
elementos para los que X < xi.
Fi=fl+f2+ .. +fi-1+fi=>f
j=1

Si las frecuencias relativas acumuladas se multiplican por 100 se
obtiene los porcentajes acumulados.

2. Tabla de frecuencias con los valores de la variable agrupados en
intervalos.

Li-1-Li Xi (ci) N fi Ni Fi
LO-L1 1 ni f1 N1 F1
L1-12 X2 n2 2 N2 F2
Li-1-Li » ni fi Ni Fi
Lk-1-Lk xk nk fk Nk=n Fk=1
n 1

Interpretacion de las columnas de la tabla

 Li-1-Li recoge todos los intervalos o clases en los que se agrupan los
valores de la variable; Li-1 y Li son los limites inferior y superior del
intervalo i-ésimo. Los intervalos, por omisién, se establecen abiertos en
el limite inferior y cerrados en el superior.

« ai, amplitud del intervalo i-ésimo, es ai = Li - Li-i.

e Xi, marca de clase o punto medio del intervalo, es el valor que

. S I . L, +L

representa al intervalo en el analisis descriptivo, xi = — 12 L.

« ni, frecuencia absoluta del intervalo, es el nimero total de elementos

k
para los que el valor de X esta dentro del intervalo i-ésimo. »'n, =n

i=1
- fi, frecuencia relativa del intervalo, es la proporcién en tanto por uno
de elementos para los que X estd dentro del intervalo i-ésimo, fi =
ni/n.



Si se multiplican las frecuencias relativas por 100 se obtienen los

correspondientes porcentajes.
k
fi=1

i=1
Ni, frecuencia absoluta acumulada hasta el intervalo i-ésimo, es el
numero de elementos para los que X < Li.

Ni=nl+n2+ .. +ni-1+ni=>n,
j=1
Fi, frecuencia relativa acumulada hasta el intervalo i-ésimo, es la
proporcién de elementos para los que X < Li
Fi=fl+f2+ .. +fi-1+fi=>f
j=1

Si las frecuencias relativas acumuladas se multiplican por 100 se
obtiene los porcentajes acumulados.

REPRESENTACIONES GRAFICAS

La representacion grafica de los datos constituye un instrumento de gran
utilidad ya que proporciona una imagen que permite:

Captar de manera sencilla y rapida aspectos relevantes de la
distribucion de frecuencias,

Mejorar la comprension del fendmeno que se analiza,

Detectar la presencia de errores en los datos.

Diagrama de barras

Para elaborar este grafico se situan las categorias o valores en el eje de
abscisas y en el de ordenadas las frecuencias absolutas o relativas. Sobre la
marca correspondiente a cada categoria o valor se alza una barra
perpendicular al eje de abscisas de altura igual a su frecuencia.

El perfil del diagrama es el mismo si se representan las frecuencias
absolutas o las frecuencias relativas.

El criterio de orden de las categorias (datos cualitativos) mas adecuado
es el de mayor a menor frecuencia, mientras que el de los valores
(datos cuantitativos) es de menor a mayor valor de X.

Este grafico permite visualizar rapidamente las categorias o valores
mas o menos frecuentes.



Diagrama de Escalera

El diagrama en escalera se utiliza para representar las distribuciones de
frecuencias absolutas o relativas acumuladas correspondientes a una variable
discreta que toma pocos valores diferentes.

Para construir el diagrama se situan en el eje de abscisas los valores de la
variable y en el de ordenadas las frecuencias acumuladas. Se marca los puntos
de coordenadas (xi, Ni) o (xi, Fi) segun se quiera representar las frecuencias
absolutas o relativas. Desde cada uno de estos puntos se traza una recta
paralela al eje de abscisas hasta el valor siguiente de X, es decir, hasta el
punto (xi+1, Ni), dado que entre dos valores consecutivos no hay acumulacién
de frecuencia. Los puntos extremos de las lineas horizontales se unen con
lineas verticales dando al diagrama el aspecto de escalera.

« El maximo que alcanza el grafico es n si se representan las frecuencias
absolutas acumuladas o 1 si se representan las frecuencias relativas
acumuladas.

e La altura de los escalones es la frecuencia absoluta o relativa de cada
valor xi.

Por ejemplo, para una variable X que toma Unicamente los valores x1, x2,
..., X6, el diagrama de frecuencias relativas acumuladas podria ser:

Fe=1 |
R J

Foy |----

X1 Xz N3 X4 Ns X6

10



Histograma

Se construye colocando en el eje de abscisas los intervalos en los que se
agrupan los valores de la variable. Sobre cada intervalo se dibuja un
rectangulo cuya area debe ser igual o proporcional a su frecuencia.

En

Si todos los intervalos son de igual amplitud, por comodidad, se
dibujan los rectangulos con alturas iguales a las frecuencias. En este
caso, el area de los rectangulos sera proporcional a la frecuencia.

Si la amplitud del intervalo es variable se debe calcular su densidad o
altura de los rectdngulos. En este caso, el area de los rectdngulos sera
igual a la frecuencia del intervalo. Densidad = altura = w
amplitud

el histograma:

Las areas y no las alturas de los rectangulos son las que representan
las frecuencias.

La altura de los rectangulos informa sobre la densidad o concentracion
de observaciones en el intervalo.

El area total es igual o proporcional al tamafio de la muestra.

Si se representan las frecuencias relativas, el area total es igual o
proporcional a 1.

El perfil del histograma depende de la eleccion del nimero y la
amplitud de los intervalos.

El perfil del histograma es el mismo tanto si se representa la
distribucién de frecuencias absolutas como la de frecuencias relativas.

Poligono de Frecuencias

Es

un grafico que sintetiza el perfil del histograma y suele presentarse

superpuesto a éste.
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Histogram of Datos02$Salario.hora
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El poligono se traza sefialando las marcas de clase en el lado superior de
los rectangulos del histograma. Se unen estos puntos de coordenadas (xi, n;)
(marca de clase, frecuencia absoluta o relativa) con trazo continuo y se cierra
el poligono prolongandolo en sus extremos hasta cortar el eje de abscisas en
los puntos situados en las marcas de clase de dos hipotéticos intervalos
trazados antes que el primero y después del ultimo.

Aungue el histograma proporciona una representaciéon sencilla y eficaz, el
poligono de frecuencias, en algunas situaciones, presenta ventajas. Dos de las
razones son:

« Es mas facil comparar poligonos de varias distribuciones
superponiéndolos.

« La curva suavizada del poligono sugiere de forma mas clara el posible
modelo de probabilidad adecuado para describir el comportamiento de
la poblacion.

Poligono de Frecuencias acumuladas

El poligono de frecuencias acumuladas u ojiva se utiliza para representar
las distribuciones de frecuencias absolutas o relativas acumuladas
correspondiente a una variable cuya distribucién se ha tabulado agrupando los
valores en intervalos por ser de naturaleza continua o discreta que toma
muchos valores diferentes.
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El poligono se construye situando en el eje de abscisas los limites de los
intervalos definidos en la tabla y en el de ordenadas las frecuencias
acumuladas. Se sefialan los puntos correspondientes a los limites superiores y
sus frecuencias acumuladas, (Li, Ni) o (Li, Fi), y con trazo continuo se unen
dichos puntos, empezando por el punto (LO, 0) (limite inferior del primer
intervalo, frecuencia acumulada 0) y acabando en el punto (Lk, n) o (Lk, 1)
(limite superior del ultimo intervalo, frecuencia total acumulada.

Al realizar el grafico, dado que ya no se dispone de las observaciones
correspondientes a cada intervalo, se supone que éstas se reparten
uniformemente en el intervalo, por lo tanto, la frecuencia se acumula de forma
lineal.

Por ejemplo, para una variable X se ha tabulado en K intervalos, el
diagrama de frecuencias absolutas acumuladas podria ser:

N =1

Nl«:’.— 1 -

. 3

l—'
=
H
=
-2
H
B
l—'
b

Este tipo de grafico es adecuado si se quiere:

» Localizar valores que acumulan una determinada frecuencia. Se fija la
frecuencia acumulada en el eje vertical y se localiza el valor
correspondiente en el eje horizontal.

« Obtener el nUmero o el porcentaje de observaciones con “menos que” o
“mas que” un valor determinado. Se fija el valor en el eje horizontal y
en el eje vertical se halla la frecuencia acumulada.

« Identificar el modelo de distribucion poblacional o tedrica asociado a la
muestra analizada superponiendo los graficos.

13



Diagrama Stem-and leaf (Grafico de tallo y hojas)

El diagrama de tallo y hojas es una técnica para presentar datos
cuantitativos en formato grafico.

Esta técnica proporciona simultdneamente:

« La ordenacién de los datos. Todas las observaciones quedan ordenadas
de menor a mayor, lo que facilitara la localizacién de algunas medidas
de sintesis como son la mediana y los cuantiles.

« La tabulacién de los datos. Cada tallo define un intervalo cerrado por la
izquierda y abierto por la derecha equivalente al intervalo de la tabla
de frecuencias con valores agrupados.

+ La representacidon grafica de la distribucién. El perfil del grafico es
similar al histograma que se obtendria de su correspondiente tabla de
frecuencias.

Al igual que el histograma, mediante el diagrama de tallo y hojas se
visualizan diferentes rasgos de la distribucion como son:

« Rango de los valores (dispersion)

» Localizacién de valores centrales

« Identificacion de valores muy o poco frecuentes

e Saltos (gaps) o lagunas

« Valores andmalos o extremos notablemente desviados del conjunto
« Asimetria y forma.

Comparandolo con el histograma presenta las siguientes ventajas:

« No condensa la informacién. Se puede seguir reconociendo los
elementos de la muestra con una minima pérdida de informacion.

« Facilita la localizacién de los cuantiles.

« Informa de la existencia de valores outliers y los identifica.

Para construir este diagrama:
e Se divide cada valor observado en dos partes: hoja y tallo. Para ello, se
fija la posicion del digito que se tomara como hoja (.., décimas,

unidades, decenas, centenas, ...) y los tallos quedan determinados por
los digitos que quedan a la izquierda de dicha posicion.
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« Se anotan en columna los tallos desde el menor hasta el mayor de
forma sucesiva sin omisiones. Los tallos deben ser consecutivos y
abarcar todo el recorrido de la variable.

A la derecha de cada tallo se anotan de forma ordenada (de menor a
mayor) sus hojas.

« En el encabezado o pie del grafico es importante indicar las unidades
de la hoja (o del tallo) para poder recuperar las observaciones en las
unidades originales.

« Si el numero de observaciones es excesivamente grande, es
conveniente que cada hoja represente a un numero determinado de
elementos con el mismo tallo y hoja, debiéndose indicar en el
diagrama.

e Se puede completar el diagrama con las frecuencias simples o
acumuladas anotandolas a la izquierda de los tallos que se obtiene
sumando las hojas correspondientes a cada tallo

« En el encabezado se acostumbra a indicar el tamanho de la muestra, n,
que es el numero total de hojas.

« En la parte superior e inferior del diagrama se anotan los outliers o
valores andmalos si los hay.

Ejemplo. Supongamos que las edades de un colectivo formado por 45
trabajadores son los siguientes: 32, 32, 32, 34, 34, 35, 35, 35,35, 37 ,37, 37
,37, 38 ,39, 40, 40, 41, 42, 42,42, 42,42, 42, 42, 43, 43, 43, 43, 43, 45, 45,
45, 45, 45, 47, 47, 48, 49, 49, 50, 50, 51, 51, 51. El grafico de tallo y hojas
de esta muestra podria ser cualquiera de los dos que siguen:

N Tallo Hojas

15 3 | 222445555777789
25 4 10012222222333335555577899
5 5 |00111

Unidades de las hojas: 1 3|2 representa 32

Dada la poca variacibn que presentan los tallos es conveniente
subdividirlos en partes iguales. Como las hojas toman los valores enteros de 0
a 9 unicamente se pueden subdividir los tallos en 2 o 5 partes para que sean
todas ellas iguales.

15



Si se subdividen en 2 partes, a la primera le corresponderan las hojas del
0 al 4 y a la segunda del 5 al 9.

N Tallo Hojas

5 3 | 22244

10 3 | 5555777789

15 4 |1001222222233333
10 4 | 5555577899

5 5 ]00111

Unidades de las hojas: 1 3|2 representa 32

En el diagrama de tallo y hojas anterior se observa que la distribucién es
poco dispersa, los valores centrales estan alrededor del 42, no presenta saltos
o lagunas ni valores extremos y es simétrica.

16
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alumnos.

Actividades

Actividad 2_1

La base de datos Ejercicio21.rda procede de una encuesta realizada a 125

Los primeros 25 casos son:

Ingres Lugar Tiemp | Nota_
Gener Miembr o_me | Gasto _ Medio | o_viaj | acces | Asig_ | Asig_
0 Edad o) Trabaja n _ocio | resid | _trans e 0 matric | aprob
1 M 27 3 1 920 70 2 2 20 7.62 10 6
2 M 21 2 0 20 2 2 45 6.49 10 8
3 M 21 4 1 300 80 1 5.32 10 6
4 M 18 2 0 20 1 6 50 6.3 10 6
5 H 23 3 0 60 5 3 35 5.5 10 5
6 M 20 4 0 30 1 2 30 5.5 10 5
7 M 29 1 1 1070 50 5 4 35 6.39 10 8
8 M 19 2 1 1050 50 1 2 45 6.57 10 7
9 M 19 3 0 1 1 25 6.59 10 4
10 M 19 3 1 250 65 1 1 20 8.6 10 6
11 M 22 3 1 1150 20 2 1 20 5.95 10 8
12 M 52 4 1 1150 50 2 6 35 7.02 10 7
13 H 18 3 0 15 5 3 40 5.17 10 4
14 M 25 3 0 30 4 3 45 8.01 10 4
15 M 18 3 0 30 1 6 55 7.16 10 4
16 H 21 2 0 15 1 2 30 5.62 10 5
17 M 20 2 0 12 1 5 20 5.69 10 7
18 M 18 2 1 290 30 1 1 40 6.19 10 5
19 M 20 3 0 10 5 4 55 5.4 10 7
20 H 28 4 0 20 2 2 40 6.68 10 6
21 H 21 1 1 750 70 2 2 50 7.55 10 5
22 H 22 4 1 200 50 1 6 60 6.48 10 6
23 M 19 6 0 15 2 1 15 5.98 10 5
24 H 21 3 0 30 5.13 10 6
25 M 19 3 1 200 40 4 1 45 6.63 10 4

Las caracteristicas observadas son:

Genero: H = Hombre M = Mujer

Edad

Miembros:

NUmero de miembros de la

Trabaja: 0 = No 1 = Si

Ingreso_men: Ingreso mensual

Gasto_ocio: Gasto semanal en ocio
Lugar_resid: Lugar de residencia
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1 = BCN

2 = Hospitalet

3 = Altres Municipis del Barcelonés

4 = Baix Llobregat

5 = Altres Municipis

Medio_transp: Medio de transporte utilizado en el desplazamiento al
centro de estudio

1 Metro

2 Autobus

3 Tren

4 Coche

5 Moto

6 Bicicleta o a pie

Tiempo_viaje: Tiempo empleado en el viaje de ida al centro de estudio
Nota_acceso: Nota de acceso a la Universidad

Asig_matric: NUmero de asignaturas matriculadas en el curso anterior
Asig_aprob: Numero de asignaturas aprobadas del curso anterior

Se pide:

« Indicar la naturaleza de cada una de las caracteristicas observadas.

e« Realizar con la ayuda del programa R-commander la tabla de
frecuencias y las representaciones graficas de las caracteristicas:
Genero, Medio de Tranporte, Miembros y Nota de Acceso.

« Elaborar el diagrama de tallo y hojas de las variables: Edad, Tiempo del
viaje y Nota de Acceso

Instrucciones para la realizacion del Actividad 2_1 con R-Commander

¢ Distribucion de frecuencias datos cualitativos
Estadisticos P Resimenes P Distribucidon de frecuencias

Distribuciones de frecuencia

Variables (zeleccione una o mas)

:G'r:n ero
|Lugar_resid
[Medio_transp2 =

Test Chi-cuadrado de bondad de ajuste (sélo para una variable) [

[ Aceptar | l Cancelar | |E
Se selecciona la variable o variables y
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e Distribucién de frecuencias variable discreta (pocos valores diferentes)
Escribiendo en la ventana de instrucciones y ejecutando se obtiene:
table(NombasedatSNomvar), la distribucion de frecuencias absolutas.
sum(table(NombasedatSNomvar)), el total de observaciones, sin contar los valores
missing (NA)
table(NombasedatSNomvar)/sum(table(NombasedatSNomvar)), la distribucién de
frecuencias relativas.
100*(table(NombasedatSNomvar))/sum(table(NombasedatSNomvar)), la distribucién de
frecuencias relativas en porcentajes

e Distribucién de frecuencias con los valores de la variable agrupados en intervalos
La instruccion puede ser:
hist(NombasedatSNomvar, nclass = 10, plot = FALSE)
(en nclass se debe indicar el niUmero de intervalos que se desea). 0 también
table(cut(NombasedatSNomvar, breaks=c(0, 10, 20, 30, 50))

* Representacion grafica datos cualitativos
Diagrama de barras
Graficas P Grafica de barras
Grafico de sectores
Graficas P> Grafica de sectores
En los correspondientes cuadros se seleccionan las variables y se acepta.

e Diagrama de barras variable discreta (pocos valores diferentes)
Se obtiene escribiendo en la ventana de instrucciones:
barplot(table(NombasedatSNomvar), xlab="EtiquetaejeX", ylab = "EtiquetaejeY")
Los commandos xlab e ylab se incluiran cuando se quieran etiquetar los ejes de
coordenadas.

* Histograma
Graficas P> Histograma
La instruccidn que se ejecuta es:
Hist(NombasedatSNomvar, nclass = 10, col = "grey", xlab = "EtiquetaejeX", ylab =
"EtiquetaejeY")
Se puede modificar el nimero de intervalos, las etiquetas de los ejes, el color del gréfico.
Por ejemplo, fijando el valor de col, como “grey”, “red”, “green”, etc los rectangulos del
histograma estaran coloreados de gris, rojo, verde, etc.

e Diagrama de tallo y hojas (Stem and leaf plot)
Graficas P Gréfica de tallos y hojas
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Variable (elegir una)

ﬁs‘\g_apmb

Digito de las hojas: Automatico W o definin 1
Partes por tallo

Automatico @

Estilo de division de los tallos
Tukey e
Digitos repetidos de los tallos
Opciones

Eliminar valores atipicos v

Maostrar niveles v

Invertir hojas negativas W

| Aceptar || Cancelar |

En el cuadro de dialogo:

Se selecciona la variable

Se recomienda dejar activado Automatico para Digito de las hojas y Partes por tallo.

Si a cada valor del tallo le corresponde un nimero muy grande de hojas, pueden
repetirse los valores del tallo 2 o 5 veces, activando los nimeros correspondientes en
Partes por tallo.

Se recomienda dejar activadas las Opciones Eliminar valores atipicos y Mostrar niveles.
Una vez elegidas las caracteristicas del diagrama se debe aceptar para ejecutar.

Naturaleza de cada una de las variables

Genero

Edad
Miembros
Trabaja
Ingreso_men
Gasto_ocio
Lugar_resid

Medio_transp

Tiempo_viaje
Nota_acceso
Asig_matric
Asig_aprob

cualitativa nominal con dos modalidades
cuantitativa discreta
cuantitativa discreta
cualitativa nominal con dos modalidades
cuantitativa continua
cuantitativa continua

cualitativa nominal con varias
modalidades
cualitativa nominal con varias

modalidades

cuantitativa continua
cuantitativa continua
cuantitativa discreta
cuantitativa discreta

Distribuciéon de frecuencias y representacion grafica

21



Estadisticos » Resumenes » Distribucion de frecuencias
Graficas » Grafica de barras
Graficas » Grafica de sectores

Genero
H M H M
50 75 40 60

Genero

quency
10 20 30 40 50 60 70

o
L

Medio de transporte

Metro Bus Tren Coche Moto Bici y otros
46 30 8 15 9 14
Metro Bus Tren Coche Mot o Bici y otros

37.704918 24.590164 6. 557377 12. 295082 7.377049 11. 475410

Medio_transp2

Frequency

Bici y otros

o
2

D coere
o

Metro  Bus Tren  Coche Moto Biciyotros

Medio_transp2

22



Miembros

Como Miembros es una variable numérica, discreta, con pocos valores
distintos, para obtener la distribucién de frecuencias y el grafico deben
introducirse y ejecutarse las instrucciones:

table(Ejercicio21$Miembros)

1 2 3 4 5 6
12 34 46 24 2 4

barplot(table(Ejercicio21$Miembros))

Freuerey

[ LTTIE ped

Nota de acceso
Graficas » Histograma

Hist(Ejercicio21$Nota_acceso, scale="frequency", breaks="Sturges",
col="darkgray")

15
L

frequency

Ejercicio21$Nota_acceso

23



La tabla de frecuencias correspondiente al histograma anterior se obtiene
ejecutando la instruccion:

hist(Ejercicio21$Nota_acceso, scale="frequency", breaks="Sturges",
plot=FALSE)

El resultado es?:

$br eaks

[1] 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0 8.5 9.0

$count s

[1] 16 22 27 24 21 8 4 3

$intensities

[ 1] 0. 2559999 0. 3520000 0. 4320000 0. 3840000 0. 3360000
0. 1280000 0. 0640000 0.0480000

$density
[ 1] 0. 2559999 0. 3520000 0. 4320000 0. 3840000 0. 3360000

0. 1280000 0. 0640000 0.0480000
$ni ds
[1] 5.25 5.75 6.25 6.75 7.25 7.75 8.25 8.75

2 Los valores de $intensities y $density son los cocientes entre la frecuencia
relativa de cada intervalo y la amplitud de éste.
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3. Diagrama de tallo y hojas de las variables:
Graficas » Grafica de tallo y hojas

Edad

1| 2: represents 1.2
| eaf unit: 0.1

n: 125
1 17 ] 0
14 18 | 0000000000000
33 19 | 0000000000000000000
52 20 | 0000000000000000000
(15) 21 | 000000000000000
58 22 | 00000000000
47 23 | 00000000000
36 24 | 000000
30 25 | 000000
24 26 | 0000
20 27 | 000
17 28 | 00000
12 29 | 000
9 30| 0

H : 32 34 36 37 37 42 46 52
Tiempo_viaje
[1] "Warning: NA el enents have been renoved!!"

1| 2: represents 12
leaf unit: 1

n. 122

1 1* | O

12 1. | 55555555555

25 2* | 0000000000000
37 2. | 555555555555

52 3* | 000000000000000
(18) 3. | 555555555555555555
52 4* | 00000000000000
38 4. | 55555555555555
24 5* | 0000000000

14 5. | 555

11 6* | 000000

5 6. | 5

7 |
4 7. | 5
3 8* | O

H: 90 90
25



Nota_acceso

1| 2: represents 1.2
l[eaf unit: 0.1

n: 125

7 5 | 0000011

11 5| 2333

17 5 | 444555

30 5| 6666666677777
38 5 | 88899999

45 6 | 0000011

53 6 | 22233333
(20) 6 | 44444444444455555555
52 6 | 6666666667777
39 6 | 889

36 7 | 0000000111111
23 7 | 222233

17 7 | 4455

13 7 | 66777

8 719

7 8| 00

5 81| 2

4 8| 4

3 8 | 666
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Actividad 2_2
Retraso en minutos de 81 vuelos Barcelona-Valencia de la compafiia A

43 1,50 2,05 2,58 2,86 2,93 3,90 4,38 4,46 5,11 5,23
5,36 5,44 5,54 6,08 6,12 6,36 6,39 6,48 6,51 6,88 7,31
7,34 8,06 8,10 8,20 8,21 8,23 8,34 8,56 8,64 8,73 8,73
8,73 8,73 8,74 8,88 8,90 8,93 9,14 9,25 9,56 9,68 9,85
9,87 9,94 9,99 10,06 10,11 10,24 10,26 10,51 11,23 11,60 11,63
11,64 11,85 11,92 12,34 12,78 12,94 13,05 13,18 13,31 13,48 13,88
14,05 14,15 14,23 14,24 14,30 14,55 14,59 15,42 15,45 15,71 16,07
16,54 16,84 17,04 19,39

Agrupe los datos en una distribucién de frecuencias y realice su
representaciéon grafica.

1. Determinacion del nimero de intervalos o clases.

Cuando el tamafio muestral es moderado se fija provisionalmente un
nimero de intervalos aproximadamente igual a ¥n. En este caso v81 = 9, de
forma que, en principio, los valores de la variable se agruparan en 9 intervalos.

2. Amplitud del intervalo.

La amplitud del intervalo, a, se fija aproximadamente como
a = Recorrido/ n° de clases

El recorrido de esta variable, R, es:
R = Valor maximo - Valor minimo = 19,39 - 0,43 = 18,96

a=18,96/9 =2,10=2
3. Limites superior e inferior de los intervalos

El valor menor de la variable es 0,43, por lo que el limite inferior del
primer intervalo puede fijarse en 0. Para determinar el limite superior del
primer intervalo al limite inferior se le suma la amplitud a = 2; por tanto, dicho
limite sera 0 + 2 = 2.
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El limite inferior del segundo intervalo coincide con el limite superior del
primero, es decir, 2 y su limite superior se obtiene sumandole la amplitud del
intervalo a = 2, y sera 4. De esta forma resultan los 9 intervalos siguientes:

0-2;2-4,4-6;6-8;8-10; 10-12; 12 - 14, 14- 16; 16 - 18

Como la variable toma valores mayores que 18 es necesario definir un
intervalo adicional de limites 18 y 20; luego se agruparan los valores de la
variable en 10 intervalos.

Por ultimo, se tiene que indicar si los intervalos son abiertos o cerrados.
Por omisidn, se interpreta que los intervalos son (Li.1, Li] cerrados por la
derecha:

4. Distribucion de frecuencias.

La distribucion de frecuencias es la siguiente:

Retraso Frecuencia Frecuencia Frecuencia Porcentaje
Xi absoluta ni relativa fi absoluta acumulado
acumulada Ni

0-2 2 0,025 2 2,5
2-4 5 0,062 7 8,7

4 -6 7 0,086 14 17,3
6-8 9 0,111 23 28,4
8-10 24 0,296 47 58,0
10-12 11 0,136 58 71,6
12 - 14 8 0,099 66 81,5
14 - 16 10 0,123 76 93,8
16 - 18 4 0,049 80 98,7
18 - 20 1 0,012 81 100,0
Total 81 1
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5. Representacién grafica

frequency

T T T T T
0 5 10 15 20

Ejercicio41$X1

La representacion grafica correspondiente a una variable continua es el
histograma

Esta distribucion:

+ es campaniforme (la frecuencia disminuye en los extremos)
« el centro se sitla alrededor de 10,

« el intervalo mas frecuente es (8; 10],

* no presenta lagunas,

e presenta un recorrido de aproximadamente 20 minutos.

« no hay valores andmalos u outliers
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Actividad 2_3

Se entiende por punto de riesgo un cruce, un tramo o una zona, donde se
han producido mas de 10 accidentes. En el area metropolitana de Barcelona
se han contabilizado 200 puntos de riesgo. La distribucion de X= 'n° de
accidentes de trafico en estos puntos’ se recoge en el siguiente diagrama de
frecuencias relativas acumuladas:

058 F-----------
050 --=---- 1

042 |-

028 -~

I:I ! ! T ! T ! ! ! ! ! ! ! ! T ! !

9 0" 2 % 4 66 17 8 9 204 2 o 24Nk

1. Indique el porcentaje de puntos de riesgo que presentan:
a) exactamente 12 accidentes

b) mas de 12 accidentes

c) como minimo 14 accidentes

d) como maximo 13 accidentes

2. ¢Cuantos de estos 200 puntos de riesgo han presentado exactamente
15 accidentes?

3. {Podemos afirmar que el nimero minimo de accidentes en el 25% de
los puntos con mas riesgo es 20 accidentes?

4. ¢Cuantos accidentes como maximo presenta un punto que se encuentra
entre el 50% con menos riesgo?
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1. Indique el porcentaje de puntos de riesgo que presentan:

a) Exactamente 12 accidentes: f(X=12) =F(12) - F(11) = 0,50 - 0,42 =
0,08 ( 8%)

b) Mas de 12 accidentes: f(X>12) = 1- F(12) = 1- 0,50 = 0,50 (50%)

c) Como minimo 14 accidentes: f(X=14) = 1- F(13)
(42%)

1- 0,58 = 0,42

d) Como maximo 13 accidentes: f(X<13) = F(13) = 0,58 (58%)

2. ¢Cuantos de estos 200 puntos de riesgo han presentado exactamente 15
accidentes?

f(X=15) =F(15) - F(14) = 0,77 - 0,75 = 0,02
n(X=15) = 200 (0,02) = 4

3. ¢Podemos afirmar que el nimero minimo de accidentes en el 25% de los
puntos con mas riesgo es 20 accidentes?

No, porque F(20) > 0,75

4. (Cuantos accidentes como maximo presenta un punto que se encuentra
entre el 50% con menos riesgo?

Como F(12) = 0,50, el niumero maximo de accidentes que puede tener un
punto de riesgo para estar entre el 50% de los de menos riesgo es 12
accidentes.
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Actividad 2_4

Se ha observado la variable X= "“Saldo (en Euros)” de 400 cuentas
corrientes de clientes con edades comprendidas entre 18 y 25 afos. El
siguiente grafico recoge la distribucién de porcentajes acumulados de esta
variable.

e e e — 7‘ =

Porcentaje acumulado

50 il 30 110 130 150 170 130

1. Indique el porcentaje y el niumero de cuentas con un saldo de:

a) Como maximo 90 Euros.

b) Mas de 110 Euros.

c) Entre 90 y 130 Euros.

d) Inferior o igual a 170 Euros.

2. Una cuenta con 120 Euros ¢éesta entre el 60% de las que tienen mas
saldo?

3. Una cuenta con 100 Euros ¢éesta entre el 20% de las que tienen mas
saldo?

1. Indique el porcentaje y el nUmero de cuentas que tienen un saldo de:
a) Como maximo 90 Euros.

f(X <£90) = F(90) = 0,22 n(X < 90) = 0,22 (400) = 88 cuentas
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b) Mas de 110 Euros.

f(Xx >110) =1 - F(110) =1 - 0,46 = 0,54 n(X>110) = 0,54 (400)
=216 cuentas

c) Entre 90 y 130 Euros.
f(90 < X < 130) = F(130) - F(90) = 0,72 - 0,22 = 0,50
n(90 < X < 130) = 0,50 (400) = 200 cuentas
d) Inferior o igual a 170 Euros.
f(X < 170) = F(170) = 0,90 n(X < 170) = 0,90 (400) = 360 cuentas
2. Una cuenta con 120 Euros éesta entre el 60% de las que tienen mas saldo?

El valor minimo del 60% con mas saldo coincide con el maximo del 40%
con menos saldo. Proyectando en el grafico la frecuencia acumulada de 0,4
vemos que el valor que le corresponde es, aproximadamente, 100 €. Por lo
tanto, 120 € si que se encuentra entre el 60% de los cuentas con mas saldo.

3. Una cuenta con 100 Euros éesta entre el 20% de las que tienen mas saldo?

El valor que corresponde a una frecuencia acumulada de 0,8 (1-0,20) es,
aproximadamente, 140 €. Por lo tanto, 100 € no se encuentra en el 20% de
los cuentas con mas saldo.
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Actividad 2_5
Con los siguientes diagramas Stem and Leaf conteste las preguntas.

X: Peso en gramos

1] 2: represents 12
leaf unit: 1
n: 100
2 110 | &8
111
4 112 | 59
6 113 | 68
1z 114 | 0z24679
16 115 | 0234
20 116 | 8999
28 117 | 01235659
40 115 | 0012253566659
49 119 | 011446655
(10 120 | 2233556699
41 121 | 113466673329
30 122 | 12334586789
20 123 | 0353949
14 124 | 01739
= 125 | 6678
L 126 | 12
127 |
3 1z | 27
1 129 | Z

a) Peso minimo Xmn

b) Peso maximo Xwax

c) NUumero de observaciones n

d) Frecuencia absoluta del125,6 gr.

e) Frecuencia absoluta acumulada hasta 1149 gr.

f) Numero de paquetes en la muestra que pesan mas de 1250 gr.

g) Proporcion de paquetes en la muestra que pesan como maximo 1150 gr.
h) Proporcién de paquetes en la muestra que pesan como minimo 1216 gr.

Solucién
a) Peso minimo Xmn 1105 gr
b) Peso maximo Xmax 1292gr

c) Numero de observaciones n=100 observaciones

d) Frecuencia absoluta de125,6 gr. ni =0

e) Frecuencia absoluta acumulada hasta 1149 gr Ni =12

f) Numero de paquetes en la muestra que pesan mas de 1250 gr. 9
paquetes
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g) Proporcion de paquetes en la muestra que pesan como maximo 1150 gr.
13%

h) Proporcién de paquetes en la muestra que pesan como minimo 1216 gr.
37%

Y: Precio en Euros

leaf unit: 10

n: V9

a = | GEETTIVNT
23 0. | B55588559599959599
37 1+ | Q0000000001111
(1) t | ZE222233333333323313
24 £ | 444444445555555

= = | BB66667T

HI: 350 370

a) Numero de establecimientos observados, n

b) Precio minimo

c) Precio maximo

d) Precio mas frecuente

e) Numero de establecimientos que cobran menos de 100 Euros

f) Proporcion de establecimientos que cobran 90 Euros

g) Proporcidon de establecimientos que cobran como minimo 140 Euros

Solucién

a) Numero de establecimientos observados n = 79 establecimientos

b) Precio minimo 60 €
c) Precio maximo 370 €
d) Precio mas frecuente 130 €

e) Nimero de establecimientos que cobran menos de 100 Euros 23
establecimientos

f) Proporcion de establecimientos que cobran 90 Euros 11,39%
g) Proporcion de establecimientos que cobran como minimo 140 Euros
30,38 %
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X: Cilindrada en cc

1 | Z: reprezents 1200
leaf unit: 100

n: 68
= 1+ | 122344444
25 1. | EEEe&7?77?EE290394
33 2% | 12222333
13 2. | 599
3z 3% | 222
29 3. | 6675
25 4% | Q0o0o0z
19 4. | 99939
15 5% | 222
1z 5. | wwwwTs
5 6% | 3
4 6. | 55
Z TE | 22

a) Cilindrada mas frecuente

b) Cilindrada maxima

c) Numero de modelos de coche observados

d) Maxima cilindrada que presentan los 10 modelos menos potentes
e) Cilindrada minima que presentan los 15 modelos mas potentes

Solucién

a) Cilindrada mas frecuente: 5700 cc

b) Cilindrada maxima: 7200cc

c) Numero de modelos de coche observados: 68 modelos

d) Maxima cilindrada que presentan los 10 modelos menos potentes 1500 cc
e) Cilindrada minima que presentan los 15 modelos mas potentes 5200 cc
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EJERCICIOS TEMA 2

Ejercicio 1. La distribucién del nimero de trabajadores en una muestra de
gestorias es:

Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos 1,00 1 1,0 1,0 1,0
2,00 5 50 50 6,0
3,00 12 12,0 12,0 18,0
4,00 20 20,0 20,0 38,0
5,00 23 23,0 23,0 61,0
6,00 23 23,0 23,0 84,0
7,00 12 12,0 12,0 96,0
8,00 2 2,0 2,0 98,0
9,00 2 2,0 2,0 100,0
Total 100 100,0 100,0
Determine:

a) Numero de gestorias encuestadas.

b) Porcentaje de gestorias con 5 trabajadores.

c) N© de gestorias con un maximo de 3 trabajadores.

d) N° maximo y minimo de trabajadores.

e) N° mas frecuente de trabajadores.

f) N°© maximo de trabajadores que tienen las 30 gestorias con menos
personal.

g) Si una empresa de software Unicamente esta interesada en enviar
propaganda a las gestorias con mas de 6 empleados, éa qué porcentaje de
las gestorias muestreadas se dirigira?

h) Si la empresa de software esta interesada en enviar propaganda al 25% de
las gestorias con mayor empleo, éicual es el nUmero minimo de empleados
que debe tener una gestoria para poder estar incluida en este grupo?

i) Si el INEM se propone ayudar al 25% de las gestorias con menor empleo
enviando un trabajador en practicas, écuantos empleados como maximo
deberan tener para poderse beneficiar de dicha ayuda?

j) Represente graficamente la distribucion de frecuencias y compruebe las
respuestas anteriores en los graficos.

Ejercicio 2. Los siguientes datos corresponden al numero de bibliotecas
publicas por 1000 habitantes en las 41 comarcas de Catalunya:

25,9,12,31,57,13, 16, 14, 22, 13, 6, 11, 12, 15, 27,42, 9, 36, 22, 21,
7,13, 25, 19, 16, 64, 33, 16, 43, 37, 23, 37, 19, 11, 43, 14, 49, 28, 51, 8, 9
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a) Obtenga la distribucién de frecuencias agrupando los datos en intervalos de
amplitud 10, fijando el extremo inferior de la primera clase en 5.
b) Represente graficamente la distribucién obtenida en el apartado anterior.

Ejercicio 3. La tabla siguiente recoge la distribucion de la variable
X='Superficie en m?’ del conjunto de viviendas registradas en el Barcelonés
con un maximo de 210 ma:

Superficie (m?) | N° viviendas

(0 -30] 4 050
(30 - 60] 153 900
(60 - 90] 437 400
(90 - 120] 162 000
(120 - 150] 29 160
(150 - 180] 12 150
(180 - 210] 11 340
Total 810 000

Con esta informacion se pide:

a) Complete la tabla de distribucion de frecuencias.

b) Represente graficamente la distribucion de frecuencias (simples vy
acumuladas).

c) éCuantas viviendas con un maximo de 210 m2 hay censadas en el
Barcelonés?

d) éCuantas viviendas tienen superficies entre 60 y 90 m2?

e) ¢Cuantas viviendas tienen como maximo 60 m2?

f) ¢Cuantas viviendas superan los 150 m2?

g) ¢Qué porcentaje de viviendas tiene entre 60 y 90 m2? ¢éY como maximo 60
m2?

h) éPuede decirse que mas del 20% de estas viviendas tienen superficies entre
90 y 120 m2?

i) éCual es la superficie maxima del 73,5% de las viviendas con menor
superficie?

j) éPuede decirse que algo mas de la cuarta parte de estas viviendas superan
los 90 m2? Exactamente cuantas (en términos absolutos y en términos
relativos).

k) ¢Cual es el intervalo de superficie mas frecuente?

) Si una medida de tipo fiscal quiere abarcar al 93,5% de las viviendas con
menor superficie, écudl es la superficie maxima a considerar por dicha
medida?

m)Si una inmobiliaria esta interesada solo en las viviendas de mayor superficie
y quiere conectar con un 2,9% de las viviendas registradas, écudl es la
superficie minima a considerar?

n) Una vivienda con 135 m2 ¢éesta, aproximadamente, entre el 5% de las
registradas con mayor superficie?
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Ejercicio 4. Los siguientes resultados recogen la distribucion de frecuencias de
la puntuacion obtenida en una determinada prueba:

$breaks

[1] 0 2 4 6 8 10

$counts
5 11 19 10 5

[1]

$mids
[1]1 3579

Realice

a) ¢Cuantos alumnos han realizado esta prueba?

la tabla de frecuencias simples (absolutas vy
acumuladas e indique:

relativas) vy

b) éQué porcentaje de alumnos ha obtenido como minimo 4 puntos?

c) éCual es la puntuacion minima del 30% de las mejores puntuaciones?

d) Si Pedro ha sacado un 3, épuede decirse que esta entre el 10% de los
alumnos con peores calificaciones?

Ejercicio 5. Los siguientes datos corresponden a la observacion de la variable

X='ndmero de habitantes’ en 50 municipios de una Comunidad Auténoma:

2727
6218
982
1309
3382

1418
1745
1527
2400
1418

655
1200
1309
1636
2945

4582
982
3927
2400
2291

764
1418
2727
2073
1745

a) Realice el diagrama de tallo y hojas.
b) Con el programa R-Commander obtenga el diagrama de tallo y hojas (Stem
& Leaf)

c) El 30%

de

los municipios con menos habitantes,

écuantos tienen como maximo?
d) Aproximadamente, é{cuantos habitantes como minimo tiene que tener un
municipio si se encuentra en el 16% con mas habitantes?

39

6982
3600
1445
4691
4036

2509
4036
2073
1200
4691

1527
5345
3055
5564
873

981
1091
1636
4364
3491

2945
1636
1964
1309
2945

aproximadamente,



Ejercicio 6. El siguiente diagrama Stem-and-Leaf recoge el INDICE de
ALFABETIZACION (IA) correspondiente a un conjunto de paises en vias de
desarrollo:

Stem and-leaf unit =1 1|2 represents 12
2 1] 27
7 2| 67799

21 3| 13333566667789
(7) 4| 1333358
19 5| 023444679

10  6/0149
6 7| 4555
2 8|12

a) ¢Cual es el tamafo muestral?

b) Indique el indice de alfabetizacion maximo, minimo y el mas frecuente.
c) ¢Cuantos de estos paises tiene un IA inferior a 48?

d) ¢En cuantos de estos paises el IA no supera el valor 53?

e) é¢Cual es el IA minimo de los 10 paises con mayor IA?
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Tema 3. MEDIDAS DE POSICION

Media aritmética

Moda

Mediana

Medidas de localizacion: cuantiles

Una vez ordenados los datos en una distribucion de frecuencias se definen
una serie de medidas de sintesis que permiten resumir esta informacion, éstas
se pueden agrupar en medidas de posicién (de tendencia central y de
localizacion), de dispersién y de forma.

Las medidas de posicion central sintetizan mediante un solo valor el orden
de magnitud de los valores de la variable. Se definen las siguientes:

La MEDIA ARITMETICA es el centro de gravedad de la distribucion.

La MEDIANA es el valor de la variable que corresponde al elemento central
de la distribucion.

La MODA es el valor mas frecuente de la variable.

Las medidas de localizacién, CUANTILES, dividen la distribucion en un
cierto numero de tramos con igual numero de observaciones:

Los CUARTILES dividen la distribucion de frecuencias en cuatro partes.
Los DECILES dividen la distribucion de frecuencias en diez partes.
Los CENTILES dividen la distribucién de frecuencias en cien partes.

MEDIA ARITMETICA, X

Es la medida de tendencia central mas adecuada cuando la caracteristica
observada es cuantitativa.

Se define como el cociente entre la suma de los valores de la variable
observados en los elementos de la muestra y el tamafio de ésta. Si la
distribucion de frecuencias se presenta con los valores de la variable
agrupados en intervalos, al calcular la media utilizando las correspondientes
marcas de clase se obtiene un resultado aproximado.

n k

in _ inni k
Y — =1 X = =t = x.f
X = £ DI
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La media se expresa en las unidades de medida de la variable.
Propiedades:

 La media siempre toma un valor comprendido entre los valores de X
minimo y maximo observados.

« La media aritmética es el punto de equilibrio o centro de gravedad de
la distribucién, es decir, la suma de las desviaciones de todos los
valores de la variable con respecto a la media es igual a cero.

« En el calculo de la media se utiliza toda la informacion contenida en la
distribucién de frecuencias.

* La media de una constante es la misma constante.

e Si a todas las observaciones de la variable, X, se le aplica una
transformacién del tipo X'=a+bX, la media de la variable transformada

X' se puede calcular en funcién de la media de X, siendo X'=a +bX.

« Si se divide la distribucién en submuestras disjuntas y exhaustivas, la
media de la distribucién se puede calcular a partir de las medias de las
submuestras ponderando estas Ultimas por el nUmero de elementos
que contienen.

Por ejemplo, si se ha subdividido en tres grupos A, B y C, la media
global es:

)_(AnA + >_(BnB + )_(CnC
N, +Ng +nNg

X =

Inconvenientes

« Sodlo se puede obtener si la caracteristica observada es cuantitativa.

« La media es muy sensible a la presencia de observaciones extremas,
tendiendo a desplazarse hacia éstas. Cuando esto ocurre la media no
sintetiza adecuadamente la distribucién de la variable. En estos casos
puede calcularse la MEDIA RECORTADA.

MEDIANA, Me

La mediana es el valor de la variable correspondiente al elemento que
ocupa la posicion central. La mediana, por tanto, divide la distribucién de
frecuencias en dos partes con igual nimero de elementos.

Caracteristicas
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La mediana se expresa en las mismas unidades de medida de la
variable.

Los cambios de origen y de escala modifican la mediana.

La mediana puede ser una medida de tendencia central mas
representativa que la media cuando la variable presenta valores
extremos.

Inconvenientes

Solo se puede obtener si la caracteristica observada es ordinal.
En el calculo de la mediana no se tiene en cuenta toda la informacion
contenida en la distribucion de frecuencias.

El procedimiento a seguir para localizarla depende de la forma en que se
presente la ordenacién de los datos: Stem and leaf, tabla de frecuencias
simples, tabla de frecuencias con los valores agrupados en intervalos.

Con la ordenaciéon de los elementos de la muestra proporcionada por el
diagrama Stem and leaf, la mediana es el valor de la variable
correspondiente a la posicion que deja tantas observaciones por debajo
como por encima. Si el nimero de observaciones es n la posicidon

n+1 . . . .
central es — y la mediana es el valor que ocupa dicha posicion. Si el

numero de observaciones es par, la mediana se calcula como el
promedio de los valores de la variable correspondiente a los dos
elementos centrales.

Con los valores dispuestos en una tabla de frecuencias simple, la
mediana es el valor al que corresponde la primera frecuencia absoluta

. n
acumulada mayor o igual que >

Cuando los valores de la variable se agrupan en intervalos, el intervalo
que contiene a la mediana es el primero que presenta una frecuencia

. . n .
absoluta acumulada igual o superior a > Una vez localizado el

intervalo mediano, el valor de la mediana se aproxima mediante la

siguiente férmula basada en el supuesto de que la frecuencia

correspondiente a cada intervalo se distribuye uniformemente dentro

de éste.

O,5n—Ni_la
n

Me=L_ +
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Siendo:

Li-1 el limite inferior del intervalo que contiene a la mediana,

n tamafio de la muestra,

Ni.; la frecuencia absoluta acumulada del intervalo anterior al que
contiene a la mediana,

n; y a; son, respectivamente, la frecuencia absoluta y la amplitud del
intervalo mediano.

MODA
La moda es el valor de la variable que mas veces se repite en la muestra.
Caracteristicas

 La moda se expresa en las unidades de medida de la variable.
« La moda es la Unica medida de posicidon que sintetiza la distribucién de
frecuencias de una caracteristica categérica nominal.

Inconvenientes

« Una distribucidon de frecuencias puede tener mas de una moda.
 Para determinar la moda no se tiene en cuenta toda la informacion
contenida en la distribucidon de frecuencias.

Para localizar la moda se busca la frecuencia (absoluta o relativa)
maxima, el valor de la variable correspondiente a dicha frecuencia es la moda.

Si los valores de la variable se agrupan en intervalos, el intervalo modal
es aquel al que le corresponde la frecuencia maxima. En tal caso puede
tomarse la marca de clase del intervalo modal como valor aproximado de la
moda.

MEDIDAS DE LOCALIZACION: CUANTILES

Si se ordenan los elementos de la muestra desde el que tiene el menor
valor de la variable hasta el que tiene el mayor valor, los cuantiles son los
valores de la variable que dividen a la distribucién en un cierto nimero de
partes con igual niumero de elementos.
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Los cuantiles se expresan en las mismas unidades de medida de la
variable y le afectan los cambios de origen y cambios de escala.

Los cuantiles mas utilizados son los cuartiles, los deciles y los centiles o
percentiles.

Cuartiles

Son los tres valores de la variable, Qi, Q2, Qs que dividen la distribucién
en cuatro partes con igual numero de observaciones.

El primer cuartil, Qi, es el valor de la variable que deja por debajo el 25%
del total de observaciones. El segundo cuartil, Q,, es el valor de la variable que
deja por debajo el 50% de las observaciones y, por tanto, coincide con la
mediana. El tercer cuartil, Qs, es el valor de la variable que deja por debajo el
75% del total de observaciones.

Entre dos cuartiles consecutivos se encuentra el 25% del total de
observaciones.

El cuartil es el valor de la variable al que le corresponde la primera
frecuencia absoluta acumulada mayor o igual que kn donde k= 0,25 para Qs;
k=0,5 para Q. y k= 0,75 para Qs.

Si los valores de la variable se agrupan en intervalos, el intervalo que
contiene al cuartil es aquel cuya frecuencia absoluta acumulada es la primera
mayor o igual que kn.

Una vez localizado el intervalo que lo contiene, el valor de Q; se aproxima
mediante la siguiente férmula basada en el supuesto de que la frecuencia
correspondiente a cada intervalo se distribuye uniformemente dentro de éste.

Siendo k= 0,25 para Qi; k=0,5 para Q2 y k= 0,75 para Qs
Deciles, Centiles o Percentiles

Los deciles son los nueve valores de la variable, D;, Dy, ...., Dg, Dg que
dividen la distribucidon en diez partes con igual numero de observaciones.
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El primer decil, Dy, es el valor de la variable que deja por debajo el 10%
del total de observaciones; el segundo decil, D,, es el valor de la variable que
deja por debajo el 20% de las observaciones y asi sucesivamente. El quinto
decil, Ds, coincide con la mediana.

Entre dos deciles consecutivos se encuentra el 10% del total de
observaciones.

Los Centiles o Percentiles son los noventa y nueve valores de la variable,
Ci, Cy, ...., Cos, Coo que dividen la distribucion en cien partes con igual nimero
de observaciones.

El primer centil, C;, es el valor de la variable que deja por debajo el 1%
del total de observaciones; el segundo centil, C,, es el valor de la variable que
deja por debajo el 2% de las observaciones y asi sucesivamente. El
quincuagésimo centil, Csg, coincide con la mediana.

Entre dos centiles consecutivos se encuentra el 1% del total de
observaciones.

Su calculo es analogo al de los cuartiles. Una vez localizado el intervalo, el
valor aproximado del cuantil es:

Siendo k = 0,1; 0,2,....,0,9 para los deciles y k=0,01, 0,02, ...... ,0,99 para
los centiles.
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Actividad 3_1

Se ha observado la variable X= "“Saldo (en Euros)” de 400 cuentas
corrientes en una entidad bancaria correspondientes a clientes con edades
comprendidas entre 18 y 25 afos. La distribucion de frecuencias de esta
variable es la siguiente:

Saldo en € | N°cuentas
50 - 70 72
70 - 90 16
90 - 110 96
110 - 130 104
130 - 150 56
150 - 170 16
170 - 190 40
Total 400

1. Calcule las medidas de posicién central e indique la mas adecuada.

2. Calcule los cuartiles

3. Indique cual es el saldo minimo de una cuenta para estar entre el 25%
de las de mayor saldo.

4. Indique cual es el saldo maximo de una cuenta para estar entre el 15%
de las de menor saldo.

5. Indique cual es el saldo minimo de una cuenta para estar entre el 40%
de las de mayor saldo.

6. Repita el ejercicio con la ayuda del programa R-Commander y con los
datos del archivo Ejercicio31.rda

1. Medidas de posicion central: media, mediana y moda.

Intervalo X; (Gi) ni N; Xin;
50 - 70 60 72 72 4320

70 - 90 80 16 88 1280

90 - 110 100 96 184 9600
110 - 130 120 104 288 12480
130 - 150 140 56 344 7840
150 - 170 160 16 360 2560
170 - 190 180 40 400 7200
Total 400 76 45280

Media aritmética: X= 45280 =113,2
400
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Moda: Iy, = (110; 130]
Mediana: Ime = (110; 130] ya que N; = 200 y Ni-; < 200

0,5n-N.; __, 4, 200-184
n o 104

Me=L_+ 20= 113,08 €

2. Cuartiles

Primer cuartil: Ig; = (90; 110] ya que N; = 100 y Ni.; < 100

a=90+

Q=L+ 250N, 100-88,_ o5 5 ¢

Segundo cuartil: Q; = Me = 113,08 €

Tercer cuartil: Igz = (130; 150] ya que N; = 300 y Ni-;1 < 300

#0720 N 21304300288 50— 134,28 €

Q=L

3. Indigue cual es el saldo minimo que tiene que tener una cuenta para estar
entre el 25% de las de mayor saldo.

25545 25%% 25%% 25%%

50 21 Ile Q23 190

Nos piden el valor Q3 que es 134,28 €

4. Indique cual es el saldo maximo que tiene que tener una cuenta para estar
entre el 15% de las de menor saldo.

Nos piden el valor Cjys,

Icis = (50; 70] yaque N; = 60y Ni.1 < 60

c15=|_._1+%ai=50+%20=66,67 €
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5. Indigue cual es el saldo minimo que tiene que tener una cuenta para estar
entre el 40% de las de mayor saldo.

Nos piden el valor De,
Ipe = (110; 130] ya que N; = 240 y Ni.; < 240

£ 906NNy 1104280718956 150,77 ¢
- 104

D=L,

6. R-Commander.

La secuencia para realizar el analisis descriptivo basico con R-Commander es:
Estadisticos » Resimenes P Resimenes numéricos

Para obtener el centil 15y el decil 6 afiada en cuantiles los valores 0.15 y 0.6.
La instruccidn que se obtiene es:

numSummary(Nombase dat[,"Nomvar"], statistics=c("mean", "sd",
"quantiles"), quantiles=c(0,.25,.5,.75,1,.15,.6))

Los resultados obtenidos (excluyendo la desviacién estandar) son:

nmean 0% 25% 50% 75% 100% 15% 60% n
113. 595 51 93 113 136 190 67 120.4 400
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Actividad 3_2

1. Con la base de datos Ejercicio21l.rda y el programa R-Commander

realice un analisis descriptivo (tabla de frecuencias o principales medidas de
sintesis) de cada una de las siguientes variables:

Lugar de residencia
Edad

Medio de transporte
Tiempo de viaje
Notas de acceso

2. En base a los resultados obtenidos en el apartado anterior indique:

Lugar de residencia mas frecuente.

Porcentaje de alumnos que utilizan los distintos medios de transportes.

Edad del alumno mas joven.

Edad maxima del 25% de los alumnos mas jévenes.

¢Qué porcentaje de alumnos tienen entre 19 y 21 anos?

¢Cree que la distribucion de la variable Edad presenta valores andmalos o
extremos?

Nota de acceso maxima.

Nota de acceso media.

Nota maxima del 50% de los alumnos peor calificados.

Respecto al tiempo de viaje, équé porcentaje de alumnos tardan entre 25 y
45 minutos?

¢Cual es el tiempo de viaje minimo del 25 % de los alumnos con viajes mas
largos?

En total, écudl es el tiempo empleado por estos 122 alumnos?

Instrucciones para la realizacidn del Ejercicio 3_2 con R-Commander

Para las variables cualitativas, el analisis descriptivo basico consiste en la distribucion de
frecuencias. (Véase las instrucciones del Ejercicio 2_1)

Para las variables cuantitativas, el analisis descriptivo basico se realiza con la secuencia:
Estadisticos » Resiumenes P> Resimenes numeéricos

Se abre el cuadro
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Variables (seleccione una o mas)
Asig_aprob A
Asig_rnatric
Edad

F1

Lt |

]

Media I
Desviacitn tipica v

Cuantiles W  cuantiles: 0, .25, 5, .75, 1

Resumir por grupus...l

[ Aceptar J| Cancelar |

Se seleccionan las variables. Con las opciones activadas por defecto se obtienen, para cada
variable, la media, la desviacién estandar, los valores minimo y maximo y los cuartiles.

1. Variables cualitativas:
Lugar de residencia

BCIH Hospitalet Altres del Barcelonés Baix Llohregat Altres municipis
55 36 10 g 14

Moda = BCN

Medio de transporte

Metro Bus Tren Coche Moto Bici v otros
46 30 = 15 9 14
Moda = Metro

Variables cuantitativas:

meEan sd 0% Z5% a0% T5% 100% n N
Edad £Z2.832000 5.5310502 17 19.00 21.00 Z4.00 52.00 125 O
Hota acceso g.496560 0.3340245 5 5.87 6.4 7.06 8.67 125 0O
Tiempo viaje 36.311475 15.43853582 10 25.00 35.00 45.00 50.00 122 3

2. En base a los resultados obtenidos en el apartado anterior indique:

a) Lugar de residencia mas frecuente: BCN
b) Porcentaje de alumnos que utilizan los distintos medios de transporte.

Metro Bus= Tren Coche Moto Bici w otros
37.704918 24.590164 &6,5573°77 12.295082 7.377049 11.475410
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c) Edad del alumno mas joven: 17 afos

d) Edad maxima del 25% de los alumnos mas jévenes: 19 afios

e) ¢Qué porcentaje de alumnos tienen entre 19 y 21 afos?: 25%

f) éCree que la distribucidon de la variable Edad presenta valores anémalos o
extremos?

g) Si, una edad de 52 afnos parece un valor extremo dentro de esta
distribucion de edades (Véase: Media = 22,8, Mediana= 21, Q1 = 19 y
Q3=24).

h) Nota de acceso maxima:8,67

i) Nota de acceso media:6,4965

j) Nota maxima del 50% de los alumnos peor calificados: 6,48

k) Respecto al tiempo de viaje, équé porcentaje de alumnos tardan entre 25 y
45 minutos?: 50%

|) éCual es el tiempo de viaje minimo del 25 % de los alumnos con viajes mas
largos?: 45 mn

m)En total, écudl es el tiempo empleado por estos 122 alumnos?: 4430
minutos
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Actividad 3_3
Determine los cuartiles de los siguientes diagramas Stem and leaf:
Y: Precio en Euros

1 | 2: represents 120
leaf unit: 10

n: 79
=] 0| eea??7?77?
23 0 | 85858559999539549
a7 1 | Qoooooooooliill
(18] 1 | E222222333333333333
=4 1 | 444444445555555
=] 1 | Ge66667
HI: 350 370
Q: Posicion de Q; = 0,25 (79) = 19,752 20 Q; =90 €
Me Posicion de Me = 79+ _ 40 Me = 120 €
Qs Posicion de Qs contando desde el valor maximo 0,25 (79) =
19,7520 Q3=140¢€
X: Cilindrada en cc
1 | Z: reprezents 1200
leaf unit: 100
n: 68
9 1* | 122344444
25 1. | 5556a677777359899
33 2% | 12222333
(3] Z. | 592
32 % | 222
29 3. | 6E7E
25 4% | Qooooz
19 4, | 9999
15 5% | 222
12 5. | TS
5 6% | 3
g 6. | 55
z 7T | 22
Q1 Posicion de Q; = 0,25 (68) = 17 Q; = 1700 cc
. +
Me Posicion de Me = 68 1=34,5 X34 = 2500 cc y Xsz5 = 2900 cc
Me =M:2700 cc
Qs Posicion de Qs contando desde el valor maximo 0,25 (68) =17
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Qs = 4900 cc

Con el programa R Commander los resultados son:

0% E5% 50% 775% 100% n
¥ a0 90 120 140 370 Y9
X 1100 1700 2700 4900 Y200 &5
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EJERCICIOS TEMA 3

Ejercicio 1. Dada la siguiente distribucién de la variable X = “Numero de
créditos personales concedidos en una determinada oficina bancaria”
observada en una muestra de n dias:

X (0,5] (5,10] (10,15] (15,20] (20,25] (25,30] (30,35]
Ni 6 15 39 40 8 6 6

a) Indique el tamano de la muestra

b) Calcule el promedio de créditos concedidos por dia.

c) Calcule la media recortada de X eliminando el 10% de las observaciones
extremas.

Ejercicio 2. Una empresa dedicada a la venta a domicilio ha fijado en sus 5
sucursales las siguientes dietas por vendedor:

Sucursal NUmero Dietas(€/Vendedor)
Vendedores
A 11 150
B 13 140
C 19 110
D 20 150
E 17 200

En el conjunto de las 5 sucursales, écual es la dieta media por vendedor?

Ejercicio 3. Se invierten 1.000 u.m. en dos carteras compuestas por
diferentes titulos de renta variable. Las cantidades invertidas y la rentabilidad
de los titulos han sido las siguientes:

CARTERA A CARTERA B
Tit Cant. Rentabilidad| Tit Cant. Rentabilidad
Invertida Invertida
A 80 4% E 350 6%
B 170 7% F 100 5,5%
C 130 8% G 50 7%
D 120 5,64%

a) ¢En cual de las dos carteras la rentabilidad media ha sido mayor?
b) éCual es la rentabilidad media obtenida del total invertido?

Ejercicio 4. Durante el Ultimo mes se han realizado las siguientes operaciones
de cambio:
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A) De Libras a Euros B) De Euros a Libras
Tipo de Cambio Importe |Tipo de Cambio Importe
(Euros/Libra) (Libras) (Euros/Libra) (Euros)

1,50 120 1,50 300

1,45 180 1,45 348

1,40 260 1,40 700

1,42 340 1,42 1136

Para cada uno de los casos anteriores, indique el tipo de cambio medio en
Euros/Libra.

Ejercicio 5. La cotizacion media mensual en Bolsa de un cierto valor durante
los ultimos 12 meses ha sido: 70,5; 67,9; 69,1;72,3; 73,1; 74,2, 75,1; 74,8;
72,1; 71,2; 69,5y 67,1. Si por experiencia se sabe que su comportamiento es
ajustarse al valor medio, qué haria écomprar o vender?

Ejercicio 6. El personal de una empresa estd formado por operarios y
técnicos. Se sabe que 45 son operarios y suponen 3/4 partes del total de la
plantilla, y el resto son técnicos. El salario medio de los operarios es 12500
u.m. y la masa salarial de los técnicos asciende a 630000 u.m. éCual es el
salario medio de los trabajadores de esta empresa?

Ejercicio 7. El salario medio mensual en una determinada empresa, cuyo
personal estd formado Unicamente por técnicos y operarios, es 1820 €. Si el
salario medio mensual de los técnicos es 2100 € y el de los operarios 1700 €,
écual es el porcentaje de operarios empleados?

Ejercicio 8. Se sabe que un taller produce por término medio 10 piezas/hora
en el turno de dia, 8 en el turno de noche y 9,2 piezas/hora considerando los
dos turnos. Si el taller funciona 20 horas al dia, écuantas horas se trabaja en el
turno de dia? iy en el de noche?

Ejercicio 9. Un examen de una determinada asignatura consta de dos partes
tales que al calcular la nota final se da doble importancia al resultado de la
primera parte. Un alumno que ha obtenido un 5 en la primera parte y su nota
final es un 6, {qué nota tenia en la segunda parte del examen?

Ejercicio 10. Calcule las medidas de tendencia central (media, mediana y
moda) de las distribuciones de frecuencias de los ejercicios propuestos 1, 2y 3
del Tema 2.
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Ejercicio 11. El importe (en Euros) de 150 tickets de la cafeteria de un hotel
se ha tabulado y se ha obtenido:

Importe . . Porcgntaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje vélido acumulado
Validos  (0; 50] 10 6.7 6.7 6.7
(50; 70] 30 20.0 20.0 26.7
(70; 90] 25 16.7 16.7 43.3
(90; 120] 27 18.0 18.0 61.3
(120; 150] 20 13.3 13.3 74.7
(150; 200] 18 12.0 12.0 86.7
(200; 250] 15 10.0 10.0 96.7
(250; 300] 5 3.3 33 100.0
Total 150 100.0 100.0

Indique, aproximadamente:

a) Importe maximo y minimo observado.

b) Importe maximo del 50% de los tickets con menor importe.

c) Numero de tickets con un importe minimo de 175 Euros.

d) Importe minimo y maximo del 50% de los tickets centrales.

e) ¢Cudl es el importe minimo de un ticket que estd entre el 30% de los de
mayor importe?

f) ¢Qué porcentaje de los tickets contabilizados en esta tabla tienen un
importe superior a 250€?

g) Se quiere seleccionar los 9 tickets con menor importe. Aproximadamente,
écudl es el importe maximo de estos tickets?

Ejercicio 12. El importe (en Euros) de los ultimos 58 tickets de caja de un
establecimiento es:

1 | 2: represents 1.2
leaf unit: 0.1
n: 58
2 5 | 05
6 6 | 0589
7 71 9
9 8 | 34
14 9 | 12345
21 10 | 0133458
23 11 | 33
(16) 12 | 0122235677777899
19 13 | 12568899
11 14 | 01225
6 15 | 266689
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Conteste las siguientes cuestiones e indique el nombre del estadistico
correspondiente.

a) Importe maximo del 25% de los tickets con menor importe.

b) Importe minimo del 25% de los tickets de mayor cuantia.

c) Diferencia entre el importe mayor y el menor del 50% de los tickets
centrales.

d) Importe maximo del 40% de los tickets con menor importe.

e) Se ha aplicado un descuento a los tickets con mayor importe. Si sdlo se han
beneficiado un 15%, éa partir de qué importe se ha aplicado?

f) ¢Qué porcentaje de tickets presentan un importe superior al2,8€?

Ejercicio 13. En una Cooperativa el 20% del personal es administrativo y el
resto técnico. Se ha recogido informacidn sobre la antigliedad del personal y
los resultados son:

Antigliedad |Administrativos| Técnicos %
(en anos) %
1 10 5
2 15 20
3 25 20
4 30 40
5 20 15

a) Halle la antigliiedad media del total de la plantilla.

b) En la distribucién de los Administrativos, écual es la antigiiedad maxima del
20% de los trabajadores con menor antigliedad?

c) En la distribucion de los Técnicos, écual es la antigiedad minima del 30%
de los trabajadores con mayor antigtiedad?

d) En la distribucion de toda la plantilla, écudl es la antigiedad maxima del
50% de los trabajadores?
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Tema 4. MEDIDAS DE DISPERSION Y FORMA

Recorrido. Recorrido intercuartilico.

Diagrama Box Plot (Diagrama de caja)

Varianza y desviacidon estandar. Coeficiente de Variacién
Transformaciones lineales. Variable estandarizada
Medidas de forma

La dispersidon o variabilidad de una distribucién de frecuencias indica hasta
que punto ésta es homogénea. Asi, cuando los valores de la variable difieren
poco entre si, el grado de homogeneidad es elevado y las medidas de posicidn
central (media) representan adecuadamente el orden de magnitud de los
valores de la variable. Por el contrario, cuando entre los valores de la variable
hay grandes diferencias, la distribucion es heterogénea y, en consecuencia, las
medidas de posicién central (media) pueden ser poco representativas.

Las medidas y graficos de dispersion que se definen en este tema son:
RANGO y RANGO INTERCUARTILICO.

DIAGRAMA BOX-PLOT. Visualiza la dispersién de una distribucion en base
a 5 valores: minimo, Q1, Me, Q3 y valor maximo.

VARIANZA Y DESVIACION ESTANDAR. Miden la dispersién de los valores
de la variable respecto a la media aritmética.

COEFICIENTE DE VARIACION DE PEARSON. Permite comparar el grado de
dispersion relativa de varias distribuciones de frecuencias.

TRANSFORMACIONES LINEALES. Estudian los efectos de un cambio en el
origen y/o de las unidades de medida de la variable sobre las medidas de
posicidon y dispersidon. En particular se analiza la transformacion conocida por
tipificacion o ESTANDARIZACION de una variable y sus aplicaciones.

Para completar las medidas de sintesis de las distribuciones de variables
unidimensionales se interpretan medidas de la forma de la distribucion:
ASIMETRIA y CURTOSIS.
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DIAGRAMA BOX-PLOT (diagrama de caja)

Es un grafico de dispersién entorno a la mediana basado en 5 valores:
Xmin, Q1, Me, Qs, Xmax.

Se compone de una caja central de longitud igual al recorrido
intercuartillico y unos segmentos laterales o bigotes que abarcan el recorrido o
rango de la distribucién.
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« Muestra la asimetria de la distribucion.

« Permite comparar la dispersion y los valores centrales de varias
distribuciones.

« Sefala como puntos separados los valores extremos u outliers. Estos
valores se clasifican en:

. ATIPICOS, si distan del primer o tercer cuartil en mas de 1,5 veces el
recorrido intercuartilico o superan los limites:
LI = Q1-1,5RQ Yy LS = Q3+1,5RQ

« EXTREMOS, si distan del primer o tercer cuartil en mas de 3 veces el
recorrido intercuartilico o superan los limites:
LI = Q1-3 RQy LS =Q3+3RQ

VARIANZA, S?

Es una medida de dispersion respecto a la media aritmética. Se define
como el promedio de las desviaciones, elevadas al cuadrado, de los valores
observados respecto a la media.

n _ k _
Z(Xi _X)z Z(Xi 'X)Zrli
Sz= i=1 SZ= i=1
n-1 n-1
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Se puede simplificar su calculo utilizando la siguiente expresidn:

n _ k _
> x2 -nX? D xin, —nX?
i=1

SZ — =1 S2 =
n-1 n-1

Complementa la informacion proporcionada por la media. Indica si X es
representativa de la distribucion.

Propiedades:

» La varianza siempre toma valores no negativos.

« Sitodos los valores de la distribucion son iguales, la varianza es 0.

e« La varianza no cambia cuando se suma una misma cantidad a todos los
valores observados, es decir, cuando se realiza un cambio de origen.

e La varianza se modifica si se multiplican todas las observaciones de la
distribucién por la misma constante, es decir, cuando se realiza un cambio
de escala o cambio de unidades de medida.

« En general, si a todas las observaciones de la variable, X, se le aplica una
transformacién del tipo X'=a+bX, la varianza de la variable transformada

SZ. se puede calcular en funcién de la varianza de X, siendo S =b*SZ.

Inconvenientes:

* No presenta la misma unidad de medida que la variable.
« Depende de los cambios de la unidad de medida.
« No esta acotada.

DESVIACION ESTANDAR O TIPICA, S

Se define como la raiz cuadrada positiva de la varianza.

s = +4/s?

Presenta la misma unidad de medida que la variable y que la media
aritmética.

Permite establecer intervalos centrados en la media tales que como
minimo contienen un determinado porcentaje de observaciones. Por ejemplo,

el siguiente intervalo alrededor de la media (X-3s; X +3s) contiene como
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minimo el 89% de las observaciones. Por lo tanto, practicamente contiene
todos los valores de la distribucién y sélo algunos valores extremos superaran
estos limites. Es decir, los valores de la variable sélo en algunos casos
extremos diferirdn de la media en mas de 3 veces la desviacidon estandar.

La desviacion estandar verifica las mismas propiedades que la varianza:
es no negativa, solo le afectan los cambios de escala y es cero cuando la
distribucién es constante.

COEFICIENTE DE VARIACION, CV(x)
Es el cociente entre la desviacidn estandar y el valor absoluto de la media.

CV(X) = 2X100

X
Expresa la desviacion estandar como porcentaje de la media.

Propiedades:

« Es una medida de dispersidn relativa (no presenta unidades de medida).

« Permite comparar la dispersion alrededor de la media de dos o mas
distribuciones aunque presenten distintas unidades de medida o medias
aritméticas diferentes.

* No le afectan los cambios de unidades (cambios de escala).

« Cuando X =0 el CV es indeterminado.

TRANSFORMACIONES LINEALES DE UNA VARIABLE

Transformar los valores observados de una variable cuantitativa, X,
consiste en modificar cada uno de ellos mediante una misma operacion
aritmética obteniéndose los nuevos datos transformados, X'. Las
transformaciones lineales son del tipo X'= a+bX. Contemplan:

Cambio de origen: a todas las observaciones de la variable X se les suma
(resta) una constante cualquiera (a). La nueva variable sera X'=X+a

Cambio de escala: todas las observaciones se multiplican (dividen) por
una constante cualquiera (b). La nueva variable sera X'= bX
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Cambio de origen y de escala: todas las observaciones se multiplican por
una constante (b) y se les suma otra constante (a). La nueva variable sera X'=

a+bX

Incidencia de estas transformaciones lineales en las medidas resumen:

Transformacion Media Mediana Moda
aritmética
X'=X+a X'=X +a Me(X")=Me(X) +a Mo(X")=Mo(X) +a
X'=bX X'=bX Me(X")= b Me(X) Mo(X")= b Mo(X)
X'=a+bX X'=a+bX | Me(X)= a+b Me(X) | Mo(X")= a+b Mo(X)
Transformacion | Varianza Desviacion Coeficiente
estandar Variacion
X'=X+a S2.=S: S,.=S, CV,. £ CV,
X’'=bX S.=b’S: S,.=|b|S, CV,. =CV,
X'=a+bX Si=b*S? S,.=|b|S, CV,. # CV,

TIPIFICACION O ESTANDARIZACION

Es un caso particular de cambio de origen y escala. Cuando a todas las
observaciones de X se les resta su media (X ) y la diferencia se divide por su
desviacién estandar (Sx) se obtiene una nueva variable Zi que recibe el
nombre de variable tipificada o estandarizada.

El valor estandarizado, Z;, indican el nimero de desviaciones estandar que
el valor particular X; esta por encima (si Z es positivo) o por debajo (si Z es

negativo) de la mediaX .

Los valores estandarizados son puntuaciones adimensionales que
permiten efectuar comparaciones en términos relativos de la posicion de un
elemento o de un valor en dos o mas distribuciones.

Propiedades:

* Su media aritmética es cero: Z=0
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« Su desviacién estandar es uno: Sz=1
* Es una variable sin unidades de medida (adimensional)

ASIMETRIA

Una distribucién de frecuencias es simétrica si su representacién grafica
(diagrama de barras o histograma), tiene un eje de simetria perpendicular al
eje de abscisas tal que la parte de la distribucién que queda a un lado del eje
es la imagen especular de la parte que queda al otro lado del eje. En caso
contrario, la distribucién es asimétrica.

La siguiente distribucion es simétrica.
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Las siguientes distribuciones son asimétricas:
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Una distribucion presenta asimetria positiva cuando la cola o los valores
mas alejados de la media estan a la derecha. Si la cola es hacia la izquierda se
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dice que tiene asimetria negativa. De las distribuciones anteriores la primera
tiene asimetria positiva y la segunda asimetria negativa.

MEDIDAS DE ASIMETRIA
Coeficiente de asimetria de Fisher

Se define como:

« Sila distribucién es simétrica g1=0
« Si hay asimetria positiva g1>0.
« Si hay asimetria negativa g1<0.

Coeficiente de asimetria de Pearson

Si la distribucién tiene forma campanoide, con una sola moda y asimetria
moderada, puede utilizarse como medida de asimetria el coeficiente de
asimetria de Pearson:

« Sila distribucién es simétrica la media es igual que la mediana y A=0.
« Si hay asimetria positiva la media es mayor que la mediana y A>0.
« Si hay asimetria negativa la media es menor que la mediana y A<O.

MEDIDAS DE CURTOSIS

La curtosis mide el grado de apuntamiento de una distribucién de
frecuencias por comparacién con una distribucién tedrica (distribucién de
probabilidad) de una variable continua, que recibe el nombre de distribucidn
Normal, que se toma como modelo de referencia. Este modelo tiene forma de
campana simétrica y unimodal.

La curtosis analiza la deformacion, en sentido vertical, de una distribucién
con respecto a la Normal.
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Coeficiente de Curtosis de Fisher

Zk:(xi - X)*n

9, = Sn4 -3

Si g2=0 la distribucidn tiene el mismo grado de apuntamiento que la curva
Normal y se denomina mesocurtica.

Si g2>0 la distribucién es leptocurtica, y tiene mayor grado de
apuntamiento que la curva Normal

Si g2<0 la distribucién es platicurtica, y tiene menor grado de apuntamiento
que la curva Normal.
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| 2, =459

Distribucidn platicirtica

La curtosis puede considerarse como una medida del peso relativo de las
colas de la distribucién dentro de la variacién total. En una distribucion
leptocurtica el peso relativo de las colas es mayor que en la distribucién
Normal; en una distribucion platicurtica el peso relativo de las colas es menor
que en la distribucién Normal.
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ACTIVIDADES
Actividad 4_1

Con la tabla de frecuencias obtenida en el Actividad 2_2, realice un
analisis descriptivo (medidas de tendencia central, dispersidén y cuartiles) de la
variable X1="Retraso en mn’.

Analisis descriptivo

Retraso Marca de Frecuencia Frecuencia
(mn) clase x; absoluta ni absoluta Xi*N; Xi2n;
acumulada N;
0-2 1 2 2 2 2
2-4 3 5 7 15 45
4 -6 5 7 14 35 175
6-8 7 9 23 63 441
8-10 9 24 47 216 1944
10 - 12 11 11 58 121 1331
12 - 14 13 8 66 104 1352
14 - 16 15 10 76 150 2250
16 - 18 17 4 80 68 1156
18 - 20 19 1 81 19 361
Total 81 793 9057
Media y varianza
x=793_ 9,79 mn
81
i 2 v?2
X'n-nX ) 5
g?= = =9057-(81)9,79"_ 4¢ 17 S = 4,02 mn
n-1 80
cv=2:92_ ¢ 4107
,79
Cuartiles
Posiciones: %=20,25 —2(21)=4O,5 —3(21)=60,75

La primera Ni mayor que 20,25 es 23, por tanto Q:U [6 — 8]
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La primera Ni mayor que 40,5 es 47, por tanto Q, = Me U [8 - 10]
La primera Ni mayor que 60,75 es 66, por tanto QsU [12 - 14]

20,25-14 40,5-23

Q,=6+ 2=7,39 mn Q,=8+ 2=9,46 mn
Q3=12+w2= 12,68 mn
Dispersion

Recorrido R ® 20 - 0 = 20 mn

Recorrido Intercuartilico RI = 12,68 - 7,39 = 5,29 mn
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Actividad 4_2
Con el programa R-Commander y la base de datos Ejercicio41.rda realice:

1. Un andlisis descriptivo de la variable X1 y compare los resultados con
los obtenidos en la actividad 4_1.

2. Un analisis descriptivo de X2 = ‘Retraso en mn de 100 vuelos
Barcelona-Valencia de otra compafia’.

3. Con los resultados obtenidos en los apartados anteriores calcule:

a) éCual es el retraso medio del total de los 181 vuelos de ambas compafiias?

b) éEn cual de las dos distribuciones presenta la variable ‘Retraso’ mayor
dispersion relativa?

c) Con respecto a la variable X1, determine la media, la mediana, la
desviacidn tipica y los cuartiles si el retraso se mide en segundos.

d) Compare un retraso de 8 minutos de un vuelo de la distribucién X1 con un
retraso de 10 minutos de un vuelo de X1 e indique cual presenta peor
posicion relativa

e) Compare un retraso de 8 minutos de un vuelo de la distribucion X1 con
12,43 minutos de un vuelo de X2. {Puede decirse que ambos vuelos ocupan
la misma posicion relativa dentro de sus correspondientes distribuciones?

4. Realice los diagramas Box-plot y compruebe si hay valores atipicos o
extremos.

1. Analisis descriptivo de la variable X1

Instrucciones para la realizacion con R-Commander.

Para la obtenciéon del andlisis descriptivo basico (media, desviacion estandar, cuartiles) la
secuencia es:

Estadisticos » Resimenes P> Resimenes numéricos.

numSummary(Ejercicio41$X1, na.rm=TRUE , statistics=c("mean", "sd", "quantiles" ),
guantiles=c(0,.25,.5,.75,1))

mean sd 0% 25% 50% 75% 100% n NA
X1l 9.676667 4.042094 0.43 6.880 9.25 12.94 19.39 81 19

Para obtener la varianza, el recorrido y el recorrido intercuartilico, las
instrucciones son:

Var(Ejercicio41$X1, na.rm=TRUE)
[1] 16.33852
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range(Ejercicio41$X1, na.rm=TRUE)
[1] 0.43 19.39

IQR(Ejercicio41$X1, na.rm=TRUE)
[1] 6.06

Las diferencias se deben a que los valores de los estadisticos obtenidos en
el apartado 1 son aproximaciones porque se han utilizado las marcas de clase
en lugar de los valores observados.

2. Analisis descriptivo de la variable X2

mean sd 0% 25% 50% 75% 100% n
X2 14.848500 5.839808 4.43 12.175 14.25 17.48 55.00 100
Var(Ejercicio41$X2)

[1] 34.10335

range(Ejercicio41$X2)
[1] 4.43 55.00

IQR(Ejercicio41$X2)
[1] 5.305

3. Calcule:

a) éCual es el retraso medio del total de los 181 vuelos de ambas
compafias?

% -BL(9,6767)+100(14,8485) _ ;; 534
81+100

b) ¢En cudl de las dos distribuciones presenta la variable ‘Retraso’ mayor
dispersion relativa?

CV1=M= 0,4177 CV2 _ 28398 _ 0,3932
9,6767 14,8485

La variable X1 presenta mayor dispersion relativa que X2, porque CV1 >
CV2
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c) Con respecto a la variable X1, determinar la media, la mediana, la
desviacidn tipica y los cuartiles si el retraso se mide en segundos.

Sea Y1 = 'Retraso de los vuelos en segundos’. Y1 = 60(X1)

Y,= 60 (9,6767) = 580,602 sg
Me, =60 (9,25) = 555 sg
S, =60 (4,04209) = 242,5254 sg

Q1 = 60 (6,88) = 412,8 sg
Q3 = 60 (12,94) = 776,4 sg

d) Compare un retraso de 8 minutos de un vuelo de la distribuciéon X1 con
un retraso de 10 minutos de un vuelo de X2 e indique cudl presenta peor
posicion relativa

Los correspondientes valores estandarizados (tipificados) son:

_8-9,6767_ o 4148 _10-14,8485 _

z, z, -0,8302
4,04209 5,8398

Un vuelo con 8 minutos de retraso en X1 presenta peor posicion dentro de
su distribucion que un vuelo de X2 con un retraso de 10 minutos, porque z1 >
z2

e) Compare un retraso de 8 minutos de un vuelo de la distribucién X1 con
12,43 minutos de un vuelo de X2. ¢Puede decirse que ambos vuelos ocupan la
misma posicion relativa dentro de sus correspondientes distribuciones?

Estandarizando ambos valores se tiene:

_12,43-14,8485 _
5,8398

z1= -0,4148 r -0,4141

Los valores estandarizados son practicamente iguales; puede decirse que
los dos vuelos ocupan la misma posicidon relativa dentro de su correspondiente
distribucion.

4. Diagramas Box-plot

Instrucciones para la realizacion del diagrama Box-plot con R-Commander la secuencia es:
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Graficas P Diagrama de caja

En el cuadro se selecciona la variable; si se activa Identificar atipicos con el ratén, haciendo clic con
el botdn izquierdo sobre los circulos de los valores atipicos aparecera el nimero del elemento al
gue corresponde cada valor atipico.

Si se

quiere obtener los dos diagramas de caja en el mismo gréfico, la instruccion es:

boxplot(Ejercicio41$X1, Ejercicio415X2)
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40

30

20
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X1 H2

En la distribucidon de X2 hay dos valores ‘outliers’ o anémalos.
En la distribucion de X2 el recorrido intercuartilico es:
RI=Q3-Q1=5,305

» Los limites que determinan los valores atipicos son:
LI=Q1-1,5RI=4,21 vy LS=Q3+1,5RI=25,44
Por lo tanto, valores inferiores a 4,21 o superiores a 25,44 son atipicos.
Los valores 30 y 55 sobrepasan el limite LS.

« Los limites que determinan los valores extremos son:
LI=Q1-3RI = -3,74 y  LS=Q3+3RI = 33,39
Por lo tanto, valores inferiores a -3,74 o0 superiores a 33,39 son
extremos. El valor 55 sobrepasa el limite LS.
En consecuencia, el valor 30 mn es valor atipico y 55 mn es valor
extremo.
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Actividad 4_3

La base de datos Ejercicio42.rda contiene observaciones de 3 variables:
X1, X2 \'4 X3.

X; = ‘Numero de caramelos de limén en cada una de las 100 bolsas de 10
caramelos de la marca A’
X2 = *‘Numero de caramelos de limdén en cada una de las 100 bolsas de 10
caramelos de la marca B’
X3 = ‘NUmero de caramelos de limon en cada una de las 100 bolsas de 10
caramelos de la marca C’

Describa analitica y graficamente la forma de las distribuciones de estas
variables.

Instrucciones R-Commander.

Para calcular los coeficientes de asimetria, g1, y de curtosis, g2, es necesario activar sus
correspondientes opciones junto al tipo 3 en el menu que aparece con la secuencia:

Estadisticos P Resimenes P> Resiumenes numéricos.

numSummary(Ejercicio41$X1, na.rm=TRUE, statistics=c("mean", "sd", "quantiles", "skewness",
"kurtosis"), quantiles=c(0,.25,.5,.75,1), type="3")

Analisis descriptivo de X1

X; = ‘Numero de caramelos de limén en cada una de las 100 bolsas de 10
caramelos de la marca A’ tiene la siguiente distribucion de frecuencias:

X1 1123|4567 Total
Frecuencia| 10 |12 15|26 1512 10| n =100

Representacion grafica

Distribucion de X1

30

20

10

Frecuencia
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La distribucidon de frecuencias de X; es simétrica.

Estadisticos descriptivos

mean sd skewness kurtosis 0% 25% 50% 75% 100% n
4 1. 7580 0 -0.8709862 1 3 4 5 7 100

La distribucidon de X; es simétrica y el coeficiente de asimetria es igual a 0.
Como se trata de una distribucion campanoide puede utilizarse también el
coeficiente de asimetria de Pearson:

_XMe_ 44 _

As = =
S 1,758

En este tipo de distribuciones X = Me
Analisis descriptivo de x2

X2 = ‘Numero de caramelos de limén en cada una de las 100 bolsas de 10
caramelos de la marca B’ tiene la siguiente distribucion de frecuencias:

X5 2| 3| 4 516 |7 Total
Frecuencia|4 | 1520|129 | 22|10 n =100

Representacion grafica

Distribucion de X2

40

30

20

10

Frecuencia

La distribucion de X, presenta asimetria hacia la izquierda.
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Estadisticos descriptivos

mean sd skewness kurtosis 0% 25% 50% 75% 100% n
4.8 1.325736 -0.1751012 -0.7616583 2 4 5 6 7 100

El coeficiente de asimetria es negativo, como corresponde a una
distribucidén con asimetria hacia la izquierda o negativa. Como se trata de una
distribucion campanoide puede utilizarse el coeficiente de asimetria de
Pearson:

As= X-Me _ 4.8-5

=-0,150
S 1,326

En este tipo de distribuciones X < Me

Analisis descriptivo de X3

X3 = ‘NUmero de caramelos de limon en cada una de las 100 bolsas de 10
caramelos de la marca C’ tiene la siguiente distribucion de frecuencias:

X3 0 1 2| 3 |4 Total
Frecuencia| 21 |37 | 25|10 7| n =100

Representacion grafica

Distribucion de X3

40

301

201

104

Frecuencia

La distribucidon de X3 presenta asimetria hacia la derecha.

Estadisticos descriptivos
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mean sd skewness kurtosis 0% 25% 50% 75% 100% n
1.45 1.140397 0.607346 -0.3373762 0 1 1 2 4 100

El coeficiente de asimetria es positivo, como corresponde a una
distribucién con asimetria hacia la derecha o positiva. Como se trata de una
distribucion campanoide puede utilizarse el coeficiente de asimetria de
Pearson:

As= X-Me _1,45-1_ 0,394
S 1,140

En este tipo de distribuciones X > Me
Box-plot

Con la instruccidon: boxplot(Ejercicio42$X1, Ejercicio42$X2,
Ejercicio42$X3)
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EJERCICIOS TEMA 4

Ejercicio 1. Calcule las medidas de dispersion (absoluta y relativa) de las
distribuciones de frecuencias de los ejercicios propuestos 1 y 2 del Tema 2 y
ejercicio propuesto 1 del Tema 3. Interprete estos resultados.

Ejercicio 2. Dadas las siguientes distribuciones de frecuencias, calcule:

NUmero semanal de visitas en los servicios de Numero semanal de visitas en los servicios de
urgencias de la Comunidad A (en miles) urgencias de la Comunidad B (en miles)
Frecuencia | Porcentaje Frecuencia Porcentaje
Validos  (20-40] 30 18.8 Validos  (50-70] 25 15.6
(40-60] 33 20.6 (70-90] 12 7.5
(60-80] 32 20.0 (90-110] 37 23.1
(80-100] 29 18.1 (110-130] 42 26.3
(100-120] 21 13.1 (130-150] 21 13.1
(120-140] 5 3.1 (150-170] 7 4.4
(140-160] 10 6.3 (170-190] 16 10.0
Total 160 100.0 Total 160 100.0

m)Numero medio de visitas semanales en cada comunidad y en el conjunto de
ambas comunidades.

n) Desviacion estandar del nUmero de visitas semanales en cada una de estas
comunidades.

o) Indique en cual de las dos distribuciones es mas representativa la media.

Ejercicio 3. Los resultados de la prueba de acceso a la Universidad
correspondientes a los alumnos de cuatro institutos de Barcelona (A, B, Cy D)
se resumen en la siguiente tabla:

e an sd 0% 25% L50% 7o 100% n
i B.62 1.85 4.01 5.28 6.97 5.47 10.00 130
E 6.43 1.68 4.31 5.28 6.13 8.71 10.00 &O
C 5.05 1.46 4,02 5.60 6,93 2.22 9,97 110
D 5.99 1.25 4.01 6.65 .22 9.32 10.00 140
Se pide:

a) Nota media del total de alumnos.

b) Indique en cual de los cuatro institutos las calificaciones de los alumnos son
mas homogéneas.

c) ¢Qué transformacién se deberia realizar en las calificaciones de los alumnos
del instituto D para que tengan la misma nota media que los del instituto A
y varianza igual a 1.
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Ejercicio 4. El salario medio semanal de los empleados de una empresa es
550 € con desviacién tipica 300 €. La empresa tiene 500 trabajadores y se
plantea realizar un incremento salarial para lo cual propone las siguientes
alternativas:

Efectuar un aumento lineal de 80 €.

Incrementar un 6%

Un incremento del 4% mas un aumento lineal de 60 €.

Aumentar 50 € mas un 5% sobre el salario que resulte después de
aumentar los 50 €.

opwp

Se pide:

a) Salarios medios tras aplicar las alternativas anteriores.

b) éCual es el aumento en € de la masa salarial resultante en cada alternativa?

c) Indique cudl de las cuatro propuestas de revision salarial disminuye la
dispersion relativa del salario.

Ejercicio 5. Una empresa de telefonia controla el nimero de clientes captados
en sus cuatro agencias. Con la informacién recogida en cada agencia se han
obtenido los siguientes resultados de la variable X="NUumero de clientes
captados por empleado”:

meEan sd 0% 25% 50% 75% 100%
hAgencia 1 5.106 1.31 1 3 5 & 10
Agencia Z g.712 £2.63 0 5 & g la
Agencia 3 T.575 £2.39 1 5 g 11 15
hAgencia 4 g.7a7 3.02 4 g = 12 la

a) Si el numero de clientes captados por el uUltimo empleado contratado en
cada una de estas agencias (1, 2, 3 y 4) ha sido 6, 7, 8 y 10,
respectivamente, écudl de estos empleados ocupa mejor posicién relativa
en su respectiva agencia?

b) Un empleado de la agencia 2 en la escala estandarizada del “numero de
clientes captados” presenta una puntuaciéon de -1,38. éCuantos clientes
captd dicho empleado?

c) Dibuje el box plot de cada agencia e indique que distribucién:

« Es mas dispersa

« Es mas simétrica

» Presenta valores outliers
» Presenta mas curtosis.

Ejercicio 6. Una cadena de televisidon presenta un nivel medio de audiencia

(en miles de espectadores) de 1.450 en la programacién de tarde y de 2.350

en la programacién de noche. Si en el conjunto de cadenas de television la

media y la varianza de la audiencia en las franjas horarias anteriores son,
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respectivamente, 1.850 y 160.000 en la primera, y 2.600 y 40.000 en la
segunda, éen qué franja ocupa esta cadena mejor posicion relativa?

Ejercicio 7. En el afio 2009 las bibliotecas de Catalufia disponian de un
promedio por comarca de 2896 volimenes por 1000 habitantes con una
desviacién tipica de 1407. Sabiendo que las comarcas Garraf, Barcelones,
Tarragoneés, Baix Llobregat y Val d'Aran tenian en la escala estandarizada
puntuaciones de: -0,77, 0,78, 0,36, -1,3 y -1, respectivamente

a) Indique en qué comarca/s el nimero de volumenes por 1000 habitantes
estaba por encima de la media de Catalunya.

b) Indique si alguna de estas comarcas presenta un nimero de volimenes por
1000 habitantes outlier o anémalo.

c) Calcule el numero de volumenes por 1000 habitantes de estas comarcas

Ejercicio 8. El siguiente diagrama Stem-and-Leaf recoge el INDICE de
ALFABETIZACION (IA) correspondiente a un conjunto de paises en vias de
desarrollo:

1| 2: represents 12
leaf unit: 1

n: 44
3 2* | 234
7 2. | 5566
8 3* | 3
9 3. | 5
10 4* | 3
15 4. | 56889
(6) 5* | 112223
23 5. | 556677788899
11 6* | 1122
7 6. | 5677789

a) Obtenga el diagrama Box-Plot.
b) Comente las caracteristicas mas importantes de esta distribucion.

Ejercicio 9. A partir de los resultados siguientes indique el Box-plot que
corresponde a cada una de las siguientes variables:

Variable X1 X2 X3
Mediana 20 20 20
Q3-Q: 16,6 10,2 6,3
Coef. Asimetria -2,856 0 3,29
Coef. Curtosis -0,873 1,165 2,77
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Ejercicio 10. De una compafiia aérea A se sabe que por término medio el
20% de los vuelos no presentan retraso, mientras que los vuelos con retraso
presentan la siguiente distribucion de frecuencias:

d)

Retraso NUm. de
(mn) Vuelos
5 1000
10 1000
15 500
20 300
30 200

Se pide:

¢Cual es el retraso medio de los vuelos con retraso? ¢y del total de vuelos
de la compafiia?

Si el Ultimo vuelo realizado se encuentra entre el 20% de los vuelos con
mas retraso de la distribucion de los vuelos totales, écual es el minimo
retraso que puede haber presentado?

Si otra compafiia aérea B presenta los siguientes resultados:

Retraso medio del total de vuelos: 10 mn
Varianza del total de vuelos: 60

Indique en qué compafiia un vuelo con un retraso de 15 mn, presentara
peor posicion relativa.

¢En qué compaiiia, A o B, los retrasos presentan mas dispersion relativa?

Si tras una politica de incentivos en la Cia. A el retraso de los vuelos ha
experimentado una reduccién del 5%, écual sera la nueva media aritmética
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de los vuelos con retraso y su desviacién estandar? y écudl sera la media
del total de vuelos?

Ejercicio 11. La base de datos Pasajeros.rda contiene observaciones de
la variable X= “Numero de pasajeros en n vuelos de una compania aérea”.
Explique el resultado que se obtiene ejecutando cada una de las siguientes
instrucciones con el programa R-Commander (cargue previamente la base de
datos Pasajeros.rda).

a) M=cut(Pasajeros$x,
breaks=c(100,150,200,250,300,350,400,450,500,550,600,650))
table(M)

b) table(M)/length(Pasajeros$x)

c) Estadisticos » Resiumenes » Resumenes numeéricos.

Seleccionar: Media, Desviacién tipica, Asimetria, Apuntamiento, Cuantiles
numSummary(Pasajeros[,"x"], statistics=c("mean", "sd", "quantiles",
"skewness", kurtosis"), quantiles=c(0,.25,.5,.75,1), type="2")

d) Varianza: var(Pasajeros$x)

e) Recorrido intercuartilico: IQR(Pasajeros$x)

f) Media recortada eliminando el 20% de las observaciones extremas:
mean(Pasajeros$x, 0.2)

g) Realice los siguientes graficos con las opciones del menu Gréficas:
Histograma; Gréafica de tallos y hojas; Diagrama de Caja

M=cut(Pasajeros$x,
breaks=¢(100,150,200,250,300,350,400,450,500,550,600,650))
table(M)

Distribucidén de frecuencias absolutas con los valores de X agrupados en
intervalos

(100,150] {150,200] (200,250] (250,300] (300,350] (350,400] (400,450] (450,500] (500,550]
24 24 21 13 21 13 13 5 g
(550, 600] {600, 650]
1 2

table(M)/length(Pasajeros$x)

Distribucion de frecuencias relativas
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(100,150]  (150,200]  (200,250]  (250,300]  (300,350]  (350,400] (400, 450]
0.166666667 0.166666667 0.145833333 0.090277776 0.145833533 0.090277778 0.090277775
(450,500]  (500,550]  (550,600] (600, 650]
0.055555556 0.027777778 0.006944444 0.013555859

numSummary(Pasajeros[,"x"], statistics=c("mean", "sd", "quantiles",
"skewness", kurtosis"), quantiles=c(0,.25,.5,.75,1), type="2")

La media, la desviacion estandar, El coeficiente de asimetria g1, El
coeficiente de curtosis g2 , los valores minimo y maximo, los cuartiles y el
tamano de la muestra son:

meah 2d skeuwness Furtosi=s 0% 25% 5E0% TE% 100% n
280.2986 119.9663 0.5331605 -0.3649419 104 130 265.5 360.5 622 144

var(Pasajeros$x)

[1] 14391.92
IQR(Pasajeros$x)

[1] 180.5
mean(Pasajeros$x, 0.2)

[1] 267.625

Graficas: Histograma

20

15

frequency
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T T T T T T
100 200 200 400 500 600

Pasajeros$x
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Graficas: Grafica de tallos y hoja
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Gréficas: Diagrama de Caja

300 400 500 600
| 1 1 1

200
1

84



Tema 5. DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS BIDIMENSIONALES

Distribucién de frecuencias conjuntas
Distribuciones marginales
Distribuciones condicionadas
Independencia estadistica

La DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS CONJUNTA proporciona tres tipos de
informacion; en primer lugar informacion acerca del patron de comportamiento
conjunto de ambas variables; en segundo lugar, informacion por separado de
cada una de las dos variables observadas (DISTRIBUCIONES MARGINALES); v,
en tercer lugar, informacién acerca del comportamiento de una de las variables
cuando se controla el valor de la otra (DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS).

A partir del analisis de las distribuciones marginales y de las distribuciones
condicionadas se define el concepto de INDEPENDENCIA ESTADISTICA.

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS CONJUNTAS

Cuando sobre los n elementos de I|la muestra se observan
simultaneamente dos variables, X e Y, cada elemento esta representado por el
par ordenado (x;, yj), donde x; es el valor que toma la variable X e y; es el valor
que toma la variable Y.

ELEMENTOS DE LA TABLA DE DOBLE ENTRADA

Y1 Y2 Yi Y3 n(xi)
X1 N1t (f11) N> (f1o) N1 (f14) N1 (f13) n(x1) f(x1)
X2 N2 (fo1) N2z (f2,) N2i (f2i) N2y (f23) n(xz) f(x2)
Xi nilu(.fil) ni2“(.fi2) ni]'”(-fi]') niJ“(.fiJ) n(Xi-)- -f(Xi)
X1 nIl..(.fIl) nxzu(.flz) nIJ“(.fIJ) n(XI-)- -f(XI)
n(y) f(y) [ n(ys) f(ys) | n(y2) f(y2) n(y;) f(yi) n(ys) f(ys) n 1

Interpretacion de la tabla:
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Xi / yj: en el margen izquierdo de la tabla se recogen los I valores de la
variable X. En el margen superior de la tabla se recogen los J valores de la
variable Y

Si X 0 Y o ambas son variables continuas, en los margenes izquierdo y
superior de la tabla se recogeran los intervalos en los que se agrupan los
valores de cada variable.

nijj: frecuencias absolutas conjuntas; siendo nj el niumero de elementos de
la muestra para los que X = x; e Y = y;. La suma de todas las frecuencias
absolutas conjuntas es igual a n:

fj: frecuencias relativas conjuntas; siendo f;j = njj/n la proporcion en tanto
por uno de elementos para los que x = x; e Y = y;. La suma de todas las
frecuencias relativas conjuntas es igual a 1:

W

i=1j=1

Si las frecuencias relativas conjuntas se multiplican por 100 se obtienen
los correspondientes porcentajes.

n(x;): frecuencia marginal de X. La suma de las frecuencias absolutas
(relativas) conjuntas de la fila i-ésima es igual a la frecuencia absoluta
(relativa) correspondiente al valor x;:

J

J
Z ng; = n(x;) Zfij = f(x;)
j=1

j=1

n(yi): frecuencia marginal de Y. La suma de las frecuencias absolutas
(relativas) conjuntas de la columna j-ésima es igual a la frecuencia absoluta
(relativa) correspondiente al valor y;:

J
zl:ni]- =n(y;) Zfij =)
=1

i=1
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DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS MARGINALES

A partir de la distribucion de frecuencias conjuntas se pueden establecer
las distribuciones de frecuencias unidimensionales de X y de Y, que se llaman
“marginales” porque los valores de las variables y las correspondientes
frecuencias absolutas o relativas se encuentran en los margenes de la tabla.

Distribuciones de frecuencias marginales de X y de Y

X | n(X) | £(X) Y | n(Y) | f(Y)
X1 | n(x1) | f(x1) Y1 | n(ys) | f(y1)
X2 | n(x2) | f(x2) y2 | n(y2) | f(y2)
x| () | Fox) yi [ n(yd | fy)
Xe |0 | Fo) Y, | n(ys) | f(ys)
Total n 1 Total n 1

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS CONDICIONADAS

A partir de la distribucion de frecuencias conjuntas puede establecerse el
comportamiento de una de las variables, por ejemplo X, cuando la otra, Y,
cumple determinada condicién. Por ejemplo, la distribucion de X condicionada

a Y =yjes:

X/Y =vy; | Frec. absolutas Frec. relativas

X1 N1 fi/i = nii/n(y;)

X2 N2 fosi = nai/n(y;j)

Xi Nij fisi = ni/n(y;i)

X1 Ny fii = ni/n(y;)
Total n(y;) 1

Analogamente, la distribucién de Y condicionada a X = x; es:

Y/X = xi | Frec. absolutas Frec. relativas

Y1 Ni1 f1i= nin/n(xi)

Y2 Ni2 fasi = nip/n(xi)

Yi Nij fii = ni/n(xi)

Y3 Nis fyi = ni/n(x;)
Total n(x;) 1
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INDEPENDENCIA ESTADISTICA

Dos variables X e Y son estadisticamente independientes si y sélo si cada
frecuencia relativa conjunta es igual al producto de las correspondientes
frecuencias relativas marginales:

f=f(x,).f(y;) 0i,j

Teniendo en cuenta la relacion entre frecuencias absolutas y relativas, la
condicion de independencia puede expresarse como:

n(x.)n(y;
nm:w Oi,j si X e Y son independientes:

Todas las distribuciones de frecuencias relativas de X condicionada a
cualquier valor de Y son iguales a la distribucidn de frecuencias relativas
marginal de X.

Todas las distribuciones de frecuencias relativas de Y condicionada a
cualquier valor de X son iguales a la distribucion de frecuencias relativas
marginal de Y.
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ACTIVIDADES
Actividad 5_1

Con la base de datos Ejercicio51l.rda y el programa R-Commander
obtenga la siguiente tabla de contingencia:

Tiempo wviaje 2

Medio transp2 0-20 20-40 40-&60 &0-80 80-100
Metro 11 23 1z 0 0
Bu= 5 15 g 2 0
Tren 0 3 5 0 0
Coche 0 11 1 1 2
Moto & 1 2 0 0
Bici y otros 3 & 5 0 0

Indique:

f) ¢Cudntos entrevistados utilizan el transporte publico y qué porcentaje
representan sobre el total?

g) é¢Cuantos van en metro y tardan menos de 20 minutos?

h) éQué porcentaje tarda mas de 40 minutos y va en coche?

i) De los que van en autobus, écuantos tardan menos de 20 minutos? y équé
porcentaje representan en este colectivo?

j) De los que tardan mas de 20 minutos, équé porcentaje va en transporte
publico?

k) Con respecto a los que tardan como maximo 20 minutos, équé porcentaje
utilizan el transporte publico?

|) éQué porcentaje tarda entre 20 y 40 minutos y utilizan coche o moto?

m)éQué porcentaje utiliza el tren?

n) ¢Cuadl es el tiempo mediano?

0) ¢Cual es el medio de transporte mas utilizado?

p) Comparando el colectivo que utiliza el coche con el que utiliza la moto, éen
cual de ellos es superior el tiempo maximo del 50% de las personas que
tardan menos?

g) Los que hacen recorridos largos (mas de 40 minutos) équé medio de
transporte utilizan con mas frecuencia?

r) Los que utilizan el metro, en promedio écuanto tiempo emplean?

La distribucion de frecuencias absolutas conjuntas se obtiene con la secuencia:

Estadisticos W Tablas de contingencia W Tabla de doble entrada, eligiendo en el cuadro de
didlogo en Variable de fila Medio_transp y en Variable de columna Tiempo_viaje y con la opcién
Sin porcentaje, que esta activada por defecto.
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Medio transp

Metro
Bus
Tren
Cache
Maotao

Bici v otros

Si

se quiere

Tiempo viaje

0-zZ0 20-40 40-60 e0-30 S0-100

11 23
5 15
] 3
] 11
& 1
3 &

1z

mn L= oo

1]

O 0O Ot

oo oo O

la distribucion de frecuencias

porcentajes se debe activar la opcidn Porcentajes totales.

Hetro

Bus

Tren

Cache

Moto

Eici v otros
Total

Si se quieren las distribuciones de X condicionadas a Y debe activarse la

0-Z0 20-40 40-60 &a0-50 30-100

2.0 18.
12.
.
9.
a.
4.

43.

=

O MO0
inow oo
[ RN Y ) Y

a

9.

=l kRO km
O =m0 =M

(=]

opcidn Porcentajes por columnas.

Tiewmpo wiaje

Medio transp 0-20 20-40
HMetro 44 39.0
EBus 20 25.4
Tren o 5.1
Cache 0o 15.6
Moto 24 1.7
Eici v otros 1z 10.:2
Total 100 100.0
Count Z5 58.0

o.

LS e T e Y
oo omom

o

o.

[ e o

L= T e R e Y

T

1

40-60 60-30 S0-100

Ja.
£4.
15.
3.
a.
15.
100.
33.

4

L e L I % g

100.

a.
G,
a.
33.
a.
a.

oo o0 wd -]

1]

otal
37,
24,

G,
1z.

T
11.
oo,

O m e Lomom -]

relativas conjuntas en

Si se quieren las distribuciones de Y condicionadas a X debe activarse la
opcidn Porcentajes por filas.

Tiemwpo viaje

Medio transp 0-20 20-40 40-50 &60-30 S0-100 Total Count

Metro £3.9 50.0 E6.1 a.0 0.0 100.0 46
Bus= 1a.7 50.0 Z6.7 .7 0.0 100.1 30
Tren 0.0 37.5 62.5 a.0 0.0 100.0 g
Coche 0.0 73.3 .7 .7 13.3 100.0 15
Moto ge.7  11.1 Z2.Z2 a.0 0.0 100.0 =
Bici vy otros 1.4 42.9 35.7 a.0 0.0 100.0 14

Para obtener las distribuciones marginales se deben ejecutar las siguientes instrucciones:
T <- xtabs(~“Medio_transp+Tiempo_viaje, data=Ejercicio51)
margin.table(T,1)
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margin.table(T,2)
siendo T el nombre que le asignamos a la tabla.

Los resultados son:

Medio transp
Hetro Bus Tren Coche Moto EBici v otros
46 30 a 15 = 14

Tiewpo wiaje
0-20 Z0-40 40-60 60-50 S0-100
Z5 59 33 3 Z

El tamafio muestral, n, se obtiene con la instruccion:
sum(T)

[1] 122

a) ¢Cudntos entrevistados utilizan el transporte publico y qué porcentaje
representan sobre el total?

n(Metro) + n(Bus) + n(Tren) = 84 personas
f(Metro) + f(Bus) + f(Tren) = 84/122 = 0,688 68,85%

b) éCuantos van en metro y tardan menos de 20 minutos?
n(Metro,0-20) = 11 personas

c) ¢Qué porcentaje tarda mas de 40 minutos y va en coche?
f(Coche, 40-100) = 0,8 + 0,8 + 1,6 = 3,2%

d) De los que van en autobus, écuantos tardan menos de 20 minutos? y équé
porcentaje representan en este colectivo?

n(Bus, 0-20) = 5 personas
n(Bus, 0-20)/n(Bus) = 5/30 = 0,167 16,67%

e) De los que tardan mas de 20 minutos, équé porcentaje va en transporte
publico?

n(Pdblico, 20-100)/n(20-100) = (23+12+15+8+2+3+5)/97 = 0,701
70,1%

f) Con respecto a los que tardan como maximo 20 minutos, {équé porcentaje
utilizan el transporte publico?
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g)

n(Publico, 0-20)/n(0-20) = (11+5)/25 = 0,64 64%
¢Qué porcentaje tarda entre 20 y 40 minutos y utilizan coche o moto?

f(Coche, 20-40) + f(Moto, 20-40) = 9,0+0,8 = 9,8 %

h) éQué porcentaje utiliza el tren?

i)

k)

6,6%
éCual es el tiempo mediano?

Ime= (20-40] Me = 20+122:3%52C= 32,2 mn

¢Cual es el medio de transporte mas utilizado?
Mo, = Metro

Comparando el colectivo que utiliza el coche con el que utiliza la moto, éen
cual de ellos es superior el tiempo maximo del 50% de las personas que
tardan menos?

En la distribucidn condicionada que utiliza el coche Ive = (20-40]
En la distribucién condicionada que utiliza la moto Ine = (0-20]
Es mayor en Coche.

Los que hacen recorridos largos (mas de 40 minutos) équé medio de
transporte utilizan con mas frecuencia?

I (40-100] = Metro

m)Los que utilizan el metro, en promedio, écuanto tiempo emplean?

_10-11+30-23+50-12 _

X metro = = 30,43 mn
46
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Actividad 5_2

Sobre una muestra de 120 chaquetas se observan las variables X

‘Duracion del control de calidad (en mn)’ e Y = 'NO de defectos’ y se obtiene la
siguiente distribucion de frecuencias conjuntas:

Tabla de contingencia X * Y

hd
1] 1 Total
}{ Recuento 2 & 15 23
% del total 1,7% 5,0% 12,5% 19,2%
Recuento a 10 12 27
% del total 4,2% 3,3% 10,0% 22.8%
Recuento 10 28 4 44
% del total 8,3% 23,3% 5,0% 36, 7%
Recuento 12 2 4 26
% del total 10,0% 6,7 % 5,0% 21, 7%
Total Recuento 29 a2 39 120
% del total 24 2% 43,3% 32.5% 100,0%

a) Obtenga las distribuciones marginales de X e Y.
b) Obtenga las distribuciones condicionadas de Y respecto a cada uno de los

valores de X.

c) Razone si existe algun tipo de asociacion entre X e Y a la vista de las

distribuciones condicionadas del apartado anterior.

1. Distribuciones marginales de X e Y

Y T—— ™ Walns 120
Valores de X | ¢ oconeia Poreentaje acumulajdu Perdidos 0
] 23 19,2 18,2 Media f,61

G 27 224 41,7 Mediana 7,00

7 44 36,7 78,3 Moda T

a 26 1.7 100,0 Diesvy. tip. 1,031

Total 120 1000 Yarianza 1,064
FPercentiles 25 6,00

50 7,00

75 7.00

i & Yalidos 120

Valores de ¥ Frecuencia | Porcentaje :cDLll’tC":Lrl]It:élen Ferdidos a
] 78 24,3 282 | | Media 1,08

1 a2 43,3 67,58 Mediana 1,00

2 ki) 3248 100,0 Woda 1

Total 120 1000 Desv. tip. a1

Varianza 564

Fercentiles 25 1,00

50 1.00

75 200
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2. Distribuciones condicionadas de Y con respecto a X

T=5 Frecuencia | Porcentaje | | ™ validos 23
Validos 0 = 8.7 . Ferdidos 0
1 B IE.1 Media 1,57

2 15 B Desv. tip. BA2

Total 23 100.0 Watianza 439

=6 Frecuencia | Porcentaje N Validos 27
Validos 0 5 18,5 _ Perdidos 0
1 10 7 1 Media 1,26

2 12 44‘4 DES"."ﬁp I'I,"Eq_

Total 7 100.0 Varianza 584

T Frecuencia | Porcentaje M Validos 44
Walidos D 10 227 . Perdidos 1]
1 78 E1E Media 91

3 5 136 Desv. tip. 603

Total 44 100.0 Yarianza 364

=8 Frecuencia | Porcentaje N l';ahj.lfljﬁ 26
Walidos 0 12 462 _ erdidos ]
1 q 308 Media T7

7 B 23'1 Desy. tip. a5

Total 75 100.0 Warianza GRS

3. Razone si existe algun tipo de asociacidon entre X e Y a la vista de las
distribuciones condicionadas del apartado anterior.

Se observa que:

Las distribuciones de frecuencias relativas de Y condicionada a los
distintos valores de X son diferentes entre si y distintas de la distribucidn
marginal de Y, luego X e Y no son independientes.

A medida que aumenta el valor de X = ‘Duracion del control de calidad’
disminuye la media de Y = 'N° de defectos’, lo que indica la existencia de un
patron de comportamiento conjunto de las dos variables.
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EJERCICIOS TEMA 5

Ejercicio 1. Los siguientes datos corresponden a una muestra de 30 personas
en paro siendo X=Edad e Y=Género:

Edad Género| Edad Género| Edad Género| Edad Género| Edad Género
18 H 26 H 34 M 45 M 51 H
19 M 27 H 36 H 47 M 52 H
21 H 29 M 37 M 48 M 54 H
22 M 30 H 39 H 48 H 57 M
24 H 32 M 41 H 50 M 58 H
25 H 33 H 44 M 50 H 60 H

Tabule estos datos agrupando los valores de la variable Edad en las siguientes
categorias:

Edad = De 16 a 19, de 20 a 24, de 25 a 54 y mas de 54

Ejercicio 2. La distribucidon de frecuencias relativas conjunta de las variables
X= ‘Actividad realizada durante el tiempo libre en un fin de semana’ e Y=
‘Edad’ observada en un colectivo formado por 6000 personas es:

Activitats realitzades | [15-30) | [30-45) | [45-65) | =65 | Total
passejar 2.6 4.4 5.5 7.6 | 20.1

mirar TV o video 2.9 3.2 4.0 4.2 | 14.3
reunions familia/amics 3.7 3.1 2.9 3.7 | 13.4
platja/piscina 3.4 3.2 2.7 2.2 | 11.5
llegir 1.9 3.0 2.7 2.3 9.9

feines llar/cuinar 0.8 2.1 2.9 3.7 9.5
dormir/reposar 1.6 2.1 2.2 2.0 7.9
fer esport 2.3 1.7 1.4 0.9 | 6.3
sortida a bars 2.5 0.6 0.4 0.2 3.7
estudiar/classes 2.7 0.4 0.2 0.1 3.4
Total 24.4 23.8 24.9 26.9 | 100

Indique:

a) ¢Qué porcentaje del colectivo observado son mayores de 65 afos y la
actividad realizada ha sido “leer”?

b) éQué porcentaje del colectivo de mayores de 65 afios ha dedicado su
tiempo libre a “leer”?

c) ¢Qué porcentaje del colectivo observado tiene una edad inferior a 30 anos y
la actividad realizada ha sido “deporte”?
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d) ¢Qué porcentaje del colectivo que ha realizado deporte tiene menos de 30
anos?

e) ¢Qué porcentaje del colectivo observado tiene menos de 45 anos y la
actividad realizada ha sido “pasear” o “leer”?

f) Del colectivo de edad inferior a 45 équé porcentaje ha “paseado” o “leido”?

g) ¢Cudl es la actividad mas frecuente?

h) ¢Qué grupo de edad predomina en el colectivo observado?

i) éCual es la edad mediana?

j) Entre los que tienen edad inferior a 45, écual es la actividad menos
preferida?

k) Las personas con menos de 30 afios, érepresentan un mayor porcentaje en
el colectivo de “playa-piscina” o en el colectivo de “deportes”?

|) Hacer deporte o pasear, ies mas frecuente en el colectivo de edad inferior a
30 afos o en el de edad superior a 65?

Ejercicio 3. La siguiente tabla de contingencia recoge informacién sobre la
estructura de 100 familias elegidas al azar en cinco paises de la UE.

Espafa Francia Italia Portugal Grecia
UP 16 33 25 17 22
ASN 57 44 52 53 54
UAN 9 4 3 4 6
DAN 18 19 20 26 18

UP: una persona; ASN: adultos sin ninos; UAN: un adulto y nifos; DAN:
dos adultos y nifos.

a) Analice si hay independencia entre estas dos categorias.

b) éCual es la proporcidon de familias UAN en el conjunto formado por Espana y
Portugal?

c) ¢Qué porcentaje
muestra?

d) Indique cuales serian las frecuencias conjuntas (tedricas) bajo el supuesto
de independencia y manteniéndose las frecuencias marginales.

representan las familias ASN portuguesas sobre la

Ejercicio 4. Se sabe que las variables M = "Maquina utilizada" y X = "NUmero
de piezas defectuosas producidas en un dia" son estadisticamente
independientes.

Se ha observado un total de 400 dias y se han obtenido las siguientes
distribuciones marginales:
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M ML M2 M3 M4
f(ny 015 015 030 040

x 0o 1 2 3 4
£30 0.25 0,30 0.25 0.15 0.05

Indique:

a) Proporcidon de dias en los que se han observado 3 piezas defectuosas.

b) Proporcién de dias en que se ha observado la maquina 2.

c) Numero de dias en los que se han observado 0 piezas defectuosas.

d) Numero de dias en que se ha observado la maquina 1.

e) Nimero de dias en que se ha observado la maquina 4 y 3 piezas
defectuosas.

f) Numero de dias que en la maquina 1 se han observado 2 piezas
defectuosas.

g) Nimero de piezas defectuosas observado con mayor frecuencia en la
maquina 3.

h) Niumero maximo de piezas defectuosas que presenta el 50% de los dias con
menor numero de defectuosas observados en la maquina 3.

i) Proporcién de dias en que se ha observado la maquina 2 y 0 piezas
defectuosas.

j) Del total de dias en que se ha observado la maquina 2, équé proporcion ha
habido con 0 piezas defectuosas?

k) Del total de dias con 2 piezas defectuosas, équé proporcidn corresponden a
la maquina 3?

) ¢En qué maquina se han observado 4 piezas defectuosas en un mayor
numero de dias?

Ejercicio 5. Para analizar la aceptacién de dos nuevos modelos de motocicleta
se ha observado durante los 25 dias laborables del ultimo mes las unidades
vendidas en un concesionario:

X= Unidades vendidas del modelo A
Y= Unidades vendidas del modelo B

X (Modelo A)|Y (Modelo B)|NUm. dias
0 3 1
1 1 5
2 1 10
3 2 9

Se pide:

a) Tabla de doble entrada.
b) Total de unidades vendidas de cada modelo en el periodo observado.
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Tema 6. ASOCIACION ENTRE VARIABLES

Diagrama de dispersion

Asociacion lineal. Covarianza
Coeficiente de correlacion de Pearson
Regresidn lineal

El analisis de algunos fendmenos precisa de la observacién simultanea de
dos caracteristicas en un determinado colectivo con el objetivo de determinar
si existe algun tipo de relacién o asociacion entre ellas.

En aquellas situaciones en que las variables son cuantitativas el tipo de
asociaciéon se puede analizar:

Graficamente con el DIAGRAMA DE DISPERSION o nube de puntos. Este
permite visualizar la existencia o no de un patréon de comportamiento conjunto
entre dos variables.

Cuantitativamente con Ila COVARIANZA vy el COEFICIENTE DE
CORRELACION DE PEARSON.

La covarianza cuantifica e indica si la relacion es de tipo lineal, directa o
inversa; sin embargo presenta el inconveniente de que queda afectada por los
cambios de escala.

El coeficiente de correlacion lineal, como medida adimensional y acotada,
mide la intensidad o el grado de asociacion lineal.

Las medidas sintesis bidimensionales de la informacidén recogida pueden
concretarse en el vector de medias y en la matriz de varianzas y covarianzas.

Por ultimo, la RECTA DE REGRESION es la recta que mejor se ajusta a la
nube de puntos. El andlisis de regresién implica una decisién acerca de la
relacion de causalidad existente entre las variables, de forma que al efectuar el
ajuste es preciso decidir previamente cudl de las dos variables es la VARIABLE
INDEPENDIENTE (X), es decir, cual de ellas condiciona el comportamiento de la
otra que se tomara como VARIABLE DEPENDIENTE (Y). EI COEFICIENTE DE
DETERMINACION mide la bondad del ajuste que permite determinar si la recta
ajustada explica adecuadamente la relacidn de dependencia existente entre X
evy.
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MEDIDAS DE ASOCIACI(')N LINEAL
Analisis Grafico

Para analizar si existe alguna relacién entre las variables (X, Y) es
aconsejable realizar, en primer lugar, la representacion grafica o DIAGRAMA
DE DISPERSION o Nube de Puntos. Se construye representando cada elemento
(xi, yi) por un punto en el plano de manera que sus coordenadas son los

valores que toman las dos variables.

0 = R L O Ch S -
TR W W TR T T TR S
+
+

Analisis Cuantitativo

Las principales medidas de asociacion lineal para datos cuantitativos son:
COVARIANZA y COFICIENTE DE CORRELACION DE PEARSON

COVARIANZA, Sxy
Indica si existe asociacion lineal y su signo.

Si se calcula con distribucién de frecuencias conjuntas no unitarias:

h

(Xi -Y).(Yj - V) Nij

K
el
Sxy =2

n-1

Si se calcula con distribucién de frecuencias conjuntas unitarias:

3 (X-X).(Yi-Y)

Sxy =121
n-1
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ZXi.Yi'n)_( Y
Formula abreviada: Sxy=i1=L

n-1
Propiedades:

» Puede tomar cualquier valor real (-c0o<Syxy<+00).
« Indica la presencia de asociacién lineal y su signo:

<0 Asociacion lineal negativa
S,,=:=0 No existe asociacion lineal
>0 Asociacion lineal positiva

N
(- )ly - ) < 0 L -Rly-F) =0
) o R
Y ""'“""""“";"E'T“* """""""
(- Rly - §) >0 Ry <0
X X

« Sidos variables X e Y son estadisticamente independientes, la covarianza es
0. Pero si Sxy = 0 no implica que las variables sean independientes.

e La covarianza queda afectada por los cambios de escala, pero no por los
cambios de origen:
X'=z=a+bX Y'=c+dY = S, =bdS,,
En consecuencia le afectan los cambios de unidades de medida.

Inconvenientes:

« No esta acotada.
« No es adimensional. Tiene unidades de medida.
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COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL, rxy

Su definicion solventa los inconvenientes de la covarianza.

r.= S XY
XY S S
X =Y

Indica el grado de asociacidon lineal que existe entre
cuantitativas.

Propiedades:
« Esta acotado: siempre toma valores comprendidos entre -1y +1
(-1=<rxy=+1).

=-1 Asociacidén lineal negativa perfecta
Moy = =0 No existe asociacion lineal
=+1 Asociacion lineal positiva perfecta

« Indica el grado de asociacion lineal y su signo.

r = e =*1 Alto grado de asociacion lineal
X" |r, =0 Débil grado de asociacién lineal

variables

« Las transformaciones lineales solo le afectan si hay cambio de signo en el

cambio de escala.

 El coeficiente de correlacion lineal coincide con la covarianza de las

variables estandarizadas.

RESUMEN DEL ANALISIS DESCRIPTIVO BIDIMENSIONAL

Vector de Medias: [7(, \7] Centro de gravedad de la nube de puntos.

S?( SXY
2

Matriz de Varianzas y Covarianzas: Sz={
XY Y

de puntos.
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r

Matriz de Coeficientes de Correlacion: r={
XY

I ,
XY} Grado de asociacién
lineal.

REGRESION LINEAL

La RECTA DE REGRESION LINEAL (MRLS) modeliza la relacién de
causalidad de una variable Y con respecto a otra X, de forma que el
comportamiento de una viene explicado de forma LINEAL por la otra.

X es la variable independiente o exdgena que explica el comportamiento
de Y, variable dependiente o enddgena.

La recta de regresion lineal Y, = a+bX; sera aquella que mejor se ajuste a
la nube de puntos.

Y

Xi

Siendo: a: ordenada en el origen
b: pendiente de la recta
ei: error de prediccion o residuo

A estos efectos, utilizando el método de Minimos Cuadrados Ordinarios
(MCO) se obtienen los valores a y b, tales que determinan la recta que
minimiza la variacion o dispersion de las observaciones a su alrededor,

minzn: e’ = minZn:(yi -v.)
i=1 i=1

SXY
b = 2
Sk
- bX 102
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n

« Los valores Y, recogidos en la recta son estimaciones de los promedios de Y

i
para valores concretos de X.

« El valor b, pendiente de la recta, recoge una estimacion de la variacion de
la variable Y por cada incremento unitario de X.

« El valor a, ordenada en el origen, recoge el valor ajustado de Y (estimacion)
suponiendo nulo el valor de X.

Caracteristicas:

« La recta de regresidn siempre pasa por el punto ()_(,7).

e La pendiente (b) presenta el mismo signo que la covarianza entre X e Y
(Sxy).

« El coeficiente de correlacidon lineal, rxy, esta directamente relacionado con
b: rky = (Sx/Sy)b y siempre presentan el mismo signo.

« la recta de regresién de Y sobre X (Y= a+bX), en general, no presenta la
misma solucion que la regresién de X sobre Y (X= c+dY).

Coeficiente de Determinacion

Mide el grado de Bondad del Ajuste indicando si el modelo (la recta de
regresion) es bueno para explicar la relacidon de causalidad entre las dos
variables, es decir, si la variable independiente X explica el comportamiento de
la variable dependiente Y.

Se define como el cociente entre la variacion de Y explicada por X (la
recogida por la recta de regresion) y la variacién total observada en Y: R? =
VE/VT. Por lo tanto, cuantifica el tanto por uno de la variacion observada en Y
gue queda explicada por la recta ajustada

Toma valores acotados entre 0y 1: 0 < R? <1.

« R? = 1 significa que el ajuste es perfecto (la nube de puntos estd
sobre la recta),

« R? = 0 entonces es que no existe relacién lineal entre las dos
variables. Es decir, X no explica de forma lineal el comportamiento
de Y, por lo tanto el modelo especificado no es el adecuado.

2 _ 2
Se demuestra que R* =1, .
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ACTIVIDADES
Actividad 6_1

La base de datos Ejercicio61.rda contiene informacion correspondiente a
204 modelos de automdéviles de las variables:

CO2 Emisiones (en gCO2/km)
Cilindrada (en cm3)
Consumo (en 1/100km)

Utilizando el programa R-Commander halle la matriz de correlacién e
indique:

a) ¢Cudl es la variable mas correlacionadas con C0O2?

b) éCree que alguna de estas correlaciones responde a una relacion causal?

c) Ajuste la recta de regresion de CO2 sobre la variable que le parezca mas
adecuada para explicar su comportamiento.

d) Comente qué porcentaje de la variacién total observada en CO2 queda
retenida por la recta ajustada en el apartado anterior.

e) Obtenga el diagrama de dispersidon para CO2 sobre la variable explicativa.

f) Realice una prediccion de la emisién de CO2 de un vehiculo con un consumo
de 6 1/100Km y 1890 cm? de cilindrada.

Instrucciones R-Commander:

Matriz de correlacién: Estadisticos » Resumenes P Matriz de correlaciones
Regresion: Estadisticos P Ajuste de modelos » Regresion lineal
Gréficos: Graficas P Diagrama de dispersion

a) Variables mas correlaciona con CO2

Matriz de coeficientes de correlacidon

Cilindrada co2 Consumo
Cilindrada 1.0000000 0.7361019 0.631&759
Coz 0.7361019 1.0000000 0.9692480
Consumo 0.6316759 0.9692480 1.0000000

La variable mas correlacionada con CO2 es Consumo
con ryxy = 0,969248

b) éCree que alguna de estas correlaciones responde a una relacion causal?
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Dada la naturaleza de las variables analizadas la relacidon entre Emision de
CO2 y Consumo o Cilindrada son relaciones de tipo causal: cuanto mayor es
el Consumo o la Cilindrada del coche mayor sera la emisiéon de CO2.

c) Recta de regresion ajustada por MCO.

De acuerdo con el apartado a) es preferible explicar la Emisién de CO2 con
la variable Consumo. El resultado es:

Coefficients:

Eztimate 5td. Error t wvalue Pri(>|t])
(Intercept) 5.4670 2.4121 2.288 0.0245 =
Consumo 23.431%9 0.4186 55.97% <Z2e-1h #*#*

Eezidual standard error: 2.328 on 202 degrees of freedom
Multiple RE-squared: 0.9384, Adjusted E-sguared: 0.89391
F-=ztatistic: 3134 on 1 and 202 DF, p-value: < 2.2e-16

La recta ajustada es:

CO2= 5,467 + 23,4319 Consumo

Se estima que en promedio la emisidn de CO2 incrementa 23,4319 gr/km
cuando el consumo del vehiculo aumenta 1 litro/100km.

d) Comente qué porcentaje de la variacion total observada en CO2 queda
retenida por la recta ajustada en el apartado anterior.

El coeficiente de determinacidn es R? = 0,9394. El 93,94% de la variacidn
total de CO2 en la muestra queda retenido por la recta ajustada, en
consecuencia el 6,06% no queda explicado por la relacion con Consumo.

e) Obtenga el diagrama de dispersién para X6 sobre X5.

280

200

180

co2

100

50
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f) Prediccion de la emision de CO2 de un vehiculo con un consumo de 6
I/100Km y 1890 cm? de cilindrada.

CO2= 5,467 + 23,4319 Consumo = 5,467 + 23,4319 (6)= 146,0584 gr
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Actividad 6_2

A partir de una muestra de 40 franquicias, se desea especificar un modelo
de regresion lineal simple que explique el niumero de unidades vendidas
mensualmente de un determinado articulo para el hogar (NVENT).

La informacion recogida es la siguiente:

NVENT | VEND | GPU | PRE NVENT | VEND | GPU PRE
1 262 14 600 | 200 21 139 8 1050 299
2 261 15 1000 | 210 22 182 15 1401 299
3 206 14 1481 | 211 23 89 8 820 300
4 204 17 1237 | 212 24 134 10 1262 309
5 196 15 1248 | 230 25 91 15 842 310
6 169 10 900 | 232 26 102 7 1270 310
7 178 16 712 | 244 27 159 13 1336 313
8 201 16 1000 | 245 28 118 11 1250 317
9 233 13 1063 | 245 29 140 9 1120 324
10 164 12 555 | 250 30 139 9 1039 336
11 187 10 881 | 250 31 107 10 974 350
12 180 12 1045 | 259 32 118 15 918 354
13 165 12 805 | 261 33 163 10 1337 356
14 128 8 800 | 265 34 81 9 721 370
15 188 12 1259 | 265 35 76 6 634 381
16 186 12 1237 | 266 36 86 6 600 384
17 130 10 1050 | 287 37 120 10 1280 386
18 167 10 1053 | 289 38 75 10 1200 390
19 171 10 1214 | 295 39 117 10 1310 390
20 138 8 1365 | 298 40 52 10 1000 | 400

VEND: NUmero de vendedores.
GPU: Gasto mensual en publicidad (en Euros)
PRE: Precio del articulo mas gastos de envio (en Euros)
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Los resultados del analisis con R Commander han sido los siguientes:

> cor (E33_3[,c("GPU", "NVENT", "PRE", "VEND")], use="complete.obs")

GET NVENT
GPU  1.00000000 O.1397043
NVENT 0.13970431 1.0000000
FEE 0.03732601 -0.5444747
VEND 0.13216670 0.6277927

> numBwmrary (E33 3 [, c ("GPU",
25, .5,.75,.1))

+ f=d™), gquantiles=c (0, .

mean =d
GPU 1046.725 246.993511
NWVENT 150.050 50.04661%9
FEE £97.300 57.197005
VEID 11.175 Z2.872393

In
40
40
40
40

FEE VEND
0.03732601 0.1321667
-0.54447473 0.6277927
1.00000000 -0.5652014
-0.56920136 1.0000000

"N‘U’ENT rn B "PRE rn B "";.FEND rn :I ] B

> RegModel.l <- lm(WNWVENT~GPU, data=vent)

> suminary (Feglodel. 1)

Coefficients:

Eztimate 3td. Error € wvalue Pri>|t])

{Intercept) 120.42000  34.95080
GPU 0.02831 0.03255

Multiple R-=squared: 0.01952

> summary (Feglodel.2)

Coefficients:

3.442
0.37o

0.00142 **
0.38921

Eztimate 3td. Error € wvalue Pri>|t])

{Intercept) 362.72621  23.00592
FRE -0.73890 0.07602

Multiple R-squared: 0.7131

> RegModel.3 <- lm(NVENT~VEND,

> summary (Feglodel.3)

16.071

data=vent)

< Ze—16 ®wF
-9.718 7.45e-1Z *F¥

Eztimate 3td. Error € walue Pri>|t])

Coefficients:
[Intercept) 27.82
WELND 10.94

£5.36

a

Multiple R-sgquared: 0.3541

1.09%

.23

.20 4.972 1.45e-05 *%*%
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Se pide:

a) ¢Qué tanto por ciento de la variacion total de NVENT(Y) queda explicado por
cada uno de los siguientes modelos de RLS?

Y = a + b (VEND)
Y = a + b (GPU)
Y = a + b (PRE)

b) Indique cual de las tres variables proporciona un modelo RLS con mayor
capacidad explicativa del comportamiento de la variable NVENT.

c) Razone cual sera el signo de la pendiente de la recta seleccionada.

d) Halle la recta de regresidon mas adecuada.

e) ¢Como repercute sobre el niumero de unidades vendidas un incremento de 1

Euro en la variable PRE?

f) ¢Cudntas unidades espera vender una franquicia para la cual: VEND=11,
GPU=1050 y PRE= 300 Euros?

g) Obtenga la prediccién de Y para otra franquicia con: VEND=11, GPU=1050
y PRE= 450 Euros. Compare la fiabilidad de esta prediccién con la del
apartado anterior.

a) Analisis de la correlacion de NVENT con VEND, GPU y PRE

GRU NWVENT PRE VEND
GPU 1.00000000 0,1327043 0.03732601 0.1321667
MVENT 0.13270431 1.0000000 -0.34447473 0.6277227
FERE 0.037Y32601 -0.3444747 1.00000000 -0.5622014
VEND 0.132166%70 0O.6277I27 -0.56920136 1.0000000

El coeficiente de determinacién del la rectaY = a + b (VEND) es
R?=r%y venp=0,628% = 0,3943

El coeficiente de determinacién del la rectaY = a + b (GPU) es
R?=r?y gpu=0,140% = 0,0196

El coeficiente de determinacién del la rectaY = a + b (PRE) es
R?=r?y pre= (—0,844)? = 0,7123

Estas rectas explican el 39,43%, 1,96% y 71,23% de la variacion total de
Y, respectivamente.

b) La variable con mayor capacidad explicativa del comportamiento de Y
(NVENT)
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La variable mas correlacionada con NVENT es PRE.
c) Signo de la recta de regresion

La recta seleccionada es Y = a + b (PRE). Como el coeficiente de
correlacidon entre estas variable es negativo, la pendiente de la recta también
sera negativa.

d) Recta de regresiéon muestral
La recta ajustada es NVENT = 369,726- 0,7389 PRE
e) Si PRE se incrementa en 1 Euro,

el nimero de unidades vendidas mensualmente se espera que disminuya
en 0,7389 unidades.

f) Prediccion para una franquicia con PRE = 300 Euros la prediccién es
NVENT = 369,726- 0,7389 (300) = 148,0 unidades
g) Para una franquicia con PRE = 450 la prediccién es:

NVENT = 369,726- 0,7389 (450) = 37,2 unidades

La fiabilidad de esta prediccion es menor que la del apartado anterior
porque se genera para un valor de la variable explicativa PRE que esta fuera
del recorrido de esta variable en la muestra.
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Actividad 6_3

La siguiente serie recoge la evolucién anual de la variable X = ‘Importe
global de la participacion en los beneficios’, en miles de Euros, de los
vendedores de un concesionario de automaviles.

Aio 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002
t 1 2 3 4 5 6 7 8
Xt 31,29 | 34,01 | 37,12 | 34,6 | 39,88 | 44,56 | 45,24 | 46,62

Afo | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
t 9 10 11 12 13 14 15
Xt | 43,2 | 44,38 | 52,66 | 55,04 | 58,52 | 61,4 | 57,68

a) Ajuste y represente graficamente la serie.
b) Obtenga las predicciones de la tendencia para los afios 2010 y 2011.

a) Representacion grafica

60
N
-

55
|
o

Xt
50
|
i
(o]
\
/

45

40
1
(o]

Estimacion de la tendencia

A partir de la serie de observaciones se obtienen los siguientes resultados:

15 15 15 15 15
3 X,=686,2 Y t=120 > t°=1240 > X?=32666,723 > tX, = 6063,37
t=1 t=1 t=1 t=1 t=1
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15 o
> tX, -15 EX  6063,37 - 15220 086.2

Sy =L = 15 15 - 40,98
15-1 14
15 _ 120)
dt?-15t 1240 —15( T j
S? = tal = = 20,00
15-1 14
15 - 686,2 Y
X2 -15X? 32666,723—15( 15' j
S2 = Ll = =91,09
15-1 14
bzs—tzx:M:z,os a=X-bt=9882_5 95120 _5q 35
S? 20,00 15 15
X, = 29,35 + 2,05 t
Origen: t = 1 en el afio 1995
2 2
R? =2 = S __ 40,98 =0,922

™ 8282 (20)(91,09)

La tendencia recoge el 92,2% de la variacién total de X
b) Prediccidon para los afios 2010 y 2011:

Para el afio 2010 t = 16 %s010 = 29,35 + 2,05(16) = 62.15

Para el afio 2011 t =17 Xo011 = 29,35 + 2,05(17) = 64,20

Resumen de los resultados con R-Commander

Coefficients:

Eztimate 3td. Error € wvalue Pri>|t])
[Intercept) 29.3532 1.5040 19.52 5.17e-11 #*%
ot Z.049:2 0.1654 12.39 1.43e-05 #%%

Hultiple R-sguared: 0.9212, Adjusted B-zgquared: 0.9159
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EJERCICIOS TEMA 6

Ejerciciol. A partir de los siguientes datos correspondientes a 8 empresas de
USA sobre las ventas y los beneficios obtenidos en billones de ddlares:

Empresa ventas beneficios
General Motors 78 1,25
Exxon 69 1,10
Ford 62 0,77
IBM 51 0,56
Mobil 44 0,45
General Electric 35 0,44
AT&T 34 0,44
Texaco 31 0,42

Se pide:

a) Obtenga las medidas de asociacion.

b) Si las ventas de todas estas empresas se incrementan en un 5% vy los
beneficios en 0,5 billones de dodlares, écudl serd la covarianza de las
variables transformadas? ¢y el coeficiente de correlacién lineal?

Ejercicio 2. Un concesionario, para analizar la aceptacion de dos nuevos
modelos de motocicleta ha observado durante los 25 dias laborables del ultimo
mes las unidades vendidas:

X= Unidades vendidas del modelo A
Y= Unidades vendidas del modelo B

X Y Num. dias
Modelo A|Modelo B

0 3 1

1 1 5

2 1 10

3 2 9

Se pide:

a) Vector de medias y matriz de varianzas y covarianza.

b) Coeficiente de correlacion lineal y su interpretacion.

c) Si el nUmero de motos vendidas de cada modelo en cada uno de los dias
observados fuera el doble cudl seria la covarianza y el coeficiente de
correlacién entre las unidades vendidas de los dos modelos.
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Ejercicio3. Los siguientes diagramas de dispersion corresponden a
observaciones conjuntas de 6 pares de variables (X,Y):

o T @ 134
800 o o ° e

170

X4 500 L 120 2 160

1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000

1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000

RFD RFD RFD

-100

o G
Q2 200 o Q 100 9 1w
1200 1400 1600 1800 2000 200 2400 2000 2800 3000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3000 2800 2000 2400 2300 2000 1800 1800 1300 1300

RFD RFD X6

Asigne a cada uno de los diagramas el valor del coeficiente de correlacion que
le parezca mas adecuado: r=0,98; r=0,03; r=-0,42; r=-0,95; r=-1; r=0,32.

Ejercicio 4. A partir de una muestra de 100 observaciones referente a las
variables:

Y = Saldo de las Imposiciones en Cajas de Ahorros
X = Renta Familiar Disponible

se han obtenido los siguientes resultados:
X=465 Y =155 S;=548 S;=1,04 S, =2,13
Se pide:

a) Determine el grado de asociacion lineal entre estas variables.

b) Obtenga la ecuacién de regresién lineal que explica el Saldo de las
Imposiciones en funcion de la Renta Familiar.

c) Indique el porcentaje de variacion observado en Y explicado por el ajuste
anterior

114



Ejercicio 5. La siguiente tabla recoge la edad (X) y la presidon sanguinea
maxima (Y) de un grupo de 10 mujeres:

Edad 56 42 72 36 63 47 55 49 38 42

Presion | 14,8 12,6 15,9 11,8 14,9 13 15,1 14,2 11,4 14,1

a) Calcule el coeficiente de correlacidon lineal entre las variables anteriores y
comente el resultado obtenido.

b) Determine la recta de regresion de Y sobre X justificando la adecuaciéon de
un ajuste lineal. Interprete los coeficientes.

c) Valore la bondad del ajuste.

d) Obtenga las siguientes predicciones, Unicamente en los casos que tenga
sentido hacerlo:

Presidon sanguinea de una mujer de 51 afos.
Presidon sanguinea de una nifia de 10 afios.
Presion sanguinea de un hombre de 54 anos.

Ejercicio 6. A fin de analizar si la lluvia caida puede ser explicativa de la
calidad del vino, se han observado en 60 muestras la calificacidon del vino en
grados (Y) y la lluvia anual registrada (X), obteniendo los siguientes
resultados:

60 60 60
3'X=32400 > Y=640 > X2=21280000
i=1 i=1 i=1

60 60
> ¥?=7088 3 XY,=321600
i=1 i=1

a) Obtenga la regresién lineal que recoge el comportamiento de la calidad del
vino en funcién de la lluvia.

b) Indique el porcentaje de variacién observada en la graduacién del vino que
viene explicada por la recta de regresion obtenida.

c) ¢En cuanto se puede estimar la variacion de la graduacién del vino si la
lluvia caida aumenta 10 unidades?

d) ¢Qué prediccidon haria de la graduacion del vino obtenido de una cosecha en
un afno en que la lluvia registrada fuera de 9507

Ejercicio 7. El vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas de las
variables X; = Ingreso semanal y X, = Gasto semanal (en u.m.) observadas
sobre un conjunto de 100 familias son:
= 12
X = [1250 1050]' S* = 00~ 900
4000
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a) Calcule el coeficiente de correlacion lineal.

b) Obtenga el ajuste lineal del Gasto semanal en funcidon del Ingreso.

c) ¢Qué porcentaje de variacion del Gasto no queda explicado por el ajuste
anterior?

d) ¢Qué prediccidon del Gasto semanal haria para una familia con 1100 u.m. de
Ingreso semanal? Comente la validez del resultado anterior.

Ejercicio 8. Suponga que ha observado simultdneamente el precio X y la
demanda Y de un determinado producto, obteniendo:

10 10 12
6 4 2

X1 2 3 4
8

56 7
Y |12 10 10 6 5 7

S (XXP=124  Y(V¥P=84 3 (X-K)(Y-¥)=-93

a) Obtenga el ajuste lineal de la demanda en funcién del precio.

b) Determine la bondad del ajuste.

c) Compruebe los resultados con los obtenidos con el R-Commander.

d) Si el precio se incrementa en 1 unidad, écudl es el incremento esperado en
la demanda?

e) Obtenga la prediccién de la demanda esperada si el precio es 9.

Ejercicio 9. El siguiente diagrama de dispersién corresponde a la distribucion
de frecuencias conjuntas de las variables NVENT = “N° de unidades vendidas
mensualmente de determinado articulo” y PRE = “precio del articulo en
Euros-”.

NVENT

Razone que signo y magnitud aproximada presentaran la pendiente y el
coeficiente de determinacion de la recta de regresidon ajustada.
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Ejercicio 10. Sobre una muestra de 61 pisos vendidos en el area
metropolitana de Barcelona durante el Ultimo trimestre del ano 2011 se han

observado las variables:

Preu.de.venda = precio pagado por el comprador (Euros)
Preu.inicial = primer precio ofrecido al comprador (Euros)
Metres.quadrats = superficie en m?

Con el programa R-Commander se han obtenido los siguientes resultados:

Analisis descriptivo unidimensional:

mean sd n
Hetres.quadrats 65.06721 12.13026 &1
Freu.de.wvenda 170109, 67803 35625.508363 61
Freu.inicial 151766.75115 36727.53416 61

Matriz de correlacion:

Metres.quadrats Preu.de.wvenda Preu.inicial

Metres.quadrats 1.0000000 0.9510597 O.9665259
Preu.de.wvenda 0.9510597 1.0000000 O.9825272
Preu.inicial O.9665259 O.9825272 1.0000000

Para explicar el comportamiento de la variable Preu.de.venda se proponen las
siguientes rectas de regresion lineal:

Recta I
Coefficients:

Eztimate
[Intercept) -11655.7

Metres.quadrats 2793.5

Recta 11

Coefficients:

Eztimate
[Intercept) -3185.4540
Preu.inicial 0.9534

Se pide:
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a) Razone porqué la recta II tiene mayor capacidad explicativa del
comportamiento de Preu.de.venda que la recta I e indique qué porcentaje
de la variacion total de Preu.de.venda queda explicado por esta recta.

b) Con respecto a la recta II, indique en cuanto repercute un aumento de 1000
Euros en el Preu.inicial sobre el Preu.de.venda esperado.

c) Estime cual sera el Preu.de.venda de un piso cuyo precio inicial es de
150000 Euros.

d) Estime cual sera el Preu.de.venda de un piso cuyo precio inicial es de
270000 Euros.

e) ¢Cudl de las dos predicciones es mas fiable? Razone la respuesta.
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Tema 7. INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Experimento aleatorio. Probabilidad: axiomatica y propiedades
Probabilidad condicionada

Teorema de la interseccion. Independencia de sucesos
Teorema de la probabilidad total. Teorema de Bayes

La probabilidad se ocupa de medir o determinar cuantitativamente la
posibilidad de que un suceso o experimento produzca un determinado
resultado.

Toda medida de probabilidad, como posibilidad de ocurrencia de un
suceso, debe cumplir la Axiomatica de Kolmogorov y las propiedades que de
ella se deducen.

La asignacion de la probabilidad a los distintos sucesos se determina
aplicando alguno de los siguientes criterios: Teoria clasica o Regla de Laplace,
que exige equiprobabilidad de los resultados elementales, la teoria
frecuencialista que exige repeticién del experimento, y la teoria subjetivista,
cuando no se dan los requisitos anteriores.

La informacion adicional de la ocurrencia de un suceso nos lleva al
concepto de PROBABILIDAD CONDICIONADA vy al TEOREMA DE LA
INTERSECCION.

Si la probabilidad de un suceso no se ve modificada por el hecho de
haberse verificado otro, entonces se concluye que ambos sucesos son
INDEPENDIENTES.

Dado un conjunto de sucesos que inducen una particién en el espacio
referencial de un experimento y cuyas probabilidades son conocidas, el
TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL permite calcular la probabilidad de
cualquier otro suceso que se presenta siempre acompafado por uno de
aquellos.

El TEOREMA DE BAYES, base de la concepcidon bayesiana de la Estadistica,
es de enorme relevancia puesto que vincula la probabilidad de A dado B con la
probabilidad de B dado A. Permite reasignar probabilidades establecidas a
priori a partir de una informacion adicional.
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EXPERIMENTO ALEATORIO.

La estadistica es la ciencia empirica que estudia los fendmenos que
dependen de azar. Estos fendmenos aleatorios estan asociados a experimentos
gue se pueden repetir de forma ilimitada y presentan resultados imprevisibles
aunque se realicen en las mismas condiciones. Los experimentos aleatorios, a
pesar de estos resultados imprevisibles, se caracterizan porque presentan una
pauta de comportamiento o regularidad estadistica a largo plazo que, como se
vera, puede, generalmente, modelizar con alguno de los modelos de
probabilidad que se estudiaran mas adelante.

Espacio muestral

El espacio muestral o espacio referencial, E, es el conjunto de todos los
resultados posibles de un experimento aleatorio.

Suceso aleatorio

Dado un espacio referencial, se define como suceso aleatorio cualquier
subconjunto de dicho espacio referencial. El suceso que contiene un solo
resultado de E se llama suceso elemental o elemento muestral.

Ejemplo. Una caja contiene 1 bola blanca (B), 1 bola roja (R) y 1 bola negra (N). El
experimento consiste en extraer dos bolas con devolucién y observar la secuencia de
colores obtenida. El espacio muestral o referencial es:

E = {BB, BR, BN, RB, RR, RN, NB, NR, NN}
Sobre este espacio pueden definirse, entre otros, los siguientes sucesos:

A; = 'Dos bolas del mismo color’ = {BB, RR, NN}

A, = 'Dos bolas de distinto color’ = {BR, BN, RB, RN, NB, NR}
As = 'Por lo menos una bola blanca’ = {BB, BR, BN, RB, NB}
A, = ‘Exactamente una bola blanca’ = {BR, BN, RB, NB}

As = ‘Ninguna bola blanca” = {RR, RN, NR, NN}

As = ‘Dos bolas blancas’ = {BB}

Relaciones entre sucesos

I) Suceso complementario- Dado un suceso A, el suceso
complementario de A, A, es aquel que contiene todos los resultados del
experimento que no estdn contenidos en A; es decir, A es el suceso que
ocurre cuando no ocurre A.

Por ejemplo:
A, = {BR, BN, RB, RN, NB, NR}
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2 = A

;= {RR, RN, NR, NN}

. = {BB, RR, RN, NR, NN}

5 — As

s = {BR, BN, RB, RR, RN, NB, NR, NN}

| > > >l
Il

> >

II) Suceso union- Dados dos sucesos A y A; el suceso unidén (Ai[1A;) es
aquel que contiene todos los resultados que pertenecen a A, a A; 0 a ambos.

Por ejemplo:
(A, 0A,)= {BB, BR, BN, RB, RR, NB, NN}
(A; 0A;)={BB, RR, RN, NR, NN}
(A, OA;)= {BB, BR, BN, RB, NB} = A;

« Si (A/OA)= A se dice que A; esta contenido en A;; es decir todos los

resultados que pertenecen a A; pertenecen también a A; de forma que si
ocurre Aj ocurre también A;.

Por ejemplo: (A; O A;)= {BB, RR, NN} = A; A esta contenido en A; (As L Ay)
« La unién de un suceso cualquiera A y su complementario A es E.

Por ejemplo: (A, O A,)= {BB, RR, NN, BR, BN, RB, RN, NB, NR}=E

« La unidén puede generalizarse para mas de dos sucesos.

Por ejemplo: (A O A, O A,)= {BB, RR, RN, NR, NN}

III) Suceso interseccion- Dados dos sucesos A; y A; el suceso
interseccion (A nA;) es aquel que contiene todos los resultados que
pertenecen a Ay a Ajsimultdneamente.

Por ejemplo:
(A1 N A3) = {BB}
(AN As) = {RR, NN}
(A1N Ag) = {BB}
« Siun suceso A; esta contenido en A;, (AinA;) = A;.

Por ejemplo: Ag esta contenido en A; (As LI A;)) = (A1nAs) = {BB} = A

121



» Cuando dos sucesos A; y A;j son tales que (Ai nA;j) = ¢ se dice que A y Aj
son sucesos incompatibles o mutuamente excluyentes.

Por ejemplo:
(ALNAY) =¢ A; y A, son incompatibles
(AsNAg) = ¢ A,y Ag son incompatibles

« La interseccidén de un suceso A y su complementario A es igual al conjunto

vacio, por tanto A y A son sucesos incompatibles.
« La interseccion puede generalizarse para mas de dos sucesos.

Por ejemplo: (A1nAs nAs) = {BB}

Diagramas de Venn

:

E

E

E

El suceso Ay su complementario

Ay B son sucesos incompatibles  Union de sucesos incompatibles

D

E

0

E

D

E

Ay B son sucesos campatibles

Unidn de sucesos compatibles

Interseccian de Ay B

PROBABILIDAD. AXIOMATICA Y PROPIEDADES

Dado un espacio referencial E se dice que P es una funcion de probabilidad
definida en E si a cualquier suceso, A, de E le hace corresponder un numero
real, P(A), que mide el grado de posibilidad de |la ocurrencia de A, y verifica los
siguientes axiomas:

Axioma I P(A) =0
Axioma II P(E) =1
Axioma III  Si A1, A2, A3, ... es una sucesion numerable de sucesos

mutuamente excluyentes, la probabilidad de su union es:
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P(A, 0A, 0A, O...)= P(A1) + P(A2) + P(A3) + ....

De los axiomas se deducen las siguientes propiedades:

P(¢)=0

0<PA)<1 OADE

P(A)=1 - P(A)

Si AUB, entonces P(A) < P(B)

Ley aditiva: si A y B son dos sucesos cualesquiera, la probabilidad de su
union es:

uhwne=

(AOB)=P(A)+P(B) -P(A n B)
Esta propiedad puede generalizarse a tres o mas sucesos, por ejemplo:
P(AOBOC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BnC)+P(AnBnC)
Asignacion de probabilidad a un suceso
1. Teoria Clasica: Regla de Laplace

Si un espacio referencial, E, contiene un numero finito de resultados y
éstos son igualmente probables, la probabilidad de un suceso cualquiera A es:

Resultados favorables a A
Total de resultados posibles

P(A) =

2. Teoria Frecuencialista

La probabilidad de un suceso A es el limite de la frecuencia relativa de A
(na/n) cuando el nimero de experimentos tiende a infinito.

P(A) = lim &

n-o N
3. Teoria Subjetivista

Esta teoria interpreta la probabilidad como el grado de convencimiento
subjetivo que cada individuo puede tener en relacién a la ocurrencia de un
determinado suceso.

Ejemplo: Determinacion de la probabilidad de un suceso. Regla de Laplace.
Se han definido los siguientes sucesos sobre el espacio muestral
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E= {BB, BR, BN, RB, RR, RN, NB, NR, NN}

A; = {BB, RR, NN} P(A;) = 3/9

A, = {BR, BN, RB, RN, NB, NR} P(A;) = 6/9

As = {BB, BR, BN, RB, NB} P(As3) = 5/9

A, = {BR, BN, RB, NB} P(A;) = 4/9

As = {RR, RN, NR, NN} P(As) = 4/9

As = {BB} P(As) = 1/9
(A1nA3) = {BB} P(A1nAs3) = 1/9
(A1 nAs) = {RR, NN} P(AinAs) = 2/9
(A1 N A4) =(q P(A1 N A4) =0
(AinAs nAs) = {BB} P(A1nAsnAs)=1/9

Probabilidad de la unién de sucesos
(A, 0A,)= {BB, BR, BN, RB, RR, NB, NN} P(A,OA;)=7/9
A;y Az no son incompatibles. Por la propiedad 3:

P(A, D A,)= P(A:) + P(As) - P(A; 0 As) = %%é%

(A, OA,)= {BB, BR, BN, RB, NB} P(A, 0A,)=5/9

A,y A¢ son incompatibles. Por el axioma 3:

P(A, OA,)= P(As) + P(As) = g%:g

(A OA OA)= {BB, RR, RN, NR, NN} P(AOA OA) =5/9

Por la propiedad 3:
P(A1 0 A5 0 Ae) =P(A1)+P(A5)+P(A6)‘P(A1 N AS)_P(AI N A6)_P(A5 N A6)+P(A1 NnAsn Ae) =
5

3,4,1.2.1 5,05
9 9 9 99 9

Probabilidad del suceso complementario

A, = {BR, BN, RB, RN, NB, NR} P(A,)=6/9
A, = {BR, BN, RB, RR, RN, NB, NR, NN} P(A,) = 8/9
Por la propiedad 2:
P(A,)=1-P(A) =1-

P(Ag) =1-P(Ag) =1 -

O|lWw
(o] o)
| o

1
9
PROBABILIDAD CONDICIONADA

Dados dos sucesos, A y B, de un mismo espacio muestral, con
probabilidades no nulas, P(A) # 0 y P(B) # 0, la probabilidad de que ocurra el
suceso A sabiendo que ha ocurrido el suceso B recibe el nombre de
probabilidad condicionada de A respecto a B y se define como:
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P(A n B)
P(A/B) = ————
(A/B) P(B)
Andlogamente, la probabilidad condicionada de B respecto a A es:

P(A n B)
P(B/A) = 205/
(B/A) P(A)

TEOREMA DE LA INTERSECCION

De la definicibn de probabilidad condicionada se deduce que la
probabilidad del suceso (AnB) es:

P(AnB) = P(A) P(B/A) o P(BnA) = P(B) P(A/B)

El teorema se puede generalizar para n sucesos:
n n-1
PAA,nA,Nn..nA,)= P(ir:wlAiJ = P(A1) P(A2/A1) P(As/A1nA2) ... P(AY/ QlA‘)

INDEPENDENCIA DE SUCESOS

Dos sucesos, A y B, son estocasticamente independientes si la ocurrencia
de uno de ellos no modifica la probabilidad de ocurrencia del otro; es decir, si

P(A/B) = P(A) o P(B/A) = P(B)

De donde se deduce que:

si Ay B son independientes= P(AnB) = P(A) P(B)
Propiedades:

Si dos sucesos A y B son independientes, no son incompatibles.
Si dos sucesos A y B son independientes también son independientes Ay
B; AyB; Ay B.

TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Si Ay, Az, ..., A, son sucesos de E con probabilidades no nulas, P(A)) # 00
i), tales que forman una particion, es decir:
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A;UA, U... UAL=E (exhaustivos)
AinAj =g Ui #j (incompatibles)

A, Az, LI

T T

\M__//

y B es un suceso de E que ocurre siempre acompafado con uno de los A,
la probabilidad de B es:

P(B) = P[(AinB) O(A2nB) 0O ... O(AnnB)] = P(A1)P(B/A;) +
P(A2)P(B/Ay) + +.... + P(A,)P(B/A,)

P(B)= 3 P(A)P(B/A)

TEOREMA DE BAYES

Sean los sucesos Aji, A,,..., A, una particion de E. Asignadas unas
probabilidades iniciales P(Ai), P(A2),..., P(An), o probabilidades a priori que
reflejan el grado de creencia sobre la ocurrencia de A;, A,,..., A, la realizacién
de un experimento en dicho espacio referencial puede modificar las
probabilidades asignadas a priori.

Si el resultado del experimento es el suceso B y se conoce la ocurrencia
de B en los sucesos A; de la particién, es decir, P(B/A;), esta evidencia
experimental permite obtener las nuevas probabilidades de los Ax
condicionadas al resultado B, es decir, P(AW/B) que se denominan
probabilidades a posteriori.

P(A, nB) _ P(A,)P(B/A,)
"B SP(a)P®EIA)
i=1

P(A, /B) =
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El teorema de Bayes formula que:

P(B/A,)
P(B)

P(A, /B)=P(A)

La probabilidad a posteriori es igual a la probabilidad a priori multiplicada
por un factor modificativo que depende del resultado del experimento.

127



EJERCICIOS TEMA 7

Ejercicio 1. Indique cual es el espacio muestral asociado a los siguientes
experimentos aleatorios:

g) De una poblacidn con N=7 elementos se extrae una muestra de tamafo
n=2 sin devolucidn.

h) Se observa el nimero de clientes atendidos por un vendedor hasta que
realiza la primera venta.

i) Se observa cada hora la temperatura de una camara frigorifica que se
mantiene a una temperatura de entre 0° y 3°

j) Se elige al azar un aparato eléctrico y se observa el tiempo que transcurre
hasta la primera averia.

k) Se echan 5 bolas en 2 cajas, de modo que cada bola tenga la misma
probabilidad de caer en cualquiera de las cajas, y se observa el nimero de
bolas que caen en cada caja.

Ejercicio 2. Determine el valor de la probabilidad en cada una de las
siguientes situaciones e indique el criterio de asignacién utilizado en cada caso:

a) Probabilidad de que un negocio de alimentacidon tenga éxito si, en términos
generales, se estima que por cada negocio de este tipo que fracasa, tres
tienen éxito.

b) Probabilidad de obtener una carta de copas al extraer al azar una carta de
una baraja espafnola de 48 cartas.

c) Probabilidad de obtener una puntuacién total superior a 7 al tirar dos dados.

d) Probabilidad de accidente laboral en un sector industrial sabiendo que en
una muestra de 8000 trabajadores, 40 han sufrido un accidente.

e) Probabilidad de que llueva el proximo fin de semana sabiendo que sobre las
Azores hay una borrasca.

f) Probabilidad de que llegue con retraso un vuelo del puente aéreo si se sabe
que de los 80 vuelos semanales en promedio sélo llegan 2 con retraso.

g) Probabilidad de obtener un nimero primo al lanzar un dado.

h) Se echan 5 bolas en 2 cajas, de modo que cada bola tenga la misma
probabilidad de caer en cualquiera de las cajas, la probabilidad de que en la
primera caja caigan exactamente 3 bolas.

Ejercicio 3. A partir de una encuesta sobre habitos de lectura de la
prensa diaria realizada sobre una muestra de 1000 personas se obtiene
informacion sobre los siguientes sucesos:

A = ‘lee el diario A’
B = ‘lee el diario B’
C = ‘lee el diario C’
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Resulta que del total de entrevistados:

El 62% lee A

El 92% lee B

El 11% lee C

El 60% lee Ay B

El 6% lee Ay C

El 11% lee By C

El 6% lee los tres diarios

1. ¢Son incompatibles los sucesos ‘leer el diario A’ y ‘leer el diario B"?
2. Si se elige al azar un entrevistado, halle:

a) Probabilidad de que no lea A.

b) Probabilidad de que lea A o B.

c) Probabilidad de que lea B o C.

d) Probabilidad de que no lea ni A ni B.

e) Probabilidad de que lea por lo menos uno de los tres diarios.
f) Probabilidad de que no lea ninguno de los tres diarios.

g) Probabilidad de que lea B y no lea C.

Ejercicio 4. Al lanzar dos veces un dado:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que la puntuacion total sea 8 si se sabe que los
dos resultados son diferentes?

b) éCual es la probabilidad de obtener como maximo 4 puntos si se sabe que
ha salido un 2?

c) éCudl es la probabilidad de que haya salido un 2 si se sabe que se ha
obtenido mas de 4 puntos?

Ejercicio 5. Se sabe que |la probabilidad de que se atasque el papel en unas
determinadas maquinas fotocopiadoras depende del color del papel. La
probabilidad de que la fotocopia se haga en papel blanco y se atasque es 0,05;
y la de hacerla en papel de color y atascarse es 0,10. Si el 80% de les
fotocopies se hacen con papel blanco:

a) Determine todas las probabilidades conjuntas y marginales de los sucesos
‘atascar (si/no)’ y ‘papel (blanco/color)’.

b) éCual es la probabilidad de que se atasque una fotocopia que se ha hecho
con papel blanco?

c) éCudl es la probabilidad de que el papel sea de color si la fotocopia se ha
atascado?

d) Si el papel es de color, écual es la probabilidad de que la fotocopia no se
atasque?
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Ejercicio 6. Sobre determinado colectivo se sabe que:

- La edad del 25% es menor de 30 afos.
- El 60% de los que tienen menos de 30 afos practica algun deporte.
- El 48% de los que tienen 30 o mas afnos no practica ningun deporte.

Se elige al azar a una persona de este colectivo. Se pide la probabilidad de
que:

a) Sea joven (menos de 30 afios) y practique algun deporte.

b) Sea joven y no practique ningun deporte.

c) Tenga 30 o mas afios y practique algun deporte.

d) Tenga 30 o mas afios y no practique ningun deporte.

e) Practique algun deporte.

f) No practique ningun deporte.

g) Si la persona elegida practica algun deporte, écual es la probabilidad de que
sea joven?

h) Si la persona elegida no practica ningln deporte, écual es la probabilidad de
que sea joven?

Ejercicio 7. Una empresa compra el 80% de ciertas piezas a un proveedor
que le entrega el género con retraso el 10% de les veces. A su vez, por
motivos de calidad, la empresa devuelve el 20% de las partidas de este
proveedor que llegan con retraso. éCual es la probabilidad de que una partida
de estas piezas haya sido comprada a este proveedor, haya llegado con
retraso y se haya tenido que devolver?

Ejercicio 8. Una prueba de seleccion de personal consta de dos partes: la
primera consiste en un test psicotécnico y la segunda de una entrevista
personal. Si de 100 persones el 60% supera el test y de estas ultimas el 30%
supera la entrevista:

a) ¢Cuadl es la probabilidad de que una de estas 100 persones, escogida al
azar, haya superado les dos pruebas?

b) éCuadl es la probabilidad de que no haya superado la entrevista pero si el
test?

Ejercicio 9. En cierta localidad |la probabilidad de que una persona compre un
diario es 0,4; la probabilidad de que compre una revista 0,2 y la probabilidad
de que compre ambos 0,08.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que compre alguna de estas 2 publicaciones?
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b) Comprar un diario y comprar una revista, éson sucesos mutuamente
excluyentes?
c) Comprar un diario y comprar una revista, éson sucesos independientes?

Ejercicio 10. Con el enunciado del ejercicio 3 determine:

a) ¢Son independientes los sucesos leer el diario B y leer el diario C?

b) Si sabemos que una persona lee el diario A, éla probabilidad de que lea B
qgueda modificada?

c) éCual es la probabilidad de que un lector de B y C lea también A?

d) Sabiendo que un entrevistado lee B, écuadl es la probabilidad de que lea A?

e) Sabiendo que un entrevistado lee por lo menos uno de los tres diarios, écual
es la probabilidad de que lea A?

Ejercicio 11. Las probabilidades de que dos personas, que actian
independientemente, lleguen a tiempo a coger el tren se estiman en 0,9 y 0,8,
respectivamente. Halle la probabilidad de que:

a) Lleguen ambas.
b) No llegue ninguna.
c) Solo llegue una.

Ejercicio 12. Un recién graduado que ha solicitado empleo en dos compafias,
A y B, estima que tiene doble probabilidad de ser contratado por A que por B y
que la probabilidad de que no lo contraten ninguna de las dos es 0,28. Si las
decisiones de las dos compafiias son independientes, écual es la probabilidad
de que lo contrate A?

Ejercicio 13. Un comercio vende 3 modelos de lector de DVD: V1, V2 y V3.
Las probabilidades de venta de cada uno de ellos son: P(V1)=0,3; P(V2)=0,2;
y P(V3)=0,5. La probabilidad de averia durante el periodo de garantia para
cada uno de ellos son: 0,10; 0,15 y 0,04 respectivamente. Si un cliente
devuelve un aparato averiado en el periodo de garantia, ¢de qué modelo (V1,
V2 o V3) hay mas probabilidad de que sea dicho aparato?

Ejercicio 14. Se tienen cuatro cajas idénticas que contienen cuatro boligrafos
cada una. La caja C; contiene 4 boligrafos negros; la caja C, contiene 3 negros
y 1 rojo; la caja C5 contiene 2 negros y 2 rojos y la caja C4 contiene 1 negro y
3 rojos. Se elige una caja al azar y se extrae al azar un boligrafo.

a) Probabilidad de que el boligrafo extraido sea negro.
b) Probabilidad de que el boligrafo extraido sea rojo.
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c) Halle las probabilidades a posteriori de cada una de las cuatro cajas si se
sabe que el boligrafo extraido es negro.

d) Halle las probabilidades a posteriori de cada una de las cuatro cajas si se
sabe que el boligrafo extraido es rojo.

Ejercicio 15. Tres contratistas, A, B y C, licitan por un contrato para construir
un polideportivo. Se cree que la probabilidad de obtener el contrato es la
misma para cada uno de ellos. La probabilidad de que finalicen las obras en la
fecha prevista es 0,85 si el contrato lo consigue A, 0,55 si lo consigue By 0,30
si lo consigue C. Sabiendo que las obras no han finalizado en la fecha prevista,
écuadl es la probabilidad de que el contrato lo haya conseguido B?

Ejercicio 16. Respecto al medio de transporte se sabe que el 50% de los
alumnos de la Universidad de Barcelona que residen fuera de Barcelona utiliza
el tren para ir a clase; mientras que de los que residen en Barcelona no hay
ninguno que lo utilice. Sabiendo que el 40% de los alumnos de la UB reside
fuera de Barcelona, écudl es la probabilidad de que un alumno elegido al azar
entre los que no utilizan el tren resida fuera de Barcelona?

Ejercicio 17. Una entidad financiera ha comprobado que el 5% de los clientes
con suficiente saldo se equivocan en la fecha del cheque y el 100% de los que
no tienen suficiente saldo cometen el mismo error. Si un 85% de los clientes
de esta entidad tienen saldo suficiente, écudl es la probabilidad de que al
recibir un cheque con fecha equivocada corresponda a un cliente sin saldo?

Ejercicio 18. Periddicamente una academia controla la asistencia de sus
colaboradores eligiendo uno al azar y observando si estda en el centro. La
academia tiene 4 colaboradores. Uno asiste todos los dias, dos de ellos sdlo
asisten la mitad de los dias y el ultimo asiste 2 de cada 5 dias. Si en el Ultimo
control se observa que el colaborador elegido estd en la academia, écudl es la
probabilidad de que sea el que asiste siempre?

Ejercicio 19. En un laboratorio se sabe por experiencia que 1 de cada 25
frascos de cierto medicamento se deterioran al cabo de un mes, por lo que las
existencias se someten a controles mensuales. El test utilizado para
determinar si un frasco esta deteriorado da positivo el 99% de las veces si el
frasco esta deteriorado y el 2% de las veces cuando el frasco no estd
deteriorado. Hallar:

a) Probabilidad de que el test dé positivo.
b) Probabilidad de que el test dé negativo.
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c) Si el test resulta positivo, écudl es la probabilidad de que la muestra esté
deteriorada?

d) Si el test resulta negativo, écudl es la probabilidad de que la muestra no
esté deteriorada?

e) é¢Cual es la probabilidad de que el test dé el resultado correcto?

Ejercicio 20. Un banco dispone de dos sistemas de alarma A y B que
funcionan independientemente entre si. La alarma A tiene una probabilidad de
que funcione correctamente del 80%, mientras que B sdlo el 65%. éCual es la
probabilidad de que sdlo funcione correctamente una de las dos alarmas?

Ejercicio 21. Una empresa del sector eléctrico tiene un consejo directivo
formado por 10 personas, 2 de las cuales son mujeres. Para evaluar las
repercusiones que tendria para la empresa la aplicacion de un nuevo sistema
de tarifas, se designa una comisién de estudio formada por cuatro personas
pertenecientes al consejo directivo. ¢éCual es la probabilidad de que, si se
eligen al azar, todos los miembros de dicha comision sean hombres?

Ejercicio 22. En un multicine, la experiencia indica que el 75% de los
asistentes compran palomitas y el 40% compran alguna bebida, siendo la
compra de los dos productos independiente. Si sabemos que un espectador ha
comprado soélo uno de los productos, écudl es la probabilidad de que haya
comprado sélo palomitas?

Ejercicio 23. La probabilidad de que un individuo sea usuario habitual de
Internet es 0,3; la probabilidad que sea usuario de la biblioteca municipal es
0,15 vy la de que sea usuario habitual de por lo menos uno de estos dos
servicios es del 0,4. Se elige al azar un individuo, si es usuario de la biblioteca
municipal, écuadl es la probabilidad aproximada de que sea usuario de Internet?
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Tema 8. VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL

Variable aleatoria: discreta y continua

Distribucién de probabilidad: funcion de cuantia y funcion de densidad
Funcidn de distribucion

Esperanza matematica y varianza. Variable estandarizada

El conjunto de todos los resultados posibles de un fendmeno aleatorio
constituye una poblacidén estadistica que puede estar formada por resultados
cualitativos o cuantitativos. Resulta conveniente asociar estos resultados a
valores numéricos para facilitar su representacion y analisis.

El concepto de variable aleatoria permite relacionar cada uno de los
resultados de un experimento aleatorio con un valor numérico. Con esta
transformacién se logra caracterizar la poblacion estadistica mediante una
funcidn o modelo matematico que recoge las descripciones numéricas de los
resultados del fendmeno aleatorio junto con sus respectivas probabilidades.
Este modelo recibe el nombre de DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD de una
variable aleatoria.

Las variables aleatorias se clasifican en DISCRETAS y CONTINUAS. La
distribuciéon de probabilidad de las discretas se denomina FUNCION DE
CUANTIA P(x) y la de las continuas FUNCION DE DENSIDAD, f(x).

En ambos casos, la FUNCION DE DISTRIBUCION F(x) es la expresion
matematica que recoge la probabilidad de que la variable aleatoria tome
valores inferiores o iguales a un valor concreto.

La informaciéon contenida en las distribuciones de probabilidad de las
variables aleatorias puede resumirse en unas pocas medidas que pongan de
manifiesto caracteristicas propias de la distribucién. Las mas significativas son
el valor esperado de X o ESPERANZA MATEMATICA, y la VARIANZA vy
DESVIACION ESTANDAR poblacional. Conviene destacar la similitud formal y
las diferencias conceptuales entre estas medidas poblacionales y las
descriptivas.
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VARIABLE ALEATORIA

Una variable aleatoria es una funcién definida entre el espacio muestral y
el conjunto de los numeros reales.

Ejemplo:

Experimento: se lanzan 2 monedas
Variable aleatoria: X= {n©° de cruces}

X: E —_— R
(c,c) SE— 0
(c,+) 1
(+,0) - 1
(+,+) 2

La definicion de una variable aleatoria permite asignar un valor numérico
a cada uno de los resultados de un experimento aleatorio.

Discreta

La variable aleatoria puede ser: _
Continua

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

DISCRETA: La distribucion de probabilidad de un variable discreta recibe
el nombre de Funciéon de Cuantia, P(X).

X P(x)
X4 P(x,)
X, P(x,)
X, | P(x)
Xy | P(x,)

Asocia a cada valor x; su probabilidad P(x;)=P(X=Xx;).
La funcién de cuantia siempre verifica:

e P(x)=0 Ox. Siempre toma valores no negativos.
« > P(x)=1. La probabilidad total es igual a 1.
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CONTINUA: La distribucion de probabilidad de una variable continua
queda descrita por una funcion continua que recibe el nombre de Funcidon de
Densidad, f(x), tal que:

« f(x)=0 Ox. Toma valores no negativos.

+¥
. jf(x)dx =1. El area definida por esta funcidn es igual a 1 y, por lo tanto,
-Y

representa la probabilidad total.

Fla=x=h)

Caracteristicas:

e P(x=a) = 0 La probabilidad de un valor concreto es siempre 0.

b
e P(a<X<b) = jf(x) dx La probabilidad de un intervalo es el area definida

por la funcidon de densidad.
e P(asX<b) =P(a<X<b) = P(asX<b) = P(a<X<b)

FUNCION DE DISTRIBUCION, F(X)
Recoge la probabilidad acumulada hasta un valor x:

F(x) = P(X< x)=P[-», X].
> P(x;) Discreta

F(x) = P(X< X)= 4 x|
J'f(x)dx Continua

—00

Propiedades:

« La funcidn es no negativa. 0<F(x)<1.
« La funcién es no decreciente. Dados dos valores a < b entonces F(a)<F(b).
« La funcidon converge a cero por la izquierda. F(-») = 0.
« La funcién converge a 1 por la derecha. F(+x) =1.
« P(a <X<b) = F(b) - F(a).
e P(X>a) = 1- F(a).
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ESPERANZA MATEMATICA Y VARIANZA

Permiten resumir la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria.
Reciben el nombre de Parametros.

Esperanza Matematica o Valor Esperado de X, E(X)=p
Es el valor medio tedrico de la distribucién de probabilidad.

Se obtiene:

D> x P(x) Discreta
Ox

|J= E(X)= +00
jxf(x)dx Continua

Se interpreta como la media de los valores de la variable aleatoria que
obtendriamos si el experimento se realizara infinitas veces.

Propiedades:

 La esperanza matematica es el centro de gravedad de la distribucién de
probabilidad. E(X- pu)=0

« E(a)=a. La esperanza matematica de una constante es la constante.

« E(X+a)=E(X)+a. La esperanza matematica queda afectada por los cambios
de origen.

+ E(bX)=bE(X). También le afectan los cambios de escala.

e E(a+bX)=a+bE(X).

e E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y) siendo X e Y dos variables aleatorias y, a y b, dos
constantes.

Varianza, V(X)=0>

Mide la dispersién de la distribucién de probabilidad alrededor de p.

D> (x = u)P(x) = > x*P(x) - Discreta

V(X)=0?=E(X - p)*=1 4w o
j (x = p)? f(x)dx = j x? f(x)dx - p?> Continua

Propiedades:
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e V(X)=0

e V(@)=0

« V(b X) = b%V(X)

« V(a + b X) =b%V(X)

Desviacion estandar, D(x) = o

D(X) = 0 = +/o?

Presenta las mismas propiedades que la varianza: es no negativa y sélo
queda afectada por los cambios de escala.
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EJERCICIOS TEMA 8

Ejercicio 1. De un colectivo compuesto por un 60% de hombres se eligen al
azar con devolucién 3 personas. Establezca la distribucién de probabilidad de la
variable aleatoria X = "NUmero de mujeres elegidas”.

Ejercicio 2. Un llavero tiene 5 llaves, de las cuales sbélo 2 abren una
determinada puerta, y se van probando, una a una, hasta conseguir abrir. Se
define la variable aleatoria X = ‘Numero de llaves probadas”. Determine la
distribucidon de probabilidad de X bajo los siguientes supuestos:

|) se separan las llaves probadas;
m)las llaves probadas quedan de nuevo mezcladas con las restantes y es
imposible diferenciarlas.

Ejercicio 3. Se lanza una moneda hasta que sale cara con un maximo de 5
lanzamientos. Determine la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria
X="NUmero de lanzamientos realizados”.

Ejercicio 4. Un servicio de atencidon al cliente estima que la distribucién de
probabilidad de la variable X= “Numero de clientes atendidos por hora” es la
siguiente:

Xi 0 1 2 3 4 5 6 7
P(x) 0,01]0,12,0,22/0,32|0,20| 0,08 0,03 |0,02

a) Halle la funcion de Distribucion de la variable X.

b) éCual es la probabilidad de que en una hora utilice este servicio algun
cliente?

c) ¢Cudl es la probabilidad de que en una hora utilice este servicio un minimo
de cinco clientes?

d) éCual es la probabilidad de que en una hora sean atendidos mas de dos y
como maximo cinco clientes?

e) Si se sabe que en una hora determinada algun cliente ha utilizado el
servicio, écual es la probabilidad de que hayan sido mas de tres?

Ejercicio 5. Una variable aleatoria X queda caracterizada por la funcién:
P(x)=k/x si x=1, 2, 3y 4.

a) Determine el valor de k.
b) Obtenga la funcidon de distribucidn.
c) Calcule P(1sX<3), P(2<X<4), P(X>2), P(X<2/X<4).

Ejercicio 6. La funcidn de cuantia de una variable aleatoria X es:
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0,05 para x=1 y x=8
0,10 para x=2 y x=7
P(x)=<0,15 para x=3 y x=6
0,20 para x=4 vy x=5

0 Otros casos

a) Compruebe que es funcidon de cuantia.

b) Determine la funcion de distribucidn.

c) Obtenga las siguientes probabilidades: P(X<4), P(1<X<4), P(X>2),
P(3<X<6), P(X=3/X<7).

Ejercicio 7. Se sabe que en promedio uno de cada 10 clientes que entran en
cierto establecimiento realiza una compra. La variable X = ‘N© de clientes que
entran hasta que compra uno (incluido éste)’ tiene la siguiente funcion de
distribucién:

F(x) = 1-0,90¢ si x=1, 2,3, ...
Se pide:

a) Probabilidad de que el décimo cliente que entre sea el primero que compre.

b) Probabilidad de que hayan entrado como maximo 4 clientes hasta que
compra uno.

c) Probabilidad de que hayan entrado por lo menos 3 clientes hasta que
compra uno.

d) Si se sabe que ya han entrado mas de 4 clientes, écual es la probabilidad de
que entren como maximo 7 considerando el que compra?

Ejercicio 8. La funcion de distribucién de una variable aleatoria es:

0 x<1/8
0,2 1/8<x<1/4
0,9 1/4<x<3/8

1 X =3/8

F(x)=

a) Indique si la variable es continua o discreta.
b) Obtenga la funcion de probabilidad.
c) Represente graficamente las dos funciones.

Ejercicio 9. Sea la funcidn,

3x2/2 -1<x<+1
0 Otros casos

f(X)={
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a) Compruebe si es funcién de densidad.
b) Calcule la probabilidad de que X sea superior a -0,5 e inferior a 0,25.
c) Obtenga la funcion de distribucién.

Ejercicio 10. La funcién de densidad que caracteriza a la variable aleatoria X
es:

1/k 1<x<5
0 Otros casos

f(X)={

a) Determine el valor de k.

b) Obtenga la funcidon de distribucién.

c) Calcule las siguientes probabilidades: P(X<3), P(1,5sX<4), P(X>2),
P(X>3/X>2).

Ejercicio 11. Sea la funcion,

2
f(x)=X/9 O0<sx<k
0 Otros casos

a) Determine k para que la funcién sea funcién de densidad.
b) Calcule la probabilidad de que X sea superior a 0,5 sabiendo que es inferior
a2,b5.

Ejercicio 12. Dadas las siguientes funciones de distribucion:

0 x<0

0 x<0
0,1 O0=sx<2 s
A) F(x}{0,3 2=<x<3 B) F(x)= % O<x<4
0,6 3<x<4 1 >4
1 X =4

a) Indique, en cada caso, si la variable es continua o discreta.
b) Calcule, para estas variables, P(X<2), P(1<X<3), P(X>2), P(X>1/X<2,5).

Ejercicio 13. En determinada estacidon de servicio la variable aleatoria
X="Demanda semanal de gasolina en miles de litros’ tiene la siguiente funcion
de distribucion:

0 x<0
F(x)=:1,2x-0,2x* O<x<1
1 x>1

141



Determine:

a) La probabilidad de que la demanda sea inferior a 0,5 (miles de litros).

b) La probabilidad de que la demanda sea inferior a 0,5 y superior a 0,3.

c) La probabilidad de que la demanda sea exactamente 0,2.

d) La probabilidad de que la demanda sea superior a 0,3 sabiendo que es
inferior a 0,5.

e) La probabilidad de que la demanda supere los 0,4 (miles de litros).

Ejercicio 14. En los paquetes de harina de 10 kg se comete un error aleatorio
en el peso, X (en kg), cuyo comportamiento queda recogido por la funcion de
distribucién:

0 x<-1
X3
F(x)= 7+k -1<x<1

1 x>1

a) Determine el valor de k.

b) Calcule la probabilidad de que un paquete de harina supere 10,5 kg.

c) En una partida de 1000 paquetes équé proporcién de paquetes se espera
que pesen mas de 9 kg y cuarto?

d) Sabiendo que un paquete supera los 9 kg y medio, écudl es la probabilidad
de que no alcance los 10 kg y cuarto?

e) ¢Cudl es el peso minimo de un paquete para poder decir que esta entre el
30% de los que mas pesan?

Ejercicio 15. Un taller estima que la distribucion de probabilidad de la variable
X= “Tiempo empleado en el empaquetado de un determinado tipo de piezas”
es la siguiente:

6x(1-x) 0O0<x<1
0 Otros casos

f(X)={

a) ¢Cual es el tiempo medio del empaquetado?

b) éConsidera que este valor esperado es una buena medida de sintesis del
comportamiento de X?

c) Se reajusta el proceso y el nuevo tiempo del empaquetado es Y= 1,5X-0,5
manteniendo la misma distribucién de probabilidad. Calcule el nuevo valor
esperado del tiempo.

d) ¢El ajuste introducido ha conseguido mejorar la regularidad del proceso?

Ejercicio 16. Una variable aleatoria discreta, X, tiene la siguiente funcion de
distribucidn:
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0 X<3
1/12 3 < x<5

F(x=< 1/3 5< x<7
3/4 7 < x<8
1 X =8

a) Calcule P(3,5 < X <5).

b) Calcule la probabilidad de que X sea inferior a 7 sabiendo que ha tomado un
valor superior a 4.

c) Determine la funcidon de cuantia.

d) Calcule la mediana, el valor esperado y la desviacidon estandar de X.

Ejercicio 17. Un inversor estd considerando tres alternativas para invertir
1000€. Se estiman los siguientes resultados:

Alternativa 1: un beneficio de 10.000€. con probabilidad de 0,15 y una
pérdida de 1.000€ con probabilidad de 0,85

Alternativa 2: un beneficio de 1.000€. con probabilidad de 0,5 y una
pérdida de 500€ con probabilidad de 0,5

Alternativa 3: un beneficio seguro de 400€

a) ¢En cual de las tres opciones su beneficio esperado es mayor?
b) éAconsejaria sin dudar al inversor que escogiera esta opcion?

Ejercicio 18. El gerente de una fabrica estd considerando cambiar una
maquina cuyo numero de averias semanales presenta la siguiente distribucién
de probabilidad.

N° de averias| O 1 2 3 4
P(xi) 0,1/0,26/0,42| 0,16 | 0,06

La decisidon sera cambiarla si el coste esperado de las reparaciones semanales
supera los 200 Euros. {Qué decisién tomara si la reparacion de cada averia
cuesta 150 Euros?

Ejercicio 19. Una compafia fabrica clips y los comercializa en paquetes de
aproximadamente 50 unidades. El nimero de clips por paquete varia segun la
siguiente distribucion de probabilidad:

N° de clips 47 48 49 50 51 52
Probabilidad | 0,05 0,10 0,25 0,30 0,20 0,10
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a) ¢Cuadl es la probabilidad de que un paquete contenga mas de 48 clips y
como maximo 51?

b) Sabiendo que un paquete contiene menos de 50 clips, écudl es la
probabilidad de que contenga mas de 48?

c) éCual es el numero esperado de clips por paquete y su varianza?

d) Si el coste de un paquete es 15+2X, donde X es el n° de clips, écuadl es el
coste esperado y la varianza del coste de estos paquetes?

Ejercicio 20. Calcule el valor esperado, la varianza y la desviacién estandar
de las variables aleatorias de los ejercicios 9, 11 y 12.

Ejercicio 21. X es una variable aleatoria que toma los valores: -2, 1, 2y 4
con probabilidades: (2k-3)/10, (k-2)/10, (k-1)/10 vy (k+1)/10,
respectivamente.

a) Se pide:

b) Valor de k.

c) Valor esperado, mediana y moda de X.

d) Varianza y desviaciéon estandar de X.

e) Distribucion estandarizada y comprobar que su valor esperado es 0 y la
varianza 1.

Ejercicio 22. Una loteria con 100 boletos da 1 premio de 500 €, 2 premios de
100 € y 6 premios de 50 €. Si cada boleto cuesta 10 €, écudl es el valor
esperado de este juego por boleto?

Ejercicio 23. Un jugador puede lanzar 2 veces una moneda equilibrada. Gana
3 € si salen 2 caras y 1 € si sblo sale una cara. Para que el juego sea justo
écuanto tiene que perder si no salen caras?

Ejercicio 24. La funcion de densidad de la variable aleatoria X ="Importe
semanal facturado en miles de €” en un establecimiento es:

1+Xx

- ad 4
t=l13 X000 4]

0 x0O[O0, 4]

a) Calcule el importe que en promedio se espera facturar por semana.

b) éQué importe maximo espera conseguir el 40% de las semanas con menos
facturacion?

c) éCual sera, aproximadamente, el minimo importe que facturara el 25% de
las semanas con mayor facturaciéon?

d) éCudl es la varianza y la desviacién estandar de X?
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e) Se estima que la facturacién se ha transformado y ha pasado a ser
0,75X+0,25. ¢Es mas regular la facturacién que se espera obtener en esta
nueva situacion?

145



Tema 9. DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y NORMAL

Distribucion Binomial
Distribucion Normal.

Algunas distribuciones de probabilidad modelizan un gran numero de
fendmenos aleatorios en el ambito social, econdmico, bioldgico etc..,por ello
reciben un nombre propio.

En este tema se incluye una distribucidon de probabilidad de tipo discreto:
la distribucion BINOMIAL y una de tipo continuo, la distribucion NORMAL.

Para cada una de estas distribuciones se estudiara la funcién de cuantia o
de densidad, la funcién de distribucién, los pardmetros que las definen, asi
como el calculo de probabilidades y utilizacién de las tablas.

DISTRIBUCION DICOTOMICA O DE BERNUILLI

A menudo estamos interesados en estudiar el comportamiento de alguna
variable que solo puede tomar dos posibles resultados, por ejemplo, al
observar un producto comprobar si cumple o no unas determinadas
condiciones de calidad, al observar un paciente ver si presenta o no una
determinada enfermedad, al lanzar una moneda ver si el resultado es cara o
cruz. En estas situaciones los sucesos posibles son dos alternativas
complementarias o dicotdmicas y su distribucién de probabilidad se denomina
distribucién de Bernoulli.

Si consideramos un experimento aleatorio con soélo dos posibles
resultados, ‘éxito’ o ‘no éxito’, y la probabilidad de éxito es p y la probabilidad
de no éxito es q=1-p, la variable:

X="Numero de éxitos obtenidos en una realizacién del experimento”
presenta una distribucion Dicotdmica con funcion de cuantia:

P(x) = p*q'* parax=0,1

X | P(X)
0 1-p=q
1 p
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Caracteristicas:

« Para identificar una distribucién dicotdmica concreta dentro de la familia de
distribuciones dicotdmicas basta conocer el valor del parametro p,
probabilidad de éxito.

« La distribucidén de X se abrevia X~D(p)

e El valor esperado de X es E(X)=p

» La varianza de X es V(X)=pq

DISTRIBUCION BINOMIAL

La distribucién Binomial se obtiene como generalizacién del proceso de
Bernoulli. Por ejemplo, supongamos que se lanza una moneda 10 veces y que
se define la variable aleatoria X como el 'nUmero de veces que ha salido cara
en los 10 lanzamientos'. En este caso, la variable aleatoria puede tomar los
valores enteros de 0 a 10.

Si suponemos que se realizan n lanzamientos independientes y que la
probabilidad de obtener cara es un valor p que se mantiene constante en todos
los lanzamientos, entonces la variable aleatoria X, que recoge el numero total
de caras obtenidas, presenta una distribucion Binomial de parametros n y p.

Por tanto, consideremos un experimento aleatorio tal que:

« Cada vez que se realiza el experimento ocurre uno y soélo uno de los
siguientes resultados: ‘éxito’ o ‘no éxito’.

« Cada vez que se repite el experimento el resultado es independiente del
obtenido en las realizaciones anteriores, por lo que la probabilidad de éxito,
p, es constante en cada prueba.

e Se realiza el experimento n veces.

Se define la variable:
X = “Numero de éxitos obtenidos en las n realizaciones del experimento”

La variable X presenta distribucion Binomial de parametros n y p, y su
funcion de cuantia es:

P(x) = (:‘Jpx g™ parax=0,1,2,...,nyq=1-p

Caracteristicas:
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« Para identificar una distribucion binomial concreta dentro de la familia de
distribuciones binomiales basta con conocer los valores de los parametros, n
Yy p, que la caracterizan.

« La distribucion de X se abrevia X~B(n; p).

« La distribucién dicotdmica es un caso particular de distribucion binomial con
parametros n=1y p: X~B(1; p)=D(p).

« La distribucion B(n;p) se obtiene como suma de n distribuciones
dicotémicas independientes de parametro p.

e El valor esperado de de X es E(X)=n p.

» La varianza de X es V(X) = npq.

« La distribucién binomial es reproductiva en el parametro p: si se suman dos
0 mas variables binomiales independientes con el mismo parametro p, la
variable resultante tiene distribucion: B(Zk:ni,p).

i=1

« Para cualquier valor de n, la distribucion de X es simétrica si p=0,5;
presenta asimetria positiva si p < 0,5 y asimetria negativa si p > 0,5. La
asimetria se reduce a medida que p se aproxima a 0,5. Asimismo, para
cualquier valor de p la asimetria disminuye cuando aumenta el valor de n.

DISTRIBUCION NORMAL

Es la distribucidon de probabilidad continua mas importante ya que recoge
el comportamiento poblacional de gran nimero de variables. Ademas la
distribucion Normal es la base de la inferencia estadistica ya que la distribucién
de probabilidad de la mayoria de los estadisticos muestrales converge en esta
distribucién cuando el tamafo de la muestra es suficientemente elevado.

Una variable aleatoria continua X presenta una distribucion normal de
parametros g y o si su funcién de densidad es:

1 1 o
f(x)=———¢e OxOR
9 oW 21T

donde: uCOR, 0>0, n=3,14y e= 2,71

Existe una familia de infinitas distribuciones normales:

148



K1 Hz M3

e

=
5

Caracteristicas:

La distribucién normal queda identificada por dos parametros: su valor
esperado, u y su desviacion estandar, o.

La distribucion de X se abrevia: XCN(y, o).

La variable X puede tomar cualquier valor Real de -« a +».

La distribucidon de X es campanoide y simétrica:

El coeficiente de asimetria es 0.

Esperanza matematica, mediana y moda coinciden.
P(X<u)=P(X>p)=0,5.

La distribucidon de X es mesocurtica y su coeficiente de curtosis es 0.
La distribucion normal presenta dos puntos de inflexion en p-o y p+o.
Es asintética respecte al eje de abscisas.
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« La distribucion normal es reproductiva; al sumar o restar dos o mas
variables normales independientes se obtiene una nueva variable normal de
pardmetros N(Zp, vXo?).

DISTRIBUCION NORMAL ESTANDARIZADA O TIPIFICADA

De entre las infinitas curvas normales la correspondiente a los parametros
H=0 y o=1 recibe el nombre de distribucidn normal estandarizada o tipificada y
presenta una especial importancia. Se simboliza Z[CN(O, 1).

Ay
Su funcién de densidad es f(z):ie 2 [OzOR.

NP

w0

Caracteristicas:

+ Es simétrica: P(Z<0) = P(Z>0) = 0,5.

« Presenta un maximo en z=0.

« Tiene dos puntos de inflexién -1y +1.

« Cualquier otra variable normal X de parametros pu y o se puede transformar
en una normal estandarizada simplemente mediante la transformacién

=y
o
« La funcion de distribucién de esta variable, F(z), esta tabulada.

lineal Z= X

fiZ) | |




La tabla permite obtener probabilidades de sucesos referidos a cualquier
variable normal XCN(y, o), ya que:

b-y

PasX<b)=P(ZH <z <2H)
o o

Utilizacion de la tabla de la distribucion Normal

La tabla contiene los valores de la funcion de distribucién de la variable
Z[N(0, 1) o normal tipificada para valores positivos de la variable.

Para cualquier otra variable normal XCN(u, o) es necesario transformar X
X-y
o

en”Z: Z=

Ejemplo: Dada una variable aleatoria XCN(40, c=10), halle las siguientes
probabilidades:

1. P(Xs50)zp(25501'0405 = P(z<1 = F() = Q841
ivall ]
B P{Zg+) ]
-1 0 +1 i
60- 4
2.P(X=60)=P(Z = 10(5 =P(Z=22 = +P(Z<2 = :F(2= 109772 ,0022

w0

Flfz+2)
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T4 pz<-04 =P@E>04 = 1PE< 0= 1F( P}=

=1-0,6554= ( 3446

5 P(X<36)=P(Z<

I P({=-0.4) P(Z=+0.4) ]
C L p—— | } —
1204 Y 404 + z
4, P(X236,8):P(Zz36’1864 - P(Z>-03) = PZ<032=F(D3P= 0625
fizy [ | 7]
N P(Z3-032) ]
1 -0,32 0 1 z
ivall 7]
:_ PiZ<032) ~
-1 0 0,32 +1 il
40- 40 54 7 4
P(40< X <54 7)=P <7< = P((cZ< 147 =
5.(<<47)(1o<<1o? (<2< 149

= F@®47 - F(O = 99292- p5 04292
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DN

PO<Z<1 A7)
-1 0 1.47 z
g P(268<X< 4Q:P(26’1?(’)40s25 4(1’04? =P(-13XZ< D=P( &Z< 13P=

=F(1,32-F(0=09065 05 [0 4065

fiZy [ |
1132 0 7
iz [ | | \ | ;
B Pg Zg+1 32) ]
-1 0 1,32 i
P(45,3< X < 49 Z:P(45’130 4osZs 491; 49 =P(05%Z< Q9=

=F(0,97)-F(Q 53= 0 8339 0 7018 ,0 132
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N

PO 53 20 37)

- ' ' 1 - !\.---_ -
00,53 0,97 i
o P33 45X 535 7= P(334(;40_Zs 3512 4 = P o6& z<- 0 4p=

=P(0,435Z2<Q 6 =F( 0 65-F( 0 43= 0 7453 ,0 6664, 0 0

7y [ R
B P06z 7% -043) ]
20,66 -0,43 ' 5

fizy [ ]

Vo

P(+0 43¢ 7= +0 £6)

: e

0 0.43 0.66 z
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38,7-40_., _ 43
10 1
=P(Z<0,32 - P(Z<-Q13 = P(Z< 0 32 -P(Z> P 18=
=P(Z<0,32 - [1-P(Z< Q13| =F(0,32 - 1+F(Q 13=
9. =0,6255- 1+ Q5517 01772

P(38 7< X < 43 3=P( 349:P(-01325 p3p=

~\

P(013% 7 +0,32)

0,13 +0,32 | 'Z
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EJERCICIOS TEMA 9

Ejercicio 1. Obtenga las siguientes probabilidades indicando, en cada caso, la
definicion y la distribucidén de la variable:

a) Probabilidad de que exactamente 2 clientes, entre 6 elegidos al azar,
paguen con tarjeta de crédito si en general el 40% pagan utilizando este
sistema.

b) Probabilidad de que obtengamos como maximo 2 caras al lanzar 5 veces
una moneda.

c) Probabilidad de que una familia con 3 hijos elegida al azar tenga 2 o mas
nifas si consideramos que la probabilidad de tener nifio o nifia es la misma.

d) Probabilidad de que en un dia elegido al azar mas de una maquina se
estropee si en el taller hay 8 maquinas idénticas con comportamientos
independientes y presentan una probabilidad de estropearse de 0,25.

e) Probabilidad de obtener como minimo 4 resultados impares en 5
lanzamientos de un dado.

f) Probabilidad de obtener 3 o mas facturas impagadas si se extraen con
reposicion 10 de un archivador que contiene 600 facturas pagadas y 200
impagadas.

Ejercicio 2. La tasa de paro de un determinado pais es del 10% de la
poblacién activa. Si se seleccionan al azar 7 personas determinar la
probabilidad de que:

n) Exactamente 2 estén en paro.
o) Como maximo 2.
p) Como minimo 2.

Ejercicio 3. El departamento de control de calidad sabe que la produccién de
cierto articulo presenta una proporcion de defectuosos del 5%. Si estos
articulos se venden en cajas de 10 unidades, calcule la probabilidad de que
una caja contenga:

a) Ninguna unidad defectuosa.

b) Entre 2 y 4 unidades defectuosas.

c) Como maximo 1 unidad defectuosa.

d) Como minimo un 80% de unidades de defectuosas.

e) Como maximo 1 sabiendo que contiene por lo menos 1 unidad defectuosa.

f) Ninguna defectuosa sabiendo que como maximo contiene 3 defectuosas.

g) ¢Cudl es el numero mas probable de unidades defectuosas por caja?

h) Si un pedido consta de 5 cajas, écual es la probabilidad de que exactamente
el 80% de las cajas no contenga ninguna unidad defectuosa?
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Ejercicio 4. Un test consta de 20 preguntas con 4 respuestas cada una de las
cuales sdlo una es correcta. A cada pregunta correcta se le asigna 1 punto y se
restan 0,25 puntos por respuesta incorrecta. Si un estudiante responde a todas
las preguntas al azar:

a) ¢Cual es el numero esperado de respuestas correctas y su desviacion tipica?
b) éCual es la puntuacion esperada y su desviacion tipica?

Ejercicio 5. De una lista de 1000 numeros de teléfono se tiene la siguiente
informacion: 350 corresponden a moéviles y 250 corresponden al distrito de
Gracia. Se extraen al azar con reposicion 5 nimeros de esta lista. Halle la
probabilidad de que:

a) Ninguno corresponda a un teléfono mdvil.

b) Ninguno corresponda al distrito de Gracia.

c) Ninguno corresponda ni a movil ni al distrito de Gracia (suponga
independencia entre clase de teléfono y distrito).

Ejercicio 6. Una empresa que compra determinados componentes en lotes
grandes solo los acepta si contiene como maximo un 10% de defectuosos. A
estos efectos se inspeccionan al azar 20 unidades de cada lote, y éste se
acepta si como maximo la proporcién de unidades defectuosas es del 10%. Si
el proveedor estima que la proporcién real de componentes defectuosas es del
5%:

a) ¢Cual es la probabilidad de rechazar un lote?

b) éCuadl es la varianza y la desviacidn estandar de la variable ‘nimero de
piezas defectuosas en la muestra’

c) Si el pedido consta de 10 lotes, écudl es la probabilidad de rechazar como
maximo 1?

d) Si el numero de piezas inspeccionadas fuera de 10, évaria la probabilidad de
rechazar el lote?

Ejercicio 7. Un vendedor ha comprobado que la distribucion de probabilidad
de sus ventas semanales es:

X 1 2 3 4 5 6
P(X) 1 0,25]0,35]0,15| 0,10 | 0,05 ] 0,10

Siendo X=n©° de coches vendidos.
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La empresa le paga una prima semanal de 500 Euros si consigue vender
mas de 2 coches. Si las ventas semanales son independientes, calcule la
probabilidad de que en 1 mes (4 semanas),

a) Consiga como maximo 500 Euros de prima,

b) Consiga mas de 1000 Euros de prima.

c) éCudl es el valor esperado y la desviacidén estandar de la prima mensual que
puede obtener este vendedor?

Ejercicio 8. Una compaiiia tiene dos proveedores de un determinado articulo.
El 70% de los pedidos procede del proveedor cuyos envios suelen contener un
10% de articulos defectuosos y el resto proceden del otro proveedor cuyos
envios suelen contener un 20% de defectuosos. Se recibe un pedido, pero se
desconoce su procedencia, se analiza una muestra de 20 articulos de este
pedido y se encuentra 1 defectuoso. {Cuadl es la probabilidad de que el pedido
proceda del proveedor con menor tasa de articulos defectuosos?

Ejercicio 9. Dada una variable Normal de parametros u=10 o=2 obtenga:

a) P(X=< 14)

b) P(X>11,75)

c) P(X< 9)

d) P(5<X<12)

e) P(6X<14)

f) P(X>11/X>9,5)

Ejercicio 10. Determine el valor a que verifique:

a) P(X<a)= 0,846 siendo X ON(50; 15)
b) P(X>a)= 0,42 siendo X OON(10; 5)
c) P(X<a)= 0,25 siendo X ON(250; 50)
d) P(X>a)= 0,95 siendo X OON(20; 8)

Ejercicio 11. Por experiencia se sabe que la puntuacién obtenida en cierto
examen es una variable aleatoria Normal con esperanza matematica 11,5
puntos y desviacion estandar 5.

a) Si la puntuacion minima para aprobar se fija en 10 puntos équé porcentaje
de alumnos aprobard?

b) Si se quiere aprobar al 69,5% de los presentados équé nota minima se debe
exigir?

c) Si las puntuaciones minima y maxima para obtener un notable son 15,5y
18, respectivamente écuantos notables se espera contabilizar en una
prueba con 200 presentados?

158



d) ¢Qué puntuacidn minima debe tener un examen para estar entre los 5
mejores en una prueba de 500 presentados?

Ejercicio 12. El peso neto (en gr.) de los paquetes de galletas de la marca A
se puede modelizar mediante la variable aleatoria XCN(500; 50). Se pide:

a) ¢Qué porcentaje de paquetes supera los 550 gr?

b) éCual es la probabilidad de que un paquete pese entre 480 y 520 gr?

c) En una partida de 2000 paquetes écuantos se espera que no alcancen los
475 gr?

d) Se considera que un paquete es apto para la venta si pesa mas de 440 gr.
¢Cual es la probabilidad de que un paquete sea apto para la venta?

e) Bajo el supuesto que sélo un 15% de los paquetes se va a considerar No
aptos para la venta équé peso debe presentar un paquete para considerarlo
no apto?

f) Los pedidos se sirven al minorista en cajas de 10 paquetes. ¢Cual es la
probabilidad de que una caja contenga por lo menos 8 paquetes aptos para
la venta, es decir con peso superior a 440 gr?

Ejercicio 13. En una estacidn de servicio se sabe que la demanda mensual de
gasolina (en litros) puede modelizarse mediante una Normal de media 150000
litros y desviacion tipica 10000 litros. Determine la cantidad que hay que tener
disponible cada mes si se desea que la probabilidad de satisfacer la demanda
sea igual a 0,95

Ejercicio 14. Un mecandgrafo sabe que el tiempo que tarda en mecanografiar
una pagina de un manuscrito es una variable aleatoria aproximadamente
normal de media 6 minutos y varianza 1,44.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que necesite mas de 8 minutos para
mecanografiar una pagina?

b) De un manuscrito de 100 paginas, équé tiempo como maximo necesitara
para mecanografiar una de las 20 paginas mas cortas?

Ejercicio 15. Las retribuciones del personal de una empresa siguen una
distribucidn normal. Se sabe que el 2% son superiores a 42000 Euros y el 10%
inferiores a 15000 Euros. éQué proporcion son inferiores a 30000 Euros?

159



SOLUCION EJERCICIOS

TEMA1Y2
1.
a) 100
b) 23%
c) 18
d 9vy1
e) 5y6
f) 4
g) 16%
h) 6
i) 4
2.
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Vélidos 10.00 16 39.0 39.0 39.0
20.00 11 26.8 26.8 65.9
30.00 4 9.8 9.8 75.6
40.00 6 14.6 14.6 90.2
50.00 2 4.9 4.9 95.1
60.00 2 4.9 4.9 100.0
Total 41 100.0 100.0

Frecuencia
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Superficie (m?) ni Ni fi Fi
(0 -30]| 4050 4050 0,005 0,005
(30 - 60](153900| 157950 0,190 0,195
(60 - 90]({437400| 595350 0,540 0,735
(90 - 120]|162000| 757350 0,200 0,935
(120 - 150]| 29160 | 786510 0,036 0,971
(150 - 180]| 12150 | 798660 0,015 0,986
(180 - 210]] 11340 | 810000 0,014 1,000
Total 810000 1
= - P
oo | 7
mm; il I z:zz /
3 &0 a1 120 180 180 210 o 30 80 120 150 180 1@
c) 810000
d) 437400
e) 157950
f) 810000-786510 = 23490
g) 54% vy 19,5%
h) No
i) 90
j) Si, 214650 y 26,5%
k) (60,90]
) 120 m2
m)150 m2
n) Puede ser.
4,
Li-1-Li Xi ni fi N Fi
0-2 1 5 0,1 5 0,1
2-4 3 11 0,22 16 0,32
4-6 5 19 0,38 35 0,7
6-8 7 10 0,2 45 0,9
8-10 9 5 0,1 50 1
50 1
a) 50
b) 68%
c) 6

d) No
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Xmin=655 Xmax=6982
minimo v50=x7

Unidades de los tallos: 1000
Unidades de la hoja: 100

0 | 6: representa 600

6
24
(11)
13
10
4

4

b) i

1] 2:

leaf unit:

=
1a
z4

=)

21
15
12
10

-

[ o N T Y =

c) 1400
d) 4300

6.
a) 47

= R N EN I i s =]

678999
022333444455666779
00244577999

03469

003566

35

29

represents 1200

a.
1%
1.
%
2.
ki
3.
g%
4.
o
3.
&%
&.

100
n: 50
| &789299

| 02233324444
| SEEE&TTO

| 00244

| &77999

| 034

| 69

| 003

| 566

| 3

I

I

I

3
Z
=

n=50

numero de tallos (o intervalos) como

b) Min=12 Max=82. Los valores mas frecuentes (Mo) son: 33, 36 y 43.
c) 27 d) 31 e) 60
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TEMA 3

1.

a) 120 dias

b) X=15,458

c) X(10%)=15,231

2. 149,5 €/vendedor

3.a) Xa=6,4536% Xg=6%  b)6,2%

4. A) 1,4309 Euros/Libra B) 1,4276 Euros/Libras
5. X=71,408

6. 19875 u.m.

7. 70%

8. 12 horas en el turno de dia y 8 en el de noche
9. 8 puntos

10.

Ej1 | Ej2 Ej 3

X | 4,98 | 23,41 80,19

Me 5 19 76,94

Mo | 5y6 | 9y 13 | (60,90)

11.

a) 0y300¢€
b) 101 €

c) 29

d) 68y 151 €
e) 139,5€

f) 3,3%

g) 45 €

12.
a) Q:=10¢€
b) Q3 =13,8€
c) RIQ =3,8€
d) Ds=12€
e) Cgs = 14,2 €
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f) Frecuencia relativa 36,2%

13.

a) Xa=3,35 X1=3,40 Xg= 3,39

b) 2 afos

c) 4 ahos

d) 4 anos

TEMA 4
1.
Ej1| Ej2 | Ej3

X 4,98 | 23,41 | 15,46
S 1,6 | 14,93 | 6,78
Cv 10,32 | 0,64 0,44

2.

a) Xa= 74,13 Xg= 113,38 Xg= 93,75
b) SA= 34,17 SB= 34,95
c) CVa= 0,46 CVg = 0,308 En B

3.

a) X=6,253
b) CVa=0,279 CVg =0,259 CVc=0,241 CVp=0,325. El instituto C
c) X'b=3,5482+0,5128Xp

4,

a) Xa= 630 Xg=583 Xc=632 Xp=630
b) A Ma = 40.000 € A Mg= 16.500 € A Mc = 41.000 € A Mp = 40.000 €
c) CVa= 47,62% CVp= 54,54% CVc= 49,36% CVp =50%

5.

a) El empleado de la agencia 1
b) Aproximadamente 3 clientes

6. Tarde

7.

a) Barcelones, Tarragones
b) No
Cc) Xe= 1812,61 Xg= 3993,46 Xr= 3402,52 Xpy= 1066,9 Xya= 1489
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9. X2, X1y X3

10.

a) Xg=11,5mn X:=9,2 mn

b) 15 mn

c) Zp= 0,757 Zz= 0,645 En la compafia A
d) CVa= 0,83 CVg = 0,77 En la compafia A
e) Xr= 10,925 mn S= 6,51 X1= 8,74 mn

TEMA 5
1.
H M | Total
16-19 1 1 2
20-24 2 1 3
25-54 13 9 22
masde55| 2 1 3
Total 18 12| 30
2.
a) 2,3%
b) 8,55%
c) 2,3%
d) 36,5%
e) 11,9%
f) 24,7%
g) Pasear

h) Mayores de 65

i) Aproximadamente 46 afios
j) Tareas del hogar/cocinar
k) Deportes.

) Mayores de 65

3.
a) No son independientes ya que, por ejemplo, f(UP, Esp) # f(UP) f(Esp)
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b) 6,5%
c) 10,6%

n(X)

up
ASN
UAN
DAN

N N
N NIm
Noo

N
oy

N
Nl_\)-n

N
NN |~

oo

N N[O

N N@

113
260
26
101

n(Y)

|
SN}

=
o

=N UN
SN oo

SJIN}

=[N N
o nvMNoo

=[N N

o f
onvMNoo

500

4,

a) 0,15
b) 0,15
c) 100
d) 60
e) 24
f) 15
g)1
h) 1

i) 0,0375
j) 0,25
k) 0,30
) M4

5.
a)

b) 52 unidades de A y 36 unidades de B

TEMA 6
1.
a) SXY= 5,52
b) Sxy= 5,80

2.

Total

10

Total

- =
U.IOOU'IOI—L
VIV |O|O|O|N
= OO0k W

25

r= 0,953
r= 0,953




a) [2,08 1,44],{0,7433 0,1717}
0,34

b) Fxy = 0,341

C) SXY = 0,6868 xy = 0,341

3.
A r=0,32 B r=-1 C r=0,98
D r=0,03 E r=-0,42 F r=-0,95

4,
a) 0,892
b) Y*= -0,2574 + 0,3887 X
c) 79,6%

5.

a) 0,89

b) Presién*= 7,949+0,1166-Edad
c) R? = 0,795

d) Presiéon (m 51) = 13,896

6.

a) Y*¥= 14,092 - 0,00634 X
b) 58,25%

c) Se reduce 0,0634 grados
d) 8,069 grados

7.
a) 0,411
b) Xo* = 112,540,75X;
c) 83%
d) 937,5

8.

a) Y¥=11,5-0,75 X

b) 0,83

c) Un decremento de 0,75 unidades
d) 4,75 unidades

10.

a) I(Preu.de.venda; Metres.quadrats)= 0,951 < I(Preu.de.venda; Preu.inicial) = 0,9828.
R’ = 0,966; el 96,6%

b) 953,4€

c) 139821,5€
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d) 254229,5€
e) la del apartado c¢)

TEMA 7

1.

a) E={(1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (1,7) (2,1) (2,3) (2,4) .... (7,1) (7,2) (7,3)
(7,4) (7,5) (7,6)} En total 42 resultados elementales si se tiene en cuenta
el orden de aparicion.; o 21 resultados elementales si no se tiene en cuenta
el orden.

b)E=A{1,23,4,... } Infinitos resultados numerables

c) E = {x0O0O / 0sx<3} Reales entre 0 y 3. Infinitos resultados continuos.

d) E = {x0OO / 0sx<w} Reales no negativos

e) E={(0,5), (1,4), (2,3), (3,2), (4,1), (5,0)}

2.

a) P(Exito)=3/4

b) P(copa) =1/4

c) P(Superiora 7) = 15/36
d) P(Accidente) = 1/200
e) P(llueva) = (subjetiva)
f) P(retraso) = 1/40

g) P(primo) = 1/2

h) P(3,2) =1/6

3.

a) No. P(AnB)=0,6 # 0

b) P(A)=1-PA)=1-0,62 = 0,38

c) P(AOB)=P(A)+P(B)-P(AnB)= 0,62 + 0,92 -0,60 = 0,94

d) P(B O C)=P(B)+P(C)-P(Bn C)= 0,92 + 0,11 - 0,11 = 0,92

e) P(AnB)=1-P(AOB)=1- 0,94 = 0,06

f) P(ADBOC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(A n B)-P(A n C)-P(Bn C)+P(AnBn C) _
=0,62+ 0,92 + 0,11 -0,60-0,06 - 0,11 + 0,06 = 0,94

g) PAnBnC)=1-P(AOBOC)=1-0,94 = 0,06

h) P(B n C)=P(B)-P(Bn C)= 0,92 - 0,11=0,81

4,
a) 2/15
b) 3/11
c) 4/15
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Blanco (B) Color (C)

Si (A) 0,05 0,10 |0,15
No (A®) 0,75 0,10 | 0,85
0,80 0,20 1
b) P(A/B)=0,05/0,80 = 0,0625
c) P(C/A)=0,10/0,15 = 0,667

d) P(A%/C)=0,10/0,20 = 0,5

6.

a) 0,15
b) 0,10
c) 0,39
d) 0,36
e) 0,54
f) 0,46
g) 0,2778
h) 0,2174

7. 0,016

8.
a) 0,18
b) 0,42

9

aj 0.52
b) No P(AnB) # 0
c) Si P(AnB) = P(A) P(B)

10.

a) No. P(BnC)=0,11 P(B)P(C)=0,1012
b) Si. P(B) = 0,92 y P(B/A) = 0,9677
) P(A/ BnC) = 0,5454

d) P(A/B) = 0,652

e) P(A/ AOBOC) = 0,6595

11.

a) 0,72
b) 0,02
c) 0,26
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12. 0,6

13. Del tipo V1 o V2 con probabilidad 0,375

14,

a) 0,625

b) 0,375

c) 0,4;0,3;0,2; 0,1

d) 0; 0,167, 0,333; 0,5

15. 0,346
16. 0,25
17. 0,779
18. 0,4167
19.

a) 0,0588
b) 0,9412
c) 0,6734

d) 0,9996
e) 0,9804

20. 0,41

21. 1/3
22. 0,818

23. 1/3

TEMA 8

P(X)

0,216

0,432

0,288

0,064

P(X)

0,4

0,3

0,2

0,1
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b)

X 1 2 3 4 5 6 7 8
P(X)|0,4 0,24 0,144 0,086 0,052 0,031 0,018 0,011
P(x)=0,6'0,4 x=1,2,3,4...

3.
X 1 2 3 4 5
P(X)|0,5 0,5° 0,5° 0,5*|0,5%
4,
a) 0,99
b) 0,13
c) 0,6
d) 0,333
5.
a) k=12/25 =0,48
b)
0 x<1
0,48 1<x<2
F(x)=:0,72 2<x<3
0,88 3<x<4
1 X=4

c) P(1sX<3)=0,72 P(2<X<4)=0,28 P(X>2)=0,28 P(X<2/X<4)=0,545

6.
a) Y P(x)=1

b)

0 x<1
0,05 1<x<2
0,15 2 <x<3
0,30 3<x<4
F(x)=<0,50 4 <x<5
0,70 5<x<6
0,85 6 <x<7
0,95 7 <x<8

1 X=8

c) P(X<4)=0,3 P(1<X<4)=0,45 P(X>2)=0,85 P(3<X<6)=0,55
P(X=3/X<7)=0,82
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7.

a) 0,0387
b) 0,3439
c) 0,81
d) 0,27

8.

a) Discreta
b)

X |1/8 1/4 3/8
P(X) | 0,2 0,7 0,1

9.
b) 0,0703
C)
0 x<-1
x3+1
2
1 x>1

-1<sx<1

F(x)=

10.
a) 4
b)
0 x<1

Fo)=1X1 1<x<5
4
1 x>5

c) P(X<3)=0,5, P(1,5sX<4)=0,625, P(X>2)=0,75, P(X>3/X>2)=0,667

11.
a) 3
b) 0,992

12.

a) A- Discreta, B-Continua

b) A- P(X<2)=0,3 P(1<X<3)=0,2 P(X>2)=0,7 P(X>1/X<2,5)=0,667
B- P(X<2)=0,125 P(1<X<3)=0,406, P(X>2)=0,875
P(X>1/X<2,5)=0,936

13.
a) 0,55
b) 0,208
c) 0
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d) 0,378
e) 0,552

14.

a) k=1/2

b) 0,4375

c) 71,09%

d) 0,125

e) 10,7368 Kg

15.

a) 0,5

b) 0,05

c) 0,25

d) No. CV(X) < CV(Y)

16.
a) 0,25
b) 0,2727

X 3 5 7 8
P(X) | 1/12 3/12 5/12 3/12

a) Me=7, E(X)=6,417 D(X)=1,5

17. E(X1) = 650 E(X2)=250 E(X3)=400
V(X1) = 15427500 V(X2)=562500 V(X3)=0
CV(X1) = 604% CV(X2)=300%

18. E(Coste)=273

19.

a) 0,75

b) 0,625

c) E(X)=49,8 V(X)=1,66

d) E(C)=114,6 V(C )= 6,64

20. E(X) = 0 V(X) = 0,6 D(X) = 0,774 (ejercicio 9)
E(X) = 2,25 V(X) = 0,3375 D(X) = 0,58 (ejercicio 11)
E(Xa) = 2,9 V(X) = 1,49 D(X) = 1,22 (ejercicio 12)
E(Xs) = 3 V(X) = 0,6 D(X) = 0,774 (ejercicio 12)
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24.

a) 2,44
b) 2,26
c) 3,36

d) V(X) = 1,13 D(X) = 1,06

e) Si

TEMA 9

1.

a) 0,311
b) 0,5

c) 0,5

d) 0,6329
e) 0,1875
f) 0,4744

2.

a) 0,1240
b) 0,9743
c) 0,1497

3.

a) 0,5987
b) 0,086
c) 0,9139
d) 0

e) 0,7852
f) 0,5993
g)o0

h) 0,2578

0O =
2,5
Z -14 -0,2 0,2 1
Pz)| 0,3 0,1 0,2 0,4
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4.
a) E(X)=5 D(X)=1,94
b) E(Y)=1,25 D(Y)=2,42

5.

a) 0,1160
b) 0,2373
c) 0,0275

6.
a) 0,0755

b) V(X) =0,95 D(X)=0,975
c) 0,8286

d) 0,08614

7.
a) 0,4752
b) 0,1792
c) E(X)=800 D(X)=489,9

8. 0,9162

9.

a) 0,9772
b) 0,1922
c) 0,3086
d) 0,835
e) 0,9544
f) 0,5154

10.

a) 65,3
b) 11

c) 216,5
d) 6,8
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11.

a) 61,79%

b) 8,95

c) 23

d) 23,1 puntos

12.

a) 0,15866

b) 0,31084

c) 617

d) 0,88493

e) Inferior a 448 gr.
f) 0,901

13. 166500 litros

14.
a) 0,04746
b) 4,992 mn
15. 71,6%
FORMULARIO
V(X -XY Y XZ-n
Me=L. +—o'5n-Ni'1 a Sizg( I ) :; |
- ni ' n-1 n-1
(X =X)Y =) XY —n XY
SX =§( 1 )( I ):é it r :i
v n-1 n-1 XY S, S,
Y =a+bX b:SsxXZY a=y - bX
> XP(x)
Ox
= E(X) ={+ 0® =V(X) = E(X - p)? =
u= E(X) Ty £ (x)dx (X) (X -
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5. FUNCIO DE DISTRIBUCIO NORMAL TIPIFICADA

F(z)= I_Zm_le—t,’z dt
N

Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.50000 0503929 050798 051197 051595 0.51994 0.52392 052790 0.53188 0.53586
0.1 | 0.53983 054380 054776 055172 055567 0.55962 0.56356 056749 057142 0.57535
0.2 | 0.57926 058317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 | 061791 062172 0.62552 0.62930 0.63307 063683 0.64058 064431 0.64803 0.65173
0.4 | 065542 065910 066276 066640 067003 067364 067724 068082 068439 068793
0.5 | 069146 069497 0.659847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240
0.6 | 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490
0.7 | 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77335 0.78230 0.78524
0.8 |0./8814 0,7/9103 0./9389 0.7/96/3 0./9955 030234 0.80511 080785 0.81057 0.8132/
0.9 | 0.81594 081859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 083398 0.83646 0.83891
1.0 | 0.84134 084375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 085769 0.85993 0.86214
1.1 | 0.86433 086650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87300 0.88100 0.88298
1.2 | 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89795 0.89973 0.80147
1.3 | 090320 090490 0.90658 0.90824 0.90988 091149 091308 091465 0.91621 0.91774
1.4 | 091924 092073 0.92220 0.92364 0.92507 092647 0.92785 092922 0.853056 0.93189
1.5 | 093319 093448 0.93574 0.93699 0.93822 093943 094062 094179 0.854295 0.894408
16 | 094520 054630 0.94738 0.94845 094950 095053 0.95154 095254 0.85352 0.95449
1.7 | 095543 095637 0.85/28 095818 055907 095994 096080 096164 0.86246 0.96327
1.8 | 0.9640/ 056485 0.96562 0.96638 096712 096784 0.96856 096526 0.86595 0.97062
19 | 057128 0987193 087257 057320 0959/381 097441 0.9/500 097558 0.8/615 087670
2.0 | 057725 0497778 0.97831 097882 057932 097982 0.98030 098077 0.898124 0.981&69
21 | 098214 09825/ 058300 098341 058382 098422 098461 098500 0.88537 0.98574
2.2 | 098610 098645 0.98679 0.98713 0.58745 098778 0.98809 098840 0.98870 0.98899
2.3 | 098928 (98356 0.98383 0.99010 0.99036 099061 0.99086 099111 0.89134 0.99158
2.4 | 099180 099202 0.599224 0.99245 0.99266 099286 0.99305 099324 0.59343 0.99361
2.5 | 099379 0993% 0.935413 0.99430 099446 099461 0.99477 099492 0.89506 0.59520
2.6 | 099534 099547 0.99560 0.99573 0.99585 099598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
2.7 | 099653 099664 0.89674 0.99683 059693 099702 099711 099720 0.89728 0.99736
2.8 | 0299744 099752 099760 099767 059774 099781 099783 099795 0.89801 0.99807
2.9 | 099813 099819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 099851 0.99856 0.99861
3.0 | 099865 099869 0.99874 099878 059882 0993886 099885 099893 0.89896 0.99900
3.1 | 099903 0993906 0.99910 0.99913 0.99916 099918 0.99921 099324 0.99926 0.99929
3.2 | 099931 099934 0.99936 0.99938 0.99940 099942 0.99944 099346 0.99948 0.99950
3.3 | 099952 099953 0.99955 0.99957 0.99958 099960 0.99961 099962 0.99964 0.99965
3.4 | 099966 099968 0.99969 099970 099971 099972 099973 099974 0.99975 0.99976
3.5 | 099977 099978 0.99978 0.99979 099980 099981 0.99981 099982 0.99983 0.99983
3.6 | 059984 059985 0.99985 0.99986 099986 099987 0.99987 099388 0.89988 0.859989
3.7 | 099989 099990 0.99980 0.99990 0.99991 099991 0.99992 099992 0.99992 0.99992
3.8 | 059993 059993 0.99993 0.99994 0599994 099954 099994 099995 0.89935 0.899995
3.9 | 099995 099995 0.99996 0.99996 099996 09999 0999956 099996 0.89997 0.99997
4.0 | 0.99997 099997 0.99997 0.99997 0.99997 0.99997 0.99998 (0.99998 0.99998 0.99998
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