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Presentacion

Contexto

El curso Cdlculo Integral es una asignatura de 6 créditos ECTS que se imparte a estu-
diantes del segundo semestre del primer curso de los grados universitarios en Fisica y en
Matemaéticas de la Universidad de Cantabria. Parte, por consiguiente, de la suposicion de
que quien sigue el curso ha superado con éxito la educacion preuniversitaria en la rama de
Ciencias y ha cursado también un primer semestre de Cdlculo Diferencial, en el que se han
tratado las cuestiones elementales relativas a ntimeros reales, convergencia de sucesiones y
de funciones, continuidad y derivacién de funciones (de una o de varias variables).

En el contexto de los citados planes de estudios de Grado en Fisica y de Grado en
Matemadticas, la asignatura Cédlculo Integral sirve como una introduccion a los principales
tipos de integrales que aparecen en las aplicaciones clésicas del Célculo Infinitesimal, de una,
dos o tres variables, de linea y de superficie.

1. Despojada de su contexto local, la asignatura bien podria denominarse
Primer curso de cdlculo integral vectorial.

(Los recuadros como éste contienen aclaraciones, avisos, consejos o advertencias que consi-
deramos de especial trascendencia para el aprendizaje del estudiante.)

Objetivos minimos

Pretendemos que el estudiante que supere este curso alcance, al menos, los siguientes
resultados del aprendizaje:

= Comprenda el concepto intuitivo de integral de 1, 2 o 3 variables y de las integrales
sobre curvas o sobre superficies.

= Conozca una definicién formal de cada una de ellas, y sepa para qué se utilizan en las
aplicaciones.

= Conozca sus propiedades béasicas y la manera de utilizarlas.

= Sepa la forma de calcularlas para funciones sencillas, usando, si es conveniente, un
programa de céalculo simbélico.

= Sepa utilizarlas para modelizar problemas de otras disciplinas.

= Comprenda justificaciones de todos los célculos, asi como de todas las propiedades que
utilice.

= Conozca los principales resultados, incluyendo las relaciones que existen entre las di-
ferentes integrales (teoremas clasicos del célculo vectorial).

= De algunos resultados, los menos, conocera también una demostracién, y de todos
conocera alguna justificacion.

= Distinga con claridad entre demostraciones y justificaciones, apreciando el valor de
ambas categorias.
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Qué quiere ser (y qué no pretende ser) este OCW

(1) El curso no estd concebido como un apoyo al profesor, sino como una ayuda para el
aprendizaje, con frecuentes comentarios explicativos que estan al margen del discurso formal.
Se parece a unos (buenos) apuntes, con explicaciones que unas veces descienden a los detalles
y otras veces se mantienen en el nivel de las ideas directrices —como seguramente ocurre en
las clases de todo buen profesor.

(2) No aspira a mostrar los resultados més amplios, matemdaticamente hablando, sino
que quiere ser un fiel reflejo de lo que se explicaria en las clases de una asignatura presencial
para estudiantes que se estan introduciendo en el nivel universitario. El contenido de los
capitulos 1 a 4, que es el corazon del curso, esta ajustado a la realidad de los créditos @ y
de la formacién previa de los estudiantes que acceden a este nivel.

Cada capitulo tiene al final un apartado de notas adicionales, que no son esenciales en el
desarrollo del curso pero que ayudan a esclarecer algunos pasajes.

Los alumnos potenciales de este curso precisaran manejar métodos matematicos a dife-
rentes niveles. Si eligiéramos incluir solamente lo imprescindible, lo que todo estudiante tiene
que alcanzar, correrfamos el riesgo de que los més motivados y/o més capaces se sintieran
decepcionados en sus expectativas. Por esta razén, no hemos escatimado espacio en utilizar
las notas a pie de pégina o las notas al final de cada capitulo (que no deberfan ser indispen-
sables para la consecucién de los objetivos minimos), asi como los comentarios recuadrados,
para proveer de sugerencias e indicaciones adicionales a quienes se interesen en profundizar
en la materia a otros niveles superiores. Esperamos con ello que en el curso convivan varios
niveles de aprendizaje.

El capitulo 5 explica como generalizar de manera elemental a dimensiones arbitrarias los
resultados fundamentales de los capitulos 1 a 4, cosa que puede y debe interesar a los estu-
diantes mas curiosos, pero que no cabe en el desarrollo ordinario de un semestre académico.

(3) No pretendemos, en cambio, que el estudiante conozca demostraciones de todas las
propiedades, ni tampoco los enunciados més amplios posibles de los teoremas. Ambas cosas
estan fuera del alcance de un curso introductorio como éste. En algunas ocasiones, para
acceder a estas demostraciones o enunciados, daremos una referencia a un libro o a una
direccion de internet y en otras remitiremos a un material suplementario que se encuentra
en las notas al final de cada capitulo.

En cierto modo, cualquier razonamiento (en la resolucién de un problema, por ejemplo)
es una demostracion y, como tal, ha de ser riguroso. Para que un razonamiento sea riguroso
la primera premisa es que estén claras cudles son exactamente las hipotesis de las que se
parte, y para ello serd a su vez imprescindible que los conceptos que usemos tengan una
definicion precisa en términos técnicos, por lo que a lo largo del curso dedicaremos bastante
esfuerzo a las definiciones. La primera vez que aparece definido un término esta escrito en
rojo y en negrita, salvo en el apartado [I.1], que es meramente recordatorio.

2. Que no se hagan demostraciones completas de muchos teoremas no obsta, na-
turalmente, para que todos los razonamientos que hagamos con objetos matemati-
cos hayan de ser rigurosos.

16 créditos europeos equivalen, en teorfa, a 150 horas de trabajo por parte de un estudiante medio.
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No nos detendremos en demostrar de forma completa muchas de las propiedades. De
nuestras integrales nos interesara mucho mas saber manejarlas, comprender el tipo de pro-
blemas que cada una quiere resolver, conocer sus propiedades y hasta donde llegan, y saber
razonar rigurosamente con ellas, que conocer demostraciones de todo lo que sepamos hacer.
Lo que queremos decir aqui con “forma completa” de demostrar se refiere a argumentos que
se basen unicamente en una axiomatica claramente identificada, sin recurrir a argumentos
de otro tipo, como pueden ser los graficos, los intuitivos o los de analogia.

No forma parte de los objetivos el haber comprendido demostraciones de todos los re-
sultados que se manejen sobre integrales, como hemos senalado mas arriba. A menudo nos
conformaremos con comprender una “justificacién”, que unas veces sera muy técnica y otras
muy intuitiva, de por qué una determinada férmula expresa lo que buscamos. O nos confor-
maremos con entender una explicacion que ilustre el sentido o el origen de una propiedad.

3. Pero si que nos interesara mucho aprender a distinguir entre una demostracion
de una propiedad y una justificacion de por qué la propiedad es cierta.

Como consecuencia, cuando de una asercién demos justificaciones pero no demos una demos-
tracion, procuraremos dejarlo claro, mediante el formato tipografico o advirtiéndolo expresa-
mente que no se trata de una demostracion. También lo advertiremos expresamente cuando
una demostracion no esté completa porque solamente tratemos algin caso particular.

(4) Por ultimo, entendemos que en un curso elemental de matematicas no es admisible
que se formule una teoria, con sus definiciones y teoremas, para, a continuacion, aplicarla
a contextos para los que no son validas las definiciones o en lo que no se cumplen las
hipétesis de los teoremas, con la excusa de que las aplicaciones importantes no siempre
encajan exactamente en aquellas hipétesis.

4. Hemos puesto especial empeno en mantener la coherencia entre lo que se expli-
ca con detalle y lo que después de utiliza en los ejemplos, aplicaciones o problemas.

Varias muestras de lo que queremos decir:

La definiciéon que demos de superficie ha de ser, ademas de elemental, lo bastante amplia
como para incluir a todos aquellos objetos sobre los que queremos hacer célculos (conos,
cilindros, etc.), por mucho que para ello se compliquen los enunciados y/o las demostracio-
nes

Necesitamos manejar conjuntos que sean de magnitud despreciable a los efectos de la
integrabilidad, pero queremos evitar hablar de medida nula, un concepto que consideramos
demasiado sofisticado para este curso. La solucion sera apelar a las gréaficas de funciones
continuas, que seran mas que suficientes en todas las aplicaciones (E[)

En la demostracion de la férmula de Riemann-Green en el plano aparecen varios detalles
sutiles (seran sutiles, puesto que algunos libros de amplia aceptacién los obvian), incluso
cuando se hace solamente para regiones que son simples en las dos coordenadas. No sélo no
obviaremos esos detalles, sino que los haremos aflorar para indicar como se pueden resolver,
aunque no siempre podamos explicar todos los detalles de la solucién (E[)

2Hemos seguido bésicamente las ideas del texto [2].
3Hemos seguido, entre otros, el texto [L1].
“Hemos hecho una elaboracién personal.
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En el cuerpo del texto hemos querido evitar al maximo la formulacién abstracta de los
conceptos topologicos, incluso los béasicos de conjunto abierto o cerrado, lo que nos ha llevado
a considerar algunas de las propiedades solamente sobre conjuntos simples (*).

Demostraciones / Justificaciones: un ejemplo

Para ejemplificar el tipo de conocimientos, competencias y habilidades que se espera
obtener mediante esta asignatura, asi como los que no se espera obtener, analizaremos una
operacion no trivial que un alumno tipo de este curso debe conocer, la raiz cuadrada de un
numero entero positivo.

CONCEPTO INTUITIVO Y DEFINICION FORMAL. La raiz cuadrada es la operacién inversa
de elevar al cuadrado.

Dado un nimero (natural, real, complejo, etc.) a, se dice que otro nimero r del mismo
tipo es una raiz cuadrada de a cuando 7> =r - r = a.

PROPIEDADES BASICAS. Dentro de R tienen raiz cuadrada todos los ntimeros reales po-
sitivos. (;Se sabe demostrar con una “demostracién completa”?) En cambio, dentro de los
enteros o de los racionales, pocos nimeros positivos tienen raiz cuadrada. (;Se sabe demos-
trar que 2 no tiene raiz cuadrada en Q7)

“La” rafz cuadrada no es, en general, unica, de modo que la igualdad (y/a)?> = a es
cierta siempre que existan todos los términos que en ella aparecen, mientras que la igualdad

V1?2 = r no siempre es cierta, aunque todos los términos que aparecen en la misma existan.
Etc.

CALCULO DE LA RAIZ CUADRADA POSITIVA (EN R) DE UN NUMERO ENTERO POSITIVO.
Damos por supuesto que es conocido el procedimiento que se suele explicar en la matematica
elemental para calcular los sucesivos decimales de, por ejemplo, v/18.

JUSTIFICACION DEL METODO QUE SE UTILIZA PARA EL CALCULO A MANO DE v/18. Elevar
al cuadrado un nimero significa, en términos geométricos, construir un cuadrado cuyo lado
mida ese nimero (de aqui el nombre de la operacién), tal como se indica en la figura con
el cuadrado de lado 3. Como nosotros representamos todos los niimeros sobre una misma

o 1 2 3 0 3

Figura 0.1: Cuadrado de lado 3

recta, sin utilizar normalmente las dos dimensiones que tiene el plano, en el cuadrado de
lado 3 numeramos los cuadrados de lado 1 y, a continuacién, bajamos los que estan en las
lineas superiores para colocarlos todos en una sola linea (figura . Decimos entonces que
9 es el cuadrado de 3.

Pues bien, calcular la raiz cuadrada de un nimero es el proceso inverso al anterior, es
decir, dado un niimero positivo como, por ejemplo, el 18, se trata de apilar los 18 cuadrados
de lado 1 de modo que formemos un cuadrado con un lado que mida lo que haga falta para
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71819
41516 T
1 {23
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Figura 0.2: El cuadrado de 3 es 9
?
—
[ifof3fal [T TTTTTTTT [refiefug]
0 ?

Figura 0.3: Encontrar /18 significa encontrar un cuadrado que mida lo mismo que el rectangulo
formado por 18 cuadrados

que su drea sea exactamente igual a 18 (figura |0.3)).
Para este cédlculo procedemos del siguiente modo.

1. Apilamos los cuadrados de lado 1, los ultimos sobre los primeros, formando cuadrados
de lado 2, 3, etc., mientras se pueda. Nos tenemos que parar en el tercer paso de la
figura donde hemos formado un cuadrado de lado 4 y solamente nos quedan 2
cuadrados (numerados con 5y 6), que, al intentar dar el paso siguiente, observamos
que no serfan suficientes para formar un cuadrado de lado 5.

Asi que la raiz cuadrada de 18 estda comprendida entre 4 y 5.

2. A continuacion, dividimos los 2 cuadrados que nos quedan en 10 x 10 cuadrados iguales
cada uno, de lado 0,1 (figura . Estos 200 cuadrados de lado 0,1 son los que ahora
apilamos para hacer un cuadrado mayor que el que habiamos formado con los 16
primeros. Utilizaremos 81 para la primera capa de minicuadrados (en color amarillo en
la figura 5) y 83 en la segunda capa (en color azul en la figura 5). No podremos poner
una tercera capa, dado que solamente nos quedan 200 — 81 — 83 = 36 y en la figura
vemos que no van a ser suficientes.

De modo que la raiz cuadrada de 18 esta comprendida entre 4,2 y 4, 3. (Que obtengamos
asi el primer decimal es consecuencia de que hayamos dividido el lado de cada cuadrado
en 10 partes iguales.)

3. Repetimos el ultimo paso. Para ello, dividiremos los 36 cuadrados en 100 cuadrados
iguales, que ahora miden 0,01 de lado. Y apilaremos estos 3600 cuadrados alrededor
de los demas para ir agrandando, mientras sea posible, el cuadrado grande.

Una figura ya no nos ayudara a hacer un recuento, mejor intentaremos razonar de
una manera que nos sirva de ahora en adelante. ; Cudntas capas podremos construir
alrededor del cuadrado grande que ya habiamos formado?

Si llamamos x al nimero de capas de amplitud 0,01 que vamos a poder completar
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1 2 - 18 1 2 3 === | 16
13 14 15
17 18 16
1 2 3 4 - 12

13 14 15 11

17 18 16 12

0 1 2 3 4 5 6

Figura 0.4: Formamos un nuevo cuadrado, utilizando el mayor nimero posible de cuadrados
pequenos

(figura [0.6]), por una parte sabemos que z < 10, puesto que que no tenfamos sufi-
cientes cuadrados de lado 0,01 para anadir una capa de anchura 0,1, y por otra parte
observamos que tenemos que formar:

= un rectangulo cuya base tiene x cuadrados de lado 0,01 y cuya altura tiene 42 x 10
cuadrados (en azul en la figura 6), puesto que para alcanzar cada uno de los 42
cuadrados de lado 0,1 necesitamos 10 de los que tenemos disponibles;

» un rectangulo de base 42 x 10 cuadrados y altura x cuadrados (en amarillo), por
el mismo motivo;

» un cuadrado de que en cada lado tiene x de lado 0,01 (en rojo), para completar
el cuadrado.

Asi que en total habremos utilizado
2x10xax+42x10xoxc+axXxx

cuadrados pequenos.

Sélo tenemos 3600 cuadrado pequenos, por tanto x tiene que cumplir que
3600 > 2 x 42 x 10 x x + 2 = (2 x 42 x 10 + )z,

Y ademaés queremos tomar el mayor x posible, z = 0,1...9, entre todos los que cumplen
esta desigualdad.
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Figura 0.5: Utilizamos todos los cuadraditos rojos que podamos, para agrandar el cuadrado
que teniamos

Obsérvese que multiplicar un nimero por 10 y sumarle el digito x es lo mismo que
adjuntarle el digito « a la derecha.

4. Asi que el nimero x, que serd el siguiente decimal de la raiz cuadrada de 18, es el
mayor posible de los nimeros que hacen que al multiplicar 42 (que es la parte de la
raiz cuadrada que habiamos calculado hasta ahora, sin la coma) por 2, adjuntarle el
digito x a la derecha y multiplicarlo por el mismo x, el resultado es menor o igual que
el resto de la operacion que habiamos calculado hasta ahora después de adjuntarle dos
ceros a la derecha.

Este es exactamente el procedimiento que se explica en la matematica elemental para
calcular los sucesivos decimales de la raiz cuadrada de 18.

DEMOSTRACION. (NOS LIMITAREMOS A DAR UN ESQUEMA DE COMO PODRIA HACERSE
UNA DEMOSTRACION.) Lo primero seria hacer una formalizacién detallada del procedimiento
para construir el niimero decimal que presuntamente va aproximandose a la raiz cuadrada, lo
que hariamos de la siguiente manera. Supongamos que estamos calculando la raiz cuadrada
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X filas

4,2

Resto de cuadrados
de lado 0,01

4‘,2\/'/

X columnas

Figura 0.6: Adicién de x capas, con cuadrados de 0,01 de lado

positiva de un nimero natural a menor que 100. Definiriamos
ro = max{x € {0,...,9}: 2> <a}; Ro=100(a —13).
Y para cada niimero entero m > 0 (supuestos definidos los digitos ro, ..., r_,, y el resto R,,),

r_(m+1y = max{z € {0,...,9} 1 x(rg...7_pn2)10 < Rp}
100 (Rm — —(m+1) (70 - - -Tfmr—(m+1))1o) 3

Rm+1

donde (...)1o indica notacion en base 10. De esta manera iriamos construyendo, digito a
digito, la raiz cuadrada aproximada (ro,7_1...7_m)10-

Lo que quedaria ahora (y no es poco) seria demostrar que esta raiz cuadrada aproximada
converge efectivamente a la raiz cuadrada positiva del nimero a, es decir, que

H(’ro, r_p.. .r_m)10]2 — a| —0 (m— o).

Esta demostracion se convierte asi en un proceso largo, técnicamente complicado y, sobre
todo, que no contribuye en nada a comprender por qué esta forma de calcular es un método
valido para aproximar la raiz cuadrada. La justificacién que hemos dado, por contra, da
mucha luz sobre los motivos por los que “se bajan” las cifras de dos en dos y nos explica de
manera convincente por qué se hacen el resto de operaciones.

5. El estudiante no debe olvidar, sin embargo, que por convincente que sea la
justificacion, no puede sustituir a una demostracion: solamente demostrando un
resultado con razonamientos formalizables podemos estar seguros de que las con-
clusiones son mateméticamente correctas. Una justificacion se apoya en la intuicion,
mientras que una demostracién nos garantiza que la intuicién no nos ha enganado.
Asi que justificar y demostrar son actividades complementarias, que no pueden
contraponerse sino que sirven a distintas finalidades.
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Infinitésimos e infinitos

Una ultima observacién sobre el tratamiento que daremos a los infinitésimos y a los niime-
ros infinitos. Los utilizaremos libremente en las graficas y en las justificaciones, cuidando de
que los razonamientos matematicos que con ellos hagamos no solamente ayuden a la com-
prension de un concepto o de un resultado, sino ademéas que sean formalizables dentro de los
nimeros hiperreales (también conocidos como nimeros no estdndar). Sin embargo, no entra-
remos a explicar en detalle esas formalizaciones, ni los utilizaremos en las demostraciones,
donde nos moveremos dentro del cuerpo R de los niimeros reales.

Competencias y conocimientos previos
Imprescindibles

= Conocimiento de las propiedades bésicas de R (incluyendo la completitud).

= Concepto de funcién continua de una y de varias variables. Propiedades elementales.
Propiedad de los valores intermedios para las funciones continuas de una variable.

= Propiedad de Weierstrass para funciones continuas sobre productos de intervalos ce-
rrados y acotados de R".

= Concepto de derivada y de derivada parcial. Funciones derivables con continuidad.
Regla de la cadena.

= Enunciado y aplicaciones del teorema de la funcién inversa (en varias variables).
= Uso riguroso de limites de sucesiones y de sus propiedades. Concepto de serie.

= Concepto de integral para funciones de una variable. Teorema fundamental del calculo.
Obtencion de primitivas de funciones sencillas.

= Manejo con soltura de las funciones elementales y sus propiedades (representacién
grafica, diferenciacién, integracion).

= Saber hacer demostraciones por reduccion al absurdo.
= Distinguir entre condicién necesaria y condicion suficiente.

= Saber enunciar la propiedad reciproca y la contrarreciproca de una propiedad que
contenga cuantificadores.

= Saber expresar, mediante ecuaciones, rectas y cénicas el el plano, asi como planos y
esferas en el espacio.

Convenientes, pero no estrictamente necesarios

s Continuidad uniforme.

= Dibujar graficas de funciones de una o dos variables, incluido el uso de un programa
de célculo simbdlico.

= Interior, frontera y clausura de subconjuntos de R™ definidos a través de desigualdades
con funciones elementales.

= Manejo riguroso de los infinitésimos en *R.
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No hacen falta

= Construccion del conjunto de los nimeros reales, R, a partir del de los nimeros racio-

nales, Q.
» Construccién de un conjunto de hiperreales *R a partir de R.
s Construcciéon de las funciones elementales a partir de una axiomatica de R.
= Demostraciones de teoremas de la funcién inversa o de la funciéon implicita.
» Saber sumar series (més alld de las series geométricas y similares).
= Saber calcular antiderivadas complicadas.

= Series de potencias. Convergencia de funciones.

Palabras clave

Analisis matematico, Calculo infinitesimal, Calculo integral, Calculo vectorial, Funda-
mentos matematicos, Calculus, Integral de linea, Integral de Riemann, Integral de superficie,
Integral definida, Matematicas.
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a la profesora Cristina Pérez Garcia, por su desinteresada ayuda en multitud de ocasiones.
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1. Integrales de una variable e integrales sobre curvas
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1.1. Integral de Riemann para funciones de una variable real

Este apartado es un resumen que sirve para recordar ideas y unificar notaciones sobre un
concepto y unos resultados que los alumnos que acceden a este curso deben haber conocido
en sus estudios previos, como es la integral de una variable y sus primeras propiedades. En
el capitulo [2| volveremos sobre las mismas cuestiones y las repetiremos con todo detalle para
las funciones de dos variables.

1.1.1. Introduccién

Consideramos una funcién definida sobre un intervalo real [a, b] y que supondremos aco-
tada y tomando solamente valores positivos, f : [a,b] — R. Nuestro objetivo es definir,
manejar y calcular el valor numérico del “area” de la regién del plano contenida entre la

y—fix)

I
a b X

Figura 1.1: Regién cuya area queremos definir

grafica de f, el eje X de las abscisas y las rectas x = a, x = b. @

La idea es sustituir esta region por una aproximacién suya formada por rectangulos que
tienen una base infinitesimal, dx ~ 0, y una altura igual al valor de f en algin punto de la
base (figurdl.2] Cada uno de esos rectdngulos tiene drea infinitesimal (base x altura) y la
suma de todos ellas esperamos que sea una aproximacion al drea de la region.

Hay varias formas de concretar técnicamente esta idea, algunas equivalentes entre si y
otras no. Pensemos, por ejemplo, en si todas las bases de los rectangulos tienen que medir lo
mismo, o no; si el punto donde se evalia la funcion en cada tramo infinitesimal es arbitrario
o estd determinado de alguna forma; etc. Sobre esto volveremos en los apartados [4.7] y [4.8]

Podriamos utilizar directamente infinitésimos (ED, pero evitaremos por el momento las
aproximaciones infinitesimales y utilizaremos en su lugar pasos al limite.

5Ponemos el acento en definir porque el 4rea no es para nosotros un concepto primitivo. Aunque utilicemos
con mucha frecuencia figuras, donde el drea puede parecer algo evidente, en los razonamientos formales nos
basaremos tinicamente en los axiomas de R y en sus consecuencias.

Las figuras serviran en unos casos para guiarnos la intuicion en los razonamientos y en otros para conven-
cernos de que el modelo matematico que estamos construyendo se adecia a lo que queremos modelizar.

6En 1960 A. Robinson demostré que se puede ampliar el cuerpo R de niimeros reales a un cuerpo *R
de numeros hiperreales que incluye nimeros infinitamente préximos a cualquier nimero real, asi como
infinitamente grandes e infinitesimales (estos ltimos son los infinitamente préximos a cero), identificando
la manera sisteméatica de transferir propiedades entre ambos cuerpos.

Los hiperreales y los reales comparten todas las propiedades de primer orden, es decir, aquellas que se
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a Xy b

Figura 1.2: Aproximacién con rectangulos de base infinitesimal dz

Empezaremos con una forma similar a como lo hizo Riemann a mediados del siglo XIX.
Dado n € N, dividimos el intervalo [a,b] en n partes iguales, cada una de longitud Az =
(b — a)/n, y construimos una coleccién de rectdngulos de base cada una de esas partes o
subintervalos y altura igual al valor de f en un punto sin determinar de cada subintervalo:

b—a b—a
To=a, T1 =a-+ sy Tpy=a+(n—1)——, x, =0b,
n n

y para cada ¢ = 1,...,n elegimos un punto & en el subintervalo [z;_1,x;]. A continuacién
formamos la suma de Riemann

Sy = Zf(@-)A:c,

y pasamos al limite cuando n tiende a infinito.

S

% 5 o Bxm S5x%E oo Ex Sixnb x

Figura 1.3: Una suma de Riemann Sg

Si ocurre que las sumas de Riemann convergen a un ntumero real y ademaés siempre que
elegimos unos & distintos de los &; las sumas de Riemann Y ., f(£)Az también convergen

expresan formalmente con los cuantificadores V y 3 aplicados a nimeros, pero no aplicados a conjuntos de
nameros.
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al mismo ntimero real, entonces es cuando decimos que la funcién f es integrable en el sentido
de Riemann, y el valor del limite se llama la integral de Riemann de f, denotada mediante
fab f(z) dzx. Puede demostrarse que toda funcién continua [a,b] — R es integrable.

En el caso de que la funcion f no sélo tome valores positivos, podemos seguir el mismo
proceso para formar las sumas de Riemann y pasar al limite, teniendo en cuenta que ahora
la integral de Riemann representard también el area comprendida entre la grafica de f y el
eje horizontal, pero considerando como negativas las areas que hay por debajo del eje. A
partir de ahora dejaremos de suponer que f es positiva.

Otra forma distinta de aproximar con rectangulos es la siguiente, que fue sugerida por
Darboux en 1875. En lugar de usar como altura el valor de f en un punto arbitrario, usamos
la mayor y la menor posible de las alturas, mejor dicho, el supremo y el infimo de los valores
de f. Como f la supusimos acotada, estos supremos y estos infimos existen, lo que no
esta garantizado es que coincidan con sendos valores de f. Y no nos limitamos a particiones
del intervalo en subintervalos iguales. Llamamos particién del intervalo [a,b] a un conjunto
finito de puntos suyos entre los cuales estan siempre los extremos, P = {xg = a,...,x, = b},
y los supondremos con los subindices elegidos de modo que los puntos estan ordenados:

To=a<z <..<x,=0>0
Para cada 7 =1,...,n, definimos
M; =sup{f(x) :z € [z;_1, 2]}, m; =inf{f(x):x € [x;_1, 7]},

y llamamos suma superior de Darboux y suma inferior de Darboux a

U(f,P) = ZMi(:ci — i), L(f,P) = Zmi(xi — zi1).

M
m i —

N

=X, X X X3 Xy X5 X«:I)

Figura 1.4: Sumas superior (con borde rojo) e inferior (coloreada en azul) de Darboux para la misma
particién {zp = a,...,z, = b}

Ahora tomamos, respectivamente, infimo y supremo de todos los valores posibles de
U(f,P) y de L(f,P), donde la que varfa es la particién. Y a los resultados los llamamos
integral superior de Darboux e integral inferior de Darboux,

U(f) = mf{U(£.9): P}, L(f) = sup{L(f.P) : P}.




CALCULO INTEGRAL 19

En caso de que ambas integrales superior e inferior coincidan, decimos que la funcién f es
integrable en el sentido de Darboux y que ese valor comun es la integral de Darboux de f.

Teorema 1.1 (Darboux, 1875) La integral de Riemann y la integral de Darboux coinci-
den. En otras palabras: una funcion acotada es integrable Riemann si y solo si es integrable
Darbouzx; y en caso de que lo sea, los valores de ambas integrales son el mismo.

Observar que lo que estamos haciendo al integrar es generalizar la operacion de sumar.
La suma para nosotros es una operacion de dos sumandos que por inducciéon ampliamos a
un numero finito de sumandos. Pero no a un nimero infinito. Una manera de generalizar la
suma a un numero infinito de sumandos la constituyen las series, pasando al limite de las
sumas parciales. Los procedimientos de Riemann y de Darboux son otras formas diferentes de
sumar infinitos sumandos, ninguno de los cuales involucra a series, el primero pasa al limite
unas sucesiones y el segundo pasa al supremo y al infimo de unos conjuntos de valores.

Hasta tal punto estamos hablando de una generalizacién de la suma que el propio simbolo
de la integral es una “s” en la caligrafia del siglo XVII (del mismo modo, el simbolo de una
serie es una “S” en el alfabeto griego).

Vale la pena insistir en esto porque las aplicaciones de las integrales se refieren siempre
a alguna forma generalizada de sumar. Simplificando bastante, puede decirse que cuando
queremos pasar a una cantidad numerable de sumandos, las series son un instrumento ade-
cuado; y cuando queremos utilizar una cantidad no numerable de sumandos, habremos de
recurrir a las integrales (]ZD Asi, por ejemplo, si pensamos en una barra recta de un material
con densidad variable y queremos hablar de su densidad media, una modelizaciéon adecuada

Densidad
en cada
punto

Densidad
media

a b

Figura 1.5: Definimos la densidad media como la altura de la linea roja para la que la zona de color
azul tiene la misma area que la zona de color amarillo

es considerar la barra como un intervalo [a, b] y la densidad como una funcién f sobre cada
punto de ese intervalo.

Si quisiéramos calcular la media de una coleccion finita de valores, sumariamos esos valo-
res y dividiriamos por el niimero de valores. En el caso de querer evaluar la densidad media,
lo que haremos serd integrar f sobre [a, b] y dividir por la longitud b — a. Geométricamente,
eso significa hallar la altura media de la grafica de f.

"También puede modelizarse directamente el problema de “sumar infinitos sumandos” mediante sumas
hiperfinitas, que se manejan de manera muy similar a las finitas, ver [9], capitulo 6, o [16], capitulo 9.
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6. Existen otras formas de definir y aproximar el area buscada utilizado sumas
de areas de rectangulos. Algunas de ellas también coinciden con la de Riemann, ver
el apartado , y otras no (Integral de Lebesgue, Integral de Kurzweil-Henstock),
ver el apartado [£.8 Salvo en esos apartados, nos referiremos siempre a la integral
de Riemann.

1.1.2. Teorema Fundamental del Calculo

El teorema fundamental del calculo es el resultado que asegura que las operaciones de
derivar y de integrar son reciprocas. Se trata por tanto de un resultado doble: si primero
integramos y después derivamos, o si primero derivamos y después integramos, en ambos
supuestos se obtiene la funcién original. Para un enunciado formal con integrales de Riemann
es imprescindible anadir algunas hipdtesis sobre las funciones:

Teorema 1.2 (Fundamental del Célculo) Si f : [a,b] — R es una funcién continua,
entonces para todo x € |a, b,

d €T
— t)ydt | =
o [1od) =@
(en el caso de que v = a o x = b, la derivada es derivada lateral).
JUSTIFICACION: Ver [17], 9.3. La ﬁgura en la que dx indica un infinitésimo, proporciona

una explicacion de por qué una funcion definida a través de la integral de una funcién continua
tiene por derivada a la funcién original.

(x)

a X b
dx

Figura 1.6: Tomamos un punto x y avanzamos un infinitésimo dz. Cuando no hay discontinuidades,
la tasa de variacién de la integral (parte coloreada divida por dz) es infinitamente préxima
al valor de la funcién en

La parte coloreada es el incremento de area entre x y x + dx, que esta contenida entre
dos rectangulos de base dx y alturas infinitamente proximas a f(x), por lo que al dividir el
incremento de drea por el incremento de la variable (dx ), el resultado es siempre infinitamente
proximo a f(x).
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Teorema 1.3 (Regla de Barrow) Si f : [a,b] — R es una funcion diferenciable y con
derivada continua (las funciones que se llaman también de clase '), entonces

b

/b f'(x)de = f(b) — f(a). Notacidn: {f(x)} .

a

JUSTIFICACION: Ver [16], Teorema 2. La integral fab f'(x) dx se aproxima mediante un suma-
torio de H términos del tipo f'(&;)dx (donde dx es un infinitésimo y H es un entero infinito).

f(&+dx) — f(&)

Y cada derivada f'(§;) se puede aproximar a su vez por el cociente 7 .
x

Por consiguiente, no es de extranar que la integral sea infinitamente proxima a la suma
H

telescopica Z [f(& + dx) — f(&)], que es igual a f(b) — f(a).

=1

1.1.3. Calculo de primitivas

En este curso supondremos conocidas las propiedades elementales de las integrales: la
integral de una suma es la suma de las integrales; las constantes pueden sacarse fuera de la
integral; si una funcién es mayor o igual que otra en todos los puntos, entonces la integral de
la primera también es mayor o igual que la integral de la segunda; el valor absoluto de una
integral es menor o igual que la integral del valor absoluto; y la aditividad de los intervalos,
es decir, si a < ¢ < by f es integrable sobre [a, c] y sobre [c, b, entonces

/bf(x) dx:/cf(m) dx+/bf(x) dz.

Gracias a la regla de Barrow, para conocer el valor de la integral de una funcién es
suficiente con conocer el valor de cualquier primitiva suya.
También supondremos conocido el calculo de primitivas

= de las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponenciales;
= de funciones racionales;

= a través de cambios de variable: al hacer el cambio x = h(t),

h(b)

b
f(x) dz = / SRR () dt,

h(a)

(donde las funciones f y h se suponen de clase C!);

8Hay que tener presente que en términos infinitesimales el hecho de que una funcién sea de clase G
equivale a que esa aproximacién sea infinitesimal en todos los puntos del intervalo, reales o hiperreales, no
solamente en los puntos estdndar (ver [16], teorema 10), por lo que en este caso puede aplicarse a los puntos

&i-
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» a través de la integracién por partes: si f y ¢ son funciones de clase C!,
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1.2. Integrales sobre caminos

Las integrales sobre curvas son integrales de funciones definidas sobre unos objetos que
en cierto modo son, intuitivamente hablando, de dimensiéon 1 pero que no estan contenidos
en R, sino que su espacio ambiente es R?, R? o, incluso, otro R® con n > 3. Las curvas
las modelizaremos como deformaciones de intervalos cerrados y acotados que tras sufrir una
deformacion se han salido, por asi decir, de su espacio ambiente natural y han adquirido una
forma que necesitaba de mas dimensiones.

Una situacién similar se nos dara con las superficies, objetos esencialmente de dos di-
mensiones pero que no estdn contenidos en R? sino en R? (ver los apartados y .

Querremos integrar sobre curvas dos tipos de aplicaciones distintas, funciones escalares
y funciones vectoriales.

7. Un adjetivo aplicado a una funcion normalmente se refiere a sus iméagenes, no
a su dominio. Asi, por ejemplo, una funciéon compleja es la que toma valores en el
cuerpo de los nimeros complejos; en cambio, si es el dominio el que esta formado
por numeros complejos se llama funcién de variable compleja.

Las funciones escalares, por tanto, toman valores en R, y las funciones vectoriales
toman valores en un espacio vectorial R™, con n > 1, donde n dependera de cada
caso.

Las funciones escalares y las vectoriales a integrar representaran en las aplicaciones de
estas integrales una magnitud (de indole fisica, econémica, etc., segiin cudl sea el campo de
aplicacién) de la que nos interesa conocer un comportamiento global a partir de que conozca-
mos su comportamiento local. En la introduccién de cada tipo de integral se concretara este
planteamiento mediante alguna de sus aplicaciones méds caracteristicas.

En lugar de hablar de funciones escalares o vectoriales hablaremos a menudo de campos
escalares y campos vectoriales.

8. Un rasgo adicional de los campos vectoriales es que el conjunto inicial y el
final estan contenidos en espacios vectoriales de la misma dimension.

Para definir integrales sobre curvas necesitaremos precisar qué entenderemos por una
curva. Una de las ideas intuitivas que tenemos de curva es de un subconjunto del plano o del
espacio que se puede “trazar”, que se puede “recorrer”. Nos vamos a apoyar en esta vision
dindamica de las curvas para describirlas. Supondremos que hay un cierto parametro, que
denotaremos con una t porque en las aplicaciones con frecuencia se refiere a una variable
temporal, que es el que nos permite hacer el recorrido de la curva, comenzando en un punto
y terminando en otro (o en el mismo), tras haber “pasado” por cada punto una o méas veces.

La primera consecuencia de este planteamiento es que comenzaremos tratando, no con
las curvas propiamente dichas, sino con su descripcion a través de una funcién (ver la obser-
vacion , que suele denominarse trayectoria, parametrizacion, camino, o con otros nombre
similares.
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1.2.1. Integral de un campo escalar sobre un camino

Nuestra aproximacion a las curvas (de las que ya advertimos ahora que no daremos una
definicién hasta el apartado [1.3)), la haremos a través de lo que llamaremos caminos:

Definicién 1.4 Un camino en R" es una aplicacion continua, definida sobre un intervalo
cerrado y acotado (con mds de un punto, para evitar los casos degenerados) y con valores en
R™, donde normalmente n serd 2 o 3, pero también podria ser 1 o cualquier nimero natural
mayor que 3.

Usaremos las palabras trayectoria y parametrizacion como sinénimos de camino.

Los caminos en R? los consideraremos a menudo como un caso particular de caminos en
R3, a base de sumergir R? en R?, afiadiendo una tercera coordenada nula.

Supéngase que ¢ : [a,b] — R3 es diferenciable con continuidad (lo que también llama-
mos de clase C!) y que queremos medir algo en su imagen, como pueden ser, por ejemplo, la
longitud de la imagen misma, ¢([a, b]); o la masa de la imagen ¢([a, b]) suponiendo que conoz-
camos la densidad f(z,y, z) en cada punto suyo; o el drea de una superficie tridimensional
que tiene por base a ¢([a, b]) C R? x {0} y una altura variable dada por una funcién positiva
z = f(z,y,0). En todos estos casos nos proponemos medir una magnitud que esta definida
sobre una deformacién del intervalo [a, b], deformacién que viene dada por la funcién c.

Vamos a enfocar la cuestién como si el camino fuese un cambio de variable, pero teniendo
en cuenta que no podemos aplicar directamente la férmula del apartado [I.1.3] porque alli el
cambio de variable h era una aplicacién entre dos subconjuntos de R, mientras que ahora el
“cambio de variable” ¢ es una aplicacion desde un subconjunto de R a un subconjunto de
R™ con n > 2.

La formula

h(b) b
flaydo = [ F(n(o)(e) d
a

h(a)

transforma el calculo de una integral sobre el intervalo imagen mediante A en una integral
sobre el intervalo original, pero con un factor multiplicador, /'(t), que compensa la distorsién
de longitudes que introduce el cambio h.

h(b)y-——""""""--

Figura 1.7: La funcién h estira los intervalos en un factor igual a A’
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Cuando h' sea mayor que la unidad, h estirard el intervalo y cuando sea menor que la
unidad lo encogera, por lo que resulta natural que aparezca la derivada como una especie
de coeficiente de dilatacién imprescindible para que las dos integrales sean iguales, no seria
razonable que cambidsemos la variable x por la variable ¢, poniendo f(h(t)) en lugar de f(z),
pero no introdujéramos un coeficiente de este tipo.

Figura 1.8: Las &reas coloreadas no son iguales, estdn afectadas por un factor igual a A’

Tomemos, por ejemplo, una funcion constante f = k. Al ser constante, no cambia porque
hagamos un cambio de variable, vale lo mismo f(x) que f(h(t)). Pero al integrar f sobre
[a, b] o sobre [h(a), h(b)] obtendremos dreas distintas, a menos que tengamos en cuenta, como
factor de correccién, la dilataciéon inducida por h.

9. Esta idea de fijarnos en la dilatacion que produce una transformacién es una
de las mas interesantes del curso, puesto que sera la clave para entender algunos de
los principales conceptos relacionados con distintos tipos de integrales.@

Ademsds, constituye uno de los puntos de enlace con el Célculo Diferencial, dado
que nuestros coeficientes de dilatacion los evaluaremos a escala infinitesimal, con lo
que se expresaran a través de derivadas.

Obsérvese, por otra parte, que las integrales de funciones de una variable se calculan
sobre intervalos recorriéndolos en un cierto orden, desde h(a) hasta h(b) y desde a hasta b.

Sabemos que a < b, pero no sabemos si h(a) es menor o mayor que h(b). Sabemos también que
h(a
h(b)

ahora, las integrales no han de ser “orientadas”, su valor no deberia depender del orden en

el que se recorra la imagen del camino.

Nos interesa, por tanto, una férmula de cambio de variable que no dependa del orden de
recorrido del intervalo. La que deduciremos enseguida, suponiendo que h : [a,b] — R sea
de clase @' inyectiva y con derivada no nula en ningtin punto (salvo, quiza, en los extremos

) f=- f:(ib)) f. En cambio, para medir longitudes o masas, como estamos pretendiendo

9Nos aparecerd en varios contextos. En este caso son funciones reales de una sola variable, pero en el
futuros seran funciones entre espacios de otras dimensiones.
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del intervalo), es la siguiente:

| fa m—/f DIR )] .

h([a,b]) [a,b]

que puede entenderse interpretando el coeficiente |h/(t)| como una medida de la dilatacién
local que produce h en un entorno infinitesimal de cada punto t.

Comprobamos que esta nueva féormula se sigue de la original, distinguiendo los dos casos
posibles, h creciente y h decreciente. No hay més posibilidades, porque al ser A’ no nula en
todos los puntos de (a,b), o es siempre positiva o es siempre negativa

» Si h es creciente, entonces h'(t) > 0. Y ademas, h([a,b]) = [h(a),h(b)], luego las
formulas son iguales miembro a miembro.

= Si h es decreciente, entonces |h'(t)| = —h'(t). Y ademas, h([a,b]) = [h(b), h(a)], luego
el miembro de la izquierda (respectivamente, de la derecha) de una de las férmulas es
igual al opuesto del miembro de la izquierda (respectivamente, de la derecha) de la
otra féormula.

De esta manera queda probada la igualdad.

Para poder aplicar las ideas que acabamos de exponer sera frecuente que consideremos
caminos que no solamente sean continuos sino que tengan buenas propiedades de derivabi-
lidad, lo que nos permitira tratarlos a escala infinitesimal como si sus images fueran trozos
de recta.

Para asegurar que las derivadas tienen una aproximacion infinitesimal suficientemente
buena, nos conviene la condicién de que el camino sea de clase €', como en la férmula
del cambio de variable que citdbamos. Ahora bien, un tipo de caminos que nos interesan
especialmente es el formado por caminos cuyas imagenes y sus expresiones analiticas sean
las més sencillas posibles: caminos que dan lugar a poligonos en R®, que estdn descritos
mediante un encadenamiento de polinomios de grado 1 (ED No serén trayectorias de clase
C! en cuanto tengan algtin vértice (]E[), pero si lo son en el entorno de cada uno de los valores
del parametro que no se corresponden con un vértice.

Definicién 1.5 Diremos que un camino ¢ : [a,b] — R" es de clase C' a trozos cuando
existe una particion del intervalo [a,b], {a = t° < t' < ... < tN = b}, de modo que la
restriccion de ¢ a cada subintervalo [t*~1 t*] es de clase C' (k=1,...,N).

10. No olvidar que todos nuestros caminos, incluidos los de clase C! a trozos, son
funciones continuas.

Apelando a todas estas consideraciones, definimos la integral de la siguiente manera:

0Puesto que todas las derivadas, tanto si son continuas como si no lo son, tienen la propiedad de los
valores intermedios (no demostraremos esta afirmacién; ver, por ejemplo, [I], teorema 5.16).

T A estos encadenamientos los llamaremos més adelante sumas de caminos, ver definicién

12Este comentario no contradice a la observacién Aqui es seguro que no son de clase C' porque estamos
considerando solamente expresiones polinémicas de grado 1.
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Figura 1.9: Esquema de un camino de clase G a trozos

Definicién 1.6 Sea ¢ : [a,b] — R™ un camino de clase C' a trozos, y sea f un campo
escalar continuo definido sobre la imagen de ¢, f : ¢([a,b]) — R. La integral del campo
f a lo largo del camino c es

/fds: /bf(C(t))HC’(t)lldt-

Ejemplo 1.7 Hallar el promedio de la ordenada y de los puntos de la semicircunferencia de
radio a parametrizada por ¢ : [0, 7] — R3, 6 ~ (0,asin 6, acosf), donde a > 0.

El promedio de una funcién f(x,y,z) sobre una parametrizaciéon ¢ se define como
fc fds/ fc ds, en coherencia con definiciones de promedios en otros contextos.

11. La definiciéon de promedio es una generalizacién de la formula para calcular
la media ponderada de una coleccion finita de datos. Recordar que las integrales son
una buena manera de generalizar las sumas finitas cuando tenemos una cantidad
no numerable de datos.

Como

/yds:/asin0[a200829+a2sin29}1/2d6':aQ/sianQ:2a2,

c 0 0

/ds:/[a260829+azsin20}1/2d9:a/d9:a7r,
c 0 0

el promedio buscado es igual a %a.
El promedio de x es cero porque x siempre lo es. Y el de z también es cero, como puede
comprobarse por un calculo directo,

/z dS:/aCOSG[&200829+a281n2(9}1/2d9:CLZ/COSQdHZO,
c 0

0
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7

(0,0,2)

(0,22 ) [(0.2,0)
I

X (0,0,-a)

Figura 1.10: Imagen de la trayectoria del ejemplo

o justificarse por motivos de simetria: como cos(m — ) = — cos 0,
™ % T % g
/0089 do = /0089 d@—i—/cos& df = /0059 do — /cosa doo =0
0 0 z 0 0

(para la segunda igualdad, en una de las dos integrales se ha cambiado 6 por m — «).

12. En el calculo de integrales, puede demostrarse que un argumento de simetria
es riguroso mediante una utilizacién ad hoc del teorema del cambio de variable: se
divide el dominio en dos partes, se aplica la aditividad de la integral y mediante un
cambio de variable se demuestra que alguno de los sumandos es igual (u opuesto)
al otro.

La figura ilustra el sentido de este resultado: el punto formado por los tres promedios es
el centro de gravedad de la imagen de la trayectoria, que por cierto se encuentra fuera de la
misma, y como 2/ es un nimero comprendido entre 0,5 y 1, el centro de gravedad se
encuentra mas proximo a la curva semicircular que al centro de la semicircunferencia. WM

Observacion sobre la existencia de la integral en la definicién Si la derivada ¢
existe y es continua en todos los valores del parametro, es seguro que la integral existe, puesto
que el integrando se obtiene mediante operaciones y composiciones de funciones continuas,
luego es a su vez una funcién continua.

Si no es asi, es decir, si hay puntos donde ¢ no es derivable o donde alguna de sus compo-
nentes no tiene derivada continua, entonces la integral en realidad hay que entenderla como
la suma de las integrales sobre los subintervalos [t*~!, t*] (notaciones de la definicién :

J2 Fle®) e t)] dt significa S0, [ Fe(t)lle (b dt.

13. En las explicaciones que demos y en las figuras que hagamos (y a veces
también en las demostraciones) serd frecuente que supongamos que el camino es
de clase €', no de clase G' a trozos, de manera que para pasar al caso general
simplemente argumentaremos sobre cada uno de los trozos de clase €' para luego
sumar los resultados.




CALCULO INTEGRAL 29

Las sumas de Riemann correspondientes a la integral de la definicién [1.6|son de la forma

m

Sm= Y F(el&)) €@ (t: = ti),

=1

cuyo limite cuando m tiende a infinito lo podemos aproximar de otra manera que la utilizada
en la definicién de integral, mediante la siguiente interpretacion.

Supéngase que ¢ : [a,b] — R3 (0 sea, n = 3) y que queremos medir la longitud de la
imagen ¢([a, b]) (o sea, f = 1, ver los comentarios posteriores a la definicién [1.30]). Utilizando
una particién de [a,b], tg = a < t; < ... < t,, = b, pretendemos aproximar la imagen ¢([a, b))
mediante el poligono que une los puntos ¢(ty), ¢(t1), ..., c(t,,) en este orden. La longitud de

Figura 1.11: Aproximacién con poligonales

dicho poligono es > 1" | |le(t;) — e(t;—1)||, donde cada sumando puede sustituirse aplicando el
teorema del valor medio para derivadas,

le(t:) — e(tion)ll = [2/(6)% + o/ (1) + 2 (E)?] 2 (1 — ti)

para ciertos t;,t/, ¢/ € [t;_1,t;] no necesariamente iguales (). Al aumentar el niimero m
de elementos de la particién, se aproximaran entre si los valores de cada derivada z’, v/, 2/,
aunque los tres puntos intermedios no sean iguales, gracias a que las derivadas son también
funciones continuas. En otras palabras, se aproximardan entre si la longitud del poligono,
S lle(t) — e(tizq)|l, v la suma de Riemann S,,, = "7, ||/ (&)l (8 — tiz1).

El razonamiento que hemos expuesto nos sirve aqui para justificar (no para demostrar,
porque todavia necesitariamos comprobar que coinciden los limites de las sumas de Riemann

y de las longitudes de las poligonales) el resultado del teorema que viene a continuacion.

13Hay que considerar las derivadas coordenada a coordenada (porque el teorema del valor medio para
funciones vectoriales no darfa lugar a una igualdad) y como consecuencia los puntos intermedios ¢}, ¢/, ¢! no
estan relacionados entre si:
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Teorema 1.8 (Notaciones como en la definicion [1.6,)

[ Fas=1m " (et lett) - et

/ i=1

donde los {t;} constituyen una particion del intervalo |a, b].

Las integrales de campos escalares tienen las mismas propiedades de aditividad, producto
por un escalar, etc., que las que ya conocemos para la integral de Riemann y que citamos en
el apartado Su demostracién es inmediata, apelando a la correspondiente propiedad
en la integral de Riemann.

Mas interés tiene ahora la propiedad andloga a la aditiva para intervalos. Para enunciarla
necesitamos precisar a qué adiciéon de caminos nos referimos aqui. La idea es muy sencilla,
se trata de convertir dos imégenes de caminos en la imagen de un solo camino, con la tnica
condicién previa de que una de las imagenes comience donde termina la otra.

L L’/’\ t +‘d2—1)I

a, b, b +b-a, a, b,

Figura 1.12: Suma de dos caminos

Dados dos caminos, una de cuyas imagenes comienza donde termina la imagen del otro, lo
primero que hacemos es construir un dominio de parametros que podamos usar para describir
toda la imagen, a base de trasladar uno de los dominios para ponerlo a continuacién del otro.
Acto seguido hacemos una nueva traslacién del segundo parametro para poderle aplicar el
segundo camino:

Definicién 1.9 Sean c; : [a;,b;] — R", i = 1,2, dos caminos con la condicion de que
c1(b1) = ea(as). Llamaremos suma de ¢1 y ca al camino ¢; + ¢z : [ag, by + (by — ag)] — R”
definido por

(1 +e2)(t) =

c1(t) sit<b
ca(t+ (ag —by)) sit >0

Teorema 1.10 La suma de caminos estd bien definida. Diremos también que la defini-
cion L9 es correcta.
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14. Este enunciado merece un comentario aparte. Se asegura en él, y a conti-
nuacion lo demostraremos, que una definiciéon es “correcta”. Pero una definicién
no es algo que necesite demostracién, en matematicas hay mucha libertad para dar
nombres y definiciones a conceptos matematicos, ;cémo se explica que aqui se tenga
que comprobar que la definicién esta bien?

La explicacién reside en que lo que si se exige a una definicién es que no contenga
imprecisiones y que los objetos matematicos que se manejen tengan garantizada su
existencia.

Obsérvese que para t = b; hemos asignado, sorprendentemente, dos valores del camino
suma. Y que para que el camino suma sea propiamente un camino, habra de ser continuo.

DEMOSTRACION: Para que la definicién sea correcta hemos de comprobar que c; + ca es
un camino, o sea, que es una aplicacion continua.

En t = by hemos asignado, sorprendentemente, dos valores del camino suma. La explica-
cion reside en que los dos valores son el mismo, gracias a la hipdtesis ¢1(b1) = ca(ag). Por
tanto, ¢ 4+ co es una aplicacion.

Para demostrar la continuidad de la aplicacion ¢y + co en un punto cualquiera t argu-
mentamos de este modo:

Sia; <t <b. c1+cg escontinua por la continuidad de la aplicacion ¢y, puesto que coincide
con ella en un entorno de t.

Sib <t<b +by—as. c1+ cg es continua por la continuidad de cy y de la aplicacion
t ~ t 4+ as — by, puesto que coincide con la composicion de ambas en un entorno de t.

Si t =0b,. Utilizando los mismos argumentos que en los dos casos anteriores se demuestra
que

lim (e; + ¢2)(t) = c1(by), lim (c1 + ¢3)(t) = cz(as),

t—by t—»b‘l"

v la conclusion de que ¢1 + ¢o es continua en by se obtiene de que ¢;1(by) = ca(as).

Con esto terminamos la comprobacion de que la suma de caminos ha sido definida co-
rrectamente.

15. En cada una de las definiciones que encontremos a partir de ahora estaremos
atentos a la posibilidad de que se den ambigiiedades y a si puede asegurarse la
existencia de todos los elementos que en ella se usan.

Teorema 1.11 Sic; y ¢y son dos caminos que pueden sumarse, ambos de clase C* a trozos,
entonces también es de clase C' a trozos el camino suma ¢; + ca.

DEMOSTRACION: No hay mds que observar que si a; = t < ... < tfv = b; son los
tinicos puntos donde ¢; no tiene derivada continua, de modo que las restricciones de ¢; a
cada intervalo [t**,t¥] son derivables con continuidad (todo ello para i = 1,2), entonces el
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camino ¢y + cg es también derivable con continuidad en cada uno de los intervalos cuyos
extremos son dos puntos consecutivos de entre los siguientes:

a=t0<tl <. . <tV =b=t—a,+b <
<t§—a2—|—b1<...<t§2—a2+b1:b1+bz—a2,

puesto que sobre cada subintervalo son continuas las derivadas de c1, o de c3 y de t ~
t + as — by (segun si estamos con t < by o con t > by, respectivamente).

16. Un camino de clase C! a trozos podemos verlo como las suma de un niimero
finito de caminos de clase G'. Esta observacién serd muy titil en algunas demostra-
ciones.

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar la aditividad de nuestra integrales
para caminos:

Teorema 1.12 Si f es un campo escalar continuo sobre una suma ¢y +- - -+ Cp, de caminos

de clase C! a trozos,
/ fds:/fds+---+/fds.
c1 Cm

c1t+-+em

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad @ podemos suponer que los caminos son de
clase G (EP Haremos la demostracion solamente para m = 2, y luego argumentariamos por
induccién sobre m, repitiendo el razonamiento que damos para m = 2.

Empezamos descomponiendo la primera integral en suma de otras dos, por aplicacion de
la aditividad de la integral de Riemann de una variable cuando se calcula sobre dos intervalos
consecutivos:

14

17. En una demostracion matematica, la expresion “sin pérdida de generalidad” significa que
los casos restantes se pueden reducir al que vamos a tratar.

15Como indicamos en la observacién un camino de clase €' a trozos no es mas que una suma finita de
caminos de clase C'. Si ¢; no es de clase !, siempre podréd ponerse de la forma c;.l +oo4ct (t=1,...,m).
Entonces el enunciado equivaldria a
/ fds= g / fds,
i=1,....,m K

cltter ot k=1...N; ©i
+eb,+o e

donde cada cf es de clase C'.
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/ fds = / f((ex + e2)(t)) Il(er + ea) ()] dt =
_ / F((ex + e2)(t)) Il(en + e (]| di + / F((ex + e2)(t)) Il(en + e) ()] dt =
by

bi1+ba—as2

/f ci(t)) [led(t)]| dt + / flea(t +ay — b)) [led (t +ay — b)) dt =

/f ci(t)) |led(t ||dt—|—/f ca(u)) [le2’ (u ||du—/fds+/fds

donde en una de las integrales hemos hecho el cambio u =t 4 as — b;.

1.2.2. Integral de un campo vectorial a lo largo de una trayectoria

Pretendemos ahora resolver un problema diferente. Cuando una particula se mueve de
modo rectilineo desde un punto A hasta un punto B bajo la accién de una fuerza constante
F ¢l trabajo realizado por F sobre la particula se define (por motivos en los que no vamos
a entrar aqui) como el producto escalar F' - (B — A).

B

Figura 1.13: Un campo de fuerzas constante sobre un segmento y un campo de fuerzas variable sobre
la imagen de una trayectoria arbitraria

En el caso de que la trayectoria recorrida por la particula no sea recta o de que la fuerza
varie de un punto a otro del recorrido, la anterior férmula no es aplicable, y hay que buscar
alguna alternativa. Lo que vamos a hacer es, en el espiritu del teorema retocarla para
darle un sentido aproximando con una trayectoria poligonal.

Tomamos una particién infinitesimal tp =a < a+dt <a+2dt < ... <a+ Hdt =b del
intervalo [a,b] (donde dt es un infinitésimo positivo y H es un hipernatural infinito y dt es
infinitésimo dt = (b—a)/H) y consideramos la suma de los trabajos realizados en los tramos
rectos como si la fuerza fuese constante sobre cada uno de ellos, Zfil F(c(ty)) [e(t;)—c(ti—1)].
En efecto, si suponemos que F' es continuo, en cada tramo infinitesimal es indistinguible de
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Figura 1.14: Resultado de aplicar un microscopio de potencia infinita H = (b — a)/dt a puntos del
dominio del pardmetro y a un punto de la imagen de la trayectoria de clase @'

una constante. Y si suponemos que c es de clase C!, a escala infinitesimal la imagen de la

trayectoria no se distingue de un tramo recto en la direccién de la derivada (ver la figura|l.14]).
Asi que

Y como la segunda expresion es una suma de Riemann (infinita) de la integral de (F'oc)-¢’,
utilizamos esta integral como definicién de la magnitud buscada.

Definicién 1.13 Sea ¢ : [a,b] — R™ un camino de clase C' a trozos, y sea F un campo
vectorial continuo definido al menos sobre la imagen de ¢, F : ¢([a,b]) — R™ (obsérvese
que la dimension del espacio origen es la misma que la del espacio imagen). Definimos la
integral del campo F a lo largo de la trayectoria c mediante

/F ds = /bF(c(t)) () dt.
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También se utiliza, especialmente en algunas aplicaciones, el nombre de circulacion del
campo F' a lo largo de la trayectoria c.

Anélogas observaciones a las hechas tras la definicién [I.6], de integral de un campo escalar
sobre un camino, son validas aqui: siempre que el camino sea derivable con continuidad, la
integral de la derecha existe (ED; y si solamente es de clase G a trozos, entonces la integral
de la derecha es en realidad una suma de integrales.

Igualmente son vélidas las propiedades elementales (ver la observacién , incluida la
relativa a la suma de caminos, que también para campos vectoriales se transforma en una
suma de integrales:

Teorema 1.14 Si F' es un campo vectorial continuo sobre el camino suma ¢y + -+ + Cpm,
donde ¢1, ..., Cm son de clase @' a trozos,

/ Fds—/F ds + - /F-ds.
Cm

ci1+-+em

DEMOSTRACION: Es andloga a la de la misma propiedad para campos escalares (teorema

1.1

Las integrales de campos vectoriales no sélo comparten propiedades con las de campos
escalares, sino que en muchos casos la integral de un campo vectorial coincide con la integral
de la componente tangencial del campo:

Teorema 1.15 Sea ¢ un camino inyectivo y regular (es decir, ¢ es una aplicacion inyectiva
y con derivada continua, y ademds la derivada €' es distinta de cero en todos los puntos),
y sea F' un campo vectorial sobre la imagen de c. Entonces la integral de F' a lo largo de ¢
coincide con la integral a lo largo de ¢ de la componente tangencial de F':

/F-ds:/F~Tds,

donde T es la tangente unitaria determinada por c en cada punto p de la imagen de c,

d(c(p))
le’(e ()]l

DEMOSTRACION: Un cdlculo directo sirve para comprobar que

T(p) =

/FT@—/F T(e(t) [1¢(1)] dt = /f gwdwﬁz

16Puesto que el integrando es continuo, al ser el resultado de hacer operaciones y composiciones con
funciones continuas.
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18. Al dividir por ||€/(t)|| es donde hemos aplicado la hipé6tesis de que la derivada
de ¢ sea no nula en todos los puntos.

No es tan evidente dénde hemos necesitado la inyectividad de ¢. La hemos utilizado
en la definicion de la tangente unitaria, porque no esta definida sobre el conjunto
de parametros, sino sobre los puntos de la imagen. Si el camino no fuera inyectivo
podria ocurrir que pasara varias veces por el mismo punto y que la tangente unitaria
en ese punto no fuese tinica, con lo cual no estarfa bien definida (ver observacién.

Cuando n = 3, la notacién clasica para este tipo de integrales no es la que venimos
usando, mas compacta y funcional pero menos intuitiva que la clasica. Llamando P, Q vy R
a las tres funciones componentes del campo vectorial F',

F(z,y,2) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)j + R(z,y, 2)k,

la integral sobre el camino ¢ se escribe a menudo como

19.
/F-ds:/de—f-Qdy+Rdz.

c

El motivo que hace que sea una notacion muy usada en la practica es el siguiente. El camino
c : [a,b] — R3 tiene tres funciones componentes, que suelen denominarse con el mismo
nombre que tienen las variables

r=ux(t), y=y), z==z2(¢t), Vt € [a,b],

(se dice “la coordenada x es funcién del pardmetro ¢”, etc.), con lo que se escribe formalmente
dr = 2/(t)dt, dy = y/'(t)dt, dz = 2'(t)dt. Entonces, Pdx + Q dy + Rdz no es més que una
abreviatura de

[P(a(e),y0), 2(0)a' () + QLat), y(0), 2(0)) /(1) + R(x(0), (1), 2(1) (8] .

que resulta ser el desarrollo del producto escalar que hay en la integral utilizada en la
definicion Asi, la notacion ayuda a recordar la formula.

Pueden consultarse algunos ejemplos de calculos de integrales de este tipo en el aparta-

do 51l

Dada la definicién de integral de un campo vectorial sobre un camino como integral de
Riemann de otra funcion, es razonable preguntarse si existe alguna generalizacion a este caso
de la regla de Barrow. La unica dificultad es identificar qué es lo que ahora jugara el papel
que jugaba la derivada de una funcién en la regla de Barrow. El siguiente teorema demuestra
que en este caso es el gradiente lo que sustituye a la derivada @

1"Recuérdese que el gradiente de un campo escalar f : U — R derivable, donde U C R", es el campo
vectorial cuyas componentes son las derivadas parciales de f,

0 0
gradf=Vf:U —R", pM<8i(p)""’8xf(p)> ,

que en el caso de que n sea igual a 1 coincide con la funcién derivada de f, f'.
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Teorema 1.16 (Fundamental del Célculo Generalizado) Sea f un campo escalar, di-
ferenciable con continuidad vy definido sobre la imagen del camino de clase C' a trozos
c: la,b] — R"™. Entonces

Q/Vdewa@)—ﬂdw)

DEMOSTRACION: También aqui podemos suponer que el camino ¢ es derivable con conti-
nuidad, al igual que hicimos en la demostracion del teorema @

La demostracion se reduce entonces a un simple calculo, en el que utilizamos la regla de
Barrow y la regla de la cadena para una composicion de funciones diferenciables del tipo
R— R*” — R:

b b
/Vﬂ%=/Vﬂwwd@ﬁz/ﬁwmwh%ﬁd@—GwM)

20. Una primera consecuencia del teorema fundamental del calculo generalizado
es que la integral de un gradiente sobre un camino no depende propiamente del
camino, sino solamente del punto inicial y del punto final. Volveremos sobre esta
propiedad en el apartado [1.4]

1.2.3. Cambios de parametro

Nuestro enfoque en todo este apartado ha sido hasta ahora integrar campos vectoriales
o campos escalares sobre un determinado recorrido de una curva, no sobre la curva misma
(observar que todavia no hemos dado una definicién formal de “curva”, estamos apelando al
concepto intuitivo). Es de suponer que este planteamiento se deba a que distintos recorridos,
distintas trayectorias, de la misma curva den lugar también a distintas integrales. De no ser
asi, seria razonable sospechar que habriamos definido las integrales sobre una curva a base
de utilizar cualquier recorrido suyo.

El siguiente ejemplo nos dara una pista de lo que ocurre cuando se recorre una misma
imagen (la circunferencia unidad, x? + y? = 1) en sentidos opuestos.

Ejemplo 1.17 Calcular la integral de xdy — ydx sobre ¢;1(t;) = (costy,sint;) y sobre
Cg(tg) = (COStQ, —Sintg) (0 S tl,tg S 27'(')

N

18En caso de que ¢ = ¢ + --- 4+ ¢, con todos los ¢ de clase C', y que supongamos demostrado el

resultado para cada c¥,

/Vf'ds:Z/Vf'ds:Z[fock(tk)—fock(t’“l)] =focN(b)— foct(a) = foc(b) — focla)
- ko k
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Figura 1.15: Las parametrizaciones de la circunferencia unidad utilizadas en el ejemplo [1.17

Todos los célculos son muy sencillos:

2 2w

/a: dy —y dx = /(0082t1 +sin?t) dt; = /dtl = 2,
c1 0 0
2m o0
/a;dy—ydx—/(—0052t2—81n2t2)dt——/dtQ—_QW. =
c2 0 0

Al tratarse de una imagen conocida, hemos sabido parametrizarla en dos sentidos de
recorrido diferentes incluso utilizando el mismo dominio de pardmetros (si bien en cada caso
el pardmetro representa un angulo distinto). El siguiente procedimiento generaliza lo que
hemos hecho en el planteamiento del ejemplo: nos servira siempre que tengamos sobre una
curva cualquiera una trayectoria y queramos pasar a otra con idéntico recorrido pero en
sentido opuesto, y con el mismo dominio de parametros.

Definicién 1.18 Sic: [a,b] — R" es cualquier camino, se llama camino opuesto de c
a Cop : |a,b] — R™, definido por

Cop(t) = cla+b—1).

El paso de una trayectoria con un parametro a otra trayectoria con la misma imagen
pero con otro parametro ocurre en mas contextos que en los de cambio de sentido. Piénsese,
por ejemplo, en el recorrido de una misma curva en el mismo sentido pero a velocidades
diferentes. En orden a manejar integrales sobre la misma imagen pero obtenidas a través de
trayectorias diferentes, formalizados la situacién de la siguiente manera.

Definicién 1.19 Sean ¢y : I = [a1,b1] — R", ¢3 : Iy = [az,bs] — R", dos caminos de
clase C' a trozos y con la misma imagen, es decir, c1(I;) = co(I5). Diremos que la funcidn
h: I, — I es un cambio de pardmetro(s) cuando cg = ¢1 o h y ademds h cumpla las
siguientes condiciones:

= es biyectiva;




CALCULO INTEGRAL 39

» es de clase C' a trozos;
» su deriwada es no nula en todos los puntos donde exista (ya sea bilateral o lateral).

1remos que Co €S Una ; ,on de ¢1 cuando existe un cambio de pardmetros
D c reparametrizacion de ¢ d t bio d t
que convierte el pardmetro de ¢y en el pardmetro de cs.

I = [a17b1]

I, = [ag, by

Figura 1.16: Diagrama de un cambio de parametros

21. Las condiciones impuestas a los cambios de pardametros nos permiten asegurar
que la relacién “c, es una reparametrizacion de ¢;” es de equivalencia (]ED

En [IT] no se exige que la derivada del cambio de pardmetros sea no nula, con lo que su
funcién inversa podria tener derivada infinita en algunos puntos.

En otros textos, se dice también que los caminos ¢; y ¢ son equivalentes (ver, por
ejemplo, [2], definicién 2.6.9).

Ejemplo 1.20 (continuacién del [1.17}) El camino ¢y es una reparametrizacién de ¢;.
El cambio de pardmetros es t; = h(ty) = 27 — t5, decreciente. [ |

Ejemplo 1.21 La gréfica de y = |z|, =1 < 2 < 1 puede parametrizarse de modo obvio
tomando a la x como pardmetro, ¢;(x) = (z,|x|), y entonces la parametrizaciéon no tiene

-1 1

Figura 1.17: Grafica de |z|, con —1 <z <1

derivada en el origen (el punto que da lugar al vértice de la gréfica).

Y Gracias al teorema de la funcién inversa para funciones reales de una variable.
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Pero también puede parametrizarse mediante ¢z : [—1,1] — R2 eo(t) = (£3,]83]) v
entonces si que existe ¢3'(0) = 0 @ La existencia de derivada no contradice la presencia
del vértice, puesto que se trata de la imagen de la funcién ¢ y no de la grafica de la funcion
c2, v como la derivada es nula no apunta ninguna direccién de una tangente en el vértice.

La biyeccién h : [—1,1] — [—1,1] que relaciona las dos parametrizaciones y cumple
c2 = ¢y 0 h es h(t) = t3, que tiene derivada nula en ¢ = 0, y por tanto no es un cambio de

h(t)

Figura 1.18: Grafica de t3, con -1 <t <1

parametros, co no es una reparametrizacion de c;. |

22. No perder de vista que ahora no tratamos en general con graficas de funciones,
sino con iméagenes de funciones.

Dos funciones diferentes no pueden compartir la misma grafica, pero si que pueden
compartir la misma imagen.

Cuando una grafica presenta una singularidad en forma de vértice, podemos estar
seguros de que la funcion no es derivable en el punto al que corresponde el vértice.
En cambio, la imagen puede tener un vértice sin que la funcién deje de ser derivable.

El hecho de que h sea inyectiva y continua obliga a que sea estrictamente mondtona (ED,
por lo que necesariamente se tendra una de las dos posibilidades siguientes:

1. h es estrictamente creciente, y h/'(t3) > 0 en todos los puntos ty € I en los que exista
la derivada de h (lateral o bilateral);

20La derivada de una funcién vectorial se calcula componente a componente. La primera componente de
c2, t ~ t3 es derivable con derivada 3t2, que en el origen es nula. Para obtener la derivada de la segunda
componente, t ~+ [t3|, no podemos aplicar las reglas de derivacién, por lo que calculamos los limites laterales
del cociente de incrementos, lo que nos permite distinguir los dos casos, t positivo y ¢ negativo:

2Ver, por ejemplo, [1], ejercicio 4.62.
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h creciente

h decreciente

Figura 1.19: Como h es continua y biyectiva entre dos intervalos cerrados y acotados, su gréfica no
puede dar saltos ni repetir valores y ha de llegar a los dos extremos, con lo que no hay
mas que dos posibilidades: o es estrictamente creciente o es estrictamente decreciente

2. h es estrictamente decreciente, y h'(t3) < 0 en todos los puntos t, € I3 en los que exista
la derivada de h (lateral o bilateral).

Definicién 1.22 En el primer caso diremos que h conserva la orientacion o que ¢y y
cy tienen la misma orientacion, y en el sequndo caso que h invierte la orientacion
0 que c1 Yy cg tienen orientaciones opuestas.

23. Notese que no hemos definido, por ahora, qué se entiende por orientacién.

La biyectividad de h garantiza que los extremos del intervalo I; se corresponden con
los extremos del intervalo I5; es decir, que se tiene una y s6lo una de las dos posibilidades
siguientes:

= si h es creciente, entonces h(as) = a; y h(by) = by, por lo que ca(as) = e1(a1) y
ca(bs) = ex(by);

= y si h es decreciente, entonces h(as) = by y h(by) = aq, por lo que ca(az) = e1(by) y
C2(b2) = cl(al).

Obsérvese que en el caso especial de que la imagen de la trayectoria sea cerrada, es decir,
cuando ¢1(ay) = ¢1(by), la correspondencia entre los puntos “extremos” de la imagen (que
ahora no son verdaderos extremos) no nos aclara si hay o no cambio de orientacién. En otras
palabras, puede ocurrir, por ejemplo, que c3(az) = ¢1(a1) y ea(bs) = €1(b1) pero que h sea
decreciente.

1.2.4. Efectos de los cambios de parametros en el valor de las integrales

Teorema 1.23 Sea f un campo escalar continuo sobre la imagen de la trayectoria ci de
clase C' a trozos, y sea cg una reparametrizacion de ¢1. Entonces

/fds:/fds.

c2 c1
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DEMOSTRACION: Supondremos en primer lugar que ¢, c3 y h son las tres diferenciables
con continuidad. Entonces la regla de la cadena nos garantiza que (notaciones como en la

definicién c'(t) = W(t)el (h(t)) y por tanto ||es(t)]] = |W(t)]||ed’(h(t))]|. Aplicando

ahora la formula del cambio de variable para integrales de funciones de una variable (apartado

113,

/f@:/ﬂmmwﬂwwz/ﬂqwmwwwdmwmwz

:7ﬂqu¢wmm=/fm

donde en la pentiltima igualdad hemos hecho el cambio u = h(t) y para probarla hemos
distinguido dos casos posibles, a saber,

» h creciente. Entonces, |W'(t)| = h/(t), h(az) = a1 y h(by) = b1, con lo que la igualdad
resulta obvia.

» h decreciente. Entonces, |h'(t)| = —h/(t), h(az) = by y h(bs) = ay, con lo que
bo
[ fesm@n Ol lex (o)) dt = l/fq et Mw—/fq ex (]| du.
a2

A partir de lo que hemos probado puede deducirse el caso en que alguna (o varias) de
las funciones ¢1, ¢3 y h sean solamente de clase @' a trozos @

Teorema 1.24 Sea F' un campo vectorial continuo sobre la imagen de la trayectoria ¢, de
clase @' a trozos, y sea cy una reparametrizacion de ¢y. Entonces

/F-ds:i/F-ds,
c2 c1

donde el signo depende de si ¢y y co tienen o no la misma orientacion.

22Pasamos ahora al caso general, en el que ¢q, ¢z y h solamente son de clase @' a trozos. La estrategia
de la demostracién consistird en descomponer los caminos ¢ y ¢z en sumas de caminos de clase G con la
condicion adicional de que también la restriccién del cambio de pardametros h sea un cambio de pardmetros
de clase @! para cada sumando.

En I5 hay un conjunto finito de puntos, F3, donde o la funcién h o la funcién ¢, incumplen las condiciones
para ser de clase C1. Y en I; hay un conjunto finito (cuando decimos conjunto finito admitimos la posibilidad
de que sea vacio), Fy, donde ¢; incumple la condicién de clase G

En I; consideramos el conjunto F; U h(Fy), y en I el conjunto Fy U h_l(Fl)7 ambos finitos y homélogos
mediante h, que determinan sendas particiones en I; e I5. Aplicamos el resultado ya probado a cada una de
los subintervalos de I; e Is asi obtenidos y con ello terminamos la demostracién, gracias al teorema
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DEMOSTRACION: La demostracion es totalmente andloga a la del teorema anterior, [1.23,
El tinico cambio resaltable es que ahora

/ F.ds = / f(ea(t)) - e'(t) dt = / Flea(h(t)) - ex' (h(E)R(t) di =

_ :I:/blf(cl(u)) ex'(u) du = i/F - ds,

Cc1

donde el signo depende de si h' es positiva o negativa.

24. Suele decirse que la integral de un campo vectorial sobre un camino es una
integral orientada, depende del sentido de recorrido, mientras que la de un campo
escalar no es orientada, es independiente del sentido de recorrido.

Esto es congruente con el hecho de que una integral de un campo escalar positivo siempre
es positiva, @ mientras que no hay un resultado similar en integrales de campos vectoriales.

23Puesto que en la integral de la definicién todos los factores que aparecen en el integrando son
positivos.
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1.3. Integrales sobre curvas

En cierta clase de problemas nos interesara la parametrizacion, no sélo su imagen (por
ejemplo, cuando analicemos el recorrido de un objeto en movimiento, su velocidad, etc.),
mientras que en otros sélo querremos recurrir a una trayectoria de modo auxiliar, no porque
sea esencial a la cuestién que estamos estudiando (por ejemplo, al medir una longitud).
En este apartado el objeto sobre el que integraremos sera una curva en si misma, no una
parametrizacién suya.

Supdngase que se tiene una curva con puntos miultiples, como una lemniscata de Bernoulli
o un folium de Descartes. Pueden parametrizarse de varias maneras, como todas las curvas,

N\ J/

Figura 1.20: Cuatro sentidos de recorrido para la lemniscata (22 +y?)? = 22 — y2, conjugando las dos
posibilidades de orientacién en las dos mitades (seguir cada uno de los cuatro colores)

o [ A

Figura 1.21: Cuatro sentidos de recorrido para el folium de Descartes 2% +y3 = xy (recérrase siguiendo
cada uno de los cuatro colores)

pero al tener un punto multiple aparecen mas de dos sentidos de recorrido, lo que complica
su estudio. Por motivos como éste, no daremos una teoria general de integrales sobre curvas,
que seria un objetivo excesivamente ambicioso, nos limitaremos a dos tipos especiales de
curvas sobre las que estamos en condiciones de comprender las demostraciones (aunque por
motivos de calendario no las demos).
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Definicién 1.25

1. Una curva simple (o arco simple) en R™, C, es la imagen de un camino c :
[a,b] — R™ que es una funcion inyectiva y regular a trozos (o sea, que salvo en un
nimero finito de puntos, es de clase C' y con derivada no nula).

Cuando hablemos de una parametrizacion de una curva simple entenderemos que
nos referimos a un camino que cumple todas estas condiciones.

Los puntos c(a) y c(b) de C son los extremos de la curva simple C' (%))

2. Una curva cerrada simple en R™, C, es la imagen de un camino c : [a,b] — R™
reqular a trozos que es una funcion inyectiva sobre [a,b) y verifique que c(a) = c(b).

Cuando hablemos de una parametrizacion de una curva cerrada simple entendere-
mos que nos referimos a un camino que cumple todas estas condiciones.

Observar que una curva cerrada simple no es una curva simple, de modo que la expresion
“cerrada simple” hay que entenderla como un todo.

La suma de dos curvas simples, C' = C; 4+ C5 es la imagen de un camino que sea
suma de sendas parametrizaciones de C'; y Cy, siempre que estas parametrizaciones se puedan
sumar, claro. Puede que C; + (5 sea una curva simple, pero también puede ser una curva
cerrada simple, o no ser ninguna de las dos cosas, todo depende de las intersecciones que
haya entre C y Cs.

El siguiente resultado garantiza que tanto para las curvas simples como para las curvas
cerradas simples pueden definirse dos y sélo dos orientaciones diferentes.

Teorema 1.26 Las curvas simples y las curvas cerradas simples tienen la siguiente propie-
dad: dada una parametrizacion suya, cualquier otra parametrizacion de la misma curva es o
una reparametrizacion que conserva la ortentacion o una reparametrizacion que invierte la
orientacion.

Aun para los dos casos especialmente sencillos de curvas que nosotros tratamos, las
demostraciones del teorema son relativamente complicadas. Consular una demostracién
en [2], desde el teorema 2.6.23 hasta el ejemplo 2.6.31 (para los arcos simples) y en [2],
teoremas 6.2.10 y 6.2.12 (para las curvas cerradas simples).

Como consecuencia del teorema[L.26] todas las parametrizaciones de un mismo arco sim-
ple pueden dividirse en dos clases, con el criterio de que dos parametrizaciones pertenecen
a la misma clase cuando el cambio de pardametros es creciente y pertenecen a distinta clase
cuando el cambio de pardmetros es decreciente. Cada una de estas dos clases se llama orien-
tacion del arco simple. De la misma forma se define una orientaciéon de una curva cerrada
simple.

Definicién 1.27 Una curva (simple o cerrada simple) orientada es el resultado de
seleccionar una de las dos orientaciones posibles. Las parametrizaciones que pertenecen a la
clase seleccionada se dice que son compatibles con la orientacion.

24Observando que la aplicacién cg L5 ¢y es continua y biyectiva, y argumentando como hicimos a conti-
nuacién del ejemplo se demuestra que el conjunto {c(a), c(b)} es independiente de la parametrizacién
de C.
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Un curva orientada, tanto si es simple como si es cerrada simple, se denota por C'* o por
C~. La unica condicion para elegir el superindice + o el — es que, para la misma curva C|
las curvas orientadas C* y C'~ tengan orientaciones opuestas, es decir, para pasar de una

) )
parametrizaciéon de C'* a una de C'~, o viceversa, el cambio de pardmetro sea decreciente.

25. La asignacion del signo + o del signo — es, en principio, totalmente discre-
cional.

Definicién 1.28 Dado un campo escalar continuo f sobre una curva simple o sobre una
curva cerrada simple C', f : C — R, la integral del campo sobre la curva es la integral
del campo sobre cualquier parametrizacion de la curva. Notacion: fC fds.

Y dado un campo vectorial continuo F sobre una curva simple orientada o sobre una
curva cerrada simple orientada, F : C — R", la integral del campo sobre la curva
orientada C7 es la integral del campo sobre cualquier parametrizacion de CT, es decir,
sobre una parametrizacion de la curva C que pertenezca al conjunto de parametrizaciones
que constituyen la orientacion de C*. Notacion: fc+ F -ds.

En coherencia con la notacion introducida en la pagina , pondremos también f o+ B
dS = fCJr Fldl’l + .- +Fndl'n

Tal como estd enunciada la definicién [1.28] resulta que para definir la integral de un
campo escalar o de un campo vectorial sobre una curva se toma una cierta parametrizacion
de la curva (de las que tenemos una infinidad para elegir) y se utiliza esa parametrizacién
para calcular la integral. Asi que se ha dejado un elemento al azar que puede dar lugar a
una indeterminacion del concepto: jqué ocurre si al elegir dos parametrizaciones resulta que
el valor de la integral es distinto?, ;cudl es el valor de la integral sobre la curva?

Corolario 1.29 Gracias a los teoremas[1.23, [1.24 y[1.26, la definicion[1.2§ es correcta. Y
ademds, con los datos como en la definicion la integral de un campo escalar f sobre
una C' no depende de la orientacion de ésta, mientras que la integral de un campo vectorial

F' st que depende:
/F~ds:—/F-ds.
Cc- c+

DEMOSTRACION: Consideremos la integral de un campo vectorial F' sobre una curva simple
(o cerrada simple) orientada C'*. Por la definicién la curva C', sin orientar, tiene alguna
parametrizacion c. Si ¢ no es una de las parametrizaciones de la orientacion de C'*, entonces
su opuesta Cop tiene que ser necesariamente orientacion de C*, gracias al teorema (tal
como se argument6 cuando se dio la definicién de orientacion). Asi hemos comprobado que
siempre hay alguna parametrizacion compatible con la orientacién de C+.

Si ahora tomamos dos parametrizaciones de la curva C, entonces el teoremal[l.24 garantiza
que si ambas son compatibles con la orientacion de C™, la integral es la misma, lo que termina
la comprobacién de que la definicién |1.28 es correcta para el caso de integrales de campos
vectoriales. Y, por el mismo teorema, las integrales toman valores opuestos en el caso de que
cada una de las dos parametrizaciones pertenezca a una orientacion.

Para las integrales de campos escalares, el razonamiento es similar, aplicando el teorema
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[1.23 en lugar del teorema y sin necesidad de distinguir los casos en que dos parametri-
zaciones pertenezcan a la misma orientacion.

Para la integral sobre una curva cerrada se utiliza también el simbolo ¢, en lugar del
stmbolo f , especialmente en el andlisis de funciones de variable compleja.

Para curvas simples y para curvas cerradas simples podemos dar ahora una definicién de
su longitud:

Definicién 1.30 St C' C R" es o una curva simple o una curva cerrada simple, llamaremos
longitud de C' a la integral de la funcion constantemente igual a 1 sobre C':

10y = [as= [as= / e/t
C c a

donde ¢ : [a,b] — R es una parametrizacion de C.

La ultima definicion requiere una explicacion que legitime el uso que hacemos en ella de
la palabra longitud. Para ello recurrimos al teorema y observamos que la integral de la
funcién constantemente igual a 1 sobre un camino es igual al limite de las longitudes de unas
poligonales inscritas en la imagen del camino (ver figura . También podemos imaginar,
sobre una curva C' contenida en un plano (ver figura , el conjunto comprendido entre

| ——
e

\

Figura 1.22: La integral de 1 sobre C' C R? podemos considerarla como una forma de medir el area
de la parte coloreada

C y la grafica de la funcién constantemente igual a 1 como una superficie que, una vez
rectificada la curva (enderezéndola, pero sin estirarla ni encogerla), serfa un rectangulo de
altura 1y de base ¢(C'), con lo que su drea serfa igual a ¢(C).

Por otra parte, la definicién es correcta porque el teorema nos garantiza que el valor
de la integral es el mismo independientemente de cudl sea el camino que utilicemos para
parametrizar C'.
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26. La definicién de longitud no seria correcto aplicarla a otras “curvas” distintas
de los arcos simples y las curvas cerradas simples, a menos que demostremos pre-
viamente que, también para esas curvas, la integral de la funcién 1 es independiente
de la parametrizacién.
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1.4. Campos conservativos

La técnica més conocida para calcular la integral de una funcién de una variable sobre
un intervalo cerrado y acotado consiste en buscar una antiderivada para a continuacién
aplicar la regla de Barrow. Este procedimiento, que se utiliza tan a menudo, parece dar por
descontado que todas las funciones que manejamos tienen antiderivada. Y con razon, porque
todas las funciones continuas tienen antiderivada, como se sigue inmediatamente del teorema
fundamental del calculo (teorema (ED

Para integrales de campos vectoriales sobre caminos, el teorema fundamental del calculo
generalizado ((1.16)) constituye una ampliacién de la regla de Barrow que nos proporciona una
formula para la integral de un gradiente a lo largo de un camino regular a trozos. La integral
se obtiene evaluando la funcién escalar cuyo gradiente es el campo vectorial, en el punto
final y en el punto inicial de la imagen del camino, y restando. Como primera consecuencia,

Figura 1.23: Varios caminos con el mismo punto inicial, A, y el mismo punto final, B

el valor de la integral de un gradiente no depende propiamente del camino, sino solamente
de sus puntos inicial y final. Otro corolario es que cuando integremos un gradiente sobre un
camino cerrado, el resultado sera siempre igual a cero.

La primera pregunta que queremos resolver en este apartado es si esto ocurre siempre,
como en el caso de funciones con valores en R! que acabamos de citar, o, por el contrario,
cuando n es mayor o igual que 2 hay funciones con valores en R" que no son un gradiente.

Pues bien, en cuanto estemos en dimension mayor o igual que 2, no es cierto que todos
los campos vectoriales continuos sean el gradiente de un campo escalar. Basta observar, por
ejemplo, que el rotacional @, de un gradiente de clase €' siempre es nulo (ED, y es facil

25 Asunto totalmente distinto es si esa antiderivada es una funcién elemental, en el sentido en el que se
explica en una nota al pie de la pagina

268] F: U — R3, donde U C R?, es un campo vectorial tridimensional, que tiene por funciones compo-
nentes Fy, F5 y F3, recordemos que el rotacional de F' es el campo vectorial

rot F=V x F:U — R?,

i j k
00 9\ (OB OF R OFy . OF . OR
8$1 8332 8$3 p)= 8x2p 8x3p’8333p 8x1p’8m1p axgp '
F, B B

2TSi F = V f es de clase @', entonces las derivadas segundas de f existen y son continuas, puesto que sus
derivadas primeras no son otras que las componentes de F. Al ser f de clase €2, sus derivadas cruzadas son
iguales (ver, por ejemplo, [I1], apartado 3.1). Pero en este caso las tres componentes de rot(grad f) son
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construir campos de clase C> con rotacional no nulo. Mas sencillo todavia es remitirnos
al ejemplo donde hemos integrado un campo vectorial sobre un camino cerrado (en
realidad, sobre dos caminos cerrados) y no nos ha dado cero, luego ese campo vectorial no
puede ser un gradiente.

Asi, pues, ya sabemos que no siempre la integral de un campo vectorial es independiente
del camino recorrido y que esta propiedad si que es cierta para los campos que sean un
gradiente (es una propiedad necesaria de los campos que son un gradiente). Nuestro objetivo
ahora es saber hasta qué punto esta propiedad es también suficiente para asegurar que el
campo en cuestién es un gradiente de otro campo. Ademas, caracterizar los casos en los que
se dé esta importante propiedad.

27. Cuando en matematicas hablamos de “caracterizar”, de “caracterizacion”,
de “propiedad caracteristica”, etc., siempre nos referimos a una propiedad que sea
necesaria y suficiente.

Y resolver los mismos interrogantes para la propiedad de que las integrales sobre curvas
cerradas simples sean siempre nulas.

28. Resumiendo, sea F' : R” — R" una funcién continua.

» F' = Vf para alguna f = la integral ch - ds sblo depende de los puntos
inicial y final de ¢

» F' =V [ para alguna f = la integral fCF -ds es nula siempre que los puntos
inicial y final de ¢ sean iguales

= Las implicaciones reciprocas de las dos anteriores son ciertas cuando n = 1.

iSon ciertas las implicaciones reciprocas también cuando n > 27

El teorema dara una respuesta afirmativa a esta pregunta, al menos cuando la
formulemos para campos que tengan todas las derivadas de primer orden continuas y cuyo
dominio de definicién sea un conjunto abierto @

Para ello nos interesard saber de qué forma construir un campo escalar cuyo gradiente
sea un campo vectorial conocido. Empezaremos resolviendo un ejemplo. Lo haremos por tres
métodos distintos, que seran ilustrativos de las demostraciones de varias partes de nuestro
resultado principal (teorema .

Ejemplo 1.31 Considérese sobre el campo F(x,y,z) = (y,x + z cos(yz),ycos(yz)) la pre-
gunta jexiste un campo escalar f : R?> — R tal que Vf = F?

diferencia de dos derivadas cruzadas, luego son nulas:

g 0% f 0% f 0% f 0% f %f \
rot(gradf) B (8$2 833‘3 B 8$3 8332’ 6]}3 8.731 B 61‘1 8.1337 833‘1 8.132 - 833‘2 8.131) n (0,070) '

28Un conjunto D C R™ es abierto cuando ningtin punto suyo es limite de una sucesién de puntos de fuera
de D.
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METODO 1. Definimos f(z,y,2) = fox Fi(t,0,0)dt + foy Fy(z,t,0)dt + fOZ Fs(z,y,t)dt =
JJwdt + [ ycos(yt) dt = xy + sin(yz). Y comprobamos trivialmente que el gradiente
de la funcién f es efectivamente F'.

En la demostracién del teorema [1.32] se vera que la construccion de esta f no es una
mera idea feliz.

METODO 2. Definimos  f(x,y,2) = fol F(tz,ty,tz) - (x,y,2)dt = fol 2ty +
2tyz cos(t?yz)| dt = xy + sin(yz).

También esta definiciéon de f tiene una justificacion, ya que este método aparece de
manera natural cuando se quiere construir f sobre un conjunto estrellado (ver la parte

C) del teorema |1.32)).

METODO 3. En los anteriores métodos hemos comenzado dando una funcién que es candi-
data a ser un campo escalar cuyo gradiente en F'. Estos procedimientos son validos
con caracter general para algunos dominios de definicién del campo F', pero no sobre
todos. Nuestro ultimo método no presupone que tengamos un candidato a la solucion
(ni que exista solucion).

Estamos buscando una solucién al sistema de ecuaciones

of . )
gr 1Y

of
8—y—F2—x+zcos(yz) -
of .

5, = F3 = ycos(yz)

donde la incégnita es f. Integrando respecto de x la primera ecuacién,

f(x,y,2) = 2y + o(y, 2),

donde ¢(y, 2) es la llamada “constante de integracién”, que es constante como funcién
de x, pero puede depender de las otras dos variables. Ahora que sabemos que f es igual
a ry mas una funcién que no depende de x, metemos ese dato en la segunda ecuacién,
lo que nos da

of dp Op

= — = R = _
x + zcos(yz) 3y T+ dy’ 3y

= zcos(yz).

Integramos respecto de y para obtener informacién sobre la funcion ¢, con el resultado

oy, z) =sin(yz) +¥(z), = f(z,y,2) =2y +sin(yz) + ¥(z),
donde v es la constante de integracion, lo que ahora significa que es una funciéon que
no depende de y ni de z.

Por tltimo, introducimos estos datos en la tercera ecuacion,

0
yeos(yz) = 90 = yeos(yz) +4/(z), = W(z) =0,
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asi que 1) es una constante genuina, 1(z) = k. Concluimos que el sistema de ecuaciones
tiene solucion y que cualquier solucién es de la forma

f(z,y,2) = zy +sin(yz) + k.

con k € R. m

En el teorema siguiente supondremos que n > 1 (aunque no es imprescindible), dado que
el caso n = 1 estd resuelto. Obsérvese, por otro lado, que un parte de la tesis C) depende de
la dimension n, pero el resto vale en realidad para cualquier dimension.

Teorema 1.32 Supondremos dado un conjunto abierto (**) D C R™. Considérense las si-
guientes propiedades, referidas a un campo vectorial F : D — R™ de clase G':

1. La integral de F a lo largo de cualquier trayectoria de clase C' a trozos y cerrada cuya
imagen esté contenida en D, es nula.

1°. La integral de F' a lo largo de cualquier curva cerrada simple orientada y contenida en
D es nula.

2. Las integrales de F sobre dos trayectorias de clase @' a trozos cuyas imdgenes estén
contenidas en D y tengan el mismo origen y el mismo extremo, son iguales.

2°. La integral de F' sobre una curva simple orientada que esté contenida en D sélo depende
del punto inicial y del punto final de la curva.

3. F es el gradiente de alguna funcion escalar.

4. Para todo par de indices 1,7 = 1,...,n, se cumple que
oF;  OF;
('33:j N éhcl .

(En el caso n = 3 estd propiedad equivale a rot F = 0.)

Entonces
A== <=[E=U
B) [ =3
C) Y = @ siempre que se cumpla alguna de las siguientes condiciones adicionales (@

= D es “estrellado” (@
» n=2 y ademds D no “encierra agujeros” (ver apartado|2.6.

» n =23y ademds D es todo R?® excepto un nimero finito de puntos.

DEMOSTRACION: (PARCIAL)
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Figura 1.24: Imagen de una trayectoria en R? de clase C! y cerrada, pero que no es una curva
cerrada simple. Y de un camino de clase @' que no es una curva simple

A)Il<= [y 2l < [2: No las haremos. Las implicaciones hacia la derecha son in-
mediatas, aplicar la definicion [1.28, Pero las implicaciones hacia la izquierda son
maés laboriosas ().

M = 2t Sicy y ce son dos caminos en D que comparten punto inicial y punto final,
entonces puede construirse ¢; + (€2)op, que es un camino cerrado. Aplicandole la
hipotesis|l|, obtendremos la igualdad de las integrales sobre ¢; y sobre ca:

0= / F-ds:/F~ds—|— / F-ds:/F-ds—/F-ds.

ci+(e2)op (c2)op

A U ; B m B A : o B
(a) (b) ()

Figura 1.25: Demostracién de:> . (a) Los caminos ¢1 y c2. (b) El camino (c2)op- (c) El
camino ¢1 + (¢2)op

Bl = Mk Se sigue del teorema sobre la igualdad de las derivadas cruzadas para fun-
ciones de clase C?, puesto que si F = V f es de clase !, entonces necesariamente

fecy
oF; 0 (Of\ 0 (0f\ OF
8iL'j N aiL'j 8951 N 833'1 ai[}j N 8351 ’
— [ Es consecuencia directa del teorema fundamental del calculo generalizado

(teorema[1.16).

2l = Bt Supondremos, para simplificar, que D = R", o que D es un rectangulo (si
estamos en R?) o un paralelepipedo (si estamos en R?) que contiene al origen. El

29Ver también la condicién de que D sea simplemente conexo ([2], definicién 7.6.3 y teorema 7.6.5).

30Un conjunto D se dice que es estrellado cuando tiene algiin punto pg € D para el que se cumple que
para cualquier otro p € D todo el segmento [po, p] estd contenido en D.

31Si queremos demostrar que|1f = [1} tomaremos cualquier trayectoria ¢ : [a,b] — D, de clase C! a trozos
y con ¢(a) = c(b), con el fin de demostrar que [, F - ds = 0. No podremos aplicar directamente , puesto
que es posible que ¢ no sea la parametrizacién de ninguna curva cerrada simple (puede tener puntos dobles),
asi que habréa que utilizar otra estrategia més elaborada.
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caso general no lo demostraremos (@

Haremos la demostracion para tres variables, el caso general seria completamente
andlogo. Para cada punto p = (x,y, z) definase f(p) como la integral de F a lo
largo de un camino cualquiera que va desde el origen hasta p y esta contenido
en D. Demostramos a continuacién que %(p) = F3(p), eligiendo para ello un
camino que nos convenga, y del mismo modo se probaria para las demas variables,

cambiando de camino segun cual sea la variable. Gracias a la hipotesis podemos

(0.y,2)

(x,y,2)

(0,0,0) N

(0,y,0)
C\

(x,0,0)

< (x,y,0)
X G

Figura 1.26: f(z,y, z) se define como la integral de F' sobre cualquier camino que vaya desde
(0,0,0) hasta (x,y, z). En verde, el camino utilizado para la demostracién de que
0f /0z = F'3. En rojo, el que usariamos para probar que 0f/0y = F

suponer que la trayectoria que utilizamos para calcular el valor de f es cualquiera,
asi que tomamos la trayectoria poligonal ¢ que vaya uniendo los puntos (0,0,0),
(2,0,0), (z,y,0), (z,y, ). Para ello ponemos ¢ como la suma ¢, + ¢, + ¢, donde
cada uno de los tres caminos parametriza uno de los segmentos.

Las parametrizaciones pueden elegirse de esta manera, donde los signos dependen
de si el correspondiente valor de x, y o z es positivo o negativo (@:

c;: [0,]z]] — D, e.(t) = (££,0,0)
Cy - [07 |y|] — D, Cy<t) = (37, :tt,O)
c.:[0,]z]] — D, e.(t) = (z,y,£t)

Entonces ¢, = (+1,0,0), ¢, = (0,£1,0), ¢, = (0,0, %1), Iuego

328e requiere el manejo del concepto topoldgico de componente conexa. Ver una demostracién en [2],
teorema 5.5.6.

33En los casos en los que alguna coordenada sea nula, por ejemplo y = 0, el correspondiente camino es
degenerado, ¢, : {0} — D, ¢,(0) = («,0,0), y la integral de F sobre ¢l es nula. Luego también en este caso
se tiene que [, F -ds = [} Fy(x,t,0) dt.
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y por tanto:

f(l’,yaz):/F'dSZ/F~ds+/F'ds+/F-ds:

+z +y +2z

0 0

o —

Y z

:/Fl(t,0,0) dt+/F2(a7,t,0)dt+/Fg(a:,y,t)dt
0

0 0

(en las integrales en las que aparezcan los signos —, hacer un cambio de variable
= —t).

Ahora derivamos respecto de z. Las dos primeras integrales no contienen a la
variable z, de modo que su derivada es nula. Aplicamos el teorema fundamental

del calculo a la tercera integral y concluimos que f es derivable en p respecto a
z, y su derivada es F3(p).

Derivar f respecto a x usando la formula anterior no es tan facil como derivarla

respecto a z. Por ello, para probar que %(p) = Fi(p), elegiriamos la poligonal

(0,0,0) — (0,4,0) — (0,y,2) — (x,y,2). Y andlogamente para demostrar que
&2(p) = F(p).

B) El campo F(z,y) = (x2_—i—yy2’ o _x'_ y2) cumple la propiedadH pero no la propiedad.
En efecto,
(4): es de comprobacién rutinaria;
(1): siintegramos a lo largo del circulo unidad ¢(t) = (cost,sint), 0 <t < 2,
2
/F-ds = /(sinzt—l—coszt) dt = 2w # 0.

0

29. Puede parecer que el campo del ejemplo puesto en esta demostracion de la
parte B) del teorema si que cumple la propiedad |3| del enunciado, puesto que sus

componentes son las derivadas parciales de la funcién angulo polar, arctan =.
x

Pero no es asi @, dado que el dominio de F' es todo el plano menos el origen, D =
R2\{(0,0)}, mientras que el campo escalar f(z,y) = arctan Y 10 esté definido sobre
x

la totalidad de D, sino solamente sobre todo el plano menos el eje coordenado
vertical, Dy = R*\({0} x R). (%)

34No podia ser que la cumpliera, una vez que hemos demostrado que no cumple la 1|y que |3| =

3%Y si nos limitamos a Dy, entonces si que él gradiente de f coincide con la restricciéon de F a Dy. Lo
que ocurre es que no entramos en contradiccion con el ejemplo puesto més arriba porque ahora no tenemos
derecho a integrar a lo largo del circulo unidad la restriccién de F' a Dy, ya que el circulo se sale de Dy.
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c(t)=(cos t, sint)

Figura 1.27: El dominio de F es todo el plano menos el origen. Contiene a la imagen de c. El
dominio de f es menor, todo el plano menos el eje Y. No contiene a la imagen
de c

C) No haremos demostraciones completas de que las condiciones del enunciado son sufi-
cientes para demostrar que |4 implica alguna de las otras condiciones.

Para una demostracién de la suficiencia de la hipétesis de que D sea estrellado, ver el
apartado [1.5.2, Daremos justificaciones de la suficiencia de la hipdtesis de que D no
contenga agujeros (cuando n = 2) y de que D sea todo el espacio salvo un conjunto

finito (cuando n = 3) en los apartados v[3.5.6, respectivamente.

Con esto finalizamos la demostracion.

Definicién 1.33 Los campos que cumplen las condiciones[1, [1,[3, [’ o[3, se llaman con-
servativos o exactos, mientas que un campo que cumpla la condicion [4) se dice que es
cerrado.

St F =YV f, el campo escalar —f se llama funcion potencial de F'.

30. Elsigno “—” que precede a f se debe a la interpretacion que tiene la funcion
potencial en las aplicaciones fisicas.

31. En algunos textos se utilizan las palabras “conservativo” y “cerrado” como
sinénimos, lo cual es correcto si, por ejemplo, se trabaja solamente con campos que
estén definidos sobre el espacio total. Si no se concreta ninguna condicién sobre los
dominios de definicién, no es correcto utilizar el mismo nombre para los campos que
cumplan la condicion (] que para los que cumplan la condicién [1] o sus equivalentes.

En el teorema se probo un reciproco parcial de la propiedad de que el rotacional de
un gradiente de clase C! sobre R? sea nulo. También puede probarse un reciproco de otro




CALCULO INTEGRAL 57

resultado similar, que la divergencia @ de un rotacional de clase C! es siempre nula:

Teorema 1.34 Si F : R? — R3 es un campo vectorial de clase C, las siquientes condicio-
nes son equivalentes:

1. divF =0.

2. Emiste un campo vectorial G de clase € sobre R? tal que rotG = F'.
DEMOSTRACION: [I1], ejercicio 8.3.16.

El hecho de que un campo vectorial sea un gradiente o sea un rotacional tiene impor-
tantes consecuencias en algunas modelizaciones de fenémenos fisicos, mas alla de su interés
matematico. El resultado conocido como descomposicion de Helmholtz, garantiza que, bajo
ciertas condiciones de regularidad y de convergencia a cero en el infinito, un campo vecto-
rial F : R?> — R? puede descomponerse en suma de un campo con rotacional nulo més
otro campo con divergencia nula, o, lo que es lo mismo, en suma de un gradiente mas un
rotacional.

36Si F: U — R™, donde U C R, es un campo vectorial n-dimensional que tiene por funciones compo-
nentes Fi,..., F,, recordemos que la divergencia de F' es el campo escalar

oFy

divF =V -F:U— R, pMT(p)+...+aF”
Ty

ox,

(p)-
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1.5. Notas adicionales

1.5.1. Ejemplos de integrales de campos vectoriales sobre caminos

Ejemplo 1.35 Sea F' el campo vectorial definido por F'(z,y, z) = i + yj + zk = (x,y,2). Calcular [ F - ds,
conde ¢(t) = (sint,cost,t), con 0 < ¢ < 27.

Figura 1.28: F = (z,y, 2); ¢(t) = (sint,cost,t), con 0 < ¢ < 27

En este caso z(t) = cost, y(t) =sint, z(t) =t, P =z, Q =y, R = z, luego la integral es

2m 27 1 o

/(costsint—sintcost—l—t) dt = /t dt = [2 tQ} = 272, n
0

0

o

Ejemplo 1.36 Evaluar fc 22 dr + xydy + dz, donde z(t) = t, y(t) = t2, 2(t) = 1, y el pardmetro t recorre el
intervalo [0, 1].

(0,0.1)

X

Figura 1.29: F = (22, 2y,1); c(t) = (¢,t2,1), con 0 <t < 1

! 11 [

L2
5 15°

1
1 2 1
roadt=|=t34+2¢] ==
/( ) [3 *5 o 3
0

Ejemplo 1.37 Considérese el campo F(x,y, z) = 231+ yj + zk sobre una trayectoria ¢ que describa la circunfe-
rencia contenida en el plano Y Z, con radio a y centrada en el origen. Calcular fCF -ds, y comentar qué sentido
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(0,2,0)

Figura 1.30: F = (23,4, 2); ¢(t) = (0,acost,asint), con 0 <t < 27

tiene que sea nula.

Tomamos un camino que describa la circunferencia, si bien luego veremos un motivo para que la integral
dé cero sin necesidad de considerar un camino concreto. Como descripcién de la circunferencia utilizamos la
trayectoria x(t) = 0, y(t) = acost, z(t) = asint, con t € [0, 27]. Entonces,

27
/F-ds:/(O—azsintcost—i—aQsintcost) dt = 0.
c 0

La integral tenia que ser nula, puesto que la circunferencia estd contenida en el plano z = 0, por lo que el campo
es yj + zk, que resulta ser, en cada punto ¢(t), ortogonal a la circunferencia. Entonces, no importa cémo se
parametrice la curva, el producto escalar F'(c(t)) - ¢/(t) ha de ser constantemente nulo. |

1.5.2. Lema de Poincaré para conjuntos estrellados

Teorema 1.38 (Lema de Poincaré) Si D C R™ es un conjunto estrellado (es decir, existe un punto pg € D
tal que para todo p € D el segmento [po, p] = {po+t(p—po) : t € [0, 1]} estd contenido en D), entonces sobre
D se cumple que[4 =>[3 (cf. el enunciado del teorema|[1.32).

DEMOSTRACION: Sea F' un campo vectorial de clase C' sobre D, F' : D — R™ para el que se cumple que

OF;, OF;
81‘]‘ B 61‘1 '

Vi, j=1,...,n,

Queremos construir un campo escalar sobre D cuyo gradiente coincida con F'.
Sin pérdida de generalidad puede suponerse que pqg es el origen ([3_7])

$En caso de que p, # 0, lo que haremos serd trasladar todo el problema restando pg a D, obtener el
campo escalar y trasladar el campo escalar sumando pg.
Llamamos F™* al campo vectorial

F*:D—pyo — R", F*(p)=F(p+po),

que sigue cumpliendo la hipétesis (las derivadas parciales de F'* son las mismas que las de F') y estd definido
sobre un conjunto estrellado con “centro” en el origen. Entonces, si f* es un campo escalar D — pg — R
cuyo gradiente es F'™*, conseguimos el campo escalar que buscabamos mediante

f:D*)R7 f(p):f*(p7p0)7
cuyo gradiente es F', porque para cada i =1,...,n,

O (p) =

(P —po) = F(p—po) = F(p).
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Figura 1.31: Conjunto estrellado, con pg = 0. Segmentos des 0 hasta p

Definimos
1
/F tp) - pdt = /ZF tey, ... tey)x; dt,
0

y utilizando la Férmula de Leibniz (teorema para calcular derivadas bajo el signo de integral, obtenemos
una cualquiera de las derivadas de f, por ejemplo la derivada respecto a la primera variable:

1 1
5561 / /
0 0

1
/i tFl tp dtzFl(p),
0

OF,
Fi(tp) Fi(tp) jLZ:mz e Litp)| dt =

2

d

~

donde en la segunda igualdad hemos utilizado al hipo’tesis al sustituir OF; /0x1 por OF) /Ox;.

La siguiente férmula de Leibniz nos permite, bajo ciertas condiciones, intercambiar una derivacién y una
integracion:

0
Teorema 1.39 (Férmula de Leibniz) Si f : [a,b] X [¢,d] — R es una funcién continua con derivada 8—;
b
continua, la funcién F : [¢,d] — R, definida por F(y) = /f x,y) dz, es derivable, y su derivada es
/ 0
Fw = [ ey

DEMOSTRACION: (%)) Sean y,yo € [c,d], con y # yo.

b b
F(y) = F(yo) :/f(ﬂc,y)—f(fﬂ,yo) dm:/af

Y—1Y0 Y—%Yo 37:9

a a

(z,7) d,

*¥Ver [1], Teorema 7.40
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por el teorema del valor medio para derivadas de funciones de una variable, donde del punto 3 lo tnico que
sabemos es que [§ — yo| < |y — yo|. Entonces,

b b
of F(y) — F(yo) of of . _
/c“Ty(x’yO) dfﬂ—ﬁ S/’é)y(%yo)—ay(%y)‘ dz.

Como % es continua sobre [a,b] X [c,d], para cada € > 0 existe un 6 > 0 de modo que para todo x € [a,b] y
toda pareja u,v € [c,d] (%),

0 0
lu—v| < 0= —f(x,u) = —f(ac,v) <,
Ay dy
luego
b
of F(y) — F(yo)
0<|y—1wo <6:/—x7y0 dr — <elb-a
vl (2. 10) et B
¥Estamos usando la continuidad uniforme de %ch’ cosa que podemos hacer porque sabemos que % es

continua sobre un producto de intervalos cerrados y acotados.
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2.1. Introduccion

Igual que ocurre en el Calculo Diferencial, en el Calculo Integral surgen abundantes
cambios al pasar de una a dos variables, algunos de los cuales se resuelven de manera sencilla,
poniendo una segunda coordenada con un poco de cuidado, mientras que otros son mas
profundos y requieren un replanteamiento de la teoria porque la que valia para una variable
no vale més de una variable.

Puede decirse que buena parte de las novedades se presentan ya en el paso de una a
dos variables. En muchos aspectos, el salto de dos variables a cualquier nimero finito de
coordenadas puede reducirse a un mero incremento del niimero de coordenadas, al menos en
cuanto a las integrales multiples.

Se complica més el lenguaje necesario para integrar sobre los conjuntos que generalizan a
las superficies cuando estamos en dimensiones mayores que 3, como veremos en el capitulo

Senalamos a continuacién algunos de los que cambios que son mas significativos desde el
punto de vista del aprendizaje.

(1) En una variable integramos sobre intervalos: cerrados y acotados en la construccién
de la integral, e intervalos cualesquiera al hablar de integrales impropias. Si en alguna apli-
cacion se hace necesario integrar sobre conjuntos que sean uniones de intervalos disjuntos,
simplemente sumamos las integrales sobre cada uno de ellos. Para integrar sobre conjuntos
mas complicados lo mejor es abandonar la integral de Riemann y pasar a las de Lebesgue o
de Kurzweil-Henstock, que son mas ttiles para tratar integrales sobre conjuntos arbitrarios.

En dos variables surgen dominios de integraciéon que son muy sencillos (circulos, elipses,
etc.) y que no podemos ignorar por su importancia en las aplicaciones, pero que no pueden
descomponerse en un nimero finito de productos de intervalos (recténgulos). Por consiguiente
necesitaremos elaborar una teoria que tenga en cuenta esta complejidad @

(2) Con la integrabilidad de funciones discontinuas ocurre algo parecido. En una variable,
integrar funciones que sean discontinuas en infinitos puntos no es algo que tratemos en
un curso elemental como éste. En cambio, en dos variables nos resultarda imprescindible
necesario integrar funciones con infinitas discontinuidades, precisamente para poder solventar
la dificultad aparejada a la integrabilidad sobre conjuntos que no sean intervalos.

(3) Para el célculo de integrales en varias variables no se dispone de una férmula tan
sencilla y practica como la regla de Barrow. Esto nos llevara a estudiar la forma de reducir el
calculo de una integral doble al calculo sucesivo de dos integrales sencillas, para asi aplicar
la regla de Barrow dos veces seguidas.

Si que existen adaptaciones a varias variables de los teoremas fundamentales del calculo,
pero son mucho mas sofisticadas que un mero anadir coordenadas. Son los que se llaman
teoremas clasicos del céalculo vectorial, que a su vez se unifican en el teorema general de
Stokes.

(4) Aparecen, como seria de esperar, dificultades nuevas que son intrinsecas al hecho de
utilizar varias variables. Por ejemplo:

= La forma geométrica que tengan los dominios de definicion de las funciones afectara a
la forma de calcular las integrales.

40Fgte es el motivo por el que descomponemos el estudio en dos apartados diferentes, el y el
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= [a ausencia de un orden en los conjuntos de dos parametros origina dificultades en la
orientacion de las superficies que no se presentaban en la orientacion de las curvas.

= El “acordedn de Schwarz” ejemplifica que no siempre los enfoques utilizados en una
variable son trasladables a dos o mas variables.

Sea f: D — R una funcién acotada que depende de dos variables reales. Los dominios
de definicién de nuestras funciones podran ser subconjuntos acotados @ cualesquiera de
R2, pero con frecuencia nos limitaremos a una clase especial de conjuntos que llamaremos
regiones simples @ Esta limitaciéon se deberd a varias razones:

= las regiones simples y las uniones finitas de regiones simples son suficientes para la gran
mayoria de las aplicaciones de la integral de Riemann;

= Jlos programas de calculo simbdlico son especialmente ttiles para calcular integrales
sobre estas regiones;

= ¢l nivel de este curso solamente nos permitirda probar algunos de los resultados en
regiones de este tipo.

Nuestra guia intuitiva para la definicién de la integral de una funcién f : D — R
que sélo tome valores positivos, sera la busqueda del volumen del conjunto tridimensional
limitado entre la gréfica de f y el plano coordenado z = 0, es decir, del conjunto Q(f):

Definicién 2.1 Si D C R? y f : D — R es una funcién positiva, llamaremos Q(f) al
conjunto
Qf) ={(z,y,2) €R’: (z,9) € D, 0 < 2 < f(x,y)}.

Se puede demostrar @ que la integral que vamos a definir es la tnica funcién que mide
razonablemente el volumen de Q(f).

32. Aprovechemos para insistir en que céalculo de voliimenes es solamente una de
las utilidades que tiene el concepto que estamos introduciendo.

En realidad, nos interesa comprender el concepto de integral doble porque en las aplica-
ciones se utiliza para medidas de diversas magnitudes (fisicas, econdmicas, etc., en funcién
de la disciplina que estemos estudiando). A titulo de ejemplo, indiquemos que

= Si el conjunto bidimensional D es un modelo matematico de una placa construida con
una composicién de materiales que hace que tenga una densidad que varia en cada
punto, y f es la funciéon que a cada punto de D asocia precisamente esa densidad,
entonces podremos utilizar la integral de f sobre D para definir la masa de la placa
(en el modelo matematico).

“Excepto en el apartado

42En el caso n = 1 las regiones simples coinciden precisamente con los intervalos cerrados y acotados, que
han sido nuestros dominios de integracién en el apartado

43Ver [10], capitulo 12, teorema de unicidad.
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Grificade z = (x, Y)

Figura 2.1: Q(f) es todo el conjunto comprendido entre la grafica de f (en rojo) y el conjunto D (en
azul), considerando a D no como subconjunto de R? sino como subconjunto de R? x {0}

Ejemplo 2.2 Sea D una placa rectangular cuyo lado largo mide el doble que el lado
corto, de la que sabemos que su composicion hace que la densidad crezca a partir de
una de sus esquinas en cada direccién con el cuadrado de la distancia a esa esquina.
La idealizamos como el rectdngulo D = [0, 1] x [0, 2] y con densidad f(z,y) = 2%+ y>.

De esta manera, la masa de la placa la identificamos con el volumen de la region
limitada por la grafica de f y el plano horizontal. ]

= Cuando D sea una abstraccién de una regién de la superficie de la tierra que sea tan
pequena que la podamos considerar plana en una primera aproximacion, y f exprese
en cada punto la temperatura en un momento dado (o la altura sobre el nivel del mar,
o...), entonces la integral doble de f sobre D servirda para calcular la temperatura
media (o la altura media, etc.), de la misma manera que la integral de un campo
escalar sobre un camino sirve para calcular otros promedios (ejercicio .

= Una integral doble o triple sirve también para definir el momento de inercia de un
cuerpo, el potencial gravitacional de una distribucién de masa ([22]), la rigidez flexural
de una viga, ([I1], capitulo 6, ejercicio 41 del dltimo apartado), el campo eléctrico
definido por una distribucién de cargas, ([22], la probabilidad de que ocurra un suceso
cuya dependencia de dos magnitudes (funcién de densidad) es conocida, ([7] o [23]),
etc.

Admitiremos como punto de partida para nuestra definicién el postulado de que para los
conjuntos que sean productos cartesianos de intervalos acotados su volumen no es otro que
el producto de las longitudes de sus lados @

441,05 motivos para adherirnos a este postulado estdn en la rafz misma del concepto de multiplicacién de
ntmeros. Desde cierto punto de vista seria tan correcto decir que el drea de un rectdngulo cuyos lados midan
a y b se define como el producto ab, como decir que el producto ab se define como el drea de un rectangulo
cuyos lados midan a y b.
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Volumen = abc

b

Figura 2.2: Volumen de un paralelepipedo

2.2. Integracion de funciones definidas sobre rectangulos
2.2.1. Definiciones

Procederemos de manera muy similar al caso de una variable.

Definicién 2.3 Un rectangulo R es un producto cartesiano de dos intervalos cerrados y
acotados, R = |a,b] x [c,d].

33. Reservamos la palabra rectangulo para estos conjuntos. Lo hacemos asi para
evitar tener que repetir con frecuencia la expresién rectdngulo cerrado, acotado y
de lados paralelos a los ejes.

Definicién 2.4 Considérese una funcion acotada f : R = [a,b] X [¢,d] — R. La integral
doble (de Riemann) de f es, en caso de que exista, el nimero real al que convergen
cuando n tiende a infinito las sumas de Riemann

Sn =D FER) Az Ay,

1=1

para cualquier eleccion de los puntos 51-(;-1) dentro de cada subrectingulo RE;L) = [z, 2] X
[Yj—1,Y;], donde
Ty = a, l‘n:b7 Yo = ¢, yn:dv

y para todos los subindices i,5 =1,...,n,
Az, =2, —x;i1=((b—a)/n, Ay, =y; —yj_1=(d—c)/n.

Las funciones para las que exista su integral de Riemann se dice que son integrables
Riemann.

Otra forma de dar la anterior definicién es calcular las sumas de Riemann para unos
incrementos dw;, dy; infinitesimales (las sumas tienen entonces un numero infinito de su-

mandos, H),
H

S = Z f(fg)dl“i dy;,

=1
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il i
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i ;

(5)

Figura 2.3: Una posible eleccién de los puntos fg’) en cada uno de los subrectangulos R;;

FED,

L]
(3).
=33

®)

Figura 2.4: Una suma de Riemann S3. Cada paralelepipedo tiene por base un R;;"y por altura el

correspondiente f(fi(;))

y comprobar si todas ellas tienen la misma sombra real o parte estindar. En caso de que
asi sea, la sombra es la integral. Ver, por ejemplo, [10], capitulos 4 y 12, [5], capitulo 12.7, o
[9], teoremas 6.1 y 6.2.

Notaciones. Denotaremos la integral doble de f sobre R mediante [[ rf(z,y)dxdy.

En lugar de dz dy escribiremos también dA (leyéndolo como diferencial de drea). Cuando
el dominio o las variables se deduzcan del contexto, también usaremos [[f, as{ como [f
cuando nos queramos referir a una integral de un niimero indeterminado de variables. En la
literatura sobre integrales es muy frecuente también utilizar solamente la notacién [ f para
integrales sencillas, dobles o triples. Nosotros, en cambio, pondremos [[ f, [[[ f siempre que
manejemos una funcion de la que sepamos que tiene dos o tres variables, respectivamente.

El procedimiento ideado por Darboux también puede aplicarse cuando hay mas de una
variable.

Definicién 2.5 Sean R = [a,b] X [¢,d] y f: R — R una funcion acotada definida sobre el
rectdngulo R.
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= En cada uno de los lados de R tomemos una particion (en el sentido descrito en el
apartado ,

a=r0<r1<...<Tp,=b c=y<y1<...<Yn=4d,

y formemos todos los rectingulos cerrados y acotados a que dan lugar las dos particio-
nes,

Vi=1,...,n, Vj=1,....m, Ry = [zi_1, ;] X [y;-1, y;]-
Estos rectangulos rellenan todo R y sus intersecciones dos a dos o son vacias o con-
tienen solamente un segmento o un punto (se suele expresar esto ultimo diciendo que
los R;; no se solapan). El resultado P ={R;; :i=1,...,n, j=1,...,m} es lo que
llamaremos una particion del rectangulo R.

w Al ser [ acotada, existen el supremo y el infimo de sus valores en cada rectdngulo de
la particion:

M;; =sup{f(z,y) : (z,y) € Ry}, my; =inf{f(z,y): (z,y) € Ri;}.

Construimos las sumas inferior y superior de Darboux para la funcion f y
la particion P,

L(f,P) = Z (T — 1) (Y5 — Yj-1)
1<i<n
1ZjZm

U(f,P) = E Mij(zi — 25-1)(y; — Yj-1)-
1<i<n
1553m

La integal inferior de Darboux de f y la integral superior de Darboux de f
son, respectivamente,

L(f) = sup{L(f,P) : P}, U(f) = nf{U(f,P) : P}.

» Cuando L(f) = U(f), se dice que la funcion f es integrable Darboux, y ese va-
lor comin de la integral inferior y la integral superior se llama integral de f (de
Darbouzx).

34. Observar que el supremo y el infimo utilizados para definir L(f) y U(f)
existen siempre (y ademds L(f) < U(f)), puesto que L(f,P) < U(f,P’) para cada
pareja de particiones Py P’ @

Teorema 2.6 Las definiciones de integral de Riemann y de Darbouz son equivalentes. En
otras palabras, un funcion es integrable Riemann si y sélo si es integrable Darboux, y en caso
de que lo sea los valores de ambas integrales coinciden.

DEMOSTRACION: Puede completarse una demostracion a partir de la del teorema 14.4 de [1]].

45La 1ltima desigualdad se demuestra comparando a través de una particién P” que tenga todos los puntos
de P y todos los de P’.
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2.2.2. Integrabilidad

El concepto de “funcién integrable” no mereceria una definicién si todas las funciones
lo fueran o si ninguna lo fuera. Y no tendria interés si muy pocas lo fueran, es mas, lo
deseable serfa que todas las funciones fuesen integrables, pero desgraciadamente esto no
es cierto @ La identificacién de todas las funciones que son integrables Riemann es una
cuestion nada sencilla, que no fue resuelta hasta unos 50 anos después de que Riemann
definiera su integral. Nosotros no aspiramos a tanto, lo que si haremos es mostrar que no
todas las funciones son integrables Riemann y dar, sin demostracién, una condicion suficiente
para que una funciéon sea integrable que es lo bastante amplia como para garantizar que las
funciones mas habituales en las aplicaciones son integrables.

Ejemplo 2.7 Sea f : [0,1] x [0,2] — R definida del siguiente modo. Si z € [0,1] es un
nimero racional, entonces f(z,y) = 1 cualquiera que sea y € [0,2]; y si x es irracional,
f(z,y) = 0 para cualquier y. En este caso todos los rectdngulos

. 1 1 .
Rz(]): [Z 7£:| X |:2] 721:|7

n n n n

Figura 2.5: Los segmentos rojos corresponden a los valores racionales de la variable x, mientras que
los segmentos verdes corresponden a los valores irracionales de x. Entre todos ellos forman
la grafica de la funcién del ejemplo

contienen puntos con la primera coordenada irracional y puntos con la primera coordenada
racional. En consecuencia, resulta que por una parte podemos tomar todos los fz(]n ) de forma

que f (§Z(]n )) =1, con lo que las correspondientes sumas de Riemann seran todas iguales a 2,

y también podemos tomar otros §:j(n) de forma que f (f;j(”)) = 0, con lo que las sumas de
Riemann valdréan todas 0. Conclusion: esta funcién no es integrable. |

La funcién de este ejemplo (debido esencialmente a Dirichlet, 1829, ver [§]), puede parecer
rebuscada, y ciertamente lo es. Admite, sin embargo otra definicién que no precisa distinguir
entre nimeros racionales e irracionales. En efecto, para todo z e y del dominio de f, f(x,y) =
lim,, lim,, [COS(?T?’L!(B)]m (consultar una demostracion en el teorema apartado [2.7.1)).

46Ver el apartado
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Figura 2.6: Dos elecciones de puntos donde evaluar la funcién del ejemplo . Los fg-l), rojos, tienen

. . *(4 . . . .
la primera coordenada racional y los §ij( ), verdes, tienen la primera coordenada irracional

Esta funcién es discontinua en todos los puntos. Del razonamiento sobre los valores de f
en los subrectangulos s6lo podemos deducir para esta funcion que el nimero que asignaramos
como volumen de Q(f) (en caso de que se le pudiera asignar alguno por otro método distinto
del de Riemann) tendria que estar comprendido entre 0 y 1.

En cambio, para funciones que sean continuas en todos los puntos nunca se presenta esta
situacién, el método de Riemann siempre les asigna una integral:

Teorema 2.8 Cualquier funcion continua de dos variables definida sobre un rectdngulo es
integrable.

JUSTIFICACION: Para una particion infinitesimal P del dominio de una funcién continua de
dos variables f, los valores M;; y m;; se alcanzan siempre en sendos puntos del rectdngulo
infinitesimal R;;. Ademas, todos los M;; —m;; son infinitesimales, puesto que f es continua,
luego el maximo de todos ellos (llamémosle k) también es infinitesimal. Por tanto,

U(f,P) = L(f,P) = > _[Mij — myjlda; dy; <> kda; dy; = k(b — a)(d — c) = 0,
luego la funcion f es integrable.
DEMOSTRACION: Ver [I1]], capitulo 5, teorema 1.

Segun el teorema [2.8] la continuidad de una funcién es una condicién suficiente para la
integrabilidad. Por otro lado, el ejemplo nos muestra una funcién que no es integrable y
que no sélo no es continua, como no podia ser de otra manera, sino que es discontinua en
todos los puntos. En realidad, si una funcién es discontinua en todos los puntos, no puede
ser integrable @ Estos son los dos extremos posibles, que una funciéon sea continua en
todos los puntos y por tanto integrable y que no lo sea en ninguno y por tanto no integrable,
pero sera frecuente que nos encontremos con casos intermedios. Ponemos a continuacién
otro ejemplo de funcién de dos variables, acotada y definida sobre un rectangulo, que no es
continua (de hecho, tiene infinitos puntos de discontinuidad) y en cambio si que es integrable.

4TNo demostraremos esto; ver, por ejemplo, teorema 14.5 de [I].
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Ejemplo 2.9 Sean R =1[0,1] x [0,1] y

Floy) = {1 siy > x

0 siy<ua,

Figura 2.7: Dominio de la funcién del ejemplo . Sobre la parte azul la funcién vale 1 y sobre la parte
amarilla vale 0

X

Figura 2.8: Grafica de la funcién del ejemplo Obsérvese que sobre la diagonal siempre toma el
valor 1

que es discontinua en todos los puntos de la diagonal {(z,y) € R* : 0 < x =y < 1} y
continua en el resto de R.
Entonces para cualquier n, en los rectangulos Rgl) que estan por encima de la diagonal,

incluso tocandola, la funcién vale 1 en todos sus puntos, luego f (ffjn)) = 1 independientemen-
te de cémo elijamos los puntos 557). Andlogamente, f (5;" )) vale 0 siempre que Rg-l) esté por
debajo de la diagonal, sin tocarla. Y en los demas, puede valer 0 o 1.

De los primeros RZ(;L) hay 1 +2+---+ (n — 1) = (n? — n)/2 (hacer un recuento en la

figura), luego la suma de Riemann S, estd acotada asf:

n>—nl 1 1
5, > o
2 n2 2 2n
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Figura 2.9: Particién correspondiente a n = 8 para el rectangulo R del ejemplo . En los rectangulos
8 . . .
azules, f(ﬁfj)) vale necesariamente 1. En los amarillos, vale necesariamente 0. Y en los

blancos, puede valer 0 o 1, segiin cémo elijamos el punto 51-(;)

Y de los terceros hay 2n — 1, luego tenemos esta otra acotacién por arriba (en el caso de que
todos los {“Z(Jn) se eligieran donde la funcién vale 1 siempre que se pueda):

n*—n 1 1 3 1
S, < Mm—1) ==+ > - —,
_< 2 en >n2 2+2n n?

La propiedad del sandwich para sucesiones garantiza que en todos los casos S, — %, luego
la funcién es integrable y su integral vale 1/2. |

35. Sobre un rectangulo, CONTINUA = INTEGRABLE pero INTEGRABLE
# CONTINUA. En otras palabras, ser continua es una condicion SUFICIENTE para
que una funcion sea integrable, pero no es NECESARIA.

36. Esmas: que las discontinuidades formen un conjunto finito es una CONDICION

SUFICIENTE para que la funcién sea integrable, pero no es NECESARIA (ver teorema
2.10)).

iiNo confundir CONDICION NECESARIA con CONDICION SUFICIENTE!!

En este ejemplo la funcién era continua en todo el rectdangulo salvo en la recta y =
x. La demostracién de su integrabilidad se ha apoyado en que el conjunto donde falla la
continuidad, la diagonal, es un conjunto tan fino que se puede sumergir en una coleccién
de rectangulos infinitesimales cuyas dreas suman un infinitésimo. Entonces la contribucién
total de estos rectangulos a las sumas de Riemann es despreciable, con lo que puede decirse
que los valores de la funcion en ese conjunto son irrelevantes para la integral, puesto que no
hacen variar la suma de Riemann infinita més que en un infinitésimo, y en ultima instancia
no nos importa si en esos puntos la funcién es continua o no.

Generalizando esta idea a otros conjuntos que se describan mediante expresiones mas
complicadas que y = x, se obtienen varias condiciones suficientes de integrabilidad de una
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funcion, que permiten soslayar la discontinuidad de la funcién en conjuntos que, aun siendo
infinitos, estan contenidos en graficas o en imagenes de determinadas funciones.

Nuestra generalizacién del ejemplo consistird en admitir que la funciéon no sea continua
en los puntos de una o varias graficas de funciones continuas (en el ejemplo la diagonal
era la grafica de x ~ z):

Teorema 2.10 Es integrable cualquier funcion de dos variables definida sobre un rectingulo,
siempre que sea acotada y sus discontinuidades estén contenidas en una union finita de
grdficas de funciones continuas de una variable.

X

Figura 2.10: Sobre este rectangulo, la linea roja es la grafica de una cierta funcién continua z = hy(y);
la azul es la grafica de otra funcidn continua y = ha(z); y la verde es la grafica de sendas
funciones de los dos tipos. Una funcién acotada definida sobre R y que solamente sea
discontinua en algunos de los puntos (o en todos ellos) de los conjuntos coloreados, es
integrable sobre R, segiin el teorema [2.10]

JUSTIFICACION: Las gréficas de funciones continuas de una variable tienen drea nula, de
modo que lo que pueda ocurrir en conjuntos de ese tamano no afecta al valor de las integrales
ni a la integrabilidad.

DEMOSTRACION: En los ejercicios 5.5.4 a 5.5.6 de [11]] se propone un esquema detallado para
una demostracion en el caso de dos variables que puede ser completada por el estudiante.

Hay otras formas de generalizar la idea del ejemplo[2.9]y obtener una condicion suficiente
algo distinta, ver, por ejemplo, el apartado [2.7.2

37. Entre las graficas de funciones continuas de una variable dentro de un
rectangulo estdn los conjuntos formados por un solo punto: si, por ejemplo,
(z0,%0) € R, no hay més que construir la funciéon « : {xo} — R definida por

a(zo) = Yo-
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38. A lo largo del curso normalmente integraremos funciones que seran conti-
nuas en todos los puntos de su dominio. Lo que ocurre es que para probar que
es integrable cualquier funcién continua definida sobre algunos dominios que no
sean rectangulos, como por ejemplo los circulos (ver teoremas y [2.21]), serd im-
prescindible disponer de una condicion suficiente de integrabilidad que sirva para
funciones discontinuas, como la del teorema [2.10]

Una condicién necesaria y suficiente para que una funcién sea integrable Riemann, con-
dicion que no se obtuvo hasta la década de 1910, mucho después de los trabajos de Riemann,
estd fuera del alcance de este curso (ver [I], teoremas 7.48 y 14.5). La idea planteada por
primera vez por Riemann en 1854 (ver [§]) fue precisamente evitar este anédlisis detallado
y estudiar las funciones integrables aunque no se sepan describir por completo. Esto es lo
que haremos nosotros a continuacién, empezando por averiguar qué ocurre al operar con
funciones integrables.

2.2.3. Propiedades elementales

39. El sentido que en matematicas se le da al adjetivo elemental es un poco
peculiar. No es sinénimo de facil. Una demostracién puede ser elemental y a la vez
muy dificil. Se utiliza para indicar que algo (una propiedad, una demostracién, un
concepto) es accesible o comprensible sin un gran aparato matematico.

En el caso de estas propiedades, ademas de elementales son todas faciles de demostrar,
pero no siempre es asi. Todas las propiedades elementales de las integrales las utilizaremos
con mucha frecuencia y sin necesidad de citarlas expresamente, tanto en el desarrollo de la
teoria como en la resolucion de problemas.

Teorema 2.11 Supdngase que f y g son funciones definidas sobre el mismo rectingulo R,
ambas integrables. Entonces

1. Suma: La funcion f + g también es integrable, y ffR(f +g) = ffRf + fng.

2. Producto por un escalar: Si k es cualquier nimero real, la funcion kf también es

integrable, y [[ (kf) =k [[ . [.

Estas dos primeras propiedades pueden enunciarse conjuntamente de otro modo diciendo que
el conjunto de funciones integrables es un espacio vectorial y la integral es una aplicacion
lineal sobre él.

8. Monotonia: Si f < g, entonces [[,f < [[.g.

4. Valor Absoluto: La funcion |f| también es integrable, y Uf f| < [[|f]- La dltima
desigualdad puede considerarse como una generalizacion de la desigualdad triangular.

5. La operacion de integrar es aditiva también para los recintos de integracion: St R =
R'U---UR™, de modo que siempre que i # j los rectdngulos R* y R? no se solapan,
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y h: R — R es cualquier funcion acotada, entonces h es integrable si y solo si son
integrables todas las restricciones de h a cada R', y ademds

[ ffees ]

donde ffRi h significa la integral de de h por el producto de la funcion caracteristica @)
de R* en R, fth XRiR-

R 1
R2 RS
R' R
RS R()

Figura 2.11: El rectdngulo R es la unién de 6 rectdngulos, R'... R® que no se solapan

(Las operaciones y relaciones con funciones se entienden “punto a punto” siempre que no
se diga otra cosa, es decir, la funcion f+ g estd definida por (f +g)(z,y) = f(z,y) +g(z,y)
para todo punto (z,y) € R, etc.)

DEMOSTRACION: Haremos sélo la demostracién de la primera propiedad, puede consultarse
el resto de la demostracion en el apartado|2.7.3,.

Aplicamos directamente la definicion para lo que formamos las sumas de Riemann
de f +g,

n

Salf +9) = Z [f(&5) + 9(&j)] Az Ay, =

=1
— iilf(&j)Axiij + iilg(&j)A%A%‘ - //f + // 7

donde la tltima convergencia se sigue de la integrabilidad de f y de g, independientemente
de cuales sean los puntos &;;.

18Si B es un subconjunto de A, la funcién caracteristica de B en A es la aplicacién xp 4 : A — {0,1}
que hace corresponder 1 a los puntos de B y 0 a los puntos de A que no estan en B.
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40. Conviene tener cierto cuidado con el enunciado de estas propiedades ele-
mentales. Asi, la suma de dos integrables es integrable, pero que la suma de dos
funciones sea integrable no implica que los sumandos sean integrables @ Esto se
debe a que con los limites en general ocurre lo mismo, y la integral es en ultima
instancia un limite.

Resulta peligroso manejar un limite del que no se ha probado su existencia, podrian
obtenerse conclusiones absurdas porque en cuanto se opera con un limite se le
estd dando existencia, aunque sea de modo implicito.

2.2.4. Integrales reiteradas

Volvamos al principio de este capitulo [2| y tomemos de nuevo una funcién del tipo f :
[a,b] X [¢,d] — R que sea positiva y acotada. Otra forma de aproximarse al volumen de la
region Q(f) = {(z,y,2) € R®: (z,y) € [a,b] x [¢,d], 0 < 2z < f(x,y)} es la siguiente.

7

oy

Figura 2.12: El 4rea de la seccién azul es la integral fcd f(x,y) dy. Si hacemos que x recorra todo el
intervalo [a, b], la seccién azul recorrerd todo el conjunto Q(f)

Fijado un z € [a,b], calculamos el drea de la seccién plana formada por los puntos de
Q(f) cuya primera coordenada es exactamente x, es decir, fcd f(x,y)dy. Ahora hacemos
un barrido del volumen Q(f) variando x entre a y b y tratando de sumar las areas de las
secciones planas. En otras palabras, calculamos la integral f: ( fcd flx,y) dy) dx. De acuerdo

con la percepcién intuitiva que tenemos de las integrales de una variable, el resultado deberia
corresponder al volumen de Q(f).

41. Obsérvese que estamos tratando el calculo de este volumen como si el area
de la seccion plana en el punto x fuera una densidad en el punto x y calculdsemos
la masa del segmento [a, b].

Si el planteamiento resulta ser correcto, tendra la ventaja de que nos permitird trans-
formar el computo de una integral doble en el de dos integrales consecutivas de una sola

49T émese una funcién f que no sea integrable, entonces —f tampoco lo es y en cambio f + (—f) sf que lo
es.
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variable. Y para calcular integrales de una variable disponemos de la regla de Barrow, por
lo que nos proporcionara una forma de evitar la aproximacién mediante sumas de Riemann,
que suele ser engorrosa.

Teorema 2.12 (de Fubini) Sea f una funcion integrable sobre R = la,b] X [c,d]. Si
la integral fcdf(x,y) dy eziste para cada x de [a,b], entonces la integral reiterada

f: (fcd f(z,y) dy) dx también existe, y ademds

/b / flag)dy | do= [[ fay)da

Es igualmente vadlido un enunciado andlogo cambiando el orden de integracion y los papeles
de las variables x e y.

DEMOSTRACION: Puede consultarse una demostracién en [2], teorema 7.3.11.

JUSTIFICACION: Tomamos cualquier particin infinitesimal sobre R y elegimos &;; = (x4, y;),
es decir, evaluamos la funcién en los vértices “de abajo a la izquierda”. Consideramos ahora
las sumas hiperfinitas

H H [ H
Z f(@i,y;) dw; dy; = Z (Z f(ﬂfuyj)dyj> dw;.

ij=1 =1 \j=1

Siempre que f sea integrable sobre R, la primera suma estara infinitamente proxima a
la integral doble. Y como Zle f(x,y;)dy; = fcdf(x, y) dy para cualquier x € [a,b], resulta
razonable esperar que la suma de la derecha esté infinitamente proxima a la integral reiterada.

Corolario 2.13 (Teorema de Fubini para funciones continuas) Sea f : R = [a,b] X
[c,d] — R una funcion continua. Entonces

/b/df(:c,y)dydx:/d/bf(x,y)dxdy://f(x’y)dA_

DEMOSTRACION: Al ser f continua se cumplen todas las hipétesis del teorema de Fubini.

En una integral reiterada resulta crucial saber respecto de qué variable estamos integran-
do en cada momento. Cuando el integrando sea largo y complicado, la notaciéon usada en el
corolario puede resultar poco clara y requerir paréntesis, como pusimos en el enunciado del
teorema de Fubini. En estos casos también se recurre a un abuso de notacién para evitar
paréntesis sin perder claridad, que es poner fab dx fcd f(x,y) dy en lugar de f: fcd flx,y)dydz

0 fab <fcdf(x, Y) dy) dx.
- z](962 cosy — zy) dz dy.
b

Ejemplo 2.14 Evaluar ff[o 2 x[~
) 2

Como la funcién es continua podemos integrar reiteradamente,

2 5 2 o 2
2 2 L 9 e 2 16
dx | (x*cosy — xy)dy = xsiny + 5Y der = [ 2x*dx = 3 u
0 0 v="3 0

_
2
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Ejemplo 2.15 (Problema 7.25 de [I] y problema 5.2.9 de [I1].) Sea f :[0,1] x [0,1] — R

definida por
1  six es racional
flz,y) = {

2y si x es irracional

La integral reiterada fol (fol f(z,y) dy> dx existe, pero f no es integrable. En efecto:

Figura 2.13: Gréfica de la funcién del ejemplo , formada por la unién de los segmentos rojos (que
corresponden a los valores racionales de x) con los verdes (para cada z irracional)

1. Para todo x € [0, 1] existe fol f(z,y) dy. Para probarlo distinguimos entre x racional y
x irracional.

» z € Q. Entonces f(x,y) es constantemente igual a 1, luego es integrable y
1
Jo fla,y)dy =1

Z
[
~
7 s
- N
z=1(x,y) /
1 N
Y Y
1 1
(x racional) (x irracional)

Figura 2.14: El drea de la regién azul es, en cada caso, el valor de la integral fcd f(z,y)dy

» o ¢ Q. Entonces f(z,y) = 2y es continua, luego es integrable y fol flz,y)dy =
3 2ydy =1;

luego Vx € [0, 1], fol f(z,y) dy existe y es constantemente igual a 1.
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2. Existe la integral reiterada fol <f01 f(z,y) dy) dz. Se sigue inmediatamente del hecho

de que la funcién a integrar en x es constante. Y la integral reiterada vale fol dr = 1.

3. En cambio, la integral doble no existe. Se demuestra argumentando de la misma forma
que en el ejemplo 2.7 m

42. El ejemplo anterior muestra que en el teorema de Fubini no se puede suprimir
la hipdtesis de que la integral doble exista: puede existir una de las dos integrales
reiteradas sin que exista la doble (E[)

50Tncluso pueden existir y ser iguales las dos reiteradas sin que exista la doble. Para un ejemplo, consultar
el ejercicio 14.7 de [I]. También es posible que exista la integral doble pero la primera de las integrales
reiteradas no exista para un conjunto denso de valores de la variable: ver [I5], observacién 4 al Teorema
3-10.
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2.3. Funciones definidas sobre otros conjuntos acotados
2.3.1. Introduccién

Desde el punto de vista de las aplicaciones de la integral, no nos podemos limitar a con-
siderar unicamente funciones de dos variables definidas sobre rectangulos. Cuando tratamos
con una sola variable, para integrar sobre un conjunto que no sea un intervalo lo que hacemos
es descomponerlo en la unién de un numero finito de intervalos que no se solapen, calcula-

Figura 2.15: Un circulo o un rombo no pueden descomponerse en la unién de un nidmero finito de
rectangulos

mos la integral en cada intervalo y sumamos, con lo que se resuelven la inmensa mayoria
de los casos. Pero en cuanto ya tenemos dos variables, hay conjuntos muy sencillos, como
por ejemplo un circulo, que no se pueden descomponer en uniéon de un numero finito de
rectangulos.

En este apartado extenderemos la definiciéon de integrable a funciones acotadas sobre
conjuntos acotados que no necesariamente sean rectangulos (]E[) Por los motivos expuestos
en el apartado 2.1} nos limitaremos enseguida a un tipo especial de dominios.

Un ejemplo nos dara las pistas de como reducir una integral sobre un conjunto que no
sea un rectangulo a una integral sobre otro conjunto que si lo sea:

Ejemplo 2.16 (Ejemplo 5.3.2 de [I1].) Para hallar el volumen del tetraedro acotado por
los planos © = 0, y = 0, 2 = 0, y — x + z = 1, enlazamos la cara inclinada del tetraedro
con el tridngulo plano en z = 0 con vértices en (—1,0), (—1,1) y (0,1) (ver figura). Ahora
calculamos la integral sobre [—1,0] x [0, 1] de la funcién cuya grafica es la unién de esos dos
triangulos y aplicamos Fubini, dado que la funcién es continua:

0 z+1 1

//(w—y+1)dy+/o-dy d:z::é. -

-1 0 z+1

43. La definicion que damos a continuacién puede parecer una especie de idea
feliz, pero si apelamos al ejemplo anterior y a lo que expusimos al comienzo del
apartado como guia intuitiva para la definicién de la integral de una funcién
que solamente tome valores positivos, no resultard extrana.

S1Siguiendo una idea debida a Dirichlet, ver [§], pagina 334.
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(0,0,0) -

X

Figura 2.16: La cara inclinada del tetraedro junto con el tridngulo en el plano XY

Y
1
- - 1X,+1
N
X
/;Xv
&
X
-1 XO

Figura 2.17: Una vez fijado zg, integramos sobre el segmento {zo} x [0,1]. Sobre el tramo rojo, la
funcién a integrar vale xg + y + 1, y sobre el tramo verde la funcién a integrar vale 0

Definicién 2.17 Sea f : D — R una funcion acotada y definida sobre un conjunto acotado
D c R% Tomamos un rectdngulo R que contenga a D vy prolongamos f a una funcién f*
sobre todo R dando el valor 0 a todos los nuevos puntos. Entonces f*: R — R es la funcion

o\ Jfp) sipeD.
f(p)_{o sipeR\D

Diremos que f es integrable (sobre D) cuando lo sea f*; y en este caso llamaremos
integral de [ (sobre D) a la integral de f*, [[, f= [[,f*

44. Ponemos paréntesis en la definicién anterior para indicar que contienen una
informacion prescindible por redundante.

Estrictamente hablando, no hace falta decir “sobre D” puesto que el dominio D es un dato
que esta incluido entre los de la funcién f. Lo que ocurre es que cuando se integra una funcion
sobre una parte E de su dominio de definicién, no sobre el total D, es mas corriente decir
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X

Figura 2.18: La grafica de f* es todo el conjunto azul

“integral de f sobre E” que “integral de la restriccién de f a E”. Esto constituye un abuso
de notacién pero como resulta 1til y no suele dar lugar a confusion, no hay inconveniente en
usarlo.

2.3.2. Regiones bidimensionales simples

Volviendo al ejemplo [2.16] que usado para motivar la definicién, pensamos en si también
se puede generalizar el procedimiento seguido alli para realizar los calculos, lo que nos da pie
a introducir una clase muy especial de conjuntos acotados que aparecera de manera natural
en los problemas y en las aplicaciones y que llamaremos regiones simples, que vienen al ser
aquellos conjuntos bidimensionales cuyos bordes se describen de manera sencilla a través de
funciones continuas y = ¢(x) o z = ¥(y).

Definicién 2.18 (%)

Una region bidimensional simple en la direccion de las y es un subconjunto
acotado de R? limitado por arriba y por abajo por dos grdficas de funciones continuas, es
decir, que admite una descripcion de este tipo

D={(z,y) eR*:a<z<b pi(z) <y < poa)}
donde a y b son dos numeros reales, a < b, y w1 y o son dos funciones continuas definidas
sobre el intervalo |a,b], con @1 < ¢s.

Una region bidimensional simple en la direccion de las x es un subconjunto aco-

tado de R? limitado por la izquierda y por la derecha por dos grificas de funciones continuas,
es decir, que admite una descripcion de este tipo

D={(z,y) eR*:c<y<d ti(y) <z <a(y)}

donde ¢ y d son dos niumeros reales, ¢ < d, y 1y y Py son dos funciones continuas definidas
sobre el intervalo [c,d|, con Yy < 1hs.

En algunos libros a las regiones simples, en lugar de denominarlas en la direccion de las
x 0 en la direccion de las y, se les llama de tipo 1 o de tipo 2, u otras expresiones similares
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Yo

Regién simple cn las Y pero Regién simple cnlas X pero
no cn las X noenlasy

Figura 2.19: Ejemplos de regiones simples

(ver, por ejemplo, [11]).

45. Una buena guia intuitiva para reconocer una region simple en la direccién de
las y consiste en pensar que lanzamos cualquier linea imaginaria paralela al eje Y,
x = X, la recorremos de abajo a arriba y observar si “entramos y salimos” varias
veces del conjunto. Si esto ocurre para algin z(, entonces el conjunto no es simple
en la direccion de las y.

Definicién 2.19 Tomemos una region simple en la direccion de las y, D. Se llama inte-
rior de D, Int D, a la parte de D definida mediante las desiqualdades estrictas, es decir
(utilizando las notaciones de la definicion [2.18),

Int D= {(z,9) ER*:a <z <b pi1(x) <y < pa(x)}.
Se llama borde de D, 0D, al resto del conjunto D:
OD=D\IntD ={(z,y) ER*:x=a Va=bV y=p(z) Vy=pw(2)}

Andlogas definiciones de borde y de interior pueden darse para el caso de que D sea una
region simple en la direccion de las x @

De nuevo siguiendo el esquema aplicado en el ejemplo [2.16 supongamos que tenemos
que calcular la integral de una funcién continua f definida sobre un conjunto D que es una
regién simple en la direccién de las y (en el ejemplo la funcién era f(x,y) =z —y+ 1y
la regién era la base del tetraedro). Para ello, utilizando las notaciones de la definicién de
regién simple, encerramos D en el rectangulo R = [a,b] x [a/,], donde a’ es menor o igual
que el minimo de ¢; y b’ es mayor o igual que el maximo de s (ambos se alcanzan), y
aplicamos el teorema de Fubini:

52De momento, ésta serd nuestra definicién. Sin embargo, ver la observacién
53Los conceptos topoldgicos de frontera (que aquf equivale al borde) y de interior pueden definirse sobre
un subconjunto arbitrario de R™ (para cualquier n), no solamente sobre conjuntos simples bidimensionales.

Ver el apartado @
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/\/ /\/

(a) (b) (c)
Figura 2.20: (a) Regién simple D. (b) Int D. (c) 0D

v

/\ R
Q) k-] Y

Figura 2.21: Sobre los tramos verdes la funcién f* es nula y sobre los tramos rojos la funcién f*y f

coinciden
b o/ Y
//fxy ) dA = //f*xy ) dA = / /f*(x,y)dy dr =
D R a  \a
b [ e1(z) e2(z) v
~[| [ reva+ [ revas [ e |-
a a e1(x) p2(x)
b [ o1(x) ¢2(2) b b [ e2(a)
:/ /Oder/f(x,y)dy—i—/Ody dx:/ /f(m,y)dy dz.
a a e1(x) p2(x) a  \p1(@)

Hay que resaltar que el teorema de Fubini es aplicable puesto que se cumplen sus hipétesis:

= Como la funcién f era continua en todos los puntos de D, la funcién f* seguird siéndolo
en los puntos del interior de D, puesto que cualquier sucesion que tienda a un punto
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de Int D tiene todos sus puntos (salvo, quizd, un nimero finito) dentro de Int D @
También es continua en los puntos R\ D, porque en todos los puntos (salvo, quiza un
ntmero finito) de cualquier sucesién que tienda a un punto de R\ D, la funcién f* es
constantemente nula @ Pero el borde de D esta formado por, a lo mas, cuatro partes:

— las gréficas de las funciones continuas 1 y ¢o;

— los dos segmentos (o puntos) z = a, pi(a) <y < po(a) yx = b, o1(b) < y < pa(b).

y=q(x)

/\/

y=9(x)

Figura 2.22: 9D esta formado por las graficas roja, verde, azul y negra. Para otros D es posible
que la grafica azul o la roja consten de un solo punto.

Luego en todo caso se cumplira la condicién suficiente del teorema [2.10, y en conse-
cuencia la funcién f* es integrable sobre el rectangulo [a,b] x [a,'].

» Para cada z( de [a,b], la funcién f(xg,y) (donde la variable es la y) es continua en

ba

N\
-

Figura 2.23: En rojo, la grafica de z = f(zo,y) para una cierta f. En este caso, la funcién
y~ f(xo,y) seria discontinua en ¢1(x(), pero continua en ps(xg). En los demas
puntos de [a/, '] siempre es continua, cualquiera que sea la funcién continua f

todos los puntos de [a, '] salvo quizéd en los puntos ;(zg) y pa2(zo), luego integrable
a lo largo de [d/,V].

54Puesto que las desigualdades que definen a Int D son estrictas. El argumento se desarrolla en detalle en
la demostracién del teorema

5Vale la misma observacion que en el caso de Int D, porque también las desigualdades que definen a R\ D
como subconjunto de R son estrictas.
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Hemos demostrado por tanto el siguiente resultado.

Teorema 2.20 Sea f una funcion continua sobre D, donde D es una region bidimensional
simple en la direccion de las y. Entonces [ es integrable sobre D vy

[ stwvaa- / w/(x)f(m,wdy dr.
D a  \p1(z)

DEMOSTRACION: Esta contenida en las observaciones anteriores al enunciado.

De manera completamente andloga se demostraria un resultado similar para las regiones
simples en la direccién de las x (notaciones como en la definicién [2.18]):

Teorema 2.21 Sea f una funcion continua sobre D, donde D una region bidimensional
simple en la direccion de las x. Entonces f es integrable sobre D y

J[ #@paa- /d 7y)f<x,y>dx dy.
D c  \1(y)

LY qué ocurre si la funcion de partida f no es continua pero es acotada y cumple la
condicién suficiente del teorema [2.10]? Entonces las férmulas anteriores también valen, pero
resulta imprescindible ampliar previamente el concepto de integral sobre un intervalo para
admitir funciones que no estén definidas sobre todo el intervalo, de modo que la integral
reiterada del teorema tenga sentido aunque la integral en la variable y no exista para
algunos valores (quizd infinitos, pero formando en total un conjunto “nulo”, como en [2],
teorema 7.4.28; ver también [I], al final del capitulo 14) de la variable x. No vale la pena
estudiarlo mas en detalle, en estos caso es mejor utilizar la integral de Lebesgue o la de
Kurzweil-Henstock.

46. Una consecuencia obvia de los anteriores teoremas es que si el recinto de
integracion es una regién simple en ambas direcciones, entonces se puede cambiar
el orden de integracién de una funcién continua.

Puede ocurrir que en un cierto orden la integral sea muy dificil, o incluso imposible de
resolver en términos de funciones elementales, mientras que en el otro sea asequible o, al
menos, factible.

. ., _ 2 . . oy 4 . .
Ejemplo 2.22 La funcién e~ no tiene primitiva en términos de funciones elementales (),

por lo que la integral reiterada 02‘/@ dy fy\//;o@

e~ dz no puede calcularse directamente
(usando sélo funciones elementales).

Sin embargo, al cambiar el orden de integracién es posible resolverla por métodos ele-
mentales:

La integral aparece planteada sobre una regién simple en las x descrita mediante (notacio-

2 . o . .
56Demostrar que e~ no tiene primitiva elemental es bastante complicado. Para empezar, requiere pre-
viamente una formulacién precisa de qué entendemos por funciones elementales, lo que no resulta ser ni facil
ni elemental (ver la observacién sobre el significado del adjetivo elemental). En internet se encuentran

referencias varias sobre este resultado, obtenido por vez primera por Liouville en 1835.
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9Vlog2 f------mmmn--

Vlog 2

Figura 2.24: Dominio del enunciado

nes como en la deﬁnicién c=0<y<2log2=d,1(y) =y/2 < x < log2 = 1s(y).
El dominio de integracién es por tanto el tridngulo rectangulo limitado por las rectas
y =0, x = yIog2, y = 2z, que también puede ponerse como regién simple en las y a
través de las desigualdades (notaciones de la definicién a=0<2x < Vg2 = b,
v1(r) =0 <y <2z = py(x). Por tanto la integral pedida es igual a

Vlog 2 2z Vl1og 2 Vlog 2

2 9 y=2x , ) V/Iog 2 1
/ dl’/e—m dy = / e ” {y} dr = / 2ee” " dx = [— e ” ] = —.
0 v=0 0 0 2

0 0 ]

47. Que una integral no pueda resolverse utilizando solamente funciones elemen-
tales no quiere decir que no pueda resolverse. Algunas funciones no elementales son
de uso frecuente y sus propiedades y sus valores son tan conocidos como los de
las funciones elementales. Asi, por ejemplo, Maple resuelve la integral reiterada en

el orden planteado en el enunciado, usando la funcién (no elemental) definida por
T 42
Jo e "at.

El ejemplo 5.4.2 de [11] muestra una integral reiterada que es bastante mdas sencilla
hacerla en un orden que en el otro.

Cuando introdujimos las integrales de una variable dijimos que nuestra intencién era
definir y calcular dreas y volimenes bajo una grafica, o sea, de conjuntos del tipo Q(f).
Hasta ahora no hemos dado ninguna definiciéon formal de area. En este momento estamos
en condiciones de definir el concepto de area para una clase de conjuntos mucho més amplia
que la de los que estan bajo una grafica.

Definicién 2.23 Llamaremos drea de un subconjunto acotado D C R? a A(D) =
I pdA, cuando exista. Cuando la integral no exista, diremos que D no tiene drea.

Comprobemos, en primer lugar, que nuestra definiciéon de area coincide con la que hemos
venido utilizando de manera informal para los conjuntos €2(f) cuando f tiene una sola
variable:
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Teorema 2.24 Si f : [a,b] — R es una funcion positiva, acotada y con un nimero finito
(en particular, nulo) de discontinuidades, entonces

A@() = [ fa)de

DEMOSTRACION: No hay mds que aplicar el teorema [2.20, En efecto:

A(Q(f))://dA:/bd:c 7)dy:/b [yrmdxz/bf(x)dx.
Q(f) a 0 a y=0 a

Hay otros motivos que legitiman el uso que hacemos de la palabra area en la defini-
cién 2.23 més alld del hecho de que sea compatible con el sentido que venfamos dandole a
la palabra en las integrales de una variable. Si trazamos por encima de D la grafica de la
funcién constante 1, el conjunto tridimensional (1) lo vemos como un cilindro de base D

X

Figura 2.25: El conjunto azul es la gréfica de la funcién constantemente igual a 1 sobre D. El conjunto
(1) es el cilindro comprendido entre los conjuntos amarillo y azul

y altura igual a 1. La férmula de la geometria elemental “volumen de Q(f) igual a area de
la base D multiplicada por la altura 17 coincide con [ »dA = A(D). Obsérvese también
que aplicando la definicién de integral a la ultima igualdad, probariamos que, en el caso de
regiones simples, el area que acabamos de definir esta infinitamente préxima a la suma de
las areas de los infinitos rectangulos infinitesimales que aproximan a D, tanto tomados por
fuera como tomados por dentro. Ver [11], ejemplo 5-10.

Ejemplo 2.25 Un conjunto sin area. Témese
D = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : y = 0 siempre que = € Q}.

Se argumenta como en el ejemplo para probar que [[ p dA no existe. |
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N\

S/

Figura 2.26: Aproximacién de D (que es el conjunto encerrado por el borde rojo) mediante rectangu-
los contenidos en D (amarillos) y mediante rectdngulos cuya unién contiene a D (los
encerrados por el borde verde)

O 1

Figura 2.27: Los segmentos rojos que constituyen el conjunto D corresponden a los valores irracionales
de z

2.3.3. Otras propiedades

...algunas de las cuales ya las venimos usando.

Obsérvese que tal como estd enunciada la definicion [2.17] resulta que para definir la
integral de una funcion sobre un conjunto se sumerge el conjunto en un cierto rectangulo
(de los que tenemos una infinidad para elegir) y se utiliza ese rectdngulo para terminar de
formular la definicién. Asi que se ha dejado un elemento al azar que puede dar lugar a una
indeterminacién del concepto: jqué ocurre si al elegir un rectangulo resulta que la funcion
prolongada es integrable y al elegir otro distinto la funcién prolongada no es integrable?, ;la
funcién original es integrable o no? Esta imprecision hay que resolverla, de acuerdo con los
comentarios que hicimos a raiz de la introduccién de la de suma de caminos, definicion (1.9
sobre qué se entiende por una definicion correcta.

Distinto serfa si la definicién dijera “para todo rectangulo R que contenga a D
ocurre...”, o dijera “existe al menos un rectangulo R que contiene a D y tal que...”,
entonces no se podria presentar esa disyuntiva, siempre sabriamos a qué atenernos, pero tal
como esta escrita[2.17, nos queda la duda. La duda se despeja en este caso gracias al teorema
2.26] que demuestra que en realidad las posibilidades “existe al menos un rectdngulo” y “para
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R,

R,

Figura 2.28: Un conjunto D contenido en dos rectangulos distintos, Ry y Rs

todo rectangulo” son equivalentes, por lo que no hay imprecision en la definicién tal
como se ha dado.

Otra forma de evitar el problema habria sido decir, por ejemplo, “tomamos el menor
rectangulo R que contenga a D...”, con lo cual la definicién se referiria a un rectangulo es-
pecifico y no habria ambigiiedad. Pero entonces necesitariamos demostrar que ese rectangulo
concreto existe en todos los casos (cosa que es cierta y no es dificil de demostrar, ver apartado
, para evitar la otra fuente de defectos en una definiciéon a la que nos hemos referido
antes, la de que se manejen objetos que no siempre existan.

Teorema 2.26 Los conceptos de integrable y de integral sobre un conjunto acotado estan
bien definidos. Es decir, su definicion, tal como aparece en (2.17, es independiente del
rectangulo al que se prolongue la funcion.

JUSTIFICACION: Las diferencias entre rectangulos que encierren el dominio no aportan nada
a las sumas de Riemann.

Esta idea intuitiva puede transformarse facilmente en una demostracion utilizando la
propiedad aditiva de la integral sobre la unién de rectangulos (ver apartado .

DEMOSTRACION: Para el caso de funciones de dos variables que sean continuas sobre regio-
nes simples podemos dar una demostracion completa. En efecto, de las demostraciones de
los teoremas v [2.2]] se sigue que, se tome como se tome el rectangulo que contiene a la
region simple, la integral se obtiene en las mismas condiciones y mediante la misma formula.

Teorema 2.27 Las propiedades elementales 1 — 4 del teoremal|2.11| son vdlidas también para
integrales sobre subconjuntos acotados que no sean rectangulos.

DEMOSTRACION: Las cuatro propiedades pueden demostrarse de la misma forma, por lo
que haremos solamente la primera. Sean f,g: D — R dos funciones acotadas e integrables
sobre un conjunto acotado D. Sumergimos D en un rectangulo R y ampliamos con ceros f y
g a todo R para obtener las nuevas funciones f* y g*. La demostracion se reduce a comprobar
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que (f +g)* = f*+ g*. Una vez hecha esta comprobacion, se aplica la propiedad a f* y g*
para deducir que f* + g* es integrable sobre R y que

//f—l—g:é/(erg)*:é/f*Jrg*:é/f“ré/g*:é f+é/g.

D

Considérese ahora en R? la corona circular D de centro el origen y radios 1 y 2, de modo
que D es el conjunto descrito por las desigualdades 1 < 2% + y? < 4. D no es una regién
simple a pesar de estar definido por dos sencillas desigualdades algebraicas. Observamos, no
obstante, que D puede descomponerse en cuatro regiones simples: los cortes de D con cada
uno de los cuatro cuadrantes.

Figura 2.29: La corona D como unidén de cuatro regiones simples que no se solapan

48. Calcularemos integrales sobre conjuntos como éste a base de descomponerlos
en regiones simples y sumar, de acuerdo con el siguiente resultado:

Teorema 2.28 Sea D un subconjunto acotado de R? que puede descomponerse en una union
finita de regiones simples, D = D'U---UD™ que no se solapan, es decir, Int D'NInt D7 = &
siempre que i # j @ Entonces se cumple una propiedad aditiva stmilar a la 5 del teorema
: si f: D — R es una funcion acotada e integrable sobre cada uno de los D, también
es integrable sobre D (y viceversa: si es integrable sobre D, también es integrable sobre cada

D), y ademds
[[1={f s+ ][+

DEMOSTRACION: Puede consultarse en [I], teorema 14.13. También en [2] ejercicio 7.4.14,
puesto que el borde de una region simple es un conjunto nulo.

57En el caso de que los conjuntos D sean rectdngulos, el concepto de no solapamiento coincide con el el
que introdujimos en la definicién de integral de Darboux.
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Teorema 2.29 (del valor medio para integrales) Si D C R" (n = 1,2) es una region
simple n-dimensional y f : D — R es una funcion continua, entonces existe algun punto
co € D para el que

/f:wmwku

En este enunciado region simple 1-dimensional significa intervalo cerrado y acotado; y
Vol,,(D) significa la longitud o el drea de D, segin que n valga 1 o 2.

JUSTIFICACION: Pensemos en la gréfica de una funcién positiva de una variable sobre un
intervalo [a,b] (una consideracién andloga puede hacerse para funciones de dos variables).
Y construyamos un rectangulo de base [a,b] y altura variable, desde el eje X hacia arriba.
El area del rectangulo comienza valiendo 0 y llega un momento en que vale un niimero

Y
y=1(x)

fle)f---

a C b

Figura 2.30: El drea bajo la grafica de y = f(x) coincide con la de algin rectdngulo de base b —a y
altura f(co)

mayor que fab f(x)dx, Iuego en algin momento vale igual que la integral. Como la funcion
es continua, su grafica no da saltos y la altura que corresponde al rectangulo de area igual
a la integral coincide con el valor de la funcién en algiin punto.

DEMOSTRACION: (SOLO LA HAREMOS PARA EL CASO n = 1). Lo que hay que demostrar
es que

/f@Mx=w—®ﬂ%)

para algiin cq € [a,b].

Obsérvese en primer lugar que al ser la funcién continua, alcanza en algin punto de [a, b]
su valor minimo m y en algun punto (distinto del anterior, a menos que f sea constante) de
[a, b] su valor maximo M, es decir,

m=f(p™) < f(p) < f(p™) = M,

para ciertos p™, pM € [a,b] y todo p € [a,b]. Por las propiedades elementales de la integral,
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f(p\l)

NN

(") Z
S

a p' p" b

Figura 2.31: El 4rea bajo la grafica de f (es decir, la integral de f) estd comprendida entre las dreas
de los rectangulos con tramas verde y roja, respectivamente

si integramos sobre [a, b] se mantienen las desigualdades, por lo que

b
m < f“f <M

“b—a

(suponemos b # a, porque si b = a entonces lo que hay que demostrar es trivial.)

Por el teorema de Bolzano, la funcion continua f ha de tomar todos los valores intermedios
entre f(p™) y f(pM). En particular, ha de tomar el valor fab f/(b—a) en algiin ¢y comprendido
entre p™ y pM, lo que termina la demostracion.

Cuando n = 2, el razonamiento del iltimo parrafo hay que sustituirlo por otro adaptado
a varias dimensiones (ver una demostracién en el apartado [2.7.6)).
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2.4. Cambios de variable

A poca experiencia que se tenga en calcular integrales de una sola variable, se sabe
que una técnica muy util consiste en hacer un cambio de variable, que transforma, a veces
de manera significativa, la funcién a integrar y el dominio de integracién (apartado .
Nos proponemos estudiar cémo se transforma una integral doble mediante cambios en sus
variables.

La simplificacion que eventualmente se consiga sobre una integral concreta no es el tinico
motivo por el que interesa manejar cambios de variable. En las aplicaciones de las integrales
no es infrecuente que las funciones que se manejan tengan su expresion natural en sistemas
de coordenadas que estén méas adaptadas al problema que se trata que las coordenadas
cartesianas.

Manejaremos los recintos de integracion que sean regiones simples, sin limitarnos ya mas a
rectangulos, puesto que al aplicar un cambio de variable, lo habitual sera que los rectangulos
no se transformen en rectangulos. Cuando los dominios de las funciones a integrar no sean
regiones simples, apelaremos a la propiedad aditiva del teorema [2.28|

2.4.1. Foérmula del cambio de variable

Un cambio de variable(s) sera para nosotros una aplicaciéon entre dos regiones simples
de la misma dimensién, D, E C R", T : E — D = T'(F), donde, en este capitulo n = 2.
Las variables en D seran las cartesianas, mientras que el dominio de las nuevas variables
sera F, tal como se indica en el siguiente esquema:
R2SE —% & D=T(E)cR> —L
(uv U) I (QZ, y) = T(“? U) — f($’ y) = f(T(u7 U))

Consideremos ahora una funciéon continua f : D — R. Nuestro objetivo en este apartado
es convertir la integral de f sobre D (en las variables x,y) en una integral sobre E (en las
nuevas variables, que cuando no tengamos nombres especificos para ellas llamaremos u, v).

Hacer un cambio de variable en la funcion f sustituyendo las variables x,y por las va-
riables u, v significa dos cosas: la primera es sustituir el dominio D por el dominio F, y la
segunda hacer una composiciéon de f con la aplicacion T'. De modo que la funcién en las
nuevas variables es f o T, que lleva el vector (u,v) al nimero f(T(u,v)). Pero la integral de
f sobre D no coincide con la integral de f oT sobre E, porque la transformacién T deforma
el plano, variando las dreas. Lo mismo ocurria en una variable, donde el cambio x = h(t)
obliga a introducir en la integral un multiplicador, h'(t), que viene a ser una medida de
cuanto estira las longitudes la funcion h en las cercanias del punto ¢t. En varias variables el
determinante jacobiano de la transformacion juega un papel analogo al que juega la derivada
en una variable.

49. Jacobi introdujo por primera vez los determinantes precisamente para expre-
sar de manera resumida el coeficiente que aparecia en las férmulas del cambio de
variable en varias dimensiones.

Veremos en primer lugar algunos casos particulares sobre los que podremos dar justifi-
caciones y alguna demostracién, para luego pasar al resultado general, cuya demostracién
omitiremos por completo.
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Focalizaremos los casos particulares en como se transforman los rectangulos, porque con
objeto de comparar las sumas de Riemann de las integrales de una funcién de dos variables
antes y después de aplicar un cambio de variable T', nos interesa conocer la relacién que hay
entre el area de un rectangulo R y el drea de ese mismo rectangulo una vez transformado
mediante T'.

e Tlinealy f=1.

Supdngase que T es una aplicacién lineal R? — R? y que f es la funcién constan-
temente igual a 1. Sabemos que entonces la integral de f sobre T(R), [[ T(R) dx dy,
coincide con el drea de T'(R).

Observemos en primer lugar cémo es la imagen de un rectangulo mediante una aplica-
cién lineal. Un paralelogramo es un conjunto definido por {P+sA+tB : 0 < s,t <
1}, donde P, A y B son vectores y A, B son linealmente independientes. Un tipo es-
pecial de paralelogramos son los rectdngulos R = [a, b] X [, d], basta tomar P = (a, ¢),
A= (c—a,0), B=(0,d—0).

Puesto que T es lineal, es inmediato comprobar @ que la imagen del paralelogramo
determinado por P, A y B es el paralelogramos determinado por T(P), T(A) y
T(B) (siempre que T'(A) y T'(B) sean linealmente independientes, claro, porque de
lo contrario no se cumpliria nuestra definicién de paralelogramo). Por consiguiente
hemos demostrado que:

Teorema 2.30 Una aplicacion lineal inyectiva T : R? — R? transforma rectdngulos
en paralelogramos.

Ahora podemos obtener el area de la imagen T'(R) en funcién del drea de R y de la
matriz de la transformacién lineal. Siempre que no digamos otra cosa, se entiende que
las matrices de aplicaciones lineales se refieren a las bases candnicas.

Teorema 2.31 FEl drea de T(R) es igual al drea de R multiplicada por el valor abso-
luto del determinante de la matriz asociada a T'. Por tanto,

// dzdy — A(T(R)) = | det T|A(R) //\detT|dudv.

T(R)

JUSTIFICACION: Razonaremos sobre la figura para el caso de que b = d = 1 y tanto
T(1,0) como T(0,1) estén sobre el primer cuadrante. El drea de T(R) es, aplicando
la aditividad de las integrales (teorema , la del rectangulo total menos las de los
tridngulos y rectangulos que sobran (ver figura):

1 1
((Zl + a2)(b1 + b2) -2 5 a2b2 -2 5 a1b1 — 2a2b1 = CleQ — agbl,

que coincide con |det T'|, puesto que la matriz de T, que aqui identificamos con la
propia T', expresada en las bases candnicas y con los vectores escritos en columna, es

*8Puesto que T(P + sA +tB) = T(P) + sT(A) + tT(B).
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2 T(0,1) (1.0)

2 d a+a
2 1 2

Figura 2.32: Paralelogramo imagen de [0,1] x [0, 1]. Calculamos su &rea restando el area del
rectangulo total menos las dreas de las regiones coloreadas

(Zl ZQ) . Este nimero es positivo, porque, como se ve en la figura, la pendiente by /as
1 b2

es mayor que la pendiente by /a;.

Argumentando sobre una nueva figura en la que los vectores T'(1,0) y T'(0,1) también
estén en el primer cuadrante pero el primero en una posicion mas avanzada que el
segundo en el sentido de las agujas del reloj (es decir, cuando by/a; > by/as), se
demuestra que en ambos casos A(T(R)) = |aiby — asbi|. Y cuando a1by = asby, se

obtiene también A(T(R)) = 0. ()

50 . Interpretamos este resultado diciendo que, cuando el cambio de variable es
lineal, las areas de los rectangulos estan sujetas a un “coeficiente de dilatacion” que
coincide con el valor absoluto del determinante de la aplicacién.

e C(Coordenadas polares y f = 1.

Nos proponemos ahora buscar un coeficiente de dilatacion similar al de antes para el
cambio a coordenadas polares, es decir, para

(x,y) =T(r,0) = (rcosf,rsinb).

Ahora T ya no transforma un rectangulo en un paralelogramo, como ocurria en el caso
lineal, sino en una diferencia de sectores circulares. En la figura resulta obvio, ademas,
que el coeficiente de dilataciéon no es el mismo en todos los puntos, va creciendo a
medida que nos alejamos del origen.

59En caso de que A y B fueran vectores tridimensionales, para calcular el drea del paralelogramo que
determinan podriamos suponer sin pérdida de generalidad que el plano que los contiene es z = 0 y por tanto
A = (a1,b1,0), B = (aa,bs,0). Entonces A x B = (0,0, a1bs — asb1), luego el drea del paralelogramo serfa
igual a ||A x B]|, la longitud del producto vectorial de A por B.
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do R

(r,6)  dr

X

r T

Figura 2.33: Transformacién de un rectangulo de lados infinitesimales

51 . No podremos hacer un calculo exacto apelando a la geometria elemental,
pero si un calculo aproximado para el caso que mas nos importa, que es cuando el
rectangulo original sea infinitesimal.

Cuando los lados del rectdangulo R son infinitesimales, de medidas df y dr, la imagen
es infinitamente proxima a un rectangulo de lados rdf y dr, por lo que su éarea es
también infinitamente préxima al producto r dr df, que coincide con rA(R).

Por tanto, una descomposicién de T'(R) en las imédgenes de una particién infinitesimal
de R da lugar a una aproximacion del area de T'(R), > 1,A(R;;), que resulta ser una
suma de Riemann de la funciéon R — R definida por (r,0) ~ r, por lo que es a su
vez infinitamente préxima, por definicién de integral doble, a [[ R T drdo.

Puede demostrarse con un razonamiento de este tipo que el drea de T'(R)) es

//dmdyzé/rdrd&.

T(R)

52 . En otras palabras, r es el coeficiente de dilatacién de areas asociado a la
transformacion 7'

Se trata de un coeficiente variable, no como en el caso lineal, en el que el coeficiente a
aplicar era el mismo en todos los puntos del plano.

53 . ;Qué tiene que ver el coeficiente r con las derivadas de la transformacion T'?
La explicacion, como se vera en el caso mas general que exponemos a continuacion,
es que r es el determinante jacobiano @ de T'.
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e T diferenciable.

Generalizando los casos anteriores, intentaremos ahora justificar cual pueda ser el coe-
ficiente de dilatacion de areas cuando T sea una funcién diferenciable.

54 . Recordemos que una funcién es diferenciable cuando a escala infinitesimal
puede aproximarse por una aplicacion lineal.

La aplicacién lineal que aproxima a T en los alrededores del punto (u, v) es la diferencial
de T en (u,v), denotada por T'(u,v) o por DT(u.v), cuya matriz asociada es la
jacobiana de T', JT', formada por sus derivadas parciales de T'.

1

Figura 2.34: El drea de T'(R;;) (en amarillo) es aproximadamente igual al area de DT (u, v)(R;;)
(en azul)

Razonando como en el caso de coordenadas polares, el area de T'(R;;) es aproxi-
madamente igual a la de DT'(u;,v;)(R;;), que vale (de acuerdo con el primer caso)
| det JT (u;, v;)|A(R;;). Por tanto, Y f(x;, y;)A(T(R;;)) es aproximadamente igual a

Z(f o T')(us, Uj)‘ det JT (u;, Uj)|A(Rij) du dv.

Si f es continua, la funcién (foT')| det JT'| es continua, luego integrable, y por tanto la
tltima suma est4 infinitamente proxima a la integral [[ ,(foT)|det JT'|. Se demuestra
que, bajo ciertas hipdtesis sobre los datos, la primera suma es, a su vez, infinitamente
proxima a la integral ffT(R) f(z,y) dx dy. Por tanto,

//f(:c,y) dxdy://(foT)\detJT(u,v)]dudv.
T(R) R

50Es decir, el determinante de la matriz 2 x 2 formada por las cuatro derivadas parciales de las funciones
componentes del cambio T a coordenadas polares:

_ (Ox/Or 0x/06\ _ (cosf —rsind
JT(r,6) = (ay/ar ay/(%‘) - <sin9 rcos@)

cosf —rsinf

; det JT = sinf rcos6

=T.

Aunque no lo dijimos expresamente, al utilizar los nimeros r, dr y df para medir una figura, estamos
suponiendo que son positivos, por lo que en este caso r coincide con el valor absoluto del jacobiano.
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Los ejemplos que hemos puesto explican o justifican, en cierto modo, la validez del si-
guiente resultado.

Teorema 2.32 (del Cambio de Variable) Sean D y E dos regiones simples en R?, y sea
T : E — D una aplicacion de clase C' y suprayectiva para la que existe un cierto conjunto
N C FE tal que

1. T es inyectiva sobre E\N,
2. para todo (u,v) € E\N, det JT(u,v) # 0,
3. N es una union finita de grdaficas de funciones continuas de una variable.

Entonces, si f : D — R es una funcidn continua sobre T(E\N), la funcion
foT|det JT| también es integrable sobre E y se verifica la igualdad

//f(x,y) dz dy = //(foT)(u,v)|detJT(u,v)|dudv.

Figura 2.35: T es inyectiva y regular sobre E\N, donde N (en rojo) es la unién de las gréficas de dos
funciones continuas de una variable

Puede consultarse un esquema de la demostracién en [2], capitulo 7.7.

En caso de que la funcién f no sea continua sobre T'(E\N), sino solamente integrable
sobre D, se puede demostrar un resultado analogo, pero para la integral de Lebesgue o de
la de Kurzweil-Henstock en lugar de la de Riemann (ver, por ejemplo, [I], teorema 15.11).

55. En nuestros ejemplos sera frecuente que el conjunto N esté contenido en OF,
la frontera topolégica (o borde) de E.

La exigencia de que la transformacién sea inyectiva (salvo en un conjunto N que sea
despreciable para la integracién) es légica, porque si el cambio de variable tuviera, por
ejemplo, tres valores de las nuevas variables para cada punto (z,y), al calcular la integral en
(u,v) pasarfamos tres veces por cada punto, con lo que lo esperable seria que obtuviéramos
la integral original multiplicada por 3.
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56. El coeficiente de dilatacion no es el jacobiano, sino su valor absoluto. Si olvi-
damos poner el valor absoluto, podemos terminar obteniendo resultados absurdos,
como voliimenes negativos.

A diferencia de la féormula del teorema [2.32] en la férmula para el caso de funciones de una
sola variable (ver pagina no utilizamos |h/(t)|, sino A'(t). (A qué se debe esta diferencia
al pasar a varias variables, por qué hemos introducido el valor absoluto? Ver una explicacién
en el apartado [2.7.8|

2.4.2. Coordenadas polares

Para el cambio a coordenadas polares se utilizan las ecuaciones x = rcosf, y = rsinf.
El significado es el de la figura. La variable r suele llamarse radio vector, y la variable 6,

Y

(x,y)

T

y
16 X

X

Figura 2.36: Coordenadas polares

angulo polar. Las curvas » = k, donde k es una constante, son circunferencias centradas en
el origen, mientras que las § = k son semirrectas que parten del origen. Ambos haces de
curvas se cortan en todos los puntos del plano, por lo que sirven para describirlos todos.

Puede definirse sobre todo R?, pero como las funciones circulares son periédicas de pe-
riodo 27, para describir cualquier punto (z,y) es suficiente con limitar la variable § a un
rango de amplitud 27, e incluso a un rango de amplitud 7 si se admite que r pueda tomar
valores negativos.

Ejemplo 2.33 (Ejemplo 6.3.4 de [11].) Pasando a coordenadas polares, evaluar [ [, log(z*+
y?) dz dy, donde D es la regién contenida en el primer cuadrante y comprendida entre los
arcos de las circunferencias z* + y? = a® y 2 + y*> = b* (donde 0 < a < b).

Nuestra primera labor va a ser identificar el conjunto E del plano (r, #) que se corresponde
con D en el paso a polares.

Las desigualdades que segin el enunciado caracterizan a los puntos de D son

x>0, y>0, a®<a’+y* <V,
que en coordenadas polares se transforman en

rcos® >0, rsinf >0, a®<r?® <V’
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0 Y

/2L

a b a b

Figura 2.37: Los conjuntos D y E del ejemplo

Por otra parte, el valor absoluto del determinante jacobiano es igual a |r| (°°). Puesto que
tenemos varias posibilidades en la eleccion de r y 6, decidimos en primer lugar que r > 0, y
asi no tendremos que introducir valores absolutos en la integral a calcular.

Hecha esta eleccién, las desigualdades equivalen a

cosf >0, sinf >0, a<r<b.

El 4ngulo polar podemos restringirlo a un intervalo de amplitud 27, asi que elegimos [0, 27]
(como podriamos elegir cualquier otro, aqui hay total discrecionalidad), y entonces las de-
sigualdades equivalen a

0<6<

b |

, a<r<hb.

Resumiendo, el cambio a polares T : E = [a,b] x [0,7/2] — D en este caso no sélo es una
aplicacion suprayectiva sino biyectiva. Podemos aplicar el teorema del cambio de variable y
la integral se transforma de la siguiente manera:

b o b
//10g(:1:2+y2) alycdy://rlogr2 drd&z//erogr d@drzﬂ/rlogr dr.
D E a 0 a

La dltima integral se resuelve por partes y el resultado final es
Z [b?logb — a*loga — L(b* — a?)]. |

Las ideas que han aparecido en el ejemplo pueden sernos ttiles para otros muchos casos.
Querremos tener una transformacion que verifique las hipétesis del teorema del cambio de
variable [2.32] por lo que hemos de limitar el dominio de las nuevas variables, para lo que hay
varias opciones posibles. Nosotros usaremos siempre v > 0 y 0 < 0 < 27, salvo indicacion
en contrario. Un cambio a coordenadas polares serd a partir de ahora una aplicacién
definida sobre una regién simple E C [0,4+00) x [0,27] por (r,0) ~ (rcos,rsinf), y cuya
imagen sea una region simple D en el plano XY

Llamando N al conjunto de puntos de E que estan ademés en la frontera de [0, +00) X
0, 27], se comprueba que entonces se cumplen las hipdtesis del teorema m (ver apartado
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27T

Figura 2.38: Conjuntos E y N a los que seria aplicable el teorema para coordenadas polares
(y para una f adecuada). N es el conjunto formado por las tres lineas rojas y E es el
conjunto azul, incluidos los bordes de cualquier color

2.7.9) y que la férmula que relaciona la integral en coordenadas cartesianas con la integral
en coordenadas polares es

é/f@vy)d-fdy:é/f(rcos&,rsin@)rdrde.

La utilizacién de la propiedad aditiva (teorema [2.28)) nos permitird aplicar la férmula del
cambio de variable a conjuntos que no sean regiones simples, como muestra el ejemplo [2.53

(apartado [2.7.10)).
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2.5. Integrales impropias

57. FEn este apartado, como excepcion, no supondremos que las funciones a inte-
grar sean acotadas ni que los dominios de definicion de las funciones sean acotados.

Solamente pondremos algunos ejemplos, sin dar ninguna definiciéon general. Para un uso
intensivo de la integracion sobre conjuntos no acotados o de funciones no acotadas, la integral
de Riemann es bastante limitada, es mucho mejor utilizar la de Lebesgue y, sobre todo, la
de Kurzweil-Henstock.

Ejemplo 2.34 Sobre (0, 1] considérese la funcién 1/x y la particién P, en n partes iguales,
teniendo en cuenta que ahora el primer subintervalo no puede ser cerrado, tendra que ser
(0, 1/n] puesto que en el 0 no esta definida la funcién. Si & es la seleccién de puntos asociada

4

=

Figura 2.39: La suma de Riemann Sy vale 4 x i+2>< iJr% X i+1 X i :1+%+%+%. La figura
estd deformada porque las escalas de los ejes horizontal y vertical no son iguales, para
facilitar la lectura de algunos valores

a esa particion definida por §; = *, la suma de Riemann

1 1
S, =1+ 5 + -+ — — 400 cuando n tiende a infinito.
n

Este resultado es coherente con el siguiente:

1

d 1
lim [ & = lim {logx} = lim (—logd) = +o0.
d—0+ x §—0+ s d—0t

5

Se resume esta situacion diciendo que la integral impropia fo i dx es divergente. W

Ejemplo 2.35 Actuando como en el ejemplo anterior pero con la funcién 1/4/x y tomando
una seleccion de puntos en subintervalos, £, de modo que el primer punto &, el que pertenece
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16 =f(

1
5=¢)

256

3

1
Vx
\

N,

1
956 4! ’El

1
4

2| =

Figura 2.40: La suma de Riemann S; es mayor que 4, el drea del rectdngulo azul. La figura esta de-
formada porque las escalas de los ejes horizontal y vertical no son iguales, para facilitar
la lectura de algunos valores

al primer subintervalo (0,1/n], sea 1/n* (sin importarnos cudles sean los demds puntos &;

para i > 1),
1 1
S, >———=n— 400
1/n?n
y en cambio
1
d
lim & lim
6—0+ X 6—0+

2]

)

cuando n tiende a infinito,

lim (2 — 2V/6) = 2.

—0+

. . .. . . . 1 1
Se resume esta situacion diciendo que la integral impropia fo 7 dx es convergente y
su valor es 2, a pesar de que hay al menos unas sumas de Riemann que tienden a +o0o. W

Ejemplo 2.36 La integral impropia [[,logzdzdy, donde D = {(z,y) e R* : 0 < y <
1, 0 < x < e} es convergente y su valor es 2 — e (utilizando estas expresiones en el mismo
sentido que en el ultimo ejemplo).

En efecto: recortando D por la zona donde el integrando no estd acotado, A Ds

y=logXx

Figura 2.41: Conjuntos Dy




106 CALCULO INTEGRAL

{(z,y) € D:2 > 6}, donde 6 > 0,

1 ey 1
//log:cd:vdy:/dy/logxdx:/(yey—ey—510g5+5) dy =
D 0 5 0
=2—e—Jdlogd+d—2—c¢ cuando § — 07,
puesto que dlog ¢ tiende a cero cuando 6 — 0F. |

De manera similar se tratan las integrales de funciones sobre conjuntos no acotados: si
D C R no es acotado y f : D — R es una funcién continua y acotada, recortamos D
con los elementos una sucesion de conjuntos acotados que rellene toda la recta, por ejemplo
D,, = DN [—m,m], integramos f sobre D,, y pasamos al limite cuando m tiende a infinito.

Figura 2.42: Conjuntos D,,

En funcién del resultado de este limite se dice que la integral impropia f_-l_;o f(x)dx es
convergente o divergente.
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2.6. Teorema de Riemann-Green

Llamamos “teoremas clasicos del célculo vectorial” a tres resultados conocidos desde el
siglo XIX que tienen en comin que proporcionan férmulas que relacionan entre si a dos
integrales de diferente tipo y dimensién. Todos ellos pueden considerarse una especie de
regla de Barrow para dimensiones superiores a 1.

Los nombres que se dan a estos resultados varian segiin los textos e incluso segun tradi-
ciones nacionales. Nosotros los denominaremos teoremas de Riemann-Green, de Stokes y de
la Divergencia.

No es posible insistir demasiado en la trascendencia de los teoremas clasicos. Al relacio-
nar integrales de dos tipos distintos, constituyen un poderoso elemento de demostracién y
suministran herramientas en multitud de aplicaciones.

58. Dentro del analisis matematico, todos los teoremas que tienen como tesis una
igualdad entre dos procesos distintos de paso al limite (y las integrales son limites),
figuran entre los mas importantes y ttiles, y conviene recordarlos porque surgen
aplicaciones suyas por doquier.

La férmula de Riemann-Green (o de Green en el plano, o simplemente de Green) para
un campo vectorial de dos variables, compara una integral doble sobre un recinto plano y
una integral de linea sobre la frontera del mismo recinto. Puede verse como una regla de
Barrow pero de una dimensién maés: la integral doble (sencilla en la regla de Barrow) de
unas derivadas sobre un recinto bidimensional (unidimensional en la regla de Barrow) se
transforma en una integral de las funciones sin derivar sobre la frontera del recinto, que
resulta ser una o varias curvas (un par de puntos en la regla de Barrow).

Uno de los puntos mas resbaladizos es la orientacion de las curvas implicadas en la formula
de Riemann-Green. Para considerar la integrales de linea sobre esas curvas se precisa que la
frontera esté dotada de una determinada orientacién, que con frecuencia se define recurriendo
a conceptos como derecha e izquierda o como el sentido de las agujas del reloj, conceptos
que, si bien son muy intuitivos y ayudan sobremanera a reconocer la orientacion en las
aplicaciones, no caben en nuestro modelo matematico (ED

59. Por coherencia con el nivel de abstraccion que manejamos en el resto del
curso, nosotros optaremos por actuar exactamente al revés: en la formulacién mas
general no definiremos una orientacion como positiva y después enunciaremos la
formula usando esa orientacién, sino que utilizaremos la férmula para definir la
orientacién que llamaremos positiva.

No obstante, a la hora de demostrar la férmula para algunos casos especialmente simples
lo haremos de manera constructiva, con lo que, para esos casos particulares, concretaremos
previamente la orientacion que manejemos.

61Como dice L. Schwartz ([14], pagina 29), si pretendiéramos explicar nuestros conceptos de izquierda y
derecha a unos seres inteligentes residentes en un lugar del universo desconocido para nosotros, no seriamos
capaces de hacerlo.
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No haremos la demostracién del caso més general posible, pero si demostraremos la férmu-
la bajo hipdtesis bastante amplias como para incluir los conjuntos que son méas habituales
en las aplicaciones.

Las funciones que integraremos seran todas continuas, con lo que la existencia de las
integrales estara garantizada. Puede extenderse el resultado a funciones més generales, no
continuas, pero estas extensiones no acarrean mas dificultades que las propias de la integra-
bilidad. Lo sorprendente de los teoremas clasicos, y de éste en particular, es que las mayores
dificultades sobre la validez de la formula se derivan de la complejidad geométrica del recinto
de integracion (curvas y conjuntos bidimensionales, en el caso que nos ocupa), més que de
las propiedades de las funciones a integrar.

2.6.1. Formula de Riemann-Green para rectangulos

Primero probaremos la validez de la férmula para los recintos mas sencillos y después
analizaremos su extension a otros recintos mas complicados.

Consideramos en primer lugar campos vectoriales definidos sobre rectangulos R = [a, b] x
[c,d]. El borde de R, OR, es una curva cerrada simple formada por la suma de sus cuatro

d <
A OR

a b

Figura 2.43: Orientacién antihoraria del borde de un rectangulo

lados. Dotamos a OR de la orientacién definida por la parametrizacién que es suma de los
cuatro caminos

cy:la,b) — Rt~ (tc)
o le,d] — R? t~ (b t)
cs:la,b) — R?* t~s (a+b—t,d)
cy:le,d — R} t~(a,c+d—t)

Diremos entonces que OR™ estd dotado con la orientacion antihoraria o positiva.

Teorema 2.37 (de Riemann-Green para rectidngulos) Sea F' : R = [a,b] X [¢,d] —
R? un campo vectorial de clase C' que tiene por componentes a las funciones reales P y Q,
F = (P,Q). Entonces se cumple la férmula de Riemann-Green:

/Pdm—i—@dyzé/(%—f—%—j)dmdy.

ORTt
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60. Observar que distinguimos entre “férmula” de Riemann-Green, y “teorema”
de Riemann-Green, que es un enunciado cuya tesis es la férmula.

Cuando digamos que sobre un cierto dominio “se cumple la férmula de Riemann-
Green” querremos decir que se cumple para todo campo vectorial de clase C! defi-
nido sobre el dominio (ED

DEMOSTRACION: La demostracién no requiere ninguna idea feliz. Nos limitaremos a calcular
con un poco de cuidado la integral de linea utilizando la parametrizacion que conocemos de

OR™ y a aplicar los teoremas v para la integral doble.
Empezando con la integral doble,

//(%_aa_];)dxdy:/d/ba—chy ) dxdy — // (z,y) dydx =
Jlawl[ ol

:/dQ(b,y) dy—/dQ(a,y) dy—/bP(x,d) da:—k/P(ac,c) d.

a

Ahora calculamos la integral del campo vectorial sobre cada uno de los cuatro caminos
que parametrizan OR™ :

b b

/Pdw+Qdy:/(P(t,c),@(t,c))-(l,())dt:/P(t o) dt

c1 a
d

/deJery: /(P(b,t),Q(b, t))-(O,l)dt - /dQ(b,t) dt

/Pda:+Qdy:/<P(a—|—b—t,d),Q(a+b—t,d))-(—l,O)dt:

cs3 a
b

b
/P a—i—b—t,d)dtz—/P(u,d)du

a

/deJery—/(P a.ctd—1), Qe+ d —1))-(0, 1) =

ca

62Siempre que hablemos de una funcién cuyo dominio de definicién D sea una region simple (y el rectdngulo
R lo es), al decir que es de clase C! queremos decir que la funcién estd en realidad definida y es de clase @
sobre un conjunto més amplio que contiene a D en su interior (ver las definiciones y , pero este
tecnicismo no nos hard falta en la practica durante el curso.
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__jQ(c+d—t)dt——/ClQ(a,v)dU

(donde se han introducido los cambios de variable w = a+b—t, v = c+d—t). A continuacién
sumamos las cuatro integrales y observamos que el resultado coincide con el obtenido mas
arriba para la integral doble, con lo que la férmula queda demostrada.

2.6.2. Formula de Riemann-Green para regiones simples

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que la formula de Riemann-Green no solamente
se cumple para rectangulos, sino también sobre cualquier regién que sea simple en ambas
direcciones. Comprobaremos enseguida que esta generalizacién complica extraordinariamen-
te la demostracién. Las complicaciones se derivaran, mas que de los nuevos calculos (que
seguirdn un esquema muy parecido al de la anterior demostracién), de las consideraciones
que habra que hacer para adaptar al borde de la regién simple algunas ideas que hemos
utilizado sobre los lados del rectangulo.

En primer lugar, con los conceptos que hemos dado en este curso, en caso de que el borde
0D de una regién simple no fuera una curva cerrada simple es obvio no podriamos ni siquiera
enunciar el teorema [2.38] puesto que la integral del primer miembro de la igualdad es una
integral de linea sobre una curva de este tipo.

61. A partir de ahora, todas nuestras regiones bidimensionales simples su-
pondremos que tienen la caracteristica adicional de que su borde (o frontera) es
una curva cerrada simple.

Lo que no es tan obvio es que, como se dice en la observacién [61], la propiedad de que
0D sea una curva cerrada simple constituya verdaderamente una caracteristica adicional
al hecho de que D sea una region simple. Podria ocurrir que de la hipdtesis de que D sea
una region simple se dedujera que 0D es una curva cerrada simple. Para poder asegurar con
certeza matematica que no es asi, tendriamos que encontrar al menos una regién simple cuyo
borde no sea una curva cerrada simple.

Incluso después de suponer que el borde de una regién bidimensional es una curva cerrada
simple, en las demostraciones tendremos que tener cuidado con las parametrizaciones de esa
curva, que no son tan sencillas como puede parecer a primera vista. Intentaremos explicarlo
a continuacion. Si D es una regién simple en las y, por ejemplo, y conocemos una descripcién
suya en los términos de la definicién [2.18] entonces automéaticamente conocemos una tra-
yectoria que describe a la frontera 0D como imagen de un camino cerrado e inyectivo (con
la salvedad de que el punto inicial y el final son el mismo, claro): no hay més que recorrer
primero la grafica de y = ;(x) de izquierda a derecha @; después el segmento vertical que
corresponde a x = b, de abajo a arriba; a continuacién la grafica de y = po(z) de derecha a

63No hay contradiccién entre lo que se dijo antes en contra de utilizar en las definiciones o en las demos-
traciones las nociones de izquierda y derecha (o arriba y abajo) y el uso informal que le estamos dando aqui,
puesto que éste es formalizable sin recurrir a izquierda o derecha, aunque sea un poco complicado.

En efecto, cuando decimos coloquialmente que “recorremos la grafica de y = ¢1(x) de izquierda a derecha”
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izquierda; y por tltimo el segmento de la frontera que esta sobre la recta x = a, de arriba a
abajo.

Lo que ocurre es que las funciones ¢; v @9 pueden ser solamente continuas, mientras que
para parametrizar una curva cerrada simple necesitamos un camino con ciertas propiedades
de diferenciabilidad, ver la definicién [I.25] No hace falta recurrir a conjuntos complicados
para apreciar la importancia de esta diferencia. Por ejemplo, el circulo D definido por x? +
y> < 1 es una regién simple en las y, para las funciones continuas ¢;(z) = —v1 —22 y

o

1-x

<
Il

Figura 2.44: Las funciones que describen al circulo unidad 22 + 32 < 1 como regién simple (que son
dos semicircunferencias) no son diferenciables en los puntos 1y —1

©o(x) = V1 —22. Por otra parte, D, que es la circunferencia z? + y?> = 1 completa, es
una curva cerrada simple. Sin embargo, ni ¢; ni ¢, son de clase C!, puesto que en los
extremos del intervalo [—1, 1] no son derivables, luego no nos sirven para parametrizar 0D.
Esta observacion la tendremos presente durante la demostracién del teorema [2.38|.

Teorema 2.38 (de Riemann-Green para regiones simples) Sea F = (P,Q) : D —
R2 wun campo vectorial de clase €' sobre un dominio D C R? que es una region simple
tanto en las x como en las y. Entonces para una cierta orientacion del borde 0D que se
llamard orientacion positiva del borde, 8D, se cumple la férmula de Riemann-Green:

/Pdw—l—Qdy:é/(g—f—aa—];)dxdy.

oD+

DEMOSTRACION:
Estructuramos la demostracion en varios pasos intermedios.

(1) Supongamos en primer lugar que () = 0 y que D es una region simple en las y.
Siguiendo las notaciones habituales pondremos D = {(z,y) € R? : a < x < b, ¢1(z) <y <
wa(x)}, donde 1, s : [a,b] — R son funciones continuas, con p; < ¢o. Entonces el borde

podriamos decir lo mismo de un modo totalmente preciso: “consideremos la gréifica de y = ¢1(x) con la
orientacién para la que el punto inicial es (a,p1(a)) y el punto final es (b, v1(b))”. Esta frase no apela a
nuestra idea de izquierda y de derecha. Lo que si hay que tener en cuenta es una sutileza adicional: que
el hecho de que la grifica de y = ¢1(x) sea una curva simple requiere una demostracién, a menos que las
funciones @1 v o fueran de clase ! a trozos. Puede hacerse una demostracién, para la que basta que ¢; y
(2 sean continuas, utilizando el concepto topoldgico de conjunto conexo, pero no es nada sencilla: ver 2.7.11}
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.
C)

1

Figura 2.45: Los cuatro conjuntos Cy, Co, C3 'y Cy en los que dividimos el borde de la regidn simple
D. Las orientaciones son las utilizadas en la demostracién

de D (definicién es la union de cuatro conjuntos, 0D = Cy U Cy U C3 U Cy, donde

Cr={(z,p1(z)) ra <z < b}
Co={(b,y) : p1(b) <y < p2(b)}
Cs ={(z,p2()) :a <z < b}
Ci={(a,y) : p1(a) <y < pa(a)}.

Cada uno de los conjuntos Cy y C4, 0 se reduce a un solo punto o es una curva simple.
Como para el calculo de integrales los dominios reducidos a un solo punto pueden des-
preciarse, podremos suponer sin pérdida de generalidad que Cy y Cy son curvas simples.
Entonces las descripciones de estos segmentos son trayectorias de curvas simples orientadas,
que denotaremos con Cy y C;, respectivamente.

En cuanto a Cy y C5, son curvas simples (@, v las supondremos orientadas con la
orientacion inducida por las descripciones (@ expuestas mds arriba, C{", C5 (es decir, C}f
comienza en (a,p1(a)) y C4 comienza en (a, ps(a))).

Definicion 2.39 Con las notaciones anteriores, llamaremos orientacion positiva sobre
la curva borde dD, a la definida mediante 0D* = Cf + Cf + Cy + Cy. ()

Anadimos de manera transitoria la hipétesis de que las funciones 1 y @9 sean de clase
C! a trozos. Ahora si que tenemos parametrizaciones de las cuatro curvas, en funcién de x

64Esta afirmacién no es evidente, puesto que con los datos que conocemos no disponemos de ningtin camino
de clase @' a trozos que parametrice a C; o a C3. Ver una demostracién, utilizando la propiedad topolégica
de la conexién, en

65A estas descripciones no las llamamos parametrizaciones porque pueden no serlo, como hemos explicado
més arriba, dado que las funciones p; y ¢ podrian ser solamente continuas, y para tener una verdadera
parametrizacion se requieren funciones que sean de clase C! a trozos. Aunque no sean verdaderas parame-
trizaciones, si que inducen una orientacién en las curvas simples Cy y Cs, al fijar para cada una de ellas un
punto inicial y un punto final en las curvas simples, ver el comentario en la nota (%3).

66En el apartado hemos tratado con sumas de curvas simples, pero no con sumas de curvas simples
orientadas. Esta suma de curvas orientadas hay que entenderla como “la curva orientada que tiene por
parametrizacién a una suma de parametrizaciones de las curvas orientadas que son los sumandos” (en caso
de que Cy o Cjy se reduzcan a un punto, habria que omitir estos sumandos).
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o de y, luego podemos hacer calculos de integrales sobre ellas de manera muy parecida a lo
que hicimos en la demostracion de la misma propiedad para rectangulos (teorema :

b b
/PdI+Qdy=/(P(%901(fE)),0)'(L%(i))dﬂfz/P(%@l(w))dx
Cf' a a

w2(b)

Pdx+Qdy = / 0-dy=0

02[ ®1(b)
b b
[ Pdr+@iy= [ (Poa(@).0)- (1 pha) do = [ Pl pale)) da
03+ a a
w2(a)
/Pd:c+Qdy: / 0-dy=0
ot e1(a)

(en el caso de que las derivadas de p1 y o no existan en un nimero finito de puntos
de |a,b], las integrales en las que aparecen esas derivadas hay que entenderlas como una
suma de integrales, igual que hacemos en otras situaciones similares). Por tanto, apelando
al corolario (1.29

/de—i—Qdy:/Pdm+Qdy+/de+Qdy—/Pdm—I—Qdy—/de+Qdy:

oD+ o cy cf cf
/ Y oP
=[P - P = - = - .
[Pt - Pl o= [ao [ (<Fea)an= [[ -5 o ay
a a e1(w) D

Ahora volvamos a que ¢y y s sean solamente continuas @ Para reducirlo al caso
anterior, tomamos una parametrizacién de la curva C|~ que sea compatible con su orientacidn,
c: [d',V'] — R2. Entonces para todo t € [, V], ca(t) = ¢1(c1(t)), Iuego también ahora

v b

[Pas+@iy= [ (P®ei(@®).0) - (0.40) di= [ Pl s

CT a’ a

donde en el dltimo paso se ha hecho el cambio de variable © = ¢, (t). Repetimos el argumento
para C y con ello el razonamiento hecho para cuando ¢, y o fueran de clase C' a trozos
es también valido aqui.

(2) Ahora suponemos que P = 0 y D es una regién simple en las x. De forma comple-

67Estamos resolviendo los casos como el del ejemplo del circulo 22 +y2? < 1 que pusimos antes del enunciado
de este teorema, puesto que ¢1(x) = —v/1 — 22 no es derivable en —1 y en +1. Como parametrizacién de
Cyf tomarfamos, por ejemplo, ¢(t) : [m,27] — R, con ¢(t) = (cost,sint). Y como parametrizacién de Cy
c(t) : [0,7] — R, con ¢(t) = (— cost,sint).
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Figura 2.46: D es una regién simple en las x. En rojo, su borde 9D"

tamente analoga al caso anterior se define una orientacion positiva para la curva cerrada
simple 0D y se prueba la formula del enunciado, que bajo estas hipotesis es

/de+Qdy=//g—§dxdy.
D

oD+

(Hacerlo y comprobar que ahora no aparece un signo negativo delante de la derivada 0Q)/0z,
igual que ocurrié en la demostracion del teorema[2.37)

(3) Terminamos por situarnos en el caso del enunciado: tanto P como () pueden ser
funciones no nulas y D es una region simple en las x y simple en las y. Nuestra estrategia
consiste en aplicar el resultado demostrado en el caso (1) al campo vectorial (P,0) y lo
demostrado en el caso (2) al campo vectorial (0,Q), para a continuacién sumar ambos
resultados, obteniendo asi la férmula del Riemann-Green del enunciado.

Ahora bien, para poder hacer la suma

/(P,O)-ds+ /(O,Q)-ds: /(P,Q)-ds,

oD+ oD+ oD+

hemos de garantizar que en el miembro de la izquierda estamos integrando las dos veces a
lo largo de la misma curva y con la misma orientacién. Necesitamos saber, por tanto, que
las que hemos definido como orientaciones positivas para cuando que D es simple en las y
y para cuando D es simple en las x, coinciden cuando D sea simple en las dos direcciones.
Intuitivamente quiza se vea muy claramente que asi es, pero ello se debe a que en ambos casos
interpretamos las dos orientaciones como las que corresponden al sentido antihorario, y éste es
un motivo que no podemos utilizar en una demostraciéon, como explicamos en la introduccion
de la Férmula de Riemann-Green. Una comprobacion de que ambas orientaciones coinciden
puede consultarse en el teorema del apartado|2.7.12,

Ahora aplicamos los dos casos anteriores a (P,0) y (0,Q), respectivamente, y sumamos,
obteniendo la formula de Riemann-Green.

Con lo que damos por terminada la demostracion del teorema de Riemann-Green para
regiones simples en ambas direcciones.
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2.6.3. Foérmula de Riemann-Green para regiones mas generales

La férmula de Riemann-Green no sélo es valida sobre los conjuntos simples en las dos
direcciones, ni mucho menos. Al contrario, lo que resulta dificil es encontrar un conjunto
plano sobre el que no sea valida. Otra cosa es que sea facil demostrarla bajo hipétesis mas
generales, que no lo es. Vamos a dar varias ampliaciones de las hipétesis de los teoremas|2.37
y [2.38] todas ellas referidas al dominio D, manteniendo las hipétesis de diferenciabilidad
para el campo F'.

(1) Nuestra primera ampliacién va a consistir en admitir que el conjunto D tenga “agu-
jeros”, con la (importante) condicién adicional de que el campo vectorial esté definido y sea
también de clase C! dentro de los agujeros, no sélo sobre D. Lo probaremos para el caso
de que el conjunto agujereado se obtenga como diferencia conjuntista de dos regiones que
sean simples en ambas direcciones (el agujero, junto con su borde, también serda una regién
simple). Para probarlo cuando haya méas de un agujero aplicariamos el mismo procedimiento
repetidamente.

Supondremos que D = D;\ Int Dy, donde Dy C Int D y que ambos conjuntos son simples

< -

Figura 2.47: Dos ejemplos de regiones simples D1, D5, con la segunda contenida en la primera. El
primero de los ejemplos cumple las hipétesis del corolario y el segundo no. Observar
que en este segundo caso, dD1 N I0Ds # &

en ambas direcciones.
Aplicamos el teorema [2.38] a Dy y a Ds, restamos las dos férmulas y hacemos uso de
varias propiedades de las integrales para obtener

/F-ds +/F-ds:/F-ds— /F-ds:

oD oDy aDf aDF

() (- (R

Dy

A partir de aqui obtendremos la formula de Riemann-Green si interpretamos adecuada-
mente para este caso el borde orientado de D. Llamaremos borde de D, 9D, a la unién
0D, U0D,, dado que esta definicion es coherente con el concepto topolégico de frontera @

68Gracias a que hemos supuesto que Do no sélo estd contenido en D sino en su interior (y que 0D es
una curva cerrada simple), resulta que la frontera de D es la unién de las dos fronteras, ver el teorema m

del apartado
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Por tanto, 0D no es, hablando con propiedad, una curva cerrada simple, sino la union dis-
junta de dos curvas cerradas simples.

62. Escribiremos 0D = 0D, + 0D, en el bien entendido de que es un abuso
de notacién, puesto que la definicién de suma de caminos ((1.9) exigia que el segundo
comience donde termina el primero, cosa que no ocurre con 0D y 0D,.

La justificacion para escribir la unién de caminos disjuntos como una suma es que
también denotaremos la suma de las integrales (de campos escalares o de campos
vectoriales) sobre cada una de las curvas como la integral sobre la unién de las
curvas disjuntas.

Cada uno de los dos bordes 0D; tiene su propia orientacién positiva, que no es otra
que la que se precisa para que la férmula de Riemann-Green sea cierta sobre el correspon-
diente conjunto D;, es decir, la descrita en la demostracién del teorema [2.38, Pues bien,
llamaremos orientaciéon positiva del borde 9D a la orientacién positiva de la curva
exterior, D], junto con la orientacién negativa de la curva interior, 9D, , y pondremos
oDt = D] + 8D .

Haciendo uso de estas notaciones, lo que hemos demostrado es el siguiente resultado:

Corolario 2.40 La igualdad

/sz+@dy—//<@—8—P)dazdy.

oD+

es vdlida siempre que

» ¢l conjunto D C R? pueda ponerse como una diferencia D = D\ Int Dy, donde Dy y
Dy son dos regiones simples en ambas direcciones y Dy C Int Dy,

» ademds, F = (P,Q) € €' (Dy);

considerando como orientacién positiva del borde 0D la descrita por dDT = dDf + dDj .

(2) La segunda ampliaciéon que daremos de las hipdtesis bajo las cuales se cumple la
formula de Riemann-Green tiene interés teérico y su demostracion es instructiva, pero de-
masiado larga para incorporarla a este curso. Consiste en deformar un conjunto sobre el que
sabemos que se cumple la formula, siempre que esa deformacion sea un cambio de variable
con buenas condiciones de diferenciabilidad.

Corolario 2.41 Sea T : R? — R? una transformacién de clase C* y con jacobiano es-
trictamente positivo en todos los puntos. Si D* C R? es un conjunto sobre el que T es
nyectiva y sobre el que ademdas se cumple la formula de Riemann-Green, entonces sobre
D =T(D*) C R? también se verifica la férmula de Riemann-Green.
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Giro

; ~

Figura 2.48: Mediante un giro pueden pasar a ser regiones simples en las dos direcciones algunos
conjuntos que no lo eran

DEMOSTRACION: Consultar el apartado|(2.7.13,

T ejem 1 n im n ireccion ro mediante un gir
Por ejemplo, si D C R? no es simple en las dos direcciones pero mediante o lo
podemos convertir en un conjunto que si lo sea , entonces sobre D es valida la férmula de
Riemann-Green, puesto que un giro en R? es una transformacién de clase C*.

(3) Hasta ahora, la validez de la férmula de Riemann-Green la hemos estudiado comen-
zando con un subconjunto de R? que cumple ciertas condiciones y después considerando su
frontera. También puede hacerse la revés, comenzar con una curva cerrada simple en el plano
y considerar el conjunto que encierra.

Cualquier curva cerrada simple divide al plano en dos zonas, la de los puntos que estan
dentro de la curva y la de los que estan fuera de la curva. Como ocurria con las orientaciones
antihorarias, el concepto de estar dentro de la curva es muy visual pero para definirlo necesi-
tamos utilizar alguna herramienta de tipo técnico, alguna herramienta matematica. Lo mas
util es el teorema de la curva de Jordan @, que asegura que si C' es la imagen de un camino
cualquiera (en el sentido de que basta con que sea continuo) y que es inyectivo salvo por el
hecho de que la imagen del punto inicial y del punto final del intervalo coinciden, entonces
el resto del plano, R*\C, est4 formado por dos conjuntos, cada uno de los cuales tiene la
propiedad de que dados dos puntos cualesquiera siempre pueden unirse por un camino que
no se sale del conjunto; y ademas, uno de esos dos conjuntos es acotado y el otro no. El
conjunto acotado es el que se denomina la parte de dentro de la curva C.

Si llamamos D al conjunto que esta dentro de una curva cerrada simple C', puede demos-
trase que C' = 0D (donde 0D es aqui la frontera de D, Fr D, de la definicién [2.51)) y que la
formula de Riemann-Green es valida para una orientacion sobre C. La demostracién para
este caso supera ampliamente los confines del presente curso @

(4) Nuestra tultima generalizacién tampoco la vamos a demostrar, incluso su formulacién
la haremos de una forma mas laxa que las demés ampliaciones del teorema de Riemann-
Green. A pesar de que la formulacién no sea totalmente precisa, serd muy ttil en las aplica-
ciones concretas.

Cuando un conjunto acotado D C R? tenga como frontera (E[) 0D una unioén disjunta
de curvas cerradas simples y ademés pueda descomponerse en unién de un ntimero finito

69La demostracién de este resultado, que no es nada elemental, pertenece a la rama de las matematicas
que se conoce con el nombre de topologia. Puede consultarse una prueba en [12].

"Ver un planteamiento de este tipo en [2], 7.5.
"Wer definicién en el apartado
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de conjuntos que no se solapen y sobre los que sea valida la Formula de Riemann-Green,

<

W X

Figura 2.49: Muchos conjuntos pueden dividirse en un nimero finito de regiones simples en las dos
direcciones

también sobre D es valida la misma férmula para una determinada orientaciéon de 0D que
llamaremos positiva.

No intentaremos desarrollar una demostracion, daremos solamente un ejemplo que pone
de manifiesto la manera de proceder, para aplicar las mismas ideas cuando nos enfrentemos
a un caso concreto.

Ejemplo 2.42 Sobre una corona circular puede demostrarse la Férmula de Riemann-Green
a través de una descomposicion en cuatro regiones simples. (ED

Tomamos el origen de coordenadas en el centro de las circunferencias que limitan a la
corona D, con lo que las ecuaciones que definen a D serdn del tipo a® < 22 + y? < b?, con
0 < a < b,y llamamos D;, (i = 1,2,3,4) a los cortes de D con los cuatro cuadrantes (ver
la figura [2.29)). Cada D; es una regién simple en los dos sentidos, luego le es aplicable el
teorema 2 .@ De modo que si (P, Q) es un campo vectorial sobre D, podemos aplicar

"2Puede parecer que para una corona circular ya se ha probado la férmula, a través de la primera ampliacién
de las hipdtesis, la que nos permitia que el conjunto tuviera agujeros, puesto que la corona es diferencia de
dos regiones simples, pero no es asi. Como advertimos mas arriba, para el razonamiento que justificé aquella
ampliacién a conjuntos del tipo D = D1\ Int Dy tuvimos que suponer que el campo vectorial estaba definido
y era de clase G sobre todo D1, no nos basté con que lo fuera sobre la diferencia.

Ambas cosas no son lo mismo. Asi, por ejemplo, el campo utilizado en la demostracién del teorema B)
sobre esta misma corona circular daria

/de+Qdy:27r(b2—a2), que es distinto de //((%2 aP)d dy —//0 dz dy = 0.
y
D

oD+

En cambio, para nuestro razonamiento de ahora serd suficiente con suponer que el campo vectorial es de
clase C! sobre D.

"3También deduciriamos que sobre cada D; se cumple la férmula de Riemann-Green utilizando el teo-
rema y el corolario m puesto que, por ejemplo, Dy = D N{(z,y) : > 0, y > 0} es la imagen
del rectdngulo [a,b] x [0,7/2] mediante la transformacién de clase € que define las coordenadas polares,
T(r,0) = (rcosf,rsinf).
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la férmula a (P, @) y cada uno de los D;, y sumando todas las igualdades,

24: /Pdm@d;,éi/(%%)@@.

=1 op¥
El miembro de la derecha es igual a la integral sobre la unién de los D;, gracias a la aditividad
de las integrales dobles. En cuanto a la suma que aparece en el miembro de la izquierda, no
podemos escribirla como la integral sobre la union de las curvas, puesto que ni los caminos
que parametrizan a 0D; son sumables en el sentido de la definicion[1.9] ni les podemos aplicar
la observacién [62] dado que los bordes 9D no son disjuntos.

No terminaremos la demostracién, nos conformaremos con una guia de la forma de actuar
a partir de aqui, con el siguiente razonamiento que sera de aplicacién bastante general. En
cada una de las curvas cerradas simples 0D; distinguimos dos tipos de tramos: los que ya
pertenecian a 0D, que siguen con la misma orientacion, y los que hemos introducido al
dividir D en los D;. Estos tltimos se recorren siempre dos veces, una en cada sentido, puesto
que por su propia naturaleza son frontera de dos D; diferentes, uno a cada lado. Por tanto,
en la suma de las integrales, estos tramos se cancelan, quedando tinicamente los tramos que
formaban 0D, con la orientacion que, como dijimos mas arriba, llamaremos positiva. |

2.6.4. Otras formulaciones del Teorema de Riemann-Green

FORMA VECTORIAL

Consideremos a los objetos bidimensionales de la Férmula de Riemann-Green como su-
mergidos en el espacio R3, es decir, D contenido en el plano horizontal —identificando
D con ¥ = D x {0} € R? x {0} y el campo vectorial F = (P,Q) dotado de una
tercera componente que es nula en todos los puntos —identificando F' con F™, donde

I

Figura 2.50: Inmersién de D y F en R3

F*(l’,y,O) = (P(Q%y)uQ(x?y)?O)i
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Corolario 2.43 (Forma Vectorial de la Férmula de Riemann-Green) Bajo las hi-
potesis y notaciones del teorema de Riemann-Green o de alguna de sus extensiones (aparta-

do y del pdrrafo anterior,

/F-ds://'rotF*-k:dA,
D

ozt

donde k es el vector unitario (0,0,1) y ¥ es considerada como una superficie definida explici-
tamente por z =0 (ver la definicion de 03X para este caso en m

DEMOSTRACION: Basta observar que el rotacional rot F* = V x F* es un vector con las
: : oQ or
dos primeras coordenadas nulas y la tercera igual a — — —
or Oy
La forma vectorial del teorema de Riemann-Green arroja un poco de luz sobre el sentido
que tiene la diferencia de derivadas parciales que aparece en la integral doble: su razén de
ser reside en que es una componente de un rotacional. Ademds, nos permitird comprobar
inmediatamente que la formula de Riemann-Green es un caso particular de la formula de
Stokes.

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA EN EL PLANO

Asi como la anterior formulacién nos liga el resultado con el teorema de Stokes para
superficies en R? (teorema , la que exponemos a continuacién nos lo relaciona con el
teorema de la divergencia para voltimenes en R?® (teorema . Para enunciarla repensare-
mos la orientacién en una curva cerrada simple, que definimos a través del sentido del vector
tangente unitario (ED, como la seleccion de una de las dos normales unitarias a la curva.

Definicién 2.44 Supdngase que D C R? es una region sobre la que es vdlida la Férmula de
Riemann-Green y que cada una de las curvas cerradas simples que forman 0DV tiene una
parametrizacion reqular a trozos (x(t),y(t)). La normal exterior a 0D en un punto

regular (x(t),y(t)) es
(y'(t), —2'(t))

e,y = L2

No hay méds que multiplicar escalarmente n por el vector tangente a 0D, (z/,y'), y ver
que da cero para entender el nombre de normal a 0D. El nombre de exterior se justifica
mediante la figura, que muestra como la normal asi definida apunta siempre hacia fuera del
conjunto D.

Como comentdbamos a continuacién del teorema[I.28 también aqui hemos de demostrar
que la definicién de normal exterior depende solamente del conjunto D y del punto donde
se calcule, no depende de la parametrizaciéon sobre 0D™ que utilicemos para calcularla @

"La orientacién de una curva cerrada simple la habfamos definido mediante la utilizacién de cambios
de variable con derivada positiva (ver definicién , pero eso es equivalente a seleccionar uno de los dos
vectores tangentes unitarios.

"En efecto, si (x1(t1),y1(t1)) es cualquier otra parametrizacién de 9D, con cambio de pardmetros t; =
h(t), entonces h/(t) siempre es estrictamente positivo (ignoramos los puntos del conjunto finito donde la
derivada puede no existir, ya que estamos alrededor de un punto regular de la curva). Entonces

(' (1), =2'(t)) = I () (w1 (h()), = (h(t))) = B (t) (1 (t2), =21 (t1)),

que una vez normalizados seran vectores iguales.
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oD*

(y’,-x’)

Figura 2.51: Vector tangente (2’,3) en dos puntos de D™, con sus respectivos vectores ortogonales
en el sentido de la normal exterior, (y', —2’). En ambos casos la normal exterior apunta
hacia fuera de D

Teorema 2.45 (de la divergencia en el plano) Bajo las hipdtesis y notaciones del teo-
rema de Riemann-Green o de alguna de sus extensiones (apartado ,

/F-nds://dideA:/ V - F dA,
oD D D

donde n es la normal exterior a D.

DEMOSTRACION: Aplicaremos la Formula de Riemann-Green, pero no al campo F = (P, Q),
sino al campo (—Q, P). Llamando, como siempre, ¢ = (z,y) : [a.b] — R a una parametri-
zacion de 0D,

b b

/F-ndsz/bwoc)-(noc) el dtz/<Foc>-<y’,—x’>dt=/<Py'—@x'>dt=
/ de+de_//(a—P+a—Q)d dy_//ddeA

oD+

63. Ambos resultados, la forma vectorial y el teorema de la divergencia en el
plano son equivalentes al de Riemann-Green. Es decir, si suponemos cierto uno de
estos dos entonces podemos deducir la férmula de Riemann-Green.

2.6.5. Aplicaciones del teorema de Riemann-Green

AREA ENCERRADA POR UNA CURVA
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A partir del teorema de Riemann-Green es posible obtener una férmula para el area
de un recinto, que tiene una particularidad que la distingue de las demas que hemos visto
hasta ahora: el calculo se realiza inicamente sobre la frontera del conjunto. Apoyandose en
este resultado, se construyen unos instrumentos que se llaman planimetros (ver []) y que
computan el area a medida que una rueda recorre el borde del conjunto.

Corolario 2.46 Si sobre D es vdlida la formula de Riemann-Green, entonces

1

A(D)zé / —y dv +x dy.

oD+

DEMOSTRACION: La férmula del enunciado se obtiene por aplicacién directa de la de
Riemann-Green:

[ vasvady= [[ (52252 aa [[2a1-24)

oD+

CAMPOS CONSERVATIVOS

Estamos ahora en condiciones de dar una justificacion de que sobre un conjunto D C
R? que no contenga agujeros, un campo vectorial que sea cerrado (es decir, que tenga la
propiedad 4| del teorema |1.32)) es siempre exacto (propiedad [3| del mismo teorema).

Sea F = (P,Q) : D — R? un campo vectorial que cumple la hipétesjs del teorema.
Témese cualquier curva cerrada simple, C C D, la dotamos de una orientacién y queremos
probar que la integral de F sobre Ct es nula, con lo que habremos demostrado la propiedad

Figura 2.52: Una curva cerrada simple contenida, C, en D

[’ del teorema que es equivalente a la[3

EI conjunto R*\C' queda dividido en dos trozos, uno de los cuales es acotado y el otro
no (cf. lo que se comenté en el apartado[2.6.3(3) sobre el teorema de la curva de Jordan).
Nuestra hipotesis sobre la ausencia de agujeros significa que la parte acotada K esta toda
ella contenida en el dominio D. Suponiendo que sobre K pueda aplicarse el teorema de

Riemann-Green, y observando que C' = 0K y que %—I; = % por la hipétesis @ concluimos

que
[ (0Q oP\ .
Cc+ K
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ROTACION DE UN FLUIDO

Pensamos en una lamina de agua muy poco profunda, que identificamos con un subcon-
junto de R?, y nos preguntamos si, al moverse el agua, una boya de didmetro infinitesimal
centrada en un punto pero anclada en el fondo giraria como efecto de la velocidad que trata
de arrastrarla. Construimos un modelo del movimiento de un fluido sobre un plano, para lo
que el campo vectorial F(p) representard la velocidad del fluido en el punto p. Supuesta co-
nocida la funcién F', que deberd ser de clase !, nos interesa averiguar si en un determinado
punto el fluido esta sometido a una rotacién.

Llamaremos B. al circulo (o bola cerrada) de centro en p y radio ¢, y C. la circunferencia
con el mismo centro y el mismo radio, que es la frontera de B., 0B.. Y planteamos la

Figura 2.53: Los puntos de la circunferencia de centro p y radio ¢ estdn sujetos a la accién de la
velocidad F

expresion

1 F
Z . ds.
E(Cg)/s 5
c

De acuerdo con el teorema , la integral de F'/e es la integral a lo largo de C. de la
componente tangencial (en el sentido de giro dado por la orientacién de C) de la velocidad
partida por el radio, es decir, de la medida de la velocidad angular. Al estar dividida por
la longitud de la circunferencia, puede interpretarse como un promedio de la componente
tangencial de la velocidad angular del fluido alrededor de CZ. Pasando al limite cuando ¢
tiende a cero, si dicho limite existe obtendremos una medida de la rotacién del fluido
en el punto p.

Ademas,

2 F 1
2 ds = F.d
(oA / = T ABY / 5
oF cf

es la integral a lo largo de la circunferencia de la componente tangencial de la velocidad,
dividida por el area del circulo, asi que el resultado de pasar al limite cuando ¢ tiende a
cero podremos llamarlo (en caso de que el limite exista, claro) la tasa de variaciéon de esa
circulacion respecto al area, en el punto p.

Y gracias al teorema de Riemann-Green,

1 ! 0Q OP
A(Bg/F'dS‘ A(B) !/ (%_a_y) o dy
cf <
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Por el teorema del valor medio para integrales, la ultima integral es igual a

oQ OP
(@ - 8_y> (P+aq.)

para cierto vector g. de longitud menor que €. Ahora podremos pasar al limite cuando ¢
tiende a cero, demostrando que el limite existe y calculando su valor. En efecto, como las
derivadas de P y de @) son funciones continuas, el limite de la 1ltima expresiéon cuando &

. : . 0 oP . , e
tiende a cero existe, y es igual al valor de (—Q — — ) (p). Si este nimero es positivo, indica

Jor Oy

que en las proximidades infinitesimales del punto p el fluido gira en el sentido antihorario,
mientras que si es negativo gira en el sentido horario. Y si es cero, significa que no hay
rotacion. Hemos demostrado, en resumen,

Corolario 2.47 (Notaciones como en el corolario ) La rotacion del fluido en el punto
D es igual a la unica componente no nula del vector rot F*(p).

(También el teorema de la divergencia en el plano (teorema [2.45)) conlleva una interpre-
tacion fisica del significado de la divergencia, ver, por ejemplo, [I0]. paginas 821 y 822.)
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2.7. Notas adicionales
2.7.1. Funciéon de Dirichlet

Teorema 2.48 La funcién que a cada ndmero real x asocia lim,, lim,, [cos(mn!x)]™, coincide con la funcién de
Dirichlet, que asigna 1 a los niimeros racionales y 0 a los irracionales.

I
o

Figura 2.54: Gréafica de la funcién [cos(mn!x)]™ para n = 30, m = 31 obtenida con Maple 15. No se
aprecia la convergencia a la funcién de Dirichlet, jpor qué?

DEMOSTRACION:

» Siz ¢ Q, entonces nlx no es nunca un nimero entero, luego | cos(mnlx)| es estrictamente menor que 1.
Al elevarlo a exponentes m cada vez mayores ha de tender a cero. Como el primer limite lim,,, ya es cero,
al pasar al limite cuando n tiende a infinito seguimos teniendo un cero.

= Six € Q, entonces para n pequefio no sabemos asegurar nada. Pero como nos interesa el limite en n
podemos fijarnos solamente en valores grandes de n. Ahora bien, para n suficientemente grande es seguro
que nlx es un entero par, luego cos(mnlz) = 1 y por tanto [cos(wn!x)]m = 1 para n suficientemente
grande y para cualquier m. El limite, por tanto, ha de ser igual a 1.

2.7.2. Condicién suficiente de integrabilidad

Otra condicién suficiente de integrabilidad, que es similar a la del teorema [2.10] y también muy (til en las
aplicaciones, se refiere a conjuntos que sean imdgenes de funciones derivables con continuidad (en el ejemplo
la diagonal es la imagen de ¢t ~ (t,1)).

Teorema 2.49 Es integrable cualquier funcién definida sobre un rectangulo que sea acotada y cuyas disconti-
nuidades estén contenidas en una unién finita de imagenes de funciones de clase C! definidas sobre intervalos
cerrados y acotados.
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--- 1 t+At ‘[+|2A[ [+|3A[ ---

Figura 2.55: Para una particién suficientemente fina en el dominio de h, la imagen de h esta contenida
en una unién de rectangulos, cada uno de los cuales tiene la diagonal acotada por M At.
La suma de las dreas de esos rectdngulos puede hacerse tan pequefia como se quiera

JUSTIFICACION: El teorema de los incrementos finitos, junto con el hecho de que la derivada sea continua sobre
un rectangulo, garantiza que cada funcién h de clase C' admite una acotacidn del tipo |h(B)—h(A)|| < M|B—A|
para todo par de puntos distintos en el dominio de h. Una particién suficientemente fina del dominio da lugar
entonces a una coleccién de rectangulos que recubren la imagen y cuya drea total es tan pequena como se quiera.

DEMOSTRACION: Ver [2], teorema 7.2.11.

64. En la condicién suficiente de integrabilidad del teorema [2.49] no puede rebajarse la hipdtesis
de que las funciones sean de clase C! a que sean solamente continuas (como ocurria en la condicién
suficiente del teorema [2.10)).

El motivo es que algunas funciones continuas de una variable tienen una imagen en R? que no es en absoluto
despreciable desde el punto de vista de las integrales dobles, incluso las hay que rellenan todo un cuadrado. Por
ejemplo, puede consultarse una funcién [0,1] — [0,1] x [0, 1] que es continua y suprayectiva en [I], 9.7 o en
[21].

2.7.3. Demostracién (parcial) del teorema

1. La propiedad para la suma se ha probado en el texto.

2. Para el producto por un escalar la demostracion es muy similar a la suma. Las sumas de Riemann de kf
y de f estan relacionadas por el factor k,

n

Sukf) = 3 kf(E)Anily; =k 3 f(&)Anily; — k// 4
R

ij=1 6,§=1

donde la ultima convergencia se sigue de la integrabilidad de f y de g, independientemente de cudles sean
los puntos &;;.
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3. Monotonia. Si f < g en todos los puntos, entonces f(&;;) < g(&;;) en cualquier punto &;;, luego

Sa(f) = > F(&)AmAy; < Y g(6iy) AsAy; = Su(g),

ij=1 ,5=1
y al pasar al limite se conserva la desigualdad, [, f < [[rg.

4. Valor absoluto. Una vez que hayamos demostrado la integrabilidad de |f|, la desigualdad se seguird de
aplicar la propiedad de monotonia a las desigualdades —|f| < f <|f|. Para demostrar que |f| es integrable
siempre que lo sea f, recurrimos al criterio de Darboux (teorema @) Para cada subrectangulo R;; de
una particion, la diferencia entre el supremo y el infimo de cualquier funcién es un supremo,

Mi; (1f1) = mi (|f]) = sup{|f (z, »)| = |f (", 9")| = (2,9), (2",¥/) € Rij}
M;;(f) —mi; (f) = sup{f(2,y) — f(=",y) : (z,9), (@",¥) € Ri;}

pero por la propiedad triangular, ‘|f(x,y)| — |f(33’,y’)|| < |f(z,y) — f(2',y")|, luego cada una de las
diferencias que forman el primero de los conjuntos estd acotada por alguna de las diferencias que forman
el segundo conjunto (observar que en el segundo conjunto estdn tanto f(xz,y) — f(a',y’) como f(a',y") —

f(z,y)), por tanto

U(f1.P) = LUS1P) = D My (f) = mag (IFD] < Y [Mi(f) = mag (£)] = U(f, P) = L(£,P).
g =1 i,j=1

Como f si que es integrable, para todo nidmero real estrictamente positivo € se puede elegir la particion P
de manera que el dltimo miembro sea menor que €, lo cual demuestra que |f| es integrable.

5. Aditividad. Volvemos a utilizar el teorema[2.6 Necesitamos probar que dado un e estrictamente positivo,
podemos encontrar una particion P del rectangulo total R de modo que U(P) — L(P) < ¢, partiendo
de que esta propiedad si que se cumple para sendas particiones de los rectangulos pequefios. Para ello
tomamos en cada R* una particién P* tal que

U(P*F) = L(P*) <

€
m
Ahora construimos una particion Py sobre el rectdngulo R de manera que todas las lineas divisorias,
horizontales o verticales, de cada uno de las particiones P* figure también en Py. La figura explica cémo

R L
e == - ----
e == - ----
L L

Figura 2.56: Construimos una particién del rectdngulo R a base de prolongar todas las lineas
que aparecen en la primera figura.

hacerlo (jojo!, no estamos dando una demostracién completa de que una Py con estas condiciones pueda
construirse, sino solamente una justificacién intuitiva).

Si restringimos la nueva particién Py a uno cualquiera de los rectangulos iniciales R*, tendremos una
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nueva particion ?’g en la que habrd, si acaso, mds lineas que las que habia con P¥. En consecuencia,
U(PE) — L(PE) serd también menor o igual que e/m (comprobar esto con detalle). Entonces

U(Po) — L(Po) < Z U(PEY — L(PE) < m% —c.
k=1

2.7.4. Demostraciéon de que el minimo rectangulo que contiene a D siempre existe

Haremos la demostracién para cualquier dimensién, sustituyendo “rectangulo” por “producto de intervalos
cerrados y acotados”.

Como D es acotado, cada una de sus coordenadas estd acotada, es decir, la proyeccion sobre una cualquiera
de las coordenadas,

i

m(D):{7"G]R:Elxl,...,a:n,(arl,...,y,...,xn) € D}

es un conjunto acotado para i = 1,...,n. Llamamos a; a su infimo y b; a su supremo. El conjunto I =
[a1,b1] X -+ X [an, by] es el buscado, como comprobamos a continuacién.
Si(29,...,2%) € D, es trivial que cada 29 estd en 7;(D), luego a; < 29 < b;. Queda asi probado que D C 1.

Veamos ahora que I es el minimo de los productos de intervalos cerrados y acotados que contienen a D. De la
definicién de infimo y supremo se sigue que para cada coordenada, [a;, b;] es el menor intervalo cerrado y acotado
que contiene a 7;(D). Entonces, si I' = [a},b}] X ...[al,,b,] es cualquier otro intervalo cerrado y acotado que
contiene a D, para cadai=1,...,n se tiene

[a:,b;] D 7T1(D) D [az,bz]

Luego I' O I, como queriamos demostrar.

2.7.5. Demostracion del teorema [2.20|

Sumergimos a D en dos rectangulos R y R’ y construimos sendas ampliaciones de f a Ry a R', f* y f*/,
respectivamente. Nuestro objetivo es demostrar que f* es integrable si y sélo si lo es f*', y que en este caso,
fRf* = fPu .

Afadimos temporalmente la suposicion de que uno de los dos rectangulos esta contenido en el otro, luego
veremos que con demostrarlo con esta hipdtesis adicional es suficiente. Sin pérdida de generalidad suponemos que
RCR.

SiR = [a1,b1] X [az,b2] y R’ = [a], b]] x[ah, bS], necesariamente se tienen las desigualdades al; < a; < b; < b},

=

5 5
a a, b, b’

Figura 2.57: La funcién f*' es constantemente nula sobre cada uno de los cuatro rectdngulos coloreados

(i = 1,2). Entonces

R = RU ([a},a1] x [a}y,b5]) U ([b1,b]] x [ay, b5]) U ([a,b1] x [ah, as]) U ([ax, b1] X [ba, by]).
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65. En la figura resulta evidente esta identidad, pero debe comprobarse usando las desigualdades
que definen a R y R’, de lo contrario no se tendria una demostracidn.

Ademds, los cinco rectdngulos no se solapan (comprobar también que no se solapan, tomdndolos de dos en
dos). Por tanto, aplicando el teorema aR yf,

//f*’=//f*’+o+o+o+oz//f*,
R’ R R

donde la primera igualdad se sigue de que f*' es nula sobre cada punto de los cuatro rectingulos que forma
R'\R, y la segunda de que f*' y f* coinciden sobre R.

66. FEstas igualdades hay que entenderlas en todos los sentidos: uno de los miembros existe si y sélo
si existe el otro; y en caso de existir, son iguales (ver el enunciado del teorema|2.11)).

Supongamos finalmente que entre R y R’ no hay relacion de contenido. Entonces formamos RN R/, que
también contiene a D y terminamos la demostracion aplicando dos veces lo que ya hemos probado, primero a R
yRNR', ydespuésa R y RN R'.

2.7.6. Demostracién del teorema [2.29], del valor medio para integrales, en el caso
n=2
Podemos suponer sin pérdida de generalidad @ que D es una region simple en la direccién de las y.

Comenzamos la demostracion igual que en el caso n = 1, observando que f alcanza su minimo m y su
maximo M en puntos de su dominio, es decir,

m=f(p") <p< f(p") =M,

para todo p € D y ciertos p™, pM € D, y que m < ffD f/A(D) < M. No podemos aplicar el teorema
de Bolzano, como hicimos en el caso unidimensional, porque no hay nada equivalente para funciones de varias
variables, es un resultado que depende de manera esencial del hecho de que la variable tenga un orden total.

67. Lo que vamos a hacer es, mediante una estratagema, fijarnos no en todo D sino en una parte
de D que podamos considerar unidimensional, y a continuacion aplicar el teorema de Bolzano.

Gracias a la estructura que tienen las regiones simples podemos construir una funcién continua definida sobre
un intervalo y cuya imagen contenga a p™ y p™ y esté toda ella contenida en D. Lo haremos comenzando en
p™, “subiendo” hasta el borde superior de D, siguiendo sobre el borde superior hasta llegar a la altura de p™ vy,
por tltimo, “bajando” hasta pM .

Llamando p™ = (z™,y™) y pM = (x

1(2™) < Y™ < po(z™);  p1(@M) < yM < pa(a™)

(notaciones como en la definicién . Supongamos que ™ < M nuevamente sin pérdida de generalidad @)
y consideremos entonces el intervalo [x™ — (po(2™) — y™), 2™ + (w2 (M) — yM)] y la funcién o definida sobre
él mediante

My,

(™t + pa(z™) — ™) sit<z™
a(t) = q (t,02(t)) sizm <t<zgM
(M, —t + pa(z™) + M) sit > M.

5Sj lo que tenemos es una regidn simple en las x en lugar de las y, lo que haremos serd cambiar las etiquetas
de las variables, intercambiando asi los papeles de la x y la y, con lo que habremos convertido el problema en
otro sobre una regién simple en las y.

" Bastaria con intercambiar los papeles de x™ y x™, puesto que lo que importa en la demostracién es que
hagamos un recorrido entre los puntos p™ y p™, sin importar el sentido del recorrido.
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y m

M

Figura 2.58: En rojo, la imagen del camino «, que va desde p™ hasta p™

Entonces, la aplicacion compuesta f o a es una funcién continua, definida sobre un intervalo, cuyos valores en
los extremos del intervalo son precisamente f(p™) y f(p™) (comprobarlo), luego de acuerdo con el teorema de
Bolzano, f o a alcanza cualquier valor intermedio entre estos dos, en particular ha de existir algtin punto tq del
intervalo de forma que

_ S/

Para terminar la demostracién basta tomar co = a.(t).

2.7.7. Interior y frontera de un conjunto X C R"

Para generalizar a conjuntos arbitrarios los conceptos de interior y de borde que hemos dado para una
region simple del plano en la definicidn [2.19] necesitamos caracterizar éstos de un modo que no se utilicen las
desigualdades que delimitan una regién simple.

Teorema 2.50 Sean D C R? una regidn simple en las y, y p € R? un punto cualquiera del plano. Entonces

D¢

Figura 2.59: Si p (en azul) es un punto del interior de D, cualquier sucesién que se le aproxime llega
un momento en el que sus términos estdn en D. Un punto g de |a frontera de D (en rojo)
es limite tanto de sucesiones contenidas en D como de sucesiones contenidas en D¢

1. p € Int D si y sélo si no es el limite de ninguna sucesién de vectores que pertenezcan todos ellos al
complementario de D, D°.

2. p € 0D siy sélo si es limite de una sucesion de vectores de D y de otra sucesion de vectores de D€.
DEMOSTRACION:  Utilizaremos las notaciones de la definicion y haremos la demostracion para el caso

de conjuntos simples en la direccion de las vy, si se tratase de conjuntos simples en la direccion de las x, los
razonamientos serian totalmente andlogos.




CALCULO INTEGRAL 131

1. Comenzamos suponiendo que p = (z,y) estd en Int D, es decir, a < < b, p1(x) < y < @a(x), y
razonamos por reduccién al absurdo. Si p es limite de una sucesion de puntos p,, = (xn,yn), entonces
para todo indice n a partir de un cierto ng, a < z, < b. Si los p,, no son de D, para esos mismos n
habra de cumplirse que o bien hay infinitos n con p1(xy,) > yn (en cuyo caso ¢1(x) > yn, que es falso),
o bien hay infinitos n con y, > pa(x,,) (lo que implicaria que y > @2(x), que también es falso).

Reciprocamente, tomamos un punto p que no pertenezca a Int D. Tenemos que demostrar que existe
alguna sucesion de puntos de D¢ que converge a p. En caso de que el propio p no pertenezca a D, la
sucesién constante (p,p, ...) nos sirve. Y en caso de que p € D, necesariamente habrad de ser del borde de
D, p € 9D. Dada la definicién del borde (definicion , terminamos de construir la sucesion de puntos
de fuera de D discutiendo varios casos:

Figura 2.60: Sucesién que converge a un punto de 9D con puntos de D¢, distinguiendo los

cuatro casos posibles

En caso de que = = a nos sirve la sucesién (x — 1/n,y).

En caso de que z = b, nos sirve p, = (z+ 1/n,y).

En caso de que a <z < by ¢1(x) =y, escogemos la sucesion (z,y — 1/n),

Y en caso de que a < z < b e y = y3(x), una sucesion que nos sirve es (z,y + 1/n).

2. Haremos primero la implicacién hacia la izquierda y después la implicacion hacia la derecha.

Si:

Sélo si:

De la existencia de (pn)n = ((TnsYn))n, C D, con p, — p = (x,y), se deduce que para todo n,
a <z, < b, luego pasando al limite, a < x < b.

Y de la existencia de (p],)n = ((x,,4},))n C D¢, con pl, — p = (x,y), se deduce que para cada n
alguna de las cuatro desigualdades siguientes es cierta:

a > x{m x; > ba @l(l‘;) > y;w y’l/’L > 502(:5;1))

por lo que al menos una de ellas es vélida para infinitos subindices. Pasamos al limite en las que se
cumplan para infinitos subindices y asi demostramos que es cierta alguna (o varias) de las siguientes:

a>x, ©>b, @i(x,) =Y, Yo > p2(z,).

Entonces, de acuerdo con la definicion p € oD.

Tomamos un punto p de 0D. Como 0D C D, ya tenemos una sucesion de puntos de D que converge
a p: la sucesién constante (p, p, . ..). Para terminar la demostracién observamos que como p estd en
0D, no puede pertenecer a Int D, luego, aplicando el punto 1 de este mismo teorema, tiene que
existir alguna sucesion de puntos de D¢ que converja hacia p.
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Definicion 2.51 Si X C R"™ es un conjunto de dimensién arbitraria y p es un punto cualquiera de R™, entonces
el interior de X, Int X, es el conjunto de puntos p de R™ que no son limite de ninguna sucesion de puntos
de fuera de X. Cuando un conjunto X es igual a su interior se dice que X es abierto (el concepto de conjunto
abierto fue utilizado en el enunciado del teorema .

Y la frontera (topolégica) de X, Fr X, es el conjunto de puntos p de R™ que son, a la vez, limite de una
sucesion de puntos X y de otra sucesion de puntos del complementario de X. Cuando un conjunto X contiene
a su frontera se dice que X es cerrado.

En el caso de regiones simples (bidimensionales o tridimensionales), la frontera topoldgica y el borde coinciden,
tal como se ha demostrado en el tltimo teorema para el caso de regiones bidimensionales simples en la direccién
de las y. En cambio, para superficies en R3, su borde (ver la definicién no es lo mismo que su frontera
topoldgica.

68. Diremos frontera “topoldgica” cuando queramos resaltar que nos estamos refiriendo al concepto
introducido en la definicién y no al borde de una superficie.

Hay que tener en cuenta, de todos modos, que en algunos textos se utiliza la palabra borde como
sinénimo de frontera.

Teorema 2.52 Si D y D, son subconjuntos de R? simples en las dos direcciones y Do estd contenido en el
interior de D1, entonces Fr(D1\ Int Dy) = 0D U 9Ds.

DEMOSTRACION: Probaremos los dos contenidos.

Fr(D;\Int Do) C 0Dy UdDsy: Si p pertenece a la frontera de D1\ Int D2, han de existir dos sucesiones, una
dentro del conjunto y otra fuera del conjunto, que converjan a p:

(pn) C Dl N (Int DZ)Cv Pn — D,
(p:l) C DfUlInt Do, p;L — p.

» En caso de que haya infinitos términos de la sucesion de p! que estén en DS, ya tenemos una
sucesion en Dy que converge a p (la de los py,) y otra fuera de Dy que también converge a p (la
formada por los infinitos p], que estdn den D5), luego p € OD;.

= En caso contrario, sélo hay un niimero finito de p), € D, luego todos los p!, desde un subindice en
adelante necesariamente estan en Int D5, lo que nos proporciona una sucesion de puntos de Dy que
converge a p. Para concluir que entonces p € 0D2, hemos de encontrar una sucesion de puntos de
fuera de D5 que también converja a p. Y para esto es posible que no nos sirvan los p,,, puesto que
de los p,, solamente sabemos que no estan en Int Do, pero podrian estar todos en Ds.
Lo que haremos en primer lugar serd observar que los p,, que estén en Dy necesariamente han de
estar fuera de Int Do, luego pertenecen a 0Ds. Por tanto, para cada uno de ellos habrd una sucesion
de puntos de fuera de Dy que converja a él:

(a7.),, € D5, limgp, = pn.

A continuacion razonamos de la siguiente manera. Para cada n elegimos un indice m,, para el que
n 02 1 2 n 2

lPn—ap, | <1/n,y entonces/ la sucesién (qm1 Wl o050l noos ) estd formada totalmente por

puntos de fuera de Dy y ademds converge a p, puesto que

1
larm,, =Pl < llgm,, = Pall +Pn — Pl < =~ +[lpn —pl| = 0.

Fr(D1\ Int D3) D D1 UdDsy: Distinguiremos dos casos.

= Supongamos en primer lugar que p € OD,. Entonces han de existir dos sucesiones, una con puntos
de Dy y otra con puntos de D{, ambas convergentes a p:

(pn)CDla Pn — D,
(p;,) C DS, pl, —p.
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Como Di\ Int Dy C Dy, los puntos p’, nos sirven también como puntos de (D;\ Int D>)¢, asi que
lo tinico que necesitamos es encontrar una sucesion de puntos de D1\ Int Dy que converja a p, y
para ello sélo tenemos los p,, € Dy. Si hay infinitos de estos p,, que no estdn en Int Do, ya hemos
terminado. Pero es que si no fuera asi, entonces p seria limite de una sucesion de puntos de Int D,
y por tanto seria de Dy (gracias a que las desigualdades que definen a Dy no son estrictas), y por
tanto de Int Dy (por una de las hipdtesis), lo que es imposible puesto que es de 0D .

= Para terminar, supongamos que p € 0Dy. Necesitamos demostrar que existen dos sucesiones, una
en D1\ Int Do y otra en su complementario, que convergen a p.

Llamando , o ,
D; ={(z,y) eR?:a’' <z <V, ¢'(z) <y <¢'(x)}, i=12,

de las hipdtesis se deduce que a' < a? < b*> < bl y que para cualquier = del intervalo abierto
(a2,07), ' (z) < ¥ () < P2 (z) < Y (=) [

Como el punto p = (x,y) estd en el borde de Do, sabemos que
a® <z <P, ¢’(z) <y<YPi(),

y que al menos una de esas cuatro relaciones es una igualdad. Entonces

En caso de que a® < x < b2, basta tomar las sucesiones (x,y — 1/n) y (x,y + 1/n).

2 = x < b?, elegimos las sucesiones

1 17 1 1Y\ 1
e )
n 2| n nJ/ | n
Y en caso de que a? < x = b?,
1 17 1 1\ 1
R )
n 2| n n/ | n

En los tres casos ambas convergen a p y ademds, a partir de un cierto ng en adelante, los términos
de una de ellas estan en D1\ Int Dy y los de la otra en su complementario.

En caso de que a

2.7.8. Foérmula del cambio de variable para integrales simples y valor absoluto de la
derivada

Si aplicdramos la férmula del teorema del cambio de variable (teorema [2.32)) al caso unidimensional, ob-
tendriamos

./fwmszwmwwﬁ
) [a,b]

h([a,b]

mientras que la férmula enunciada en el apartado fue

h(b) b
/f@Mx:/ﬂmmwwm
h(a) a

(estamos suponiendo, sin decirlo, que la funcién h cumple todas las condiciones para poder aplicar ambos resul-
tados, es decir, h es de clase C! y es inyectiva y con derivada no nula salvo, quiza en los extremos del intervalo).

Se trata en realidad de la misma férmula. En la segunda, las integrales se calculan sobre intervalos reco-
rriéndolos en un cierto orden, desde h(a) hasta h(b) y desde a hasta b. Sabemos que a < b, pero no sabemos si

8La primera y la tercera desigualdades se siguen de que Dy C Int Dp, mientras que el hecho de que la
segunda desigualdad sea estricta se debe a que estamos suponiendo que el borde de D5 es una curva cerrada
simple.

Por idénticos motivos que en las desigualdades anteriores.
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h(a) es menor o mayor que h(b). Sabemos también que f:((b‘;) f=- f:((;)) f.

En cambio, en la primera férmula las integrales se calculan sobre conjuntos, sin que haya ningin orden
prefijado (no es de extrafiar que aqui no exista orden en la variable, al ser una férmula valida para cuando la
variable es un vector).

Comprobamos que ambas férmulas son equivalentes distinguiendo los dos casos posibles, h creciente y h
decreciente. No hay mds posibilidades porque al ser A’ no nula en todos los puntos de (a,b), o es siempre positiva
0 es siempre negativa, dado que todas las derivadas tienen la propiedad de los valores intermedios @])

= Si h es creciente, entonces h/(t) > 0. Y ademds, h([a,b]) = [h(a), h(b)], luego las férmulas son iguales
miembro a miembro.

» Si h es decreciente, entonces |h/(t)| = —h/(t). Y ademds, h([a,b]) = [h(b), h(a)], luego el miembro de la
izquierda (respectivamente, de la derecha) de una de las férmulas es igual al opuesto del miembro de Ia
izquierda (respectivamente, de la derecha) de la otra férmula.

2.7.9. Demostracion de que los cambios a coordenadas polares verifican las hipoétesis
del teorema del cambio de variable, [2.32]
En primer lugar, x = rcos#, y = rsin 6, son funciones derivables de todos los 6rdenes sobre el plano (r,6),
por lo que T'(r,6) = (r cos @, rsin @) restringida al subconjunto E es una funcién de clase € (E).

La frontera del conjunto [0, +-00) X [0, 27| estd formada por la unién de un segmento vertical y dos semirrectas
horizontales (%)),

9([0,400) x [0,2n]) = ({0} x [0,27]) U ([0, 400) x {0}) U ([0, +00) x {27}),
por lo que el conjunto N = ENJ([0, 4+00) x [0, 27]) es unién de tres graficas de funciones continuas (figura [2.38):

E N ({0} x [0,2n]) es la gréfica de r = 0 que hay dentro de E,
E N ([0,+00) x {0}) es la grafica de § = 0 que hay dentro de E,
E N ([0,+00) x {27}) es la gréfica de § = 27 que hay dentro de E.

Queda por demostrar que sobre E\N, la aplicacién T es inyectiva y tiene jacobiano no nulo. Esto dltimo
se sigue directamente del hecho de que det T'(r,0) = r, dado que todos los puntos para los que r = 0 estdn
contenidos en N. Para probar la inyectividad, tomamos dos puntos de E\N, (r1,601) y (r2,62) y probamos que
si tienen la misma imagen entonces ambos puntos son el mismo.

Como tienen la misma imagen,

rycosfy =rgocosbly, risinf; = rgsinfy,

de donde, elevando al cuadrado y sumando, r% = r%, Esta igualdad, junto con el hecho de que 71,72 > 0, implica
que 1 = Ta.
Ahora podemos simplificar 1 y 7o, puesto que son iguales y distintos de cero:

cosf; = cosfy, sinf; =sinbs,

y como ademds 601,05 € (0,27), hemos de concluir que 61 = 6s.

2.7.10. Ejemplo de integral en coordenadas polares

Ejemplo 2.53 (Ejemplo 7.7.7 de [2].) Calcular la integral [[ , 2?y* dz dy pasando a coordenadas polares, donde
D es la corona circular 1 < 22 +y? < 4.

Como las desigualdades 1 < 22 4+ 3% < 4 equivalena 1 <r <2y 0< 6 < 27 (recuérdese que siempre
suponemos que r > 0y que 6 € [0,27]), la corona circular D es la imagen del rectingulo E = [1,2] x [0, 27]
mediante la aplicacién de T'(r,6) = (r cos 6, rsin 0).

8Ver, por ejemplo, [I], teorema 5.16.
81Se demuestra argumentando como en la demostracién del teorema m
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Y
2T ; lares
Cambio 2P0
4}
X
K \/ 1 2
0 1 2

Figura 2.61: Los conjuntos E'y D del ejemplo

Descomponemos la corona circular D en cuatro regiones simples que no se solapan, segtin su interseccidn
con cada cuadrante

D'={(z,y) € D:x >0, y >0} =T(E"), donde E' = [1,2] x [0,7/2]
D*={(z,y) €D :2<0, y>0}=T(E?), donde E? = [1,2] x [r/2,7]
D3 ={(z,y) € D:x <0, y <0} =T(E?), donde E* = [1,2] x [, 37/2]
D*={(x,y) € D:x >0, y <0} = T(E*), donde E* = [1,2] x [37/2, 2],

y aplicamos la aditividad de la integral (teorema [2.28));

4 4
//x2y2 dxdy = Z//m2y2 dx dy = Z//r5c05295in29 dr df =
D =1 Di =1 Ei
2

2
1 1 1 1 1 21
_ ) _ L 4 s L L _ &
—//r 4sm 20 dr df 1 G[TLZL[% 251n49}0 3 T
E

2.7.11. La grafica de y = p;(z) es una curva simple

Lema 2.54 Si A y B son dos puntos distintos de una curva cerrada simple C, entonces C' es la suma de dos
curvas simples con extremos en A y en B

DEMOSTRACION: Tomemos una curva cerrada simple C, con parametrizacion c : [a,b] — R", y elijamos en
ella dos puntos distintos, A = ¢(ta), B = c(tg). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a < ta <
te <b ().

Entonces la restriccion de ¢ al intervalo [t a,tg]| es parametrizacién de una curva simple C;.

Por otra parte, las restricciones de c a los intervalos [tg,b] y [a,ta] son también dos caminos de clase G,
que se pueden sumar. Llamemos Cy a su suma.

C1 y Cs son dos curvas simples cuya suma es C' y cuyos extremos son, en ambos casos, los puntos A y B.

Teorema 2.55 Si D es una region simple bidimensional en la direccidn de las y, entonces el conjunto {(z, v1(x)) :
a <z < b} C D es una curva simple (notaciones como en la definicion [2.18).

®Fn caso de que el orden de recorrido de C mediante ¢ fuera el contrario, cambiarfamos ¢ por la para-
metrizacién opuesta de c.
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a l;\ lB b

Figura 2.62: Parametrizacién de C utilizada en la demostracién del lema

DEMOSTRACION: @ La curva C = 0D es un conjunto conexo, por ser imagen continua de un intervalo.
Aplicamos el lema anterior para A = (a, p1(a)), B = (b, ¢1(b)) y probamos en primer lugar que C\{ A, B} tiene
dos componentes conexas. En efecto, esas componentes no son otras que los conjuntos C1\{A, B} y C;\{A, B}
donde Cy y Cy son las curvas de la demostracion del lema:

= ambos conjuntos conexos, por ser imagen continua de un intervalo
= Jos conjuntos son disjuntos, por construccion
= /a unidn de los dos conjuntos coincide con C\{A, B}, por el lema.

Como el conjunto Z = {(z,¢1(x)) : a < x < b} C C\{A, B} también es conexo, si probamos que

A C=0D

1l

b

|
|
|
|
I
|
|
|
|
I
:
a

Figura 2.63: En color rojo, el conjunto Z de la demostracién (que no incluye a los puntos Ay B). La
otra componente conexa del conjunto C\{A, B} estd trazada en color verde

es abierto y cerrado en C\{A, B} deduciremos que es igual a una de las dos componentes, pongamos que
{(z,p1(x)) : a <z < b} = C1\{A, B}. De aqui concluiremos, afiadiendo los puntos A y B, que el conjunto del
enunciado coincide con la curva simple C1.

Demostramos que Z es abierto en C\{A, B} observando que

z=[e\{ABY) (@) :a <o <) U{ @)y < g+ eale) |

8Esta demostracién utiliza la definicién y las propiedades de los conjuntos conexos en espacios topoldgicos.
Ver, por ejemplo, [I3], §§ 9 ¥ 10, o cualquier libro introductorio de topologia.
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Y que Z es cerrado en C\{ A, B} analizado una sucesién ((xn, yn)) de puntos de Z que tenga limite (xo,yo) en
C\{A, B}. En primer lugar, yo = lim @1 (x,,) = w1(x0), por continuidad de 1. Por tanto xog no puede ser ni a
ni b, pues si lo fuera, entonces el limite seria A o B, respectivamente. Asi que a < xg < b, yo = ¢1(x0), luego
el punto limite (xg,yo) pertenece a Z.

2.7.12. Orientacién antihoraria

Lema 2.56 Las orientaciones positivas sobre D definidas en el Caso (1) y en el Caso (2) de la demostracion
del teorema[2.38 son la misma.

DEMOSTRACION: Sea or; la orientacidn positiva sobre D que se ha definido en el Caso (i) (i = 1,2). Puesto que
dD es una curva cerrada simple, ambas orientaciones o son iguales o son opuestas (teorema [1.26). Suponemos
que son opuestas y llegaremos a una contradiccion.

Aplicamos la Férmula de Riemann-Green en cada uno de los casos al campo vectorial (0,2) y al campo
vectorial (y,0), respectivamente. Entonces,

. S(Ca§32) x dy = ,
/ (0,2) - d é/d dy = A(D)

(0D, or2)

(,0) - ds = — / (,0) - ds 22V //dx dy = A(D),

(0D, or2) (8D, ory) D

luego, sumando,
(y,z) -ds = 2A(D).
(0D, orz)
Como el campo vectorial (y,x) = V(xy) es el gradiente del campo escalar xy, su integral sobre cualquier curva
cerrada simple ha de ser nula (por el teorema fundamental del cdlculo generalizado), lo que obliga a que D tenga

drea nula, de acuerdo con la dltima férmula.
Ahora bien, sabemos también que

b

AD) = [ @) - p1(0)] d
a
Al ser wo — 1 una funcién continua y no negativa, el hecho de que su integral sobre el intervalo [a,b] sea nula
implica que o bien la funcién es nula o bien a = b (*)).

En cualquiera de las dos posibilidades, tanto si el intervalo [a,b] fuese degenerado como si las grdficas de ¢,
y de @9 coincidieran, el borde 0D no seria una curva cerrada simple.

2.7.13. Férmula de Riemann-Green para conjuntos deformados mediante un G-
difeomorfismo

DEMOSTRACION DEL COROLARIO [2.41} Considérese un campo F = (P, Q) : D — R? de clase C!, definido
sobre el dominio D, para el que queremos demostrar la férmula.

#En efecto, si h : [a,b] — R es una funcién continua, a < b y h es positiva en algiin punto de [a, b],
h(zp) > 0 para algin xy € [a,b], podemos suponer sin pérdida de generalidad, por la continuidad de h,
que a < xg < b y deducimos, nuevamente por la continuidad de h, que para algun § estrictamente positivo,
h(xz) > h(zg)/2 siempre que |x — x| < 0, luego

b zo+90
/h(aj) dx > / hz) dz > 25@ = dh(zg) > 0.

a To—0
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aD*
(dD*)"

F*=Fx]T ‘F/

R> R’

Figura 2.64: Esquema de las aplicaciones que se utilizan en la demostracién del corolario

Construiremos otro campo sobre D*, F* = (P*,Q*), al que aplicaremos la hipétesis, y a partir de la igualdad
que nos proporcione concluiremos la igualdad que buscamos. En el resto de la demostracion, cuando hablemos
de T nos referimos a su restriccion a D*, que es biyectiva y cuya inversa es también de clase C2.

Para ello definimos F* = (P,Q) x JT, es decir,

P*:F'Tu:Pm1L+Qyu7 Q*:F'Tq):qu)+Qy1n

donde los subindices indican, durante esta demostracion, derivadas parciales. Por la hipétesis sobre D*,

Jl@-ryaua= [ .q)-as
D+ (8D*)+
Probaremos que cada uno de los miembros de esta igualdad coincide con cada uno de los miembros de la
igualdad que queremos demostrar.

Aplicando la regla de la cadena y utilizando el hecho de que T € C? para garantizar que las derivadas cruzadas
de T coinciden,

QZ = Px,z, + Pyyuxv + Pzyy + QzToly + nyuyv + QYuvu
P{: = Pxxvxu + Pyyvxu + Pl’uv + szvyu + nyvyu + Qyuva

luego
QZ - P;)k = (QI - Py)(muyv - xvyu) = (QI - Py) det JT

Por tanto, aplicando ahora el teorema del cambio de variable para la transformacion T-1,

// — P dudv—// =12 detJT|detJT_1\dxdy—// y) dzdy .

T-1(D)

En cuanto a la integral de linea, consideraremos sobre O(T(D*)) = 0D la orientacion asociada a la pa-
rametrizacién que se obtiene al componer T' con una parametrizacién de (0D*)*, ¢ : [a,b] — R2. Entonces
Toc: [a,b] — R? parametriza a D", luego

/ F.ds= /F ) (Toc)(t)dt= /F (T oc)(t)) - [JT(c(t)) x '(t)] dt

oD+

b
:/(FXJT)(c(t))~c’(t) dt:/F*(c(t))oc’(t) dt = / F* . ds .
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3. Integrales sobre superficies
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3.1. Superficies en R? definidas en forma paramétrica
3.1.1. Introduccién

Nuestras superficies seran objetos bidimensionales, porque dependen de dos parametros,
pero que ocupan parte de un espacio tridimensional. Siempre que hablemos de superficies
supondremos por tanto que estamos hablando de conjuntos de puntos con 3 coordenadas.
Dedicamos estos primeros apartados a introducir una definicién de superficie que nos permita

= definir formalmente conceptos como los de area de una superficie, orientacion, flujo de
un campo vectorial que la atraviesa, asi como obtener expresiones para calcularlos, en
Su caso;

= admitir como superficies a modelos matematicos de los objetos geométricos elementales
(esferas, paralelepipedos, cilindros, conos, ...);

» comparar con otras definiciones de superficie (en forma explicita, en forma implicita),
y recuperar los resultados obtenidos para estos casos en el célculo diferencial;

= mantener los estudios y los calculos en un nivel elemental;

» utilizar programas de cédlculo simbélico para representaciones graficas de superficies.

Cuando se introducen las derivadas parciales, se estudian ciertos subconjuntos de R?
que tienen plano tangente en todos sus puntos. Son las superficies descritas en forma
implicita, o conjuntos de puntos que verifican una expresién del tipo h(x,y, z) = 0, donde
h se supone de clase C! y con gradiente no nulo en ningin punto. El plano tangente en el
punto (o, Yo, 20) es entonces el que pasa por ese punto y tiene como vector caracteristico al
gradiente Vh(zg, yo, 20). Esta descripcion de superficies es muy 1til en el célculo diferencial,

0,0,2)
Vh(x(), Yoo Zo) = (2X0’ 2)/(,, 2Z())

(Xo’ Yor 7‘()) (0.2,0)

(210, 0)

Figura 3.1: Esfera de centro el origen y radio 2, definida por h(z,y,2) = 22 +y?> +22 -4 =10.Y
gradiente de h en un punto cualquiera de la esfera

es lo bastante general para incluir algunos conjuntos que no pueden describirse a través de
una variable despejada en funcion de las otras dos —definicion explicita—, y tiene ademas
la ventaja de que gracias al teorema de la funcion implicita, localmente puede identificarse
con la definicién explicita. Pero para el calculo integral no es una descripcién practica, y
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ademas nosotros pretendemos incluir conjuntos que carezcan de plano tangente en ciertos
puntos (superficies con vértices o aristas). Por ello buscaremos otra aproximacion distinta a
la definicién de superficie.

Intuitivamente hablando podemos visualizar una superficie como una porciéon de un plano
que ha sido deformada @ saliéndose del plano pero sin salirse del espacio tridimensional.
Para precisar esta idea teniendo en cuenta los objetivos que se enuncian mas arriba, limi-
taremos los posibles tipos de porciones del plano a considerar, asi como las deformaciones
admisibles.

El caso mas sencillo, que por otra parte es muy util, es el de suponer que solamente se
ha deformado la porciéon plana en la direccion de una de las coordenadas. Esta situacion
corresponde en realidad a las superficies dadas en forma explicita, que no son sino graficas
de funciones reales de dos variables, es decir, conjuntos definidos mediante una expresion
del tipo z = g(x,y). Por motivos técnicos convendrd suponer que tales funciones g estén
definidas sobre una regién simple y son diferenciables con continuidad (%2).

0 T @
3 (c)

Figura 3.2: Tres definiciones distintas para describir una misma parte de una esfera.
(a) Implicita: 22 + 9?2 + 22 =4, 2 > 1.

(b) Explicita: z = \/4 — 22 —y2, 22 + 9% < 3.

(c) Paramétrica: x = sinpcos, y = sinpsinfd, z =cosp, con 0 < p < 7/3,0 <0 < 27

Mas en general, supondremos que los dos parametros que nos sirven para determinar los
puntos de la superficie no coinciden con dos de las coordenadas cartesianas. De la misma

85 A base de doblar, estirar o encoger, pero no de romper.
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manera que para curvas en R? utilizibamos una parametrizacién o trayectoria definida como
x=2xz(t), y = y(t), z = 2(t), en funcién de un pardmetro ¢ que no tenia por qué ser ninguna
de las coordenadas, para superficies ¥ en R3 utilizaremos una parametrizacién x = z(u, v),
y =y(u,v), z = z(u,v), en funcién de dos parametros, de modo que ® : D — ®(D) =X C
R3, & = (x,y, 2), sea de clase C'.

Antes de dar una definicién formal veremos por via de varios ejemplos cuéles son las
condiciones que nos haran falta. Tomamos un valor (ug,vg) € Int D, (serd suficiente que
hagamos estas consideraciones para cuando D sea una regién simple, por lo que el interior
de D serd el definido en que da lugar al punto p = ®(ug, vy) € X.

En las proximidades de p consideramos las curvas que son imagen mediante ® de las
rectas descritas por (t,v9) y por (ug,t), y calculamos los vectores tangentes a estas dos
curvas contenidas en Y. Estas tangentes resultan ser las derivadas parciales

0P od
‘I’u(um’Uo) = %(UO,’UO), ‘i’u(uoﬂo) = %(Uo,vo)-

’
,/ Rectanormal

Plano
tangente

N

X

Figura 3.3: Vector normal, recta normal y plano tangente

Se demuestra, ademéds, que cualquier otro vector tangente en p a una trayectoria con
imagen contenida en ¥ es combinacion lineal de ®,,(ug,vy) v de ®,(ug,vy) (ver el aparta-
do . En consecuencia llamaremos plano tangente a ¥ en p, Tx(p), al plano que
pasa por p y contiene a esos dos vectores; vector normal de ® en (ug, vg), ne(wo, Vo),
al producto vectorial ng(ug, vg) = Py (ug, vo) X ®,(up, vo); y recta normal a ¥ en p, a la
recta que pasa por p y esta en la direccién del vector normal ng (ug, vy).

69. Notese que decimos que el plano tangente y la recta normal lo son a la super-
ficie, mientras que el vector normal no es de la superficie, sino de la parametrizacion.
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Para que efectivamente obtengamos asi un plano y una recta (respectivamente) lo que
necesitamos es que el vector normal sea no nulo (cf. teorema , es decir, que los vectores
D, (ug,v9) v Py(up, vo) no sean colineales o, equivalentemente, que la matriz jacobiana de
® tenga rango 2 @, lo que en calculo diferencial se suele denominar diciendo que la para-
metrizacion ® es regular, o suave, en el punto. Entonces la ecuacién del plano tangente
es

(x — 20,y — Y0, 2 — 20) - (Pu(ug, vo) X ®y(ug,vp)) = 0.

70. La ecuacién del plano tangente es ésta porque identifica a los vectores (z, y, z)
que, una vez trasladado el plano poniendo el vector (xg, 4o, 29) en el origen, son
perpendiculares a los dos vectores que lo engendran.

P= (XY 4)

Figura 3.4: Vectores (x,y, z) que pertenecen al plano tangente: la diferencia p — (z,y, z) yace sobre
el plano T'. Los angulos resaltados son todos rectos

71. En las figuras unas veces ponemos las flechas de vector a partir del origen y
otras veces a partir de otro punto. Siempre que dibujamos un vector a partir de un
punto distinto del origen, como ocurre en la ﬁgura con los vectores n (que parte
de p) o p—(z,y, z) (que parte de (z,vy, z)), estamos dibujando el vector trasladado.
Se trata de un abuso de escritura que es muy 1til y poco peligroso.

No todos los textos imponen las mismas restricciones que nosotros vamos a imponer
para formalizar la nocion de superficie. Existen varias opciones que pueden servir para los
propdsitos que nos hemos marcado al comienzo de este apartado.

En primer lugar, nuestros dominios de parametros contendran a su borde o frontera.
La consecuencia seréa que en un cilindro, por ejemplo, siempre consideraremos incluidas las
dos circunferencias que lo limitan (no los circulos completos, pero si las circunferencias).

86Las columnas de la matriz jacobiana de ®, consideradas como vectores, no son otra cosa que las dos
derivadas parciales:
Ox/0u Ox/dv
J®(ug,vg) = | Oy/Ou  dy/ov | (ug,vg).
0z/0u 0z/0v
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Se expresa esta opcion diciendo que manejamos superficies con borde (las que lo tienen,
porque una superficie esférica, por ejemplo, no tiene borde).

En segundo lugar, admitiremos aristas y vértices en nuestras superficies, para incluir a co-
nos y cubos, por ejemplo, lo que a menudo se traducira en que necesitaremos que las mejores
condiciones de diferenciabilidad no se cumplan en ciertos conjuntos de puntos excepcionales.

Por 1ultimo, nos limitaremos a dominios de parametros que sean regiones simples o uniones
finitas de regiones simples, para poder aplicar todas las propiedades de las integrales dobles
que hemos introducido en el apartado [2.3.2]

3.1.2. Ejemplos

Ejemplo 3.1 El cono 2% = 2% + 2, z < 0, puede parametrizarse de varias maneras.

Figura 3.5: Cono 22 +y? = 22, z < 0. Coordenadas de un punto genérico para la parametrizacién ®,
(en rojo) y vectores normales en el punto (0,1, —1) (en azul)

72. En las dos parametrizaciones que vamos a dar, el dominio de definicién de los
pardmetros no es un conjunto acotado (como tampoco lo es el cono). Para que estas
parametrizaciones lo sean en el sentido de la definicién [3.9] serd imprescindible que
reduzcamos el dominio de parametros.

Una de ellas consiste en tomar como pardametros a las variables z e y:

y=y (ésta es la descripcion de la parametrizacién ®y)
z=—\/x2+y?

Entonces la matriz jacobiana es

1 0
1

J(I)l(xay) -
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y el vector normal es

x Yy !
ny, — .
Va2 +y?r a2ty

Por ejemplo, en el punto p = (0,1,—1) = ®4(0,1) el vector normal es (0,1,1). Hay que
observar que los calculos que hemos hecho son vélidos en todos los puntos excepto en (0, 0),
donde no hay vector normal. Senialemos que esta normal apunta siempre hacia arriba, dado
que la coordenada z del vector es estrictamente positiva.

Otra forma de parametrizar el cono es la siguiente. Elegimos en primer lugar un valor
de z. El corte del cono a la altura z es la circunferencia z2 + 3% = 22, luego tomando como
nuevo parametro un angulo 6 podremos describir cualquier punto del cono como

Dy(2,0) : x=zcosf, y=zsinh, z=z,
(donde es suficiente con tomar 0 < 6 < 27). Entonces la matriz jacobiana es

cosf) —zsind
J®s(2,0) = | sinf zcosd
1 0

Y el vector normal es ny = (—ucosf,—usinf,u), que ahora existe en todos los puntos,
incluido el vértice. ; Es que el cono tiene plano tangente en el vértice? No, lo que pasa es que
alli el vector normal existe pero es nulo, no determina ni recta normal ni plano tangente.
El mismo punto p de antes es igual a ®2(—1,37/2), luego el nuevo vector normal en p
es (0,—1,—1), el opuesto al anterior. Con esta segunda parametrizacién, el vector normal
siempre apunta hacia abajo (salvo cuando es nulo, claro), puesto que z < 0. |

73. El hecho de que la superficie tenga un vértice, un punto singular donde la
superficie no tiene plano tangente, no impide que sea imagen de una parametrizacion
derivable con continuidad en todos los puntos, como acabamos de ver. Algo analogo
ocurria con las curvas, ver ejemplo [1.21}]

Lo que es imposible es que en un vértice la parametrizacion tenga un vector normal
a la superficie que sea no nulo, puesto que entonces ese vector normal determinaria
un plano tangente.

Ejemplo 3.2 La parametrizacion x = 2sinpcosf, y = 2sinpsinf, z = 2cosp describe
puntos de la superficie esférica de centro el origen y radio 2. Para demostrarlo no tenemos
mds que observar que todas las imdgenes asf obtenidas verifican 2 + y? + 2% = 4 (hacer las
operaciones). Reciprocamente, todos los puntos (x,v, 2) para los que x? + 3> + 2% = 4, son
imagen de la parametrizacién (siempre que admitamos cualquier valor para los angulos 6 y
), como pasamos a comprobar:

z
x2+y2—|—22=4 = ‘5‘31 = dyp, z = 2cos p;
entonces

2 2
<E> + <y> =1—cos’p=sin’¢p = I, x=2sinpcosh A y = 2sinpsinb.
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(0,0.2)
1
5o X [0,2,0)
(2.0,0)

Figura 3.6: Esfera 22 + y? + 22 = 4. Pardmetros ¢,  y vector normal n para punto cualquiera de la
esfera

Para la existencia de ¢ y 8 no necesitamos todos los valores posibles de los angulos, nos
basta con ¢ € [0,7] y 8 € [0,27], que serdn los que tomemos a partir de ahora al manejar
esta parametrizacion, salvo que digamos lo contrario.

La matriz jacobiana de la parametrizacion ® es

2cospcosf —2sinpsind
J®(p,0) = | 2cospsinf  2singpcosh |,
—2sinp 0

donde las columnas son los vectores ®, y ®y, derivadas parciales de ® respecto a ¢ y a
0, respectivamente. Haciendo el producto vectorial de las dos columnas se obtiene que el
vector normal de la parametrizacién en el punto (¢, ) (cuya imagen es el punto (x,y, z) de
la esfera) es

n = 2siny (x,y, 2),

que cuando sin ¢ # 0 es un vector proporcional al radio vector (z,y, z) y por tanto ortogonal
al plano tangente a la esfera (como era de esperar, puesto que en una esfera el plano tangente
siempre es perpendicular al radio). Asi se determinan el plano tangente y la recta normal
en todos los puntos salvo en los casos en los que sin ¢ = 0, es decir, salvo en los puntos que
correspondan a ¢ = 0, 7. ]

74. Como la esfera no tiene puntos singulares hay que concluir que esta ausencia
de plano tangente en algunos puntos es un “defecto” de la parametrizacion, no de
la superficie.

Ejemplo 3.3 El cilindro definido por las condiciones 2% + 3*> = a?, |2| < h (donde a y h
son estrictamente positivos) puede describirse como la imagen de la siguiente aplicacion:

(0,2) € D=10,21] x [=h,h] ~ ®(0,2) = (acosb,asind,z).

Podemos visualizar la deformacién que hemos hecho del rectangulo D observando que el
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v/ vA
h o D
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e,
)
0 2T 8 (0,a,0)
/ (2,0.0)
_h X 00

Figura 3.7: Parametrizacién del cilindro 22 + y2 = 22, |z| < h. Los dos lados verticales del rectdngulo
(en rojo) se han unido para formar una generatriz del cilindro (en rojo)

resultado ha sido como si lo recortdsemos del plano (0, z), lo estirdsemos de acuerdo al factor
a (si a < 1, en realidad lo estaremos encogiendo), y lo enroscdsemos, pegando los dos lados
correspondientes a § =0y 6 = 2.

La matriz jacobiana es

—asinf 0
J®(0,z) = | acost 0],
0 1

y el vector normal en un punto de pardmetros 0, z es n = (acosf,asinf,0) = (z,y,0),
siempre horizontal. [ |

Ejemplo 3.4 Una variante del ejemplo anterior es la que podemos llamar cilindro con
tapas, consistente en anadir a la superficie cilindrica

P+t =a? |z <h
los dos circulos
z=h, *+y*<a® vy z=-h, 2*+y*<d?

que, en cierto modo, cierran la figura cilindrica terminando de formar el modelo matematico
de un objeto con forma de lata.

Para obtener una descripcién paramétrica podemos actuar de dos maneras. La primera
consiste en dar parametrizaciones independientes de cada uno de los tres trozos en los que
se descompone de forma natural el cilindro con tapas, es decir, por una parte la superficie
cilindrica (ejemplo , por otra la tapa de arriba

(z,y) € Dy = {(v,y) ER*: 2’ +y* <a’} ~  (,9,h),
y por otra la tapa de abajo
(,y) € Dy ={(z,y) eR*: 2’ +y* < a’} ~  (v,y,—h).

Una segunda manera consiste en pensar en un “desarrollo” de la figura completa,
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h+1
h >
—_—
0 27T
" —_—
_h_] ,,,,,

Figura 3.8: Parametrizacién del “cilindro con tapas”

convirtiéndola en una figura plana formada por un rectangulo junto con dos circulos tangen-
tes al rectangulo en lados opuestos. Este procedimiento lleva a construir una tnica funcién
® definida mediante tres férmulas distintas sobre las tres partes de esa figura plana, con un
espiritu similar al que explicamos pormenorizado en el ejemplo [3.5 |

Ejemplo 3.5 El cubo formado por las seis caras de [0, 1] es la imagen de ® : D — R3,
con D = DyU---UDg Dy = [0,1] x [1,2], Dy = [0,1] x [~1,0], Dy = [0,1] x [0,1],
Dy =[1,2] x[0,1], D5 = [2,3] x [0,1], Dg = [3,4] x [0,1], y

(u,v) €Dy = ®(u,v)=(v—1u,1)

(u,v) € Dy = ®(u,v) = (—v,u,0)

(u,v) € D3 = ®(u,v) = (0,u,v)

(u,v) € Dy, = P(u,v)=(u—1,1,0)

(u,v) € Dy =  P(u,v) = (1,3 —u,v)

(u,v) € Dg = P®(u,v) =(4—1u,0,v)

La funcién ® estd bien definida (porque sobre los bordes comunes de los D; coincide) y

N
) T 00

1
1

3 D4 D') DG u
olp [t 2 3 4 (0.1,0)
iy (1.0.0

Figura 3.9: Parametrizacién del cubo [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]

es continua sobre todo D. Ademas, su restriccién a cada D; es derivable con continuidad,
puesto que todas las férmulas son polinomios de primer grado.
Para mejor comprender la parametrizacién, podemos imaginar que hemos dibujado un
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desarrollo del cubo, con las seis caras dispuestas en forma de T, para a continuacion recortar
y pegar lados de las caras para ir formando las aristas. |

Ejemplo 3.6 Si D es una region simple de dos variables y g : D — R es una funcién
diferenciable con continuidad sobre D, entonces la grafica de g, ¥ = {(z,y, g(x,y)) : (z,y) €
D}, es una superficie en forma explicita, imagen de la parametrizacién

®(z,y) = (z,9,9(x,y)) V(v,y) € D,

que es inyectiva y regular en todos los puntos del dominio D, ya que su matriz jacobiana es

1 0
0 1
J®(z,y) = dg dg )

que siempre tiene rango igual a 2 porque el determinante de las dos primeras filas es no

7

Grafica de g

1 I
1 I
1 T
1 |
1 I
1 I
| )
| 2
1 I
I
1 I
1 I

X

Figura 3.10: Superficie en forma explicita

nulo. El vector normal vale n = (—g—g, — % 1). 1) |
z Oy

75. Si X = ®(D), entonces alrededor de los puntos de ¥ para los que la matriz
jacobiana de ® tiene rango 2, siempre puede expresarse una parte de ¥ en forma

explicita (ver teorema [3.37, en el apartado |3.5.2)).

Teorema 3.7 Sea X la superficie dada en forma explicita por z = g(x,y) (notaciones como
en el ejemplo , ¥y P = (%0, Y0, 20) un punto de X2. Entonces el plano tangente a 3 en p es
el conjunto de puntos (x,y, z) que cumplen

0 0
2 =29+ (JU - xo)a—i(ﬂfo,yo) + (?J - yo)a_zg/(fﬂmyo)-

87Observar que si hubiéramos elegido los pardmetros de modo que las variables x, 3 se obtuviesen en el otro

orden posible, (u,v) ~ (v,u,g(u,v)), entonces el vector normal también serfa no nulo, n = (%, g—g, -1},

pero su ultima coordenada seria negativa. Esto ahora no tiene trascendencia, pero la tendra cuando hablemos
de la orientacién (apartado [3.3.2)).
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DEMOSTRACION:  Es consecuencia inmediata de la definicién de plano tangente (pdgina
y de los vectores normales calculados en el ejemplo 3.6

76. Como consecuencia de esta férmula puede decirse que nuestros planos tan-
gentes son los mismos que los que se introdujeron en el cédlculo diferencial para
superficies definidas en forma explicita.

Ejemplo 3.8 El teorema de la funcién implicita garantiza que de una ecuaciéon h(z,y, z) =
0, donde h es una funcién derivable con continuidad y que tiene gradiente no nulo en todos
los puntos, siempre se puede despejar alguna de las tres variables en funcion de las otras dos,
al menos en un entorno de cada punto.

En efecto, si en un punto pg = (o, 40, 20) € % el gradiente de h es no nulo, alguna de sus
derivadas parciales tiene que ser distinta de cero. Sin pérdida de generalidad supondremos
que 0Oh/0z(po) # 0. Por el teorema de la funcién implicita sabemos que existe una funcién
g de dos variables tal que g(xo,y0) = 20 y que en un entorno de pg la ecuacién h(z,y,z) =0
equivale a z = g(z,y).

77. Como consecuencia, siempre que un subconjunto ¥ C R? esté definido por
una ecuacion h(z,y, z) = 0 (por ejemplo, una esfera 2%+ y>+ 22 — a® = 0), donde h
sea una funcién derivable con continuidad y que tenga gradiente no nulo en todos
los puntos donde se anula h, en un entorno de cada punto el conjunto > es una
superficie en forma explicita.

Un resultado totalmente analogo al teorema es valido para superficies definidas en
forma implicita. u

3.1.3. Definicién formal de superficie

Nuestra definicion de superficie incluye los conjuntos que se pueden obtener uniendo
imagenes de parametrizaciones que son inyectivas y regulares sobre interiores de regiones
simples, con la condicién adicional de que solamente se “peguen” puntos que correspondan
a los bordes. En cierto modo, es algo similar a lo que hicimos con las parametrizaciones de
curvas, al admitir funciones de clase C! a trozos.

Definicién 3.9 Una superficie es cualquier subconjunto ¥ C R?® que sea imagen, ¥ =
®(D), de una aplicacién continua ® : D — R3, donde D = Dy U ---U D,, es una unidn
(finita) de m regiones simples D;, m > 1, y de forma que

1. Para cadai=1,....,m, ®|p, € CY(D;).
2. ® |1yt pyu--Unt D, €S inyectiva y reqular.
3. ®(Int D;) N ®(0D;) = @ para todo i.

4. ®(Int D;) N ®(D;) = @ siempre que i # j.
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Cualquier funcion que cumpla estas condiciones se denomina una parametrizacion de la
superficie X.

La ultima condicion obliga en particular a que las regiones simples no se solapen, es decir,
a que Int D; N Int D; = @ siempre que @ # j.

En algunos textos las superficies en las que m = 1 y ademas ® es inyectiva y suave sobre
todo la regién simple D se llaman superficies simples regulares (2], definicién 8.1.1).

78. Recordar que desde el apartado a nuestras regiones simples del plano les
exigimos la condicion de que su borde sea una curva cerrada simple (observacic')n.

La esfera, el cono, el cilindro y demas conjuntos de los ejemplos a cumplen estas
condiciones (en el caso del cono hay que limitar el dominio de pardmetros de manera que
sea una regién simple o una unién finita de regiones simples), asi como otras superficies de
frecuente aparicién en las aplicaciones.

79. Una definicién como la que se limitara al caso m = 1 no incluiria a
la superficie de un paralelepipedo, ni a otras muchas figuras que tengan distintas
“caras” y para su descripcién requieran usar ecuaciones distintas.

Ejemplo 3.10 La unién de dos trozos de planos que se cortan, definida por zy = 0, |z| < 1,

ly| <2,0 < — — —2z < 3, también es una superficie. [ |
Z
3
Y
-2 2
1
X

Figura 3.11: Superficie contenida en 2y =0

Ahora que disponemos de una definicion precisa de superficie es el momento de replantear-
nos los conceptos de recta normal y de plano tangente, en particular necesitamos comprobar
que estan bien definidos, igual que ocurrié en otros conceptos de este mismo curso (repasar
la observacion . Aqui habra que garantizar que las definiciones dadas no dependen de la
parametrizacion utilizada, sino solamente de la superficie y del punto en cuestion. Lo que
si que depende de la parametrizacion utilizada es tanto la magnitud como el sentido del
vector normal en un punto. Todas estas afirmaciones se deducen de la féormula del siguien-
te teorema, que garantiza que un vector normal se puede obtener de otro vector normal
multiplicindolo por un escalar:
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Teorema 3.11 Si Dy, Dy C R? son regiones simples y ®1 : D; — R3 y &5 : Dy — R3
son dos parametrizaciones con la misma imagen, con la condicion adicional de que ambas
son inyectivas y requlares sobre todo su dominio, entonces para cada punto (u,v) € Ds,

na(u,v) = det Jh(u,v) ni(h(u,v))

donde h es el cambio de parametros, es decir, una funcion Dy — Dy biyectiva y reqular
(con jacobiano no nulo) para la que ®o = h o Pq.

La parte mas complicada de la demostracion es la construccién de h y la demostracion
de sus propiedades (cf. [2], teorema 8.1.10). Una vez hecho todo eso, la férmula se deduce de
la regla de la cadena (con algo de trabajo, ver por ejemplo [2], teorema 8.2.7).
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3.2. Integral de un campo escalar sobre una superficie

Las integrales de campos escalares sobre superficies nacen para resolver cuestiones muy
similares a las que resuelven las integrales de campos escalares sobre curvas: medir masas,
temperaturas medias, etc. También la justificacién que daremos para su definicion sera del
mismo estilo, buscando un coeficiente multiplicador asociado a la parametrizacién, que a
escala infinitesimal mida de modo aproximado la relacién entre el area de un rectangulo
en el dominio de parametros y el area de su imagen una vez aplicada la deformacion de la
representacién parameétrica.

No podremos obtener, sin embargo, un resultado andlogo al teorema [I.8 donde se
probd que la longitud de un camino es el limite de las longitudes de poligonales inscri-
tas en el camino. Un paso al limite de este tipo es mas complejo de lo que parece a primera
vista, ya que incluso para una superficie tan sencilla como un cilindro, el area de un poliedro
que la aproxime no siempre aproxima el valor del area del cilindro, como demostré Hermann

Schwarz en 1881 (ver apartado [3.5.3)).

80. Para asegurarnos de que un poliedro inscrito en una superficie sirve para
aproximar el area de la superficie, hay que comprobar ademas que la inclinacion de
las caras del poliedro se aproxime de modo uniforme a la de los planos tangentes.

Lo que si coincide con el area de una superficie es el infimo de todos los limites
posibles de areas de poliedros que se aproximan a la misma (dejamos sin precisar
qué se entiende exactamente por aproximarse a la superficie).

Ejemplo 3.12 Puesto que una aproximacién a través de triangulaciones de la superficie
puede no funcionar, intentamos una aproximacion diferente, comenzando con el area de la

™~
™~

/

Figura 3.12: El paralelogramo amarillo es la parte del plano tangente a la superficie que se proyecta
sobre R;;. El angulo 6(z;,y;) que forma la normal n(x;,y;) con la vertical es el mismo
que el que forman el plano tangente y el plano z =0
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grafica de una funcién z = g(x,y) definida sobre un rectangulo R (una superficie en forma
explicita). Aproximamos el drea haciendo una particién infinitesimal sobre R que lo divida
en rectangulos R;; y calculando la suma de las dreas de cada uno de los paralelogramos que
sean tangentes a la superficie en el punto (z;,y;, 9(z;,y;)) y cuya proyeccién sea R;; (una
especie de escamas infinitesimales que recubren toda la superficie).

Al ser R;; la proyeccién del paralelogramo, su area es igual al area del paralelogramo
multiplicada por el coseno del angulo 6(x;,y;) que forma su plano con el plano horizontal.
(Nétese que nos referimos al dngulo que sea menor que /2, para que el coseno sea positivo.)
Al sumar todos estos productos y pasar al limite cuando el diametro de la particion tienda
a cero lo que se tendra serd la integral del inverso del mencionado coseno. En consecuencia,

el coeficiente local de dilatacién en el punto (x,y) es precisamente ———— .
cosf(x,y)

Por otra parte, el inverso del coseno coincide en cada punto con la longitud del vector
normal a z = g(z,y) como demuestra el siguiente célculo @:

[ (@i, y5) || cos O(xi, y;) = nlwi,y;) - (0,0,1) = 1,

donde la ultima igualdad se sigue del ejemplo |3.6|

Otro razonamiento que nos lleva a la misma conclusion, y que es valido no sélo para una
superficie en forma explicita sino para cualquier tipo de parametrizacion, es el siguiente. El
area del paralelogramo es la longitud del producto vectorial de sus lados, como vimos al
introducir la férmula del cambio de variable para integrales miltiples, pero estos lados son

0P 0P
de— (x4, y;) y dya—(x,-, y;), luego el area del paralelogramo es
Y

ox
oo oy
ox Oy i Y]

En consecuencia, el coeficiente local de dilatacion coincide con la longitud del vector
normal en cada punto, ||n(z,y)|. [

|d| |dy| = [[m(zs, y;)[| A(Ri;).

Ejemplo 3.13 Si ahora consideramos una superficie ¥ definida por la parametrizacién & :
D — R3 (no necesariamente en explicitas), un razonamiento andlogo al tltimo hecho en
el ejemplo anterior, introduciendo una particién en rectangulos infinitesimales, sugiere que
el area de X sea también la integral sobre D de la longitud del vector normal, asi como
que la integral de un campo escalar cualquiera se defina como la integral a través de la
representacion paramétrica y el coeficiente dado por la longitud del vector normal. [

Definicién 3.14 (Notaciones como en la definicion ) El area de la superficie ¥ =

®(D) es
A(D) = // Ina(u, v)|| dudo.

88Para este cdlculo elegimos parametrizar en el orden (x,y) y no en el (y,x) (ver final del ejemplo
3.6). Podriamos haberlo hecho al revés, pero entonces multiplicarfamos escalarmente por el vector unita-
rio (0,0, —1), para que el coseno siguiera siendo positivo.
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Figura 3.13: El paralelogramo azul viene definido por los vectores du%%(ui,vj) y dv%—f(ui, vj).

Definicién 3.15 Sean ¥ = ®(D) una superficie (notaciones como en la definicion LY
f 2 — R una funcion escalar, definida y continua sobre 3. La integral de f sobre X

es //deZ//(f@) Ina| =//f<c1>(u,v)) Ine(u,v)]|| dudv.

81. Para asegurarnos de que es correcta esta definicion (y, en consecuencia, tam-
bién la anterior) hay que comprobar que la integral del miembro de la derecha
siempre existe y que solamente depende de la superficie y de la funcién, pero no de
la parametrizacion.

La integral siempre existe, ya que el integrando es continuo sobre cada una de las regiones
simples D;. Mas complicado resulta comprobar que la definiciéon es independiente de la
parametrizacion:

Teorema 3.16 La definicion [3.19 es independiente de la parametrizacion.

DEMOSTRACION: (PARCIAL) Lo probaremos solamente para el caso de que las dos para-
metrizaciones sean biyectivas y regulares sobre la totalidad de sus dominios. Después, para
probar el caso general habria que usar la propiedad aditiva del teorema (esta es la parte
facil) y probar que podemos aplicar la férmula del cambio de variable para integrales dobles
ignorando en cada D; el conjunto 0D; U ®;~(®;(D;)) (donde i,j = 1,2; i # j) (esta es la
parte dificil).

Aplicando el teorema del cambio de variable al cambio de parametros h que se
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construyo en el teorema|3.11

/ [ (=@l . 00) o =

=h(Ds)
- // [<f o @y oh)(|[ng e h”)} (ug, vo)| det Jh(ug, v2)| dus dvg =
Do
=[] 1t ®)lmal ) s s
Do
Lo que si resulta inmediato es que A(X f f s« do. Tampoco es dificil que la 1ntegral

sobre una superficie puede descomponerse en la suma de las integrales sobre sus “caras”

Teorema 3.17 Sea ¥ = ®(Dy)U---UP(D,,) una superficie (notaciones como en la defini-
cion , y f X — R un campo escalar continuo sobre ella. Entonces

//fdcr—z / fdo

=1 $(Dy)

DEMOSTRACION: No hay mds que aplicar la propiedad aditiva del teorema [2.28

82. Este resultado es el analogo para superficies de la propiedad aditiva de las
integrales de campos escalares sobre una suma de caminos.

Terminaremos este apartado con dos casos particulares, uno de los cuales nos ha servido de
introduccién y el otro proporciona una férmula para cierto tipo de superficies de revolucién.

Teorema 3.18 Sea X una superficie definida en forma explicita por z = g(z,y), (z,y) € D
(cf. ejemplo @), y f un campo escalar continuo sobre ¥. Entonces

//fda—//fxygxy)\/l—i-(gg) +(g—z> dxdy—/ fa:.zog; ) gz ay,

donde ¢ es el dngulo menor que w/2 que forma la recta normal a la superficie con el eje de
las Z.

DEMOSTRACION: (PARCIAL) La primera igualdad se obtiene inmediatamente de la definicién
y del ejemplo [3.12, Este ejemplo es también una justificacién de la segunda igualdad.

Ejemplo 3.19 Sea f : [a,b] — R una funcién derivable con continuidad y con un conjunto
finito (eventualmente vacio) de raices. Formalizamos la idea intuitiva de superficie de revo-
lucion generada al girar la grafica de f alrededor del eje X de la siguiente manera. Un punto
de la superficie de revolucion se caracteriza porque pertenece a una circunferencia que tiene
el centro en el intervalo [a, b] del eje X, estd situada en un plano perpendicular al eje X (y
por tanto paralelo al Y'Z) y cuyo radio es igual al valor absoluto de f en el centro.

Por consiguiente, los puntos (z,y, z) de tal superficie han de ser los que cumplan estas
dos condiciones:
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2 |-

Figura 3.14: Superficie de revolucién ¥ obtenida al girar la gréfica de y = f(z) (en negro) alrededor
del eje X. Los parametros que determinan cada punto de la superficie son z y el angulo 6

" 7 € [a,b],
=y 422 = f(2)%

Para parametrizarla pensamos que primero nos situamos a la altura de la coordenada = (con
lo que elegimos precisamente a x como primer pardmetro) y después nos fijamos en el angulo
de rotacién 6 € [0, 27| a partir del punto inicial (x, f(x),0).

Resumiendo, la superficie de revolucién generada al girar la grafica de f alre-
dedor del eje X es el conjunto

S ={(z,y,2) :x €[a,b], y* + 2% = f(x)*}.
El conjunto ¥ es efectivamente una superficie, con parametrizacion
D = [a,b] x [0, 27], ®(z,0) = (z, f(z)cosb, f(x)sinb).

Para comprobar que es una superficie distinguiremos dos casos. Si f no se anula nunca en
el intervalo abierto (a, b), entonces ¥ responde a la definicién sin m&s que tomar m = 1.
En efecto, f es inyectiva sobre el interior de D, Int D = (a,b) x (0,27), y como la matriz
jacobiana es
1 0
J®(x,0) = | f'(x)cos® —f(x)sind |,
f'(x)sin€  f(x)cosb

resulta que tiene siempre rango 2 en los puntos de (a,b) x (0,27), porque dos de los deter-
minantes 2 X 2 valen — f(x)sin@ y f(z)cosf, que no pueden ser nulos a la vez.

En caso de que f tenga m (> 1) raices dentro de (a,b), r < ... < 1, descomponemos
D en la unién de las m + 1 regiones simples D; = [r;_q,7;] X [0,27],i=1,...,m+ 1 (donde
ro = @, my1 = b) y aplicamos a cada una de ellas el razonamiento anterior. |
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Teorema 3.20 Sea C' la grdfica de una funcién f : [a,b] — R, de clase C', Y sea ¥ la
superficie de revolucion obtenida al girar C' alrededor del eje X (cf. ejemplo . Entonces

b

A(S) = 2n / @I @ de = / 2| ()] ds

a C

(integral a lo largo de la grdfica de la longitud de la circunferencia generada por cada punto
SUYo).

DEMOSTRACION: La parametrizacion introducida en proporciona el siguiente calculo:
Inae(z, 0)[| = || (f(2)f (2), —f(2) cos b, — f(x) sinb)|| = | f(x)|\/ f'(x) + 1.

Por otra parte, la gréifica de f admite la parametrizacion c : [a,b] — R?, e(x) = (x, f(z)),
luego ||c'(t)|| = /1 + f'(x)?. Las férmulas son ahora inmediatas.

83. El drea de la superficie de revolucion se obtiene con la misma féormula que si
calculasemos la masa de la grafica de f suponiendo que cada punto de la grafica
contribuye a la masa con una densidad igual a la longitud de la circunferencia de
revolucién.

Otras aplicaciones al calculo de areas y volimenes pueden consultarse en el apartado

B.5.4
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3.3. Integral de un campo vectorial sobre una superficie orientada

3.3.1. Integral de un campo vectorial sobre una parametrizacion

La explicacién de la proxima definicién hay que buscarla, como en las demas integrales
introducidas en este curso, en lo que se pretende modelizar. Si F' es el campo de velocidades
de un fluido en una cierta regién del espacio y ® : D — R3 parametriza la superficie de
una membrana sumergida en el fluido, la cantidad de fluido que atraviesa la membrana por
unidad de tiempo (el flujo a través de la membrana) la definimos como la integral sobre la
parametrizacién ® de la proyeccion de F' en la direccién de la normal a la membrana, puesto
que en los puntos infinitamente préximos a cada uno de los de la membrana, de la velocidad
que lleva el fluido solamente nos interesa la componente ortogonal a la superficie, ya que las

Figura 3.15: Membrana ¥ = ®(D) atravesada por un fluido cuyo campo de velocidades es F’

otras componentes seran tangenciales y no computaran a la hora del fluido que la atraviesa:

//F 5= //F Tnal *

(en la integral del miembro derecho estamos suponiendo que el vector normal nunca es nulo,
es decir, que el rango de la matriz jacobiana de ® es en todos los puntos igual a 2). De acuerdo
con la definicién , la integral de la derecha es igual a [, F(®(u,v)) - ne(u,v) dudv,
para cuya formulacién ya no se necesita que el vector normal sea no nulo.

Definicién 3.21 Sean D = Dy, U --- U D,, C R? una unidn finita de regiones simples
bidimensionales y ® : D — R3 una funcién continua sobre todo D, que sobre cada una de
las regiones simples D; es de clase C* y que cumple las demds condiciones de la deﬁm’cién.

Sea ademds F : ®(D) — R? un campo vectorial continuo sobre la imagen de ®. Lla-
mamos integral del campo F sobre la parametrizacion ® a

//F LS = //F(fb(u,v)) g (u, v) dudo.

Como todas las derivadas parciales de ® son continuas, el integrando del miembro de la
derecha es una funciéon continua. En consecuencia, la integral siempre existe.

Para representaciones paramétricas que sean la definicion explicita de una superficie, la
formula de la integral se expresa a menudo de la siguiente forma:
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Teorema 3.22 Con las notaciones del ejemplo si F'=(P,Q,R) es un campo vectorial
continuo sobre la grdfica de g,

[[F-as-

- // [—P(a:,y,g(x,y))g—i(w,y) - Q(az,y,g(aﬁ,y))g—gg/(x,y) + R(x,y,9(z,y)) | dr dy.

DEMOSTRACION: Es una aplicacién directa de la definicién y de la férmula para el
vector normal obtenida en el ejemplo 3.6

84. Observar que no hemos definido la integral de un campo vectorial sobre una
superficie, sino sobre una parametrizacion.

Para que nuestra definicion fuera valida como integral sobre una superficie necesi-
tarfamos comprobar que es independiente de la parametrizacion, como hemos hecho
en otros casos (por ejemplo, en la definicién . Pero esto tltimo no es cierto
(ver el teorema , la integral depende en realidad de orientacién de la superficie,
concepto que introduciremos enseguida.

3.3.2. Orientaciéon de superficies definidas en forma explicita

Para considerar integrales de campos vectoriales sobre una superficie, no sobre una para-
metrizacion, necesitaremos incorporar a la superficie una orientacién. En las curvas teniamos
el “sentido de recorrido” como guia intuitiva para la orientaciéon. Una superficie, en cam-
bio, no tiene sentidos de recorrido que identifiquen la orientacién. Volviendo al comienzo del
apartado [3.3.] si F es un campo de velocidades y ¥ una membrana, lo que nos interesa es
distinguir los resultados que nos dara la integral del campo sobre una superficie segin en
qué sentido la atraviese, asi que esa distincién se basara ahora no en la manera de recorrer
la superficie, sino en la manera de cruzarla. Asignaremos un “sentido de cruce” a base de
seleccionar un sentido del vector normal.

En principio puede parecer una mision sencilla. En los puntos en los que el vector nor-
mal sea no nulo podemos elegir entre los dos vectores unitarios, que nos proporcionan los
dos sentidos de cruce. Ahora bien, esta eleccion hemos de hacerla de manera coherente en
toda la superficie, no vale que la seleccién la hagamos de cualquier manera, asignando en
puntos infinitamente préximos unas normales que no estén infinitamente préoximas, porque
ello indicaria que en puntos infinitamente préximos estamos cruzando la superficie en dos
sentidos opuestos.

85. La seleccion que hagamos de la normal unitaria tiene que ser continua.

Para superficies definidas explicitamente, con una variable despejada en funcion de
las otras dos, este criterio necesario es suficiente para nuestro proposito. Para otras
superficies no lo sera, como explicaremos en el apartado [3.3.3]
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Supdngase que X es una superficie que viene dada en forma explicita con la tercera
variable despejada en funcién de las otras dos, z = g(z,y), (z,y) € D, donde D C R? es una
regién simple bidimensional (cf. ejemplo [3.6). Sobre cada punto p = (o, Yo, 9(0,y0)) € &
hay definida una normal unitaria

(p) = 1 L T T
- (g_i(xo’yo))QJr (g_g(xoayo))2+1( 0r "I gy Y 1)

que es funcion continua de las coordenadas del punto p. Como consecuencia, sobre toda > se
puede construir una normal unitaria continua 3 — R? de dos maneras: eligiendo N (que
se distingue de su opuesta porque tiene la tercera componente positiva, diremos que apunta
hacia arriba) sobre cada punto, o eligiendo —IN sobre cada punto.

n
VA Ne
[Inl]

2 = Gréficade g

Figura 3.16: Las dos normales unitarias en cada punto de &

Ademas, y esto es importante, s6lo de estas dos maneras se puede construir una normal
unitaria continua sobre toda .

Teorema 3.23 Si F : ¥ — R3 es un campo vectorial continuo que a cada punto de
Y asocia un vector unitario y normal a X (es decir, al plano tangente a ) en el punto,
entonces o bien F'= N, o bien F = —N. (Notaciones como en los pdrrafos anteriores.)

DEMOSTRACION: ()

Definicién 3.24 Cuando sobre la superficie seleccionemos como normal unitaria precisa-
mente la funcion N, diremos que tenemos la superficie orientada positivamente (res-
pecto del eje Z ), y la denotaremos por ©7, y cuando seleccionemos sobre cada punto de la
superficie la normal —IN , pondremos X~ y diremos que la superficie ¥ la tenemos orientada
negativamente (respecto del eje Z ).

89Es obvio que, en cada punto (x,y,g(x,y)) o bien se tiene F(z,y,g(z,y)) = N(z,y,9(z,y)), o bien se
tiene F(z,y,9(x,y)) = —N(z,y,9(x,y)). Lo que el enunciado asegura es que el signo de estas igualdades es
el mismo en todos los puntos, cosa que no es ni mucho menos evidente.

Para demostrarlo, observemos que la funcion D — R definida por el producto escalar de F' por NN,
F(z,y,9(x,y)) - N(z,y,9(z,y)) es continua y toma solamente los valores +1 y —1, luego tiene que ser
constante (arguméntese como en la demostracion del caso n = 2 del teorema del valor medio para integrales,

ver el apartado [2.7.6]).
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Todo lo dicho para la coordenada z vale para cualquiera de las otras dos coordenadas
cuando la superficie se exprese con una de ellas despejada.

86. Es la segunda vez que decidimos reservar el simbolo + para una orientacion
determinada. Lo hicimos para algunas orientaciones de curvas (en relacién con el
teorema de Riemann-Green) y lo haremos méas adelante con otras orientaciones de
superficies (en relacién con el teorema de la Divergencia).

Obsérvese que este concepto de orientacion positiva estda asociado a una descripcion
explicita de la superficie, y por tanto depende de cudl de las variables es la despejada @

3.3.3. Orientacion de superficies generales

Cuando pasamos a superficies generales la cuestion de disponer de una normal unitaria
continua que nos sirva para diferenciar los dos lados de la superficie y con ello los dos
sentidos de cruce, se complica extraordinariamente, en especial cuando la superficie tiene
aristas. Comenzaremos comentando algunos casos concretos para después dar un enfoque
mas general.

Para el cilindro 22 +y? = a?, |z| < h (ejemplo el vector normal en el punto (z,y, 2) es

D

(x.[y, )
\\(l,i,o)
a a

OO

Figura 3.17: Normal unitaria en cada punto que siempre va desde dentro hacia fuera del cilindro

(x,y,0), lo que proporciona un vector normal unitario sobre todo el cilindro que es funcién
continua de (x,y, z), mediante la expresién (z/a,y/a,0) (por cierto, independiente de z, como
nos sugiere la intuiciéon: la normal unitaria es la misma en toda la generatriz que contiene al
punto). Esta normal nos vale para distinguir entre los dos posibles sentidos de cruce de la
superficie cilindrica.

Para la esfera 22 + y% + 22 = 4 (ejemplo [3.2), una normal en p es 2sin ¢ p, luego siem-
pre que pueda simplificarse sin ¢ se obtiene una normal unitaria continua con p/2. Una vez

9Por ejemplo, la superficie plana ¥ = {(z,y,2) : y = 2z, 0 < x,y,2z < 1} estarfa orientada positivamente
1 1
———,——|. Pero si en la definicién de X

consideramos la y despejada, en lugar de la z, la orientacion positiva respecto al eje Y vendrd dada por la

normal (0 i —i
b \/i ) \/5 M

respecto del eje Z mediante la normal unitaria constante |{ 0,
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0,0,-2)

Figura 3.18: Vector normal (no unitario, en general) en puntos de un mismo meridiano, que siempre
va desde dentro hacia fuera de la esfera. A medida que nos aproximamos a los puntos
(0,0,2) o (0,0,—2), la longitud del vector normal tiende a cero

obtenida esta normal unitaria sobre una parte de la esfera observamos que en los casos en los
que no pueda hacerse esa simplificacién, la expresién p/2 también da una normal unitaria.
Nuevamente, como en el caso del cilindro, tenemos una normal unitaria definida sobre toda
la esfera y continua.

(0,0,2)

P

>
|

0,0,-2)

Figura 3.19: Normal unitaria en cada punto de la esfera, incluidos (0,0,2) y (0,0, —2), que siempre
va desde dentro hacia fuera de la esfera

Para el cono z? +y* — 22 = 0, 2 < 0 (ejemplo [3.1)), se tiene una normal unitaria continua
argumentando como en el caso de definicién explicita, con la salvedad esperable de que hay
un punto (el vértice) que carece de normal.

En estos ejemplos hemos podido solventar las dificultades que no son intrinsecas a la
superficie. Hemos podido construir una normal unitaria continua sobre todo el subconjunto
de la superficie formado por sus puntos regulares, o sea, sobre los puntos de la superficie
que son imagen mediante alguna parametrizacion ® de Int D; para algin i (sobre estos
puntos, alguna parametrizacién tiene vector normal no nulo).

De esta manera hemos podido construir un tecnicismo que en las demostraciones nos
servird para distinguir lo que en lenguaje usual distinguimos con expresiones varias: lado de
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Figura 3.20: La normal unitaria IN se obtiene a partir del vector normal 1, ver ejemplo

[l

dentro y lado de fuera de la superficie, dos sentidos de cruce de la superficie, etc.

Pero en el caso del cubo (ejemplo o del cilindro con tapas (ejemplo, las pegas que
plantean las aristas o las circunferencias, respectivamente, parecen insalvables. Para cada una
de las seis caras del cubo se puede definir con facilidad una normal unitaria continua, incluso
para los puntos de las aristas hay dos posibilidades, segin de qué cara las consideremos, y
para los vértices hay tres posibilidades, si bien lo sensato es no pretender elegir ninguna de
ellas como normal a la superficie en esos puntos.

Cuando estamos en una misma cara, el criterio para la elecciéon en cada punto de una
normal unitaria o de la otra es sencillo, el resultado de la eleccion ha de ser una funcién
continua. Es la continuidad la que nos permite relacionar la normal unitaria en un punto
con la normal en otros puntos infinitamente préximos.

Pero ;como relacionamos la eleccién que hayamos hecho de la normal unitaria en una cara
con la normal unitaria en otra cara contigua? Si queremos, como en los ejemplos anteriores,
que la normal unitaria nos seleccione uno de los dos “lados” de la superficie (en este caso, el
lado que da dentro del cubo y el lado fuera del cubo), ya no basta con imponer la condicién

\ 4

i

orne
‘,n. .-.~ -

® h .

N P

N

Figura 3.21: En un cilindro con tapas, para un punto que esté en la interseccién de la superficie
cilindrica y una de las tapas podemos elegir dos normales unitarias que van hacia fuera
del cilindro, la azul y la roja. En un cubo, para un vértice podemos elegir hasta tres
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de la continuidad, puesto que se trata de trozos disconexos de la superficie, una vez que sobre
las aristas y los vértices hemos decidido no elegir ninguna normal. Tendremos que introducir
algin mecanismo que nos permita ligar la eleccién hecha en una determinada cara con la
eleccién en las caras vecinas con las que comparte aristas.

87. Dicho de otra forma, no es que no tengamos normales unitarias continuas
definidas sobre toda la superficie del cubo menos los puntos de las aristas, sino que
tenemos demasiadas.

Para establecer la relacién que buscamos entre orientaciones en las caras observamos
que utilizando la “regla del sacacorchos” la normal unitaria en cada cara del cubo induce
un sentido de giro en las aristas que forman su borde. Y que las normales unitarias de dos
caras contiguas que apunten las dos hacia fuera del cubo (o las dos hacia dentro), inducen
sentidos de recorrido opuestos sobre la arista que comparten. Mientras que en el caso de que

l Ty
- A
/\: ¢
v vV

Figura 3.22: Dos caras de un cubo. En la cara superior, la orientacién hacia fuera del cubo y la
orientacién inducida en su borde (flechas azules). En una cara contigua, la orientacién
hacia fuera, con la que induce en su borde (flechas rojas), y la orientacién hacia dentro
con la que induce en su borde (flechas verdes). Obsérvese lo que ocurre en la arista comuin
a las dos caras

la de una cara apunte hacia fuera y la de otra apunte hacia dentro, entonces sobre la arista
comun el sentido de recorrido inducido por cada cara es el mismo. Por consiguiente, para
que las orientaciones de dos caras que comparten la misma arista sean compatibles (las dos
hacia fuera del cubo o las dos hacia dentro del cubo), lo que tiene que ocurrir es que las
orientaciones inducidas sobre la arista sean opuestas.

La principal dificultad para formalizar la anterior justificacion es que la regla del sa-
cacorchos (o del tornillo, o de la mano derecha, etc.) no es independiente del sistema de
referencia en el que estemos, mientras que en el modelo matematico necesitamos expresarla
de manera que se entienda y se aplique igual aunque no se tenga una referencia comun (ED
Recurriremos a la orientacion positiva que introdujimos en el enunciado y la demostraciéon
del teorema [2.38] de Riemann-Green.

91 Tuvimos ocasién de comentar el mismo inconveniente en la introduccién al teorema de Riemann-Green,
tampoco la regla del sacacorchos la podriamos explicar a unos seres inteligentes residentes en un lugar del
universo con el que no tuviéramos ninguna referencia comun.
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Expresaremos lo anterior en términos de las parametrizaciones de la siguiente manera.
Una arista de la parametrizacién ® es una parte (o el total) de algin ®(9D;). Si toma-
mos en cada borde 0D; una parametrizacion con la orientacion positiva, quedara inducida,
componiendo con ®, una parametrizaciéon de cada curva cerrada simple ®(0D;). Entonces
una arista puede tener varias orientaciones inducidas por @ (bien porque esté contenida en
®(0D;) N ®(0D;), con i # j, o bien porque se recorra varias veces por la imagen de un solo
®(0D;)), que se distinguirdn por el sentido de su vector tangente. A través de estas orien-
taciones sobre la misma arista podemos relacionar entre si las orientaciones de dos caras
contiguas.

88. Cuidado con el nombre de “arista’. Estas aristas son propias de la para-
metrizacion, no de la superficie. Asi que no esperemos reconocerlas a través de la
representacion grafica, ya que es perfectamente posible que al cambiar de parame-
trizacion lo que eran aristas dejen de serlo.

Por otra parte, habremos de admitir la existencia de un numero finito de puntos, los
vértices, que estan al margen de todas las consideraciones anteriores.

Definicién 3.25 Diremos que la superficie ¥ estd orientada por su parametrizacion
®:D=D;U---UD,, — ¥ (notaciones como en la deﬁnicz’dn cuando se cumplan
las dos condiciones siguientes:

1. Existe una normal unitaria continua definida sobre todos los puntos regqulares de > y

que sobre la imagen de Int D1U- - -Ulnt D,,, coincide con el vector normal unitario H:_ZH .

La funcion que a cada punto reqular asigna esta normal unitaria se llama orientacion
de X.

2. En cada uno de los puntos de ®(0D1)U---UP(ID,,), salvo a lo mds los de un cierto
conjunto finito, se cumple que existe algun vector tangente asociado a ® y que

= 0 bien entre sus vectores tangentes asociados a ® no hay mds que uno que sea no
nulo,

m 0 bien existen exactamente dos vectores tangentes asociados a ® que sean no
nulos, y ademds sus orientaciones son opuestas (es decir, su producto escalar es
negativo).

En el caso de que una superficie admita alguna parametrizacion que la oriente, diremos
que es oritentable.

89. Los puntos excepcionales que aparecen en la definicion [3.25, de los que se
permite que haya un ndmero finito, son los vértices de la parametrizacion ®.
Hay que tener con el nombre de “vértice” la misma precaucion que con el de arista.

Todos las superficies que han aparecido en los ejemplos puestos hasta ahora estdn orienta-
das por sus respectivas parametrizaciones. Obsérvese en particular el caso del cubo descrito
en el ejemplo [3.5] con las orientaciones inducidas por la parametrizacién en cada una de las
aristas.
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Ejemplo 3.26 Cualquier superficie obtenida como imagen de una funcién inyectiva y regu-
lar sobre la totalidad (interior y borde) de una regién simple, es orientable @ Las superficies
en forma explicita, cuyas orientaciones hemos estudiado en el apartado [3.3.2] son un caso
particular de éste. |

Pero el hecho de que haya una parametrizacion cuyo dominio de pardmetros sea una
tinica regién simple v que sea de clase @' y regular en todos los puntos de su dominio
(ahora no suponemos que la parametrizaciéon sea inyectiva), no garantiza que la superficie
sea orientable:

Ejemplo 3.27 La cinta de Mobius es la superficie M dada por la parametrizacién P
definida sobre D = [0, 7] x [—1, 1] por

®(0,v) = ((a —vsinfh) cos 20, (a — vsinh) sin 20, v cos §),

done a es una cierta constante positiva. Ver una demostracién de que no es orientable en el

Figura 3.23: Para obtener una cinta de Mdbius hay que retorcer 180° el rectangulo, de lo contrario se
obtendria un cilindro

apartado [3.5.5] [ |

Definicién 3.28 Una superficie orientada, ¥ o X7, es una superficie X para la que se
ha elegido una parametrizacion que la oriente. Y si llamamos X1 (respectivamente, ¥~ ) a la
superficie orientada, denotaremos con ¥~ (respectivamente, X7 ) a la misma superficie con
su orientacion opuesta.

90. La definicién [3.28|es coherente con la que dimos de superficie orientada cuan-
do la superficie viene dada en forma explicita (definicién [3.24), sélo que alli ademas
fijamos una de las dos orientaciones como “la positiva”.

92En efecto, basta observar que si ® : D — R? es una parametrizacién de ¥ con estas condiciones, ng
es una normal continua no nula sobre todo X. Y, al ser @ inyectiva, todos los puntos de ®(90D) cumplen
automdticamente la condicion de que no tienen mas que un vector tangente asociado a ® que sea no nulo.
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Una superficie definida explicitamente tiene dos y sélo dos orientaciones (ver teorema
, pero en general una superficie puede no tener ninguna (cinta de Mobius), tener exac-
tamente dos o tener mas de dos: considérese, por ejemplo, una superficie formada por dos
rectangulos con un solo vértice en comun, o la superficie

(m2+y2+22—1)(:p2—|—y2+22—9):0,

formada por la unién de dos superficies esféricas concéntricas, que tienen (cada una de ellas)

Figura 3.24: Cuatro orientaciones sobre la superficie (2% + 9% + 22 —1)(z?2 + 94> +22-9) =0

cuatro orientaciones @ El primero de los dos ejemplos es un conjunto conexo, formado por
un solo trozo, mientras que el segundo es un conjunto disconexo, que también podriamos
considerar como la unién de dos superficies disjuntas.

3.3.4. Integral de un campo vectorial sobre una superficie orientada

Ahora estamos en condiciones de hablar de integrales de campos vectoriales que sean
independientes de la parametrizacion, como hicimos con las de campos escalares. La diferen-
cia fundamental reside en que para que la integral de un campo vectorial sea la misma al
cambiar de parametrizacion, ambas representaciones paramétricas han de inducir la misma
orientacién sobre la superficie.

Teorema 3.29 Si ®; y ®5 son parametrizaciones que describen una misma superficie y F
es un campo vectorial continuo sobre esa superficie, entonces

sequn que las orientaciones asociadas a las dos parametrizaciones sean iguales u opuestas.

DEMOSTRACION: (PARCIAL) Lo probaremos solamente para el caso de que las dos para-
metrizaciones sean biyectivas y regulares sobre la totalidad de sus dominios. Después, para
probar el caso general habria que usar la propiedad aditiva del teorema (esta es la parte

93Observar que cada uno de estos dos objetos es una superficie en el sentido de nuestra definicién
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facil) y probar que podemos aplicar la formula del cambio de variable para integrales dobles
ignorando en cada D; el conjunto 9D; U ®; ' (®;(D;)) (donde i,j = 1,2; i # j) (esta es la
parte dificil).

De acuerdo con las consideraciones inmediatamente anteriores a la definicion y con
el teorema |3

//F dsS = / F ‘1’1 ’I’Ll} (ul, Ul) du1 dUl

/ F ‘I)l o (’I’Ll o h)} (UQ, U2)| det Jh(UQ, ’UQ)| d’LLQ dUQ =

:i// [(F o ®3) - na) (us, v) du2dv2:i//F-dS,

donde en la segunda igualdad hemos aplicado el teorema del cambio de variable al
cambio de parametros h que se construyé en el teorema|3.11|. El signo viene determinado por
el del jacobiano det Jh, que tiene que ser constante puesto que el jacobiano es una funcion
continua que nunca vale cero (si valiera cero, entonces el teorema implicaria que ng = 0,
cosa que estamos suponiendo que no ocurre).

Definicién 3.30 Sea X1 una superficie orientada (definiciones|3.2/ 0, yF:¥ — R3
un campo vectorial continuo sobre ella. La integral o flujo de F a través de X7 es

//F-dS://F(q)(u,v))-n¢(u,v)dudv:/ F - N do,

donde N es la normal unitaria que define la orientacion de X%, y ® : D — R3 es una
parametrizacion compatible con la misma.

Para que esta definicion sea correcta hay que comprobar que al cambiar a otra parame-
trizacion que tenga la misma orientacién que la primera, no cambia la integral:

Corolario 3.31 La definicion anterior no depende de la parametrizacion utilizada, siempre
que sea compatible con la orientacion.

DEMOSTRACION: Es consecuencia del teorema [3.29,

Del teorema (3.29| se sigue también inmediatamente que al cambiar una orientacién por
su opuesta la integral cambia a su valor opuesto:

Corolario 3.32 (Notaciones como en la definicion |3.3(.)

//F-dS:—/ F-dSs.
5 s+
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Notaciones. Es corriente llamar con la misma letra a las variables x, y, z y a las aplica-
ciones que las expresan en funcion de los parametros u, v. Asi, la parametrizacién ® puede
expresarse como

x = x(u,v)
Yy = y(“? U)
z = z(u,v)

Como el vector normal es el producto vectorial de las dos derivadas parciales de ®,
sus componentes son determinantes jacobianos de matrices 2 x 2 formadas por derivadas
parciales de z, y, z, concretamente

e — (3(%2) 0(z,x) a(ﬂw))
I(u,v) d(u,v) d(u,v) )"

Debido a todo esto, es muy corriente la siguiente notacion: si F' es el campo vectorial

(P,Q, R),

91.

//F-dS—//dedz+@dzdx+Rdzdy.
>+

>+

Es una notacion sugestiva porque la integral se calcula pasando al dominio de parametros,
poniendo P, ) y R en funcién de los mismos y sustituyendo el producto formal dy dz por el
Ay, z)

d(u,v)’

etc.

jacobiano

92. Observar el orden de las variables, porque al tratarse de determinantes el
cambiar el orden implica un cambio de signo. Observar también el orden de las
componentes de F' y compararlo con la notaciéon andloga para integrales de linea

(pagina [36)).

Ejemplo 3.33 ([11], ejercicio 7.6.1.) Sea la temperatura en un punto de R® dada por
T(z,y,z) = 3x* + 3z2. Calcular el flujo de calor a través de la superficie 2% + 2?2 = 2,
0 <y < 2, suponiendo que la constante calorifica es k = 1.

Segun la teoria del calor, el intercambio de calor se produce en la direccién del gradiente
de temperatura, en el sentido de la temperatura descendente, es decir, segin el campo —kVT
para una cierta constante k positiva que depende de los materiales, y que en nuestro caso es
igual a 1, luego el campo vectorial cuyo flujo se nos pide es F(z,y, z) = (—6z,0, —62).

= La superficie cilindrica 3 puede parametrizarse mediante la funciéon ® descrita por

r = 2cosh
y Y (0,y) € [0,27] x [0,2],
2 = +/2sind

cuyo vector normal ®y x ®, = (—\/§ cosf,0, —/2sin ) apunta hacia el interior de la
superficie, como vamos a justificar a continuacion. Puesto que es una funcién continua,
basta con comprobarlo en un punto cualquiera, por ejemplo en el punto (0,0, \/5),
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que corresponde a los valores de los parametros 6 = 7/2, y = 0; entonces el vector es
(®g x ®,)(7/2,0) = (0,0, —1). Llamaremos T al cilindro orientado segin este vector
normal. Entonces el flujo pedido es

//(—6:70,0, —62)-dS =

>+
// (—6v2cosh,0, —6v/2sin ) - (—v2cos 0,0, —v/2sin 0) df dy = 48.

[0,271]x[0,2]

Observar que la eleccion de la orientacion (hacia dentro del cilindro) ha sido arbitraria,
el enunciado no lo dejaba claro. El flujo hacia fuera del cilindro resultaria ser de —48.

= También podriamos haber descrito el cilindro de manera explicita con la z despejada

y aplicar la féormula del teorema @ Para ello partimos el cilindro en dos mi-

tades 1) mediante z = £+v/2 — 22, donde las variables independientes x, y recorren

[—v/2,v/2] v [0,2], respectivamente. Entonces dz/0x = Fa/v/2 — 2, 02/0y = 0.

Figura 3.25: Las dos superficies orientadas, Ef y Y7, en las que hemos dividido el cilindro

Llamamos 3; a la mitad superior y ¥y a la mitad inferior. Recordar que en el caso
de superficies en forma explicita, llamamos orientacién positiva a la que apunta en el
sentido creciente de la variable despejada, en este caso en el sentido de las z crecientes,
hacia arriba.

Hacemos los dos calculos a la vez, teniendo cuidado con los signos:

/ / F - dS = (integral impropia) / / ( F 6V2— x2> dr dy =

[—v2,v/2]x[0,2]

94Haciendo este planteamiento nos salimos de la teoria que hemos dado, porque al despejar z nos queda
una funcién que en el borde del dominio no es derivable, su derivada parcial respecto de x toma valores
infinitos, asi que no estamos en las condiciones del ejemplo Este es el motivo por el que nos aparece una
integral impropia.

9 Esto de dividir una superficie en dos partes y sumar las integrales lo haremos a menudo en los problemas
y en las aplicaciones. Para justificarla nos apoyaremos en el teorema @
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V2

V2-§ 2 -6 o)
I / / T2 de =i 48— Fasi [acs' x}
= 11m —_— T = 1111 —— AT = 1m I'CS11l —— =
6—0 /2 — x2 y 6—0 /2 — x2 6—0 \/§ 0
_\/§+5 0 0

)
= F48 (lsh% arcsin (1 — —) = F 24r.

V2

Si X% es el cilindro completo con la orientacién hacia dentro (para el cilindro tenemos
total libertad a la hora de asignar el signo + o el signo — a las orientaciones, no como
con sus mitades, porque a las mitades las consideramos como superficies dadas en forma
- : oyt _ _
Z}gphmta) se tiene que X+ = X7 UXT, luego [[, F-dS = — ffzj F-dS+ff22+ F.dS =
. |

El resultado que hemos obtenido por el segundo método es el correcto, a pesar de que no
tenemos una justificacion teodrica del procedimiento @ Naturalmente, que hayamos llegado
al resultado correcto no nos autoriza a que en otros problemas podamos aplicar el mismo
proceso.

93. Sidisponemos de una “parametrizacién” de un conjunto ¥ C R? que no tenga
derivadas finitas en todo o en parte del borde de su dominio, resulta peligroso
extender sin mas la teoria que hemos construido en este apartado, puesto que,
cuando a D le quitamos su borde, no esta garantizada la existencia de las integrales
sobre D que aparecen en las definiciones v [3:30} Ni hemos garantizado, aun en
el caso de que las integrales existan, que el resultado que se obtenga sea el correcto.

96Bajo ciertas condiciones sobre las derivadas parciales de una parametrizacién de la superficie, que en
el problema anterior se cumplen, puede demostrarse que es correcto este calculo a través de una integral
impropia.
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3.4. Teorema de Stokes (clasico)

El teorema de Stokes clasico es una generalizacién del de Riemann-Green, consistente
en admitir superficies alabeadas, en lugar de admitir solamente recintos contenidos en un
plano. Igual que ocurre con el de Riemann-Green, las condiciones geométricas de los objetos
sobre los que integraremos (la superficie y su borde) son las que concentran todas nuestras
dificultades técnicas, mas que las propiedades de diferenciabilidad de las funciones a integrar.

Nos limitaremos a probar el teorema en el caso mas simple y, a continuacién, explicar
como se extenderia el resultado a otros casos, pero sin dar los enunciados formalmente
correctos.

94. Lo llamaremos teorema de Stokes cldsico cuando queramos distinguirlo del
teorema de Stokes general del apartado [5.5]

3.4.1. Foérmula de Stokes para superficies definidas explicitamente

Supdngase que X es una superficie dada en forma explicita, con la tercera variable despe-
jada en funcién de las otras dos, z = g(z,y) donde (x,y) € D, y D es una regién simple en
R2, con lo que nos garantizamos que D es una curva cerrada simple (ver la observacién .
Recordemos que en la definicion se introdujo para este caso el concepto de superficie
orientada positivamente, T,

Definicién 3.34 Llamaremos borde de la superficie 3, 0%, a la parte de ¥ cuya pro-
yeccion sobre el plano XY es el borde del dominio de parametros, 0D. Como es una curva
cerrada simple (m, 0% admite dos orientaciones; llamaremos orientacion positiva de

03 al sentido de recorrido cuya proyeccion se corresponda con la orientacion positiva de
OD* tal como se define en el teorema[2.538

o
>

Figura 3.26: Orientacién positiva del borde de una superficie que esta definida explicitamente

97El borde de D es una curva cerrada simple, asi que podemos tomar una parametrizacién suya c. La com-
posicién de ¢ con la aplicacién que a cada (z,y) € D hace corresponder (x,y, g(x,y)) es una parametrizacién
de la curva cerrada simple 0.
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95. Es importante tener en cuenta que, al contrario con lo que ocurria con las
regiones simples bidimensionales (teorema [2.50]), para superficies no coinciden los
conceptos de borde y frontera (la definicién de frontera es la [2.51] E, puesto que la
frontera topoldgica de cualquier superficie es ella misma, Fr¥ =3 @

La orientacién positiva que acabamos de definir sobre 9%, 0¥ = (X))t = 9(X1), y la
orientacién positiva sobre ¥ (definicion [3.24) estéan relacionadas por la “regla del sacacor-
chos”.

Teorema 3.35 (Teorema de Stokes para superficies en forma explicita) Sea ¥ una
superficie dada en forma explicita por una funcion de clase C* sobre una region simple, y F
un campo vectorial de clase C* sobre . Entonces,

/F ds-//rotF dS = /VXF dSs.

ox+

DEMOSTRACION: Sean g : D — R la funcién de clase €? cuya gréfica z = g(x,y) es la
superficie 3, y ¢ : [a,b] — R?, t ~» (x(t),y(t)), una parametrizacién de la curva cerrada
simple orientada dD*. Entonces [a,b] — R3, t ~ (x(t),y(t), 2(t) = g(z(t),y(t))), es una
parametrizacion de 0¥, luego, llamando F = (P, Q, R),

b

/ Pdw+Qdy+Rdz:/(P:z:'+Qy'~|—Rz') dt =

ox+ a

b
0 0
:/[(P+R£)x’+(Q+Ra—g>y’] dt =

a

:/ P—i—R@ dr + Q—i—R@ dy =
ox dy
oD+
B 0 dg 0 dg
_// [&B (Q+R0y) Ay (P+R5 )} drdy
D

donde para la tltima igualdad hemos hecho uso del teorema de Riemann-Green.
Aplicando la regla de la cadena y teniendo en cuenta que al ser g € C%(D) sus derivadas
cruzadas coinciden, la ultima integral es igual a

0z dx Oxdy 0z dx dy 0xdy B

0 0Q 0 0RO OR 0g 0 0?
//{Q 0Q9g  OROg 999  p 99

OP 0P0dg OROg OROgIg 0%g
= 22T dx dy =
<8y+0z@y+0yﬁx+828y&v+R8y0x v

) () ) () (2]
:E/+/'rotF~dS.

98La dltima afirmacién no es evidente, requiere una demostracion.
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96. Tanto nuestro enunciado como nuestra demostraciéon del teorema de Stokes
estan intimamente relacionados con los corolarios y (la forma vectorial de
la férmula de Riemann-Green puede escribirse como [, F-ds = [[, rot F*-dS).

3.4.2. Formula de Stokes para superficies mas generales

Un resultado andlogo sigue siendo valido sobre superficies mucho mas generales, pero
aparecen importantes dificultades técnicas:

1. En caso de que la superficie no esté dada en forma explicita pero sea imagen de una

parametrizacién cuyo dominio sea una region simple y que ademads sea inyectiva y
regular sobre la totalidad del dominio, un enunciado analogo es valido, y con una
demostracién también andloga. Puede consultarse en [2], teorema 9.4.1 (7).

Una muestra de estas superficies es la semiesfera dada por z = —y/1 — 22 — y? sobre
2?2 + y? < 1, en cuya definicién estamos utilizando una funcién que no tiene deriva-
das finitas en el borde del dominio, pero que admite otras parametrizaciones que son
regulares en todos los puntos y biyectivas, como la estereogréfica ([2], ejercicio 8.1.2).

Si no tenemos ninguna parametrizacién de clase €2 pero si de clase @', el resultado si-
gue siendo valido, si bien la demostracion se complica extraordinariamente. Una forma
de demostrarlo es aproximarse con superficies que si se describen mediante parametri-
zaciones de clase C2.

Si la parametrizacion deja de ser inyectiva o regular en el borde de su dominio, 0D,
entonces la primera dificultad se presenta al identificar el conjunto 0%, que, como se ha
senalado mas arriba (observacién, no coincide con la frontera topologica de 33, Fr 3.
Considérese, por ejemplo, el caso de una esfera (cf. ejemplo para comprobar que
la imagen de 0D puede dejar de ser una curva cerrada simple, y puede incluso carecer
de significado geométrico dentro de ¥. Aun asi, si se interpreta la integral sobre 90X,
no como una integral sobre una curva orientada (que puede no tener sentido), sino
como una integral a lo largo de una trayectoria (la definida por composicién de ®
con una parametrizacién de 9D7T), la férmula de Stokes sigue siendo cierta (]EUD Los
comentarios que siguen son aplicacion de esta extensién de la férmula.

99Hay que concretar qué es aqui el borde de la superficie 3 y cudles son las orientaciones a utilizar en la
férmula: usando las notaciones habituales,

¥1 es la superficie orientada tal como se describe en el ejemplo
0Y es la curva cerrada que se obtiene como imagen de la curva 0D mediante ®;

la orientacién de OX es la inducida por la composicién de @ con una parametrizacién de la curva
orientada D™, donde D esta dotada de la orientacién para la que es valida la féormula de Riemann-
Green (ver la demostracién del teorema [2.38)).

100Con una demostracién similar a la del teorema 9.4.1 de [2].
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A

21

(]
Y D D+ /_> ‘\

AN

> ¢

z
2

Figura 3.27: Imagen del borde del dominio de pardmetros cuando ® es la parametrizacién de la
esfera utilizando las coordenadas esféricas

a) Asi, por ejemplo, la integral sobre una esfera orientada YT del rotacional de
cualquier campo de clase €' ha de ser nula, ya que, con esta interpretacién, la
imagen de D" mediante la parametrizacién es un semimeridiano recorrido dos
veces, una vez en cada sentido, por lo que necesariamente la integral a lo largo
de una tal trayectoria ha de valer cero, sea cual sea el campo. Por tanto, desde
este punto de vista no hay inconveniente en considerar 0¥ = &, es decir, que la
superficie esférica “no tiene borde”.

b) La integral del rotacional de un campo a través del cilindro del ejemplo es
igual a la integral de dicho campo a lo largo de las dos circunferencias que lo
limitan (todo ello con las orientaciones adecuadas), ya que el resto de la imagen
de JD es una generatriz que se recorre dos veces, una en cada sentido. Se toma

D
—
- >
I\
D 0
0 T
Y
-h =
aD*

d(9D")

Figura 3.28: Imagen del borde del dominio de pardmetros cuando ® es la parametrizacién del
cilindro utilizada en el ejemplo[3.3] En este caso, 9XF pasa a ser solamente la unién
de las dos circunferencias, cada una con su orientacidn

entonces como “borde” del cilindro la unién de las circunferencias que lo limitan.

c¢) Si el dominio de parametros no es una regién simple pero puede descomponerse
en unién de regiones simples que no se solapan (cf.[2.6.3(4)), la férmula de Stokes




CALCULO INTEGRAL 177

sigue siendo cierta, siempre que se sobrentienda que la integral de linea es ahora
una suma de las integrales sobre cada uno de los “verdaderos” bordes, como en el
caso del cilindro. Bastaria con descomponer las integrales en una suma y aplicar
los resultados en cada sumando. Las condiciones de compatibilidad impuestas en
la definicién son ahora cruciales, porque garantizan que los bordes que se
recorran mas de una vez no contribuyen al valor de la integral. Como consecuen-
cia, razonando como en el caso de la esfera, probariamos que la integral de un
rotacional continuo sobre un cubo (ejemplo es siempre nula: la superficie del
cubo tampoco tiene borde, como ocurria con la esfera.

4. En los casos mas generales, para que la formula de Stokes sea valida, la orientacion
de X7 y la de 90X han de estar relacionadas por la siguiente “regla de la izquierda”
(con todas las cautelas que nos merecen este tipo de reglas, como hemos comentado
varias veces): un caminante que recorra 0% en el sentido de 0X1 y que se posicione
ortogonalmente a ¥ en el sentido de X" (es decir, ocupando con el cuerpo el lugar de
la normal y con los pies tocando la superficie X), siempre va dejando la superficie a su
izquierda. En cambio, la “regla del sacacorchos” a la que nos hemos referido cuando
nuestros objetos solo tenian dos dimensiones (]TED, nos puede llevar a confusién cuando
la apliquemos en el borde de un agujero de X.

3.4.3. Aplicaciones del teorema de Stokes

Ver el apartado [3.5.6

101En dos dimensiones, ambas reglas, la del sacacorchos y la de la izquierda, coinciden.
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3.5. Notas adicionales

3.5.1. Los vectores tangentes a trayectorias con imagen sobre Y son combinacién
lineal de las derivadas parciales

Teorema 3.36 (Notaciones de la pagina[143) Sea p = ®(uo, vo) € X, donde (ug,vo) es un punto interior a D
para el que el vector normal es no nulo, n(ug,vy) # 0. Entonces el conjunto de vectores tangentes en p a las
trayectorias sobre ¥ que son imagen mediante ® de las trayectorias diferenciables sobre D, es el espacio vectorial
. g . . (I) (p

bidimensional determinado por %—u(uo, vo) Y %—v(uo, Vo).
DEMOSTRACION: Al ser su producto vectorial distinto de cero, los vectores %(uo, Vo) Y %—f(uo, vg) son lineal-
mente independientes, por lo que generan un espacio vectorial bidimensional.

Cualquier trayectoria diferenciable con valores en D que pase por el punto (ug,vo), ¢ : [a,b] — R2,
c(to) = (ug,vo), da lugar a una trayectoria diferenciable en > que pasa por el punto p, € = ®oc: [a,b] — R3,
¢(tg) = p, cuya tangente en p es

0P 0P
-/ / !
C (tg) = —(ug,vo)ci(to) + = (ug,vo)cy(to),
(to) au(o 0)cy(to) 81;(0 0)¢z(to)
. 1% . 3@ 8@
que es combinacion lineal de los vectores 57 (ug,vo) y 5, (o, o).
Reciprocamente, si \ y p son dos escalares cualesquiera, la combinacion lineal

0P 0P
A%(Uovvo) =+ N%(anvo)y

es un vector tangente de los descritos en el enunciado. En efecto, puesto que el punto (ug,vg) es interior a D, la
trayectoria ¢ : (—8,0) — R2, ¢(t) = (ug,vo) + t(\, i) toma valores en D para cierto § positivo, y su imagen
mediante ® es una trayectoria sobre Y cuya tangente en p es la combinacion lineal.

3.5.2. Una superficie definida paramétricamente es localmente una superficie definida
por ecuaciones explicitas

Teorema 3.37 Sea ¥ = ®(D) de clase C' y sea po = (70, %0,20) € X la imagen mediante ® de los pardmetros
(ug,v0), con la condicién de que el rango de la matriz jacobiana J®(ug,vg) es igual a 2. Entonces en un entorno
del punto pg, ¥ puede expresarse en forma explicita.

DEMOSTRACION: Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el jacobiano ggiz; (up, vg) es no nulo, puesto
que alguno de los tres determinantes 2 X 2 que pueden formarse a partir de la matriz jacobiana ha de ser no nulo.
El teorema de la funcién inversa nos garantiza entonces que en un entorno de (g, yo) pueden despejarse u, v en
funcion de x, y: u = u(x,y), v = v(x,y). Entonces la funcién g(x,y) = z(u(x,y),v(z,y)) describe a ¥ de forma
explicita en un entorno del punto pg.

3.5.3. Acordedn de Schwarz

Ejemplo 3.38 (Acordeén de Schwarz.) En 1881 Hermann Schwarz propuso el siguiente contraejemplo para
demostrar que un poliedro que se aproxime en todos los puntos a una superficie no necesariamente sirve para
aproximar su drea.

Sobre la superficie de un cilindro de radio R y altura h vamos a elegir una coleccién de puntos que luego
uniremos con segmentos y formaran tridngulos que seran las caras de un poliedro “inscrito” en el cilindro (en el
sentido de que todos sus vértices estdn en la superficie cilindrica) que en este caso quedard situado en la parte
de dentro del cilindro. Lo hacemos de la siguiente manera.

Dividimos transversalmente el cilindro con n+1 circunferencias, todas a la misma distancia h/n entre si, entre
las que estan las dos circunferencias que constituyen el borde del cilindro. Sobre cada circunferencia marcamos m
puntos equidistantes (con dngulos 27 /m), de modo que los de dos circunferencias consecutivas estdn “girados”
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Figura 3.29: Poliedro que aproxima a un cilindro, tomando n = 4 y m = 6. Los Ulnicos puntos de
contacto son los azules

b

2la

Figura 3.30: Célculo de la base b de uno cualquiera de los tridngulos (vista desde arriba)

entre si un dngulo de valor /m. Por (ltimo, construimos los tridngulos uniendo cada punto con sus seis vecinos:
dos en su misma circunferencia y dos en cada una de las dos circunferencias mas préximas.
El poliedro consta entonces de 2mn tridngulos isésceles semejantes, de base 2Rsin - y de altura

1
2 212 , . 0.2
{% + R? (1 — cos %) } 2, por lo que el drea del poliedro formado por todos los tridngulos es

R
h
a|n
RcosE
m

Figura 3.31: Célculo de la altura a de uno cualquiera de los tridngulos (vista de una seccién perpen-
dicular a la generatriz)

212
2Rm sin T [h2 + n?R? (1 — cos 1) } .
m m

El factor 2Rm sin I- tiende a 2w R cuando m tiene a infinito, por lo que el comportamiento del Ilimite doble (en
n 'y m) de la expresién anterior viene fijado por el de n (1 — cos %) que a su vez depende de la relacién entre n
y m, como comprobamos a continuacién:
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= Si m = n, entonces aplicando la regla de I'Hospital demostramos que n (1 — cos %) tiende a cero,

1—cosT — % sin
lim t(l—cos%): lim ————*t = lim —2 1t

t— 400 t—-+oo % t—+o00 —%

|3

. . T
=7 lim sin— =0.
t—+o0 t

~

Asi que el drea del poliedro tiende a 2w Rh (que seria el resultado esperado).

2

= Pero si, por ejemplo, n = m*=, entonces utilizamos el desarrollo en serie del coseno para ver que

n (1 — cos =) tiende a 72 /2,

1 72 1 7t > 2 1 7t 2
5

T . ) .
m? (1 — cos —) tiene el mismo limite que m? [ = — Hea— — e dlooo =
m 2 24 m?2
El drea del poliedro tiende, sorprendentemente, a mRv/ R2m% + 4h2.

= Ysin=m" (ylo mismo para otros muchos valores de n), entonces tiende a infinito, y el drea del poliedro
también.

Puede demostrarse que el limite de las areas de una sucesion de poliedros inscritos en el cilindro es siempre
mayor o igual que 2w Rh, y que para cualquier nlimero real mayor que 27w Rh siempre se puede elegir una sucesion
de poligonos inscritos cuyas areas converjan a él. |

3.5.4. Otras aplicaciones de las integrales de campos escalares sobre superficies

Teorema 3.39 Supongamos que la superficie 3, de revolucién alrededor del eje X, se engendra a partir de una
curva simple o cerrada simple, C, que no corta al eje X. Entonces

AZ) = 27r/y ds,
@]
férmula que generaliza a la del teorema

DEMOSTRACION: Tomamos una representacion paramétrica de C (definicién c : [a,b] — R? regular a
trozos, c(t) = (x(t),y(t)), que sin pérdida de generalidad (puesto que C no corta al eje X ) puede suponerse
contenida en el semiplano superior, es decir, con y(t) > 0 para todo t € [a,b]. Considérese la superficie de
revolucion X obtenida al girar C' alrededor del eje X,

Y = ®([a,b] x [0,27]), B(t,0) = (x(t),y(t) cos B, y(t) sinb),

que es una superficie de acuerdo con nuestra definicion como pasamos a comprobar.

Al ser ¢ de clase C! a trozos, la parametrizacion ® puede no ser diferenciable en una coleccién finita de
N — 1 segmentos {t*} x [0,27], k = 1,...,N — 1. Entonces descomponemos el rectangulo D = [a,b] x [0, 27]
en un nimero finito de rectangulos Dy, = [t*~1 t*] x [0,27], que no se solapan y para los cuales se verifican
todas las condiciones de la definicion[3.9 En efecto, la inyectividad sobre los interiores de los Dy, se sigue de la
inyectividad de c sobre el intervalo abierto (a,b) @ Y el vector normal es no nulo, puesto que su longitud es
y(t)\/z'(t)% + y'(t)2, que es no nula (recuérdese la condicién de regularidad sobre c). Por tanto,

2T b 27 b
A(D) = /d&a/|nq,(t,0) dtzo/dea/y(t) [ (1) + /()] dt:27r/y ds.

0 C

12Tomemos (t,0) y (t',60") en el interior de alguno de los Dy, (posiblemente para distintos k). Entonces
t,t" € (a,b)\{t!,....tN "1} y 0 < 6,0 < 27. Supongamos que ®(t,0) = ®(¢',0'), es decir,
a(t) = x(t')
y(t) cos O = y(t') cos 0’
y(t)sinf = y(t') sin ¢’

Elevando las dos tltimas igualdades al cuadrado y suméndolas, y(t)2 = y(#')?, de donde se sigue que
y(t) = y(t'), puesto que y(t) e y(t') son positivos. Como ademds z(t) = z(t'), la inyectividad de ¢ sobre el
intervalo abierto (a,b) garantiza que t = ¢'.

Una vez que y(t) = y'(t) # 0, podemos simplificarlo y deducir que cosf = cos@’, sinf = siné’, luego
6 = ¢, puesto que estamos con dngulos en el intervalo abierto (0, 27).
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Corolario 3.40 (Teorema de Pappus para superficies de revolucién) E/ drea de una superficie engendrada
por una curva plana (simple o cerrada simple) al girar en torno a un eje contenido en el mismo plano pero que
no la corta, es igual al producto de la longitud de la curva por la longitud del trayecto recorrido por el centroide
de la curva al dar una vuelta completa.

97. El centroide de un conjunto es el punto que tiene por coordenadas los promedios de cada
coordenada sobre el conjunto. Es una especie de versién geométrica del centro de gravedad, puesto
que coincide con éste cuando la densidad es constante.

DEMOSTRACION: Elegimos los ejes coordenados de manera que el giro se haga en torno al eje X y que C' se
encuentre completamente contenida en el semiplano superior.

Si (z,y) es el centroide de la curva C, su recorrido al dar una vuelta completa alrededor del eje X es una
circunferencia de radio y, luego mide 27ty. Por otra parte, §j, que es la media de las coordenadas y de C', es igual
a fc yds / £(C), asi que aplicando el dltimo teorema,

AX) =2m | yds =275 £(C).
/

Ejemplo 3.41 (Area lateral) Considérese una curva simple C' C R? y ¥ el conjunto de ordenadas Q(f) de una
funcién f : C — R positiva y de clase €', es decir (definicién ,

S ={(z,y,2) ER®*: (z,y) €C, 0< 2 < f(z,y)}-

Entonces X es una superficie, y su drea coincide con la integral de f sobre C' (cf. la introduccién a las integrales
de un campo escalar sobre un camino),

AD) = /f ds.
C

En efecto. la curva simple C' C R? (definicién [1.25)) tiene una parametrizacién regular a trozos c : [a,b] —
R2, ¢(t) = (z(t),y(t)). Entonces ¥ es una superficie para la parametrizacién

®: [a,b]x[0,1] — R3
(t, u) — (2(8), (), uf (2(t), y(2)))

(mismas observaciones sobre la eventual descomposicién del rectangulo D = [a, b] x [0, 1] que en la demostracién
del teorema [3.39)). En consecuencia,

1

b b
A®) = / du / I (t, W) dt = / Fla (), y®) [ (1) + o/ (%] Fdt = / 7 ds. n
a a C

0

Ejemplo 3.42 (Area de una superficie de revolucion alrededor del eje Y) Por un procedimiento parecido
al desarrollado en el ejemplo [3.19] se obtiene la férmula del volumen engendrado al girar en torno al eje Y la
gréfica de una funcién derivable con continuidad f : [a,b] — R, donde a > 0.

La superficie de revolucién ¥ la definimos ahora mediante y = f(t), 22 + 22 = t?, con t € [a,b]. Y la
parametrizamos con

r = tcost
y = f(t) , t€la,b], 0€]l0,2n]
z = tsinf

La parametrizacién es inyectiva sobre el producto de intervalos abiertos (a,b) x (0,27) gracias a que hemos
impuesto la condicién de que a > 0 (en realidad, hubiera bastado con exigir que 0 & (a,b)): si los puntos (¢1,61)
y (ta,02) tienen la misma imagen, entonces 2 = t%, luego t; = to, puesto que ambos son positivos, y entonces
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se deduce que cosf; = cosfs y que sinf; = sin s, luego 6; = 65.
Por tltimo, la férmula para el area es

b

AX) = 277/3:\/1 + f'(z)? dx,

a

porque el vector normal es

y |In|| = t\/T+ /()2

También aqui, igual que en el ejemplo(3.19|

n = (tf'(t)cosf,—t,tf (t)sinf)

AD) = / oz ds,

C

que es la integral a lo largo de la grafica de la longitud de la circunferencia que genera cada punto de la grafica. B

3.5.5. La cinta de Mobius no es orientable

Ejemplo 3.43 Una cinta de Maobius es una superficie M dada por una parametrizacién ® definida sobre
D = [0,7] x [-1,1] por

®(0,v) = ((a —vsinf) cos 26, (a — vsin h) sin 26, v cos h),

donde a es un nimero real estrictamente positivo.

1
X X
D
0 T
X

-1

Figura 3.32: Parametrizacién de la cinta de Mobius: similar a la del cilindro del ejemplo , pegando
los lados verticales de D, pero tras girar uno de ellos 180°, de modo que el punto azul se
une con el rojo en lugar de unirse con el verde

(1) Observamos en primer lugar que la superficie M no esta orientada por esta parametrizacion, puesto
que en los puntos de M que corresponden a la imagen de los segmentos § = 0, 6 = =, la parametrizacién les
asocia dos vectores tangentes no nulos y con la misma orientacién. En efecto, tdmese cualquier parametrizacién
adecuada de 9D, como

c:[0,7]Um 2+ U[2+7,2+ 21| U[2+ 27,4+ 21] — R?

descrita por
(t,—1) si0<t<m
(t) = (mt—1—m) sin<t<2+4nm
(
(

2+42r—t1) si2+n<t<2+2r
0,3+2r—t) si2+2r<t<4+42rm

103Fn la expresién de la integral hemos cambiado la variable muda ¢ por x para mejor compararla con la

formula del teorema




CALCULO INTEGRAL 183

Entonces para p = ®(0,0) = ®(7,0) resulta p = a1 (1 + 7) = a2(3 + 27), donde

ay: (m2+7) — R o(t) = ®(m,t —1—7),

gt (242144 21) — R3, as(t) = ®(0,3 + 27 — ).
Aplicando la regla de la cadena obtenemos dos vectores tangentes en p asociados a ®:
0P
Oéll(]. + 7T) = %(0,0) = (0,0, 1),

0P
0/2(3+7T) - 7%(’”;0) - (0703 1)7

que tienen la misma orientacidn, en contra de lo que exige la definicién [3.25

(2) Probamos ahora que la parametrizacion ® es inyectiva y regular sobre todo su dominio. La matriz
jacobiana de ® es

—vcosfcos20 —2(a —vsinf)sin20 — sinf cos 260
J®(0,v) = | —vcosfsin26 + 2(a — vsinf) cos20 —sinfhsinlf
—vsind cosf

Calculamos las tres componentes del vector normal e imponemos la condicién de que sean nulas:

—vsin26 4 2(a — vsin ) cos @ cos 20 = 0
vcos20 + 2(a — vsinf) cosfsin20 =0
2(a —vsinf)sinf =0

De la dltima igualdad se sigue que necesariamente sinf = 0, porque si a — vsin 6 fuese nulo, sustituyéndolo en
las dos primeras igualdades tendriamos vsin20 = vcos26 = 0, luego v = 0, y entonces a = 0, que es falso.
Introduciendo sinf = 0 en la primera ecuacién, 2acos® @ = 0, lo que es absurdo, pues cosf no puede valer 0
(puesto que sinf = 0) y a > 0 segtn el enunciado.

(3) Demostramos finalmente que M no es orientable por ninguna parametrizacién. Nos fijaremos en toda
una curva que estad contenida en la interseccién de M con el plano z = 0, identificaremos para los puntos de la
curva sus normales unitarias a M y veremos que no se puede hacer una seleccién de la normal unitaria que sea
continua sobre toda la curva.

Si en la definicién de la parametrizacién ® hacemos v = 0, describiremos los puntos (a cos 26, asin 26, 0),
0 < 6 < 7 es decir, la circunferencia C' contenida en z = 0, con centro en el origen y radio a.

Por otra parte, el vector normal en un punto en el que v = 0 es (de acuerdo con los calculos anteriores)

n(0,0) = 2a(cos 0 cos 26, cos 0 sin 26, sin 0).

Imaginemos que tenemos una normal unitaria continua (normal a M, se entiende) y definida sobre todos los
puntos de C, N : C — R3. Llegaremos a una contradiccién.

En cada punto ®(6,0) € C la normal N tiene que coincidir con +n(6,0)/||n(6,0)||. Suponemos, sin pérdida
de generalidad, que para § = 0, N(®(0,0)) = +n(0,0)/||n(0,0)||. El plan para construir la contradiccién va
a ser considerar el signo en funcién del angulo 8. Al variar 8 desde 0 hasta 7, el signo tiene que ser siempre el
mismo, por continuidad de N (apliquese el argumento que se utilizé en la demostracién del teorema . Luego
también deberia ser el mismo para 6 = 7, pero resulta que

$(0,0) = ®(7,0), yencambio N(0,0)=(1,0,0), N(m,0) =(-1,0,0),

de donde resulta la contradiccidn. |
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3.5.6. Aplicaciones del teorema de Stokes

CAMPOS CONSERVATIVOS

Como aplicacién del teorema de Stokes podemos dar una justificacién (no una demostracién, que requeriria
de mds aparato matemdtico) de que en caso de que el dominio de un campo vectorial tridimensional de clase
C! sea el espacio total menos un conjunto finito, la condicién |4] implica la condicién [3| (notaciones como en el
enunciado del teorema [1.32]).

JUSTIFICACION: Supongamos que F : R®\ X — R3, donde X es un conjunto finito, es un campo vectorial de
clase @' cuyas derivadas cumplen la condicién @ lo que implica que rot F' = 0.

Sea C C R? cualquier curva cerrada simple, sobre la que queremos justificar que la integral de F' es nula (la
orientacién de la que dotemos a C' serd irrelevante). Considérese una superficie orientable > C R3\ X de forma
que OX1T = CT. La existencia de una tal superficie puede resultar intuitivamente aceptable, pero es en realidad
un problema nada trivial en el que no entraremos (por esto es por lo que no estamos haciendo una demostracion
sino una justificacién).

Aplicando el teorema de Stokes concluimos que [, F -dS = [[y,, rot F -dS = 0.

INTERPRETACION FiSICA DEL ROTACIONAL DE UN VECTOR

De manera similar a como hicimos en el apartado[2.6.5] nos proponemos interpretar el rotacional de un campo
vectorial, ahora en un contexto tridimensional. Sea F' el resultado de modelizar el campo de las velocidades (que
supondremos derivable con continuidad) a las que se mueve un fluido en cierta regién del espacio. Tomamos un
punto p contenido en esa regién y nos proponemos conocer la rotacién que induce el movimiento del fluido en
puntos infinitamente préximos a p. Para ello elegimos en primer lugar el plano en el que queremos analizar si F’
hace girar al fluido, no hay que olvidar que estamos en el espacio pero pensamos en un giro alrededor de un eje
que pase por p, es decir, a lo largo de circunferencias infinitamente préximas a p y contenidas en un cierto plano.
Elegir el plano sobre el que estardn nuestras circunferencias C. de centro p y radio ¢ equivale a elegir una recta
que pase por p (el eje del giro). Y elegir un sentido de giro, o una orientacién, en la circunferencia C. equivale a
su vez a elegir uno de los dos vectores unitarios sobre la recta. La relacién entre la normal unitaria y la orientacién
de la curva vendrd dada por la “regla del sacacorchos’ que hemos comentado en el texto. Sean N y C una
normal unitaria y la orientacién asociada a ella. Y sea B el circulo encerrado por C. y orientado por IV, que es
la misma en todos los puntos de B..

Por el teorema de Stokes,

1

1 1

—_— F . = — F . = — tF - N =rot F - N

A(BE)/ ds AB) //rot ds A //ro do=rotF(p+q.,)
O B B.

para cierto g. con ||g:|| < &, donde la dltima igualdad se sigue del teorema del valor medio para integrales dobles
(la integral de superficie sobre B, es una integral doble sobre el dominio de una parametrizacién que describa a
B.).

Gracias a la continuidad de todas las derivadas parciales de F',

rotF(p+q.) N — rotF(p)-N cuando £ — 0.
Como consecuencia de todo lo anterior, el producto escalar del rotacional de F' por un vector unitario normal

sirve para medir el efecto del giro que induce F' alrededor del eje que contiene al vector unitario.

OBTENCION DEL ROTACIONAL EN COORDENADAS CILINDRICAS
Considérese un campo vectorial F : R? — R3, expresado en coordenadas cartesianas de la forma habitual,
F (21,22, 23) = (Fi(21, 22, 23), Fa (21, 22, 23), F3(21, 72, 23)),
lo cual significa que para la base canénica, e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1),

Fi(l‘l,xg,xg) = Fi(arlel + x9€2 + 56363) =F-e,.
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La base canédnica estd formada por unos vectores unitarios que caracterizan cada una de las tres direcciones
en las que se mueve un punto al incrementar una de las coordenadas cartesianas. Al cambiar de coordenadas, por
ejemplo a cilindricas (z1,22,23) = T'(r,6,2) = (rcosf,rsiné, z), estamos introduciendo una nueva base e,,
ey, e, que identifican ahora las direcciones en las que cambiaria un punto al incrementar cada coordenada de
las nuevas. Los vectores de la base son por tanto las derivadas parciales (normalizadas) de F o T respecto de las
coordenadas cilindricas: e, = (cos#,sin6,0), ey = (—sin#, cosd,0), e, = (0,0,1).

Respecto de esta base el campo tiene por componentes, que llamaremos Fi., Fy, F,, es decir,

Fo(r,0,2) = (FoT):(r,0,2) = [(FoT) e](r,0,2),
y lo mismo con Fy y F,. Por tanto,

F.=(FoT)-e.=Fi(rcosf,rsinb, z)cos + Fo(rcosf,rsinb, z)sin
Fy=(FoT) ey=—Fi(rcosf,rsinf, z)sinf + Fy(rcosf,rsinb, z) cosd
F,=(FoT)- e, =F3(rcosf,rsiné, z).

De estas tres igualdades se pueden deducir relaciones entre las derivadas parciales: derivando y haciendo un uso
intensivo de la regla de la cadena obtendremos férmulas lineales para las (nueve) derivadas parciales respecto de
las nuevas variables en funcién de las (nueve) derivadas parciales 9F;/0x ;. Despejando en estas nueve ecuaciones
conseguiriamos férmulas para expresar las nueve derivadas parciales OF;/0x; en funcién de las nueve derivadas
parciales de las nuevas componentes respecto de las nuevas variables. Asi,

8;; (gFi Sg+gisin9> s (aFf 89+gfzsine) sin g

8;;};_(251 g g_gicos0>rsin9—Flcos9+(—gjsm@—i—(;F;cosH>rsinG—Fzsine
OF, _ 0F

0z Oz

(etc.),

de donde si despejamos OF; /0x1, OFy/0xo y OF5/0x3 y sumamos, el resultado serd la férmula de la divergencia
en las componentes relativas a las coordenadas cilindricas:

, OF, OF, OF 1 OF, | 0F\  OF.
divF=—+4+_—+_—=—|[F.
A T R < "or T o0 ) B2

De modo andlogo, si bien bastante mas largo, podria obtenerse rot F' en términos de las derivadas en las
nuevas variables.

98. No obstante, existe un procedimiento alternativo para obtener rot F' aplicando la Férmula de
Stokes, que exponemos a continuacidn.

De acuerdo con 4.8.1, en cada punto pg € D la componente de rot F en la direccién de r, rot F - e,., es la
circulacién de F' por unidad de drea en p, en una superficie perpendicular a e,..

Tomamos una superficie de este tipo, construida a partir del punto pg mediante incrementos de las coorde-
nadas 0 y z, es decir, una superficie X" descrita mediante las expresiones

> ¢ r=rg, 0g<O0<60y+A0, 2zg<z<z+ Az

y orientada mediante la normal e,.. Entonces el drea de X es igual a r AG Az, y su borde es 9%+ = CF +Cyf 1o+
Cl A, +Cy (los subindices indican la coordenada que, junto con , es constante en cada curva). La integral de
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F a lo largo de este borde se calcula de modo aproximado teniendo en cuenta que

/F-ds:/F-egds ~ Fy(r,0,z)r A6,
@ C.

/F-ds: / F-e,ds = F,(r,0 + A6,2)Az,
+

Coine Co+ao
/ F -ds= / —F -egds =~ —Fy(r,0,z+ Az)r A9,
Cj+Az Cataz
/ F-ds= /—F ce,ds = —F,(r,0,z)Az.
cy Co

La integral f82+ F' - ds sera entonces aproximadamente igual a

OFy OF,
—W(r,e, 2) Azr AO + 50 (r,0,2) A Az,

que dividida por el drea de ¥ da la componente de rot F' en la direcciéon de r:

105, omy
r 00 0z

Con similares argumentos se comprueba que en coordenadas cilindricas

e, rey e,
rot F = 1 2 2 0
r|or 00 0Oz

F. rFy F,
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4. Integrales de tres variables
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4.1. Introduccion

Consideremos un subconjunto W de R3, acotado, y una funcién real definida sobre W y
acotada, f : W — R. El concepto y las propiedades de la integral (triple) de Riemann
de f sobre W son totalmente andlogos al caso de dos variables, con el tinico cambio de
introducir una variable adicional. La integral de Riemann de f sobre W la denotaremos con
[ f(@,y,2)dedydz o con [[[,, fdV (leido “diferencial de volumen”).

Los teoremas, definiciones y comentarios de los apartados a son validos para tres
variables, con adaptaciones que generalmente serdan obvias (en lugar de rectangulos conside-
raremos paralelepipedos, que seran producto de tres intervales cerrados y acotados, etc.).
Dedicaremos el siguiente apartado a dar detalles de aquellas adaptaciones que lo merezcan,
por no ser tan obvias o porque aporten algo adicional.

Tras estudiar el teorema de la divergencia, finalizaremos el capitulo con algunas conside-
raciones sobre las integrales de Riemann y sobre sus generalizaciones, aplicables a cualquier
nimero de variables.
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4.2. Integrabilidad, teorema de Fubini y regiones tridimensionales
simples

La condicién suficiente de integrabilidad del teorema se extiende ahora admitiendo
que las discontinuidades de la funcion puedan estar contenidas en graficas de funciones
continuas de dos variables:

Teorema 4.1 FEs integrable cualquier funcion de tres variables definida sobre un parale-
lepipedo, siempre que sea acotada y sus discontinuidades estén contenidas en una union
finita de grdficas de funciones continuas de dos variables.

Igual que ocurria en el caso de dos variables, un conjunto formado por un solo punto
(0, Yo, 20) podemos considerarlo como la gréfica de una funcién continua de dos variables,
{(zo,y0)} — R, (20, yo) ~ zo. También una curva parametrizada sobre una de las variables,
{(z,a(x),B(z)) : € [a,b]}, puede ponerse como la gréfica de una funcién continua de dos
variables, (z,y) ~ ((z) sobre el conjunto {(x,a(z)) : = € [a, b]}.

Para integrales triples se cumplen resultados anédlogos al teorema de Fubini y su corolario.
En este caso la integral triple puede descomponerse en tres integrales sencillas (de 3! = 6
maneras diferentes) o en una sencilla y una doble (de otras 6 maneras diferentes), con un
total de 12 posibilidades. Por ejemplo, si f : [a1,b1] X [ag, by] X [az,b3] — R es continua,
entonces se cumplen las siguientes igualdades (donde ademads estd garantizada la existencia
de todas la integrales):

/// f(@1, w2, 75) d // /bgf($17$27953) das | dA =

[a1,b1] X [az2,b2] X [a3,b3] [a1,b1]%[a2,b2] \a3
b1 by [ b2 b3
:/ / f(z1, 29, 23) dxe dxs | dzy = / / /f(a:l,xg,xg) dzs | dro | dz;.
al [a2,b2] X [a3,b3] as as

También el concepto de integral triple se amplia a funciones que sean acotadas pero que
no estén definidas sobre paralelepipedos, con un procedimiento totalmente andlogo al de la
definicién 217

Para definir las regiones simples tridimensionales utilizamos las mismas ideas que para
el caso bidimensional: pensamos en conjuntos acotados en R? para los que cuando lanzamos
una recta en la direccion de uno de los ejes coordenados, por ejemplo = = xg, ¥ = Yo,
al recorrerla desde —oo a +00 entramos y salimos en el conjunto una sola vez (o ninguna).
Para la definicién formal exigiremos ademas que la correspondiente proyeccion sea una region
simple bidimensional.

Definicién 4.2 Diremos que un subconjunto acotado W C R? es una regién simple tri-
dimensional en la direccion de las z cuando la proyeccion de W sobre el plano z =0
sea una region simple bidimensional y ademds W esté limitada verticalmente por dos graficas
de funciones continuas. Es decir, cuando W pueda expresarse de la siguiente manera:

W ={(z,y,z2) € R? : (z,y) € D, ofz,y) <z < f(z,y)},

donde D es una region simple bidimensional y a, 3 son dos funciones continuas definidas
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sobre D y con la condicion de que para todo punto (x,y) de D, a(z,y) < fB(x,y).
De manera andloga se definen las regiones tridimensionales simples en la direc-
cion de las x o de las y.

Figura 4.1: Regién tridimensional simple en las z

Teorema 4.3 Sea f: W — R una funcion continua, donde W es una region tridimensio-
nal simple en la direccion de las z. Entonces

///f(as,y,z)dv:// ﬂ7y)f(iv>y,z)dz dr dy =
v 5 \a()

b | e202) [ Bzy)

:/ / /f(:p,y,z)dz dy| do

a p1(z) \ a(z,y)

(donde estamos utilizando las notaciones de las deﬁniciones y y suponiendo que D

es simple en direccion de las y).

JUSTIFICACION: Una demostracién de este resultado se obtiene de manera muy similar a
la del teorema [2.20

Naturalmente, todo lo dicho para regiones simples en la direccion de las z puede adaptarse
de manera inmediata a regiones simples en la direccion de las y o de las x. De modo que para
un region que sea simple en las tres direcciones disponemos de 3! = 6 maneras diferentes
de plantear el calculo de una integral triple como tres integrales sucesivas de una variable,
siempre que conozcamos o seamos capaces de obtener las desigualdades que expresan la
region en cualquier orden. También podemos descomponer la integral triple en una doble y
una sencilla, o en una sencilla y una doble, lo que nos da otras 6 posibilidades. Volveremos
sobre este tema en los ejemplos.

Nuestra definicion de volumen de un conjunto tridimensional admite las mismas explica-
ciones que las que dimos para definir el drea de un subconjunto de R? (definicién [2.23)):
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Definicién 4.4 Liamaremos volumen de un subconjunto acotado W C R3 a V(W) =
fffW dV', cuando exista. Cuando la integral no exista, diremos que W no tiene volumen.

Las férmulas del teorema [4.3] justifican la validez, bajo ciertas condiciones, del principio
enunciado por Cavalieri a mediados del siglo XVII:

Corolario 4.5 (Principio de Cavalieri) Si al cortar dos subconjuntos de R* con todos
los planos paralelos a uno fijo se obtienen secciones cuyas dreas estan siempre en la misma
proporcion (para cualquiera de los cortes), entonces los volimenes de ambos conjuntos estdn
en la misma proporcion.

JUSTIFICACION: Llamemos Wy y Ws a los dos conjuntos y tomemos los ejes de coordenadas
de manera que los cortes sean paralelos al plano z = 0. Entonces existen dos valores a, b,
de forma que por debajo de z = a y por encima de z = b las intersecciones con planos
horizontales son vacias, por lo que podemos limitarnos a a < z < b.

Aplicando el teorema

o= fff - ] wa)e-

a W;Nplano a la altura z

b
= /A(I/Vz N plano a la altura z) dz.

Y como las dreas de las intersecciones guardan una cierta proporcién constante, A(Wy N
plano a la altura z) = k A(W; N plano a la altura z) al integrarlas entre a y b la constante

k sale fuera de la integral y los voliimenes estdn también en la misma proporcion, V (Wy) =
kEV(Wy).

En el apartado puede consultarse una generalizacion de este principio a los casos en
los que los cortes de W no se hacen con planos paralelos sino con otros haces de superficies
(esferas concéntricas, conos con el mismo vértice y con el mismo eje, ... ).

El teorema del cambio de variable para integrales de dos variables, [2.32] tiene una réplica
para funciones de tres variables en la que solamente hay que anadir una coordenada mas.
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4.3. Ejemplos

Ejemplo 4.6 Calcular [[[, zdV, donde W es la regién del octante positivo limitada
ademés por el plano z = 4 y el paraboloide z = 22 + y2.

Lo primero es traducir a términos técnicos la descripciéon que nos da el enunciado del
conjunto W, identificando las desigualdades que describen a W.

99. Cuando la descripcién pueda dar lugar a varios subconjuntos de R? (o de R?,
si es el caso) y solamente sea acotado uno de ellos, se entenderd que se refiere a ese
conjunto acotado.

Como W esta contenido en el octante positivo, todos sus puntos cumplen las inecuaciones
x>0,y >0y z>0. Ademds hay dos alternativas, unaes z > 4 0 2 < 4; y la otra z > 2%+
0 z < 2?2 +192. Por tanto hay en principio cuatro casos posibles, conjugando las desigualdades
de las dos alternativas. Hay tres de esos casos que no dan conjuntos acotados, lo que puede

7
4

e

2
7=x"+y"

X

Figura 4.2: El conjunto W es la parte del octante positivo limitada por el plano z = 4 y el paraboloide
2, .2
z=x"+y

demostrarse comprobando que contienen un conjunto que sepamos que no es acotado. Por
ejemplo, el conjunto

{<x7yJZ)ER3:xZO7 ZJZO, 2247 22x2+y2}
contiene a todo el semieje z =0, y = 0, z > 4. En cambio,

{(z.y,2) eR® 1220,y >0, 4> 2> 2" +3°},

es acotado. En efecto, z estd claramente acotada por 0 y por 4; ademas 0 < x < 2, puesto
que 2 < 4,y con y ocurre lo mismo que con x. Por consiguiente, (z,y,2) € W si y sélo si
x>0,y>0,4>z>2%+9%

Pasamos ahora al cdlculo de la integral pedida haciendo uso del teorema [4.3] Tenemos
varias posibilidades, concretamente 12. Vamos a elegir dos de ellas para mostrar cémo hacer
todos los célculos.
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e Una integral doble y después una sencilla.

Cortamos W con planos horizontales, z = zg, para obtener las secciones
W, ={(2,y,20) ER® : 2 +9* < 25, 2 >0, y >0} (para z € [0,4]),

que son cuartos de circulo situados en el plano horizontal z = 2, y de radio igual a
/Zo. Podemos calcular el drea de cada uno de estos W,,, que nos dard mzy/4.

Figura 4.3: La parte curva que limita a W, (en rojo) estd contenida en el paraboloide, por lo
que sus puntos cumplen la ecuacién 22 + y% = 2

Entonces

/W//zdvj Zz/zdxdy dz0/4 dz—/—dz__ﬂ

e Tres integrales sencillas.

Pretendemos hacer una descripcion de W mediante desigualdades, tal como establece
la definicién .2} Es claro que una descripcién equivalente de W viene dada por

a=0<x<2=0b

p1(z) =0 <y < V4 —22=py(x)

afz,y) =2*+y* <z <4 =pB(z,y).

Se comprueba de manera rutinaria que efectivamente este sistema de seis inecuaciones
es equivalente al de cuatro inecuaciones que definen a W; que las funciones 1, @9,
a y [ son continuas (son polinomios o raices cuadradas de polinomios); y que a < b
(trivial), ¢1 < ¢y (trivial), a < § (a y [ sblo se aplican a puntos (z,y) que cumplan
las cuatro primeras desigualdades, entre ellas y < v/4 — 22, por lo que 22 +y?> < 4 es
trivial). Entonces
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(x,N4-x>, 4)

Figura 4.4: Una vez fijado z, el corte con W es la regidn sefialada en azul. Entonces el valor
minimo de y es 0 y el maximo se alcanza en el punto azul. Si a continuacién elegimos
un y entre 0 y v4 — 22, el corte con la regién azul es el segmento rojo, luego z,
cuyo maximo es 4, alcanza su minimo en el punto verde. El punto verde estd sobre
el paraboloide, luego ha de cumplir la igualdad 2% + y* = =

segun cédlculo obtenido directamente por Maple 14. Observamos a continuacién lo largo
que resulta hacer las operaciones a mano, con un considerable consumo de tiempo
y el consiguiente riesgo de errores. Al final tenemos que recurrir a las férmulas de
recurrencia para las primitivas de sin"tcos™t, tras haber introducido el cambio de
variable © = 2sin t:

2 | Va—a? 4
///de:/ / /zdz dy | doe =
w 0 0 m2+y2

[16 — (2% + y*)?]dy | dz =

o\
DN | —

2
0/
2
r 4 2,3 57 y=V4i-z?
:/83,_&_&_@_} i —
0
2
0/

| 2 3 10 /=0
[ 11 11 1
= _8(4 — %)z — §x4(4 — %) — §x2(4 — xQ)% — 1—0(4 - 1:2)3} dx =
2
64 32
= / {32 cos’t — 32sin* tcos® t — 3 sint cos* t — = cos® t} dt =
0
16 u
= —7.
3

100. Dada una regién simple de la que se conocen las ecuaciones que definen
sus limites, no siempre es evidente como obtener las desigualdades necesarias para
calcular una integral sobre ella en un determinado orden.
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Ejemplo 4.7 (Ejemplo 5.6.6 de [II], cambiando los 6rdenes de integracion en todas sus
posibilidades.) Calcular el volumen del conjunto W definido por las desigualdades

0<zx<1, 0<y<ux, x2+y2§z§2.

2‘

1

_\/;

Figura 4.5: Cuatro de las caras del W son planas. La quinta (en azul) forma parte del paraboloide

Plantearemos el calculo en varias formas, con todas las ordenaciones posibles de las tres

variables.

e orden de integracién (z,y, z):

(X.y.2)
(X,X,2)
(1,1,2)

1 y=x

Figura 4.6: Una vez fijado x, el corte con W es la regidn sefialada en azul. Entonces el valor
minimo de y es 0 y el maximo se alcanza en el punto azul (y = x). Si a continuacién
elegimos un y entre 0 y x, el corte es el segmento rojo, luego z, cuyo maximo es
2, alcanza su minimo en el punto verde. El punto verde estad sobre el paraboloide,

luego ha de cumplir la igualdad 22 + y2 = 2z

D={(z,y):0<x <1, 0<y<uz} CR?esuna regién simple 2-dimensional. La
integral se calcula ficilmente y se obtiene el valor 2/3.

1

1 T 2 1 T
4 2
/dx/dy / dz:/da:/(Q—xQ—y2)dy=/<2x—§$3)d9€:§.
0 0

0 0 12+y2 0
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orden de integraciéon (z, z,y):

y

Figura 4.7: Una vez fijado y, el corte con W es la regién sefialada en azul. Entonces el valor

mdaximo de z es 2 y el minimo se alcanza en el punto azul (y = z, z = 2% +y?, luego
z = 2y2). Si a continuacién elegimos un z entre 232 y 2, el corte es el segmento
rojo, donde el minimo valor de x es siempre gy, pero el maximo valor de z tiene dos
posibilidades bien diferenciadas: es o 1 (para los z altos) o es y/z — y? (para los z
bajos). El argumento sobre la figura ayuda a encontrar los extremos de integracicn,
pero no constituye una demostracion.

Del sistema original de inecuaciones que describe a D se deduce inmediatamente este
otro:

0<z<1 0<y<1
0<y<zp, = y? < 2<2
P4yt <2<2 y<ax<y/z—y?

pero del segundo no se recupera el primero: la desigualdad = < 1 no se puede obtener.

101 . Recurrimos a la expresiéon y < min{...,...} porque necesitamos obtener
una tunica desigualdad de la forma y menor o igual que una funciéon continua de =,
z, y sabemos que el minimo de dos funciones continuas es otra funcion continua.

Por tanto, para tener equivalencia entre los dos sistemas hay que sustituir la tdltima

inecuacién por z < min{l, y/z — y?}.

102 . Ahora ambos sistemas son equivalentes, pero todavia queda otro problema
si queremos que el nuevo sistema de desigualdades cumpla las condiciones previstas
(las de la definicién |4.2)).

Resulta que sobre la regién simple 2-dimensional Dy = {(y,2) : 0 < y < 1, 72
z < 2} la funcién ¢4 (y, z) = y no es siempre menor o igual que la funcién ps(y, z)

|IVAN
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min{1, y/z — y2}. Dicho de otra forma: las desigualdades y < z < y/z — y? llevan
implicita la desigualdad 2y? < z, que es més exigente que 3% < z.

Lo que esta ocurriendo es que la proyeccion de W sobre el plano Y Z no es toda la
regiéon Dy, sino solamente una parte de ella. En efecto, proyectando la curva

Pyt =z
y=z
sobre el plano Y Z no se obtiene la curva z = 92, sino la curva z = 2y°.
Para corregirlo sustituimos y? < z < 2 por 2y? < z < 2, con lo que la definicién de la
region simple 2-dimensional queda asi: D = {(y,2) : 0 <y < 1, 2y*> < 2 < 2}, y sobre
este conjunto si es cierto que @1 < 5.

9 9

z=2y" z=Yy

Y

A

Figura 4.8: Regiones D; (trama verde) y D (en azul), ambas en el plano YZ

El sistema de desigualdades que necesitabamos es, por tanto,
0<y<l
2y2 <z<2

y <z <min{l,/z —y?}

La figura ayuda a visualizar que la proyeccion de W sobre el plano Y Z es efectiva-
mente el conjunto D, y no el que se obtendria con la desigualdad y? < z en lugar de
la desigualdad 2y? < z.

Como
I1>Vz—y2 & z<y*+1 (puesto que z > y?),
la integral dada es igual a (ver la figura)
1 241 VEy? 1 2 1
1 5 2
d d d d dz [ de=-+4+— = —.
[ [ae [ ars [an [ iz farmp =3
0 2y2 y 0 y2+1 Y

Consultar los demés casos en la pagina 213
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z=y2+1

2y

1

0

Figura 4.9: El conjunto D dividido segun el valor méximo de x. La parte coloreada en azul es
la proyeccién de la parte azul de la figura en la que x es menor que 1

4.4. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas permiten representar cualquier punto del espacio tridimensio-
nal mediante unas nuevas variables inspiradas en la distancia al origen y las coordenadas
geograficas sobre la superficie terrestre,

x = psinpcosf
y = psin psin 6
= pCcos .

(Xa ya Z)

X

Figura 4.10: Coordenadas esféricas

Hay que advertir que existen algunas variantes, segin desde qué ejes se midan los angulos
¢ y 0. Al aplicarlas a una situacién concreta quiza convenga introducir alguna de esas
variantes, como, por ejemplo, cambiar los papeles de x y 2, o tomar el angulo ¢ a partir del
eje de las z negativas, etc.

Por motivos similares a los expuestos para las coordenadas polares en R?, nos limitaremos
a valores positivos de p y restringiremos, para empezar, los valores que tomen los angulos
0 v ¢ a intervalos de amplitud 27, tomando por ejemplo [0, 27]. Pero estas restricciones no
son suficientes para evitar duplicidades, todavia hay que reducir mas el rango de los angulos,
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puesto que, por ejemplo, las nuevas coordenadas del punto (0,—-2,0) son p = 2, ¢ = 7,
0= 37”, pero también pueden ser p = 2, p = 37”, 0=3.

Para que estemos en condiciones de aplicar el teorema del cambio de variable serd sufi-
ciente con que de los dos intervalos donde varian los angulos 6 y ¢, uno lo reduzcamos a una
amplitud 7. Convendremos en llamar cambio a coordenadas esféricas a una aplicacion
definida por las férmulas expuestas més arriba, (p, ¢, 8) ~ (z,y, z), con dominio una regién
simple E C [0,400) x [0, 7] x [0,27], y cuya imagen sea una regién simple tridimensional.
En el apartado [4.9.2 puede consultarse una demostracion de que con estas limitaciones se
cumplen las hipotesis del teorema del cambio de variable.

Ejemplo 4.8 Calculo del volumen de la esfera 22 + y* + +2? < a® (donde a es un niimero
real positivo) pasando la integral a coordenadas esféricas.

Queremos calcular f f f w @V, donde W viene definido por la desigualdad del enunciado.
Al pasar a coordenadas esféricas la desigualdad equivale a p? < a2, lo que a su vez equivale
a 0 < p < a, una vez introducida la restricciéon de que p no sea negativo. En cuanto a 6 y ¢,
quedan totalmente libres, lo cual significa (tener siempre presentes estas restricciones para
los dngulos) que 0 < p <71y 0 <60 < 2.

El jacobiano es

sinpcosf pcospcosf —psinpsind
sinpsing pcospsind  psinpcosf | = p?sinp,
cos —psin 0

que es siempre positivo gracias la eleccién que hicimos de recortar ¢ al intervalo [0, 7], con lo
que en los cambios a esféricas nos podemos olvidar del valor absoluto del jacobiano, siempre
que mantengamos el convenio que hicimos mas arriba. Ya estamos en condiciones de terminar
el calculo pedido:

a ™ 2m
V(W):///dxdydz:/ / /pZSingodG do| dp =
W o Lo \o

), [, -5
=2m|=p —cosp| = —-ma". [ |
0 3
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4.5. Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas vienen a ser las polares para uno de los planos coordenados
a las que se les ha anadido la tercera variable cartesiana. En esta exposiciéon tomaremos
la z como esa tercera coordenada, en el bien entendido que segin cual sea el problema que
queramos modelizar puede convenirnos que sea alguna de las otras dos variables la que juegue
el papel de la z:

T =7rcosf
y=rsind
z=2z.
V4
(X,,2)
0 T

Figura 4.11: Coordenadas cilindricas

Tal como se explic al hablar de las coordenadas polares en el plano, utilizaremos algunas
restricciones generales en el rango donde varian nuestra nuevas coordenadas. Llamaremos
cambio a coordenadas cilindricas a una aplicacién definida por las formulas de més
arriba, (r,0.z) ~ (z,y, z), con dominio en una regién simple £ C [0, 4+00) x [0,27] x R, y
cuya imagen sea una region simple tridimensional.

El jacobiano es

cosf —rsinf 0
sinf  rcosf 0| =r,
0 0 1

que nunca es negativo. Se demuestra que se satisfacen las hipodtesis del teorema del cambio
de variable con razonamientos analogos a los utilizados para demostrarlo para los cambios a
polares en R2.

Ejemplo 4.9 (Problema 6.2.13 de [I1].) Calcular [[[,, ze* *¥"dz dy dz sobre el cilindro W
definido por las desigualdades 22 + y? < 4, 2 < z < 3.

Al pasar a coordenadas cilindricas (con las cotas que hemos dicho més arriba), la des-
cripcion del cilindro W es

0<p<2, 0<6<2r, 2<2<3,

luego la integral es
2 3

2
/d@/dz/zergr dr = 577((64— 1). ]
o 2 0
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4.6. Teorema de la Divergencia

El teorema de la Divergencia, también llamado de Gauss, o de Ostrogradskii, proporciona
una férmula que relaciona una integral triple sobre un subconjunto en R? con una integral
de superficie sobre la frontera del conjunto. Es, pues, un resultado del tipo de la regla de
Barrow pero en dimension 3.

La férmula no es dificil de demostrar. .. una vez que se han precisado las condiciones para
que todos los elementos que aparecen en la misma estén correctamente definidos.

Seguiremos un esquema andalogo al que aplicamos para el teorema de Riemann-Green.
Primero probaremos la férmula bajo hipdtesis que nos faciliten la demostracion pero que
serdan muy restrictivas en cuanto a los dominios de integracién, para después ampliar la
validez de la formula a otras muchas regiones, pero sin hacer las demostraciones, sino dando
una referencia o explicando cémo actuar llegado el caso.

4.6.1. Foérmula de la Divergencia

Comenzamos considerando un conjunto W C R3 que sea un paralelepipedo o, més en
general, una region simple en las direcciones de los tres ejes coordenados y cuya frontera
OW sea una superficie (en los términos de la definicién con la condicién adicional de
que las seis graficas que limitan a W, dos en cada direccién, sean superficies dadas en forma
explicita, tal como se describen en el ejemplo |3.6

Como es simple en la direccion de las z, el conjunto W puede escribirse de la forma
W = {(z,y,2) : (z,y) € D, a(z,y) < z < B(x,y)}, donde D C R? es una regién simple
bidimensional. Pero a, 3 : D — R, (con a < (3) son funciones no solamente continuas,
como exigiamos en la definicion , sino que ahora estamos suponiendo que son de clase G,
para que las igualdades z = a(z,y), 2 = [(x,y) sean superficies en forma explicita por las
funciones a y 8. Todavia impondremos una condicion mas: que sobre Int D se tenga siempre
a < [, estrictamente.

Entonces la frontera de W @ o borde de W, es OW =%, U X3 U Xy, donde

Yo ={(z,y,2) : (x,y) € D, z =a(x,y)}
Y ={(z,y,2) : (z,y) € D, z=B(z,y)}
E() = {(ZL‘,y, 2) : (:E:y) € aD? Oz(m,y) <z< ﬁ(:ﬂ,y)},

(se demuestra de manera andloga al teorema [2.50)).

Estas tres partes de OW no tienen por qué ser disjuntas, pero sus intersecciones dos a dos
son despreciables para la integracién de superficies, puesto que son curvas, o subconjuntos
de curvas, en R3.

Recordemos que una de las exigentes hipdtesis que estamos imponiendo es que los con-
juntos X, y Xz son superficies explicitas descritas por las funciones o y 3, respectivamente.

Definicién 4.10 Con las notaciones anteriores, si p es un punto de ¥z la normal exte-
rior a OW en p es la normal unitaria que tiene la tercera coordenada positiva (es decir,
corresponde a la orientacion positiva de la definicion . Ysiped,, la normal exte-
rior a OW en p es la normal unitaria que tiene la tercera coordenada negativa (es decir,
corresponde a la orientacion negativa de la definicion M)

104D efinicién
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[ed

Figura 4.12: Conjunto W, en el que se han coloreado la cara superior X3 (en azul) y la cara inferior
Y (en amarillo). Las cuatro caras laterales forman ¥

El nombre de normal “exterior” hace referencia a que desde el punto p esta normal
unitaria apunta hacia fuera del conjunto W. Lo mismo ocurria en la definiciéon donde
introdujimos la normal exterior en el borde de un conjunto bidimensional.

103. Supondremos, sin demostrarlo, que la definicién [4.10] aplicada sobre las seis
superficies, dos en cada direccién, induce una orientacién sobre la superficie total
OW, que llamaremos orientacién exterior (o positiva) de OW, OW T,

El siguiente resultado resulta obvio en una figura, pero no es tan obvio en el razonamiento
formal, por lo que necesita ser demostrado.

Lema 4.11 Sip € OW\(X,UXp) tiene recta normal a la superficie OW , entonces esa recta
es horizontal (su ultima coordenada es constante).

DEMOSTRACION: Ver el apartado[4.9.4,

104. Supondremos también sin demostrar que Y, es orientable. Elegiremos so-
bre Yy una orientacion que sea compatible con la orientacién exterior de 0W. En
realidad, gracias al lema la orientacién que demos a Y& serd irrelevante.

Teorema 4.12 (de la Divergencia) Sea W una region simple en R® con todas las condi-

ciones descritas en la introduccion a este apartado, y sea F : W — R? un campo vectorial
de clase C! definido sobre W . Entonces

//F-dS:/W//didexdydz:/m/ V-FdV .

oW+

DEMOSTRACION: Demostraremos en primer lugar que

//(0,0,@)@5:///% dv.

ow+
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Figura 4.13: Rectas normales en puntos de Y. Siempre son horizontales, pues de lo contrario el punto
perteneceria a X, 0 a X3

De acuerdo con la descomposicion de OW™ que hemos explicado,

//(O,O,Fg)-dS://(O,O,Fg)-dS—//(O,O,Fg)-dS~|—//(O,0,F3)-dS

oW+

donde la tltima integral es nula puesto que, como se ha demostrado en el lema[4.T1], sobre 3
todas las normales son ortogonales a (0,0, F3). En cuanto a las otras dos integrales, usamos
las expresiones explicitas de E; y de X, para obtener

[[wo.ry-as - / [ [Fiep.3te.) — B atany)] dody =

oW+
P or OF
//dxdy / —3dZ—///—3dxdydz

Una vez alcanzado nuestro primer objetivo, observamos que por simetria de las hipotesis,
que no distinguen a la coordenada z de las otras dos, podemos concluir férmulas analogas
para las otras dos coordenadas,

[fonoss- [f]

ow+

([0 as - [[] 2w

oW+

v sumando las tres formulas obtendremos la de la divergencia.

105. La tesis del teorema de la divergencia se cumple bajo condiciones mucho
menos restrictivas que las del enunciado, varias de las cuales se han introducido
aqui con el unico objetivo de simplificar la demostracion.
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La demostracién puede adaptarse, con algo de trabajo, al caso de que « y 3 sean solamente
continuas, igual que hicimos en la demostracién del teorema de Riemann-Green (2.38)) para
cuando 1 y o fueran solamente continuas, manteniendo, eso si, la hipétesis de que W
sea una superficie orientada de acuerdo con nuestras definiciones v 325} Entonces la
orientacién elegida tiene que seguir siendo la exterior a W, en el mismo sentido que antes,
es decir, si desde un punto de AW nos movemos un infinitésimo siguiendo la normal unitaria
exterior a W, nos saldremos de W. Para los detalles de la demostracién ver [2], teorema
10.5.1.

106. Estas hipdtesis menos exigentes se dan, por ejemplo cuando W es una esfe-
ra (]TED O cuando es un cilindro con tapas, como el del ejemplo .

107. Hay muy pocos conjuntos en R*® que cumplan todas las hipétesis que he-
mos puesto en el teorema de la divergencia, mientras que la férmula es de amplia
aplicacion.

La situacién es muy similar a la que nos encontramos tras probar el teorema de Riemann-
Green o el de Stokes. Al igual que hicimos tras demostrar la formula de Riemann-Green, nos
limitaremos a explicar brevemente como actuar cuando queramos aplicar la férmula y nos
encontremos ante un conjunto que no cumpla todas las hipétesis del teorema [4.12}

En el caso de que, mediante un ntimero finito de cortes planos, un subconjunto W C R3
pueda descomponerse en regiones que verifican las hipotesis del teorema 4.12} se aplica el
teorema sobre cada region y sumando se obtiene la formula de la divergencia sobre W, para
una cierta orientacion de W que se llama también orientacién exterior y que se caracteriza
mediante la misma condiciéon que senalamos tras la definicion [4.10l El motivo para que el
procedimiento funcione es que sobre las superficies que surgen al dar los cortes integraremos
dos veces, una en cada sentido, por lo que cuando se sumen todos los términos, se cancelaran

(cf. apartado [2.6.3|(4)).

4.6.2. Aplicaciones del teorema de la divergencia

Como ocurre con los demas teoremas clasicos del calculo vectorial, el de la divergen-
cia tiene multiples aplicaciones. Probaremos algunas y remitimos al apartado para la
exposicion de otras mas.

FORMULAS DE VOLUMENES

Comenzamos con varias formulas sobre volimenes. Si tomamos como campo vectorial la
identidad, F'(p) = p, la divergencia es constantemente igual a 3: puesto que F(x,y,z) =

) OF, OF, 0F; 0z 0y 0
. . 1 2 3 _or dy 0z
divF = ox + oy + 0z _8m+8y+82 s

105Gi T es la esfera 22 + 3% + 22 = a?, las funciones o y 3 son z = +£+/a2? — 22 — 32, que no son derivables
en los puntos en los que 22 +y? = a2. Lo que no quita para que cada semiesfera sea una superficie (usar una
parametrizacién mediante coordenadas esféricas o mediante una proyeccién estereografica).
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Por consiguiente, si W es un conjunto sobre el que es valida la férmula de la divergencia,

vov) =3 [[@v.2) - as,

oW+

que nos proporciona el volumen de W a través de un céalculo no sobre W, sino sobre su
frontera. Por ejemplo, para una esfera de centro el origen y radio R, la normal unitaria
exterior en un punto (z,y, z) de la superficie esférica es (z/R,y/R, z/R), luego

1 1 2
V (esfera de radio R) = 3 //(x,y,z) : (%, %, %) do = 3 // wda =
oW ow

1
=3 / / R do = g A(superficie esférica de radio R).
ow

Otro ejemplo similar al de la esfera, pero mas interesante, es el de un cono o una pirdmide.
Considérese un conjunto W C R? que pueda describirse mediante

W ={(tx,ty,th) : 0 <t <1, (z,y,h) € B},

donde B es un conjunto contenido en el plano z = h y con un borde 0B que es una cur-
va cerrada simple. En estas condiciones, diremos que el conjunto W es un cono (o una
pirdmide) con vértice el origen, con base B y altura h.

X

Figura 4.14: Cono de base B y altura h

Ahora podemos dar un paso més en la igualdad obtenida antes para el volumen, bajo la
hipétesis de que la férmula de la divergencia es vélida sobre W. Para ello observamos que
OW = BUL, (]TED donde B es la base del cono y L es la superficie lateral del cono, generada
por las rectas que unen el vértice con los puntos del borde de B como subconjunto del plano
z = h, OB. Por tanto,

//(x,y,z)-dS://(x,y,z)-Nda+//(x,y,z)-Nda,

oW+

1063 es una superficie, con férmula explicita z = h. Y L también lo es, al admitir la parametrizacién
x(t,s) = tx(s), y(t,s) = ty(s), z(t, s) = th, donde (x(t),y(t)) es una parametrizaciéon de IB y t, s € [0, 1].
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donde NN es en cada caso la normal unitaria exterior. Ahora bien, sobre un punto (x,y, z) €
L cualquier normal es ortogonal a la generatriz, (]TED luego la normal exterior es siempre
ortogonal al vector (z,vy,z), y en consecuencia el segundo sumando es nulo. En cuanto al
primero, la normal exterior es perpendicular a B, y por tanto todos los productos escalares
(x,y, z)- N coinciden con la distancia que hay desde el vértice hasta el plano z = h, es decir,
son constantemente iguales a la altura del cono, h. Resumiendo (]TED,

V(cono) = = A(base del cono) x altura del cono.

W[

LEMA DE GAUSS

Concluimos esta muestra de aplicaciones del teorema de la divergencia con un resultado
que se debe a Gauss y que es 1til en electromagnetismo.

Teorema 4.13 (Lema de Gauss) Sea W una regidn de R?® sobre la que es vdlida la férmu-
la de la divergencia y tal que O ¢ OW . Entonces

4t si0e W
/ / LS . dS = ‘
|pll 0 s0gW
oW+
DEMOSTRACION: Antes de comenzar propiamente la demostracion, nos fijamos en que el
campo vectorial que queremos integrar,
F(x,y,z) — (l’(l‘Q _'_y2 + Z2)73/2, y(xZ +y2 + 22)73/2’ Z(Z’Q +y2 + 22)73/2) :

esta definido y es de clase C' sobre todo el espacio menos el origen. Nos interesa también
calcular su divergencia:

oF

_8:1:1 = (@ + 7+ 207 =322 + P+ 2P
OF:

ayz _ (xz Tyt 22>—3/2 _ 3y2($2 Tyt 22)_5/2
OF: ,

a; _ (x2 +y2 + 22>73/2 . 322(x2 —I—y2 + 22)75/2,

luego
div F(z,y,2) = 3(2® + 4> + 2°) 2 = 3(2 + " + 2°) P (® + * + 2%) = 0.

Empezamos ahora la demostracién, suponiendo que 0 ¢ W. Entonces F' es de clase G
sobre W, de modo que puede aplicarse el teorema de la divergencia y como div F = 0,

// P " /// v g5 V=0
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Figura 4.15: Bola cerrada B. contenida en el interior de W

Pasamos al caso de que 0 € W. Ahora F no es de clase @'(W), asi que no podemos
aplicarle el teorema de la divergencia. Lo que hacemos es elegir una bola abierta de centro el
origen con la condicion de que el interior de W contenga tanto a la bola como a su frontera,
Int W O B.UJB., lo que es posible, puesto que el origen esta en W pero no en su frontera
OW . A continuacion construimos la diferencia conjuntista Wy = W\ B.. Sobre Wy el campo
F si que es de clase C! (y tiene divergencia nula).

Entonces, 0Wy = OW U 0B, (argumentando como en la demostracién del teorema
v las orientaciones exteriores son de tal manera que

= sobre los puntos que pertenezcan a OW, la orientacion exterior respecto a Wy es la
misma que la orientacion exterior respecto a W

= y sobre los puntos p que pertenezcan a 0B,, la orientacion exterior respecto a Wy es
la opuesta de la orientacion exterior respecto a B., que no es otra que p/||p]|.

[[Feas=[[Fas- [[F.as.

owgh oW+ oBt

En consecuencia,

A continuacion descomponemos W, en ocho subconjuntos, a base de cortarlo con los
octantes en que los planos coordenados dividen al espacio total. Para cada uno de esos
subconjuntos la férmula de la divergencia es valida, luego lo es también para Wy, como se

explica al final del apartado[4.6.1} Por tanto,

//F-dSz/W{/dideV:O,

owgh

luego el valor de la integral de F sobre OW™ es el mismo que sobre OB}, que podemos

107Haciendo los célculos pertinentes se comprueba que el vector normal a L en el punto t(x(s),y(s),h) es
H—hy/(s), ha' (), 2(s)y () — o' (s)y(s)).

108 Arquimedes solicité que en su lapida figurase la férmula de que el volumen de un cono es igual a un
tercio del volumen del cilindro circunscrito que tiene la misma base, por considerarla el mas importante de
sus descubrimientos.
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calcular directamente,

1 1 1
//F-dS:// pg-ida:// ~ do = S A(B.) = —4ne® = 4.
el lpl Pl € €
0B: 0B¢

ow+
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4.7. Definiciones alternativas de la integral de Riemann

Hay algunas variantes en la definicién de funciéon integrable, aparte de las de Riemann y
de Darboux que hemos dado mas arriba, que dan lugar a la misma integral y que son ttiles
en algunas demostraciones. Daremos una somera idea de algunas de ellas, limitandonos a las
funciones de dos variables, para no hacer mas prolija su descripcion.

Al hablar de particiones supondremos en todo este apartado que en cada variable la
distancia entre dos puntos consecutivos de la particion no es necesariamente la misma,
igual que hicimos al hablar de la integral de Darboux. Llamaremos suma de Riemann a
> i F(&ij) Az Ay; (donde ;5 € [vi-1, 2] X [yj-1,y;]), y llamaremos didmetro de la parti-
cién P a la maxima diagonal de los rectdngulos R;;,

diam P = max{[(z; — z;1)* + (y; —y;1)%)"? 1 1 <i <m, 1 <j <m},

Las siguientes variantes de la forma de definir la convergencia de las sumas de Riemann
dan lugar a una integral que coincide con la de Riemann (]Tig[):

1. Hay una sucesion Pq,..., P, ..., de particiones con diametros diam P, tendiendo a
cero, cuyas sumas de Riemann convergen a un numero real (la integral) que es el
mismo para todas las elecciones de los puntos &;; en cada una de las Py.

2. SiPq,..., Py, ... es cualquier sucesion de particiones cuyos diametros diam P, tienden
a cero, entonces las sumas de Riemann convergen a un numero real (la integral) que
es el mismo para todas las elecciones de los puntos §;; en cada una de las Py.

Esta afirmacién es aparentemente mas fuerte que la anterior, pero puede demostrarse
que ambas son equivalentes entre si. Es decir, que en cuanto existe una sucesion de
particiones con la condicién 1., cualquier otra sucesién de particiones cuyos didmetros
tiendan a cero también la cumple.

3. Cuando las particiones tienen didmetro infinitesimal, todas las sumas de Riemann estan
infinitamente proximas entre si, independientemente de los puntos donde se evalia la
funcién.

4. Existe un numero real A (la integral) al que convergen las sumas de Riemann en
el siguiente sentido: dado ¢ > 0, existe siempre alguna particion P. tal que si P es
cualquier particién que contenga entre sus puntos de divisiéon a todos los puntos de
divisién de P., |A — S| < €, donde S es una suma de Riemann de la particién P, para
cualquier eleccién de los puntos §;;.

109Fs decir, la integral que se obtiene de esta manera tiene exactamente las mismas funciones integrables
que la de Riemann y, ademds, para cada funcién integrable los valores de ambas integrales son el mismo.
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4.8. Otras integrales diferentes de la de Riemann
4.8.1. Integral de Lebesgue

A principios del siglo XX Lebesgue propuso una manera alternativa de aproximar el
area de los conjuntos €(f). La idea consiste, en palabras del propio Lebesgue, en hacer las
particiones en el conjunto imagen de f, en lugar de hacerlas en el dominio. No entraremos
en mas detalles, pero si indicaremos algunas de las novedades que aporté la integral de
Lebesgue.

Se demuestra que todas las funciones integrables Riemann son también integrables Lebes-
gue, y con el mismo valor. Y que hay funciones no integrables en el sentido de Riemann pero
si en el de Lebesgue, entre las cuales esta la del ejemplo que no es integrable Riemann
pero si que tiene integral de Lebesgue (su valor es cero).

Aparte de servir para integrar mas funciones (para medir més conjuntos, si se quiere)
que la integral de Riemann, la de Lebesgue sirve también para integrar sobre conjuntos
no acotados, de modo que engloba a las integrales impropias de Riemann, aunque sélo las
de funciones positivas. También disfruta de cémodas propiedades de paso al limite, mucho
mejores que las de la integral de Riemann. Por ultimo, tiene importantes aplicaciones en la
teoria de probabilidades.

Existen abundantes publicaciones de varios niveles que explican con detalle la integral
de Lebesgue.

4.8.2. Integral de Kurzweil-Henstock

La integral de Kurzweil-Henstock, que en algunos textos se denomina integral de Rie-
mann generalizada, es una ligera modificacion de la integral de Riemann, introducida por
J. Kurzweil en 1957 que permite integrar bastantes méas funciones que la de Riemann, en
particular muchas funciones no acotadas sin necesidad de pasos al limite como tuvimos que
hacer en el apartado [2.5]

Para simplificar la exposicién nos limitaremos a funciones de una variable.

Dada una funcién real definida sobre un intervalo [a,b], f : [a,b] — R, considérese
una particién de [a,b], {a = xy < 1 < ... < x, = b} y un punto en cada subintervalo,
& € [zi_1,x;]. De acuerdo con una de las caracterizaciones enunciadas en el apartado
para que la integral de f en el sentido de Riemann tenga el valor A es necesario y suficiente
que

Ve >0, 46 > 0, VP, V&,
(VZ, Ti—1 — T; <) = |)\—R(f,g>,f)| SE)

Pues bien, si se permite que el § sea variable se obtiene la integral de Kurzweil:

Definicién 4.14 Sean f : [a,b] — R una funcion cualquiera (acotada o no). Se dice que
f es integrable en el sentido de Kurzweil-Henstock, con integral \, cuando

Ve >0, 30 : [a,b] — (0,400), VP, V&,
(\V/Z, Ti — T < (S(&) = |)\ — R(f,?,§)| < 8).

Se define también la integral de Kurzweil-Henstock sobre todo tipo de intervalos, cerrados
0 no, acotados o no.



CALCULO INTEGRAL 211

Es trivial observar que cualquier funcion integrable Riemann es también integrable
Kurzweil-Henstock, y con el mismo valor para la integral. Y que es posible que haya funcio-
nes no integrables Riemann pero integrables en el sentido de Kurzweil-Henstock (de hecho,
las hay: la funcién del ejemplo es también integrable Kurzweil-Henstock).

Otras observaciones:

= La integral de Lebesgue es intermedia entre la de Riemann y la de Kurzweil-Henstock.
Ambas coinciden para funciones positivas.

= La de Lebesgue (y por tanto la de Kurzweil-Henstock) tiene aplicaciones importantes
en el campo de la probabilidad.

= Ambas pueden integrar algunas funciones no acotadas o sobre conjuntos no acotados.

= Ambas tienen buenas propiedades de paso al limite, pero la de Kurzweil-Henstock las
tiene mejores que la de Lebesgue. La de Riemann en cambio tiene un comportamiento
muy restrictivo en pasos al limite.

= La de Kurzweil-Henstock incluye a las integrales impropias de Riemann, mientras que
la de Lebesgue no las incluye a todas.

= La integral de Kurzweil-Henstock permite la mas amplia formulacion de la regla de
Barrow, sin imponer ninguna condicién a la funciéon derivada.

Un estudio detallado y comparado de las distintas teorias de integracién, incluyendo las
que aqui hemos visto y otras mas, puede consultarse en [3] y en [6].

4.8.3. ;Hasta donde puede ampliarse el concepto de integral?

Nuestras integrales las introdujimos para medir dreas de conjuntos planos, volimenes de
conjuntos tridimensionales, etc. Con lo que llevamos explicado en este curso, vemos que hay
varias formas de dar una definicion rigurosa de estos conceptos y que algunas de ellas, aunque
aparentemente sean distintas, al final resulta que son equivalentes entre si. Afortunadamente,
todos los procedimientos que hemos descrito asignan el mismo ntimero (area o volumen, segin
las dimensiones) a un mismo conjunto... en caso de que le asignen alguno. Los métodos
de Riemann, de Lebesgue y de Kurzweil-Henstock integran cada vez més funciones, pero
tampoco las integran todas.

108. ;Por qué no llegar hasta el final y dotarnos de un concepto de integral que
nos permita integrar todas las funciones, asi como asignar una medida a cualquier
subconjunto?

Pues bien, esta especie de ampliacion total del concepto de integral no es posible en algunas
dimensiones, ni siquiera limitandonos a conjuntos acotados y funciones acotadas.
Concretamente, en el caso del plano es posible asignar un drea a cada subconjunto, en
el sentido de que sea una funcién positiva y definida sobre todos sus subconjuntos, A :
P(R?) — [0, +00], de modo que (a) A([0,1] x [0,1]) = 1; (b) para todo par de conjuntos
disjuntos S,T € P(R?), A(SUT) = A(S) + A(T); y (c) si podemos pasar desde S € P(R) a
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T € P(R) mediante giros y traslaciones, entonces A(S) = A(T) ().

Algo similar ocurre en la recta real, puede definirse una longitud L para todos y cada
uno de los subconjuntos de R y de modo que L([0,1]) =1, L(SUT) = L(S) + L(T) siempre
que SNT = @y, por tultimo, L(S) = L(T') siempre que 1" sea una traslaciéon de S. Puede
consultarse una construccién en [I8], teorema 11.5 ().

En cambio, no es posible hacer algo similar con los volimenes en el espacio tridimensional,
es decir, no existe ninguna funcién V' : P(R3) — [0, +o0] de modo que V([0,1]*) = 1,
que para todo par de conjuntos disjuntos S, T € P(R3), V(SUT) = V(S) + V(T) y que
V(S) = V(T) siempre que podamos pasar de S a T mediante giros y traslaciones. Que este
objetivo es inalcanzable lo demostré en 1924 la paradoja de Banach-Tarski, cuyo desarrollo
supera ampliamente las posibilidades de este curso. Consultar, por ejemplo, [19] o [20].

HOPero no existe ninguna tal funcién drea A : P(R?) — [0, +-00] si sustituimos la propiedad (b) por

(b A (U Sz-) = Z A(S;) siempre que los S; sean disjuntos dos a dos.
i=1 i=1

H1Tgnal que en el plano, tampoco existe una funcién longitud L definida sobre todos los subconjuntos de R
si imponemos la condicién de que la longitud de la unién de una cantidad numerable de conjuntos disjuntos
sea igual a la suma de la serie de sus longitudes.
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4.9. Notas adicionales

4.9.1. Otros 6rdenes de integracion en el ejemplo

e Orden de integracién (y, z, z):

En primer lugar deducimos la equivalencia

IN
8
IA

<z<l1 0
2

AN
8
3
8
IN
N
IA
N =

0
?+y?<2<2 0 <y < min{x, V2 — 22}

(observar que en las desigualdades de la derecha no podemos prescindir ni de y < = ni de y < vz — a2,
ambas las necesitamos para demostrar la implicacién hacia la izquierda).

Para calcular la integral hemos de descomponerla en una suma y para ello distinguir claramente los casos
en que se alcanza el min{x, vz — 22} en cada una de sus dos posibilidades. Como = < vz — z? equivale
a 222 < z (gracias a que z > 0), nuestra integral es igual a

Vi 1 1 2
d d d d d dy=—-+-=—-.
/x/z / y+/ x/ z/y 3+3 3

La figura de la proyeccién de W sobre el plano X Z ayuda a comprender la descomposicién en suma de
dos integrales.

e Resto de los érdenes de integracién:

Razonando del mismo modo se obtiene los siguientes sistemas de desigualdades:

0<2<2 0<y<1
0 <z <min{l,/z} y<z<l
0<y<min{z,Vz—22}) 2°+y°<z2<2
0<2<2
z
0<y<./=
SYSy/5

y <z <min{l, /2 — %}

4.9.2. Demostracion de que los cambios a coordenadas esféricas verifican las hipétesis
del teorema del cambio de variable

Seguiremos el mismo planteamiento que en la demostracidn relativa a las coordenadas polares, pagina [134]

Nuestra funcién T'(p, ¢,0) = (psinpcosf, psin psen d, pcos ) es de clase C* sobre E.

La frontera del conjunto [0, +00) x [0, 7] x [0, 27] estd formada por la unién de un rectdngulo acotado (en el
plano p = 0) y cuatro “rectdngulos” no acotados. Cada una de estas partes es la grafica de una funcién continua
de dos variables: p =0, p =0, o =m, § =0, 0 = 2m.

El jacobiano es det JT'(p, , ) = p? sin ¢, seglin calculamos en la pagina luego es no nulo en todos los
puntos de E\N, donde N es ahora la parte de E que estd en la frontera de [0, 4+00) X [0, 7] x [0, 27].

Queda por demostrar que sobre E\ N, la aplicacién T es inyectiva, para lo que tomamos dos puntos de E\ N,
(r1,01,01) y (r2,p2,02) y probamos que si tienen la misma imagen entonces ambos puntos son el mismo.

Como tienen la misma imagen,

p18in 1 cos By = pa sin g cos b,
p1 8in @1 sin 01 = po sin py sin Gy,

pP1 COS Y1 = pPa COS Y2.
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Elevando al cuadrado las tres igualdades y suméndolas obtenemos p? = p3, y por tanto p; = pa > 0, gracias a
que sabemos por una parte que p; > 0 (por las restricciones generales sobre las coordenadas esféricas) y por otra
que p; # 0 (porque los puntos no estdn en ).

A continuacién simplificamos p; y p2 en la tercera igualdad, con lo que cosp; = coss. De aqui se sigue
que @1 = o, gracias a que 1, 2 € (0, 7).

Entonces sin p; = singy > 0, luego podemos simplificarlo de las dos primeras igualdades (al mismo tiempo
que cancelamos p; y p2), lo que nos da las igualdades cos 1 = cosfs, sinfy = sinfs, y de aqui deducimos que
01 = 05, puesto que ambos estan en el intervalo abierto (0, 27).

4.9.3. Principio de Cavalieri generalizado

Supdngase ahora que un conjunto acotado W C R? puede descomponerse en ldminas infinitamente préximas
pero disjuntas dos a dos (o con interseccién que tenga volumen nulo), en otras palabras, que se tiene una coleccién
de superficies dependiente de un pardmetro, {X; : t € [a,b]} que "barren” todo W. Se pretende descomponer el
volumen de W en la suma infinita de las dreas de todas las XJ;, de manera similar a como hicimos en el teorema
de Fubini o en el Principio de Cavalieri.

Teorema 4.15 (Principio de Cavalieri Generalizado) Sean W C R® una region simple, f : W — R una
funcion continua, y h : W — R una funcién de clase C' cuyo gradiente no se anula en ningtin punto de W.
Supéngase que los conjuntos ¥y = {(z,y,z) € W : h(x,y,z) = t} son superficies para todos los valores de
t pertenecientes a un cierto intervalo [a,b] C R. Y ademds que W = U,¢[q,4)%¢, con la condicién adicional de
que siempre que s,t € [a,b] sean indices distintos, ¥; N 35 es o vacio o unidn finita de puntos y curvas simples.

Entonces
b

/J/f(x,y,z) d:vdydza/ Z/m do | dt.

DEMOSTRACION: Una demostracién puede consultarse en [13], teorema 108.

Cambiando la funcién h a nuestra conveniencia, introducimos diferentes haces de superficies (planos, esferas,
cilindros, conos), dtiles en algunos contextos, y el anterior teorema proporciona férmulas variadas, algunas de las
cuales ya las hemos obtenido con anterioridad de otras maneras:

Ejemplo 4.16 (del PCG para cualquier haz de planos paralelos: Principio de Cavalieri) Si & es restriccién
de una funcién lineal, ||V h|| es constante (entonces siempre puede elegirse h de modo que esta constante sea
igual a 1) y en este caso X; corresponde a la interseccién de W con cada uno de los planos de un haz. Entonces

[ 16wz dwayas = / [[1@v.2) do | a
w o\

Y para el volumen de TV se obtiene otra vez un resultado equivalente al Principio de Cavalieri (corolario :
b
_ |
VW)= [ A(%,) dt.
Ejemplo 4.17 (del PCG para esferas concéntricas) Tdémese h(x,y,z) = ||(z,y, 2)||. Entonces ||[Vh| vale

constantemente 1. Ademds, ¥; = @ sit < 0y X; es la intersecciéon de W con la esfera de centro el origen y
radio ¢, si t > 0. Por tanto, eligiendo convenientemente el intervalo [a, b] (),

///f(m’y’z) dxdydzz/b //f(%y,z) do | dt.
1% 0\

Y para el volumen de W se obtiene una férmula que es similar a la del Principio de Cavalieri, pero ahora cortando

con esferas concéntricas:
b

|
V(W) :J A(S) dt.
"?Habrfa que tomar a y b igual al minimo y al mékimo (respectivamente) de todos los radios vectores de
puntos de W.
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Ejemplo 4.18 (del PCG para planos perpendiculares al eje X : voliimenes de revolucién al girar en torno
al eje X) Considérese una funcién g : [a,b] — R, de clase C! y positiva, y llamemos €2(g) al conjunto de
ordenadas de g (ver definicién [2.1)), es decir,

Qf) ={(z,y) : z € [a,8], 0 <y < g(x)},
y W al conjunto engendrado por Q(f) al girar alrededor del eje X, es decir,
W ={(z,y,2) : @ € [a,8], y* + 2% < g(2)*}.
Aplicando el Principio de Cavalieri, tras cortar con los planos x = t, a <t < b, y teniendo en cuenta que en este

caso A(X;) = mg(t)?,
b

V(W) = 7r/g(t)2 dt.

a

Ejemplo 4.19 (del PCG para un haz de cilindros: voliimenes de revolucién al girar en torno al eje Y))
Por un procedimiento parecido se obtiene la férmula del volumen engendrado al girar en torno al eje Y el
mismo conjunto (siempre que la gréafica de la funcidn g esté en el semiplano vertical positivo, es decir, siempre
que a > 0):
W ={(z,9,2): (&" + %)% € [a,8], 0<y < g([e® + )}

Eligiendo h(z,y, z) = [22 + 22]2, los conjuntos 3 son cilindros de 4rea 2tg(t). Por tanto, el volumen buscado

€s:
b

V(W) = 277/959(36) dz.

a

Ejemplo 4.20 (del PCG para un haz de conos: Volimenes de revolucién al girar en torno al eje polar)
Considérese ahora una funcién continua y positiva 7 : [0,7/2] — Ry llamemos D al conjunto

D = {(ucosf,usind):0< 0 <x/2, 0<u<r(0)}

El sélido engendrado por D al girar en torno al eje polar (el eje polar es la recta que contiene al conjunto
6 = 0) es el conjunto

W = {(ucosf,usinfcosp,usinfsing):0< 0 <w/2, 0<u<rl), -7 < o<}
Elegimos a 6 como pardmetro, de modo que ahora Xy es un cono: para cada 6 € [0, 7/2],

('r7y?2) i (1,0,0) _ COSQ} 7

Yo=1(z,y,2) e W:
f {( v:2) (12+y2+22)%

es decir, h(z,y,2) = arccos (at/(x2 +y? + 22)%), luego ||V h(x,y,2)|| = 1/u, y

ki (6)
1 21
7do'://u dU:/dcp/u2sin0 du = —r(0)*sin6,
// VA 3
I e —T 0

luego
w/2
2
V(W) = % / r(0)3sin 6 df.
0

A esta misma férmula se llegaria a través de un cambio de variable (u, 0, ¢) ~ (x,y, z), que no es mas que
una variante del cambio a coordenadas esféricas. |
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4.9.4. Demostracién del lema [4.11]

Sea p = (0,Y0,20) € OW\(Z4 UXg) C Xg, y m un vector normal a OW en p. Queremos probar que
es nula la tercera coordenada de n, n, = 0 (de esta manera, la tercera coordenada de la recta normal en p
serd constantemente igual a zp ).

Obsérvese que (xg,yo) € 0D y que a(xo,y0) < z0 < B(x0,%0), luego todo el segmento que va desde el
punto (xg, Yo, a(xo,yo)) hasta el punto (o, yo, B(xo,yo)) esta contenido en OW y por tanto el vector diferencia,
(0,0, B(zo,y0) — a(zo,y0)) es ortogonal a n. De aqui deducimos que necesariamente n, = 0 puesto que el
producto escalar es n,[3(xo, yo) — a(xo,Y0)] ¥y P & Lo U Xg implica que a(zg,yo) < B(x0, yo).

4.9.5. Otras aplicaciones del teorema de la Divergencia

SIGNIFICADO FISICO DE LA DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL

El siguiente cdlculo justifica que digamos que /a divergencia de un campo vectorial en un punto es la tasa del
flujo neto hacia el exterior, en el punto, por unidad de volumen:

1 ) .
sﬂoV //F ds = ilinv // div F = EhinV(B) (B:)div F(pe) = div F(p),

donde hemos aplicado el teorema del valor medio para integrales triples para utilizar la existencia de un cierto
Pp. € B. en el que se cumple la segunda igualdad.

El razonamiento es muy similar al que sugerimos en el apartado[2.6.5] al hablar de la teorema de la divergencia
en el plano. Ver, por ejemplo, [10], pagina 839, o [1I], pagina 548.

OBTENCION DE LA DIVERGENCIA EN COORDENADAS ESFERICAS

Ver el comienzo de para una explicacién del significado de las derivadas parciales de las componentes
de un campo vectorial en diferentes sistemas de coordenadas.

Argumentando de modo andlogo a como se hizo en el apartado y utilizando el apartado anterior
(significado fisico de la divergencia de un campo vectorial), se obtiene la divergencia en coordenadas esféricas:

1 0 1 OF
— (sinp Fy,) + o
psing dp

1
divF = — 2(/)2Fp) +

p? dp psing 00

Para mas detalles, consultar, por ejemplo, [11], final del apartado 8.4.

IDENTIDADES DE GREEN

Sea W C R? una regién sobre la que es valido el teorema de la divergencia, y sean f,g : W — R dos

funciones de clase 2. Entonces,
[ £99-as - /// (fV2+ V] V)

oW+

J[va-gvp-as - /VJ (/2 - gV21).

oW+

Ambas igualdades son consecuencia inmediata del teorema de la divergencia. En cierto modo pueden consi-
derarse como las equivalentes a la férmula de integracién por partes, para varias variables.

ANGULO SOLIDO
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Para trasladar al espacio tridimensional un concepto anilogo al de un angulo plano, se sustituye la regién
plana limitada por dos semirrectas que se unen en el vértice del angulo por una regién limitada en R? por un cono
(con un concepto bastante amplio de ‘cono’, como en el apartado .

La medida, que se llama dngulo sélido, se determina proyectando la regién sobre la superficie esférica unidad,
del mismo modo que la medida de un dngulo plano es la medida de la longitud del arco de la circunferencia unidad
comprendido entre sus lados:

Definicién 4.21 Si X es una superficie en R® que no pasa por el origen y tal que a cada semirrecta que parte
del origen la corta en no mds de un punto, el angulo sélido determinado por ¥ respecto al origen es el drea de la
proyeccion radial (es decir, proyeccion siguiendo las rectas que contienen a los radios) de 3. sobre la esfera unidad.

El teorema de la divergencia proporciona una férmula para calcular el angulo sélido determinado por ¥ que
se aplica sin salir de X, no hace falta medir en la proyeccién sobre la esfera.

Teorema 4.22 Sea Y. una superficie en R® que no pasa por el origen y tal que a cada semirrecta que parte del
origen la corta en no mas de un punto. Entonces el angulo sélido que determina 3 respecto al origen es

[/ e
P

donde N (p) es la normal a ¥ en el punto p que “se aleja del origen”.

DEMOSTRACION: Ver [2], problema 10.5.10.
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5. Otras dimensiones: integracion de formas diferen-
ciales sobre cadenas
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5.1. Introduccion

En los bloques anteriores hemos ido exponiendo definiciones y propiedades de las inte-
grales sobre objetos de una, dos o tres variables que estaban sumergidos en R? o en R3.
Algunas de esas definiciones y propiedades son facilmente generalizables a mas variables,
piénsese, por ejemplo, en la definicién de integral de Riemann para una funciéon de dos o
de tres variables, que no hay dificultad en extender a cualquier nimero finito de variables.
Para otros conceptos, en cambio, resulta mas problemédtico aventurar cémo se van a tratar
con mas variables, como por ejemplo las integrales sobre conjuntos analogos a las superficies
cuando estemos en un ambiente de mas de tres dimensiones.

En este capitulo daremos las herramientas matematicas imprescindibles para definir in-
tegrales sobre objetos k-dimensionales que estén sumergidos en un espacio n-dimensional,
con 1 < k < n Estas definiciones recuperaran las dadas para integrales sobre caminos (cuan-
do k = 1) o sobre parametrizaciones de superficies (cuando k = 2 y n = 3), asi como las
integrales de una, dos o tres variables (cuando k = n = 1,2, 3, respectivamente).

El formalismo que desarrollaremos nos permitird, ademas de generalizar a dimensiones
cualesquiera el lenguaje, los conceptos, las férmulas y los resultados més importantes que
se han obtenido hasta ahora en una, dos o tres variables, dar una forma unificada a los
operadores gradiente, divergencia y rotacional, asi como resumir en un solo resultado los
teoremas mas importantes del célculo vectorial (el de Riemann-Green, el de Stokes, el de la
divergencia y el fundamental del célculo generalizado).

109. El objetivo central de este bloque es dar las definiciones necesarias para
poder enunciar el Teorema General de Stokes, que engloba en un solo resultado
todos los teoremas clasicos del calculo vectorial.

Usaremos integrales multiples de mas de tres variables, sobre las que no diremos nada
nuevo porque no existen diferencias significativas con las integrales de dos o de tres variables,
ni en cuanto a definiciones ni en lo relativo a sus propiedades.
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5.2. Algebra multilineal

Necesitamos el lenguaje de la parte del algebra lineal que se denomina dlgebra exterior. En
linea con el espiritu del resto de la asignatura, mantendremos el nivel méas elemental posible,
limitdndonos a dar las definiciones imprescindibles para nuestro objetivo, sin aspirar a una
teoria general de tensores.

5.2.1. El espacio A*(R"), de tensores alternados de orden k sobre R".

Definicién 5.1 Llamaremos diferencial de x;, dx;, a la proyeccion sobre la i-ésima
coordenada (i =1,...,n) definida sobre R,

dr; : R" — R, dz;(v) :==v;, Yv € R™.

Definimos el producto exterior de diferenciales de la siguiente manera:

= Para cada par de subindices i,j € {1,...,n} llamaremos
n n Ui Vs
dr; Ndz; :R" xR" — R, (u,v)~
Uj Uy
» Para cada terna de subindices i,j,k € {1,...,n} llamaremos

Wi Vi Wi

Y n n
de; Ndr; Ndrg : R" X R" xR" — R, (u,v,w)~ | u; v; w,
U Vg Wg

= De modo andlogo se define el producto de un nimero finito de dx;, dx;, N --- A dx;, .

110. La notacién dz; adquiere pleno sentido (diferencial de la funcién x;) a través
de la siguiente consideracién: La proyeccion @ ~ x;, que siguiendo las notaciones
habituales para funciones llamamos simplemente z;, es lineal, luego es diferenciable
y su diferencial dx; es en todos los puntos la propia proyeccion.

Obsérvese que en R? el drea del paralelogramo determinado por los vectores {u, v} es
|(dx1 A dxg)(u,v)| (cf. la justificacién del teorema [2.31). Por motivos similares, en R? el
volumen del paralelepipedo determinado por los vectores {u, v, w} (es decir, el volumen del
conjunto de combinaciones lineales de estos tres vectores con todos los coeficientes compren-
didos entre 0 y 1) es |(dzy A dxe A dzs)(u, v, w)|. Este es el motivo de que introduzcamos la
siguiente definicion, valida para cualquier dimension.

Definicién 5.2 Se llama elemento de volumen en R™, dV,,, a la aplicacion dzqi A--- A
dz,,.

De esta forma, para cada dimension n = 1,2, 3 los productos de las n proyecciones dx;
estan relacionados con las integrales simples, dobles, triples. Y también las combinaciones
lineales de productos de menos de n diferenciales nos han salido ya en anteriores capitulos.
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Asi, bajo la accién del campo vectorial constante F' : R? — R3, el trabajo desarrollado por
una particula al ir en linea recta desde el punto p hasta el punto g, puede escribirse como el
resultado de una combinacién de aplicaciones lineales sobre el vector g — p,

F.(q—p) = (Fidey + Fydzy + Fdxs)(q — p).

Y el flujo del mismo campo vectorial al atravesar la superficie del paralelogramo determinado
por los vectores p y q es

+F - (p X q) = :t(Fl dl‘g N d$3 + F2 dCL’3 N dl’l + F3 d!El VAN d$2)<p, q)
(el signo depende del sentido en el que se atraviese la superficie del paralelogramo).

Definicién 5.3 Para cada k € N, las combinaciones lineales de las funciones dx;, A---Ndx;,
forman el espacio vectorial de los tensores alternados n-dimensionales de orden k,
AF(R™). Definimos ademds A°(R") = R.

De las propiedades de los determinantes se sigue inmediatamente que A*(R™) = {0}
siempre que k > n.

111. Nos interesa mucho analizar con detalle algunos casos particulares, que nos
aproximaran a la dimensién del espacio vectorial A¥(R™) y mds adelante nos per-
mitiran recuperar los campos vectoriales o escalares que integrabamos en capitulos
anteriores.

Comenzamos con tensores alternados en dimensién 3:

Cason = 3, k = 1 (dimensién 3 y orden 1). Si n = 3, cada uno de los elementos ge-
neradores de A'(R3), {dx,dy,dz}, puede expresarse como un vector bédsico de tres
coordenadas, utilizando su expresion matricial como aplicacion lineal. Por ejemplo,

U1
dy(v) = (0,1,0) x | vy
U3

Luego cada elemento de A'(R?) se corresponde de modo biunivoco con un elemento de
{\p,v) A v €R} =R

Caso n = 3, k = 2 (dimensién 3 y orden 2). Siguiendo con n = 3, el resultado andlo-
go al anterior para k = 2 es la correspondencia de los elementos de A%(R?) con matrices
cuadradas 3 x 3 alternadas (matrices M para las que su traspuesta es igual a su opues-

ta, Mt = —M):
010 U1
(dl’ A dy)(u?v) = (Ul,U,Q,Ug) X -1 00 X ) )
00O U3

y lo mismo con dy A dz, doz A dy. Luego cada elemento de A?(R3) se corresponde
biunivocamente con uno del conjunto

0 N u
-2 0 v |:ANuveRy,
—u —v 0
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que es también un espacio vectorial de dimension 3, igual que ocurria cuando k = 1,
n=3.

Maés en general, el conjunto {dz;, A---Adx; :1<i3 <...<i, <n} es una base del
espacio vectorial A¥(R™) (no demostraremos esta afirmacién, ver [I5], Teorema 4-5).

Por consiguiente, la dimension del espacio de tensores alternados n-dimensionales de
orden k es el nimero combinatorio (}), dim A*(R") = (}). En consecuencia, el espacio
de tensores alternados n-dimensionales de orden k& puede identificarse, en cuanto espacio

vectorial, con R().

n
Bajo este isomorfismo, que indicaremos mediante A*(R") = R<k), cada tensor alternado
se corresponde biunivocamente con el conjunto ordenado de sus coeficientes en funcién de la

3

%

n

base anterior. En R() usaremos siempre la base de los vectores e; = (0,...,1,...,0). Salvo
indicacién expresa en sentido contrario, en los casos k = 1 o k = n — 1 supondremos siempre
que el isomorfismo es el que asocia las bases canénicas de ambos espacios del siguiente modo:

msik=1#n-—1, e;~ d;
wsik=n—1,e~ (=1)"doy A Adr;y ANdzgg A ... dy,.

Maés adelante veremos el motivo para estas correspondencias.

5.2.2. Producto exterior

Definidos los productos exteriores dx;, A --- A dz;,, extendemos por linealidad la misma
operacion a tensores alternados cualesquiera:

Definiciéon 5.4 El producto exterior de un tensor alternado w de orden k por un tensor
alternado n de orden ¢ (los dos n-dimensionales) es el tensor alternado de orden k+{ definido
por

wAn= (Z Wiy i ATiy A -+ o N dxik) A (Z Njr..jedxjy Noe - A dsz> =
= Zwi1--~ik77j1---jed$i1 Ao Ndxg, Ndxj, N--- Ndxj,.
Teorema 5.5 Si w es un tensor de orden k, n es un tensor de orden £, § es un tensor de
orden h, y A\, u € R,
1. (WA ANO=wA(nA0d)
2. whAn=(=)¥nAw
3. (Aw+pn) Ao =XMwAd)+ pu(nAd) (en este caso suponemos k = ()
4. Sik=0,wAn=wn

DEMOSTRACION: Ver [15], Teorema 4-4.

Haciendo uso de la identificacion A*(R") = R(:) como se describié mas arriba, y escri-
biendo las coordenadas en el orden adecuado para cada caso, el producto exterior de tensores
incluye como casos particulares distintas operaciones de “multiplicacion” que hemos mane-
jado a lo largo del curso:
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1. Para cualquier n, si kK = 0 y £ = 0, n, entonces el producto exterior es la multiplicacion
de nuimeros reales.

2. Paran>1,sik=0y ¢=1,n— 1, entonces el producto exterior es la multiplicacion
de un escalar por un vector.

3. Paran>1,sik=1y ¢ =n—1, entonces el producto exterior es el producto escalar
de vectores (tener en cuenta los isomorfismos descritos al final del apartado [5.2.1)).

4. Paran =3,si k =1y ¢ =1, entonces el producto exterior es el producto vectorial.

Una generalizacién natural del producto vectorial de R? a R™ corresponde a una operacién
que en general no es binaria, ver apartado [5.6.1
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5.3. Calculo diferencial

En este apartado introducimos los entes (formas diferenciales) que jugaran el papel de los
campos escalares o vectoriales en los capitulos anteriores, y la operacion (diferencial exterior)
que generalizara las tres que han aparecido en los teoremas clésicos: gradiente, rotacional y
divergencia.

Definicién 5.6 St U C R" es un abierto (@, una k-forma diferencial sobre U es
una aplicacion w : U — AF*(R™). El conjunto de todas las k-formas sobre U lo denotaremos

mediante A*(U).

Utilizando las bases de cada uno de los espacios de tensores alternados, las formas dife-
renciales pueden escribirse como una combinacion lineal

w = Z wil...ikdxil A A de’zk s

1<iy <...<ip<n

donde todas las wj, ..;, son funciones escalares sobre U, que supondremos siempre que son de
clase C*.

Como funciones que toman valores en un espacio vectorial, las k-formas pueden sumarse
y multiplicarse por escalares (punto a punto).

n
Utilizaremos el isomorfismo de espacios vectoriales entre A*(R"™) y R() para identificar
una k-forma w con el vector formado por sus funciones componentes wj,...i, .

112. Asi, para n = 3, tanto A'(U) como A?*(U) pueden identificarse con el con-
junto de los campos vectoriales sobre U, mientras que A°(U) y A3(U) pueden iden-
tificarse con el conjunto de los campos escalares sobre U.

Dado un abierto U de R", la aplicacién que a cada funcién de clase € sobre U asocia
su diferencial,

ow ow
w«»dw:a—xldxl+---+axn

podemos escribirla con el lenguaje introducido en este capitulo como

dx,,

A(U) - AY(D).
Pues bien, la diferenciacién exterior generaliza esta aplicacion del siguiente modo:

Definicién 5.7 La diferencial exterior de una k-forma w sobre U es la (k + 1)-forma
sobre U definida por

d ( Z Wiy i ATiy A v o A dxik> = Z dwi,..;p, Ndxy, N\ - Ndx, .

1<i1<...<ip<n 1<ir <...<ip<n

Teorema 5.8 Si w es una k-forma y n es una ¢-forma

13Definicién m
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 d(Aw + pn) = Ad(w) + pd(n), donde A\, p € R y suponemos k = ¢.
» d*(w) =0.
» d(wAn) =dwAn+ (—1)*w A dn.

DEMOSTRACION: Ver [15]], Teorema 4-10.

De manera similar a lo que ocurre con el producto exterior, la diferenciacion exterior
incluye también varias operaciones conocidas en el cdlculo vectorial, a través de la identifi-

caciéon A¥(R") = R(%) (ver lo dicho sobre las bases canénicas al final del apartado[5.2.1). En
efecto:

1. Si k=0, entonces d es el operador gradiente: dA = VA = grad \.

113. Con el simbolo = indicamos la identificacion asociada a los isomorfismos
AF(R™) = R(:) descritos en el apartado [5.2.1]

2. Sik =n—1 (suponiendo previamente que n > 1), entonces d es el operador divergencia:
d (Z(—m”w dy A= Adziy Az A A da:n> = div(Ar,..., ).
i=1
3. Sin=3y k=1, entonces d es el operador rotacional:

dAdx + pdy +vdz) = rot(\ p,v).

4. De acuerdo con los puntos anteriores y con las identificaciones (o isomorfismos) comen-
tadas en las observaciones y [L13], en el caso n = 3 se tiene el siguiente diagrama
ilustrativo

A(U) : AYU) : A2(U) - A3(U)

l(isom) J{(isom) J{(isom) J{(isom)

C. escalares | grad | C. vectoriales | rot C. vectoriales | div C. escalares
{ sobre U } { sobre U } { sobre U } { sobre U }

LI

Figura 5.1: Diagrama para el operador d y sus correspondencias con los operadores clasicos

5. El caso n = 2 y k = 1 admite una interpretacién excepcional debido aquen—1=1y
por consiguiente el isomorfismo entre R? y A'(R?) puede hacerse de dos formas distintas
de acuerdo con lo descrito al final del apartado [5.2.1] Si se toma la correspondencia
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definida por e; ~ dx;, entonces d esta relacionado con la forma vectorial de la formula
de Riemann-Green (ver el teorema [2.43)):

d(Adx + pdy) = (% — g—;\) dx N dy = rot(\, 1, 0) - k.

Para la otra correspondencia (tomando k como n — 1), d es el operador divergencia en
dos dimensiones, como se explicé més arriba.

Utilizando estas “traducciones” y las del final del apartado[5.2.2] algunas de las férmulas
del analisis vectorial son casos especiales de propiedades del producto exterior y la diferen-
ciacion exterior. Por ejemplo, dados campos escalares f y ¢, y campos vectoriales F' y G
(todos ellos indefinidamente diferenciables sobre un abierto de R?), las igualdades

div(fF)=fdivF +F-Vf
rot(fF)= frotF +VfxF
div(FxG) =G -rotF — F -rotG
divrot FF =0
rotVf=0
div(Vf xVg)=0
son todas ellas corolarios del teorema 5.8

En el apartado damos una interpretacion de los campos conservativos trasladada a
las formas diferenciales.
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5.4. Calculo integral

Considérense un abierto U de R y una k-forma w sobre U (donde 0 < k < n,y 1 <n). En
primer lugar daremos para cada par de valores de k£ y n una definicién de integral de w sobre
“parametrizaciones” dependientes de k parametros y con imagenes en U. A continuacion
reinterpretaremos en estos términos y para n < 3 las integrales de los capitulos anteriores
sobre ciertas clases de subconjuntos de R? (curvas simples orientadas, superficies orientadas,
regiones simples tridimensionales, ...). Una generalizacién genuina de las integrales sobre
curvas y sobre superficies en R? a objetos de cualquier dimensién contenidos en R" se obtiene
a través de las variedades diferenciables, cuyo estudio queda fuera de los objetivos de este
Curso.

5.4.1. Definicién de cadena y de integral sobre una cadena

Sean k, n dos numeros enteros, con 1 < ny 0 < k < n. El caso k£ = 0 requerird un
tratamiento algo especial; convendremos en que el intervalo [0, 1] elevado a cero es igual al
conjunto formado solamente por el cero, [0,1]° = {0}.

Definicién 5.9 Se llama cubo k-dimensional en R™ a una aplicacion del tipo ¢ :
[0,1]F — R"™, que en los casos en que k > 0 supondremos siempre de clase C>°.

Definicién 5.10 Si w € A¥(U) es una k-forma definida sobre un abierto U C R™ que
contenga a la tmagen de un cubo ¢, se define la integral de la k-forma w sobre c
mediante una integral de Riemann k-dimensional,

w= [ Y e (eun ) S ) | duy . dug
[ ] s o)

< <..<ip<
[0,1] 1<i1 <. < <n

siempre que k > 0.

En caso de que k = 0, resulta que w es un campo escalar sobre U, y el cubo puede
identificarse con un punto ¢(0) € U. Entonces se define la integral de la O0-forma w
sobre ¢ como la evaluacion del campo en el punto:

[ =wtelon.

c

Se comprueba de forma rutinaria que esta definicion contiene a las definiciones de integral
de un campo vectorial a lo largo de una trayectoria o sobre la parametrizacién de una
superficie (y es compatible con el teorema del cambio de variable para integrales dobles y
triples).

Dados dos cubos k-dimensionales en R”, ¢; y ¢o, considérese su suma formal o enca-
denamiento, ¢; + c3, operacién que no definiremos rigurosamente y de la que a los efectos
de curso bastara con saber que dota a las sumas cubos de estructura de grupo abeliano: es
asociativa y conmutativa, tiene elemento neutro y cada cubo tiene un opuesto.

114. Un cubo es una funcion, pero la suma formal de dos cubos no es su suma en
el sentido habitual de suma de dos funciones, se parece mas a la suma de caminos.
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Si ¢ es un cubo cualquiera, convendremos en escribir también (41)c en lugar de ¢, y
(—1)c para el opuesto de ¢ para la operacién de sumar.

Definicién 5.11 Una cadena k-dimensional en R™, ¢, es una suma formal de cubos
k-dimensionales en R": ¢ = ¢1 + -+ + ¢m. La integral de una k-forma sobre una
cadena k-dimensional es la suma de las integrales sobre cada uno de los cubos que forman

la cadena:
/ w:/w—l—-'-—i-/w
c1 Cm

cit+-+em

Definicién 5.12 Sic = ¢y + -+ + ¢ es una cadena k-dimensional (con k > 0), el borde
de ¢, Oc, es la cadena (k — 1)-dimensional definida por la suma

Oc = E (_1)J+aci(3704)7
1<i<m
a=0,1
1<j<k

donde en caso de que k > 1, ¢;U% es la aplicacion

[O,l]kfl — R"
(1. up—r) > eg(un, - oy, Uy, U—),

y en el caso de que k =1, ¢;1(0) = ¢;(a).

5.4.2. Los casos de dimensién menor o igual que 3

Vamos a ir usando las definiciones y en diferentes contextos dimensionales y
recuperando como integrales sobre cubos o sobre cadenas las distintas integrales que hemos
introducido a lo largo del curso, paran =1,2,3 y 1 < k < n. Al considerar integrales sobre
un subconjunto de R™ y no sobre una parametrizacién concreta que describa al subconjunto
(como se hizo al integrar sobre cadenas), el recinto de integracién aparecerd dotado de una
orientacién.

Supongamos para empezar que el espacio ambiente es tridimensional, es decir, que n = 3.

= Si k£ = 1, entonces w = Adx + pdy + vdz, y tomamos como recinto sobre el cual
realizaremos la integracién, a una curva simple orientada o una curva cerrada simple
orientada, C", donde C' esté contenida en el dominio de w. Entonces tomando una
trayectoria ¢ que parametrice a C (lo que implica en particular que sea compatible
con su orientacién), es inmediato comprobar que

/w:/()\,u,u)-ds.
c Cr

Mas en general, la misma igualdad es vélida si tomamos como recinto de integracién a
cualquier union finita de curvas simples orientadas o curvas cerradas simples orientadas
que no se corten entre si.

Los isomorfismos descritos en el apartado [5.2.1] nos permiten ahora introducir el si-
guiente concepto:
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Definicién 5.13 Sic: [a,b] — R? es una trayectoria de clase C*° y con derivada no
nula en todos los puntos, que define una curva simple o una curva cerrada simple, C',
su elemento de longitud ds es por definicion la 1-forma que corresponde (tomando
n =3, k= 1) al vector tangente unitario c'/||c'||: si (Ty,T,,T.) es un vector tangente
unitario y continuo,

ds =T,dx +T,dy + T, dz.

115. Obsérvese que a pesar de la notacién, ds no es necesariamente la diferencial
de una O-forma.

La longitud de la curva C' coincide por tanto con la integral sobre C* de su elemento
de longitud (orientando C' de acuerdo con la misma tangente).

Si k = 2, entonces w = Ady A dz + pdz A dx + vdx A dy. Ahora elegiremos como
recinto de integracién una superficie, ¥, dotada de la orientacién asociada a una
parametrizacién ® : [0, 1]2 — R3 que sea inyectiva y regular sobre todo [0, 1]?; el caso
més simple lo constituye una superficie dada en forma explicita sobre [0, 1]? y orientada

positivamente. Entonces
/w://()\,u,y)ds.
® o

Utilizando ahora el isomorfismo introducido en el apartado [5.2.1| paran =3 y k = 2,

Definicién 5.14 Si ¥ C R3 es una superficie dotada de una parametrizacion ® :
D — ¥ biyectiva, de clase C>* y suave en todos los puntos, la 2-forma que corres-

L, . Nns o® 0P o® 0P
ponde a la normal unitaria —— = | — X — — X —
|nel Ju  Ov

ou ov

superficie dS. En otras palabras, si (N, Ny, N,) es un vector normal unitario conti-
nuo,

es el elemento de

dS = N, dy Ndz+ Nydz Ndx + N, dx A dy.

116. Obsérvese que a pesar de la notacién, dS no es, en general, la diferencial
de ninguna 1-forma.

Entonces el drea de 3 es igual a la integral sobre X de su elemento de superficie (al
tomar sobre ¥ la orientacién determinada por la misma normal).

Si k = 3, entonces w = Adx A dy A dz es una 3-forma con una tnica componente .
Tomamos como recinto de integraciéon a una regién simple tridimensional, W, que sea
una deformacién del cubo unidad, W = T'([0,1]%), donde T : [0, 1]*> — R3 es inyectiva
y con jacobiano no nulo en todos los puntos. Sobre W consideraremos una orientacién
sign(W) que valdrda +1 o —1 segin que el jacobiano de T sea positivo o negativo.
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Entonces, segun la definicién de integral sobre un cubo, [5.10} y el teorema del cambio
de variables (andlogo al pero con 3 variables),

/w = sign(W) /// Az, y, z) dedydz.

Supongamos ahora que n = 2.

= Para k =1 la situacién es totalmente andloga al caso k =1y n = 3.

= Si k=2, entonces w = Adz A dy, y el recinto de integracién es una region simple bidi-
mensional D que sea la imagen de [0, 1]> mediante una transformacién T : [0, 1] — R?
inyectiva y con jacobiano no nulo en todos los puntos, y dotada de una orientacion
sign(D), que es el signo del jacobiano de T'. Entonces

/ w = sign(D) / / Na,y) da dy

(aplicando el teorema del cambio de variable [2.32)).

Por 1ltimo, el caso n = 1. Entonces k = 1, luego w = Adz, y el recinto de integracién
es un intervalo I = [a,b] dotado de una orientacién sign(/). Como “parametrizacién” de
[a,b] tomamos el cambio de variable ¢ : [0,1] — [a,b], ¢(t) = a + t(b — a) en caso de que
sign(I) = 41,y ¢(y) = b+ t(a — b) si sign(l) = —1. Entonces

b

/ w = sign(I) / Aa) dz

© a

(aplicando el teorema del cambio de variable para integrales de una variable).
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5.5. Teorema General de Stokes

Teorema 5.15 (Teorema General de Stokes) Sean 1 < k < n. Si ¢ es una cadena k-
dimensional en R™ y w es una (k — 1)-forma definida sobre la union de las imdgenes de los
elementos que forman c,

/dw:/w.
c dc

4-13.

117.
cién del teorema general de Stokes, que nosotros no desarrollaremos, se reduce con
facilidad al teorema fundamental del cdlculo en una variable. Ver [I5], Teorema

Haciendo uso reiterado del teorema de Fubini k-dimensional, la demostra-

Veamos como para los distintos valores posibles de las dimensiones £k y n, con 1 < k <
n < 3, el teorema general de Stokes reproduce algunos de los resultados mas importantes
dados en los capitulos 2] [3] y [4} Para ello utilizaremos las notaciones expuestas en el apartado

0.4.2)

n = 3. k puede tomar los valores 1, 2, 3.

Si k =1, entonces w = A es una O-forma y ¢ es la parametrizaciéon de una curva
(simple o cerrada simple) orientada. Entonces dw tiene las mismas componentes
que el vector VA, y e no es méas que el conjunto formado por los puntos extremos
de la curva, el inicial con orientacién negativa y el final con orientacion positiva
(definicién [5.12)). Por tanto la férmula del teorema general de Stokes es ahora la
del teorema fundamental del cdlculo en su forma generalizada (teorema [1.16).

Si k = 2, entonces w = Adxr 4+ pdy + vdz es una 1-forma luego su diferencial
exterior dw puede identificarse con el vector rot(\, u, v). Tomando como ¢ la pa-
rametrizacién de una superficie como se describié en el apartado [5.4.2] la férmula
es ahora la del teorema de Stokes clasico.

Sik=3w=AdyANdz+ pdz ANdx + vdx A dy, luego dw puede identificarse con
div((A, i, v)). De acuerdo con el apartado|5.4.2} y tomando el recinto descrito por
T con orientacion positiva, la féormula es ahora la del teorema de la divergencia.

n=2. Si k = 1, la situacién es totalmente andloga a la del cason = 3, k = 1. Si k = 2,
entonces ¢ corresponde a una transformacién T : [0,1]> — D (ver , donde D es
una regién simple bidimensional. De acuerdo con las identificaciones descritas al final
del apartado [5.2.1] ahora hay dos formas posibles de identificar el campo vectorial
(A, 1) con una 1-forma w. Utilizando e; ~ (—=1)"'dzy A -+  Adziy Adziy A ... dxy,
se obtiene la Férmula de Riemann-Green que se dio como teorema de la divergencia
en el plano (teorema [2.45).

Y utilizando e; ~ dz;, se obtiene la igualdad del teorema de Riemann-Green en su

formulacién inicial (teorema [2.38)) (]T'_ZD

H4En efecto (en lo que sigue trabajaremos sobre la hipdtesis de que el jacobiano de T es siempre positivo).
Supéngase en primer lugar que se considera el isomorfismo e; ~» dx;, de R? sobre A?(R?).
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n = 1. Entonces necesariamente k también ha de valer 1. Tomando la integral sobre
(la,b], +1) (ver 5.4.2), resulta que d([a, b], +1) es el conjunto de dos puntos orientados
{(a,—1),(b,+1)}. Por otra parte, w = A es una funcién real cuyo dominio contiene a
[a, b]. Por tanto, la férmula del teorema es ahora

b

/X(t) dt = \(b) — Ma),

a

es decir, la regla de Barrow del calculo elemental.

En este caso,

/w: / w1 dx1 + wo dxs.

oT oD+

Por otra parte, y de acuerdo con lo expuesto en el caso 5. del apartado dw = (M — %) dxy A dxa,

81’1 612
8WQ awl
dw = — — —— | dx1d
/w //(8131 5362) e
T D

de modo que la féormula del teorema general de Stokes reproduce en este caso la del teorema de Riemann-
Green.
Considérese ahora el isomorfismo e; ~» (—1)"tdzi A---Adw;_1 Adziy1 A. .. dz,. Entonces (cf. nuevamente

el apartado dw = (% + g—‘;;) dxy A dzs, luego

811
- 8(,«)1 &ug
/dw—// (3:51 + ax2) dxq dxs.
T D

Y para interpretar el otro miembro, obsérvese que el isomorfismo que estamos considerando ahora asocia a
la 1-forma diferencial w el campo vectorial (we, —w1), luego

/w: /(w%*wl)'dsz /(W17w2)’nd~9

oT oD+ oD

luego

con lo que se recupera la formulacion del teorema de Riemann-Green en términos de la divergencia.
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5.6. Notas adicionales

5.6.1. Producto vectorial en dimensiones mayores que 3

Una generalizacién natural a R™ del producto vectorial en R? puede hacerse a través del elemento de volumen
n-dimensional, observando lo siguiente: un par de vectores de R3, u, v, dan lugar a una aplicacién lineal R —TR
que a cada vector w hace corresponder el producto mixto (u X v) - w (que es, salvo el signo, el volumen del
paralelepipedo determinado por u, v, w).

Al pasar a un ndimero de dimensiones que no sea 3 y hacer uso de los isomorfismos descritos en la primera
parte de este capitulo, lo que se obtiene es una operacién que no es binaria y que asigna un vector n-dimensional

al producto de n — 1 vectores n-dimensionales v*,...,v™ ! de la siguiente forma: la aplicacién dz; A --- A
dz, (v, ..., v™71, "), que a cada vector w asocia dry A -+ A dz, (v, ..., v" 1 w), es de A(R"), luego para
ciertos escalares Aq,..., A, se tiene

dacl/\-~-/\d:zcn(vl,...,v"_l7 )= dzy+ -+ A doy,.

n—1

El vector (A1,...,\,) es por definicién el producto vectorial v! x -+ x v . i Qué signfica en el caso de que

la dimensién sea 27)

5.6.2. k-formas exactas

De las propiedades elementales de la diferenciacidn exterior, se sigue inmediatamente que para que una k-
forma sea la diferencial de una (k — 1)-forma (se dice entonces que la k-forma es exacta) es necesario que su
diferencial sea nula (es decir, que la k-forma es cerrada).

En el apartado (teoremas y hemos visto hipdtesis adicionales bajo las cuales esta condicién
es también suficiente para ciertos casos particulares (k = 1y n = 2,3; k = 2y n = 3), una de los cuales
es generalizable a cualquier dimensién: Pueden utilizarse las mismas ideas que en la demostracién del lema de
Poincaré (teorema para probar, si bien con una demostracién algo laboriosa, que si U es un abierto n-
dimensional, para que una k-forma sobre U (para cualesquiera n y k mayores o iguales que 1) sea la diferencial
de una (k — 1)-forma, es suficiente con que su diferencial exterior sea nula, ver [15], Teorema 4-11.
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