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Prefacio

Este libro con problemas resueltos pretende sirvir como texto para es-
tudiantes en un primer curso de Calculo. Asi espero facilitar el estudio y
la comprensiéon de los estudiantes. Grupos especiales, estudiantes avanza-
dos, lectores que deseen una presentaciéon mas completa y los alumnos, por
asi decirlo, normales que busquen lecturas complementarias pueden consultar
el libro “Analisis Real” volumen 1 de Elon Lages Lima que trata los mismos
tépicos con un enfoque mas amplio.

La parte mas importante de este libro son sus problemas resueltos, que
sirven para fijar ideas, desarrollar algunos temas esbozados en muchos textos
de célculo y como oportunidad para que el lector compruebe lo sencillo de
algunas soluciones. Naturalmente, me gustaria que el lector sélo consultase
las soluciones después de haber hecho un serio esfuerzo para resolver cada
problema. Precisamente es este esfuerzo, con o sin éxito, el que nos conduce
a buenos resultados en el proceso de aprendizaje.

Los problemas que el lector encontraré se basan en las ayudantias del cur-
so de calculo en la Pontificia Universidad Catodlica de Chile, el cual esta di-
rigido a estudiantes de Bachillerato.

1ii



v



Indice general

1. Numeros Reales 1
2. Sucesiones de Numeros Reales 37
3. Limites de Funciones 65
4. Funciones Continuas 75
5. Derivadas 83
6. Formula de Taylor y Aplicaciones de la Derivada 103



vi



Capitulo 1

Numeros Reales

1.1. Pruebe que para cada a,b € R se tiene que —(a +b) = (—a) + (=b).

Solucién: Si a,b € R entonces a+b € R y existe un elemento —(a + b)
tal que
(a+b)+(—(a+b)=0.

Por otro lado, usando la asociatividad y conmutatividad de la suma,
obtenemos

(a+0)+ (—a)+ (=b) =(a+ (—a)) + (b+(=b)) =0

entonces (—a) + (—b) es inverso aditivo de (a + b), de la unicidad del
inverso aditivo, se concluye que

—(a+b) = (—a)+ (-b) .
1.2. Pruebe que para cada z € R, —(—x) = z.
Solucion: Si x € R existe —z € R tal que
r+(—x)=0
y ademds para —z existe elemento inverso —(—z) € R tal que
(—z) + (=(=2)) =0
de la unicidad del inverso aditivo concluimos que

—(—z)==z.



1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

§1. Nimeros Reales
Sea r € R, pruebe que x-0=0-z = 0.
Solucién: Notemos que
r-0+r=2-0+2-1=2(00+1)=2-1==x

sumando —z a ambos lados de la igualdad = - 0 + x = z, obtenemos
x-0=0.

Pruebe que si ab = 0 entonces a =0 0 b = 0.
Solucién: Si b # 0 entonces podemos multiplicar por b=! y obtenemos

a-b-b'=0-b'=a-1=0=a=0.

Si z,y € R, pruebe que

Solucién: Notemos que
v (—y)+z-y=z-(-y+y)=z-0=0

sumando —(z - y) a ambos miembros de la igualdad - (—y) +x-y =0
se obtine

z-(=y) = —(r-y).
Analogamente, para (—z) -y = —(z - y).

Pruebe que para cada a,b € R, (—a)(—b) = ab.

Solucidén: Si a,b € R entonces ab € R y existe elemento inverso
—ab € R tal que
ab+ (—ab) =0.

Entonces

+ ab + (—ab)

—b)
—b) + (—a)b+ab

o~ o~~~

)
a)(
)
)
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

Pruebe que si 0 < z < y entonces y~! < 271

Solucién: Observemos primero que = > 0 = z~! = z(z7')* > 0.
A continuaciéon multiplicamos ambos miembros de la desigualdad z < y
por 1y =1 se tiene que y~! < z7L.

Pruebe que ||z| — |y|| < |z — y| para cualquier z,y € R.
Solucién: Usando la desigualdad tridngular obtenemos
[ = [z —y +yl < |z —yl+ |yl = [z =y < o =yl

De manera similar, |y| — |z| < |z —y| = —|z —y| < |z| — |y|. Por
transitividad obtenemos que:

—lr —y| < x| - |y| < |z -y

o equivalentemente
[zl =yl < |z —yl.

Dados z,y € R, si 2% + y* = 0 pruebe que x = y = 0.

Solucién: Supongamos que = # 0 e y # 0 entonces sabemos que 22 > (
y 42 > 0 entonces 22 4 y? > 0 lo cual es una contradiccién.

Pruebe que |a — b < e = |a| < |b] +¢.
Solucién: Notemos que, por problema anterior, se tiene
lla[ = ol < la—b] <&

0 equivalentemente
—e<|al—|bl <e

sumando ambos lados de la desigualdad de la derecha por |b| obtenemos
que |a| < |b] + €.

1+ |22 —-3
Resuelva M <1.
|z + 5|
Solucion: Esta desigualdad tiene sentido excepto para x = —5 es-

tablecemos este punto como una restriccién. Los puntos criticos de esta
desigualdad son los puntos en donde los valores absolutos cambian de
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signo, para nuestro caso: o = 3y x; = —b.
Caso 1: z € (—o0, —5) entonces
lt+5/=—(x+5) y [2z—-3=—-(2x-3).
Luego,

1-2r-3)<—(x+5) = 1-2x4+3<-x-5
= 4—-2r<—-x—95
= x>9.

Se deduce que el conjunto de soluciones en este caso es vacio, es decir,
S, = 0.
Caso 2: z € (-5, 3/2] entonces

lt+5|=2+5 y [20—3]=—(22z—3).

Luego,
1-2z-3)<zx+5 = 4—-2rx<z+5
= dr< -1
1
= T>—=
T3
y 5= (-1.3].

1
37
Caso 3: x € (3/2,00) entonces
lt+5|=2+5 y [20—3|=22—-3.
Luego,

1+(2x—3)<z+5 = —-2+4+2x<z+5
= <7

y Sy = (%, 7). Por lo tanto,

Sp=S5USUS;= (13 U[3,7) = (=1,7) .

(3 — 22)(z + 5)
(@2 —25)(z + 1)

1.12. Resuelva .

Solucion: Esta desigualdad tiene sentido excepto para x =5, x # —5

y © # —1 establecemos estos puntos como restricciones. Notemos que
(3—2z)(x+5)  (B-2x)(x+5  (3—22)

(22 =25)(x+1) (x=58)(x+5)(x+1) (r—=5)(z+1)"
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1.13.

Los puntos criticos de esta desigualdad son los puntos en donde los
las expresiones entre paréntesis cambian de signo, para nuestro caso:
Ty = %, r1 = 5y xo = —1. Establecemos una tabla que nos facilita
la comprension del problema, en donde los intervalos a distinguir son
aquellos separados por los puntos criticos que hemos distinguido porque

son en donde ocurre cambio de signo en las expresiones.

— —1 — 5
00 5 00
3 —2x + + — —
=95 — — — +
r+1 — + + +
Soluciones | + — + —

Por lo tanto, la inecuacién es valida para los puntos pertenecientes a
los intervalos
Sp = (—00,—-1)U[3/2,5).

Note que en el punto 1 el intervalo es abierto debido a que 1 es un
punto que la inecuacién no tiene sentido, es decir, es una restriccién,
en cambio el punto 3/2 es incluido pues no existe restricién sobre este
punto.

Resuelva |z — 2| < |3z + 1].

Solucién: No hay restriciones y los puntos criticos son zyp = 2 y
T = —1/3
Caso 1: x € (—o0, —1/3) entonces
lzt—2|=—(z—-2) y [Bz+1=—-Bx+1).
En este caso nuestra inecuacién se ve
—(x—-2)<-Bx+1) = —2r+2<-3zr-1
= 2 < -3
= < -3/2
= x € (—o0,—3/2].
Luego, S; = (—o0, —1/3) N (—o0, —3/2] = (—o0, —3/2].
Caso 2: x € [—1/3,2] entonces

lt—2|=—(—-2) y [Bz+1|=3x+1.



1.14.

1.15.

§1. Nimeros Reales

Luego resolvemos la inecuacién que en este caso es:

—(r—2)<3z+4+1 = —x+2<3zx+1
= 1<4x
= z>1/4
= x€[l/4,00).

La solucion para este caso es la interseccion de:
Se =1[-1/3,2]N[1/4,00) = [1/4,2].
Caso 3: x € (2,00) entonces
lt—2|=2—-2 y [3z+1]=3z+1.
Luego resolvemos la inecuacién que en este caso es:

r—2<3z+4+1 = -3<2
= x>-3/2
= z€[-3/2,00).

La solucion para este caso es la interseccion de:
La solucion final es la unién de las soluciones de cada caso

Sp = 51U 80840 = (o0, =3] U [},00) =R\ (=5, 9)
Vot + 14 (2?2424 1)

< 0.
—x?—x—1 -

Resuelva,

Solucién: Como para cada x € R, Va2 + 1 > 0 y ademas el discrim-
inante de la pardbola z2 + x + 1 es negativo. Entonces la parabola no
corta al eje z, se conluye que > +x+1>0y —(2? + 2+ 1) < 0 luego
se tiene que va?2 +1+ 22 + 2 + 1 > 0 para todo € R. Por lo tanto,
Viz+1+ (2> +2+1)

< 0 para todo = € R.

2 —z—1
—?—z—1 )
Resolver m S e+ 3.

Solucién: Las restriciones son z? + 3z — 1 # 0, es decir, que z €
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R\ {—2+2\/ﬁ’ _3_2\/ﬁ} =S como —z2 —r—1<0y |22+ 3z — 1| > 0.
Tenemos que
—r?—x—1
|22 + 3z — 1 <
pero 22 + 3 > 0. Por transitividad obtenemos que la inecuacién se
satisace para todo x € S;.

0

|£L’—1|—|-1>1

1.16. Resolver >
|z — 2|

Solucion: Las restriciones que contempla la inecuaciéon son: z # 2.
Para cada x # 2 resolvemos
lt =1+ 1> |z — 2

Los puntos criticos en este caso son: xog =2y x1 = 1.
Caso 1: x € (—o0o, 1] entonces |z — 1| = —(z —1) y |z — 2| = —(z — 2)

—(z-1)+1>—(z—-2) = —z+2>-c+2
= 22>2.

Lo cual es valido siempre entonces la solucion para este caso es:
S1 = (—o00,1].
Caso 2: z € (1,2) entonces |z — 1| =2z —1y |z —2|=—(x —2)
(—1)+1>—(x—-2) = xz>-x+2
= z>1
= z€[l,00).
La solucién para este caso es la interseccion de:
Se = (1,2)N[1,00) = (1,2)
Caso 3: z € (2,00) entonces |z —1|=z—1y |z —2|=2—2
(z—1)+1>2—-2 = z>x—2
= 0>-2.
Lo cual es valido siempre entonces la solucién para este caso es:
Sy = (2,00).

Como ya sabemos la solucion final es la uniéon de las soluciones de los
casos:

Sp=S1USUS; =R\ {2}.
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1.17. Resuelva la siguiente inecuacion

> 4.

|t —2| -3
[ —1

Solucién: Debemos tener x # +1. Con esto debemos resolver
llz— 2| - 3] > 4lJa| - 1

Caso 1: Para « € (—o0, —1) tenemos que resolver
[z —2[ =32 4(|lz] - 1)

que en este caso es equivalente a resolver

—(z—2)—3>4(—z—1).

Haciendo unas pocas cuentas obtenemoss © > —3/4 = z= € (—§ oo).

4
Luego la solucién es Sy = (—oo, —1) N (—3/4,00) = .
Caso 2: Para x € (—1,0) tenemos que resolver

—|x—2]+3>4(—|z|+ 1)
que en este caso es equivalente a resolver
(r—2)+3>4(x+1).

Haciendo algunas cuentas que estoy seguro que ustedes mismos pueden
verificar obtenemos < —1 = x € (—o0, —1). Luego la solucién es
Sy =(—=1,0)N (=00, —1) = @.

Caso 3: Para = € (0,1) tenemos que resolver

—|z —2|4+3>4(—|z| +1)
que en este caso es equivalente a resolver
(r—=2)+3>4(—z+1).

Haciendo algunas cuentas que ya se vuelven algo aburridas obtenemos
x> 3/5=x € [3/5,00). Luego la solucién es S3 = (0,1) N [3/5,00) =
[3/5,1).

Caso 4: Para = € (1,2) tenemos que resolver

o — 2 +3 > 4(—Ja| + 1
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1.18.

que en este caso es equivalente a resolver
(x—2)+3>4(x—1).

Haciendo algunas cuentas que ya dominio de memoria obtenemos z <
5/3. Luego la solucién es Sy = (1,2) N (—o0,5/3] = (1,5/3].
Caso 5: Para = € (2,5) tenemos que resolver

|z =2 +3 > 4(|r| - 1)
que en este caso es equivalente a resolver
—(x=2)+3>4(zx—-1).

Haciendo algunas cuentas obtenemos = < 9/5 = (—o00,9/5]. Luego la
solucion es S5 = (2,5) N (—00,9/5] = @.
Caso 6: Para = € (5, 00) tenemos que resolver

|l —2| —3>4(|z] — 1)
que en este caso es equivalente a resolver
(x—2)—3>4(x—1).

Haciendo las ultimas cuentas obtenemos x < —1/3 = (—o0, —1/3].

Luego la solucion es S5 = (5,00) N (—o0, —1/3| = 2.

Por lo tanto la solucién final es
Sp=51USUS;US;US;USs=[2,1)U(1,2] .

57 3
Si a < b < ¢, hacer un bosquejo de la grafica de
f(x) =z —al+|x—0b+|r—|.

Solucién: Al igual que en la resolucién de una inecuaciéon tenemos
puntos distinguidos, en donde los valores absolutos son cero, en nuestro
caso son: a,b y c. Por ejemplo, si © € (—o0,a| entonces se tiene que
|t —al = —(x —a), |z —b = —(x—b) y |z —c| = —(z — ¢), es decir
f(x) = =3z + a + b+ c. Haciendo este procedimiento obtenemos que

—3r+a+b+c sir<a,
—r—a+b+c sia<z<b,
r—a—b+c sib<z<ec,
3r—a—b—c sic<zx.

fz) =

y su grafico es una lineal poligonal.



10 §1. Nimeros Reales

1.19. Bosqueje el gréfico de las funciones

(a) f(z) =1—]z],
(b) g(z) = /1 = |zl

Solucidn:

(a) Si x > 0 entonces f(zr) =1—xz. Si x < 0, entonces f(z) =1+ x.

f(0) = 1. Su gréfico son dos semirrectas como lo muestra la figura
Y

(b) Del gréfico de f vemos que 1 — |z| > 0 en el intervalo [—1, 1], por
tanto Dom(g) = [—1,1]. Dado que 1 — x es decreciente en [0, 1]
también lo es /1 — x. Sobre [—1, 0], el crecimiento de 1+ x implica

el crecimiento de /1 + z.
Yy

~1

1.20. Consideremos
z? re[-1,1],
flx)=<¢ —22+2 z€(1,2),
r—1 x€(24].

Grafique f y determine su imagen.

Soluciéon: Observando el gréfico
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Y
13
+2
il
AU
-1
-2
se deduce claramente que Im(f) = [—2,3).

1.21. Sea , 0.2
e+ 1 2 e€]0,2],
f(a?)—{ r—1 z€]-1,0).

Grafique f y determine su imagen.

Solucién: Aqui observando el grafico
Y

se observe que Im(f) =[-2,—1) U[L,5].
1.22. Determine el dominio y la imagen de las siguientes funciones
(a) V1 — a2,

1
(b) —

11
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Solucion:

(a) Para determinar el dominio debemos analizar los valores de = que
hacen de v/1 — 22 un ntmero real.

Vi-22eR<=1-22>0<=22<1.

Por lo tanto, Dom(v/1 — 22) = [—1,1]. Para encontrar la imagen,
debemos despejar x en la ecuacion que define la funcién

y=V1—12 <= y*=1-27.
Se concluye que, I'm(v/1 —22) = [0, 1].
(b) Primero consideremos la funcién v/x + 1, entonces
Vi+tleR<—=r+1>20+= 2> -1.

Por tanto, Dom(v/x + 1) = [—1,1). Podemos hallar el recorrido,
debemos despejar x en la ecuacion que define la funcién.

y=Vr+tl<=y =s+1

vy y € [0,00). Entonces, cualquiera sea y € [0,1), x = y? — 1
pertenece al dominio, por lo cual Im(v/x + 1) = [0,1). La funcién

Vo +1

de lo anterior y su recorrido es (0,1).

tiene por dominio (—1,00), como puede deducirse a partir

1.23. Dada la funciéon
T+ a

o) = =ae -y

Calcule a y b sabiendo que el Dom(f) = R —{—2,1} y que el gréfico

de f pasa por el punto (3, %)

2

Solucidn: Si f pasa por el punto (3, g) entonces

3+a 2

B-a)3-0) 5
Haciendo algunas cuentas nos da que es equivalente a 11a+6b—2ab = 3.
Como el dominio es R — {—2, 1} se deduce que a y b son iguales a —2
y 1 en algiin orden. Una solucién a la ecuacion 11a + 4+6b — 2ab = 3 es
a=1yb= -2, con lo cual f nos queda

) = r+1

(x —1)(z+2)
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1.24. Creando graficas de funciones nuevas apartir funciones cono-
cidas.
Cambios y estiramientos: Sea y = f(x) una funcién.

a) Al multiplicarse por una constante c. Esto tiene los siguientes efec-
tos:
» Sic> 1 entonces y = cf(x) estira el grafico verticalmente.

» Si 0 < ¢ < 1entonces y = cf(x) contrae el gréfico vertical-
mente.

s Si —1 < ¢ < 0entonces y = cf(x) refleja el gréfico sobre el eje
x y lo contrae verticalmente.

» Sic < —1 entonces y = cf(x) refleja el grafico sobre el eje x y
lo estira verticalmente.

b) Reemplazando y por y — k. Esto tiene los siguientes efectos:

» Sik > 0 entonces el y—k = f(x) mueve el grafico hacia arriba
por las unidades de k.

» Sik < 0entonces el y—k = f(z) mueve el gréifico hacia abajo
por las unidades de k.

¢) Reemplazar = por z — h. Esto tiene los siguientes efectos:

» Si h > 0 entonces y = f(z — h) mueve el grafico a la derecha
por las unidades de h.

» Si h < 0 entonces y = f(xr— h) mueve el gréfico a la izquierda
por las unidades de h.

Usando esta informacion privilegiada, grafique las siguientes funciones:

(a) y = 22 + 4x,
(b) y = —32% + 62+ 9.

Solucioén:
(a) Completando cuadrados uno consigue
y=r'+tdr=2"+4r+4—4=(r+2)7°—4

Luego, y + 4 = (z + 2)% y el gréafico es igual que y = 2% con una
cambio a la izquierda de 2 unidades y hacia abajo de 4 unidades.
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y
\ !
t t t Xz

4\ 3 2 -
1-1
1-2
1-3
1-4

Aqui hemos asumido que usted sabe el gréifico de y = z%.

actorizando y nuevamente completando cuadrado, obtenemos
b) F izand 1 d drado, ob
y=-31"-2r-3)=-3(*-22+1-4)=-3((r —1)*—4)
Luego, y — 12 = —3(x — 1)? y el grafico es igual que y = 2 con

un desplazamiento a la derecha de 1 unidad, hacia arriba por 12
unidades, una reflexién sobre el eje x y estirar por un factor 3.

1.25. Dada la funcién
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1.26.

(a) Dado el nimero a, resuelva la ecuacién f(x) = a.
(b) Deduzca que la imagen de f es [0, 1).
(¢) Bosqueje el grafico de f.

Solucion:

(a) Debido a que el valor absoluto de un nimero es positivvo o nulo,
la ecuacién f(z) = a sélo tiene sentido si a > 0. Consideraremos el

caso x > 0.
x a
—a<=zar=qa(l+z)<=z=
14+ 1—a
para x < 0 tenemos que
7 — (1—2) <= ¢
=a —r=a(l—x T = .
11—z a—1

(b) Dado a € [0,1) existe = %= de modo que
a

@)= ——4—=a
1+

1—a

Esto nos dice que la funciéon f toma todos los valores entre 0 y 1.

Toma el valor 0 en & = 0, pero no toma el valor 1. Pues, si f(z) = 1,

entonces debiera existir x tal que 7= = 1, lo que implica 1 = 0,

como esto es imposible, f no alcanza el valor 1. En consecuencia
Im(f)=1[0,1).

(c) El gréafico de esta funcion es

De como A discrimina

Sea f(x) = ax®+bx+c, esta funcién describe una parébola, y es tal que
si A = b? — 4ac es positiva tiene dos raices reales y distintas (es decir,
la pardbola corta en dos puntos al eje X). Si A = 0 entonces tiene una
unica raiz real (la parabola corta en un tinico punto al eje X ). Si A < 0
entonces no tiene raices reales y por lo tanto no corta en ningin punto
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la absisa, en este caso existen dos posibilidades, o la parabola esta sobre
el eje X o estd bajo él, en el primer caso f(z) es siempre positivo y en
el segundo f(z) es siempre negativo.

Conociendo esta nueva informacién, establezca el dominio de

Va2 —3x+2

fle) = 24+ 2r+1

Solucién: En primer lugar necesitamos que 2% + 2z + 1 # 0, pero esto
equivale a que (z? + 1) # 0, es decir, z # —1.

Ademés, para que la raiz este bien definida, 22 — 3z + 2 > 0 luego
(x —2)(x — 1) > 0. Por lo tanto, x € (—o0, 1] U [2, c0).

T z+1

1.27. 8i f(x) = — v g(x) = ——, hallar f(f(2)) y f(g(x)).

Solucidn: Sea y = f(x) entonces

y f(x)
f(f(x) = fly)= =
(@) = ) = T5 = 7
_ i3 _ i3 __*®
Tz 3 z=3@k=3) 9_9p
T— x—3
Sea z = g(x) entonces
5 z+1
z—5
fo@) = f6)= 5= mrs
B 2l B r+1 _r+1
w185 gz 4+1-30+15  16-2z

1.28. Escriba f(z) = el/7* como composicién de tres funciones f = goho k.

Solucién: Basta considerar k(x) = 22, h(z) = * y g(x) = e”, entonces

12

(gohok)(z) =g(h(k(z))) = g(h(z?)) = g ( : ) = el = f(x).

1.29. Si f y g son funciones reales de variable real definidas por

2 +2 siz>0, 20 +5 six >3,

fx) = y 9(z) =

r+2 siz<0. 2 six<3.
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1.30.

Determine la funcién g(f(x)).
Solucién: Si z < 0 entonces f(z) =z +2, g(z) =2%y
g(f(x)=glx+2)=(x+2)?>*=2"+4r +4.

Si 0 < x <3 entonces f(x) =22+2, g(x) =2y

g(f(x)) =g(a* +2) = (2* +2)* = 2" + 42> + 4.
Si z > 3 entonces f(r) = 2> +2,g(z) =2x+5y

g(f(x) =g(@®+2) =2(2" +2+5=22"+9.
Por lo tanto,

2024+ 9 six>3,
g(f(x)) =< 2 +422+4 si0<x <3,
2 +4r+4 six<0.

Calcular la funcién inversa de
flz) = {’/x+\/1+x2+  z— 1+ a2
Solucién: Sea a = vz +V1+ 22 y b= v/x — V1 + 22 entonces

y = a-+b

v = a®+3a®*b + 3ab® + b*
= a4+’ + 3ab(a +b)
= @+ + 3aby

= (z+V1+2?)+ (x —V1+2?)+ 3aby
= 2x+3y</(:)3+\/1+:172)(1’—\/1+x2)
2z + 3y~v/2? — (1 + 2?)

2z + 3y
2+3
sz = L2

Por lo tanto, permutando las variables, obtenemos

2% + 3z

I OEEEY
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1.31.

1.32.

1.33.

§1. Nimeros Reales

Sea f: I — R una funcion inyectiva, I C R un intervalo. Si f es estric-
tamente creciente entonces f~! es estrictamente creciente.

Solucién: Sean 41,9y, € Dom(f~1). Entonces, y; = f(x1), yo = f(x2).
Si Y1 < 9o, debemos demostrar que f~!(y;) < f~!(y2). Supongamos por
reduccién al absurdo que no se cumple lo que queremos demostrar. Si
I~ Yy1) = f~H(y2), entonces z; = x5 y por tanto f(z1) = f(x2), es decir,
Y1 = Yo, lo que contradice la hipdtesis. Si f~1(y1) > f~'(y2), entonces
x1 > xo y por tanto f(x1) > f(x2), es decir, y; > yo, lo que nuevamente
contradice la hipdtesis. Asf tenemos que f~! es estrictamente creciente.

Calcular la funcién inversa de

f(x):§+\/%2—1.

Solucion: El dominio de la funcion esté determinado por la desigualdad

1.2

——12>0.
1 =

Por tanto,
Dom(f) = (—o0, —2) U (2, 4+00).

Para calcular la inversa debemos despejar x en la ecuaciéon y = f(z).

B l’+ 2 1
¥y =3 4

T\ 2 x?

_Z A |
(y 2) A
y'—ry = -1

1

r = y+-—.

)

Para responder correctamente al problema debemos permutar las vari-
ables, asi:

@)=

a

Calcular la funcién inversa de

B 1—+1+4z

f(x)_1+\/1+4x'
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1.34.

Solucidn: Sea y = f(z), entonces

] 1—+1+4z

1—y 1++v1+4x
= =+/1+4x.

1+vy 1+1—\/1+4x

1++V1+4x

2
Por tanto, 1 4 4z = (_y) , lo que nos da
1+y

_1[(1—3;)2_1} :le[(l—y)“(lﬂ/)2 Y

4 [ (1+y)? 4 (1+y)? T (I+y)?

Intercambiando las variables tenemos:

. T
) =~y
Sea f(z) = T ° \na funcién. Hallar el dominio, recorrido, analizar

2z +1
inyectividad y sobreyectividad y una férmula para 1.

Solucién: El dominio de esta funciéon queda determinado por la prohibi-

cién del que el denomirador no sea cero, es decir, Dom(f) =R\ {—3}.
Para hallar el recorrido, se observa que si y = f(x) entonces

y(2rx+1) =2-3 = 2zy+y=2-3 = 22y—1)=—y—-3 =2z =

1—-2y

Se deduce que Rec(f) =R\ {3}.
Nos proponemos demostrar que f es inyectiva. Por demostrar que si
f(z) = f(y) entonces x = y. En efecto, si f(z) = f(y) entonces

r—3  y-—3
20 +1  2y+1

(x—3)2y+1)=(y—3)(2x+1)

ey +x — 6y — 3 =22y +y — 6x — 3
r—6y=y—6x

A

Tc=Ty=r=y.

Por lo tanto, f es inyectiva. Para demostrar la sobreyectividad, debemos
probar que, para cada y € Rec(f) existe z € Dom(f) tal que f(z) = y.
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3
Entonces, para cada y € R\ {3} existe z = 1y +2 eR\ {—3} tal que
)

y+3 4
fl@) = 293—3: 1—2y
r+1 2(y+3)+1
1 -2y
y+3—3(1—2y)
B (1—2y)  y+3-3+6y
2y+3)+(1—2y) 2y+6+1—2y 7
(1 —2y)

Luego, f es sobreyectiva, de lo anterior se deduce que

1.35. Determine a y b de tal modo que el trinomio az* + bx® + 1 sea divisible
por (z — 1)%

Solucién: Podemos usar el método de dividén sintética de Horner, si
queremos dividir f(z) = a,2" + a,_ 12" + ... + a1z + ag por T — ¢
hacemos la siguiente tabla

(079 An—1 Ap—2 e ap
0 Qp * C b, - c e bpec .
c‘an bp=an-ct+an1 by1=by-c+a,o - fla)

En nuesto caso, nos queda

a b 0 0 1

0 a a+b a+b a+b

a a+b a+b a+b a+b+1
0

1

Esta tabla se traduce a

ar* + b1 +1 = {ar® + (a+b)2* + (a+b)z+ (a+b)}(z—1)+a+b+ 1.

resto

Como deseamos que (z—1) divida a az* + bz® + 1 queremos que el resto
sea cero, es decir, a+b+1 = 0. Al dividir el polinomio az®+ (a+b)x? +
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(a+b)x + (a +b) por (x — 1) mediante division sintética obtenemos

a a+b a+bd a+b

0 a 20 +b 3a+2b

a 2a+b 3a+2b 4a+3b
0

1

De manera similar, deseamos que 4a + 30 = 0, con esto obtenemos un
sitema

a+b+c+1:0‘ { —3a—-3b=3
=

da+3b=0 da+3b=0 ‘:‘a:3:‘b:_4

Por lo tanto, para que ax? + bz® + 1 sea divisible por (x — 1), a = 3 y
b= —4.

1.36. Determine las raices del polinomio p(x) = z® + 62 + kz + 8 y el coefi-
ciente k, sabiendo que 2 es una solucién de p(z) = 0.

Solucidn: Si 2 es solucién de p(z) = 0, entonces (z — 2) divide a p(x).
Dividiendo obtenemos

3+ 627 + kx + 8 cx—2=212%+8x+ (16 + k)
— 22 = 22
8x? + ka + 8

— 8z> +  —16x
(16 + k)z + 8
- (16 4+ k) — 2(16 + k)
40 + 2k

La condicion de divisiblidad obliga a que el resto sea cero entonces
40 4+ 2k = 0 = k = —20. Luego, podemos escribir

2° 4+ 62> + kr +8 = (v — 2)(2* + 8z + 16 + k) = (z — 2)(2® + 8z — 4)

el ultimo polinomio es de grado 2 y sabemos como extraer las raices: si
p(x) = ax? + Bz + 7 entonces las raices son

L TBEVP —day
2c0

para nuestro caso obtenemos r = —4 + 2v/5. Con esto hemos obtenido
todas las raices.
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1.37.

1.38.

§1. Nimeros Reales

Determine p y ¢ de modo que al dividir p(z) = 2%+ pa3 + qz? — 182 + 12
por (x + 1)(x + 3) el resto sea 2z + 3.

Solucién: Un hecho que debemos considerar es que al dividir f(x)
por (z — a) entonces el resto es igual a f(a). En nuestro caso el resto
es r(x) = 2z + 1. Entonces, al dividir p(z) por (z + 1) entonces el resto
r(—1) es igual f(—1) y al dividir p(z) por (z + 3) entonces el resto
r(—3) es igual f(—3). De estas dos identidades obtenemos el sistema de
ecuaciones

l—p+qg+18+12=1 N —p+q=-30
81 —=27p+9q+54+12 = -3 —27p+9q = —150 |’

Resolviendolo obtenemos las soluciones

Encuentre las raices y el coeficiente k& de la ecuacién
p(z) =32 + ka® +8r+4=0
sabiendo que tiene un par de raices iguales.

Solucién: Sea « la raiz repetida, entonces p(z) es divisible por

2= 2% 201+’

(z —a)
Dividiendo podemos obtener:

322 + kx* + 8 + 4 22 —-2ax+a?=3x+ (k+6a)
— 32 — 6az® + 3a’x

(8 + 2ak + 9a*)x + 4 — o’k — 6a°

El resto esta obligado a ser cero, con lo cual obtenemos el siguiente

sistema
8 + 2ak + 902 =0
—6a? —ka?+4=0|

De la primera igualdad despejamos k, obteniendo

_09n2 _
k= 90?8 ko 2 =8 9, _

4
200 2 a
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Reemplazando el valor de k obtenido arriba en la segunda ecuacion
obtenemos

9 4
—6a + (—a+—) a?+4=0
2 a
3,9 9
= —ba +§a +4a+4=0
3

= —?f+4a+4:0

= 3a°—8a—-8=0
Debemos hallar soluciones o raices de la ecuacién

30 —8a —8 =10 (1.1)

Para esto usamos el siguiente resultado sobre raice racionales (Q): Si la
ecuacion

f(@) = a,2™ + a1z + o+ +ag =0

. : L D .
con coeficientes enteros tiene una raiz racional o = =, entonces p divide
q

a ag y q divide a a,,.

En nuestro caso, si 3 es raiz de (1) entonces p divide a 8 y ¢ divide
a 3, los divisores de 8 son {£1,+2,+4, +8} y los divisores de 3 son
{%1, £3} .Las posibles raices racionales son

1 2 4 8
+1,£2,£4, £8, £ - £ - £ - .
/66{ ) ) ) ) 37 37 37 3}

Usted puede comprobar despues de algunos intentos fallidos que g = 2
es raiz, con lo cual obtenemos

Por lo tanto,
p(r) = (z — @)*(Bz + (k + 6a)) = (z — 2)*(3z + 1)
y las raices son 2 y —%.
1.39. Encuentre las raices y el coeficiente k de la ecuacién

p(r) =2 - 32 + kx +75 =0
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1.40.

1.41.

§1. Nimeros Reales

sabiendo que o y —« raices.

Solucidén: Si a y —« son raices, entonces p(zx) es divisible por
(x—a)(z+a)=12"—-a”.

Sea (3 la otra raiz, entonces

p(z) =2° =322 + ka + 75 = (2* — ) (z — B) = 2° — B2* — o*r + a*f.

Para que dos polinomios sean iguales lo deben ser coeficiente a coefiente,
entonces

=3, —a’=k a*3="75

de estas igualdades se obtiene facilmente que

k=-25 a=45 B=3.

Demostrar que 22 + x + 1 es polinomio irreducible.

Solucidon: Basta observar que el discriminante de la ecuacion de se-
gundo grado az? + bz + ¢ es menor que cero, esto es

A=b—4dac=-5<0.

Por lo tanto, el polinomio no tiene raices reales. No se puede factorizar
en dos polinomios lineales en R. Por lo tanto, el polinomio 2% + x + 1
es irreducible.

Sea
Fla) = x—i—l.

(a) Si Dom(f) = (—o00,—1), determine Rec(f).
(b) Si Rec(f) = (1, 2], calcule Dom(f).

Solucién:
(a) Sea y = f(z) entonces

_:c—i—l

1
szy=zs+1l=zy—1)=1=2>r=——
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y como
e ( 1) = ! e ( 1)
x € (—o0, — —— € (—o0,—
) y _ 1 )
1
= —— < -1
y—1
1
= ——+1<0
y—1
1 -1
Vol oo Y <
y—1 Y-
Debemos resolver la tltima inecuacién, para esto utilizamos la siguien-
te tabla:
—00 0 1 00
Y - + +
y—1] — — +
+ | =1 +

De la tabla se deduce que Rec(f) = [0, 1), aqui no hemos incluido
al nimero 1, por ser restriccion en la inecuacion.

como y € (1,2] = 1<y<2

1
1< T o
e
1 1
N T+ 1y x + <9
X X
1 1
N N S )
e
1 1—
= ~>0 y <o
A X
1—
= >0 vy xgo
X

La ultima de las desigualdades la abordamos con una tabla, al igual
que en el caso anterior,
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1—=x

La tabla nos indica que los x que satisafacen <0 son x €

T
(—00,0) U1, 00), entonces

1—:E<0

st ye (1,2] = >0 vy

x
= >0 y (<0 o0 z>1)

= (x>0 y 2<0) o (x>0 y z>1)
= z>1.

Por lo tanto, Dom(f) = [1, c0).
1.42. Sea f: R — R dada por

demuestre que f es inyectiva.

Solucién: Por demostrar que si f(z) = f(y) entonces x = y. En efecto,

_ r Yy

= (1 +y]) = y(1 + [z]).

Consideremos primero que z,y > 0 entonces
= z(14+y)=y(l+x)
= Tr+ay=Yy+2IyY
= T=Y
en este cado la funcién f es inyectiva, ahora si z,y < 0
= z(l—y)=y(l—=z)
= T—XYy=y—xY
= r=y.

Luego f también es inyectiva en este caso, ahora si z > 0y y < 0
entonces

= z(1—y)=y(1l+x)
= Tz—xy=Yy-+xYy
= r=y+2zy.
Como x > 0 entonces 0 < y+2zy = y(2x+ 1), peroy <0y 2zx+1>0

lo cual implica que y(2z + 1) < 0 lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, f es inyectiva.
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1.43. Sea f:(—1,00) — R dada por

oz
S l+4x

f(x)

(a) Pruebe que f es estricatamente creciente.

(b) Demuestre que f es acotada superiormente.
Solucion:

(a) Sean x,y € (—1,00) con x < y entonces

_ y 7
fly) = flx) = P |

ylr+1)—z(y+1)
(y+1)(z+1)
Ty+y—ry—2
(y+1)(x+1)
_ y—=r
= D@D

La ultima desigualdad se debe a lo siguiente que si z < y = y —
r>0,siz>—-1=2x+1>0ysiy>-1=y+1>0,es
decir, tanto numerador como denominador son positivos. Luego,
fly) — f(x) > 0= f(z) < f(y). Por lo tanto, f es estrictamente
creciente.

(b) Sabemos que 0 < 1 sumando ambos lados en la ultima expresion
por x, obtenemos x < x+ 1. Como x > —1 = x+ 1 > 0 entonces al
multiplicar a ambos lados de la desigualdad anterior por 1/(x + 1)
no se invierte la desigualdad, luego

<l= <1Vaz>-1.
o <1s @) <1Va

Por lo tanto, f es acotada superiormente.
1.44. Sea f: RT — R definida por:

2m—1
f@) = 5w

Pruebe que f es una funcién estrictamente decreciente.
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Solucién: Sean = < y con z,y € Rt y observemos el cuociente:

2v—1
fly) _ y?-3vHt
f(x) 2°
SL’2 . 3x+1

2y—1 1.2 . 3x+1
Y2 3utl el

= (p\?
5= ()
2\Y7° <x)2
= (= Z) <1,
<3> Y

La desigualdad anterior la obtenemos por lo siguiente:
Siz<y=y—x>0ycomo

2<1:> 2 y_x<1
3 3 ’

Ademas si x < y entonces

§<1:>(§)2<1.
=) 6) -

Por lo tanto, f(x) > f(y), es decir, f es estrictamente creciente.

Obtenemos que,

1.45. Demuestre que
f(@) .-
r)=x+—
x

es estrictamente creciente en el intervalo [1, 00).
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Solucién: Sean x,y € [1,00) tal que = < y y observemos que:

fly) = flx) = yto ey
P+l 2?41
y oz
r(y? +1) —y(a® +1)
ry
ry’+ao—yr?—vy
ryY
wy(y —x) — (y — x)
Ty
(zy —1)(y — )
ryY
Sizx <y=y—xz >0, x,y €[l,00) entonces zy > 1 > 0 entonces
xy —1 >0, luego

(y—x)>0, ay—1>0, ay>0.
Se concluye que
(zy —1)(y — )
Y
Por lo tanto, f(z) < f(y) y f es estrictamente decreciente.

> 0.

fly) — f(x) =

1.46. Demuestre que toda funcién que esté definida en un intervalo simétrico
(—a,a) puede expresarse de manera tnica como suma de una funcién
par y una funcién impar. Descomponga la siguiente funcién en sus partes
par e impar

22 +1
fl) =1
Solucién: Sea f : (—a,a) — R una funcién y consideremos las siguien-
tes funciones

1 1
fol2) = S{f(2) + f(=a)}, filz) = 5{f(2) = f(=2)}.
Entonces, f, es una funcién par y f; es una funcién impar. En efecto,

note que
fol=) = SUT(=0)+ F(=(o)} = S {F(-0) + F@)} = fe)
(1) = —3{f(=2) = (=~} = S{~F(=2) + S@)} = fia).
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Ademas observe que

fol) + fi(x) = %{f(x) +f(=2) + f(2) = f(=2)} = f(2).

Esto prueba que dada cualquier funcién f esta se puede escribir como
la suma de una funcién par con una funcién impar. Nos queda probar
que esta manera es nica, para probar esto supongamos que existen dos
maneras diferentes de descomponer f como suma de funciones par e
impar, es decir

f(x) = gp() + gi(x) = hy(x) + hi(2)

con g, h, funciones pares y g;, h; funciones impares. Usando el hecho
que la resta de funciones pares es par y que la diferencia de funciones
impares es impar, se tiene que

k(x) = gp(2) = hy(x) = hi(x) = gi() -

Luego, k() es una funcién par e impar y la tnica funcién que es par e
impar al mismo tiempo es la funcién idénticamente nula, entonces

k(x) = 0= gp(x)=hp(z) = 0 = hi(x)=gi(x) = gp(x) = hp (), g:() = hi().

Con esto hemos probado que la descomposicién es unica.

Para aquellos que atn no creen que la tnica funcién que es par e impar
al mismo tiempo es la funcién idénticamente nula, observe si k(z) lo
fuera entonces deberia cumplir

igualando k(—xz) = —k(—z) = 2k(—z) = 0 = k(—z) = 0 para todo
x € (—a, a). En particular, también es cierto para —z entonces k(z) = 0
para todo x € (—a,a). Para concluir escribimos la descomposicién para



Céalculo I - Rodrigo Vargas 31

la f pedida.

fow) = %{f(:c) +f(-2))

B 1 x? +1+x +1
N z—1 —z—1

[ @+ )(@+1) = (z—1)(2*+1)
= 5{ $—1)(x+1) }
_ %{x + 2? +xxt11)—(;+—1)x+x +1}
- &)
2?41

(z—1)(@+1)"

filx) = S{f(x) = f(=2)}

1{(m2+1)($+1)+(x—1)(x2+1)}
2 (x—1)(x+1)
B 1{x3+x2+x+1+x3—x—x2+1}
2 (z —1)(z+1)
_ 1{ 227 + 2 }: 2 +1

2 [ (z—=D(z+1) (x —1)(z+1)

V1 VaT6
vr—1

(a) Encuentre Dom(f).

(b) Encuentre {z € (1,00)/f(x) < 1}.

1.47. Sea f(z) =

Solucion:

(a) Para hallar el dominio necesitamos analizar los valores de z que
hacen de 4z + 1, /= + 6 y v/ — 1 un ntimero real

1 1
Vir+1eR & 4de+1>202>— € |—, 0],
4 4’

Vi+6€ER & 24+46>0 2> —-6<x€[-6,00),
Vvi—1leR & z—-1>0zrx>1ere(l,0).
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Intersectando los valores obtenidos se establece que

f@)eR @€ {—%,oo) A [=6,00) N [1,00) & 2 € [1, 00)

Como tltima restriccion el denominador debe ser distinto de cero,
es decir, o — 1 # 0 = x # 1. Por lo tanto, Dom(f) = (1, 00)

(b) Para cada x € (1, 00), notemos que

f(z) <1

: x
Recuerde que si 0 < a < b entonces a? < b?, pero
l’ —_—

Vadr +1— vz +6 _

1
r—1
Vidr+1  Jz +6
— <1
Vr—1 z-—-1
4o+ 1 r+6
— 4/ <1
z—1 r—1
4o+ 1 x4+ 6
< +1
z—1 z—1
dr+1 x+6 r+6
+1+2
z—1 r—1 z—1
4dr+1 x+6 r+6
— —1<2
rz—1 r—1 r—1
dr+1 =xz4+6 x-—1 r+6
— — <2
r—1 r—1 z-1 r—1
dr+1—x—-6—x+1 r+6
<2
r—1 r—1
20 —4 5 r+6
r—1 r—1
T — 2 z+ 6
r—1 z—1

>0
12 para
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x € [2,00). Entonces, si x € [2,00) tenemos que

x—2 z+6 (x—2)2 x+6
= <

x—1< z—1 r—1 r—1
(v =2 (x-1)
w12 (@+0)
(v —2)°
< (x—l)(x+6)_1<0
(x —2)2 = (z—1)(x +6)
< (x — 1)(z + 6) <0
- x2—2x+4—:)§2—5x—|—6<0
(x —1)(z + 6)
- 10 — 9z <0
(x —1)(z + 6) ’

Para resolver esta inecuacion hacemos una tabla, aqui los puntos
distinguidos son: —6, 10/9 y 1.

10
- —6 = 1
oo 9 oo
10-92| + + - -
c—1] — | — | = | +
x+6 — + + +
¥ | = [+ | -
Ent =9 (6 (=6,10/91U(1, ) i
ntonces, x € (—6, , 00), COMO Orig-
(x — 1)(z + 6) &

inalmente x € [2,00) debemos intersectar las soluciones de la tabla
con el intervalo del caso que estamos analizando, es decir que

{r €[2,00)/f(z) <1} = ((—6,10/9] U (1,00)) N [2,00) = [2, 00)

< 0. Usaremos aqui el hecho que

Ahora si z € (0, 1) entonces ’
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sic<0ya<b= ac> bc. Luego

x—2 z+6 (x —2)(z—1) r+6(x—1)
=1 Ne=1 ¥ G-D@-2 Ve-i@-2

- 1 \/(x+6)(x—1§2

(x —1)(x —2)?
(x+6)(x—1)
S 1> ($—2)2
(x+6)(x—1)— (z —2)?
S 0> ($—2)2
N 0>x2+5x—6—x2+4x—4
9 10 o
& m<0
& ze(1,10/9].

Entonces {z € (1,2)/f(x) < 1} = (1,10/9] y por lo tanto

{re(l,00)/f(z) <1} = {ze(1,2)/f(z) <1}U{z € [2,00)/f(z) <1}
= (1,10/9] U [2, 00).

1.48. Determine si las siguientes funciones son inyectivas. En caso de serlo,
encuentre la inversa.

(2) fla) =2
(0) Fa) =,

© f@)= 5,
(@) f@)=

(e) f:R* — R definida por f(z) =1 — 2.
Solucién: Se dice que f es inyectiva si f(x) = f(y) entonces z =y

(a) f no es inyectiva note que f(—1)=1= f(1)y —1 # 1.

(b) f es inyectiva, en efecto
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1 1
Para hallar la inversa de f sea y = f(x) entonces y = — = x = —,
x y
permutando las variables obtenemos que
1
-1 _*
) =1
(c) f es inyectiva, note que
r—3 y—3
@)= 1) 20 +1  2y+1
= (x=3)2z+1)=(y—3)(2y+1)
= 2oy+ax—06y—3=22y+y—6z—3
= Tr=Ty=x=y.
Ahora, sea y = f(x) entonces
r—3 y+3
= =2 =r—-3=>z2y—-1)=—-y-3=uz= :
Y=gy 7 yty=q r(2y—1) = —y =1 g,

Permutando las variables tenemos que

r+3

(d) f no es inyectiva ya que f(2) = —1/3 = f(—=2) y 2 # —2.

(e) f esinyectiva si f(x) = f(y) entonces 1 — 22 = 1 — y? o equivalen-
temente 22 = y?> = x = 4y, como z,y € RT = 2 = y. Ahora, sea
y= f(x)entoncesy=1—-a?=2>=1—-y =2 =41 —y como
x € R entonces z = /1 — y, permutando obtenemos

fa)=v1-=z.

x
1.49. Demuestre que f(z) = o es estrictamente creciente en [—1, 1] y es-
x

trictamente decreciente fuera de este intervalo.

Solucion: Notemos que

y z y(1+2°) —z(1+9°)
f(y)—f(f) 1—|—y2_1+1’2_ (1+z2)(1+y2)
_ ytyr—atay’  ayle-y) - (2 —y)
(1+22)(1 +y?) (1+22)(1 +y?2)
(z —y)(zy — 1)

(14 22)(1+y?)
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Ademsds, 1 + 22 > 0 para todo z € R y si # < y entonces x —y < 0.
Caso 1: Si z,y € [-1,1] es equivalente a —1 <z <1, -1 <y<1=
[Z| <1yl <l=lallyl <l=foy<l=-1<azy<1l=ay-1<0,
en resumen:

ry—1<0, z—y<0, (1+2”)(1+y* >0

entonces

~(r—y)(zy 1)
fly) = f(x) = 112119 >0= f(z) < f(y)-

En este caso f es estrictamente creciente.
Caso 2: Si x,y € R\ [—1, 1], un anélisis similar nos permite establecer
que zy — 1 > 0 y luego

_ (—y)lzy—1)

En este caso f es estrictamente decreciente.



Capitulo 2

Sucesiones de Numeros Reales

2.1. Seaa; =-2,a, =3a,_1+1,n>2.

(a) Determine ag, az y ay.

(b) Pruebe que para todo n € N
<1-+3”>
ap = — :
2

a) Basta utilizar la férmula recursiva y obtenemos

Solucion:

aa = 3a1+1=3(-2)+1=-5,
as = 3a2+1:3(—5)+1:—14,
ag = 3ay4+1=3(—14)+1=—-41.

b) Veamos si la propiedad P es vélida para el nimero 1

P1): <123n) = (1—‘53) - —

Ahora, debemos probar que si suponemos que P es valida para el
nimero n, entonces se tiene que P también es valida para n + 1,
en forma abreviada si P(n) = P(n+1).

Nuestra hipotesis de induccién

P(n) : an:—(”?’") .

2

37
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Entonces,

nt1 = 3da, +1

1+3"
= =3 ( _; ) + 1 (por la hipétesis inductiva)

B 3+3n+1 +2
B 2 2

_3_3n+1+2_ 1+3n+1
2 N 2 '

Entonces, P es valida para todos los niimeros naturales.

2.2. Seaxg=1,21 =4y xps1 = dx, — 62,1, para todo n > 2. Pruebe que

2.3.

para todo n € N
T, =2-3"=2".

Solucion: Veamos si la propiedad P es valida para el niimero 1
P(1): (2-3"=2")|,_,=2-3-2=4=mn

Ahora, P(n) = P(n+1).
Nuestra hipétesis de induccién

Entonces,

Tpe1 = Oa, —6x, 1

5(2-3"—2") —6(2-3""' —2"7')  (por la hipdtesis inductiva)
= 10-3"—5-2"—-12.3""' +6.2"""
10-3"—=5-2"—-4-3"+3.2"

= 6-3"—2.2"=2.3""" 2"t

Entonces, P es valida para todos los niimeros naturales.
Demuestre que existe k € Z tal que para todon € N

32(n+1) . 2n+1 — Tk .
Solucidén: Veamos si la propiedad P es valida para el niimero 1

P(1): (3D —orth =3 22 =81—-4=T7T=T7-11.

n=1
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Ahora, P(n) = P(n+1).
Nuestra hipétesis de induccién

P(n): 3%t _ontl — 70 para algtin 7 € Z .

Entonces,
32((n+1)+1) _ 2(n+1)+1 3(2n+2)+2 _ 2(n+1)+1
32. 32042 _ 9 gntl
= (7T+2) 32D 9. gntl
= 7.3 4 9. 320D g ot
— 73200 g (320D _ gnit)
= 7-3%*) 1 2.7 (por la hipétesis inductiva)
7 (320D L op) = Tk
k

Entonces, P es valida para todos los ntimeros naturales.
2.4. Demuestre que para todon € N

n(n+1) .

1+2+3+...+n= 5

Solucién: Veamos si la propiedad P es vélida para el niimero 1

Ahora, P(n) = P(n+1).
Nuestra hipétesis de induccién

1-2
=—=1.
2

n=1

n(n+1) .

Pn): 14+243+..4+n= 5

Entonces,

n(n+1)
2
n?+n+2n+2
2
(n+1)(n+2)
2

1424+ .. 4+n+(n+1) + (n+1) (por la hipdtesis inductiva)

Entonces, P es valida para todos los niimeros naturales.
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2.5. Pruebe que para todon € N

2.6.

11 1 1 n
2 6 12 7 nan+1l) n+1°

Solucion: Veamos si la propiedad P es valida para el niimero 1

P(1) : n _ L1
n+1/| _, 2
Ahora, P(n) = P(n+1).
Nuestra hipotesis de induccién
1 1 1 1 n
P -+ =+ — = .
R N T Rty vy e
Entonces,
1 N 1 - 1 N 1 _n N 1
2 6 7 an+l) (h+EDn+2) n+l (n+1D(n+2)
~onn+1)+1
 (n+1)(n+2)
o onP4+2n+1
 (n+D(n+2)
B (n+1)2
 (n+1)(n+2)
~ (n+1)
(n+2)

Entonces, P es valida para todos los niimeros naturales.

Sea A un conjunto de cardinalidad n (es decir, A posee n elementos).
Pruebe que el conjunto potencia de A, P(A), tiene cardinalidad 2".

Solucién: Veamos si la propiedad es vélida para un conjunto de 1
elemento. Sea A = {a} entonces P(A) = {&, A} y la cardinalidad de
P(A) es 2.

Ahora, P(n) = P(n+1).

Hipotesis de induccién

P(n):  Si #A=n= #P(A) =2".

(por hip.)
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2.7.

Sean A un conjunto de n elementos, es decir, #A = n y b un elemento tal
que b ¢ A. Consideremos el conjunto B = AU{b} entonces #B = n+1.
Luego,

P(B) = {XeU:XCB}
= {XCB:beX}U{XCB:b¢ X}
= {XCB:be X}UP(A)
{XCB: X=YU{},Y € P(A)}UP(A)

Entonces,

#P(B) = #H{XCB: X=YU{b},Y e P(A)} +#P(A)
= #P(A) + #P(A)
= 2"42" (por hipdtesis inductiva)
— 92.97 — 2n+1

Demuestre que para todo n € N se tiene que (22" — 3n — 1) es divible
por 9.

Solucién: Valido paran =1

P1)y: (2”-3n-1)| ,=2"-3-1=0=9-0.

n=1

Ahora, debemos probar que si suponemos que P es valida para el
ndmero n, entonces se tiene que P también es valida para n + 1, en
forma abreviada si P(n) = P(n+1).

Nuestra hipétesis de induccién es:

Pn): 2 —3n—1=9r paraalginrcZ.
Por demostrar:
P(n): 2°0"D _3(n+1)—1=9k paraalgin k€ Z.
En efecto,

22t _3(n+1)—1 = 22.22 —3p -3 -1
= 3+1)-2"-3n-3-1
= (2 -3n—-1)+3-2""-3
= 9r43-2"-3.
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Utilizaremos nuevamente la induccién para probar que 3 - 22" — 3 es
divisible por 9. Para P(1) se tiene

(3-2"=3)| | =3-22-3=9=9-1,

es decir, es vélida paran = 1. Ahora P(n) = P(n+1). Nuestra hipotesis
inductiva es

P(n): 3.2 —3=9u paraalgin u€Z.
Por demostrar que
Pn+1): 3.2%*+) _3 =9y para algin w € Z.
Luego, tenemos
3.2¥ntD) 3 — 3.92.9% _3
= 3(3+1)-2" -3
3.2 —3+9.2%
= 9u+9.2%
= 9(u+2*)=9s
N—_——

con s € Z. Por lo tanto para todo ntimero natural 3- 22" es divisible por
9. Regresando, teniamos que

22t 3 41)—1=9r+3-2"" -3=9r+95 =9(r +5) = 9%
esto concluye la demostracion.

Demuestre que para todo n € Ny r fijo con r # 1 se tiene que
n—1
lbr+r24 o+ t=l "2
r—1

Solucidén: Veamos si la propiedad P es valida para el niimero 1

- (G2

Ahora, debemos probar que si suponemos que P es valida para el
numero n, entonces se tiene que P también es valida para n + 1, en
forma abreviada si P(n) = P(n+ 1).

Nuestra hipétesis de induccién

r—1

r—1-~

P(n): L+r4+r?+ . +rt=
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Por demostrar que

,rn+1_1
P(n+1): 1+r+r2+...+r"_1+r":71
r —
Entonces,
2 n—1 n " —1 n s :
l4+r4+r4+. +r" 41" = 1 + 7" (hip. inductiva)
r—
ot =1+r"(r—1)
B r—1
=1
N r—1
T"+1—1
=1

Entonces, P es valida para todos los niimeros naturales.

2.9. Demuestre la desigualdad de Bernoulli: Para todo n € N se tiene
(1+2)">14+nz

para todo x > —1.

Solucién: Veamos si la propiedad P es vélida para el nimero 1

(1+2)",.,=1+=x

PO ) =144

} S (42 > (),

Ahora, si P(n) = P(n+1).
Nuestra hipétesis de induccién

Pn):  (14x)">1+nz paratodo z > —1.
Por demostrar que
Pn+1): (1+2z)"™" >1+(n+1)r paratodo z > —1.
En efecto, si P(n) es cierta entonces tenemos que
(1+2)">1+4+nx paratodo x> —1
multiplicando ambos lados por (1 + x) > 0, obtenemos

(1+2)"™ > (1 +nz)(1+2) (2.1)
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2.11.
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y note que
(I+nz)1+z)=1+n+Dr+n>>1+(n+1)z. (2.2)

La tltima desigualdad se debe al hecho que como nz? > 0 entonces
14+ (n+ 1)z +nz*>1+ (n+ 1)z. Entonces por transitividad de (2.1)
y (2.2) obtenemos que

(14+2)"" > 1+ (n+ 1)z paratodo z > —1
como queriamos probar.
Demuestre que para todo n € N se tiene que
2" >14+n.

Solucion: Podriamos probar esto utilizando induccion, pero podemos
hacerlo de manera directa utilizando la desigualdad de Bernoulli de-
mostrada en el problema previo. Sabemos que para todo n € N se tiene
que (1 +z)" > 1+ nx para todo z > —1. En particular, para x = 1
obtenemos

1+2)",,=01+1)"=2">14+nz)|,_,=1+n
es decir, 2" > 1 + n para todo n € N.
Demuestre que para todo n € N se tiene que
1+2-2+43- 22+ .. 4+n2" =1+ (n—1)2".
Solucion: Veamos si la propiedad P es valida para el niimero 1
P(1): (1+(n—-1)2"|,_,=1.

Ahora, debemos probar que si suponemos que P es valida para el
nimero n, entonces se tiene que P también es valida para n + 1, en
forma abreviada si P(n) = P(n+ 1).

Nuestra hipétesis de induccién

Pn): 1+4+2-243-22+..+n2"'=1+(n—-1)2".
Por demostrar que

Pin+1): 1+42-243-224+ . +n2" '+ (n+1)2"=1+n2""",
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2.12.

2.13.

Entonces,

14224322+ .. 402" '+ (n+1)2" = 1+(n—1)2"+ (n+1)2"
= 14n2" —-2"4+n2" +2"

= 142.-n2"

1 +n2mt.

Entonces, P es valida para todos los ntimeros naturales.

x 60 . o .
En <§ — 2{’/5) , determine el término constante, si lo hay.

Solucion:Usando el teorema del binomio de Newton obtenemos que

G-2)" = 3 () )" eem
A =T

_ i <6k0) (_1)k22k—60x69—%k .

k=0

Para obtener el término constante, debe ocurrir que
2
60—§k:O:>k:90

y como k varia solamente entre 0 y 60, se concluye que no existe término
constante.

Demostrar que

lim >

1 =
n—oon + 1
Solucion: Por demostrar que para todo € > 0 existe r € R tal que si

n > r entonces

0.

5
-0l <e.
n+1 ‘ :
Note que
5
—0|= > .
n+1 n+1

Usando la propiedad Arquimediana, a saber, dado un nimero real § > 0

1
siempre existe n € N tal que 0 < — < ¢. Entonces, dado § = = > 0
n
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existe N € N tal que

0< ! < c
N 5-—c¢
Es decir,
5
b—e<ne=5<en+1)= <ege= —0l<e Yn>N
n+1 n+1
o equivalentemente
1i =0.
n1—>r£>lo n+1
2.14. Demuestre que
i 3n? — 6n3 + 2 6
im =——.
n—oo 7n3 7

Solucién: Por demostrar que:

3n? —6n°+2 6
MoEE 2 Y ez

Y 0 AN :
€= e 7

Dado ¢ > 0, notemos que

3n? — 6n3 + 2 + 6n3

3n? —6n°+2 6‘

3 7 3
B 3n2+2<3n2+2n2_ 5
N ™3 — 3 n’
. , . ) Te . 1 Te
Por la propiedad Arquimediana, si § = 5 existe N tal que 0 < N < 5
es decir
2 3
— 2
3<»s VYn>N = w+§ <e Vn>N
™ n3 7

o equivalentemente

2.15. Calcule
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1 1 1
Solucién: Usando la descomposicién m = Pl y la propiedad

telescopica obtenemos que:

1 1 1 - 1
lm (—+—+..+——— ) = [ S
nin§o<1-2+2-3+ +n(n—|—1)) nllilo];k(kﬂ)

/1 1
= 1 z_
nliilo];<k k+1)

12 +22 4 .. 2
2.16. Calcule lim a,, donde a, = te et )

n— o0 ’)’1,3

- 1)(2n +1
Solucién: Usando la férmula Zk:2 _nnt+D@n+1)

k=1
general de la sucesién se puede escribirse como:

, el término

12422+ .. +n2 GKE an+1)@2n+1)

n = n3 Lz 6n3
k=1
4340 1,1 1
N 6n3 3 2n 6n?’
Por lo tanto,
lim a, = =

1 2
2.17. Seaa; =1, a1 = = (an + —) Demuestre que lim a, = V2.

2 Ap n—00
Solucion: Notemos que

(an — \/5)

2a,,

[ \/5‘ =

a2 —2v/2a, + 2
2a,,

Qy, 1
—+——x/§‘:
2 an,

la Ultima igualdad se debe a que a, > 0 para todo n € N. Ademss,

(G0~ V2 = (“3‘2@"”>2
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Por induccién podemos probar que:

[ \/§| = i \/5)2"

2n.a1.a2...an.

1 | I ,
Como lim (1—-v2)"" =0y 0< < — — 0 Asi,
N—00 2”'@1'@2"'@71 on
dado € > 0 existe N tal que si n > N entonces

|Cln+1 - \/§| <e€

o equivalentemente

lim a, = V2.

n—oo

2.18. Calcule lim a, de las siguientes sucesiones:

) _3n2+4n
@) n = 5n2 — 1"
g L2
= 310
) 3n? —>5n+4
c) a, = ,
2n—17

1 1 1
ay = + Fo e —
h vn2+1  /n?2+2 vn?+n
g) an = Yn

Soluciones:
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1
a) Usaremos el hecho que lfim — =0 si k € R, entonces
n—oo N,

, . 3ni+4n . 3n +4n 1/n?
lma, = lim —— = lim

n—oo n—oo 5n2—1 n— oo 5n2—1 ‘ 1/712
2
1
3. 44— 344~
= lim —1 " — 1im n
- = 55— —
n? n? n?
) 1 1
lm {3+4-— lim 3+ lim 4 - —
o n— oo n _ n—00 n— oo n
- o 1
lim (5_i) lim 5 — lim —
n— 00 n2 n—oo n—>oon2
3440 3
- 5-0 5°

b) Usaremos aqui el hecho que lim 7" =0 si y sélo si |r| < 1.

, 142-10" , 1+2-10m 1/10™
lima, = lim —— = lim .

1 10 ) (1)”
- il lim | — +2
00 "% qgr _ e \10

= Ilim

10m 10 o

n—ooo D 10 1\" o
T3 5lim (—) +3
1im (1()) +

2

5
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1
¢) Multiplicando en el denominador y numerador por — obtenemos
n

y B G
im a, = lim
2 1
\/371—2—532+4-—2
= lim " n
n n
1 1
3-5-+4
= h’m\/ TR
= lim . =5



50

§2. Sucesiones de Niumeros Reales

d) Usando la idéntidad a® — b* = (a — b)(a + b) obtenemos:

lim a, = limvVn+1-—+n

n—oo

n—o0

= i (T T v (YT

n+1l—n

lim ————
n—>00vn—|—1+\/ﬁ

1
Ilm — =0
nso /i + 1+ y/n

e) Usando la idéntidad a® — 0® = (a —b)(a® + ab+ b?) obtenemos que:

lim a,

n—oo

lim vVn+1—+/n

O i Y S ARVA GOl VA GOl ) L A
H (Yot 1 =) (f\’/(n+1)2+€/(n+1)n+{’/ﬁ>

I n+1l—n

1m

n—o00 3/(n+1)2+ ¢/(n+ )n+ /n
1

lim =0
= Y+ 17+ Y/ (n+ Dt n

f) Utilizaremos aqui:

Teorema 1 (Teorema del Sandwich). Si lim z, = lim y, =a y

n—~o0

entonces lim z, = a

n—oo

Para ello acotamos superior e inferiormente el término general no-

tando que
a, =
y
a, =

1 1 1
+ ot
Vn2+1 Vn2+2 vn?+n
1 1 1 n

1 ot -
vn2+n  Vn2+n vni4+n  Vn?+n

1 1 1
+ + ot —
vn2+1  Vn?2+2 vn?+n
1 1 1 n

+ + .t = :
VnZ+1  Vn?+1 vnr+1  Vn?+1
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Entonces
n I n
VnZden T T Vnir L
n n
Como lim —— = lim ——= =1, obtenemos que
n—oo\/n? 4+ n  noooy/n2 41
lim a, =1.
n—oo

g) Como cualquier raiz de un ntimero mayor que uno es mayor que

uno, podemos escribir:
\Vvn=1+k,

donde k,, > 0 y depende de n. Entonces, usando la desigualdad de
Bernoulli, demostrada en ayudantias preteritas obtenemos:

vn=(1+k,)" >1+nk, > nk,
N4

1
y por lo tanto, k, < — = —. Entonces,

n N4
1 n—00

2
l<n=0+k) =142k, +k2 <14+ —=+—
n n

7

Usando el Teorema del Sandwich se concluye que

lim /n=1.

n—~o0

1.

2.19. Pruebe que si 0 < a < b entonces

lim Var+0"=0.

Solucion: Usaremos el Teorema del Sandwich para hallar este limite.
Notemos que si 0 < a < b entonces
0<a™ <b".
Sumando 0" en la desigualdad anterior obtenemos:
b" < a4+ b" < b 40" = 20"
Radicando la desigualdad anterior a la n obtenemos:

b< Var +b" < V2-b.
Como lim b- /2 =b lim /2 = b entonces en virtud del teorema del

n—oo n—oo

1
Sandwich obtenemos que:

lim Var+0"=0.

n—~o0
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2.20.

2.21.
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Calcular

lim < L + ! + ...+ L ) )

n—oo \n24+1 n?2+42 n?+n
Solucion: Utilizaremos el Teorema del Sandwich para calcular este
limite. Denotemos por

L + L + .t L
n2+1 n2+2 7 n24n’

Ay —

Notemos lo siguiente:
1 1 1

< < Vk=1,2,...n.
n?+n =" n’+k " n2+1 ’ "
Luego,
n?+n — n?+n P n?+k k:1n2—|—1 n?+1
Es decir,
o<, <
n2+n- " T n24+1°
Como lim D lim = 0, entonces por el Teorema del Sand-
n—oon?+1 nocon?+n
wich:
lim a, =0.
Calcular
tm (L]
m(—=+——=+..+—= ] .
n—oo \n?2  (n+1)32 (2n)?

Solucidn: De manera similar al problema anterior, basta notar que:

n n
ngngﬁ

es decir,
1 1
dn — n
donde
b=ty
Tn2 (4120 (2n)2
1 1
Como lim — = lim — = 0 entonces por el Teorema del Sandwich
n—oo 4mn, n—oo N,
lim b, =0.

n—oo
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2.22,

2.23.

. ;o Tptl ,
Demuestre que si x, > 0y lim "l — 4 < 1 entonces lim z, = 0.

n— oo [L’n n—oo

Solucioén: Tomemos ¢ € R tal que

a<c<l. (2.3)

Lt

Dado que lim L—yg y x, > 0 entonces existe N tal que

n—oo I,

Tn41

<c Vn>N.

Luego,

IN
o
8
3

I
o

IA
]

no
8
1

IA
(e}
7
2
+
=
&
|
S
3

es decir, 0 < z,+1 < b, y como

lim b, = lim Mgy =2y lim N =0
n—oo n—oo n—oo
—_——

0

ya que por (2.3) se tiene que |c| < 1, luego por el Teorema del Sandwich

lim z, =0.

n—oo

Calcule el limite de las siguientes sucesiones

k
(W) o= (@)
(b) an =5,

n!

n!
(c) a, = et

Solucion: Utilizaremos el resultado del problema anterior, que deduci-
mos mediante el Teorema del Sandwich, para hallar estos limites
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(a) Notemos que

(n+ 1)k .
Uni1 gt (n+D)F am n+1 1
a,  nF  artt pk n a
an

como a, >0y

k
lim 2 — jim (”H) .lzl(h'm ”“):1<1.

n—oo  (y, n—oo n a a \n—oo n a

Entonces, por el problema anterior

nk

lm — =0.
n—oo Q"
(b) Notemos que
an+1
any1  (n+1)! a™tt nl  a
a, ¢ (n+1)! a n+l1
n!
como a, >0y
n , , 1
lima+1:llm a4 =a- lim =0<1.
n—oo  (y, n—oo N + n—oo N, 1

Entonces, por el problema anterior

an

lim — =0.
n—oo n!
(c) Notemos que
(n+1)!
N G ) (U o L A (o R A L S
a, b (n+ D)l (n+ ) (n+ 1) \n+1
nn
como a, >0y
o Ong1 o n \"_ . 1 Y 1 1
b, —JLI&(TLH) e eS| —,}E&W—g“-
1+~
n n

Entonces, por el problema anterior
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2.24. Calcule los siguientes limites de sucesiones

vn+k (k € N),

Solucioén:
(a) Dado k € N existe m € N tal que k < m - n, entonces
I1<n+k<n4+m-n=n(m+1).

Entonces
1< Vn+k<n-VYm+1.

Como

lfm /n- Ym+1=lim ¢n- lim Ym+1=(1)-(1)=1.

n—oo n—oo

Por el Teorema del Sandwich

lim Vn+k=1.

(b) Notemos que

1<nyn=n-n"?=n32<n¥?=p2.

1< {/nyn < Vn2.

lim Vn?2 = lim n-n= lim /n- lim Yn=1.
n—oo n—oo

n—oo n—~o0

Entonces

Como

Por el Teorema del Sandwich

lim {/nyn=1.

n—oo
(c) Para n suficientemente grande note que

1<logn <n

55
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de hecho esta desigualdad es valida para todo n > 3 entonces

1< logn < Un,

COImo
lim Yn=1.
Por el Teorema del Sandwich

lim {/logn=1.

n—oo
(d) De manera similar, para n suficientemente grande
1<nlogn<n-n<n?.

Entonces
1< {/nlogn < Vn?.

Como

lim ¥n2= lfm /n- lim /n=1.

n—oo n—oo n—oo
Por el Teorema del Sandwich

lim {/nlogn =1.

n—oo

2.25. Calcule lim w.
n—00 log(n)

Solucién: Sabemos que si lim a, = L entonces lim (a, — L) =0y

n—0o0 n—~o0

notemos que

| n+1
log(n+1) 1= log(n +1) —logn e\ n

log(n) log(n) ~ log(n)
Como
1 1
lim log <”+ ) :log<h'm nt ) —log(1) =0
n— oo n n—oo n
y

1
lim ——— =0
n—co log(n)
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2.26.

Entonces

log(n+1)
lfm (w_l) - lm | "/

log(n)

n—oo

i 1 n+1 1
= lim lo :
oo 8\ Ty log(n)
1 1
— Jfmlog (222 - 1fm —0
n—o00 n n—oo log(n)
Por lo tanto,
1 1
i 280D

n—oo  log(n)

Dado a > 0, defina inductivamente la sucesién {x, } mediante 21 = v/a
Y Tni1 = v/a+ z,. Pruebe que {z,} es convergente y calcule su limite:

L=t yfatvar—

Solucién: Notemos que 1 = v/a y T,4+1 = va + &,. Afirmamos que
{z,} es una sucesién creciente. Por induccién, se tiene que demostrar
que la propiedad se satisface para n = 1. En efecto, tenemos que y/a > 0
entonces a + \/a > a, es decir,

xlz\/a<\/a+\/5:x2.

Ahora, p(n) = p(n + 1). Nuestra hipdtesis inductiva es: x, < Tp41 ¥
queremos probar que x,i1 < Tpio. Tenemos que

Tny1 = Va+ 1, < Va+ T = Tpp

como queriamos probar. Entonces, {z,} es creciente.

Debemos probar que {z,} es acotada superiormente. Afirmamos que
2, < L donde L es la raiz positiva de la ecuacién L? = L + a. En efecto
por induccion:

1’1:\/a<\/L—|—a,:L.

Ahora, P(n) = P(n + 1). Nuestra hipétesis inductiva es z,, < L. En-
tonces,

Tn1=vVa+z, <Va+L=1L.
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2.27.

§2. Sucesiones de Niumeros Reales

Por lo tanto, {x,} es una sucesién monotona acotada, luego existe
lim z, digamos que su limite es M. Como el limite existe volviendo

n—oo

a la ecuacion de recurrencia

2
Tpy1 =Va+Ty, = Ty =0+ T,

= lim 22, = lim (a + z,,)

n—oo n—oo
= M’=a+ M.

Despejando el de M tenemos

1++v1+4a
2

M=

como {a,} > 0 para todo n € N entonces M = 71“21*4“

si a = 2 entonces M = 2.

. En particular

Estudiar la convergencia de la sucesién

ﬂ,\/ﬁ,\/z\/ﬁ,m,

y encontrar su limite, si es que existe.

Solucidon: Note que esta sucesion se puede definir por recurrencia me-

diante:
a; = \/57 Ap, =/ 20p—1 .

Demostraremos que {a,} es una sucesién acotada superiormente por
2 y es creciente. Procediendo por induccién tenemos: a; = V2 < 2.

Supongamos que a,_; < 2, entonces a,, = /24,1 < V2-2=2.
n < 1. En efecto,

Para analizar el crecimiento demostraremos que
(p41

CLZ: = \/C;Tn = \/%. Como a, < 2, tenemos que %L < 1y por lo tan-
to, a2—" < 1. Lo cual equivale a tener a, < a,y;.

Luego, existe el limite de {a,}, digamos que lim a, = L. Esto nos per-
mite calcularlo usando la féormula de recurrerigz:} a, = +/2a,_1, implica
71113010 a, = /2nlin(r)1o an_1, v po consiguiente, L = v/2L, lo que nos lleva a

la ecuacién L? — 2L = 0 que tiene por solucién L = 0 o L = 2. Como la
sucesion es siempre mayor que cero, podemos deducir que L = 2.
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2.28. Considere la sucesién
up =0, up =1, ,Upr1 = Uy + Up_1 .

(a) Demuestre que la sucesién formada por las razones de dos términos

consecutivos x,, = satisface la relacién
Un+1
1
Tp41 = .
1+z,

(b) Demuestre que las razones de dos términos consecutivos de la suce-

.z uTL 3 .
sion |, x, = ——, converge y calcule su limite.

Unp41

Solucion:

(a) Note que
Upt1 1 1 1 1

:(jn+1 = = = = = .

Upgo  Uod2  Unpr T Un g Un T4,

Un+1 Un+1 Un+1

(b) Como paso previo demostraremos, usando induccién, que uy, 41u, =
u? 4+ (—1)", con n > 2. Si n = 2 se tiene que uzu; = 2 -1 = 2,
reemplazando n = 2 en el segundo miembro de la igualdad que
queremos demostrar, obtenemos: u2 + (—1)> = 1+ 1 = 2. Por lo
tanto, la igualdad es valida para n = 2. Ahora supongamos que
U1 Up_1 = ui + (—1)"C para todo k < n y consideremos

Ungoln = (Unt1 + Up)Uy,
(Upy1 + Up_1 + Up_2)Up
= ((up +Up_1) + Up_1 + Up_2)u,
= ui + 2Up_1Uy, + Upy_2Uy,
_ Ui + 2u, U, + Ui—l + (—1)"_l (hipétesis inductiva)
= (tn + tn)? + (1"

Para analizar la existencia del limite veamos la diferencia entre dos
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términos consecutivos

Unp N Un+41

Tp — Tpn+1 =
Unp+1 Up+2

2
UpUpp2 — Uy

Un41Un+2
2 n+1 2
Up 11 + (_1) — Upi
Up+1Un+2

(-1

Up+1Un+2

Asi vemos que la sucesion no es creciente ni decreciente, pero como

1

Tp — Tpt1| =
Up+1Un+2

las distancias entre los términos de la sucesion tiende a cero, la
sucesion tiene un limite que llamaremos L. Luego,

1 1
1= —— = I n+l — ;
Tntl 1+z, nggoiv 1 14 lim, o0 Tn,
1
= L=—
1+ L

= [’+L—-1=0.

Las soluciones a esta ultima ecuacién son L = %\/5 Por ser z,, >
0, para todo n, L debe ser un nimero positivo. Asi, L = _1%*/5
n
2.29. Demuestre, sin usar el teorema del binomio, que a, = <1 + —) es
n

1 n+1
creciente y que b, = (1 + —) es decreciente.
n

Solucién: Para estudiar el creciemiento de la susecién {a, } demostraremos
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que el cuociente “L es mayor que 1. En efecto,

1 n+1 1 n
1+ 1+
An+1 n+1 n+1 1
- nN" TS
in (1+—) (1+—
n n
n+2 n
wet | (Pt2) _ (n(n+2) n+2
ntl J\n+1)  \(n+1)? n+1
_ (14 -1 "n+2
B (n+2)? n+1

2
> (1-—= nt (usando la desigualdad de Bernoulli)
(n+1)2) \n+1

_ n+2 n(n+2) ~ nP+3n*+3n+2 -1
 on+1 (n+13  nd+3n24+3n+1 ’

Por lo tanto podemos concluir que {a,} es una sucesién creciente.
Siguiendo la misma técnica para la sucesion {b,}, tenemos:

1n+1 1 n+1
1+ — 1+ —
o ) () 1

1 1
1+ 1+
1+n+1) ( "+1) ( n+1)

(n+1) )n+1n+1

(
(i
("
1+

bn—i—l

n+2
n?+2n+1\""n+1 1\l
- n? +2n ) n+2:< n(n+2)) n+2
> ntl )n—l—l (usando la desigualdad de Bernoulli)
nn+2)) n+2
_ n+3n—|—1>1
n? +2n '

Por consiguiente, {b,} es creciente.
2.30. Sea {a,} v {b,} las sucesiones definidas por recurrencia

bo
Qpy1 = a'nbna bn+1 = a_ a'nbn
0

con ag > by > 0 fijos.
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(a) Pruebe que ambas sucesiones son decrecientes.

(b) Muestre que ambas sucesiones son acotadas inferiormente y con-

(c)

cluya que ambas son convergentes.

Calcule los limites de ambas sucesiones.

Solucidn:

(a)

Notemos que

b b busr _ bo
n+l = —V nOpn = —0p41 — = -
Qg Qg An41 Qg

Luego, se tiene que

Ap41 \/CLb b bo
YR = 2 <]l = any <y
Qp, Qp, Qp, Qo

Ademas,

bo /
st __ay Vnn Vb _ Ot gy <
n+1 n -

= b prmm— prmm—
b” i \V an—lbn—l \V an—lbn—l an

Por lo tanto, ambas suciones son decrecientes.

Los términos de ambas suciones son positivos, entonces ambas su-
ciones estan acotadas inferiormente por 0. Luego, como ambas suce-
siones son monotonas y acotadas ellas poseen un limite, digamos
que

lima,=a y limb,=0.

n—oo n—oo
Usando la relacién de recurrencia tenemos que los limites de ambas
sucesiones satisfacen lo siguiente:

0—vab b=2Vab
Qo

es decir, > = ab = ala—b) =0=a =00 a=>5 Sia=0de
la segunda ecuacion sabemos que b = 0. Si a = b de la segunda
ecuacion sabemos que b = Z—gb lo que obliga que b = 0 y en tal caso
también a = 0. Por lo tanto, la unica solucién es que a = b = 0.
Luego,

lim a, = lim b, = 0.

n—oo n—oo
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2.31. Considere la sucesion {s,} definida por recurrencia mediante

(a)
(b)
()

9+ s2
5

S1 — 1, Sp4+1 =

Pruebe que {s,} es acotada superiormente.
Verifique que {s,} es creciente.

Deduzca que {s,} es convergente y calcule su limite.

Solucion:

(a)

Primero debemos buscar el candidato para ser cota superior de (s,,).
Después de resolver la parte (¢) uno conjetura que 3 es cota superior.
Probemos esto por induccién. Para n = 1 se tiene que s; = a < 3.
Suponiendo que s, < 3 tenemos que

9+ s, 9+9
snﬂz\/ <[5 =vi=3.

Por lo tanto, (s,) es acotada superiormente por 3.

Esto se puede hacer por induccién, pero utilizando la cota superior
s, < 3 para todo n € N resulta ser mas sencillo proceder directa-
mente. En efecto,

s  S24st 948k

= Sp S Sp+1 -

Por el teorema de sucesiones monotonas y acotadas se tiene que
(s,) es convergente, es decir, existe lim s, = L. Usando la relacién

n—oo
de recurrencia: )
9 9+s;

y usando el algebra de limites se obtiene que

9+ L2

L2
2

Resolviendo la ecuaciéon cuadratica obtenemos que L = +3. Pero
s, > 0 entonces necesariamente L = 3.

2.32. Sea a > 0. Considere la sucesion definida por

a® + s2
a+1
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(a)
(b)

(c)

§2. Sucesiones de Niumeros Reales

Demuestre por induccién que s, > a para todo n € N.

Demuestre que s, es estrictamente decreciente y converge a un
numero real L.

Encuentre el valor de L.

Solucion:

(a)

Para n = 1 es cierto que s; = 2a > a. Si suponemos que s, > a
entonces

a+1 a—+1 a+1

Demostraremos que $,11 — s, < 0.
En efecto, como s, > a entonces

sta>a®= sta+ st >at+ s = \/s2a+s2 > /a3 + 52
Luego, —y/s2a + s2 < —y/a3 + s2 y note que
vad+ s2

Sp+l — Sn = ﬁ—sn

Vad+ 82 —spva+1
Va+1

Va3 +s2 —y/s2a+s?
Va+1

JEER— TR
Va+1 ’

Como s, es decreciente y acotada inferiormente es en consecuencia
convergente a un numero real L.

<

Tomando limite a la formula recursiva que define la sucesion se
obtiene:
a® + L?
L=,/
a+1

LPla+l)=ad*+L*=La=d"=1[*=d>= L =+a.

De donde

Ahora como s,, > a entonces L > a de donde se deduce que la tinica
posibilidad es que L = a.



Capitulo 3

Limites de Funciones

3.1. Calcule los siguientes limites de funciones

(a) lim(2* + 3z — 4),

z—1
1
b) lim ————
e P
3 +5
lim ——
(c) woo 72 + 37 — 4°
2?2 —5r+4
d) lim ——.
(@) lim s
Solucién:
(a)
liml(x2+3x—4) = h'mlx2+3limlx—h'm4
= (limx)2+3limx—lin}4
= 124+3-1-4=0.
(b)
1
1 2
1 = 1 L
oo 22 4 3z — 4 P
22 a2
1
2 0
= Jlim —f 7 =755 -
r T

65
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1 & = I :L’3(1—+—%)
= lim x(1+%) =00.
S+ I-3)

(d) El numerador y el denominador se anulan cuando x toma el valor
1, por lo que debemos tratar de factorizar

, 2?2 —5r+4 ., (r—=1)(xz—4)
lim— = lim
-1 12 — 3x + 2 =1 (z — 1)(x — 2)
, r—4 =3
- glcl—rﬂx—Q_——l_g.

3.2. Calcule

o Vr+l—vVr2+ar+1
hn% . .

Solucién: Usando la igualdad a® —b* = (a —b)(a+b) para transformar
algebraicamente la expresion reacionalizando la expresion:

Vi+l—vVr2+z+1 Ve+l-vVa?+ao+1 (Vo+1+vVa?+a+1)

T T (Vr+1+vVa2+x+1)

r4+1— (22 +2+1)
t(Ve+1+Va2+z+1)
— 2
t(Ve+1+Va2+z+1)
—x

ViFl+vVe2+az+1

Entonces,
, Vr+l—vVa2+r+1 —x 0
lim = lim =—-=0.
z—0 x =0 \/r+1+vVe2+z+1 2
3.3. Calcule
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3.4.

3.5.

Solucién: Usando la férmula a® — b = (a — b)(a® + ab + b*) se puede
racionalizar el numerador:

1-YT—2  1-JT-2 1+¥T—z+YQ-1)?)

3z 3z (1+vV1—x+ /(1 -1)?)
B 1-(1-2)
C 3r(1+VTI—z+ /(A —2)?)
T (It VI—z+ Y12
1

31+ VT —x+ /(1 —2)?)

Por lo tanto,

L-Vi—z _ 1
—_— im = _.
=0 3 =031+ VI—2+ Y1-a)2) 9

Calcule

: 224221
1 sm( 213

lim
T—00 €T

Solucién: Sabemos que la funciéon sin x es acotada entonces la funcion

. <x2+2m—1)
1—sin| ——M—
r+3

1
es acotada y lim — = 0 entonces, tenemos que
r—00 I

oo x242x—1
y 1 —sin ( —13 .

1m = .
r—00 €T

Analizar el limite de la funcién

win

fla) = 28{(a® +1)5 — 25}

cuando x — 00, segun los valores de p.
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3.6.

o {(2? + 1)% -

§3. Limites de Funciones

Solucién: Notemos que

(/22 +1)2 + /22(22 + 1) + V)

wll\.’)
win

23} = a¥{(@® +1)5 — o

S R e R
25 (2% +1 - 2?)
(22 +1)2 \/m2x2+1+\/7
x5 T
V(@2 +1)2 + Y2222 + 1) + Vat z
p=4 1
= €T 3 . = - .
V42 244+ V1 +22+1

W] Wik

Por lo tanto, tenemos que

1
lm f(z) =19 o Sip>4,
0 Sip<4.

Sea f(z) una funcién tal que lim f(x) = co. Hallar

lim {/log(f(x) +1) — v/log[(2)}

Solucién: Usando la idéntidad a? — b* = (a + b)(a — b) obtenemos que:
B _ log(f(z) +1) —logf(= )
VIR 1) - ViRl = e

log (42+)

Viog(f(x) + 1) + /logf(z)

Como
, , flz)+ 1)
hmpxzhmlog( log 1+hm— = log(14+0) =0
Jig plr) = Jimlos { =57 Ty ) e
Y 1
lim g(z) = lim =0
T—00 (@) = T—00 \/log x)+1) +\/logf
Entonces

lim {/log(f(2) +1)=/logf(2)} = lim p(z)q(z) = lim p(x)- lim q() = 0.

T—00 r—00
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3.7. Calcule lim L con n,m € N.

z—1 g™ — 1

Solucion: Notemos que
g™ -1  (r—=1@@" 2" P4 P4 1)
-1  (x—1)(@ a2 22+ 1)
e R o A |
e R s S

Entonces,

™ — 1 R e e i s e
im lim
-1 g — 1 e—l gl 4242 4o+ 1
Il rm 2?4 4 124141 m

I=lp =24 4 124141 n

3.8. Calcule lim( 1 3 )

—1\1—2 1—2a3
Solucién: Notemos que 1 — 23 = (z — 1)(z? + 2 + 1) entonces

1 3 (aP4ax+1)-3
l—z 1-23  (1—-2)(a®+z+1)
4z —2
(1—z)(a®+z+1)
(r—-1)(z+2) T+ 2
(I—2)(2>+z+1) 224z+1"

Entonces,

, 1 3 , r+1 2
lim - = lm—t -z
a—1\1—2 1—23 a—1x2 +x+1 3

3.9. Calcule lim Ve —b—va- b.

T—a x2 — g2

Solucion: Notemos que

Vr—b—+va—10 _ (x —b) — (a—b)
x? —a? (22 —a?)(Vx — b+ Va —D)
- (. —a)(x+a) (Ve —b++Va—Db)
1

(z+a)(vVr—b++a—10)



70

3.10.

3.11.

§3. Limites de Funciones
Entonces,
. Vr—=b—+Va-b 1 1
lim = lim = .
z—a r? — a? v=a (z+a) (Ve —b++va—0b) 4dava—b
Calcule lim i

o—2 (x — 2) cos T

Solucion: Haciendo el cambio de variable ¢ = 2 — 2 si & — 2 entonces
t — 0 y obtenemos

, sin 7z . sin(w(t +2))
lIm ——m— = lim————
v—2 (x — 2) cos T t—0 t cos(m(t + 2))

sin(wt + 2m)

fm
t—0 t cos(mt + 27))
sin(mt) cos(2m) + sin(27) cos(t)
0 t cos(tm + 2m))
sin(7t)
fm
t—0 t cos(tm + 2))

, sin(7t) ) 1
= 7 |lim lim ————
t—0 Tt =0 cos(tm 4 2m)

= (1) #:W

" cos(2m)

En la tercera igualdad hemos usado la idéntidad trigonométrica

sin(a + ) = sin acos 3 + sin 3 cos « .

1
lcule 11 2 4)si .
Cacue;_}n;(x ) sin (:)3—2)

Solucién: Hacemos el cambio de variables © = —— si z — 2 entonces

r—2
u — 0 entonces

lim(x2—4)Sin< ! ) - lim(x—Q)(x+2)Sin<xi2)

r—2 xr — 2 r—

1
= lir%(x +2) - lim(z — 2) sin ( )

z—2 r—2

) 1
= il_)n%(x +2)- }}L% " sin(u)
_ (249) 1m0

u—0

— 4.(1)=4.
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. NP
3.12. Calcule lin% sin(a + ) + Sln(za ) sina. |
r— x

Solucion: Usando que

sin(a + 3) = sin acos § £ sin # cos « .

Tenemos que

sin(a 4+ x) +sin(a —z) = sinacosz +sinx cosa + sinacosz —sinz cosa

= 2sinacosz.

Entonces

. 2sinacosx — 2sina
A = lim
x—0 ;13‘2

2sina(cosz — 1) (cosx + 1)

= lim

=0 2 cosz + 1

. costr—1
= 2sinalim —
2—0 r2(cosx + 1)

. ; sin? z
= —2sinalim —————
z—0 2(cosx + 1)

. , sinx , sinz , 1
= —2sina <hm ) (hm ) <hm 7)
=0 =0 I z—0cosz + 1

= —2sina-(1)-(1)- (%) = —sina.

\/5— v 1+ cosx

sin’

3.13. Calcule lin%
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3.14.

3.15.

§3. Limites de Funciones

Solucion:

- V2 =1+ cosx

y — lm 2 —(1+cosx)

z—0 sin? z w0 gin® (v/2 + /1 + cos )

i 1—cosz 1+ cosx
= lim — :
v=0 sin? 7(v/2 + /T + cosz) 1+cosx
y 1 —cos?z
= lim
z—0 sin® x(v/2 + /1 + cos z)(1 + cos )
, sin? z
= lim

z—0 gin® x(v/2 + /T + cosz)(1 + cos 1)
1
= lim
v—0 (v/2 + /1 + cosz)(1 + cos z)
1

1
V2+vI+D(1+1) 4v2°

100
z —=2xr+1
Calcule lim ————.
eale i s
Solucidon: Note que el denominador y el numerador se anulan en x = 1
entonces ambos son divisibles por (x — 1). En general, se puede de-

mostrar por induccion que:

g"—2r+1=(z—1)@" ' +a2" P+ 2+ -1).

Entonces,
L ozt —2r 41 (e =D(@ + 2B+ 2+ —1)
Iim ———— = lim
e—1 750 — 22 + 1 o=l (z—1)(a® +a¥ + .-+ 2242 -1)

_ h,mx99+:c98+~-~+:c2+:c—1
e A R A |
199 4+1% 4. 412 +1-1 98
4184 1241 -1 48"

Sean z; < x9 las raices de la ecuacién 2% — 2azx + b> =0, con a,b € Rt
y a > b. Determinar los limites:

(a) lim 221
b—a v/a —b
12

(b) 1im 2220
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lm =22 771
(c) bl—I>I¢11 ar, — bxsy

Solucién: Primero notemos que las soluciones de la ecuacién z? —2ax+

b= 0 son:

2 :l:\/42 42
a4 a4 b atVa: -0 =at+(a—0b)(a+Db).

Como z1 < 3 y a,b € RT entonces

rr=a—+/(a—0b)(a+0b), xz3=a++/(a—Db)(a+Db)

Lo — X1

lim =
b—a \/a — b
(b)
_axe — b?
lim

h’ma+ (a—Db)(a+b)—(a—+/(a—0b)(a+D))
b—a a—2b

. 2¢/(a—0b)(a+D)

|

boa va—>b
ll)im2\/a+b:2\/a+a:2\/%.

_ lima(a+ (a—0b)(a+0b)—0?
b=aq(a — +/(a—b)(a+b)) — b
a’? — b+ ay/(a—b)(a+0)
blgllcﬁ—bz—a (a —b)(a+Db)
(la=b)atb)+ay/la—b)lath)
b=a (a —b)(a+b) —ay/(a—b)(a+0b)
V(a—=0b)(a+0b){\/(a—b)a+b)+a}
b—a \/(a —b) a+b){\/a—b)a+b)—a}
. (a—b)(a+b)+
b=a \/(a —b)(a + b) —
\/(a—a)(a—i-a)—l—a a

_ -4 .
Vie—a)(a+a)—a —a
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(c)

. axy — bxry
lim
b—a axr1 — bZUQ

= lim

§3. Limites de Funciones

a(a++/(a—0b)(a+0b)) = bla — /(a—b)(a+b))
b=a a(a — \/(a — b)(a + b)) — bla+ v/(a — b)(a + b))
- a®+ay/(a—b)(a+b) —ab+by/(a—b)(a+b)

e @ —ay@ D@t —ab—byla— bt D
a0 +(a+b)y(a—d)latd)
b=aa(a—b) — (a+0b)\/(a —b)(a+D)
lim\/a—b{a\/a—b+(a+b)\/&—-l-l7}

b—a \/a — b{av/a — b — (a +b)Va + b}
lima\/m+(a+b)\/m
b—aay/a—b— (a+ba+b
ava—a+ (a+a)va+a
ava—a—(a+a)yat+a
2av/2a _
—2av/2a




Capitulo 4

Funciones Continuas

4.1. Sea f: R — R continua tal que

flx+y) = fl@)+ f(y).

Demuestre que f(z) = cx donde ¢ es una constante.

Solucion: Notemos que

f(0)= f(0+0)= f(0)+ f(0), lo que implica f(0)=0.

En general, si n € N entonces

f(n):f(1+1+---—l—1):f(l)+f(1)+---+f(1l=nf(1).

n-veces n- V‘e,CGS

Ahora, calcularemos f(—n), con n € N. f(0) = f(1 —-1) = f(1) +
f(=1) =0, entonces f(—1) = — f(1). Esto nos permite calcular f(—n) =
—nf(1). Notemos que

£1) = f <n%) —nf (%) 1o que implica f (%) Ly

n

, . p
Sea r un numero rac1onal, r = — entonces
q

fr) =1 (Jg) oy (p;) —pf (3) — oS (1) = (1),

Si x es un numero irracional, entonces = es limite de una sucesién de
nimeros racionales:
r=Ilmnr, r,e€Q.
n—oo

75
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4.2.

4.3.

§4. Funciones Continuas

Como f es continua, podemos escribir

f(@) = (Mm ) = i f(r) = lim r (1) = /(1)

n—o0

Por lo tanto, obtenemos que para todo x € R
f(z)=cx, con c= f(1).

Si f:[a,b] — R es continua tal que f(a) < ay f(b) > b entonces existe
c € la,b] tal que f(c) =c.

Solucién: Consideremos la funcion 1 : [a,b] — R definida por

U(r) = fz) -

por ser f y la funcién idéntidad continuas obtenemos que 1 es continua.
Ademas,

¥(a) = fla) —a <0, ¢(b)=f(b)—b>0
entonces
W(a) <0 <(b).
Por el teorema del valor intermedio existe ¢ € [a, b] tal que ¢(c) = 0, es
decir,

fle)—c=0= f(c)=c.

Sea f :]0,1] — R continua. Supongamos que f(z) € Q Vz € [0,1] y
f(1/2) = 1/2. Pruebe que f es constante.

Solucion: Supongamos lo contrario, es decir, que f no es constante,

entonces existe z € [0.1] tal que f(z) # 5 Luego,

£(2) >% o bien f(z) <

N —

1
Supongamos que f(z) > 2 pues el otro caso se prueba analogamente.

Sea w es un numero irracional tal que
1 1
§:f<§) <w < f(z)
. . . 1
entonces por el teorema del valor intermedio existe ¢ € 2’ z| tal que

f(c) = w, lo cual contradice la hipétesis que f toma solamente valores
racionales. Por lo tanto, f(z) = 1/2 para todo z € [0, 1].
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4.4. Calcule a,b de modo la que la funcién

2

x .
V- B
flz) = ar +b si 0<x<2,
r—vr+2
si 2<ux.

Vir+1-3

sea continua en todo punto de su dominio.

Solucién: Como los polinomios y las raices cuadradas son funciones
continuas y ademads la suma, la resta, el producto y cuociente de fun-
ciones continuas es una funcion continua obtenemos que f es continua
en (—00,0), (0,2) y (2,00). Falta analizar la continuidad en los puntos
r=0yx=2

, , 2 Vi+az2+1 2A(V1+a2+1)
lim f(z) = lim : = lim 5
z—0~ z—0~ \/]_—|—[L’2—]_ \/1—}—1’24—1 z—0~ xT
Esto nos dice que la recta y = ax + b debe pasar por el punto (0, 2).
En el punto x = 2 tanto el numerador como el denominador se anu-
lan, una posibilidad de evitar esta indeterminacién es transformar al-

gebraicamente la expresiéon amplicando por las expresiones conjugadas
del numerador y del denominador:

r—vVr+2  r—vVr+2 Viz+1+3 T+ +2
Viz+1-3  Viz+1-3 Viz+1+43 z+V/r+2
(2 = (z +2))(Viz +1+3)

(4 +1) = 9)(z + Vz +2)
(z+2)(z+1)(Viz +1+3)

4z —2)(z + VT +2)

=2

entonces
T —\xr+2 9

w—>2+ \/4:17—l— -3 é

Por esta razém la recta y = ax + b debe pasar por el punto (2, %).
Asi obtenemos que

_ Y%y 22—2: 7
To — X1 2—-0 16’

Por lo tanto, f(z) = 1—761' + 2 sobre [0, 2].
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4.5.

4.6.

§4. Funciones Continuas

Probar que el polinomio p(z) = z* — 23 — 1 tiene a lo mds dos raices

reales. Localice estas raices aproximademente.

Solucidén: Si existen x < y tales que p(z) - (y) < 0 entonces existe
¢ € [z,y] tal que p(c) = 0. En efecto, si p(z) - (y) < 0 entonces

p(z) <0< p(y) obien p(y) <0< p(z)

en cualquiera de los dos casos como los polinomios son funciones contin-
uas por el teorema del valor intermedio existe ¢ € [z, y| tal que p(c) = 0.
Apliquemos este criterio. Notemos que

p(—=1) =1, p(0)=—1, p(1)=—-1, p(2)=7

Entonces entre —1 y 0 y entre 1 y 2 debe haber soluciones de p(z) = 0.
Busquemos la raiz ¢ entre —1 < ¢ < 0, subdiviendiendo sucesivamente
el intervalo en dos partes y quedandonos con el intervalo en donde la
funcién p tiene un cambio de signo.

p(—=0,5)=—0,8125 = —1<c<—0,5,
p(—=0,75) = —0,2616 = —1<c< —0,75,
p(—0,8) = —0,0784 = —1l<c<—0,8,
p(—0,9)=0,3851 = —0,9<c<—0,8,
p(—0,85) =0,1361 = —0,85<c<0,8,
p(—0,83) =0,0463 = —0,83<c< —0,8.

Podemos seguir si queremos una aproximacién mayor, concluimos que
existe ¢ = —0,815 tal que p(c) = 0. De manera similar, encontramos
que ¢ = 1,3084 tal que p(c) = 0.

Sea f :[0,1] — R continua tal que f(0) = f(1). Pruebe que existe
c €10,1] tal que f(c) = flc+1/2).

Solucién: Consideremos ¢ : [0,1/2] — R definida por

plr) = flx +1/2) = f(x)

por ser f continua entonces ¢ es continua y ademéds

0(0) +¢(1/2) = f(1/2) = f(0) + f(1) = f(1/2) = 0.

Supongamos que ¢(0) < ¢(1/2) (si ¢(0) > ¢(1/2) se procede de forma
similar) entonces

p(0) + ¢(1/2)

5 =0 <p(1/2).

©(0) <
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Por el teorema del valor intermedio existe ¢ € [0,1/2] tal que ¢(c) =0,
es decir, f(c) = f(c+1/2).

4.7. Sea f:R —{1,4} — R definida por

_:E2+1+at3+1
-1 x—4-

f(x)

a) Estudie la continuidad de f en su dominio. Justifique.
b) ;Es posible definir f en 1y 4 de modo que sea continua?
c¢) Pruebe que existe xy € [2, 3] tal que f(x¢) = 0.

d) Demuestre que [—23, 3] C f([2,3]).

Solucion:

a) En Dom(f) = R — {1,4} las funciones ££! y 241 son racionales

bien definidas (denominador no nulo) y por lo tanto son continuas.
Luego, f es suma de funciones continuas y por lo tanto es continua
en R —{1,4}.

b) Note que tanto en = 1 como en x = 4 se tiene que

lim f(x) = +o0, h’Ir}1 f(z) = £o0.

rz—1
Luego, NO es posible definir f en 1y 4 para que sea continua por
la inexistencia de los limites.

c) Se sabe que f es continua en [2,3] C Dom(f). Ademas,
1
f(3):—23<0<§:f(2).

Por el teorema del valor intermedio existe o € [2,3] tal que
d) Como f(2) =3y f(3) = —23 entonces [—23, 3] = [f(3), f(2)]. Sea
d € [—23, 5] entonces d € [f(3), f(2)]. Entonces por la continuidad
de f y en virtud del teorema del valor intermedio existe zq € [2, 3]

tal que f(xg) = d. Pero f(zo) € f([2,3]). Asi, f(zo) =d € f([2,3])
por lo tanto [—23, 3] C f([2,3]).

4.8. Sean f, g : [a,b] — R funciones continuas y tales que
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4.9.

§4. Funciones Continuas

Pruebe que existe zy € [a,b] tal que f(zg) = —g(zo) y para f(z) =
(r —a)"y g(xr) = —(b—x)" con n € N, verifique que se cumplen las
hipétesis anteriores y calcule, para esto caso, el valor de zq € [a, b].

Solucién: Definamos la funcién 1 : [a, ] — R por
U(x) = fx) +g(z)
por ser f y g continuas se concluye que v es continua. Notemos que
v(a) = fla)+gla) = fla) = f(b),
() = f(b) +9(b) = f(b) = f(a).

Entonces, 1 (a)y(b) = —(f(a) — f(b))? < 0, entonces la funcién cambia
de signo, es decir,

¥(a) <0 <(b) obien 1(b) <0 <(a)

en cualquiera de los dos casos por el teorema del valor intermedio existe

xo € |a,b] tal que ¥(zg) = 0, es decir, f(z¢) = —g(zo) como queriamos
probar. Por otro lado,
f(a’):(a’_a)nzoa f(b):(b_a)n>
@) =G0y, B =(-b" =0

entonces se verifica que

fla) = —g(b) =0, f(b) = —g(a) = (b—a)"
de lo anterior existe xy € [a, b] tal que f(x¢) = —g(zo)
f(zo) = —g(xo) = (x—ag)" = (b—x0)"
= Tg—a= b— o
a+b
2

= Xg =
Sea f(r) = 23 — 2% + x demuestre que existe 7o € R tal que f(zg) = 7.

Solucién: Podemos considerar ¢ : [a,b] — R dada por
¢(x) = flz) —m
entonces ¢ es continua y satisface
$(0)=—7<0<6=09(2)

entonces por el teorema del valor intermedio existe xy € [0, 2] tal que
¢(xg) = 0 o equivalentemente f(xg) = 7.
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4.10. Considere la funcién f: R — R definida mediante

sin((1 — a)z)

six <0,
x
f(z) = blr—a)? si0<z<1,
sin(a(x — 1)) G,
log x

donde a,b € R con a # 0, a # 1. Analice la continuidad de la funcion.

Solucidn: La funcién f es continua en los intervalos (—oo,0) U (0,1) U
(1, 00) ya que en cada uno de éstos se puede aplicar los teoremas de élge-
bra y composicién de funciones continuas. Sélo es necesario observar que
en (—o0,0) la funcién M es continua puesto que el denominador
no se anula, lo mismo ocurre con S22Z=D) o ¢] intervalo (1, 00).
Para estudiar la continuidad en 0 conviene calcular los limites laterales
de f en este punto. Utilizando la definicién de f y la hipdtesis a # 1

podemos escribir

lim f(z) = lim sin(l — a)z)

r—0~ z—0~ X
., sin((1 —a)x)
B mligl* (1—a)x (1-a)
= 1l—-a.

Por otro lado,

, Y N2 2
xlir(r)l+ flz) = xli)lr(r)l+ b(x —a)” = ba” .

Ahora bien f es continua en 0 siy sélosi lim f(z) = lim+ f(z) = £(0),
z—0~ z—0
es decir, si

1—a=ba*.
Calculemos los limites laterales de f en 1:

sin(a(z — 1))

xlilﬁ flz) = mlir{l+ log x
— m sin(a(x — 1)) a(z—1)
amtr a(r—1) log x

Haciendo el cambio de variables 2z = 2 — 1 entonces cuando x — 17 se
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§4. Funciones Continuas

tiene que z — 07 y luego

sin(az) az
Ii§ = I :
xir%r f(x) zigl+ az lOg(Z + 1)
— ( yim sin(az) lim az
z—0t az z—0~ log(z + ].)
az

lim ———.
i log(z + 1)

Haciendo el cambio z = % entonces cuando z — 07 se tiene que n — 00,
luego

log(1 1 1\"
TG ) R PR (1 + —) — 1fm log (1 + —)
z—0t z n—00 n n—00 n
. 1\"
= log(hm <1+—) ) =log(e) =1.
n—oo n
Por lo tanto,
) L az L a B a B
;plir% fx) = zE%l+ log(z+1) mll>r(l)1+ log(1+2) lim log(1+2) ¢
z z—07t z

Finalmente la continuidad de f en 1 es equivalente a lim f(x) =

r—1—

lm, f(z) = f(1), lo que es equivalente a
z—1

bl—-a)*=a.

Por lo tanto, para garantizar la continuidad de f debemos buscar a # 0,
a # 1 tales que
l—a=0bd®, bl-a)’=a.

Reemplazando la primera de las ecuaciones en la segunda obtenemos
que
b(l1 —a)® =a= bba®) =a=ba'=a

dividiendo por a que suponemos distinto de cero por hipdtesis se tiene
A =1=a=1

volviendo a la primera ecuacién

1
1—a:ba2:>1—a:(ba)a:>1—a:a:>a:§, b=2.



Capitulo 5

Derivadas

5.1. Calcule por definicion las derivadas de las siguientes funciones

(a) f(z) =+/coszenz =0,
(b) f(x) =+2rx—1enx =05,

(¢) f(z)=logz en z = a.

Solucion:

(a) Por defincién de la deriva obtenemos que

f(0) =

— v/ -1
tim L0 SO0 Veosz 21
x—0 xr — 0 z—0 x
. yJecosx—1 y/cosx +1
lim :
z—0 x Vveosz 41

i cosz — 1 cosT + 1
fm .

2—0 x(y/cosz +1) cosz+1
, cos’x —1

lim

2—0 z(y/cosx + 1)(cosz + 1)

2
— i

sin“ x

20 x(y/cosx + 1)(cosx + 1)

sin x

i sinx I

— | lim - lim

2—0 z—0 (y/cosz + 1)(cosz + 1)
—(1)- —==0.
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§5. Derivadas

£y = W =I6) g, V173

r—5 xr — r—5 [)j'—5
) (2 —1)—9

= lim
v=5 (z — 5)(yv/2z — 1+ 3)
, 2(z —5)

= lim
v=5 (z —5)(v/2z — 1+ 3)

2

pum 1/
o5 2 — 143

_ 2 1

343 3

Fla) = tim @D =I@) _ g, Jogw ~loga

r—a Tr— a r—a Tr—a

log (x)

. 1

::m—ALam< )m@)
r—a T — Qa x—a \ T — Q a

1
= lim log <§> .
a

r—a

Haciendo el cambio de variable n = 1/(z — a) tenemos que cuando
xr — a entonces n — oo. Despejando obtenemos que

na + 1
n = snr—no=1=nr=na+1=x= .
r—a n
Entonces,
1\" 1 "
f'(a) = lim log <na - ) = lim log <1 + ﬂ)
n—oo na n— o0 n

= log ( lim (1 + 1/_0,) ) = log(el/a) — 1
n—00 n a

5.2. Derive las funciones

(a) fz) = (x+1)*(z - 3)°,
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i

x_
x 4+

Y

ot

1+sinx

(€) x) 1 —sinz’

(f) r(x) =log(x + V1 + x2).

(d) k(x) =

Solucion:

(a) Derivamos usando la regla de derivacién para el producto de fun-
ciones

fl(x) = (%(x+1)2) (x —3)° + (z + 1) (%(x—B)S)
= 2x+1)(z—=3°+ (x+1)?-5(x —3)*
= (z+ 1D (x—3)"2(x —3) +5(x +1)]
= (z+1D(x—-3)* 7z —1)

(b) Usando la regla de la cadena, para la composicién de funciones,
junto con

g'(z) = %(xul)%—l(%(xul))

1 T
= ——— 21 = .
2V +1 2 +1

(c¢) Usando la regla de derivacién para el producto de funciones y la
regla de la cadena obtenemos que

dz dz
1 i1 d 9
= 0-\/1—x2+§(1—x)2 | —(1—=2%)

1 T

- ==

hi(z) = (i(l))mﬂ- <iM)

Wil—22

(d) Usando la regla de derivacién para el cuociente de dos funciones
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§5. Derivadas

junto con la regla de la cadena obtenemos

(%\/x—5)\/x+5—\/x—5(%\/m)
(V& +5)?

- (xi5>~<2\/93175\/x+5—\/x—572\/;?)
1 (x +5) — (x—5)

(r+5) 2Vz -5z +5
10 5

2Vr —5-(x+5)32 o —5-(v+5)32]

k'(x)

(e) Usando la regla de derivacién para el cuociente de funciones, la regla
de la cadena y sabiendo que

d .
—sinx = cosx ,

dx

d
(di\/l +Sinx) VI—snz—Itsnz- <—\/1 sz
X

dz
(v1—sinz)?

1 1 d
= = (1 + s V1 —sinz—
1 —sinz <2\/1+sin:): <dx< +sm:c)) i

1 d

Vitsmo—— [ —(1—si

smx2m <d9:( smx)))
1 (\/1—8111.1’ V1+sinz )

= . —— . cost — ———— - (—cos 1)

1 —sinz \2¢/1 +sinx 2y/1—sinz
B 1 ((1—sin:c)cosx+(1+sinx)cosx)
~ 1l—sinz 2v/1 +sinzy/1 —sinz

B 1 < 2cos T )
~ 1-sinz \2v/1 +sinzV1 —sinx
cosw

2¢/1+sinz - (1 —sinz)3/2

(f) Usando la regla de la cadena y usando que

d
—logz = —,
x

dx
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r'(z) =

VT

i
NW(CZ(HM))

=)

1—|—:B2>

Vi+a?+z
V14 a?

x+\/1+x2
1

_|_

:1:+\/1+x2

(
(
- Hm(l
(
(

+

+

1
:1:+\/1+x2

:1:+\/1+x2

\/1+:)32

5.3. Sean f, g : [a,b] — R derivables. Pruebe que si f'(z) = ¢'(x) entonces
f(z) = g(x) + ¢ donde ¢ es una constante.

Solucidén: Considere la funcién ¢ : [a,b] — R definida por

p(z) = f(z) —g(z).

Por ser f y g funciones diferenciables entonces ¢ es diferenciable. Note
que

p'(x) =f'(2) —g'(x) =0.
Sabemos que toda funcién diferenciable es continua. Afirmamos que
¢(z) = ¢ para todo = € [a,b], donde ¢ es una constante. En efecto,
dados x,y € [a, b] arbitrarios entonces la pendiente de la recta que pasa

por los puntos (z,¢(x)) y (y,0(y)) es
o(x) — w(y)
T —y

como la funcién ¢ es continua existe necesariamene ¢ € [x,y] tal que

iy p@) —ely)
@ (C)—ix_y :

Entonces,

o) =) =¢'(c)(x—y)=0, Va,yclab

entonces ¢(x) = ¢(y) para todo z,y € [a,b], luego ¢ es una funcién
constante. De lo que se concluye que

p(x) =c= flz) = g(x) +c
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5.4.

5.5.

§5. Derivadas

Note que el reciproco de este problema también es verdadero, si f(z) =
g(z) + c entonces f'(x) = g'(x).

Demostrar que

f(z) = log Gti) 9@ = <1a++ag;>

tienen la misma derivada.

Solucidén: Para resolver este problema podemos derivar ambas fun-
ciones y obtener mediante simplificacion algebraica que ambas funciones
son iguales, proponemos que este método lo haga el lector para familiar-
izarse con la derivacion. Intentaremos mostrar que las funciones difieren
de una constante y por lo tanto poseen la misma derivada. Notemos que

g(z) =

<a+x)
14+ —
f a—+x 10 1+ ax
1+ax & 1_ a+zx

14+ ax

_ (Haﬁm&”) g (Lt )
og

1+ az) — (a+x) (14 az) — (a+x)
1+ax

+a+x(1l+a) )
a—x(l—a))

i s\

Eﬁzi ) e (i) e ()
(1 +Z)) ()

es decir, g(x) = f(z) + ¢ donde ¢ = log (?
lo tanto, f'(z) = g'(x).

Derivar las siguientes funciones

@ 0= ()

) es una constante. Por

a+ bx™

sinxz — xcosx

(b) g(x) =

cosT —xsinz’
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(¢) h(z) = %

Solucion:

(a) Usando la regla de la cadena y la regla de derivacién para el cuo-
ciente de dos funciones obtenemos

, a—b"\"" d [a—ba"
i) = mt(a—i—bx") '%<a+bx“)

o (a — bx")m_l _ —nba" " - (a +ba") — (a — ba")(nba" ")
a+ bxn (@ + baxm)?

o (a — bx")m_l —nabz"! — et — naba ! + nb?a? !
a+ ba" (a + bxm)?
a—br"\""" —2nabz"

- (a—i—bx") (a+ ban)?

_ 2mnabz™ ' (a — ba™)" !

- (a + bzm)m+1

(b) Usando la regla de derivacion para el cuociente de dos funciones y
usando que

—sinx =cosxr, —cCOST = —sinzT.

dx dx
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1
g'(x) = (cosz — zsna)? <%(sinx —xcosz) - (cosx — rsinz)—

sinz —xcosx) - —(cosx —xsinx
( )2 )

1 d .
= 5 cosx—%(xcosx) - (cosz — xsinz)—

(cosz — xsinx)

oo (o~ ein)
1
— (o Sn ) ((cosz — (cosx — xsinz)) - (cosx — rsinxz)—
T —xsinx

(sinz —zcosx) - (=sinz — (sinz + xcosz)))
1 ‘ ‘
N (cosx — wsinx)? (zsinz) - (cosz — zsing) —

(sinz —xcosx) - (—2sinx — xcosx))
1 . 2
= (rsinxcosx —x

L2
(cosz — xsinx)? S

2sin® 2 — xcoszsinx — 2% cos® )

2sin? x — 22

(cosx — xsinx)?

(c) Usando que

d—em =e',
b
h'(z) = el —(e—l)-(e3 +1)—(e—1)-—(63 +1)
(e +1) dx dx
e (e 1) — (e" — 1) - (3e)
B (e3 +1)2
B 6432 + e — 36432 + 36332
o (63:(: + 1)2
B —2e* | 3e3% 4 e”
N (e3 +1)2

5.6. Derivar aplicando derivacion logaritmica

(a) fla)=a"",
(b) glz) = a5i0° 2,
(

3r —2)(2xr — 3)cosx
() hiz) = (bx +7)logx
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Solucion:

(a)

Notemos que
log f(z) = log(z*)* = xloga® = 2* log x .

Entonces derivando a ambos lados de la igualdad obtenemos que
1
f(z)

Por lo tanto,

1
f'(x) = 2xlogx + 2? - o= 2xlogx + .

() = 2zxlogx + _ 2rxlogx + .

Notemos que

.9
log g(z) = log 2™ ¥ = sin*zlogx .

Derivando a ambos lados de la igualdad obtenemos que
1
—— - f'(z) = 2sinxzcosxlogx +sin®x - — .
/(@) x

Por lo tanto,

22 sin x cos x log = + sin® x

fi(x) =

i 2
I'Z’Sln T

Notemos que

3 —2)(2x — 3)cosw
logh(z) = log <( (Sx)—(i- 7) log)x )
= log((3z — 2)(2z — 3) cosz) — log((hx + 7) log x)
= log(3z — 2) + log(2x — 3) + log(cosx) —
log(bx + 7) — log(log x) .

Derivando a ambos lados de la igualdad obtenemos

1 h(x) 3 N 2 +—sin:5 5 1/z
——h'(z) = — - .
h(z) 3r—2 22—-3 cosx Sr+T7 logx

Por lo tanto,

h'(z) =

1

(3z — 2)(2z — 3) cos x 3 2 sing 5
(5x 4+ 7) logx

3x—2+2:£—3 cos:c_5:E—|—7_:Elogx

)
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e — 1

5.7. Sea ¢(r) = — 1
e xr
ecuacién de la recta tangente al grafico de ¥ que se paralela a la recta
3r—4y —12=0.

. Demuestre que ¢'(x) = 1 — ¢ (z)?. Determine la

Solucién: Notemos que

, o 2eP(eF 4 1) — (e —1)(2e*)  4e*
Viw) = (e2* +1)2 (24 1)2
B (6232 _ 1)2 B (62m + 1)2 _ (6232 _ 1)2 B 46232
L=00) = - @ T T @ @

3
Observe que la pendiente de la recta 3z — 4y — 12 =0 es i Queremos

hallar los puntos en el gréfico de ¢ que tienen pendiente 3/4, usando la
idéntidad demostrada tomando y = v(z) obtenemos la condicién

3 1 1 1
/:—:1—2 2—— _— — — —= .
V=7 y=y =Yg y+2 0

— = =¥ 41 =2e*" -2
STyl ¢ TiTe

1
iy=3
1

= 62””:3:>2x:log3:>x:§log3

= z=logV3.

Por lo tanto en x = log v/3 la recta tangente al grafico de ¢ es paralela
a la recta 3v — 4y — 12 = 0.

5.8. Pruebe que si f : [a,b] — R satisface que
|f(x) — fly)] <cle —y|¥, Va,y€ lab

con o > 1y c€R, entonces f es constante.

Solucidon: Sabemos que
- f(@) = fy)
"(y) =1
fly) = lim ——"— )

entonces usando la desigualdad de la hipdtesis obtenemos

S PN VA Rl )] e P el I PPN R
2 el e ooyl e
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Note que el limite anterior es cero pues a — 1 > 0.
Por lo tanto, |f'(y)| < 0lo que implica que f'(y) = 0 para todo y € [a, b]
si y sélo si f es constante en [a, b].

5.9. Si f: R — R es k-veces diferenciable y
f(tx) = tF f(2), Vt,xzeR.
Pruebe que existe ¢ € R tal que f(z) = cz*.

Solucion: Derivamos la idéntidad de la hipdtesis con respecto al parametro
t y obtenemos

fl(tx) o= kt" 1 f(x).
Si derivamos la tltima igualdad con respecto al parametro ¢ obtenemos
fr(tx) - 2® = k(k — 1)t 2 f(z).
Si volvemos a derivar con respecto al parametro t se obtiene

Frtr) - a® = k(k — 1)(k — 2)t* 3 f(x) .

Procediendo inductivamente se observa que si la idéntidad se deriva
k-veces se obtiene la igualdad

B (tx) - a* = k1 (o)
es decir, obtenemos que para todo z,t € R

_f(k)(m) k
= z" .

f(z)
En particular, si ¢ = 0 se obtiene finalmente que

(k)
IO

f ()

como queriamos probar.

5.10. Sea f : [a,b] — R diferenciable. Si existe k € R tal que
[f'(@) <k, Vaelal)

entonces
|f(:)3)—f(y)|§k|x—y| VJT,yG[CL,b].
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5.11.

§5. Derivadas

Solucion: Usando el Teorema del Valor Medio se establece que para
todo z,y € [a,b] existe xy € (y,x) tal que

entonces

|f (@) = F)l = [f (@)l - [# —y| < klz —y|.
Calcular aproximadamente +/304.

Soluciéon: Como aplicaciéon del Teorema del Valor Medio es posible
aproximar la raiz cuadrada de 304. Considere la funcién f : [289, 304] —
R dada por f(z) = y/x, como f es diferenciable entonces existe zo €
(289, 304) tal que

f(304) — £(289) /304 — 17

/ _ —
fn) =" =~ 15
1
Ademds f'(xg) = N con lo cual obtenemos la igualdad
15
Tg=——+17—.
Vo 2(v/304 — 17)

Por otro lado, la funcién f es creciente entonces como xy € (289,304)
entonces

17=v289 < /1y < V304 < V324 =18 = 17<+/z, <18

= 17< 15 <18 = 172 _ 1 L 18-2
~ 2(v/304—17) 15 — \/304—17 — 15
15 15
< — < -
= 18_2_\/304 17_17_2
15 15
2 17 <VB0A< —— 41
= ot 7< 30_17‘2+7

= 17,416 < v304 < 17,441 .

5.12. Usando el Teorema del Valor Medio, demestre que

a) —x < sinz < x para todo = > 0.



Céalculo I - Rodrigo Vargas 95

b) Si a > 1 entonces

14+x)*>14ax, VYz>0.

Solucion:

a) Consideremos la funcién f : [0,2] — R definida por f(z) = sinz
entonces por el teorema del valor medio existe xy € (0, ) tal que
x)— f(0 sin x
oy H@ =10

r—0 T

como f'(xg) = cos xg obtenemos sin x = x cos xy. Sabemos que —1 <
cosxg < 1 entonces —x < xcosxg < x, por lo tanto

—x<ginx <z Vax>0.

b) Consideremos la funcién f : [0,z] — R definida por f(z) = (1 + z)®
entonces por el teorema del valor medio existe xy € (0, ) tal que
flx) = fO0) _ (A+2)*-1

a(l+20)* ' = f(x0) = e ”

Ahora, como x5 > 0y o — 1 > 0 entonces (1+ zg)ae — 1 > 1. Por lo
tanto,
(1+2)" -1
T
=1+2)*-1>2ar=(1+2)*>1+azx.

=a(l+z)* "' >«

5.13. Sea f : R —[0,1) — R definida por f(z) = v/1—2z~!. Encuentre
(f=)'(v)-

Solucion: Notemos que

y=VI—T T == —
1—92
, 1 1
Como f'(x) = W=t '3 # 0 entonces
NIV 1 B 2 B 2y
VW= ) T (T
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5.14. Sea f : [1,4] — R derivable en (1,4). Suponga que
If ()| <4, Vaxell4].
Demostrar que
IF(1) = f4)] < 12.
Solucién: Por el Teorema del Valor Medio tenemos que existe ¢ € (1,4)

tal que
fA)—f1) _ f@)—-fQ)
4—1 3

fl(e) =
entonces

1F(1) = F(4)| =3|f'(c)) <3-4=12.

5.15. Deduzca una férmula para la derivada de las siguientes funciones

a) y = arcsin(z) : [-1,1] — [-F, 5],
b) y = arccos(x) : [-1,1] — [0, 7],
¢) y = arctan(z) : R — (=%, 5).

Solucidn:

a) Como la derivada del sin x es la funcién cos x, que es distinta de cero
en (—g, g), podemos aplicar el teorema de la funcién inversa, que
nos asegura la existencia de la derivada y nos dice como calcularla:

Yy = arcsinx <= x = siny

entonces
, 1 1 1

y = = - .
cosy  /1—sin’y VI1-—2a?

ol

8

+

ol

Grafico de f(z) = arcsinx
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b) Notemos que
Y = arccosT <= T = CoS T .

Nuevamente se satisfacen las hipdtesis del teorema de la funcion
inversa y tenemos:

1 1 1

/

y:— - = — = = .
smy V1 —cos?y V1—a?

Y

T +

8

Grafico de f(z) = arccosx

¢) Notemos que
y = arctanz <= x = tany .

En virtud del teorema de la funcién inversa, tenemos:

, 1L 1 1
sec2y  14tan’y 1422
Y
T
x
—

Grafico de f(z) = arctanz

5.16. Considere
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5.17.

§5. Derivadas

Pruebe que f es diferenciable en x # 0 y que f no tiene derivada en
x=0.

Solucién: En x # 0 se cumple que f es diferenciable por ser producto
y composicién de funciones diferenciable. Para calcular f’ utilizamos
regla de derivacién:

1 1\’
f'(z) = sin <—) +z <sin <—))
T T
n(5) e () (G)
= sm|— | +xcos|— —
T T T
n(2)-(2)
= gin|{—| —cos{—)-—.
T T T
Para x = 0 utilizamos la definiciéon de derivada se tiene

i 7@ = FO) _ | @sin(3)

. 1
im——"——2%=1im —% = limsin | — ,
x—0 xr — 0 z—0 €x x—0 €x

pero este limite no existe, entonces f no es diferenciable en = 0.

Sea f : [a,b] — R diferenciable con 0 < a < by que satisface

fla) = f(b) =0.

Pruebe que existe ¢ € (a,b) tal que la tangente a f en el punto ¢ pasa
por el origen.

Solucion: Sabemos que la recta tangente al grafico de f en un punto ¢
es:

y=1fle)=f"(c) c+b.
Si queremos que la recta pase por el origen debemos tener que b = 0,
es decir, debemos demostrar que existe ¢ € (a, b) tal que

fle)=f'(e)-c
o equivalentemente que existe ¢ € (a,b) tal que
f(e)
! _ 7
fley=1.

Para esto, consideremos la funcién ¢ : [a,b] — R definida mediante
_ f(=)
g(z) ==
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la cual es diferenciable debido a que f lo es y  # 0 en [a,b] y sabe-
mos que el cuociente de funciones diferenciables es diferenciable. Por el
Teorema del Valor Medio existe ¢ € (a,b) tal que

g(b) —g(a)

=0.
b—a

g9'(c) =
La tdltima igualdad la obtuvimos debido a la definicién de g junto a que
f(a) = f(b) = 0. Usando la regla de la derivacién para el cuociente de
funciones obtenemos la derivada de la funciéon g en el punto z = ¢:

flc)-c— flc
FRNSACEEI(C)
Entonces, se obtiene que
/ (C)'Cz_f(c> —0= f(c) :M
c c
como queriamos demostrar.
Y
f(c)
|
|
|
|
|
|
|
' x
a c b

5.18. Demuestre usando el Teorema del valor medio que

xxlgln(l—i-x)gx Ve>0.

Solucidén: Consideremos la funcién f : [0, 2] — R definida por
f(t)=In(1+1¢).
Por el Teorema del Valor Medio existe £ € (0, x) entonces

£1(6) = f(x) — f(0) _ In(1 + z) —In(1) _ In(1+ x) ‘

z—0 T x
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Ademas, derivando la funciéon f obtenemos

1

f/(ﬁ)zl—%-

Notemos que, como 0 < £ < x entonces

1 1 1
< —<1 = < f'! <1
1+~ 14+& 1+x_f(§)_
1 Sln(1+x)§1.
1+« T

Por lo tanto, multiplicando por z la ultima desigualdad se obtiene

x
z+1

<In(l+x)<=z.

5.19. Calcule ¢/(z) e y"(x) si

a) xy® + 2zy = sinx,

b) yoz? + sin(y?)r = 2.
Solucién:

a) Derivando implicitamente la igualdad obtenemos que

v+ 3xy?y’ + 2y + 22y’ = cosx

= o' (3zy® +22) = cosx —y* — 2y
— 3
Derivando nuevamente se obtiene que
S = (—sinx — 3y%y’ — 2y")(3xy? + 2z) — (cosw — > — 2y)(6zyy’ + 2)

(3zy? + 2x)?
" —xrsinz(3y? + 2) — 2(cosz — y* — 2y)

Yy = x2(3y2 + 2)2
—y 2(3y* = 2)(3y” + 2) + bxy(cosz — y* — 2y)
7?(3y* + 2)
" —zsinz(3y* + 2) — 2(cosx — y* — 2y)
y =

22(3y? + 2)?
_ (cosx — 3 —2y\ [ (3y? —2)(3y* +2) + 6y(cosx — y° — 2y)
(3y? +2) x(3y? + 2)? '
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b) Derivando implicitamente obtenemos
5yty/x? + 2y°x + cos(y?)2yy'z + sin(y?) = 2
= o/ (5y*z® + 2wy cos(y?)) = 2 — 2xy° — sin(y?)
2 — 2xy® — sin(y?)
zy(5y3z 4 2 cos(y?))

= 9y =

La derivada y” queda como ejercicio para el lector.

5.20. Probar que f(x) = x® — 3z + b no puede tener més de una raiz en [-1,1]

5.21.

para todo b.

Solucion: Notemos que
f/(r) =32 -3

entonces f'(z) =0 < x = £1. Como f(0) = —3 < 0 entonces la funcién
f es decreciente en [—1, 1]. Luego posee a lo més un cero en [-1,1]. De
lo contrario la funcién no seria decreciente.

Pruebe que z* + ax? — b tiene exactamente dos raices reales para todo
a, b reales positivos.

Solucién: Sea f(z) = x* + ax® — b y note que f(z) = f(—z). Siempre
es posible encontrar zy € R tal que x{ + az? > b entonces

f(=zo) = f(xg) >0 y f(0)=-b<0

Por el Teorema del Valor Intermedio, existe ¢q € (—xg,0) vy ¢; € (0, x0)
tal que

flco) =0, f(c1)=0.
Supongamos que existe otra raiz, es decir, que existe ¢ tal que f(cz) =0
entonces

flco) = fler) = f(ea).
Por el teorema de Rolle existe dy € (co,c1) v do € (c1,¢2) tal que

fi(dy) = f'(d2) =0,

pero la derivada se anula solo una vez, ya que f'(r) = 2x(22* + a) =
0 x=002*= —a/2 <0 como la tltima ecuacién no tiene raices
reales se establece que

f(z)=0&2=0.

Por lo tanto, f solo posee dos raices reales.
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Capitulo 6

Formula de Taylor y
Aplicaciones de la Derivada

6.1. Demuestre que de todos los rectangulos con diagonal dada d = 1, el que
tiene mayor area, es el cuadrado.

Solucion:

T

Rectangulo

Tenemos que la funcién area esta dada en términos de las dimensiones
del rectangulo de ancho x y largo y entonces

Alw,y)=z-y.
Por el teorema del Pitagoras
2 yt=1

entonces y = ++/1 — 22 como las distancias no son negativas entonces
y = 1 —22. Luego, nuestra funcién area nos queda en términos de

una sola variable:
Alz) =2 -V1—2a2.

103
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6.2.

§6. Formula de Taylor y Aplicaciones de la Derivada

Para obtener el méximo de esta funcién debemos hallar su derivada

Al(x) =V1—a2 + Wins w(—m = V1—a?— —

los puntos candidatos a ser médximos o minimos relativos son aquellos
puntos en los cuales A'(x) = 0, es decir,

2
1

\/1—x2:x7:>1—x2:3:2:>x =+—

1 — 22 0 V2

nos quedams con la solucién positiva en vista que no existe distancias
negativas, entonces xy = 1/ V2 es candidato a ser méximo o minimo
relativo, para distinguir usamos el siguiente criterio:

Si A"(z9) > 0= 1y es un minimo .

Si A"(xg) < 0= 20 es un maximo .

Derivando obtenemos

3

x
2T — a2 4+
A'(z) = —x Vi—22 x 2 — a3

T -2 1— 22 \/1—552_(1—3:7')3/2

es un maximo

1
A”(—):—4<O:>a:0:

V2
yQZ\/l—[L’%:

y notemos que
luego, el mayor area es un cuadrado.

1
V2

Sl

Al atardecer, las vacas entran a un corral por una puerta ubicada en el
punto A, luego se dirigen automéaticamente a un estero a tomar agua.
El estero sirve como limite del canal. Después se dirigen a la puerta
del establo, ubicado en B. Una vaca muy perezosa y, por lo tanto, in-
teligente, quiso minimizar el niimero de pasos deberia efectuar para ir
primero al estero, beber agua y entrar al establo a dormir. ;Cuél es la
respuesta que obtuvo la vaca?

Solucidn:
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Aqui vive la vaca perezosa

El estero esta sobre una recta que tomaremos como el eje X; el eje Y
como la perpendicular de A al eje X. Llamaremos P = (z,0) el punto
en el estero en el cual deberia beber agua la vaca para minimizar el
nimero de pasos.

P = (z,0) ¢

Situacion Geométrica

Sean A = (0,a), B = (¢,b) entonces
s(x) = |AP| + |PB| = Va2 + a® + \/(c — )% 4 12

para hallar donde s es minima, la vaca procedié de la siguiente manera:

s'(x)

T cC—

T Valta Vie—z)2 4+
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6.3.

§6. Formula de Taylor y Aplicaciones de la Derivada

Luego, la vaca busco los puntos en donde la derivada es cero, que son
los puntos candidatos a ser maximos o minimos locales

s'(r) =0 < ‘ = i
Vaz+a® /(e — )2 + 12

elevando al cuadrado la vaca obtuvo:

(e — 2)* + %] = (c — 2)*(2* + a®)

la vaca cancelo z%(c — x)? de ambos lados de la expresién y obtuvo
b’z? = a*(c — x)* luego bz = +a(c— z). Por lo tanto, la vaca, obtuvo el

punto
ac

a+b
Para saber si este punto es maximo o minimo la vaca sabia bien el
criterio con la segunda deriva, asi que volvio a derivar, obteniendo

a? b?
s'(x) = (22 + a2)2/ + [(c— 2)2 + b2

g =

la vaca inmediatamente se dio cuenta que esta derivada es siempre pos-
itiva, por lo que no perdio el tiempo evaluando en el punto que habia

hallado. Por lo tanto, s tiene un minimo en x5 = ——. La vaca, se dio

+b

cuenta que este problema es un problema geometrico y observo que si
a 'y (3 son los dngulos indicados en la figura, entonces
x c—x

COSQ = ———— y cosa =

Va2 + a? (c—x)? 4 b2

por lo tanto la ecuacién s'(x) = 0 se convierte en cosa = cos 3, como
a v (3 son angulos agudos, la tnica solucion es a = (3. Luego, la vaca se
dirigié a beber agua a un punto P en la orilla del estero, sabiendo que
éste forma angulos iguales con las rectas que van de P a la puerta A
y la puerta B. En la actualidad la vaca se dedica a usar este principio
ganando apuestas en su mesa favorita, la mesa de pool.

Analizar el comportamiento de la funcién

()

o
o241

Solucion: Como el denominador nunca se anula tenemos que el dominio
de f es R.
fx)=0<=2=0
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luego en x = 0 el grafico corta al eje x.
flz)>0<—=2>0.

Por tanto f es positiva para valores positivos de z y es negativa para
valores negativos de .

() (22 +1) — z(22) 1—2?
x) = = .
(22 + 1) (z2 + 1)
Luego, f'(x) = 0 <= x = +1. Como f’ es continua, para conocer su
signo basta calcular su valor en un punto de cada intervalo: (—oo, —1),

(—1,1), (1, 00). Tenemos que: f'(=2) = f'(2) <0, f/(0) =1> 0.

NN

—00 +00

Crecimiento de la curva

Esto nos dice que en el punto x = —1 la funcién tiene un minimo y en
x =1 la funcién tiene un maximo.

(—2x)(2? +1)% — (1 — 2?)2(2? + 1) (22)

f”(x) = (x2 + 1)4
o “2z(@® + 1) —4dx(l—2?)  2x(2® - 3)
o (xz 4 1)3 - (xz 4 1)3 :

Entonces,
) =0<=2=02==2V3.

Nuevamente usando la continuidad de f” para conocer si signo, basta
calcular su valor en un punto de cada intervalo: (—oo, —v/3), (—v/3,0),

(0,4/3), (v/3,00): f"(=2) <0, f'(—1) >0, (1) <0, f"(2) > 0.

7NN NN
3 0 3

Concavidad de la curva

—00 00
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Por no haber indeterminaciéon en el denominador no hay asintota ver-
ticales y tenemos

= h’m@: lim 1

-0
r—00 I T—00 33‘2 -+ 1 ’
b = i —az) = li —
Iim (f(2) — ax) = lim o ,

entonces la recta y = ax +b = 0 es una asintota horizonatal y el grafico
de la funcién nos queda:

Yy o X
y_x2+1
_I3—l1 i \/Ig
xr

Grafica de f(z) = o

6.4. Analizar el comportamiento de la funcion

2

x
@ =mm
Soluciéon: Procediendo de manera similar al problema anterior se ob-
tiene
= Dom(f)=R.

= La funcién tiene un cero en x = 0.
= f es siempre positiva.
= Tiene un minimo en x = 0 ya que

20(z® 4+ 1) —2?(2x) 2z
(xz + 1)2 o (:)32 + 1)2 )

f'(x) =
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= Sus puntos de inflexién son x = :I:\/Lg, pues se tiene que

2(1 — 322)

F@) =Ty

= La recta y = 1 es una asintota horizontal de f. Debido a que

f(x)

o = Jim £ = im = 0w 0 = m(0) - ) -
, z?
lim

z—oo 12 + 1 -
= Su grafico es:

[
[

6.5. Analizar el comportamiento de la funcion
1
&= =1
Solucion: Note que

1 1
22422 —-15  (z—3)(z+5)

Entonces, Dom(f) = R — {—5,3}. El signo de f depende del signo del
denominador (z + 5)(x — 3).

Luego, f es positiva en (—oo, —5) U (3,00), f es negativa en (—5,3) y
f no tiene ceros, pues el numerador no se anula por ser constante.

—2(x +1)
(22 4 2z — 15)%°

f (=)

f(x) =
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Por ser el denominador positivo, el signo de f’ es igual al signo del
numerador.

f(2) >0 2@@+1)>0<=r+1<0<= 1< -1
flr) <0< 2> -1
f(2)=0<=z=-1.

Considerando el signo de f’ y los puntos que no pertenecen al dominio
de la funcién, se tiene que:

» f es creciente en (—oo, —5) U (=5, —1).

» f es decreciente en (—1,3) U (3, c0).

Como f'(—1) =0 <= x = —1; en x = —1 la funcién puede alcanzar un
maximo o un minimo. Aplicando el criterio de la primera derivada, se
tiene que en x = —1, f alcanza un méaximo local y este es f(—1) = —%.

La funcion no tiene otroa maximos o minimos.

2(32% + 6z + 19)

(@) = (22 + 22 — 15)% ~

El numerador no tiene raices reales y el denominador tiene potencia
impar, por lo tanto el signo de f” es igual al signo de f. Asi que se
tiene:

» f es convexa en (—oo, —5) U (3,00).

= f es concava en (—5,3).

Como los cambios de signo de f” se producen en los puntos no pertenecientes
al dominio, se concluye que f no tiene puntos de inflexién. La funcién

posee asintotas verticales en los puntos x =3 y x = —5.
o fle) 1
1
b = I =lm —— =
Jn (F@) = lim s =15 = 0

entonces la recta y = axr + b = 0 es una asintota al grafico de f. El
esbozo de la funcién se da a continuacion:
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1

Gréﬁca de f([lf) = m

6.6. Analizar el comportamiento de la funcion

3

x
Sol C v

olucion: Como f(x) = entonces Dom(f) = R—{—1,2}.
f(x) =0 <= 2z = 0. Como el numerador cambia de signo en z =0y
el denominador en x = —1 y x = 2y f es continua en su dominio, para

conocer el signo de f basta calcular el valor de f en cada subintervalo
determinado por los puntos antes sefialados. En (—oo, —1) la funcién
es negativa, pues f(—2) < 0. En (—1,0) la funcién es positiva, pues
f(=1/2) > 0. En (0,2) la funcién es negativa, pues f(1/2) < 0. En
(2,00) la funcién es positiva, pues f(3) > 0. Derivando la funcién se
obtiene -
f(z) = x* (2 — 2 6)2 .
((z+1)(z —2))

Por tanto,
fl2)=0<= a2} a?—22—6)=0<=2=0,2=1+V7.

Estos tres valore son los valores criticos de la funcién. De la expresion
de f’ vemos que su signo depende del signo de (22 — 2z — 6), es decir,



112 §6. Formula de Taylor y Aplicaciones de la Derivada

los cambios de signo pueden producirse en z = 1 + /7 ~ 3,65 o0 en
z=1—+/7~ —1,65. Obtenemos lo siguiente

/iIN S

1-V7T  14V7

+00

Crecimiento de la funcién

g\ bx(a® 422 +4)
Fe) = =2

Como 2242244 no tiene raices reales, esta expresion es siempre positiva,

f"(2)=0<=2=0.

El resumen del andlisis de concavida se encuentra en la figura 14.

7N\

NN/ \_

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
-1 0 2

Concavidad de la funcién

Entonces z = 0 es el tinico punto de inflexién, en = 1 — /7 la funcién
tiene un méximo local y en z = 1 + /7 tiene un minimo local.

Por no haber indeterminaciéon en el denominador no hay asintota ver-
ticales y tenemos

2
o I g T
T—00 I z—oo 32 — 1 — 2
3 2 2
b= (1) =) = Jim (=) =l o,

entonces la recta y = ar + b =z + 1 es una asintota al grafico de f. El
esbozo de la funcién se da a continuacion:
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6.7. Analizar el comportamiento de la funcion

Solucion: Notemos que

fr)eRe ¥ —1>022>1s 2 (—00,—1)U(1,00).
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Entonces, Dom(f) =R — [—1,1] y ademés f(x) > 0, V= € Dom(f).
2
e il (z*+ 1)z

() = 2—1  2z(®—1)—a(@@®+1) 2*-3z
o 2 -1 o (r2 —1)3/2 o (r2 —1)3/2°

Entonces, f'(z) =0« 2(2>—-3) =0< 2 =0 6 x = £1/3. Analizando

el signo de f’ obtenemos
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
] ] ]

—/3 -1

&

Entonces, f es creciente en (—v/3,—1) U (1,v/3) vy f es decreciente en
(=00, —v/3) U (v/3, 00). Derivando, nuevamente la funcién se obtiene

veoN 3(z% +1)
f(x) = 2 1)

Analizando el signo de f” obtenemos

| N2

|
|
|
|
|
|
' +00
—1 1

Ya que f”(x) > 0 para todo = € Dom(f). Ademds f posse dos asintotas

verticales en t =1y en x = —1.
2?2 +1
lim (f(z)—2z) = lm |——7
Jim (o) ) = Jin ()

T
700 22— 1
_ lm (2> +1)2 —2%(2* - 1)
v—oo \/x2 — 1[22 4+ 1 + 2v/22 — 1]
~ lim 2t 222+ 1 — 2t + 2
e VP T2 4 14 v ]
, 322 +1
= lim =0.

z—o0 /12 — 1[2? + 1 + zva? — 1]
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Luego la recta y = x es una asintota de la curva y por simétria también

lo es y = —x. El grafico de la funciéon queda como la figura:
Yy
| |
| |
I I
I I
I I
I I
N T : : | /7 241
AN ! ! Ll Y=
N Lo, 2 —1
\{ | | }/

r~ | A

I \\: :// I

: AN A :

| | AN / | I

l RN A l
1| 1, !

—V3 ! V3

I I

6.8. Con un trozo de material rectangular, se forma una caja abierta suprim-
iendo de cada esquina cuadrados iguales y doblando los lados hacia ar-
riba. Hallar las dimensiones de la caja de mayor volumen que se puede
construir de esta manera, si el material tiene dimensiones a y b.

Solucidn: La situacién geometrica se aprecia en el siguiente dibujo:

El volumen de la caja es
V(z) = (a —22)(b - 22)z = 42° — 2(a + b)z* + abx
y su derivada es

V'(z) = 122% — 4(a + b)x + ab
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b) £ va?+ b —ab
V'(x) se anula en zp = (a+)) “ @ Ambas rafces son

reales y positivas, entonces como V" (z) = 24z —4(a +b) y
V" (zs) = £Va?+b> —ab

se concluye que hay un maximo en x_ y un minimo en z. Finalmente
las dimensiones de la caja son: largo= a — 2x_, ancho= b — 2z_ y
alto=x_.

6.9. Una Cancha de fitbol mide 90 x 61 metros, y los arcos tienen un largo
de 11 metros. Unn puntero izquierdo, que chutea muy bien, se mueve
pegado a su costado. jA qué distancia del banderin del corner debe
chutear para obtener las maximas posibilidades de marcar un gol?.

Solucién: Veamos primeramente la situacién geométrica

—)—
—a—

g

w
(0%

— 5 ——

Queremos maximizar w = « — 3 que es equivalente a maximizar su

tangente
b a
tan a — tan - br — ax
tanw = tan(a — ) = b =2z T _ ,
1+ tanatan 3 1+ég 2%+ ab
xx

Entonces,

— 2 — —
dtanw _ (b—a)(z” +ab) —2x(b—a)x _ 0 o az?—ba?+ab? —a2b— 0
dx (22 4 ab)?

& 2*(a—b)+ab(b—a)=0
s ?=abex=Vab.
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Por otro lado, se tiene que 2a + 11 = 61 y a + 11 = b resolviendo este
sistema obtenemos que a = 25 y b = 36. Luego,

x:ﬂ:v25-36:30 metros .

Note que
dtanw  d ((a—Db)a* +ab(b—a)
de®> dx (22 + ab)?
_ 2z(a—Db)(2* 4+ ab)® — ((a — b)x* 4 ab(b — a))2(z* + ab)(2x)
B (22 + ab)*
_ 2z(a—b)(a* 4 ab) — 4x((a — b)z* 4+ ab(b — a))
B (2 + ab)?
_(a—Db)z[z* — 6ab]
(2 4+ ab)?
Se verifica que
d* tan w ~ (a—b)Vab(ab—6ab)  (a — b)vab5ab <0
de® | = (2ab)3 B 8a3b?

y £ = v ab es un maximo.

6.10. Doble una hoja de papel rectangular haciendo conicideir el vértice C'
con un punto del lado AD. Determine x para que la longitud del pliegue
[ sea minima. Obtenga ademas la longitud del pliegue minimo.

-/ _ __1
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Solucién: Usando el teorema de Pitagoras, tenemos:

w? = 2% — (a —12)?, (6.1)
P =2+, (6.2)
y' = (y —w)?+ad’. (6.3)
Por (6.3) tenemos que
w? + a?

y2:a2—|—y2—2yw—|—w2:>y:
2w

Entonces

2 2\ 2 2 212
+a (w* + a”)
x—i—( S x°+ e

y usando (6.1) se tiene que

(2% — (a — 2)* + a*?
A(z? — (o — x)?)
s [#*—a® + 2ax — 2* + a?]?

2 = 24+

-t 4(2? — a? 4 2ax — 2?)
2
_ 2 az®
2r —a

Entonces,

/ az?
= 2 .
v +2:)3—a

Por otro lado, como +/ es creciente, basta minimizar la cantidad sub-

radical, es decir:

ar?

@) =2+ 5—
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2022z — a) — 2az*  22(2z — a)? + 2ax? — 2a’x

fiw) =22+ (2x — a)? - (2x — a)?

Si f'(z) = 0 se debe tener que

22(2x — a)? + 2ax* — 2a°r =0 = 2w(42® — 4ax + a*) + 2a2* — 2a°z = 0
= x(4r —3a) =0

N 3a
r=—.

4
Entonces,

ax? 9 =a? 9 9 3v3
l: 2—'— = —2—|— 16 = —2—|——2:—_
T, \/16“ Sa—a V16" 8T T4 ¢
T

e 3a . )
la verificacion de que r = 7 es minimo queda como desafio para el
lector.

6.11. Entre todos los tridngulos rectangulos con perimetro 2p, jcual es el que
tiene area maxima?

Solucion:

z
)
Y
De la figura tenemos
r+y+z = 2p, (6.4)
4y = 2 (6.5)
4 =9 (6.6)

De la ecuacién (6.4) tenemos z = 2p — x — y entonces elevando al
cuadrado obtenemos

22:4p2+:1:2—|—y2—4p$—4py—|—2xy
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como 2% = 2% + y? entonces

4p* = 4px + 4dpy — 2y .
Despejando y se obtiene

y(4p —2x) =4p(p —x) =y = 31(32(5 — g = 22;(;__;) :

Este valor de y lo reemplazamos en la ecuacién (6.6) para dejar el drea
expresada como funcién de una variable:

Ay = M=),

Entonces,
x? — dpx 4 2p°)p
(2p —z)?
Para que se anule A’(x), basta que se anule el denominador, por lo que
debemos resolver la ecuacion

Al(z) = (

22 —dpr +2p* =0

cuyas soluciones son x = p(2 & /2) de estas dos posibilidades debemos
elegir z = p(2 — \/5), pues el otro valor es mayor que el perimetro. Con
este valor de z calculamos y, z. Asi, y = p(2 — V2), z = 2p(v/2 — 1),
lo que nos dice que el tridngulo es isésceles. Ahora verifiquemos que
los valores corresponden a un méaximo usando el criterio de la segunda
derivada:

pl(2p — 2)*(2x — 4p) — (2 — 4dpx +2p?)(2(2p — 2)(—1))]

A = BT
_ p(2p — 2)[(2p — z)(4z — 2p) + 222 — 8px + 4p?]
(2p — x)*
W
RO

El signo de la derivada nos confirma que los valores obtenidos corres-
ponden a un maximo.

Nota 1. Jean Bernoulli en 1694, habia descubierto que si f(z) y g(z)
son funciones diferenciables en x = a tales que f(a) = g(a) = 0 y existe

el limite ) )
lim M entonces lim @ = lim f'(z)

a—a g'(z)’ e=ag(z) w=ag(r)
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6.12.

6.13.

Sin embargo, Bernoulli, durante su estancia en Paris, firmé un contra-
to con el marquez de L’Hopital, segin el cual, a cambio de un salario
regular, se comprometia a enviar a L’Hopital sus descubrimientos.
Esta regla es conocida por el nombre de L’Hopital, porque éste la incor-
poré en un texto de calculo diferencial que aparecié publicado en Paris
en 1696.

sin <:)3) + coszx
1 —_
2

Calcular lim 5 )
z—m ] +sin“x + cosx

Solucion: La expresion

sin (:)3) + coszx
1 —_
2

1+sin?z + cosz

0
evaluada en x = 7 da una forma indeterminada del tipo o Aplicando

la regla de L’Hopital se tiene:

1

lim f(z) = lim =% —.
o z—7r 28inxrcosT — sSinx

Cos (%) —sinx

0
Esta espresion también es una forma indeterminada del tipo o por lo

cual nuevamente debe aplicarse la regla de L’Hopital.

lim f(z) = lim —isin(%) — COS & _ —i+1 _ 1
T z—r 2cos(2x) —cosx  2—(—1) 4
3 1

Calcular lim <cotan T — —).
x—0 x

Solucion: Este limite corresponde a una forma indeterminada del tipo
00 — Q. ‘
1 cosx 1 xcosx—sinx

cotanxr — — = — - — = -
T sin x x Trsina

. . .0 .
esta tultima expresion es una forma del tipo 0 aplicando la regla de

L’Hopital se obtiene

fl()  —xsinx -z

g'(x)  sinz+azcosz | oS T

sin x
Por lo tanto,

i 1
lim <cotan:)3 — —) =0.
T—T €T
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z—1\z2 -1 x-—1

6.14. Calcular lim( 2 1 )

Solucion:
_ _ (2 _
m 2 1 — lim 2 —1)— (2 —1)
i—1\22—-1 x-1 a—1 (22 =1)(x—1)

2 — 2 —1

p— 1,
el (@~ 1)(x - 1)
, —(z—1)?
= 1
—1 1

i = )
:cl—% (JJ + 1) 2

r—0\sinz

6.15. Calcular lim ( 1 — 1)

Solucion: Aplicando dos veces la regla de L’Hopital se obtiene que:

i 1 1 , x—sinx
lim - — = lim —

z—0 \sinx x z—0 xsinx

i 1 —cosx
= lim——
z—0SINZT + X COST
, sin x
= lim - =0.
z—0COSZT + COST — IrsSInx

1 —cos’zx
6.16. Calcule lm ————
z—0 xtanx
.. 1 —cos?z ) )
Solucion: Evaluando ez en r = 0, se obtiene una forma in-
rtanx

0
determinada del tipo o’ por lo cual de debe aplicar regla de L’Hopital.

1 —cos’z ,  —2cosx(—sinx) ) 2cosxsinx
lim ——— = lim >— = lim —
z—0 gxtanx z—0 tanx 4+ x secx z—0 tan x + x sec*

. . : 0 .
Evaluando la ultima expresion se obtine una forma o Aplicando nue-

vamente la regla de L’Hopital:

—2sin®x 4+ 2cos? z _

lim 5 5 5
z—0sec? x + sec? x + 2x sec? rtanx
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6.17. Calcule lim +/x(m — 2arctan /).

r——+00

Solucién: El calculo directo de h'IJP Va(m — 2arctan/z) conduce

a una forma indeterminada de tipo 0 - +o00. Para aplicar la regla de

L’Hopital se debe transformar en una forma de tipo 0

lirJlrfl \/5(71' — 2 arctan \/E) — HIJP (m arlc an \/E)

vz

=2.

6.18. Calcular lim =z <7r — 2 arcsin (L))
T—+00 2 +1

Solucidén: La evaluacién directa de este limite da lugar a una forma
indeterminada de tipo oo - 0, por lo tanto se debe transformar en una

0
del tipo —.
ip 0
) ‘ T o= 2 arcsin (%)
lim z (7 — 2arcsin | —— = Ilim
T——+00 1'2 + 1 T—+00 l
T
/.2 222
—2 . ( T+ 2\/x2+1>
2 372 —+ 1
, 1 z2+1
= dm T
)
1

= lim 22°Va22+1-
z—+00 (2 4+ 1)va2 +1
i 222
= lim =
z—too 12 41

2.

6.19. Demuestre que

y ax? —2ar +a a
fm— =
z—1 bx? — 2bx + b b

Solucion: La evaluacion directa de este limite es una expresion de la

0
forma 0 entonces usando la regla de L’Hopital obtenemos

. ar’—2ar+b ., 2axr—2a ,, 2a(zx—1) a
hm _—— = 11— = _ L = — .
=1 bx2 —2bx +b  2—12bx —2b «—12b(x—1) b
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6.20. Encuentre el desarrollo de Taylor de la funcién

alrededor del punto x = 0.

Solucion: Notemos que las derivadas sucesivas dan:

@ =~
fe) = ?51::5)64) T : PEE
I
e = B -
Entonces, se deduce que
Fe) = I = 1) = (1t

Luego, el desarrollo de Taylor de f entorno de x = 0 es:

f@) = 30 IO

k! (n+1)!

L (=1)k k! —1)ntl. !
e VR O VU [
~ K (1+c)"+2(n+1)!
N pkk DT
- kZ:O( 1)z +(1+C)n+2x :

6.21. Encuentre el desarrollo de Taylor de la funcién

alrededor del punto x = 0.
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Solucién: Las derivadas sucesivas dan

(1+ 2?) — z(2z) 1—a?

f@ = —arwp  ~avor
Py - B

ey - el

F0() = 2493(—(1011—2354%7

O — —120(—159(;;l 1 i;ﬁ 1502 — 1)

Se concluye que

M) () — 0 si n espar,
F(0) { +n! si n esimpar.

Entonces, el desarrollo de Taylor de f alrededor de x = 0 es

) (n+1)
flz) = kz_o ! k!<0>a:’“ + 7{71 - 1<)C!)x"+1

f(n+l)<c) n+1

f— — 3 5—--- n —_—
= rx—2"+=z ix+<n+1)!x

6.22. Calcule las derivadas de orden 2007 y 2008 de

en el punto x = 0.

125
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Solucion: Las derivadas sucesivas de f son

2x
, P _—
.f (l’) - (1 +x2)2 )
622 — 2
" o
f (LU) - (1 + LU2)3 )
—2423 + 24z
" .
f (,’L’) - (1 +l’2)4 )
) — 24(52* — 1022 + 1)
B (14 22) ’
O - 20— 102 43)
B (14 22)8 ’
0 — 10— 85t 42?1
(L+22)7 |

Se concluye que

M) () — 0 si n espar,
F(0) {j:(n+1)! si n esimpar.

Entonces, f209%)(0) =0y f%7(0) = 2008!.
6.23. Encuentre el desarrollo de Taylor de
f(z) = log(cos(x))

hasta orden 3, entorno a z = 0 y demuestre que el resto estd acotado
por §|z|4, para z € (—%, 7).

Solucién: Note que f estd bien definida en (—7/2,7/2) y que

1
(2) = _sinz) = —t
f'(x) cosx( sin x) anz ,
() = —sec’w,
f"(x) = —2secz(secxtanr)

= —2sec’ztanz

con
f0)=0, f(0)=0, f(0)=-1, f"(0)=0
entonces el desarrollo de Taylor de orden 3 es:

1

1
fla) = =52+ 110 o
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donde £ € (0, z). Ahora para establecer la cota del resto observe que
fWz) = (—2sec?ztanz)
= —4secrtanz(secxtanr) — 2sec? rsec’ x
= —2sec’ z(2tan’z + sec’ x)

y como

sup |sec(é)] = V2, sup | tan(§)[ = 1.
ge(-1.9) fe-5.1)

Entonces, para £ € (—% 1 4) se tiene
[FOE)] <2+ [secEP(2- [tané]® + [secE]?) =< (2) - (2) - (2+2) = 16.
Por lo tanto el resto esta acotado por:

1 16 2
< —|f@) 4 4_ 24

RIS

6.24. Sean f,g : |« ,/6] — R dos veces derivable en el punto a € («, ). Si
fla) = g(a), f'(a) = g'(a) y f(x) > g(x) V& € (a, B). Demuestre que
f'(a) =z g"(a).

Solucién: Consideremos ¢(z) = f(z) — g(x). Entonces, ¢ : [a, f] — R
es dos veces derivable en a y como f(z) > g(z), f(a) =g(a) y f'(a) =
g'(a) se obtiene que

p(x) 20, ¢(a)=¢'(a)=0.
Entonces el desarrollo de Taylor de ¢ de orden 2 es:

©"(a)
2

p(r) = ¢la) +¢'(a)(z —a)+ (z—a)’+

— 90//2(0')( a)2 + SOW(C) (LL’ o CL)3
= (z—a)? SDHQ(G) H;)( )(:c —a)

"
como lim 2 ( )(:c —a) = 0si ¢"(a) < 0 entonces existe § > 0 tal que

r—a 2
si 0 < |z — a| < § entonces

¢'(a) , ¢"(c)
2 * 3

lo cual implica que ¢(x) < 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
necesariamente p(a) > 0= f"(a) > ¢"(a)

(x—a) <0
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6.25. A partir del desarrollo de Taylor entorno a 0 de (z + a)™, con n > 1.
Demuestre la férmula del binomio

n __ - n' n—k _k
(x+a) _Zik!(n—k)!a .
k=0

Solucién: Consideremos f(z) = (x + a)™ entonces

f®@z)=nn-1n-2)---(n—k+1)(z4+a)"* = ’ .(:)3+a)"_k.

Luego,
n! -

180 = 5=

El desarrolo de Taylor de f entorno a 0 es

L), s w
@) =(e—a)y =) —p=at =) gy
k=0 k=0

Note que el resto es cero ya que la deriva n + 1 de un polinomio de
grado n es cero.



