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Prefacio

El proposito general de este libro, es el de introducir al lector en la res-
olucién de problemas de programacion asi como en el diseno de algoritmos.
Si bien se presentan algoritmos, el objetivo no es saturar el conocimiento
del lector con una gran cantidad de algoritmos sino mostar sus fundamentos,
mostrar también maneras inteligentes de usarlos para resolver problemas, y
sobre todo, lograr que el lector sea capaz de disenar sus propios algoritmos.

Muchos libros de algoritmos se limitan a explicar algoritmos sin deten-
erse en su fundamento matematico y sin decir las aplicaciones que tiene en
solucién de problemas.

Algunos otros si explican el fundamento de los algoritmos, pero resultan
inadecuados para estudiantes con poco conocimiento matematico ya que sue-
len dar por hecho que el lector ya sabe elementos de teoria de conjuntos y
matematicas discretas.

Este libro esta dirigido a estudiantes con gusto de programar y resolver
problemas pero que todavia no adquieren las bases matematicas necesarias
para poder leer libros de algoritmos con suficiente fundamento matematico;
por lo que se pretende, no solamente explicar los algoritmos, sino también
darle al lector las herramientas necesarias para entender, analizar y disenar.

Por ello, una gran cantidad de paginas se dedican a establecer las bases
matematicas que sirven como soporte para la resolucién de problemas de
programacion y también muchas péginas se dedican a explicar de dénde
pueden surgir las ideas para disenar cada algoritmo.

Este libro también puede ser leido como un ensayo en el cual doy mi punto
de vista acerca de lo que es el estudio de los algoritmos, y como los algoritmos
y las matematicas discretas se entrelazan de tal manera que un problema de
algoritmos nos lleva a las matematicas discretas y a su vez problemas de
matematicas discretas nos llevan de regreso a los algoritmos a tal grado que
se vuelven imposibles de separar.



Los temas tratados aqui son indispensables para comprender el gran cam-
po de estudio de la soluciéon de problemas mediante el uso de las com-
putadoras, constituyen los fundamentos de una cantidad interminable de
conocimientos y técnicas que estan en constante desarrollo por la investi-
gacion en las ciencias de la computacion.

Otra peculiaridad es que a lo largo del libro se muestran implementa-
ciones en C-++ que no usan memoria dindmica ni estructuras, esto es por los
siguientes motivos:

= A veces al tener el pseudocodigo de un algoritmo, no resulta claro como
implementarlo sin escribir demasiado. Por ello es preferible mostrar al-
gunas implementaciones de ejemplo para que el lector conozca al menos
una implementacion corta de cada algoritmo.

= Muchos elementos del lenguaje C+-+ son muy conocidos e incluso estan
presentes en otros lenguajes con una sintaxis casi idéntica a la de C++,
por ello, si se utilizan pocos elementos del lenguaje, es posible que un
lector que no esté familiarizado con este lenguaje pueda igualmente
entender los codigos.

= No estd por deméas decir que este libro fue escrito pensando en par-
ticipantes de un concurso llamado olimpiada de informatica, en ese
concurso los participantes tienen tiempo limitado para implementar y
depurar sus programas; las implementaciones son mas faciles de depu-
rar con memoria estatica.

Al Estudiante

Puede parecer extrano encontrar un libro de algoritmos con estas carac-
teristicas, ya que dedica muchas péaginas a los fundamentos matematicos y
omite varias cosas que varios libros de algoritmos orientados a licenciatura
no dejarian pasar por alto, como lo son quicksort, shellsort, listas circulares,
listas doblemente ligadas y tablas de dispersiéon entre otras cosas.

El motivo de esto es simple: este libro no pretende ser una referencia
ni mucho menos un repaso de los temas de licenciatura; pretende aportar
las herramientas basicas para aplicar la programacion en la resolucion de
problemas.

Por esto mismo puede llegar a ser un recurso valioso ya que permite abor-
dar la programacion desde un punto de vista mas creativo y menos repetitivo,
y al mismo tiempo el enfoque a resolver nuevos problemas es la base de la
inovacion.



Este libro esta hecho para leerse casi como si fuera una novela, un capitulo
tras otro, y si se decide saltarse uno o mas capitulos se corre el riesgo de que
mas adelante no se pueda seguir bien. La diferencia con una novela es la gran
cantidad de problemas de ejemplo, los cuales conviene intentar resolver antes
de leer la solucion.

Al Instructor

La teoria necesaria para leer este libro de principio a fin es muy poca,
incluso un alumno de preparatoria la deberia de saber. Sin embargo, muchos
problemas que se mencionan, por su dificultad, estan lejos de ser adecuados
para cualquier alumno de preparatoria e incluso pueden darle dificultades a
graduados de la universidad; pero resultan bastante adecuados para aquellos
que buscan algo mas interesante que problemas de rutina o para quienes se
preparan para concursos de programacion.

El libro esta escrito de la manera en la que me gustaria presentar los
temas si fuera yo el instructor.

Es decir, procura motivar todos los conceptos antes de abordarlos for-
malmente, intenta nunca dejar huecos, en la teoria; y sobre todo, buscar
aplicaciones creativas a cada tema que se aborda evitando decir muy rapido
la soluciéon y dando tiempo para especular.

Para resolver un problema, es necesario plantearse un didlogo consigo
mismo de preguntas y respuestas. Dicho didlogo también se debe de presentar
entre alumno e instructor y en muchas partes del libro se intenta plasmar el
didlogo abordando los razonamientos que podrian llevar al lector a resolver
cada uno de los ejemplos.

Al Olimpico

Este libro lo escribi pensando principalmente en los olimpicos, por lo
que todo lo que se menciona aqui tiene aplicacion directa o indirecta con la
olimpiada de informética.

La olimpiada esta centrada en resolver problemas mediante la progra-
macion y el diseno de algoritmos; para ello se requieren bases matematicas
solidas y un conocimiento profundo(aunque no necesariamente amplio) de
los algoritmos.

Es por eso que este libro dedica muchas péginas a dejar claras las bases
matematicas y a explorar las propiedades de algoritmos; no s6lo en intro-
ducirlos.



Los ejemplos se deben de intentar resolver por cuenta propia para apren-
der de los propios errores e ir desarrollando poco a poco un método propio
para resolver problemas. Si de pronto no logras resolver un ejemplo, puedes
empezar a leer la solucion para darte una idea y continuar por cuenta propia.
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La recursion es uno de los temas mas béasicos en el estudio de los algo-
ritmos. De hecho, muchas veces(no siempre) es el primer tema tratado en lo
que se refiere a resolver problemas de programacion.

Esto de “primer tema” puede parecer un poco confuso, ya que para llegar
a recursion es necesario de antemano ya saber programar.

Es primer tema en lo que se refiere a resolver problemas, lo cual no trata
de saber como escribir una solucién en una computadora, trata de saber como
encontrar soluciones.

El conocimiento de un lenguaje de programacion se limita a expresiones
logicas para expresar las ideas en una computadora y eso no es encontrar una
solucién sino simplemente saber describir la solucién.

Podria parecer para algunos una pérdida de tiempo leer acerca de cémo
encontrar soluciones a problemas, y pueden también estarse preguntando ;No
basta con ser inteligente para poder encontrar la solucién a un problema?.

En teorfa es cierto que cualquiera podria llegar a la solucion de un proble-
ma simplemente entendiendo el problema y poniéndose a pensar. Sin embar-
go, en la practica, pretender resolver un problema de cierto nivel sin haber
resuelto nunca antes problemas mas faciles resulta imposible.

En el entendimiento claro y la buena aplicaciéon de la recursion descansan
las bases teoricas y practicas de buena parte(casi me atreveria a decir que de
la mayoria) de los algoritmos que se aprenden mas adelante.

Esto no quiere decir que las implementaciones recursivas sean la respues-
ta para todo ni para la mayoria; pero un razonamiento partiendo de una
recursion es con mucha frecuencia utilizado para implementar algoritmos no
recursivos.
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Capitulo

Induccion Matematica

La inducciéon matematica no es mas que el uso de razonamientos recur-
sivos para comprobar cosas. Aun no hemos definido que quiere decir “recur-
sivo”, sin embargo el buen entendimiento de la induccién puede ser un buen
escalon para la recursion en general.

También hay que tomar en cuenta que la inducciéon es un tema muy im-
portante(y desgraciadamente muy subestimado) para el entendimiento cor-
recto de los algoritmos y en alglin momento es conveniente tratarlo, por ello
comenzaremos con el uso y la definicion de la induccion matematica, que es
algo bastante simple, para luego generalizarlo en la recursion.

En el momento de resolver problemas, es muy importante observar propiedades,
y si no se esta seguro si una propiedad es cierta, la induccion puede servir
més de lo que se pueda imaginar.

Es importante mencionar que la induccién sirve para probar proposi-
ciones, es decir, enunciados que declaran que algo es verdadero o falso(nunca
ambas cosas a la vez ni tampoco un término medio).

En todo el libro trabajaremos con proposiciones, ya que es la forma mas
simple de pensar y de hacer buenos razonamientos sin tener duda alguna al
respecto.

Empezaremos probando un ejemplo sencillo, luego pasaremos a ejem-
plos mas complejos para posteriormente definir formalmente la induccién
matematica.

También, aprovecharemos esta seccién para poner como ejemplos algunas
propiedades que luego seran muy ttiles en el momento de resolver algunos
problemas.

Antes de continuar es importante mencionar que en este libro se utilizaran
puntos suspensivos(...) en algunas formulas.

Estos puntos suspensivos deben de completar la férmula con el patron

19



20 CAPITULO 1. INDUCCION MATEMATICA

que se muestra. Por ejemplo:
1+2434...+9+10significa 1 +24+34+44+5+6+7+8+9+10

1.1. Ejemplos de Induccién

Problema Resuelto 1.1.1. Prueba que para todo entero n > 1

(n)(n+1)

1+2434+4+5+...+n—-1+n= 5

Solucién Si analizamos un poco ,la proposicién “para todo entero n >
L,142434+44+5+...+n—-14+n = w”, quiere decir que dicha
propiedad debe ser cierta para n = 1, para n = 2, para n = 3, para n = 4,
para n = 5, etc...

Podemos comenzar verificando que es cierto para los primeros enteros
positivos:

M+ _,
2
—(2)(22+ Y3149
wz@'ﬁmﬁ

Esta claro que si tratamos de aplicar este procedimiento para todos los
nimeros enteros positivos nunca acabariamos a menos que encontraramos
un ndmero en el que no se cumpliera la proposicion(lo cual no podemos
asegurar).

Aqui muchos se sentirfan tentados a pensar esto es cierto porque funciona
en todos los casos que verifiqué. Esa no es la salida correcta, y no sélo es un
capricho teorico, ya que en la practica se pueden cometer errores bastante
serios si ingenuamente se cree que verificar varios casos pequenos es suficiente
para estar seguro de algo.

Por ejempo, la proposicién “z? + x + 41 es primo cuando x es entero
positivo” puede resultar enganosa, ya que si verificamos con varios valores de
x, el resultado parecera que siempre es primo
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para x=1 sucede que (1) 4 (1) +41 = 43 (1.1)
para x—=2 sucede que (2)% 4 (2) +41 = 47 (1.2)
para x—3 sucede que (3)>+ (3) +41 = 53 (1.3)
para x=4 sucede que (4)* + (4) +41 = 61 (1.4)

Notamos que 43, 47, 53 y 61 son primos, por tanto esto nos puede tentar
a creer que esa expresion produce un primo para cualquier entero positivo x.
Pero ahora, examinemos que sucede cuando x = 40:

(40)2++40-+41 = (40)(40)-+40+41 = 40(1+40)+41 = 40(41)+41 = 41> (1.5)

Es obvio que 412 no es primo; por lo tanto la proposiciéon es falsa. En
realidad pudimos haber verificado con 39 casos(x = 1,2 = 2,...,x = 39) y en
todos habria funcionado.

Este fue un claro ejemplo de como muchas veces, lo que parece funcionar
siempre, no siempre funciona, en casos pequenos puede parecer que siempre
funciona, pero al llegar a casos mas grandes(algunos tan grandes que no se
pueden verificar manualmente), es inevitable que el error se haga presente.

Incluso hay ocasiones en las que se pueden verificar miles de casos(sin
exagerar) sin encontrar un ejemplo donde la proposicion no se cumpla y que
a pesar de todo eso, la proposicién sea falsa.

Otra razén para demostrar las cosas es que la solucion completa de un
problema(la solucion de un problema incluye las demostraciones de todas sus
proposiciones) puede servir para descubrir propiedades ttiles para resolver
muchos otros problemas. Y es ahi donde resolver un problema realmente sirve
de algo.

Volviendo al tema, podemos transformar este problema de comprobar que
1+2+3+4+5+...+n—-14n= w en comprobar este conjunto
infinito de proposiciones:

M +1) 2)2+1)

~1 B)E+1)
2 o 2

2

4)(4+1)
2

= 1+2, = 1+2+3, = 1+2+3+4, ...

Para hacerlo basta con probar las siguientes dos cosas:

= QQue la primera proposicién es verdadera.

= Que si una proposicion es verdadera, la siguiente también lo es.
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Probar que la primera proposicion es verdadera es realmente facil:

L+ _OHE) _2_,
2 2 2

Ahora, suponiendo que para alguna n

(n)(n+1)
2
vamos a probar que:

=1424+3+4+....+n—14+n

(n+1)(n+2)
2
Es decir, vamos a probar que si se cumple con alguna n, se debe de cumplir
con n+ 1.
Partimos de la ecuacion inicial

=14+24+3+4+....+n—-14+n+n+1

1
WT+):1+2+3+4+...+71—1+71
Sumamos n + 1 en ambos lados de la ecuacién
1
(n)(g_—'_ )+n+1:1+2—|—3+4+...+n+n+1
n)(n+1 2)(n+1
(XQ >+<K2 S S S

Y sumando por factor comun se concluye que:

(n+2)(n+1)
2

La proposicion es correcta con 1, vy si es correcta con 1 entonces sera
correcta con 2, si es correcta con 2 lo seré con 3, si es correcta con 3 entonces
lo sera con 4, y asi sucesivamente.

Ahora, intentando ir en contra de nuestro sentido comun, ;es posible que
haya nimeros para los cuales no se cumpla la proposiciéon?, si existieran tales
numeros, también existiria el menor de esos nimeros, llamémosle m, y al
ser m el menor entero positivo para el cual no se cumple la proposicion, ten-
driamos que para m—1 se cumple la proposicion; pero ya comprobamos que si
se cumple para m — 1 entonces se debe de cumplir para m, lo cual es absurdo
puesto que definimos m como un nimero que no cumple la proposicion.

No nos queda otra salida mas que aceptar que la proposicion si se cumple
para todos los enteros positivos.

=14+2+3+4+ ... +n+n+1

O
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Problema Resuelto 1.1.2. En una fiesta hay n invitados, se asume que
si un invitado conoce a otro, éste ultimo conoce al primero. Prueba que el
nimero de invitados que conocen a un nimero impar de invitados es par.

Solucién Nos encontramos ahora con un problema un poco mas abstracto
que el anterior. ; Como tratar este problema?, primeramente seria conveniente
imaginar a las personas como puntos y si dos personas se conocen entre si,
imaginar sus respectivos puntos unidos por una linea. Si no es suficiente
imaginarlo es conveniente dibujar una figura.

Nuevamente imaginaremos el caso mas simple que puede haber: una fiesta
en la que nadie se conozca, para la cual imaginamos una nube de puntos donde
no hay ningin par de puntos unidos por alguna linea.

En este caso, jcuintos invitados conocen a un nimero impar de invita-
dos?, la respuesta es obvia: ninguno, es decir, 0. Recordemos que el 0 es par,
y que si p es un nimero par p + 1 es impar, y p + 2 es par.

Ahora, si imaginamos en la fiesta que dos personas se presentan mutua-
mente(unimos dos puntos por una linea), habra pues, 2 personas que conocen
a un solo invitado y las demés no conocen a nadie.

El namero de invitados que conocen a un nimero impar de invitados sera

Nuevamente, si otras 2 personas que no se conocen entre si se presentan
mutuamente, entonces el nimero de invitados que conocen a un numero
impar de personas aumentaré a 4.

Pero después de ello, ;qué sucederia si una persona que conoce a un solo
invitado se presenta con una persona que no conoce a nadie? La persona que
no conoce a nadie conocerfa a un solo invitado, mientras que la persona que
ya conocia a un solo invitado, pasara a conocer a dos invitados.

Notese que una persona que conocia a un nimero impar de invitados(conocia
a 1) paso a conocer a un numero par de invitados(acabd conociendo a 2), y
la que conocia a un nimero par de invitados(no conocia a ninguno) paso6 a
conocer a un nimero impar de invitados(acabé conociendo a 1) jel niimero
de personas que conocen a un nimero impar de invitados no cambi6!.

Si nos olvidamos de las personas que se acaban de conocer, y solo sabemos
que el namero de personas que conocen a un numero impar de invitados es
par, si dos invitados que no se conocian, de pronto se conocieran, hay 3
posibilidades:

= Una persona conoce a un nimero impar de invitados y la otra conoce
a un namero par de invitados.

En este caso ambos aumentardn su nimero de conocidos en 1, el que
conocia a un numero impar de invitados pasara a conocer a un niimero
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par de invitados, el que conocia un nimero par de invitados, pasara a
conocer un numero impar de invitados. Por ello el nimero de personas
que conocen a un numero impar de invitados no cambia y sigue siendo
par.

Ambas personas conocen a un niimero par de invitados.

En este caso, ambas personas pasaran a conocer a un nimero impar de
invitados. El nimero de personas que conocen a un ntmero impar de
invitados aumenta en 2, por ello sigue siendo par.

Ambas personas conocen a un niimero impar de invitados.

En este caso, ambas personas pasaran a conocer un nimero par de
invitados. El nimero de personas que conocen a un ntmero impar de
invitados disminuye en 2, por ello sigue siendo par.

Entonces, si al principio de sus vidas nadie se conoce, el nimero de per-

sonas que conocen a un nimero impar de invitados es par, y conforme se van
conociendo, el nimero seguird siendo par. Por ello se concluye que siempre
sera par.

O

Problema Resuelto 1.1.3. Prueba que para todo entero n > 4, n! > 2",

Soluciéon Tal vez después de haber leido las soluciones de los dos primeros
problemas te haya sido mas facil llegar a la soluciéon de este.

4= ()(2)B)() = 24
2' = (2)(2)(2)(2) = 16

Ya comprobamos que 4! > 24, ahora, suponiendo que para alguna n

n! > 2"

proseguimos a comprobar que

(n+1)! > 2+t

Partiendo de la desigualdad inicial:

n! > 2"
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multiplicamos por n + 1 el miembro izquierdo de la desigualdad y multipli-
camos por 2 el lado derecho de la desigualdad. Como n + 1 > 2, podemos
estar seguros que el lado izquierdo de la desigualdad seguira siendo mayor.

(n(n+1) > (2")2
Sintetizando:
(n+1)! > 2"+t
Ello implica que si se cumple para un numero n, también se cumple para
n + 1, como se cumple para 4, entonces se cumplird para 5, y si se cumple
para 5, entonces se cumplird para 6, etc. Se puede inferir que se cumplird
para todos los nimeros enteros mayores o iguales a 4.

g

Problema Resuelto 1.1.4. Prueba que para todo entero positivo n

nn+1)2n+1)
6

12422432442+ . . 4n?=

Solucién Nuevamente comenzaremos por el caso mas simple, cuandon = 1

1(1+1)(2+1)_§_1
6 6

Ahora, suponiendo que para alguna n

n(n+1)(2n+ 1)
6
veremos que sucede si se le suma (n + 1) a ambos miembros de la ecuacion

1)(2 1 6 1 1
12+22+...+n2+(n+1)2:n(n+ )(2n + )+ (n+1)(n+1)

124224324424+ ... +n2=

6 6
12422+ +n2+(n+1)2—(n+1)(”(2”+1)—|—6n+6)
_ :
12+ 22 + +n2+(n+1)2:(”+1)(2n2+7n+6)
g
24924 pnty(ne1) DO 42CRFD+L)
_ :

Nuevamente observamos que se cumple con 1, y si se cumple con n tam-
bién se cumplira con n+ 1 y por ello con todo niimero mayor n, por lo tanto
se cumple con todos los enteros positivos.

g

Problema Resuelto 1.1.5. Muestra que para cualquier cantidad de dinero
mayor a 7 centavos puede ser formada usando solo monedas de 3 centavos y
de 5 centavos.
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Solucién La cantidad de 8 centavos puede ser formada con una moneda
de 3 y una de 5; la cantidad de 9 centavos puede ser formada con 3 monedas
de 9 centavos; la cantidad de 10 centavos puede ser formada con 2 monedas
de 5 centavos.

Suponiendo que para algin entero positivo a, tal que a > 7 fuera posible
formar las cantidades a, a4+ 1y a+ 2, si a cada una de esas cantidades se les
anade una moneda de 3 centavos, resuelta que también serd posible formar
las cantidades a+ 3, a+4 y a+ 5, es decir, para cualquier tercia de niimeros
consecutivos que se pueda formar, tal que el menor de ellos sea mayor que 7,
la siguiente tercia también se podra formar.

Con ello podemos asumir que cualquier tercia de ntimeros consecutivos
mayores a 7 se podra formar y por ende, cualquier nimero entero positivo
mayor a 7.

O

Problema Resuelto 1.1.6. Prueba que si se tienen n personas, es posible
elegir de entre 2" — 1 grupos de personas distintos para hacer una marcha.

Por ejemplo, con 3 personas A, B y C se pueden elegir 7 grupos:

A
B

C

A B
A, C
B,C
A B,C

O

Solucién Consideremos el caso de que solo hay una persona, con esta per-
sona, solamente se puede elegir un grupo(de un solo integrante) para la mar-

cha.
2l —1=1

Ahora, suponiendo que con n personas se pueden elegir 2" — 1 grupos, para
algiin entero n, un desconocido va pasando cerca de las n personas y se une
a ellas, puede formar parte de la marcha, o bien no formar parte.

Por cada grupo que se podia formar con a lo mas n personas habra otros 2
grupos con a lo mas n+ 1 personas(uno en el caso de que el nuevo integrante
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participe y otro en el caso de que no participe).

Como la marcha se puede crear solamente con la persona que acaba de llegar.
Entonces con n + 1 personas habra 2" — 1 grupos que se pueden elegir.
Con ello queda demostrada la proposicion.

1.2. Errores Comunes

A veces al estar intentando probar algo por induccion se llega a caer en
ciertos errores, algunos de los cuales se ejemplifican a continuaciéon “proban-
do” cosas que son obviamente falsas:

Proposicion Todos los perros son del mismo color

Pseudo-prueba Si tenemos un solo perro, es trivial que es de su propio
color; ahora, si para algun entero positivo n todos los conjuntos con exacta-
mente n perros constaran de perros del mismo color entonces para cualquier
conjunto P con n perros, los cuales llamaremos:

P1,P2, -3 Pn

Existirian 2 perros:

P1,Pn+1

Tal que se cumpla que p; forma parte del conjunto Py p,.1 pueda ser
cualquier perro que no esté en el conjunto P (a menos que P tuviera todos
los perros que existen en cuyo caso se cumpliria la proposicion).

Por construccion tendriamos que p; es del mismo color que p,1(ya que
todos los conjuntos con n o menos perros tienen solamente perros del mismo
color), y que p; es del mismo color que todos los perros de P, por lo que
D1, P2, .., Pna1 Serian perros del mismo color, y con esto se comprueba que si
cualesquiera n perros son todos del mismo color entonces cualesquiera n + 1
perros serian del mismo color.

Con induccién queda probado que todos los perros son del mismo color.

g
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Error Aqui se esta suponiendo que se tienen n perros del mismo color, pero
implicitamente se estd asumiendo que n > 2 cuando se supone que cualquier
pareja de perros va a constar de perros del mismo color.

Esta bastante claro que esta prueba es incorrecta, sin embargo errores
similares pero menos obvios pueden suceder en la practica.

Siempre hay que verificar que si un caso se cumple el siguiente también
lo hara, asi como verificar que se este usando el caso base adecuado(en el
ejemplo anterior se uso6 un caso base demasiado pequeno).

O

Existe otro error(menos comin) en la induccion:
Proposicién Todos los ntimeros enteros son iguales.

Pseudo-prueba Si para algtin niimero entero k, k = k+1 entonces, suman-
do 1 en ambos lados de la ecuacion, k + 1 = k + 2, por lo que por induccién
queda demostrado.

O

Error Aunque se estd tomando en cuenta la segunda condicién de la in-
duccion (que si un caso se cumple el siguiente también) no se esta tomando
en cuenta la primera (que debe de existir un caso en el que se cumpla).

O

1.3. Definiciéon de Inducciéon

Después de estos ejemplos le sera posible al lector abstraer lo que tienen
en comun y asi hacerse de una idea clara de lo que es la induccion.

La induccién es un método para demostrar una proposicion matematica
basandose en la verificacion de la forma mas simple de la proposiciéon y luego
comprobando que una forma compleja de la proposiciéon se cumple siempre
y cuando una forma mas simple se cumpla.

O dicho de una manera mas formal, es un método para demostrar una
sucesion infinita de proposiciones Py, P;, P, ... demostrando que Py es cierta
y posteriormente demostrando que si P es cierta entonces Py, también lo
es.
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1.4. Problemas

1.4.1. Sumas

Demuestra por induccién que:

1.
1)(2n + 1
O S B G )6( ntl)
2.
1+3+5+..+2n—1)=n?
3. i
1—2+3—4+5—6+...n:(—1)”+1[§1
4.

14+24+4+... +2n=2"" _1

5. Cualquier cantidad de dinero mayor que 34 centavos puede ser formada
usando solamente monedas de 5 y de 9 centavos.
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1.4.2. Tablero de Ajedrez

Demuestra por induccién que:

1. Para todo entero n y todo par m, un tablero de ajedrez de n x m tiene
exactamente el mismo nimero de cuadros blancos que negros.

2. Para todos los impares n y m, un tablero de ajedrez de n X m tiene
exactamente un cuadro blanco méas que cuadros negros.

Un trimino es una pieza con forma de “I” compuesta de tres cuadros
adyacentes en un tablero de ajedrez. Un arreglo de triminos es una cobertura
del tablero de ajedrez si cubre todos los cuadros del tablero sin traslape y
sin que un trimino quede parcialmente afuera del tablero.

Demuestra por induccién que:

1. Para n > 1 cualquier tablero de ajedrez de 2" x 2", con un cuadro
faltante, puede ser cubierto con triminos, sin importar en déonde esté
el cuadro faltante.

2. Para n > 1 cualquier tablero de ajedrez de 2" x 2", con un cuadrado
faltante, puede ser cubierto con triminos de solo 3 colores(de man-
era que 2 triminos del mismo color no tengan bordes en comun), sin
importar en dénde esté el cuadro faltante.
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1.4.3. Chocolate

Tiempo Limite:1 Segundo

Supongamos que tenemos una barra de chocolate de m x n piezas cuadradas
de 1x1(es una suposicion, por lo tanto no puedes comertela) y debes partirla
en cuadrados de 1 x 1.

Las partes del chocolate pueden ser cortadas a través de cortes horizon-
tales y /o verticales como se muestra en la figura. Un corte(ya sea horizontal o
vertical) de un pedazo del chocolate siempre divide ese pedazo en dos pedazos
mas pequenos.

Como todo cuesta en esta vida, cada corte que realizes en el chocolate
también tendria un costo, dicho costo se puede expresar como un nimero
entero positivo. Este costo no depende del tamano del pedazo que se corte,
sino que depende de la recta horizontal o vertical por la cual se esté cortando.

Denotaremos los costos de cortar por cada recta vertical como xq, xo, 3, ..., Tyt
y los costos de cortar por cada recta horizontal como vy1,vy2, Y3, ..y Yn_1 -

El costo de cortar la barra entera es la suma de los costos de todos los
cortes requerldos

hDEDDTj
J

”uLouJ’

Por ejemplo, si cortamos el chocolate a lo largo de las rectas horizontales
y después cada pedazo obtenido lo cortamos a lo largo de las rectas verticales,
el costo total por cortar la barra serd y;+ yo+ ys+4(z1+ 2o+ T3+ x4+ x5 ).

Problema

Escribe un programa que dado el tamano de la barra de chocolate, deter-
mine el costo minimo para cortarla en cuadrados de 1x1.

Entrada
Descripcion

Linea 1: Dos enteros positivos m y n separados por un espacio
Siguientes m -1 lineas: Los valores de x1, x2, o3, ..., Ty_1
Siguientes n -1 lineas: Los valores de y1, Y2, Y3, ---, Yn—1
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Ejemplo
64

2

1

3

1

4

4

1

2

Salida

Descripciéon

Linea 1: Un solo ntimero entero: el costo minimo de cortar todo el choco-
late en cuadrados de 1x1

Ejemplo
42

Limites

2 < m,n <1000
Ninguno de los costos superara a 1000

Referencias

Fuente: X Polish Olympiad in Informatics 2002/2003
Autor: Marcin Kubica
Traductor: Luis Enrique Vargas Azcona
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1.5. Sugerencias

Esta seccion estd dedicada a dar pistas para encontrar algunas soluciones
de los problemas del capitulo. Suele ser mejor leer una sugerencia y volver a
intentar el problema que pasar directo a la solucion.

Sumas

Sugerencia para el quinto inciso: intenta demostrar que si puedes formar
5 ntimeros consecutivos n, n+1, n+2, n+3 y n+4, entonces también puedes
formarn+5 n+6,n+7, n+8y n+9.

Tablero de Ajedrez

Sugerencias para el conteo de cuadros blancos y negros:

1. Intenta demostrarlo para un tablero de 2 x n y luego usar esa de-
mostracién como caso pase para uno de n X m.

2. Intenta usar el inciso anterior agregando/quitando una columna.
Sugerencias para los problemas de triminos:

1. Intenta juntar 4 tableros de 2" x 2" para obtener un tablero de 2"*! x
271 Puedes usar el hecho de que puedes poner el vacio donde quieras
para unir los 4 tableros?.

2. Luego de ver casos pequenos, ;Notas algo en los bordes?, ;Puedes in-
tercambiar algunos colores para lograr juntar los tableros como en el
inciso anterior?.

Chocolate

. Qué sucede si en lugar de buscar cémo cortar el chocolate supones que
el chocolate ya esta cortado y quieres unir las piezas con un procedimiento
similar?, ;en qué cambia el problema?
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Capitulo

Definicion y Caracteristicas de la
Recursion

Ya vimos con la induccién que a veces una proposicion se puede verificar
en su forma mas simple y luego probar que si se cumple para una de cierta
complejidad también se cumplird para otra con méas complejidad.

Ahora, la recursividad o recursion se trata de algo parecido, se trata de
definir explicitamente la forma méas simple de un proceso y definir las formas
mas complejas de dicho proceso en base a formas un poco més simples. Es
decir:

Definiciéon 2.0.1 (Recursién). Forma de definir un objeto o un proceso
definiendo explicitamente su forma mas simple, y definiendo sus formas mas
complejas con respecto a formas mas simples.

Veremos cual es la utilidad de este tipo de definiciones con los siguientes
ejemplos:

2.1. Factorial

n! se lee como ene factorial y
0l = (1)(1)(2)(3)(4)(5)...(n — 1)(n)
Por ejemplo 5! = (1)(1)(2)(3)(4)(5) = 120 y se lee como cinco factorial
Pero puede parecer incomodo para una definiciéon seria tener que usar los
puntos suspensivos(...) y depender de como la interprete el lector.
Por ello, vamos a convertir esa definiciéon en una definicién recursiva.
La forma mas simple de la funcién factorial es:

ol=1

35
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Y ahora, teniendo n!, ;Como obtenemos (n+1)! 7, simplemente multiplicando
n! por n + 1.
(n+1)!=(n)(n+1)

De esta forma especificamos cada que se tenga un ntimero, cémo obtener el
siguiente y la definicion queda completa, ésta ya es una definicién recursiva,
sin embargo, se ve un tanto sucia, puesto que define a (n 4 1)! en términos
de n!. Y para ir més de acuerdo con la idea de la recursividad hay que definir
n! en términos de (n — 1)L

Asi que, teniendo (n — 1)!, para obtener n! hay que multiplicar por n. De
esa forma nuestra definicion recursiva queda asi:

Definicién 2.1.1 (Factorial).
0l=1

nl=(n—-1)n

Al igual que las matematicas, una computadora también soporta fun-
ciones recursivas, por ejemplo, la funcion factorial que acaba de ser definida
puede ser implementada en lenguaje C de la siguiente manera:

Codigo 2.1: Funcion recursiva factorial

int factorial (int n){
if(n = 0) return 1;
else return factorial (n—1)*n;

}

Para los estudiantes de programacion que comienzan a ver recursion suele
causar confusion ver una funcion definida en términos de si misma. Suele
causar la impresion de ser una definicion ciclica. Pero ya que construimos la
funcion paso a paso es posible que ello no le ocurra al lector.

De todas formas es buena idea ver como trabaja esta funciéon en un depu-
rador o ir simuldndola a mano.

Podemos notar algunas cosas interesantes:

= Si llamamos a factorial(5), la primera vez que se llame a la funciéon
factorial, n seréd igual a 5, la segunda vez n sera igual a 4, la tercera
vez n serd igual a 3, etc.

= Después de que la funcién regresa el valor 1, n vuelve a tomar todos
los valores anteriores pero esta vez en el orden inverso al cual fueron
llamados, es decir, en lugar de que fuera 5, 4, 3, 2, 1, ahora n va
tomando los valores 1, 2, 3, 4, 5; conforme el programa va regresando
de la recursividad va multiplicando el valor de retorno por los distintos
valores de n.
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= Cuando la funcion factorial regresa por primera vez 1, la computadora
recuerda los valores de n, entonces guarda dichos valores en algiin lado.

La primera observacién parece no tener importancia, pero combinada con la
segunda se vuelve una propiedad interesante que examinaremos después. La
tercera observacion hace obvia la necesidad de una estructura para recordar
los valores de las variables cada que se hace una llamada a funcion.

Dicha estructura recibe el nombre de pila o stack. Y por el solo hecho
de contener informacion, la pila requiere memoria de la computadora y tiene
un limite de memoria a ocupar(varia mucho dependiendo del compilador
y/o sistema operativo), si dicho limite es superado, el programa terminara
abruptamente por acceso a un area restringida de la memoria, este error
recibe el nombre de desbordamiento de pila o stack overflow.

A veces, al abordar un problema, es mejor no pensar en la pila dado que
el tamano de la pila nunca crecerd mucho en ese problema; otras veces hay
que tener cuidado con eso; y en ocasiones, tener presente que la pila recuerda
todo puede ayudar a encontrar la solucién a un problema.

Para observar mas claramente las propiedades mencionadas, conviene
echar un vistazo a esta version modificada de la funcion factorial:

Codigo 2.2: Funciéon recursiva factorial modificada

int factorial (int n){
int fminusl;
printf ("% \n", n);
if(n — 0) return 1;
fminusl=factorial (n—1);
printf ("% _%"'n", n, fminusl);
return fminusls*n;

Si llamas factorial(5) con el codigo de arriba obtendras la siguiente
salida en pantalla:

W NP, O RPN WP O

N = =
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46
b 24

Alli se ve claramente como n toma los valores en el orden inverso cuando
va regresando de la recursividad, como la linea 3 se ejecuta 6 veces mientras
se van haciendo las llamadas recursivas y como la linea 6 se ejecuta ya se
hicieron todas las llamadas recursivas, no antes.

2.2. Imprimir Nimeros en Binario

Con la funcion factorial ya vimos varias propiedades de las funciones
recursivas cuando se ejecutan dentro de una computadora.

Aunque siendo sinceros, es mucho mas practico calcular el factorial uti-
lizando for que con una funcién recursiva.

Ahora, para comenzar a aprovechar algunas ventajas de la recursividad
se trataré el problema de imprimir ntimeros en binario, el cual es facilmente
extendible a otras bases.

Cada vez que observemos un numero con subindice, vamos a interpretar
el subindice como la base de numeraciéon en la cual el ntimero esta escrito.

Por ejemplo 101, significa el niimero binario 101, es decir, 5 en sistema
decimal.

Estos son los primeros nimeros enteros positivos en sistema binario:

19,109, 115, 1005, 1015, 1105, 1115, 10004, 10015, 10105, 10115, ...

Esto no debe causar confusion en el momento en el que veamos los sub-
indices para denotar sucesiones, por ejemplo x1, x5, T3, ..., T,, ¥ €sto es porque
en expresiones tales como 1, se tiene que x no esté escrito en ninguna base.

Problema Resuelto 2.2.1. Escribe una funciéon recursiva que imprima un
namero entero positivo en su formato binario(no dejes ceros a la izquierda).

Solucién La instancia mas simple de este proceso es un ndmero binario
de un solo digito(1 6 0). Cuando haya mas de un digito, hay que imprimir
primero los digitos de la izquierda y luego los digitos de la derecha.

También hay que hacer notar algunas propiedades de la numeraciéon bi-
naria:

= Si un nimero es par, termina en 0, si es impar termina en 1.
Por ejemplo 1015 =5 y 100, =4

» Si un namero se divide entre 2(ignorando el residuo), el cociente se
escribe igual que el dividendo, simplemente sin el dltimo digito de la
derecha.
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Por ejemplo 121902 — 1001100,

Tomando en cuenta todo lo anterior concluimos que si n < 2 entonces hay
que imprimir 7, si no, hay que imprimir n/2 y luego imprimir 1 si n es impar
y 0 si n es par. Por lo tanto, la funcién recursiva quedaria de esta manera:

Codigo 2.3: Funcion recursiva que Imprime un Ntimero Binario
void imprime binario(int n){
if (n>=2){
imprime binario(n/2);
printf (" %", n%2);
telse

}

printf("%", n);

g

Aqui vemos que esta funciéon recursiva si supone una mejoria en la sencillez
con respecto a las posibles soluciones iterativas(no recursivas), ya que para
hacerlo iterativamente se necesitaria llenar un arreglo y en cada posiciéon un
digito, y luego recorrerlo en el orden inverso al que se llend.

Pero hay que hacer notar que un proceso recursivo funciona ligeramente
mas lento que si se hiciera de manera iterativa. Esto es porque las operaciones
de anadir elementos a la pila y quitar elementos de la pila toman tiempo.

Por eso se concluye que la recursion hay que usarla cuando simplifique
sustancialmente las cosas y valga la pena pagar el precio con un poco menos
de rendimiento.

2.3. Los Conejos de Fibonacci

Habia una vez cierto matematico llamado Leonardo de Pisa, apodado
Fibonacci, que propuso el siguiente problema:

Problema Resuelto 2.3.1. Alguien compra una pareja de conejos(un ma-
cho y una hembra), luego de un mes de haber hecho la compra esos conejos
son adultos, después de dos meses de haber hecho la compra esa pareja de
conejos da a luz a otra pareja de conejos(un macho y una hembra), al tercer
mes, la primera pareja de conejos da a luz a otra pareja de conejos y al mismo
tiempo, sus primeros hijos se vuelven adultos.
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j}ﬁ Pareja joven
ti Pareja adulta

\

Mﬂ

Misma pareja a
traves del tiempo

Descendencia

HiH

Figura 2.1: Reproduccién de los Conejos de Fibonacci

Cada mes que pasa, cada pareja de conejos adultos da a luz a una nueva
pareja de conejos, vy una pareja de conejos tarda un mes en crecer. Escribe
una funcién que regrese cuantos conejos adultos se tienen pasados n meses
de la compra.

Solucion Sea F'(x) el nimero de parejas de conejos adultos pasados x
meses. Podemos ver claramente que pasados 0 meses hay 0 parejas adultas y
pasado un mes hay una sola pareja adulta. Es decir F'(0) =0y F(1) = 1.

Ahora, suponiendo que para alguna x ya sabemos F'(0), F\(1), F(2), F(3),

., F(x — 1), en base a eso jcomo podemos saber el valor de F'(z)?

Si en un mes se tienen a parejas jovenes y b parejas adultas, al siguiente
mes se tendran a + b parejas adultas y b parejas jovenes.

Por lo tanto, el nimero de conejos adultos en un mes n, es el niimero de
conejos adultos en el mes n-1 més el nimero de conejos joévenes en el mes
n-1.

Como el nimero de conejos jovenes en el mes n-1 es el nimero de conejos



O 00 ~J O O i Wi+

—
e

2.3. LOS CONEJOS DE FIBONACCI 41

adultos en el mes n-2, entonces podemos concluir que:

F(0)
F(1)
F(n)=F(n—-1)+ F(n—2)
El siguiente codigo en C muestra una implementacion de una funcion
recursiva para resolver el problema planteado por Fibonacci:

0
1

Codigo 2.4: Funcion recursiva de la serie de Fibonacci
int F(int n){
if (n==0){
return 0;
telse if (n==1){
return 1;
lelse
return F(n—1)+F(n-2);
}

g

Si corres el codigo anterior en una computadora, te daras cuenta que el
tamano de los ntimeros crece muy rapido y con ndmeros como 39 o 40 se
tarda mucho tiempo en responder, mientras que con el nimero 50 parece
nunca terminar.

Hemos resuelto de manera teérica el problema de los conejos de Fibonacci,
sin embargo jesta solucion es irrazonablemente lental.

Como curiosidad matematica, posiblemente alguna vez leas u oigas hablar
sobre la sucesion de Fibonacci, cuando suceda, ten presente que la sucesion
de Fibonacci es

F(0), F(1), F(2), F'(3), F'(4), F'(5), ...
O escrita de otra manera:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, ...

Ademés de servir como solucion a este problema, la serie de Fibonacci cumple
también con muchas propiedades interesantes que pueden servir para resolver
o plantear otros problemas.

Por el momento no se mostraran aqui, ya que ese no es el objetivo del libro,
pero si te interesa puedes investigarlo, en internet hay bastante referente a
€so0.
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Capitulo

Recursion con Memoria o
Memorizacion

La recursién con Memoria o Memorizaciéon es un método para evitar que
una misma funcion recursiva se calcule varias veces ejecutandose bajo las mis-
mas condiciones; consiste en tener en una estructura(por lo general un arreglo
de una o varias dimensiones) para guardar los resultados ya calculados.

3.1. Mejorando el Rendimiento de Fibonacci

Problema Resuelto 3.1.1. Recordando, la sucesion de Fibonacci se define
como

Fn)=F(n—-1)+F(n—2)

Escribe un programa que calcule e imprima los primeros 50 nimeros de
la serie de Fibonacci en menos de un segundo.

Solucién Ya habiamos visto en la secciéon anterior que la funcién recur-
siva de Fibonacci(véase codigo 2.4) es extremadamente lenta, vale la pena
preguntarnos ;Qué la hace lenta?.

Si nos ponemos a ver su ejecucion en un depurador o la realizamos men-
talmente, nos daremos cuenta que para calcular F(n), se esta calculando
F(n—1)y F(n—2), y para calcular F(n — 1) también se esta calculando
F(n—2).

43
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e Fib(6) —_—
- Fibx(8) — P Fib(4) \
P R y FibB3) y b3 i Fib(2) \
; Fib(3) 3 Y Fib(2) I ¥ Fib(2) X Fib(1) 7 Fib(2) \ Fib(1) Fib(1) Fib(0)
y Fib(2) \ Fib(1} Fib(1) Fib(0} Fib(1) Fib(0) Fib{1) Fib(0)

Fib(1)  Fib0)

Figura 3.1: Llamadas a funcion que se realizan para calcular F(6)

Una vez que se terminoé de calcular F'(n—1) ya se habia calculado F'(n—2),
y sin embargo, se vuelve a calcular. Con ello, ya hemos visto que F(n — 2)
se esta calculando 2 veces.

Extrapolando este razonamiento F'(n — 4) se esta calculando al menos 4
veces, F'(n—6) se esta calculando al menos 8 veces, etc. Es decir, para algin
m < n tal que m es par F(n —m) se calcula al menos 22 veces(es un
ejercicio corto demostrarlo por induccion).

JExactamente de cuantas veces estamos hablando que se calcula cada
nimero de Fibonacci?. Por el momento no vale la pena ver eso, es suficiente
con saber que es un ntimero exponencial de veces.

Para solucionar esta problematica, vamos a declarar un arreglo v de
tamano 50 y con el tipo de datos long long, ya que a nadie le extranaria
que F(49) > 2%,

Luego, cada que se quiera saber el valor de F(n), se verificara si v[n| ya
fue usado(los valores de v se inicializan en 0, ya que es un arreglo global), si ya
fue usado simplemente regresara v[n] si no ha sido usado entonces calculara
el valor de F'(n) y lo guardara en v[n].

Asi concluimos nuestros razonamientos para llegar a este codigo:

Codigo 3.1: Fibonacci utilizando recursiéon con memoria

#include <stdio.h>
int v[50];
int F(int n){
if(v[n]!'=0){
return v|n];
pif (n==0){
return 0;
Fif (n==1){
return 1;
}vn|=F(n—-1)+F(n-2);
return v|n|;
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int main () {
int i;
for (i=0;1 <50;i++){
printf ("%1ld \n", F(i));
}return O0;

U

Aunque el cédigo anterior es notablemente mas largo que el codigo 2.4,
solamente las lineas de la 2 a la 12 son interesantes, lo deméas es solamente
para imprimir en pantalla el resultado.

Si ejecutas esta nueva funcién F' en una computadora te daras cuenta que
es mucho mas rapida que la funcion F' que se muestra en el codigo 2.4.

3.2. Error Comiun en la Memorizacion

La recursion con memoria solamente sirve cuando la funcion recursiva que
se quiere optimizar no utiliza los valores de variables estaticas ni globales para
calcular su resultado; de lo contrario si la funcién es llamada con los mismos
parametros no se garantiza que se esté calculando exactamente lo mismo mas
de una vez y la recursiéon con memoria no sirve en ese caso.

En ciertas ocaciones es conveniente memorizar atin cuando la funcion
recursiva original utilice variables globales, pero en esos casos debemos estar
seguros que mientras usemos la funcién, las variables globales deberan de
mantenerse constantes para que de esa forma el valor que regrese la funcién
original solamente dependa de los pardmetros.

Es comin para alguien que va empezando en la recursién con memoria
cometer este tipo de errores por ello hay que tomar precauciones adicionales.

3.3. Triangulo de Pascal

Probablemente alguna vez viste este tridngulo:

1
11
121
1331
14641
1 51010 5 1
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1 6152015 6 1

Este triangulo se conoce como Tridngulo de Pascal, la manera de constru-
irlo es bastante simple, se coloca un 1 en el primer renglén, en cada renglon
a partir del segundo, se forman nimeros sumando cada par de nimeros ady-
acentes del renglon anterior(es decir, cada namero es la suma de los dos
nameros que tiene arriba) y se coloca un 1 en cada extremo del renglon.

Vamos a llamar al j-ésimo ntimero del i-ésimo renglon P(3, 7).

Problema Resuelto 3.3.1. Escribe una funcion recursiva que regrese P(i, j),
parai <50y j <50y P(i,j) < 2%

Primero hay que notar que P(1,1) = 1, luego que el primer numero de
cada renglon también es 1; es decir P(i,1) = 1, y el ultimo namero de cada
renglon también es 1, osea P(i,7) = 1; en otro caso es la suma de los dos
ndimeros que tiene arriba, es decir P(i,j) = P(i — 1,7 — 1)+ P(i — 1, ). De
esta manera completamos la funcién recursiva asi:

PG,1)=1
P(i,i) =1
P(i,j)=P@GE—-1,j—1)+P(i—1,5) paral < j <1
Aqui se ignoré P(1,1) = 1 yaque P(i,1) = 1implica P(1,1) = 1 Nuevamente
utilizaremos un arreglo llamado v para guardar los resultados ya calculados,

y ya que ningin resultado puede ser 0, cuando v[i][j] sea 0 sabremos que no
se ha calculado atin. Ahora el codigo de la funcion en C resulta asi:

Coédigo 3.2: Triangulo de Pascal utilizando Recursiéon con Memoria
int v|51][51];
int P(int i, int j){
if(j=—=1 || i—=j){
return 1;

pie(vli[]'=0){

return v[i][j];
}

return v[i][j];
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El tridAngulo de Pascal tiene varias propiedades ttiles, una muy til sirve
para calcular combinaciones.

Definicién 3.3.1 (Combinaciones). Las combinaciones de n en m son la
cantidad de formas de escoger m objetos entre un total de n objetos distintos.

Se denota como:
m
n

Por convencion diremos que (8) = 1 para cualquier entero no negativo n.

La ultima parte de la definicién puede parecer que va contra el sentido
comin, ya que (8) indica el nimero de maneras de elegir 0 objetos de un
total de n objetos distintos, se suele pensar que si no se elige ningin objeto
realmente no se esta eligiendo nada por lo que (’8) deberia ser igual a 0 pero
en realidad es igual a 1.

El motivo de esta confusion proviene de la palabra elegir, no esta claro si
es valido decir que se eligen 0 objetos. Mas adelante, cuando se introduzca
la nocién de conjuntos, no sonara extrano el hecho de que se pueden elegir
0 objetos de una sola manera; pero por el momento el lector tendra que
adaptarse a la idea antinatural de que es valido elegir 0 objetos.

Problema Resuelto 3.3.2. Prueba que (;j) = P(i,7).

Solucion Recordemos como se calcula P:

P(i,1) =1

P(i,i) =1
PGi,j)=P@i—-1,7—1)+P(i—1,j) paral <j <1

De esa manera obtenemos 3 proposiciones:

= P(i,1) = 1 implica (igl) = 1, es decir, el nimero de formas de elegir 0

objetos entre un total de + — 1 objetos distintos es 1.

» P(i,i) = 1 implica (2:}) = 1, es decir, el numero de formas de elegir

t — 1 objetos entre un total de ¢ — 1 objetos distintos es 1.

= P(i,j) = P(i—1,j—1)+ P(i—1,5) implica (\_}) = ({23) + (:_}) para
1 < j <1 esta proposicion es equivalente a:

6)=Go)+ ()
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La primera proposicion es obvia, solo hay una manera de elegir 0 objetos
entre un total de i — 1 objetos distintos, y ésta es no eligiendo ningtn objeto.

La segunda proposiciéon también es obvia, la tinica manera de elegir i — 1
objetos de entre un total de i — 1 objetos es eligiendo todos.

La tercera proposicion es mas dificil de aceptar, digamos que se tienen
n objetos numerados de 1 a n; y se quieren elegir m objetos entre ellos, en
particular, se puede optar entre elegir el objeto n o no elegir el objeto n.

El ntiimero de formas de elegir m objetos de entre un total de n objetos
distintos, es el numero de formas de hacer eso eligiendo al objeto n mas el
numero de formas de hacer eso sin elegir al objeto n.

Si se elige el objeto n, entonces habra que elegir m — 1 objetos de entre
un total de n — 1 objetos distintos; hay (;:11) formas distintas de hacerlo.

Si no se elige el objeto n, entonces habra que elegir m objetos de entre
un total de n — 1 objetos distintos(si ya se decidié no elegir a n, entonces
quedan n — 1 objetos que pueden ser elegidos); hay (";Ll) formas de hacerlo.

Por ello concluimos que (;‘L) = (:1__11) + (”n_ll) lo que prueba tercera proposi-
cion.

O

La solucion de este problema prueba un resultado muy importante lla-
mado la “Férmula de Pascal”, vale la pena resaltarlo.

Teorema 1 (Formula de Pascal). Sean i,j enteros positivos, se tiene que:

) -G (50)

3.4. Teorema del Binomio

El triangulo de Pascal otras propiedades interesantes, una de ellas esta
estrechamente relacionada con el teorema del binomio; el cual se le atribuye
a Newton.

Para dar una idea de a qué se refiere el teorema del binomio; basta ver
los coeficientes de las siguientes ecuaciones:

(a+b)°=1
(a+b)'=a+b
(a+0b)* = a* + 2ab + b*
(a+0)* = a® + 3a*b + 3ab® + b
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(a+b)* = a* + 4a’b + 6a*b* + 4ab® + b*
(a+b)° = a® + 5a*b + 10a*b* 4+ 10a?b® + 5ab* + b°
Después de ver los coeficientes es natural que a uno le llegue a la mente

el triAngulo de Pascal y eso es exactamente a lo que se refiere el teorema del
binomio.

Teorema 2 (Teorema del Binomio). Para cualquier entero no negativo n:

n_ (Y ny0 Y\ no131 Y\ n_2;2 Y\ n-3;3 Y o0n
(a+0) —<0)ab+(1>a b+<2>a b+<3)a b+...+(n)ab

Demostracion. Ya vimos que para n=0 si se cumple el teorema. Ahora,
suponiendo que para algiin nimero n se cumple el teorema ;se aplicara
cumplird n + 17 Por construccion vamos suponiendo que para alguna n:

n_ [T\ ny0 Y\ ho1p1 Y\ nho9;2 Y\ n-3;3 Y on
(a+0) —(O)ab+(1>a b+(2)a b+(3)a b+...+<n)ab

Multiplicamos ambos miembros de la ecuaciéon por (a + b)

((a+b)™) (a+b) = ((g) "0+ (g‘) sl (Z) A"t (Z) a%b") (a-+b)

o (e (o (o

Recordamos que (:1) = ("_1) + ("_1).

m—1 m

(a+ )"t = (g)a”“b0+ n + 1)@”1)1 - <n+ 1>albn+ (Z)aﬂanrl
n

1
Como (7) = (111) = 1v () = (i},) = 1 entonces:

(a+b>n+1: n+1 an+1b0+ n+1 anb1++ n+1 aObn-‘rl
0 1 n+1

Por induccion el teorema queda demostrado.
]

Debido al teorema del binomio, a las combinaciones tambien se les llama
coeficientes binomiales.

El Triangulo de Pascal ain tiene muchas mas propiedades interesantes,
pero por el momento esto es todo lo que hay en el libro, si algin lector
se qued6 intrigado por este famoso tridngulo puede buscar en internet y
encontrard muchas cosas.
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Capitulo

Divide y Venceras

Esta célebre frase para estrategias de guerra ha llegado a ser bastante
popular en el campo de las matematicas y sobre todo, en el de las matematicas
aplicadas a la computacion.

La estrategia Divide y Vencerds se define de una manera bastante simple:

Divide un problema en partes mas pequenas, resuelve el problema por las
partes, y combina las soluciones de las partes en una solucion para todo el
problema.

Es dificil encontrar un problema donde no se utilice ésta estrategia de
una u otra forma.

Sin embargo, aqui se tratard exclusivamente de la estrategia Divide y
Venceras en su forma recursiva:

= Divide. Un problema es dividido en copias mas pequenas del mismo
problema.

= Vence. Se resuelven por separado las copias mas pequenas del problema.
Si el problema es suficientemente pequeno, se resuelven de la manera
mas obvia.

= Combina. Combina los resultados de los subproblemas para obtener la
solucién al problema original.

La dificultad principal en resolver este tipo de problemas radica un poco en
como dividirlos en copias mas pequenas del mismo problema y sobre todo
como combinarlos.

A veces la estrategia recursiva Divide y Vencerds mejora sustancialmente
la eficiencia de una solucion, y otras veces sirve solamente para simplificar
las cosas.

ol
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Como primer ejemplo de Divide y Vencerds veremos un problema que
puede resultar mas sencillo resolverse sin recursion, pero esto es solo para
dar una idea de como aplicar la estrategia.

4.1. Maximo en un Arreglo

Problema Resuelto 4.1.1. Escribe una funcion que dado un arreglo de
enteros v y dados dos enteros a y b, regrese el nimero mas grande en v[a..b](el
nimero mas grande en el arreglo que esté entre los indices a y b, incluido este
ultimo).

Solucién Lo mas sencillo seria iterar desde a hasta b con un for, guardar
el maximo en una variable e intentar actualizarla en cada iteracion.
Pero una forma de hacerlo con Divide y Venceréds puede ser:

» Si a < b, dividir el problema en encontrar el maximo en v[a..(a +
b)/2] y el maximo en v[(a + b)/2 + 1..b] y resolver ambos problemas
recursivamente.

» Si a = b el maximo seria vl[al

= Una vez teniendo las respuestas de ambos subproblemas, ver cual de
ellas es mayor y regresar esa.

Los 3 puntos de éste algoritmo son los 3 puntos de la estrategia Divide y
Vencerés aplicados.

Esta claro que este algoritmo realmente encuentra el maximo, puesto que
en v[a..b] estd compuesto por v[a..(a +b)/2] y v[(a + b)/2 + 1..b], sin quedar
un solo niimero del intervalo excluido.

También sabemos que si un nimero z > yy y > z, entonces x > z, por ello
podemos estar seguros que alguno de los dos resultados de los subproblemas
debe de ser el resultado al problema original.

Para terminar de resolver este problema, hay que escribir el codigo:

Codigo 4.1: Maximo en un intervalo cerrado a, b
int maximo(int v|[], int a, int b){
int maximol, maximo?2;
if (a<b){
maximol=maximo (v, a,
maximo2=maximo (v, (
if (maximol>maximo2)

(ath)/2);
atb) /241, b);
{
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return maximol ;
lelse
return maximo?2;
}
}else{

return v|al;
}

4.2. Busqueda Binaria

Ahora, después de haber visto un ejemplo impractico sobre el uso de
Divide y Venceras, veremos un ejemplo practico.

Supongamos que tenemos un arreglo v con los nimeros ordenados de
manera ascendente. Es decir, v[a] > v[a — 1] y queremos saber si un niimero
x se encuentra en el arreglo, y de ser asi, ;donde se encuentra?

Una posible forma seria iterar desde el principio del arreglo con un for
hasta llegar al final y si ninguno de los valores es igual a z, entonces no esta,
si alguno de los valores es igual a x, guardar donde esta.

. Pero qué sucederia si quisiéramos saber un millén de veces donde esté
algin ntimero(el ntimero puede variar)? Como ya te lo podras imaginar, el
algoritmo anterior repetido un milléon de veces se volvera lento.

Es como si intentaramos encontrar el nombre de un conocido en el direc-
torio telefénico leyendo todos los nombres de principio a fin a pesar de que
estdn ordenados alfabéticamente.

Problema Resuelto 4.2.1. Escribe una funciéon que dado un arreglo orde-
nado de manera ascendente, y tres enteros a, b y x, regrese -1 si x no esta
en v[a..b] y un entero diciendo en qué indice se encuentra z si lo esta. Tu
programa no debera hacer mas de 100 comparaciones y puedes asumir que
b — a<1000000.

Solucién La solucion a este problema se conoce como el algoritmo de la
bisqueda binaria.

La idea consiste en ver qué ntimero se encuentra a la mitad del intervalo
vl[a..b]. Si v[(a+0b)/2] es menor que z, entonces = debera estar en v[(a+b)/2+
1..b], si v[(a+b)/2] es mayor que x, entonces x debera estar en vl[a..(a+b)/2].

En caso de que a = b, si v[a] = x, entonces z se encuentra en a.



[ —
_— O O 00 ~J O Ot i~ W N

— =
W Do

14
15

S W N~

54 CAPITULO 4. DIVIDE Y VENCERAS

Asi que, los 3 pasos de la estrategia Divide y Venceras con la busqueda
binaria son los siguientes:

» Si b > a, comparar v[(a + b)/2] con x, si  es mayor entonces resolver
el problema con v[(a + b)/2 + 1..b], si = es menor resolver el problema
con v[a..(a +b)/2 — 1], y si x es igual, entonces ya se encontro .

= Sib > a, comparar v[a] con x, si x es igual entonces se encuentra en a,
si x es diferente entonces x no se encuentra.

= Ya sabiendo en qué mitad del intervalo puede estar, simplemente hay
que regresar el resultado de ese intervalo.

Codigo 4.2: Basqueda Binaria Recursiva

int Busqueda Binaria(int v|]|, int a, int b, int
x){
if(a>=b){
if(v]al==x)
return a;
else

return —1;

if (v](at+h)/2]==x){
return (a+b) /2;
telse if(v|(a+h)/2]<x){
return Busqueda_Binaria(v, (a+b)/2+1, b,
X)
telse
return Busqueda Binaria(v, a, (atbh)/2-1,

x);

}

A pesar de que la idea de la bisqueda binaria es puramente recursiva,
también se puede eliminar por completo la recursiéon de ella:

Codigo 4.3: Bisqueda Binaria Iterativa
int Busqueda_Binaria(int v[], int a, int b, int x){
while (a<b)
if (v](at+h)/2l==x){
return (a+b) /2;
telse if(v|[(a+h)/2]<x){
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Figura 4.2: Toérres de Hanoi

a=(atb) /2+41;
}else{

b=(a+b) /2—1;
}

if (v]a]==x){
return a;
}else{
return —1;
}

Aunque de que los codigos estan del mismo tamano, muchas veces resulta
mas practica la iterativa, ya que no es necesario declarar una nueva funcion
para realizarla.

O

4.3. Torres de Hanoi

El problema de las Torres de Hanoi es un problema utilizado frecuente-
mente como ejemplo de recursion.

Imagina que tienes 3 postes llamados A, By C.

En el poste A tienes n discos de diferente didmetro, acomodados en orden
creciente de didmetro desde lo mas alto hasta lo més bajo.
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Solamente puedes mover un disco a la vez desde un poste hasta otro y no
esta permitido poner un disco mas grande sobre otro mas pequeno. Tu tarea
es mover todos los discos desde el poste A hasta el poste C.

Problema Resuelto 4.3.1. Escribe una funcién que reciba como parametro
n y que imprima en pantalla todos los pasos a seguir para mover los discos
del poste A al poste C.

Solucién Pensando primero en el caso mas pequeno, si n = 1, tendriamos
un solo disco y solo habria que moverlo de la torre A a la C.

Ahora, suponiendo que para algin n ya sabemos co6mo mover n— 1 discos
de una torre a cualquier otra ;qué deberiamos hacer?

Luego de hacerse esta pregunta directamente llegamos a la conclusion de
que primero hay que mover los primeros n — 1 discos a la torre B, luego el
disco n a la torre C, y posteriormente mover los n — 1 discos de la torre B a
la torre C.

Podemos estar seguros que lo anterior funciona ya que los primeros n — 1
discos de la torre siempre seran mas pequenos que el disco n, por lo cual
podrian colocarse libremente sobre el disco n si asi lo requirieran.

Se puede probar por induccién el procedimiento anterior funciona si se
hace recursivamente.

Asi que nuestro algoritmo de Divide y Venceras queda de la siguiente
manera;

Sea x la torre original, y la torre a la cual se quieren mover los discos, y
z la otra torre.

= Paran > 1, hay que mover n—1 discos de la torre x a la z, luego mover
un disco de la torre x a la y y finalmente mover n — 1 discos de la torre
zalay.

= Para n = 1, hay que mover el disco de la torre x a la y ignorando la
torre z.

Notese que aqui los pasos de Divide y Combina se resumieron en uno solo,
pero si estan presentes ambos.

El siguiente c6digo muestra una implementacion del algoritmo anterior,
consta de dos funciones, una que recibe solamente el ntimero de discos y otra
que recibe el nimero de discos y los nombres de los postes.

Codigo 4.4: Torres de Hanoi

void mueve(int n, char x, char y, char z){
if (n==1){
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printf ("Mueve_de_% _a_% .\n", x, y);
}else{
mueve(n—1, x, z, y);
printf("Mueve_de_%_a_%.\n
mueve(n—1, z, y, X);
ki
i
void hanoi(int n){
hanoi(n, 'A’, 'C’, 'B’);
i

O

Una leyenda cuenta que en un monasterio en la ciudad de Hanoi hay 3
postes colocados de esa manera y unos monjes han estado trabajando para
mover 48 discos del poste A al poste C, una vez que terminen de mover los
48 discos el mundo se acabara.

./ Te parecen pocos 48 discos?, corre la solucion a este problema con n—=48
y veras que parece nunca terminar(ahora imagina si se tardaran 2 minutos
en mover cada disco).

Problema Resuelto 4.3.2. ;Cuéntas lineas imprime hanoi(n) (asumiendo
que esta funcion esta implementada como se muestra en el codigo 4.4)7

Solucion Sea H(n) el nimero de lineas que imprime hanoi(n). Esta claro
que hanoi(n) imprime el mismo nimero de lineas que mueve(n, ’A’, B’,
’C?).

Es obvio que H(1) = 1 puesto que hanoi(1) solamente imprime una
linea.

Notese que cada que se llama a mueve(n, ...) se estd llamando dos
veces a hanoi(n-1, ...) una vez en la linea 5 y otra en la linea 7. Ademas,
en la linea 6 imprime un movimiento.

Por lo tanto obtenemos la siguiente funciéon recursiva:

H(l)=1
Hn)=Hn—-1)x2+1

Ahora haremos unas cuantas observaciones para simplificar atin mas esta
funcién recursiva:
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Hl)=1=1

H2)=2+1=3
H3)=4+2+1=7
H(4)=8+4+2+1=15
H(5)=16+8+4+2+1=31
H(6)=32+16+8+4+2-+1=063

Probablemente ya estés sospechando que
H(n)=2""14+2"24on 34 420
Por inducciéon podemos darnos cuenta que como con H (1) si se cumple y
(r g2 ypond g 4221 =2" gt ponr g 420

Entonces para cualquier niimero n la proposiciéon se debe de cumplir.
O también puedes estar sospechando que:

H(n)=2"-1
De nuevo por induccién
H(0)=2"—1
Y suponiendo que para alguna n, H(n) = 2" — 1
2" —1D(n)+1=2""—241=2"" -1

Por lo tanto, podemos concluir que la respuesta de este problema es sin
lugar a dudas 2" — 1.

O
Ademaés de haber resuelto este problema pudimos darnos cuenta que
" —1 =2t g2 gm0 (4.1)

Esta propiedad de la suma de potencias de 2 hay que recordarla.
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Capitulo

Busqueda Exhaustiva

A veces parece que no hay mejor manera de resolver un problema que
tratando todas las posibles soluciones. Esta aproximacion es llamada Buisque-
da Exhaustiva, casi siempre es lenta, pero a veces es lo Gnico que se puede
hacer.

También a veces es util plantear un problema como Bisqueda Exhaustiva
y a partir de ahi encontrar una mejor solucion.

Otro uso practico de la Busqueda Exhaustiva es resolver un problema con
con un tamano de datos de entrada lo suficientemente pequeno.

La mayoria de los problemas de Bisqueda Exhaustiva pueden ser re-
ducidos a generar objetos de combinatoria, como por ejemplo cadenas de
caracteres, permutaciones(reordenaciones de objetos) y subconjuntos.

5.1. Cadenas

Problema Resuelto 5.1.1. Escribe una funcién que dados dos niimeros en-
teros n y ¢, imprima todas las cadenas de caracteres de longitud n que utilicen
solamente las primeras c letras del alfabeto(todas mintisculas), puedes asumir
que n < 20.

Solucién Llamemos cadenas(n,c) al conjunto de cadenas de longitud n
usando las primeras c letras del alfabeto.

Como de costumbre, para encontrar la solucién a un problema recursivo
pensaremos en el caso mas simple.

El caso en el que n =1y ¢ = 1. En ese caso solamente hay que imprimir
”a”, o dicho de otra manera, cadenas(1,1) = {"a"}

61
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En este momento podriamos pensar en dos opciones para continuar el
razonamiento como de costumbre:

n=1lyc>1o0
n>1lyc=1

Si pensaramos en la segunda opcién, veriamos que simplemente habria
que imprimir las primeras n letras del abecedario.

Si pensaramos en la segunda opcién, veriamos que simplemente habria
que imprimir n veces “a” y posteriormente un salto de linea.

Ahora vamos a suponer quen > 1y ¢ > 1, para alguna n y alguna c, ;seria
posible obtener cadenas(n, ¢) si ya se tiene cadenas(n—1,c) 6 cadenas(n, c—
1)?

Si nos ponemos a pensar un rato, veremos que no hay una relaciéon muy
obvia entre cadenas(n,c) y cadenas(n,c— 1), asi que buscaremos la relacion
por cadenas(n — 1,¢).

Hay que hacer notar aqui que si se busca una solucién en base a una
pregunta y ésta parece complicarse, es mejor entonces buscar la solucion de
otra forma y soélo irse por el camino complicado si no hay otra opcion.

Volviendo al tema, buscaremos la relacion de cadenas(n, ¢) con cadenas(n—
L, c).

A veces algunos ejemplos sencillos pueden dar ideas. Observamos que

cadenas(1,3) = {a,
b,

¢,

}

cadenas(2,3) = {aa, ab, ac,
ba, bb, be,
ca, cb, cc

}

cadenas(3,3) = {aaa, aab, aac, aba, abb, abe, aca, ach, acce,
baa, bab, bac, bba, bbb, bbe, bea, beb, bee,

caa, cab, cac, cba, cbb, cbe, cca, ccb, cec,

}
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Luego de observar esto, es posible prestar mas atencion a la siguiente
propiedad:

Toda cadena de n caracteres puede ser formada por una cadena de n — 1
caracteres seguida de otro caracter.

Esto quiere decir que para cada caracter que pueda tener la cadena hay
que generar todas las cadenas de n — 1 caracteres y a cada cadena colocarle
dicho caracter al final.

Partiendo de esta idea, que puede parecer un tanto complicada de imple-
mentar, se puede sustituir por la idea de primero colocar el ultimo caracter
de la cadena, y luego generar todas las cadenas de n — 1 caracteres posibles.

Para evitar meter muchos datos en la pila, es mejor tener la cadena
guardada en un arreglo global de tipo char.

Codigo 5.1: Generador de Cadenas de Caracteres
char C[21];
void cadenas(int n, int c){
int i;
T (n—0)
printf ("% \n", C);
telse
for(i="a’ ;i< a’'+c;i++){
Cln]=1;
cadenas(n—1, c¢);

}

Problema Resuelto 5.1.2. ;Cuéantas cadenas de longitud n que utilizan
solamente las primeras c letras del abecedario(todas mintisculas) existen? O
dicho de otra forma ;Cuantas lineas imprime el codigo 5.17

Solucién Llamémosle cad(n, c) al nimero de lineas que imprime el codigo
11. Es obvio que cad(1, ¢) imprime c lineas.
Notese que si n > 1, cadenas(n, c) llama c veces a cadenas(n — 1, ¢). Por
lo tanto
cad(l,c) =c¢
cad(n,c) = cad(n — 1,¢)c paran > 1

Ahora por induccién es facil darnos cuenta que

cad(n,c) = c"
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Un algoritmo de cambio minimo para generar cadenas binarias(de 0s y
1s) es aquel que genera todas las cadenas binarias de determinada longitud
en un orden tal que cada cadena difiera de su predecesor en solamente un
caracter.

El siguiente c6digo es una implementacién de un algoritmo de cambio
minimo que genera las 2" cadenas binarias.

Codigo 5.2: Generador de cadenas binarias con cambio minimo

void genera(int n){
(-0
imprime cadena () ;
telse{
genera(n—1);
Cli]=!Cl1i];
genera(n—1);

}

El codigo anterior genera las cadenas en un arreglo llamado C, y asume
que siempre serd lo suficientemente grande para generar todas las cadenas, la
linea 3 llama a una funcién para imprimir la cadena generada, dicha funciéon
no se muestra porque ocuparia demasiado espacio y no tiene relevancia en el
algoritmo.

Puede parecer un tanto confusa la linea 6, pero hay que recordar que !0
devuelve 1 y !1 devuelve 0.

Problema Resuelto 5.1.3. Demuestra que el codigo 5.2 genera todas las
cadenas binarias y que cada cadena que genera difiere de la anterior en sola-
mente un digito.

Solucién Este problema requiere que se comprueben 2 cosas: una es que
el algoritmo genera todas las cadenas binarias de longitud n, y otra es que
las genera con cambio minimo.

Si n = 1 basta con echar un vistazo al codigo para darse cuenta que
funciona en ambas cosas.

Podemos observar también, que luego de ejecutarse la linea 6 se llama
a genera(n — 1) y se sigue llamando recursivamente a la funcion genera sin
pasar por la linea 6 hasta que n toma el valor de 0 y se imprime la cadena
en la linea 3; de esta forma podemos asegurar que genera las cadenas con
cambio minimo.

Para probar el hecho de que se imprimen todas las cadenas binarias de
longitud n, hay que hacer la siguiente observacién que no es muy obvia:
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No importa si el arreglo C' no esta inicializado en 0Os, siempre y cuando
contenga unicamente 0Os y 1s. La prueba de esto es que dada una cadena
binaria de longitud n, se puede generar a partir de ella cualquier otra cadena
binaria de longitud n, simplemente cambiando algunos de sus 1s por 0s y/o
algunos de sus 0s por 1s. Si el algoritmo produce todas los conjuntos de
cambios que existen entonces generard todas las cadenas sin importar la
cadena inicial ya que a partir de una cadena se puede formar cualquier otra
luego de aplicar una serie de cambios.

La capacidad de poder hacer este tipo de razonamientos tanto es muy
importante, tan importante es poder reducir un problema como dividirlo.

De esa forma, suponiendo que para algin n — 1 la funcién produce todas
las cadenas de n — 1 caracteres, jlas producira para n?.

Dado que la funcién no hace asignaciones sino solamente cambios(linea
6), podemos estar seguros que si se producen todas las cadenas llamando a
la funcién con n — 1 significa que el algoritmo hace todos los cambios para
n—1.

También se puede observar que la linea 5 llama a genera(n — 1) con
Cln] = a para alguna 0 < @ < 1, y la linea 7 llama a genera(n — 1) con
C[n] =la (si a = 0 entonces Cn| =1y si a = 1 entonces C[n] = 0).

Como C|[n] esté tomando todos los valores posibles y para cada uno de sus
valores esta generando todas las cadenas de tamano n — 1 podemos concluir
que el algoritmo genera todas las cadenas binarias.

0

Hay que destacar una propiedad que se hay6 en la solucion:

Teorema 3. Sea cad(n,c) el numero de cadenas que se pueden formar de
longitud n con un alfabeto de c letras.

cad(n,c) = c"

5.2. Conjuntos y Subconjuntos

Los conjuntos son estructuras que estan presentes en todas las areas de
las matematicas, y juegan un papel central en las mateméaticas discretas y
por ende en las ciencias de la computacion.

La idea basica de un conjunto es una colecciéon de elementos, para los
cuales todo objeto debe pertenecer o no pertenecer a la coleccion.

Hay muchos ejemplos de la vida cotidiana de conjuntos, por ejemplo, el
conjunto de los libros de una biblioteca, el conjunto de muebles de la casa,
el conjunto de personas entre 25 y 30 anos, etc.
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Asi como existen conjuntos tan concretos, las matemaéticas tratan por lo
general con conjuntos més abstractos.

Por ejemplo el conjunto de los nimeros entre 0 y 10, el conjunto de los
niimeros pares, el conjunto de los poligonos regulares, entre otros. De hecho
casi todos los objetos mateméaticos son conjuntos.

Los conjuntos finitos pueden describirse con una lista de sus elementos
separados por comas, por ejemplo, el conjunto de las vocales:

{a,e,i,0,u}

El conjunto de los ntmeros pares positivos de un solo digito:

{2,4,6,8}

Dado que un conjunto es una agrupacion de elementos, no importa el
orden en el que se escriban los elementos en la lista. Por ejemplo:

{1,5,4,3} = {4,5,1,3}

Los conjuntos suelen representarse con letras maytusculas y elementos de
los conjuntos con letras minusculas.

Si un objeto a es un elemento de un conjunto P, entonces se dice que a
pertenece a Py se denota de la siguiente manera:

a€ P
y si un objeto a no pertenece a P se denota de la siguiente manera
a¢ P

Por ejemplo
1e€3,1,5pero1¢ 3,4,2

En resumen:

Definicién 5.2.1 (Conjunto). Un conjunto es una coleccion o agrupacion
de objetos, a los que se les llama elementos. Los conjuntos finitos se pueden
describir con una lista de sus elementos separados por comas.

Si un objeto a es un elemento de un conjunto P, entonces se dice que a
pertenece a P y se denota de la siguiente manera:

a€P

y si un objeto a no pertenece a P se denota de la siguiente manera

a¢ P
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Algunos conjuntos muy renombrados son:

= El conjunto de los nameros reales R
» El conjunto de los numeros enteros Z = {..., —3,—-2,—1,0,1,2,3, ...}
» El conjunto de los nimeros naturales N = {0, 1,2, 3,4,5, ...}

Respecto a este altimo conjunto, hay algunos matematicos que aceptan el
0 como parte de los niimeros naturales y hay mateméaticos que no lo aceptan.

Por lo general los que no aceptan el 0 como parte de los nimeros naturales
es porque en teoria de nimeros no se comporta como el resto de ellos, y
ademas, el 0 fue un ntimero desconocido para muchas civilizaciones.

Pero en las ciencias de la computacion se suele aceptar al 0 como niimero
natural, y no es por mero capricho, esto tiene una razén importante: tanto en
el manejo de conjuntos como en la induccion, el 0 se comporta como niimero
natural.

Se dice que un conjunto A es subconjunto de B, si todos los elementos
de A también son elementos de B. O dicho de otra manera:

Definicion 5.2.2 (Subconjunto). Se dice que A es subconjunto de B si para
todo elemento ¢ tal que ¢ € A se cumple que también ¢ € B y se denota
como A C B.

Por ejemplo:

El conjunto de las vocales es un subconjunto del conjunto del alfabeto.

El conjunto de los niimeros pares es un subconjunto del conjunto de los
ndmeros enteros.

{a,b} C{b,c,d,a,x}
NCZ
ZCR

Los subconjuntos son muy utilizados en la busqueda exhaustiva, ya que
muchos problemas pueden ser reducidos a encontrar un subconjunto que
cumpla con ciertas caracteristicas.

Ya sea para poder resolver un problema con bisqueda exhaustiva o para
poder encontrar una mejor soluciéon partiendo de una busqueda exhaustiva
es preciso saber como generar todos los subconjuntos.

Problema Resuelto 5.2.1. Supongamos que hay un arreglo global C' que
es de tipo entero. Escribe una funcion que reciba un entero n como parametro
e imprima todos los subconjuntos del conjunto de primeros n elementos del
arreglo C.
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Solucién Este problema de generar todos los subconjuntos se puede trans-
formar en el problema de generar cadenas de caracteres de una manera bas-
tante sencilla:

Cada elemento de C puede estar presente o ausente en un subconjunto
determinado.

Vamos a crear entonces un arreglo de presencias al que llamaremos P, es
decir P[i] sera 0 si C[i] esta ausente, y serd 1 si C[i] estd presente.

El problema entonces se reduce a generar todas las posibles cadenas bi-
narias de longitud n en P. La técnica de expresar un problema en términos
de otro es indispensable para resolver este tipo de problemas.

Codigo 5.3: Generacion de subconjuntos
int imprime\ _subconjuntos(int n, int m=—1){
int i;
if (m<n){
m=n ;
Fif (n-—0){
for (i=0;i<m;i++)
if(Pli]==1)
printf("%_", C[i]);
printf("\n");

}else{
P[n—1]=0;
imprime\ subconjuntos(n—1, m);
P[n—1]=1;

imprime\ subconjuntos(n—1, m);

1

El codigo anterior imprime todos los subconjuntos de C', se omite la
declaracion de P para no gastar espacio y se utiliza el pardmetro m co-
mo el naimero de elementos de los que hay que imprimir subconjuntos para
que no se confunda con el pardmetro n que es el nimero de elementos de los
que hay que generar los subconjuntos.

Notese que si se llama a la funcién dejando el pardmetro predeterminado
para m, posteriormente m tomaré el valor de n.

O

Problema Resuelto 5.2.2. Considera la misma situacion que en el ejemplo
5.2.1, escribe una funcién que reciba como parametros n y m, e imprima
todos los subconjuntos de los primeros n elementos del arreglo C tal que
cada subconjunto contenga exactamente m elementos.
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Solucién Como ya vimos en el ejemplo anterior, este problema se puede
reducir a un problema de generacién de cadenas binarias. Asi que vamos a
definir P[i] como 1 si C[i] esta presente y como 0 si C[i| esta ausente del
subconjunto.

Sea ademéas S(n,m) los subconjuntos de los primeros n elementos del
arreglo tal que cada subconjunto tenga exactamente m elementos.

Por ello el problema se reduce a encontrar todas las cadenas binarias de
longitud n que contengan exactamente m 1s.

Antes de encontrar el algoritmo para resolver esto es necesario hacer notar
las siguientes propiedades:

= Si m > n no hay cadena binaria que cumpla con los requisitos, ya
que requiere tener exactamente m 1s, pero su longitud es demasiado
corta(menor que m).

= Si m = 0 solo hay un subconjunto: el conjunto vacio.

» Sin > 0y n > m entonces S(n,m) esta compuesto inicamente por
S(n—1,m) y por todos elementos de S(n— 1, m —1) anadiéndoles C[n]
a cada uno(véase Ejemplo 11).

Con estas propiedades ya se puede deducir el algoritmo.

Al igual que en el ejemplo anterior, utilizaremos un pardmetro auxiliar
al que llamaremos [ que indicarad de qué longitud era la cadena inicial. La
intencion es que a medida que se vayan haciendo las llamadas recursivas, el
programa vaya formando una cadena que describa el subconjunto en P.

Dicho de otra manera definiremos una funcion llamada imprime_subconjuntos(n,
m, 1), que generard todos los subconjuntos de tamano m de los primeros
n elementos del arreglo C' e imprimira cada subconjunto representado en
P[0..n — 1] junto con los elementos definidos en P[n..l — 1](los que ya se
definieron en llamadas recursivas anteriores), es decir, imprimira P[0..l — 1]
para cada subconjunto.

Si m > n entonces simplemente hay que terminar la ejecucion de esa
funcion pues no hay nada que imprimir.

Si m = 0 solamente queda el conjunto vacio, entonces solo hay que im-
primir el subconjunto representado en P[0..0 — 1].

En otro caso hay que asegurarse de que C[n— 1] este ausente en el subcon-
junto y llamar a imprime_subconjuntos(n-1, m, 1), esto generara todos
los subconjuntos de los primeros n elementos del arreglo C', con exactamente
m elementos, donde C[n — 1] no esta incluido.

Posteriormente, hay que poner a C'[n] como presente y llamar a imprime_subconjuntos (n-1,
m-1, 1) para generar los subconjuntos donde C[n] esta incluido.
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Codigo 5.4: Generacion de todos los subconjuntos de C con m elementos
void imprime subconjuntos(int n, int m, int 1){
int 1;
if (men){
return;
Jif (m=—0){
for (i=0;i<1;i++)
if(Pli]==1)
printf("%_", C[i]);
printf("\n");

}else{
P[n—1]=0;
imprime subconjuntos(n—1, m, 1);
Pln—1]=1;

imprime subconjuntos (n—1, m—1, 1);

5.3. Permutaciones

Asi como a veces un problema requiere encontrar un subconjunto que
cumpla con ciertas caracteristicas, otras veces un problema requiere encontrar
una secuencia de objetos que cumplan con ciertas caracteristicas sin que
ningin objeto se repita; es decir, una permutacion.

Una permutacion se puede definir como una cadena que no utiliza 2 veces
un mismo elemento.

Las permutaciones, al igual que los conjuntos, suelen representarse como
una lista de los elementos separada por comas pero delimitada por paréntesis.
Sin embargo, a diferencia de los conjuntos, en las permutaciones el orden en
el que se listan los elementos si importa.

Por ejemplo, la permutacion (3,2, 5) es diferente a la permutacion (5, 3, 2)
y diferente a la permutacion (2,3, 5).

Si se tiene un conjunto A, una permutacion de A es una cadena que utiliza
cada elemento de A una sola vez y no utiliza elementos que no pertenezcan
a A.

Por ejemplo, sea A el conjunto (a, b, ¢, d), una permutacion de A es (a, ¢, d, b)
otra permutacion es (d, a,c, b).
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Teorema 4. Sea A un conjunto con n elementos, existen n! permutaciones

de A.

Demostracion. Un conjunto con un solo elemento o ningtin elemento tiene
solamente una permutacion.

Si para algin n se sabe el nimero de permutaciones que tiene un conjunto
de n elementos, ;jes posible averiguar el ntimero de permutaciones con un
conjunto de n+1 elementos?

Consideremos una permutacion de un conjunto con n elementos(aqui a;
representa el i-ésimo nimero de la permutacion):

(ala 2,03, a4, ..., an)

Suponiendo que quisiéramos insertar un nuevo elemento en esa permutacion,
lo podriamos poner al principio, lo podriamos poner entre a; y as, entre as y
as, entre as y ay, ... , entre a,_1 y a,, o bien, al final. Es decir, lo podriamos
insertar en n + 1 posiciones diferentes.

Notese entonces que por cada permutacion de un conjunto de n elementos,
existen n 4+ 1 permutaciones de un conjunto de n + 1 elementos conservando
el orden de los elementos que pertenecen al conjunto de n elementos.

Y también, si a una permutacién de un conjunto con n + 1 elementos se
le quita un elemento, entonces queda una permutacién de un conjunto con n
elementos.

Sea p(n) el numero de permutaciones de un conjunto con n elementos,
podemos concluir entonces que p(0) = 1y p(n) = p(n — 1)n, esta recurrencia
es exactamente igual a la funcion factorial.

Por ello el nimero de permutaciones de un conjunto con n elementos
diferentes es n!.

]

Problema Resuelto 5.3.1. Escribe un programa que dado n, imprima to-
das las permutaciones del conjunto de los primeros n ntimeros enteros posi-
tivos.

Solucién Antes que nada tendremos un arreglo p[| = {1,2,3,...,n}

Si n = 0 entonces solamente hay una permutacion.

Sin > 0, hay que generar todas las permutaciones que empiecen con p[0],
las que empiecen con p[1], las que empiecen con p[2|, las que empiecen con
p[3], ... , las que empiecen con p[n — 1](sobra decir a estas alturas que una
permutacién de un conjunto con n ntimeros es un solo nimero seguido de
una permutacion de un conjunto con n — 1 nimeros).
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Esto se puede hacer recursivamente, ya que la funcién generara todas las
permutaciones con n elementos, sin importar qué elementos sean. Es decir,
si el programa intercambia el valor de pl[i] con el valor de p[n — 1] y manda a
llamar a la funcién con n — 1, la funcién generara todas las permutaciones de
los primeros n — 1 elementos con el antiguo valor de p[i] al final. Asi que hay
que repetir este procedimiento de intercambiar y mandar llamar a la funcion
para toda i entre 0 y n — 1.

Asi que el programa queda de esta manera:

Codigo 5.5: Generacion de permutaciones

#include <stdio.h>
int xp;:
int N;
void permutaciones(int n){
int i, aux;
if(n==0){ //Si n=0 imprime la permutacion
for (i=0;1<N;i++)
printf("%_", pli]);
printf("\n");
telse{ //Sino, realiza los intercambios
correspondientes y entra en recursion
for (i=0;i<n;i++){
aux=p|i]|; //Intercambia los
valores de p[n—1] y p[i]
pli]=p[n—1];
p[n—1]=aux;
permutaciones (n—1); //Hace la
[lamada recursiva
aux=p|i]|; //Pone los wvalores de
p[n—1] y pli] en su lugar
pli]=p[n—1];
p[n—1|=aux;

}

int main () {
int i;
scanf (" %", \&N); //Lee el tamano del conjunto
de la entrada
p=new int |N];
for (i=0;i<N;i++) //Inicializa el conjunto
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pli]=1+1;
permutaciones (N); //Ejecuta la recursion
return 0;

}

Nuevamente el codigo de la funcién es bastante corto aunque el resto del
programa hace el codigo mas largo.
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Analisis de Complejidad
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Durante la parte I se vieron muchas formas de aplicar la recursiéon en
la resolucion de problemas y algunas consecuencias matematicas ttiles de la
recursion.

Sin embargo, los problemas mas interesantes en el disefio de algoritmos
surgen al tomar en cuenta el analisis de complejidad, a estas alturas resulta
muy dificil seguir avanzando sin contar con esta herramienta, y a diferencia
de la recursion, el anélisis de complejidad si requiere conocimientos previos
para entenderse adecuadamente.

Durante un par de capitulos se hablard muy poco de programacion, luego
la programacion volvera, pero tendremos que esperar para regresar al diseno
de algoritmos ya que nos concentraremos en el analisis de algoritmos.

Quiza esta curva de aprendizaje pudiera parecer desmotivante puesto que
el objetivo es dominar el diseno de algoritmos, pero no hay que olvidar que los
fundamentos no solo sirven para entender el analisis de complejidad, también
pueden servir en el momento de resolver problemas.

Otra cosa que hay que tomar en cuenta, es que después de esta prolongada
“ausencia”’ del diseno de algoritmos, el diseno de algoritmos regresara con una
infinidad de nuevos problemas planteados y ser& posible avanzar mucho mas
rapido.
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Capitulo

Técnicas Basicas de Conteo

Como el nombre del capitulo lo indica, el tema a tratar son técnicas de
conteo, las cuales son estudiadas por la combinatoria enumerativa; dichas
técnicas, ademas de servir para resolver problemas que involucran el conteo,
sirven ampliamente para determinar cuantas veces se ejecutan algunos pasos
en los algoritmos.

A continuacion veremos algunos ejemplos donde se aplican las reglas basi-
cas de conteo para posteriormente identificarlas de manera objetiva.

Problema Resuelto 6.0.2. Hay 2 caminos que conducen de la ciudad A
a la ciudad B, 3 caminos que conducen de la ciudad A a la ciudad C. Un
camino que conduce de la ciudad B a la ciudad D y un camino que conduce
de la ciudad C' a la ciudad D ;De cuantas formas se puede ir de la ciudad A
a la ciudad D7 (vease la figura para tenerlo mas claro).

Solucién Para llegar a la ciudad D solamente se puede llegar a través de
la ciudad C' o de la ciudad B, por cada forma de llegar a la ciudad C' hay

(2}
(2)

Figura 6.1: Problema resuelto 6.0.2

79
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Figura 6.2: Problema resuelto 6.0.3

una forma de llegar a la ciudad D y por cada forma de llegar a la ciudad B
hay una forma de llegar a la ciudad D. Por lo tanto, el nimero de formas
para llegar a la ciudad D iniciando en la ciudad A es la suma de las formas
para llegar a la ciudad B y a la ciudad D, es decir 2 4 3 = 5.

O

Problema Resuelto 6.0.3. Hay cuatro caminos que conducen de la ciudad
A ala ciudad B, y tres caminos que conducen de la ciudad B a la ciudad C.
., Cuéntos caminos que pasan por B conducen hasta C'?

Soluciéon Vamos a llamar vy, v9, v3 y v4 a los caminos que van desde A hasta
B y wy,wy, w3 a los caminos que van desde la ciudad B hasta la ciudad C.
Para ir desde A hasta C' pasando por B es necesario llegar hasta B usando
alguno de los 6 caminos, y posteriormente elegir alguno de los tres caminos
para ir desde B hasta C.
Es decir, existen los siguientes 12 caminos:

V1, W1

U1, W2
VU1, W3
V2, W1
V2, W2
V2, W3
V3, W1
V3, W2
V3, W3
Vg, W1

Vg, W2
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V4, W3

Aqui puede observarse que por cada camino que empieza con v; hay algun
camino terminado en wy, alguno terminado en wy y alguno terminado en ws,
por cada camino que empieza con vs también hay 3 caminos terminados
en wi,wy ¥y ws respectivamente; lo mismo para vy y vs. Por lo tanto hay
(4)(3) = 12 caminos.

g

Problema Resuelto 6.0.4. Hay x caminos que conducen de la ciudad A
a la ciudad B, y y caminos que conducen de la ciudad B a la ciudad C.
., Cuantos caminos que pasan por B conducen hasta C?7

Solucién Por cada una de las x formas para ir de la ciudad A hasta la
ciudad B existen y formas para ir de la ciudad B hasta la ciudad C. Por lo
tanto existen xy formas para ir desde A hasta C' pasando por B.

U

Codigo 6.1: Funcion f
int f(int A, int B){

int i, k, r=0;
for (i=0;1<A;i++){

for (k=0;k<B; k++){

I3

}

}

return r;

Problema Resuelto 6.0.5. ;Cual es el valor de retorno de la funcion f en
el codigo anterior?

Solucién Este problema se puede reducir en saber cuintas veces se ejecuta
la linea 5.

Hay que hacer notar que la linea 3 se ejecuta A veces y por cada vez que
se ejecuta la linea 3, la linea 5 se ejecuta B veces. Por lo tanto el niimero de

veces que se ejecuta la linea 5(y por ende el valor de retorno de la funcion)
es AB.
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6.1. Reglas Basicas de Conteo

A pesar de que los problemas de combinatoria enumerativa son bastante
variados, la mayoria pueden resolverse utilizando las llamadas regla de la
suma, regla del producto, biyeccion y recursion.

Ya dedicamos batante tiempo a ver lo que es recursion, y ademas a estas
alturas ya deberias ser capas de utilizar la regla de la suma y el produc-
to cuando te encuentres con un problema de combinatoria enumerativa, sin
embargo, hay que identificarlas para poder justificar claramente nuestros ra-
zonamientos:

Teorema 5 (Regla de la Suma). Si cierto objeto x puede ser elegido de n
maneras diferentes y otro objeto y puede ser elegido de ny maneras diferentes,
entonces el niimero de formas de elegir x oy es n + ny.

Una manera mas precisa de decirlo, es que para dos conjuntos disjuntos
A y B, el numero de elementos que pertenecen a A o a B es |A| + |B|.

Aunque la regla anterior es bastante evidente tanto en su definicién como
en su aplicacion, la siguiente regla es menos obvia de ver y aplicar que la
anterior.

Teorema 6 (Regla del Producto). Si cierto objeto x puede ser elegido de n
maneras diferentes y otro objeto y puede ser elegido de m maneras diferentes,
entonces el nimero de formas de elegir x y posteriormente elegir y es nm.

Una manera mas precisa de decirlo, es que para dos conjuntos A y B, el
nidmero de pares ordenados (a,b) tales que a € A y b € B es |A||B|.

Por ejemplo, si queremos formar palabras de longitud 2 tinicamente con
las letras a, b y ¢ el nimero de formas de hacerlo es 9: aa, ab, ac, ba, bb, bc,
ca, cb 'y cc. Si se quisieran formar palabras de longitud 3 tinicamente con las
letras a, b y ¢ el nimero de formas de hacerlo seria 33 = 27.

Una aplicacion computacional es la siguiente: ; Alguna vez te has pre-
guntado por qué en C y C++ los enteros con signo soportan valores desde
—2147483648 hasta 2147483647 y qué tiene que ver eso con que sean tipos
de datos de 32 bits?.

Cada bit es un digito que puede ser solamente 0 o 1 y el conjunto
de digitos binarios que sean iguales a 1 determina el nimero almacenado.
Por ello hay 32 digitos y cada uno puede ser elegido de dos maneras, por
regla del producto la cantidad de ntimeros que pueden ser almacenados en
32 bits es: 232 = 4294967296, vy ahora, un int puede tener cualquiera de
2147483647 — (—2147483648) + 1 = 4294967296 valores diferentes y por ese
mismo motivo los enteros sin signo(también de 32 bits) soportan valores des-
de 0 hasta 4294967295.
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La unica regla que falta es la de las biyecciones; su uso también es bastante
natural, sin embargo la forma de utilizarlo involucra bastante creatividad y
es mas complicado de definir.

La idea béasica de la biyeccion es la de contar algo distinto a lo que inicial-
mente se quiere contar y luego demostrar que lo que se cont6 es del mismo
tamano que lo que inicialmente se queria contar.

Por ejemplo, para contar cuantos subconjuntos tiene un conjunto de n
elementos, contamos cuantas cadenas hay de longitud n tales que contengan
solamente Os y 1s.

La manera de demostrar que contar el nimero de subconjuntos equivale
a contar el niimero de cadenas con 0Os y 1s se basa en decir que a cada cadena
le corresponde un tnico subconjunto y viceversa.

Es decir, dos conjuntos A y B tienen la misma cantidad de elementos, si
es posible asignarle a cada elemento de A una tnica pareja en B, y a cada
elemento en B asignarle una tnica pareja en A. Al conjunto de todas las
parejas se le conoce como biyeccion.

Siendo mas precisos:

Teorema 7 (Regla de la Biyeccion). Si para dos conjuntos A y B existe un
conjunto de pares ordenados P tal que para cada a € A existe un unico b € B
tal que (a,b) € P y para cada b € B existe un unico a € A tal que (a,b) € P
entonces se dice que P es una biyeccion entre A y B y ademds |A| = |B|.

6.2. Conjuntos, Subconjuntos, Multiconjuntos

Ya en la seccion 5.2 habiamos definido conjuntos y subconjuntos, aqui
exploraremos algunas de sus propiedades y definiremos multiconjunto.
La siguiente propiedad es fundamental en las tecnicas de conteo:

Teorema 8 (Niumero de Subconjuntos). Si un conjunto C tiene n elementos,
el niumero de subconjuntos de C' es exactamente 2.

Demostracion. Cada uno de los n elementos puede estar dentro o fuera del
subconjunto, nétese que para todo subconjunto S C C existe un subconjunto
T C C tal que S y T no tienen elementos en comin y cada elemento de C'
estd o bien en S oen T.

De esta manera, todo elemento de C' puede ser elegido de dos formas: para
formar parte de S o para formar parte de T'y como C tiene n elementos, por
regla del producto se concluye que C tiene exactamente 2" subconjuntos.

]
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Ahora vamos a introducir un nuevo concepto, se trata del concepto de los
multiconjuntos.

La idea de un multiconjunto es poder representar un conjunto con elemen-
tos repetidos, ya que para modelar ciertos sistemas se pueden tener elementos
que compartan las mismas propiedades; por ejemplo en el ajedrez, todos sabe-
mos que cada jugador cuenta inicialmente con 16 piezas, sin embargo algunas
de esas piezas son idénticas y con ellas se podria hacer exactamente lo mis-
mo; otro ejemplo interesante puede ser el dinero que se traiga en la cartera,
puede haber varias monedas que en la practica son exactamente iguales.

Asi que de manera general, un multiconjunto es un conjunto con ele-
mentos que se pueden repetir. Pero esta claro que esta definicion aunque es
bastante comprensible y dice mucho sobre la aplicacién de los multiconjun-
tos es inadmisible de manera formal, por lo que se ha construido esta otra
definicion:

Definicion 6.2.1 (Multiconjunto). Un multiconjunto se define como el par
(C, f) donde C es un conjunto y f es una funciéon tal que a cada elemento
de C' le asigna un ntimero entero positivo.

El proposito de f en ésta definicion es decir cuantas veces aparece cada
elemento en el multiconjunto. Lo que ahora necesitamos tener es un analogo
a los subconjuntos pero en los multiconjuntos, el cual llamaremos submulti-
conjunto.

Nuestro sentido comin nos dice que si queremos definir un submulticon-
junto S de un multiconjunto A entonces todos los elementos de S deben de
aparecer en A, y ademas, es inadmisible que un elemento de S aparezca mas
veces en S que en A.

Mas formalmente:

Definicién 6.2.2 (Submulticonjunto). Sea A = (C, f) un multiconjunto,
S = (D, g) es un submulticonjunto de A si D C C' y ademés para todo
d € D se cumple que g(d) < f(d). Y se denota como:

SCA

Lo siguiente que nos debemos preguntar es ;Cuantos submulticonjuntos
tiene un multiconjunto finito A = (C, f)?. Para contarlos procederemos de
la misma manera que para contar los subconjuntos.

Es decir, cada elemento ¢ € C' puede estar desde 0 hasta f(c) veces en el
submulticonjunto. De esta manera cada elemento de C' puede ser elegido de
f(c) + 1 formas.
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Usando regla del producto concluimos que el nimero de submulticon-
juntos de A es (f(ar) + 1)(f(az) + 1)(f(a3) + 1)...(f(an) + 1) donde C' =
{ay,...;ap}.

Una observacion interesante es que segin esa formula si cada elemento de
A aparece una sola vez, es decir si f(a;) = 1 para toda i entonces el ntimero
de submulticonjuntos es 2", lo cual coincide con nuestras observaciones en
los conjuntos.

6.3. Permutaciones

Ya se habian mencionado las permutaciones, sin embargo, solamente se
definieron de manera que no pudiera haber elementos repetidos. Aqui se veran
las permutaciones de una forma mas general.

Definicioén 6.3.1 (Permutacion). Una permutacion es un reacomodo de ob-
jetos o simbolos en secuencias diferentes.

Las permutaciones, al igual que los conjuntos, suelen representarse como
una lista de los elementos separada por comas pero delimitada por paréntesis.
Sin embargo, a diferencia de los conjuntos, en las permutaciones el orden en
el que se listan los elementos si importa.

Por ejemplo, hay 6 permutaciones del conjunto C' = { XY, Z}:

Pero solamente hay 3 permutaciones del multiconjunto C' = {A, A, B}:

(A, A, B)
(A, B, A)
(B,A,A)

Las permutaciones de multiconjuntos se conocen como permutaciones
con repeticion.
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Ya habiamos visto que un conjunto con n elementos tiene exactamente
n! permutaciones, a continuacion descubriremos cémo explotar y extrapolar
esta propiedad.

Problema Resuelto 6.3.1. Para una empresa se requiere que se ocupen los
siguientes cargos: presiente, vicepresidente, secretario, vicesecretario, barren-
dero. Solamente puede(y debe) haber un presidente, un vicepresidente, un
secretario, un vicesecretario pero no hay limite de barrenderos. Si 6 personas
van a ocupar cargos ;de cuantas formas pueden ocuparlos?.

Solucién Dado que hay 5 cargos diferentes y 4 de ellos son tnicos, el
niimero de barrenderos es 6 — 4 = 2.

Primero veremos de cuantas formas se pueden elegir a los barrenderos.
Si etiquetamos a un cargo de barrendero como A y a otro cargo como B,
entonces podemos elegir de entre 6 personas al barrendero A y luego podemos
elegir de entre las 5 restantes al barrdendero B, eso da un total de (6)(5) = 30
formas de elegirlos, pero dado que si nos olvidamos de las etiquetas A y B,
el 6rden en el que se eligen en realidad no importa, veremos que cada forma
de elegirlos se esta contando dos veces, por lo que el nimero de formas de
elgir a los barrenderos es (6)(5)/2 = 15.

Una vez elegidos a los barrenderos quedan 4 cargos diferentes y 4 per-
sonas diferentes, ndtese que por cada permutacion de las personas existe una
manera de asignarle los cargos(a la primer persona presidente, a la segunda
vicepresidente, a la tercera secretario y a la cuarta vicesecretario). Por ello
el nimero de formas de asignar 4 cargos diferentes a 4 personas diferentes es
41=16.

Por regla del producto el nimero total de formas de asignar los puestos
de trabajo es (15)(16) o dicho de otra forma:

6! 6!

@)((6 -2)) = a0

(
O

Problema Resuelto 6.3.2. Para una empresa se requiere que se ocupen los
siguientes cargos: presiente, vicepresidente, secretario, vicesecretario, barren-
dero. Solamente puede(y debe) haber un presidente, un vicepresidente, un
secretario, un vicesecretario pero no hay limite de barrenderos. Si 8 personas
van a ocupar cargos jde cuantas formas pueden ocuparlos?.
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Solucién El problema es exactamente el mismo que el del ejemplo anterior,
solamente que ahora el niimero de barrenderos es 8 — 4 = 4.

Si los 4 puestos de barrenderos fueran todos diferentes entre si entonces
esta claro que el nimero de formas de asignar los cargos seria 8!.

Pero por cada manera de asignar 8 personas a 8 cargos diferentes existen
(8 — 4)! = 4! maneras de asignar 8 personas a 4 cargos diferentes y un cargo
repetido 4 veces. Esto es porque las personas que estuvieran ocupando los
cargos de barrenderos serian 4 y podrian reordenar de 4! formas.

De esta manera la solucion es:

8!
41

g

Problema Resuelto 6.3.3. Un restaurant requiere 3 meseros, 4 cocineros y
4 barrenderos, si 20 personas quieren trabajar y estan igualmente capacitadas
para ocupar cualquiera de los cargos, ;de cuantas formas pueden ocuparlos?

Solucién Primero que nada intentaremos transformar este problema a al-
go parecido al problema anterior, debido a que es mas facil tratar con un
problema previamente resuelto.

El ntimero de personas que ocuparan al menos uno de los cargos es un
total de 3 +4 4+ 4 = 11, por lo que 9 personas se quedaran con las ganas
de trabajar(pero sin poder hacerlo). Asi que para resolver este problema
imaginaremos un nuevo cargo en el cual se quedaran las 9 personas que no
consigan ninguno de los otros.

Si las 20 personas se acomodaran en una fila seria posible asignarles a los
primeros 3 el cargo de meseros, a los siguientes 4 el cargo de cocineros, a los
siguientes 4 el cargo de barrenderos y a los ultimos 9 nuestro cargo imaginario;
en efecto, si se quieren asignar cargos de alguna manera, sin importar la que
sea, siempre es posible ordenar a las 20 personas en una fila de tal forma
que se asignen los cargos de manera deseada utilizando el criterio que ya se
menciono.

Pero atun existen varias formas de ordenar a la fila que producen la misma
asignancion de empleos. Por ahora solo sabemos que el niimero de formas de
ordenar la fila es 20!.

Ahora, para cualquier manera de ordenar la fila, es posible reordenar a
los meseros de 3! formas distintas, es posible reordenar a los cocieneros de 4!
formas distintas, es posible reordenar a los barrenderos de 4! formas distintas
y ademas es posible reordenar a los que ocupan el cargo imaginario de 9! for-
mas diferentes y todo esto produciendo la misma asignaciéon de empleos; por
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ejemplo, si se cambian de 6rden las primeras 3 personas de la fila sin mover
a las demas las 3 personas seguirdn siendo meseros y las demés personas
seguiran ocupando los mismos cargos.

Por regla del producto, para cualquier manera de ordenar la fila, es posible
reordenarla sin cambiar la asignacion de empleos de (3!)(4!)(4!)(9!) formas
distintas.

Por lo que el nimero total de maneras de asignar los empleos es:

20!
3141419]
UJ

Viendo la solucion del ejemplo anterior, se puede encontrar facilmente una
demostracion analoga del siguiente teorema, el cual resulta obvio después de
ver la solucion del ejemplo anterior:

Teorema 9 (Permutaciones con Repeticion). Sea M = (C, f) un multi-
conjunto donde C' = ¢y, ca,...,c, son los elementos que posee y f(c;) es el
numero de veces que se encuentra cualquier elemento c; en M. El nimero de
permutaciones del multiconjunto M es:

. n!
Pien flea)dm) = FeO (el f(n)!

6.4. Combinaciones

Como ya habiamos visto en la Parte I, las combinaciones, o coeficientes
binomiales son el nimero de subconjuntos con exactamente k elementos es-
cogidos de un conjunto con exactamente n elementos para una k£ y una n
dadas. Y se denota de la siguiente manera:

n
(+)

Ya habiamos se habia visto en la Parte I como calcular las combinaciones
utilizando el triAngulo de Pascal. Pero es conveniente conocer una féormula
cerrada para calcularlas y no solamente una funcién recursiva.

Recordando los ejemplos de la seccién de permutaciones con repeticion,
podemos transformar este problema a tener una empresa con 2 puestos de
trabajo uno con k plazas y otro con n — k plazas y encontrar el nimero de
formas en las que n trabajadores pueden ocupar todos los puestos. O dicho

de otra manera, encontrar el nimero de formas de ordenar k elementos de
un tipo con n — k elementos de otro tipo.
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Teorema 10 (Combinaciones de n en k).

(1) = oo

6.5. Separadores

Muchos problemas de combinatoria se resuelven agregando al planteamien-
to unos objetos llamados separadores, para los cuales existe una biyeccion
entre lo que se quiere contar y ellos. Es dificil ilustrar de manera general lo
que son los separadores. Asi que se mostrara en ejemplos cémo usarlos.

Problema Resuelto 6.5.1. Se tienen 20 canicas idénticas y se quieren
guardar en 3 frascos diferentes sin importar si uno o dos de los frascos quedan
vacios. ;De cuantas formas se puede hacer esto?

Solucién En lugar de imaginar 20 canicas, imagina 20 guiones alineados
en una recta de la siguiente manera:

Ahora, vamos a insertar 2 barras verticales entre los guiones. A dichas
barras verticales les llamaremos separadores.
Una posible manera de insertarlas seria asi:

Lo anterior puede ser interpretado como poner 10 canicas en el primer
frasco, 3 canicas en el segundo frasco y 7 canicas en el tercer frasco, dicho
de otra manera, los guiones anteriores al primer separador se ponen en el
primer frasco, los guiones entre el primero y segundo separador se ponen en
el segundo frasco y los guiones posteriores al segundo separador se ponen en
el tercer frasco.

Asi que por cada manera de insertar dos separadores entre un total de 20
guiones existe una manera de guardar 20 canicas identicas en un total de 3
frascos diferentes y viceversa, es decir jHay una biyeccion entre el niimero de
separadores y el nimero de formas de repartir las caincas!.

Ademaés, el nimero de formas de poner los dos separadores, es el niimero
de permutaciones con repeticion de 20 objetos de un tipo y 2 objetos de otro
tipo, lo cual es equivalente a:

22! 22
2042 __ —
Faoa” = 5011 = (2)
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O

Problema Resuelto 6.5.2. ;De cuintas formas se pueden formar en una
fila 20 marcianos diferentes y 7 jupiterianos diferentes de manera que no haya
ningtn par de jupiterianos adyacentes?

Consideremos primero el caso donde hay 20 marcianos idénticos y 7 jupi-
terianos idénticos.

Queremos saber el nimero de formas de dividir a 20 marcianos en 8
grupos de manera que en cada uno de los grupos haya al menos un marciano.
Y luego el primer grupo se puede colocar frente al primer jupiteriano, el
segundo grupo frente al segundo jupiteriano, y asi sucesivamente, quedando
el ultimo grupo detras del dltimo jupiteriano.

Para hacer eso primero hay que asignarle un marciano a cada grupo,
quedando 12 marcianos disponibles para repartirse en 8 grupos; el nimero
de formas de hacerlo se puede calcular anadiendo 7 separadores a los 12
marcianos, con lo cual resultan (12; 7) formas de hacerlo.

Ya calculamos el nimero de maneras de ordenarlos si fueran identicos,
pero dado que son diferentes, por cada manera de ordenarlos sin consider-
ar las diferencias marciano-marciano y jupiteriano-jupiteriano existen 20!7!
maneras diferentes de reordenarlos sin cambiar el tamano de ninguno de los
8 grupos. Por lo tanto, el nimero de formas en las que se pueden acomodar
20 marcianos diferentes y 7 jupiterianos diferentes en una fila sin que haya

dos jupiterianos juntos es:
19
( 7 > (200)(7!)



Capitulo

Funciones

Las funciones son un tema fundamental dentro de las ciencias de la com-
putacion al igual que en el resto de las mateméticas; son necesarias para
entender correctamente la mayoria de los algoritmos y en ellas se centra el
analisis de complejidad.

El concepto de funcién muy cominmente es malentendido o usado de una
manera incorrecta. A veces se tiene la creencia de que una funcién necesari-
amente se puede expresar como una ecuacion o que todos los valores de las
funciones son conocidos; y para los programadores es mas comun pensar en
las funciones como maquinas que reciben parametros y devuelven valores.

Para ciertas aplicaciones son ttiles esas analogias, pero para lo que viene
después se requiere entender perfectamente lo qué es una funcion y como
aparecen de manera natural mientras se resuelven problemas.

No es de sorprender entonces que se les dedique un capitulo a las fun-
ciones, ya que en los proximos capitulos estaremos trabajando con ellas y
resulta razonable dedicar un tiempo a definir realmente con qué estamos
trabajando.

7.1. Las Funciones como Reglas

Como se decia unos parrafos atras, las funciones muchas veces son vistas
como maquinas que reciben pardmetros y devuelven valores; aunque esta
forma de verlas es 1til en la programacion, es muy limitada en la resoluciéon
de problemas. Una forma parecida de ver las funciones es como reglas, es
decir, una funcion puede ser vista como una regla que a cada elemento de un
conjunto X le asigna un elemento(y solo uno) de un conjunto Y.

Los siguientes ejemplos sirven para ilustrar mejor esta manera de ver las
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funciones:

1. La regla que le asigna a cada ntimero real su mitad.

2. La regla que le asigna a cada nimero entero positivo n su sumatoria
descrita por:
(n)(n+1)
2

3. La regla que le asigna una CURP a cada ciudadano.

a+b

4. La regla que le asigna a cada par de niimeros a y b su promedio “~.

5. La regla que le asigna v/2 a 53, % ad2yma %.
6. La regla que le asigna un tiempo de ejecuciéon a cada conjunto de en-

tradas en un programa.

Con estos ejemplos debe de quedar claro que una funcién puede ser
cualquier regla que le asigne elementos de un conjunto Y a los elementos de
un conjunto X, y “cualquier regla” se refiere a que las reglas pueden no ser de-
scritas por alguna ecuacion o expresion algebrarica, pueden no estar definidas
en todos los niimeros, pueden incluso no estar definidas en nimeros(como en
el ejemplo 3), y es posible que en algunos casos(como en el ejemplo 5) no se
conozca a qué nimeros u objetos se puede aplicar.

Si una funcion le asigna un elemento de un conjunto Y a cada elemento
de un conjunto X entonces se dice que el dominio de la funcion es de dominio
X y la codominio Y.

Aunque no es un requisito, las funciones se suelen designar por la letra
f, v cuando hay mas de una funcién se suelen usar también las letras g y h.
Si f es una funcion, x una variable tal que z € X, entonces el valor que f
asocia con x se expresa como f(z) y se lee como “f de z”.

La funcién del primer ejemplo se puede expresar como:

T
f(z) = 5 para todo nimero real n

La del segundo ejemplo se puede definir como

n)(n+1 ..
= —< I ) para todo entero positivo n

El tercer ejemplo no se puede definir completamente con esta notacion,
ya que no hay expresion algebrarica que represente una CURP o un ciu-
dadano, y tampoco conocemos un procedimiento para encontrar la CURP;



7.1. LAS FUNCIONES COMO REGLAS 93

solamente sabemos que el dominio es el conjunto de ciudadanos y la imagen
es el conjunto de las CURPs.

Por este motivo es necesario definir mas notacion. Si f es una funciéon, D
su dominio y C' su codominio, se puede denotar de la siguiente manera:

f:D—C

Asi ya podemos expresar el tercer ejemplo como una funcion:

f D — C donde D es un conjunto de ciudadanos y C es un conjunto de CURPs

El cuarto ejemplo tambien puede resultar peculiar, ya que muchas veces
se espera que el dominio de una funcion sea un solo ntimero y no dos. Para
ser precisos el dominio de la funcién del cuarto ejemplo es el conjunto de
todos los pares 6rdenados de nimeros reales (a, b), el cual se representa como
R2.

Asi que el cuarto ejemplo se puede describir asi:

b
fla,b) = % para todo par de niameros (a, b) € R?

Para el quinto ejemplo no hay mas remedio que enumerar los valores
conocidos:

f(x) = V2, siz=53

1
= Z. sir=42
2,5195

= msiz=

El sexto ejemplo habla de una funcion que corresponde al tiempo que tar-
da en ejecutarse un programa con determinada entrada; esta funcién cobraréa
mucha importancia mas adelante y se le conoce como la funcion de tiempo.

Después de usar mucho tiempo las funciones, es natural comenzar a pensar
en abreviaturas, como con el primer ejemplo “f(z) = § para todo niimero
real n” podria parecernos muy largo, asi que muchas veces por practicidad
se omite la descripcion del dominio de la funcién y se deberd asumir que el
dominio es el conjunto de todos los nimeros reales para los cuales la funcién
tiene sentido.

Por ejemplo para la funcion f(x) = % se sobreentiende que el dominio es

todos los ntimeros reales excepto el 0. Sin embargo existen muchos intentos
por abreviar aiin mas esta notacién pero la mayoria resultan inadecuados.
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Por ejemplo sustituir f(z) = ¢ por 5 equivaldria a hablar de un nimero

real en lugar de una funcién; la tinica manera aceptable de abreviar esto
atn mas es como r — 7, esto no representa una gran mejoria en cuanto a
la abreviacién y en ocaciones puede parecer menos claro, la nica ventaja
que parece tener esta notaciéon es que no hay que asignarle un nombre a la
funciéon y puede servir cuando se esté trabajando con muchas funciones y no
sea necesario nombrar a todas.

Luego de ver estos ejemplos es clara la ventaja de ver las funciones como
reglas y no solamente como mdquinas, ya que es mas claro imaginar una
regla implicita que una maquina implicita, y no queda claro que una maquina
simpre devuelva la misma salida para una entrada dada.

7.2. El Concepto Formal de Funciéon

A pesar de que se pueden inferir muchas cosas imaginando a las funciones
como reglas, el concepto de regla es subjetivo, es preferible definir algo en base
a cosas ya conocidas y con propiedades bien definidas.

La palabra regla puede significar distintas cosas en distintos contextos.
Algo que sabemos muy bien cémo se comportan son los conjuntos y los pares
ordenados. Definiremos una funcion a partir de esto para que no quede duda
de qué es 6 como se comporta una funcioén.

Primero que nada necesitamos definir un concepto bastante importante
en muchas areas de las matematicas, y este es el del producto cartesiano, este
concepto se refiere al conjunto de todos los pares ordenados formados por
elementos de dos conjuntos dados.

Por ejemplo, el producto cartesiano de Z y Z son todos los puntos del
plano cartesiano cuyas cordenadas son enteras.

El producto cartesiano de {1,2} y {3,4} es {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)},
notese que (1,3) si es parte del producto cartesiano pero (3,1) no lo es, por
ello decimos que el producto cartesiano es no conmutativo.

El hecho de que el producto cartesiano sea no conmutativo hace que
este concepto sea aplicable a gran cantidad de cosas y algunas de ellas no
estan muy relacionadas con las ciencias de la computacion, como lo es el
producto cartesiano de los nombres y los apellidos, con el cual se obtiene el
conjunto de todos los nombres completos validos.

Definicién 7.2.1 (Producto Cartesiano). El producto cartesiano de dos con-
juntos Ay B es el conjunto de todos los pares ordenados (a,b) tal que a € A
y b € B,y se denota como:

Ax B



7.2. EL CONCEPTO FORMAL DE FUNCION 95

A cualquier subconjunto de A x B se le denomina relaciéon de A en B, el
concepto de relacion es muy importante, ya que casi todo lo que estudian las
matematicas(independientemente de las otras propiedades que tengan) son
relaciones.

Por ejemplo el conjunto de todos los pares de nimeros (a,b) tal que b
es multiplo de a es una relacion de Z en Z y se le llama divisibilidad. El
conjunto de los pares de nimeros (a, b) tales que a < b son la relacién “menor
que”; incluso las funciones son relaciones.

Definicion 7.2.2 (Funcion). Una funcion f con dominio en A y codominio
en B es un subjunto de A x B tal que:
Si (a,b) € fy (a,c) € f entonces b = ¢
Si a € A entonces existe b € B tal que (a,b) € f

Admitimos las siguiente notacion:

Una funciéon f con dominio en A y codominio en B se denota como
f:A— B.

(a,b) € f se denota como f(a) = b.

» f(a) es aquel nimero tal que (a, f(a)) € f.

x — f(x) se refiere al conjunto de todos los pares ordenados (z, f(x))
para todo x en el dominio de f.

Muchas veces hay que tener presente la definiciéon anterior, sin embargo,
sigue siendo mas util para resolver problemas el hecho de ver una funciéon
como una regla.

En general este tipo de definiciones sirven para aclarar aspectos oscuros
respecto a lo que puede ser y lo que no puede ser una funcion evitando asi
llegar a contradicciones.



96

CAPITULO 7. FUNCIONES



Capitulo

Analisis de Complejidad

Comunmente se suele pensar que la computadora efectia sus operaciones
con una velocidad infinitamente rapida y con una capacidad de almace-
namiento infinita. Y esto es natural, ya que una computadora puede realizar
millones de operaciones cada segundo asi como almacenar informaciéon que
no cabria ni en 100 bibliotecas.

Sin embargo, en las matematicas existen funciones cuyos valores crecen a
una velocidad impresionante; por ejemplo, f(z) = 2%, mientras valores como
f(8) = 256, f(9) = 512, f(10) = 1024 son relativamente pequenos, tenemos
que f(30) = 1099511627776, y si decimos que f(z) representa el ntimero de
sumas que debe realizar un programa, nos encontramos con que si x = 29
el programa tardaria medio segundo en correr(en una computadora con 1.5
Ghz), si * = 30 el programa tardaria un segundo, si x = 31 el programa
tardaria 2 segundos, si x = 42 el programa tardaria mas de una hora, si
x = 59 el programa tardaria 182 anos en ejecutarse y si z = 100 el programa
tardaria en ejecutarse casi 31 mil veces la edad del universo.

Por todo esto, ni siquiera las computadoras se “salvan” de tener que limitar
el nimero de operaciones que realizan; pero la manera en que las computa-
doras se comportan es muy diferente a la manera en la que nos comportamos
los humanos.

Mientras que un humano puede comenzar a resolver un problema de cierta
manera y luego darse cuenta de que existen formas mas rapidas de hacerlo,
una computadora no, la computadora ejecutara el algoritmo para el que fue
programada de principio a fin; es por eso que los humanos necesitamos saber
qué tan rapidos son los algoritmos antes de pedirle a una computadora que
los ejecute.

La mayor parte del estudio de diseno de algoritmos esta enfocado en
encontrar algoritmos suficientemente rapidos, y para lograr eso se requiere
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una gran cantidad de anélisis, pero sobre todo se requiere saber qué clase de
algoritmo se estd buscando, y para saber eso es indispensable poder medir la
velocidad del algoritmo, o dicho de otra manera, su complejidad.

Dado que las computadoras son rapidas, es muy dificil darse cuenta si
un programa es rapido o no con entradas pequenas, asi que el anélisis de
complejidad se enfoca a las entradas grandes.

El analisis de complejidad es una técnica para analizar qué tan rdpido
crecen las funciones, y nos centraremos en una funcion que mide el nimero
maximo de operaciones que puede realizar un algoritmo, a dicha funcién le
llamaremos funcion de tiempo.

Pero antes de analizar la complejidad de las funciones daremos varios
ejemplos, el primero de ellos corresponde a una aplicacion en la fisica.

8.1. Un ejemplo no muy computacional

Imagina que sobre una silla de madera tienes un recipiente lleno de agua
con forma cilindrica.

Las patas de la silla tienen una base cuadrada de 5 centimetros por 5
centimetros, el radio del recipiente es de 20 centimetros y su altura es de
otros 20 centimetros. Lo cual hace que el recipiente con agua tenga un peso
de poco méas de 25 kilogramos.

La silla resiste muy bien ese peso, pero ahora imagina que conseguimos
un modelo a gran escala formado con los mismos materiales de la silla y
el recipiente. Digamos que cada centimetro del viejo modelo equivale a un
metro del nuevo modelo, es decir, es una silla 100 veces mas grande y un
recipiente 100 veces mas grande.

La pregunta es jel nuevo modelo resistira?. Y la respuesta es simple: no.

En el modelo original 20cm? sostenian 25kg, es decir, cada centimetro
del modelo original sostenia 1,25kg, sin embargo en el nuevo modelo, el
area de las patas suma un total de 4(500cm)(500cm) = 1000000cm? y el
voltimen del recipiente es 7(2000cm)?(2000cm) = 8,042496 * 10%cm? por lo
que el peso del nuevo recipiente es 8,042496 * 10%kg, y de esa manera, jca-
da centimetro cuadrado de las nuevas patas tiene que soportar un peso de
804249600000000000kg!.

En general si un cuerpo que se encuentra sobre el suelo aumenta su
tamano, se dice que el drea que esta en contacto con el suelo crece de manera
cuadratica, mientras que su peso aumenta de manera cibica.

Eso mismo se aplica a los animales, durante muchos anos las peliculas nos
han mostrado insectos gigantes y lo seguiran haciendo, sin embargo, sabiendo
algo de analisis de complejidad podemos darnos cuenta que eso es imposible,
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ya que el area de las patas aumenta de manera cuadratica y su peso de
manera ciibica.

8.2. Algunos Ejemplos de Complejidad en Pro-
gramas

Al igual que las areas y los volimenes que se mencionan en la seccion
anterior, el tiempo de ejecucion de los programas también puede crecer de
maneras cuadraticas, ciibicas, lineales, logaritmicas, etc., en esta secciéon se
analizara el tiempo de ejecucién de varios programas.

Supoén que tienes la siguiente funcion:

Codigo 8.1: Funcion fnc
int fne(int n){

int i, k, r=0;
for (i=0;i<n;i++){

for (k=0;k<n; k++){

r+=ixk;

ki

¥

return r;

Suponiendo que tu computadora tardara un segundo en procesar fnc(12000),

. Cuénto tiempo crees que tardaria en procesar fnc(24000) 7

Los que estdn manejando por primera vez el analisis de complejidad posi-
blemente contestarian “2 segundos”, pero la realidad es otra: se tardaria 4
segundos.

Si miramos bien el codigo a la variable r se le estd sumando el producto
de cada par ordenado (i, k) donde 0 < ¢ < ny 0 < k < n, por regla del
producto podemos concluir que se estan realizando n? multiplicaciones.

También nos podemos percatar de que el bucle del centro itera n veces
por cada iteracion del bucle exterior, y esa es otra manera en la que podemos
ver que el bucle interior itera un total de n? veces.

Por simplicidad ignoraremos las sumas y las comparaciones (esas toman
mucho menos tiempo que las multiplicaciones) y nos concentraremos en las
multiplicaciones, si cada multiplicacion tarda en ejecutarse un tiempo ¢, en-
tonces al llamar a fnc(12000) el tiempo total de ejecucion seria (12000)2%t y
al llamar a fnc(24000) el tiempo total de ejecucion serfa (24000)%t. Asi que
si (12000)% = 1s, jcuanto sera (24000)%*t ? Una forma de calcularlo serfa
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obtener el valor de ¢, pero para este propoésito nos dice maés resolverlo de la
siguiente manera:

(24000)%t = (2 * 12000)%*t = 4(12000)3¢

Sustituyendo 12000%¢ por 1s obtenemos:

4(1s) = 4s

Hemos comprobado que el tiempo de ejecuciéon serian 4 segundos, pero
ahora intentemos generalizar un poco.

Problema Resuelto 8.2.1. Si en una computadora fnc(a) tarda m se-
gundos en ejecutarse, jcuinto tiempo tardard fnc(2 * a) en ejecutarse en la
misma computadora?

Solucién Tenemos que fnc(a) tarda un tiempo de a®t en ejecutarse. Y
f(2 % a) tarda un tiempo de 4a’t en ejecutarse. Sustituyendo a®t por m
tenemos que tardaria 4m segundos.

Si repitiéramos el ejemplo anterior pero con fne(10 * a) jverfamos que el
tiempo de ejecucion ascenderia a 100m segundos !

Ahora considera la siguiente funcion:

Codigo 8.2: Funcion cubo
double cubo(double x){

return x*xx*X;

Aqui sin importar qué tan grande sea el valor de =, cubo(x) siempre
tomara mas o menos el mismo tiempo en ejecutarse, a diferencia de la funcion
anterior, cubo(a) tardarfa el mismo tiempo en ejecutarse que cubo(10 x a).

Un mismo algoritmo puede ser implementado de muchas maneras en un
mismo lenguaje, y dependiendo de la implementacion, del compilador y del
hardware en el que corra el programa, el tiempo de ejecucion seria mayor o
menor, sin embargo, sin importar todo eso, siempre aumentard con la misma
velocidad.

Es decir, si vamos a tratar con algoritmos, nos vamos a concentrar en
encontrar algoritmos cuyo tiempo de ejecuciéon aumente lo menos posible a
medida que la entrada se hace mas y més grande.

Por ello, cuando se trata de entradas grandes, lo mas importante es iden-
tificar qué tan rapido crecen los tiempos de ejecucion y no cuél es el nimero
exacto de operaciones o el tiempo exacto de ejecucion.
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8.3. Funciéon de Tiempo

Si tuviéramos todo el tiempo y las energias del mundo para resolver un
problema seria posible implementar una solucién, generar casos de prueba y
luego ver si su tiempo de ejecucion no es excede del limite; y en caso de que
se exceda pensar en otra soluciéon y empezar desde el principio.

Sin embargo, no tenemos todo el tiempo del mundo y seguramente nadie
tendria paciencia y energias ilimitadas para implementar muchos algoritmos
sin saber de antemano cual va a funcionar en tiempo.Esto hace necesario
saber qué tan rapido funcionaria un algoritmo desde antes de implementarlo.

El tiempo de ejecucion de un algoritmo no es algo facil de medir, so-
bre todo antes de implementarlo; ya que depende directamente de todas las
operaciones que se vayan a hacer en el codigo y de la velocidad de la com-
putadora en cada tipo de operacion en especifico. El solo hecho de pensar en
el nimero exacto de sumas que realizard una computadora en determinado
algoritmo puede ser mas tardado que implementar el mismo algoritmo.

Y ademas de todo esto, un mismo algoritmo puede tardarse diferente
cantidad de tiempo con diferentes entradas. Y a veces las variaciones son con
entradas del mismo tamano.

Esta claro que es imposible lidiar con todos estos datos cada que se quiera
resolver un problema, y es necesario ignorar algunos de ellos para poder
analizar de alguna forma la rapidez de un algoritmo.

Como se habia mencionado unos capitulos atras, vamos a considerar una
funcion E — T1(F) donde E es el conjunto de los datos de entrada y T1(F) es
el nimero de operaciones que realiza el algoritmo con esos datos de entrada.

Seria algo deseable poder trabajar con una funciéon con dominio en los
enteros y codominio en los enteros, ya que resulta muy dificil trabajar con
conjuntos de datos de entrada. Para solucionar esto utilizaremos una funcién
de cota superior 6 funcion pesimista.

La idea es definir una nueva funcion 75 : N — N de manera que 71 (F) <
T>(n) cuando n > |E| para todo conjunto de datos de entrada E.

Otra cosa que hay que definir es que Ty(n) < Ty(n + 1), eso hara que el
anélisis se vuelva significativamente mas simple, no es dificil comprobar que
siempre existird una funcién que cumpla con estas caracteristicas.

T, es una cota superior ya que para cualquier entrada E podemos estar
seguros que el nimero de operaciones que realizara el programa seré igual
o menor a Ty(|E|) y es pesimista porque lo que menos quisieramos(el peor
caso) para una entrada E es que T1(E) = Ty(|E]).

Esta aproximacion del “pesimismo” puede parecer inapropiada en la préc-
tica, pero se hablara de ella por varios motivos:
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Cuando se resuelve un problema, la soluciéon debe de funcionar en todos
los casos que describa el problema, si en lugar de analizar el peor caso,
analizaramos un caso promedio; no estariamos realmente resolviendo el
problema.

Existen varias maneras de analizar la complejidad, y la que se trata
en este libro es la mas simple de todas, y es bueno conocerla como
introduccion a las otras.

Hay gran cantidad de algoritmos donde 77 (E) es proporcional a T5(| E|)
para casi cualquier E.

Algunas veces los usuarios de las aplicaciones que programemos pueden
llegar a intentar darle entradas disenadas especificamente para que nue-
stro algoritmo se vuelva lento(por ejemplo en un concurso de progra-
macién, o en una intrusion a un sistema).

De ahora en adelante llamaremos a 75 como “la funcion de tiempo” y la
representaremos simplemente como 7'.

La Necesidad del Simbolo O

Definiendo la funcion de tiempo hemos podido reducir una gran cantidad

de datos a unos pocos con un enfoque ligeramente pesimista. Pero ain asi
medir el tiempo sigue siendo muy dificil.

Por ejemplo en la siguiente funcion:

Codigo 8.3: maximoSecuencial

void maximoSecuencial (int v|], int n){

int i, r;
r=v[0];
for(i=1;i<n;it++){
if(v]i]>r){
r=v[i];
}
}

return r;

Podemos ver que ese codigo realiza al menos una asignacion y a lo mas n

asignaciones a la variable r, asi que siguiendo la linea del pesimismo vamos
a asumir que siempre se realizan n asignaciones a la variable r. Ademas se
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realizan n — 1 comparaciones entre i y n, n — 1 comparaciones entre v[i| y r
y n — 1 incrementos, asi que:

T(n) = n+(n—1)+mn—-1)+(n-1)
= 4n—3

El conteo realizado, aunque nos condujo a una expresion algebrarica bas-
tante simple y en poco tiempo, habria sido muy dificil de realizar si solamente
conocieramos el algoritmo y no la implementacion, por lo que nuevamente
caeriamos en la necesidad de tener que implementar el algoritmo antes de
saber si es eficiente.

Ademas, miltiples implementaciones del mismo algoritmo pueden tener
funciones de tiempo diferentes.

Una cosa que podriamos hacer es seguir con la linea del pesimismo y
asumir que la bisqueda secuencial va a iterar n veces, que en cada iteraciéon
va a realizar 100 operaciones(se estd eligiendo un nimero arbitriariamente
grande para el nimero de operaciones dentro de un ciclo) y que lo que esta
fuera del ciclo va a realizar otras 100 operaciones, asi que antes de implemen-
tarlo seria posible definir la siguiente funciéon de tiempo:

T(n) = 100n + 100

Bien podriamos elegir repetidas veces el nimero 100 para buscar cotas
superiores. Pero nos meteriamos en algunas complicaciones con la aritmética.
Por ejemplo con el siguiente codigo:

Codigo 8.4: Funcioén cosa

void cosa(int v|[], int n){
int i, k, r;
for (i=0;i<n;i++){
for (k=0;k<v|[i|%77;k++){
r+=v | 1| %(k+1);
}
}

return r;

Aqui podriamos pensar que por cada vez que se ejecuta el bucle exterior,
el bucle interior se ejecuta 77 veces, que el bucle exterior se ejecuta n veces,
y que cada vez que se ejecuta el bucle interior gasta 100 operaciones. Por lo
que la funcién de tiempo seria:
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T(n) = n(77)(100)
= 7700n

Sabemos que solamente exageramos al elegir el 100 como el nimero de
operaciones que se hace el bucle interior cada que itera, asi que el 7700n no
tiene ningun significado real para nosotros, mas bien seria mas tutil dejarlo
como 100(77)n.

El siguiente codigo, muy parecido al anterior puede causarnos mas mo-
lestias.

Codigo 8.5: Funcion cosas
void cosas(int v|[]|, int n){
int i, k, r=0, h;
for (i=0;i<n;i++){
for (k=0;k<v|[i|%77;k++){
r+=v [ i]|%(k+1);
}

for (h=0;h<n;h++){
for (k=0;k<v[i]%88;k++){
r+=v|i]%(k+1);
}

}
}
for (k=0;k<v[i]|%55;k++){
r+=v|i]%(k+1);
}

return r;

Después de ser pesimistas llegariamos a la conclusiéon de que

T(n) = (100)(n)(77 4 88n) + (100)(55)
= (100)(88n* + 77n + 55)

Observamos que el 100 ahora multiplica a todos los términos. Y si nos
ponemos a pensar un poco, el 100 siempre multiplicari a todos los términos
si mantenemos la estrategia que hemos seguido hasta ahora.

Asi que en lugar de utilizar el 100, puede resultar mas cémodo utilizar
otro simbolo, por ejemplo O, para representar un ntimero mayor a lo que
cualquier cédigo sin un bucle anidado puede tardar en ejecutarse.
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Por lo que las funciones de tiempo en estos ejemplos se pueden expresar
como:

T(n) = O(n+ 1) para maximoSecuencial
T(n) = O(77n) para la funcién cosa
T(n) = O(88n*+ 77n + 55) para la funcién cosas

8.5. Definicion de la notaciéon O-maytscula

A pesar de que adoptando el uso de O como una constante de cota superi-
or, aun se puede hacer todavia mas sencillo el anélisis. Considera el siguiente
ejemplo:

Codigo 8.6: Funcion funcionl

void funcionl (int n){
int i, k, r, h;
for (i=0;i<n;i++){
for (k=0;k<5;k++){
I
}
1

return r;

Usando el anélisis aprendido en la secciéon anterior podemos concluir que
T(n) = O(5n). Pero a continuacién se muestra una funcion que obviamente
hace el mismo ntimero de operaciones:

Codigo 8.7: Funcion funcion2

void funcion2 (int n){
int i, k, r, h;
for (i=0;i<n;i++){
k=0;
I+
k++4; k<5;
i
k4++; k<5;
I+
k++4; k<5;
I+
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k4++; k<b;
r++;
k4++; k<5;
}
return r;

Y aqui, basandonos en la misma manera de analizar obtendriamos la
siguiente cota superior: T'(n) = O(n) = O(5n). Esto no quiere decir que
debamos deshacernos de la idea de usar el simbolo O, sino que los bucles que
iteran un nimero constante de veces pueden contabilizarse como si iteraran
una sola vez.

Parece algo descabellado hacer esto en un inicio, pero el ejemplo anterior
lo prueba, es lo mismo un ciclo corto que itera un nimero constante de veces
que un codigo largo que itera solo una vez.

El objetivo de analizar de esta manera los algoritmos se trata de conocer
qué tan rapido crece el ntmero de operaciones a medida que la entrada se
hace mas grande.

Por ejemplo, considerense 3 funciones de tiempo 7,7 y T” tales que:
T(n) = O(n), T'(n) = O(100n) y T"(n) = O(n?). Tenemos que T'(2n) =
2T(n), T'(2n) = 21"(n) y T"(2n) = 417" (n).

Aqui podemos ver que T' y T" crecen al mismo ritmo, mientras que 7”
crece a un ritmo mucho mayor.

Por lo tanto, decir que T'(n) = O(100n) es equivalente a decir T'(n) =
O(n), en ambos casos nos estamos refiriendo a una cota superior que crece,
al mismo ritmo que n.

Un ejemplo nos servird para convencernos de que el ritmo de crecimiento
es mas importante que el funcionamiento en casos pequenos: un algoritmo
A que realiza exactamente 100n operaciones serd mucho mas rapido que un
algoritmo B que realiza n? operaciones, donde n es el tamafio de la entrada.

Aunque para valores pequenos, como por ejemplo n = 3 o n = 10, el
algoritmo A es mas rapido, cuando n = 10000, por ejemplo, las cosas cam-
bian, ya que 100(10000) = 10° y (10000)? = 10%, eso significarfa que con una
entrada de tamano 10 mil, el algoritmo A serfa 100 veces mas rapido que el
algoritmo B.

Luego de justificar por qué ignorar las constantes, hemos llegado a un
punto donde debemos redefinir nuestra notaciéon, ya que si decimos que
T(n) = O(100n) y T'(n) = O(n) concluirfamos que O(100n) = O(n) y que
100 = 1; asi que no podemos seguir tratando a O como si fuera un ntimero
real.
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En lugar de decir que T'(n) = O(n) diremos que “T'(n) es de 6rden O(n)”,
y la notacion O(f(n)), mas que indicarnos que un niamero real O multiplica
al valor de la funcién f evaluado en n, significa que es posible elegir una
constante K de manera que n — K f(n) sea una cota superior de la funcion
de tiempo.

Luego de haber reformulado conceptos, es necesario formalizarlo en la
siguiente definicion:

Definicién 8.5.1. Sea f una funcién con dominio en N se dice que es de
complejidad o de 6rden O(g(n)) si y solo si existe alguna constante K tal
que:

f(n) < Kg(n) para todon € N

Notese que al hablar de O(g(n)) no es necesario expresarlo como n —
O(g(n)) para decir que se trata de la funcién g y no de el valor de g evaluada
en n, esto es porque dentro de esta notacion no aparecen constantes, sola-
mente variables; salvo que se trate de una funciéon constante en cuyo caso,
siempre se expresa como O(1).

Problema Resuelto 8.5.1. Encuentra la complejidad de fne, utiliza la
notacion O-maytuscula.

Solucién Si supusiéramos que fnc es de orden O(n), entonces deberia de
existir alguna k tal que kn siempre sea mayor al niimero de operaciones que
realiza fnc(n), pero podemos darnos cuenta que para cualquier valor entero
de k que elijamos, el tiempo de ejecucion de fnc(k + 1) siempre serd mayor
que k(k + 1), asi que fnc no puede ser de orden O(n).

Ahora supongamos que fnc es de complejidad O(n?) y sea m el numero de
operaciones que realiza fnc(n), entonces fnc(2+n) realizard 4m operaciones,
fne(4xn) realizard 16m segundos en ejecutarse. Si a k le asignamos un valor
mayor que m, por ejemplo (m+1), entonces podemos ver que (m+1)n? siem-
pre serd mayor que fnc(n), con esto queda demostrado que la complejidad
de fnc es O(n?).

Codigo 8.8: Funciéon suma_modular
int suma_modular(int n){
int i, r=0;
for (i=0;1<n%100;i++){
r+=i;
}
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Problema Resuelto 8.5.2. Analiza la complejidad de suma__modular. Uti-
liza la notacion O-maytscula.

Solucién Como podemos ver, el ciclo for siempre itera menos de 100 veces,
y en cada iteracion se realizan siempre el mismo nimero de operaciones sin
importar el valor de n.

Sea C' el nimero de operaciones que se realizan en cada iteracion, D el
ntmero de operaciones requeridas para llamar a la funcién y para regresar un
valor, podemos darnos cuenta que C'D + 1 siempre serd mayor que el numero
de operaciones que realiza suma_modular, y ademas C'D + 1 es constante,
por lo tanto el tiempo de ejecucion de suma_modular crece en O(1).

8.6. Miiltiples Complejidades en Notacién O-
Maytscula

Podrias estarte preguntando, ; fnc no sera también de orden O(n3) o de
orden O(n®+ n) o de orden O(n?), etc... ?

La respuesta a esta pregunta es que si, si un algoritmo tiene una com-
plejidad O(g(n)) también se puede decir que ese algoritmo es de cualquier
complejidad mayor a O(g(n)) solo que por practicidad se suele tomar la fun-
cion de crecimiento mas pequena que se conozca del algoritmo.

8.7. Cuando Un Algoritmo es Factible y Cuan-
do Buscar Otro

Ya vimos lo qué es la notacion O-maytscula pero aiin no se habla del tema
de coémo saber si un algoritmo de cierta complejidad resuelve el problema.

Una computadora con 1,5Ghz en un segundo realiza poco mas de 200
millones de sumas. Puede ser un buen punto de referencia saber eso, pero
estad claro que una iteracién por lo general consiste de mas operaciones que
una sola suma por este motivo es necesario conocer en qué tamanos de las
entradas suelen funcionar los algoritmos con diferentes complejidades.

En la siguiente tabla se muestran varias complejidades y valores max-
imos de n que suelen ser los indicados en la mayoria de los problemas de
programacion si se requiere que el programa funcione en menos de un se-
gundo(esto se puede extrapolar para tiempos mayores con sencillos calculos
algebraricos).
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También existen algoritmos en los que cada iteracion requiere de muchas
operaciones y el valor maximo de n debe de ser mas pequeno; pero con esos
“casos especiales” solamente se aprende a lidiar por medio de la experiencia.

Tabla de Complejidades

Complejidad Valor Maximo de n
O(1) 00
O(logn) 550000000
O(V/n) 10%°
O(n) 50000000
O(nlogn) 5000000
O(n?) 5000
O(n?) 500
O(n?) 80

O(2™) 20

O(n!) 11
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Capitulo

Reglas para Medir la Complejidad

Aunque comience a parecer algo tedioso calcular las complejidades de
los algoritmos, es facil en la mayoria de los casos, ya que existen ciertas
técnicas usadas para calcular la complejidad de los algoritmos, las cuales
descubriremos en las proximas paginas.

Cuando decimos que un algoritmo A es de complejidad O(f(n)) nos refe-
rimos a que si T'(n) es la funcion del tiempo que tarda en ejecutarse el
algoritmo A con una entrada de tamano n entonces la complejidad de la
funcion T'(n) es la misma que la de la funcién f(n), o dicho de otra forma

O(T(n)) = O(f(n)).

9.1. Regla de la Suma

La primera de las reglas para calcular complejidad es la regla de la
suma(no debe confundirse con la regla combinatoria de la suma). Esta regla
implica que al ejecutar dos algoritmos diferentes, uno después del otro, la
complejidad de ejecutar ambos algoritmos serd igual a la complejidad de
ejecutar el algoritmo mas lento de ellos.

De una manera mas precisa, si el tiempo para ejecutar un algoritmo es
n — T'(n) + T"(n) entonces su complejidad es O(max(T(n),7"(n))), o bien
O(T(n)+T'(n)) = O(max(T(n),T'(n))).

Esta regla a primera vista puede causar escepticismo y a veces negacion
a usarse, pero basta con ver que los valores de f(z) = 2 + 32® + 100 y de
g(z) = 23 se vuelven casi iguales conforme crece z. Por ejemplo:

f£(1000) = 1003000100
¢(1000) = 1000000000

111
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Por ello, si un algoritmo que realiza g(n) operaciones tarda 10 segundos
en ejecutarse cuando n = 1000, un algoritmo que realize f(n) operaciones
tardarfa 10,03 segundos.

Aunque después de haber visto el ejemplo anterior puedas entender un
poco la razoén de la regla de la suma, es conveniente conocer su demostracion
para estar seguros que realmente se aplica a la notacién que definimos como
O— maytscula.

Teorema 11 (Regla de la suma). Si una funcidn a es de complejidad O(f(n))
y una funcion b es de complejidad O(g(n)) la complejidad de a+b es O(max(f(n),g(n))).
O dicho de otra forma O(f(n) + g(n)) = O(mazx(f(n),g(n)))

Demostracion. Sin perder la generalidad supongamos que f(m) > g(m) para
alguna m.
Por definicion existen dos constantes J y K tal que

Jf(n) > a(n)
Kg(n) > b(n)
y J > K paratodan

En consecuencia tenemos que

Jf(m)+Jf(m) = Jf(m)+ Kg(m) > a(m) + b(m)
2Jf(m) > a(m)+ b(m)

Analogamente, si g(m) > f(m) entonces existe J tal que 2Jg(m) >
a(m) + b(m).
Como J es constante, entonces podemos concluir que O(f(n) 4+ g(n)) =

O(max(f(n),g(n)))- .

Dado que trabajamos con funciones de tiempo creciente, lo mas frecuente
serfa encontrarnos con que O(f(n)+g(n)) es o bien O(f(n)) o bien O(g(n)).
Es decir, f(n) < g(n) para toda n 6 f(n) > g(n) para toda n.

Pero no siempre es asi, puede haber valores de n para los cuales f(n) >
g(n) y valores de n para los cuales f(n) < g(n). Por lo tanto, no siempre
nos “salvaremos” de expresar una complejidad de la forma O(f(n) + g(n)),
un ejemplo de esto son los algoritmos de busqueda que se analizaran al final
de la parte IV.
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Codigo 9.1: Funcion burbuja

Problema Resuelto 9.1.1 (Complejidad del Algoritmo Burbuja).
1 wvoid burbuja(int arreglo|[], int n){
int i, k;
for (i=0;i<n;i++){
for (k=0;k+1<n; k+-+)
if (arreglo [k]<arreglo |k+1])
swap (arreglo [ k],
arreglo [k+1]);
}
for (i=0, k=n;i>k;i++k—)
swap (arreglo[i], arreglo|[k]);
return;

Mide la complejidad de la funciéon burbuja implementada en el cédigo
anterior. Utiliza la notacion O-maytscula.

Solucién El for de la linea 3 itera n veces, por cada iteracion del for de
la linea 3, el for de la linea 4 itera n — 1 veces, por lo tanto, el nimero de
veces que se ejecuta la linea 5 es (n)(n — 1) y el nimero de intercambios que
se realizan en la linea 6 nunca es mayor a (n)(n — 1).

Luego, el nimero de operaciones cada vez que itera el for de la linea 4 es
menor o igual que:

2(n)(n — 1) =2n*> — 2n

Notese que 2n? > 2n? — 2n para cualquier valor de n positivo, por lo que
el tiempo de ejecucion desde la linea 3 hasta la linea 7 es de orden O(n?), o
dicho de otra manera, cuadratico.

El for de la linea 8 itera 7 veces, y el nimero de intercambios que se
realizan también es 7, eso significa que cada una de las 7 iteraciones realiza
el mismo nimero de operaciones, dicho niimero de operaciones lo vamos a
denotar como m.

Por ello, el nimero de operaciones que se ejecutan entre las lineas 8 y 9

es:

n o m
m—=—n
2 2
Dado que F es una constante(es facil ver que existe una cantidad de tiem-

po constante que siempre serd mayor que el tiempo que tarden en ejecutarse
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% operaciones), el tiempo de ejecucion de las lineas 8 y 9 es de complejidad
O(n).

Como primero se ejecuta un algoritmo de O(n?) (lineas 1 a 7) y posteri-
ormente se ejecuta un algoritmo de O(n) (lineas 8 y 9), por regla de la suma,
el tiempo de ejecucion es de complejidad O(maz(n,n?)) = O(n?).

9.2. Producto por Constante

La siguiente regla es un tanto obvia, pero no por eso se debe despreciar.
La regla dice que si dos funciones Ty t son tales que T'(n) = Kt(n)
para alguna constante K, entonces su complejidad es la misma, es decir

O(T'(n)) = O(t(n)).

Teorema 12. Si una funcion f(n) = Kt(n) donde K es una constante, la
complejidad de f es la misma que la de t, dicho de otra manera O(K f(n)) =
O(f(n)) para cualquier constante K.

Demostracion. Sean ty f funciones tales que la complejidad de t es O(f(n)),
por definicién existe una constante K’ tal que K’'f(n) > t(n) para toda n,
multiplicando ambos lados de la desigualdad por la constante no negativa K,
tenemos que (K)(K')f(n) > (K)t(n).

Como (K)(K') es constante, entonces O(K f(n)) = O(f(n)).

9.3. Regla del Producto

Considera el siguiente codigo:

Codigo 9.2: fy g
int f(int n){
int i, r=0;
for(i=1l;i<=n;i++){
r+—m;
}

return r;
}
int g(int n){
int i, k, r=0;
for (k=1;k<=n;k++){
for (i=1;i<=n;i++){
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=1 (k)«f(i);

}
1

return r;

Intentar calcular el ntimero exacto de iteraciones que se realizan en la
funcion anterior es algo muy dificil, pero a la vez si analizaramos el nimero
de veces que la funcion g manda a llamar a la funcién f en lugar del tiempo
que tarda en ejecutarse la funciéon g, nos daremos cuenta que ese nimero se
calcula con la funcion v(n) = 2n? la cual es una funcion de 6rden O(n?).

Vamos a denotar n como la entrada de f y n’ como la entrada de g,
recordando que el nimero de llamadas a f desde g es de orden O(n?) y la
complejidad de f es O(n), por definicion es posible elegir 2 constantes K y
K’ tales que:

Kn?>2n%y K'n' >n/ (9.1)

Por la ecuacién anterior podemos concluir que:

Kn?K'n' > 2nn’ (9.2)

Recordando que n’ < n, y por la ecuacion anterior

Kn*(K'n) > Kn’K'n' > 2n*n’/
K)(K')n® > Kn?K'n' > 2n°n/
(K)(

(K)(K")n® > 2n*n/

De ésto se puede concluir que g funciona en un tiempo de orden O(n?).
De manera anéloga se puede demostrar que si g(n) = f(n)f’(n) entonces
g es de orden O(f(n)f'(n)).

Teorema 13 (Regla del Producto). Sea g(x) = f(z)f'(x), la complejidad de
g es igual al producto de las complejidades de [ y f'.

9.4. Complejidad en Polinomios

Considera el siguiente codigo:

for (i=N;i>=0;i—) { }
for (i=0;1<N;i++){
for (k=2;k<N; k++){
for (h=0;h<N;h+=5);
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}
for (k=0;k<N%128;k++) { }

El namero de veces que itera el for de la linea 2 es IV, el nimero de veces
que itera el for de la linea 3 es N(N —2), el namero de veces que itera el for
de la linea 4 es (N)(N — 2)(NN/5), el namero de veces que itera el for de la
linea 6 es Nmod128, y el nimero de veces que itera el for de la linea lesN.

Por tanto el niimero total de iteraciones es:

N+N(N—=2)+N(N—2)(N/5)+Nmodl28+N = (1/5)N*+(3/5) N*+N+Nmod128
Aplicando la regla de la suma sabemos que:

O((1/5)N*+(3/5) N*+N+Nmod128) = O(maz(O((1/5)N*),0((3/5)N?), O(N), O(Nmod12
Aplicando la regla del producto por constante tenemos que:

O((1/5)N® + (3/5)N? + N + Nmod128) = O(maz(N?, N? N,1)) = O(N?)

Como te habras dado cuenta, en cualquier algoritmo cuyo tiempo de
ejecucion se pueda representar mediante un polinomio, lo Gnico que hay que
hacer es tomar el término con mayor exponente de la variable y olvidarse del
coeficiente.

Y si eres un poco més observador, te podras dar cuenta que ni siquiera
es necesario expandir el polinomio. Es decir:

O(N+N(N—-2)+N(N-2)(N/5)+Nmod128+N) = O(N+N(N)+N(N)(N)+1+N)

Las constantes se pueden ignorar, y de esa manera se vuelve trivial dado
un polinomio encontrar su complejidad. Se deja como ejercicio para el lector
comprobar que esto se puede hacer con cualquier polinomio.

9.5. Medir antes de implementar

En el capitulo anterior se planted el objetivo de como saber si un algoritmo
es rapido sin necesidad de implementarlo. Y hasta este momento solamente
nos hemos dedicado a analizar la complejidad de implementaciones.

Sin embargo, ya tenemos las herramientas suficientes para poder analizar
la complejidad de muchos algoritmos sin necesidad de su implementacion;
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para lograr esto simplemente hay que examinar qué ciclos posee el algoritmo
y cudles de esos ciclos estan uno dentro de el otro.

Una vez identificados los ciclos, hay que estimar cual es el ntimero maximo
de veces que se puede ejecutar cada uno, ignorando las constantes, obteniendo
asi un polinomio.

Luego de eso simplemente hay que tomar el término del polinomio con
exponente mayor.

Los siguientes ejemplos ilustran un poco esta técnica

Problema Resuelto 9.5.1. Analiza la complejidad del algoritmo para en-
contrar el maximo elemento de un arreglo A con n elementos de la siguiente
manera;

Para cada elemento ¢ del arreglo A, verifica que ¢ sea mayor que todos los
demas elementos de a, si se cumple 7 serd el méaximo.

Solucién Para saber si un elemento ¢ es el maximo, el algoritmo verifica
que a > k para todo k € A tal que k # ¢, como hay n valores posibles de
A, entonces esta operacion hay que realizarla n — 1 veces, eso es complejidad
O(n).

Y como hay que verificar n elementos distintos y cada elemento toma un
tiempo de O(n) verificarlo, la complejidad es O(n?).

O

Problema Resuelto 9.5.2. Analiza la complejidad del algoritmo para en-
contrar el maximo elemento de un arreglo A con n elementos de la siguiente
manera:

Primero se inicializa una variable maximo con valor —oo

Para cada elemento 7 del arreglo A, si el valor de mazimo es menor que
el valor de 7 entonces se sustituye el valor de maximo por el valor de 1.

Solucién Inicializar el valor de maximo toma tiempo O(1), comparar el

valor de maximo con el valor de alguna i tambien toma tiempo O(1), pero

hay que hacer dicha comparacion n veces, por lo tanto el algoritmo es O(n).
0

A pesar de que ya no se requiere un c6digo fuente para analizar los algorit-
mos, en este libro se seguirdn usando, debido a que describir los algoritmos en
espafiol puede resultar confuso, y no vale la pena explicar un pseudocodigo.
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9.6. Busqueda de Cotas Mayores

Aunque la mayoria de veces este proceso es sencillo hay veces en las que
no es facil ver cuantas veces se ejecuta un ciclo atn si se ignoran las con-
stantes, pero para analizar esos casos lo mas conveniente a hacer es elegir una
cota maxima y obtener cierta complejidad atn cuando no sea la complejidad
menor del algoritmo 6 encontrar una propiedad en el algoritmo que permita
determinar cuantas veces se ejecuta(para lo cual no hay una regla general).

Codigo 9.3: Funcion cuatro cuadrados

int cuatro cuadrados(int n){
int a, b, ¢, d;
int r—0;
for (a=0; axa<=n;at++){
for (b=a; axatbxb<=n;bt+){
for (¢c=b;axatbxbtckc<=n;ct++){
for (d=c;axatbxbtcxctd*d

<=n;d++){
if (axat+bxbtcexc+d
xd=n) {

I+

}

return r;

Por ejemplo en el codigo 9.3 resulta extremadamente dificil darse cuenta
cuantas veces itera cada ciclo, excepto el exterior que itera /n veces, en
los siguientes ciclos solamente es posible darse cuenta que pueden iterar y/n
veces pero la mayorfa de ocaciones iteran menos.

En este caso se puede decir que n? es una cota mayor al total de itera-
ciones en la funcién cuatro cuadrados.

Asi que, por regla del producto podemos saber que la funcién cuatro cuadrados

- 4 . . . L
itera menos de \/n = n? veces, lo que significa que si T'(n) es el nimero total
de iteraciones.

n* > T(n)
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Sea K una consante tal que cada iteracion realiza menos de K opera-
ciones, entonces:

T(n) < K(n?)

Por lo tanto, podemos decir que la funcién cuatro cuadrados corre en
tiempo O(n?) notese que n? es una cota superior, por lo cual puede ser
posible que O(n?) no sea la menor complejidad de T que se puede hayar.

Al medir complejidades muchas veces es 1til usar cotas mayores, ya que
esto asegura que el algoritmo va a funcionar en un tiempo menor al calculado
usando la cota mayor y eso a veces es suficiente para saber que el algoritmo
va a funcionar dentro de las condiciones que se piden en el problema.
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Complejidades Logaritmicas

En el capitulo anterior se estudiaron multiples complejidades de la forma,
O(n*) y se mostr6 como gran cantidad de algoritmos corren en tiempos que
se pueden expresar como un polinomio y como toda funcién polinomial tiene
una complejidad de la forma O(n*) donde k es una constante.

Otro tipo de complejidades importantes son las complejidades O(log n),
aunque suene extrano usar logaritmos en el conteo del niimero de operaciones,
este tipo de complejidades aparecen de una manera muy frecuente.

Cabe mencionar que en los algoritmos, suelen ser mas importantes los
logaritmos base 2 que los logaritmos naturales.

10.1. Analisis de la Basqueda Binaria

El primer algoritmo que veremos con esta complejidad es uno que ya se
mencion6 en la Parte I, sin embargo nunca se analizé su complejidad.

int Busqueda Binaria(int v|], int a, int b, int x){
while (a<b)

(v [(ath)/2]==x){
return (atb) /2;

telse if (v[(atb)/2]<x){
a=(atb) /2+1;

}else{
b=(a+b) /2—1;

}
if(v]al==x){
return a;

telse(

121
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return —1;

}

Problema Resuelto 10.1.1. Analiza la complejidad de la btisqueda binaria,
utiliza la notacion O maytscula.

Solucién Todas las iteraciones de este algoritmo ejecutan la linea 3, y las
iteraciones se ejecutan mientras no se haya encontrado un v[@} =xy
mientras a sea menor que b.

Para conocer el nimero de iteraciones primero debemos estar seguros de
que este codigo realmente termina y no se queda en un bucle infinito.

Es posible que en v no exista ningtn valor igual a x, pero, ;Serd posi-
ble que se mantenga indefinidamente la condiciéon a < b? en seguida de-
mostraremos que esto Gltimo no es posible:

Sia < bentonces b—a >0

Vamos a llamar o’ y b' a los valores que tomarén a y b en la siguiente
iteracion. En cada una de las iteraciones ocurre alguna de estas 2 cosas:

@' =% +16bient =42 —1

Por tanto:
oo —p— 2y
2
b'—a’:b—g—g—l—(a+b)mod2
, , b a
b—a:fEW—Lﬁj—l—(a+b)mod2
b a b—a
[51—L§J—1—(a+b)mod2<L 5 |
b—a
/_/
bV —a < | 5 |
o bien
b'—a':a+b—1—a
2
b’—a':%+g+amod2—l—a
a b b—a
§+§+amod2—1—a<L 5 |
Vo d <229

2
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Con lo anterior podemos darnos cuenta que luego de cada iteraciéon a—>b se
reduce a la mitad o menos. Cuando se trata de nimeros reales, ésta situacion
puede continuar por un tiempo indefinido, pero cuando se trata de ntmeros
enteros, después de cierto nimero de operaciones se llegard a la situacion
inevitable de que a = b.
Es facil de darse cuenta que si inicialmente b — a = 2", entonces el algo-
ritmo terminara en el peor caso después de n iteraciones, es decir después de
logs(n) iteraciones.
También es facil probar por induccién que si z no esta en v, busqueda_binaria(v, a, b, x)
tarda igual o menos tiempo que busqueda_binaria(v,a,b+ 1, ).
Por lo tanto, busqueda_binaria(v,0,n,z) no tardara mas que busqueda_ binaria(v,0,m, x)
donde m es la menor potencia de 2 tal que n < m.
Con esto concluimos que la complejidad de la bisqueda binaria es O(log n).
O

10.2. Bases de logaritmos

Resulta curioso nunca ver las bases de los logaritmos en las compleji-
dades, esto se debe a que todos los logartimos tienen exactamente la misma
complejidad.

Teorema 14. O(logy f(n)) = O(logn f(n)) para cualquier funcion f y cua-
lesquiera dos numeros reales k y h.

Demostracion. Usando las leyes de los logaritmos sabemos que log, © = Z}b—i
para cualquier x y que log, x = f;‘—i para cualquier x.

Sea K = max(In h,In k) tenemos que:

K(ln f(n)) > logx f(n)

y ademas

K(ln f(n)) > logn f(n)

Con esto probamos que O(log,, f(n)) = O(In f(n)) sin importar cual
sea el valor de m, esto quiere decir que todos los logaritmos tienen la misma
complejidad.

]
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10.3. Complejidades O(NlogN)

A diferencia de la bisqueda binaria, la siguiente funcién no tiene una
aplicacion practica, sin embargo, pronto veremos que su complejidad aparece
de una manera muy natural el gran cantidad de algoritmos:

void funcion nlogn (int n){
int i=n, k;
while (i ~0){
i/=2;
for (k=0;k<n;k++){ }

}

Problema Resuelto 10.3.1. Analiza la complejidad de funcion nlogn.
Utiliza la notacién O maytscula.

Solucién Tenemos que el while itera no mas de logn + 1 veces, y que el
for itera n veces por cada iteracion del while.

Por regla del producto tenemos que la complejidad de funcion nlogn es
O((logn 4+ 1)(n)) = O(O(logn)O(n)) = O(nlogn). OJ.

Puede parecer extrana la complejidad O(nlogn) pero mas tarde nos dare-
mos cuenta que es bastante comtn en el ordenamiento.
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Complejidades en Funciones Recursivas

Las funciones recursivas presentan mas problemas para analizarse que las
funciones iterativas, ya que, a diferencia de las funciones iterativas, no es
posible saber exactamente cudntos ciclos se anidan.

En la Parte I se muestra la biisqueda binaria recursiva y unas paginas
atras se demostro que la complejidad de la biisqueda binaria es logaritmica,
ese puede ser un ejemplo de cémo un algoritmo recursivo puede ser notable-
mente rapido, sin embargo, en la Parte I se mostré que la funciéon recursiva
de fibonacci crece muy rapido, por lo que los algoritmos recursivos también
pueden ser notablemente lentos.

Pero al usar recursiéon con memoria, vimos como se puede mejorar de
manera considerable la velocidad del algoritmo recursivo para calcular los
ntmeros de fibonacci.

Por otro lado, resultaria casi imposible simular mentalmente un algoritmo
recursivo con el fin de determinar qué tan rapido es.

11.1. Estados

El concepto de “estado” es un concepto que cobrard mucha importancia
mas adelante, pero por el momento lo veremos de una manera superficial.

A medida que se ejecuta un algoritmo, los valores de las variables o de
los arreglos pueden variar, vamos a llamar “estado” a un conjunto de valores
que pueden tener determinadas variables. Puede haber muchos puntos de
referencia para determinar los estados.

Por ejemplo, en el codigo 9.3, podemos decir que los estados son todos los
conjuntos de valores de las variables a, b, ¢ y d, o bien tambien podriamos
decir que los estados son todos los conjuntos de valores de las variables a, b

125
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y r, etc.

Para medir adecuadamente la complejidad es necesario elegir un conjunto
de estados de manera que el programa tarde un tiempo acotable en cambiar
de un estado a otro.

La idea es medir la complejidad del algoritmo en un estado, y luego mul-
tiplicar esa complejidad por el niimero de estados; y asi no serd necesario
simular mentalmente la recursion.

El siguiente ejemplo ayudara a comprender mejor lo que se pretende hacer
con definir estados:

int Arreglo[30];
void binario(int n){
if (n==0){
procesa (Arreglo);

}else{
Arreglo[n]|=0;
binario (n—1);
Arreglo|n|=1;
binario (n—1);

Problema Resuelto 11.1.1. Analiza la complejidad de binario en el codigo
anterior.

Solucién Vamos a tomar como los estados a todos los posibles valores de
n y los primeros n nimeros del arreglo Arreglo.

De lo cual nos resulta que el niimero de estados es la cantidad de cadenas
de 1 bit méas la cantidad de cadenas de 2 bits, méas la cantidad de cadenas de
3 bits, ..., mas la cantidad de cadenas de n bits.

Por regla del producto sabemos que esto es:

2 422+ ..+ 2" (11.1)

Lo cual, por la ecuacion 4.1 sabemos que es:

2nt 1 (11.2)

De esta manera hay un total de 2"*! — 1 estados, y el programa tarda un

tiempo constante en cambiar de un estado a otro, por lo tanto la complejidad
es O(2"). O
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void dfs(int a){

int i;

if(a<0 || a>=N)
return;

Vl]al=true;

for (i=0;i<n;i++){
if (Mat|a][i] && !'V[i]){
\ dfs (Mat[a|[i]);

}

Problema Resuelto 11.1.2. Analiza la complejidad de dfs en el codigo
anterior.

Solucién Podemos darnos cuenta que si a < 0 6 a > n entonces el progra-
ma terminaria en un nimero constante de pasos. Retomando nuestra “acti-
tud pesimista” vamos a asumir que a solamente puede tener valores entre 0
y n—1, y ademas, vamos a utilizar el conjunto de posibles valores de a como
los estados.

Debido a que dfs(x) es llamado a lo mas una vez para cada z, podemos
alegremente ignorar la recursion y solo contar el tiempo utilizado por el
programa durante la ejecucion de df s(z)(sin contar las llamadas recursivas)
para cada x.

El tiempo que tarda en ejecutarse df s(z) para alguna x y sin contar las
llamadas recursivas es de complejidad O(n); y como x puede tener hasta n
valores diferentes la complejidad es O(n?).

11.2. Cortes

Muchas veces, al hacer llamadas recursivas un problema se divide en prob-
lemas mas pequenos, tal como se vi6 en el capitulo de “Divide y Venceras”,
cuando esto sucede, frecuentemente un estado mas pequeno se procesa mas
rapido que un estado mas grande y las cosas se complican bastante.

Considere, por ejemplo, el siguiente codigo.

int suma_dummy(int a, int b){
int i, r=0;
if (a<=b)
return 0;
for(i=a;i<b;i++){
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r++;
}
r+=suma_dummy(a, (a+b)/2));
r+=suma_dummy ((a+b) /2, b));
return r;

}

Problema Resuelto 11.2.1. Analiza la complejidad de suma__dummy

Solucién Vamos a denotar suma_dummy(a,b) como el tiempo en que
tarda en ejecutarse dicha funcion.

Es obvio que O(suma__dummy(a, b)) = O(b— a+ sumagummy(a, GTH’) +
suma_dummy(“:,b)) cuando a > by que O(suma_dummy(a,b)) = O(1)
cuando a <= b, sin embargo, expresar la complejidad de manera recursiva
no parece ser una buena idea.

Para resolver esta problemética hay que tomar en cuenta el hecho de
O(suma__dummy(a, b)) = O(suma__dummy(a + ¢,b+ c)) para cualesquiera
a,by c.

Esto no es muy facil de admitir, sin embargo, se justifica al ver que el
nimero de iteraciones del ciclo for solamente depende de la diferencia entre
a v b, lo mismo la condicién de retorno.

Sin embargo, hay un par de lineas donde si parece afectar:

r+=suma_dummy(a, (a+tb)/2));
r+=suma_dummy ((a+b) /2, b));

Pero, esta problematica se resuelve rapidamente:

b+ 2 b b
LCH_T_I_CJ —(a+c¢) = LCH_ |+c—a—c= La;_
Analogamente b — a4+ b] =b+c— |a+ b+ 2¢|.
Una vez admitido que O(suma_dummy(a,b)) = O(suma_dummy(a +
¢, b+c)), vamos a utilizar la expresion 7'(n) como el tiempo que tarda en ejecu-

|—a

tarse suma_ dummy(0,n), de esa manera O(T'(b—a)) = O(suma_ dummy(a,b)).

Lo interesante aqui es que O(T'(n)) = O(n +2T([5])).

Para un anélisis superificial, tomemos las potencias de 2 y veamos que
sucede con O(T'(n)) cuando n es una potencia de 2.

Ademas utilizaremos la letra k para designar una constante de tiempo
grande.

. T(1)

IN

k
s T(2) < 2k + 2k = 2(2k) = 4k
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n T(4) < 4k + 2(2k + 2k) = 3(4k) = 12k
= T(8) < 8k + 2(12k) = 4(8k) = 32k
= T(16) < 16k + 2(32k) = 5(16k) = 80k

Utilizando induccion es facil confirmar que 7'(2") < k(2")(n + 1). Puesto
que T(1) < ky T(2") < k(2")(n + 1) implica que T(2"™') < 2"k +
2k(2")(n + 1) = k(2" + 2" (n + 1) = k(2" ) (n + 2)

Ahora, recordando que T'(n) < T'(n + 1) para todo n, tenemos que:

T(n) < T(2Mosnly (11.3)
< K(2M%)(Tlogon] + 1) (11.4)
< K(n+1)([logan] + 1) (11.5)

Por lo tanto, la complejidad de suma_dummy es O(nlogsn).

Hay que hacer notar que en el anélisis de complejidad no importa la
base del logaritmo, ya que log,b = % Por lo que decir que un algorit-
mo es de complejidad O(nlogan) es lo mismo que decir que es de comple-
jidad O(75(nlogan)). Y como In2 es una constante entonces O(nlogon) =
O(n Iln n).

O

Nuevamente nos encontramos con una complejidad O(n log n). Como se
habia dicho anteriormente, esta complejidad aparece mucho en los algoritmos
de ordenamiento. Pero no solamente aparece en esos algoritmos, sino que
aparece por lo general en algoritmos que requieren realizar cortes.

Generalizando el ejemplo anterior, si K y M son constantes, un algoritmo
basado en la estrategia “divide y venceras” requiere un tiempo O(1) procesar
una entrada de tamano < K y requiere un tiempo O(n) dividir una entrada
tamano n > K en M entradas de tamano 17, la complejidad del algoritmo
es O(n logy n).

La demostracion de esta propiedad es andloga al analisis de complejidad
de la funcién suma__dummy. Se deja como ejercicio para el lector.
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Los algoritmos de ordenamiento son quiza los ejemplos mas citados de
algoritmos donde la eficiencia juega un papel muy importante y también
sirven para realizar una de las tareas mas comunes de una computadora, que
es la de ordenar datos. Incluso un sinénimo de la palabra «computadora» es
«ordenadory.

Podemos ver con frecuencia que aplicaciones como hojas de calculo o
navegadores de archivos tienen la opcion de ordenar los datos para mostrar-
los de una manera mas presentable. Sin embargo el ordenamiento tiene un
propo6sito mucho mas importante que el de mostrar datos organizados.

Para entender la importancia del ordenamiento recordemos que en la
Parte I se mostré un algoritmo llamado «Busqueda Binaria» el cual servia
para encontrar valores en secuencias ordenadas de manera no descendente y
parecia ser bastante rapido. Y en la Parte III se demostr6 que la complejidad
en tiempo de la Bisqueda Binaria es O(loga V). Es decir, encontrar datos en
una secuencia ordenada de forma no descendente es mucho mas rapido que
encontrar datos en una secuencia cualquiera.

Por este y otros motivos los algoritmos de ordenamiento juegan un papel
escencial en las ciencias de la computacion.
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Capitulo 1 2

Ordenamiento

Antes de comenzar a tratar los algoritmos de ordenamiento es necesario
saber cual es exactamente el objetivo de los algoritmos de ordenamiento y
qué reglas deben de seguir.

Podriamos pensar en los algoritmos de ordenamiento simplemente como
algoritmos para ordenar nimeros, pero muchos algoritmos(por ejemplo la
bisqueda binaria) resultan ttiles para trabajar con datos que pueden no ser
numeéricos.

Por tanto lo primero que haremos sera buscar una forma de definir lo qué
es un orden, de tal manera que sea consistente con el 6rden de los ntmeros
pero que también se pueda aplicar a otras cosas.

Si quisiéramos ordenar nimeros, el sentido comtn nos dice que dada una
secuencia A de nimeros, queremos encontrar una secuencia B = (by, by, b, ..., by,)
tal que B es un reordenamiento de los elementos de A y ademaés:

by <by<b3< ... < by,

Teniendo esta secuencia ordenada, podemos hacer uso de la propiedad de
que si ¢ < k entonces b; < b,. Esta propiedad a pesar de ser tan simple es
muy poderosa.

Por ejemplo, si se diera el caso que 1 < b; < b, < 10 entonces ya po-
driamos saber que todos los nimeros de la secuencia son mayores que 1
y menores que 10 sin necesidad de recorrerla toda; otro ejemplo es que si
b <z < bL%J < b, entonces x no se encuentra en la segunda mitad de la
secuencia(la btisqueda binaria usa esta estrategia repetidas veces para encon-
trar x).

Lo que se desea es definir una funcion llamada < tal que nos permi-
ta ordenar los elementos y conservar estas propiedades; examinaremos esta

135
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definicién a continuacion, y en seguida exploraremos los algoritmos de orde-
namiento usando unicamente funciones de comparaciéon, de esta manera los
algoritmos de ordenamiento servirdn para ordenar cualquier cosa con funcién
de comparacion, no so6lo niimeros.

12.1. Funcién de comparacion

Muy frecuentemente usamos expresiones tales como a < b, a > b 6 a < b.
Cuando se trata de nimeros reales sabemos que a < bsiy solosia—b ¢ Ry
o dicho de otra manera, nuestra funcién de comparacioén es:

fla,b) = 1sia—b¢ RS

0 en otro caso

Es decir, una funcién de comparaciéon es una funcién que indica si un
elemento es menor que otro.

Muchos lenguajes de programacion traen implementados previamente al-
goritmos de ordenamiento y permiten que el programador defina sus propias
funciones de comparacion.

A continuacion se define de una manera formal lo que es una funcién de
comparacion.

Definicién 12.1.1 (Funciéon de Comparacién). Una funciéon de comparacion
es una funcion f: Ax A — {0, 1} para algun conjunto A, tal que se cumplen
las siguientes propiedades:

» f(a,a) =0 (antisimetria)
» Si f(a,b) =1y f(b,c) =1 entonces f(a,c) =1 (transitividad)
» Si f(a,b) =1 entonces f(b,a) = 0 (totalidad o completitud)

La definicion anterior se puede interpretar como que f es una funciéon que
hace comparaciones cumpliendo las siguientes reglas:

Todos los pares ordenadados (a,b) tales que a € Ay b € A se pueden
comparar haciendo uso de f.

Ningin elemento es menor que si mismo.

Si a es menor que b y b es menor que ¢ entonces a es menor que c.

Si a es menor que b entonces b no es menor que a.
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12.2. Conjunto con un Orden Total

Un conjunto con un 6rden total, como su nombre lo indica, es aquel que
se puede ordenar de manera no descendente con una funciéon de comparacion
dada.

Podrimos vernos tentados a decir que un conjunto A tiene un 6rden total
en base a la existencia de una permutacion P de A tal que P = (py,...,pn) ¥
f(pi,pi—1) = 0 para todo 0 < i < n. Pero eso no es necesario

Definicioén 12.2.1 (conjunto con un érden total). Un conjunto con un érden
total es un par ordenado (A, f) donde A es un conjunto y f es una funcion
de comparacién con dominio en A x A. Ademads se aceptan las siguientes
definiciones:

» a <bsiysolosi f(a,b) =1y selee «a menor que b»

a > bsiy solosi f(ba) =1y se lee «a mayor que b»

a=">bsiysolosi f(a,b) =0y f(b,a) =0y se lee «a equivale a b»

a<bsiysolosia<boa=0by selee «a menor o igual que b»

m a>bsiysolosia>0bda=0>y selee «a mayor o igual que b»

Es un buen momento para hacer una aclaracion, las mateméaticas actuales
en lugar de definir una funciéon de comparaciéon, definen algo muy parecido
llamado relacion de 6rden total. Asi que la definicién que vamos a manejar
de conjunto con un 6rden total es ligeramente diferente a la mas usada.

Si algin lector se siente ofendido por esto, puede consultar lo que es
una relacion de orden total y convencerse de que todas las propiedades que
analizaremos en los conjuntos con 6rden total también se cumpliran con la
definicion tradicional.

Estamos usando funciones de comparacion ya que en este contexto nos
resultard mas familiar abordar los algoritmos de ordenamiento.

Al principio del capitulo se dijo que no se iba a definir un conjunto con un
orden total en base a la existencia de una permutacion P de A tal que P =
(P1y -, Pn) ¥ Pie1 < p; para todo 0 < i < n; y el motivo de esto es que dadas
las propiedades de una funciéon de comparacion es posible comprobar que
dicha permutacién existe; de hecho luego de estudiar el siguiente algoritmo
serd facil de convencerse de que es capaz de ordenar cualquier conjunto con
un o6rden total.

Es imporante mencionar que las implementaciones que aparecen aqui de
algoritmos de ordenamiento son para aplicarse en el caso mas comtn: donde
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se tienen todos los elementos en un arreglo. Pero como se vera mas adelante,
las cosas no siempre son tan simples.

12.3. Algoritmo de Seleccion

El ordenamiento por seleccion es quiza el primer algoritmo de ordenamien-
to que a la mayoria de la gente se le puede ocurrir y se basa en un hecho
bastante simple:

Teorema 15. Para todo conjunto con un drden total C' = (A, f) tal que A
es un conjunto finito, existe al menos un elemento n € A tal que n < a para
todo a € A, al cual llamaremos minimo y se denota por min(C) .

Demostracion. Supongamos lo contrario que no exista un elemento n en A
tal que n < a para todo a € A.Esto implicaria que para todo elemento m € A
existe un elemento m; € A tal que m; < A.

Como m € A entonces existiria otro elemento mq € A tal que moy < mq,
y existiria otro elemento ms3 € A tal que ms3 < ms, por induccién podemos
concluir que para cualquier elemento m € A y cualquier entero k existirian
k elementos my, ...,my € A tales que my < mp_1 < ... < mg < my < m.

Ahora, usando la conclusion del parrafo anterior, sabemos que para cualquier
elemento m € A deberfan existir tambien |A| elementos my, ..., m| 4| tales que
mpa < ...<mpg <m.

Por la propiedad de totalidad, tenemos que, todos los elementos m 4, ..., m1, m
son distintos, por lo que el conjunto A deberia tener mas de |A| elementos,
lo cual es una contradiccion.

]

La idea del algoritmo de seleccion es, dada una sucesion S, encontrar el
minimo elemento de (s1, s9, ..., s,) € intercambiarlo con s;, después encontrar
el minimo elemento de (s, S3, ..., ;) € intercambiarlo con ss.

No es dificil darse cuenta que luego de hacer k intercambios, los primeros
k elementos de la sucesion estaran ordenados. Por lo tanto, luego de hacer n
intercambios se tendré toda la sucesiéon S ordenada.

El siguiente co6digo muestra una implementacion del algoritmo de selec-
cion con enteros.

Codigo 12.1: Seleccion con Enteros
void seleccion (int S[], int n){
int i, k, minimo;
for (i=0;i<n;i++){
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minimo=i ;
for (k=i ;k<n;k++){
if (S[k]<S[minimo])
minimo=Kk ;
}

intercambia (S[i], S|minimo]);

La implementacion en C con enteros resulta bastante clara; C+-+ tiene
la capacidad de definir funciones de comparacion que se llamen al usar los
operadores <y >, pero se muestra una implementacion en C para ilustrar el
funcionamiento del algoritmo de manera general:

Codigo 12.2: Seleccion en General

void seleccion (tipoDatos S[], int n){
int i, k, minimo;
for (i=0;i<n;i++){
minimo=i ;
for (k=i ;k<n;k++){
if(£(S|k|, S|[minimo])==1)
minimo=Kk ;
}

intercambia (S[i], S|minimo]);

Como se puede ver, la implementacién general cambié muy poco, y eso
es lo que hace ttiles a las funciones de comparacion en los algoritmos de
ordenamiento.

En general un algoritmo de ordenamiento sélamente puede manipular los
datos de dos formas: dados dos datos a y b, compararlos 6 intercambiarlos.

12.4. Algoritmo de Insercion

Este algoritmo es otro que a la gente se le ocurre de manera natural, se
trata del algoritmo usado para ordenar las cartas de una baraja: A lo largo del
ordenamiento, en la mano izquierda se tiene un conjunto de cartas ordenado,
y luego, para cada carta de la mano derecha, se mueve la carta hacia el lugar
que le corresponda en la mano izquierda.

Por ejemplo, si en la mano izquierda se tienen 4 cartas numeradas como
1,3,8 y 10 y en la mano derecha se tiene una carta con el niimero 5, esta
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carta se debera colocar entre las cartas 3 y 8, para asi obtener el conjunto
ordenado de cartas 1,3,5,8 y 10.

Inicialmente en la mano izquierda se coloca una sola carta, y es trivial que
ese conjunto ya estd ordenado, posteriormente se van insertando las cartas de
una por una con el procedimiento antes descrito hasta tener todas las cartas
en la mano izquierda.

Una manera mas general de describir este procedimiento es inicialmente
tener una sucesion vacia de elementos ordenados A y un conjunto B con n
elementos no ordenados, después insertar cada elemento de B en A de manera
que la sucesion A se mantenga ordenada luego de cada insercion, y continuar
de esa manera hasta haber insertado todo los elementos.

En seguida se muestra una implementacion del algoritmo de insercion:

Codigo 12.3: Insercion

void seleccion (tipoDatos S[], int n){
int i, k;
for (1=0;i<n;i++){
for (k=1;k>0 && f(S[k], S[k—1])==1;k—){
intercambia (S|k], S[k—1]);
}

12.5. Analisis de los Algoritmos de Seleccién e
Insercion

Recordando lo que hace cada algoritmo, el algoritmo de seleccion busca
repetidas veces el minimo de un conjunto de datos no ordenados y cada que
encuentra un minimo, lo “quita” del conjunto no ordenado y lo “pone” al final
del conjunto ordenado. Si hay n elementos, este procedimiento se repite n
veces.

Mientras tanto, el algoritmo de selecciéon mantiene una sucesion ordenada
de datos y realiza n inserciones en esa sucesion.

Podriamos mirar ingénuamente las implementaciones y decir que ambos
algoritmos son O(n?), pero hay que recordar que los algoritmos de orde-
namiento son algo mucho mas general que una soéla implementacion.

Vamos a llamar consulta a la operacion que realiza el algoritmo de selec-
cion que consiste en encontrar el menor elemento que ain no se ha ordenado
y colocarlo al final de los elementos ya ordenados.
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Teorema 16. Con una sucesion de n datos, el algoritmo de seleccion realiza
n consultas y el algoritmo de insercion realiza n inserciones.

En las implementaciones que se mostraron, una consulta requiere tiempo
O(n) y una insercion requiere tiempo O(n), por lo que ambos algoritmos
funcionan en tiempo O(n?) en estos casos.

Sin embargo, existen algunas situaciones e implementaciones donde tanto
las consultas como las inserciones son de complejidad O(logn), haciendo que
estos algoritmos tengan una complejidad O(nlogn).

El caso de que una insercion tome O(logn) sucede en la vida real cuando
se quiere ordenar una pila de cartas y el caso de que una consulta de seleccion
tome O(logn) se estudiard mas adelante con los monticulos.

Pero por el momento consideraremos la complejidad de estos algoritmos
como O(n?).

12.6. El Odiado Burbuja

Este algoritmo ya se habia mencionado en algunos ejemplos, pero no esta
por demés mencionarlo aqui.

Burbuja tiene la peculiaridad de ser conocido como el peor algoritmo de
ordenamiento, sin embargo es posible diseniar a propoésito otros peores y al
igual que insercion y seleccion, hay ocasiones en las cuales Burbuja puede ser
el algoritmo adecuado.

Se trata de recorrer varias veces el arreglo, y en cada iteraciéon intercam-
biar aquellos valores para los cuales Sy > Sii1; luego de n iteraciones el
algoritmo termina.

Antes de analizar el algoritmo para evitar las posibles ambigiiedades del
lengiiaje se mostrara una implementacion:

Codigo 12.4: Burbuja

void burbuja(tipoDatos S[], int n){
int i, k;
for (i=0;i<n;i++){
for (k=0;k<n—1;k++)
H((S[K], S[k-1])——1)
intercambia (S|k], S[k+1]);
}
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Como se puede ver, al igual que en los dos algoritmos anteriores el for
exterior recorre los enteros de 0 a n pero el for interior siempre recorre todo
el arreglo(a diferencia de insercion y seleccion que en promedio recorren la
mitad del arreglo), es por eso que burbuja tiene tan mala fama.

No parece muy dificil converserse de que Burbuja realmente funciona, pero
tampoco estd por de méas encontrar un buen argumento para estar seguros.

El argumento que demuestra ésto hace uso de la siguiente definicion:

Definicién 12.6.1 (Inversion). Sea S = (s, So, ..., S,) una secuencia de ele-
mentos de un conjunto con un 6rden total, una inversion es un par ordenado
(i,7) donde s; > s;

Ahora, supongamos que s; < so < ... < s, tenemos en ese caso por la
propiedad de transitividad que para todo i,k € {1,2,...,n} con i < k se tiene
que s; < sg, es decir, esa secuencia no tiene inversiones.

También cada interacambio en burbuja reduce en 1 el nimero de inver-
siones, asi que si se corre el for interno el suficiente ntimero de veces entonces
la secuencia se quedara sin inversiones y finalmente serd ordenada.

Sin embargo, eso no es razon suficiente para pensar que n iteraciones del
for exterior son suficientes. Observemos que en cada iteracion de burbuja
la tltima posicién p del arreglo donde se hizo un itercambio cumple algo
peculiar, y es que no hay inversion (¢, j) para la cual i = p, por tanto después
de n interaciones ya no habra ningtna posicion posible para primer elemento
de una inversion.

Hemos comprobado que burbuja funciona, pero tanto su prueba de que
funciona como su cantidad de operaciones resultan notablemente peores que
las de insercién y seleccion; asi que llegamos a la siguiente pregunta obli-
gatoria jpor qué la gente no se ha olvidado de este algoritmo que parece
ser tan malo?, la respuesta puede ser un tanto sorprendente: este algoritmo
sOlamente intercambia elementos adyacentes en el arreglo.

La propiedad de s6lamente intercambiar elementos adyacentes en el ar-
reglo hace que este algoritmo resulte adecuado en situaciones en las cuales
resulta costoso intercambiar que se encuentran en posiciones alejadas e in-
cluso tiene una consecuencia tedrica muy interesante: si en una secuencia
se pueden intercambiar elementos adyacentes entonces la secuencia se puede
ordenar.

12.7. Ordenamiento en O(n log n) por Mezcla

Los dos algoritmos que acabamos de ver son de complejidad O(n?) y
generalmente los algoritmos que a la gente se le ocurren de manera natural
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son de esa complejidad.

Existen tambien muchos algoritmos de ordenamiento de complejidad O(n log n)
(de hecho es posible comprobar que no hay algoritmo basado en una funcion
de comparacion que sea mas rapido), por el momento s6lo nos concentraremos
en uno de ellos llamado “mezcla”.

Para poder conocer el algoritmo de mezcla primero hay que resolver el
siguiente ejemplo:

Problema Resuelto 12.7.1. Encuentra un algoritmo que dadas dos suce-
siones ordenadas de manera no descendente A y B, encuentre una sucesion
ordenada de manera no descendente C' tal que conste de los elementos de A
y los elementos de B, el algoritmo debera funcionar en tiempo O(n) donde
n es el tamano de la sucesion C.

Solucién Siguiendo la idea del algoritmo de selecciéon, es posible que nos
venga a la mente buscar en ambas sucesiones cual es el elemento mas pequeno.

Pero recordando que a; < as < ag < ay... y by < by < b3 < by..., podemos
concluir que min(ay, as, as, ..., by, ba, bs, ...) = min(ay, as).

Por lo cual, podemos encontrar el minimo de ambas sucesiones en tiempo
constante. La idea del algoritmo es encontrar el minimo de ambas sucesiones,
“quitarlo” de la sucesion original e insertarlo al final de C, y luego repetir los
pasos anteriores hasta que ambas sucesiones esten vacias.

Por cada insercion en C' hay que encontrar el menor elemento de ambas
sucesiones, lo cual toma tiempo O(1) y posteriormente insertarlo al final de
la sucesion, lo cual toma también tiempo O(1).

Asi que en total hay n inserciones y n bisquedas del minimo, que nos da
como resultado un algoritmo que funciona en O(n).

A continuacién se incluye la implementacion del algoritmo para clarificar
las cosas. Los prametros na y nb indican el nimero de elementos de A y el
niumero de elementos de B respectivamente.

Codigo 12.5: Funcion que mezcla dos sucesiones ordenadas en otra sucesion
ordenada

void mezclar (tipoDatos A[], tipoDatos B[], tipoDatos C
|], int na, int nb){
int a=0, b=0, c¢=0;
while (a<na || b<nb){//Mientras A tenga
elementos ¢ B tenga elementos
if (a<na && b<nb){ //Si tanto A como B
tienen elementos
if(Ala]B[b]) {
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Clet+=Ala++];
}else{
Cle++[=B[b++];

}else if(a<na){//Si solo A tiene
elementos
Cle++H=Ala++];
telse{//Si solo B tiene elementos
Clet+[=B[b++][;
}

O

La idea del algoritmo de mezcla es ordenar los primeros | %] elementos de
la sucesion y los ultimos [%] elementos de la sucesion por separado. Y pos-
teriormente mezclar ambas mitades de la sucesion para obtener la sucesion
ordenada.

Y obviamente, para ordenar cada mitad de la sucesioén por separado se
procede recursivamente.

De manera mas especifica, se implementara una funciéon llamada orden-
Mezcla, que recibird como argumentos dos arreglos, S y Dest y dos enteros
inicioy fin. La funcion ordenaré todos los elementos de S[inicio..fin] y los
colocara en Dest[inicio.. fin)].

A continuacién se muestra una implementacion de la funcion ordenMezcla.

Coédigo 12.6: Ordenamiento por Mezcla

void ordenMezcla(tipoDatos S[]|, tipoDatos Dest[], int
inicio , int fin){
int piv, i;
if(inicio>=fin)
return;
piv=(inicio+fin) /2;
for (i=inicio ;i<=fin;i++)
Dest[i]|=S[i];
ordenMezcla (Dest, S, inicio, piv);
ordenMezcla (Dest, S, piv+l, fin);
mezclar(&S|inicio|, &S|[piv+1], &Dest[inicio],
piv—inicio+1, fin—piv);
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Utilizando inducciéon es muy facil darse cuenta de que este algoritmo fun-
ciona, pero el analisis de complejidad de este algoritmo no luce tan sencillo.

Vamos a llamarle 7" a una funcién tal que T'(n) es una conta superior para
el tiempo que puede tardar en ejecutarse ordenMezcla(S, Dest, a,a+n) para
a,n € N.

Tenemos que T' es de complejidad O(O(T'([5])) + O(T([%])) + n). Por
regla de la suma esto se puede simplificar a O(T'([%5]) +n), podriamos vernos
tentados a decir que cuando n = 2 la complejidad es O(n) y cuando n > 2 la
complejidad sigue siendo O(n); pero eso no seria el camino correcto ya que
“[5]” en esta notacion representa una funcién y no solamente un argumento.

Al llegar a este punto parece dificil proceder con las reglas conocidas para
calcular complejidad, asi que habra que volver a definir el valor de T" en base
a una constante H:

T(n) = H cuando n=1
H(2T(g) +n+1)

El siguiente arreglo muestra algunos valores de T evaluado en potencias
de 2:

r) = HQ)

T(2) = HB+n)

T(4) = H(7+3n)

T@®) = H(15+7n)
T(16) = H(31+ 15n)

Estos valores sugieren que:

T(2%) = H(2*T 427 — 1)

La ecuacion anterior se puede comprobar facilmente con induccién. Aho-
ra, vamos a definir una variable n tal que n = 2%, la ecuacién anterior se
expresaria de la siguiente manera:

T(n) = Hn(x+1)4+n-—1)
H(n(loga(n) +1) +n—1)
H(nlogan +2n — 1)
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Oo(n)
+
O1(n)
+

OQ(TL)

Figura 12.1: Rendimiento del ordenamiento por mezcla

Y ahora, como H es una constante y por regla de la suma es facil de ver
que T es de complejidad O(n log n).

La figura 12.1 ilustra este analisis que se acaba de realizar.

Cabe mencionar que la complejidad solamente fué comprobada para po-
tencias de 2, sin embargo, es facil darse cuenta que si 2¢ < n < 29! entonces
T(2%) < T(n) < T(2%), lo que prueba que T es de complejidad O(nlogn)
para cualquier entero n.

Existe también un algoritmo muy popular de ordenamiento llamado “Quick-
sort” que en la mayoria de los casos suele ser tan rapido como “mezcla” y
requiere menos memoria. Pero no se hablara de ese algoritmo en este libro
debido a la dificultad de analizar su tiempo de ejecucion, si el lector quiere
aprender a usarlo puede consultar otro libro y usarlo bajo su propio riesgo.
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12.8. Problemas

12.8.1. Mediana

Tiempo Limite: 1 segundo

Un nuevo experimento espacial involucra a N objetos etiquetados desde
1 hasta N

Se sabe de antemano que N es impar.

Cada objeto tiene una fuerza distinta(aunque desconocida) expresada por un
numero natural.

El objeto con la fuerza mediana es el objeto X tal que hay exactamente
tantos objetos con una fuerza mas pequena que X como objetos con una
fuerza mayor que X .

Desafortunadamente, la unica manera de comparar las fuerzas es por un
dispositivo que, dados 3 objetos distintos determina el objeto con fuerza
mediana tomando en cuenta solamente esos 3 objetos.

Problema

Escribe un programa que determine el objeto con la fuerza mediana.

Libreria

Dispones de una biblioteca llamada device con estas tres operaciones:

= GetNN, deberé ser llamado una vez al principio sin parametros; regresa
el valor de N

= Med3, debera ser llamado con tres etiquetas de objetos como paramet-
ros; regresa la etiqueta del objeto con la fuerza media.

= Answer, deberd ser llamado una sola vez al final, con una etiqueta de
objeto como argumento; reporta la etiqueta del objeto X

Puedes experimentar con una biblioteca de diseno propio

Ejemplo

Secuencia
25431

Interaccion
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1. GetN() regresa 5.
2. Med3(1, 2, 3) regresa 3.
3. Med3(3, 4, 1) regresa 4.
4. Med3(4, 2, 5) regresa 4.
5. Answer(4)
Consideraciones

0<N <1000

No esta permitido hacer mas de 7777 llamadas a la funcion Med3 por cada
ejecucion de tu programa.

Referencias

Este problema aparecié por primera vez en la 101 del 2000, fue traducido
por Luis Enrique Vargas Azcona durante el 2008 con propoésitos de entre-
namiento.

El valor méaximo de n fué modificado debido a que la solucién oficial no
es determinista pero hay soluciones deterministas que funcionan con N <
1000(actualmente las soluciones no deterministas no son de interés para la
I01).
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En lo que se refiere a la resolucion de problemas, muchas veces para
plantear el problema imaginamos objetos y acciones que se relacionan entre
si.

Cualquier lenguaje de programacion tiene ya implementados tipos de
datos béasicos como lo son enteros cortos, enteros largos, punto flotante, car-
actéres, arreglos y matrices.

Sin embargo, a medida que nos adentramos mas y més en la programacion,
esos tipos de datos dejan de ser suficientes, podemos plantear problemas que
traten de cosas mas alla de los ntimeros y arreglos.

No debemos de desanimarnos y pensar que la computadora solo nos
servird para problemas de ntmeros y arreglos, ya que con un poco de cre-
atividad podremos manejar una infinidad de objetos distintos.

Si bien una computadora solamente cuenta con herramientas para mane-
jar ntmeros, caractéres y arreglos, es posible hacer una analogia represen-
tando ciertos objetos abstractos con arreglos y ntimeros e implementando
funciones que simulen las acciones de estos objetos.

Las representaciones de estos objetos abstractos constan de una serie de
datos y funciones para manipular esos datos, a estas dos cosas juntas se les
llama estructuras de datos. A continuacién conoceremos las estructuras de
uso mas frecuente.
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Pilas, Colas, Listas

Iniciaremos nuestro estudio de las estructuras de datos con estas tres
estructuras que son por mucho, las mas sencillas de todas: pilas, colas y
listas.

13.1. Pilas

Imaginemos este sencillo escenario: un mesero tiene platos de colores api-
lados; de vez en cuando el que lava los platos coloca un plato recién lavado
sobre la pila de platos; y en otras ocaciones el mesero toma el plato que esta
hasta arriba y sirve ahi la comida que ha sido preparada por el cocinero para
posteriormente llevarla a su destino.

Si sabemos de qué color es el primer plato de la pila, en qué momentos
el que lava los platos coloco platos sobre la pila(tambien sabemos el color de
los que se van anadiendo), y en qué momentos el mesero retir6 cada plato
que se encontraba hasta arriba; podemos saber de qué color sera el plato que
le toca a cada cliente.

Una manera de saberlo podria ser, hacer una representacion dramatica
de los hechos; pero esto no es necesario, ya que tambien podriamos tomar
un lapiz y un papel, y escribir una lista de los colores de los platos, poste-
riormente, ir escribiendo los colores de los platos que se pusieron en la pila
al final de la lista, y borrar el ultimo color de la lista cada que un plato se
retire.

No se necesita ser un gran mateméatico para pensar en hacer eso, sin
embargo, en el momento de querer implementar un programa en C que lo
reprodusca, nos encontramos con que no tenemos ninguna lista donde se
coloquen y se quiten cosas del final, tenemos solamente arreglos, variables,
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estructuras, apuntadores, etc.

Claro que podemos simular esta lista con las herramientas que nos pro-
porciona C++ o incluso C, asi pues, este es un ejemplo de objetos(como la
pila de platos) ligados a operaciones(como poner un nuevo plato o quitar un
plato) que modifican al objeto, es decir, una estructura de datos.

Una pila, es la estructura de datos mencionada en este ejemplo, es decir,
un altero de objetos. O mas objetivamente:

Definici6én 13.1.1 (Pila). Estructura de datos que simula una lista en la
cual solo se pueden realizar 2 operaciones: colocar un elemento al final, o
quitar un elemento del final.

Lo unico que se puede hacer en una pila es colocar un objeto hasta arriba,
o quitar el objeto que esta arriba, en el ejemplo anterior si se quita un objeto
de abajo o del centro(lo mismo que si se intenta anadir uno), la pila colapsaria.

Si queremos programar algo similar, lo mas obvio es guardar la informa-
cion de la pila en un arreglo, ademas en este ejemplo usaremos ntimeros para
denotar los colores.

Imaginemos que el restaurant tiene en total 10 platos(un restaurant bas-
tante pobre), ello nos indicaria que un arreglo de tamano 10 podria guardar
todos los platos sin temor a que el tamano del arreglo no alcance.

Suponiendo que inicialmente hay 2 platos, uno de color 1, y otro de color
2, el arreglo deberia lucir algo asi:

2100000000

Si repentinamente el que lava los platos pone un plato hasta arriba de
color 2, luego de ello el arreglo deberia de lucir asi:

2120000000

Si luego pone hasta arriba un plato de color 3, entonces el arreglo deberia
de quedar asi:

2123000000

Pero si el mesero toma un plato de arriba, el arreglo estara de nuevo de
esta manera:

2120000000

Si el mesero vuelve a tomar un plato de arriba, el arreglo quedara de esta
manera:
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2100000000

Para lograr esto, basta con declarar un arreglo y una variable de tal
manera que el arreglo diga especificamente qué platos hay en la pila, y la
variable cuantos platos hay.

Entonces, podemos representar los datos de una pila de la siguiente man-
era:

int pila|tamano maximo |;
int p=0;

En esta implementacion supusimos que la pila consta tGnicamente de
niimeros enteros, sin embargo en la practica cualquier tipo de datos es vali-
do, incluso el funcionamiento es el mismo si se declaran varios arreglos para
guardar elementos en la pila que consten de varias variables, por ejemplo,
pares ordenados de nimeros.

Cada que queramos anadir un elemento en la parte superior de la pila, es
suficiente con esta linea de codigo:

pila [p++]=objeto;
Y cuando queramos retirar el elemento que este en la parte superior.
pila[——p|=0;

Hay que hacer notar casi siempre es suficiente decrementar al variable p
para retirar un elemento de la parte superior, pero todo depende del proble-
ma.

Por ultimo, como cultura general, en ingles a la pila se le llama stack, a
la operacion de poner un elemento en la parte superior se le llama push, y la
de quitar un elemento se le llama pop.

Asi mismo, si la pila sobrepasa su tamano maximo, el error devuelto es
“stack overflow” o “desbordamiento de pila”(ahora ya sabemos qué quieren
decir algunos errores comunes en aplicaciones inestables).

Vale la pena recordar que cada que el sistema operativo maneja también
una pila para cada programa que se esta ejecutando, en dicha pila se anaden
las variables locales cada que se llama a una funcién y se retiran cuando se
regresa de la funcion.

La implementacion de dicha pila es muy parecida a la que se muestra aqui,
esto es un indicio de que a pesar de ser una implementacion muy sencilla tiene
sus ventajas.
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13.2. Colas

Imagina una conversaciéon de chat entre 2 personas, aunque los conver-
santes no se den cuenta, existe algo llamado lag, es decir, el tiempo que tardan
las 2 computadoras en mandarse y recibir los mensajes.

Dependiendo de la conexion, el lag puede variar entre menos de un se-
gundo o incluso mas de un minuto.

Si por un momento, por falla del servidor, una de las 2 computadoras
pierde la conexion, y en ese momento un usuario estd intentando mandar
varios mensajes, el programa de chat guardard los mensajes que el usuario
esta tratando de mandar, y cuando se recupere la conexion, el programa de
chat mandara los mensajes en el mismo orden que el usuario los escribio.

Obviamente, el programa de chat no usa una pila para eso, ya que si usara
una pila, el receptor leeria los mensajes en el orden inverso que el emisor los
escribio6.

Es decir, en una pila el ultimo que entra es el primero que sale. De ahi
que a las pilas se les conozca como estructuras LIFO(Last In, First Out).

Existen otras estructuras llamadas colas, en una cola el primero que entra
es el primero que sale. Su nombre deriva de las filas que se hacen en los
supermercados, cines, bancos, etc. Donde el primero que llega, es el primero
en ser atendido, y el tltimo que llega es el altimo en ser atendido(suponiendo
que no haya preferencias burocraticas en dicho establecimiento).

Las colas, son conocidas como estructuras FIFO(First In, First Out).

Definicion 13.2.1 (Cola). Una cola es una estructura de datos que simula
una lista, en la cual s6lo se pueden aplicar estas dos operaciones: colocar un
elemento al final, o quitar un elemento del principio.

Para representar una cola obviamente necesitamos tambien un arreglo.
Nuevamente para ilustrar como utilizar el espacio del arreglo imaginaremos
una situacion divertida.

Supongamos que hay varios participantes en la cola para el registro de
la OMI(Olimpiada Mexicana de Informética). Cada participante tiene un
nombre que consiste de un nimero entero mayor o igual que 1(Son bastante
populares esos nombres en nuestros dias).

Ccomo faltan muchos estados a la OMI, solo habra 10 participantes.

Entonces el arreglo podria lucir algo asi...

00000000O00O0
En ese momento llega 3 y se forma

3000000000
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Luego llega 5 y se forma
3500000000

Despues llega 4 y se forma
3450000000

Luego llega 9, v despues de eso llega 2
3459200000

Entonces al encargado del registro se le ocurre comenzar a atender, y
atiende a 3.

En la vida real, los participantes darian un paso hacia delante, pero en
una computadora, para simular eso, seria necesario recorrer todo el arreglo,
lo cual es muy lento; por ello, es mas practico dejar el primer espacio de la
cola en blanco.

0459200000

Luego se atiende a 4
0059200000
En ese momento llega 1 corriendo y se forma
0059210000

Y asfi continda...

Ya para este momento, te debes de estar imaginando que para implemen-
tar una cola, unicamente se requiere un arreglo y dos variables, donde las
variables indican donde inicia y donde termina la cola.

La mayoria de las veces podremos saber por adelantado cuantos elemen-
tos “se formaran” en la cola. Sin embargo, suponiendo que se forma alguien
e inmediatamente es atendido, se vuelve a formar y vuelve a ser atendido in-
mediatamente, y asi 1 000 veces, entonces se requeriria un arreglo de tamano
1 000, cuando nunca hay mas de un elemento dentro de la cola.

Para evitar eso, podemos anadir elementos al principio de la cola si ya no
hay espacio al final.

Por ejemplo, si luego de que se atiendié a muchos participantes, la cola
esté de esta forma:
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000000O0O0T 3

Y para rectificar algo 5 vuelve a formarse, podemos colocar a 5 al principio
500000007 3

Luego si 4 vuelve a formarse
540000007 3

Puede parecer extrano esto, pero el programa sabra que la cola empieza
donde estd 7 y termina donde estd 4. Asi que si el organizador atiende al
siguiente, atendera a 7, y la cola quedara de esta manera

5400000003
Luego atendera a 3

5400000000
Despues atendera a 5

0400000000

Y asi sucesivamente...
Implementar la operacion de meter un elemento a la cola es muy sencillo:

cola | fin++|=elemento;
if (fin >=tamano de la cola)
fin =0;

Y casi lo mismo es sacar un elemento de la cola
inicio—++;
if (inicio >=tamano de la cola)
inicio =0;
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Dato 1 > Dato 2 — Vacio

Figura 13.1: Representacion grafica de una lista enlazada

13.3. Listas

Frecuentemente necesitamos tener almacenadas unas £ listas de datos en
memoria, sabiendo que el nimero total de datos en memoria no sobrepasa n.

Si disponemos de suficiente memoria, podemos guardar en memoria n
arreglos de tamano k£ o una matriz de tamano nk, pero no siempre dispon-
dremos de tanta memoria.

Tambien hay veces que se requieren tener listas de nimeros y agregar
nimeros a dichas listas pero no al final ni al principio, sino en medio.

Para solucionar estos y otros problemas, existen las listas enlazadas.

Las listas enlazadas son estructuras de datos compuestas por una sucesion
de elementos llamados nodos; en la que cada nodo contiene un dato y la
direccion del proximo nodo, en caso de que haya proximo.

La figura 13.3 muestra una representacion grafica de una lista enlazada.

Definicién 13.3.1 (Nodo). Se considera un nodo a cualquiera de estas dos
cosas:

s Una estructura vacia 6

= Un elemento de informacion y un enlace a otro nodo.

La tarea de implementar una lista enlazada puede hacerse eficazmente
con 2 arreglos: uno para guardar los datos y otro para guardar los enlaces,
ademas se requiere una variable que diga el tamano de la lista de la siguiente
manera:

Tipo dato|tamano maximo de la lista |;
int proximo |tamafio maximo de la lista |;
int tam lista=1; //Tamano de la lista

Lo tinico que falta definir es el elemento vacio, para ello, podemos definir
que el dato 0 es el elemento vacio, y en el momento que nos encontremos con
él, sabemos que la lista ya habri terminado.

La ventaja de usar el 0 para representar el elemento vacio radica en que
muchos arreglos se inicializan automéaticamente en 0 y no es necesario ini-
cializarlos después.

Si se mira con atencion las tres lineas sugeridas para declarar la lista
enlazada, es posible darse cuenta que el tamano inicial de la lista es 1, a
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pesar de que inicialmente la lista no tiene elementos. Esto se debe a que esa
implementacion esta pensada para reservar el nodo 0 como el nodo vacio, por
lo que inicialmente la lista consiste tnicamente del nodo vacio.

Como toda estructura de datos, las listas tienen operaciones para ma-
nipular los datos, aqui contemplaremos un par de operaciones: insertar y
recorrer.

Como el lector puede imaginar, usaremos una estrategia similar a la de
la pila para determinar qué partes de los arreglos ir utilizando conforme se
vayan insertando nuevos elementos.

Mas precisamente, una vez insertados n elementos, las primeras n + 1
posiciones de los arreglos habran sido usadas.

Una vez considerado todo esto, insertar un nodo con un dato x, justo
despues de otro nodo k, se puede hacer facilmente en tiempo constante:

void insertar (Tipo x, int k){
dato|[tam lista|=x;
proximo [ tam lista|=proximo [k];
proximo [k|=tam lista-+-+;

}

Lo que hace este codigo es colocar x en el siguiente espacio en blanco den-
tro del arreglo datos, luego colocar un enlace al sucesor de k en el siguiente
espacio en blanco dentro del arreglo proximo, y hacer que k£ apunte al nodo
que se acaba de crear.

De esa forma k apuntaré al nuevo nodo, y el nuevo nodo apuntara al nodo
que apuntaba k.

Si observamos bien, esta implementacion solo funciona cuando ya se tiene
un nodo inicial en la lista, por lo cual es necesario crear el primer nodo medi-
ante otro. La siguiente funcion crea un primer nodo de una lista asignandole
el valor x y devuelve el indice del nodo:

int primer_ nodo(Tipo x){
dato|tam lista|=x;
proximo [ tam _lista|=0;
return tam lista+-+;

}

Una vez que tenemos creada una lista necesitamos consultar los datos
de alguna manera, en una lista lo inico que podemos hacer es consultar sus
datos en 6rden, desafortunadamente tenemos que pagar el precio de no poder
acceder directamente a los datos, pero por los motivos antes expresados, a
veces vale la pena.
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Al recorrer la lista se pueden hacer muchas cosas, aqui mostraremos sim-
plemente coémo imprimir los elementos de la lista. El siguiente c6digo imprime
todos los datos contenidos en una lista, asumiendo que 1 es el primer elemento
de dicha lista.

for (i=1;i!=0;i=proximo|i])
printf (" %", dato|i]);

Estas implementaciones estan algo limitadas, ya que se le da un trato
especial al primer elemento de la listas y no se pueden borrar nodos entre
otras cosas.

Muchos lenguajes de programacion(por ejemplo C++) ya tienen previa-
mente implementadas listas enlazadas, con implementaciones bastante mas
completas que las mostradas aqui. El objetivo de mostrar las listas y las im-
plementaciones es simplemente mostrar la idea de las listas enlazadas y una
implementacion sencilla, ya que juega un papel muy importante en el estudio
de los algoritmos y sirven de base para entender otras estructuras de datos.

También hay que hacer notar que tanto las pilas como las colas pueden ser
implementadas con listas enlazadas, pero su implementacién es mas tediosa,
su rendimiento es mas lento y ademas los enlaces hacia el siguiente elemento
requieren cierta memoria adicional; la elecciéon sobre qué implementaciones
usar depende del problema en especifico.
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13.4. Problemas

13.4.1. Equilibrando Simbolos

Jorge esta estudiando para ser un desarrollador de software y como tarea
le han encargado elaborar un compilador.

Para hacerlo requiere de un algoritmo que verifique que la sintaxis del
codigo fuente sea la correcta.

Una de las cosas que se requieren para que un codigo tenga una sintaxis
correcta es que todos los paréntesis, corchetes y llaves estén correctamente
emparejados, es decir, que por cada paréntesis, corchete o llave que abra
exista una pareja correspondiente que cierre, y ademas que no se traslapen.

Jorge requiere implementar un algoritmo que reciba un programa como
entrada y devuelva la posicion del primer error sintactico, considerando tni-
camente las posiciones de paréntesis ( “(”, “)” ), corchetes ( “[7, “]” ) y llaves
( (4{777 “}77 ).

El codigo fuente consiste de una sola linea con N caracteres (incluyen-
do espacios en blanco) donde el primer caracter esta en la posicion uno, el
segundo en la posicion dos y asi sucesivamente.

Algunos de los caracteres pueden ser; “(”, “)”, “[?, “]”, “{” 0 “}". Dos sim-
bolos son correspondientes si son del mismo tipo y uno de ellos abre mientras
el otro cierra (ej. “(” y “)” son simbolos correspondientes).

Un codigo contiene un error sintéctico si se cumple al menos uno de tres
Casos:

= Para alguno de los simbolos que abren no existe un simbolo correspon-
diente que cierre. (ej. (a +b) + (¢ *[)).

= Cuando se encuentre un simbolo que cierre sin estar antes su corre-
spondiente que abra. (ej. ([a+b]) + ¢| * (2 + 2)).

» Cuando Entre dos simbolos correspondientes (uno que abra y otro que
cierre del mismo tipo) exista un tercer simbolo de tipo diferente que
abra y que no tenga su correspondiente en ese rango, es decir, cuando
los simbolos se traslapen. (ej. a(b+ c* {d/h)}).

Problema

Escribir un programa que dados N (el namero de caracteres del codigo
fuente a revisar incluyendo espacios en blanco), y el codigo en si, determine
si éste es correcto sintacticamente o no.
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Entrada

s Linea 1: Un solo entero N

= N caracteres que representan el codigo.

Salida

= La palabra “SI” si el codigo es sintacticamente correcto, la palabra “NO”
en caso contrario.

Ejemplo de Entrada

20
ab+c*x{d/h)}

Ejemplo de Salida
NO

Referencias

El problema fue escrito por Nephtali Garrido y utilizado en uno de los
primeros examenes preselectivos de la Olimpiada Mexicana de Informética a
finales del 2007.
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13.4.2. Piramides Relevantes

Hay N piramides alineadas en linea recta.

Las piramides estan numeradas de 1 a N, de izquierda a derecha.

Cada piramide 7 tiene un nivel de relevancia R; y tambien tiene una altura
Hl‘.
Desde la parte mas alta de cualquiera de las pirdmides, es posible ver
todas las piramides hacia la izquierda o hacia la derecha, siempre y cuando
cuando no exista una piramide mas alta que obstruya la vista.

Es decir, una piramide j se puede ver desde la parte mas alta de una
pirdmide 7, si y solo si NO existe alguna k tal que 1 < k< 7067 <k <1
para Hy > H;.

Por ejemplo, si hay 6 piramides con alturas 1, 3, 2, 1, 5, 2(de izquierda
a derecha en ese orden) desde la parte mas alta de la piramide 3(que tiene
altura 2), se pueden ver las piramides 2, 3, y 4 y 5 y las piramides 1 y 6 no
pueden ser vistas desde ahi ya que las piramides 2(de altura 3) y 5(de altura
5) obstruyen la vista. En cambio, desde la parte mas alta de la piramide 5
se pueden ver todas las pirAmides, mientras que desde la parte mas alta de
la piramide 6, solamente se puede ver la piraAmide 5.

Un guia de turistas ha pedido tu ayuda.

Problema

Escribe un programa que dadas las caracteristicas de las piramides, de-
termine, para la parte mas alta de cada piradmide, cual es la pirdmide mas
importante que puede ser vista desde ahi.

Entrada

s Linea 1: Un solo nimero entero V.

= Siguientes N lineas: La linea ¢ + 1 contiene los dos enteros H; y R;
separados por un espacio.

Salida

= N ntimeros enteros, donde el :—ésimo entero representa la relevancia
de la pirdmide mas relevante que se pueda ver desde la parte mas alta
de la piramide i.
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Entrada de Ejemplo

N O~ DN WEFRL O
N = W O

Salida de Ejemplo
10 10 5 4 10 2

Consideraciones

Puedes asumir que 2 <N< 1000000.

Referencias

El problema fue escrito por Luis Enrique Vargas Azcona y usado en uno de
los primeros examenes preselectivos de la Olimpiada Mexicana de Informética
a finales del 2007.
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Arboles Binarios

Seguramente despues de haber visto las listas enlazadas te lleg6 a la mente
la idea de colocar mas de un enlace en cada nodo.

No fuiste el primero en tener esa idea, pues los arboles binarios son es-
tructuras de datos parecidas a las listas enlazadas, con la diferencia de que
cada nodo puede tener hasta 2 enlaces(de ahi el nombre de binario).

Estas estructuras de datos tienen muchas aplicaciones, las mas frecuentes
involucran ordenamiento.

Al igual que a las listas enlazadas, es posible ver a los arboles binarios
como un conjunto de nodos iterconectados y a cada nodo se le puede asignar
informacion.

La figura 14.1 muestra una representacion grafica de un arbol binario,
como se puede ver, es igual que una lista enlazada excepto porque cada nodo
puede tener hasta dos enlaces y no solamente uno.

Antes de seguir entrando en materia, serd conveniente dar unas cuantas
definiciones.

Por ahora nos reservaremos la definicion general de &rbol, pues requiere
de teoria de grafos para comprenderla, sin embargo, un arbol binario se puede
definir de la siguiente manera, sin recurrir a teoria de grafos:

Definicién 14.0.1 (Arbol Binario). Un 4rbol binario es un conjunto V de
elementos llamados nodos o vértices, tal que:
Para todo v € V, v = (A, B) donde:

= A es el conjunto vacio o un enlace a otro vértice a € V(en este caso
decimos que v apunta a a), A recibe el nombre de hijo izquierdo de v

» B es el conjunto vacio o un enlace a otro vértice b € V(en este caso
decimos que v apunta a b), B recibe el nombre de hijo derecho de v.

167



168 CAPITULO 14. ARBOLES BINARIOS

Figura 14.1: Representaciéon gréafica de un arbol binario

= Hay un tnico elemento » € V' tal que ningtin otro vértice apunta a él;
decimos que r es la raiz de V.

= Para todo v € V tal que v # r existe un tnico w € V tal que w apunta
a v al cual llamaremos padre de v.

» Para todo v € V tal que v # r existe un camino desde la raiz hasta
v(mas objetivamente, existen wy, ..., wy € V tales que wy = r, wy = v
y w; apunta a w;,1 para todo entero 1 < i < k).

La definicion anterior no es la que se utiliza en teoria de grafos para los
arboles binarios y en cierto sentido tiene algunas propiedades distintas, sin
embargo, los “4rboles binarios” utilizados en programacién son exactamente
los que se acaban de definir.

El lector puede considerar esto una ambigiiedad, y realmente lo es, pero
puede estar tranquilo de que en este libro se hablari solo de los arboles
binarios que se usan en programacion evitando asi toda ambigiiedad.

Esto no quiere decir que nos vayamos a limitar en decir como progra-
mar los arboles binarios, sino que también exploraremos sus propiedades
matematicas.

Por lo general a cada nodo se le suele asociar un contenido llamado clave,
sin embargo, esto no forma parte de la escencia de un arbol binario, ya que
puede carecer de claves y atn asi sigue siendo arbol binario.

Existen también otras definiciones que es conveniente conocer:

= [Los enlaces que unen los nodos reciben el nombre de aristas.
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= Se dice que un nodo B es hijo de un nodo A, si existe alguna arista que
va desde A hasta B. Por ejemplo, en la figura, 7 es hijo de 2, 4 es hijo
de 9, 11 es hijo de 6, etc.

= Se dice que un nodo A es padre de un nodo B si existe una arista que
va desde A hasta B. Ej. 9 es padre de 4, 6 es padre de 5 y de 11, etc.

= Se dice que un nodo es hoja, si no tiene hijos. Ej. 11 y 4 son hojas, pero
6, 7, v 9 no lo son.

= [a rama izquierda de un nodo es el arbol que tiene como raiz el hijo
izquierdo de tal nodo, por ejemplo 7, 2, 6, 5, 11 son los nodos de la
rama izquierda de 2.

= [La rama derecha de un nodo es el drbol que tiene como raiz el hijo
derecho de tal nodo.

» La altura de un arbol es la distancia(en aristas) de la hoja mas lejana
a la raiz.

14.1. Implementacién

Los arboles binarios tienen muchas formas de implementarse, cada una
con sus ventajas y desventajas, por ahora solo trataremos una.

Pueden ser implementados utilizando 3 arreglos: clave(los datos que guar-
da cada nodo), hijo izquierdo e hijo derecho.

Y por supuesto otra variable entera: el nimero de nodos en el arbol.

Tipo clave |maximo de nodos]|; //Dato que guarda el nodo
int izq|[maximo de nodos|; //Hijo izquierdo
int der|[maximo de nodos|; //Hijo derecho

int nodos=0;

En seguida se muestran los datos que podrian contener los arreglos para
obtener el arbol que se muestra el la figura 14.1 :

nodko 01 2 3 4 5 6 7 8
clave 2 7 2 6 5 11 5 9 4
izq 12 -1 6 -1 -1 -1 8 -1
der 4 3 -1 5 7 -1 -1 -1 -1

Como se observa en la tabla, se esta utillizando el nodo 0 como raiz, y el
-1 para representar el vacio.
Se puede crear un nuevo nodo facilmente con la siguiente funcion:
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int crear nodo(Tipo dato){
clave [nodos|=dato;
izq [nodos|=—1;
der [nodos|=—1;
return nodos-++;

}

Como se puede ver, la funciéon recibe como pardmetro el dato que va
a tener el nuevo nodo y regresa el lugar en el arreglo donde esta ubicado
el nuevo nodo, depende del programador saber dénde poner el enlace para
accesar a dicho nodo.

14.2. Propiedades Basicas

Los arboles binarios tienen muchas propiedades que pueden resultar ttiles.
Exploraremos varias de ellas.

Teorema 17. Todo drbol binario con n nodos contiene exactamente n — 1
aristas.

Demostracion. Sea A un arbol binario con n nodos.

Toda arista une a un nodo padre con un nodo hijo, es decir, el niimero
de aristas es igual al niimero de nodos que tienen un padre.

Para todo v € A tal que v no es la raiz, existe un tnico nodo w tal que v
es hijo de w. Por lo tanto, hay tantas aristas como nodos distintos de la raiz,
es decir, hay n — 1 aristas. O

Teorema 18. Un drbol binario de altura n tiene a lo mas 2" — 1 nodos.

Demostracion. Existe un solo nodo a distancia 0 de la raiz, existen a lo més
2 nodos a distancia 1 de la raiz, existen a lo mas 4 nodos a distancia 3 de la
raiz.

Si para algun k existen a lo més 2* nodos a distancia k de la raiz, como
cada uno de esos nodos puede tener a lo mas 2 hijos, entonces existen a lo
mas 2¥*! nodos a distancia k + 1 de la raiz.

Por induccién, existen a lo mas 2* nodos a distancia k de la raiz para
todo k € N.

Por lo tanto, el ntimero de nodos es 2° + ... + 27, lo que por la ecuacion
4.1 es igual a 271 — 1.

]

Un arbol estrictamente binario es aquel en el que todo nodo tiene 2 hijos
o bien no tiene hijos.
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Teorema 19. Un drbol estrictamente binario A tiene eractamente WTH ho-
jas.

Demostracion. Sea h el nimero de hojas que hay en el arbol, y sea m el
namero de nodos que no son hojas, es decir m = |A| — h.

Por cada nodo v € A tal que v no es una hoja, existen 2 aristas, por lo
tanto el ntimero de aristas es igual a 2m.

Por el teorema 17, el arbol tiene exactamente |A| — 1 aristas. Es decir
|A| — 1 =2m = 2|A| — 2h y asi se concluye que:

_\A]+1
2

h

(14.1)
O

14.3. Recorridos

Aunque nos hemos dedicado a demostrar propiedades de los arboles bi-
narios e incluso ya vimos co6mo representarlos en un programa, aiin no hemos
visto ni una sola cosa ttil que se pueda realizar con ellos.

Desafortunadamente el lector tendra que esperar si quiere encontrar cosas
utiles, pues antes tenemos que estudiar los recorridos en arboles binarios.

El tema de los recorridos en los arboles binarios suele parecer muy aburri-
do en un inicio, ya que su explicaciéon carece de motivacion. Por el momento
el lector debera de creer que dichos recorridos nos servirin muy pronto. Adn
asi se explicaran superficialmente ejemplos de donde se usa cada recorrido.

Existen 3 formas recursivas distintas de visitar los nodos de un arbol
binario:

= Recorrido en Preorden. Tambien llamado Busqueda en Profundidad
en la teoria de grafos, consiste en visitar primero el nodo actual, luego
el hijo izquierdo y despues el hijo derecho.

Este recorrido visita los nodos del arbol binario de la figura 14.1 en el
siguiente 6rden: 2726511 59 4.

Puede ser implementado de la siguiente manera:

void preorden (int nodo){
if (nodo==-1)
return;
visita (nodo) ;
preorden (izq [nodo]) ;
preorden (der|nodo]) ;

~N O O W N~
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Entre otras cosas, este recorrido es tutil para saber céomo recorreria
una persona, un robot, o culquier cosa que pueda trasladarse pero no
teletransportarse una estructura similar a un arbol binario de btisqueda;
ya que para llegar a los nodos hijos hay que pasar primero por el nodo
padre. Dicho de otra manera, estos recorridos son caminables.

Recorrido en Orden. En algunos lugares se le menciona como inor-
den, consiste en visitar primero el hijo izquierdo, luego el nodo actual,
y finalmente el hijo derecho.

Este recorrido visita los nodos del arbol binario de la figura 14.1 en el
siguiente 6rden: 2756 11254 9.

El siguiente codigo lo ilustra:

void orden(int nodo){
if (nodo==-1)
return;
orden (izq |nodo]) ;
visita (nodo);
orden (der [nodo]) ;
}

La principal aplicaciéon de este recorrido es en el ordenamiento, dicha
aplicacion se tratara después.

Recorrido en Postorden. Como ya te imaginaras, consiste en visitar
primero los nodos hijos y después el nodo actual.

Este recorrido visita los nodos del arbol binario de la figura 14.1 en el
siguiente 6rden: 251167495 2.

void postorden (int nodo){
if (nodo==-1)
return;
postorden (izq [nodo]) ;
postorden (der[nodo]) ;
visita (nodo);

}

A veces es necesario borrar los nodos al visitarlos, en caso de que fuera
asi, este recorrido tendria la caracteristica de que solamente desapare-
cerfan hojas del arbol y en ningun momento habria vértices aislados.

Es decir, este recorrido es indispensable cuando se requiere liberar la
memoria de un arbol binario(aunque estas implementaciones no reser-
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ven y liberen dindmicamente la memoria, es muy probable que el lector
lo necesite realizar en algun momento de su vida).

14.4. Arboles Binarios de Buasqueda

Los arboles binarios son bellos, pero no demuestran todo su potencial
hasta que se utilizan como arboles binarios de biisqueda; los arboles binarios
de busqueda aparecieron con el propoésito de mantener conjuntos de datos
ordenados.

Ya hemos visto como ordenar conjuntos de datos, pero si en algun mo-
mento dado quicieramos agregar mas datos al conjunto, con lo que sabemos
hasta ahora tendriamos que repetir todo el ordenamiento, o en el mejor de
los casos usar insercion, como ya hemos visto, si una insercién toma tiempo
lineal entonces N inserciones tomarian tiempo cuadratico.

El principal objetivo de los arboles binarios de busqueda es poder hacer
inserciones en O(logN); lamentablemente los arboles que estudiaremos no
alcanzan ese objetivo, pero al menos se acercan de cierta manera.

Definicién 14.4.1 (Arbol Binario de Busqueda). Un arbol binario de bisque-
da es un arbol binario A con una funcién de costo w : A — C donde C' es un
conjunto con un 6rden total.

Ademés, para todo v € A:

» Si v tiene algin descendiente izquierdo(llamémosle ¢) entonces w(v) >

w(i)

= Si v tiene algin descendiente derecho(llamémosle d) entonces w(v) <
w(d)

Al nimero w(v) le vamos a llamar el peso de v o la clave de v.

La principal aplicacion de estos drboles en este capitulo sera la de guardar
elementos en el arbol y saber si ya se habian insertado de manera eficiente.

Hasta este momento hemos visto como recorrer arboles binarios y céomo
guardarlos en memoria, sin embargo, sin una manera de construirlos, esto
resultaria indtil.

No vale la pena entrar en detalle respecto a co6mo construir un arbol
binario de buisqueda de un solo nodo. Una vez teniendo un arbol binario de
biisqueda, es necesario poder agregarle mas nodos, ya que de otra manera de
nada nos serviria que el recorrido en 6rden procesara las claves de un arbol
binario de btisqueda en 6rden no descendente.
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La insercién de un dato en un arbol binario de biisqueda, ademas de que
implica crear un nodo, la parte mas dificil radica en saber dénde insertar el
nuevo nodo.

Esa dificultad se supera sin mucho problema adoptando un procedimiento
recursivo, llamaremos x a la clave que tendré el nuevo nodo:

= Si x es mayor que la clave de la raiz y no hay rama derecha, entonces
hay que crear un nodo con clave z que haga las veces de rama derecha.

= Si z es mayor que la clave de la raiz y hay rama derecha, entonces hay
que insertar x en la rama derecha.

= Si z es menor que la clave de la raiz y no hay rama izquierda, entonces
hay que crear un nodo con clave x que haga las veces de rama izquierda.

= Si x es menor que la clave de la raiz y hay rama izquierda, entonces
hay que insertar x en la rama izquierda.

Si se diera el caso que x fuera igual a la clave de la raiz, = puede ser
insertado en cualquiera de las dos ramas sin alterar la condicién de arbol
binario de busqueda.

La figura 14.2 muestra una serie de inserciones utilizando este algoritmo.

A continuacién se muestra una implementacion de dicho algoritmo:

void insertar (int nodo, Tipo dato){
if (clave[nodo]>dato){
if (izq[nodo|==—-1){
izq |nodo|=crear_nodo (
dato) ;
lelse{
insertar (izq[nodo],dato
) ;
1
if (der [nodo]==—-1){

der [nodo]|=crear nodo(
dato);

}else{

}else{
insertar (der |nodo],
dato) ;
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Figura 14.2: Insercion de la secuencia de enteros 8 4 5 9 10 3 en un arbol
binario de busqueda.
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La funcion anterior, crea un nuevo nodo con clave dato y lo inserta en un
arbol(o subarbol) que tiene raiz en nodo.

Asi que si queremos generar un arbol de busqueda con las claves 8, 4, 5,
9, 10, 3 lo unico que tenemos que hacer es:

raiz=crear nodo(8);
insertar (raiz, 4);
insertar (raiz, 5);
insertar (raiz, 9);
insertar (raiz , 10);
insertar (raiz , 3);

Ahora podemos ver que un arbol binario de bisqueda permite mantener
un conjunto de datos ordenado e insertar nuevos datos; pero el objetivo
de los arboles binarios de bisqueda es poder hacer inserciones en tiempo
logaritmico, lo cual atin no hemos logrado.

14.5. Encontrar un Elemento en el Arbol Bina-
rio de Busqueda

Otra aplicacion de los arboles binarios de busqueda, es el hecho de saber
si en el arbol existe un nodo con una determinada clave.

Nuevamente la recursion resuelve facilmente este problema. Llamémosle
x al valor que se esta buscando:

» Sila clave de la raiz es x entonces x esti en el arbol.

= Si la clave de la raiz es menor que x, entonces x esta en el arbol si y
solo si x esta en la rama derecha

= Sila clave de la raiz es mayor que x, entonces x estd en el arbol si y
solo s z esta en la rama izquierda

Estas 3 observaciones conducen instantanemente a la siguiente imple-
mentacion recursiva:

bool esta _en el arbol(int nodo, Tipo x){
if (nodo==-1)
return false;
if(clave[nodo]==x){
return true;
}else if(clave|nodo|<x){
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return esta _en el arbol(der|[nodo], x);
telse

}

return esta _en el arbol(izq[nodo], x);

Como se podré notar, si el arbol tiene altura h, se visitaran a lo méas h
nodos para encontrar el nodo deseado, o bien, darse cuenta que no existe.

14.6. Complejidad

Respecto a la complejidad de la insercion en adrboles binarios de busqueda,
hay mucho que decir. Ya que si se insertan los datos en 6rden ascendente o
descendente, insertar un nuevo nodo requeriria O(n); pero también es posible
insertar los datos en otro 6rden de manera que cada insercién tome a lo mas
[logz n] llamadas recursivas.

Consideremos el ejemplo de insertar los nimeros enteros desde 1 hasta 7.

Si se insertaran de la siguiente manera no obtendriamos algo no muy
diferente a una lista enlazada:

raiz=crear nodo(1);

for (i=2;i<=T;i++)
insertar (raiz , i);

De hecho, el arbol binario tendria una altura de 6 aristas.

Pero si se insertaran los nodos de la siguiente manera, obtendriamos algo

muy diferente:

raiz=crear _nodo (4);
insertar (raiz , 2);
insertar (raiz, 1);
insertar (raiz , 3);
insertar (raiz , 6);
insertar (raiz , 5);
insertar (raiz , 7);

En este segundo caso, obtendriamos un arbol con altura de 2 aristas.

De esta manera, es posible que una insercion tome O(log n) 6 tome O(n),
dependiendo de como se haya construido el arbol, pero esa no es toda la
dificultad, ya que aqui solamente presentamos 2 formas de construir un arbol,
cuando en realidad hay n! formas de construirlo, y ademas, puede que un
mismo 4rbol se pueda construir de dos o mas maneras diferentes.
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A estas alturas, obviamente nos gustaria saber, en promedio, jqué altura
tiene un arbol binario de bisqueda?.

Prestando atencion a lo que significa “en promedio”, podemos definirlo
como la suma de las alturas de los n! drboles(dichos arboles se generan in-
sertando los nimeros de 1 a n en todos los 6rdenes posibles) entre nl.

Vamos a llamar S a una funcion N — @Q tal que S(n) sea el promedio de
la altura al generar un arbol binario de bisqueda de n nodos.

Por definicion, si n > 1:

S(n) = M (14.2)

n!

Donde H(P(i)) representa la altura del arbol generado por una per-
mutacion numerada como i(suponiendo que se numeraran todas las permuta-
ciones de 1 a n!).

Es necesario tomar en cuenta que F(n + 1) > F(n), ya que todos los
arboles con n + 1 nodos se obtienen generando primero cada uno de los
arboles con n nodos y anadiendoles otro nodo al final.

Con lo anterior, es facil demostrar que la altura de un arbol con a nodos
en la rama izquierda y b nodos en la rama derecha tiene en promedio altura
de S(maz(a,b)) +1

También hay que hacer la observacion ahora de que se generan (n — 1)!
arboles con cada una de las claves como raiz.

Por lo tanto, si n > 1 entonces:

S S(maa(iin —i— 1)) +1

S(n) = " (14.3)
Si n es par:
S(n) = % +1 (14.4)
Si n es impar
S(n) = 225 S0 RIS ) (14.5)

n—1 2

Sabemos de antemano que S(1) =1y S(0) =

Nuevamente buscaremos evaluaremos algunos valores de n e intentaremos
adivinar:

n S(2)=2;+1=2

n S3)=22+34+1=2+2
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4+2
n S(4)=2"2+1=3+1

» S(B)=28+2+1=3+%

- S6)=2M5 1 —a4 i

s S(7)m 28t + 20 11 =464
= S(8) ~ 5,00

= 5(9) ~ 5,30

= S(16

Aqui es mas dificil encontrar un patron, el inico patron que parece apare-
cer es que S crece cada vez mas lento. Esto sugiere que la complejidad es
logaritmica. Y al examinar los valores de las razones %, % y % parece
haber una confirmacion de dicha sospecha.

Por el momento no disponemos de suficientes herramientas para demostrar
esto para cualquier n, sin embargo, con un programa es posible demostrarlo
para todas las n menores o iguales 50 millones, lo cual debe ser suficiente

para casi cualquier aplicacion.

14.7. El Barrido, una Técnica Util

El calculo de los valores de S tampoco es algo trivial, ya que S esta
definida a través de una sumatoria, y si se calcula esa sumatoria cada vez
que se quiera calcular el valor de S(i) para alguna i, requeriria en total un
tiempo cuadratico, ya que para calcular S(i) es necesario haber calculado
antes S(1),5(2),...,5(i —1).

Para poder calcular los valores de S en tiempo O(n) haremos uso de una
técnica que comunmente la denominan barrido o ventana deslizante.
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Un barrido normalmente consiste en obtener el valor de una funcién eval-
uada en un intervalo a partir del valor de la misma funcién evaluada en un
intervalo parecido.

No existe una regla general de cudndo es conveniente aplicar un barrido,
pero en el ciluculo de S, como lo veremos a continuacion, si es conveniente.

Otra forma de definir .S es como:

+1 (14.6)

Cuando 7 es par y

+1 (14.7)

Cuando 7 es impar.

En las dos ecuaciones anteriores se esta utilizando F'(i) para denotar
> icray S(0).

La observacion clave para lograr calcular S en tiempo lineal es que sii > 1
entonces F'(2i) = F(2i — 1)+ S(2i— 1)y F(2i+ 1) = F(2i) — S(i) + S(29).
Es decir, si se sabe de antemano cuales son los valores de F'(1),..., F(i) y el
valor de S(i), calcular los valores de S(i + 1) y F(i + 1) se puede hacer en
tiempo constante.

Por lo cual, el algoritmo consistiria en llenar un arreglo S con los valores
que se vayan encontrando de la funcion S y mantener una variable num con
el valor de F(i).

Para que este algoritmo funcione es necesario primero calcular S(1), luego
calcular S(2), después calcular S(3), etc. Esta forma de calcular valores de
funciénes recursivas de abajo hacia arriba es conocida como “Programacion
Dindmica”.

En seguida se muestra una implementacion del algoritmo:
double S[50000001];
double num=0.0;

int main (){

double i;
S[0]=0;
S[1]=1;

for (i=2:1 <=50000000;i+1){
num+=S [ int (i) —1];
if (int (i) %2==0){
S[lint (i)]=(2.0%num) /i +1.0;
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}else{
num—=S [ int (i /2) |;
S[int (i)]=(2.0%num) /i+S[int (i
/2)]/1+1.0;
}
}

return 0;

Utilizando la ascersion assert(S[int(i)] <= 3,2 x log(i)) en el programa
anterior, es posible comprobar que S(i) < 3,2ln i para toda i entre 1 y 50
millones. De ahi llegamos al siguiente teorema

Teorema 20 (Altura promedio de un arbol binario de busqueda). El valor
esperado de la altura de un drbol binario de busqueda construido al azar es
menor o igual a 3,2log(n) donde n es el nimero de nodos del drbol.

Ahora hemos confirmado como los arboles binarios de btisqueda se acercan
bastante a su objetivo inicial de hacer inserciones en tiempo logaritmico, ya
que un arbol binario de biisqueda construido al azar con menos de 50 millones
de vertices probablemente tendra una altura razonable.

Como podré intuir el lector, S es una funciéon cuya complejidad es O(logN),
sin embargo la demostracion de dicho resultado va mas alla de todo lo que
se pueda ver en este libro, y para sentirnos bien con nuestra conciencia, no
utilizaremos ese resultado sino el teorema 20.
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14.8.

14.8.1.

Descripcion

Problemas

CAPITULO 14.

Ancho de un Arbol

Tiempo Limite: 1 segundo

ARBOLES BINARIOS

Supon que deseas dibujar un arbol binario en una cuadricula cuyas colum-
nas estan numeradas de acuerdo a las siguientes reglas:

s Todos los nodos en un mismo nivel deberan estar en la misma fila

= Cada columna de la cuadricula puede tener solamente un nodo

= Los nodos en el subarbol izquierdo de un nodo deberan ser dibujados en
una columna a la izquierda del mismo, al igual los nodos del subarbol
derecho deberan ser dibujados en columnas a la derecha del mismo

= Al dibujar el arbol no debe quedar ninguna columna sin nodo entre la
columna mas a la izquierda y mas a la derecha del dibujo.

El ancho de un nivel se puede obtener restando el numero de la columna
derecha menos la columna izquierda del mismo mas uno. La raiz del arbol se
considera el nivel 1.

La siguiente figura muestra un arbol binario dibujado de acuerdo a la
siguiente regla. El ancho del primer nivel es uno mientras que el ancho del
segundo es 13, el tercer, cuarto, quindo y sexto nivel tienen los anchos 18,
18, 13 y 12 respectivamente.

1

2

Lh

<
L
I S T
_‘-'—-_._|_‘_| - e " _""'-n.._‘_‘_'
4 5 i 7
—] ..-lal
8 @ @ 1 12 13
P i -
-} "
18 19p
1 =1
1 2 3 4 5 6 7 8% 9 10 11 12 13 14 15 16 17 1% 19

Escribe un programa que al dibujar un arbol de esta forma calcule cual
es el nivel mas ancho del arbol, si dos niveles tienen el ancho maximo, como
en el caso del ejemplo el nivel 3 y el 4, entonces debes tomar el nivel con

menor numero.
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Entrada

Tu programa debera leer del teclado los siguientes datos, la primera linea
contendra un numero N entre 1 y 1,000 que indica el numero de nodos del
arbol.

Cada una de las siguientes N lineas contiene 3 enteros, denotando 3 nodos,
donde el primer numero indica un nodo, el segundo y tercer numeros de la
linea indican el nodo izquierdo y derecho del nodo respectivamente.

Cada nodo esta numerado del 1 al N. Si hay un nodo que no tenga hijos,
entonces su hijo tendra el numero -1. El nodo raiz tiene el numero 1.

Salida

Tu programa debera escribir a la pantalla dos numeros en una linea sepa-
rados por un espacio, el primer numero indica el nivel con el ancho maximo,
mientras que el segundo numero indica el ancho del nivel. Si hay mas de un
nivel con el ancho maximo imprime el nivel de menor numero.

Ejemplo
Entrada
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Salida
19

123
245
367

4 8 -1
59 10

6 11 12
7 13 -1
8 -1 -1
9 14 15
10 -1 -1
11 16 -1
12 -1 -1
13 17 -1
14 -1 -1
15 18 -1
16 -1 -1
17 -1 19
18 -1 -1
19 -1 -1
Limites

N siempre estara entre 1y 1,000

Referencias

Este problema aparecié en el concurso “VU atrankinis turas 2005 m. ACM
ICPC var?yboms”

Posteriormente fue utilizado en los preselectivos 2004-2005, que fueron
organizados donde Cesar Arturo Cepeda Garcia y Francisco Javier Zaragoza
Martinez se encargaron de elegir y traducir los problemas.
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14.8.2. Cuenta Arboles

Tiempo Limite: 1 segundo

Problema

Escribe un programa que dado NN, determine cuantos arboles binarios se
pueden formar con exactamente N nodos.

Entrada

Una linea con un tnico niamero: N.

Salida

La primera y tnica linea deberd contener un solo entero: el niimero de
arboles que se pueden formar mod 1000000.

Entrada de Ejemplo
3

Salida de Ejemplo
)

Consideraciones

1 < N <1000

Referencias

Este es un problema clésico de combinatoria de conteo, esta redaccion
fue utilizada por primera vez para un examen preselectivo de la Olimpiada
Mexicana de Informatica a finales del 2005.
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Monticulos

Ya vimos en el capitulo anterior lo ttiles que son los arboles binarios de
bisqueda, y que para la mayoria de conjuntos de datos los podemos usar
como si soportaran insercion y busqueda de elementos en tiempo O(log N).

Sin embargo, estamos conscientes de que eso no es suficiente, ya que puede
suceder que para un conjunto de entradas en especifico tanto la insercion
como la busqueda de un elemento tomen tiempo O(n) .

Dichos casos no son dificiles de encontrar. {Basta con dar como entra-
da algo que ya esté ordenado!, cosa que no seria muy raro en la practica
que sucediera. Incluso los arboles binarios de biisqueda pueden resultar muy
lentos si la entrada esta cas: ordenada.

En este capitulo nos vamos a concentrar en una estructura de datos que
resuelve parcialmente el problema: los monticulos. El monticulo es una es-
tructura de datos que soporta sélamente 3 operaciones: conocer el mayor
elemento que tiene guardado, agregar un nuevo elemento y eliminar el mayor
elemento.

Puede sonar limitante el hecho de que no se puede saber si un elemento
estd o no esta dentro de los datos guardados y muchas veces si lo es, pero
hay algunos problemas donde lo tinico que se requiere es saber cual es el
elemento mayor, o en otras ocaciones se requiere conocer el menor; por tanto
los monticulos a veces funcionan mejor que los arboles binarios de busqueda
pero no constituyen un reemplazo.

15.1. ;Qué son los Monticulos?

Los monticulos también son arboles binarios, pero no son arboles binarios
de bisqueda.
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Para poder explicar de manera precisa lo que son los monticulos debemos
definir otra cosa, la cual llamaremos posicién horizontal de un nodo, super-
ficialmente hablando la posicién horizontal de un nodo es cuantos nodos de
su mismo nivel(misma distancia a la raiz) se pueden dibujar a la izquierda
de él.

Como en el primer nivel hay un solo nodo, que es la raiz, diremos que su
posicién horizontal es 0. Si la posicion horizontal de un hijo izquierdo es k la
posicion horizontal del hijo derecho claramente debe de ser k + 1.

Ademas si la posicion horizontal de un nodo es p significa que hay p nodos
a su izquierda, por lo cual se van a dibujar 2p nodos a la izquierda de sus
hijos y por ende la posicion horizontal de sus hijos es 2p v 2p + 1.

Con esto ya tenemos suficientes elementos para definir la posicion hori-
zontal de un nodo:

Definicién 15.1.1 (Posicion Horizontal). La posicion horizontal en un arbol
A es una funcién p : A — Z tal que para cada vértice v € A:

» Si v es la raiz entonces p(v) = 0.
= Si v es un hijo izquierdo y w es su padre entonces p(v) = 2p(w)
» Si v es un hijo derecho y w es su padre entonces p(v) = 2p(w) + 1.

Volviendo al tema de los monticulos, la idea de un monticulo es que cada
nodo tiene una clave mayor a la de cualquiera de sus hijos y ademas son
arboles muy equilibrados, de manera que todos los niveles del arbol estan
llenos excepto tal vez el dltimo. Y el altimo nivel tiene la caracteristica de
que todos sus nodos estan lo mas a la izquierda posible.

Dicho de una manera mas precisa:

Definicién 15.1.2 (Monticulo). Un monticulo A es un arbol binario que
cumple con las siguientes propiedades:

= La clave de todo nodo v € A es mayor o igual que la clave de cualquiera
de sus hijos.

= Para todo entero no negativo n se cumple una de estas dos propiedades:
el nimero de nodos que estan a distancia n de la raiz es exactamente
2™ 6 no hay nodos cuya distancia a la raiz sea mayor que n.

= Para cualquier nodo v, si su posicion horizontal es p entonces existen
al menos p 4+ 1 nodos que se encuentran en el mismo nivel que v.
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Figura 15.1: Dibujo de un monticulo

La primera condicién para que un arbol binario sea considerado monticulo
tiene el proposito de que la raiz tenga siempre la mayor clave.

El proposito de la segunda propiedad es que sea un arbol completamente
equilibrado.

Y la tercera propiedad simplemente es una manera formal de decir que
los nodos del dltimo nivel se encuentran lo mas a la izquierda posible.

La figura 15.1 muestra un dibujo de un monticulo, como se puede observar,
aunque la clave de cada nodo es mayor o igual que las claves de sus hijos,
puede darse el caso de que un nodo de un nivel inferior tenga mayor clave
que un nodo de un nivel superior.

Como el lector puede imaginar, la propiedad de ser un arbol muy equi-
librado es lo que garantiza eficiencia en un monticulo, sin embargo ain no
hemos visto como implementar el monticulo ni tampoco como implementar
las operaciones de quitar el mayor elemento e insertar un nuevo elemento.

La buena noticia es que estas implementaciones son mas simples de lo
que se esperan.

15.2. Representacion en Memoria

Podriamos vernos tentados a implementar un monticulo de la misma man-
era que cualquier otro arbol binario, pero las 2 dltimas condiciones que debe
cumplir un arbol binario para ser monticulo nos seran de especial utilidad.

La idea es guardar las claves de los nodos en un arreglo de manera que
primero aparezcan las claves que estan mas arriba y luego aparezcan las claves
que estan mas abajo, y ademas las claves del mismo nivel esten ordenadas
de izquierda a derecha.

Por ejemplo, el monticulo de la figura 15.1 se puede representar como
(8,5,1,3,2). Una ventaja de dicha representacion es que no se requiere memo-
ria para guardar los enlances de hijo izquierdo e hijo derecho.
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Figura 15.2: Indices de Monticulo que corresponden a cada nodo

La figura 15.2 muestra los indices de monticulo de cada nodo cuando se
tiene un monticulo de 7 elementos.

Nuestro proposito seré ahora entender como se relaciona esta representacion
esbozada con la estructura del arbol.

Si un monticulo tiene n + 1 niveles, por el teorema 20 entonces hay un
total de 2! — 1 nodos en los primeros n niveles, por lo que dichos 2"+ — 1
nodos apareceran primero en el arreglo, el resto de los nodos todos estan en
un mismo nivel, y estan ordenados de izquierda a derecha, es decir, por su
posicion horizontal.

Asi que vamos a definir la posicion en el arreglo de la siguiente manera:

Definicién 15.2.1 (Indice de Monticulo). Sea A un arbol binario, sea v € A
un nodo cualquiera, sea d su distancia a la raiz, y h su posiciéon horizontal.
Entonces el indice de monticulo de v es 2¢ — 1 + h.

Puede parecer extrano que esta propiedad de indice de monticulo se haya
definido para cualquier arbol binario y no s6lo para los monticulos, existen
varios motivos, uno es que resulta util para implementar cualquier arbol
binario que se sabe de antemano que esta equilibrado, el otro lo revisaremos
al ver como realizar operaciones en un monticulo.

Como ya vimos, el indice de monticulo corresponde a la posiciéon del ar-
reglo en el cual est& ubicado un nodo, sabiendo eso es obvio que un monticulo
con n nodos va a requerir exactamente n posiciones del arreglo sin que haya
“huecos”. O dicho de otra manera:

Teorema 21. Sea A un monticulo, y n el nimero de nodos de A, tenemos
que para todo v € A, el indice del monticulo de v es menor que n y no hay
dos nodos con el mismo indice de monticulo; es decir, hay una biyeccion entre
los nodos y los indices de monticulo menores que n.
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El teorema anterior sélo nos dice qué un indice de monticulo identifica de
manera unica cada uno de los nodos, sin embargo, probablemente necesitare-
mos saber dado el indice de monticulo de un nodo, cuéles son los indices de
monticulo de su padre y sus hijos.

El siguiente teorema nos da una respuesta increiblemente sencilla a la
pregunta anterior:

Teorema 22. Sea A un monticulo, y v el indice de un nodo que tiene dos
hijos y un padre, entonces se cumple lo siguiente:

» Flindice de monticulo de los hijos es 2v+1 y 2v+2 para hijo izquierdo
y derecho respectivamente.

= El indice de monticulo de el padre es |*5*].

Demostracion. Sea h la posicion horizontal del nodo que tiene indice de mon-
ticulo v y sea k su distancia a la raiz. tal que 2¥ — 1+ h = v, tenemos que su
hijo izquierdo tendra una posiciéon horizontal de 2h y estard a distancia k41
de la raiz, por lo tanto la posicion horizontal del hijo izquierdo es 281 —14-2h
y notamos que esto es igual a 2(2¥ — 1+ h) + 1.

Dado que la posiciéon horizontal del hijo derecho es igual a la posicion
horizontal del hijo izquierdo mas uno, tenemos que el indice de monticulo del
hijo derecho es 2v + 141 = 2v + 2.

Sea m el indice de monticulo de un nodo que no es la raiz y sea p el indice
de monticulo de su padre, tenemos que m = 2p + 1 o bien m = 2p + 2, en
ambos casos p = [ 251 ]. O

Con esta informacion ya podemos movernos libremente en el arbol usando
solamente los indices del monticulo. Y para guardar un monticulo en memoria
solamente necesitaremos un arreglo y una variable.

int Monticulo [TAMANO MAXIMO] ;
int N=0;

Aqui el arreglo Monticulo guarda las claves de los nodos correspondientes
a cada indice de monticulo y N guarda el niimero de nodos del monticulo.
No estd por demdas mencionar que un monticulo puede guardar cualquier
conjunto con un o6rden total, no es necesario que sea de tipo int.

Sin embargo, esta implementaciéon nos resultara intutil hasta averigiiar
como insertar y borrar elementos.
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15.3. Insercion

Para insertar un elemento en el monticulo es necesario que temporalmente
este arbol binario deje de ser monticulo.

La idea es colocar la clave del nuevo elemento en el primer lugar disponible(de

izquierda a derecha) del ltimo nivel, y si el ultimo nivel esta lleno, colocar
la clave del nuevo elemento en el primer nodo de un nuevo nivel.

Esto se puede hacer simplemente colocando la clave en Monticulo[N] y
posteriormente incrementando N, una vez hecho esto, nuestro arbol binario
podria dejar temporalmente de ser monticulo.

A continuacion hay que intercambiar la clave que se acaba de insertar con
la clave del padre y repetir esta operacion hasta que el arbol binario vuelva a
ser monticulo, es decir, hay que subir la clave insertada mientras se encuentre
en un nodo cuyo su padre tenga una clave menor.

Este algoritmo se puede implementar con el siguiente cédigo:

void insertar (int Monticulo[], int clave){

int i, k;

1=N-++;

Monticulo [i]=clave;

while (i>0 && Monticulo[(i—1)/2]<Monticulo|[i]){
k=Monticulo[(i—1)/2];
Monticulo|(i—1)/2]=Monticulo|1i |;
Monticulo[i]=k;

i—(i-1)/2;

15.4. Eliminacion

Como se habia dicho anteriormente, no se puede eliminar cualquier ele-
mento del monticulo, sino que en lugar de eso solamente se puede eliminar
el mayor elemento.

Para eliminar la mayor clave se puede seguir un procedimiento parecido a
insertar una nueva; la idea es quitar la clave que esté en la raiz, luego mover
la clave que esté hasta el final del monticulo(taltimo nivel lo mds a la derecha
posible) colocéndola en la raiz. Y finalmente intercambiar esta clave con la
clave del mayor de los hijos del nodo donde se encuentre hasta que la clave
sea mayor que las claves de todos los hijos.

Aligual que la insercion, la eliminacion también es un procedimiento muy
sencillo de implementar:
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23

15.4. ELIMINACION

int quitar(int Monticulo []){

int i, k, r;
r=Monticulo [0];
N——;
Monticulo [0]=Monticulo [N];
i=0;
while (2% 1+1<N) {
if (2%14+2<N && Monticulo [2xi+2]>Monticulo [2x1i

BT
k=21 12,
telse(
k=2%i-+1;
1
if (Monticulo|k|>Monticulo|i]){
i=k;
k=Monticulo [(i—1)/2];
Monticulo [(i—1)/2]=Monticulo|[i |;
Monticulo [ i]=k;
telse(
break;
}
}
return r;
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Capitulo

Grafos

Muchos problemas, nos presentan algun conjunto, en el cual algunos pares
de elementos de dicho conjunto se relacionan entre si. Ese tipo de problemas
son muy estudiados en la teorfa de graficas o teoria de grafos.

Estrictamente hablando, estas estructuras se llaman graficas, sin embargo
la palabra puede generar confusién con la grafica de una funcion. Por tal
motivo en este libro nos referiremos a estas estructuras como grafos.

El primer ejemplo de grafos se utilizara en algo no muy relacionado con
la programacion, esto se hace para evitar que el lector se vea tentado a
confundir el concepto de grafo con el de la implementacion de un grafo; pues
hay problemas donde es necesario utilizar grafos en el razonamiento y no en
la implementacion.

Problema Resuelto 16.0.1. En una reuniéon hay n invitados, se asume que
si un invitado a conoce a un invitado b, b tambien conoce a a, demuestra que
en la reunion hay al menos 2 invitados que conocen al mismo nimero de
invitados. Astimase tambien que todos conocen por lo menos a alguien de la
reunion.

Solucién En el ejemplo anterior, tenemos un conjunto de n personas, y
como vemos, algunos pares de personas se conocen entre si.

Para resolver este tipo de problemas es muy ttil usar grafos, tambien
llamados “graficas” por algunos, sin embargo, aqui se utilizara el término
“grafo”, para evitar que se confunda con el concepto de la grafica de una
funcion.

Una forma un tanto pobre de definir un grafo(poco después trataremos
la definicion formal) es:

Definicién 16.0.1 (Definicion Provisional de Grafo). Conjunto de puntos
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Figura 16.1: Dibujo de un grafo

llamados vértices, en el cual algunos vertices pueden estar unidos por lineas
llamadas aristas

Volviendo al ejemplo, es posible dibujar un punto por cada persona de la
reunion, y entre cada par de personas que se conozca entre si, colocar una
linea.

Por ejemplo si 6 conoce a 4, 4 conoce a 5, 5 conoce a 1, 5 conoce a 2, 2
conoce a 1, 3 conoce a 2 y 4 conoce a 3, se podria dibujar un grafo similar al
de la figura 16

Ahora, una vez que tenemos visualizada de cierta manera la solucion,
podemos ver que cada nodo puede estar conectado con al menos otro no-
do(cada invitado conoce por lo menos a otro invitado) y a lo mas n — 1
nodos.

Es decir, el nimero de conocidos de cada persona va desde 1 hasta n — 1.
Como cada persona puede tener n — 1 nimeros distintos de conocidos y hay
n personas, por principio de las casillas al menos dos personas deberan tener
el mismo ntmero de conocidos.

O

16.1. ;Qué son los grafos?

Por si alguien no ley6 la solucion del ejemplo. Hay que mencionar que un
grafo puede imaginarse como un conjunto de puntos llamados vértices, en el
cual algunos vertices pueden estar unidos por lineas llamadas aristas.

Los grafos son muy ttiles en problemas que involucran estructuras tales
como carreteras, circuitos electricos, tuberias de agua y redes entre otras
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Ao ( g

Figura 16.2: Dos dibujos de un mismo grafo conocido como K,

cosas, y como lo acabamos de ver, con los grafos incluso se pueden representar
las relaciones en una sociedad.

Si eres observador, tal vez ya te diste cuenta que tanto las listas enlazadas
como los arboles son grafos.

Hay que hacer notar que no importa como se dibujen los grafos, si las
aristas estan curvas o rectas, o si los vertices estan en diferente posicién no
es relevante, lo unico que importa qué pares de vertices estan unidos.

Por ejemplo, la figura 16.1 muestra dos maneras distintas de dibujar un
mismo grafo.

Es decir, un grafo, mas que un conjunto de puntos unidos por lineas, es
un conjunto de objetos en el cual algunos pares de estos se relacionan entre
si, mas formalmente:

Definicion 16.1.1 (Grafo). Par ordenado G = (V, A), donde los elementos
de V son llamados vertices, y A es un conjunto de pares no ordenados de
vértices llamadas aristas.

Aunque hay quienes se dedican a investigar grafos infinitos, en este libro
nos dedicaremos exclusivamente a grafos finitos.
De esa forma, el grafo que se dibuja arriba se puede expresar como:

G = ({4, B,C, D}, {{A, B}, {A, D}, {D, B},{D,C},{B,C},{A,C}})

Esto no quiere decir que para manejar grafos hay que olvidarse comple-
tamente de dibujarlos como puntos unidos por lineas, ya que en un dibujo
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a simple vista se pueden distinguir detalles del grafo que no serian tan facil
distinguirlos sin el dibujo.

Antes de proseguir es conveniente ver algunas definiciones relacionadas
con los grafos.

La primera que veremos sera la de grado, o valencia, al hablar del grado
de un vértice, nos referimos al niamero de “extremos de arista”’ conectados
con él, es decir:

Definicion 16.1.2 (Grado). Para un grafo G = (V, A) el grado de un vertice
v € V es el nimero de aristas de la forma {v,w} € A tales que v # w mas
dos veces el nimero de aristas de la forma {v,v} € A.

El grado de v se denota como §(v).

Por ejemplo, en la figura 16 el nodo etiquetado como 1 tiene grado 2, y el
nodo etiquetado como 4 tiene grado 3, mientras que en la figura 16.1 todos
los nodos tienen grado 3.

Un grafo dirigido(o digrafo) informalmente hablando es un grafo en el
cual las aristas tienen direccion, es decir una arista entre v; y v; no implica
una arista entre v; y v;.

La unica diferencia es que en lugar de que las aristas sean conjuntos de
uno o dos elementos, las aristas seran pares ordenados.

Definicién 16.1.3 (Digrafo). Par ordenado G = (V, A) donde A CV x V.

Nuevamente cabe aclarar que en este libro asumiremos también que los
digrafos son finitos.

16.2. Propiedades Elementales de los Grafos

Los grafos también tienen muchas propiedades interesantes, la primera
de ellas se demostro en el ejemplo 16.0.1, por lo cual solamente la vamos a
enunciar con propoésitos de referencia:

Teorema 23. Sea G = (V, A) un grafo tal que {a,a} ¢ A para toda a €
V(no hay aristas que unan a un vértice consigo mismo), entonces existen
dos vértices con el mismo grado.

La siguiente propiedad también tiene que ver con los grados de los vértices
un grafo:

Teorema 24. Sea G = (V, A) un grafo se tiene que la suma de los grados
de todos los vértices en V' es exactamente 2| Al.
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Demostracion. El grado de un vértice es el nimero de aristas incidentes a
él, donde las aristas cuyo origen y destino son el mismo vértice se cuentan
doble.

Como cada arista estd conectada a lo mas con dos vértices entonces, si
estd conectada con dos vértices aporta la cantidad de 1 al grado de cada
vértice, aportando en total 2 a la suma de todos los grados; si esta conectada
con un solo vértice, entonces aporta 2 al grado de ese vértice y por tanto 2 a
la suma de todos los grados.

Por lo tanto la suma de todos los grados es el doble del nimero de
aristas(2|A|). O

Teorema 25. Sea G = (V, A) un grafo, el nimero de vértices de grado impar
es par.

Demostracion. Usando el teorema anterior, sea z la suma de los grados de G
entonces z = 2|A|, ademds notamos que z = §(vy) + d(v2) + ... + §(v,,) donde
V ={v, ..., o}

Como z es par entonces solamente puede ser obtenida como suma de una
cantidad par de impares y 0 o més pares, por lo tanto, el niimero de vértices
de grado impar es par. ]

16.3. Implementaciéon

Luego de haber visto la naturaleza de los grafos, seguramente estas pen-
sando en como implementar una estructura de datos similar a un grafo.

Hay muchas maneras de implementar grafos, pero solo se trataran las 2
mas usadas: matriz de adyacencia y listas de adyacencia.

= Matriz de Adyacencia

Esta es quiza la forma mas comun de representar un grafo en un lengua-
je de programacion debido a su sencillez, sin embargo, requiere |V|? de
memoria, y en la mayoria de los casos es un poco lenta.

Un grafo G = (V, A) puede ser representado como una matriz M de
|V| x |V, donde M, ; # 0 si existe una arista en A que une a los nodos

Vi Y V5.

Por ejemplo, el grafo de la Figura G1 puede ser representado como:
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M o= {
010010
101000
010100
001010
110100
000100

La implementacion de un grafo por matriz de adyacencia es bastante
simple:

int m[namero de vertices||[nimero de vertices]|;

Listas De Adyacencia

Consisten en |V| listas enlazadas, es decir, una lista enlazada para cada
vertice v € V, dicha lista consta de los nodos que estan unidos a v
por medio de alguna arista. La ventaja fundamental de las listas de
adyacencia sobre la matriz de adyacencia es que las listas de adyacencia
solo requieren |A| 4 |V| de memoria.

Sin embargo, la representacion de un grafo por listas de adyacencia es
un poco mas compleja y muchos se ven tentados a usar memoria dinam-
ica para estos casos. Nuevamente se presentara una implementaciéon con
memoria estatica por los motivos que se mencionan en el prefacio.

Si tenemos un grafo de 100 000 nodos, y a lo mas un milléon de aristas,
es obvio que no podemos crear 100 mil listas reservando espacio para
100 mil nodos en cada una, ya que requeriria una gran cantidad de
memoria y es muy probable que carezca de ella la computadora donde
se vaya a ejecutar el programa.

La solucion para esto, es guardar los datos de todas las listas en un
solo arreglo, y guardar cual es el primer elemento de cada lista en otro
arreglo.

Ademaés, serd necesario tener una variable que indique el nimero de
aristas de la lista.

En el siguiente codigo ilustra como implementar un grafo con a lo mas
100 000 nodos y a lo mas un millén de aristas:
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int dato[1000001]; //El nodo hacia el cual apunta
la arista

int proximo[1000001]; //El siguiente elemento de
la lista

int primero[100001]; //El primer elemento de la
lista de cada nodo

int aristas=1; //El numero de aristas

Aqui se declaré como una arista inicialmente para dejar libre el 0 para
expresar el elemento vacio que indica el final de toda lista.

El procedimiento de insertar una arista entre 2 nodos también es algo
tedioso con listas de adyacencia comparandolo a lo simple que es con
matriz de adyacencia, la siguiente funcion inserta una arista entre los
nodos v y w en un grafo dirigido.

void insertar arista(int v, int w){
dato|aristas|=w;
proximo | aristas|=primero|v];
primero|v]|=aristas++;

}

Si se quiere que el grafo sea no dirigido simplemente hay que llamar a
la funcién anterior 2 veces

Como se ve en el codigo, la arista siempre se inserta al principio de
la lista de adyacencia, para que de esa forma, el conjunto de todas
las aristas se inserte en tiempo lineal; ya que si se recorriera la lista de
adyacencia cada que se quisiera insertar una nueva arista, insertar todo
el conjunto de aristas se realizaria en tiempo cuadratico, queda como
tarea para el lector demostrar por qué.

16.4. Recorridos en Grafos

Ahora que ya conocemos los grafos y como representarlos en una com-
putadra comenzaremos con una de sus aplicaciones mas basicas: los recorridos
en grafos o bisquedas.

La idea de “recorrer un grafo” se desprende de imaginar los nodos como
cuartos y las aristas como pasillos que conectan cuartos, y el “recorrido” es
visitar caminando todos los cuartos.

A estos recorridos les llamaremos caminos, los cuales se formalizan medi-
ante la siguiente definicion:
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Definicion 16.4.1 (Camino). Un camino C es una sucesion de vertices C' =
(v1,v9, 03, ..., v), tal que para toda 0 < i < n existe una arista que conecta
v; con v; + 1.

Si es posible iniciar en un cuarto y visitar todos los demés entonces se
dice que grafo es conexo. O dicho de una manera mas precisa:

Definicion 16.4.2 (Grafo conexo). Un grafo G = (V, A) es conexo si para
cada par de vertices v,w € V existe un camino que inicia en v y termina en
w.

Basicamente las busquedas sirven para visitar todos los vertices de un
grafo conexo, o bien de un subgrafo conexo de manera sistematica.

Es decir, iniciamos en el vertice A, y queremos saber desde ahi, a cudles
vertices se puede llegar, y la manera de hacerlo es... {Buscando!.

El primer recorrido que veremos sera la busqueda en profundidad.

La busqueda en profundidad es un recorrido de grafos de naturaleza re-
cursiva(aunque se puede implementar de manera no recursiva).

.Recuerdas la antigua leyenda del minotauro? En caso de que no la re-
cuerdes aqui va la parte que interesa:

Habfa un minotauro(un hombre con cabeza de toro) dentro de un laber-
into, un valiente joven, llamado Teseo se dispuso a matar al minotauro(el
minotauro mataba gente, asi que no tengas lastima del minotauro), pero
para no perderse en el laberinto, tom6 una cuerda para ir marcando por
donde ya habia pasado, y saber qué recorrido habia seguido, para asi poder
regresar. Luego cuando mat6 al minotauro regresé siguiendo su rastro, como
lo habia planeado, y el resto ya no tiene que ver con el tema.

., Qué moraleja nos deja esta historia?

Basicamente que si nos encontramos en un laberinto(o en un grafo), es
necesario ir marcando el camino por el que ya pasamos y saber por dénde
veniamos.

La idea de la busqueda en profundidad es dejar una marca en el nodo que
se esta visitando; y despues visitar recursivamente los vecinos de dicho nodo
que no hayan sido visitados.

El siguiente codigo es una implementacion de la bisqueda en profundidad
en un grafo con N nodos y con matriz de adyacencia g:

void visitar (int nodo){
visitado [nodo|=1;
for (i=1;i<=N;i++)
if (g|nodo|[i|!=0 && visitado|i]==0){

visitar (i);
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Hay que mencionar que en un grafo G = (V, A), la bisqueda en profun-
didad funciona con matriz de adyacencia en O(|V|?) mientras que con listas
de adyacencia funciona en O(|V| + | A|).

El otro recorrido que se va a tratar aqui es la busqueda en amplitud (algunos
lo llaman busqueda a lo ancho).

Lamentablemente la busqueda en amplitud no fue idea de Teseo, y como
te imaginarés, es un poco mas dificil que a alguien se le ocurra hacerla si no
la conoce de antemano.

Para comenzar a adentrarnos en la bisqueda en amplitud es conveniente
que imagines la siguiente situacion:

Eres miembro de una banda de bandalos(valga la redundancia), y la banda
tiene como centro de reunién una esquina de la ciudad. Los miembros de la
banda quieren que toda la ciudad sepa a cuantas cuadras se encuentran en
cada momento de “su terrirtorio”, asi que deciden dejar pintados mensajes
en la paredes de cada esquina de la ciudad diciendo a cuintas cuadras de
encuentran del “territorio prohibido”.

Ahora, el jefe de la banda te ha encargado a ti determinar qué nimero se
debe de pintar en cada esquina de la ciudad.

La tarea no es facil, ya que si haces rodeos, podrias llegar a creer que
estas mas lejos de lo que realmente te encuentras, y la ciudad no es muy
rectangular que digamos.

Conviene al lector detenerse unos momentos a reflexionar sobre este prob-
lema y pensar en una posible solucién antes de leerla.

Lo que deberias hacer en ese caso, es pintar una advertencia “Alejate,
este es nuestro territorio” en la esquina donde la banda tiene su centro de
reunién, luego caminar una cuadra en cualquier direccion y pintar algo asi
como “estas a una cuadra de territorio prohibido”, después regresar al punto
de encuentro y caminar una cuadra en otra direccién y otra vez pintar lo
mismo, repitiendo esa operaciéon hasta que ya se haya caminado una cuadra
en todas las direcciones.

Después, para cada esquina donde hayas escrito “estas a una cuadra de
terrirtorio prohibido”, caminas una cuadra en todas las direcciones y escribes
“estas a dos cuadras de territorio prohibido”(claro, si no habias pintado nada
ahi anteriormente).

Y contindas asi hasta haber pintado toda la ciudad o hasta ser atrapado
por la policia.

Es claro que el divertido ejemplo anterior solo pretende ensenar la idea
de la bisqueda en amplitud y no se espera que el lector realize tales actos.
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La idea de la bisqueda en amplitud es visitar un nodo inicial v, y luego
visitar los nodos que se encuentren a una arista de v, después los que se
encuentren a 2 aristas de v y asi sucesivamente.

De esa forma, la bisqueda en amplitud visita todos los nodos que pueden
ser alcanzados desde v, y para cada uno de ellos, calcula su distancia(minimo
namero de aristas) con v.

En la situacién que imaginamos del bandalo pintando paredes, el banda-
lo tenia que caminar mucho despues de pintar cada esquina, sin embargo,
como nosotros usaremos una computadora para realizar un proceso similar,
no necesitamos estar caminando, o recorriendo todo el grafo en busca del
siguiente vertice que hay que marcar.

Una forma mas rapida de obtener los mismos resultados es teniendo una
cola, y metiendo a v en la cola, luego. mientras la cola no este vacia, sacar
un vertice de la cola, visitarlo, y meter a los vecinos no visitados a la cola.

Una manera de hacerlo(asumiendo que la cola nunca se llenard) es la
siguiente:

cola[fin++|=v; //Meter v a la cola
visitado [v|=1; //Inicializar
distancia |[v]=0;
while (inicio!=fin){ //Mientras la cola no este
vacia
a=cola|inicio++]|; //Sacar de la cola
for (i=1;i<=N;i++) //Meter vecinos a la
cola
if(gla][i] && visitado [i]|==0){
visitado [i]=1;
distancia|i]=distancia|
al+1;
cola[fin++|=i;

El codigo anterior usa una matriz de adyacencia g, con N nodos.

Como nodo se visita una vez y cada arista se visita 1 o 2 veces dependiendo
de si el grafo es dirigido o no dirigido, este algoritmo funciona en tiempo
O(|V]?) con matriz de adyacencia y con listas de adyacencia funciona en
tiempo O(|V| + |A4]).
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16.5. Conectividad

Al inicio de la secciéon anterior se definié que era un grafo conexo y se
vié como recorrer un grafo conexo. Sin embargo no hemos analizado muy a
fondo todo lo que esto implica.

Definicion 16.5.1 (Conectividad). Decimos que dos vértices v, w estan
conectados si existe un camino que los una. Y lo denotaremos como v ~~ w

Por facilidad vamos a pensar que todo vértice estd conectado consigo
mismo, hay algunos problemas donde no es prudente pensar asi, pero en
general es mucho mas manejable la conectividad si pensamos de esta manera.
Esta primera propiedad la llamaremos reflexiva.

Hay que notar que para todo par de vértices v y w tales que v ~~ w
también w ~» v; eso es facil de ver ya que solamente hay que recorrer el
camino que une a v y w al revés para encontrar el camino que une a w con
v. Esta propiedad la llamaremos simétrica.

Otra propiedad interesante de la conectividad es que para 3 vértices u, v
y w, si u ~ vy v~ w entonces u ~ w. Esta propiedad la llamaremos
transitiva.

Una vez observadas estas 3 propiedades vamos a definir algo que llamare-
mos compontente conexa.

Definicién 16.5.2 (Componente Conexa). Sea G = (V, A) un grafoy v € V,
la componente conexa de v es el conjunto de todos los vértices u € V tales
que v ~» u y se denota como [v].

Esta definicion tiene una intima relaciéon con las 3 propiedades que acabamos
de enunciar. Como veremos a continuacién con este teorema:

Teorema 26. Sea G = (V, A) un grafo y sean u,v € V dos vértices cua-
lesquiera. Tenemos que u ~ v se cumple si y solo si [u] = [v].

Demostracion. Supongamos que u ~> v, sea « € [u] y sea y € [v].

Sabemos por definicion que v ~» y y que u ~> .

Por la propiedad transitiva u ~ y, por lo tanto y € [u]. Por la propiedad
simétrica v ~ u y por la transitiva v ~» x por lo tanto x € [v].

Es decir todo elemento de [u] también esta en [v] y todo elemento de [v]
también esta en [u] por lo tanto [u] = [v].

Ahora nos vamos a olvidar de que u y v estdn conectados y vamos a
suponer solamente que [u] = [v].

Por la propiedad reflexiva u € [u] pero como [u] = [v] entonces u € [v] es
decir v ~» u y por la propiedad simétrica u ~~ v.

O]
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Teorema 27. Sea G = (V, A) y sean [u], [v] dos componentes conezas, ten-
emos que se cumple una de estas dos cosas:

Demostracion. Sean u,v € V vértices tales que u € [u] y v € [v], tenemos
que si u ~» v entonces [u] = [v]. En caso contrario, para todo x € [v] tenemos
que u no esta conectado con x dado que z ~» v, y andlogamente para todo
y € [u] tenemos que v no estd conectado con y. Es decir, [u] y [v] no tienen
elementos en comtin. ]

Una vez vistos estos dos teoremas podemos apreciar como el problema
de determinar la conectividad entre todos los pares de vértices se reduce a
particionar el grafo en varias componentes conexas.

Una vez que se tiene las componentes conexas, para saber si dos vértices
estan conectados solamente hay que ver si pertenecen a la misma componente
conexa.

Ademas, para encontrar todas las componentes conexas lo tinico que hay
que hacer es recorrer cada una de ellas una sola vez. jEso es O(|V| + |A|)!.

En general esta forma de particionar un conjunto con respecto a una
relacion tiene el nombre de clases de equivalencia y se puede hacer con
cualquier relacion que sea reflexiva, simétrica y transitiva (por ejemplo, la
relacion del paralelismo entre rectas en el plano).

Observa nuevamente las demostraciones de los dos teoremas y te daras
cuenta que solamente se usaron las 3 propiedades enunciadas y no se uso6 en
absoluto el hecho de que se estuviera hablando de un grafo.

16.6. Arboles

Ya anteriormente se mencionaron los drboles binarios como estructura de
datos, sin embargo, la definicién que se di6 se aleja mucho de lo que realmente
es un arbol.

Antes de poder entender los arboles necesitamos definir los ciclos, un ciclo
es un camino que inicia y termina en el mismo vértice, es decir:

Definicion 16.6.1 (Ciclo). Un ciclo es un camino C' = (v, v, vs, ..., V)
donde v; = v,

La idea empirica de los arboles se basa en tener un grafo compuesto por
ramificaciones, y en la cual cada ramificacion se puede dividirse en otras
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ramificaciones y asi sucesivamente, tal como si se tuviera un tronco del cual
se desprenden ramas, y luego cada rama puede subdividirse a la vez en otras
ramas.

Esta idea de los arboles se formaliza con la siguiente definicion:

Definicién 16.6.2 (Arbol). Se dice que un grafo G = (V, A) es un arbol si
cumple con las siguientes dos condiciones:

s Es conexo
= No contiene ciclos

Los arboles ademas aparecen de manera natural en muchas situaciones,
como se demuestra con el siguiente par de teoremas:

Teorema 28. Sea G = (V, A) un grafo conexo, las siguientes tres proposi-
ciones son equivalentes:

n (G es un drbol.

» Fntre cada par de vértices existe un solo camino que no repite vértices
que los une.

= Al =[V] -1

Demostracion. Primero supongamos que G es un arbol, al ser un arbol(y por
tanto conexo) sabemos que entre cada par de vértices v y w existe al menos
un camino que los une, vamos a denotarlo como A = (ay, ..., a,) donde a; = v
y a, = w.

Ahora, para probar que este camino es Ginico vamos a suponer que existe
otro, el cual denotaremos como B = (by, ..., b,,) con by = v y b,, = w.

Como A y B no son el mismo camino entonces existe al menos un entero
k tal que aj # by, también hay que notar que a; = by y a, = by,.

A lo que se intenta llegar con esto es que los dos caminos tienen un prefijo
comun, el cual sea tal vez de un solo nodo, y luego se vuelven a juntar en
otro nodo.

Dicho de otra manera podemos hablar del mayor entero ¢ tal que a; =
bi,as = by, ...a; = b;, en este caso decimos que (ay,...,a;) = (by,...,b;) es el
prefijo que tienen en comin A y B.

Tomando en cuenta que a, = b,, podemos estar seguros que al menos un
elemento de {a; 1, a,} es igual a un elemento de {b;;1,b,,}, ahora, de entre
todos esos elementos, vamos a elegir aquel que aparezca antes en A, y vamos
a denominarlo a,, ademas, como por definicién aparece en ambos, vamos a
elegir alguna y tal que a, = b,.
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Consideramos ahora el camino (a;, @11, ..., az, by—1, by_2, ..., b;) este camino
es un ciclo, por lo tanto un arbol no puede tener mas de un camino uniendo
al mismo par de vértices. Es decir, si G es un arbol, entre cualquier par de
vértices existe un solo camino.

Para seguir probano que las tres proposiciones son equivalentes, ahora nos
vamosa olvidar de que G = (V, A) es un arbol y solo vamos a suponer que
entre cada par de nodos existe un dnico camino, e intentaremos demostrar
que |A| =|V]| - 1.

Usaremos induccion, es tentador usar como caso base un grafo con un
solo vértice(en el cual es evidente que se cumple); sin embargo, resulta mas
comodo usar como caso base un grafo con dos vértices.

Si solamente hay dos vértices, entonces solo puede haber una arista(existen
estructuras llamadas multigrafos que soportan varias aristas entre los mismos
dos vértices, pero no estamos hablando de ellas), y entre ese tnico par de
vértices hay un solo camino.

Ahora, si se tiene un grafo con n vértices(para n > 2 ), n — 1 aristas, y
entre cada par de vértices hay un solo camino, entonces, si se anade una nueva
arista entre dos vértices v y w, entonces habria dos caminos que conectan a
v con w, uno seria el que ya se tenia antes, y el otro seria un camino de una
sola arista (v, w).

Aqui acabamos de demostrar una propiedad interesante, y es que si se
anade una arista a un grafo donde entre cada par de vértices hay un solo
camino, entonces, luego de ello, existird al menos un par de vértices conecta-
dos por mas de un camino.

Continuado con la induccion, si le anadimos un vértice al grafo, llamé-
mosle v" y lo conectamos con otro vértice w, tenemos que para cualquier otro
vértice u € V existe un dnico camino que une a u con w, llamémosle C', y
por tanto existe un tinico camino entre v y v, el cual consiste de C' seguido
de v.

Por lo tanto, por induccién, si entre cada par de vértices existe un solo
camino que los une, entonces |A| = |V| — 1.

El tercer paso de nuestra prueba es demostrar que si un grafo conexo
G = (V, A) tiene exactamente |V| — 1| aristas, entonces el grafo es un arbol.

Para demostrar eso vamos a recurrir a un concepto parecido al de arbol y
es el de bosque, un bosque es un grafo sin ciclos, el cual puede o no ser conexo.
Como se puede ver, un arbol es un bosque pero un bosque no necesariamente
es un arbol.

Un grafo con n vértices y ningtin arista es un bosque y tiene n compo-
nentes conexas, ademas es el tinico grafo de n vértices que tiene exactamente
n componentes conexas. jEsto es un buen caso base para induccion!

Supongamos que para un k£ > 0 todo grafo con n vértices, k aristas y
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n — k componentes conexas es un bosque. Si a cualquiera de esos grafos le
anadiéramos una arista entre dos vértices de la misma componente conexa,
obtendriamos un grafo con n vértices, k + 1 aristas y n — k componentes
conexas.

Sin embargo, si aiadimos una arista entre dos vértices de dos componentes
conexas distintas obtenemos un grafo con n vértices, k+1 aristasy n—k — 1
componentes conexas. Este grafo serd un bosque, puesto que conectar dos
componentes conexas distintas con una sola arista nunca crea un ciclo. Es
decir, todo grafo con n vértices, k+ 1 aristas y n—k —1 componentes conexas
serd un bosque.

Por induccién un grafo con n vértices, n — 1 aristas serd un bosque con
n — (n — 1) = 1 componentes conexas, es decir, un arbol.

Observamos que la primera proposicién implica la segunda, la segunda
implica la tercera y la tercera implica la primera, de esta manera queda
demostrado que las tres proposiciones son equivalentes.

]

Un elemento muy interesante que poseen los arboles son las hojas, en los
arboles binarios las hojas son aquellos vértices que no tienen hijos, aqui son
algo parecido, son aquellos vértices que estan unidos solamente con vértice,
podemos pensar en ese vértice como si fuera el padre de la hoja.

Por lo tanto nuestra definicién de hoja queda de la siguiente manera:

Definicién 16.6.3 (Hoja). Una hoja es un vértice con grado 1.

Las hojas son un elemento interesante ya que son el punto de partida para
las soluciones de algunos problemas y ademdas siempre estan presentes en los
arboles, o mas objetivamente:

Teorema 29. Sea G = (V, A) un drbol, si |V| > 2 entonces G tiene al menos
2 hojas.

Demostracion. Es evidente que no hay vértices con grado 0, puesto que el
grafo no seria conexo y por tanto no seria un arbol.

Como la suma de los grados de un grafo 2|A| entonces la suma de los
grados de G es 2|V| — 2, si todos los vértices tuvieran grado mayor o igual a
2, entonces la suma de los grados seria al menos 2|V|, pero como esto no es
cierto, entonces existe un nodo de grado 1.

Si un solo nodo tuviera grado 1 y el resto de los nodos tuviera al menos
grado 2, entonces la suma de los grados seria al menos 2|V| — 1, como la
suma es 2|V| — 2 entonces al menos 2 nodos tienen grado 1, es decir, el arbol
tiene al menos 2 hojas.

O
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Ya vimos que todo grafo G = (V, A) con |V| — 1 aristas es un arbol, si
pensamos en un grafo conexo que tenga tantos vértices como aristas inmedi-
atamente se puede imaginar a un arbol con una arista adicional. Lo cual hace
pensar que es un grafo con un solo ciclo.

En este caso el sentido comiin no nos traiciona, ya que realmente el grafo
es un arbol con una arista adicional que posee un solo ciclo, sin embargo, atin
debemos de demostrarlo, pues debemos de considerar la posibilidad de que
haya mas de un ciclo o de que el grafo deje de ser conexo si se quita alguna
arista.

Teorema 30. Sea G = (V, A) un grafo conezo tal que |V| = |A| entonces G
contiene un solo ciclo.

Demostracion. Si G no contuviera ciclos entonces seria un arbol y eso impli-
carfa |A| = |V] — 1, lo cual es falso.

Ya demostramos que hay al menos un ciclo, ahora demostraremos que
hay un solo ciclo, sea C' = (vy, ..., v,) un ciclo en G, tenemos que para v, vy
existen al menos dos caminos que los unen por estar en un mismo ciclo.

Pero ya sabemos que {vi,v2} € A por tanto (vy,v2) es un camino que
une a vy con vq, ahora veremos que sucede si le quitamos la arista al grafo,
es decir, consideraremos el grafo H = (V, A — {vy, v2}).

Tenemos que H es conexo, ya que aln existe un camino que une a v, con
Vg, ya que para cada par de vértices u, w € V existe un camino que los une en
G, si la arista {v1,v2} no esta presente en el camino, entonces dicho camino
también existe en H, y si estd presente, entonces es posible reemplazarla por
este camino (vg, ..., Uy, v1).

Como el numero de aristas en H es |A| — 1 entonces H es un arbol y no
tiene ciclos. Es decir, todos los ciclos en G tienen la arista {vy,vs}.

Ahora, tomemos dos ciclos cualesquiera en H, si quitamos a {vy, v}, luego
de eso habra un unico camino entre vy y vs, el cual es (v, ..., v,,v1), ¥y ambos
ciclos unen a v y a v9 con 2 caminos incluyendo el camino de una sola arista,
por lo tanto ambos ciclos pasan por ese camino y por la arista {vy, v}, es
decir, son el mismo ciclo. O

Los arboles estan intimamente ligados a la conectividad, como se ve
en la demostracion del teorema 28. A continuaciéon observaremos algunas
propiedades de los arboles que los convierten en un objeto importante de
estudio dentro de la conectividad.

Como ya habiamos visto, un arbol se define como un grafo conexo sin
ciclos, el hecho de que no tenga ciclos hace suponer que tiene pocas aristas,
por ello, para encontrar un grafo conexo con pocas aristas, suena razonable
buscar un arbol.
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La propiedad que estudiaremos ahora nos dice que no solo es razonable
buscar un arbol, sino que es lo mejor. Es decir, no hay un grafo conexo que
tenga menos aristas que un arbol, dicha propiedad se resume en el siguiente
teorema:

Teorema 31. Sea G = (V, A) un grafo tal que |A| < |V| — 1 entonces, el
grafo no es conexo.

Demostracion. Tomemos un grafo Hy = (V, (), es decir un grafo con los mis-
mos vértices que V' pero sin aristas, Hy tiene exactamente |V| componentes
conexas.

Vamos a definir H,, como un subgrafo de G con exactamente n aristas.

Supongamos que para cualquier entero k, Hj tiene al menos |V| — k
componentes conexas. Si se anade una arista entre 2 vértices v, w, si [v] #
[w] el nimero de componentes conexas disminuye en 1, y si [v] = [w] el
niimero de componentes conexas se mantiene, por lo cual Hy,; tendra al
menos |V| — (k + 1) componentes conexas.

Por inducciéon H, tiene al menos |V| —n componentes conexas. Notamos
que G = H\yu|, por lo tanto, el grafo tiene al menos |V| — |A| componentes
conexas, pero |V| —|A| > 1, por lo tanto G tiene mas de una componente
conexa, es decir, no es conexo. O]

A veces lo que se necesita hacer es encontrar un grafo conexo, y ya vimos
que si se quieren tener pocas aristas lo mejor es tener un arbol. Sin embargo,
si se quiere trabajar con un subgrafo conexo de un grafo conexo, hasta el
momento nada nos dice qué subgrafo tomar si queremos simplificar las cosas
usando pocas aristas.

El lector puede estar pensando en tomar un arbol, este arbol es llamado
arbol de expansion, ya vimos en la demostracion del teorema 30 que este arbol
siempre existe con un grafo conexo que tiene tantos vértices como aristas,
veamos un caso mas general:

Teorema 32. Sea G = (V,A) un grafo conezo, entonces existe un drbol
T = (V,A") tal que A" C A, el cual es llamado drbol de expansion de G.

Demostracion. Como G es conexo |A| > |V|— 1.

Si |A| = |V| — 1 entonces G es un arbol, en este caso existe un arbol de
expansion de G el cual es G.

Ahora, si |A| > |V|—1 entonces G al ser conexo y no ser un arbol tiene al
menos un ciclo, si quitamos cualquier arista del ciclo, el grafo seguiré siendo
conexo, si se repite esta operacion |A|— (V| —1) veces, el grafo seguira siendo
conexo y serd un arbol.

Dicho arbol esta contenido en el grafo original, y es el mencionado arbol
de expansion. O
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16.7. Union y Pertenencia

Ya vimos en la seccién anterior como los arboles se relacionan de una
manera natural con la conectividad, ahora vamos a aprovechar todo esto
para resolver el problema de unién-pertenencia.

Este problema es un problema de diseno de estructura de datos, es decir,
ocupamos mantener un conjunto de datos y estarlo continuamente actual-
izando. En este problema hay que disenar una estructura de datos con la
cual podamos representar estas dos operaciones en un grafo:

s Unidn. Anadir una arista entre dos vértices.

= Pertenencia. Saber si un par de vértices estan conectados.

Pueden sonar extrafios los nombres de las operaciones. Se llaman asi
porque se puede pensar en cada componente conexa como un conjunto.
Anadir una arista entre dos vértices es equivalente a unir dos conjuntos.
Saber si dos vértices se encuentran en la misma componente conexa se puede
interpretar como saber que dos vértices se encuentran en el mismo conjunto.

A pesar de esta notacion sugestiva, aqui seguiremos tratando este prob-
lema como un problema de conectividad.

Hasta el momento, con lo que hemos visto la inica manera de atacar este
problema seria realizando multiples bisquedas.

Podriamos realizar la unién anadiendo una arista en tiempo constante si
representamos el grafo con listas de adyacencia, pero si usamos una busque-
da para la operacion de pertenencia nos tomaria tiempo lineal; y en este
problema hay que estar preparados para poder ejecutar muchas veces ambas
operaciones.

Otra cosa que podriamos hacer es numerar las componentes conexas y
mantener un arreglo diciendo a qué componente pertenece cada uno de los
vértices. Con esto podriamos lograr la pertenencia en tiempo constante, pero
la unién en el peor de los casos seguiria funcionando en tiempo lineal ya que
habria que reasignar la componente conexa a varios vertices.

En estos momentos parece claro que si seguimos pensando en optimiza-
ciones menores para las biisquedas no llegaremos a mucho, necesitamos pro-
fundizar mas al respecto.

Si recordamos la seccién anterior, todo grafo conexo tiene un &rbol de
expansion, por lo tanto, toda componente conexa también tiene un arbol de
expansion. Hay que observar que si dos arboles son unidos por una arista,
entonces el resultado sera otro arbol sin importar qué vertice se elija en cada
arbol.
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Tambien hay que recordar que solo nos interesan las operaciones de uniéon
y pertenencia. Con todo esto ya podemos estar seguros que no es necesario
guardar todas las aristas, es suficiente con guardar un arbol de expansion de
cada componente conexa.

Pero esta propiedad no basta para disenar una estructura de datos efi-
ciente. Recordemos que en un arbol entre todo par de vértices hay un tnico
camino que los une(claro que descartando los caminos que repiten vértices).

Consideremos un arbol 7" = (V, A), vamos a elegir arbitrariamente un
vértice r, al cual llamaremos raiz. Esté claro que para cualquier vértice v € V
existe un tnico camino que lo une con r, vamos a llamar P[r| al segundo
vértice de dicho camino(el primer vértice del camino claramente es v), si
v = r entonces el camino consta solamente de un vértice y por conveniencia
diremos que Pr] =r.

Asi que para llegar v a la raiz simplemente hay que seguir este algoritmo
recursivo:

int encuentra_raiz(int v){
i (Pv]==v){
return v;

telse

}

return encuentra_ raiz(P[v]);

Volviendo al problema original, si en lugar de guardar todo el grafo simple-
mente guardamos un arbol de expansion del grafo original entonces podemos
a cada componente conexa asignarle una raiz, si hiciéramos esto ya no necesi-
tarfamos usar listas de adyacencia ni busquedas, simplemente guardariamos
para cada vértice v el valor de P[v], y de esta manera desde cualquier vértice
podriamos llegar a la raiz de su componente conexa.

Si dos vértices estan conectados, entonces estan en la misma componente
conexa. Si estan en la misma componente conexa entonces estan conecta-
dos con la misma raiz. Andlogamente si estan conectados con la misma raiz
entonces estdn en la misma componente conexa y por tanto estan conectados.

Bajo este esquema debemos de notar también que solamente necesitamos
tener un arbol para cada componente conexa y cada arbol debe de contener
a los vértices de su respectiva componente. Pero no nos importa la estructura
del arbol, solamente qué vertices tiene, por lo tanto no es necesario que sea
un arbol de expansion.

Si queremos unir dos componentes conexas A y B, basta con hacer que la
raiz de A apunte a la raiz de B(o viceversa), de esa manera todos los nodos
A estaran conectados con la misma raiz que todos los nodos de B.
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Nuestro procedimiento de union queda de la siguiente manera:

void union(int a, int b){
int ra, rb;
ra—encuentra raiz(a);
rb=encuentra raiz(b);

P[ra]=rb;

La figura 16.3 muestra un ejemplo de la ejecucion de la funcion union
cuando es llamada varias veces.

Y como dos vértices estan conectados si y solo si estan conectados con
la misma raiz entonces nuestro procedimiento de pertenencia queda de la
siguiente manera:

bool pertenencia(int a, int b){
if (encuentra raiz(a)=—encuentra_ raiz(b)){
return true;

}else{

}

return false;

No hay que olvidarse de que también el grafo necesita ser inicializado.
Para este problema normalmente se considera que al inicio el grafo contiene
solo vértices y no tiene aristas, por lo cual debe de haber |V| componentes
conexas y cada vértice es la raiz de su propia componente conexa. El siguiente
codigo inicializa un grafo con n vértices, como ya lo debes imaginar, este
codigo debe de ser llamado antes de usar uniéon o pertenencia.

void inicializa (int n){
int i;
for (i=0;i<n;i++){
Pli]=i;
}

Es claro que este algoritmo es bastante mas rapido que hacer bisquedas,
sin embargo, atin no lo analizamos adecuadamente.

16.8. Mejorando el Rendimiento de Uni6n-Pertenencia

Como recordaré el lector, el algoritmo para resolver el problema de union-
pertenencia se basa en tener varios arboles con raices asignadas, donde cada
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0 1 2 3 4 5
Configuracion Q Q Q Q Q Q
inicial 0 1 9 3 4 5
0 1 2 3 4 5
. o QN 0 0N
union(0, 2) 9 1 9 3 4 5
0 1 2 3 4 5
. 0 Q0 0 (
union(4, 3) 9 1 9 3 K 3 5
0 1 2 3 4 5
0 N (
union(1l, 3) 9 3, 9 3 4 3 5
0 1 2 3 4 5

1 (O
union(5, 0) 2 3 2 3 ¢ 3 2
0 1 2 3 4 5

[l
union(0, 4) 2 3 3P 3K 3 2

Figura 16.3: Ejecucién del algoritmo de unién-pertenencia
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vértice apunta a su padre, y para unir dos arboles hacemos que la raiz de uno
apunte a la raiz del otro.

Ya debemos de acordarnos de los arboles binarios de busqueda y cémo a
veces los arboles que se crean pueden tener alturas terriblemente grandes, de
manera que son similares a listas enlazadas.

En estos drboles tambien puede pasar lo mismo. Vamos a definir la altura
de un arbol de la siguiente manera:

Definicién 16.8.1 (Altura). La altura de un arbol 7' = (V, A) con raiz
r € V, es la distancia entre v y r donde v € V es el vértice mas lejano a r.

Si dos arboles de alturas hy y hy se unen con el procedimiento de la seccion
anterior, el arbol resultante puede tener altura igual a hy + 1 o bien altura
igual a hy. Lo primero sucederia en el caso de que hy > hy y lo segundo
sucederia en el caso de que hy < hs.

Esto es una fuerte sugerencia de que al realizar uniones entre arboles es
mejor hacer que la raiz de un arbol con altura minima apunte al otro arbol,
si hacemos esto para obtener un arbol de altura 1 se necesitarian 2 de altura
0, para obtener uno de altura 2 se necesitarian 2 de altura 1, para obtener
un arbol de altura 3 se necesitarian 2 de altura 2, o de manera mas general:
para obtener un arbol de altura n > 0 serfan necesarios al menos dos arboles
de altura n — 1.

Si definimos h(n) como el nimero minimo de vértices que se pueden usar
para construir un arbol de altura n, tenemos que h(0) = 1, y que h(n) =
2h(n — 1), por lo tanto si tenemos 2" vértices el arbol mas alto que se puede
construir tendria altura n.

Por lo tanto, de esta manera tanto la unién como la pertenencia tendrian
un tiempo de ejecucion de O(log N), donde N es el nimero de vértices. Esto
es bastante razonable.

Sin embargo todo esto se puede simplificar atin méas si cada vez que se
encuentra una raiz se borran todas las aristas que se recorrieron y se colocan
aristas que apunten directamente a la raiz. Si hacemos esto, cada arista seria
recorrida a lo mas una vez, salvo que apunte directamente a la raiz.

Implementar esto es batante sencillo, basta con modificar el procedimiento
para encontrar raiz de la siguiente manera:

int encuentra raiz(int v){
if (P[v]==v){
return v;
lelse{
P|v]|=encuentra raiz(P|v]);
return P[v];
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Como cada arista que no apunta directamente a la raiz se recorre a lo mas
una vez y todas las aristas son creadas mediante una operaciéon de union,
entonces el algoritmo toma un tiempo de O(u + p) donde u es el nimero de
llamadas a la operaciéon unién, y p es el niimero de llamadas a la operacion
pertenencia.

Esto no quiere decir que el procedimiento unién y el procedimiento perte-
nencia tomen tiempo constante, ya que el tiempo de ejecucion del algoritmo
no se distribuye uniformemente entre todas las llamadas a estos procedimien-
tos.
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16.9. Problemas

16.9.1. Una Ciudad Unida

Tiempo Limite: 1 segundo

Unos ambiciosos ingenieros tienen pensado construir una gran ciudad a
partir de unos planos que elaboraron.
El plano de la ciudad consta de N esquinas y M calles bidireccionales.
Cada calle une a lo mas a dos equinas.
Se dice que existe un camino que une a dos esquinas v y w, si v = w, si hay
una calle conectando directamente a las dos esquinas, o si existe una secuencia
de esquinas aq, as, as, ..., ag, tal que a; = v, a = w, y toda a;(menos ay) esta
unida directamente con a;,; por una calle.
Los ingenieros se preguntan si habran planificado mal algo, como por ejemplo,
que si una persona vive en una esquina A y quiere ir a visitar a un amigo
que vive en una esquina B, no exista un camino que le permita llegar a la
esquina B.

Problema

Debes hacer un programa que dado un plano de la ciudad, determine
cuantos pares de esquinas hay tales que no exista un camino que las una.

Entrada
Descripciéon

Linea 1: 2 ntimeros enteros N y M separados por un espacio.
Siguientes M lineas: Cada linea representa una calle y contiene 2 ntimeros
enteros representando los nimeros de las esquinas que une la calle.

Ejemplo

53
12
24
39
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Salida
Descripcién
Linea 1: Un solo niimero entero, el nimero de pares de esquinas para las
cuales no existen
Ejemplo
6

Consideraciones

0<2000<N
0<100000<M

Referencias

El problema fue escrito por Luis Enrique Vargas Azcona y fué utilizado
por primera vez en un examen preselectivo de la Olimpiada de Informética
durante el 2007.
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16.9.2. Abba

Tiempo Limite: 1 segundo

Descripcion

Dada una cadena de caracteres S, la operaciéon reemplaza(a, b) cam-
bia cada una de las ocurrencias del caracter a por el caracter b. Por ejemplo, si
S = abracadabra entonces reemplaza (b, c¢) produce la cadena acracadacra.

Un palindrome es una cadena de caracteres que se lee de la misma forma
de izquierda a derecha que de derecha a izquierda. Por ejemplo, abba y dad
son palindromes.

Problema

Escribe un programa que lea una cadena de caracteres S y que encuentre
el nimero minimo r de aplicaciones de la operacion reemplaza que transfor-
man a S en un palindrome.

Entrada

Un solo renglén que contiene una cadena S formada exclusivamente por
letras mintsculas del alfabeto inglés.

Ejemplo

croacia
Salida

El valor de 7.
Ejemplo

3

Consideraciones

La cadena S tendra una longitud entre 1 y 1,000,000.
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Referencias

La idea original del problema fue de Sergio Murguia, el problema fué
redactado por Francisco Javier Zaragoza Marinez y fue utilizado por primera
vez en un examen selectivo de la Olimpiada Mexicana de Informética durante
Julio del 2007.
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16.9.3. Cobdigos de Priifer

Tiempo Limite:1 Segundo

El matemaéatico Heinz Priifer inventé una forma ingeniosa de nombrar
arboles cuyos vertices esten etiquetados de manera tnica con los ntimeros
enteros de 1 an

La forma de nombrar el arbol consiste de un cédigo con n — 2 niimeros
llamado codigo de Priifer. Dicho codigo se obtiene mediante el siguiente al-
goritmo:

1. Localiza la hoja h que esté etiquetada con el ntimero mas pequeno.
2. Agrega al codigo la etiqueta del vértice al cual estd unido h

3. Borra h

4. Si quedan 3 vértices o maés, regresa al paso 1

Por ejemplo, el cédigo de Priifer asociado al arbol de la siguiente figura
es9777966

Problema

Dado un codigo de Priifer encuentra el arbol que genera ese codigo.

Entrada

Linea 1: Un entero n
Linea 2: n — 2 enteros separados por espacios representando el codigo de
Priifer.
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Ejemplo de Entrada

9
9777966

Salida

La salida debera constar de N lineas, donde para cada 1 < 7 < n, la
1—ésima linea deberd indicar los nimeros de los vértices unidos al vértice i
en orden ascendente y separados por espacios.

Si hay multiples soluciones simplemente imprime una sola linea con la
palabra AMBIGUO.

Si no hay solucion imprime una sola linea con la palabra IMPOSIBLE

Ejemplo de Salida

NN O NN

0 W ©

Limites

2 <n < 100000

Referencias

Este es un problema clasico ingeniado por el mismo Priifer para demostrar
que el nimero de arboles con exactamente n nodos es n" 2.

El problema fue redactado por Luis Enrique Vargas Azcona en Junio de
2009 para entrenar a la preseleccién nacional en la Olimpiada Mexicana de
Informatica.
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16.10. Sugerencias

Una Ciudad Unida

Considera hayar las componentes conexas en lugar de hacer una btisqueda
independiente con cada vértice.

Abba

Piensa en un grafo G = (V, A) donde V consta de los 26 caracteres del
alfabeto inglés y {v,w} € A si y solo si en algin momento hay que cambiar
alguna letra v 6 alguna letra w(notese que al decir letra v y letra w esta
sugerencia se refiere a cualquier letra en V', no a los caracteres “v”’ y “w”).

. Qué sucede con ese grafo si se reemplazan todas las coincidencias de una

letra por otra?

Codigos de Priifer

. Qué sucede con las hojas de un arbol en su codigo de Priifer correspon-
diente?. ;Realmente es posible que la salida sea AMBIGUO o IMPOSIBLE?
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La parte de ordenamiento fue necesaria dividirla debido a que existen
algoritmos de ordenamiento que hacen uso de estructuras de datos.

En efecto, en general los arboles estan disenados parar organizar elemen-
tos con una funciéon de comparacion, asi que no suena descabellado que se
puedan usar para ordenar.

Pero los arboles no sélo serviran para organizar los datos que se quier-
an ordenar, también jugaran un papel importante cuando descubramos que
no existe ningtn algoritmo de ordenamiento basado en comparaciones cuya
complejidad sea menor que O(N log N).



228



=~ W N =

oo 1/

Arboles v Ordenamiento

Cuando revisamos el algoritmo de seleccién optamos por elegir la estrate-
gia de encontrar el menor y colocarlo al principio. Sin embargo la forma de
encontrar el menor era O(N), en este corto capitulo volveremos a aplicar esa
estrategia pero los arboles nos serviran para realizarla mas rapido.

17.1. Ordenamiento por Arboles Binarios de Buisque-

da

Los arboles binarios de busqueda seran la primera estructura de datos
que usaremos para ordenar.
Nos basaremos en la implementacién que se mencion6 en la seccion 14.1:

Tipo clave |maximo de nodos|;
int izq|[maximo de nodos]|;
int der|[maximo de nodos|;
int nodos=0;

Ya vimos en la seccién 14.4 cémo insertar nodos en el arbol, pero atin no
hemos visto como usarlo para ordenar.

Recurriremos a uno de los tres recorridos, el llamado “recorrido en 6rden”.

El siguiente teorema revelara por qué el libro no deja de pregonar que los
arboles binarios de biisqueda son tutiles para el ordenamiento.

Teorema 33. Un recorrido en orden en un drbol binario de bisqueda procesa
los nodos en orden no descendente con respecto a sus claves.

Demostracion. Utilizando induccién, en un arbol binario de busqueda con
un solo nodo, solamente se visita un nodo, por lo cual el 6rden en que los
nodos se visitan es no descendente.

229
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Supongamos que para alguna k todos los arboles binarios de busqueda
con k' < k nodos. Imaginemos un arbol binario de bisqueda que tiene exac-
tamente k nodos.

Tanto su rama izquierda como su rama derecha son arboles binarios de
btsqueda, y ademas, tienen menos de k£ nodos.

Al recorrer su rama izquierda, todos sus nodos se visitardn en orden no
descendente, al visitar la raiz, por la definicién de arbol binario de busqueda,
su clave serd mayor o igual que todas las claves de los nodos ya visitados.

Finalmente, al recorrer la rama derecha, todos los nodos tendran claves
mayores o iguales que los nodos que ya se habian visitado, ademas, como la
rama derecha es un arbol binario de biisqueda con menos de k nodos, también
se visitaran dichos nodos en 6rden. O]

Asi que la forma de ordenar con un arbol binario de bisqueda es simple-
mente insertar todos los elementos y luego hacer un recorrido en érden.

El recorrido en 6rden toma tiempo lineal, sin embargo la inserciéon puede
tomar tiempo cuadréatico. Como aqui se supone que sabemos de antemano
cual es la secuencia de nodos que se va a ordenar, lo que se puede hacer
es insertarlos en un orden aleatorio y por el teorema 20 sabemos que en
promedio este algoritmo funcionara como si fuera O(N log N), al menos con
N < 50000000.

A pesar de que mezcla es tedricamente mas rapido(y probablemente en la
practica también lo sea), los arboles binarios de busqueda tienen la ventaja de
que es posible obtener ordenamientos de los primeros k elementos insertados
en tiempo lineal, y con mezcla seria necesario reordenar cada vez que se
quiera saber el 6rden de los elementos que ya se insertaron.

Dicho de otra manera, los arboles binarios de biisqueda sirven para apli-
caciones interactivas.

A pesar de que se mencion6 que en este libro no iba a ensenar el algorit-
mo QuickSort, este ordenamiento con arboles binarios de bisqueda es casi
QuickSort(pero este ltimo pierde la ventaja de la interactividad).

17.2. Ordenamiento por Monticulo

Hasta el momento el Gnico algoritmo que se ha mostrado que realmente
funciona en O(N log N) es el de mezcla, ya que el uso de arboles binarios de
bisqueda es casi O(N log N) pero estrictamente hablando es O(N?); ademas,
ambos algoritmos requieren guardar en memoria una copia del arreglo inicial.

El algoritmo de ordenamiento por monticulo(muchas veces llamado heap-
sort) funciona en O(N log N) y ademés no necesita guardar otra copia del
arreglo para ordenarlo.
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La idea del ordenamiento por monticulo es similar a la de ordenamiento
por seleccion. En cada iteracion del ordenamiento por seleccién se encuentra
el menor elemento y se coloca al principio; en el ordenamiento por monticulo
se encuentra el mayor elemento y se coloca al final.

Un monticulo se puede usar para insertar datos en O(log N), y quitar el
mayor también en O(log N), asi que lo inico que hay que hacer es insertar
todos los elementos en un monticulo y posteriormente quitar el mayor hasta
que el monticulo quede vacio.

Aunque la idea base sea sencilla, aplicarla de manera que no se desperdicie
memoria complica las cosas. La estrategia para lograr esto serd una idea
extranamente parecida a insercion:

Inicialmente el primer elemento del arreglo puede representar un mon-
ticulo, asi que inicialmente el arreglo representa un monticulo de tamano 1 y
n — 1 datos independientes del monticulo. Luego tomamos el valor de la se-
gunda posicion y lo insertamos en el monticulo, de esa manera los primeros 2
elementos del arreglo representardn un monticulo, después tomamos el tercer
elemento y lo insertamos y asi sucesivamente.

Los monticulos y su representacién en memoria estan disenados de tal
manera que si hay n nodos nunca se requieran mas de n posiciones de memo-
ria consecutivas; asi que sera posible convertir el arreglo en un monticulo sin
necesidad de crear otro arreglo y sin perder informacion.

Posteriormente se inicia la etapa de selecciéon, en la ¢ — sima iteraciéon
se quita el elemento mayor del monticulo y se coloca en la n — i + 1—ésima
posicion del arreglo(la cual corresponde a la posicion n — i en C y C++),
notese que para el momento en que se termina de quitar el mayor, el monticulo
solo ocupa las primeras n — ¢ posiciones del arreglo.

A continuacién se muestra una implementacion del ordenamiento por
monticulo:

void heapSort(int Arreglo[], int n){
int i, k, h;
N=0;
for (i=0;i<n;i++){
insertar (Arreglo, Arreglo|i]);
}

for (1=0;i<n;i++){
k=quitar (Arreglo);
Arreglo [n—1-i|=k;
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Como se puede ver el codigo es bastante corto pero usa un par de fun-
ciones no mas cortas, las cuales son insertar y quitar, las implementa-
ciobnes de dichas funciones se pueden encontrar en las secciones 15.3 y 15.4
respectivamente.

Nuevamente se hace incapié en que estas implementaciones son un mero
ejemplo y puede haber muchas maneras de implementar los mismos algorit-
mos, de hecho se esta usando el tipo de datos int y la funcién de comparacion
<, pero cualquier 6rden total es valido.
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Capitulo 18
;Mas rapido que O(N log N)?

Ya se dijo varias veces en este libro que los algoritmos de ordenamiento
mas rapidos son de O(N log N); pero no hemos dado la prueba de ello
y ademas es posible romper esta restriccion si nos restringimos a ordenar
niimeros enteros en lugar de ordenar cualquier conjunto con un 6rden total.

El siguiente algoritmo es importante conocerlo, las dltimas dos secciones
de este capitulo resultan interesantes para aquellos que gustan de conocer
algoritmos pero no presentan utilidad alguna en los concursos de progra-
macién y tampoco tienen muchas aplicaciones asi que esas dos secciones son
opcionales.

18.1. Count-Sort

Consideremos que tenemos una sucesion finita de N enteros entre 0y M,
la cual denotaremos por S = (s1, s9, ..., SN ).

Existe una manera relativamente sencilla de ordenar estos enteros que
hemos pasado por alto hasta ahora: se trata de crear un arreglo Cont de
tamano M, tal que Cont [k] indique cudntas veces aparece k en la secuencia
S.

La forma de crear este arreglo es mucho mas sencilla que los algoritmos
de mezcla y los de ordenamiento usando arboles. Lo tinico que hay que hacer
es inicializar el arreglo Cont en 0, recorrer S e incrementar el contador.

Una vez creado el arreglo Cont con las caracteristicas deseadas, obtener
el arreglo S ordenado se vuelve trivial:

void countSort(int S[], int N, int M){
int i, k;
for (1=0;i<=M;i++){

233
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Cont[i]=0;

}

for (i=0;1<N;i++){
Cont [S[i]]++;

for (i=0,k=0;1<=M; i++){
while (Cont [ 1]>0){

S[k]=Cont|[1i];
Cont|i]——;
k+-+;

}
}
}

Este algoritmo puede aparentar ser el sueno mas maravilloso imaginado
entre los algoritmos de ordenamiento: muy sencillo de implementar y funciona
en tiempo lineal.

Pero las cosas no son tan maravillosas como parecen: en primer lugar su
complejidad no es de 6rden O(N) sino de 6rden O(N + M), lo cual significa
que si M es grande(por ejemplo M = 231 — 1) este algoritmo puede resultar
ser mucho mas lento que todos los demés que hemos visto(jincluso mas lento
que burbuja! ) y en segundo lugar solamente sirve para ordenar nimeros
enteros no negativos, lo cual es muy diferente a poder 6rdenar cualquier
conjunto con un 6rden total.

Este algoritmo puede ser adaptado para ordenar también niimeros nega-
tivos sumando una constante a todo el arreglo y al final restdndolo, también
se pueden ordenar niimeros racionales, pero para eso es necesario multiplicar
todos los datos por una constante je incluso multiplicar M por esa constante!.

Como conclusion, este algoritmo so6lo es 1til en casos muy especificos.

18.2. *Bucket-Sort

Ya vimos que el Count-Sort tiene la terrible desventaja de que el tamano
de M importa demasiado en el rendimiento, esto se puede corregir de una
manera muy sencilla:

Hacemos count-sort con cada digito, es decir, si ¢ es el niimero de digitos
del mayor nimero de la secuencia entonces creamos 10 secuencias, agregamos
a la primera todos aquellos nameros cuyo c-ésimo digito(de derecha a izquier-
da) sea 0, a la segunda todos aquellos nimeros cuyo c-ésimo digito sea 1, y
asi sucesivamente.
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Una vez separada la secuencia en 10 secuencias, es posible proceder re-
cursivamente y al final simplemente concatenar las secuencias ordenadas.

Como se puede apreciar, este algoritmo también estd pensado para or-
denar Gnicamente niimeros enteros no negativos, pero puede ser extendido
para ordenar otras cosas.

Por ejemplo, se pueden ordenar ntimeros con expansion decimal finita
siguiendo el mismo principio, también se pueden representar enteros simu-
lando el digno con un digito extra; otra cosa que se puede hacer es representar
vectores ordenando primero los digitos de una componente y luego los de la
otra.

En restimen: este algoritmo puede ordenar todo aquello cuyo 6rden total
sea representado a través de nimeros enteros no negativos. Cualquier con-
junto finito con un o6rden total puede ser representado asi, pero no siempre
resulta practico(es posible que para saber como representar los elementos sea
necesario primero ordenarlos).

Otra cosa que hay que hacer notar, es que el algoritmo se ilustré con base
10 pero funciona con cualquier base, debido a que los procesadores trabajan
mejor con potencias bits, es preferible usar una base que sea una potencia de
2.

La complejidad de este algoritmo es O(N log M), asi que como se puede
apreciar, de manera parecida a count-sort, este algoritmo sélo resulta mas
rapido que los tradicionales cuando M es lo suficientemente pequeno.

Un detalle interesante es que si la base de numeraciéon usada es igual a
M entonces obtendremos el count-sort.

Debido a que este algoritmo puede presentar tantas implementaciones
distintas segtin sea el caso, aqui s6lo se mostrard una que ordena enteros
y funciona usando base 2, por lo que sélo divide la secuencia original en 2
secuencias. Se asume que se tiene una funcion llamada BIT(a, b) la cual
devuelve el b—ésimo bit de a.

void ordena(int S[|, int inicio, int fin, int bits){

int i, k, m;
if(inicio >fin)

return;
for (i=inicio ;BIT(S[i], bits)==0 && i<=fin;i++){

}

for (k=i+1;k<=fin ;i++){

for ( ;BIT(S[k], bits)!=0 && k<=fin ;k++)

{}
if (k<=fin)
intercambia (S|k], S[i]);
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}

i=min (i, fin);

while (BIT(S[i]|, bits)!=0 && i>=inicio)
1=

if (bits ~0){
ordena (S, inicio, i, bits—1);
ordena (S, i+1, fin, bits—1);

18.3. *La Inexistencia de Mejores Algoritmos

A pesar de que esta seccion esta marcada con (*) se advierte nuevamente
que el lector puede optar por saltarse esta seccidén y se asegura que no se
volvera a utilizar en el libro.

De hecho a lo largo del libro las tinicas matematicas que se dan por cono-
cidas han sido mateméticas muy elementales, pero este capitulo es diferente,
pues usaremos una ideantidad llamada la férmula de Stirling.

La demostracion de esta identidad requiere de conocimientos de calculo
y lo cual se aleja de los propositos de este libro. Si lector quiere conocer
la demostracion de la formula puede consultarla el apéndice de bibliografia
recomendada.

Teorema 34 (Formula de Stirling). Se cumple la siguiente igiialdad.

log(n!) = n log(n) —n+ f(n) (18.1)

Donde n es un entero positivo y f es de drden O(log(n))

Para obtener una cota inferior respecto a la complejidad de un algoritmo
de ordenamiento, recordemos qué es lo que tenemos permitido hacer.

Cuando decimos “algoritmo de ordenamiento normalmente nos resferi-
mos a un ordenamiento sobre un elementos que tienen un 6rden total; es decir
lo Gnico que podemos hacer es comparar pares de elementos, ya que en un
orden total s6lo estamos seguros que los elementos saben como compararse.

También tenemos n elementos, por simplicidad asumiremos que dichos
elementos son todos distintos.

Ordenar dichos elementos consiste en encontrar una permutacion de ellos
que cumpla con ciertas caracteristicas, dicha permutacién es tnica; y con
cada comparacién que se realiza, nos vamos haciendo la idea de cual puede
ser la permutacion correcta.
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De una manera mas precisa, inicialmente hay n! permutaciones que po-
drian ser la correcta y podemos hacer w posibles comparaciones; cada
vez que realicemos una comparacion obtendremos un 0 o un 1, y la intencién
es que la cantidad de permutaciones que podrian ser la correcta disminuya.

Vamos a imaginar un arbol binario, en el cual a cada hoja corresponde
a una permutacion tnica y a cada nodo v corresponde a un conjunto de
permutaciones posibles C'(v) de tal manera que si los hijos de v son a y b
entonces C'(v) = C'(a) UC(b) y ademéas a Nb = (.

Este arbol representa un algoritmo, cada nodo representa un estado posi-
ble del algoritmo, de tal manera que la raiz r representa el estado inicial y
C(r) es el conjunto de todas las permutaciones de los n elementos.

Como el algoritmo esta bien definido entonces no hay duda que la primera
comparacion es siempre la misma, esa comparacion puede regresar 0 o 1, el
hijo izquierdo representa el estado del algoritmo si la primera comparaciéon
regresa 0 y el hijo derecho representa el estado del algoritmo si la primera
comparacion regresa 1.

De tal manera que si a y b son los hijos izquierdo y derecho de la raiz
entonces C(a) y C(b) representan los conjuntos de posibles permutaciones
validas si la primera comparacion regresa 0 y si regresa 1 respectivamente.

De manera analoga todas las comparaciones realizadas(y los valores de-
vueltos) por el algoritmo en un estado quedan determinadas por el camino
a la raiz del nodo que representa dicho estado; los hijos izquierdo y derecho
representaran lo que sucede si la siguiente comparacion regresa 0 y si regresa
1 respectivamente.

Una vez convencidos de que cada arbol puede representar de manera tinica
todas las posibles comparaciones que realiza un algoritmo de ordenamiento
con una entrada de tamano n, procederemos a medir la complejidad en cuanto
a nimero de comparaciones.

Descender un nivel en el arbol equivale a realizar una comparacion, de
esta manera al alcanzar una hoja, el nimero de comparaciones realizadas
serd su distancia a la raiz. Como se explico antes, somos pesimistas, asi que
vamos a medir la complejidad del algoritmo con respecto a la hoja mas lejana
a la raiz, es decir, respecto a la altura del arbol.

El ntimero de hojas del arbol binario es n!(una hoja por cada permutacion),
y bien sabemos que un &rbol binario con n! hojas tiene altura de al menos
logs(n!), por lo tanto por la formula de Stirling la altura del arbol es de 6rden
O(nlogn).

De este resultado obtenemos el siguiente teoremas:

Teorema 35. Cualquier algoritmo de ordenamiento(sobre un drden total)
tiene complejidad de al menos O(n log n).
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oo 19D

Estructura de la Solucion y Espacio de
Bisqueda

Gran parte de los problemas tratados en la algoritmia son de optimizacion
combinatoria; es decir, dentro de un conjunto finito, elegir el mejor elemento
o encontrar aquellos elementos que cumplan con una caracteristica especial.

Esto suena como si fuera algo realmente sencillo, pues todo lo que hay
que hacer es evaluar uno por uno y quedarse con el mejor. Lo interesante de
estos problemas radica en encontrar el mejor mas rapidamente o en reducir
el niimero de posibles soluciones.

Al procedimiento de evaluar candidato que pudiera ser una solucién le
llamamos busqueda(refiriéndonos a que se estd buscando una solucion), y al
conjunto dentro del cual tenemos que encontrar la soluciéon le llamaremos
espacio de bisqueda.

Aqui hay que aclarar que no se esta abusando de la palabra bisqueda, la
cual es usada para referirse a los recorridos en grafos, ya que un grafo es en
escencia un espacio de busqueda.

Por lo general la definicién de espacio de busqueda es simplemente el con-
junto de todos los posibles candidatos a ser una soluciéon de un problema de
optimizaciéon. Sin embargo, para nuestros propositos usaremos una definicion
algo diferente, la cual requiere de un poco mas de texto para entender tanto
su significado como su motivacion.

Por el momento nos quedaremos con la siguiente definicion provicional:

Definicién 19.0.1 (Espacio de Busqueda(definicion temporal)). Un conjun-
to que contiene a todos los candidatos para ser una soluciéon de un problema
de optimizacién.

Es decir es un conjunto al cual pertenece la soluciéon del problema, pudi-
endo tener otros elementos que no sean la solucion.

241
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Lo primero que se necesita para hacer uso eficaz de una bisqueda es definir
un espacio de busqueda, este paso es obvio, antes de buscar, requerimos saber
en donde buscar. Pero aun cuando parezca obvio, es el paso maéas dificil de
todos y el que menos programadores son capaces de tomar.

Como buen programador es indispensable que puedas definir un espacio de
busqueda para cualquier problema que se te presente, de otra forma tendras
serios problemas para poder encontrar soluciones a problemas que no sean
triviales.

Para poder definir el espacio de busqueda, es necesario conocer la es-
tructura de la solucién, es decir, ;Qué es la soluciéon que me piden? ;Qué
estructura tiene? ;Como se puede representar?

19.1. Estructura de la Soluciéon

Normalmente la estructura de la solucién de un problema de optimizaciéon
combinatoria se puede simplificar a una sucesion de decisiones, cada decicién
representada mediante un namero.

Por ejemplo en el siguiente problema:

Problema Resuelto 19.1.1. En una tienda venden paquetes de crayones,
el paquete de 11 crayones cuesta $15, el paquete de 20 cuesta $25, el paquete
de 2 cuesta $5.

Se cuenta con exactamente $30, jcual es la mayor cantidad de crayones
que se pueden comprar?

Solucién Este problema se puede reducir a tomar estas 3 deciciones:

= ;Cuantos paquetes de 11 crayones comprar?
= ;Cuantos paquetes de 15 crayones comprar?

= ; Cuéntos paquetes de 2 crayones comprar?

Se pueden comprar a lo mas 2 paquetes de 11, a lo més un paquete de 15
y a lo més 6 paquetes de 2. Nuestra estructura de la solucién puede ser una
terna ordenada de enteros indicando cuantos paquetes se van a comprar de
cada tipo.

Por lo tanto nuestro espacio de bisqueda es el siguiente:
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Figura 19.1: Arbol de Decisiones

{(0,0,0), (0,0,1),(0,0,2), (0,0,3), (0,0,4), (0,0,5), (0,0, 6)
(0,1,0),(0,1,1), (0,1,2), (0,1,3),(0,1,4), (0,1,5), (0,1, 6)
(1,0,0), (1,0,1), (1,0,2), (1,0,3),(1,0,4), (1,0,5), (1,0, 6)
(1,1,0),(1 1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,1,4),(1,1,5),(1,1,6)
(2,0,0),(2,0,1),(2,0,2),(2,0,3),(2,0,4),(2,0,5), (2,0,6)

(2, 0)7(2, 1),(2,1,2), (2,1 73)7(2, ,4),(2,1,5),(2,1,6)}

Muchas veces resulta conveniente visualizar esta sucesién de decisiones
como arboles enraizados(con raiz), donde cada nodo representa un prefijo
de uno o mas candidatos a soluciones, como te podras imaginar un nodo
padre es prefijo de toda su descendencia y las hojas representan los elementos
del espacio de blsqueda. Estos arboles a menudo son llamados drboles de
decisiones.

Definicién 19.1.1 (Arbol de Decisiones). Si un espacio de busqueda S posee
como elementos solamente sucesiones finitas, entonces S posee un arbol de
decisiones.

El arbol de decisiones de S es un arbol enraizado 7" = (V, A) con raiz r
en el cual se cumplen las siguientes condiciones:

» Para todo nodo v € V existe p(v) tal que p(v) es prefijo de algun
elemento de S. Llamaremos p(v) la subsolucién asociada a v.
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» Para todo prefijo = de todo elemento s € S existe un nodo v € V tal
que p(v) = z.

» Si para dos nodos u,v € V, u es padre de v entonces p(u) es prefijo de
p(v).

La figura 19.1 muestra el arbol correspondiente al espacio de bisqueda
que definimos. Obviamente solo muestra algunos nodos, ya que ocuparia
demasiado espacio en la pagina. Notamos como la raiz esta vacia, los hijos
directos de la raiz constan de un solo ntimero, los nodos a distancia 2 de la
raiz son pares ordenados y las hojas, que estan a distancia 3 de la raiz, son
ternas ordenadas.

Aqui debemos de notar que no todas las ternas del espacio de busqueda
son aceptables, puesto que algunas se exceden del presupuesto, por ejemplo,
la terna (2,1,6) no es aceptable, ya que comprar 2 paquetes de 11 crayones,
1 de 15y 6 de 2 cuesta 30 + 15+ 30 = 75 y en este problema solamente se
dispone de la cantidad de 30.

El objetivo del espacio de biisqueda no es ser una solucién al problema,
ni ser un conjunto de soluciones aceptables, de hecho puede haber muchos
espacios de busqueda validos para un mismo problema.

El objetivo real de un espacio de btisqueda es ser un conjunto finito donde
seguramente se encuentre la soluciéon, muchas veces es preferible que este con-
junto sea pequeno, sin embargo a veces es mas sencillo trabajar con espacios
mas grandes.

Volviendo al problema, si verificamos todas las ternas, una por una, lle-
garemos a la conclusion de que (2,0,0) representa la solucion al problema,
es decir, la solucion es comprar 2 paquetes de 11.

O

El ejemplo anterior fue algo burdo y muy probablemente el lector llego a
la conclusion de los 2 paquetes de 11 sin necesidad de verificar cada terna en
el espacio de busqueda. No hay que subestimar el ejemplo, se incluyé para
ilustrar como la estructura de la solucién de un problema de optimizacion
combinatoria se puede reducir a tomar una sucesion de decisiones(en este
caso 3 decisiones).

El identificar correctamente la estructura de la soluciéon y visualizar el
espacio de busqueda como un arbol enraizado ya es un gran paso, y ahora
podemos entender las bisquedas que ya se presentaron anteriormente de la
siguiente manera:

= Bisqueda en Profundidad. Procedimiento recursivo que trata de
llegar siempre lo mas profundo que pueda, en cada paso, si aiin no ha
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encontrado la solucién, trata de bajar un nivel en el arbol, si no es
posible bajar mas, entonces regresa un nivel y trata de bajar por la
siguiente rama que todavia no haya recorrido.

= Biisqueda en Amplitud. Recorre el arbol nivel por nivel, es decir, en
el primer paso busca la solucion entre todos los nodos del primer nivel
del arbol, si no encuentra la solucion, entonces baja un nivel y la busca
entre todos los nodos del segundo nivel, y de esa manera recorre cada
uno de los niveles hasta encontrar la solucion.

Aqui hay que hacer notar que las busquedas en amplitud son especial-
mente tutiles cuando lo que se desea es la soluciéon que este maéas cercana a la
raiz del arbol, ya que al ir recorriendo nivel por nivel, la primera solucién
que se encuentra es aquella que esta mas cercana a la raiz.

También es agradable notar que no hemos dejado de ver las blisquedas
como recorridos de grafos, ya que un arbol enraizado también es un grafo.

Dedicaremos las siguientes secciones completamente a ejemplificar el uso
de busquedas identificando los arboles de decisiones correspondientes asi co-
mo a notar las deficiencias que tiene este modelo y motivar otra forma mas
refinada de ver los espacios de busqueda.

Es importante leer estas secciones ya que ademas de ilustrar como usar las
bisquedas en problemas no triviales, nos llevaran a nuestra nueva concepcion
de espacio de busqueda y en el camino se dardn mas definiciones.

19.2. Juego de Numeros

Esta seccion se dedica exclusivamente a un problema, el cual llamaremos
“Juego de Niimeros” no sobra decir que este fué uno de los primeros problemas
utilizados para entrenar y elegir a la selecciéon mexicana para la Olimpiada
Internacional de Informatica del 2005.

El contexto del problema es el siguiente:

Hay un juego, que se juega sobre un tablero de NxN casillas, en cada
casilla hay un ntimero distinto entre 1 y N2, por lo que todas las casillas del
tablero estan llenas.

El objetivo del juego consiste en llevar la configuracion inicial del tablero a
una configuracion en la que los niimeros del 1 al N? se encuentren ordenados
comenzando de izquierda a derecha y de arriba a abajo.

Es decir, si el tablero inicialmente estuviera como se muestra en la figura
19.2 el objetivo del juego seria llevarlo a la configuracion de la figura 19.2.

Para mover nimeros de su lugar te puedes posicionar en cualquier casilla
(,7) talque 1 <i< Nyl<j<N.
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2153
11814
71916

Figura 19.2: Estado inicial del tablero

11213
41516
71819

Figura 19.3: Estado final del tablero

Una vez en la casilla (i, j) se puede hacer una rotacion, ya sea en sentido
horario o antihorario utilizando las casillas (i+1,7), (i+1,7+1)y (4,7 +1).

Por ejemplo, para el de la figura 19.2 si nos posicionaramos en la casil-
la (2,2) podemos hacer una rotacion(horario o antihoraria) con las casillas
(3,2), (2,3) vy (3,3). Las figuras 19.2 y 19.2 muestran ambas rotaciones.

Problema Resuelto 19.2.1. Escribe un programa que dada la configura-
cion inicial de un tablero de 3 x 3 determine cual es el numero minimo de
movimientos que se requieren para ordenarlo. Se considera un movimiento
cualquier giro que se haga, ya sea en sentido horario o antihorario.

El programa debera de funcionar en menos de un segundo.

Estructura de la Solucion

Primero que nada identificaremos la estructura de la solucién, y para eso
debemos de responder esta pregunta ;qué nos estd pidiendo el problema?

La respuesta es sencilla: Nos esta solicitando el niimero minimo de movimien-
tos para llegar de una permutacion inicial de las casillas a una permutacion
final.

Es conveniente ver el estado del tablero como una permutacién de 9
numeros enteros, donde los primeros 3 corresponden a la primera fila, los

11213
418|5
7196

Figura 19.4: Rotaciéon horaria en (2,2)
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11213
69
7158

Figura 19.5: Rotacion antihoraria en (2, 2)

siguientes 3 a la segunda fila y los dltimos 3 a la ultima fila. Siendo asi la
permutacién final es (1,2,3,4,5,6,7,8,9).

Aunque este problema consiste en encontrar el niimero minimo de movimien-
tos para acomodar el tablero, si vemos la respuesta como un niimero es claro
que no avanzaremos mucho. Vamos a cambiar un poco el problema con el
fin de poder definir subsoluciones: en lugar de buscar iinicamente el minimo
nimero de movimientos para acomodar el tablero por el momento supon-
dremos que también necesitamos saber qué movimientos hacer para acomodar
el tablero.

Ahora podemos ver el espacio de busqueda como un arbol enraizado,
donde cada nodo representa una sucesién de movimientos, la raiz representa
la ausencia de movimientos, los 8 nodos a distancia 1 de la raiz representan las
8 rotaciones(2 rotaciones diferentes en cada uno de los 4 lugares diferentes)
que se pueden realizar, los 64 nodos a distancia 2 de la raiz representan los
64 pares de rotaciones que se pueden realizar, etc.

Debido a que hay 8 rotaciones validas en este juego, de cada estado surgen
8 nuevos estados, lo que ocasiona que el arbol de biisqueda crezca demasiado
rapido. Hay un nodo a distancia 0 de la raiz, 8 nodos a distancia 1, 64 nodos
a distancia 2, 512 nodos a distancia 3, etc.

Es decir, a distancia n hay 0+8464+...+8" nodos, lo cual es equivalente

8n+1_1 . ., ~ .
&—— nodos. Si buscaramos una solucion de tamano 10 tendriamos que
revisar un total de ;153391689 nodos!.

Esto pudiera parecer un callejon sin salida, ya que realmente no podemos
revisar todas las subsoluciones (sucesiones de movimientos, en este caso) que
se pueden realizar.

Sin embargo hay algo que nos puede sacar de este apuro: Hay solamente
9! = 362880 acomodos del tablero posibles. También debemos de notar que
para dos subsoluciones A = (ay,as,...,a,) y B = (b1, b2, ...,by) con n < m,
si Ay B llegan al mismo acomodo del tablero, entonces A puede ser prefijo
de una solucion pero B no puede ser prefijo de una solucion.

Recordamos que nuestra definicion de soluciéon es aquella sucesion finita
de movimientos que lleva el tablero del estado inicial al final y que ademas
dicha sucesion tiene longitud minima.

Si B fuera prefijo de una solucion S = (si, s, ..., s,,), significaria que
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b1 = s1, by = S9, ..., b,, = S, €s decir, que una solucién seria realizar los
m movimientos de B llevando al tablero a un acomodo P y luego realizar
m’ — m movimientos llevando al tablero al acomodo final.

Pero si eso sucediera entonces seria posible llevar al tablero al al mismo
acomodo P realizando n < m movimientos y luego realizar los movimientos
Smt1s Sma2, -y Sy llevando al tablero al estado final.

Es decir la subsolucion T = (ay, a9, ..., Gpy Smi1, Smi2, - Sy) levaria al
tablero del acomodo inicial al acomodo final, y ademas la longitud de T seria
n+m’ —m lo cual es menor que m+m’ —m = m’ y contradice la suposicion
de que S es una solucion.

En resumen, lo que probamos en estos parrafos fue que si hay varias
formas de llegar a un mismo acomodo del tablero, solamente hay
que tomar en cuenta la mas corta.

Si varias de esas subsoluciones usan el mismo ntimero de movimientos,
basta con tomar cualquiera de ellas y no perderemos nuestra oportunidad de
encontrar una soluciéon ya que al llegar al mismo acomodo del tablero, lo que
se puede hacer a partir de ahi es exactamente lo mismo y lleva a los mismos
resultados.

Asi que lo que podemos hacer para resolver el problema, sin necesidad
de abandonar atin nuestro modelo del &rbol de decisiones, es realizar una
bisqueda en amplitud teniendo en cuenta qué acomodo de tablero genera
cada subsolucion; y si dicho acomodo de tablero ya fué visitado antes, en-
tonces ignorar dicho nodo.

Podemos hacer eso ya que en la busqueda en amplitud la primera vez
que encontremos cada acomodo de tablero tendremos la certeza de que lo
habremos encontrado con la menor cantidad de movimientos(todos los nodos
que se recorran después estaran igual o mas lejos de la raiz).

Finalmente, para implementar esta solucién lo que necesitamos es una
cola(para la bisqueda en amplitud), una manera de representar cada nodo,
y una manera de marcar los acomodos o permutaciones ya visitadas.

La informacion relevante de cada nodo viene dada por dos cosas: la sub-
solucion(los movimientos realizados) y la permutacion de casillas a la cual se
lleg6. Aunque la primera cosa implique la segunda, recordemos que el proble-
ma solamente nos pide el nimero de movimientos realizados, entonces basta
con que guardemos la permutacion de casillas y el nimero de movimientos
realizados.

Es tentador representar cada permutaciéon por un arreglo de 9 enteros,
sin embargo, para marcar la permutacion como visitada resultaria mucho
mas practico el nimero de permutacion, es decir, si se ordenaran todas las
permutaciones lexicograficamente, ;cuantas permutaciones serfan menores
que una permutacioén en particular?.
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Numero de Permutacion

Averigiiar el nimero de permutaciéon es un problema interesante, el cual
sugiere el uso de diversas estructuras de datos para permutaciones de muchos
elementos, sin embargo como tenemos solamente 9 elementos, dificilmente
una estructura de datos mejoraria el tiempo de ejecucion de dicho algoritmo.

icudl es el nimero de permutacion de P = (7,3,2,6,9,5,8,1,4)7 o mejor
dicho ;cuantas permutaciones hay menores que P?

Los siguientes dos péarrafos describen algo verdaderamente sencillo de pen-
sar pero dificil de redactar de manera precisa, la idea trata de dada una
permutacion p, tomar el menor prefijo de p que no sea prefijo de P y luego
notar que p es menor que P si y solo si estos dos prefijos son distintos. El
lector deberé leer con cuidado lo siguiente pero sin miedo ya que no es nada
profundo.

Vamos a llamar C(p) al mayor prefijo comun entre p y P. Por ejemplo
C(7,1,2,3,4,5,6) = (7), C(7,3,2,1,4,5,6) = (7,3,2). Y sea C;(p) el prefijo
de p cuya longitud excede en 1 a la longitud de C(p)(notamos que no tiene
sentido hablar de C1(P)). Por ejemplo C(7,3,2,1,4,5,6) = (7,3,2,1)

Ahora, consideremos que p es una permutacion cualquiera de los nimeros
de 1,...,9 tal que p # P. Vamos a llamar m a la longitud de C}(p). Tenemos
que p es menor que P si y solo si. C1(p) es menor que el prefijo de tamano
m de P.

Notemos que si una permutacion p empieza con 1, 2, 3, 4, 5 6 6 entonces
la permutacion p es menor que P, y ademas hay 8! permutaciones que inician
con cada uno de estos niimeros.

Si una permutacion empieza con (7,1) o con (7,2) también esa per-
mutaciéon es menor que P y ademas hay 7! permutaciones que inician con
cada uno de estos prefijos.

Continuando con este razonamiento, la permutacion también sera menor
si inicia con (7,3,1) y hay 6! permutaciones que cumplen esto.

El siguiente ntimero en la permutacion es 6, parece que encontraremos
prefijos de tamano 4 tales que sus primeros 3 elementos sean 7,3 vy 2 y que
sean prefijos de puras permutaciones menores que P. Pero la realidad es otra,
ya que solamente existen 3 prefijos: (7,3,2,1), (7,3,2,4) y (7,3,2,5).

Lo que sucede ahora es que los prefijos no pueden terminar en 2 ni en
3 ya que repetirian ntimeros en la permutacion, asi que debemos cuidarnos
también de no contar los nimeros que se repiten.

Es decir, si una permutacion p es menor que Py m es la longitud de C;(p),
entonces, el dltimo nimero de C(p) no puede estar en C'(p) ni tampoco ser
mayor o igual que el m—ésimo nimero de P, es decir, los numeros aceptables
son aquellos que no estan en C(p) y son menores que el m—ésimo numero de
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P.

Para contar aquellos niimeros aceptables para una longitud de prefijo
determinada, vamos a definir una funcion M donde par un entero n entre 1
y 9, M(n) representa la cantidad de nimeros que no aparencen en el prefijo
de tamano n de P y que son menores que el n—ésimo niimero de P.

Por ejemplo, ya vimos que M (1) =6, M(2) =2, M(3) =1y M(4) = 3.

Por lo tanto el niimero de permtuaciones menores que P es:

M (9)0! + M (8)1! + M(7)2! + M (6)3! + M (5)4!
FM(4)5! + M(3)6! + M(2)7! + M(1)8!

Es interesante notar que si bien nos motivamos en el valor de la permutaciéon
de P para obtener esta formula, la formula no depende realmente de los
valores de la permutacion, solamente estamos suponiendo que P es una per-
mutacion de los niimeros enteros de 1 a 9.

Si aplicaramos un algoritmo analogo para una permutacion de los enteros
de 1 a N, el algoritmo seria O(N?), puesto que evaluar la funcion M seria
lineal y habria que evaluarla N veces. Sin embargo, como aqui N siempre
vale 9, esta particularizacion del algoritmo es O(1).

Para representar una permutaciéon usaremos un arreglo de 9 caractéres,
ya que los caracteres gastan menos memoria que los enteros.

A continuacién se muestra una implementacion del algoritmo que encuen-
tra el nimero de permutacién en una funciéon llamada menores:

int menores(char perm]|]) {
int i, M, k, r;
int factorial —=1;
r=0;
for (i=0;1 <=8;i++){
if(i!=0)
factorials=i;
M=perm[9—i —1];
for (k=0;k<9—1 ; k++){
if (perm|[k|]<=perm[9—i —1]){

M__.
}
}

r+=Mxfactorial ;

}

return r;



= W N =

= W N =

© 00 ~J O Ot

19.2. JUEGO DE NUMEROS 251

Implementacion

Volviendo al problema original, nos disponemos a usar una bisqueda
en amplitud, donde cada elemento de la cola constard de una permutacion
representando un acomodo del tablero y el tamano de la subsolucion mas
corta que llega a dicho acomodo, también serd necesario un arreglo con 9!
elementos para marcar los tableros que ya se lograron formar.

En la blisqueda en amplitud se visitaran solo aquellos nodos del arbol de
deciciones que formen un acomodo del tablero que no se haya podido formar
anteriormente.

Dado que nunca habra mas de 9! elementos en la cola, podemos imple-
mentar la cola con un tamano maximo de 9!, cada elemento de la cola consta
de un arreglo de 9 caracteres y un entero. Por lo tanto la cola se pude imple-
mentar de la siguiente manera:

char ColaPerm [9x8*T+6x5%x4x3%2x1][9];
int ColaMov|[9+8*T7*x6x5x4x3%2x1];

int Colalnicio=0;

int ColaFin=0;

El arreglo para marcar los tableros ya formados puede ser usado también
para guardar cuantos movimientos se necesitaron para formarlo, puede ser
declarado asi:

int MinMov[9%8%7x6x5x4x3%2x1];

MinMov valdra 0 cuando la permutaciéon no se haya visitado, y valdréa
el nimero de movimientos mas uno cuando la permutaciéon se haya visita-
do. Esto de sumarle 1 se debe a que la permutacion inicial se forma con 0
movimientos.

Resulta conveniente marcar el arreglo MinMov dentro de la funciéon para
encolar:

void encolar(char perm|[|, int movs){
int m=menores(actual);
if (MinMov [m]==0){
memcpy ( ColaPerm | ColaFin|, perm, 9x
sizeof(int)); //Copiar a ColaPerm/
ColaFin] el contenido de perm
ColaMov [ ColaFin|=movs;
ColaFin+-+;
MinMov [m]=mov ;
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Y para desencolar asi:

int desencolar (char perm|]){
memcpy (perm, ColaPerm | Colalnicio|, 9*sizeof(int
));

return ColaMov | Colalnicio++|;

La funcién para desencolar regresa el nimero de movimientos y copia la
permutacion a un arreglo dado.

Notamos también que una rotacién en sentido antihorario es equivalente
a 3 rotaciones en sentido horario, por lo tanto solamente es necesario imple-
mentar la rotacion en sentido horario:

void rota(char perm|[]|, int fila , int col){

char xa, *b, xc, xd; //FEstas variables
apuntaran a las posiciones de las 4 casillas
que se wan a rotar

char ta, tb, tc, td; //Estas wvariables
guardardn los wvalores iniciales de las 4
casillas

fila ——; col——; //Cambia la fila y columna de
indices basados en 1 a indices basados en 0

a=&perm | filax3+col |;

b=&perm | fila*3+col +1];

c=&perm | ( fila +1)*3+col |;

d=&perm | ( fila+1)*x3+col +1];

ta=ska; tb=xb; tc=xc; td=xd; //Guarda el estado
initcial en wvartables temporales

xa=tc; xb=ta; xc=td; xd=tb; //Rota en sentido
horario

Una vez implementadas todas estas funciones la bisqueda en amplitud
es algo muy sencillo:

encolar (actual , 1);
while (MinMov[0]|==0) {
movs=desencolar (actual);
for (i=1;i <=2;i++){
for (k=1;k<=2;k++){
rota(actual , i, k);
encolar (actual , movs+1); //
Rotacion horaria
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rota (actual , i, k);

rota(actual , i, k);

encolar (actual , movs+1); //
Rotacion antihoraria

rota (actual , i, k); //Despues
de 4 rotaciones la
permutacion inicial regresa
a como estaba al inicio

}

El codigo completo de esta solucion(incluyendo la cabecera, la lectura y
la escritura) mide menos de 80 lineas.

19.3. Empujando Cajas

El siguiente problema se usé en el 2005 en la Competencia Iberoamericana
de Informética por Correspondencia.

Seguramente ya conoces un videojuego clasico que trata de que hacer que
un obrero empuje cajas para colocarlas sobre una marcas dibujadas en el
suelo.

Considera un juego de similar en el cual el obrero debe empujar solamente
una caja a traves de un cuarto hacia una ubicaciéon determinada.

El cuarto esté representado por una cuadricula de 5 x 5 rodeada de una
pared perimetral, dentro de la cuadricula hay dos tipos de casillas: las casillas
libres y las casillas con pared.

Ademas de esto, dentro del cuarto se encuentra el obrero y la caja, siempre
en casillas diferentes.

El obrero puede moverse una casilla al norte, sur, este u oeste, siempre y
cuando no ocupe la posicién de una pared ni la posiciéon de la caja.

En ciertas ocaciones el obrero puede empujar la caja pero no tiene sufi-
cientes fuerzas para tirar de ella.

El acto de empujar la caja se puede ejercer cuando el obrero esta en una
casilla vecina(horizontal o verticalmente pero NO en diagonal) a la casilla de
la caja que empuja con la restriccion de que la caja nunca puede ocupar una
casilla con pared.

Luego de empujar la caja, el obrero pasa a ocupar la casilla que antes
ocupaba la caja y la caja se mueve una casilla en la misma direccién que el
obrero.
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Figura 19.6: Los primeros 4 digitos del arbol de decisiones de “Empujando
Cajas”

Problema Resuelto 19.3.1. Escribe un programa que dado el mapa del
cuarto, determine el niimero minimo de pasos para que el obrero coloque la
caja en la ubicacion dada realizando el minimo nimero de pasos. Donde un
“paso” se define como la accién de moverse de una casilla a una casilla vecina.

El mapa del cuarto se representa por una cuadricula de 7 por 7 caracteres
donde:

» El caracter “X” indica pared

» El caracter “O”(no cero) indica la ubicacion del obrero

El caracter “C” la ubicacion de la caja.

El caracter “D” el lugar de destino de la caja.

El caracter “.”(ASCII 46) casilla libre.

El programa debera funcionar en menos de un segundo.

Estructura de la Solucién

Nuevamente nos debemos de preguntar: ;qué es lo que nos esta pidiendo
el problema?. La respuesta es el nimero minimo de pasos.

Procederemos como en la seccién anterior, pensando en la solucién como
una secuencia finita de pasos, cada paso puede ser representado solamente
por un entero del 0 al 3 indicando la direccion.



19.3. EMPUJANDO CAJAS 255

Asi que diremos que las soluciones de este problema son aquellas secuen-
cias finitas de pasos(representadas por enteros del 0 al 3) tales que hacen que
el obrero empuje la caja hasta su posicion de destino y que tienen longitud
minima.

En este problema cada subsolucién serd también una secuencia finita de
pasos pero puede no llevar la caja a su lugar de destino.

Por lo tanto el arbol de decisiones lo podemos ver como un arbol enraizado
en el cual la raiz es una cadena vacia y cada nodo representa una sucesion
finita con los enteros del 0 al 3.

La figura 19.3 muestra los primeros 4 niveles(incluyendo la raiz) de este
arbol de decisiones. Nuevamente podemos darnos cuenta de que el arbol de
decisiones crece bastante rapido, con tan solo 10 niveles hay mas de un millon
de nodos y en 15 niveles hay mas de mil millones de nodos.

Mejorando la Solucién

En la seccion anterior se resolvio el problema del juego de digitos, en el
cual salimos del apuro de tener un espacio de busqueda demasiado grande
dandonos cuenta que habia varias manera de llegar a un mismo acomodo del
tablero y una vez que se llega a un acomodo del tablero no importan qué
movimientos se hicieron para llegar ahi sino cudntos movimientos se hicieron.

Trataremos de aplicar un razonamiento parecido aqui. Nuestro acomodo
no es simplemente el lugar donde se encuentra el obrero, ya que el obrero
puede mover la caja, pasar por su posiciéon original y volver a mover la caja
después. Dos subsoluciones pueden ser escencialmente distintas atin cuando
el obrero se encuentre en la misma posicion.

Sin embargo, si para dos casillas cualesquiera (a, b) hay varias formas de
colocar la caja en a y que el obrero se mueva después a b, sin importar cual
de todas esas formas uso el obrero para hacer eso. Las maneras de llevar la
caja a su destino no cambian.

Es decir, para cualquier par de casillas (a,b) si dos subsoluciones = y y
tales que |z| < |y|, que llevan al obrero a la casilla b y a la caja a la casilla
a, se tiene que y no es prefijo de ninguna solucién, puesto que si es posible
llevar la caja a su destino, no la llevaria en el minimo niimero de pasos.

Vamos a definir entonces un estado como un par de casillas (a,b) y vamos
a decir que una subsolucion pertenece a dicho estado si luego de ejecutar los
pasos de la subsolucion, la caja termina en la casilla a y el obrero termina
en la casilla b.

Asi que haremos una busqueda en amplitud en el arbol de decisiones,
cada que se visite una subsolucion, revisaremos si el estado al cual pertenece
no habia sido generado antes antes, y si habia sido generado no visitaremos
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esa subsolucion,de esta manera todos los estados se generaran unicamente en
el nodo mas cercano a la raiz, es decir, para cada estado encontraremos una
de sus subsoluciones mas cortas, y solamente una.

La solucion podria ser cualquiera de las subsoluciones (a, D) donde D es
la posicién de destino de la caja.

Implementacién

Como se habia mencionado anteriormente, vamos a hacer una busqueda
en amplitud en el 4rbol de decisiones.

El problema solo nos pide la longitud de la subsolucién y no la soluciéon
completa, entonces no es necesario guardar en la cola todo sino solamente el
tamano de la subsolucién encontrada y el estado que genera dicha subsolu-
cion.

Como habiamos dicho antes, una subsolucion es un par de casillas. Pero
necesitamos representar las casillas de alguna manera. Es posible representar-
las por un par de enteros indicando la fila y la columna, pero como sabemos
que el mapa es de 7x7 entonces seria mas sencillo numerar las casillas de 0 a
48 y representar cada casilla por un solo entero.

Digamos que las casillas de la primera fila tienen nimeros del 0 al 6, de
la segunda fila del 7 al 13, etc. Si en cada fila a cada casilla le asignamos los
nimeros en forma creciente de izquierda a derecha tendremos que a una casil-
la ubicada en f-ésima fila y la c-ésima columa, le corresponderia el nimero
7(f—1)+(c—1). Esto sugiere que es conveniente tanto en filas como columnas
asignarles nimeros de 0 a 6.

Por lo tanto, dado el nimero de casilla, obtener la fila y la columna es
particularmente facil:

int obtenFila(int casilla){
return casilla /7;
}

int obtenColumna(int casilla){
return casilla %7;
}

Y dada la fila y la columna, obtener el niimero de casilla también es facil:

int obtenCasilla(int fila , int columna){
return 7xfila+columna;
}

Usaremos un arreglo llamado Mejor para guardar la longitud de la sub-
solucion mas corta para generar cada estado. La cola, como ya se habia
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mencionado, debe de guardar un estado y la longitud de la subsolucion, es
decir, tres enteros.

Para representar los movimientos al norte, sur, este y oeste, vamos a usar
un par de vectores de direccion, es decir, dos arreglos Df y Dc tales que para
alguna casilla en fila f y columna ¢, f + Df[i] y ¢ + Dcli] representen una
casilla vecina a la casilla original, indicando ¢ la direccion con un entero de
0ad4.

Asi que estas son las estructuras que se definiran en el problema:

int Mejor [49][49];

int ColaA[49x%49];
int ColaB[49x%49];
int ColaTam[49%49];
int Colalnicio;

int ColaFin;

int Df[]={0, 1, 0, —1};
int De[]={1, 0, -1, 0};

Para encolar un estado, en lugar de usar como parametros las dos casillas
y la longitud de la subsolucién, resulta mas cémodo pasar la fila y la columna
de cada una de las casillas.

void encolar(int fl1, int c¢l, int f2, int ¢2, int len){
int a, b;
a=obtenCasilla (fl, cl1);
b=obtenCasilla(f2, ¢2);
if (Mejor[a]|[b]==0){ //Si el estado no habia
sitdo encontrado antes
Mejor[a|[b]=1en;
ColaA [ ColaFin]|=a;
ColaB | ColaFin|=b;
ColaTam | ColaFin|=len +1;
ColaFin+-+;

Al final la busqueda en amplitud queda de esta manera:

void amplitud (int O, int C){
int f1, cl1, 2, c¢2, len;
int f, c;
int a, ij;
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encolar (obtenFila (O), obtenColumna (
obtenFila(C), obtenColumna(C), 0
while( Colalnicio!=ColaFin){
fl=obtenFila(ColaA| Colalnicio]) ;
cl=obtenColumna (ColaA [ Colalnicio|) ;
f2—obtenFila (ColaB| Colalnicio]) ;
c2=obtenColumna (ColaB | Colalnicio |) ;
len=ColaTam| Colalnicio |;
Colalnicio++;
for (i=0;1 <4;i++){
f=f1+Df[1i];
c=cl+4Dc|i];
if (Mapa[f|[c|!="X"){ //Si el
obrero se mueve a una
posicion donde no hay pared
if (f=f2 && c=c2){ //
St empuja la caja
if (Mapa| f2+Df| i
|11 c2+Dcli
1= X){ //
Si la caja
se mueve a
unaG posicion
donde no
hay pared
encolar
(f,
¢,
f2+
Df][1i
]7
c2+
Dc|i
I
len
+1);

0) ,
) ;

telse{//Si se mueve a
suelo libre

encolar (f, ¢,

f2 ) ¢c2, len
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+1);

El programa completo que resuelve este problema posee poco menos de
100 lineas.

19.4. Camino Escondido

Este problema aparecié en un examen preselectivo para la IOI del ano
2007, el contexto del problema es el siguiente:

Imagina que estas a punto de entrar en la pirdmide que antecede a la sala
donde se encuentran los legendarios tesoros de los mayas, y en la puerta esta
escrito un extrano jeroglifico el cual se traduce de la siguiente manera:

Aqui no pueden entrar seres que no sean descendientes de nuestra gloriosa
civilizacion, para demostrar que por tus venas corre sangre maya deberds
demostrar tus habilidades para rastrear el camino siguiendo un patron que se
repite hasta llegar a la salida

El mapa de la piramide tiene forma de cuadricula y mide N x N, donde
N < 50, los movimientos pueden ser de manera vertical u horizontal, pero
no estan permitidos movimientos en diagonal.

La entrada a la cAmara esta representada por un “1” y se encuentra en
la parte superior, la salida tambien esta representada con un “1” pero se
encuentra en la parte inferior, el patron que debes de seguir debe de coincidir
con los numeros que estan dibujados en el suelo

Por ejemplo considera el siguiente mapa:

COl GO DN| 00| b
DO W~ | 00| OV W
= OO Q| | k=t
W[ 00| O o
U O] ©| | Gt

Si el patron a seguir fuera (3,5, 8) el nimero minimo de pasos para llegar
de la entrada a la salida seria 8 (en la figura el camino esté resaltado con
negritas).
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Problema Resuelto 19.4.1. Escribe un programa que dado un mapa de la
piraAmide encuentre el nimero minimo de pasos para desde la entrada hasta
llegar a la salida.

El programa debera funcionar en menos de un segundo.

Estructura de la Solucién

De igual manera que en los problemas anteriores, la pregunta que todo
lector se debe hacer es: ;qué estoy buscando?.

Para contestar correctamente la pregunta es necesario haber leido con
atencion el problema y comprenderlo correctamente. En este caso especifico,
estamos buscando el camino valido més corto entre la celda A y la celda B.

Ya sabemos lo que estamos biiscando. ;Cual es el siguiente paso? Por
supuesto, algo que parece obvio y sin embargo poca gente hace; preguntarse
., Como es lo que estoy buscando? Para cuestiones de problemas de informéti-
ca esto se traduce: ;Como se representa lo que estoy buscando?

.Como se representa lo que estoy buscando? Para este problema, un
camino se representa como una secuencia de celdas contiguas, ya sea de
manera horizontal o vertical, de la matriz, que inicia en la celda A y termina
en la celda B.

Una vez especificado el objeto que buscamos, surgen varias otras pregun-
tas interesantes sobre las caracteristicas del mismo. Estas preguntas se apli-
can a casos particulares y no es sencillo generalizarlas como las dos anteriores,
sin embargo, basta decir que una vez especificado el objeto de la busqueda
deben intentar conocerse la mayor cantidad de caracteristicas posible del
mismo.

Un punto importante para el problema que estamos investigando es:

., Cudl es el largo maximo que puede tener un camino? Inicialmente po-
driamos pensar que el largo méximo posible es el ntimero de celdas en la
matriz, es decir, N x N.

Pero leyendo el problema con atenciéon podremos observar que nunca se
dijo que el camino no podia pasar 2 veces por la misma celda. Eliminada
esta limitante vemos entonces que el largo méaximo de un camino puede ser
mayor que el nimero total de celdas de la matriz. De hecho, el largo maximo
de un camino puede ser MUUUY grande.

Muy bien, ya sabemos que estamos buscando, también sabemos como es.
Sigamos adelante, aqui viene la pregunta mas importante hasta el momento:
;.en donde debemos buscarlo?

.En donde debemos buscar? Esta es la pregunta clave en cualquier prob-
lema de busqueda y su correcta respuesta es lo que nos definira el espacio de
btsqueda. Volvamos a nuestro problema, la primera opcién que se ocurre es
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construir todos los caminos posibles (validos e invalidos) y entre ellos buscar
el que queremos.

Dado que no definimos una cota superior para el largo méximo del camino,
la cantidad de caminos que podemos construir es hasta el momento infinita,
y aunque las computadoras son muy rapidas, eso es insuficiente para buscar
entre un numero infinito de caminos.

Equivalencia de Subsoluciones

Una vez definido un primer espacio de busqueda, el siguiente paso es
recortarlo lo més posible hasta llegar a una cardinalidad manejable. Para
nuestro problema hay dos recortes inmediatos:

= En vez de construir todos los caminos, construyamos tinicamente los
que sean validos. Este puede parecer un buen recorte, sin embargo, al
no conocer los datos de entrada de antemano, no podemos estar seguros
de que sirva de algo. Un caso de prueba planeado cuidadosamente puede
hacer que el nimero de caminos validos sea tan grande que para fines
practicos buscar entre ellos sea como buscar en un nimero infinito de
opciones.

= Dado que queremos el camino més corto, hay que buscar entre todos
los caminos validos empezando por los de menor longitud. Este recorte,
a menos que el Gnico camino sea el mas largo posible, obviamente nos
ahorra algo. Pero de nuevo, al no saber que tan largo es el camino que
buscamos, no podemos estar seguros de que lo encontraremos en un
tiempo corto.

Hemos avanzado algo, sin embargo, atin no llegamos a un punto en donde
podamos asegurar una correcta solucion en tiempo para cualquier instancia
posible del problema.

Es muy importante siempre calcular el tamano del espacio de biisqueda
y pensar que en el peor de los casos nuestro programa va a tener que buscar
en la totalidad del espacio, piensen en el caso en el que no haya solucién,
para estar seguros tenemos que buscar entre todas las opciones, de modo
que requerimos que el tamano del espacio sea tal que atin examinandolo
completamente nuestro programa termine en el tiempo establecido.

Para nuestro problema, dado que un camino puede ser una solucién, una
subsoluciéon seria un prefijo del camino. En los dos problemas anteriores
hemos logrado exitosamente encontrar cierta redundancia en las subsolu-
ciones (es decir, hay pares de soluciones tales que no todo sufijo valido para
alguna de ellas es sufijo vélido para la otra).
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A esta redundancia de subsoluciones la llamaremos equivalencia. La idea
es que dos subsoluciones son equivalentes si la forma de llegar desde ellas a
la solucion buscada es exactamente la misma.

Para definir la equivalencia de subsoluciones de una manera mas precisa,
vamos a cambiar nuestro concepto de soluciéon. Diremos que una solucién es
aquella secuencia de decisiones que lleve al resultado deseado, sin importar
el nimero de decisiones que se tomen, es decir, solamente descartamos que
una solucion es necesariamente el camino mas corto; en este problema vamos
a aceptar como soluciéon cualquier camino.

De esa manera lo que buscamos ahora es una solucion tal que su longi-
tud sea la mas corta. Una vez aclarado esto estamos listos para definir la
equivalencia de subsoluciones:

Definicion 19.4.1 (Equivalencia de Subsoluciones). Sean a y b dos subsolu-
ciones, se dice que a y b son equivalentes si y solo si:

» Para cualquier soluciéon S tal que S resulta de la concatenacion de a
con alguna c(es decir, S = (a1, ag, ..., Gp, €1, C2, ..., C) ), S€ tiene que la
concatenacion de b con ¢ también es una solucion.

= Para cualquier solucion S tal que S es la concatenacion de b con alguna
¢, se tiene que la concatenacién de a con ¢ también es una solucion.

.De qué nos sirve tener sub-soluciones equivalentes? En realidad eso de-
pende un poco del problema especifico, sin embargo, en la mayoria de los
casos el beneficio viene de que dos sub-soluciones se pueden comparar de
manera directa y en base a eso decidir cual de las dos es 6ptima dados los
criterios que buscamos.

Notamos que si a y b son dos subsoluciones equivalentes, también b y a
también son equivalentes.

Si a es equivalente con b, y b es equivalente con ¢, entonces a es equivalente
con c(la demostracion surge directamente de la definicién anterior).

Ademas, toda subsolucién es equivalente consigo misma.

Estas 3 propiedades fueron las que utilizamos en la conectividad de los
grafos para ver como un grafo se podia particionar en componentes conexas.

Nos vemos tentados a definir algo totalmente anilogo a las componentes
conexas pero sustituyendo las aristas con las equivalencias. Sin embargo esto
puede complicar el problema, definiremos algo parecido, lo cual llamaremos
estados.
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Estados

La idea de los estados es poder particionar adecuadamente el espacio de
bisqueda. Es decir, cada estado es un conjunto de subsoluciones y ninguna
subsolucién esta en mas de un estado, todo esto de manera que cada decision
que se tome, o cada paso que se dé, o como se le quiera llamar al hecho de
descender un nivel en el 4rbol de decisiones sea equivalente a cambiar de un
estado a otro.

También se requiere que todas las subsoluciones que pertenezcan a un
mismo estado sean equivalentes(obsérvese que puede que subsoluciones aso-
ciadas a estados distintos también sean equivalentes).

Hay que aclarar que existen muchas formas validas de definir los esta-
dos, pero todas deben de cumplir con esas condiciones que se acaban de
mencionar.

Aterrizando un poco, en el problema de camino escondido, ; Cuéles serian
dos sub-soluciones equivalentes?

Dijimos anteriormente que una subsolucion es cualquier prefijo de un
camino solucién, como un camino es una sucesion de celdas de la matriz,
entonces una sub-soluciéon se definiria como una sucesion de celdas en la
matriz que va de la celda A a la celda Q.

La solucion debe de seguir los ntumeros especificados por la secuencia S,
de modo que nuestra subsoluciéon que termina en () ademés se encuentra en
una cierta posicion de la secuencia S a la que llamaremos p.

Supongamos ahora que conocemos la solucion desde (@, p) hasta B, en-
tonces todas las subsoluciones que terminen en (@, p) son equivalentes ya que
su camino hacia B es el mismo sin importar la manera en la que llegaron a
(Q,p).

Para nuestro problema, lo mas natural es identificar los estados por el par
ordenado (@, p). Aunque haya estados para los cuales no hay subsoluciones
asociadas(es decir, estados vacios), eso no representa ninguna dificultad.

Queremos el camino mas corto. Si tenemos dos subsoluciones que llevan
al estado (@, p), su camino mas corto hacia la celda B es el mismo, por lo
tanto, podemos decir que la subsolucion cuya longitud sea menor entre las
dos es mejor para nuestros propositos, si ambas son de la misma longitud,
entonces podemos simplemente tomar cualquiera de las dos, ya que, a fin de
cuentas, son equivalentes.

Esto nos sugiere hacer una btusqueda amplitud en los estados. Si el lector
regresa a las secciones anteriores y mira los codigos de las biusquedas en
amplitud, se dard cuenta que realmente lo que se hizo fue una busqueda en
amplitud con los estados.

Habiendo visto lo que son los estados y las subsoluciones equivalentes
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estamos listos para llegar a nuestra definicion final de espacio de busqueda:

Definicién 19.4.2 (Espacio de Busqueda). Es un par ordenado E = (S,7),
donde a los elementos de S los llamaremos estados y los elementos de T los
llamaremos cambios o transiciones de estado. Ademas se deben cumplir las
siguientes propiedades:

» Todo estado es un conjunto de subsoluciones(prefijos de candidatos a
solucion).

= Para todo par de estados a y b tales que a # b se tiene que a y b son
disjuntos.

= Para todo estado e, si tomamos cualesquiera s, so € €, se tiene que s;
y S9 son equivalentes.

s Los elementos de T son pares ordenados de los elementos de S, y
(e1,e2) € T siy solo si existen t; € e y to € ey tales que t; es prefijo
de to y [t:] = [ta] — 1.

De las tres propiedades de esta definicion, solo la cuarta propiedad parece
perderse un poco en detalles sin mostrar una motivaciéon adecuada. Esta
propiedad se puede recordar simplemente como que dos estados estan conec-
tados si y solo si es posible moverse de uno a otro en solamente un paso.

También es conveniente notar que los espacios de busqueda son grafos
dirigidos. Asi que el proceso de resolver un problema de optimizacién combi-
natoria se reduce a identificar un espacio de biisqueda de tamano razonable,
identificar en ese espacio de bisqueda que es lo que se quiere optimizar(en
este problema serfa el nimero de transiciones) y dadas esas dos condiciones,
elegir como recorrer el espacio de bisqueda.

Como lo que queremos minimizar es el nimero de transiciones de estado,
la busqueda en amplitud nuevamente nos va a servir.

No tenemos que buscar dos veces en un mismo estado, de modo que
nuestra bisqueda se limita a la cantidad de estados que existan.

Para nuestro caso todas los pares (@, p) posibles identifican los estados.
Dado que ) es una celda de la matriz, existen N x N posibles valores para
(. Asi mismo, p representa una posicion en la secuencia S asi que la cantidad
de valores posibles para p es igual al largo de la secuencia S.

Sustituyendo por los valores maximos posibles tenemos que en el peor caso
nuestra busqueda abarcara un total de (300)(300)(50) = 4500000 estados, lo
cual funcionara facilmente en un segundo.
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Implementacion

Aunque vamos a hacer una biisqueda en un grafo dirigido y anteriormente
se hablo de la implementacion de grafos con matriz de adyacencia y listas
de adyacencia, esta vez nos conviene representar los vértices como ternas
ordenadas de enteros.

Segun este planteamiento, una terna (p, f,c) representara el estado que
contiene los caminos que terminan en la casilla (f,¢) y en la posicion p del
patrén.

Para marcar los estados ya visitados y al mismo tiempo guardar el tamano
del camino mas corto para llegar a cada estado usaremos un arreglo de 3 di-
mensiones llamado Marca, de manera que Marca[p] [£] [c] indique el camino
mas corto para llegar al estado (p, f,¢), o -1 si no se ha encontrado dicho
camino.

Por lo tanto hay que declarar el siguiente arreglo:

int Marca|50][52][52];

El motivo para declarar el arreglo de tamano 50 x 52 x 52 en lugar de
50 x 50 x 50 es para usar la columna 0, la fila 0, la columna N + 1 y la fila
N + 1 como una frontera.

Si se utilizan esta nocion de la frontera en el arreglo para marcar los
estados, también hay que usarla en el arreglo que guarda el mapa:

int Mapa[50][52][52];

También hay que recalcar que en alguna parte del codigo hay que ini-
cializar todas las posiciones del arreglo con —1.

Para implementar la bisqueda en amplitud es necesaria una cola, le
asignaremos un tamafio maximo de 503.

int Colalnicio, ColaFin;
int ColaP[50%50%50];
int ColaF[50%50%50];
int ColaC[50%50%50];

También es necesario implementar una funcién para meter un estado a la
cola; como nunca se deben de encolar estados ya visitados, suena razonable
que la funcion de meter a la cola verifique que el estado no haya sido visitado
y una vez metido a la cola lo marque como visitado:

void encolar(int p, int f, int c, int w){
if (Marca[p][f][c]==-1){
ColaP | ColaFin|=p;
ColaF [ColaFin|=t;
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ColaC|ColaFin|=c;
Marca[p][f][c]=w;
ColaFin+-+;

El patron lo guardaremos en un arreglo llamado Patron:
int Patron[50];

Como se puede apreciar, se pretende guardar datos a partir de la posicién
0 v no a partir de la posicion 1. Los indices basados en 0 son adecuados para
este momento ya que si el indice de una posicion del patron fuera p entonces
el indice de la siguiente posicion seria (p+1) %P.

Al igual que en el ejemplo anterior, este algoritmo habla de movimientos
entre cuadros vecinos de una cuadricula, por lo que es conveniente usar los
vectores de direccién aqui también:

int Df[]={0, -1, 0, 1};
int Dc[]={1, 0, —1, 0};

En este problema en particular, el procedimiento de meter en la cola sim-
plifca las cosas si se implementa en una funcién aislada, pero el procedimiento
de sacar de la cola puede implementarse dentro de la buisqueda sin que esto
haga el codigo dificil de manejar.

Como queremos que luego de dar el primer paso el estado esté ubicado en
la primera posicion del patréon, entonces antes de dar el primer paso vamos
a considerar que el estado estd ubicado en la tltima posicion del patron.

Asi que la busqueda en amplitud se puede implementar de la siguiente
manera:

encolar (P—1, 1, inicioC, 0);
while ( Colalnicio!=ColaFin){
f=ColaF [ Colalnicio |;
c—ColaC| Colalnicio |;
p=ColaP | Colalnicio |;
Colalnicio++;
for (i=0;1 <4;i++){
k=Mapa | f+Df[i ||| c+Dc[i]];
if (k=1 || Patron[(p+1)®|==k){
encolar ((p+1) %, {+Df[i
|, c¢tDc|i], Marca[p
11l 1)
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}

Las variables P e inicioC' indican el tamano del patrén y el nimero de
columna inicial respectivamente.

Con esto la solucion del problema esta practicamente completa, solo falta
imprimir la salida y leer la entrada; esta parte, debido a que es poco intere-
sante se deja como ejercicio al lector para que verifique si comprende bien
esta implementacion.
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Programacion Dinamica en Los
Fspacios de Busqueda

El nombre “Programacion Dindmica” es un término elegante que no tiene
mucho sentido en nuestro contexto, basicamente consiste en guardar en una
tabla lo mejor que se puede hacer en cada estado, o dicho de otra manera es
aplicar la estrategia “Divide y Venceras” con una tabla.

Generalmente la programacion dinamica se implementa utilizando for o
while en lugar de recursion.

Al igual que en capitulos anteriores, abordaremos el tema explorando
ejemplos para posteriormente generalizarlos en un método efectivo.

20.1. CAlculo de Fibonacci

En la seccion 2.3 abordamos el problema de los conejos de Fibonacci y
se mencion6 una soluciéon recursiva de complejidad exponencial, luego en la
seccion 3.1 vimos como evitar redudandancia para obtener una soluciéon de
complejidad O(n).

A pesar de que la complejidad no esta mal, sucede que la implementacion
se puede volver mucho mas simple y un poco mas rapida, la siguiente funcion
calcula el n 4 1-ésimo término de la sucesién de Fibonacci:

int F(int n){
int Fib[n+1];
Fib [0]=0;
Fib[1]|=1;
for (i=2;i<=n;i++){
Fib[i]=Fib[i—1]+Fib[i -2];

269
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}

return Fib|[n]|;

Quiza para algunos resulte obvio que este codigo funciona, pero tal vez
para otros no, asi que no estd por demas mencionar una prueba corta por
induccion de que funciona.

Sabemos que el for itera n — 1 veces. Cuando se ejecuta por primera
vez la linea 6, resulta que Fib[0] y F'ib[1] son los primeros 2 términos de la
sucesion de Fibonacci y ademas ¢ = 2.

Supongamos que esta por ejecutarse por k-ésima vez la linea 6 y que
Fib[0], F'ib[1], ..., F'ib[k] son los primeros k + 1 términos de la sucesion de Fi-
bonacci, entonces i tendra el valor de k41 y luego de ejecutarse la linea 6 ten-
dremos que Fiblk+1] = Fiblk]+ Fiblk—1] = F(k)+F(k—1) = F(k), posteri-
ormente ¢ tomara el valor de k+2 y tendremos que Fib[0], F'ib[1], ..., F'ib[k+1]
seran los primeros k+ 2 términos de la sucesion de Fibonacci. Por induccion,
luego de iterar n veces Fib[n| serd el n + 1-ésimo término de la sucesion de
Fibonacci.

Esta implementacién elimina aparentemente la recursién. Sin embargo,
resultaria muy dificil saber qué esta haciendo sin conocer la recursion, ya
que para llegar a esta implementacion usamos la idea de la implementacion
recursiva.

O
Informalmente hablando la programacion dindmica consta de 2 pasos:

1. Encontrar una férmula recursiva que resuelva el problema, comunmente
esta formula es llamada la subestructura éptima.

2. Calcular la solucién llenando una tabla desde abajo hacia arriba.

Algunos autores hablan de un tercer paso llamado “reconstruir la solu-
cion”, que consiste en encontrar la mejor solucion una vez que se tiene calcu-
lada la tabla.

El problema con este tercer paso es que funciona bien cuando se trata de
problemas de optimizacién combinatoria, pero cuando se trata de problemas
de conteo o de probabilidad no tiene mucho sentido hablar de reconstruir la
solucion. jDe hecho con los conejos de Fibonacci algo analogo a reconstruir
la solucién serfa imprimir la ascendencia de todos los conejos que se tienen
al final!, lo cual es mucho mas tardado que contarlos.

Y por supuesto, el paso de encontrar la subestructura 6ptima suele ser
tremendamente mas dificil que el de llenar la tabla, asi que este “método de
dos pasos” no nos ayuda mucho y tenemos que encontrar uno mejor.
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20.2. El Ladrén y la Mochila

A continuacién abordaremos otro problema que comunmente se toma
como ejemplo de programacion dindmica, se le conoce como el “problema de
la Mochila” o knapsack.

El problema habla de un ladrén que lleva una mochila con una capacidad
C vy se encuentra en un lugar con N tipos de objetos, donde cada objeto ¢
tiene un precio P; y un voltumen V;, tanto el precio como el volimen de cada
objeto son enteros.

Problema Resuelto 20.2.1. Escribir un programa que dados C, N, Py V
determine la suma maxima de precios que puede obtener el ladrén robando
cualquier cantidad de objetos de cada tipo de tal manera que la suma de
todos los volimenes no exceda C'.

El programa debe de funcionar en tiempo O(CN).

Solucion Al toparse por primera vez con este problema, muchos(incluido
el autor) caen en la ingenuidad de pensar que lo inico que tienen que hacer es
calcular una razoéon % para cada tipo de objeto y posteriormente tomar
aquellos objetos que puedan caber en la mochila y que su razén sea mayor.

Este algoritmo, a pesar de que suena coherente, es completamente erré-
neo, por ejemplo, se puede tener una mochila de capacidad 6, un tipo de
objeto con volimen 5 y precio 11, y otro tipo de objeto con volimen 2 y
precio 4.

Los objetos del primer tipo tienen una razon de % y los de segundo tipo
de %, por lo tanto el algoritmo descrito tomaria un objeto del primer tipo
y terminaria obteniendo una suma de precios de 11, mientras que se puede
hacer algo mejor: tomar 3 objetos del segundo tipo obteniendo un precio
total de 12.

Luego de ver este contraejemplo es posible que muchos intenten parchar
el algoritmo para que pueda funcionar con ese caso; pero la recomendacion
del autor es la siguiente: no se deben de intentar parchar algoritmos que esten
incorrectos, puede que la idea resulte 1til para resolver un problema parecido
0 para acotar, pero intentar generar un algoritmo correcto a partir de arreglar
casos particulares es algo que generalmente esta destinado al fracaso.

Habiéndonos olvidado de el “tentador” algoritmo incorrecto, abordaremos
este problema de una manera perecida a los otros.

Podemos observar que si elegimos un objeto de tipo i, nos quedara un
problema equivalente a llenar una mochila con capacidad de C' — V.

No necesitamos considerar la opciéon de sacar objetos que ya estan dentro
de la mochila, puesto que introducir un objeto y luego quitarlo nos deja con
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el mismo resultado que si nunca se hubiera introducido.

Si recordamos el tipo de observaciones ttiles que se vieron en el capitulo
anterior, veremos que si tenemos una capacidad restante k, entonces sin im-
portar como se hayan llenado los primeros C' — k espacios de la mochila, la
solucion es la misma. jLas posibles capacidades restantes son un conjunto de
estados!.

También hay un conjunto de cambios de estado, y es facil ver cudl es, ya
que la capacidad restante cambia si y solo si se mete un nuevo objeto a la
mochila. Asi que el conjunto de estados son los objetos que se pueden meter
a una mochila de una capacidad dada.

Una consideraciéon que simplifica un poco el problema es tomar en cuenta
la opcién de desperdiciar espacio. Esto es practico ya que puede que la mejor
solucion no llene toda la mochila. Asi que otro cambio de estado es desperdi-
ciar una unidad de espacio, si se quiere desperdiciar mas de una unidad basta
con desperdiciar varias veces una unidad.

Algo que quizéd pasamos por alto pero al final resultara importante es que
una mochila de capacidad 0 otorga siempre una suma de precios de 0.

Resumiendo y precisando, si llamamos G(k) a la mayor suma de precios
que se puede obtener con una mochila de capacidad k tenemos que:

Gk) = 0sik=0 (20.1)
= maz({G(k—-V;)+ P, con V; > k},G(k — 1)) si k>0 (20.2)

Lo cual nos deja con una funcién recursiva. Si miramos bien la férmula,
nos daremos cuenta que G(k) esta definido solamente en base a los valores
de la entrada, a G(k — 1) y a G(k — V;), estas dos expresiones tienen en
comin que hacen referencia a GG en indices menores que k. Y tiene sentido,
puesto que en cada que se mete un elemento a la mochila disminuye el espacio
restante, y también el espacio disminuye cuando se decide desperdiciar.

Por tanto una forma de calcular los valores de la funcién G es primero
calcular G(0), luego calcular G(1), después G(2) y asi sucesivamente. Esto
se puede hacer ya que para calcular G(k) solamente se necesitan calcular los
valores G(h) con h < k.

Finalmente obtenemos esta sencilla implementacién:

G[0]=0;
for (k=1;k<=C; i++){
Gk|=G[k—1];
for (i=1;1<=N;i++){
if (V]i]>k && G|k|<G|[k-V]i]|+P]|i]){
G| k|=G|k-V]i]|]+P]|i];
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}

Viendo que el codigo solamente contiene dos biucles anidados y tomando
en cuenta que uno de ellos itera C veces y otro V veces podemos concluir
que su complejidad es O(C'N).

g

De este ejemplo podemos notar que se repiti6 el hecho de contar con una
funcion recursiva con dominio en los enteros de tal manera que el valor de
una funciéon en determinado entero k solo dependia de valores de la funcién
en enteros menores que k.

Una vez teniendo eso se pudo usar la propiedad de que si se llenaba un
arreglo de izquierda a derecha guardando los valores de la funcién, se podian
reemplazar las llamadas recursivas por accesos al arreglo.

20.3. Primer Teorema del Computo de Abajo
hacia Arriba

Después de haber visto que tanto el problema de Fibonacci y como el
de la mochila tienen la propiedad de que una funcién definida de manera
recursiva se puede calcular con un ciclo for, seria deseable poder saber de
manera precisa cuando se puede hacer esto.

Podriamos decir ingénuamente: “se aplica en las funciones recursivas tales
que el valor de la funcién sélo depende de los enteros anteriores”. Pero aqui
tropezariamos con un error de conceptos: en el capitulo 2 se dijo lo que es una
definicién recursiva, y el capitulo 7 se definié una funciéon como un conjunto
de pares ordenados, asi que no tiene sentido decir que los valores de una
funcion dependen de otros ni que la funcién sea recursiva.

Claro que una funcion implementada en un lenguaje de programacion
puede o no ser recursiva, pero una funcién matematica se comporta mas
como un arreglo que como un proceso. Por ejemplo, podriamos terjiversar las
cosas y decir que la funcion F' de Fibonacci, no se puede calcular llenando
un arreglo desde 0 hasta n ya que F(n) = F(n+1) — F(n — 1) por lo que
los valores de la funcién en un entero n dependen del valor en n + 1.

Para evitar este caos tedrico, vamos a hablar de formulas. Una férmula
es simplemente una expresion matematica, a diferencia de las funciones, las
formulas si dependen de la forma en la que son descritas. Por ejemplo, la
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funcion f(z) = = + = el la misma funcion que g(x) = 2z sin embargo, las
formulas x + x y 22 no son las mismas.

Es posible también definir pardmetros a las formulas de una manera pare-
cida a como se hace con las funciones, por ejemplo se puede hablar de la
formula w(z) = 2%, y cada que se mencione en el texto a w(z) se deberd de
“reemplazar” w(x) por z2.

Siendo estrictos no pueden existir formulas recursivas, ya que tendriamos
una expresion infinitamente grande con la cual no tendria sentido trabajar.
Sin embargo, podemos decir que una funcion esta definida de manera recur-
siva si f(n) esta bien definido mediante una formula que contenga a f.

Por ejemplo H(x) = x para x € 1,...,10 no es una definicién recursiva,
sin embargo H(0) =0y H(z) = H(x — 1)+ 1 para € 1,...,10 si es una
definiciéon recursiva. Por tanto hay funciones que pueden ser definidas de
maneras recursivas y no recursivas.

También es conveniente hablar de una subformula, decimos que si f es
una formula, w es subférmula de f, si w es una subcadena de f. Por ejemplo,
para la formula a + b + ¢ + d, tenemos que +c es una subférmula.

Volviendo al tema, para el cual introducimos las formulas, queremos gen-
eralizar la propiedad encontrada en el problema de Fibonacci y en el problema
de la mochila.

Si nos fijamos bien, los 6rdenes en los cuales se pueden calcular los valores
de la funcién en el arreglo dependen de la formula que se esté usando para
calcular la funcion; y lo que tienen en comtn ambos problemas, es que el
valor de la funcion en un entero n solamente se calcula usando valores de la
funcién en enteros mas pequenos.

Asi que tenemos que una funciéon F' evaluada en k se puede calcular
mediante una formula f(k) calculando los valores de F(0), F(1), ..., F(k)
en ese orden si y solo si f(k) realmente caracteriza a F(k) y para cada
subformula de f(k) de la forma F(w) se tiene que w < k.

Esta forma de calcular las funciones se llamara calculo 6 computo de
abajo hacia arriba, el cual se puede definir de la siguiente manera:

Definicion 20.3.1 (Computo de abajo hacia arriba unidimensional). El cal-
culo de abajo hacia arriba con una féormula f en un arreglo A se refiere al
siguiente algoritmo:

for(i=0;i<n;i++){
Alil=f(1);
}

Sobra decir que el cédigo escrito solamente representa una manera de
muchas de implementar un algoritmo, ya que el algoritmo de calculo de abajo
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hacia arriba ya se implement6 de forma distinta en los dos ejemplos anteri-
ores.

Ahora, lo tnico que queda por decir en esta seccion es cuando se puede
aplicar el calculo de abajo hacia arriba unidimensional:

Teorema 36 (Primer Teorema del Computo de Abajo Hacia Arriba). Con-
stderemos un conjunto C' C Z, una funcion F : C' — R que se quiere calcular
y una formula f que calcula F(es decir F(n) = f(n) para cualquier n € C').

Si para toda subfdrmula de f(n) de la forma F(w(n)), se tiene que w(n) <
n entonces F se puede calcular de abajo hacia arriba con la formula f.

Puede que muchos lectores sientan que esta seccion les hizo perder mucho
tiempo definiendo cosas, sin embargo, ademas de precisar el calculo de abajo
hacia arriba en arreglos unidimensionales también nos dimos cuenta de una
importante propiedad: una manera diferente de definir una misma funcion
puede cambiar muchas cosas.

20.4. Tridngulo de Pascal

Ya en la seccion 3.3 se definio el tridngulo de Pascal como una funcion P
tal que:

P(i,0) = lparaieN
P(i,i) = 1parai€eN
P(i,k) = Pli—1,k—1)+ P(i—1,k) parai,k € Ncon 0 < k <i

Otra manera de describir este tridngulo es como un arreglo triangular de
nimeros de manera que cada el nimero de arriba es 1 y cada ntimero es la
suma de los dos que tiene arriba(o de uno solo en caso de que solo tenga uno
arriba); es decir:

1
11
121
1331
14641
1 51010 51
16152015 6 1
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Cualquier persona que entienda como esta formado este tridngulo, lo po-
dria dibujar a mano sin ningtn problema y empezaria dibujando primero la
primer fila, luego la segunda fila, y asi sucesivamente.

Esto nos sugiere que el tridngulo de Pascal se puede calcular mediante
programacion dinamica. Y ciertamente lo inico que tenemos que hacer es
calcular las filas superiores antes que las filas inferiores.

Es decir, para calcular una fila 7 es necesario haber calculado previamente
la fila 2 — 1. Tomando en cuenta que al calcular una fila 7 solamente se esta
haciendo referencia a la fila ¢ — 1 entonces ni siquiera importa el érden en el
cual se procesan las columnas.

Por comodidad procesaremos las columnas en 6rden creciente:

PIO][O]—1;
for (i=1;i<=N;i++){
PLi][0]=1;

for (k=1;k<i; k++){
} Pli][k|]=P[i—-1][k|+P[i—-1][k—1];

PliJ[i]=1;

Como resultado obtuvimos nuevamente un cédigo bastante corto.

Este codigo no debe de ser subestimado, puesto que P(a,b) = (Z), jesto
indica que es un excelente algoritmo para calcular coeficientes binomiales! ya
que calcula un total de w coeficientes binomiales en O(N?), el codigo es
bastante simple y solamente se desborda cuando el resultado final no cabe en
el tipo de datos(si se intenta calcular con factoriales las cosas se complicarian

por el hecho de que primero se multiplica y luego se divide).

20.5. La Mochila (0, 1)

Este otro problema es muy parecido al anterior, lo Ginico que cambia es
que en lugar de exista una cantidad ilimitada de cada tipo de objeto, cada
objeto estd presente una sola vez. En pocas palabras, hay que decidir, para
cada objeto, si dejarlo fuera o dentro de la mochila(de ahi el nombre (0, 1)).

Siendo mas precisos, y sin hacer referencia al problema anterior, este
problema habla de un ladrén que lleva una mochila con una capacidad C'y
se encuentra en un lugar con N objetos diferentes, donde cada objeto ¢ tiene
un precio P; y un voltmen V;, tanto el precio como el volimen de cada objeto
son enteros.

Problema Resuelto 20.5.1. Escribir un programa que dados C', N, Py
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V' determine qué objetos debe robar el ladrén de tal manera que la suma de
todos los volimenes no exceda C'y que maximize la suma de los precios.
El programa debe de funcionar en tiempo O(C'N).

Solucién Si tomamos en cuenta el capitulo anterior podemos concluir que
nos encontramos frente a otro problema de optimizacién combinatoria.

Como el nombre del problema lo indica, a cada objeto le podemos asignar
un ndamero, ya sea 0 o 1, para indicar si ese objeto entra o no entra a la
mochila.

Ademas, no importa el 6érden en el cual se meten los objetos a la mochila,
asi que podemos modelar este problema como una secuencia de decisiones:
primero decidir si tomar o no tomar el primer objeto, luego decidir si tomar
o no tomar el segundo objeto, etc.

Como cada decision la representamos como un 0 o un 1 entonces nuestro
conjunto de posibles soluciones son todas las cadenas binarias de longitud N
y en nuestro arbol de decisiones cada nodo representa un prefijo de la cadena.

El siguiente paso es identificar cuales subarboles de nuestro arbol de deci-
ciones son idénticos. Fin estos momentos podriamos pensar en varias posibil-
idades: aquellos subarboles de la misma altura, aquellos que representen un
prefijo con la misma cantidad de 1s, aquellos en los cuales se hayan elegido
objetos con el mismo precio, etc.

Hay que hacer notar que todos estos ejemplos mencionados son incorrec-
tos, sin embargo, no es malo examinar cada una de esas posibilidades y darse
cuenta por qué son incorrectas. Después de todo antes de llegar a una idea
correcta es natural pasar por muchas incorrectas.

Sin entrar en detalle de por qué esas reducciones son incorrectas, sim-
plemente nos concentraremos en una reducciéon que si funciona: Si subsolu-
ciones representadas por prefijos de la misma longitud toman objetos tales
que sumen el mismo volamen entonces sus subarboles correspondientes son
idénticos.

La prueba de esto es bastante directa: El volumen que le queda disponible
a la mochila es el mismo en ambos casos y los objetos que ain se pueden
tomar son los mismos, por tanto cualquier posible conjunto de objetos que
se pueda meter a la mochila en una configuracion también es posible meterlo
en la otra.

Por lo tanto los estados quedan determinados por un par ordenado de
enteros (a,b) representando la mayor suma de costos posibles utilizando un
subconjunto de los primeros a objetos y ocupando un volumen b.

Tenemos por tanto que si a > 0 hay a lo més 2 formas posibles de llegar al
estado (a, b): desde el estado (a — 1,b), si se le asigna 0 al a-ésimo elemento;
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6 desde el estado (a — 1,0 — V), si se le asigna 1 al a-ésimo elemento.
Cuando a = 0 se tiene que o bien b = 0 o el estado es inalcanzable, ;el
motivo?, si b > 0 equivaldria a decir que la suma de los volimenes de 0
objetos es mayor que O.
Por lo tanto llegamos a esta formula:

F(a,b) = maz(Fla—1,b=V,)+P,,F(a—1,b))sia>0yb>V,
= Fla-1,b)sia>0yb<V,

F(0,0) = 0

F(0,b) = —oosib>0

Donde F'(a,b) representa la mejor solucion utilizando un subconjunto de
los primeros a objetos y usando un volumen total de b. El hecho de que
F(0,b) = —oo cuando b > 0 indica que ese estado no tiene ningin valor
aceptable puesto que es un estado inalcanzable, es decir, indica que cualquier
otra opcion es preferible que pasar por este estado.

Claro que para objeto de implementacion basta con elegir un nimero
negativo muy pequeno para que haga las veces de —oc.

Si recordamos coémo se implemento el calculo del Tridangulo de Pascal en
la secciéon anterior, podemos ver que estamos en una situaciéon analoga.

Una vez calculados los valores de F(a,0), F'(a,1),..., F(a,C) se tiene to-
da la informaciéon necesaria para calcular los valores de F(a + 1,0), F(a +
1,1),...,Fla+1,0).

Por tanto si calculamos cada valor de F'(a,b) en un arreglo de la forma
F[a][b], basta con ir calculando las filas en 6rden creciente, aqui nos encon-
tramos con una observacién interesante: no importa en qué orden se calculen
las columnas, lo tnico importante es calcular las filas en el 6rden correc-
to(creciente).

El cédigo mas natural para la solucion es el siguiente:

FIO][0]=1;

for (i=1;i<=C;i++){
F[0]]i]=—INF;

}

for (i=1;i<=N;i++){
for (k=0;k<=C; k++){
if (V[i]<=k){
Lol F}i][k]max(F[i—l][k], Fli—1][k-V[i]]);
FLiT[k]=F[1 =1][k];
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}

Claro que bien podriamos hacer algo como esto:

FlO][0]=1;
for (i=1;i<=C;i++){
F[0]]i]=—INF;

for (i=1;i<=N;i++){
for (k=C;k>=0;k——){
if(V]i]<=k){
el F}i][k]max(F[i—l][k], Fli—-1][k-V[i]]);
Flil[k]=F[i=1][k];

O peor atn:
F[O][0]=1;

for (i=1;i<=C;i++){
F[0][i]-—INF:

}
for (i=1;i<=N;i++){
k=C/1i;
do{
if (V[i]<=k){
el ng][k]:max(F[i—l][k], Fli—-1][k-V[i]]);
FLiJ[k[=F[i-1][k];
k=(k+1) %;
}while (k!=C/1);
}

Pero el primero de estos codigos es mas natural y mas claro que los tltimos
dos.
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20.6. Segundo Teorema del Co6mputo de Abajo
Hacia Arriba

El Primer Teorema del Computo de Abajo Hacia Arriba menciona c6mo
calcular iterativamente un arreglo con los valores de una recurrencia de un
s6lo parametro.

En las dos secciones anteriores se analizaron problemas que se resolvian
llenando una tabla bidimensional inspirandonos en una recurrencia de dos
parametros.

El lector podria intentar adivinar que a continuacién formularemos un teo-
rema que nos diga qué hacer cuando se tienen recurrencias de dos parametros,
sin embargo eso no es una buena idea.

No podemos formular un teorema para cada cantidad distinta de variables
en la recurrencia, necesitamos hacer algo mas general que nos permita atacar
problemas con cualquier cantidad de variables.

Una manera de hacerlo es transformar un problema de n variables en un
problema de n — 1 variables, esto nos permitiria aplicar el teorema varias
veces para finalmente resolver un problema de una sola variable.

Definicion 20.6.1 (Computo de abajo hacia arriba multidimensional). Supong-
amos que tenemos una formula f que recibe un entero y devuelve un arreglo
de tamano n — 1.

Ademas tenemos un arreglo de n dimensiones llamado A.

El célculo de abajo hacia arriba de la formula f con el arreglo A se define
de la siguiente manera:

for(i=1;i<=n;i++){
Alil=f(i);
}

Recordamos que si A es un arreglo de n dimensiones A[i] es un arreglo
de n — 1 dimensiones.

Esta definicion es algo extrana, puesto que en los problemas de progra-
macion dindmica rara vez se utiliza un codigo asi.

Nuevamente hay que recalcar que ese codigo es s6lo una forma de describir
un algoritmo, no es un c6digo que vaya a aparecer en un programa.

Cuando se calcul6 el tridngulo de Pascal con programacién dindmica,
podemos decir que la formula f(i) era el siguiente codigo:

P[i] [0]=1;
for (k=1;k<i;k++){
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P[i] [k]=P[i-1] [k]+P[i-1] [k-1];
}
P[i] [i]=1;

Y que P[i] representa A[i], de esta manera, en cada iteracién se esta
calculando una fila del arreglo P, v el coédigo quedaria de esta manera:

for(i=1;i<=n;i++){
P[i][0]=1;
for(k=1;k<i;k++){

P[i] [k]=P[i-1] [k]+P[i-1] [k-1];
}
P[i][i]l=1;

De hecho, siendo realistas, al terminar este capitulo no volveremos a usar
esta notacion de formulas y de los teoremas del calculo de abajo hacia arriba.

.Qué es lo que tienen de especial que hace que valga la pena verlos?, la
repuesta es que siempre se usan estos teoremas, pero la gente prefiere nunca
mencionarlos en la explicacion de una solucion para no alargar las cosas y
prefiere utilizarlos para uso propio sin decir explicitamente que los utilizo;
al no tener que contarselos a otras personas no necesita definir una notaciéon
como lo hacemos aqui.

Volviendo al tema, ocupamos saber cuando podemos calcular una funcion
I de varios parametros de abajo hacia arriba.

Si tenemos una formula f tal que dado el primer parametro calcula todos
los valores de la funcién con los n — 1 parametros restantes, entonces suena
razonable usar f(i) dentro de un bucle.

Sin embargo, ocupamos que f(7) nunca haga referencia a F'(¢(7), ...) donde
g(1) > 1, es decir, que una vez calculado F(i,...) pueda calcular F'(i + 1, ...).

Todo esto se menciona con precision en el siguiente teorema:

Teorema 37 (Segundo Teorema del Computo de Abajo hacia Arriba). Con-
stderemos un conjunto C' C Z, una funcion F : C™ — R que se quiere calcular
y una formula f(i) que calcula F(i,a4, ..., a,_1) en una tabla A de tal manera
que Ali]a1]...[an—1] = F(i,aq, ..., an—1) luego de aplicar f(i).

Si para toda subformula de f de la forma F(g(i),...) se tiene que g(i) <
entonces F' se puede calcular de abajo hacia arriba utilizando f.

Con este teorema terminamos de decir con precision como funciona el
calculo de abajo hacia arriba. Pero no tiene mucho sentido aprenderse este
teorema sino que hay que verlo como algo bastante natural.

Para lograr este objetivo las siguientes secciones mencionaran ejemplos
que haran ver que utilizar este teorema es mas facil que enunciarlo.
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20.7. Robot Recolector

Supongamos que tenemos un robot en la posicion (1,1,1) de una rejilla
tridimensional de N por N por N. En cada celda (a,b,c) de la cuadricula
hay W (a, b, c) monedas.

Si un robot pasa por una celda, automaticamente toma todas las monedas
que hay ahi.

El robot s6lo se puede mover hacia arriba, hacia la derecha y hacia atras,
es decir, si el robot se encuentra en una celda (a,b,c) sdlamente se puede
mover hacia las celdas (a + 1,b,¢), (a,b+1,¢) y (a,b,c+1).

Luego de varios pasos, el robot debe de llegar a la posicion (N, N, N).

Problema Resuelto 20.7.1. Escribe un programa que dados N y W, en-
cuentre la mayor cantidad de monedas que el robot puede tomar.

Solucién Si seguimos los pasos del capitulo anterior, podemos plantear
primeramente el problema como encontrar una cadena con los caracteres 0,
1, y 2 indicando cada una de las 3 direcciones posibles y luego llegariamos a
la conclusion de que cada estado es una posiciéon en la rejilla.

Como para llegar a una posicion (a, b, ¢) se debe de ingresar directamente
desde (a —1,b,¢), (a,b—1,¢) 6 (a,b,c— 1) entonces si F(a,b,c) es la mayor
cantidad de monedas que se pueden reunir al llegar a la posicion (a,b,c)
tenemos que:

F(a,b,c) = max(F(a—1,b,¢),F(a,b—1,c),F(a,b,c—1))
+W(a,b,c) si (a,b,c) # (1,1,1) y a,b,c > 1
= Wi(a,b,c) si (a,b,c) = (1,1,1)

= —oosia=00b=00c=0

2
20.

N TN N N

0.3)

4)
20.5)
20.6)

Ahora lo que sigue es preguntarnos: ;se puede calcular de abajo hacia
arriba? y posteriormente ;como se puede lograr eso?

Consideremos un arreglo tridimensional A, nuestra intencion es lograr que
luego de ejecutar el algoritmo suceda que Ala][b][c] = F'(a, b, ¢), imaginemos
que en algin momento durante la ejecucion ya se tiene calculado A|al[b][c|

para toda a < i, b < k y ¢ < h entonces facilmente podriamos calcular
Ali][k][h] de la siguiente manera:

if(i==1 && k=1 && h=—1){
Al ]Ik [h]=W[i][k][h];
lelse if(i==0 || k==0 || h==0){
AL ][K] [ h]=~INF;
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telse
Al ][k ] [h]=max(A[i][k][h—1], A[i][k—1[[h], A[i-1][k
[Th D)W T [h;

Ahora, en el tinico lugar donde se menciona algo de la forma A[i|[k][g(h)]
en el codigo anterior se menciona de la siguiente manera A[i|[k][h—1] entonces
Ali][k] se puede calcular de abajo hacia arriba asi:

for (h=0;h<=N;h++){
(i1 & ko1 && h=—1){
ALK [Th]=W]i [k ][[h];

telse if(i==0 || k==0 || h==0){
A[1 ][k ] [h]==INF;
telse(

AlT] k] [hf=max(A[1][k][h=1], A[i][k=1[[h], A[i
Uk [h]) Wi [[k][h];

Como este codigo calcula A[i|[k] y la tnica parte donde menciona algo
de la forma Ali][g(k)] es de la siguiente manera Ali][k][h — 1] 6 A[i][k — 1][A]
entonces A[i] se puede calcular de abajo hacia arriba asi:

for (k=0;k<=N; k+-+){
for (h=0;h<=N;h++){
PF (i1 &k k=1 &k h——1){
A[T][R][h]=WLi [ [k ][h];

telse if(i==0 || k=0 || h==0){
A[1][k][h]=—INF;
telse

Al ][k ][h]=max(A[i][k][h=1], A[i][k=1][h],
Al =1][k][h]) Wi [[k][[h];

Nuevamente expresiones de la forma A[g(7)] so6lo se mencionan en el codigo
como Ali] y Ali — 1] entonces A se puede calcular de abajo hacia arriba de
esta forma:

for (i=0;1<=N;i++){
for (k=0;k<=N;k++){
for (h=0;h<=N;h++){
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if (i=—1 && k——1 && h—=1){
A[1][k][R]=W[i][k][h];

telse if(i==0 || k==0 || h==0){
A[i ][] [h]-~INF;
}else{

Al ][k ] [h]=max(A[1][k][h—1], A[i][k-1]]
hl, Al —1][k][h])+Wi [[k][h];

Finalmente, luego de ejecutar ese algoritmo la respuesta sera simplemente
A[N][N][N].

O

Algo interesante con este problema es que no importa en qué 6rden se
acomoden los for, el codigo sigue funcionando; por ejemplo, si iteramos sobre
k en el bucle exterior y sobre 7 en el bucle intermedio, el algoritmo sigue
funcionando.

Se deja al lector reflexionar sobre este hecho y en qué otros casos esto
sucede.

20.8. Subsecuencia Comin Maxima

Se dice que una cadena A es subsecuencia de una cadena B si se puede
obtener A borrando 0 o méas caracteres de B.

Por ejemplo omi es subsecuencia de olimpiada.

Hay que hacer notar que una cadena vacia también se considera una
subsecuencia.

Una cadena c es subsecuencia comtn de a y b si ¢ es subsecuencia de a y
también es subsecuencia de b.

Problema Resuelto 20.8.1. Escribe un programa que dadas dos cadenas
Ay B encuentre la longitud de la subsecuencia comin mas grande de A y
B.

El programa debe funcionar en O(|A||B]).
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Solucién Este ejemplo es mas complicado de modelar de la manera tradi-
cional como secuencia de decisiones, sin embargo también es posible hacerlo.

Supongamos que tenemos una subsecuencia comin ¢, vamos a llamar ¢,
a lo que resulta de borrarle el Gltimo caractér a c. Tenemos que ¢; también
es una subsecuencia comtun de A y de B.

Vamos a llamar P(s,m) al prefijo de tamano m de una cadena s.

Otra propiedad importante es que si n es el menor entero tal que c; es
subsecuencia comin de P(A,n) y m es el menor entero tal que ¢; es subse-
cuencia comin de P(B,m) entonces ¢ es subsecuencia comin de P(A,n;) y
de P(A,mq) con ny >nymg > m.

Por tanto podemos pensar en los estados como pares de enteros indicando
la longitud de cada prefijo de los cuales la cadena es subsecuencia comun.
Asi que el problema se puede replantear de esta manera:

Creamos una cuadricula W de tamano |A| por | B, y marcamos las casillas
(1,7) cuando A[i] = B[j]. Hay que encontrar la sucesion mas grande de
casillas marcadas que sea creciente en ambas coordenadas.

Este problema es similar al de la seccién anterior, es decir, hay un robot
en una cuadricula que s6lo se puede mover hacia abajo o hacia la derecha,
cada casilla tiene un 0 o un 1 y debe de pasar por el mayor nimero de 1s.

Sin embargo, cada que el robot pasa por un 1, el robot debe de moverse
en diagonal hacia abajo y hacia la derecha al mismo tiempo. Resumiendo:

LOS(i,5) = LCS(Gi—1,5—1)+1si M[i][j] =1 (20.7)
LCS(i,j) = max(LCS(i—1,7),LCS(i,j — 1)) (20.8)

si Mi][] =0y min(i,j) >0 (20.9)
LOS(i,0) = 0 (20.10)
LCS(0,i) = 0 (20.11)

Si recordamos de donde viene M podemos sustituirlo en la formula para
evitar tener que calcularlo:

LCS(i,j) = LCS(i—1,j—1)+1si Ali] = B[j] (20.12)
= maz(LCS(i —1,7), LCS(i,j — 1)) (20.13)

si A[i] # B[j] y min(i, §) > 0 (20.14)

LCS(i,0) = 0 (20.15)
LCS(0,i) = 0 (20.16)

Ahora lo que hay que notar es que en la féormula anterior, s6lamente
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aparece una vez una expresion de la forma LCS(i,g(j)), v aparece como
LCS(i,7 — 1), por tanto cada fila i se puede calcular de abajo hacia arriba.
Una posible implementacion para calcular una fila 7 es la siguiente:

for (j=0;j<=lenB;j++){
if (i==0 [| j==0){
LCS[i][Jj]=0;
lelse if (Ali]==B[j]){
LCS[i][j]=LCS[i—1]|[j—1]|+1;
}else{
s HIER S R IR

Mirando el cédigo anterior como si fuera una férmula, las formas en las
que aparece LC'S[g(i)]... son las siguientes: LC'S[i — 1] y LCS[i], por tanto
se puede calcular de abajo hacia arriba toda la tabla de la siguiente manera:

for (i=0;i<=lenA;it++){
for (j=0;j<=lenB;j++){

if (i=0 [] j==0){
LCS[i][j]=0;

telse if (A[i]l==B[j]){
LCS[i][j]=LCS[i—1][j—1]+1;

}else{
LCS[i [ jl=max(LCS[i—1][j], LCS[1][j—1]);

Luego, longitud de la subsecuencia comin mas grande sera LC'S[lenA][lenB].

El lector observador se habra dado cuenta que las cadenas A y B se estdn
tomando como si los caractéres empezaran en A[1] y B[1] en lugar de A[0] ¥
BJ[0]. Esto no es lo mas comtn, pero se escribi6 asi con propositos de claridad.

0
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Programacion Dinamica en Cortes

En el capitulo anterior vimos como utilizar la programacion dindmica para
resolver problemas que se podian plantear como un camino mas corto(o mas
largo) en un grafo dirigido y usamos tablas para poder calcular de manera
eficiente el mejor camino hacia cada vértice.

Es decir, cada vértice(al cual llamamos estado) estaba representado por
una celda en la tabla, y la operacion de moverse de un vértice a otro podia
ser vista como recorrer una arista en el grafo.

Muchos problemas de programacion dindmica se pueden plantear de esta
manera, sin embargo no es una receta que funcione siempre que un problema
se pueda resolver con programacion dinamica.

Existen otra clase de formas de aplicar la programacion dinamica, si el
lector recuerda el principio “divide y venceras” en su forma recursiva, se basa
en dividir un problema en copias mas pequenas de si mismo, resolver las
copias mas pequenas y finalmente combinar sus soluciones para obtener la
solucion al problema original.

Un ejemplo de un algoritmo que usa de manera directa este principio es el
algoritmo de ordenamiento llamado mezcla(o mergesort para muchos); dicho
algoritmo ya se mencion6 en este libro asi que se asumira que el lector ya lo
conoce.

El algoritmo de mezcla parte el problema original en dos subproblemas,
soluciona los dos subproblemas por separado y posteriormente los une para
obtener la solucién al problema original. Este algoritmo tiene la caracteristica
de que puede facilmente dividirse en dos subproblemas sin perder generalidad.
Sin embargo, existen problemas que se pueden dividir de varias maneras en
copias mas pequenas de si mismo y cada forma de dividirlo produce una
solucion distinta.

En esos casos no queda otra opcion mas que dividir el problema de todas

287
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las formas posibles, lo cual nos podria llevar a generar una cantidad expo-
nencial de subproblemas, pero afortunadamente en muchas ocaciones aunque
haya muchas formas de didividr un problema en copias mas pequenas de si
mismo, jmuchos subproblemas se repiten!. Aqui la programacion dinamica
ayuda para calcular en una tabla las soluciones a los subproblemas ya resuel-
tos.

A este tipo de formas de aplicar la programacién dindmica le llamare-
mos informalmente “cortes”. El primer ejemplo de cortes que veremos sera el
problema de cortar cadenas.

21.1. Cortando Cadenas

Supongamos que tenemos una cadena de caractéres S que tiene longitud
n. Vamos a llamar sq, S, ..., S, a los caractéres correspondientes a cada una
de las posiciones de la cadena, es decir, s; es el i-ésimo caractér.

LLamaremos subcadena [a,b] a la cadena compuesta por los caractéres
Sa, Satl, ---, Sp €n ese Orden, obviamente para que tenga sentido hablar de una
subcadena [a, b] es necesario que a,b € {1,2,...,n} y que a < b.

Consideremos que hay una librerfa que contiene una funcién llamada
cortaCadena que recibe una cadena de caractéres ¢, un entero m y devuelve
dos cadenas de caractéres, la primera corresponde a los primeros m carac-
téres de ¢ y la segunda corresponde al resto de los caractéres. Dicha funcion
usa exactamente m operaciones.

Vamos a imaginar que en algin lenguaje de programacion no se tiene acce-
so directo a los caractéres de las cadenas pero se posee la funcion cortaCadena,
siendo este el caso si se quiere partir una cadena en mas de dos partes hay
varias formas de hacerlo.

Por ejemplo, si la cadena “Olimpiada” se quiere partir en 4 partes “Olim”,
“pi” y “a‘“ y “da” esto se podria hacer de varias formas, y puede que el costo
computacional(nimero de operaciones), sea diferente, por ejemplo, estas dos
formas tienen un costo distinto:

= Se manda a llamar cortaCadena (““0limpiada’, 4) y se obtienen “Olim”
y “piada”; luego se manda a llamar a cortaCadena(‘‘piada’’, 2) y se
obtienen “pi” y “ada”. Después se manda a llamar cortaCadena(‘‘ada’’,

1) y se obtienen “a” y “da”. El costo computacional de hacer esto es de la

logitud de “Olimpiada” mas la longitud de “piada”; es decir 9+5+3 = 17.

» Se manda a llamar cortaCadena(‘“‘Olimpiada’’, 7) y se obtenen “Olimpia”
y “da”; luego se manda a llamar a cortaCadena(‘‘Olimpia’’, 4) y se
obtienen “Olim” y “pia”. Finalmente se manda a llamar cortaCadena (‘‘pia”’,
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2) obteniendo “pi” y “a”. El costo computacional total es de 9+6+3 =
18.

Llegando a este punto la pregunta obligatoria es: ;Cuél es el menor costo
para cortar la cadena S en una secuencia de subcadenas dadas?

Problema Resuelto 21.1.1. Escribir un prgrama que dadas S'y ay, as, ..., aj
con 1 < a; < ay < ... < ag < n determine jcual es el menor costo com-
putacional (menor nimero de operaciones) para cortar S en las subcadenas
1, a1], [a1 + 1, as], ..., [ag_1 + 1, ax]?.

Solucién Si procediéramos como en el capitulo anterior y tratdramos de
reducir el problema a una sucesion de decisiones no llegariamos muy lejos,
puesto que la tnica sucesion de decisiones que es posible imaginarse es, dadas
las cadenas que se han cortado hasta ese momento, jcuél es el siguiente corte?.
Esta forma de modelar el programa es muy ineficiente, puesto que el conjunto
de posibles cortes que pueden ya haberse realizado es de O(2™) donde m es
el niimero de cadenas que deben de quedar al final.

Hay otra forma de abordar este problema, y es usando el principio recur-
sivo de Divide y Venceras abordado en el capitulo 4.

Si de alguna manera sabemos que el primer corte de la cadena se debe
realizar en la posicion p entonces lo que hay que hacer es resolver el problema
de manera 6ptima para [1,p] y para [p+ 1,n], y la soluciéon serd n més la
suma de las soluciones a cada subproblema.

Sin embargo esto no es suficiente para resolver el problema, ya que su-
pusimos que ya sabiamos en que posicion se debe de hacer el primer corte y
eso no tiene por qué ser cierto.

Hay algo que se debe hacer cuando se tienen varias opciones posibles y
no se sabe cudl es la correcta: inspeccionar cada una de ellas y luego elegir
la mejor. La pregunta natural es jeste algoritmo se vuelve exponencial? y la
respuesta es bastante gratificante: no.

Vamos a llamar M (4, f, ¢) al menor costo de cortar la subcadena [a,b] en
la subcadenas [i, ci1], ..., [cj¢ + 1, f]. Tenemos que si ¢ = entonces M (i, f,c) =
O(en ese caso no hay nada que cortar). La respuesta que estamos buscando
es M(1,m,a).

El siguiente paso es encontrar una expresion para M (i, f, ¢), la cual debe
de decir incluir la posibilidad de cortar en todos las posiciones indicadas en
¢, encontrar el 6ptimo de cada una y tomar el minimo. Es decir, si ¢ #:
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M(i, f,c) = min(M(i,c1,) + M(cr + 1, f,{co, ..., g }),
M(Z, Ca, {Cl}) + M(CQ + 1, f, {03, R C|c|}>7

M(i, Cle| {Cl, Coyueny C\c\—l}) + M(C|C| +1, f, ))
+of—itl

En efecto, la mejor solucion que existe cortando primero en ¢; es M (i, ¢;, {c1, ¢, ..., ¢i—1})+

M(c;+1, f,{cit1, ..., cie}) + f — i, asi que la expresion anterior incluye todas
las posibilidades.

Si se implementa en una funcién recursiva tendriamos un tiempo de eje-
cuciéon de orden exponencial, pero tal vez podamos usar el “truco” llamado
memorizacién que se describe en el capitulo 3 para mejorar el algoritmo.

Lo primero que hay que observar para darse cuenta que ese “truco” es real-
mente efectivo es que s6lamente nos interesa calcular el valor de la funcion de
la forma M(a;,ar,{a;s1,...;ar-1}), M(1,ar, {a,...;ar_1}), M(ai,n, {ait1, ..., ax})
o M(1,n,{a;,...,ax}).

Conviene pensar que a; = 1 y ap = n de esa manera podemos de-
cir que so6lo nos interesan calcular los valores de la funciéon en la forma
M(CLZ’, ar, {ai+17 ceey af_l}).

Con esto sabemos que el nimero de subproblemas que vamos a resolver
estd acotado por el nimero de parejas (a;, ay), es decir, por w Asi que
podemos pensar en una implementaciéon como una funcién llamada Mejor,
donde Mejor (i, f) regresa M(a;,ar, {@it1,...,ar_1}).

Para marcar los subproblemas ya calculados podemos usar un arreglo
de dos dimensiones llamado Calculado y para guardar las soluciones a los
subproblemas un arreglo de dos dimensiones llamado M.

Una posible implementacion es la siguiente:

int Mejor(int inicio, int fin){
int i, aux;
if (Calculado|inicio || fin]){
return M[inicio || fin |;
}

Calculado[inicio || fin|=true;
if (fin—inicio <=1){

M[inicio || fin]|=0;

return M|inicio || fin |;

M[inicio || fin|=INFINITO;
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for (i=inicio+1;i<fin ;i++){
aux=M|[ inicio |[i]+M[i+1][fin]|+a[fin]—a[inicio
|+1;
if (M[inicio || fin]|>aux)
M[inicio || fin]=aux;
}
return M|inicio || fin |;
}

En el capitulo anterior vimos que algunas funciones definidas de manera
recursiva se pueden calcular iterativamente en una tabla, si queremos aplicar
eso en este problema debemos de notar que para calcular M[i][f] se necesita
tener calculado previamente M [d][1], M[i][2], ..., M[i][f — 1].

Cualquier 6rden que que respete esa restriccion es un buen candidato para
calcular la tabla iterativamente.

El 6rden mas natural es primero calcular aquellas posiciones M[i][f]
donde f — ¢ sea menor, es decir:

for (len=1;len<=k;len+-+){
for (inicio=1;inicio+len—l<=k;inicio++){
fin=inicio+len —1;
if (fin—inicio <=1){
M[inicio || fin]=0;
telse(
for (m=inicio +1;m<fin ;m—+){
aux=M|[inicio | [m+M[m+1]|[fin|+a|fin]—a|
inicio|+1;
if(M[inicio || fin]>aux)
M|inicio || fin]|=aux;

Observemos que el codigo anterior tiene la ventaja de que no necesita un
arreglo para guardar cudles posiciones fueron ya calculadas, es mas corto que
usa memorizacion y a la larga es mas facil de implementar.

g

Como nota cultural, este problema es muy parecido a un problema clasico
llamado “Multiplicacién Optima de Matrices”, se incluyé este problema en
su lugar para evitar introducir una operacion llamada “Multiplicaciéon de
Matrices”, la cual se aleja de los temas centrales de este libro.
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21.2. Cortando en Cuadrados

Supongamos que tenemos una barra de chocolate cuadriculada de F' por
C cuadros, y queremos cortarla usando sélamente cortes horizontales y verti-
cales en posiciones enteras de manera que al final todas las piezas que queden
sean cuadradas y ademés queden la menor cantidad de piezas.

Problema Resuelto 21.2.1. Escribe un programa que dados 'y C' en-
cuentre la manera de cortar una barra de chocolate de F' por C' de manera
que se obtengan sélamente piezas cuadradas y ademés que se obtengan la
menor cantidad de piezas.

Soluciéon Si F' = (' entonces la menor cantidad de piezas es 1, en otro caso
hay F' — 2 cortes horizontales psoibles y C' — 2 cortes verticales posibles.

Suponiendo que sabemos por algin motivo que el primer corte es hori-
zontal y se hace en la posicion p, entonces lo tinico que tendriamos que hacer
es minimizar el nimero de cuadrados en las dos piezas que quedan, es decir,
resolver el problema para una barra de p por C' y resolver el problema para
una barra de F' — p por C.

Anéalogamente si sabemos que el primer corte es vertical en la posicion p,
hay que resolver el problema para una barra de F' por p y para una barra de
F por C' —p.

Por tanto, si llamamos M (a,b) a la soluciéon para una barra de a por b
entonces:

M(a,b) = 1sia=b (21.1)

= min(M(1,b) + M(a —1,b),.... M(a —1,b) + M(1,0)21.2)

,M(a, 1)+ M(a,b—1),.... M(a,b— 1)+ M(a,1)) (21.3)

sia#b (21.4)

Usando los teoremas del calculo de abajo hacia arriba se deduce que la

formula anterior puede ser calculada de abajo hacia arriba de la siguiente
manera:

for (i=1;i<=F;i++){
for (k=1;k<=C; k++){
if (i—k){
M[ ][ k]=1;
lelse
M] i || k|=INFINITO;
for (m=1;m<i ;m++){ //Cortes horizontales
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M[i.][k]:miﬂ(M[inL M[m] [k]+M[i-m][k])

?

}

for (m=1m<i;m++){ //Cortes verticales
ML ] =min (M3 ], ML} [mf M em])

Y

}

Para propositos del tema de programacion dinamica en cortes ya encon-
tramos la solucién al problema, sin embargo esta solucion esta llena de cosas
que se pueden mejorar, se invita al lector a buscar como mejorarla.

4

21.3. Poligono

Seccion pendiente, constltese http: //olympiads.win.tue.nl/ioi/10i98 /contest /day2/polygon /polygc
para acceder a la descripcion del problema y http://olympiads.win.tue.nl/ioi/10i98 /contest /day2/poly,
para acceder a una descripcion de la solucién.
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Parte VII

Como Resolver Problemas
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A lo largo de este libro hemos explicado herramientas muy poderosasn
para poder resolver problemas por medio de la programacion.

Pero, atin no hemos visto ninguna manera para saber cual herramienta
usar en cada situacion; y por si fuera poco también es cierto que no hemos
visto todas las herramientas que existen (y menos las que llegaran a existir)
que nos pueden ayudar a cumplir con nuestro objetivo.

Existe una noticia desalentadora para este momento, y es que no existe
un método mediante el cual se puedan resolver absolutamente todos los prob-
lemas; la buena noticia es que eso hace a los probolemas més interesantes y
ademads existe una linea de pensamiento por medio de la cual se simplifica
bastante la resoluciéon de problemas.

Esta linea de pensamiento se resume a gran escala en 4 pasos:

1. Entender el problema
2. Encontrar la solucion
3. Implementar la soluciéon

4. Revisar

Como bien se podré dar cuenta el lector, estos 4 pasos no son un buen
resimen de cémo resolver problemas, principalmente porque la parte de en-
contrar la solucién suele ser mucho mas complicada que las otras 3 juntas.

Sin embargo, eso no debe de provocar que les prestemos menos atencion
a los otros 3 pasos en el momento de resolver un problema, cada uno de estos
4 pasos es igualmente importante a pesar de que algunos de ellos son fdciles.
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Entendiendo el Problema

Lo primero que hay que hacer para resolver un problema es entenderlo,
suena como algo bastante obvio, y realmente es obvio que antes de resolver un
problema primero hay que entenderlo. Sin embargo es necesario tener claro
cuando un problema ya se entendié adecuadamente.

La clave es la siguiente: un problema ya se entendié adecuadamente cuan-
do es posible construir un modelo matematico del problema, ademés de decir
objetivamente y sin rodeos qué es lo que se sabe de antemano(los datos) y qué
es lo que se quiere saber(las incognitas) en términos del modelo mateméati-
co(no en terminos de la descripcion del problema original).

Para dejarlo mas claro: alguien que no haya leido el problema deberia
de ser capaz de resolverlo sabiendo los datos, las incégnitas y el modelo
matematico.

A pesar de que este paso es de vital importancia y aparentemente sencillo,
muchas veces es subestimado y es omitido erroneamente. Tal es el caso co-
tidiano del estudiante al cual se le presenta un problema y después de leerlo
sin hacer ningin intento se declara incapaz de resolverlo porque no sabe qué
hacer.

Ahora bien, si al lector alguna vez le sucede algo similar, que luego de
leer un problema no sepa por donde empezar, lo primero que debe de hacer
es empezar por identificar los datos y las incégnitas, eso incluye decir
en términos objetivos(y de preferencia matematicos) qué es lo que se esta
buscando y qué es lo que se sabe de antemano ademas de eliminar informaciéon
superficial.

Vale la pena subrayar que la respuesta a la pregunta “;Por donde em-
piezo?” siempre es: “por identificar los datos y las incognitas”.

Vamos a resolver un ejemplo sencillo, de algo que para el lector le resul-
tarfa un ejercicio mas que un problema pero para ninos de educacién primeria
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les podria resultar un problema, el objetivo es ilustrar como un problema al
enterlo se transforma en un modelo matematico.

Problema Resuelto 22.0.1. Una naranja cuesta 2 pesos, una pera cuesta
5 pesos. Suponga que usted gastd 18 pesos y la cantidad de naranjas que
compro es el doble de la cantidad de peras. ; Cuantas peras y cuantas naranjas
comprd?

Solucién Sin prestar mucha atenciéon a los detalles rapidamente llegamos
a este sistema de ecuaciones:

20 +5y = 18 (22.1)
2y = (22.2)

Y posteriormente se llegara a la respuesta: 2 paras y 4 naranjas.

Si prestamos algo de atencion, en el momento que al niimero de naranjas
les llamamos x, que al niimero de peras les llamamos y y que planteamos las 2
ecuaciones, estamos olvididndonos de que hablabamos de peras y de naranjas.

Incluso nos estamos olvidando de la moneda con la cual se realiza la
compra y una vez que planteamos la primera ecuaciéon ya no es necesario ni
siquiera recordar los precios.

O

De esta manera el proceso de entender un problema es el mismo que el
de convertir el enunciado del problema en variables con un comportamiento
bien definido.

También hay que cuidarse de evitar asumir demasiadas cosas en el mo-
mento de entender un problema, y qué mejor manera de mostrar que esto
puede suceder a través de un ejemplo:

Problema Resuelto 22.0.2. Dos padres y sus respectivos dos hijos se
comieron un pastel, y nadie mas comié de él ;Es posible que en total hayan
comido de ese pastel 3 personas?

Solucién Es posible que el lector se vea tentado a asumir que los 2 padres
son personas distintas de los 2 hijos y que por tanto hay 4 personas.
Revisemos nuevamente el texto, nos dice que hay 3 personas en total, las
cuales las podemos representar por 3 vértices llamados A, By C.
Podemos representar este problema como un grafo, donde lo que se quiere
encontrar es una manera de encontrar 2 aristas dirigidas de manera que 2
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vértices tengan grado de salida 1, 2 vértices tengan grado de entrada 1 y que
no haya ciclos.

Los vértices con grado de salida 1 son los padres, los que tienen grado de
entrada 1 son los hijos y a es hijo de b si existe una arista desde b hasta a.

Claramente no es necesario tener en cuenta todo este tecnicismo para
resolver el problema, simplemente se estd haciendo notar que ya no importa
si lo que estamos imaginando son personas o animales, ya nos olvidamos del
pastel, etc.

El problema nos dice ademas que entre ellos hay 2 padres, sin pérdida de
generalidad diremos que son A y B. Y ademas hay 2 hijos, dichos 2 hijos no
pueden ser también A y B puesto que para que sucediera alguno deberia de
ser padre de si mismo o padre de su hijo.

Por principio de las casillas entre A y B hay al menos un hijo de A o de
B, nuevamente sin pérdida de generalidad diremos que B es hijo de A, como
A no puede ser hijo de B y hay en total 2 hijos entonces C' es hijo de B.

Por lo tanto si es posible.

0

El ejemplo anterior, debido a que se presta a malos entendidos, podria
ser considerado una adivinanza en lugar de un problema.

Otra cosa que puede suceder es que no se sepa qué datos tomar en cuenta,
y qué datos son superificiales, en el primer ejemplo(el de peras y manzanas)
al plantear las ecuaciones nunca se tomé en cuenta que las variables eran
enteros no negativos, ni tampoco se acotaron considerando cudl podia ser el
maximo de peras o manzanas que pudiera haber en una tienda.

Una estrategia 1til para esos casos es tomar los datos que aparentemente
sean importantes, y si resultan insuficientes regresar a la descripcion del
problema y buscar mas datos.

El siguiente ejemplo es un problema que no se presta a malinterpretar
pero plantear el modelo matemaético no es trivial y serd necesario hacer uso
de la estrategia de abstraer datos y luego volver por ellos.

Problema Resuelto 22.0.3. Dos amigos(a los cuales llamaremos A y B)
se reencontraron después de mucho tiempo sin verse, luego de saludarse, A
decide platicar sobre su vida:

-Tengo 3 hijas- dijo A.

-Muy bien, ;Qué edades tienen?- pregunt6 B.

-Para hacerlo mas interesante -continué A-, te lo voy a plantear como un
acertijo: Si multiplicas sus edades obtendréas 36 y si las sumas obtendrés el
ntimero de ventanas de este edificio.
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B cont6 con mucho cuidado el niimero de ventanas y después de pensar
un rato le dijo a A:

-Estoy seguro que me falta un dato.

-iEs cierto!, lo olvidaba -contest6 A-, la mayor de ellas toca el piano.

Luego de eso, B logr6 saber qué edades tenian las hijas de A. Ahora te
toca averigiiarlo a ti.

Nota: Todas las edades estan expresadas como cuantos cumpleanos ha
tenido cada hija y ninguna cumple el 29 de Febrero.

Solucién Como se ha hecho incapié a lo largo de este capitulo, para en-
tender el problema es necesario poder decir cudles son los datos y cuéles las
incognitas, asi que empezaremos por ahi.

Necesitamos encontrar 3 enteros no negativos a, by c.

Respecto a los datos, sabemos que abc = 36, pero el resto de los datos
son dificiles de abstraer.

Sabemos que a + b + ¢ es el nimero de ventanas de un edificio pero no
sabemos de qué edificio asi que pareceria un dato inutil.

Ademés sabemos que la hija mayor toca el piano, nuevamente parece
un dato inutil ya que no nos importa mucho saber que toca el piano para
averigiiar su edad (este problema no trata de usar cuél es la edad minima
para tocar el piano), pero un dato importante que podriamos pasar por alto
es que existe una hija mayor(en otro caso podria suceder que dos gemelas
fueran mayores que una tercera hermana y ademas ).

Dada la dificultad para saber qué datos pueden ser ttiles y qué datos no
lo son; verificaremos si los datos que hemos identificado son suficientes para
resolver el problema y luego volveremos a la descripcion en caso de que no
sean suficientes, ya que para poder avanzar en la solucién del problema hay
que trabajar con un modelo mateméatico y no con una descripciéon parecida
a un cuento.

Dado que abc # 0 y sabemos que a # 0, b # 0y ¢ # 0.

Sin pérdida de generalidad diremos que a # b # c.

La factorizacion en primos de 36 es 36 = 2232,

Usando la factorizaciéon en primos podemos encontrar todas las ternas
que cumplen estas condiciones: (1, 1, 36), (1, 2, 18), (1, 3, 12), (1, 4, 9), (1,
6, 6), (2,2,9), (2, 3, 6), (3, 3, 4).

El otro dato que tenemos es que hay una hija mayor, es decir a # b <
c(notese la desigiialdad estricta), eso s6lo nos hace descartar la terna (1, 6,
6), y atn hay 7 soluciones posibles.

En este momento ya podemos asegurar que si el problema estd bien
planteado entonces no tomamos en cuenta todos los datos.
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Volviendo a revisar la descripcion, nos damos cuenta que B sabia cuanto
valia a+b+cy atn asi le faltaba un dato. Es decir, sea z = a+b—+ ¢, sabemos
que el siguiente problema tiene mas de una solucion:

Encontrar enteros no negativos a < b < ¢ tales que abc = 36 y a+b+c = z.

Observando las ternas que encontramos, podemos darnos cuenta que el
tnico posible valor de z con el cual podrian haber 2 ternas distintas es z = 13,
y las ternas son (1, 6, 6) v (2, 2, 9), para cualquier otro valor de z hay una
linica terna o no hay ternas.

Asi que z =13,y como a < b < centoncesa=2,b=2y c=09.

g

Por tltimo no sobra hacer notar que hay que tener mayores precausiones
al enteder el problema que al resolverlo; el motivo es que una mala inter-
pretacion del problema puede conducir a perder mucho mas tiempo que
cualquier otro error.

Es decir, si se comete un error de implementacion es necesario volver a
revisar el codigo, si se comete un error al encontrar el algoritmo es necesario
volver a implementar, y luego volver a revisar pero si se comete un error
al entender el problema es necesario volver a encontrar la solucién, volver a
implementar y volver a revisar.

De todos los errores posibles, el no entender adecuadamente el problema
es el que tiene consecuencias mas graves.
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oo 2.3

Encontrando la solucion

Este sin duda es el paso mas dificil de todos, y al cual estan dedicadas
casi todas las herramientas que se mencionan en este libro.

En el capitulo anterior se pusieron ejemplos de problemas que nada tenian
que ver con programacion, eso fué adecuado ya que simnplifico la tarea y
el paso de entender un problema mediante la abstraccién es el mismo sin
importar si se trata de un problema de programacion o no.

Pero en este capitulo vamos a restringirnos a problemas de programacion,
principalmente porque ya hay literatura que habla de problemas en general
y hay algunas técnicas que son ttiles so6lo en problemas de programacion.

23.1. Las Dimensiones del Problema

Informalmente hablando, la palabra “dimensién” corresponde a todo aque-
llo que puede variar en el problema, en general se refiere a los datos de entrada
junto con los rangos donde pueden estar, los datos de salida junto con sus re-
spectivos rangos y a veces es conveniente aumentar “dimensiones impliscitas”,
esto con el objetivo de hacer mas manejable el problema.

Problema Resuelto 23.1.1. Identificar las dimensiones de este problema:

Tienes 0 < N < 10000 pares de coordenadas (z;,v;), (a;,b;) con 0 <
Zi, i, Yi, by < 100000, dichas coordenadas representan las esquinas opuestas
de N rectangulos paralelos a los ejes. Hay que encontrar el nimero de rec-
tangulos que tienen la misma &rea.

Solucién Las dimensiones de entrada son 0 < N < 10000, 0 < x;, y;, a;, b; <
100000, es decir, hay 5 dimensiones de entrada.
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Solo hay una dimension de salida, y esta consiste en un tnico ntimero
entero 0 < n < 100000.

Respecto a dimensiones impliscitas, es probable que para resolver el prob-
lema necesitemos calcuolar el area de cada rectangulo y por tanto también
necesitariamos saber el ancho y el alto; estos datos son faciles de calcular a
pesar de que no son parte de la entrada.

Tenemos que tanto el ancho como el alto estan entre 0 y 100 000, sin
embargo el area esta entre 0 y 10'°, esto podria causar un desbordamiento si
no lo hubiéramos tomado en cuenta.

O

Una vez identificadas todas las dimensiones del problema escribelas y asi
podrés darte una idea aproximada de qué tan complicado es el problema.

23.2. Dibuja Una o Varias Figuras

A lo largo de este libro, se ha omitido este paso en todas las soluciones,
principalmente porque plasmar las figuras en un libro es mas complicado que
hacerlo a mano y las figuras rara vez sirven para justificar algo.

Si bien deberias de ser capiz de explicar la solucion final del problema sin
necesidad de una figura, algo que es cierto es que las figuras son una buena
fuente de ideas.

La explicacion de por qué las figuras resultan atil no es muy sorpren-
dente: se utilizan distintas areas del cerebro para procesar imagenes que para
razonar verbalmente. Ademaés las figuras muestran muchas propiedades del
problema que no es facil mantener en la memoria de acceso inmediato, asi
que mientras se mira una figura se pueden tener mas cosas en mente simul-
taneamente.

También hay que tener en cuenta que una sola figura normalmente no es
suficiente, casi siempre es necesario dibujar varias figuras; lo que debes hacer
es pensar en muchos posibles casos y dibujar varios de ellos, trata de que no
sean casos muy parecidos para evitar que te den ideas falsas.

Ademas de todo eso, hay varias formas graficas de representar una mis-
ma idea, por ejemplo, si en un problema te piden encontrar una secuencia
de niimeros enteros, podrias escribir una secuencia, dibujar una grafica de
barras, dibujarlos como una secuencia de puntos sobre la recta numérica,
etc.

No te estanques en una sola representacion ya que muchas veces la solu-
cion a un problema es facil de ver con la representacion adecuada, y la tinica
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manera de que sea probable que veas la representaciéon adecuada en cualquier
problema es que dibujes los datos de muchas maneras posibles.

23.3. Libro Incompleto y D6nde Continuar Leyen-
do

Aqui termina el lo que he escrito del libro, pero no el contenido, espero
continuar con este capitulo y esta parte en el futuro; mientras tanto se puede
leer un texto que habla de algo parecido:

http://www.mii.lt/olympiads_in_informatics/pdf/INFOLO18.pdf
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Parte VIII

Apéndices
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Apéndice

Otros Algoritmos y otras Estructuras
de Datos

A quien esté interesado en los concursos de programacion se le recomienda
altamente conocer los siguientes algoritmos:

= Caminos mas Cortos en Grafos. Dijkstra, Floyd y Bellman-Ford.
» Arbol de Expansiéon Minimo. Kruskal y Prim.

= Teoria de Juegos. Nimbers.

» Estructuras de Datos. Segment Tree y Fedwick Tree.

» Teoria de Niumeros. Maximo comin divisor(algoritmo de Euclides),
criba de Eratostenes, operaciones con enteros grandes.

= Algoritmos Geométricos. Par de puntos mas cercanos, obtencion del
cerco convexo, algoritmos basicos con poligonos(obtener area, saber si
un punto esta dentro, etc).

También se hace incapié en que por cada hora de teoria se deben de
dedicar al menos 9 horas en resolver problemas si se quiere llegar a tener una
preparacion eficaz en los concursos.

Estos algoritmos y estructuras de datos no se muestran en este libro
debido a que la intencion de este libro no es la de ser un libro de referencia;
constltese el apéndice de bibliografia recomendada para tener una idea de
donde encontrarlos.
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Apéndice

Bibliografia Recomendada

Como se mencion6 en el apéndice anterior, este libro es realmente una
introducciéon tanto a los algoritmos como a la resolucion de problemas e
incluso es una introduccion a las matemaéticas a un nivel formal. Asi que este
libro no es suficiente para tener un conocimiento profundo de los algoritmos
ni para resolver cualquier problema de algoritmos.

A continuacion cito algunas recomendaciones bibliograficas para diversos
topicos:

s Introduction To Algorithms Thomas Cormen. Excelente libro de
referencia de algoritmos en general. Contiene los algoritmos mas cono-
cidos de cada rama y tiene un rigor matemaético bastante alto.

s Algorithms S. Dasgupta, C.H. Papadimitriou, y U.V. Vazirani. Un
buen libro de algoritmos, no tan extenso como el de Thomas Cormen
pero muy ameno pero de leer y sin perder el rigor. Se puede descargar
de manera gratuita.

= Problems on Algorithms Jan Parberry. Contiene muchos problemas
de caracter algoritmico, tiene poca teoria.

= Graphs, Networks and Algorithms Dieter Jungnickel. Un libro de
teria y algoritmos de grafos bastante fuerte, ademas de contener los al-
goritmos mas conocidos también contiene extensiones/generalizaciones
de éstos, muy 1til para quienes quieran ir mas alla de las aplicaciones
obvias.

» Programming Challenges Steven S. Skiena y Miguel Revilla. Li-
bro completamente dedicado al concurso de programaciéon ACM ICPC.
Contiene problemas recomendados y un poco de teoria de cada érea.
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» Advanced Data Structures Peter Brass. Una extensa referencia de
estructuras de datos.

= Problem Solving Strategies Arthur Engel. Libro ampliamente usado
para entrenamientos en la Olimpiada de Matemaéticas, no esta centrado
en el estudio de los algoritmos pero contiene muchas cosas ttiles.

Ademés de estos libros, internet esta lleno de contenido 1til, consultese
la seccion de contenido educativo de www.topcoder.com/tc.

Para aquellos interesados en la prueba de la formula de Stirling, se re-
quieren conocimientos de céalculo, un buen libro de calculo es Calculus de
Michael Spivak; para quienes ya sepan calculo, la prueba de dicha férmu-
la se puede encontrar en muchos lugares, uno de ellos es Wikipedia, la
enciclopedia libre(en.wikipedia.org).
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