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Prélogo

Este libro estd dirigido a cursos de quimica cudntica de postgrado y de estudios universitarios
avanzados.
El nuevo material de la quinta edicién incluye:

e El método de Numerov para la resolucién numérica de la ecuacién de Schrédinger unidimen-
sional (Secciones 4.4, 6.9 y 13.2)

e Métodos de escalado lineal (Seccién 15.5)

¢ Potenciales electrostaticos moleculares (Seccién 15.8)

e Bisqueda de conformaciones (Seccién 15.12)

e Frecuencias vibracionales (Seccién 15.13)

¢ Propicdades termodindmicas (Seccidén 15.14)

e Programnas de quimica cudntica ab initio (Secciones 15.15 v 15.16)

e Métodos combinados (Seccidén 15.21)

e Efectos del disolvente (Secciones 15.22 y 16.7)

e Los métodos ONIOM, IMOMO e IMOMM (Seccién 15.26)

Los siguientes temas han sido ampliados significativamente:

e Teoria del funcional de densidad (Seccién 15.20)
e Método de mecanica molecular (Seccidén 16.6)

e Métodos semiempiricos (Seccién (16.5)

¢ Optimizacién de geometrias (Seccién 15.11)

e Comparacién de métodos (Capitulo 17)

Fl papel cada vez mas importante de la quimica cudntica hace deseable que los estudiantes
de todas las dreas de la quimica comprendan los métodos modernos de célculo de estructuras
electrénicas, y este libro se ha escrito con este objetivo en mente.

He intentado dar explicaciones claras y completas, sin enmascarar los puntos dificiles o sutiles.
Las deducciones se realizan con suficiente detalle como para que puedan seguirse con facilidad,
intentando evitar recurrir, en la medida de lo posible, a la frustrante frase “puede demostrarse
que”. Mi propdsito ha sido proporcionar a los estudiantes un conocimiento sélido de los aspectos
fisicos y mateméticos de la mecédnica cudntica y de la estructura electrénica molecular. Este libro
ha sido disenado para que resulte de utilidad a los estudiantes de todas las ramas de la quimica,
no solo a los futuros quimicos cuanticos. Sin embargo, la materia se expone de tal manera que
aquellos que continiien con el estudio de la quimica cuantica tengan una base sélida y no se vean
limitados por conceptos erréneos.

X1
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Prélogo

Uno de los obstdculos con el que se enfrentan muchos estudiantes de quimica a la hora de
aprender mecdnica cudntica es la falta de familiaridad con las matematicas necesarias para su es-
tudio. En este texto he incluido tratamientos detallados sobre operadores, ecuaciones diferenciales,
ecuaciones lineales simultdneas y el resto de los temas necesarios. En lugar de dedicar un capitulo
introductorio o una serie de apéndices a las matemadticas, he preferido integrarlas con la fisica y
la quimica. La aplicacién sobre la marcha de las matemadticas a la resolucién de un problema
mecanocuantico hace que tengan mas sentido para el estudiante que si se estudia por separado.
También he tenido en cuenta la limitada base de fisica que tienen muchos estudiantes de quimica,
por lo que he repasado muchos aspectos de la fisica.

Este libro ha mejorado apreciablemente gracias a las revisiones y sugerencias de Leland Allen,
N. Colin Baird, James Bolton, Donald Chesnut, Melvyn Feinberg, Gordon A. Gallup, David Gold-
berg, Warren Hehre, Hans Jaffé, Neil Kestner, Harry King, Peter Kollman, Errol Lewars, Joel
Liebman, Frank Meeks, Robert Metzger, William Palke, Gary Pfeiffer, Russell Pitzer, Kenneth
Sando, Harrison Shull, James J. P. Stewart, Richard Stratt, Arieh Warshel y Michael Zerner. Al-
gunas partes de esta quinta edicién han sido revisadas por Steven Bernasek, W. David Chandler,
R. James Cross, David Farrelly, Tracy Hamilton, John Head, Miklos Kertesz, Mel Levy, Pedro
Muino, Sharon Palmer y John S. Winn. El curso de Robert Gotwals sobre quimica computacional
en el North Carolina Supercomputing Center me ha permitido adquirir experiencia en el uso de su-
percomputadores. Deseo expresar mi agradecimiento a todas estas personas y a varios correctores
andénimos.

Cualquier sugerencia que los lectores deseen realizar para mejorar el libro serd siempre bien
recibida.

Ira N. Levine
INLevine@brooklyn.cuny.cdu



Prdélogo a la edicion en espanol

Es muy dificil y, en todo caso, resulta poco frecuente que una obra, sea del género que fuere, supere
el paso del tiempo. Acontece muy pocas veces, para cualquier tipo de obra humana y seriamos
capaces de enumerar, sin pestanear al ser tan pocos, los casos en que se ha logrado alcanzar el
peldafio del recuerdo y el reconocimiento como obra perdurable. Cuando la obra es cientifica la
rareza de que se dé tal acontecimiento, se acentia, habida cuenta de que la Ciencia, por ventura,
disfruta de ese trato de favor que es el de dudar y poner en cuestién de forma permanente y
constante, hasta sus mds firmes convencimientos. De esta forma el edificio de la Ciencia nunca
estd finalizado y mas de una vez se ha vuelto a los primeros principios para reconstruir, encajar,
explicar, superar, argumentar y sobre todo razonar qué son las cosas. Es una tradicién ya, que
hunde sus raices en el pensamiento y método que nos legé Galileo y al cual han contribuido y
contribuyen, de forma constante e incansable, cientos de mujeres y hombres, cientificos, a lo largo
y ancho del mundo. Por eso, en Ciencia ocurre tan pocas veces que algo perdure de modo que,
cuando se da tal circunstamncia, se suele celebrar y reconocer con resonancia de gran alcance, casi
universal.

Estamos ante uno de esos casos, propios de las grandes cosas que mejoran con el tiempo.
Porque al hablar de superar el paso del tiempo, entendemos que el pardmetro tiempo, lejos de
intervenir, como suele hacerlo, en una compleja ecuaciéon que da como resultado un deterioro o
una superacién de lo propuesto o realizado, aqui, hablamos de incluso una mejora con su paso,
con el discurrir del tiempo. La obra que nos ocupa, Quimica Cudntica de Ira N. Levine, es uno
de estos casos. Desde principios de la década de los setenta han sido miles los estudiantes de
licenciatura y doctorado que se han iniciado en los, aparentemente intrincados pero fascinantes al
mismo tiempo, caminos de la teorfa cudntica de las moléculas para fundamentar las propiedades
de estas y predecir su comportamiento. Y lo han podido hacer, en gran medida, al disponer de
una excelente herramienta, como han sido las sucesivas ediciones en lengua inglesa (hasta cinco
contamos hoy) y también en lengua esparfiola (esta que tiene en sus manos es la segunda edicién,
que corresponde a la quinta y dltima en lengua inglesa).

Hasta la quinta edicién en lengua inglesa las sucesivas ediciones se han ido construyendo poco a
poco haciendo, pues, uso del mejor ingrediente con que nos suele sorprender la propia naturaleza:
la parsimonia. El tiempo va decantando las hipétesis y va situando las cosas como si se tratara
de un encaje en el que las mas finas hilaturas deben encontrar las mas bellas formas estéticas.
Esta edicion esta plagada de excelentes ejemplos de incorporacién de razonamientos, argumentos,
matices, datos, experimentos, y un largo etcétera que han ido viendo la luz en diferentes momentos
a lo largo de estos afios.

Asi es que la quinta edicién en lengua inglesa se ha ido conformando con las aportaciones
corregidas y aumentadas de los avances recientes. Como el buen vino, esta obra mejora con el
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CAPITULO 1

La ecuacidn de Schrodinger

QUIMICA CUANTICA

A finales del siglo diecisiete Isaac Newton descubrié la mecdnica cldsica, las leyes del movimiento
de los objetos macroscépicos. A principios del siglo veinte, los fisicos encontraron que la mecdnica
cldsica no describe correctamente el comportamiento de particulas tan pequefias como los electrones
y los nucleos de los dtomos y las moléculas. El comportamiento de estas particulas estd regido por
un conjunto de leyes denominado mecdnica cudntica.

La aplicacién de la mecanica cuantica a los problemas de la quimica constituye la Quimica
Cudntica. La influencia de la quimica cudntica es manifiesta en todas las ramas de la quiinica.
Los quimicos fisicos utilizan la mecdnica cudntica para calcular (con la ayuda de la mecéanica
estadistica) propiedades termodinamicas (por ejemplo, la entropia, la capacidad calorifica) de los
gases; para interpretar los espectros moleculares, lo que permite la determinacién experimental
de propiedades moleculares (por ejemplo, longitudes de enlace y dngulos de enlace, momentos
dipolares, barreras de rotacién interna, diferencias de energia entre isémeros conformacionales);
para calcular propiedades moleculares tedricamente; para calcular propiedades de los estados de
transicién de las reacciones quimicas, lo que permite estimar las constantes de velocidad; para
comprender las fuerzas intermoleculares; y para estudiar el enlace en los sélidos.

Los quimicos orgédnicos usan la mecdnica cudntica para estimar las estabilidades relativas de
las moléculas, calcular las propiedades de los intermedios de reaccién, investigar los mecanismos
de las reacciones quimicas y analizar los espectros RMN.

Los quimicos analiticos utilizan de forma habitual los métodos espectroscopicos. Las frecuencias
v las intensidades de las lincas de un espectro sélo pueden entenderse e interpretarse adecuadamente
mediante el uso de la mecénica cudntica.

Los quimicos inorganicos usan la teoria del campo ligando, un método mecanocudntico aproxi-
mado, para predecir y explicar las propiedades de los iones complejos de los metales de transicién.

El gran tamafio de las moléculas bioldgicamente importantes hace que los célculos mecano-
cudnticos de las mismas sean extremadamente dificiles. Sin embargo, los bioquimicos estdn comen-
zando a sacar provecho de los estudios mecanocuanticos de conformaciones de moléculas biol6gicas,
de enlaces enzima-substrato y de solvatacion de moléculas biol6gicas.

En la actualidad, varias compaiias venden programas de computador para realizar calculos
quimico-cuanticos moleculares. Estos programas estan disefiados para que puedan ser utilizados
no so6lo por los quimicos cudnticos, sino por cualquier quimico.
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ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA MECANICA CUANTICA

El desarrollo de la mecénica cudntica comenzé en el ano 1900 con el estudio que realizé Planck
sobre la luz emitida por sélidos calentados, asi que comenzaremos analizando la naturaleza de la
luz.

En 1801, Thomas Young di6 pruebas experimentales convincentes de la naturaleza ondulatoria
de la luz, observando los efectos de difraccién e interferencia que se producian cuando la luz
pasaba a través de dos pequenos orificios adyacentes. (La Difraccidn es la desviacién que sufre una
onda cuando bordea un obstaculo. La Interferencia es la combinacién de dos ondas de la misma
frecuencia para dar una onda cuya intensidad en cada punto del espacio es la suma vectorial
o algebraica de las intensidades de las ondas que interfieren. Véase cualquier libro de fisica de
primer curso).

Alrededor de 1860, James Clerk Maxwell formulé cuatro ecuaciones, conocidas como las ecua-
ciones de Maxwell, que unificaron las leyes de la electricidad y del magnetismo. Las ecuaciones
de Maxwell predecian que una carga eléctrica acelerada debia irradiar energia en forma de on-
das electromagnéticas, es decir ondas formadas por campos eléctricos y magnéticos oscilantes. La
velocidad predicha por las ecuaciones de Maxwell para estas ondas resulté ser la misma que la
velocidad de la luz medida experimentalmente. Maxwell concluyd, pues, que la luz es una onda
electromagnética.

En 1888, Heinrich Hertz detecté ondas de radio producidas por cirgas aceleradas en descargas
eléctricas, tal como predecian las ecuaciones de Maxwell. Este hecho terminé de convencer a los
fisicos de que la luz era realmente una onda electromagnética.

Todas las ondas electromagnéticas viajan a la velocidad ¢ = 2.998 x 108 m/s en el vacio. La
frecuencia v y la longitud de onda A de una onda electromagnética estan relacionadas por

Av =¢ (1.1)*

(Es aconsejable que las ecuaciones marcadas con un asterisco después del ntmero se memoricen.)
Las ondas electromagnéticas se denominan habitualmente de diferente forma dependiendo de sus
frecuencias. Asi tenemos, por orden de frecuencia creciente ondas de radio, microondas, radiacién
infrarroja, luz visible, radiacién ultravioleta, rayos X y rayos gamma. Utilizaremos el término luz
para designar cualquier tipo de radiacién electromagnética. Las longitudes de onda de las radiacio-
nes visible y ultravioleta se daban antes en angstroms (A) y ahora se expresan en nandémetros
(nm):

Inm=10""m, 1A=10""m=0.1nm (1.2)*

A finales de 1800, los fisicos midieron la intensidad de la luz emitida por un cuerpo negro
caliente a una temperatura fija en funcién de la frecuencia. Un cuerpo negro es un objeto que
absorbe toda la luz que incide sobre el mismo. Una buena aproximacién a un cuerpo negro es
una cavidad con un agujero minidsculo. Cuando los fisicos utilizaron la mecénica estadistica y el
modelo ondulatorio de la luz para predecir las curvas de intensidad frente a la frecuencia de la
radiacién emitida por el cuerpo negro, obtuvieron un resultado en el tramo de altas frecuencias
que estaba en completo desacuerdo con las curvas observadas experimentalmente.

En 1900, Max Planck desarrollé una teoria que reproducia de forma excelente las curvas ex-
perimentales de la radiacién del cuerpo negro. Planck supuso que los dtomos del cuerpo negro
podian emitir energia en forma de luz, pero solamente en cantidades dadas por hr, donde v es
la frecuencia de la radiacién y h es uua constante de proporcionalidad, llamada constante de
Planck. Utilizando el valor h = 6.6 x 10734 J -5 obtuvo curvas tedricas que reproducian de forma
precisa las curvas experimentales del cuerpo negro. El trabajo de Planck supuso el nacimiento de
la mecanica cudntica.
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La hipétesis de Planck de que solamente pueden emitirse ciertas cantidades de energia eletro-
magnética radiante (es decir, que la emisién estd cuantizada) estaba cn franca contradiceién con
todas las ideas preestablecidas de la fisica. La energia de una onda esta relacionada con su ampli-
tud, y la amplitud varia continuamente de cero en adelante. Ademas, de acuerdo con la mecanica
Newtoniana, la energia de un cuerpo material varia, también, de forma continua, por lo que era
de esperar que ocurriese lo mismo con la energia de los atomos. Si la energia de los atomos y la
de las ondas electromagnéticas toma valores continuos, entorices la energia de la radiacién electro-
magunética emitida por los dtomos también debe variar continuamente. Sin embargo, solamente
introduciendo la hipdtesis de emisién cuantizada de la energia se obtienen las curvas correctas de
la radiacién del cuerpo negro.

La cuantizacion de la energia se utilizé por segunda vez para explicar el efecto fotoeléctrico. En
el efecto fotoeléctrico, la luz que incide sobre un metal provoca la emision de electrones. La cnergia
de la onda es proporcional a su intensidad y no estd relacionada con su frecuencia, de manera que
la descripcion de la luz en forma de ondas electromagnéticas predice que la energia cinética del
fotoelectrén emitido aumenta conforme lo hace la intensidad de la radiacién y que diclia energia no
cambia con la frecuencia. En lugar de ello se observa que la energia cinética del electrén emitido
es independiente de la intensidad de la luz y aumenta con su frecuencia.

En 1905, Einstein mostrd que estas observaciones experimentales podian explicarse suponiendo
que la luz estaba compuesta por ciertas entidades corpusculares (llamadas fotones), cada uno de
ellos con una energia dada por

Efoten = hv (1.3)*

Cuando un electrén del metal absorbe un fotén, parte de su energia se utiliza para vencer las fuerzas
que mantienen al electrén cn el interior del metal, v el resto se transforma en energia cinética del
electron que abandona el metal. La conservacion de la energia implica que hv = ® + T, donde ®
es la energia minima necesaria para que un electrén escape del metal (la funcidn de trabajo del
metal) v T es la energia cinética méxima del electrén emitido. Un incremento de la frecuencia de
la luz v provoca el aumento de la energfa del fotén y, por tanto, de la energia cinética del electrén
emitido. Un incremento de la intensidad de la luz a una frecuencia dada, aumenta el mimero de
fotones que golpean al metal y, por tanto, el niimero de electrones que se emiten, pero no cambia
la energia cinética de cada uno de ellos.

El efecto fotoeléctrico pone de manifiesto que la luz puede mostrar un comportamiento corpus-
cular, ademas del comportamiento ondulatorio que manifiesta en los experimentos de difraccién.

Consideremos ahora la estructura de la materia.

A finales del siglo diecinueve, las investigaciones llevadas a cabo en tubos de descarga y sobre
la radioactividad natural pusieron de manifiesto que los dtomos y las moléculas estan formados
por particulas cargadas. Los electrones tienen carga negativa. El protén tiene una carga positiva
igual, en magnitud, a la del electrén, pero de signo opuesto y es 1836 veces mds pesado que el
electrén. El tercer constituyente de los dtomos, el neutrén (descubierto en 1932) no tiene carga y
es ligeramente méas pesado que el proton.

A principios de 1909, Rutherford, Geiger y Marsden hicieron pasar repetidamente un haz
de particulas alfa a través de laminas metélicas delgadas y observaron las desviaciones que se
producian al hacerlas incidir sobre una pantalla fluorescente. Las particulas alfa son nicleos de
helio, cargados positivamente, que se obtienen en desintegraciones radioactivas naturales. La
mayoria de las particulas alfa atravesaban las laminas metéalicas practicamente sin desviarse pero,
sorprendentemente, unas pocas sufrian una desviacién grande y algunas de ellas rebotaban hacia
atras. Para que se produzcan desviaciones grandes es necesario que las cargas se aproximen mucho,
de forma que la fuerza repulsiva culombiana sea grande. Si la carga positiva estuviese dispersa en
el interior del atomo (como J.J. Thomson habia propuesto en 1904), al penetrar en el mismo una
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particula alfa de alta energia la fuerza repulsiva disminuiria hasta anularse en el centro del dtomo,
de acuerdo con la teoria electrostatica cldsica. Por tanto, Rutherford concluyé que las grandes
desviaciones observadas sélo podian ocurrir si la carga positiva estaba concentrada en un nicleo
pesado y diminuto.

Un atomo estd formado por un pequeiio nicleo pesado (de 107'% a 107'2 em de radio) com-
puesto de neutrones y de Z protones, donde Z es el nimero atémico. Fuera del nicleo hay Z
electrones. Las particulas cargadas interactiian de acuerdo con la ley de Coulomb. (Los nucleones
se mantienen unidos en el interior del micleo mediante intensas fuerzas nucleares de corto alcance,
de las que no nos ocuparemos aqui.) El radio de un atomo es aproximadamente de un angstrom
como muestran, por ejemplo, los resultados obtenidos a partir de la teoria cinética de gases. Las
moléculas tienen mas de un nicleo.

Las propiedades quimicas de los atomos y moléculas estdn determinadas por sus estructuras
electrénicas, de manera quc es necesario plantearse cual es la naturaleza del movimiento y la energia
de los electrones. Puesto que el nicleo es mucho mas pesado que el electrén, cabe esperar que el
movimiento del nicleo sea lento comparado con el de los clectrones.

En 1911, Rutherford propuso un modelo planetario del dtomo, en el que los electrones dan
vueltas alrededor del niicleo en diferentes érbitas, del mismo modo que los planetas dan vucltas
alrededor del Sol. Sin embargo, este modelo presenta una dificultad fundamental. De acuerdo
con la teorfa electromagnética clasica, una particula cargada acelerada irradia energia en forma de
ondas electromagnéticas (luz). Un electrén que gira alrededor del nicleo a una velocidad constante
sufre una aceleracion, ya que la direccién de su vector velocidad cambia continuamente. Debido a
ello, los electrones en el modelo de Rutherford deberian perder continuamente encrgia en forma de
radiacién y caer, por tanto, en espiral hacia el nicleo. Por tanto, de acuerdo con la fisica cldsica
(siglo XIX), el atomo de Rutherford seria inestable y colapsaria.

Niecls Bohr propuso en 1913 una forina de superar esta dificultad aplicando el concepto de
cuantizacion de la encrgia al dtomo de hidrégeno. Bohr supuso que la energia del electrén cn el
atomo de hidrégeno estaba cuantizada, de manera que el clectrén sélo podia moverse en alguna
orbita de las comprendidas dentro de un cierto nimero de drbitas permitidas. Cuando ¢l electrén
efectiia una transicion desde una érbita de Bohr a otra, se absorbe o se emite un fotén de luz cuya
frecuencia v satisface la relacién

Esuperior — Einferior = hw (1.4)*

donde Egyperior ¥ Einferior 500 las energias de los estados superior e inferior (conservacion de la
energia). Bohr utilizé la mecénica clasica para deducir una férmula de los niveles de encrgia del
atomo de hidrégeno, suponiendo que el electrén que efectia una transicién desde un estado libre
(ionizado) a una de las orbitas enlazantes, emite un fotén cuya frecucncia es un multiplo entero
de la mitad de la frecucncia de revolucién clasica del electrén en la érbita enlazante. Usando la
relacién (1.4) obtuvo valores concordantes con los observados para el espectro de hidrégeno. Sin
embargo, los intentos de explicar cl espectro del helio usando la teoria de Bohr fracasaron. Ademas,
la teoria tampoco podia dar cuenta del culace quimico de las moléculas.

La dificultad basica del modelo de Bohr estaba en la utilizacién de la mecdnica clasica para
describir los movimientos electrénicos en los dtomos. Los espectros atémicos, con sus frecuencias
discretas, pouen de manifiesto que efectivamente sélo estan permitidas ciertas energias para el
movirmiento clectrénico, es decir que la energia electrénica estd cuantizada. Sin embargo, en la
mecanica clasica la energia varia de forma continua. La cuantizacién tiene lugar en el movimiento
ondulatorio, como es el caso, por ejemplo, de la frecuencia fundamental y los sobretonos emitidos
por una cucrda de violin. Por ello, Louis de Broglie sugirié en 1923 que el movimiento de los
electrones debia tener una componente ondulatoria, esto es, que un electréon de masa m y velocidad
v tendria una longitud de onda
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A= — = — (1.5)
mv  p

asociada al mismo, donde p es el momento lineal. De Broglie llegé a la Ecuacién (1.5) mediante un
razonamicnto analogo para fotones. La energia de cualquier particula (incluyendo el fotén) puede
expresarse, de acuerdo con la teoria de la relatividad especial de Einstein, como E = m¢?, donde
¢ es la velocidad de la luz y m la masa relativista de la particula (no su masa en reposo). Usando
FEtoton = hv, obtenemos mc? = hv = he/X y A = h/me = h/p para cl fotén que viaja a la velocidad
¢. La Ecuacién (1.5) es, por tanto, la ecuacién equiparable a esta dltima, pero para el electrén.

En 1927, Davisson y Germer confirmaron experimentalmente la hipétesis de de Broglie, ha-
ciendo incidir electrones sobre metales y obscrvando que se producian efectos de difraccién. En
1932, Stern observé los mismos efectos con atomos de helio y moléculas de hidrégeno, constatan-
do definitivamente que los efectos ondulatorios no son una peculiaridad dec los electrounes, sino la
consecuencia de alguna ley general del movimiento de las particulas microscopicas.

Los electrones se comportan, por tanto, en algunas ocasiones como particulas y en otras como
ondas. Nos enfrentamos, pues, con la aparentemente contradictoria “dualidad onda-particula” de
la materia (y de la luz). ;Cémo puede un electrén ser tanto una particula, que es una entidad
localizada, como una onda, que no lo es? La respuesta es que un clectrén no es ni una onda ni una
particula, sino algo distinto. Es imposible dar una descripcion grafica precisa del comportamiento
del electrén usando los conceptos de onda o de particula de la fisica cldsica. Los conceptos de
la fisica clasica se han desarrollado a partir de la experiencia en el mundo macroscépico y no
describen adecuadamente el mundo microscépico. La evolucién ha moldeado el cerebro humano
para que permita entender y tratar adecuadamente los fendmenos macroscopicos. El sistema
nervioso humano no se ha desarrollado para ocuparse de los fenémenos que ocurren a escala atémica
vy molecular, de manera que no debe sorprendernos que no podamos entender completamente tales
fenémenos.

Los fotones y los electrones no son el mismo tipo de entidades, aunque ambos muestren una
clara dualidad. Los fotones se mueven siempre a la velocidad ¢ y ticnen una masa en reposo nula;
los clectrones siempre tienen v < ¢ y una masa en reposo no nula. Ademis, los fotones deben
tratarse siempre de forma relativista, mientras que los electrones que se mueven a una velocidad
mucho menor que ¢ pueden tratarse de forma no relativista.

EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

Consideremos cudl es el efecto que tiene la dualidad onda-particula sobre la medida simultanca de
la coordenada z y la componente x del momento lineal de una particula microscépica. Comenzamos
con un haz de particulas con momento lineal p, que se mueve en la direccion y, y lo hacemos incidir
sobre una rendija, detras de la cual colocamos una placa fotogrdfica. Véase Figura 1.1.

Las particulas que pasan a través de la rendija de anchura w tienen una incertidumbre w en
la coordenada = en el momento de atravesarla. Llamando a esta dispersion de valores de © Az,
tenemos Axr = w.

Puesto que las particulas microscépicas tienen propiedades ondulatorias, son difractadas por
la rendija generando (como ocurriria con un haz de luz) un patrén de difraccién sobre la placa
fotografica. La altura de la grifica en la Figura 1.1 es una medida del ntimero de particulas que
alcanzan un punto dado. El patrén de difracciéon muestra que, cuando las particulas son difractadas
por la rendjija, la direccidn de su movimiento cambia, de forma que parte de su momento se transfiere
a la direccién z. La componente x del momento viene dada por la proyeccion del vector moniento
sobre la direcciéon z. Una particula desviada hacia arriba en un angulo « tiene una componente
z del momento igual a p sen «, mientras que una particula desviada hacia abajo en un angulo «
tiene una componente z del momento igual a -p sen a. Puesto que la mayor parte de las particulas
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Placa Fotografica

FIGURA 1.1 Difraccién de electrones por una rendija.

sufre desviaciones en el rango comprendido entre —a vy «, donde @ es el angulo al que aparece
el primer minimo en el patrén de difraccién, tomaremos la mitad del rango de dispersién de los
valores del momento en el pico central de difraccién, como una medida de la incertidumbre Ap,
en la componeunte r del momento: Ap, = psen «.

De este modo eu la rendija, donde se realiza la medida, tenemos

Az Ap, = pwsena (1.6)

Se puede calcular facilmente el angulo @ al que aparece el primer minimo de difraccién. Este
minimo aparece cuando la diferencia entre las distancias recorridas por las particulas que atraviesan
la rendija por su extremo superior y las que lo hacen por el centro es igual a %)\, donde X es la
longitud de onda de la ouda asociada. La ondas que se originan en la parte superior de la rendija
estan entonces completamente desfasadas de las que se originan en ¢l centro de la rendija y ambas
ondas se cancelan entre si. Las ondas que proceden de un punto situado a una distancia d por
debajo del punto medio de la rendija, sc cancelan con las que se originan a una distancia d por
debajo de la parte superior de la rendija. Trazando la distancia AC en la Figura 1.2 de manera
que AD = C'D, tenemos que la diferencia entre las longitudes recorridas es BC'. La distancia entre
la rendija y la placa fotografica es grande, eomparada con la anchura de la rendija, de modo que
las lineas AD y BD son pricticamente paralelas. Esto hace que el angulo AC'B sea esencialmente
un angulo recto y, por tamto, que el dugulo BAC sea igual a a. La diferencia entre los caminos
recorridos BC' es entonces %w sen . Haciendo BC igual a %A tenemos w sen a = X, y la Ecuacion
(1.6) se transforma en AzAp, = pA. Lalongitud de onda XA viene dada por la relacién de de Broglie
A = h/p, de modo que AzxAp, = h. Puesto que las incertidumbres no se han definido de forma
precisa, el signo igual en esta expresion no esta completamente justificado, asi que escribimos

Az Ap, ~ h (L.7)

para indicar que el producto de las incertidumbres en z y en p, es del orden de magnitud de la cons-
tante de Planck. En la Seccién 5.1 darcmos una definicién estadistica precisa de las incertidumbres
v reemplazaremos la desigualdad (1.7) por otra més rigurosa.

Aunque hemos demostrado que la relacién (1.7) se cumple para un solo experimento, su validez
es general. Sea cual sea el tipo de experiencia que realicemos, lleganios siempre a la conclusion
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FIGURA 1.2 Cilculo del primer minimo de difraccién.

de que la dualidad onda-particula de las particulas “micoscépicas” impone un limite a nuestra
capacidad de medir simultaneamente la posicién y el momento de las mismas. Cuanto mayor sea la
precision con la que determinemos la posicién, menor serd la que obtengamos para el momento. (En
la Figura 1.1, sen @ = A/w, de modo que un estrechamiento de la rendija origina un ensanchamiento
del patrén de difraccién.) Esta limitacion constituye el principio de incertidumbre, descubierto
en 1927 por Werner Heisenberg.

A causa de la dualidad onda-corpisculo, el acto de medir introduce una perturbacién incon-
trolable en el sistema sobre el que se realiza la medida. En el experimento descrito, comenzamnos
con particulas que tienen un valor preciso de p, (cero). Al hacerlas pasar por la rendija medimos
la coordenada z de las particulas con una precisiéon dada por w, pero esta medida introduce una
incertidumbre en los valores del momento p, de las particulas. La medida cambia el estado del
sistema.

LA ECUACION DE SCHRODINGER DEPENDIENTE DEL TIEMPO

La mecanica clasica es sélo aplicable a particulas macroscépicas. Para “particulas” microscépicas
es necesaria una nueva forma de mecdnica, que se denomina mecdnica cudntica. Veamos ahora
algunas de las diferencias que existen entre la mecanica clasica y la cudntica. Por simplicidad,
consideraremos sistemas unidimensionales de una sola particula.
En mecanica clasica el movimiento de una particula estd gobernado por la segunda ley de
Newton:
2
F =ma = md—:% (1.8)*
dt?
donde F es la fuerza que actia sobre la particula, m es su masa, ¢ es el tiempo y a es la aceleracién,
que vienc dada por a = dv/dt = (d/dt)(dz/dt) = d*z/dt?, donde v es la velocidad. La Ecuacién
(1.8) contiene la segunda derivada de la coordenada x con respecto al tiempo. Para resolverla hemos
de realizar dos integraciones, lo que introduce dos constantes arbitrarias ¢; y c» en la solucién, de
modo que

z =gt ci,c2) (1.9)

donde ¢ es alguna funcién del tiempo. Preguntémonos ahora: ;qué informaciéon debemos poseer
en un tiempo dado tp para poder predecir el movimiento futuro de la particula? Si sabemos que
en el instante ty la particula esta en el punto g, tenemos que
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o :g(to,Cl,Cg) (110)

Puesto que hemos de determinar dos constantes necesitamos, sin embargo, mas informacién. De-
rivando la Ecuacién (1.9) obtenemos

dx d (t )
— =v=—g(tc,c
dt at I\
de modo que, si sabemos también que la particula tiene una velocidad vy en el instante de tiempo

ty, entonces disponemos de la relacién adicional

d
Vo = E g(t,Cl,Cg) (111)

t=tg

Podemos usar pues las Ecuaciones (1.10) y (1.11) para determinar ¢; y ¢z en funcién de g y de vp.
Conociendo ¢; y c2, podemos emplear la Ecuacién (1.9) para predecir exactamente el movimiento
futuro de la particula.

Como ejemplo de la utilizacién de las Ecuaciones (1.8) a.(1.11) consideremos el movimiento
vertical de una particula en el campo gravitacional terrestre. Situemos el eje z en direccién vertical
apuntando hacia arriba. La fuerza que actta sobre la particula esta dirigida hacia abajo y viene
dada por F' = —mg, donde g es la constante de aceleracién de la gravedad. La segunda ley de
Newton (1.8) es —mg = md’z/dt?, o d?z/dt* = —g. Integrando esta ecuacién una vez obtenemos
dz/dt = —gt + ¢; y la constante arbitraria ¢; puede determinarse conociendo la velocidad de la
particula vy en el instante de tiempo to. Puesto que v = dx/dt, tenemos que vg = —glo +¢1 y
¢1 = vg + gtg, ¥ con este resultado escribimos dz/dt = —gt + gty + vo. Integrando aqui de nuevo
obtenemos x = —%gt2 + (gto + vo)t + c2. Si sabemos que en el instante de tiempo tg la particula
estd en la posicién zo, entonces zg = —1gtZ + (gto+vo)to+ca y e = zo— %gtg —vpto. La expresién
para z en funcién del tiempo queda entonces como sigue = ~ 29t + (gto + v )t + o — $9t5 — voto
0x=1x9 — %g(t —t0)? + vo(t — to). Mediante esta expresion, conociendo zg y vp en el instante de
tiempo tg podemos predecir la posicién futura de la particula.

La funcién de energia potencial mecanoclasica V' de una particula que se mueve en una dimen-
sién satisface la relacién

oV(x,t)/0x = —F(x,1t) (1.12)*

Por ejemplo, para una particula que se mueve en el campo gravitacional terrestre tenemos 9V /0x =
—F = myg, e integrando nos queda V = mgz + ¢, donde ¢ es una constante arbitraria. Podemos
fijar el cero de energia potencial como queramos. En este caso, tomando ¢ = 0 obtenemos V = mgzx
para la funcién de energia potencial.

La palabra estado en mecanica clasica significa la especificacién de la posicién y de la velocidad
de cada particula del sistema en algin instante de tiempo, mds la especificacién de las fuerzas
que actian sobre las particulas. De acuerdo con la segunda ley de Newton, dado el estado de un
sistema en cualquier instante de tiempo, su estado y movimiento futuros quedan completamente
determinados, como muestran las Ecuaciones (1.9) a (1.11). El impresionante éxito de las leyes de
Newton al explicar los movimientos de los planetas llevé a muchos fildsofos a utilizar las leyes de
Newton como un argumento para justificar el determinismo filoséfico. El matematico y astrénomo
Laplace (1749-1827) supuso que el Universo estaba formado por particulas que obedecian a las
leyes de Newton. Por tanto, conocido el estado del Universo en algin instante, el movimiento
futuro de todas y cada una de las cosas que lo forman estarfa completamente determinado. Un
ser supcerior capaz de conocer el estado del Universo en cualquier instante, podria, en principio,
calcular todos los movimientos futuros.



Seccién 1.4 La ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo 9

Aunque la mecanica clasica es determinista, en el afio 1970 se tuvo conocimiento de que muchos
sistemas mecanoclésicos (por ejemplo, un péndulo que oscila bajo la influencia de la gravedad, sujeto a
una fuerza de friccién y a una fuerza impulsora periédica) muestran un comportamiento cadtico para
ciertos conjuntos de valores de los pardmetros del sistema. En un sistema caético, el movimiento es
extraordinariamente sensible a los valores iniciales de las posiciones y velocidades de las particulas y a
las fuerzas que actian sobre ellas, de modo que dos estados iniciales que difieran en una cantidad no
detectable experimentalmente acaban llevando al sistema a estados futuros completamente diferentes.
Asi, la prediccién del comportamiento a largo plazo de un sistema mecanocldsico cadtico es, en la
préctica, imposible, debido a que la precisién con la que puede medirse el estado inicial es limitada,
incluso si el sistema obedece ecuaciones del movimiento deterministas. Los cdlculos realizados mediante
computador de las drbitas planetarias del sistema solar a lo largo de decenas de millones de anos indican
que los movimientos de los planetas son cadticos [Science, 257, 33 (1992); G.J.Sussman y J.Wisdom,
Science, 257, 56 (1992); 1. Peterson, Newton’s Clock: Chaos in the Solar System, Freeman,1993.]

Conociendo de forma exacta el estado presente de un sistema mecanoclasico, podemos predecir
su estado futuro. Sin embargo, el principio de incertidumbre de Heisenberg pone de manifiesto
que no podemos determinar simultaneamente la posicién y la velocidad exactas de una particula
microscépica, de modo que no podemos disponer de la informacién que requiere la mecanica clasica
para predecir el movimiento futuro del sistema. En mecdnica cudntica debemos contentarnos con
algo menos que la prediccién completa del movimiento futuro exacto del sistema.

Nuestra aproximacion a la mecdnica cudntica va a consistir en postular los principios basicos y
luego usar esos postulados para deducir consecuencias que puedan comprobarse experimentalmente,
como los niveles de energia de los dtomos. Para describir el estado de un sistema en mecénica
cuantica, postulamos la existencia de una funcién de las coordenadas de las particulas, llamada
Juncion de onda o funcién de estado ¥. Puesto que el estado cambia, en general, con el
tiempo, ¥ es también funcién del tiempo. Para un sistema unidimensional de una sola particula
tenemos ¥ = ¥(x,t). La funcién de onda contiene toda la informacién que es posible conocer
acerca del sistema, de manera que en lugar de hablar de “estado descrito por la funcién de onda
P”  simplemente hablaremos de “estado U”. La segunda ley de Newton nos dice cdmo encontrar el
estado futuro de un sistema mecanoclasico conociendo el estado presente. Para encontrar el estado
futuro de un sistema mecanocudntico conociendo el estado presente necesitamos una ecuacién que
nos diga cémo cambia la funcién de onda con el tiempo. Para un sistema unidimensional de una
sola particula se postula que esta ecuacién es

ChOV(z,t) B PU(x,1)

SR e G LV Ve , 1.1
ALY (113
donde la constante i (h-barra) se define como
h
= — d4)*
h 5 (1.14)

El concepto de funcién de onda y la ecuacién que proporciona la forma en la que dicha funcién
cambia con el tiempo fueron descubiertos en 1926 por el fisico austriaco Erwin Schrédinger (1887-
1961). En esta ecuacidn, conocida como ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo
(o ecuacién de onda de Schrodinger), i = /—1, m es la masa de la particula, y V(z,t) es la
funcién de energia potencial del sistema.

La ecuacién de Schriodinger dependiente del tiempo contiene la primera derivada de la funcién
de onda con respecto al tiempo y permite calcular la funcién de onda futura (estado) en cualquier
tiempo, si conocemos la funcion de onda en el instante de tiempo ¢g.

La funcién de onda contiene toda la informacién que es posible conocer sobre el sistema. ;Qué
informacién da, pues, ¥ sobre el resultado de una medida de la coordenada x de la particula? No
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podemos esperar que ¥ proporcione una especificacion concreta de la posicién, como hace el estado
mecanoclésico del sistema. La respuesta correcta a esta pregunta la dié Max Born poco después
de que Schrodinger descubriese su ecuacién. Born postulé que la cantidad

|@(z, 1) dz (1.15)*

da la probabilidad de encontrar a la particula en el tiempo t en la regién del eje z comprendida
entre ¢ v ¢ + dz. En la Ecuacién (1.15), las barras indican valor absoluto y dz es una longitud
infinitesimal sobre el eje z. La funcién |¥(x,t)|* es la densidad de probabilidad de encontrar
a la particula en cualquier lugar infinitesimal del eje . (En la Seccidu 1.6 se hace una revisién
del concepto de probabilidad.) Por ejemplo, supongamos que en un instante de tiempo dado tg
la particula se encuentra en un estado caracterizado por la funcién de onda ae*b‘vz, donde a y b
son constantes reales. Si medimos la posicién de la particula en el instante t3, podemos obtener
cualquier valor de z, ya que la densidad de probabilidad a2e~252° 1o se anula en ningin punto.
Lo més probable es que al medir encontremos valores de x cercanos a z = 0, ya que |¥|? tiene en
este caso un maximo en el origen.

Para establecer una relacién precisa entre |¥|? y las medidas experimentales, tendriamos que
tomar una gran ndmero de sistemas idénticos no interaccionarites, en el mismo estado ¥, y medir
la posicién de la particula en cada uno de ellos. Si tenemos n sistemas y realizamos n medidas, y
si dn, es el nimero de medidas en las que encontramos a la particula entre x y x + dz, entonces
el cociente dn, /n da la probabilidad de encontrar a la particula entre x y = + dz. De este modo,

dng

= |O* dz

y la representacién grafica de (1/n)dn, /dz frente a x proporciona la densidad de probabilidad |¥|?
en funcién de x. Cabria pensar que podamos obtener la funcién densidad de probabilidad tomando
un sistema que esté en el estado ¥ y midiendo repetidamente la posicién de la particula en el mismo.
Este procedimiento, sin embargo, no sirve porque el proceso de medida cambia generalmente el
estado del sistema, como hemos visto en el ejemplo que hemos utilizado para introducir el principio
de incertidumbre (Seccién 1.3).

La mecédnica cudntica tiene una naturaleza basicamente estadistica. Conociendo el estado del
sistema, no podemos predecir el resultado de una medida de la posicién con certeza. Solo podemos
predecir las probabilidades de obtener los diferentes resultados posibles. La teoria de Bohr del
atomo de hidrégeno especificaba la trayectoria del electrén de forma precisa y, por tanto, no podia
dar una descripcion mecanocuantica correcta del misino.

La mecéanica cuantica no afirma que un electrén se encuentre repartido en una amplia region del
espacio, como ocurre con una onda. Son las distribuciones de probabilidad (funciones de onda) que
se utilizan para describir el movimiento del electrén, las que tienen un comportamiento ondulatorio
v satisfacen una ccuacién de ondas.

El lector puede preguntarse qué tipo de informacién proporciona la funcién de onda sobre
otras propiedades del sistema (por ¢jemplo, el momento) distintas de la posicién. Posponemos la
discusién sobre este punto a capitulos posteriores.

Los postulados de la termodinamica (primer, segundo y tercer principio) se formulan a partir
de la experiencia macroscépica y son, por ello, facilmente comprensibles. Los postulados de la
mecanica cuantica provienen, sin embargo, del mundo microscépico y parecen bastante abstractos.
No cabe esperar, por tanto, una comprensién total de los postulados de la mecdnica cuantica
en una primera lectura, sino més bien su gradual entendimiento conforme vayamos desarrollando
diferentes ejemplos.

Al lector puede extrafiarle que hayamos escrito la ecuacién de Schridinger sin probarla. Es-
tableciendo analogias entre la Optica geométrica y la mecdnica clasica por un lado, y la dptica
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ondulatoria y la mecanica cuantica por otro, puede mostrarse la verosimilitud de la ecuacién de
Schrédinger. La dptica geométrica es una aproximacion a la éptica ondulatoria, valida cuando la
longitud de onda de la luz es mucho mds pequefia que el tamafio del aparato. (Recordemos su
utilizacién en el manejo de lentes y espejos.) Del mismo modo, la mecdnica clasica es una aproxi-
macion a la mecdnica cudntica, vilida cuando la longitud de onda de la particula es mucho mas
pequena, que el tamano del aparato. Resulta plausible, por tanto, derivar una ecuacién apropiada
para la mecdncia cudntica a partir de la mecénica clasica, basandonos en la relacién existente entre
las ecuaciones de la Optica geométrica y la ondulatoria. Puesto que muchos quimicos no estan
familiarizados con la éptica, hemos omitido estos argumentos. En cualquier caso, estas analogias
sélo ponen de manifiesto la verosimilitud de la ecuacién de Schrédinger, y no pueden usarse para
derivar o probar esta ecuacién. La ecuacién de Schrodinger es un postuledo de la teoria, cuya vali-
dez se confirma si sus predicciones concuerdan con los resultados experimentales. (Los detalles del
razonamiento seguido por Schrodinger para formular su ecuacién pueden encontrarse en Jammer,
Seccién 5.3. En la Bibliografia se da la referencia de este libro.)

La mecancia cuantica proporciona las leyes del movimiento de las particulas microscépicas. La
experiencia muestra que los objetos macroscépicos obedecen la mecanica clasica. Por tanto para
que la mecédnica cuantica sea una teoria valida, debe reducirse a la mecanica clasica conforme
pasemos de particulas microscopicas a macroscopicas. Los efectos cuanticos van asociados a la
longitud de onda de de Broglie A = h/muv. Puesto que h es muy pequena, la longitud de onda de
de Broglie para los objetos macroscépicos es practicamente cero. Asi, cabe esperar que en el limite
A = 0, la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo se reduzcea a la segunda ley de Newton,
lo que efectivamente puede demostrarse que ocurre (véase Problema 7.56).

Se da una situacién similar en la relacién que existe entre la relatividad especial y la mecanica
clasica. En el limite v/c — 0, donde ¢ es la velocidad de la luz, la relatividad especial se reduce a
la mecancia clasica. La mecdnica cudntica que vamos a desarrollar es la no relativista. No se ha
conseguido todavia iutegrar completamente la relatividad con la mecénica cuantica.

Histéricamente, la mecanica cudntica fue formulada en primer lugar por Heisenberg, Born y
Jordan en el ano 1925 usando matrices, algunos meses antes de que en 1926 Schrodinger desarro-
llase su formulacién usando ecuaciones diferenciales. Schrodinger demostré que la formulacién de
Heisenberg (denominada mecdnica matricial) es equivalente a la formulacién de Schridinger
(denominada meecdnica ondulatoria). En 1926, Dirac y Jordan, trabajando independientemen-
te, formularon una version abstracta de la mecanica cudntica llamada teoria de la transformacidn,
que es una generalizacién de las mecanicas matricial y ondulatoria (véase Dirac). En 1948, Feyn-
man ideé la formulacién de la integral de caminos de la mecdnica cuduntica [R.P. Feynman, Rev.
Mod. Phys., 20, 367 (1948); R.P. Feynman y A.R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals,
McGraw-Hill, 1965].

LA ECUACION DE SCHRODINGER INDEPENDIENTE DEL TIEMPO

La ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo (1.13) tiene un aspecto formidable. Afortuna-
damente, en muchas aplicaciones de la mecanica cuantica a la quimica no es necesario utilizar esta
ecuacién, sino la mas sencilla ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo. Vamos a derivar
ahora la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo a partir de la dependiente del tiempo,
para el caso de una particula unidimensional.

Comenzamos considerando el caso especial en el que la funcién de energia potencial V' depende
de x, pero no del tiempo. Esto es lo que ocurre cuando la fuerza externa que experimenta el sistema
10 depende del tiempo. La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo queda entonces como
sigue
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_ﬁ(?‘Il(;I:,t) 2 9% (x, t)
i Ot N 2m Ox?

Para resolver esta ecuacién podemos buscar soluciones que puedan escribirse como el producto de
una funcién del tiempo por una funciéu de z:

U(z,t) = f(t)i(z) (1.17)*

Nétese que utilizamos la letra psi mayuscula para la funcién de onda dependiente del tiempo y
la letra psi mindscula para el factor que depende Unicamente de las coordenadas. Los estados
correspondientes a las funciones de onda que pueden escribirse de la forma (1.17) poseen ciertas
propiedades (que examinaremos enseguida) de gran interés. [No todas las soluciones de la Ecuacién
(1.16) tienen la forma (1.17); véase problema 3.41.] Tomando derivadas parciales en la Ecuacién
(1.17) tenemos

+ V(x)¥(z,t) (1.16)

ov(x,t)  df(t) PW(z,t) d*(z)
o~ a V@ Ox? _f() da?
y sustituyendo en la Ecuacién (1.16) nos queda
hd, d?
UL (U e O
holodf(t) B 1 d*y(a)
T & e de (115)

donde hemos dividido por fv. En general, es de esperar que los miembros de la Ecuacién (1.18) a
cada lado del signo igual sean funcién de = y de £. Sin embargo, la parte derecha de esta ecuacién
no depende de ¢, de forma que ambos miembros deben ser independientes de £. Del mismo modo
el lado izquierdo de la Ecuacién (1.18) es independiente de x, por lo que ambos miembros deben
ser independientes también de z. Puesto que ambas funciones son independientes de las variables
x y t, deben ser constantes. Llamaremos F a esta constante.

Igualando el miembro a la izquierda del signo igual en la Ecuacién (1.18) a E, tenemos

df (t zE
o __iE,
O
e integrando a ambos lados de esta ecuacién con respecto a t nos queda
Inf(t) = —iFEt/h+C
donde C' es una constante de integracién arbitraria. De aqui
f(t) _ €C€—1Et/h AefiEt/h

donde la constante arbitraria A ha reemplazado a e©. Puesto que podemos incluir A como un
factor de la funcién ¥(z) que multiplica a f(t) en la Ecuacién (1.16), A puede omitirse de f(¢).
Asi pues

f(t) _ C—1Et/h

Igualando el lado derecho de la Ecuacién (1.18) a E, obtenemos

1 ()

2m dz?

+ V{x)Y(z) = EY(x) (1.19)* .
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que es la denominada ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para una particula
de masa m que se mueve en una dimension.

. Qué significado tiene la constante £7 Ya que E aparece en el término [E—V (z)] en la Ecuacién
(1.19), sus dimensiones son las mismas que las de V', es decir, E tiene dimensiones de energia. De
hecho, postulamos que F es la energia total del sistema. (Este es un caso especial de un postulado
més general que discutiremos en un capitulo posterior.) Asi, para los casos en los que la energia
potencial sea una funcién solamente de z, existen funciones de onda de la forma

U(xz,t) = e Py () (1.20)

y estas funciones de onda corresponden a estados de energia constante . En los préximos capitulos
dedicaremos buena parte de nuestra atencién a encontrar soluciones de la Ecuacién (1.19) para
diferentes sistemas.

La funcién de onda de la Ecuacién (1.20) es compleja, pero la cantidad observable experimen-
talmente es la densidad de probabilidad |¥(z,t)|. El cuadrado del valor absoluto de una cantidad
compleja viene dado por el producto de dicha cantidad por su conjugada compleja, y esta ltima
se forma reemplazando i por —i alla donde aparezca. (Véase Seccién 1.7). Asi

|¥° = v* @ (1.21)*
donde el asterisco denota la conjugada compleja. Para la funcién de onda (1.20), tenemos
@ (2, ) = [ B ()] e ()
— eilft/hw*(w)efiEt/hw(x)
P (2)(x) = ¥ (2)(a)
el (1.22)

MEX]E

En la deduccién de la Ecuacién (1.22) suponemos que E es un niimero real, de modo que E = E*,
hecho que demostraremos en la Seccién 7.2.

Asi pues, para los estados de la forma (1.20), la densidad de probabilidad viene dada por |4 (x)|?
y 1o cambia con el ticmpo. Estos estados se denominan estados estacionarios. Puesto que la
cantidad con significado fisico es |¥(z,t)|?, y para los estados estacionarios |¥(x,t)|? = |y (x)|?,
a la funcién ¥ (x) se la denomina frecuentemente funcion de onda, si bien la funcién de onda
completa para un estado estacionario se obtiene multiplicando ¢ (x) por e~*#*/". EI término estado
estacionario no debe inducir al lector a pensar que una particula en dicho estado esta quieta. Lo
que es cstacionaria es la densidad de probabilidad |¥|2, no la particula.

Vamos a interesarnos, en la mayor parte de los casos, por los estados de energia constante
(estados estacionarios), por lo que gencralmente trabajaremos con la ecuacidn de Schrédinger in-
dependiente del tiempo (1.19). Por simplicidad nos referiremos a esta ecuacién como “la ecuacién
de Schrodinger”. Debe notarse que la ecuacién de Schrédinger contiene dos incognitas, las energias
permitidas F y las funciones de onda permitidas . Para obtenerlas es necesario imponer condicio-
nes adicionales (llamadas condiciones limite) a la funcién ¢, ademds del requerimiento de que dicha
funcién satisfaga la Ecuacién (1.19). Las condiciones limite determinan las energias permitidas, ya
que las funciones v satisface dichas condiciones solamente para ciertos valores de E. Esto quedara
més claro cuando estudiemos ejemplos concretos en los siguientes capitulos.

PROBABILIDAD

La probabilidad desempefia un papel fundamental en mecénica cudntica. En esta seccién revisa-
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remos las matemdticas de la probabilidad.

La definicién de probabilidad ha sido motivo de gran controversia. Una definicién es la siguiente:
si en un experimento hay n resultados igualmente probables, de los cuales m son favorables para
que ocurra un suceso dado A, entonces la probabilidad de que suceda A es m/n. Nétese que esta
definicién no es consistente, ya que especifica de partida sucesos igualmente probables cuando lo
que trata de definir es la probabilidad. Se presupone, sin mas, que podemos reconocer sucesos
igualmente probables. Una definicién alternativa es la que consiste en efectuar el experimento
muchas veces. Supongamos que efectuamos el experimento N veces y que el suceso A ocurre en
M de esas pruebas. La probabilidad de que suceda A se define entonces de la forma

.M
lim —
N—=o0
Asi, silanzamos al aire repetidamente una moneda, la fraccién de veces que salga cara se aproximara
a % conforme aumente el ndmero de lanzamientos.

Supongamos, por ejemplo, que tomamos una carta al azar de una baraja y nos preguntamos por
la probabilidad de sacar un corazén. Hay 52 cartas y, por tanto, 52 casos igualmente probables.
Ya que hay 13 corazones, habrd 13 casos favorables y, por tanto, m/n = 13/52 = 1/4 sera la
probabilidad de sacar un corazon.

Podemos preguntarnos también por la probabilidad de que ocurran dos sucesos relacionados
entre si. Por ejemplo, podemos preguntarnos por la probabilidad de sacar dos corazones de la
baraja de 52 cartas, suponiendo que no reemplazamos la primera carta después de sacarla. Para
la primera extraccion hay 52 casos posibles, y para cada uno de ellos hay 51 posibilidades para la
segunda extraccion. Tenemos pues 52-51 casos posibles. Puesto que hay 13 corazones, hay 13-12
formas distintas de sacar dos corazones. La probabilidad que buscamos es (13-12)/(52-51)=1/17.
Este calculo ejemplifica el siguiente teorema: la probabilidad de que ocurran dos sucesos 4 y B
es el producto de la probabilidad de que ocurra A por la probabilidad de que ocurra B, calculada
esta tltima bajo el supuesto de que A ha ocurrido. Asi, si A es la probabilidad de sacar un corazén
en la primera extraccion, la probabilidad de A es 13/52. La probabilidad de sacar un corazén en
la segunda extraccién, dado que en la primera sacamos un corazén, es 12/51, ya que sélo quedan
12 corazoues en la baraja. La probabilidad de sacar dos corazones es pues (13/52)-(12/51)=1/17,
como obtuvimos antes.

En mecanica cuantica hemos de tratar con probabilidades en las que la variable es continua
como, por ejemplo, la variable de posicién z. No tiene mucho sentido, en este caso, hablar de la
probabilidad de encontrar a la particula en un punto determinado, como puede ser el z = 0.5000. . .,
ya que hay un numero infinito de puntos en el eje x y, para cualquier nimero finito de medidas
que hagamos, la probabilidad de obtener exactamente 0.5000... es despreciable. En lugar de
ello hablamos de la probabilidad de encoutrar a la particula en un pequenio intervalo del cje x
comprendido entre z y x + dz, siendo dz un elemento de longitud infinitesimal. Esta probabilidad
es, naturalmente, proporcional a la longitud del intervalo, dz, y varia en las distintas regiones del
eje x. Asi pues, la probabilidad de que la particula se encuentre entre z y x + dx es g(x)dz, doude
g(z) es alguna funcién que nos dice como varia la probabilidad en el eje z. La funcién g(z) recibe
el nombre de densidad de probabilidad, ya que es una probabilidad por unidad de longitud.
Dado que las probabilidades son nidmeros reales no negativos, g(x) debe ser una funcién real no
negativa en todos los puntos del eje z. La funcién de onda ¥ puede tomar valores negativos y
complejos y no puede ser, por tanto, una densidad de probabilidad. La mecanica cudntica postula
que la densidad de probabilidad es |¥|? [Ecuacién (1.15)].

i Cudl es la probabilidad de que la particula se encuentre en alguna regién finita del espacio
a < x < b? Para obtener esta probabilidad sumamos las probabilidades |¥|?dz de encontrar a
la particula en todas las regiones infinitesimales comprendidas entre a y b. Esta es justamente la
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definicion de integral definida

b
/ |¥|? dz = Pr(a < z < b) (1.23)*

donde Pr denota probabilidad. Una probabilidad igual a la unidad representa certeza. Como es
cierto que la particula se encuentra en algin punto del eje z, debe cumplirse que

/OO o) =1 (1.24)*

Cuando ¥ satisface la Ecuacién (1.24) se dice que estd normalizada. Para estados estacionarios,
‘ . o'}
T2 =Py 7 [¢Pde = 1.

EJEMPLO Un sistema unidimensional de una sola particula estd descrito por la funcién de onda
¥ = a 2717172 3 tiempo ¢t = 0, donde a = 1.0000 nm (1 nm=10"° m). Se mide la posicién de la
particula en el tiempo £ = 0. (a) Obtenga la probabilidad de que el valor medido esté comprendido entre
z = 1.5000 nm y z = 1.5001 nm. (b) Obtenga la probabilidad de que el valor medido esté comprendido
entre = 0 y £ = 2 nm. (c) Compruebe que ¥ estd normalizada.

(a) En este estrechisimo intervalo x cambia solamente en 0.0001 nimn, y ¥ pasa de e~ nm /% =
0.22313 nm ™ /% a e 9% nm =% = 0.22311 nm~'/2, de modo que el valor de ¥ se mantiene practicamente
constante en todo el intervalo, y éste puede considerarse, en buena aproximacién, como un intervalo
infinitesimal. La densidad de probabilidad buscada viene dada por la Ecuacién (1.15) de la forma

1.5000

N> de = a e 2"V de = (1 nm) ' e 25 2m)/00m) (0 0001nm) = 4.979 x 10~°

(Véase también el Problema 1.9)
(b) La utilizacién de la Ecuacién (1.23) y de |z| = z para = > 0 proporciona

2nm 2nm
2 —1 -2 3
/ |[¥|°dz =a / e /gy
o] o]

2nm 1 _
,o=5l *—1) = 0.1908

Pr(0 <z < 2nm)

1 —2¢
= —Ze z/a
2

(c) La utilizacién de |z| = —z parax < 0, [¢| =z paraz > 0,y [ f(z)ds = ffoo f@)de+ [ f(x)de

proporciona
=] ‘ 0 ‘ =] ‘
/ |¥)? dx za‘l/ e?/dy + a7t / e~ g
J—oo —o0 20

0 o0
-1 {1 2 -1 1 —2x/a
=a Zqe¥/e +a (——a,e. u/a

2 — o0 2

1.7 NUMEROS COMPLEJOS

Hemos visto que la funcién de onda puede ser compleja y vamos a revisar ahora algunas propiedades
de los nimeros complejos.
Un nidmero complejo z es un numero de la forma

z=z+14y donde i =v-1 (1.25)

donde z e y son nidmeros reales (nimeros que no coutienen la raiz cuadrada de una cantidad
negativa). Si y = 0 en la Ecuacién (1.25), entonces z es un nimero real. Si y # 0, entonces z
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FIGURA 1.3 (a) Representacién de un niimero complejo z = z +1y. (b) Representaciéon del nimero —2+3.

es un mimero imaginario. Si x = 0 e y # 0, entonces z es un nimero imaginario puro. Por
ejemplo, 6.83 es un ntimero real, 5.4-3i es un nimero imaginario y 0.60: es un nimero imaginario
puro. Los nimeros reales y los imaginarios puros son casos particulares de los nimeros complejos.
En la Ecuacién (1.25), = e y son las denominadas partes real e imaginaria de z, respectivamente:
z =Re(2); y =Im(2).

Un nimero complejo puede representarse convenientemente como un punto en el plano complejo
(Figura 1.3), donde la parte real de z se representa en el eje horizontal y la parte imaginaria en
el eje vertical. Este tipo de representacion sugiere de forma inmediata la definicién de otras dos
cantidades para caracterizar un niimero complejo: la distancia r del punto z al origen, llamada
valor absoluto o médulo de z, que se denota mediante |z|, y el dngulo 6 que forma el radio
vector del punto z con la parte positiva del eje horizontal, que se denomina fase o argumento de
z. Tenemos, pues, que

2| =r= (a2 +y?)"/?, tgb=y/s (1.26)
= rcosé, y =rsenf
y podemos escribir z = x + iy de la forma
z =rcosf +irsenf = re' (1.27)
ya que (Problema 4.3)
e’ = cosf +isen (1.28)*

El dngulo 8 en estas ecuaciones viene dado en radianes.
Si z = z + iy, el conjugado complejo z* del nimero complejo z se define como sigue

*

r=r—iy=re "’ (1.29)*

Si z es un numero real, su parte imaginaria es cero. Asi, z es real si y sélo si z = 2*. Tomando
dos veces la conjugada compleja obtenemos de nuevo z, es decir (z*)* = z. Multiplicando z por su
conjugado complejo y usando i> = —1 obtenemos

22" = (x +iy)(x —iy) = 22 + iyx — iyx — i%y?

22" = 2yt =t = |2 (1.30)*
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Para el producto y el cociente de dos nimeros complejos z; = 1€ y zo = r9e¥2 | tenemos
i 21 T i0,—
2129 = ryreellhi2) = ei0—02) (1.31)
22 T2

Es facil comprobar, bien directamente a partir de la definicién de conjugado complejo o bien a
partir de la relacién (1.31), que

(2129)* = 2123 (1.32)*
Del mismo modo
2\ oz
<_1> =4 4w =d+s (a-w)'=H4-4 (1.33)
z2 29

A partir de la Ecuacién (1.31) se obtienen las siguientes expresiones para los valores absolutos de
productos y cocientes

. 2z z
ol =l sl || = 2 (134)
|22|
Por lo tanto, si ¥ es una funcién de onda compleja, tenemos
[9?] = [¢f° = o (1.35)

Vamos a obtener ahora una férmula para las raices n-simas de la unidad. Para ello notemos
que podemos tomar como fase del nimero 1 los valores 0, 2w, 47, y asi sucesivamente; por tanto
podemos escribir 1 = e?2™* donde k es un niimero entero cualquiera, cero, positivo o negativo.
Consideremos entonces el nimero w definido de la forma w = e*27%/™ giendo n un ndmero entero
positivo. Utilizando n veces la Ecuacién (1.31) vemos que w” = €™ = 1, por lo que w es una raiz
n-sima de la, unidad. Existen n raices complejas diferentes de la raiz n-sima de la unidad, y todas
ellas se obtienen tomando los sucesivos n valores del namero entero k:

w=e2*Mn =012, n-1 (1.36)

Cualquier otro valor de k distinto de los incluidos en esta ecuacién da un nimero cuya fase difiere
en un multiplo entero de 27 de alguno de los nimero dados por la Ecuacién (1.36) y por lo tanto
1o es una raiz diferente. Para n = 2 la Ecuacién (1.36) proporciona las dos raices cuadradas de 1;
para n = 3, las tres raices cibicas de 1; y asi sucesivamente.

UNIDADES

Actualmente se utilizan en ciencia dos sistemas de unidades diferentes. En el sistema Gausiano cgs,
las unidades de longitud, masa y tiempo son el centimetro (cm), el gramo (g) y el segundo (s). La
fuerza se mide en dinas y la energia en ergios. En este sistema, la ley de Coulomb para la magnitud
de la fuerza de interacciéon entre dos cargas Q) y Q% separadas por una distancia r en el vacio,
se escribe de la forma F = Q}Q%/r?, donde las cargas Q] y Q) vienen dadas en statculombios
(statC), una magnitud que también se denomina unidad de carga electrostatica (uee).

En el Sistema Internacional (SI), las unidades de longitud, masa y tiempo son el metro (m),
el kilogramo (kg) y el segundo (s). La fuerza se mide en newtons (N) y la energia en julios (J).
La ley de Coulomb se escribe de la forma F = Q| Q}/4weor?, donde las cargas Q) y Q5 vienen
dadas en culombios (C) y donde £y es una constante (llamada permitividad del vacio) cuyo valor
experimental es 8.854x10712C?N~!m~2. En este sistema la carga no puede expresarse en funcién
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de las unidades mecdnicas metros, kilogramos y segundos. Las unidades del Sistema Internacional
son las que se recomiendan oficialmente para su uso cientifico.
En este libro la ley de Coulomb se expresa habitualmente de la forma

F = Q,Qy/r (1.37)*

lo que lleva a pensar que estamos utilizando el sistema de unidades gausianas, con las cargas @}
vy Q4 en statculombios, la distancia r en centimetros y la fuerza F' en dinas. Alternativamente
puede entenderse también que la Ecuacién (1.37) estd escrita en unidades SI, con r en metros, F
en newtons y @} y Q) como abreviaciones de Q1 /(4meg)'/? y Q2/(4mweg)'/?, donde Q; y Q2 son
las cargas dadas en culombios; tenemos pues

Q' = Q/ (dmeg)/? (1.38)*

1.9 RESUMEN

El estado de un sistema mécanocuéntico se describe mediante una funcién de estado o funcién de
onda ¥, que es una funcién dependiente de las coordenadas de las particulas del sistema y del
tiempo. La funcién de estado cambia con el tiempo de acuerdo con la ecuacién de Schrédinger
dependiente del tiempo, que para un sistema unidimensional de una particula viene dada por la
Ecuacién (1.13). Para dicho sistema, la cantidad |¥(z,t)|?dr da la probabilidad de encontrar
a la particula entre x y = + dz al medir su posicién. La funcién de estado se normaliza de la
forma % |¥|?dz = 1. Si la funcién de energia potencial del sistema no depende del tiempo ¢,
entonces el sistema puede estar en uno de sus estados estacionarios de energia constante. Para un
estado estacionario de una particula unidimensional se cumple que W(z,t) = e~ *Ft/%y)(z), donde
la funcién de onda independiente del tiempo 1 (z) es una solucién de la ecuacién de Schrédinger
independiente del tiempo dada, por la Ecuacién (1.19).

PROBLEMAS

Las respuestas a los problemas numéricos se dan al final del libro.

1.1 (a) Calcule la energia de un fot6n de radiacién infrarroja cuya longitud de onda es 1064 nm. (b) Un
laser Nd:YAG emite un pulso radiacién de 1064 nm con una potencia media de 5x10° W y una duracién
de 2x1078s. Determine el niimero de fotones emitidos en el pulso. (Recuerde que 1 W = 1 J/s).

1.2 Calcule la longitud de onda de de Broglie de un electrén que se mueve con una velocidad 1/137
veces la de la luz. (A dicha velocidad la correccién relativista de la masa es despreciable.)

1.3 La funcién de trabajo del Na muy puro vale 2.75 eV, donde 1 eV=1.602x107'° J. (a) Calcule la
energia cinética maxima de los fotoelectrones emitidos por el Na cuando se expone a radiacién ultravioleta
de 200 nm. (b) Calcule la mayor longitud de onda que produce efecto fotoeléctrico en el Na puro. (¢) La
funcién de trabajo del sodio que no ha sido cuidadosamente purificado vale apreciablemente menos de 2.75
eV, debido al azufre y otras sustancias de los gases atmosféricos que se adsorben sobre su superficie. Cuando
este Na impuro se expone a la radiacién de 200 nm, ;aumenta o disminuye la energia cinética maxima de
los fotoelectrones, con respecto a la correspondiente al sodio puro expuesto a la misma radiacién?

1.4 Cuando J.J. Thomson efectuaba investigaciones sobre los electrones en los tubos de rayos caté-
dicos, observé que las particulas se comportaban de la forma que cabia esperar de acuerdo con la mecdnica
clasica. (a) Supongamos que los electrones se aceleran mediante una diferencia de potencial de 1000 voltios
y que pasan a través de una rendija colimadora que tiene una anchura de 0.100 cm. [Cada uno de estos
electrones tiene una energia cinética de 1000 electronvoltios (eV), donde 1eV = 1.602 x 107!?].] Calcule
el angulo de difraccién « de la Figura 1.1. (b) ;Qué anchura debe tener la rendija para que o = 1.00° en
electrones sometidos a una diferencia de potencial de 1000 voltios?
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1.5 La energfa cinética de una particula en mecénica clasica se define como T = %mv? Utilice los
resultados de la Seccién 1.4 para demostrar que T + V = %mvé + mg®zo para una particula que se mueve
verticalmente en el campo gravitacional terrestre (suponiendo que g es constante), de modo que T + V es
constante.
. 2

1.6 Cierta particula unidimensional esta descrita por ¥ = ae™**¢ "= /% donde a y b son constantes
y m es la masa de la particula. Obtenga la funcién de energia potencial para este sistema. Pista: Utilice
la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo.

1.7 Cierto sistema unidimensional de una particula tiene como energia potencial V = 2¢2h%z?/m

2 b
estd en un estado estacionario con ¥(z) = bre °*", donde b es una constante, ¢ = 2.00 nm~2 y
y

m = 1.00x107%7 g. Determine la energia de la particula.

1.8 En un instante de tiempo dado una particla unidimensional estd descrita por ¥ = (2/b3)1/2ze_|$|/b,
donde b=3.000 nm. Si se hace una medida de la posicién z de la particula en dicho instante, obtenga la
probabilidad de que el resultado esté comprendido (a) entre 0.9000 nm y 0.9001 nm (trate este intervalo
como si fuese infinitesimal); (b) entre 0 y 2 nm (utilice la tabla de integrales del Apéndice si es necesario).
(c) ;Para qué valor de z es méxima la densidad de probabilidad? (No es necesario hacer ningin cilculo
para responder a esta pregunta.) (d) Compruebe que ¥ estd normalizada.

1.9 Utilice la Ecuacién (1.23) para encontrar la respuesta al apartado (a) del ejemplo dado al final de
la Seccién 1.6 y compérela con la respuesta aproximada dada en dicho ejemplo.

1.10 Una particula unidimensional estd descrita por la funcién de estado
- 2.2 2,.2
= (senat)(2/mc?) e ' + (cosat)(32/mc®) we /0

donde a es una constante y ¢ = 2.000 A. Si se mide la posicién de la particula en el instante ¢ = 0, estime
la probabilidad de que el resultado esté entre 2.000 A y 2.001 A.

1.11 ;Qué importante funcién densidad de probabilidad interviene en (a) la teoria cinética de gases;
(b) el andlisis del error aleatorio de una medida?

1.12 ;Cuédles de las siguientes funciones satisfacen todos los requisitos de una funcién densidad de

. 2
probabilidad: (a) ***; (b) :ve'l””Q; (c) e®*" (a y b son constantes positivas).

1.13 (a) Frank y Phyllis Heisenberg tienen dos hijos, y uno de ellos es una nina. ;Cudl es la probabilidad
de que el otro sea también una nina? (b) Bob y Barbara Schroedinger tienen dos hijos, y el mayor es una
nifia. ;Cudl es la probabilidad de que el menor sea también una nifia? (Suponga que las probabilidades
de que nazcan nifios y nifias son iguales.)

1.14 Si el pico de nimero mésico 138 del espectro de masas del C,Fg tiene 100 unidades de altura,
calcule las alturas de los picos de nimeros mésicos 139 y 140. Las abundancias isotépicas son: *2C, 98.89%;
¢, 1.11%; '°F, 100%.

1.15 En el bridge, cada uno de los cuatro jugadores (A,B,C,D) recibe 13 cartas. Supongamos que entre
A y C tienen 11 de las 13 espadas. ;Cudl es la probabilidad de que las dos espadas restantes se distribuyan
de forma que B y D tengan cada uno una?

1.16 Suponga que el 0.50% de la poblacién sufre de cierta enfermedad. Suponga, ademds, que existe
una prueba para dicha enfermedad que la detecta correctamente en 98 de cada 100 personas que la tienen,
y que da un resultado falso positivo incorrecto en una de cada 100 personas que no la tienen. Encuentre la
probabilidad de que alguien seleccionado al azar de la poblacién general que de positiva la prueba, tenga
realmente la enfermedad.

1.17 Dibuje los siguientes puntos en el plano complejo:(a) 3; (b) -¢; (¢) -2+3i.

1.18 Demuestre que 1/i=-i.

1.19 Simplifique (a) i%; (b) i%; (c) i*; (d) i*4; (e) (1 + 54)(2 — 3d); (f) (1 — 34)/(4 + 23). Pista: En (f)
multiplique el numerador y el denominador por el conjugado complejo del denominador.

1.20 Clasifique cada uno de los siguientes nimeros como nimeros reales o imaginarios:(a) -17; (b) 24¢;
(€) V7; (d) vV=T; (e) V=6; (f) 2/3; (g) m; (h) i*; (i) (a + bi)(a — bi), donde a y b son nimeros reales.
1.21 Obtenga el conjugado complejo de (a) -4; (b) -2i; (¢) 6 + 3¢; (d) 2e7*"/°.
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1.22 Obtenga el valor absoluto y la fase de (a) i; (b) 2¢'™/2, (c) -2¢/3 (d) 1 — 24.

1.23 Escriba cada uno de los siguientes nimeros de la forma re®: (a) 4; (b) -1; (¢) 1 —2¢; (d) —1 — 4.

1.24 ;Doénde estan situados en el plano complejo todos los niimeros cuyo valor absoluto es 57 ; Ddénde
estadn situados los puntos cuya fase es w/47

1.25 (a) Obtenga las raices ciibicas de 1.(b) Explique porqué cuando se representan en el plano complejo
las n raices n-simas de 1 caen todas ellas en un circulo de radio 1 y estan separadas unas de otras por un
angulo 27 /n.

1.26 Compruebe que _ , _ ,

6 —1i6 610 _{_6410

— €
—2.——, cosf =
2

senf =

1.27 Exprese cada una de las siguientes unidades en términos de las unidades fundamentales (cm,g,s)

del sistema Gausiano: (a) dinas; (b) ergios; (c) statculombios. Exprese cada una de las siguientes unidades
en términos de las unidades fundamentales del sistema SI (m, kg, s): (d) newton; (e) julios.

1.28 Calcule la fuerza que actda sobre una particula a que pasa a una distancia de 0.00300 A de
un ndcleo de oro. Realice los cdlculos dos veces, una usando las unidades SI y otra usando las unidades
gausianas. '

1.29 Diga cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas: (a) Una densidad de probabi-
lidad nunca puede ser negativa. (b) La funcién de estado ¥ nunca puede ser negativa. (c) La funcién de
estado ¥ debe ser una funcién real. (d) Si z = 2", entonces z debe ser un nimero real. (e) [% P¥dr =1
para una particula unidimensional. (f) El producto de un nidmero por su conjugado complejo es siempre
un ndimero real.
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CAPITULG 2

La particula en una caja

Las funciones de onda estacionarias y los niveles de energia de un sistema de una particula en
una dimensién se obtienen resolviendo la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo (1.19).
En este capitulo resolveremos dicha ecuacién para un sistema muy sencillo, el de la particula en
una caja unidimensional (Seccién 2.2). Puesto que la ecuacién de Schrédinger es una ecuacién
diferencial, repasaremos primero las mateméaticas de las ecuaciones diferenciales (Seccién 2.1).

ECUACIONES DIFERENCIALES

En esta seccién consideraremos unicamente las ecuaciones diferenciales ordinarias, que son aque-
llas que tienen una sola variable independiente. [Una ecuacién diferencial en derivadas parciales
tiene mas de una variable independiente. Un ejemplo es la ecuacién de Schrédinger dependiente del
tiempo (1.16), en la que las variables independientes son ¢ y #.] Una ecuacién diferencial ordinaria
es una relacién que contiene una variable independiente x, una variable dependiente y(xz), y la
primera, segunda,. .., n-ésima derivadas de y (y', ¥”,...,4™). Un ejemplo es

y" +2z(y)? + senzcosy = 3e° (2.1)

El orden de la ecuacion diferencial es el orden de la derivada més alta que interviene. La Ecuacién
(2.1) es, pues, de tercer orden.
Un tipo especial de ecuacién diferencial es la ecuacion diferencial lineal, que tiene la forma

An(@)y™ + Ap (@)Y + -+ A2y + Ao()y = g(2) (2.2)

donde las A; y g son funciones (algunas de las cuales pueden valer cero) que dependen solamente de
z. La ecuacién diferencial lineal de n-ésimo orden (2.2) contiene solamente las primeras potencias
de la funcién y y de sus derivadas. Una ecuacién diferencial que no puede escribirse de la forma
(2.2) es no lineal. Si g(z) = 0 se dice que la ecuacién diferencial lineal es homogénea; en cualquier
otro caso es no homogénea. La ecuacién de Schrodinger unidimensional (1.19) es una ecuacién
diferencial lineal homogénea de segundo orden. Dividiendo por el coeficiente de y”, podemos
escribir cualquier ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden de la forma

y' + Px)y +Qz)y =0 (2.3)
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Supongamos que tenemos dos funciones independientes y; e y2 que satisfacen ambas la Ecuacién
(2.3). Por independientes se entiende que ys no es simplemente un multiplo de y;. La solucién
general de la ecuacién diferencial lineal homogénea (2.3) es entonces

Yy =ciy + cy2 (2.4)

donde ¢; y ¢ son constantes arbitrarias. Se comprueba ficilmente que es asi sustituyendo la
funcién (2.4) en la parte izquierda de la Ecuacién (2.3):

ayl +cayi + P(z)ayi + P(x)cays + Qz)aiyr + Qx)cay
=alyl + P(z)yi + Q(@)n] + c2lys + P(2)ys + Q(z)y2]
=¢-04+¢c2-0=0 (2.5)

donde hemos tenido en cuenta que y; e yo satisfacen la Ecuacion (2.3).

La solucién general de una ecuacién diferencial de orden n tiene normalmente n constantes
arbitrarias. Para determinar estas constantes, hemos de disponer de ciertas condiciones limite,
que son condiciones que especifican el valor de la funcién y o de varias de sus derivadas en uno o
mas puntos. Por ejemplo, si y representa el desplazamiento de una cuerda vibrante que se mantiene
fija por sus extremos, sabemos que y debe anularse en esos dos puntos. Un caso importante es la
ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeficientes constantes:

v +py +qy=0 (2.6)

donde p y ¢ son constantes. Para resolver esta ecuacién supongamos tentativamente que la solucién
tiene la forma y = e**. Estamos buscando una funcién cuyas derivadas, multiplicadas por ciertas
constantes, anulen la funcién original. La funcién exponencial se repite a si misma al derivarla y
es, por tanto, la eleccién correcta. Sustituyendo esta funcién en la Ecuacién (2.6) obtenemos

2 sz

s§°e®® 4+ pse®” + g’ =0
4+ ps+qg=0 (2.7)*

La Ecuacién (2.7) se denomina ecuacion auziliar. Es una ecuacién cuadratica cuyas raices s;
y S2, supuestamente diferentes, proporcionan dos soluciones independientes de la Ecuacién (2.6).
De este modo, la solucién general de esta ecuacion es

y= Cleslm + 02682m (2-8)*

Por ejemplo, para " + 6y’ — 7 = 0 la ecuacién auxiliar es s> 4+ 6s — 7 = 0, sus raices son s, = 1,
sy = —7 v la solucién general viene dada por c;e® + coe™ 7%,

LA PARTICULA EN UNA CAJA UNIDIMENSIONAL

Una vez obtenida la solucién de un tipo de ecuacién diferencial, abordaremos un caso en el que
podemos utilizar este tipo de solucién para resolver la ecuacién de Schrédinger independiente del
tiempo. Consideremos una particula en una caja de potencial unidimensional. Se entiende por ello
una particula sujeta a una funcién de energia potencial que es infinita en todas partes a lo largo
del eje z salvo en un segmento de longitud I, en el que la energia potencial vale cero. Un sistema
como este puede parecer poco realista fisicamente, pero como veremos méas adelante, este modelo
puede aplicarse con cierto éxito al movimiento electrénico en moléculas conjugadas; véase Seccién
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| hacia oo A hacia oo

x=0 x=1 x

FIGURA 2.1 Funcién de energia potencial V(z) para la particula en una caja unidimensional.

16.2 y Problema 2.15. Situamos el origen de coordenadas en el extremo izquierdo del segmento de
longitud ! (Figura 2.1).

Existen tres regiones claramente diferenciadas. En las regiones I y III la energia potencial V'
vale infinito y la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo (1.19) es

h? d*y
Y _(FE_
2m dz? ( )Y
Despreciando E frente a co obtenemos
d*y 1 d?*y
& = VT ue

de donde concluimos que v vale cero fuera, de la caja:

Yr=0, Ym=0 (2.9)

En la regién II, con z comprendida entre cero y I, la energia potencial vale cero, y la ecuacién de
Schrédinger (1.19) queda como sigue

d21/111 2m \
— By = 2.1
propi: Y =0 (2.10)

donde m es la masa de la particula y F su energia. Esta es claramente una ecuacién diferencial lineal
homogénea de segundo orden con coeficientes constantes, cuya ecuacién auxiliar (2.7) proporciona

s>+ 2mEh % =0
s == (=2mE)\/?p! (2.11)
s ==+ i(2mE)Y/?/h (2.12)

donde i = v/=1. Utilizando la Ecuacién (2.8), obtenemos
i(2mE)/ %z /n

P = cre + ey H2mE)! Pa (2.13)

Definamos temporalmente

0 = (2mE)/?z/h
Y = e’ + cpe™?
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Tenemos ademas que e’ = cos# + isen @ [Ecuacién (1.28)] y e =% = cos (—8) + isen (—8) = cosf —
tsen 8, puesto que
cos(—60) =cosf y sen(—6)= —send (2.14)*
Por lo tanto desarrollamos
P11 = ¢1¢0s8 + icy sen @ + cocosf ~ ico sen d

= (¢1 + c2)cosB + (ic; —ice)send
= Acos# + Bsent

donde A y B son dos nuevas constantes arbitrarias. Asi pues,

Y = Acos [h™1(2mE)Y%z] + Bsen[h ! (2mE)!/ %] (2.15)
Determinemos ahora A y B utilizando las condiciones limite. Parece razonable postular que la
funcién de onda sea continua, es decir que su valor no cambie bruscamente. Si ) ha de ser continua
en el punto z = 0, entonces 1 y ¢ deben tender al mismo valor en dicho punto:
lim 1,/}1 = lim ’l/)H
z—0 z—0
0 = lim {Acos [ (2mE)?2] + Bsen[h™ ' (2mE)"/?z]}
Tz
0=A
puesto que

sen0=0 y cos0=1 (2.16)*

La Ecuacién (2.15), con A = 0, queda como sigue

Y = Bsen[(2n/h)(2mE)'/ %] (2.17)

Aplicando aquf la condicién de continuidad en z = I, obtenemos

Bsen|[(2x/h)(2mE)Y/?l] = 0 (2.18)

B no puede ser cero, puesto que entonces se anularia la funcién de onda en todos los puntos y
tendriamos una caja vacia. Por lo tanto, ha de cumplirse que

sen [(27/Rh)(2mE)Y2] =0

La funcién seno vale cero cuando su argumento toma los valores 0, £#, £27, £3mx,.... Asi pues

(27 /R)(2mE)/?l = £ nx (2.19)

El valor n = 0 es un caso especial. Segun la Ecuacién (2.19), para n = 0 tenemos £ = 0. En
este caso, las raices (2.12) de la ecuacién auxiliar son iguales y la solucién (2.13) no es la solucién
completa de la ecuacion de Schrédinger. Para obtener la solucién completa hemos de volver a la
Ecuacién (2.10), que para E = 0 se reduce a d*/dz? = 0. Integrando obtenemos di11/dr = ¢
v ¥ = cx + d, donde ¢ y d son constantes. La condicién limite ¥y =0enxz=0dad =0,y la
condicién ¢y = 0 en x =1 da ¢ = 0. Asi pues, 951 = 0 para E = 0y, por tanto, £ = 0 no es un
valor permitido para la energfa. De aqui que el valor n = 0 no esté permitido.

Despejando E en la Ecuacién (2.19) obtenemos

n?h?

= W y n — 1,2,3,... (2.20)*
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E

A

l—n =4
FIGURA 2.2 Los cuatro niveles de  n=3
menor energia para la particula en
una caja unidimensional.

f——— ] = 2

k— n=1

Solamente los valores de la energia dados por la Ecuacién (2.20) permiten que ¢ satisfaga la
condicién limite de continuidad en £ = [. La imposicién de una condicién limite nos lleva a la
conclusién de que los valores de la energia estan cuantizados (Figura 2.2).

Este hecho contrasta notablemente con el resultado cldsico de que la particula en la caja puede
tener cualquier energia no negativa. Nétese, ademas, que hay un valor minimo, mayor que cero,
para la energia de la particula. El estado de energia més baja se denomina estado fundamental,
y los estados con energias superiores a la del fundamental son los estados excitados.

EJEMPLO Una particula de masa 2.00x10™?®g est4 en una caja de potencial unidimensional de 4.00
nm de longitud. Determine la frecuencia y la longitud de onda del fotén emitido cuando la particula pasa
del nivel n =3 al n = 2.

Por conservacién de la energfa, la energia hv del fotén emitido debe ser igual a la diferencia de energia
entre los dos estados estacionarios [Ecuacién (1.4); véase también la seccién 9.10):

hv = Esuperior — Eintorior = n2h”/8ml® — n’h* /8mi*

(nf—n)h (3% —27)(6.626 x 107%! Js)
8mi2 T 8(2.00 x 10—2°kg)(4.00 x 10—°m)

v= - =120 x 105!

donde s e i denotan superior e inferior. Usando la relacién Av = ¢ obtenemos A = 2.32 x 10~ *m.

Sustituyendo la Ecuacién (2.19) en la (2.17) obtenemos para la funcién de onda

nwe
n = Bsen (T) n=1,23,.. (2.21)
El uso del signo negativo delante de nw en la Ecuacién (2.19) no proporciona otra solucién inde-
pendiente. Puesto que sen(—6) = —senf, obtenemos simplemente la misma solucién multiplicada
por la constante -1.
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La constante B en la Ecuacién (2.21) permanece sin especificar. Para fijar su valor usamos la
condicién de normalizacién, dada por las Ecuaciones (1.24) y (1.22):

/OO |@)° de :/oo [Y]>de =1
/0 lwn?d: +/l ol o | ol as =1
- o l
. !
|B|2/0 sen? (”lﬂ) dz=1=|BJ’ 5 (2.22)

donde la integral se ha resuelto utilizando la relacién 2sen?t = 1 — cos 2t. Tenemos
|B| = (2/0/?

Obsérvese que solamente hemos determinado el valor absoluto de B. Esta constante puede
valer tanto —(2/1)!/2 como (2/[)}/2. M4s aun, B no tiene porque ser un nimero real, ya que
podemos darle cualquier valor complejo cuyo médulo sea (2/1)}/2. Todo lo que podemos decir
es que B = (2/1)/2¢**, donde a es la fase de B, que puede tomar cualquier valor entre 0 y 27
(Seccién 1.7). Escogiendo la fase igual a cero, escribimos las funciones de onda estacionarias de la
particula en la caja como sigue

2\ /2 nne
P = (7) sen(T> , n=123,.. (2.23)*

En las Figuras 2.3 y 2.4 se muestran las graficas de varias funciones de onda y de las densidades
de probabilidad.

El nimero n que aparece en la expresién (2.20) para las energias y en la (2.23) para las funciones
de onda, se denomina nimero cudntico. Cada valor diferente del nimero cudntico n proporciona
una funcién de onda y un estado diferente.

Las funciones de onda se anulan en determinados puntos que se denominan nodos. Por cada
aumento de una unidad en el valor del nimero cudntico n, la funcién de onda % tiene un nodo més.
La existencia de nodos en v y en ||? puede parecer sorprendente. Para n = 2, por ejemplo, la
Figura 2.4 nos dice que la probabilidad de encontrar a la particula en el centro de la caja,en x = 1/2,
vale cero. ;Cémo puede la particula ir de un lado a otro de la caja sin que pase por el centro de
la misma en ningiin momento? Esta paradoja proviene del intento de comprender el movimiento
de las particulas microscépicas utilizando nuestra experiencia cotidiana sobre el movimiento de las
particulas macroscépicas. Sin embargo, como indicamos en el Capitulo 1, los electrones y otras
“particulas” microscépicas no pueden describirse completa y correctamente usando los conceptos
de la fisica clasica extraidos del mundo macroscépico.

La Figura 2.4 muestra que la probabilidad de encontrar a la particula en diferentes partes de
la caja es completamente diferente del resultado clasico. Cldsicamente una particula en una caja

FIGURA 2.3 Gréficas de ¢ para los tres estados de menor energia de la particula en la caja.
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FIGURA 2.4 Gréficas de |¢|® para los tres estados de menor energia de la particula en la caja.

con una energia dada, se mueve con velocidad constante y choca elasticamente con las paredes.
Existe, por tanto, la misma probabilidad de encontrarla en cualquier punto de la caja. Mecano-
cudnticamente, la probabilidad de encontrar a la particula tiene un méaximo en el centro de la
caja, para el nivel de energia més baja. Al pasar a niveles de energia superiores, con més nodos,
los méximos y minimos de probabilidad estan cada vez m&s préximos entre si, y las variaciones
de la probabilidad a lo largo de la caja acaban haciéndose indetectables. Para nimeros cuédnticos
elevados nos acercamos, por tanto, al resultado cldsico de densidad de probabilidad uniforme.

El resultado de que en el limite de los grandes mimeros cudnticos la mecanica cudntica se
transforma en mecéanica clasica, se conoce como principio de correspondencia de Bohr. Puesto que
la mecanica Newtoniana es valida para los objetos macroscépicos {que se mueven a velocidades
muy inferiores a la de la luz), cabe esperar que la mecénica cudntica no relativista dé las mismas
respuestas que la mecanica clasica para objetos macroscépicos. Debido al valor extremadamente
pequeiio de la constante de Planck, la cuantizacién de la energia no es observable en objetos ma-
croscopicos. Puesto que la masa de la particula y el cuadrado de la longitud de la caja aparecen
en el denominador de la Ecuacién (2.20), un objeto macroscdpico en el interior de una caja ma-
croscopica, que se mueva con una energia macroscépica, tendrd un elevadisimo valor de n y, ‘por
consiguiente, de acuerdo con el principio de correspondencia, mostrard un comportamiento clasico.

Tenemos un conjunto de funciones de onda, cada una de ellas con un valor diferente de la
energia, caracterizadas por el nimero cudntico n que puede tomar valores enteros a partir de la
unidad. Utilicemos el subindice ¢ para denotar una funcién de onda particular con nimero cudntico

T
1/2 .
¥ (%) sen(n’;m) , O<z<l

1¥; =0 en cualquier otro lugar

Puesto que la funcién de onda esta normalizada, tenemos
00
/ Pijdr=1 sii=j (2.24)
— 00

Preguntémonos ahora por el valor de esta integral cuando se utilizan funciones de onda correspon-
dientes a diferentes niveles de energia:

0o 1 1/2 ] 1/2 .
/ Yijde = / (%) sen(mlmv> (%) sen(njzw>dm, ng # n;
o 0

Hagamos t = mz/l:

0 . 9 |
Yiy;dr = 7 senn;t senn;t dt - - (2.25)
— o0

m
0
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La integral puede evaluarse usando la identidad
senn;t senn;t = fcos[(n; —n;)t] — tcos[(n; +ny)t]

Nos queda

oo 2 m 2 ™
/ i de = —/ gcos[(n; —n;) t]dt — —/ zcos [(n; +ny) t]dt =0
oo T Jo ™ Jo
puesto que sen mm=0 para m entero. De este modo tenemos

/OO prapjde =0, i#j (2.26)

Cuando se cumple la Ecuacién (2.26), se dice que las funciones ; y 9; son ortogonales entre si
para i # j. Podemos combinar las Ecuaciones (2.24) y (2.26) de la forma

/°° YiYjde =6y (2.27)

El simbolo §;; de denomina delta de Kronecker (en honor a este matematico), y vale 1 cuando
los dos indices i y j son iguales, y 0 cuando los indices son diferentes:

_J 0 para i#j *
6”_{ 1 para ¢=j (2.28)

La propiedad (2.27) de las funciones de onda se denomina ortonormalidad. Hemos demostrado
que esta propiedad la satisfacen las funciones de onda de la particula en la caja. En la seccién 7.2
demostraremos esta propiedad de forma mas general.

Una forma mas rigurosa de tratar el problema de la particula en la caja con paredes infinitas
consiste en analizar primero la particula en una caja con saltos de potencial finitos en las paredes
y tomar entonces el limite en el que el potencial en el salto se hace infinito. Los resultados que se

obtienen en dicho limite coinciden con los dados por las Ecuaciones (2.20) y (2.23) (véase Problema
2.19).

LA PARTICULA LIBRE EN UNA DIMENSION

Por una particula libre se entiende aquella que no estd sometida a ninguna fuerza. Integrando la
Ecuacién (1.12) para una particula libre se obtiene que la energia potencial permanece constante
para cualquier valor de z. Puesto que la eleccién del cero de energia es arbitraria, podemos escribir
V(z) = 0. La ecuacién de Schrodinger (1.19) queda entonces como sigue

d?y  2m
dx? h

Esta ecuacién es la misma que la Ecuacién (2.10) (salvo por las condiciones limite), asi que su
solucién general es la dada por la Ecuacion (2.13):

Eyp=0 (2.29)

W= clei(2mE)1/2z/h + C2e—i(2mE)1/2m/h (230)

. Qué condiciones limite hemos de imponer en este caso? Parece razonable postular (puesto que
Y*dx representa una probabilidad) que ¢ permanezca finita cuando z tiende a foc. Si la energia
es menor que cero, entonces esta condicién limite no se cumple, ya que para E < 0 tenemos

i2mE)Y/? = i(=2m|ENY? =i -i- 2m|E))/? = —(2m|E|)!/?
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y el primer término en la Ecuacién (2.30), por tamto, se hace infinito conforme z tiende a menos
infinito. De la misma forma, si F es negativa, el segundo término en la Ecuacién (2.30) se hace
infinito conforme x tiende a m4ds infinito. Asi pues, la condicién limite requiere que

E>0 (2.31)

para la particula libre. La funcién de onda es oscilante y viene dada por una combinacién lincal
de un término seno y de un término coseno [Ecuacion (2.15)]. Para la particula libre la energia
no esta cuantizada; todas las energias no negativas estdn permitidas. Puesto que hemos tomado
V =0, toda la energia E es en este caso energia cinética. Si intentamos determinar las constantes
arbitrarias ¢; y ¢2 mediante normalizacién, encontramos que la integral f_oooo Y*(z)p(z)dz es infi-
nita. En otras palabras, la funcién de onda de la particula libre no es normalizable en el sentido
habitual. Esto es lo que cabe esperar desde el punto de vista fisico, ya que no hay ninguna razén
que justifique que la probabilidad de encontrar a la particula libre tienda a cero conforme z tienda
a too.

El problema de la particula libre representa una situacion ficticia, ya que en realidad no puede
existir ninguna particula que no interaccione con cualquier otra particula en el Universo.

LA PARTICULA EN UN POZO RECTANGULAR

Consideremos una particula en una caja unidimensional con paredes de altura finita (Figura 2.5a).
La funcién de energia potencial es V = Vy paraz < 0, V =0para0 <z <ly V =V paraz > [.
Hay dos casos a examinar, dependiendo de si la energia de la particula E es inferior o superior a
Vo.

Veamos primero el caso en el que E < V. La ecuacién de Schrodinger (1.19) en las regiones
Iy T es d?y/da® + (2m/h*)(E — Vo)y = 0. Esta es una ecuacién diferencial lineal homogénea
con coeficientes constantes, y su ecuacién auxiliar (2.7) es s2 + (2m/h'Y/2)(E — Vu) = 0 con raices
s = +(2m/h?)?(Vp — E)Y/2. Por tanto,

Y1 = Cexp [(2m/h2)Y2 (Vo — E)Y/?2] + Dexp[—(2m/h*)Y?(Vy — E)Y/ 4]
Y = Fexp [(2m/R*)V/2(Vo — E)/2z] + G exp [~ (2m/Rh*)'/2(Vy — E)!/2x]
donde C, D, F' y (G son constantes.

Como en la Seccién 2.3, debemos evitar que 9 se haga infinita conforme r — —oc. Puesto que
hemos supuesto que E < Vg, la cantidad (Vo — E)'/? es un niimero real positivo, de modo que para

1 II I

4

o

|

x=0 x=1

(a) (b) ()

FIGURA 25 (a) Funcién de energia potencial para una particula en un pozo de poten-
cial unidimensional rectangular. (b) Funcién de onda para el estado fundammental de dicho
potencial. (¢) Funcién de onda para el primer estado excitado.
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que ¥ se mantenga finita cuando £ — —oo hemos de tomar D = 0. Igualmente, para que #; se
mantenga finita cuando £ — 400, hemos de tomar F' = (. Tenemos entonces que

Pr = Cexp [(2m/ﬁ2)1/2(VO — E)1/2w], i = Gexp [—(2m/h2)1/2(V0 — E)1/2$]

En la regién II, con V = 0, la ecuacién de Schrédinger es la (2.10) y su solucién viene dada por
la Ecuacién (2.15):

Y = Acos [(2m/h*)Y2E 2 5] + Bsen[(2m/h?)V/2 EY 2] (2.32)

Para completar el problema, hemos de imponer las condiciones limite. Como con la particula
en la caja de paredes infinitas, exigimos que la funcién de onda sea continuaen x =0y en z =1,
es decir ¥1(0) = ¥11(0) y ¢ (l) = v(l). La funcién de onda tiene cuatro constantes arbitrarias,
asi que necesitamos alguna condicién limite mas, aparte de estas dos. Ademas de exigir que ¥ sea
continua, exigiremos que su derivada primera di/dz sea también continua en cualquier punto. Para
justificar esta condicién notemos que si di/dz cambiase de forma discontinua en un determinado
punto, entonces su derivada (su velocidad de cambio instantdnea) d%i/dz? se haria infinita en
dicho punto. Sin embargo, para una particula en un pozo rectangular, la ecuacién de Schrodinger
d2p/dz? = (2m/h?)(V — E) no contiene ningiin infinito a la derecha del signo igual, de manera
que d*t /dz® no puede hacerse infinita. [Para un tratamiento mas riguroso, véase D. Brauson, Am.
J. Phys., 47, 1000 (1979).] Por tanto, dwl/dw = dwn/dm enz =0y dwn/dm = dwm/dm enx =1.

De la condicién #1(0) = 111(0) obtenemos C' = A, de la condicién {(0) = 1{;(0) obtenemos
B = (Vo — E)!/?A/E'/? (Problema 2.18a) y de la condicién ¢1({) = #ni(l) obtenemos una
ecuacién complicada para determinar G en funcién de A. La constante A se determina mediante
normalizacién.

Tomando ¥y (1) = ¥i(1), dividiendo esta ecuacién por ¥i(l) = «m(l) y expresando B en
funcién de A, obtenemos la siguiente ecuacién para los niveles de energia (Problema 2.18b):

(2E — Vi) sen [(2mE)Y21/h] = 2(VoE — E?)'/2cos [(2mE) /21 /1] (2.33)

[Aunque E = 0 satisface la Ecuacién (2.33), no es un valor de la energia permitido, ya que da
¥ = 0 (Problema 2.27).] Definiendo las constantes adimensionales £ y b como

e=E/Vo vy b= (2mVy)Y/2/h (2.34)

y dividiendo la Ecuacién (2.33) por Vp obtenemos

(26 — 1) sen (be'/?) — 2 (e — %)Y/ ?cos (be'/?) = 0 (2.35)

Unicamente los valores particulares de la energia E que satisfacen la Ecuacién (2.33) proporcionan
una funcién de onda que es continua y cuya derivada primera también lo es. Los niveles de energia
estan, pues, cuantizados para E < V. Para obtener los niveles de energia permitidos, podemos
representar la parte izquierda de la Ecuacién (2.35) frente a € para 0 < € < 1 y determinar los
puntos en los que la curva corta al eje horizontal (véase también Problema 4.31c). Un estudio
detallado (Merzbacher, Seccién 6.8) muestra que el nimero de niveles de energia permitidos con
E < Vyes N, donde N satisface

N-1<b/mn <N donde b= (2mVy)'/2l/h

Por ejemplo, si Vp = h%/mli?, entonces b/m = 2(2/2) = 2.83 y N = 3.

En la Figura 2.5 se muestra la funcién de onda 3 de los dos niveles de energia mas bajos. La
funcién de onda es oscilante en el interior de la caja y se anula exponencialmente fuera de la misma.
También aqui el nimero de nodos aumenta en una unidad conforme al subir de un nivel a otro.
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Hasta ahora hemos tratado solamente estados con E < Vy. Para E > Vp, la cantidad (V — E)'/?
es imaginaria y las funciones i1 y ¥ oscilan conforme x tiende a oo (como las de la particula
libre), en lugar de anularse. No hay ninguna razén para hacer que las constantes D en ¢y y F en
1 sean iguales a cero. Con estas constantes adicionales disponibles para que las funciones ¢ y
¢’ satisfagan las condiciones limite, no es necesario restringir los valores de la energia E para que
las funciones de onda se comporten bien. Por tanto, todas las energias por encima de Vy estin
permitidas.

Un estado en el que ¥ — 0 conforme x — 0o y £ — —oo se denomina estado enlazante. Para
un estado enlazante, la probabilidad de encontrar a la particula se concentra en su mayor parte en
una regién finita del espacio. Para un estado no enlazante, la funcién de onda 1) no tiende a cero
conforme & — +00 y no es normalizable. Para la particula en un pozo rectangular, los estados con
FE < Vj son enlazantes y los estados con E > V; son no enlazantes. Para la particula en la caja de
paredes infinitas, todos los estados son enlazantes, y para la particula libre, todos los estados son
no enlazantes.

EFECTO TUNEL

Para la particula en un pozo de potencial rectangular (Seccién 2.4) la Figura 2.5 y las expresiones
para ¥ y @ muestran que en los estados enlazantes existe una probabilidad distinta de cero
de encontrar a la particula en las regiones 1 y 111, donde la energia total es menor que la energia
potencial V = Vp. Clasicamente, este comportamiento no estd permitido. Las ecuaciones clasicas
E=T+V yT >0, donde T es la energia cinética, implican que la energia total £ no puede ser
inferior a la energia potencial V.

Consideremos una particula en una caja unidimensional con paredes de altura finita y espesor
finito (Figura 2.6). Cléasicamente la particula no puede escapar de la caja, a menos que su energia
sea mayor que la de la barrera de potencial Vp. Sin embargo, el tratamiento mecanocuéntico (que
omitimos) muestra que existe una probabilidad finita de que la particula, con una energia total
inferior a Vj, aparezca fuera de la caja.

El término efecto tinel denota la penetracién de una particula en una regién prohibida
cldsicamente (como en la Figura 2.5) o el paso de una particula a través de una barrera de potencial
cuya altura es superior a la energia de la particula. Puesto que el efecto tinel es un efecto cuantico,
la probabilidad de que ocurra es mayor cuanto menos cldsico es el comportamiento de la particula.
El efecto tiinel es, por tanto, més frecuente en particulas de masa pequena. (N&tese que cuanto
mayor sea la masa m, mas rapidamente tienden a cero las funciones ¢ y 91 de la Seccién 2.4).
En los electrones el efecto tinel ocurre ficilmente, y en los dtomos de hidrégeno tiene lugar maés
facilmente que en los atomos pesados.

FIGURA 2.6 Funcién energia potencial para la
particula en una caja unidimensional de altura y
grosor finitos.
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La emision de particulas alfa desde un nucleo radioactivo se produce mediante efecto tinel de
las mismas, a través de una barrera de potencial generada por las fuerzas nucleares atractivas de
corto alcance y la fuerza culombiana repulsiva del nicleo con la particula alfa. La molécula de
NHj es piramidal, y existe una barrera de energia potencial para la inversion de la misma, con un
maximo de energia potencial en la configuracién planar. Los dtomos de hidrégeno pueden cruzar
esta barrera mediante efecto tunel, dando lugar a la inversién de la molécula. En la molécula de
CH3CHj3 hay una barrera de rotacién interna, con un maximo de energia potencial en la posicién
eclipsada de los atomos de hidrégeno. Estos dtomos pueden también cruzar la barrera desde una
posicién alternada a la otra. El efecto tinel de los electrones es importante en las reacciones de
oxidacién-reduccién y en los procesos de electrodo. El efecto tunel afecta también normalmente,
de forma significativa, a la velocidad de las reacciones quimicas con transferencia de atomos de
hidrégeno, Véase R.P. Bell, The Tunnel Effect in Chemistry, Chapman & Hall, 1980.

El microscopio de efecto tinel, inventado en 1981, utiliza el efecto tinel de los electrones a
través del espacio comprendido entre una punta extremadamente fina de metal y la superficie de
un sélido conductor, para producir imagenes de los atomos individuales de la superficie sélida. Se
aplica un pequenio voltaje entre el sélido y la punta de metal y se ajusta la altura de la punta
al moverse sobre la superficie de manera que el flujo de corriente se mantenga constante. La
representacién de la altura de la punta frente a su posicién es la que proporciona la imagen de la
superficie.

2.6 RESUMEN

La solucién general de una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeficientes
constantes y" (z) + py'(z) + qy(z) = 0 es y = c1€°** + c2€2" donde s; y s2 son las soluciones de
la ecuacién auxiliar s? 4+ ps +q = 0.

Para una particula en una caja unidimensional (con energia potencial V = 0 para 0 < z <
y V = oo en cualquier otra parte), las funciones de ondas estacionarias y las energias son ¢ =
(2/0)?sen(nmz/l) para 0 < x <1y ¢ = 0 en cualquier otro punto, y E = n2h?/8ml?, donde n,=
123, ...

PROBLEMAS

2.1 (a) Resuelva y”(z) + ¢'(z) — 6y(z) = 0. (b) Determine las constantes arbitrarias de la solucién si
las condiciones limite son y =0enz =0y %y =1lenz =0.

2.2 (a) Para el caso en el que las raices de la ecuacién auxiliar son iguales, s; = sz = s, obtenemos
solamente una solucién independiente de la ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden: e°®.
Compruebe que ze*” es la segunda solucién. (b) Resuelva y’'(z) — 2y'(z) + y(z) = 0.

2.3 Clasifique la segunda ley de Newton (1.8) como una ecuacién diferencial lineal o no lineal para
cada una de estas fuerzas (a, b, ¢ y k son constantes). (a) F = ¢; (b) F = ~kz; (¢) F = —az®; (d)
F = bsenaz; (e) F = a — kz. [Los sistemas mecanocldsicos que muestran un comportamiento cadtico
(Seccién 1.4) obedecen ecuaciones diferenciales no lineales, pero no todas las ecuaciones diferenciales no
lineales presentan comportamiento cadtico.]

2.4 Determine el nimero cudntico n correspondiente a un objeto macroscépico de masa 1.0 g, que se
mueve con una velocidad de 1.0 cm/s en una caja unidimensional de longitud 1.0 cm.

2.5 Considere una particula con nimero cudntico n que se mueve en una caja unidimensional de
longitud I. (a) Determine la probabilidad de encontrar a la particula en el cuarto izquierdo de la caja. (b)
(Para qué valor de n es maxima esta probabilidad? (c) ;Cudl es el limite de dicha probabilidad cuando
n — oo? (d) ;Qué principio se ejemplifica en (c)?

2.6 Sea un clectrén en una caja unidimensional de longitud 2.000 A, con el lado izquierdo de la caja
situado en z = 0. (a) Supongamos que tenemos un millén de sistemas como este, cada uno de ellos en



Problemas 33

el estado n = 1, y que medimos la coordenada x del electrén en cada uno de estos sistemas. ;Cudntas
veces aproximadamente encontraremos al electrén entre 0.600 y 0.601 A? Suponga que el intervalo es
infinitesimal. Pista: Compruebe si la calculadora trabaja en grados o en radianes. (b) Supongamos
que tenemos un gran ndimero de estos sistemas, cada uno de ellos en el estado n = 1, y que medimos la
coordenada z del electrén en cada uno de estos sistemas y encontramos que el electrén esta entre 0.700 A y
0.701 A en 126 de las medidas. ;En cusdntas de estas medidas aproximadamente encontraremos al electrén
entre 1.000 A y 1.001 A?

2.7 Una descripcién extremadamente elemental de un electrén en un atomo o molécula consiste en
tratarlo como una particula en una caja unidimensional cuya longitud es del orden del tamaifio de los
4tomos y moléculas. (a) Para un electrén en una caja unidimensional de longitud 1.0 A, calcule la sepa-
racién existente entre los dos niveles de energia mds bajos. (b) Calcule la longitud de onda de un fotén
correspondiente a una transicién entre estos dos niveles. (c) ;En qué parte del espectro electromagnético
estd dicha longitud de onda?

2.8 Una particula de masa 9.2x1072® g que est4 en cierta caja unidimensional pasa del nivel n = 5 al
nivel n = 2 emitiendo un fotén de frecuencia 6.0x10™ s~'. Determine la longitud de la caja.

2.9 Un electrén en cierto nivel de energia excitado de una caja unidimensional de longitud 2.00 A
sufre una transicién al estado fundamental emitiendo un fotén de longitud de onda 8.79 nm. Determine el
nimero cuantico del estado inicial.

2.10 Un electrén en un estado estacionario de una caja unidimensional de longitud 0.300 nm emite un
fotén de frecuencia 5.05x10'® s~1. Determine los mimeros cuanticos inicial y final para esta transicién.

2.11 La frecuencia de absorcién desde el estado n = 1 hasta el estado n = 2 para cierta particula en
una caja unidimensional es 6.0x10' s~'. Calcule la frecuencia de absorcién para este sistema desde el
estado n = 2 hasta el estado n = 3.

2.12 El origen de coordenadas de una particula en una caja unidimensional de longitud ! puede situarse
en el centro de la caja. Obtenga las funciones de onda y los niveles de energia con esta eleccién del origen.

2.13 (a) Dibuje de forma aproximada las graficas de v y 1* para los estados de la particula en la caja
con n =4y n=>5 (b) Utilice el calculo diferencial para determinar la pendiente de ¥? para el estado
n=4eng= %l y compruebe que la curva dibujada tiene la pendiente correcta.

2.14 Las integrales en las que aparecen funciones trigonométricas pueden evaluarse usando las iden-
tidades del Problema 1.26. Utilice la forma exponencial compleja de la funcién seno para comprobar la
Ecuacién (2.27) para las funciones de onda de la particula en la caja.

2.15 Los electrones pi de una cadena conjugada pueden tratarse de forma elemental como particulas
que se mueven en una caja de potencial como la de la Figura 2.1, donde la longitud de la caja es algo mayor
que la longitud de la cadena conjugada. El principio de exclusién de Pauli (Capitulo 10) limita a dos el
nimero de electrones que ocupan cada nivel de la caja. (Estos dos electrones tienen espines opuestos.)
Para la molécula de butadieno, CHo=CHCH=CHa;, tome una longitud de caja de 7.0 A y utilice este
modelo para estimar la longitud de onda de la luz absorbida cuando se excita un electrén pi desde el nivel
de la caja ocupado mds alto al nivel vacio méds bajo. El valor experimental es de 217 nm.

2.16 La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo para la particula en la caja contiene las
constantes h y m, y las condiciones limite introducen la longitud de la caja I. Cabe esperar, por tanto, que
las energias estacionarias sean funciones de k, m y I, es decir E = f(h,m,l). [El resultado que se obtiene
es E = (n?/8)(h*/ml*).] Demuestre que los tinicos valores de a, b y ¢ que permiten que el producto h*m®’l°
tenga dimensiones de energia son g =2, b= -1y c= —2.

2.17 Escriba la funcién de onda dependiente del tiempo para una particula libre con energia E.

2.18 (a) Para una particula en una caja rectangular (Seccién 2.4), compruebe que B = (Vp —
E)'/2A/E'?. (b) Derive la Ecuacién (2.33).

2.19 Para una particula en un pozo rectangular (Seccién 2.4) demuestre que en el limite V5 — oo (a)
la Ecuacién (2.33) da E = n®h?/8ml?*, como en la Ecuacién (2.20), y (b) la funcién de onda tiende a las
dadas por las Ecuaciones (2.9) y (2.21).

2.20 Dibuje ¥ de forma aproximada para el siguiente nivel de energia mas bajo de la Figura 2.5.
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2.21 Calcule el nimero de estados enlazantes que tiene un electrén en un pozo rectangular unidimen-
sional de 15.0 eV de profundidad y 2.00 A de anchura. Utilice (6.107).

2.22 Obtenga los niveles de energia enlazantes permitidos para el sistema del problema 2.21 usando una
calculadora programable o un computador para evaluar la parte izquierda de la Ecuacién (2.35) tomando
valores de £ desde 0 a 1 en pequefios intervalos.

2.23 Para una particula en un pozo rectangular unidimensional, (a) ;jdebe haber al menos un estado
enlazante? y (b) ;es 3" continua en = 07

2.24 El nivel mas bajo de energfa para un electrén en cierto pozo rectangular de 20.0 eV de profundidad,
estd 3.00 eV por encima del fondo del pozo. Determine la anchura del pozo. Pista: Utilice tanf=sené/cosé.

2.25 Para un electrén en cierto pozo rectangular de 2.00 aJ de profundidad hay solamente tres niveles
de energia enlazantes. Determine las anchuras minima y mdaxima posibles de este pozo. Un atojulio (aJ)
=10""%J.

2.26 Indique si el nimero de niveles de energia enlazantes de una particula en un pozo de potencial de
profundidad V5 y anchura I, aumenta, disminuye o permanece igual (a) cuando Vo aumenta manteniendo
[ fija, (b) cuando | aumenta manteniendo V; fija.

2.27 Para el caso E = 0 de una particula en un pozo rectangular de anchura Vp, la solucién de la
ecuacién de Schrodinger dentro del pozo es 11 = az + b [véase la discusién que sigue a la Ecuacién (2.19)].
(a) Utilice las condiciones limite para obtener cuatro ecuaciones que relacionen las constantes a y b con
las constantes C y G en la ecuacién que precede a la (2.32). (b) Muestre que, si C > 0 (o si C < 0), las
ecuaciones obtenidas en (a) llevan a la contradiccién de que G es a la vez menor y mayor que cero. De
aqui que C = 0. (¢) Muestre que para C = 0 se obtiene ¥ = 0 en todos los puntos, por lo que la energia
FE = 0 no estd permitida.

2.28 La energia de la mayoria de las estrellas proviene de la fusién de los nicleos de hidrégeno en niicleos
de helio. La temperatura en el interior del Sol (una estrella tipica) es 15x10°K. A esta temperatura, los
nicleos no tienen virtualmente la suficiente energfa cinética como para superar su repulsién electrostdtica
mitua y acercarse lo suficiente para que se produzca la fusién. Por tanto, cuando Eddington propuso en
1920 que la fusién nuclear es la fuente de la energia estelar, su idea fué rechazada. Explique porqué tiene
lugar la fusién en las estrellas, a pesar de la aparente dificultad anteriormente mencionada.

2.29 ; Verdadero o falso? (a) El estado fundamental de la particula en la caja tiene el nimero cuantico
n = 0. (b) Las funciones de onda estacionarias de la particula en la caja son discontinuas en ciertos puntos.
(¢) La primera derivada de cada funcién de onda estacionaria de la particula en la caja es discontinua en
ciertos puntos. (d) El méximo de densidad de probabilidad para todos los estados estacionarios de la
particula en la caja estd en el centro de la caja. (e) Para el estado estacionario n = 2 de la particula
en la caja, la probabilidad de encontrar a la particula en el cuarto izquierdo de la caja es igual a la
probabilidad de encontrarla en el cuarto derecho. (Responda a esta cuestidn y a la siguiente sin evaluar
ninguna integral.) (f) Para el estado estacionario n = 1 de la particula en la caja, la probabilidad de
encontrar a la particula en el tercio izquierdo de la caja es igual a la probabilidad de encontrarla en el
tercio medio. (g) La longitud de onda de una transicién de absorcién de una particula en una caja desde
el estado con nimero cudntico n al n + 1, disminuye conforme aumenta el nimero cudntico n.
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CAPITULO 3

Operadores

OPERADORES

Vamos a desarrollar ahora la teoria de la mecéanica cudntica de una forma mas general que la
utilizada hasta el momento. Comenzamos escribiendo la ecuacién de Schrédinger independiente
del tiempo unidimensional para una particula (1.19) de la forma

R? d2
" 2m dz?

+ V()| ¢(z) = EY(x) 3.1

La entidad que aparece entre corchetes en esta ecuacién es un operador. La Ecuacién (3.1) sugiere
que tenemos un operador energia que, al actuar sobre la funcién de onda, nos devuelve a la
propia funcién de onda multiplicada por un valor permitido de la energia. Hablamos por tanto de
operadores.

Un operador es una regla que transforma una funcién dada en otra. Por ejemplo, sea D el
operador que deriva una funcién con respecto a . Usamos el acento circunflejo para caracterizar
a un operador. Suponiendo que f(z) es derivable, el resultado de operar con D sobre f(z) es
ﬁf(x) = f'(x). Por ejemplo, D(z* + 3¢%) = 2z + 3e®. Si 3 es el operador que multiplica a una
funcién por 3, entonces 3(x2 + 3e®) = 3z? + 9¢®. Si cos es el operador que toma el coseno de una
funcién, entonces la aplicacién de cos sobre la funcién z? + 1 da cos(z? + 1). Si el operador A
transforma a la funcién f(z) en la funcién g(z), escribimos Af(z) = g(x).

Definimos la suma y la diferencia de dos operadores Ay B dela forma

(A+B)f(z) = Af(2) + Bf(2) (3.2)*
(A= B)f(z) = Af(2) - Bf(z)

Por ejemplo, si D = d/dx, entonces
(D+3)@®-5)=D® —5)+3(® —5) =322 + (32 —15) = 32® + 322 — 15
El producto de dos operadores A y B se define como
ABf(x) = A[Bf(2)) (3.3)%

Como vemos, primero hacemos actuar sobre f(z) al operador situado a la derecha del producto
de operadores, y a continuacién tomamos la funcién resultante para aplicarle el operador situado
a la izquierda del producto. Por ejemplo,
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3Df(z) = 3D (2)] = 3f'(z) = 3f'(x)

En este caso, no habria diferencia en el resultado final si alterdsemos el orden de aplicacién de
los operadores. En general, sin embargo, no podemos suponer que AB y BA produzcan el mismo
efecto. Tomemos, por ejemplo, los operadores d/dx y &:

#5(2) = ()] = f2) 4 2f (@) = (L + 2D)f(2) (34)

EDf() = 2 [%ﬂx)} —f (@)

En este caso AB y BA son operadores diferentes.

Podemos desarrollar un dlgebra de operadores como sigue. Se dice que dos operadores A y B
son tguales si A f= B f para toda funcién f. Los operadores iguales dan el mismo resultado
cuando actian sobre una funcién dada. Por ejemplo, la Ecuacién (3.4) muestra que

Di=1+2D . (3.5)

El operador 1 (multiplicacién por 1) es el operador unidad. El operador 0 (multiplicacién por
0) es el operador nulo. Habitualmente se omite el acento circunflejo para los operadores que son
simplemente multiplicacién por una constante. Podemos pasar operadores de un lado a otro de
una ecuacién (Problema 3.9); asi, la Ecuacién (3.5) es equivalente a Dz — 2D — 1 = 0, donde se
han omitido los acentos circunflejos en los operadores nulo y unidad.

Los operadores obedecen la ley asociativa de la multiplicacién

A(BC) = (AB)C (3.6)

La demostracion de esta ecuacién se esboza en el Problema 3.8. Como ejemplo, sean A= d/dz,
B =%y C = 3. Utilizando la Ecuacién (3.5) tenemos

(AB) = Dz =1+ 2D, [(fif})é]f (14 2D)3f =3f +3zf
) = 3¢, [A(BO)f = D(3xf) = 3f + 3af’

La principal diferencia entre el dlgebra de operadores y el dlgebra ordinaria es que los nimeros
obedecen la ley conmutativa de la multiplicacién, mientras que los operadores no necesariamente
la satisfacen; asi, ab = ba si a y b son numeros, pero AB y BA no necesariamente son operadores
iguales. Definimos el conmutador [A, B] de los operadores A y B como el operador AB — BA:

[A, B]= AB - BA (3.7)*
Si AB = BA, entonces (A, B] = 0 y decimos que Ay B conmutan. Si AB # BA, entonces A y

B no conmutan.-Nétese que [A, B]f = ABf — BAf. Puesto que no hay diferencia en el orden en
el que apliquemos los operadores 3 y d/dz, tenemos

- d 4 d d .
[3 dw} 3——-—3=0

De acuerdo con la Ecuacién (3.5) deducimos
d . ~ A
—, &y =Di—-iD=1 (3.8)

Los operadores d/dx y &, pues, no conmutan.
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EJEMPLO Determine [2%,d/dz].
Para obtener [2*,d/dz], aplicamos este operador sobre una funcién arbitraria g(z). Utilizando la defini-
cién del conmutador (3.7) y las definiciones de la diferencia y del producto de dos operadores, desarrollamos

[2°, d/dz]g = [¢°(d/dz) — (d/d2)2"lg = 2°(d/dz)g — (d/dz)(z°9)
=22 —3z%g— 2%g = -32%

Eliminando la funcién arbitraria g, obtenemos la ecuacién de operadores [2*,d/dz] = —32>.

El cuadrado de un operador se define como el producto de un operador por si mismo: A? = AA.
Para el operador derivada tenemos que su cuadrado es

D*f(z) =D(Df)y=Df ="

D? = d?/da?
Otro ejemplo es el cuadrado del operador que da como resultado la conjugada compleja de una
funcién y que es igual al operador unidad ya que al evaluar la conjugada compleja dos veces se
obtiene la funcién original. La potencia n-ésima de un operador (n =1,2,3,...) se define como la
aplicacién n veces sucesivas del operador.
Los operadores que intervienen en mecdnica cudntica son lineales. Aesun operador lineal si
y sblo si cumple las dos propiedades siguientes:

Alf (=) + g(0)] = Af () + Ag(x) (3.9)*
Alef(@)] = cAf () (3.10)%
donde f y g son funciones arbitrarias y ¢ es una constante arbitraria (no necesariamente real).

Como ejemplos de operadores lineales tenemos #2, d/dz y d*/dz*. Son operadores no lineales cos
y ()2, donde ( )? es el operador que eleva al cuadrado la funcién sobre la que actia.

EJEMPLO ;Es lineal el operador d/dz? ;Es lineal el operador /7
Tenemos

(d/dz)[f(z) + g(x)] = df /dz + dg/dx = (d/dz) f(x) + (d/dz)g(z)
(d/dz)[cf(2)] = cdf (z)/dx

luego d/dx satisface las Ecuaciones (3.9) y (3.10) y es un operador lineal. Sin embargo,

VI@)+g(e) # V(@) + V(o)

con lo que v/ no satisface la Ecuacién (3.9) y es no lineal.

La Ecuacién (2.2) define la forma que tiene una ecuacién diferencial lineal. Utilizando el
operador diferencial D podemos reescribir esta ecuacién de la forma

[An(2)D" + Ap1 ()DL Ay (2)D + Ag(2)]y(x) = gl)
El operador que aparece entre corchetes en esta ecuacién es lineal.
En las manipulaciones con operadores lineales son ttiles las siguientes identidades
(A+ B)C = AC + BC (3.11)*
AB+C)=AB+ AC (3.12)*
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EJEMPLO Demuestre la ley distributiva (3.11) para operadores lineales.

Un buen modo de comenzar una demostracién consiste en escribir primero el enunciado del que partimos
v lo que queremos probar. En este caso partimos de que A, B y ¢ son operadores lineales, y hemos de
probar que (A + B)C = AC + BC.

Para demostrar que el operador (A + B)C’ es igual al operador AC + BC, hemos de probar que estos
dos operadores dan el mismo resultado cuando se aplican a una funcién arbitraria f, es decir que

[(A+ B)C)f =(AC + BO)f

Comenzamos con [(A + B)C]f. Esta expresién contiene el producto de los operadores A+ B y C.
Utilizando la definicién del producto de operadores (3.3) con A reemplazado por A+ B y B por C,
obtenemos [(A +B)Clf =(A+ B)(Cf) La entidad Cf es una funcién, y utilizando la deﬁnlclon (3.2) de
la suma A + B de dos operadores A y B obtenemos (4 + B)(Cf) = A(Cf) + B(Cf). Asi

[(A+ B)Clf = (A+ B)(Cf) = A(Cf) + B(CF)

La utilizacién de la definicién del operador producto (3.3) proporciona A(Cf) = ACf y B(Cf) = BC¥.
Por tanto

[(A+ B)C)f = ACf + BCf (3.13)

Usando la dei:n}iciér} de la suma de operadores (3.2), con A reemplazado por AC v B reemplazado por BC
obtenemos (AC + BC)f = ACf + BCf, de modo que la Ecuacién (3.13) queda como sigue

(A + B)C)f = (AC + BC)f

que es lo que querfamos demostrar. Por tanto (A + B)C’ = AC + BC.

Nétese que no ha sido necesario usar la linealidad de los operadores A B v €. La Ecuacién (3.11)
se cumple, pues, para cualquier operador. Sin embargo, la Ecuacién (3.12) sélo se cumple si A es lineal
(véase Problema 3.17).

EJEMPLO Determine el cuadrado del operador d/dx + &.
Para obtener (d/dz + )%, aplicamos este operador sobre una funcién arbitraria f(z). Haciendo D =
d/dz, desarrollamos

(D+2)°f(z) =D+ DD+ 2)f] = (D+ &) (f +zf)
=f'+f+af +af +2°f =(D*+ 28D+’ +1)f(z)
(D+2)?*=D*+2iD+3*+1

Repitamos este desarrollo usando solamente operadores:

D+ =D+2)(D+&)=DD+i&)+&D+z)
=D*+Di+iD+#*=D?+iD +1+2D +#?
=D*+2zD+2>+1

donde se han utilizado las Ecuaciones (3.11), (3.12) vy (3.5) y donde se ha omitido el acento circunflejo sobre
el operador “multiplicacién por x”. Hasta que se adquiere suficiente experiencia en el manejo de operadores
es mas seguro realizar las manipulaciones dejando siempre que actien sobre una funcién arbitraria f y
eliminado dicha funcién al final.
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3.2 FUNCIONES PROPIAS Y VALORES PROPIOS

Supongamos que el efecto que produce el operador A al actuar sobre una funcién f(z) es sim-
plemente multiplicar la funcién f(z) por cierta constante k. Decimos entonces que f(z) es una
funcion propia de A con valor propio k. Exigimos en esta definicién que la funcién propia
f(z) no sea idénticamente cero, lo que quiere decir que aunque f(z) pueda anularse en algunos
puntos, no lo hace en todos ellos. Tenemos

Af(z) = kf(z) (3.14)%

(Figen es una palabra alemana que significa caracteristica. “Valor propio”es un término hibrido;
se ha sugerido que “characteristicwert”seria igual de apropiado.) Como ejemplo de la Ecuacién
(3.14) tenemos que 2% es una funcién propia del operador d/dx con valor propio 2:

(d/dx)e*® = 2e%®

Sin embargo, sen 2z no es una funcién propia de d/dz, ya que (d/dz)(sen 2x) = 2cos 2z, que no es
igual a una constante multiplicada por sen 2z.

EJEMPLO Si f(x) es una funcién propia del operador lineal A y ¢ es una constante, demuestre que
cf(x) es una funcién propia de A con el mismo valor propio que f(z).

Una forma fiable de hacer esta demostracién consiste en seguir los siguientes pasos:

1. Escribir la informacién de la que se dispone y trasladar esta informacién a ecuaciones.

2. Escribir lo que se quiere demostrar en forma de ecuaciones.

3. (a) Manipular las ecuaciones dadas en el paso 1 para transformarlas en las ecuaciones del paso 2.
(b) Alternativamente, comenzar por un término de la ecuacién que queremos demostrar y usar las
ecuaciones dadas en el paso 1 para manipular este término hasta que se transforme en un término
de la ecuacién a demostrar.

En el presente ejemplo, disponemos de tres datos: f es una funcién propia de A, A es un operador

lineal, y ¢ es una constante. Trasladando estas afirmaciones a ecuaciones tenemos [véanse Ecuaciones
(3.14), (3.9) ¥ (3.10)]

Af =kf (3.15)
A(f+g)=Af+Ag y A@f) =bAf (3.16)

¢ = constante

donde k y b son constantes y f y g son funciones.
Queremos demostrar que cf es una funcién propia de A con el mismo valor propio que f, lo que, escrito
en forma de ecuacién, es

A(cf) = k(cf)
Siguiendo la estrategia del paso 3(b), tomamos el térmimo izquierdo de esta tltima ecuacién A(cf) e
intentamos demostrar que es igual a k(cf). Utilizando la segunda condicién de linealidad (3.16) tenemos
que A(cf) = cAf, y usando la ecuacién de valores propios (3.15) nos queda cAf = ckf. Por tanto

A(cf) = cAf = ckf = k(cf)

lo que completa la demostracidén.

EJEMPLO (a) Obtenga las funciones y los valores propios del operador d/dz. (b) Determine los valores
propios de este operador imponiendo la condicién limite de que las funciones propias permanezcan finitas
cuando ¢ — Foo.
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(a) A partir de la Ecuacién (3.14) con A = d/dz obtenemos

df (z)/dz = kf(z) (3.17)
df/f = kdzx

e integrando nos queda

In f = kz + constante
constante kx
f=e e

f=ce* (3.18)

Las funciones propias de d/dz vienen dadas por la Ecuacién (3.18). Los valores propios vienen dados
por la constante k, que puede ser cualquier nimero ya que para todos ellos se satisface la Ecuacién (3.17).
Las funciones propias contienen una constante multiplicativa c. Esto es cierto solamente para las funciones
propias de los operadores lineales, como se ha demostrado en el ejemplo anterior. Para cada valor de k en
la Ecuacién (3.18) tenemos una funcién propia diferente. Sin embargo, las funciones propias con el mismo
valor de k pero diferentes valores de ¢, no son independientes entre si.

(b) Puesto que la constante k puede ser compleja, la escribimos de la forma k = a + b, donde a y b
son nimeros reales . Tenemos entonces f(x) = ce*“e™. El factor ¢*® tiende a infinito cuando z tiende a
infinito, si a es positiva, y tiende a infinito cuando z tiende a menos infinito, si @ es negativa. Por tanto

las condiciones limite exigen que a = 0 y los valores propios son k = b.

OPERADORES Y MECANICA CUANTICA

Examinemos ahora la relacién que existe entre los operadores y la mecénica cuantica. Comparando
la Ecuacién (3.1) con la (3.14) vemos que la ecuacién de Schrédinger es un problema de valores
propios. Los valores de la energia E son los valores propios, las funciones de onda 1 son las
funciones propias y el operador para el que tenemos que obtener las funciones propias y los valores
propios es — (%2 /2m)d? /dx® 4+ V (). Este es el denominado operador Hamiltoniano del sistema.

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) desarrollo una forma alternativa de las ecuaciones
del movimiento de Newton, basada en la formulacién de una funcién H denominada funcién ha-
miltoniana del sistema. Para un sistema cuya energia potencial es una funcién dnicamente de las
coordenadas, la energia total permanece constante con el tiempo, es decir E se conserva. Nos
restringiremos a tales sistemas conservativos. Para estos sistemas, la funcién hamailtoniana
mecanoclasica es simplemente la energia total del sistema expresada en términos de coordenadas y
de momentos conjugados. Para las coordenadas cartesianas, x, y v z, los momentos conjugados
son las componentes del momento lineal en las direcciones x, y y 2: pz, py ¥ ps:

Dz = MUz, Py =MV, P, =mu, (3.19)*

donde v, v, y v; son las componentes de la velocidad de la particula en las direcciones z, y y 2.
Veamos como determinamos la funcién hamiltoniana mecanoclédsica para una particula de masa
m que se mueve en una dimensién y que estd sujeta a una energia potencial V(z). La funcién
hamiltoniana es igual a la energfa, que viene dada por la suma de las energias cinética y potencial.
La forma familiar de la energfa cinética, %mvg, no nos vale, ya que debemos expresar la funcién
hamiltoniana en términos de coordenadas y momentos, no de velocidades. Puesto que v, = p,/m,
hemos de expresar la energia cinética de la forma p?/2m. La funcién hamiltoniana es

3

H:2m

+V (3.20)
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La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo (3.1) pone de manifiesto que a la funcién
hamiltoniana dada por la Ecuacién (3.20) le corresponde el operador mecanocuantico

R d?

2m dzx?
cuyos valores propios son los valores posibles de la energia del sistema. Esta correspondencia
entre magnitudes fisicas en mecdnica cldsica y los operadores en mecdnica cuantica es general. Es
un postulado fundamental de la mecanica cudntica que a cada propiedad fisica (por ejemplo, la
energia, la coordenada x, el momento) le corresponde un operador mecanocudntico. Se postula,
ademads, que el operador correspondiente a la propiedad B se obtiene escribiendo la expresién
mecanoclisica de B como una funcién de las coordenadas cartesianas y de los correspondientes
momentos, y realizando a continuacién las siguientes sustituciones: cada coordenada cartesiana g
se reemplaza por el operador multiplicacién por dicha coordenada:

+ V{(z)

i=q:
Cada componente cartesiana del momento lineal p, se reemplaza por el operador
_ho 0

W= Te T Mg

donde ¢ = /-1y 3/3q es el operador para la derivada parcial con respecto a la coordenada gq.
Nétese que 1/i =i/i2 =i/(—1) = —i.

Veamos algunos ejemplos. El operador correspondiente a la coordenada z es la multiplicacién
por x:

T== (3.21)*
De igual forma,
y=y- y Z==z- (3.22)*
Los operadores para las componentes del momento lineal son
h 0 h 0 h 0
Py = — —, Py =~ —y Pp=— — 3.23)*
P i Oz Py =75 oy P i 0z ( )
El operador correspondiente a p? es
ho\' hond 8?
9 2
(2 Z)y 2207 527 .24
Pa (z 33:) i Oz i Oz L Ox? (3:24)

. . . ,\2 ,\2
con expresiones similares para p; y p;.

Consideremos ahora los operadores energia cinética y potencial en una dimensién. Supongamos
que tenemos un sistema cuya funcién energia potencial es V(z) = az?, donde a es una constante.
Reemplazando x por z-, vemos que el operador energia potencial es simplemente la multiplicacién
por az?:

V(z) =V(z)- (3.25)*
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La expresion mecanoclédsica para la energfa cinética T en la Ecuacién (3.20) es
T =p2/2m (3.26)*
Reemplazando p, por el correspondiente operador (3.23) obtenemos

N R? 92 B2 2
o =_r @ 27
2m 0z2 2m dx? (3.27)

donde hemos usado la Ecuacién (3.24) y donde la derivada parcial se convierte en derivada total
en una dimensién. La hamiltoniana mecanoclésica (3.20) es

H=T+V =p2/2m+ V(z) (3.28)

y el correspondiente operador Hamiltoniano mecanocuantico (o energia) queda como sigue

H=T+V il V 3.29)*
=T 4V = V() (3:29)
y coincide con el operador que aparece en la ecuacién de Schrodinger (3.1). Nétese que todos estos
operadores son lineales.

i Cémo estan relacionados los operadores mecanocuanticos con las propiedades correspondientes
del sistema? Cada uno de estos operadores tiene su propio conjunto de funciones propias y valores
propios. Sea B el operador mecanocuantico correspondiente a la propiedad fisica B, y llamemos
fi v bi alas funciones propias y a los valores propios de B, de modo que [Ecuacién (3.14)]

Bfi=bifi, i=1,2,3,.. (3.30)

El operador B tiene un nimero dado de funciones propias y valores propios, y el subindice i
se utiliza para denotarlos. B es generalmente un operador diferencial y la Ecuacién (3.30) es,
por tanto, una ecuacién diferencial cuyas soluciones son las funciones y los valores propios. La
mecanica cudntica postula que (con independencia de cual sea la funcién de estado del sistema)
una medida de la propiedad B debe dar uno de los valores propios b; del operador B. Por ejemplo,
los tnicos valores que pueden obtenerse para la energia del sistema son los valores propios del
operador energia (Hamiltoniano) H. Llamando 1; a las funciones propias de H tenemos como
ecuacién de valores propios (3.30):

Hy; = Ey (3.31)*

Haciendo uso del operador Hamiltoniano (3.29) en la Ecuacién (3.31) obtenemos, para un sistema
de una particula en una dimensién

K2 d2

2 dr ) + V(l‘) = E;; (3.32)

que es la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo (3.31). Vemos asi que los postulados
sobre los operadores son consistentes con el trabajo desarrollado anteriormente. M4s adelante
justificaremos la eleccién de (3.23) como operador momento demostrando que, en el limite de
transicién a la mecdnica clésica, esta eleccién proporciona el resultado p, = m(dz/dt), como debe
ser. (Véase Problema 7.56).

En el Capitulo 1 postulamos que el estado de un sistema mecanocuantico se especifica mediante
una funcién de estado ¥(x,t) que contiene toda la informacién que podemos conocer sobre el
sistema. ;Cémo proporciona ¥ informacién sobre la propiedad B? Postulamos que si ¥ es una
funcion propia de B con valor propio by, entonces una medida de B da con toda sequridad el valor
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bi. Consideremos, por ejemplo, la energia. Las funciones propias del operador energia son las
soluciones ¥(x) de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo (3.32). Supongamos que
el sistema estd en un estado estacionario descrito por la funcién de estado [Ecuacién (1.20)]

U(x, t) = e E/ () (3.33)

i Es ¥(z,t) una funcién propia del operador energia H? Tenemos

HU(z, t) = He B/ ()

H no contiene derivadas con respecto al tiempo y, por tanto, no afecta al factor exponencial e “#F4/?
Tenemos
HU(z, t) = e "BM [op(a) = Bem PV hy(z) = EV(z, t)
HY = EV (3.34)

donde se ha usado la Ecuacién (3.31). Asi pues, para un estado estacionario, ¥(z,t) es una
funcién propia de H y podemos estar completamente seguros de que obtendremos el valor E
cuando midamos la energfa. '

Como ejemplo de otra propiedad, consideremos el momento. Las funciones propias g del ope-
rador p, se determinan resolviendo

Peg = kg
h dg
- ==k .35
i dx g (3-35)
Obtenemos (Problema 3.25)
g= Aetk/h (3.36)

donde A es una constante arbitraria. Para que g se mantenga finita para valores grandes de |z|,
los valores propios k deben ser reales. Asi, los valores propios de p, son todos los nimeros reales

—0o<k<oo (3.37)

lo cual es razonable pues cualquier medida de p, debe dar uno de los valores propios (3.37) de p,.
Cada valor de k en la Ecuacién (3.36) proporciona una funcién propia g diferente. Puede parecer
sorprendente que el operador de la magnitud fisica momento incluya la unidad imaginaria i. En
realidad, la presencia de ¢ en p, asegura que los valores propios k sean reales; recordemos que los
valores propios de d/dz son imaginarios (Seccién 3.2).

Comparando las funciones de onda de la particula libre (2.30) con las funciones propias (3.36)
de p, extraemos la siguiente interpretacién fisica: el primer término de (2.30) corresponde al
momento positivo y representa el movimiento en la direccién +z, mientras que el segundo término
de la Ecuacién (2.30) corresponde al momento negativo y representa el movimiento en la direccién
—.

Consideremos ahora el momento de una particula en una caja. La funcién de estado para la
particula en un estado estacionario es [Ecuaciones (3.33), (2.20) y (2.23)]

_ _—iBt/n 2 1/2 nwT
Uz, t)=c¢ 7 sen (~l—) (3.38)

donde E = n?h?/8ml?. ;Tiene la particula un valor definido de p,? Es decir, jes ¥(x,t) una
funcién propia de p,? Observando las funciones propias (3.36) de p,, vemos que no hay ningin
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valor numérico de la constante real & que transforme la funcién exponencial de la Ecuacién (3.36)
en una funcién seno, como la de la Ecuacién (3.38). Por tanto, ¥ no es una funcién propia de p,.
Podemos comprobarlo directamente escribiendo

s O iy (2 2 nrrN _ nrh gy (2 12 nwx
P;E‘I’—;a—xe T sen( I )———L—l—e ] COS( ; )

Puesto que p, ¥ # constante-¥, la funcién de estado ¥ no es funcién propia de p,.

Nétese que la funcion de estado del sistema ¥ no tiene porque ser una funcién propia f; del
operador B (Ecuacién (3.30)) correspondiente a la propiedad fisica B. Por ejemplo, las funciones
de onda estacionarias de la particula en la caja no son funciones propias de p,. Incluso en este
caso debemos seguir obteniendo uno de los valores propios (3.37) de p, cuando midamos p, en un
estado estacionario de la particula en la caja.

:Son las funciones de onda estacionarias de la particula en la caja funciones propias de p2?
Tenemos [Ecuacion (3.24)]

X 5 0% _ip 2\ /2 nwe n’m?h? 2\/? nmx

= e B (2) sen (M) = e () e (M)
n2h?
412
Por tanto, una medida de p2 siempre dard como resultado n?h?/41? cuando la particula esté en

un estado estacionario con nimero cudntico n. Esto no debe sorprendernos, ya que la funcién de
energia potencial en el interior de la caja es cero y el operador Hamiltoniano es

H=T+V=T=p*2m

Tenemos entonces [Ecuacién (3.34)]

2p2 21,2
o _ n“h _n h
Py =2mEV¥ = 2m—8 B ¥ = e Y (3.40)

que concuerda con la Ecuacién (3.39). El tinico valor posible de p? es
P2 =n’h?/Al® (3.41)

La Ecuacién (3.41) sugiere que una medida de p, daria necesariamente uno de los dos valores
d:%nh /1, correspondientes a la particula moviéndose hacia la derecha o hacia la izquierda de la caja.
Esta plausible sugerencia no es exacta. Un analisis realizado usando los métodos que se exponen en le
Capitulo 7 demuestra que hay una probabilidad muy elevada de que el valor medido esté muy préximo
a uno de los dos valores j:%nh/ 1, pero que puede obtenerse cualquier valor consistente con la Ecuacién
(3.37) cuando se mide p, para la particula en una caja; véase Problema 7.37.

Hemos postulado que una medida de la propiedad B debe dar como resultado uno de los valores
propios del operador B. Si la funcién de estado ¥ resulta ser una funcién propia de B con valor
propio b, es seguro que obtendremos b cuando midamos B. Supongamos, sin embargo, que ¥ no
es una funcién propia de B. ;Qué ocurre entonces? Seguimos afirmando que obtendremos uno de
los wvalores propios de B cuando midamos B, pero no podemos predecir con certeza cudl de ellos
serd. En el Capitulo 7 veremos que lo que si se puede predecir es la probabilidad de obtener cada
uno de los diferentes valores propios de B.
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EJEMPLO Se mide la energia de una particula de masa m en una caja unidimensional de longitud
1. ;Cules son los posibles valores que podemos obtener en la medida, si en el momento de realizarla la
funcién de estado de la particula es (a) ¥ = (30/1°)"/?z(l—z) para 0 < z <1y (b) ¥ = (2/1)*/?sen(3nz/l)
para 0 <z <17

(a) Los resultados posibles de una medida de la propiedad E son los valores propios del operador energia
(Hamiltoniano) H del sistema. Por tanto, el valor medido debe ser uno de los mimeros n?h?/8ml?, donde
n=1,2,3,.... Puesto que ¥ no es una de las funciones propias (2/1)'/?sen(nnz /1) de H [Ecuacién (2.23)],
no podemos predecir cudl de estos valores obtendremos para este estado no estacionario. (b) Puesto que
W es la funcién propia de H con valor propio 3%h?/8ml? [Ecuacién (2.20)], la medida debe dar el valor
9h? /8mli®.

LA ECUACION DE SCHRODINGER TRIDIMENSIONAL PARA UN SISTEMA DE
VARIAS PARTICULAS

Hasta ahora nos hemos limitado a sistemas de una particula en una dimensién. El formalismo de
operadores desarrollado en la seccién anterior nos permite extender la teoria a sistemas de varias
particulas en tres dimensiones. Se postula que la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo
que establece la variacién temporal de la funcién de estado, tiene la forma dada por la Ecuacién
(1.13):

ih%—f =HU¥ (3.42)*

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para las funciones propias y los valores
propios de la energia es

Hy = Ey (3.43)*

y se obtiene a partir de la Ecuacién (3.42) suponiendo que la funcién de energia potencial es
independiente del tiempo y aplicando el método de separacién de variables utilizado para derivar
la Ecuacién (1.19) a partir de la (1.13).

Para un sistema tridimensional de una sola particula, la hamiltoniana mecanoclasica es

1 . . .
H=T+V= %(pi-l—p;—l—pi)—l—V(x, y, 2) (3.44)

Introduciendo los operadores mecanocudnticos [Ecuacién (3.24)] obtenemos para el operador Ha-
miltoniano

w2 )
H % <W + 8—1/2 + w) +V{z,y,2) (3.45)

El operador entre paréntesis en esta expresién se denomina operador Laplaciana V? (léase
“nabla cuadrado”):

o? o? o?
=t astas

Oz  Oy? 022
La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo para una particula en tres dimensiones es
entonces

% (3.46)*

2
—;—mv%/; + Vi = Ey (3.47)
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Consideremos ahora un sistema tridimensional de n particulas. Sea la particula 4 la que tiene
masa m; y coordenadas (x;,y;,2;), donde ¢ = 1,2,3,...,n. La energia cinética es la suma de las
energias cinéticas de las particulas individuales:

1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2
T= omy (P2, + 2y, +9%,) + . (P2, + Py, +72,) + o+ 2m., (P2, + Py, +1%,)
donde p,, es la componente x del momento lineal de la particula ¢. El operador energia cinética, es

. K2 [ 02 92 92 K [ 82 o2 o2
T:‘?E<a_xl+%+ﬁ>""‘7n(%‘%+%z+a_zz)

nhg
_ngz

i=1
, ® &® &
2 _ R
ViZoz T o2 T o2

(3.48)*

(3.49)*

Normalmente nos limitaremos a los casos en los que la energia potencial depende sélo de las 3n
coordenadas:

V= V(xlvylvzla "'a$n7yntzn)

El operador Hamiltoniano para un sistema de n particulas en tres dimensiones es entonces

R n h2
H= —22—V2+V(:g1,...,z ) (3.50)*

i=1

y la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo es

Z—Vz-l-V (x1,.20)| ¥ = Ev (3.51)

donde la funcién de onda independiente del tiempo es una funcién de las 3n coordenadas de las n
particulas:

Y= w($laylazlv'--7xnayn73n) (352)

La ecuacién de Schréodinger (3.51) es una ecuacién diferencial lineal en derivadas parciales.

Como ejemplo consideremos un sistema de dos particulas que interactian de forma que la
energia potencial es inversamente proporcional a la distancia entre ellas, siendo ¢ la correspondiente
constante de proporcionalidad. La ecuacién de Schrédinger (3.51) queda entonces

K2 62 97 B2 A I, -,
[‘aml (6—x‘%+8—zﬁ+8_z%) " omy (@*5@*5@)
C
+ ;
(z1 —22)2 4+ (y1 —y2)? + (=1 — 22)2]1/2

] ¢ =E¢ (3.53)

Y =Y(x1,y1, 21,22, Y2, 22)

Pese al formidable aspecto que presenta esta ecuacidn, la resolveremos en el Capitulo 6.
Para un sistema de una particula en una dimensién, el postulado de Born [Ecuacién (1.15)]
establece que |¥ (2, t)|2dz es la probabilidad de encontrar a la particula entre z' y ' +dz al tiempo
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FIGURA 3.1 Caja infinitesimal centrada en x', y', 2.

t, siendo z' un valor particular de z. Generalizamos este postulado como sigue: para un sistema
de una particula en tres dimensiones, la cantidad

|®(z', y', 2, t)|* de dy dz (3.54)*

es la probabilidad de encontrar a la particula en la region infinitesimal del espacio en la que la
coordenada x estd comprendida entre x' y x' +dz, la coordenada y entrey’ ey’ +dy y la coordenada
z entre z' y z' + dz (Figura 3.1). Puesto que la probabilidad total de encontrar a la particula es 1,
la condicién de normalizacion es

o0 o0 o0
/ / / |®(z, y, 2, t)|* dedy dz = 1 (3.53)
— 00 —0oQ — 00

Para un sistema de n particulas en tres dimensiones, postulamos que
(W (T, Y1y 21, Tiyy Uy 2y ooy Ty Yoy 2y ) |2 d 1 dyy d2y dy dyodzy - - - dxpdyndzy, (3.56)*

es la probabilidad de encontrar simultdineamente al tiempo t a la particula 1 en la caja rectangular
infinitesimal situada en (z,y1, 21) de aristas dx|,dy:,dz1, a la particula 2 en la caja rectangular
infinitesimal situada en (zh,yh, z}) de aristas dzs, dy2,dza,. . . y a la particula n en la caja rectangu-
lar infinitesimal situada en (z),y,,, z),) de aristas dz,,, dy,,dz,. La probabilidad total de encontrar
a todas las particulas es 1 y la condicién de normalizacién es

o0 o0 o0 oo oo oo
/ / / . / / / |¥|2dxy dy; day - - - dzy, dyn dzy, = 1 (3.57)
— o0 — 00 — 00 — 00 —0oQ —oQ

Es habitual en mecanica cuantica denotar la integracién sobre el rango completo de todas las
coordenadas del sistema mediante [ dr. Una forma més abreviada de escribir las Ecuaciones (3.55)
o (3.57) es

/|‘Il|2dr =1 (3.58)*

Se sobrentiende que esta integral es definida, aunque parezca indefinida, y que las variables de
integracién y sus rangos se extraen del contexto en el que aparecen las integrales.
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Para un estado estacionario tenemos que |¥|? = [¢|? y

/IwIQdT =1 (3.59)*

3.5 LA PARTICULA EN UNA CAJA TRIDIMENSIONAL

Por el momento, nos limitaremos a problemas de una sola particula. En esta seccion vamos a
considerar la versién tridimensional del problema de la particula en la caja resuelto en la Seccién
2.2.

Una caja tridimensional puede tener muchas formas. La caja que vamos a estudiar es un
paralelepipedo rectangular con aristas de longitud a, b y ¢. Escogemos el sistema de coordenadas
de manera que uno de los vértices de la caja esté situado en el origen y que la caja se encuentre en
el primer octante del espacio (Figura 3.2). La energia potencial dentro de’la caja es cero y fuera
de ella es infinito:

O<z<a
V(z,y,2) =0 en laregidon<c 0 <y <b (3.60)
O<z<e
V = o0 enelresto

Puesto que la probabilidad de que la particula tenga energia infinita es cero, la funcién de
onda debe valer cero fuera de la caja. Dentro de la caja el operador energia potencial es cero y la
ecuacién de Schrodinger (3.47) viene dada por

2
h_(azw aw+a2_w>:Ew
2m

Para resolver esta ecuacién supongamos que la solucién pueda escribirse como el producto de tres
funciones f, g, h dependientes, respectivamente, de las coordenadas z, y y 2:

¥(z, y, 2) = f(2)g(y)h(2) (3.62)
Podria parecer que este supuesto descarta soluciones que no tengan la forma (3.62). Sin embargo,
puede demostrarse que si podemos encontrar soluciones del tipo (3.62) que satisfagan las condicio-
nes limite, entonces no hay otras soluciones que las satisfagan. (Para la demostracién, véase G.F.D.

FIGURA 3.2 En el interior de la caja, V=0.



Seccion 3.5 La particula en una caja tridimensional 49

Duff y D. Naylor, Differential Equations of Applied Mathematics, Wiley, 1966, pp. 257-258.) El
método que estamos usando para resolver la Ecuacién (3.62) se denomina método de separacion
de variables.

A partir de la Ecuacién (3.62) obtenemos

S = @), T = f@g W), G = feah ) (363

Sustituyendo las Ecuaciones (3.62) y (3.63) en la (3.61) nos queda
(K J2m) f"gh — (B2 /2m) fg"h — (? /2m) fgh' — Efgh = 0 (3.64)
y dividiendo esta ecuacién por fgh obtenemos
B hzfu hzgrr th//
2mf  2mg 2mh

B hg'ly)  BPh(R)

—E=0 (3.65)

_ = E .
2mf(z) 2mgly)  2mh(z) + (366)
Llamemos E, al miembro izquierdo de la Ecuacién (3.66):
E, = —R*f"(z)/2mf(z) (3.67)

La definicién (3.67) muestra que F, es independiente de y y z. Por otro lado, la Ecuacién (3.66)
muestra que E, es igual a h’¢g"(y)/2mg(y) + B*h"(z)/2mh(z) + E y, por tanto, E, debe ser
independiente de z. Si E, es independiente de z, y y z, entonces debe ser una constante.

De un modo similar podemos definir I, y E, como

E, = -h%g"(y)/2mg(y), E,= —h*h"(2)/2mh(z) (3.68)

Puesto que las variables z, y y 2 aparecen de forma simétrica en la Ecuacién (3.65), el mismo
razonamiento que demuestra que E; es una constante sirve para demostrar que E, y E. son
también constantes. Sustituyendo las definiciones (3.67) y (3.68) en la Ecuacién (3.65) obtenemos

E,+ E, + E. =E (3.69)
Las Ecuaciones (3.67) y (3.68) se reescriben de la forma
d®f(z) 2m
d*g(y) 2m d’h(z)  2m
_W + %Z—Eyg(y) =0, T + ?—Ezh(z) =0 (3.71)

Hemos convertido la ecuacién diferencial lineal en derivadas parciales de tres variables en tres
ecuaciones diferenciales ordinarias. ;Cudles son las condiciones limite para la Ecuacién (3.70)7
Puesto que la funcién de onda se anula fuera de la caja, la continuidad de v requiere que se anule
en las paredes de la misma. Concretamente, 1y debe valer cero en la pared de la caja situada en
el plano yz, donde z = 0, y debe anularse también en la pared de la caja paralela a la anterior,
donde z = a. Por lo tanto, f(0) =0y f(a) =0.

Comparemos ahora la Ecuacién (3.70) con la Ecuacién (2.10) de la Seccién 2.2, en la que hemos
tratado el problema de la particula en una caja unidimensional. Las ecuaciones tienen la misma
forma, siendo E, en (3.70) la equivalente a E en (2.10). ;Son iguales las condiciones limite? Si,
salvo que ahora tenemos z = a en lugar de x = [ como segundo punto en el que la variable
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independiente se anula. Asi pues, podemos aprovechar el trabajo realizado en la Seccién 2.2 para
escribir como solucién [véanse las Ecuaciones (2.23) y (2.20)]

1/2
= (2) " en (22
n2h?

= lat
8ma?’

Aplicando el mismo razonamiento a las ecuaciones en y y en z obtenemos

9(y) = (%—) " sen (nygry) , h(z) = (%) v sen (nzcﬂ—Z)

212 212
nyh _ nzh

ne = 1,2,3...

V= e ny, =1,2,3... y E, = B n, = 1,2,3...
A partir de la Ecuacién (3.69), la energia es
: 2
E = %(Z—%+%+Z—§) (3.72)
y usando la Ecuacién (3.62), la funcién de onda dentro de la caja viene dada por
8 1/2 NGTIL Ty TY N, T2
¥(z, y, 2) = <%) sen( " ) sen( yb )sen( - ) (3.73)

La funcién de onda depende de tres nimeros cudnticos, 1, 1y y 7., lo que podemos atribuir a
la naturaleza tridimensional del problema. Los tres nimeros cuinticos varian independientemente
unos de otros.

Puesto que los factores dependientes de x, y y 2 en la funcién de onda estian normalizados por
separado, la funcién de onda estd normalizada:

/_O; /_O; /O:O || dx dy dz = /Oa|f(:v)|2d:v/0b |g(y)|2dy/oc h(2)|2dz = 1

donde hemos usado (Problema 3.33)

/// F(z)G(y)H(2) dzdy dz = /F(w)d:v/ G(y)dy/H(z)dz (3.74)*

Nétese que las dimensiones de v (x,y, z) en la Ecuacién (3.73) son de longitud—3/2. Para un
sistema de una particula en tres dimensiones, |¢/|2dzdydz es una probabilidad, y las probabilidades
son adimensionales. Puesto que las dimensiones de dzdydz son de longitud?®, v(z,y, z) debe tener
dimensiones de longitud~3/2 para que |¢|?dzdydz sea adimensional.

Supongamos que a = b = ¢. Tenemos entonces un cubo y los niveles de energia vienen dados
por

E = (B /8ma®)(nl + n] + n?) (3.75)

Tabulemos algunas de las energias permitidas para la particula confinada en un cubo de paredes
infinitas:

nenyn.  |111[211121]112]122|212(221]113]131|311 |222]
E(sma®/h?)| 3|6 6]6]9]9fo]1]1]11]12]
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122 212 221

Energia

211 121 112

111

1

FIGURA 3.3 Niveles de menor energia de la particula en una caja cibica.

Obsérvese que hay estados con diferentes nimeros cudnticos que tienen la misma energia (Figura
3.3). Por ejemplo, los estados 9211, ¥121 ¥ 112 (donde los subindices indican los niimeros cudnticos)
tienen todos la misma energia. Sin embargo, la Ecuacién (3.73) muestra que estos tres conjuntos
de numeros cudnticos dan diferentes funciones independientes y, por tanto, representan estados
distintos del sistema. Cuando dos o mas funciones de onda independientes representan a estados
con el mismo valor propio de la energia, se dice que el valor propio estd degenerado. El grado
de degeneracion (o, simplemente, la degeneracién) de un nivel de energia es el nimero de
estados que tienen la misma energia. Asi, el segundo nivel de energia mds bajo de la particula en
un cubo esta triplemente degenerado. La degeneracién ha aparecido al hacer iguales las aristas de
la caja, lo que confirma el hecho general de que la degeneracién estd relacionada con la simetria
del sistema. Notese que las funciones de onda 211, 9121 ¥ %112 pueden transformarse entre si
mediante rotaciones de la caja cibica. Normalmente, no hay degeneracién en los niveles de energia
enlazantes de problemas unidimensionales.

En la evaluacién mecanoestadistica de la funcién de particiéon molecular de un gas ideal, los
niveles de energia traslacionales de cada molécula se representan como niveles de energia de una
particula en una caja rectangular tridimensional; véase Levine, Physical Chemistry, Secciones 22.6
y 22,71,

DEGENERACION

Demostraremos ahora un importante teorema sobre las funciones de onda de un nivel de energia n
veces degenerado. Tenemos n funciones de onda independientes 1, ¥2,. .. ,%,, cada una de ellas
con la misma energia y sea w la energia del nivel degenerado:

ﬁ¢1:w¢la -H¢2:w¢2: T, ﬁ¢n2w¢7L (3.76)

Queremos demostrar que cualquier combinacién lineal
¢ =11 + ot + -+ cpthn (3.77)
de las n funciones de onda del nivel degenerado es una funcién propia del Hamiltoniano con valor
propio w. [Una combinacion lineal de las funciones ¢y, ¥a,...,1, se define como una funcién

de la forma (3.77), donde los coeficientes ¢ son constantes.] Debemos probar que H¢ = wé o

L Existe la versién en espaiiol, Fisicoguimica, McGraw-Hill, 1996 (Nota del traductor)
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H(e1py + cathy 4+ 4 Cathy) = wlcryhy + cathy + - + i) (3.78)

Puesto que H es un operador lineal, podemos aplicar la Ecuacién (3.9) n — 1 veces por el lado
izquierdo de la Ecuacién (3.78) para obtener

H(cry + cathe + -+ + entn) = H(ertn) + H{eatha) + - + H(cnthn)
Usando las Ecuaciones (3.10) y (3.76) nos queda

I:I(Cll/h + ety 4+ enthy) = (flﬁ% + ngdb + -+ Cn,gwn
= cwr + WP + - - + WP,

H(cythy + catho + -+ + cathy) = wleiths + caths + -+ + cuthy)

lo que completa la demostracién.
Como ejemplo, las funciones de onda estacionarias de la particula en una caja cibica 9211, P121
v Y112 son degeneradas, y la combinacién lineal ¢11217 + 2121 + ¢3%112 €8 una funcién propia del
operador Hamiltoniano de la particula en la caja cibica con valor propio 6h%/8ma?, el mismo que
tienen cada una de las funciones 211, Y121 ¥ ¥119.

Nétese que la combinacién lineal ;41 +c21)2 no es funcién propia de Hsi 1 y Yo corresponden
a diferentes valores propios de la energfa (Hyy, = Eyyy y Hupy = Eythy con Ey # Ey).

Puesto que cualquier combinacién lineal de las funciones de onda de un nivel de energia degene-
rado es una funcién propia de H con el mismo valor propio, podemos construir un nimero infinito
de funciones de onda diferentes para cualquier nivel de energia degenerado. En realidad, solamente
estamos interesados en las funciones propias que son linealmente independientes. Se dice que las
n funciones fi,..., f, son linealmente independientes si la ecuacién ¢1 f1 + -+ ¢p fr, = 0 s6lo
se satisface cuando todas las constantes c;,..., ¢, son iguales a cero. Esto significa que ninguin
miembro del conjunto de funciones puede expresarse como una combinacién lineal de los restan-
tes miembros. Por ejemplo, las funciones fi = 3z, f2 = 522 — z y f3 = z° no son linealmente
independientes, ya que fy, = 5f3 — %fl. Las funciones g; = 1, go = = v g3 = z*? son linealmente
independientes, ya que ninguna de ellas puede escribirse como combinacion lineal de las otras dos.

El grado de degeneracion de un nivel de energia es igual al nimero de funciones de onda
linealmente independientes correspondientes a ese valor de energia. Las funciones de onda de
la particula libre unidimensional (2.30) son combinaciones lineales de dos funciones linealmente
independientes, que tienen el mismo valor propio de energia E, de modo que cada valor propio de
energia (salvo E = 0) estd doblemente degenerado (el grado de degeneracién es dos).

VALORES MEDIOS

En la Seccién 3.3 se sefialé que cuando la funcién de estado ¥ no es funcién propia del operador
B, la medida de B da uno de entre un ntimero de valores posibles (los valores propios de B).
Consideremos ahora el valor medio de la propiedad B para un sistema cuyo estado es W.

Para determinar el valor medio de B experimentalmente tomamos un gran ntmero de sistemas
idénticos no interactuantes, cada uno de ellos en el mismo estado ¥ y realizamos una medida de B
en cada uno de estos sistemas. El valor medio de B, simbolizado (5}, se define como la media
aritmética de los valores observados by, bs,... by

1 N
= > (3.79)
j=1

donde el niumero de sisternas, N, es extremadamente grande.
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En lugar de sumar sobre los valores observados de B, podemos sumar sobre todos los posibles
valores de B, multiplicando cada valor por el nimero de veces que se observa. Tenemos entonces
la expresién equivalente

(B) = % > b (3.80)
b

donde ny es el nimero de veces que se observa el valor b. Un ejemplo lo aclarard. Supongamos
una clase de nueve estudiantes que hacen un examen de nueve preguntas y que obtienen las notas:
0, 20, 20, 60, 60, 80, 80, 80, 100. Calculando la nota media con Ecuacién (3.79) obtenemos

56

1 & 0+ 20 + 20 + 60 + 60 + 80 + 80 + 80 + 100
szf: 9 -
=1

Para calcular la nota media usando la Ecuacién (3.80) hemos de sumar sobre los valores posibles
de las notas: 0, 20, 40, 60, 80, 100, de modo que

1 1(0) + 2(20) + 0(40) + 2(60) + 3(80) + 1(100)
— nyb =
N ; b

=56
9

La Ecuacién (3.80) puede escribirse de la forma
_y (™
(B) = ; (N) b
Puesto que N es muy grande, n,/N es la probabilidad P, de observar el valor propio b, y

(By=>_ PBb (3.81)
b

Consideremos ahora el valor medio de la coordenada = para un sistema unidimensional de una
sola particula en el estado ¥(z,t). La coordenada z toma un rango continuo de valores, y la
probabilidad de observar a la particula entre = y z + dz es |¥|*dz. La suma de probabilidades
infinitesimales equivale a una integracién, de modo que la Ecuacién (3.81) se convierte en

o0
(z) = / T (z,t)|*dz (3.82)
—00
Para una particula en tres dimensiones, la probabilidad de encontrarla en un elemento de volumen
situado en el punto (z,y, z) con aristas dz, dy y dz es
U (z,y, 2,t)|*dz dy dz (3.83)

Si queremos determinar la probabilidad de que la particula se encuentre entre z y x + dx, hemos
de integrar las Ecuacién (3.83) sobre todos los valores posibles de y y z, ya que las coordenadas y
y z de la particula pueden tomar cualquier valor mientras que su coordenada z ha de estar entre
x y x + dx. Por tanto, en el caso tridimensional la Ecuacién (3.82) queda como sigue

<x):/:; [1212|W(x,y,2,y)|2dydz zdx

(z) = /‘o; /_Z /j; |¥(z,y, 2,t)|? zde dy dz (3.84)
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Consideremos ahora el valor medio de alguna propiedades fisica B(x,y, z) que es funcién de las
coordenadas de la particula. Un ejemplo es la energia potencial V(z,y, z). El mismo razonamiento
que condujo a la Ecuacién (3.84) proporciona

(B(z,y, z)) = /_OO /_00 /_OO (¥ (z, y, z, t)|*B(x, y, 2) de dy dz (3.85)

(B(z, y, 2)) = /:: /j: /Z U*BY dr dy dz (3.86)

La forma de la Ecuacién (3.86) puede parecer un tanto caprichosa, ya que no es distinta de la
(3.85), pero enseguida aclararemos su significado.

En general, la propiedad B depende de ambos tipos de variables, las coordenadas y los momen-
tos:

B = B(x,y, 2, Pz, Dy, P2)

para el caso de una particula en tres dimensiones. ;Cémo determinamos el valor medio de B?
Postulamos que el valor medio de (B) para un sistema en el estado ¥ es

(B) :/O:O /o:o /_O; U BY dz dy dz (3.87)

donde B es el operador mecanocuantico de la propiedad B. [Mds adelante daremos alguna justifi-
cacion de este postulado utilizando la Ecuacién (3.87) para demostrar que la ecuacién de Schrédin-
ger dependiente del tiempo se reduce a la segunda ley de Newton en la transicién de la mecanica
cudntica a la clésica; véase Problema 7.56.] Para el caso de n particulas postulamos que

(B) = /\P*B‘I/dT (3.88)*

donde [ dr denota la integral definida sobre el rango de variacién completo de las 3n coordenadas.
La funcién de estado en la Ecuacién (3.88) debe estar normalizada, puesto que hemos tomado
U*¥ como la densidad de probabilidad. Es importante colocar debidamente el operador entre ¥*
y ¥, ya que las cantidades B¥*¥ y ¥*¥B no son iguales que la cantidad ¥*B¥, a menos que B
sea funcién solamente de las coordenadas. En la integral | ¥*BWdr, el operador B actia primero
sobre ¥ para dar una nueva funcién B¥, que se multiplica entonces por ¥*. La integral se extiende
sobre todo el espacio para dar un nidmero, que es (B).
Para un estado estacionario, tenemos [Ecuacién (1.20)]

\P*B\P — eiEt/h'LZJ*Be_iEt/h'll) — eO,[z)*B,L/} — d)*Bd}

puesto que B 10 tiene derivadas temporales y no afecta al factor que incluye el tiempo en ¥. Por
tanto, para un estado estacionario,

| (B) = / v*Bipdr (3.89)

De este modo, si B es independiente del tiempo, entonces el valor medio (B) también es indepen-
diente del tiempo para un estado estacionario.

Consideremos el caso especial en el que ¥ es una funcién propia de B. Cuando BU = k¥, la
Ecuacién (3.88) se transforma en
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(B) :/\P*B\PdT:/lIf*k\PdT:k/lIf*lIde:k

puesto que ¥ estd normalizada. Este resultado es razonable, ya que cuando BU = k¥, k es el
unico valor propio que podemos encontrar si efectuamos una medida de B (Seccién 3.3).
A partir de la Ecuacién (3.88) se demuestra facilmente que el valor medio de una suma es igual

a la suma de los valores medios:
(B+C)=(B)+{(C) (3.90)

donde B y C son dos propiedades cualesquiera. Sin embargo, el valor medio de un producto no es
necesariamente igual al producto de los valores medios: (BC) # (B)(C).

El termino valor esperado se utiliza a menudo en lugar de valor medio. El valor esperado no
necesariamente coincide con uno de los valores posibles que podemos observar.

EJEMPLO Determine los valores medios () y (p.) para el estado estacionario fundamental de la
particula en una caja tridimensional.

Sustituyendo la funcién de onda estacionaria ¢ = f(z)g(y)h(z) [Ecuacién (3.62)] en el postulado del
valor medio (3.89) obtenemos

(x):/w*iwdrz/OC/Ob/Oaf*g*h'xfghdxdydz

puesto que ¥ = 0 fuera de la caja. Usando la Ecuacién (3.74) nos queda

@ =/ " 2lf (@) de / o) Pdy [ nra: = [ alsoras

puesto que cada una de las funciones g(y) y h(z) estd normalizada. Para el estado fundamental, n, =1y
f(z) = (2/a)"/*sen(nz/a). Por tanto

(@) =2 /Oa « sen? (%m) de = % (3.91)

a

donde se ha utilizado la integral (A.3) del Apéndice. Una mirada a la Figura 2.4 muestra que el resultado
(3.91) es razonable.
Por otro lado,

{2

v = [wpwar= [ [ [ row? L y@owneasdyas

a b c
=5 [ r@r@s [Clawla [ e

Pz} = E/OQ (@) f (z)de = %f2(z)

?

=0 (3.92)

@
0
donde se han usado las condiciones limite f(0) = 0y f(a) = 0. El resultado (3.92) también es razonable,
puesto que es igualmente probable que la particula se mueva en la direccién +x o cn la —z.

CONDICIONES PARA QUE UNA FUNCION DE ONDA SEA ACEPTABLE

Al resolver el problema de la particula en una caja, impusimos la condicién de que ¥ fuese continua.
Analicemos ahora otras condiciones que deben cumplir las funciones de onda.
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Puesto que |¢|2dr es una probabilidad, debemos poder normalizar las funciones de onda esco-
giendo una constante de normalizaciéon N conveniente que la multiplique. Si ¢ es la funcién
de onda no normalizada y N1 la normalizada, la condicién de normalizacién (3.59) proporciona

1=/|Nw|2 dr = IN|2/|w|2 dr

IN| =1/(sly|*dr)t/? (3.93)

La integral definida [ ||2dr ser4 igual a cero solamente si la funcién ¢ se anula en todas partes.
Esto, sin embargo, no puede ocurrir (puesto que significaria que no hay particulas presentes) de
modo que dicha integral nunca vale cero. Si [ |¢|?dr toma un valor infinito, entonces la magni-
tud de la constante de normalizacién |N| es cero y ¥ no puede normalizarse. La funcién 3 serd
normalizable si y sélo si la integral [/|?dr toma un valor finito, en cuyo caso se dice que v es
cuadrdticamente integrable. Asi pues, normalmente se exige que 1 sea cuadriticamente in-
tegrable. Una importante excepcién es la particula no enlazada. Las funciones de onda de los
estados no enlazantes de la particula en un pozo (Seccién 2.4) y las de la particula libre no son
cuadraticamente integrables. ’

Puesto que ¥*¢ es la densidad de probabilidad, esta funcién debe ser monoevaluada. Seria
desconcertante que. la teoria diese dos valores diferentes para la probabilidad de encontrar a la
particula en un determinado punto. Si exigimos que 1) sea monoevaluada, entonces nos aseguramos
de que ¥*¢ también lo sea. Es posible tener funciones 1 multievaluadas [por ejemplo, ¢¥(q) =
—1,+1,14] para las que ¥*¢ sea monoevaluada. Sin embargo, exigiremos a 1 que tome un tnico
valor en cada punto. Ademads de exigir a 1 que sea continua, también impondremos normalmente
que todas sus derivadas parciales 9y /0x, O[Oy, y asl sucesivamente, sean continuas. (véase
Figura 3.4). Haciendo referencia, sin embargo, a lo dicho en la Seccién 2.2, notamos que para
la particula en la caja di/dx es discontinua en las paredes de la caja; ¥ y dy/dz valen cero en
cualquier parte fuera de la caja, pero segiin la Ecuacién (2.23) vemos que dy/dzx no se hace cero
en las paredes. La discontinuidad en ¥’ se debe al salto infinito del valor de la energia potencial
en las paredes de la caja. Para una caja con paredes de altura finita, 1’ es continua en las paredes
(Seccién 2.4).

En linea con la condicién de integrabilidad cuadritica, se establece algunas veces que la funcién
de onda debe ser finita en todas partes, incluyendo el infinito. Sin embargo, esta condicién es
normalmente mucho mas exigente que la de integrabilidad cuadratica y, de hecho, sucede que
algunas de las funciones de onda relativistas del atomo de hidrégeno son infinitas en el origen, pero

wf \v/\ _4 / TN

(a) (b (©)

FIGURA 3.4 La funcién (a) es continua y su derivada primera también. La funcién (b) es continua, pero
su derivada primera tiene una discontinuidad. La funcién (c¢) es discontinua.
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son cuadraticamente integrables. En ocasiones se encuentran funciones de onda no relativistas que
son infinitas en el origen. Asi pues, la condicién fundamental es la integrabilidad cuadratica, mas
que la finitud.

Las funciones de onda, de cualquier operador que represente a una magnitud fisica deben cum-
plir las condiciones anteriores. Cuando una funcién satisface dichas condiciones se dice que se
comporta bien.

RESUMEN

Un operador es una regla que transforma una funcién en otra. La suma y el producto de operadores
se definen de la forma (A + B)f(z) = Af(z) + Bf(z) y ABf(x) = A[Bf(z)]. El conmutador de
dos operadores es [A,B] = AB — BA. Los operadores en mecanica cuantica son lineales, lo que
significa que satisfacen las condiciones A[f(x) + g(z)] = Af(z) + Ag(x) y Alcf(z)] = cAf(x). Las
funciones propias F; y los valores propios b; de un operador B cumplen la ecuacién BF, = b;F,.
Hasta ahora se han introducido los siguientes postulados mecanocuanticos:
(a) El estado de un sistema estd descrito por una funcién ¥ (la funcién de estado o funcién de
onda) de las coordenadas de las particulas y del tiempo. ¥ es una funcién monoevaluada,
continua y (salvo para estados no enlazantes) cuadriticamente integrable.

(b) A cada propiedad fisica B de un sistema le corresponde un operador B. Este operador se
obtiene tomando la expresién mecanoclasica de la propiedad en términos de coordenadas
cartesianas y momentos, y reemplazando cada coordenada x por z- y cada componente del
momento p, por (h/i)0/0x.

(c) Los tinicos valores posibles que pueden obtenerse como resultado de una medida de la pro-
piedad B son los valores propios b; de la ecuaciéon Bg; = b;g;, donde se exige a las funciones
propias g; que se comporten bien.

(d) El valor medio de la propiedad B viene dado por (B) = [ @*BW®dr, donde ¥ es la funcién
de estado del sistema.

(e) La funcién de estado de un sistema sin perturbar cambia con el tiempo de acuerdo con la
ecuaciéon —(h/i)(0¥/0t) = H¥, donde H es el operador Hamiltoniano (el operador energia)
del sistema.

(f) Para un sistema de n particulas en tres dimensiones, la cantidad (3.56) es la probabilidad
de encontrar a las particulas del sistema en las regiones infinitesimales del espacio dadas a
continuacién de la Ecuacién (3.56).

El operador Hamiltoniano para un sistema de n particulas en tres dimensiones viene dado por
H=-Y" (h*/2m)V?+V, donde V? = 8%/8z3 + 8% /dy? + 8 /82?. La ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo es Hiyy; = E;;, donde el indice 4 indica los diferentes estados estaciona-
rios.

Las funciones de onda estacionarias y los niveles de energia de una particula en una caja
tridimensional rectangular se obtienen usando el método de separacién de variables.

El grado de degeneracién de un nivel de energia es el nimero de funciones de onda linealmente
independientes para dicho valor de la energia. Cualquier combinacién lineal de funciones de onda
de un nivel degenerado con energia w, es una funcién propia de H con valor propio w.
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PROBLEMAS
3.1 Si g = Af, determine g para cada una de las siguientes opciones de Ay f (a ) /dx v
f = cos (x? +1); (b) A=5y f=senz; (c) A=()?y f=senz; (d) A=expy f=1Inz; (e) A /dx y

f=In3z; (f) A=d*/de® +3zd/dz y | = 4a°.
3.2 Diga si cada una de las siguientes entidades es un operador o una funcién: (a) AB; (b) Af(x);
()BAf(2); () [B, A (e) f(2)4; (f) f(x)ABy(x).
3.3 Obtenga el operador A teniendo en cuenta que Af(z) = 3z>f(z) + 2z df /dz.
3.4 De tres operadores A diferentes que satisfagan Ae® =
3.5 Si A =d?/dz? y B = z*, obtenga (a) ABz®; (b) BAx
3.6 Demuestre que A+ B = B+ A.
3.7 Sea D = d/dz. Compruebe que (D + z)(D —z) = D? - 2% — 1.

3.8 Aplicando repetidamente la definicién del producto de dos operadores, demuestre que

e
3.

( ) ABf(z); (d) BAf(=).

(AB)CIf
B

] (e
[A(BO)S c

o tg»

A[B(Cr)
AB(Cf)]
3.9 Demuestre que si A+ B =C entonces A =C — B.

3.10 (a) Demuestre que (A+ B)? = (B+ A)Z para dos operadores cualesquiera (lineales o no lineales).
(b) ;Bajo qué condiciones se cumple que (A + B)? es igual a A? + 2AB + B*?

3.11 ;Que se entiende por la potencia cero-ésima de un operador?
3.12 Clasifique los siguientes operadores como lineales o no lineales: (a) 3z%d?/dz?; (b) ()?; (c) [ du;
(d) exp; (e) 35—

3.13 (a) Dé un ejemplo de un operador que satisfaga la Ecuacién (3.9) pero no la (3.10); (b) Dé un
ejemplo de un operador que satisfaga la Ecuacién(3.10) pero no la (3.9).

3.14 Demuestre que el producto de dos operadores lineales es un operador lineal.
3.15 Compruebe la identidad de conmutadores [A, B] = —[B, AJ.

3.16 Evalué los conmutadores (a) [sen z, d/dz]; (b) [d®/dz?, az® 4+ bz +c], donde a, by ¢ son constantes;
(¢) [d/dz,d?/dz?).

3.17 Demuestre que A(B + C) = AB + AC para operadores lineales.
3.18 (a) Si A es lineal, demuestre que

A(bf + cg) =bAf + cAg (3.94)

donde b y c son constantes arbitrarias y f y g son funciones arbitrarias. (b) Si la Ecuacién (3.94) es cierta,
demuestre que A4 es lineal.

3.19 ;Cudles de las siguientes ecuaciones son verdaderas para cualesquiera operadore A y B y cua-

lesquiera funciones f y g? (a) (A+ B)f = Af + Bf; (b) A(f+ g) = Af + Ag; (¢) (Af)/f = A, supuesto
que f #0; (d) ABf = BAf.

3.20 El operador transformada de Laplace L se define de la forma

L@ = [ e @) de

(a) (Es L lineal? (b) Calcule L(1). (c) Determine Le®®, suponiendo que p)a.

3.21 El operador traslacidn T}, se define de la forma T4 f(z) = f(z +h). (a) ;Es T, un operador lineal?
(b) Determine (77 — 3T1 + 2)z?.

3.22 El operador ¢ se define mediante la ecuacién
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Demuestre que eP = 71, donde D = d/dx y Ty es el operador definido en el problema 3.21.
3.23 ;Cudles de las siguientes funciones son funciones propias de d?/dx?? (a) e; (b) 2%; (c) sen z; (d)
3cosz; (e) senz + cosz. Obtenga el valor propio para cada funcién propia.

3.24 Obtenga las funciones propias del operador —(h?/2m)d?/dz?. Si las funciones propias han de
mantenerse finitas para x — Foo, jcudles son los valores propios permitidos?

3.25 Complete los pasos que conducen a las Ecuaciones (3.36) y (3.37), que proporcionan las funciones
v los valores propios de pg.

3.26 Obtenga los operadores mecanocuanticos correspondientes a las siguientes magnitudes fisicas. (a)
py; (b) apy — yp= ¥ (¢) (zpy — ypa)®.

3.27 Evalué los conmutadores (a) [2, po]; (b) [2,52]; (¢) [#,B,]; (d) [&,V(z,y,2)]; () [&, H], donde el
operador Hamiltoniano es el dado por la Ecuacién (3.45); (f) [£52, p2].

3.28 Escriba la expresién para la probabilidad de encontrar a la particula nimero 1 entre z = 0 y
z = 2 para (a) una particula en una dimensién; (b) una particula en tres dimensiones y (c) dos particulas
en tres dimensiones.

3.29 Si ¢ es una funcién de onda normalizada, jcudles son sus unidades en el sistema SI para (a) una
particula en una dimensién; (b) una particula en tres dimensiones y (¢) n particulas en tres dimensiones?

3.30 Un electrén en una caja rectangular tridimensional de dimensiones 5.00 A, 3.00 A y 6.00 A
efectiia una transicidn radiativa desde el estado excitado mas bajo hasta el estado fundamental. Calcule
la frecuencia del fotén emitido.

3.31 Uu electrén estd en el estado fundamental de una caja tridimensional cuyo potencial V' estd dado
por la Ecuacién (3.60), con a = 1.00 nm, b = 2.00 nm y ¢ = 5.00 nm. Calcule la probabilidad de que al
medir la posicién del electrén, éste se encuentre en la regién definida por (a) 0 < z < 0.40 nm, 1.50 nm
<y<200nmy200nm<2<300nm; (b)0 <z <040 nm, 0 <y <200nmy0<z<500nm.
(c) ;Cuél es la probabilidad de que al medir la posicién del electrén, éste se encuentre en la zona de z
comprendida entre 0 y 0.40 nm?

3.32 ;De cuiles de los siguientes operadores son funciones propias las funciones de onda estacionarias
de una particula en una caja rectangular tridimensional? (a) p.; (b) p2; (¢) p2 y (d) #. Para cada uno de
estos operadores, de los que ¥, n,,n, € una funcién propia, establezca en términos de n., n, y n. qué
valor se obtendria cuando se midiese la correspondiente propiedad.

3.33 Demuestre la identidad de la integral miiltiple dada por la Ecuacién (3.74).

3.34 Explique como podria haber degeneracién para una particula en una caja rectangular con a #
b+#ec.

3.35 Resuelva la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para la particula libre en tres
dimensiones.

3.36 Los términos estado y nivel de energia no son sindénimos en mecdnica cudntica. Para la particula
en una caja cibica, considere el rango de energia E(15h%/8ma®. (a) ;Cuéntos estados caen en ese rango?
(b) ;Cuantos niveles de energia caen en ese rango?

3.37 Para la particula en una caja cibica, ;jcudl es el grado de degeneracién de los niveles de energia
con los siguientes valores de 8ma’E/h?? (a) 12; (b) 14; (c) 27.

3.38 ;Cuiles de los siguientes conjuntos de funciones son linealmente independientes? (a) z, 22, z%; (b)
8, z, z2, 3> — 1; (¢) senz, cosz; (d) sen z, cos z, tan z; (e) senx, cos ¢, e®; (f) sen’z, cos °z, 1; (g) sen’z,
cos %y, 1.

3.39 Para una particula confinada en wna caja de dimensiones a, b y ¢, determine los siguientes valores

medios para el estado con nimeros cudnticos nz,ny,n. (a) (z); (b) (y), (2). Utilice consideraciones de
simetria y la respuesta a la parte (a). (¢) (pz); (d) (x?). ;Es (z%) = (x)?? ;Es (zy) = (z)(y)?
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3.40 Multiplicadas por una constante de normalizacién, ;cudles de las siguientes funciones serian
funciones de onda unidimensionales aceptables para una particula ligada? (a y b son constantes positivas

y = va desde —oo hasta +00.) (a) e”*"; (b) e’l””Z; (c) we'bIZ; (d) ie'b“2; (e) f(z) = et para z(0 y
flx)= 2¢—be* para z > 0.

3.41 Demucstre que si ¥; y Vs satisfacen la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo, entonces
c1¥1 + c2 ¥y, siendo ¢; y ¢2 constantes, también lo hace.

3.42 ;Verdadero o falso? (a) Si g es una funcién propia del operador lineal B, entonces cg también es
una funcién propia de B, donde ¢ es una constante arbitraria. (b) Si medimos la propiedad B cuando la
funcién de estado del sistema no es una funcién propia de B, entonces podemos obtener un resultado que
no es un valor propio de B. (¢) Si f1 y f2 son funciones propias de B, entonces ¢ f1 + c2f2 debe ser una
funcién propia de B, siendo ¢1 y ¢z constantes. (d) La funcién de estado ¥ debe ser una funcién propia
de cada operador B que represente una propiedad fisica del sistema. (e) Una combinacién lineal de dos
soluciones de la ecuacién de Schriodinger independiente del tiempo debe ser solucién de dicha ecuacién.
(f) La funcién de estado del sistema ¥ debe ser una funcién propia de H. (g) 5z es un valor propio del
operador posicién Z. (h) 5z es una funcién propia de Z. (i) Para un estado estacionario, ¥ es una funcién
propia de H. (j) Para un estado estacionario, ¥ es igual a una funcién del tiempo multiplicada por una
funcién de las coordenadas de las particulas. (k) Para un estado estacionario, la densidad de probabilidad
es independiente del tiempo. (1) En la ecuacién (B) = [ $*B¥dr, la integral es una integral indefinida.
(m) Si f es una funcién propia de A con valor propio a, entonces f es una funcién propia de A? con valor
propio a?. (n) (B) = fBl\P|2dT.

3.43 (a) Escriba un programa de computador que encuentre todos los conjuntos de mimeros entcros
positivos ng, ny, n. para los que nj +n, +n: < 60, que imprima dichos conjuntos por orden creciente del
valor n2 + "13 +n? y que imprima también los valores de n2 + n; +n2. ;Cual es la degeneracién del nivel
de la particula en la caja cibica con n2 + nj +n? =547
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El oscilador armodnico

En la Seccién 13.2 veremos que la energia de una molécula puede aproximarse como la suma
de las energias traslacional, rotacional, vibracional y electrénica, y en los Capitulos 13, 15, 16
y 17 consideraremos el cdlculo de las energias electrénicas. La energia traslacional es la energia
cinética del movimiento de una molécula como un todo en el espacio en el que estd confinada
la sustancia. Los niveles de energia traslacionales pueden representarse, por tanto, mediante los
de una particula en una caja tridimensional (Seccién 3.5). Los niveles de energia rotacionales
de una molécula diatémica (dos dtomos) pueden aproximarse mediante los del rotor rigido de dos
particulas, sistema que se estudiard en la Seccion 6.4. Los niveles de energia vibracionales mas bajos
de una molécula diatémica pueden aproximarse mediante los niveles del oscilador armonico. En la
Seccién 4.2 de este capitulo resolveremos la ecuacion de Schrédinger para el oscilador arménico. De
forma preliminar, en la Seccién 4.1 describiremos el método de resolucién de ecuaciones diferenciales
mediante la utilizacién de desarrollos en serie de potencias, que es el que se utiliza para resolver
la ecuacién de Schrodinger del oscilador armoénico y de otros problemas mecanocuanticos. En la
Seccién 4.3 estudiaremos las vibraciones moleculares, y en la Seccidn 4.4 presentaremos un método
numérico para determinar los valores propios y las funciones propias de la ecuacién de Schrédinger
unidimensional.

RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES MEDIANTE DESARROLLOS EN
SERIE DE POTENCIAS

Hasta ahora hemos considerado sélo los casos en los que la energia potencial V' (z) es constante. Esto
hace que la ecuacién de Schrodinger sea una ecuacion diferencial de segundo orden, homogénea,
lineal y de coeficientes constantes, que sabemos cémo resolver. Sin embargo, queremos tratar
problemas en los que el potencial V' varia con z. Un método 1itil en este caso consiste en probar
soluciones de la ecuacién de Schrédinger en forma de desarrollos en serie de potencias.

Para ilustrar el método consideremos la ecuacién diferencial

y'(z) + *y(x) =0 (4.1)

donde ¢? > 0. Desde luego, esta ecuacién diferencial tiene coeficientes constantes, pero podemos
resolverla mediante el método de las series de potencias si lo deseamos. Obtengamos primero la
solucién usando la ecuacién auxiliar, que es s* + ¢? = 0 y cuyas raices son s = +ic. Recordando el
desarrollo realizado en la Seccién 2.2 [las Ecuaciones (2.10) y (4.1) son iguales|, obtenemos solucio-



62

Capitulo 4 E/ oscilador armdnico

nes trigonométricas cuando las raices de la ecuacién auxiliar son, como en este caso, imaginarias
puras:

y = Acoscx + Bsencx (4.2)

donde A y B son las constantes de integracion. Una forma diferente de escribir la Ecuacién (4.2)
es

y = Dsen (cx + ¢) (4.3)

donde D y e son constantes arbitrarias. Utilizando la férmula del seno de la suma de dos dngulos
podemos demostrar que la Ecuacién (4.3) es equivalente a la (4.2).

Resolvamos ahora la Ecuacién (4.1) usando el método de las series de potencias. Comenzamos
suponiendo que la solucién puede expresarse como un desarrollo en serie de Taylor en torno a x = 0
(véase Problema 4.1), es decir, suponemos que

y(z) = Z anx” = ap + a1z + asz® + (1‘3:1:3 4o (4.4)
n=0

donde los coeficientes a,, son constantes a determinar de forma que se satisfaga la Ecuac1on (4.1).
Derivando la Ecuacién (4.4) obtenemos

y'(z) = a; + 2a92 + 3azz® + - = Z na,z™ (4.5)

donde hemos supuesto que la derivaciéon término a término es valida para las series. (Esto no
siempre es cierto para series infinitas.) Para y" tenemos

y'(z) =20y + 3(2azz + - = Y _n(n— Dayz""> (4.6)

n=2
Sustituyendo las Ecuaciones (4.4) y (4.6) en la (4.1) obtenemos

o o0

Z n(n — Danz" ™ + Z Fanz™ =0 (4.7)

n=2 n=0

Hemos de combinar las dos sumas en esta ecuacién. Si se cumplen ciertas condiciones, podemos
sumar dos series infinitas término a término de la forma:

o0 ) o0 ) o0
bl +3 cd = (b +ep)a? (4.8)
Jj=0 j=0 Jj=0

Para aplicar este resultado a las sumas de la Ecuacién (4.7) necesitamos que los limites de cada
sumatorio sean los mismos y que las potencias de z sean también las mismas. Por lo tanto,
cambiamos el ndice de la primera suma de la Ecuacién (4.7), definiendo k como k = n — 2. Los
limites n = 2 hasta 0o se corresponden con los limites k¥ = 0 hasta oo. Usando n = k + 2 obtenemos

Z n(n —a,z"? = Z(k +2)(k + Daggoz” (4.9)
n=2 k=0
Z n(n — Da,z"~? = Z(n +2)(n + Dapy22" (4.10)

n=2 n=0
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La Ecuacién (4.10) se deriva de la (4.9) porque el indice de la suma es una wvariable muda, es
decir, no hay diferencia en la letra que se utilice para denotarla. Para aclararlo consideremos, por
ejemplo, las siguientes sumas

3 3
Zcia:i y Z ema™ (4.11)
i=1 m=1

Puesto que solamente difieren en las variables mudas, las dos sumas son iguales, lo que podemos
comprobar facilmente desarrollandolas de la forma:

3 3
Zciwi =cr+ex’ fegad oy Z emx™ = 1z + cox? + c3a®
i=1 m=1
Al pasar de la Ecuacién (4.9) a la (4.10) simplemente hemos cambiado el simbolo que denota el
indice de la suma de &k a n.
La variable de integraciéon en una integral definida es tambien una variable muda, ya que el
valor de la integral definida no se ve afectado por la letra que usemos para representar a dicha
variable:

/a ’ f(z)dz = / ’ Ft)dt (4.12)

Usando la Ecuacién (4.10) en la (4.7) obtenemos, después de aplicar la ecuacién (4.8),

D [0 +2)(n+ Dants + anla™ =0 (4.13)

n=0

Si la Ecuacién (4.13) ha de cumplirse para todo valor de z, entonces deben anularse los coeficientes
de todas las potencias de . Para aclarar esto consideremos la ecuacion

> bad = (4.14)
j=0

Haciendo en ella z = 0 vemos que by = 0. Tomando la primera derivada de (4.14) con respecto
a x y haciendo z = 0 encontramos que b; = 0. Tomando la derivada n-ésima y haciendo x = 0
encontramos que b, = 0. De este modo a partir de la Ecuacién (4.13) obtenemos

(n+2)(n+ Daysz + cfa, =0 (4.15)
U R (4.16)
I T L Dt 2) ™ '

Una ecuacién como la (4.16) recibe el nombre de relacién de recurrencia. Usando esta ecua-
cién podemos determinar los valores de as, a4, ag,...conociendo ag, y los valores de as, as,
ar,...conociendo a;. Como no hay ninguna restriccién respecto a los valores de ay y a1, estos
dos coeficientes son constantes arbitrarias que denotamos como A y Be:

ag = A y a; = Be (417)
Utilizando la Ecuacién (4.16), obtenemos para los coeficientes

A ctA A

= A = - — = — =
%o @ 1.2 ™7 3321 6!
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2kA
= (~1)*S =0,1,2,3, ... 41
asg ( ) (2]6)', k 07 3 73? ( 8)
v — Be o B o - B B
TS Ty % T saagey YTy
02k+1B
ask4+1 = (—l)km s k= 0, 1,2, (419)

A partir de las Ecuaciones (4.4), (4.18) v (4.19) tenemos

n=0 n=0,2,4,... n=1,3,5,...
kc .’I' 2k+1 2k+1
=A 1) +B 1 4.20
y Z( (2k)! Z( k+ 1) (4:20)

Las dos series de la Ecuacién (4.20) son las series de Taylor para coscz y sencz (Problema 4.2).
Por tanto, de acuerdo con la Ecuacién (4.2), tenemos

y = Acos cx + Bsencx (4.21)

4.2 EL OSCILADOR ARMONICO UNIDIMENSIONAL

En esta seccién vamos a aumentar nuestro bagaje mecanocudntico resolviendo la ecuacién de
Schrodinger para el oscilador arménico unidimensional. Este sistema es importante como modelo
de las vibraciones moleculares.

Tratamiento mecanocldsico. Antes de examinar la mecédnica cuantica del oscilador arménico
vamos a revisar el tratamiento clasico. Tenemos una particula puntual de masa m atraida hacia
el origen por una fuerza proporcional al desplazamiento de la particula con respecto al mismo:

Fy = —kz (4.22)

La counstante de proporcionalidad &k se denomina constante de fuerza. F, esla componente x
de la fuerza que actiia sobre la particula. En el caso del problema unidimensional, esta componente
coincide con la fuerza total. La fuerza dada por la Ecuacién (4.22) es la que corresponde a una
particula unida a un muelle, suponiendo que el muelle no se estira demasiado desde su posicién de
equilibrio.

La segunda ley de Newton, F' = ma, proporciona

d2
—kr=m— 4.23
s (4.23)
donde t es el ticmpo. La Ecuacién (4.23) es la misma que la Ecuacién (4.1) con ¢? = k/m, por lo
que la solucién es [Ecuacién (4.3) con ¢ = (k/m)/?]

x = Asen (2nvt + b) (4.24)
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donde A (la amplitud de la vibracién) y b son las constantes de integracion, y v es la frecuencia

de vibracion
1 /E\?
v (—) (4.25)*

~ 2 \m

Puesto que la funcion seno tiene los valores maximo y minimo 1y —1, respectivamente, la coorde-
nada z en la Ecuacién (4.24) oscila entre A y —A. La funcién seno se repite a si misma cada 27
radianes, y el tiempo necesario para completar una oscilacién (denominado periodo) es el tiempo
que tarda el argumento de la funcién seno en aumentar en la cantidad 27. En el tiempo ¢ + 1/v,
el argumento de la funcién seno vale 2z (t + 1/v) + b = 2xvt + 27 + b, que es 27 veces mayor que
el argumento en el tiempo ¢, de modo que el periodo es 1/v. La inversa del periodo es el nimero
de vibraciones por unidad de tiempo (la frecuencia vibracional), y por lo tanto la frecuencia es v.

Consideremos ahora la energia. Para el caso tridimensional, la energia potencial V estd rela-
cionada con las componentes de la fuerza mediante

oV oV oV
Fp=—— P, =- , F,=——— 4.26)*
Ox Yo oy ‘ Oz ( )
La Ecuacién (4.26) es la definicién de energia potencial. Como se trata de un problema unidimen-
sional, tenemos [Ecuacién (1.12)]

W
dz
Integrando la Ecuacién (4.27) obtenemos V = [ kazdz = 1kz? + C, donde C es una constante. La

energia potencial siempre contiene una constante arbitraria aditiva. Escogiendo C' = 0 nos queda
[Ecuacién (4.25)]

F, = —ka (4.27)

V = 1ka® (4.28)*
V =2r%2ma? (4.29)

La gréfica de V(z) es una parabola (Figura 4.4). La energia cinética T es
T = tm(dz/dt)? (4.30)

y puede calcularse derivando la Ecuacién (4.24) con respecto a t. Sumando T y V obtenemos que
la energia total es (Problema 4.4)

E=T+V = 1kA? = 27°1*mA® (4.31)

donde hemos utilizado la identidad sen?d + cos 26 = 1.

Tratamiento mecanocudntico. El operador Hamiltoniano para el oscilador arménico es
[Ecuaciones (3.27) y (4.29)]

N h? d? 9 R? ([ d? 5
H = - _ - = 2 2.2 ‘2:___ a2 .
T+V o da? +2r°vme v (da:2 o’z (4.32)

donde, para, abreviar, definimos « como

a = 2rvm/h (4.33)

La ecuacién de Schrodinger Hiy = E se expresa, después de multiplicar por 2m/ k%, como sigue
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&P

dz?

Podriamos intentar obtener la solucién de la Ecuacién (4.34) usando un desarrollo en serie de
potencias como en la seccién anterior. Si probasemos a utilizar ahora una serie de potencias para
¢ de la forma (4.4), llegarfamos a una relacién de recurrencia de tres términos, que es mucho
mas dificil de manejar que una relacién de recurrencia de dos términos como la de la Ecuacién
(4.15). Por tanto, modificamos la forma de la Ecuacién (4.34) para obtener una relacién de
recurrencia de dos términos. Una sustitucién que cumple con este prop6sito (véase Problema 4.21)

es f(z) = e /2y(z). Asf

+ (2mER™? — a*x*)y =0 (4.34)

P =e /2 f(g) (4.35)

Esta ecuacién es simplemente la definicién de una nueva funcién f(x) que reemplaza a ¢ (z) como
la funcién desconocida a obtener. (Podemos hacer cualquier sustitucién que queramos en una
ecuacién diferencial.) Derivando la Ecuacién (4.35) dos veces obtenemos

d}u:e—az2/2(fn_2al_ff_af+a2x2f) (436)
y sustituyendo las Ecuaciones (4.35) y (4.36) en la (4.34) nos queda
f(x) — 2azf'(x) + (2mER™2 -~ a)f(z) = 0 (4.37)

Probemos ahora una serie de potencias como solucién para la funcién f(x):

oo

fl@) =) cpz" (4.38)

n=0

Suponiendo que es valida la derivacién término a término en la Ecuacién (4.38) obtenemos

00 00
= Z ne ™l = Z nepz™ ! (4.39)
n=1 n=0

[El primer término de la segunda suma en la Ecuacién (4.39) es cero.] También,

o0 x> o0
f'(x) = Z n{n — 1)c,z™~ Z F+2)(G + Dejyoa! = Z(n +2)(n + 1)epgoz™
n=2 7j=0 n=0

donde hemos hecho la sustitucién j = n — 2 y hemos cambiado el indice j de la suma por el
indice n. [Compérese con las Ecuaciones (4.9) y (4.10).] Haciendo las sustituciones oportunas en
la Ecuacién (4.37) obtenemos

[ev] o oC

Z(n +2)(n + Depgaa™ — 2 Z ne,z™ + (2mER™? — ) Z cpz™ =0

n=0 n=0 n=0
o0
Z[(n +2)(n + Dcpya — 2anc, + (2mER™? — a)ey)z™ =0 (4.40)
n=0

Haciendo el coeficiente de =™ igual a cero [por la misma razén que en la Ecuacién (4.13)], tenemos

a+2an — 2mEhR2
(n+1)(n+2)

Cny2 = Cn (4.41)
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que es la relacién de recurrencia de dos términos deseada. La Ecuacién (4.41) tiene la misma
forma que la Ecuacién (4.16), por lo que conociendo ¢,, podemos calcular ¢, 2. Tenemos, pues,
dos constantes arbitrarias, ¢y y ¢;. Si hacemos ¢; igual a cero, entonces tenemos como solucién una
serie de potencias que contiene sélo potencias pares de z, multiplicada por el factor exponencial:

oS o0
2 2 ) .
P =e /Zf(m) — e—o¥ /2 E : ™ = e~ /2§ :(:2[1.21 (4.42)
n=0,2,4,... 1=0
Si hacemos ¢q igual a cero, obtenemos otra solucién independiente:
[o o] o0
2 2 .
v=e az®/2 § Cpx™ = ¢ /2 § :C‘ZlJrl-TZlJrl (443)
n=1,3,... =0

La solucién general de la ecuacién de Schrodinger es una combinacién lineal de estas dos soluciones
independientes [recordemos la Ecuacién (2.4)]:

o0 o0
W = Ae—ow’/? Z Coppr 22 4 Be—a®’/2 Z ez (4.44)
1=0 ' 1=0
donde A y B son constantes arbitrarias.

Debemos ver ahora si las condiciones limite para la funcién de onda dan lugar a alguna restric-
¢ién en la solucién. Para ver cémo se comportan las dos series infinitas para valores grandes de .,
examinemos el cociente entre dos coeficientes sucesivos en cada una de las series. El cociente entre
el coeficiente de 272 y el de 2% en la segunda serie es [haciendo n = 2 en la Ecuacién (4.41)]

copye  a+4dal — omER™?
cor (2L +1)(20+2)

Suponiendo que para valores grandes de z el Ultimo término de la serie es el dominante, el cociente
anterior para valores grandes de [ es:

Cal42 4ol [0} .
— ~ = — l de 4.45
ot @n@Eh T 1 sil es grande { )
Haciendo n = 2] + 1 en la Ecuacion (4.41), obtenemos que para valores grandes de [ el cociente
entre los coeficientes sucesivos de la primera serie es también a/l. Consideremos ahora el desarrollo

en serie de potencias de la funcién e’ Usando la expresion (Problema 4.3)

= 2" 2?2
2 f— —_— —_— . e
e _Zn!;1+z+2!+ (4.46)
n=0
obtenemos
120 I+1,.2042
as? y ol oty
=1
e +axr” + -+ T + T+ +
El cociente entre los coeficientes de %12 y z*! en esta serie es
oo < a sil de
————+ — = —— ~ —  silesgr
G+ "1 " 1+17 1 gran

Asi pues, el cociente entre coeficientes sucesivos en cada una de las series infinitas de la solucion
. . 2 .
(4.44) es el mismo que el de la serie e** para valores grandes de . Concluimos pues que, para
. 2 ., .
valores grandes de x, ambas series se comportan como €¢** . [Esta demostracién no es rigurosa.
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E
A
—_— v=4
— v=3
FIGURA 4.1 Los cinco niveles de menor
energia para el oscilador arménico. — v=2

ol

Un desarrollo mas correcto se da en H. A. Buchdahl, Am.J.Phys., 42, 47 (1974); véase también
M. Bowen y J. Coster, Am.J.Phys., 48, 307 (1980).]

Si cada serie se comporta como 6”2, entonces la Ecuacién (4.44) muestra que 1 se comporta
como e /2 para valores grandes de x. La funcién de onda se hace infinita cuando z tiende a
infinito y no es cuadraticamente integrable. Si, de algiin modo, pudiésemos truncar la serie de
forma que tuviera un nimero finito de términos, entonces el factor e 0w’ /2 aseguraria que i se
anulase cuando « tiende a infinito. (Usando la regla de I'Hopital, es ficil demostrar que zPe—aw’/2
tiende a cero cuando £ — oo, siendo p cualquier potencia finita.) Para lograr el truncamiento
de una de las series, de forma que tenga un niimero finito de términos, el coeficiente de ¢, en la
relacién de recurrencia (4.41) debe hacerse cero para algin valor de n, por ejemplo, para n = v.
Esto hace que se anulen ¢, 9, ¢yy4q, .., y que una de las serics de la Ecuacién (4.44) tenga un
nimero finito de términos. En la relacién de recurrencia (4.41), hay una cantidad cuyo valor no se
ha fijado todavia, pero que puede ajustarse para que se anule el coeficiente de ¢,; esta cantidad es
la energia E. Haciendo el coeficiente de ¢, igual a cero en la Ecuacién (4.41) y usando la Ecuacién
(4.33) para «, obtenemos

a+2av—2mER2=0
2mEh™ = (2v 4+ 1)2rvmh !
E= (U+%)hll, v=0,1,2,... (4.47)*

Los niveles de energia estacionarios del oscilador arménico dados por esta ultima ecuacién son,
pues, equiespaciados (Figura 4.1). No debe confundirse el nimero cuantico v (uve) con la frecuencia
vibracional v (nu).

Sustituyendo la Ecuacién (4.47) en la relacién de recurrencia (4.41) obtenemos

20(n — v)
——c
(n+1)(n+2) "
Al cuantizar la energia mediante la Ecuacién (4.47) truncamos una de las series de forma

que tenga un niimero finito de términos. Para eliminar la otra serie infinita de la Ecuacién (4.44),
debemos anular la constante arbitraria por la que va multiplicada. Esto nos deja con una funcién de

Cpy2 =

(4.48)
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yle,
2 + a oo
E/hy =0499 ——
E/hy
0.500
: } T : G 1/2.
-4 -2 2 4
1+
E/hv =0.501 ——
2+ 4

FIGURA 4.2 Representaciones graficas de las soluciones de la ecuacién de
Schrédinger para el oscilador arménico incluyendo sélo potencias pares de z
para las energias E = 0.499hv, E = 0.500hv y E = 0.501hv. Entorno a z =0,
las tres curvas casi coinciden. Para |a1/ 2z| > 3, la curva correspondiente a
E/hv = 0.500 casi coincide con el eje z.

' . —az? .o . P .
onda que es igual a e~** /2 multiplicada por una serie de potencias finita que contiene solamente

términos pares o impares de z, dependiendo de que v sea par o impar, respectivamente. La
potencia mas elevada en esta serie es z¥, ya que hemos escogido F de forma que se anulen todos
los coeficientes ¢y42, Cyt4,. ... Las funciones de onda (4.44) vienen dadas entonces por

(1.49)

2 /e . , .
. P /2(00 +02x2 + -4 cyat) S1 v es par
v = 2 f : :
e—oz /2(c1x +eazd 4+ -+ cox?) sl v es impar

donde las constantes arbitrarias A y B en la Ecuacién (4.44) pueden integrarse en los coeficientes
€1y cg, respectivamente, y por tanto omitirse. Los coeficientes superiores a ¢g y ¢; se calculan
usando la relacién de recurrencia (4.48). Puesto que esta relacién contiene al niinero cudntico v,
obtenemos un conjunto de coeficientes diferente para cada valor de v. Por cjemplo, ¢o para 14 es
diferente de ¢y para 1.

Como en la particula en la caja, las condiciones limite son las que nos obligan a cuantizar
la energia. Para valores de F diferentes de los que proporciona la Ecuacién (4.47), 3 no es
cuadraticamente integrable. Por ejemplo, en la Figura 4.2 se muestra la grafica de ¢, dada por la
Ecuacién (4.42), para valores de F/hr=0.499, 0.500 y 0.501, donde se ha utilizado la relacién de
recurrencia (4.41) para calcular los coeficientes ¢,, (véase también Problema 4.23).

La energia del estado fundamental del oscilador arménico es diferente de cero; esta energia, }Ehu,
se denomina energia del punto cero. Esta seria la energia vibracional que tendria cada oscilador
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‘//4 (//‘
1 > i |
X X
(@av=0 byv=1
wl ¥y
| I .
X ) X
(e)v=2 (dyv=3

FIGURA 4.3 Funciones de onda del oscilador armdnico. Se utiliza la misma

escala en todos los gréficos. Los puntos marcados en el eje x corresponden a
/2, _

a'r =42,

armonico, en un conjunto de osciladores a la temperatura del cero absoluto. La existencia de la
energia del punto cero puede comprenderse a partir del principio de incertidumbre. Si el estado
de energia més bajo tiene una energia igual a cero, tanto su energia potencial como la cinética
(que son no negativas) deben ser nulas. Una energia cinética cero significaria que el momento
es exactamente cero, de forma que Ap, serfa cero. Una energia potencial cero significaria que la
particula estd localizada siempre en el origen, de forma que Ax seria cero. Pero no puede suceder
que ambas, Az y Ap,, sean iguales a cero. De aqui, pues, la necesidad de que la energia del estado
fundamental no sea cero. Consideraciones similares se aplican para el caso de la particula en una
caja.

Funciones pares e impares Antes de considerar las funciones de onda en detalle vamos a
definir las funciones pares e impares. Si f(z) satisface

f(=z) = f(z) (4.50)*
se dice que f es una fungidn par de z. Asi, 22 y e~t" son ambas funciones pares de x, puesto
que (—2)? =22y e (=0T = embet Ty grafica de una funcién par es simétrica con respecto al eje
y (por ejemplo, véase Figura 4.3a); asf pues

o flz)de = 2/.11 flx)dx si f(x) es par (4.51)*
a 0

Si g{x) satisface

g(=x) = —g(x) (4.52)*
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entonces g es una funcién tmpar de x. Algunos ejemplos son z, 1/x y ze®”. Haciendo z = 0
en la Ecuacién (4.52) vemos que una funcién impar debe ser cero en z = 0, en el supuesto de que
g(0) esté definida y sea monoevaluada. La grafica de una funcién impar tiene el aspecto que se
muestra en la Figura 4.3b. Ya que la contribucién positiva a un lado del eje y se cancela con la
contribucion negativa al otro lado del eje, tenemos

+a
/ glz)des =0 si g(z) es impar (4.53)*
—a

Es facil demostrar que el producto de dos funciones pares o de dos funciones impares es una funcién
par, y que el producto de una funcién par por una impar es una funcién impar.

Las funciones de onda del oscilador armoénico. El factor exponencial e=2%°/2 ep la
Ecuacién (4.49) es una funcién par de z. Si v es par, el factor polinémico contiene solamente
potencias pares de x, lo que hace que v, sea una funcién par. Si v es impar, el factor polinémico
contiene sélo potencias impares de x, y entonces 1, es impar, por ser el producto de una funcién
par por una impar. Cada estado estacionario del oscilador arménico 1 es bien una funcién par o
bien una funcién impar, dependiendo de que el nimero cudntico v sea par o impar. En la Seccién
7.5 veremos que cuando la energia potencial V' es una funcién par, las funciones de onda de los
niveles no degenerados deben ser pares o imnpares.

Vamos a deducir ahora la forma explicita de las funciones de onda armoénicas para los tres
niveles mds bajos. Para el estado fundamental v = 0, la Ecuacién (4.49) proporciona

Po = coe™ " /2 (4.54)
donde el subindice de ¥ corresponde al valor de v. Fijamos ¢y por normalizacién

oo 5 2 « oo 2
1:/ lcol2e™ " dz = 2|colz/ e dx
0

donde hemos usado la Ecuacién (4.51). Haciendo uso de la integral (A.8) del Apéndice, obtenemos
|co| = (a/m)'/%. Por tanto escribimos
Yo = (afm)! /e )2 (4.55)

si escogemos la fase de la constante de normalizacién igual a cero. La funcién de onda (4.55) es
una funcién gaussiana (Figura 4.3a).
Para el estado v = 1, la Ecuacién (4.49) da

Y1 = crze /2 (4.56)

Después de normalizar, usando la integral de la Ecuacién (A.9), obtenemos

Py = (4a3/7r)1/43:e‘a‘7”2/2 (4.57)

La grafica de esta funcién se muestra en la Figura 4.3b.
Para el estado v = 2, la Ecuacién (4.49) da

e = (co + 02$2)67012/2
Usando la relaciéon de recurrencia (4.48) con v = 2 obtenemos

2a(-2)

_i_-2— Cyp = ——2&00

Co =
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con lo que

Wy = co(1 — 2az?)e™ " /2 (4.58)

Calculando ¢y por normalizacién nos queda (Problema 4.11)

Yo = (a/4m)'/* 202 — 1)6_‘”2/2 (4.59)

Noétese que ¢y en 12 no es igual que ¢y en yq.

El nimero de nodos de la funcién de onda es igual al nimero cudntico v. Se puede demostrar
(véase Messiah, paginas 109-110) que para los estados estacionarios enlazantes de un problema
unidimensional, el nimero de nodos que caen dentro de los puntos limite, 0 nodos interiores, es
cero para el estado fundamental ¥ y aumenta en una unidad para cada estado excitado sucesivo.
Los puntos limite para el oscilador arménico son Foo.

Los factores polinémicos de las funciones de onda del oscilador armdnico son bien conocidos en
matemdticas y reciben el nombre de polinomios de Hermite, en honor a este matemdtico francés.
(Véase Problema 4.19).

De acuerdo con la solucién mecanocudntica, hay cierta probabilidad de encontrar a la particula
en cualquier punto del eje = (excepto en los nodos). Clasicamente, E = T+ V y la energia cinética
T no puede ser negativa: T > 0. Por tanto, E —V =T > 0y V < E. La energia potencial
V es funcién de la posicién, y una particula clisica estd confinada en la regién del espacio en la
que V < E, es decir donde la energia potencial no supera a la energia total. En la Figura 4.4, la
linea horizontal marcada con la E es la energia del oscilador arménico, y la curva parabdlica es
la energia potencial %kmz Para las regiones en las que £ < —a y £ > a tenemos V > E. y estas
regiones estdn cldsicamente prohibidas. La region cldsicamente permitida —a < z < g en
la Figura 4.4 es aquella en la que V < E.

En mecéanica cudntica, las funciones de onda estacionarias no son funciones propias de ToV
y no es posible asignar valores definidos a 7" o V' para una estado estacionario. En lugar de las
ecuaciones clasicas, E = T+V y T > 0, en mecéncia cudntica tenemos que E = (T)+(V) (Problema
6.29) y (T) > 0 (Problema 7.5), de modo que (V) < E, pero no podemos escribir V < FE. Existe
cierta probabilidad por tanto de encontrar a la particula en las regiones clasicamente prohibidas,
en las que V > E.

Al decir que la particula puede encontrarse fuera de la regién permitida clastcamente podria
parecer que estamos permitiendo que la particula tenga una energia cinética negativa. No hay en
realidad paradoja alguna en esto desde el punto de vista mecanocudntico. Para comprobar que la
particula estd en la regién prohibida cldsicamente debemos medir su posicidn, y esta medida cambia
el estado del sistema (Secciones 1.3 y 1.4). La interaccién del oscilador con el aparato de medida

VA

FIGURA 4.4 Las regiones permiti-
das (—a < z < a) y prohibidas
(z < —a y z > a) clisicamente del
oscilador armoénico.
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da lugar a una transferencia de energia al oscilador suficiente como para que éste se encuentre
en la regién prohibida cldsicamente. Una medida precisa de z introduce una gran incertidumbre
en el momento y, por tanto, en la energia cinética. La penetracién en las regiones clasicamente
prohibidas ha sido analizada anteriormente en las Secciones 2.4 y 2.5.

Para un estado estacionario del oscilador arménico, E = (v + 3)hv y V = +ka? = 2% ?mz
de modo que la regién permitida clasicamente, donde V < E, es aquella en la que 2r2v?ma® <
(v+ $)hv, lo que da z° < (v + 1)h/2n%vm = (20 + 1)/, donde a = 27vm/h [Ecuacién (4.33).]
La regién permitida cldsicamente para el oscilador arménico es aquella en la que —(2v + 1)/2 <
o'z < (20 + 1)V/2,

Como se observa en la Figura 4.3, ¥ oscila en la regién permitida clasicamente y tiende expo-
nencialmente a cero en la regién prohibida clasicamente. Ya hemos visto anteriormente este tipo
de comportamiento en la particula en un pozo de potencial rectangular (Seccién 2.4).

La Figura 4.3 muestra que conforme vamos hacia estados con energias mas altas del oscilador
armoénico, los méaximos de ¢ y |¥|? se alejan cada vez méas del origen. Puesto que la funcién
de potencial V = %ka aumenta al alejarnos del origen, la energia potencial promedio (V) =
ffooo [¥|*Vdr aumenta también con el nimero cudntico. La energfa cinética promedio viene dada
por (T) = —(h*/2m) S0 4p*¢dz. Integrando por partes se obtiene (Problema 7.5b) (T) =

y o0 p . ” » .
(h*/2m) [ " ldip/dz|*dx. El mayor ntimero de nodos en los estados con numeros cuanticos elevados
da lugar a una variacién més rapida de v, lo que hace que (T') aumente con el mimero cudntico.

2
)

VIBRACION DE MOLECULAS

En la Seccién 13.1 veremos que, en muy buena aproximacién, se pueden tratar por separado los
movimientos de los electrones y los movimientos de los nicleos en una molécula. (Esto es debido
a la masa, considerablemente mayor, de los nicleos.) Para ello se supone, primero, que los nicleos
se mantienen en posiciones estacionarias y se resuelve la ecuacién de Schrédinger para la energia
electrénica U. (U incluye también la energia de repulsién nuclear.) En el caso de una molécula
diatémica (dos dtomos), la energia electrénica U depende de la distancia R entre los nicleos,
U = U(R), y la representacién de U frente a R da una curva que tiene el aspecto caracteristico
que se muestra en la Figura 13.1.

Después de determinar U (R), se resuelve la ecuacién de Schrodinger para el movimiento nuclear
utilizando U(R) como energia potencial de los nicleos. Para una molécula diatémica, la ecuacién
de Schrédinger nuclear es una ecuacién de dos particulas. En la Seccién 6.3 veremos que, cuando
la energia potencial de un sistema de dos particulas depende solamente de la distancia entre las
particulas, la energia del sistema es la suma de (a) la energfa cinética del movimiento traslacional
del sisterna como un todo a través del espacio y (b) la energia del movimiento relativo interno de
las particulas. Ademas se da que la expresién cldsica para la energia del movimiento interno de
dos particulas es igual a la suma de la energia potencial de interaccién entre las particulas y la
energla cinética de una particula hipotética cuya masa es myma/(mi + ms) (donde m; y ms son
las masas de las particulas), y cuyas coordenadas son las coordenadas de una particula respecto a
la otra. La cantidad myms/(m1 + m2) se denomina masa reducida p.

El movimiento interno de una molécula diatémica se compone del movimiento de vibracion,
correspondiente al cambio de la distancia R entre los nicleos, y el movimiento de rotacidn, corres-
pondiente al cambio en la orientacién espacial de la linea que une los niicleos. Es posible normal-
mente tratar por separado los movimientos vibracional y rotacional. En la Seccién 6.4 obtendremos
los niveles de energia rotacionales. Aqui consideraremos los niveles de energia vibracionales.

La ecuacién de Schrédinger para el movimiento vibracional de una molécula diatémica contiene
el operador energia cinética para la particula hipotética de masa p = myma/(m +ms) y el término
de energia potencial dado por U(R). Si hacemos coincidir el origen de coordenadas con el minimo
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FIGURA 4.5 Energia potencial para la vibracién de una molécula diatémica
También

(linea continua) y para un oscilador arménico (linea a trazos).
se muestran los niveles de energia vibracionales enlazantes de la molécula

diatémica. Al contrario que un oscilador arménico, una molécula diatémica

tiene un numero finito de niveles vibracionales enlazantes.

de la curva U representada en la Figura 13.1 y situamos el cero de energia potencial en la energia

de dicho minimo, entonces la parte inferior de la curva U(R) practicamente coincide con la curva de
energia potencial de un oscilador arménico, con la constante de fuerza apropiada k (véase Figura
4.5 y problema 4.28). El minimo de la curva U(R) corresponde a la distancia de equilibrio R,
entre los nicleos. En la Figura 4.5, la variable x representa la desviacion de la distancia internuclear

desde su valor de equilibrio: ¢ = R — R..
La constante de fuerza arménica k en la Ecuacién (4.28) viene dada por como k = d?V/dx?,
y la curva del oscilador arménico coincide practicamente con la curva U(R) en R = R, de modo
que la constante de fuerza molecular es k = d*U/dR?|g=g. (véase también Problema 4.28). Las
diferencias en la masa de los nicleos apenas afectan a la curva de energia electrénica U(R), de
modo que las diferentes especies isotépicas de la misma molécula tienen pricticamente la misma

Cabe esperar, pues, que los niveles de energia vibracionales E,;; de una molécula diatémica

constante de fuerza k.
puedan aproximarse razonablemente bien mediante los niveles de energia vibracionales del oscilador
arménico; las Ecuaciones (4.47) y (4.25) dan

Evi, &= (v + 3)hve v=0,1,2,... (4.60)*

k d*U

p=—mmz oy S (4.61)*
my + mso dR2 R=R,

>1/2

1
Ve = —
27 \ p
donde v, es la denominada frecuencia vibracional de equilibrio (o armdnica). Esta aproxi-
macién es mejor para los niveles vibracionales més bajos. Conforme aumenta v, los nicleos pasan

mas tiempo en las regiones alejadas del punto de equilibrio. En dichas regiones la energia poten-
cial se desvia apreciablemente de la del oscilador arménico y la aproximacién arménica, por tanto,


andresfe
Rectangle
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empeora. En lugar de estar equiespaciados, los niveles vibracionales de una molécula diatémica
se van acercando mas y més conforme aumenta v (Figura 4.5) y finalmente la energia vibracional
se hace lo suficientemente grande como para provocar la disociacién de la molécula diatémica en
sus atomos, que dejan de estar enlazados entre si. Al contrario que el oscilador arménico, una
molécula diatomica tiene un namero finito de niveles vibracionales enlazantes. Una expresidn mas
precisa para la energia vibracional molecular, que incorpora la anarmonicidad de las vibraciones,
es la siguiente

Eup =+ %)h’/e —(v+ %)Qh’/el'e (4.62)

donde la constante de anarmonicidad v.x. es positiva en practicamente todos los casos.

Utilizando la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo se encuentra (Seccién 9.10) que
cuando una molécula diatémica se expone a la radiacién electromagnética, las transiciones vibra-
cionales méas probables son aquellas en las que v cambia en £1. Ademads, para que tenga lugar la
absorcién o la emisién de radiacién electromagnética, el movimiento vibracional debe provocar un
cambio en el momento dipolar de la molécula. De aqui que las moléculas diatémicas homonucleares
(tales como Hs o N3) no puedan sufrir transiciones entre niveles vibracionales mediante absorcién o
emisién de radiacién. (Tales transiciones pueden ocurrir mediante colisiones intermoleculares.) El
uso combinado de la relacién Eguperior — Einferior = hv, la Ecuacién aproximada (4.60) y la regla de
seleccion Av = 1 para la absorcién de radiacién, muestra que para una molécula diatémica hete-
ronuclear con frecuencia vibracional v, la absorcién mas intensa de luz se produce a la frecuencia
1y, dada aproximadamente por

Vieg = (B2 — E1)/h = [(Us + )hve — (v1 + $)hve]/h = (v — v1)ve = v, (4.63)

Los valores de k y de u en la Ecuacién (4.61) para moléculas diatémicas son tales que vy, se
encuentra habitualmente en la regién infrarroja del espectro. Las transiciones con Av = 2,3, ...
(denominadas sobretonos) también ocurren, pero son mucho mas débiles que las de absorcion con
Av =1.

La utilizacién de la mas precisa Ecuacién (4.62) da (Problema 4.25)

Vi = Ve — 20z (v1 + 1) (4.63)

donde v; es el nimero cudntico del nivel mas bajoy Av = 1.
Las poblaciones relativas de dos niveles de energia moleculares vienen dadas por la ley de
distribucion de Boltzmann (véase cualquier texto de Quimica Fisica) como

Ni _ 9i —(Ei~E;)/kT (4.64)*
Nj g

donde los niveles de energia ¢ y j tienen energias F; y I; degeneraciones g; y g;, y estan poblados

con IV; y N; moléculas, y donde k es la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. Para

un nivel no degenerado, g; = 1.

La magnitud de v = (1/27)(k/p)'/? es tal que para moléculas diatémicas ligeras (por ejemplo,
H,, HCI, CO) solamente el nivel v = 0 estd poblado significativamente a temperatura ambiente.
Para moléculas diatémicas pesadas (por ejemplo, I»), la poblacién significativa a temperatura
ambiente se extiende a uno o mas niveles vibracionales excitados.

El espectro de absorcion vibracional de una molécula diatémica polar estd formado por una
banda v = 0 — 1, bandas de sobretono mucho més débiles (v =0 — 2,0 — 3,...) y, si hay niveles
con v > 0 suficientemente poblados, bandas calientes tales como v =1 — 2,2 — 3. Cada banda
asociada a una transicién vibracional particular consiste en varias lineas finamnente espaciadas,
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que a su vez estan asociadas a los diferentes cambios que se producen en los estados rotacionales
simultaneamente con el cambio del estado vibracional; cada linea es, pues, el resultado de una
transicién de vibracién-rotacion.

La unidad SI para las frecuencias espectroscépicas es el hertzio (Hz), definido como 1 Hz =
1s7!. Se utilizan frecuentemente los miiltiplos tales como el megahertzio (MHz) igual a 10° Hz y
el gigahertzio (GHz) igual a 10° Hz. Las lineas de absorcién infrarrojas se especifican normalmente
mediante su numero de ondas v, que se define de la forma

v=1/A=v/c (4.65)

donde A es la longitud de onda en el vacio.

En la aproximacién del oscilador armdénico, los niveles de energia mecanocuénticos de una
molécula poliatémica vienen dados por Eyi, = >, (v; + %)hui, donde v; son las frecuencias de los
modos normales de vibracién de la molécula y v; es el niimero cuédntico vibracional de i-ésimo modo
normal. Cada v; toma los valores 0,1,2,. .., independientemente de los valores de los otros numeros
cuanticos vibracionales. Una molécula lineal con n dtomos tiene 3n — 5 modos normales; una
molécula no lineal tiene 3n — 6 modos normales (véase Levine, Molecular Spectroscopy, Capitulo
6 para mds detalles).

Para calcular la masa reducida g en la Ecuacién (4.61), son necesarias las masas de las especies
isotépicas. En la Tabla A.3 del Apéndice se dan algunas masas isotépicas relativas.

EJEMPLO Labanda infrarroja més fuerte de la molécula de *2C*® 0 aparece a 7 = 2143 cm ™!, Obtenga
la constante de fuerza de esta molécula. Indique las aproximaciones realizadas.

La banda infrarroja mas fuerte corresponde a la transicién v = 0 — 1. Aproximamos la vibracién
molecular como la de un oscilador arménico. Segin la Ecuacién (4.63), la frecuencia vibracional molecular
de equilibrio es aproximadamente

Ve R vy, = De = (2143 cm™1)(2.9979 x 10'° cm/s) = 6.424 x 10" 577

Para relacionar k con v, en la Ecuacién (4.61) necesitamos la masa reducida g = mima/(mi + ma2).
Un mol de '*C tiene una masa de 12 g y contiene un ndmero de Avogadro de dtomos. De ahi que la masa
de un dtomo de *?C sea (12g)/(6.02214x10%?). La masa reducida y la constante de fuerza valen

12(15.9949) g 1

=11 1072
27.9949  6.02214 x 1073 385 > 107 g

k=4r’vlp = 477(6.424 x 10" s7")?(1.1385 x 10~ *® kg) = 1855 N/m

RESOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE SCHRODINGER
INDEPENDIENTE DEL TIEMPO UNIDIMENSIONAL

El método de Numerov. Hemos resuelto la ecuacién de Schrodinger de forma exacta para
la particula en la caja y para el oscilador arménico. Para muchas funciones de energia potencial
V{(z), la ecuacién de Schrédinger unidimensional de una particula no puede resolverse sin embargo
de forma exacta. En esta seccién se presenta un método numérico para la resoluciém mediante
computador de la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional de una particula, que permite obtener
de forma, precisa los valores propios y las funciones propias de estados enlazantes para una funcién
de potencial arbitraria V (z). El método que usamos es el método de Numerow, llamado asi por
el astrénomo ruso que lo desarrollo en los afos veinte.
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FIGURA 4.6 V versus x para una particula en un sistema unidimensional.

La serie de Taylor [Ecuacién (4.90) del Problema 4.1] para una funcién f(z) viene dada por
f(x) = fla) + f'(a)(x — a)t /1! + f"(a)(z — a)?/2! + - --. Llamemos x, al punto r = a (es decir,
Tp = a) y s ala distancia ¢ — a; tenemos as{ s = —a =z — 7, de modo que z = =, +s. La
serie de Taylor (4.90) se transforma entonces en

f(xn +8) = flan) + f'(xn)s + _éf”(xn)s2 + _éf’”(xn)sg + %f“”(xn)s‘l + 1‘_50f(v)(-'17n)55 +

Reemplazando s por —s en esta ecuacién obtenemos

f(zn —s) = flzn) — f'(zn)s + —éf”(.rn)sz - _éfm(-rn)sg + 714]wv)(mn)54 - 1-_§()f(v) (2n)s® +---

y sumando las dos 1ltimas ecuaciones nos queda

f(@n +8)+ flzn —s5) = 2f(xn) + [ (2)s” + 15/ (2n)s" (4.66)
donde hemos despreciado los términos correspondientes a la potencia s® y superiores. Esta apro-
ximacién es buena si s es pequefia. Para resolver la ecuacién de Schrédinger numéricamente,
dividimos el eje x en pequenos intervalos de longitud s (Figura 4.6). Los puntos z, —s, T, y T, +5
son entonces los puntos limite de los intervalos adyacentes y podemos renombrar los términos como
sigue

o1 = flan — ), fn = fzn), 'fn—&—l = f(zn +5) (4.67)

La Ecuacién (4.66) se escribe de la forma

Fatt N = ot 4 20+ %+ & f0st (4.68)
y reemplazando aqui f por la funcién de onda v obtenemos

Uni1 & —Pn_1 + 20, + ¥ s” + SYivst (4.69)

La notacién utilizada no debe confundirnos. Los subindices n — 1, n y n + 1 no indican diferentes
estados, sino diferentes valores de una funcién de onda, particular ¥ y de las derivadas de la misma,
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en los puntos del eje x separados por el intervalo s. El subindice n significa que las funciones se
evalian en el punto z,, [Ecuacién (4.67)].

Para usar la Ecuacién (4.69) necesitamos %" y (%), La ecuacién de Schrodinger —(h*/2m)
d*/dx?® + Vi = Ev) permite despejar ¢ de la forma

¢ =mh 22V () — 2E] ¢

Y = Gy (4.70)
G = mh*[2V(z) - 2E] (4.71)

Para obtener wgv)s“, que aparece en la Ecuacién (4.69), reemplazamos f en la Ecuacién (4.68)
por %" y multiplicamos la ecuacién resultante por s2, lo que da

Y8t =18t + ) s% 4 plivst 4 S (4.72)

6

Despreciamos el término en s® en esta ecuacién, puesto que ya lo hemos despreciado en ecuaciones

anteriores. Despejando wﬁf Vst de la Ecuacién (4.72) obtenemos

YO8t e ah 8% b 187 — 21/)” ;2 (4.73)

y sustituyendo la ecuacién de Schrédinger " = G [Ecuacién (4.70)] en la ecuacién anterior nos
queda

U5t & Grp1¥ng18” + Gn1Pn18” = 2G, ¢, s (4.74)

Sustituyendo ahora la Ecuacién (4.70) para ¢! y la (4.74) para " st en la Ecuacién (4.69)
obtenemos

I/Jn+1 R —p_1 + 2@)71 + anns + Q[Gn+1wn+13 + Gn ld}n 1s 2ann-5 ]
Despejando de aqui ¢, llegamos al resultado final

Vg1 & 2y — Ppy + 5ann32/6 + Gn-lwn7132/12 (475)
1-Ghp182/12
donde G = mh *(2V — 2E) [Ecuacién (4.71)]. La Ecuacién (4.75) nos permite calcular ¢,41, el
valor de ¢ en el punto z,, + s, conociendo ¥, vy ¥,—1, los valores de % en los dos puntos precedentes
Ty Tp — S.

., Cémo se utiliza la Ecuacién (4.75) para resolver la ecuacién de Schrodinger? Primero damos
un valor aproximado de prueba Ep;yeba al valor propio de la energfa. Partimos de un punto zg
que esté bien dentro de la regién cldsicamente prohibida de la izquierda (Figura 4.6), en la que
+ toma un valores muy pequenos, y aproximamos ¢ por cero en dicho punto: ¥y = ¥(xo) = 0.
Escogemos también un punto x,,x bien metido en la regién clasicamente prohibida de la derecha,
donde 1 también es muy pequena y exigimos que ¥(Zmax) = 0. Seleccionamos un valor pequeno
para el intervalo s entre puntos sucesivos y damos algin valor pequeiio como 0.0001 a ¢ en el
punto zo + s: ¥; = (1) = Y(xo + s) = 0.0001. El valor de #; no va a influir en el célculo de
los valores propios. Si utilizdsemos 0.001 en lugar de 0.0001 para ; simplemente obtendriamos,
de acuerdo con la Ecuacién (4.75), todos los valores de % en los sucesivos puntos multiplicados
por 10 (Problema 4.41), y esto no afectaria a los valores propios [véase el ejemplo que sigue a la
Ecuacién (3.14)], va que la funcién de onda puede normalizarse después de determinar cada valor
propio (como hicimos con la particula en la caja y con el oscilador arménico).

Una vez escogidos los valores de ¢ y de ¢, utilizamos la Ecuacién (4.75) con n = 1 para obtener
g = Y(z2) = ¢¥(z1 + 8), calculando los valores de G con Eppyena. A continuacién obtenemos g
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FIGURA 4.7 Nimero de nodos de la solucién del método de Numerov en funcién de la energia Eprueba-

tomando n = 2 en la Ecuacién (4.75) y 14 tomando n = 3 en dicha ecuacién, y asf sucesivamente
hasta llegar a Zmax. Si Eprueba 1O €s igual o no tiene un valor muy cercano a uno de los valores
propios, ¥ no sera cuadraticamente integrable y |t¢)(Zmax)| tomara un valor muy grande. Si ¢¥(zmax)
no tiene un valor cercano a cero, hemos de empezar de nuevo en xg y repetir el proceso con un nuevo
valor de Eprueba. El proceso se repite hasta que encontremos una Ejryeba que haga que Y (Tmax)
sea practicamente igual a cero, en cuyo caso Ejyebs coincide con uno de los valores propios. La
forma sistematica de localizar los valores propios consiste en contar los nodos de las funciones de
onda 1 obtenida con Epryeba. Recordemos (Seccién 4.2) que el nimero de nodos interiores en un
problema unidimensional es cero para el estado fundamental, 1 para el primer estado excitado, y
asi sucesivamente. Sean Fj, Fo, Ej3,...las energias de los estados fundamental, primero excitado,
segundo excitado, etc., respectivamente. Si ¢pruebs NO tiene nodos entre xq y Tmax, entonces
Eprueba €5 menor que o igual a Ey; si ¥prueba tiene un nodo interior, entonces Eprnena €5t entre
E; y Es, etc. (Figura 4.7). Mas adelante daremos algunos ejemplos.

Variables adimensionales. El método de Numerov requiere que demos valores aproxima-
dos de prueba a la energia E. ;Cual debe ser el orden de magnitud de estos valores: 107297,
10715J....7 Para responder a esta pregunta reescribimos la ecuacién de Schridinger usando va-
riables adimensionales, tomando el oscilador arménico como ejemplo.

El oscilador armdnico tiene V' = %kmz y la ecuacién de Schrédinger correspondiente contiene tres
constantes k, m y fi. QQueremos encontrar una energia reducida adimensional E, y una coordenada
z reducida adimensional z,, magnitudes que definimos como sigue

E, = E/A, 1z, = /B (4.76)

donde la constante A es una combinacién de k, m y Fi con dimensiones de energia, y la constante
B es una combinacidén similar con dimensiones de longitud. Las dimensiones de energfa son masa
x longitud? x tiempo~2, lo que expresamos como

[E]=ML*T 2 (4.77)

donde los corchetes en torno a E denotan dimensiones, y donde M, L y T indican dimensiones de
masa, longitud y tiempo, respectivamente. La Ecuacién V = %kxz muestra que k tiene dimensiones
de energfa x longitud=2, y la Ecuacién (4.77) da [k]=MT~2. Las dimensiones de h son energfa x
tiempo, asi que tenemos

[m] =M, [k] =MT2, [h] =ML*T* (4.78)

Las dimensiones de A y B en la Ecuacién (4.76) son de energia y longitud, respectivamente, de
modo que

[A] =ML2T~2, [B]=L (4.79)
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Hagamos A = m®kbh¢, donde a, by ¢ son potencias que se determinan imponiendo la condicién
de que las dimensiones de 4 sean ML?T~2. Tenemos

[A] — [mak,th] — Ma(MT—Z)b(MLZT—I)c — Ma+b+cL2cT—2b—r (480)
Comparando los exponentes de las Ecuaciones (4.79) y (4.80) obtenemos
a+b+c=1, 2¢ =2, —20—c=-2
y resolviendo estas ecuaciones nos queda ¢ =1, b = % va= —%. Por tanto
A=m V22 (4.81)

Sea B = mkh’. Las Ecuaciones (4.78) y (4.79) dan entonces
[B]=[m%%*R!] = MY (MT?)¢(ML?T ')/ = Meret/ L2/ 12/ =L,
d+e+ f=0, 2f =1, —2e—f=0
=4 e=-d  a=-i

B =m Y4/ ApY/? (4.82)

Usando las Ecuaciones (4.76), (4.81) y (4.82) obtenemos que las variables reducidas para el
oscilador arménico son

E, = E/m \?k'\?n,  z, = z/m~ Vg VAR (4.83)

Usando k'/? = 2rvm!/? [Ecuacién (4.25)] para eliminar k de la Ecuacién (4.83) y recordando la
definicién de a = 2rvm/h [Ecuacién (4.33)], obtenemos las expresiones alternativas

E,=E/w, z,=a'% (4.84)

Puesto que |¢{(z)|?dz es una probabilidad, y las probabilidades son adimensionales, la funcién
normalizada ¢(z) debe tener dimensiones de longitud—"/2. Podemos definir pues una funcién de
onda normalizada reducida ¢,. que sea adimensional. Segtin la Ecuacién (4.79), B tiene dimensiones
de longitud, de modo que B~'/2 tiene unidades de longitud=!/2. Por tanto

$p = 1p/B /2 (4.85)
A partir de las Ecuaciones (4.76), (4.85) y de la integral [~ _|¢|*dz = 1, se deduce que t, satisface
también la condicién de normalizacién [~ |y, |*dz, = 1.

Reescribimos ahora la ecuacion de Schrodinger en términos de las variables reducidas z,, ¥, y
FE,. Tenemos

d?y d? , d dy d di, dx S d(dy, /dx,) de, dx
Y& poipy g1t W poiyp @G0 ATy g AP /AT,) AT, AT,
dx? dx? Vr dr dz dr dz, dz dx, dr dzx

d?e)
=B L 4.86
dzx? (4.86)
yvaque dz, /dx = B! [Ecuacién (4.76)]. Sustituyendo las Ecuaciones (4.76) y (4.86) en la ecuacion
de Schrédinger para el oscilador arménico —(h*/2m)(d?/dz?) + Vi = E+ obtenemos
n? ¢y

1. .
—— B2y “kp?B?B V%, = AE, B2y,
2m dz? + 2" v v
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Dividiendo B~'/? y sustituyendo A y B segiin las expresiones (4.81) y (4.82) nos queda.

2 2
—Qh— ml/2g1/2p 1 EYr + %kw?m‘lﬂk”lﬂhwr =m V2KV 2RE, ¢,
m

dz?
der 2
T3 = (@7 = 2By, (4.87)
Y =Gy,  donde G, =2f-2E, (4.88)

Una vez reducida la ecuacién de Schrédinger del oscilador arménico a la forma (4.87), en la
que aparecen solamente variables reducidas, es de esperar que el valor propio de energia mas bajo
sea del orden de magnitud de la unidad.

La ecuacién de Schrodinger del oscilador armonico reducida (4.88) tiene la misma forma que la
Ecuacién (4.70), de modo que podemos usar en ella la formula de Numerov (4.75) reemplazando
¥, Gy s por ¢, G, y s,, respectivamente, donde, como en la Ecuacién (4.76), s, = s/B.

Despusés de obtener los valores nimericos de las energias reducidas E,., las energias E se calculan
usando las Ecuaciones (4.83) y (4.84).

Eleccidon de z,9, Trmaz ¥y Sr. Necesitamos ahora escoger los valores inicial y final de z,
y el valor del intervalo s, entre puntos adyacentes. Supongamos que queremos obtener todos los
valores propios y funciones propias del oscilador arménico con una energia reducida E, < 5. Si
comenzamos a buscar las soluciones en la region clasicamente prohibida de la izquierda, hemos de
localizar primero las regiones clasicamente prohibidas para E, = 5. Los limites entre las regiones
clasicamente permitidas y prohibidas vienen dados por E, = V.. De la primera de las Ecuaciones
(4.83) obtenemos para la energia potencial reducida

v % _ 3ka? _ %kl/zw;%m_lﬂk’l/zh 1,

T /202 T m /2L /2R T m-—1/2h 20T
donde hemos usado la Ecuacién (4.83) para . Asi, E, =V, se transforma en 5 = 122, y la regién
cldsicamente permitida para E, = 5 es aquella que va desde z, = —(10)!/?2 = —3.16 a +3.16.

Para E, < 5, la regién clasicamente permitida es mas pequefia. Para buscar la solucién partimos
de un punto que esté bien dentro en la regién clasicamente prohibida de la izquierda, donde ¥
es muy pequeila, y terminamos en un punto bien dentro de la regién clasicamente prohibida de
la derecha. La regién cldsicamente prohibida de la izquierda acaba en z, = —3.16 para E, = 5,
asi que podemos comenzar razonablemente en z, = 5. [Comenzar demasiado lejos en la regién
cldsicamente prohibida puede dar en ocasiones problemas (véase mds adelante), de modo que es
necesario cierto trabajo de prueba y error para escoger adecuadamente el punto inicial.] Puesto
que v es simétrica, terminamos en el punto z, = 5.

Para conseguir una precisién razonable es necesario usar un minimo de 100 puntos, lo que da
un valor de s, = 0.1. Como resulta evidente en el desarrollo del método de Numerov, s, debe ser
muy pequefa, asi que una regla razonable consiste en no tomar valores para s, que sean mayores
que 0.1.

Si, como-ocurre con frecuencia, V — oo cuando x — 400, entonces al comenzar la bisqueda de las
soluciones demasiado dentro de la regién clésicamente prohibida, el denominador 1 — Gpi15® /12 en la
férmula de Numerov (4.75) puede hacerse negativo. Tenemos que G, = 2V, — 2E,, y si empezamos en
un punto o en el que V; sea extremadamente grande, G en dicho punto podria ser lo suficientemente
grande como para hacer que el denominador de Numerov fuese negativo. El método fallaria entonces.
Estamos dando a v el valor cero y a ¥; un niimero positivo. La formula de Numerov (4.75) muestra
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TABLA 4.1 Programa BASIC para la solucién de la ecuacién de Schrédinger unidimensional
mediante el método de Numerov

10 DIM X#(1500), G#(1500), P#:(1500)

15 INPUT “Xr0"; X#(0): INPUT “Sr"; S#

25 INPUT “nuimero de intervalos” ;M

30 INPUT “Er (introduzca 1E15 para salir)”;E+#

33 IF E#>1E14 THEN STOP

35 NN=0; P#/(0)=0:P#(1)=0.0001

50 X#(1)=X#(0)+S#

55  G#(0)=X#(0)" 2-2*E#:G#(1)=X#4(1)" 2-2*E#

65 SS#=S#"2/12

70 FORI=1TO M-1

75 X#A(I+1)=X#(1)+S5#:GH(1+1)=XA(1+1)" 2-2*E4

85  P#(I+1)=(-P#(I-1)4+ 2*P#(1)+10*G# (1) *P#(1)*SS# + GH(1-1)*P#(1-1)*SS#) /(1-G#(14 1)*SS#)
90 IF P#(1+1)*P#(1)<0 THEN NN=NN+1

95 NEXTI

100 PRINT “Er=";E# “Nodos=";NN; “Psir(XM)=";P#(M)

105 GOTO 30

que si el denominador es negativo, entonces 2 sera negativo, y habremos generado un nodo artificial
para ) entre x1 y x». Por ejemplo, supongamos que V = cz®, donde ¢ es una constante, y que
queremos determinar todos los valores propios E, menores que 10. Tenemos en este caso que V; = zt,
de modo que los limites de la regién clasicamente permitida se extraen de la ecuacién z8 = 10, que da
los valores x, £ 1.33. Podriamos entonces tomar z,o0 = —3, £y max = 3 ¥ s, = 0.05. Haciéndolo asi,
obtenemos que % oscila entre valores positivos y negativos desde un punto al signiente en las regiones
comprendidas entre -3 y -2.65 y entre 2.65 y 3. En las regiones en las que V.. es mucho mayor que E;,
tenemos que 1 — G,82/12 =1 — (2V, — 2E,)s2/12 = 1 — 2V,52/12 = 1 — %52 /6. El denominador es
negativo cuando 1 — z%52/6 < 0. Resolviendo la ecuacién 1 — z5(0.05)% /6 = 0 obtenemos z, = £2.65,
de modo que mads alld de estos puntos el denominador es negativo. Para conseguir que el método
funcione en este problema podemos tomar el intervalo que va desde -2.5 hasta 2.5 con incrementos de
0.05 o disminuir el valor de s, hasta 0.02.

Programa de computador para el método de Numerov. En la Tabla 4.1 se incluye
un programa de computador en lenguaje BASIC en el que se usa el método de Numerov para la
resolucién de la ecuacién de Schrodinger del oscilador arménico. El cardcter # en los nombres de
las variables las identifica como variables en doble precisién. M es el nimero de intervalos entre
Zp0 Y Tpmax, ¥ vale (Zrmax — €r0)/s. Las lineas 55 y 75 contienen dos veces la funcién de energia
potencial, y deben modificarse si el problema no es el del oscilador arménico. Si hay un nodo entre
dos valores sucesivos de z,., entonces los valores de v, en dichos puntos tendrdn signos opuestos
(véase Problema 4.33) y el contador de nodos NN en la instruccién de la linea 90 aumentard en
una unidad.

Por ejemplo, supongamos que queremos determinar la energia del estado fundamental del os-
cilador armoénico. El programa. de la Tabla 4.1, con s, = 0.1, 2,9 = —5 y M=100 da los siguientcs
resultados: el valor de prueba E, = 0 da una funcién de onda sin nodos (NN=0), lo que nos indica
(Figura 4.7) que la energia del estado fundamental F, ; estd por encima de 0. Si probamos con
0.9 para E,, obtenemos una funcién con un nodo, de modo que 0.9 estd entre E,., v E, o (Figura
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A B | ¢ | o | E F G H I

1 | Método de Numerov para la ecuacién de Schrddinger, V = 0.5kx*2

2 Nodos= 0

3 Er = 0 s= 0.1

4 10000000

5 Xr Gr psir 9000000

6 8000000

7 -5 25 0 7000000

8 -4.9 24.01] 1.00E-04 6000000

9 -4.8 23.04] 0.000224 0 5000000

10 -4.7 22.09] 0.000401 0 4000000

11 -4.6 21.16] 0.000668 0 3000000

12 -4.5 20.25| 0.001078 0 2000000

13 -4.4 19.36| 0.001709 0 1000000

14 -4.3 18.49} 0.002675 0
15 -4.2 17.64| 0.004142 0 -6 -4 2 6
16 -4.1 16.81| 0.006348 0

17 -4 16[ 0.009633 0 T | | |

FIGURA 4.8 Hoja de cédlculo para la solucién del método de Numerov del oscilador arménico.

4.7). De ahi que el estado fundamental E, esté comprendido entre 0 y 0.9. Promediando estos dos
valores probamos ahora con 0.45, lo que da una funcién sin nodos, por lo que 0.45 estd por debajo
de E.,. Promediando 0.45 y 0.9 obtenemos 0.675, que da una funcién con un nodo y el valor de
la energia obtenido es por tanto demasiado alto. Promediando 0.675 y 0.45 obtenemos 0.5625, que
da una funcién con un nodo y una energia de nuevo demasiado alta. Probamos a continuacién con
0.50625 y asi sucesivamente. Los resultados del programa muestran que conforme nos acercamos
cada vez més al valor verdadero E, |, 1.(5) se aproxima més a cero.

Utilizaciéon de una hoja de cdlculo para resolver la ecuacién de Schrédinger unidi-
mensional. Una alternativa al programa de computador del método de Numerov es la hoja de
calculo. La mayoria de las facultades y escuelas universitarias tienen salas de computadores con
hojas de célculo disponibles.

Las direcciones que se dan a continuacién constituyen la aplicacién del método de Numerov a
la resolucién de la ecuacién de Schrédinger para el oscilador arménico. Las direcciones se dan en
el formato de la hoja de cédlculo Excel. Dependiendo de la versién de Excel de la que se disponga,
puede resultar necesario modificarlas ligeramente. También pueden usarse los programas Lotus
1-2-3 o Quattro Pro con las correspondientes modificaciones.

Cuando se arranca la hoja de cdlculo, ésta abre una hoja en blanco. Las columnas de la hoja se
identifican mediante letras A, B, C,...y las filas mediante nimeros 1, 2, 3,... (véase Figura 4.8).
Una celda en la hoja se localiza mediante su fila y su columna; por ejemplo, la celda de la parte
superior izquierda es la Al. Para introducir algo en la celda primero hay que seleccionarla, y una
vez seleccionada queda enmarcada con un trazo grueso. Para seleccionar la celda hay que mover
el ratén para que el puntero se sitie sobre la celda deseada y entonces presionar el botén (de la
izquierda) del rat6n. Alternativamente, pueden utilizarse las teclas de flechas para moverse desde
una celda hasta otra. Después de seleccionar la celda, hay que teclear lo que queremos introducir
en ella y presionar Enter o cualquiera de la cuatro teclas de flechas.

Para empezar, introduzcamos un titulo (tal como Método de Numerov para la ecuacién de
Schrédinger, V=0.5kx"” 2) en la celda Al. Introduzcamos a continuacién Er= en la celda A3. Pon-
gamos los valores de prueba para E, en la celda B3. Buscaremos primero el valor propio del estado
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fundamental (el mds bajo), dando por supuesto que no lo conocemos. El valor minimo de V(z)
para el oscilador arménico es cero, ast que E,. no puede ser negativo. Tomemos cero como valor de
prueba inicial para E,, asi que introduzcamos 0 en la celda B3. Asimismo introduzcamos sr= en
la celda C3.

Introduzcamos 0.1 (el valor de s, escogido anteriormente) en la celda D3, xr en la celda A5, Gr
en la celda B5 y psir en la celda C5. (Estas tres tltimas entradas indican las columnas de datos
que vamos a construir.} Tntroduzcamos -5 (el valor inicial de z..) en la celda A7 y =A7+$D%3 en la
celda A8. FEl signo igual al comienzo de la entrada indica que se esté introduciendo una férmula.
Esta férmula le dice a la hoja de cilculo que sume los niimeros que hay en las celdas A7 y D3. En
breve explicaremos porque se pone el signo $ en D3. Cuando se teclea una formula, esta aparece
en la barra de férmulas que hay encima de la hoja de cdlculo. Cuando se presiona Enter, aparece
el valor -4.9 en la celda A8, es decir la suma de las celdas A7 y D3. (Si aparece un valor diferente
en A8 o se obtiene un mensaje de error, es porque probablemente se ha tecleado incorrectamente
la férmula. Para corregirla hay que seleccionar la celda A8. La férmula aparecera en la barra de
férmulas, donde puede corregirse situdndonos con el cursor en la parte incorrecta.)

Seleccionemos la celda A8 y escojamos el comando Copiar en el meni Edicién. De este modo
se copia el contenido de la celda A8 en un area de almacenamiento llamada Portapapeles. Selec-
cionemos ahora todas las celdas, desde la A9 hasta la A107, marcédndolas con el ratén. Escojamos
el comando Pegar en el ment Edicién, mediante el cual copiamos la férmula de la celda A8 (que
ha sido almacenada en el Portapapeles) en cada una de las celdas desde la A9 hasta la A107. Para
ver el resultado de esta operacién seleccionamos la celda A9. Veremos que aparece la férmula
=A8+3%D$3 en la barra de férmulas. Nétese que al copiar la férmula de 1a celda A8 =A7+$D3$3 en
la celda inferior A9, la posicidn A7 de la formula ha cambiado a la posiciéon A8. Sin embargo, el
signo § evita que la celda D3 de la férmula cambie cuando se realiza la copia. En una férmula de
una hoja de célculo, una direccién de celda sin el signo $ se denomina referencia relativa, mientras
que una direccién de celda con el signo $ se denomina referencia absoluta. Cuando se copia una
referencia relativa a la siguiente fila en una columna, el nimero de la fila aumenta en uno, cuando
se copia dos filas mas abajo, el nimero de la fila aumenta en dos, etc. Seleccionemos alguna de
las otras celdas de la columna A para ver las férmulas que hay en ellas. El resultado neto de este
procedimiento de copia y pegado es llenar las celdas de la columna A con nimeros que van desde

--5 hasta 5 en incrementos de 0.1. (Las hojas de célculo disponen de modos més rapidos de realizar

esta operacidén diferentes de la utilizacion del Copiar y del Pegar).

Rellenemos a continuacién la columna G,. Segin la Ecuacién (4.88), G, = 22 — 2E, para el
oscilador arménico. Introduzcamos por tanto =A7" 2-2*$B$3 en la celda B7 (que contendré el valor
de G, en x, = —5). La celda A7 contiene el valor z, = —5, el simbolo * indica exponenciacién
y el signo * indica multiplicacién. La celda B3 contiene el valor E.. A continuacién calculamos
los restantes valores de G,.. Seleccionemos la celda B7 y escojamos el comando Copiar del ment
Edicién. Seleccionemos ahora las celdas B8 hasta la B107 y escojamos el comando Pegar del ment
Edicién. De este modo se rellena las celdas con los valores de GG, apropiados. (Seleccionemos la
celda B8 o la B9 para comparar sus férmulas con la de la celda B7).

Vamos ahora con los valores de v,.. Introduzcamos 0 en la celda C7. Esta celda contiene el valor
de ¢, en . = —5. Puesto que este punto esta bien dentro en la regién prohibida clasicamente,
1, serd aqui muy pequeila y podremos aproximarla por cero. La celda C8 contiene el valor de v,
en r, = —4.9. Este valor serd muy pequefio y podremos introducir cualquier nimero pequeno en
C8, sin que ello afecte a los valores propios. Introduzcamos 1E-4 en la celda C8 (donde E indica
potencias de diez). Ahora que tenemos en las celdas C7 y C8 los valores para v, en los dos primeros
puntos —5.0 y —4.9 [puntos z,-1 y Z, en la Ecuacién (4.75)], utilizamos la Ecuacién (4.75) para
calcular ¢, en 2, = —4.8 (punto zp41). Introduzcamos por tanto la formula de la Ecuacién (4.75)
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= (2+C8— C7+5%B8« C8+9$D$3°2/6 + B7 x C7 x $D$32/12) /(1 — B9  $D$32/12)

en la celda C9. (No hay que escribir espacios en blanco en esta férmula.) Después de presionar
la tecla Enter, aparece el valor 0.000224 en la celda C9 para ¢, en x, = —4.8. Seleccionemos la
celda C9. Escojamos el comando Copiar del ment Edicién, seleccionemos las celdas C10 hasta la
C107 y escojamos el comando Pegar del ment Edicién. Las celdas C10 hasta la C107 se rellenardn
ahora con los valores correspondientes de v,.. Como comprobacién adicional de que la formula de
C9 se ha introducido correctamente, comprobemos que la celda C10 contiene el valor 0.000401.

Puesto que el nimero de nodos nos dice entre qué valores propios esta la energia de prueba
(Figura 4.7), hemos de contar y mostrar el nimero do nodos de %, Para hacer esto introduzcamos
en la celda D9 la férmula =IF(C9*C8<0,1,0). Esta férmula pone el nmimero 1 en la celda D9 si el
producto de C9 por C8 es negativo, y el nimero 0 en la celda D9 si dicho producto no lo es. Si
hay un nodo entre los valores de z, correspondientes a A8 y A9, entonces los valores de C8 y C9
tendran signos opuestos y aparecerd un 1 en la celda D9. Utilice Copiar y Pegar para copiar la
férmula de la celda D9 en las celdas D10 hasta la D107. Introduzca nodos= en la celda E2 y la
férmula =SUM(D9:D107) en la celda F2. Esta formula calcula la suma de los valores incluidos en
D9 hasta D107 y proporciona, por tanto, el nimero de nodos interiores de ;.

Representemos a continuacién graficamente v, frente a ... Seleccionemos las celdas A7 hasta
la A107 desplazando el cursor. Necesitamos ahora seleccionar todos los valores de ), mientras
mantenemos seleccionados los valores de x,. Mantengamos presionada la tecla Control si estamos
utilizando Windows o la tecla de Comandos (la que tiene el simbolo del trébol de cuatro hojas)
si estamos usando un Macintosh. Situemos entonces el cursor sobre la celda C107, presionemos el
botén del ratén y desplacemos el cursor hasta la celda C7. Liberemos ahora el botén del ratén y
las teclas Control o Comandos.

Para hacer la gréfica en Excel 97 escojamos el comando Grafico del ment Insertar. Seleccio-
nemos el tipo de grafico Lineas y el subtipo como puntos conectados mediante lineas rectas. Pre-
sionemos sobre Siguiente y asegurémonos de que queda seleccionada la opcién Series en columnas.
Presionemos sobre Siguiente, a continuacién sobre la lengiieta Lineas de divisién y deseleccionemos
todas las opciones marcadas; seleccionemos la lengiieta Leyenda y deseleccionemos la opciéon Mos-
trar Leyenda. Presionemos sobre Siguiente y comprobemos que se ha escogido Situar grafico como
objeto en la Hojal. Pulsemos Terminar. La grafica aparece en la pantalla y colocando el puntero
en el margen de la misma podermos desplazarla hasta donde queramos. (En otras versiones de Excel
el orden de las etapas puede ser diferente y puede resultar necesario desplazarse diagonalmente
sobre la hoja para indicar dénde queremos colocar la gréfica.) El resultado que ofrece la hoja de
calculo tiene el aspecto que se muestra en la Figura 4.8.

Puesto que x, = 5 estd bien dentro en la regién prohibida clasicamente de la derecha, v,
deberia tomar un valor muy cercano a cero en dicho punto. Sin embargo, la grifica muestra que
para el valor de prueba F, = 0, la funcién de onda ¥, es muy grande en x, = 5. Por tanto
FE, = 0 no da una funcién de onda correcta y hemos de probar con un valor de E, diferente. La
celda F2 contiene un cero, de manera que %, no tiene nodos. La energia de prueba E, = 0 es,
pues, menor que la energia verdadera del estado fundamental (Figura 4.7). Probemos con E, = 2.
Seleccionemos la celda B3 e introduzcamos en ella 2. En una fraccién de segundo, después de
presionar Enter, la hoja de cédlculo recalculara los valores de las celdas de las columnas B y C que
dependan de E, (todas las celdas de estas columnas cambian, salvo las celdas C7 y C8) y volverd
a dibujar la grafica. La grafica para FE, = 2 muestra que 1, toma un valor positivo muy grande
en z, = 5. La celda F2 nos dice también que %, tiene dos nodos para E, = 2. Estos nodos no
se observan ficilmente en la grafica, pero la columna de datos C muestra que %, cambia de signo
entre los valores de z, -0.4 y -0.3 y entre los valores 1.2 y 1.3. Estamos buscando la funcién propia
del estado fundamental, que no tiene ningin nodo, o mas bien, dentro de nuestra aproximacién,
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que tiene nodos solamente en -5 v 5. La presencia de los dos nodos interiores muestra (Figura 4.7)
que el valor 2 para E,, no solamente es demasiado alto para el estado fundamental, sino que es
més alto incluso que el valor de E, para el primer estado excitado (cuya funcién de onda tiene
solamente un nodo interior). Hemos de probar, por tanto, con un valor mas bajo de E,.

Antes de hacerlo, cambiemos la escala de la grafica para que los nodos sean mas visibles. En
Excel 97, situemos el puntero en cualquier parte sobre la gréfica y presionemos el botén del ratén.
(En la versién 5 de Excel es necesario presionar dos veces.) Presionemos a continuacién dos veces
sobre el eje y de la gréfica. En la caja de didlogo Formato de ejes que aparece, presionemos sobre
lengiieta Escala. Reemplacemos los nimeros originales en las cajas Minimo y Méximo por -10 y 10
respectivamente. Presionemos entonces sobre Aceptar. La gréfica vuelve a dibujarse de nuevo con
-10 y 10 como valores méaximo y minimo del eje y, haciendo que los dos nodos sean perfectamente
visibles.

Cambiemos ahora E, por un valor mis pequerio, digamos 1.2. Introduzcamos 1.2 en la celda
B3. La funcién %, que se obtiene toma un valor negativo muy grande a la derecha y tiene solamente
un nodo. La presencia de un nodo nos indica que estamos por debajo de la energia del segundo
estado mas bajo y por encima de la energia del estado fundamental (véase Figura 4.7). Hemos
conseguido, pues, acotar la energia del estado fundamental entre 0 y 1.2. Promediemos estos dos
numeros y probemos con el valor resultante 0.6 para la energia. Cuando introducimos 0.6 en la
celda B3 obtenemos una funcién con un nodo, por lo que estamos todavia por encima de la encrgia
del estado fundamental. Puesto que el maximo de la grafica estd ahora fuera de escala, conviene
cambiar como antes la escala de la grafica y fijar las valores maximo y minimo de y en 25 y -25.

Hemos encontrado que el valor propio méas bajo estd entre 0 y 0.6. Promediamos estos dos
valores e introducimos ¢l resultado, 0.3, en la celda B3. La funcién que se obtiene ahora no tiene
nodos, por lo que 0.3 estd por debajo de la energia reducida del estado fundamental, y E, estd
comprendida entre 0.3 y 0.6. Promediando de nuevo e introduciendo el valor 0.45 en B3 obtenemos
una funcién sin nodos, por lo que estamos aun por debajo del valor propio correcto. Sin embargo,
si reescalamos el eje y adecuadamente (tomando por ejemplo -15 y 30 como valores minimo y
maximo) obtenemos una funcién que para valores de z, inferiores a 0.2 se parece mucho a la
que cabe esperar para el estado fundamental, asi que estamos acercandonos a nuestro objctivo.
Sabemos que el valor propio esta ahora entre 0.45 y 0.60. Tomando el promedio e introduciendo
el valor 0.525 en la celda B3, obtenemos una funcién con un nodo, asi que nos hemos pasado
por arriba. Promediando 0.45 y 0.525 y probando el valor correspondiente 0.4874 nos quedamos
demasiado bajos.

Continuando de este modo obtenemos sucesivamente los valores 0.50625 (demasiado alto),
0.496875 (demasiado bajo),..., 0.4999995943548 (bajo), 0.4999996301176 (alto). Asi obtenemos
0.4999996 como el valor propio mas bajo. Puesto que F, = E/hv, deberiamos haber obtenido 0.5.

Supongamos que queremos determinar el segundo valor propio més bajo. Vimos anteriormente
que este valor propio estaba por debajo de 2.0, asi que debe caer entre 0.5 y 2.0. Promediando
estos numeros, introducimos 1.25 en la celda B3 y obtenemos una funcién que tiene el deseado
unico nodo, pero que toma un valor negativo muy grande a la derecha, en lugar de regresar al eje
z. Por tanto, 1.25 es un valor demasiado bajo (Figura 4.7). Promediando 1.25 y 2.0 probamos a
continuacién con 1.625, lo que da una funcién con dos nodos, por lo que estamos demasiado alto.
Continuando asi obtenemos los valores sucesivos 1.4375 (bajo), 1.53125 (alto), 1.484375 (bajo),
1.5078125 (alto), etcétera.

Para comprobar la precisién de los valores propios obtenidos, podemos repetir los calculos
reduciendo s, a la mitad y ver si los nuevos valores propios difieren apreciablemente de los obtenidos
con el valor de s, superior. También podemos partir en los calculos de puntos mas interiores en la
region clasicamente prohibida.

La determinacién de los valores propios mediante el método de prueba y error que hemos
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seguido es instructiva e incluso divertida al principio, pero si tenemos que determinar un gran
nimero de valores propios, podemos utilizar un método mas riapido. La mayoria de las hojas de
calculo llevan un programa integrado que puede ajustar el valor de una de las celdas de manera que
proporcione un valor deseado en una segunda celda. Para ver como funciona esto, introduzcamos
0 en la celda B3. Escojamos Buscar objetivo en el mend Herramientas. El valor de ¢, en z, =5
estd en la celda C107, y queremos que este valor sea igual a cero. Por tanto, introduzcamos $C$107
en la caja Definir la celda de Buscar objetivo. Presionemos sobre Con el valor de e introduzcamos
0. Queremos ajustar la energia de modo que se satisfaga la condicién limite en z, = 5, asi que
presionemos sobre la caja Para cambiar la celda e introduzcamos $B$3. Presionemos entonces
sobre Aceptar. La solucién que encuentra Excel 97, 0.4999996089.. ., aparece en la celda B3 (la
barra de férmulas muestra el valor completo si se selecciona la celda B3). La celda C107 tiene
ahora el valor -2x1077, que no es exactamente cero debido a que Excel permite cierto margen
de error. (Podemos entretenernos viendo como Excel prueba con diferentes soluciones usando la
opcién Paso a paso. Buscar objetivo utiliza bien el método de quasi-Newton o bien el del gradiente
conjugado, que se analizardn en la Seccién 15.11).

Para obtener automaéticamente valores propios mas elevados, hemos de comenzar con un valor
en la celda B3 que este bastante por encima de los valores propios obtenidos anteriormente. Si el
programa converge hacia un valor propio ya conocido, hay que comenzar con un valor todavia mas
alto en la celda B3. Podemos comprobar cudl es el valor propio que hemos encontrado contando
los nodos de la funcién de onda. Si Buscar objetivo falla al determinar del valor propio deseado,
hemos de¢ emplear el método de prueba y error para obtener un valor propio aproximado y volver
a emplear Buscar objetivo con dicho valor propio.

La funcién de onda que hemos encontrado no estd normalizada. La constante de normalizacion
viene dada segtn la Ecuacién (3.93) por N = [[* [¢2|dz,] /2. Tenemos que [%_|¢?|dz, ~

f; 2dz, ~ 310 ¥2 5., donde los valores de ¢y.; estan en la columna B. Introduzcamos npsir en
E5 y la férmula Excel =SUMSQ(C8:C107)*$D$3 en la celda D109. La funcién SUMSQ suma los
cuadrados de una serie de nimeros. Introduzcamos =C7/$D$109" 0.5 en la celda E7. Copiemos y
peguemos E7 en las celdas E8 hasta E107. La columna E contendré los valores normalizados de

Yr, 81 Epryena €5 igual a uno de los valores propios.

Utilizacién del Mathcad para resolver la ecuacién de Schrodinger unidimensional.
Existen diferentes programas clasificados como sistemas de computacion algebraicos que rea-
lizan una amplia variedad de operaciones matematicas, incluyendo integracién y diferenciacion
simbdlicas, integraciéon numérica, manipulaciones algebraicas, resolucién de sistemas de ecuacio-
nes, trazado de gréficas y cdlculos matriciales. Como ejemplos de estos sistemas de computacion
algebraicos tenemos Maple V, Mathematica, Matlab, Derive, Mathcad y Theorist. El método de
Numerov puede ejecutarse también en estos programas. El Mathcad, del que existe una versién pa-
ra estudiantes que no es cara, es muy fécil de utilizar. Una caracteristica interesante del programa
Mathcad es su capacidad para generar animaciones (“peliculas”). Con el Mathcad puede crearse
una pelicula que muestre como cambia 1, conforme F, se acerca a uno de los valores propios.

Resumen de las etapas del método de Numerov. En los Problemas 4.30 a 4.38 se aplica
el método de Numerov a la resolcién de varios problemas unidimensionales diferentes del anterior.
Para resolver estos problemas es necesario (a) encontrar combinaciones de las constantes del pro-
blema que generen energias y longitudes reducidas [Ecuacién (4.76)]; (b) transformar la ecuacién
de Schrodinger a la forma adimensional y determinar la expresién para la funcién G,(z,) en la
Ecuacién (4.88); (¢) decidir cudl es el valor mdximo de E, por debajo del cual queremos determi-
nar todos los valores propios; (d) localizar los l{mites entre las regiones permitidas y prohibidas
clasicamente para dicho valor maximo de FE, y escoger los valores &, o ¥ Trmax en las regiones
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clasicamente prohibidas (para la particula en una caja con paredes infinitamente altas, hemos de
utilizar £g = 0 y Zmax =1); (e) escoger el valor del intervalo s,.

RESUMEN

El oscilador arménico unidimensional tiene V' = %ka. Sus energias estacionarias son E = (v +
L)hv, donde la frecuencia vibracional es v = (1/2r)(k/m)*/? y el nimero cudntico v toma los
valores v = 0,1,2,.... Las funciones propias son funciones pares o impares y estan dadas por la
Ecuacién (4.49). Una funcién par es la que cumple la condicidn f(—z) = f(z) y una funcién impar
es la que cumple la condicién f(—z) = —f(z). Si f es par, entonces [* f(z)dr =2 [ f(z)dz y
si f es impar, entonces ffa f(z)dz = 0. La energia vibracional de una molécula diatémica puede
aproximarse mediante la energia del oscilador arménico, con v = (1/27)(k/u)1/?, donde la masa
reducida es p = mymg/(m; + mz2).

El método de Numerov es un método numérico que permite determinar las energias y las
funciones de onda enlazantes de la ecuacién de Schrédinger unidimensional de una particula.

PROBLEMAS

4.1 Suponiendo que se cumplen ciertas condiciones, podemos desarrollar la funcién f(z) como una
serie de potencias infinita en torno al punto x = a:

f@)=Y calz—a) (4.89)

Derivando esta expresién m veces y haciendo z = a demuestre que ¢, = f(")(a)/n!, con lo que se obtiene
la familiar serie de Taylor:

®  p(n),
f(z) = ZfT!()(m—a)" (4.90)*

4.2 (a) Utilice la Ecuacién (4.90) para deducir los primeros términos del desarrollo en serie de Taylor
de la funcién sen z en torno a = 0 y deduzca la férmula general para dichos términos. (b) Derive la serie
de Taylor anterior para obtener la serie de Taylor de cos z.

4.3 (a) Obtenga el desarrollo en serie de Taylor de la funcién e” en torno a z = 0. (b) Utilice las series
de Taylor (en torno a z = 0) de las funciones sen , cos z y e® para comprobar la férmula e = cos +isen §
[Ecuacién (1.28)].

4.4 Derive la Ecuacién (4.31) para la energia E de un oscilador cldsico.

4.5 (a) Obtenga la relacién de recurrencia de los coeficientes ¢, correspondientes a la solucién en serie
de potencias de la ecuacién (1 — z?)y"(z) — 2z (z) + 3y(z) = 0. (b) Exprese cs4 en funcién de co y c5 en
funcién de c;.

4.6 ;Cudles de las siguientes funciones son pares o impares? (a) senz; (b) cosz; (c) tanz; (d) e%; (e)
13; (f) zcoshz; (g) 2 —2z; (h) B+ z)(3 - )

4.7 Demuestre los enunciados realizados a continuacién de la Ecuacién (4.53) acerca de los productos
de las funciones pares e impares.

4.8 ; Qué funcién monoevaluada es a la vez par e impar?

4.9 (a) Si f(z) es una funcién par diferenciable en todas partes, demuestre que f'(z) es una funcién
impar. No utilice el hecho de que f(z) pueda desarrollarse en serie de Taylor. (b) Pruebe que la derivada
de una funcién impar diferenciable en todas partes es una funcién par. (c¢) Si f(z) es una funcién par
diferenciable en el origen, determine f'(0).
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4.10 (a) ;Es la funcién f(z) + f(—z) par, impar o ninguna de las dos cosas? (b) ;Es la funcién
f(z) — f(—z) par, impar o ninguna de las dos cosas? (c) Demuestre que cualquier funcién f(z) puede
escribirse como la suma de una funcién par y de una funcién impar. No utilice el hecho de que f(x) pueda
desarrollarse en serie de Taylor.

4.11 Compruebe los factores de normalizacién de las funciones de onda del oscilador armdnico con
v=1yv=2

4.12 Para el estado fundamental del oscilador arménico, determine el valor medio de la energia cinética
y de la energfa potencial; compruebe que (T) = (V) en este caso.

4.13 Utilice la relacién de recurrencia (4.48) para determinar la funcién de onda normalizada del
oscilador arménico con v = 3.

4.14 Determine 1)/co para la funcién de onda del oscilador arménico con v = 4.

4.15 Sefiale las semejanzas y las diferencias entre las energias y las funciones de onda de la particula
en la caja y del oscilador armoénico, unidimensionales.

4.16 Encuentre la posicién més probable de la particula para el estado v = 1 del oscilador arménico.

4.17 Dibuje de forma aproximada las graficas de ¢ y de ¢? para el estado v = 5 del oscilador arménico
unidimensional sin determinar la férmula explicita para .

4.18 (a) El oscilador arménico tridimensional tiene la funcién de energia potencial

V = 1keo® + 1kyy® + Sk.2
donde k; son las tres constantes de fuerza. Obtenga los valores propios de la energfa resolviendo la ecuacién

de Schrédinger. (b) Si k: = ky = k., determine el grado de degeneracién de cada uno de los cuatro niveles
de energfa mads bajos.

4.19 Los polinomios de Hermite se definen de la forma

_ 2
n 22d"e””

Ha(2) = (-1)"e" =

(a) Compruebe que

Ho=1, Hy =2z, Hy=42"—-2 Hs=82"—-122

(b) Los polinomios de Hermite satisfacen la relacién (Pauling y Wilson, paginas 77-79)

2Hn(2) = nHn_1(2) + 2 Hny1(2)

Compruebe esta identidad paran = 0,1y 2. (¢) Las funciones de onda normalizadas del oscilador arménico
pueden escribirse de la forma (Pauling y Wilson, paginas 79-80)

1/4 2
(@) = o)™ (2) 7 e 2, (o 20 (4.91)
™
Compruebe esta ecuacién para los tres estados mas bajos.

4.20 Determine (z) para el estado del oscilador arménico con nimero cudntico v.

4.21 Cuando una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden se escribe de la forma dada por
la Ecuacién (2.3), los puntos en los que las funciones P(z) o Q(z) se hacen infinitas se denominan puntos
singulares o singularidades. Al resolver la ecuacidn diferencial usando el método de los desarrollos en
serie de potencias, podemos encontrar con frecuencia la sustitucién adecuada que proporciona la relacién
de recurrencia de dos términos examinando el comportamiento de la ecuacién diferencial cerca de las
singularidades. Para la ecuacién de Schrodinger del oscilador arménico (4.34), aparecen singularidades en
los puntos £ = £oo. Para comprobar que £ = o0 es un punto singular, sustituya z = 1/z y examine los
coeficientes en z = 0. Compruebe que emow’/2
muy grandes de |z|.

es la solucién aproximada de la Ecuacién (4.34) para valores

4.22 Obtenga los valores propios y las funciones propias de H para un sistema unidimensional con

V(z) = oo paraz < 0y V() = 2kz” para z > 0.
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4.28 (a) Escriba un programa de computador que utilice la relacién de recurrencia (4.41) para calcular
¥ /co de la Ecuacién (4.42), frente a a'/?¢ para valores de o!/2z que vayan de 0 a 6 en intervalos de 0.5,
con valores especificos de la cantidad mER ™2 /o = E/hv. Incluya un control para dejar de sumar términos
en las series infinitas cuando el dltimo término calculado sea suficientemente pequeno. (b) Ejecute el
programa con los valores E/hr=0.499, 0.5 y 0.501 para comprobar la Figura 4.2.

4.24 (a) La banda mds intensa del espectro de absorcién infrarrojo de la molécula de 'H>*Cl aparece
a 8.65x10'® Hz. Calcule la constante de fuerza del enlace de esta molécula. (b) Obtenga la energia
vibracional del punto cero aproximada para la misma. (c) Prediga la frecuencia de la banda infrarroja mss
intensa de la molécula de 2H3*CL

4.25 (a) Compruebe la Ecuacién (4.63). (b) Obtenga la ecuacién correspondiente para la transicién
v=10- v

4.26 Las bandas v =0 — 1 y v = 0 = 2 de la molécula de 'H3*°Cl aparecen a 2885.98 cm™' y 5667.98
cm™!. (a) Calcule v, /c y vez./c para esta molécula. (b) Prediga el niimero de onda de la banda v =0 — 3
para la misma.

4.27 (a) La banda v = 0 — 1 de la molécula de LiH aparece a 1359 cm™'. Calcule el cociente entre
las poblaciones de los estados v =1y v =0 a 25°C y a 200°C. (b) Realice el mismo célculo anterior para

la molécula de ICI, cuya banda infrarroja mds intensa aparece a 381 em™

4.28 Demuestre que si se desarrolla en serie de Taylor la funcién U(R) de la Figura 4.5 en torno a
R = R. y se desprecian los términos que contienen las potencias (R — R.)® y superiores (estos términos
son pequefios para valores de R cercanos a R, ), entonces se obtiene el potencial del oscilador arménico con
k= d’U/dR?|r=r..

4.29 La funcidn de Morse U(R) = D[l — e~ * B~ R)]? se usa frecuentemente para aproximar la curva
U(R) de moléculas diatémicas, para las que la energia de disociacién de equilibrio, D, viene dada por
D. = U(co) — U(R.). (a) Compruebe que la funcién de Morse satisface esta ecuacién para D.. (b)
Demuestre que a = (k. /2D.)"/2.

Para los Problemas 4.30 a 4.38 utilice un programa similar al de la Tabla 4.1, una hoja de calculo o un
sistema de computacién algebraico como el Mathcad.

4.30 Utilice el método de Numerov para obtener las energias de los tres estados estacionarios mds
bajos de una particula en una caja unidimensional de longitud ! con paredes de altura infinita.

4.31 (a) Utilice el método de Numerov para obtener todos los valores propios enlazantes de una
particula en una caja rectangular (Seccién 2.4) de longitud I, con Vo = 20h%/ml?. Nétese que V es
diferente en distintas regiones y que 3 # 0 en las paredes. (b) Repita el cédlculo realizado en (a) para
Vo = 50R% /ml?. (c¢) Compruebe los resultados obtenidos usando Buscar objetivo automético de la hoja de
calculo o del Mathcad para calcular las raices de la Ecuacién (2.35). (Antes de hacer esto, obtenga valores
aproximados a partir de la grafica de la hoja de célculo.)

4.32 Utilice el método de Numerov para determinar los tres valores propios de la energia mas bajos
de una particula con V = cz*, donde ¢ es una constante.

4.33 Utilice el método de Numerov para determinar los tres valores propios de la energia mas bajos
de una particula con V = az®, donde a es una constante.

4.34 Utilice el método de Numerov para determinar los tres valores propios de la energia mas bajos de
una particula con V = oo para £ < 0y V = bx para = > 0, donde b es una constante positiva. (Si b = mng,
la particula se encuentra en un campo gravitacional.)

4.35 Considere un sistema de una particula con V = —31.5(k?/ma?)/(¢*/* + ¢~*/%)?, donde a es una
constante positiva. (a) Obtenga V.. (b) Utilice una hoja de célculo, una calculadora grafica o el Mathcad
para dibujar V; frente a z,. (Véase Problema 4.39). (c¢) Utilice el método de Numerov para determinar
todos los valores propios enlazantes menores que -0.1. [La funcién exponencial se escribe de la forma
EXP(A7) en Excel y @EXP(AT) en Quattro Pro y Lotus 1-2-3]

4.36 Considere un sistema de una particula con V = %bz/c — bz® + cz?, donde b y ¢ son constantes
positivas. Si utilizamos A, m y b para determinar A y B en las expresiones £, = EfAy z. = z/B,



Problemas 91

obtenemos los mismos resultados que para el oscilador armonico, salvo que k se reemplaza por b. Asi,
la Ecuacién (4.82) proporciona B = m~/4p~Y/ *11/2. La ecuacién para V en este problema muestra que
[b2?] = [cz*], de modo que [¢] = [b]/L? y escribimos ¢ = ab/B? = ab/m 2b Y%, donde a es una
constante adimensional. (a) Compruebe que V, = 1/4a — 22 + az}. (b) Utilice una hoja de calculo o
una calculadora grafica para representar V; frente a z, para a = 0.05. (La forma de V; representa de
forma aproximada la energia potencial para la inversién de la molécula de NH3.) (c) Para a = 0.05, utilice
el método de Numerov para determinar todos los valores propios con E, < 10. Pista: Algunos valores
propios caen muy cerca unos de otros. (Véase también Problema 4.37).

4.37 Un doble pozo de potencial unidimensional tiene V = oo para = < ~—%l, V = 0 para —%l <
zS—il,V:Vopara—il<z< il,V:Opara%lgwg %lyV:ooparax> %l,dondely
Vo son constantes positivas. Dibuje el potencial V. Utilice el método de Numerov para determinar los
cuatro valores propios mas bajos y las correspondientes funciones de onda normalizadas, para los siguientes
valores de Vo/(h%/mi®): (a) 1; (b) 100; (¢) 1000. Compare las funciones de onda y las energias obtenidas
en (a) con las de una particula en una caja de longitud I, y las obtenidas en (¢) con las de una particula
en una caja de longitud %l. Pistas: En (b) y en (c) algunos valores propios caen muy cerca unos de otros.
En (c¢) es necesario determinar los valores propios con muchas cifras decimales para obtener funciones de
onda satisfactorias. Las funciones de onda deben ser pares o impares.

4.38 (a) En la aplicacién que hemos hecho del método de Numerov al oscilador arménico, ibamos desde
-5 hasta 5 en intervalos de 0.1 y obtenfamos 0.4999996 para el valor propio méas bajo. Con esta eleccién de
Zr0 y $r, determine todos los valores propios con E, < 6; obtenga entonces el valor propio que cae entre
11 y 12 y explique porqué el resultado no es preciso. Cambie entonces x,0 0 $-, 0 ambos, para obtener
un valor preciso de este valor propio. (b) Obtenga los valores propios del oscilador arménico con E, < 6
yendo desde -5 hasta 5 en intervalos de 0.5 (¢) Obtenga los valores propios del oscilador arménico con
E, < 6 yendo desde -3 hasta 3 en intervalos de 0.1.

4.39 Las hojas de célculo tienen trampas para los imprudentes. (a) Sila celda Al contiene el valor 5,
;qué valor cabe esperar de la férmula =-A1"2+A1" 27 (repare en el signo menos). (b) Introduzca 5 en la
celda Al, =-A1"2+4+A1"2 en la celda A2 y =+A1"2-A1" 2 en la celda A3. ;Qué resultados se obtienen?
Repita esto con tantas hojas de cdlculo diferentes como tenga. jDan todas ellas los mismos resultados?

4.40 Las férmulas de la hoja de célculo pueden escribirse de forma mas elegante si se dan nombres a
las celdas que contienen pardmetros. Averiglie como se da nombre a las celdas en la hoja de cdlculo que
estd utilizando. (a) En el e¢jemplo del oscilador arménico, llame a las celdas B3 y D3 con los nombres Er
y sr, respectivamente. Reemplace entonces $B%$3 y $D$3 por Er y sr en todas las férmulas de la hoja de
célculo. (b) ;Porqué no estd permitido x2 como nombre de una celda de la hoja de calculo?

4.41 Utilice la Ecuacién (4.75) para demostrar que si se multiplica ¥1 en el método de Numerov por
una constante c, entonces las funciones 2, t3,. .. quedan todas multiplicadas por ¢, y es la funcién de onda
completa la que queda multiplicada por ¢, lo que no afecta a los valores propios que determinemos.

4.42 Utilice las funciones de onda del oscilador arménico normalizadas obtenidas usando el método de
Numerov, yendo de -5 hasta 5 en intervalos de 0.1, para estimar la probabilidad de encontrar a la particula
en la regién clasicamente prohibida para los estados v =0y v = 1.

4.43 Al utilizar el método de Numerov para contar los nodos de la funcién ,, suponemos que 3 cambia
de signo al pasar por el nodo. Sin embargo, hay funciones que no tienen signos opuestos a cada lado de un
nodo. Por ejemplo, las funciones y = 2% e y = 2% son positivas a ambos lados del nodo en & = 0. Para una
funcién y que es positiva en los puntos inmediatamente a la izquierda de x = a, que es cero cn ¢ = a y que
es positiva en los puntos inmediatamente a la derecha de z = a, la definicién 3’ = lima, 0 Ay/Az muestra
que la derivada y' es negativa a la izquierda de z = a y positiva justo a la derecha de £ = a. Por tanto
(suponiendo que 3’ es una funcién continua), 3" vale cero en z = a. (Constituye una excepcién una funcién
como y = |z|, que tiene forma de V y cuya derivada es discontinua en z = a. Pero tal funcién queda fuera
de la regla al no cumplir el requisito de que ¢’ sea continua.) (a) Utilice la ecuacién de Schrédinger para
demostrar que si ¥)(z) = 0 en x = a, entonces ¥"" = 0 en z = a (suponiendo que V(a) # oo). (b) Diferencie
la ecuacién de Schrodinger para demostrar que si tanto ¥ como ¢’ valen cero en x = a, entonces ¥’ (a) = 0
[suponiendo que V(a) # o0]. Pruebe entonces que todas las derivadas superiores de v valen cero en £ = a
si tanto v como 1’ se anulan en z = a (y que ninguna derivada de V en = = a se hace infinita). Si ¢ y
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todas sus derivadas valen cero en r = a, la serie de Taylor (4.90) muestra que ¥ vale cero en cualquier
parte. Pero una funcién nula no es vélida como funcién de onda. Por tanto v y %’ no pueden valer cero
la dos a la vez en un punto y la funcién de onda debe tener signos opuestos a cada lado de un nodo.

4.44 Modifique el programa de la Tabla 4.1 para obtener la funcién de onda normalizada.
4.45 Reescriba el programa de la Tabla 4.1 eliminando todas las variables vectoriales.

4.46 Las hojas de célculo y los sistemas algebraicos computacionales pueden usarse ficilmente para
resolver ecuaciones de la forma f(x) = 0. Por ejemplo, supongamos que queremos resolver la ecuacién
e® = 2—x?. Una grifica hecha por computador muestra que la funcién e = 2—z? es igual a cero solamente
en dos puntos, uno positivo y otro negativo. En Excel, introducimos un valor inicial de prueba 0 para = en
la celda Al y =exp(Al)-24+A1"2 en la celda A3, y escogemos Buscar objetivo en el memi Herramientas.
En los pardmetros de Buscar objetivo , introducimos A3 al lado de Definir la celda, presionamos Con el
valor e introducimos 0 después de Igual a y Al después de Para cambiar la celda; presionamos entonces
Opciones y cambiamos Precision a 1E-14. Presionamos Siguiente y después Terminar. Excel da el resultado
0.537274449173857, con 2.39x107*° en la celda A3. Para obtener la raiz negativa, comenzamos con -1
en la celda Al y usamos Buscar objetivo. (a) Utilice una hoja de célculo o el Mathcad para resolver el
Problema 2.22 para los niveles de energia enlazantes de una particula en un pozo. (b) Para el doble pozo
de potencial del Problema 4.37, la aplicacién de los procedimientos utilizados en la Seccién 2.4 muestra
que los niveles de energia enlazantes permitidos satisfacen la ecuacién

[(Vor — Er)/E.]"? tan [(E. /8)"/*] = —(tanh{[(Vor — E,)/8]'/*})” (4.92)

donde Vo, = Vo/(h?/mi®), E, = E/(h?/mi*) y donde p = —1 para las funciones pares y p = 1 para las
funciones impares. La funcién tangente hiperbélica, que se define de la forma tanh 2 = (e —e™ %) /(e* +e ™ 7)
se genera en Excel tecleando TANH. Utilice la Ecuacién (4.92) y una hoja de cédlculo o el Mathcad, para
obtener las cuatro energias mas bajas del doble pozo de potencial para cada uno de los valores de V,¢ del
Problema 4.37.

4.47 (a) Demuestre que si k; y f; son valores propios y funciones propias de A, entonces ck; vy fi son
valores propios y funciones propias de cA. (b) De un operador cuyos valores propios sean %, %, %, . {0)
De un operador cuyos valores propios sean 1, 2, 3,....

—axr

4.48 (a) Cierto sistema en un estado estacionario tiene ¢ = Ne . (N es la constante de normali-
zacién.) Obtenga la energia potencial del sistema V(z) y su energia E. Pista: El nivel cero de energia es
arbitrario, asi que escoja V(0) = 0. (b) Dibuje V{x). (c) jEs éste el estado fundamental? Expliquelo.

4.49 Demuestre que al afiadir una constante C a la energia potencial no cambian las funciones de onda
estacionarias y simplemente se afiade la constante C a los valores propios de la energfa.

4.50 ; Verdadero o falso? (a) En la regién prohibida cldsicamente, E > V para un estado estacionario.
(b) Si la funcién de onda del oscilador arménico ¥, es una funcién par, entonces ,+1 es una funcién
impar. (c) Para las funciones de onda del oscilador arménico, [+ (x)u+1(z)de = 0. (d) Para las
funciones de onda del oscilador arménico, [ 45 (#)¢ui2(2)de = 0. (e) En un nodo de una funcién de
onda estacionaria enlazante, 1" debe valer cero suponiendo que V no es infinito en el nodo. (f) La funcién
de onda del oscilador arménico con v = 10 tiene 10 nodos interiores. (g) El espaciado entre los niveles
vibracionales consecutivos de una molécula diatémica permanece constante conforme aumenta la energia
vibracional. (h) Para la funcién de onda del oscilador arménico con v = 25, el signo de ¢ en la regién
clasicamente prohibida de la derecha es opuesto al signo en la cldsicamente prohibida de la izquierda.
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CAPITULO 5

Momento angular

MEDIDA SIMULTANEA DE VARIAS PROPIEDADES

En este capitulo discutimos el momento angular; y en el préximo demostraremos que, para los
estados estacionarios del dtomo de hidrégeno, la magnitud del momento angular del electrén es
constante. Como paso previo, consideramos el criterio a utilizar para decidir a qué propiedades
del sistema se pueden asignar valores definidos simultdneamente.

En la Seccién 3.3 postulamos que si la funcién de estado ¥ es funcién propia del operador A
con valor propio s, entonces la medida de la propiedad fisica A propor(’lonara con seguridad el
valor 5. Si ¥ es simultdneamente funcién propia de dos operadores A y B, (es decir, si AV =0 y
BU = t¥), entonces podemos asignar, también simultaneamente, valores definidos a las cantidades
fisicas A y B. ;jCudndo serd posible que ¥ sea funcién propia de dos operadores a la vez?. En
el Capitulo 7, demostraremos dos teoremas. Primero, que la condicién necesaria para que exista
un conjunto completo de funciones propias simultdneas de dos operadores es que los operadores
coninuten entre si {la palabra completo se utiliza aqui con un significado técnico del que no nos
preocuparemos hasta el Capitulo 7). El segundo teorema es el inverso del anterior, es decir que si
A y B son dos operadores que corresponden a magnitudes fisicas y que conmutan, entonces existe
un conjunto completo de funciones que son funciones propias de los citados operadores A y B. Por
tanto, si [A, B] = 0, entonces ¥ puede ser una funcién propia de A y de B.

Recordemos que el conmutador de A y B se define como [A, B] = AB— BA [Ecuacién (3.7)]. Pa-
ra facilitar la evaluacién de conmutadores, son ttiles las siguientes identidades, que se demuestran
facilmente desarrollando los conmutadores (Problema 5.1):

[4,B] = —[B, 4] | (5.1)*
[A,A"] =0, n=1,2,3,.. (5.2)*
[kA, B] = [4,kB] = k[A, B] (5.3)*

[A,B+C=[A,B+[AC), [A+B,C)=[4C)+[B.C] (5.4)*
[A,BC] = [A,B]C + B[A,C], [AB,C]=[A,C)B+ A[B,C] (5.5)*

donde k es una constante y se considera que los operadores son lineales.
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EJEMPLO Partiendo de [08/dz,z] = 1 [Ecuacién (3.8)], utilice las identidades (5.1)-(5.5) para deter-

minar (a) [%,5.]; (b) [#,p3]; (¢) [#, H)], para una particula en un sistema tridimensional.

(a) Utilizando las Ecuaciones (5.3), (5.1) y [0/0x,x] = 1, obtenemos

ol [o B 2] B[, 0] _n[o ]_ b
Pl =002 | T M0 T 0 |00 T T

(6,52 = i (5.6)
(b) Utilizando las Ecuaciones (5.5) y (5.6), obtenemos

e T ]

(2, 92] = [£; pelpa + Pa[d, pu] = ih* T 5= + S5 "R

[&,p3] = 27‘12% (5.7)
(c) Utilizando (5.4), (5.3) ¥ (5.7), obtenemnos

[ H] =&, T+V]=[2T]+[&V(z,y,2)] = 2T (5.8)

= (&, (1/2m)(p> + p; + D7)

= (1/2m)[#, p2] + (1/2m)[&, pi] + (1/2m)[#, p2]

1 y 0
= —2r* = 0
2m 6w+0+
N

[, H] = = —Pa (5.9)

mdr m

Los conmutadores anteriores tienen consecuencias fisicas importantes. Puesto que [, ;] # 0,
no podemos esperar que la funcién de estado sea a la vez funcién propia de & y de p,. Por tanto,
no podemos asignar simultaneamente valores definidos a  y p,, de acuerdo con el principio de
incertidumbre. Puesto que £ y H no conmutan, no podemos esperar asignar valores definidos a la
energia y a la coordenada x al mismo tiempo. Un estado estacionario {que tiene energia definida)
muestra una variedad de valores posibles de z, cuyas probabilidades de ser observados vienen dadas
por el postulado de Born.

Para una funcién de estado ¥ que no es funcién propia de fl, obtenemos varios posibles resulta-
dos cuando medimos A en sistemas idénticos. Queremos algin tipo de medida de la diseminacién
o dispersién del conjunto de valores observados A;. Si (A) es la media de dichos valores, entonces
la desviacién de cada medida respecto a la media es A; — (A). Si promedidsemos todas estas
desviaciones, obtendriamos cero, ya que las desviaciones positivas y las negativas se cancelarian.
Por tanto, para que todas las desviaciones sean positivas, las elevamos al cuadrado. La media de
los cuadrados de las desviaciones se denomina wvartanza de A, y se representa en estadistica por
o2 v en mecdnica cuédntica por (AA4)%:

(A4 =02 = (A - (A)?) = /ql*(A — (AW dr (5.10)

donde se ha utilizado la expresién para el valor medio (3.88). La definicién (5.10) es equivalente a
(Problema 5.4)
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(A4)? = (A%) — (4)? (5.11)

La raiz cuadrada positiva de la varianza se denomina desviacion estdndar, o4 o AA. La
desviacién estandar es la medida de la dispersiéon mas comunmente utilizada, y la tomaremos como
la medida de la “incertidumbre” en la propiedad A.

Para el producto de las desviaciones estandar de dos propiedades de un sistema mecanocuantico
cuya funcién de estado es ¥, se demuestra que (Problema 7.58)

mMBZ%V@W&m@m (5.12)

Si Ay B conmutan, entonces la integral de la Ecuacién (5.12) es nula, y AA y AB pueden ambas
ser cero, de acuerdo con la discusién previa.
Como ejemplo de la Ecuacién (5.12) obtenemos, utilizando la Ecuacién (5.6) y la igualdad

|z122| = |21]]22| [Ecuacién (1.32)],
1 .
=3 ’/‘I’*zh‘l’ dr /‘P*‘IJ dr

1
AzAp, > 57’1 ‘ (5.13)

1
AzAp, > 2 ‘/‘I’*[iﬁ,ﬁz]‘ll dr = %hm

La Ecuacién (5.13) es la formulacién cuantitativa del principio de incertidumbre de Het-
senberyg.

EJEMPLO Para el estado fundamental de la particula en una caja tridimensional, utilice los siguientes
resultados obtenidos de las Ecuaciones (3.91), (3.92) y (3.29), de la ecuacién que sigue a la (3.89), y del
Problema 3.39

() = a/2, (&%) =a’(1/3-1/27"), (p:) =0, (p})=h’/4a’
para comprobar que se cumple el principio de incertidumbre (5.13).
Tenemos

(Az)? = (z%) - (1‘)2 =a*(1/3 - 1/27r2) —a’/4 = (12(7r2 —6)/(12)x”
Az =a(x® —6)/? /12"
(Ap2)? = (p2) — (p)? = h*/4a®, Ap. = h/2a

h (w2 —6\"? 1
Ap %( = ) 0.568h > 1

Existe también una relacién de incertidumbre que relaciona la energia y el tiempo:

AEAt > %h (5.14)

Algunos textos afirman que la Ecuacién (5.14) se deduce a partir de la (5.12) tomando i%9/90t como
operador energia y la multiplicacién por ¢ como operador tiempo. Sin embargo, el operador energia
es el Hamiltoniano H, y no ih0/0t. Ademas, el tiempo en mecénica cudntica no es un observable,
sino un parametro, por lo que no hay un operador mecanocudntico para el tiempo. (La palabra
observable significa en mecdnica cudntica una propiedad fisica medible del sistema.) La Ecuacién
(5.14) debe deducirse mediante un tratamiento especial que omitimos. (Véase Ballentine, Seccién
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12-3.) La deduccién de la Ecuacién (5.14) muestra que At debe interpretarse como el tiempo de
vida media del estado cuya incertidumbre en la energia es AE. A menudo se afirma que At en
(5.14) es la duracién de la medida de la energfa; sin embargo, Aharonov y D. Bohm demostraron
que “la energia puede medirse de forma reproducible en un tiempo arbitrariamente corto”. [Véase
Y. Aharonov y Bohm, Phys. Rev., 122, 1649 (1961); 134, B1417 (1964).]

Consideremos ahora la posibilidad de asignar simultaneamente valores concretos a tres magni-
tudes fisicas: A, B y C. Supongamos

[A,B] =0 (5.15)

[A,C] =0 (5.16)

i Es ésto suficiente para asegurar que existen funciones propias simultaneas para los tres operado-
res? La Ecuacién (5.15) asegura que podemos construir un conjunto comin de funciones propias
para A y B, y la Ecuacién (5.16) asegura que podemos construir un conjunto comuin de funciones
propias para A y C. Si estos dos conjuntos de funciones propias son idénticos, entorces tendremos
un conjunto comin de funciones propias para los tres operadores. De ahi que nos preguntemos
si estd determinado univocamente (al margen de constantes multiplicativas) el conjunto de fun-
ciones propias del operador lineal A. La respuesta es, en general, no. Si hay mads de una funcién
propia independiente para un valor propio de A (esto es, si hay degeneracién), entonces cualquier
combinacién lineal de las funciones propias del autovalor degenerado es una funcién propia de A
(Seccion 3.6). Podria suceder que las combinaciones lineales adecuadas necesarias para obtener
funciones propias de B fueran diferentes de las combinaciones lineales que dan las funciones propias
de C. Resulta, por tanto, que para tener un conjunto completo comin de funciones propias de los
tres operadores, es necesario que [f} ,C’] = 0, ademds de que se cumplan las Ecuaciones (5.15) y
(5.16). Para tener un conjunto completo de funciones que sean simultdneamente funciones propias
de varios operadores, cada operador debe conmutar con todos los demds.

VECTORES

En la préxima seccion, resolveremos el problema de los valores propios para el momento angular,
que es una propiedad vectorial. Por tanto, haremos primero una revisién de los vectores.

Las propiedades fisicas (por ejemplo, masa, longitud, energia) que estan completamente espe-
cificadas por su magnitud, se denominan escalares. Las propiedades fisicas (por ejemplo, fuerza,
velocidad, momento) que requieren la especificacién de la magnitud y la direccién, se denominan
vectores. Un vector se representa mediante un segmento orientado cuya longitud y direccién
proporcionan la magnitud y la direccién de la propiedad.

La suma de dos vectores A y B se define de la siguiente manera: se desplaza el primer vector,
de modo que su origen se sitiie en el extremo final del segundo vector, manteniendo fija la direccion
del primer vector. Se dibuja entonces un nuevo vector desde el origen del segundo vector hasta
el extremo final del primero. (Véase Figura 5.1.) El producto de un vector por un escalar, cA,
se define como un vector cuya longitud es |c| veces la del vector A, y cuya direccién es la misma
direccién que la de A si ¢ es positivo, o la contraria si ¢ es negativo.

Para obtener una representacién algebraica (asi como geométrica) de los vectores, hacemos uso
de las coordenadas cartesianas del espacio. Dibujamos un vector de longitud unidad dirigido a lo
largo del eje positivo z, y lo llamamos i. (Sin relacién con i = v/—1.) Los vectores unitarios en las
direcciones positivas de los ejes y y z se denominan j y k (Figura 5.2). Para representar cualquier
vector A en términos de los tres vectores unitarios, primero desplazamos A de modo que su origen
se sittic en el origen de coordenadas, manteniendo su direccién durante el proceso. A continuacién
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B
A \ N

B

(a) (b)C=A+B=B+A

FIGURA 5.1 Suma de dos vectores.

determinamos las proyecciones de A en los ejes z, y y 2: Az, Ay y A,. Usando la definicién de
suma de vectores, se deduce que (Figura 5.2)

A=A+ A+ Ak (5.17)*

Para especificar A, es suficiente con dar sus tres componentes: (A;, Ay, A,). Por tanto, podemos
definir un vector en el espacio tridimensional como un conjunto ordenado de tres nimeros.

Dos vectores A y B son iguales si y sélo si sus componentes correspondientes son iguales:
Ay =B, Ay = By y A, = B;. Por tanto, una ecuacién vectorial es equivalente a tres ecuaciones

escalares.
Para sumar dos vectores analiticamente, sumamos sus componentes correspondientes:

A+B=A,i+Aj+ A.k+ Bii+ B,j+ B.k

A+B=(4,+ Bz)i + (Ay + By).] + (A, + Bz)k (5.18)*

z

A, :

s/

ki

> : Ay
A, : 5 y
i ;
___________________________________ i
X

FIGURA 5.2 Vectores unitarios i, j, k y componentes de A.
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Ademds, si ¢ es un escalar, entonces
cA = cAzi+ cAyj+cAk (5.19)*

La magnitud A de un vector es su longitud y es, por tanto, un escalar. A menudo se utiliza
la notacién |A| para representar la magnitud de A.
El producto escalar, A - B, de dos vectores se define como

A-B=|A|Bjcos§ =B-A (5.20)*

donde € es el angulo que forman los dos vectores. El producto escalar es un producto de tres
magnitudes escalares, luego es un escalar. Nétese que |A|cos 8 es la proyeccién de A sobre B. De
la definicién de la suma vectorial, obtenemos que la proyeccién del vector A 4 B sobre otro vector
C es la suma de las proyecciones A y B sobre C. Asi pues,

(A+B)-C=A-C+B-C (5.21)

Puesto que los tres vectores unitarios i, j y k tienen longitud unidad y son perpendiculares entre
si, tenemos

iri=jj=k-k=cos0=1, i‘j=j-k=k-i=cos(n/2)=0 (5.22)
Utilizando la Ecuacién (5.22), y la propiedad distributiva (5.21) tenemos
A-B=(A;i+ A )+ Ak) (B,i+ Byj+ B.k)
A-B=A,B,+A,B,+ A.B, (5.23)*

donde seis de los nueve términos del producto escalar son cero.
Consideremos el producto escalar de un vector por si mismo. De acuerdo con la Ecuacion
(5.20), tenemos

A-A=|AP (5.24)*
y utilizando la Ecuacién (5.23), nos queda, por tanto
|A| = (A2 + A2 + AHL/? (5.25)*

Para vectores tridimensionales existe otro tipo de producto. El producto vectorial A x B es
un vector cuya magnitud es

|A x B| = |A||B|send (5.26)

AXxB

FIGURA 5.3 Producto vectorial de dos vectores.
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y cuya direccién es perpendicular al plano definido por A y B de tal modo que A, By A x B
formen un sistema a derechas (al igual que los ejes z, y y 2). (Véase Figura 5.3.) A partir de esta
definicion, se obtiene que

BxA=-AxB (5.27)
Puede demostrarse también que ( Taylor y Mann, Seccién 10.2)
AxB+C)=AxB+AxC (5.28)
Para los tres vectores unitarios, tenemos
ixi=jxj=kxk=sen0=0
ixj=k, jxi=-k, jxk=1i kxj=-i, kxi=j, ixk=—j
Utilizando estas ecuaciones y la propiedad distributiva (5.28), encontramos
AxB=(A4;i+A4,j+ Ak) x (B,i+ Byj+ B:k)
AxB=(4,B, - A,B))i+ (A.B, — A, B.)j + (A, B, — A,B.)k

Como regla mnemotécnica, podemos expresar el producto vectorial como un determinante
(véase Seccibn 8.3):

i j k

A . ) A, A

AxB=|4, A, A, =i|Y J|—-il3, k|t Y 5.29

B, Bz B, By B ! Be B Be By 029
Definimos el operador vectorial nabla como
0 0 0

V=i—+j— +k=— 5.30)*

oz ik Oy * 0z ( )

De acuerdo con la Ecuacién (3.23), el operador para el vector momento lineal es p = —ihV.

El gradiente de una funcién g(z,y, z) se define como el resultado de hacer actuar el operador
nabla sobre la funcién:
dg dg dg
rad g(z,y,2) = Vyg(z,y,2) =i~ +j— + k== 5.31)*
gg(y)g(y)@xJ@y 3 (5.31)
El gradiente de una funcién escalar es una funcién vectorial. El vector Vg(z,y, z) representa la
velocidad de cambio espacial de la funciéon g. La componente z de Vg es la velocidad de cambio
de g en la direccién = (v de modo similar para las otras dos componentes). Puede demostrarse que
el vector Vg apuunta en la direccién en la cual la velocidad de cambio de g es maxima. Segiin la
Ecuacién (4.26), la relacién entre la fuerza y la energia potencial es

ov. LoV oV
or oy "oz

Supongamos que las componentes de un vector son, cada una de ellas, funciones de algiin
pardmetro t: A, = A.(t), A, = A,(t) y A, = A,(¢). Definimos la derivada del vector con respecto
a t de la forma

F=-VV(z,y,2) = —i (5.32)

dA _ . dA, . dA,

dA
_ — +j =YL+ k==
dt dt dt dt
La notacién vectorial es una forma conveniente de representar las variables de una funcién.
La funcién de onda de un sistema de dos particulas pucede eseribirse como (1,1, 21, T2, Y2, 22)-
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Siry es el vector que va desde el origen hasta la particula 1, entonces r; tiene las componentes
z1, Y1, 21 ¥ la especificacién de r; equivale a la especificacion de las tres coordenadas z1, y1, 21.
Esto es valido también para el vector ro, que va desde el origen hasta la particula 2. Por tanto
podermnos escribir la funcién de onda como ¥ (ry,r2). La notacién vectorial se utiliza algunas veces
en integrales. Por ejemplo, la integral de normalizacién sobre todo el espacio en la Ecuacién (3.57)
se escribe a menudo de la forma [ --- [ |¥(ry,- -+ ,r,,8)|%dr; - - - dry,.

Vectores en el espacio n-dimensional. Para muchos propdsitos, es util generalizar la
definicién de vector a mas de tres dimensiones. Un vector A en el espacio tridimensional puede
definirse mediante su magnitud |A| y su direccién, o mediante sus tres componentes (A, A,, A,)
en el sistema de coordenadas cartesianas. Por tanto, podemos definir un vector tridimensional
como un conjunto de tres nimeros reales ordenados (A4,, 4,, A.). Un vector B en un “espacio”
vectorial n-dimensional (algunas veces llamado hiperespacio), se define como un conjunto ordenado
de n numeros reales (By, By, -+, B,,), donde By, Ba,---, B, son las componentes de B. No debe
preocuparnos que no podamos visualizar los vectores en un espacio n-dimensional.

Las variables de una funcion se denotan frecuentemente usando la notacién vectorial n-dimensio-
nal. Por ejemplo, en lugar de escribir la funcién de onda de un sistema de dos particulas de la
forma +(ry ,r2), podemos definir un vector de seis dimensiones q cuyas componentes sean g, = x1,
G2 = Y1, 3 = 21, Q4 = Ty, 5 = Y2, g = 22, vy escribir la funcién de onda de la forma ¥(q).
Para un sistema de n-particulas, podemos definir q como un vector con 3n componentcs y escribir
la funcién de onda de la forma (q) y la integral de normalizacidn sobre todo el espacio como
J w(a))*dq.

En los métodos tedricos de determinacién de geometrias de equilibrio moleculares, se utilizan
vectores n-dimensionales (Seccién 15.11). El resto de esta seccién es de interés s6lo para lo expuesto
en la Seccién 15.11, y no es necesario leerlo hasta que aquélla se estudie.

Dos vectores n-dimensionales son iguales si sus correspondientes componentes son iguales:

B=C,siysdlosi By = Cy, Bo = (Cs,---, B, = (. Asi, en el espacio n-dimensional, una
ecuacion vectorial equivale a n ecuaciones escalares. La suma de dos vectores n-dimensionales B
y D se define como el vector (By + Dy, Bs + Do, -+, B, + D;,). La diferencia se define de forma
similar. El vector kB se define como el vector (kBy,kBa,--- ,kB,), donde k es un escalar. En

el espacio tridimensional los vectores kA, con k > 0, caen todos en la misma direccién. En el
espacio n-dimensional, los vectores kB caen todos, también, en la misma direccién. Del mismo
modo que los nimeros (A,, Ay, A;) definen un punto en el espacio tridimensional, los nimeros
(By, By, -+, B,) definen un punto en el espacio n-dimensional.

La longitud (o magnitud o norma euclidea) |B| (algunas veces denotada ||B||) de un vector
real n-dimensional se define de [a forma

|B| = (B-B)Y/? = (B} + B} +--- + B2)!/?

Un vector de longitud 1 se dice que estd normalizado.
El producto interno (o producto escalar) B - G de dos vectores reales n-dimensionales B
y G, se define como el escalar

B'GEB1G1+B2G2+'-'+BNGH

Si B:G = 0, se dice que los vectores B v G son ortogonales. El coseno del dngulo # formado
por dos vectores n-dimensionales B y C se define, como en la Ecuacién (5.20), de la forma cosf =
B - C/|B||C|. De acuerdo con esta definicién, se demuestra que cos§ toma valores entre —1 y 1.
En el espacio tridimensional, los vectores unitarios i = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1) son
perpendiculares entre si. Ademds, cualquier vector puede expresarse como una combinacién lineal
de estos tres vectores [Ecuacién (5.17)]. En el espacio vectorial real n-dimensional, los vectores
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unitarios e; = (1,0,0,---,0),e2 = (0,1,0,---,0),---, e, = (0,0,0, - -, 1) son ortogonales entre si.
Puesto que el vector n-dimensional B es igual a Bye; + Bses + --- +B,e,, cualquier vector real
n-dimensional puede expresarse como una combinacion lineal de los n vectores unitarios e;, es, .. .,
e,. Se dice, por tanto, que este conjunto de n vectores forma una base en el espacio vectorial real
n-dimensional. Puesto que los vectores e;, es, - - -, e, son ortogonales y estan normalizados, forman
una base ortonormal del espacio vectorial real. El producto escalar B - e; da la componente de B
en la direccion del vector de base e;. Un espacio vectorial tiene muchos conjuntos de base posibles.
Cualquier conjunto de n vectores reales linealmente independientes puede utilizarse como base del
espacio vectorial real n-dimensional.

Un vector tridimensional puede especificarse mediante sus tres componentes o mediante su
longitud y su direccién. La direccién puede especificarse dando los tres angulos que forma el vector
con las mitades positivas de los ejes z, y y z. Estos angulos son los dngulos directores del vector
y varian entre 0° y 180°. El angulo director del eje z queda, sin embargo, fijado al especificar los
otros dos dngulos directores, de manera que solo son independientes dos angulos directores. Un
vector tridimensional puede, pues, especificarse dando su longitud y dos de sus dngulos directores.
De modo andlogo, en el espacio n-dimensional, los dngulos directores que forma un vector con cada
vector unitario ej,es, - --,e,, pueden determinarse utilizando la formula dada anteriormente para
el coseno del dngulo que forman dos vectores. Un vector n-dimensional puede especificarse de este
modo mediante su longitud y n — 1 dngulos directores.

El gradiente de una funcién de tres variables se define como indica la Ecuacién (5.31). El gra-
dienteV f de una funcién f(q1, 92, - ,q¢,) de n variables, se define como el vector n-dimensional
cuyas componentes son las primeras derivadas parciales de f:

Vi=(0f/0m)er + (0f/9q2)ez + - - + (0f/Fqn)en

Hemos considerado espacios vectoriales reales n-dimensionales. La formulacién de Dirac de la
mecanica cuantica utiliza espacios vectoriales complejos de dimensién infinita, cuyo tratamiento
omitimos.

MOMENTO ANGULAR DE UN SISTEMA DE UNA PARTICULA

En la Seccién 3.3 determinamos las funciones propias y los valores propios del operador momento
lineal p,. En esta seccién abordamos el mismo problema para el momento angular de una particula.
El momento angular es importante en mecdnica cudntica de la estructura atémica. Comenzamos
revisando la mecanica clasica del momento angular.

Mecanica clasica del momento angular de una particula. Consideremos una particula
de masa m en movimiento. Trazamos un sistema de coordenadas cartesianas fijo en el espacio y
llamamos r al vector que va desde el origen hasta la posicién instantdnea de la particula. Tenemos

r=iz+jy+kz (5.33)

donde z, y y z son las coordenadas de la particula en un instante dado. Estas coordenadas son
funciones del tiempo. Definiendo el vector velocidad v como la derivada temporal del vector de
posicién, tenemos (Seccién 5.2)

dz dy dz
= 24 - .34
vER T G i u TG (5:34)

ve =dz/dt, v, =dy/dt, v,=dz/dt
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Definimos el vector momento lineal de la particula p mediante
p=mv (5.35)*

Do = MUy, Py = MYy, P, = MU, (5.36)

El momento angular L de la particula con respecto al origen de coordenadas se define en
mecénica cldsica de la forma

L=rxp (5.37)*
i J k
L=|z vy =z (5.38)
Pz Py D=
Ly =yp. — Z Py, Ly = ZPg — TPz, L, = TPy — YDz (5'39)

donde se ha utilizado la Ecuacién (5.29). L,, L, y L. son las componentes de L a lo largo de los
ejes z, y y z. El vector momento angular L es perpendicular al plano definido por el vector de
posicién de la particula r y su vector velocidad v. (Figura 5.4).

El torsor T que actia sobre una particula se define como el producto vectorial de r por la fuerza
F que actia sobre la particula: 7 = rxF. Se demuestra facilmente que (Halliday y Resnick, Seccién
12.3) 7 = dL/dt. Cuando no actda ningin torsor sobre la particula, la velocidad de cambio de
su momento angular es cero, es decir, su momento angular es constante (o se conserva). Para un
planeta que gira alrededor del Sol, la fuerza gravitacional tiene direccién radial. Puesto que el
producto vectorial de dos vectores paralelos es cero, no actia ningin torque sobre el planeta y su
momento angular se conserva.

Operadores momento angular orbital para una particula. Vamos ahora con el trata-
miento mecanocuantico. En mecanica cudntica hay dos tipos de momento angular, el momento
angular orbital, que proviene del movimiento de la particula a través del espacio, y que es el
andlogo de la magnitud mecanoclésica L, y el momento angular de espin (Capitulo 10), que es
una propiedad intrinseca de muchas particulas microscépicas y que no tiene analogo mecanoclasico.
Por el momento, consideramos solamente el momento angular orbital. Construimos los operadores
mecanocudnticos para las componentes del momento angular orbital de un particula reemplazando

FIGURA54 L =r x p.
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las coordenadas y los momentos en las ecuaciones clasicas (5.39) por sus correspondientes opera-
dores [Ecuaciones (3.21)-(3.23)]. Obtenemos asi

. 3] 0
. 3] 0
X o 0 )

(Puesto que §p, = p.y, etc., no se presentan problemas de no conmutatividad al construir estos
operadores.) Utilizando

PP=|LP=L-L=02+L2+L2 (5.43)

podemos construir el operador para el cuadrado del médulo del momento angular a partir de los
operadores dados por las Ecuaciones (5.40) a (5.42).

Puesto que las relaciones de conmutacién determinan a qué magnitudes fisicas se pueden asignar
simultdneamente valores definidos, investigamos esas relaciones para el momento angular. Haciendo
actuar el operador ﬁy sobre una funcién dada f(z,y,z), obtenemos

y operando sobre esta ecuacién con L, nos queda

o , [ Of & f 9 f 0% f > f
L = —n?(y2l — Yz — 22 .
oLt L (y Ox +yz oz0r Vo2 C Oyor + Zx3y8z> (5.44)
De modo andlogo,
of of
Lof=— SRy A
f L (y 8z~ 8y>
5 2 *f *f f  of o f
I =12 e —ry— rt .
vbof h (Zyaxaz ? 0xoy i 022 + Tay + xz3z8y> (5.45)
Restando la Ecuacion (5.44) de la (5.45), obtenemos
S 9f  af
— — 2 - -
L,L,f—LyL,f h (yax x8y>
[Le, Ly] = ihL, (5.46)
donde hemos usado relaciones del tipo
f _ &f .
0z0r  0z0z (5.47)

que son validas para funciones que se comportan bien. Podriamos utilizar el mismo procedimiento
para obtener los conmutadores [iy,liz] y [ﬁz,liz], pero podemos ahorrar tiempo reparando en
cierto tipo de simetria que presentan las Ecuaciones (5.40) a (5.42). Se entiende por permutacion
ciclica de x, y y z el cambio de « por y, y por z, y z por &. Si realizamos una permutacién ciclica
en ﬁz obtenemos iy, si la realizamos en iy obtenemos ﬁz y si la hacemos en Ez obtenemos Iiw.
Asi, realizando dos permutaciones ciclicas sucesivas en la Ecuacién (5.46), obtenemos
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[Ly, L] =ihls, [L.,Ls] =ihL, (5.48)

Evaluemos ahora los conmutadores de L? con cada uno de sus componentes usando las identi-
dades de conmutadores dadas en la Seccién 5.1:

(L2, L,]

I
o

(5.49)*

Puesto que una permutacidn ciclica de z, y y z deja la expresién 2 = ig + ﬁz + ﬁi inalterada, si
realizamos dos de dichas permutaciones en la Ecuacién (5.49), obtenemos

[L%,L,] =0, [L2,L.]=0 (5.50)*

JA cuéles de las magnitudes L2, L., L,y L., se pueden asignar simultdneamente valores de-
finidos? Puesto que L? conmuta con cada uno de sus componentes, podemos especificar valores
definidos para L? y para una cualquiera de sus componentes. Sin embargo, ninguna pareja de
componentes de L conmutan entre si, de modo que no podemos especificar més de una compo-
nente simultdneamente. (Hay una excepcién a este enunciado de la que hablaremos enseguida.)
Es habitual tomar L, como la componente del momento angular que se especifica, junto con LZ.
Nétese que al fijar L? = |L|? no especificamos el vector L, sino solamente su médulo. La especi-
ficacién completa de L implicar fijar simultdneamente cada una de sus tres componentes, lo que
normalmente no puede hacerse. En mecdnica clisica, cuando el momento angular se conserva, cada
una de sus tres componentes tiene un valor definido. En mecdnica cudntica, cuando el operador
momento angular se conserva, s6lo es posible especificar su magnitud y una de sus componentes.

Podriamos intentar determinar los valores propios y las funciones propias comunes de los ope-
radores L2 y L, usando las expresiones para estos operadores en coordenadas cartesianas. Sin
embargo, encontrariamos que las ecuaciones en derivadas parciales que se obtienen no son separa-
bles. Por esta razoén, realizamos una transformacién a coordenadas polares esféricas (Figura
5.5). La coordenada r es la distancia desde el origen al punto (z,y, z); el dngulo 8 es el que forma
el vector r con la parte positiva del eje z; y el dngulo ¢ es el que forma la proyeccion del vector r
en el plano zy con la parte positiva del eje z. (En los libros de matemaéticas suelen intercambiarse
los dngulos 8 y ¢.) Usando las correspondientes relaciones trigonométricas, se obtiene

2z = rsenfcos ¢, y = rsenfsen ¢, z =rcosf (5.51)
2 _ 2 2 2 _ Z _
rt=2x"+y° + 2%, cosf = @ r oyt tan¢ = y/x (5.52)

Para transformar los operadores momento angular a coordenadas polares esféricas, hemos de
expresar las derivadas parciales 8/8z, 8/0y y /0% en esas coordenadas. [Esta transformacién
puede omitirse, si se desea, y continuar leyendo a partir de la Ecuacién (5.64)]

Para realizar esta transformacién, usamos la regla de la cadena. Supongamos que tenemos una funcién
de r, 8y ¢: f(r,0,¢). Efectuemos un cambio de las variables independientes de f definido por la
relaciones
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r=r(z,y,2), 60=0(zy2), ¢=2e¢(y72)
La funcién f pasa a depender de ¢, y y z como sigue:
flr(z,y,2),6(2,y,2), bz, y, 2)] = 9(z,y, 2)
Por ejemplo, supongamos que f(r,8,$) = 3rcos§ + 2 tan® ¢. Utilizando las Ecuaciones (5.52), obtene-
mos g(z,y,2) = 3z + 24’z %

La regla de la cadena nos dice c6mo estdn relacionadas las derivadas parciales de g(z,y, z) con las
de f(r,0,¢). Concretamente, tenemos

()-8, (5 -0, () -, (), oo
#).-3.6). G0 @6, o
@), (L3, (), (), (.6, e

Para convertir estas expresiones en ecuaciones de operadores, eliminamos las funciones f y g, con lo

que obtenemos

a _ [or a a6 a d¢ %)

% (m)y,z ar t (m)y,z 26+ (6:5 )y,z 29 (5.56)
y ecuaciones similares para /3y y 3/0z. La tarea ahora es evaluar las derivadas parciales tales como

(0r/0z)y,.. Tomando la derivada parcial de la primera de las Ecuaciones (5.52) con respecto a z, y
manteniendo constantes y y z, obtenemos

2r (@) = 2z = 2rsenfcos ¢
oz ), .

or
(al’l = sen fcos ¢ (5.57)

Derivando r? = z? 4+ y? + 2 con respecto a y y con respecto a z, nos queda

or or
(6—1})%2 = sen @ sen ¢, (6—Z)Ty =cosf (5.58)

FIGURA 5.5 Coordenadas polares esféricas.
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A partir de la segunda de las Ecuaciones (5.52), obtenemos

_ 9N _ _zz
sen ax - = 7_3

(@) _ cosfcos¢ (5.59)
or T
y,2
y también
29 _ cos@semp, (@ _ _senf (5.60)
oy o r Oz oy r
Usando tan ¢ = y/z, obtenemos
¢ __sen¢ J¢ _ cos¢ d¢ _ c
(am)w " rsenf’ <8y vz " rsenf’ Dz o =0 (5.61)

Sustituyendo las Ecuaciones (5.57), (5.59) y (5.61) en la Ecuacién (5.56) nos queda

J ., 0  cosBeosg I ‘.sen¢> K .
oz o Gcosqﬁar + T 90 rsenf d¢ (5.62)
De un modo analogo,
o _ ‘ O | cosbseng & | cos¢ O
gy = Sembsend ot 5t rsend 90 (5.63)
a a senf 0
e COSGE - (5.64)

Disponemos finalmente de todo lo necesario para expresar las componentes del momento angular
en coordenadas polares esféricas. Sustituyendo las Ecuaciones (5.51), (5.63) y (5.64) en la (5.40),
nos queda

R . 0 senf O
L, = —ih [r senf sen ¢ (COSQE — T%)
d cosfseng O cos¢ 0
—rcosﬁ(senﬁsenqbg%— £+rsen0%)}
L, =ih( sen (;5& + cot fcos (;Si (5.65)
o 00 190) )
Obtenemos también
L, = —ih | cos (;5—(2 —cot ¢ qﬁg (5.66)
y = il | cosdoy sen 9 5.
- 0
Lz = —th— .
Zh@qﬁ (5.67)

Elevando al cuadrado cada uno de los operadores L, ﬁy y L., y sumandolos, construimos el
operador L? [Ecuacién (5.43)]. El resultado es (Problema 5.16):

N o 1 o
2= K3 — - 4
L (ae2 T eotbas + eng a¢2)

Aunque los operadores momento angular dependen de las tres coordenadas cartesianas z, y y
z, s6lo son funcién de las dos coordenadas polares esféricas 8 y ¢.

(5.68)
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Valores propios y funciones propias del momento angular orbital de una particula.
Determinemos ahora las funciones propias comunes de los operadores L2 y L., alas que llamaremos
Y. Como estos operadores dependen solamente de 8 y de ¢, Y serd una funcién de estas dos
coordenadas: Y = Y (0, ¢). (Por supuesto, como los operadores son lineales, podemos multiplicar
Y por una funcién arbitraria de r, y seguird siendo funcién propia de L? y de IA/Z.) Hemos de
resolver las ecuaciones

LY (8,9) = bY (6, ¢) (5.69)
L*Y (8, ¢) = ¢Y (6, ¢) (5.70)

donde b y ¢ son los valores propios de L. y de L2. Usando el operador L., tenemos
—iﬁé%Y(H,gb) =bY (0, 9) (5.71)

Puesto que el operador que aparece cn esta ecuacién no contiene el angulo 8, podemos intentar
separar las variables escribiendo

Y(6,6) = S8)T(9) (5.72)
La Ecuacién (5.71) se transforma en
., 0
—m% [S(OT ()] = bS(O)T ()
—mS(a)%ff) = bS(O)T(0)
dT(g) _ib
(o)~ n"
T(¢) = Ae™®/h (5.73)

donde A4 es una constante arbitraria:

. Es T admisible como funcién propia?. La respuesta es no, ya que no es, en general, una funcién
monoevaluada. Si anadimos 27 a ¢, nos encontramos en el mismo punto del espacio, y T no debe
cambiar cuando esto ocurra. Para que T sea monoevaluada, hemos de imponer la restriccién

T(¢+2m)=T(p)
Aeibd/h gib2m/h _ goibd/h
i =1 (5.74)
Para que se cumpla la relacién e’® = cosa +isena = 1, hemos de tomar a = 27m, donde
m=0, %1, £2,4 -
La Ecuacién (5.74), por tanto, da
2nb/h = 2mm
b= mh, m=---—2,—-1,0,1,... (5.75)

y la Ecuacién (5.73) queda como sigue

T(¢) = Ae"™®,  m=0,£1,£2,... (5.76)
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Los valores propios de la componente z del momento angular estan pues cuantizados.

La constante 4 se fija normalizando la funcién 7. Consideremos primero la normalizacién
de una funcién dada F' que depende de r, 8 y ¢. Los intervalos de variacion de las variables
independientes son (véase Figura 5.5)

0<r<oo, 0<O<m, 0<p<2r (5.77)*

El diferencial de volumen infinitesimal en coordenadas polares esféricas ( Taylor y Mann, Seccién
13.9), es

dr = r*sen @dr df do (5.78)*

Esta expresién da el volumen de una regién del espacio infinitesimal en el que las coordenadas
polares esféricas varfan entre r y r +dr, 0 y 8 +df, y ¢ y ¢ + d¢. La condicién de normalizacién
para F' en coordenadas polares esféricas es, por tanto,

/000 Mﬂ V:ﬂ |F2(r,6, )| d¢] sen 049] ridr =1 (5.79)

Si F resulta tener la forma

F(r,0,¢) = R(r)S(0)T(¢)

entonces, utilizando la identidad integral (3.74), se obtiene para la Ecuacién (5.79)

o0 T 2n
R? 24 S?%(6 6do T?(¢)| dop =
/0 |R2(r)] r r/0| (6)] sen / IT2(8)] dé = 1

y es mas cémodo normalizar cada término de F' por separado

[s] kol 2
/ |R?|r2dr = 1, / |S?| senfdf = 1, / |T%|d¢ =1 (5.80)
0 0 0

(Hicimos lo mismo con las funciones de onda de la particula en la caja tridimensional.) Por tanto,

2

27
/ (Ae™)" AeimPdp =1 = [A] [ dg
0 0
|A| = (2m) 1/

1 .

_ ime¢ _

— M gy =0,41,42, ... 5.81
or (5.81)
Resolvamos ahora la ecuacién L2Y = ¢V [Ecuacién (5.70)] para obtener los valores propios c

de L2. Utilizando las Ecuaciones (5.68) para L?, (5.72) para Y, y (5.81), obtenemos

—h? ( > + cotf— 0 + #8—2 ' S(H)Leim‘” _cS(G)Leim"’
5672 90 ' sen2 8¢ NoTs B Vor

d*S ds m? c
T ot - 5= - 82
a7 " g " sen2d n (82

T(9)

Para resolver la Ecuacién (5.82) hay que llevar a cabo ciertas manipulaciones tediosas que pueden
omitirse si se desea, continuando la lectura por la Ecuacién (5.91). Primero, por conveniencia, se
realiza un cambio de variable independiente mediante la sustitucién



Seccion 5.3 Momento angular de un sistema de una particula 109

w = cos 6 (5.83)

Esto transforma la funcién S en una funcién nueva de w:

S(68) = G(w) (5.84)
La regla de la cadena proporciona
ds _dGdw _ _  gdG _ _ _ py2dG
@ dwds - g, =o)L (5:89)

Para calcular d°5/df* usamos el dlgebra de operadores

d _ - wz)l/Z%

5=
%22 =(1- w2)1/2%(1 - wQ)l/Q%
% =(1- wQ)dd—; +(1—w?)?/? (%) - wQ)_l/Q(—M)%

Usando las Ecuaciones (5.86) y (5.85), y la relacién cot = cos§/send = w/(1 — w?)'/?, llegamos
a la siguiente expresién para la Ecuacién (5.82)
d’G dG  [c m’
l—w)o—s 22—+ | — ——
( )dw2 Vdw [hz 1—w?
El intervalo de variacién de w es —1 < w < 1.
Para obtener una relacién de recurrencia de dos términos al tomar una solucién en serie de poten-
cias, hemos de realizar el siguiente cambio de variable dependiente

] G(w) =0 (5.87)

G(w) = (1 —w?)™/?H(w) (5.88)

Derivando esta ecuacién, calculamos G' y G, y, después de dividir por (1 — w?)'™/2, la Ecuacién
(5.87) se transforma en

(1 —w’)H" — 2(|m| + DwH' + [ch™> — |m| (|m| + 1)]H =0 (5.89)

Probamos ahora con una solucién en serie de potencias para H:

H(w) = Zajwf (5.90)

Derivando [compérese con las Ecuaciones (4.38) a (4.40)], obtenemos

H(w) = Zjajw];l
=0

oo

H"(w) =3 _j(j = Dagw ™" =3 (7 + 2)(j + Dajraw’

j=0

Sustituyendo estas series de potencias en la Ecuacién (5.89), se obtiene, después de combinar las
sumas

S [G+2G +Dajee + (=3° =5 = 2ml i + =5 = |m* = m]) a;] w’ = 0
7=0
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Igualando a cero el coeficiente de w?, obtenemos la relacién de recurrencia
]

G+ mD G+ Iml+1) - ¢/R]
e G+ +2)

Como en el caso del oscilador arménico, la solucién general de la Ecuacién (5.89) es una com-
binacién lineal arbitraria de una serie de potencias pares (cuyos coeficientes quedan determinados
conociendo ap) y una serie de potencias impares (cuyos coeficientes quedan determinados cono-
clendo a;). Puede demostrase que la serie infinita que define la relacién de recurrencia (5.91) no
da funciones de onda que se comporten bien. [Muchos textos sefialan que la serie infinita diverge
en w = 1. Sin embargo, ésta no es razén suficiente para rechazar la serie infinita, ya que las
funciones propias pueden ser cuadraticamente integrables, incluso valiendo infinito en dos puntos.
[Para un estudio mas cuidadoso, véase M. Whippman, Am. J. Phys., 34, 656 (1966).] Por tanto,
como en el caso del oscilador arménico, debemos truncar una de las series de manera que el ltimo
término sea apw®, y eliminar la otra serie haciendo que ag 0 a; sean iguales a cero, segiin que k
sea par o impar.

Igualando a cero el coeficiente de ax en la Ecuacién (5.91), obtenemos

a; (5.91)

c=hk+m)E+|ml+1), k=0,1,2,... (5.92)

Puesto que |m| toma los valores 0, 1, 2,..., la cantidad k + |m| toma los valores 0, 1, 2,....
Definimos por tanto el nimero cuantico [ de la forma

L=k +|m| (5.93)

con lo que los valores propios del cuadrado del médulo del momento angular viene dados por

c=1(1+1)h?, 1=0,1,2,... , (5.94)

El médulo del momento angular orbital de la particula es

IL| = [I(l + 1)]'/?h (5.95)

La Ecuacién (5.93) indica que |m| <; asi, los valores posibles que puede tomar m son

m=—1,—l+1,-1+2,..,-1,0,1,.,1—2,1—-1,1 (5.96)

Examinemos las funciones propias del momento angular. De acuerdo con las Ecuaciones (5.83),
(5.84), (5.88), (5.90) y (5.93), el factor theta de las funciones propias viene dado por

I—|m|
Si.m(8) = sen!™lg Z a;jcos’6 (5.97)
J=1,3,...
8" j=0,2,...
donde la suma se extiende sobre los valores pares o los impares de j, segin que ! — |m| sea par
o impar. Los coeficientes a; satisfacen la relacién de recurrencia (5.91), que, usando la Ecuacién
(5.94), puede reescribirse de la forma
i+ |m) (7 +m|+1) -1l +1
i GGl 1) 104 1) 5.98)
G+ D0 +2)
Las funciones propias de L2 y L. vienen dadas, de acuerdo con las Ecuaciones (5.72) y (5.81),
por

- L

ms,,m(e)e“w (5.99)*

Y-]m(& ¢) = Sl77TL(9)T(¢)
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EJEMPLO Determine Y;™(6,¢) v los valores propios de L? y de L., para (a) I =0,y (b) [ = 1. (a)
Para I = 0, la Ecuacién (5.96) da m = 0, y la Ecuacién (5.97) queda como sigue

5070(0) = ap (5100)

La condicién de normalizacién (5.80) da

/7r |af| sen6df =1 = 2 |ag]
0

|ao| —9-1/2

v segin la Ecuacién (5.99), nos queda

0 1 .
Yy (6, 9) = T (5.101)

[Evidentemente, la funcién (5.101) es una funcién propia de los operadores L?, Ly, L, y L. —Ecuaciones
(5.65) a (5.68)—] Para | = 0, la funcién propia no depende de los dngulos; se dice que para | = 0 las
funciones propias tienen simetria esférica.

Para | = 0 y m = 0, las Ecuaciones (5.69), (5.70), (5.75) y (5.94) dan los valores propios siguientes:
¢ = 0 para el operador L2, v b = 0 para el operador L..

(b) Para I = 1, los valores posibles de m segin la Ecuacién (5.96) son —1,0 y 1. Para |m| =1, la
Ecuacién (5.97) da

S1,41(0) = agsenf (5.102)

El valor de ao en esta funcién no es necesariamente el mismo el mismo que el de la funcién (5.100).
Normalizando, obtenemos

oo 1
1= |a§|/ sen *0 sen 0df = |aj| (1 — w®)dw
0

laol = v3/2

donde hemos realizado la sustitucién w = cos . Asi, 1.+ = (31/2/2) sen 6, y la Ecuacién (5.99) da

v = (3/87) ?senbe™®, ¥ ' =(3/87)?senfe”? (5.103)

Para | = 1y m = 0, la Ecuacién (5.97) da S10 = aicosf. Normalizando, obtenemos Si19 =
(3/2)"/%cos 8, de modo que Y? = (3/4r7)/%cos 6.

Para I = 1, la Ecuacién (5.94) da 2k? como valor propio de L?, para m = —1, 0 y 1, los valores propios

de L., seglin la Ecuacién (5.75), son —h,0 y h, respectivamente.

Las funciones S; ,,,(8) son bien conocidas en matemaéticas, ya que son las funciones asociadas de
l,m ).

Legendre multiplicadas por una constante de normalizacién. Las funciones asociadas de Legendre

P,Im‘ (w) se definen del siguiente modo:

I+ |m|
[m] — _an2\|m|/2 d 2 1\l _
P w) = —2,“(1 w”) yRE (w* — 1), 1=0,1,2,.. (5.104)
y algunas de ellas son
1, .
Po(w) =1 F)(w) = (3w’ = 1)
P(w) =w P} (w) = 3w(l — w?)'/? (5.105)

Plw) = (1 - w?)'/? P} (w) =3 — 3uw?
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TABLA 5.1 S;.(8)

[1=0: So,0 = %\/2_
l=1: S1,0 = %\/écose

Si,41 = % 3send
1=2: S2,0 = i\/m(3cos 2 — 1)

So,.11 = % 15sen Bcos 8
S, 40 = i 15 sen 26

[=3: S3,0 = %\/ﬁ(%cos 30 — cos6)
S3+1 = £V42senf(5cos >0 — 1)
S3,+2 = 3105 sen *Hcos §
Ss+s = £V70sen®f

Puede demostrase que (Pauling y Wilson, pagina 129)

l l— ! Y m
Stm(8) = F;—lg—lﬁ%} P™ (cos8) (5.106)

Las Ecuaciones (5.106) y (5.104) dan la férmula explicita para el factor theta normalizado de las
funciones propias del momento angular. Utilizando la Ecuacién (5.106), construimos la Tabla 5.
en la que se incluyen los factores theta para las primeras funciones propias del momento angular

Las funciones propias de L2 y L, se denominan armdnicos esféricos (o armdnicos de super-
ficie), y, de acuerdo con las Ecuaciones (5.106) y (5.99), vienen dados por

21+il—m|!1/2 " .-
i E—IZJTI;'] Pl| " (cos@)e™? (5.107)

"6.0) = |

La fase de la constante de normalizacién de los armdnicos esféricos es arbitraria (véase la Seccidn
1.7); muchos textos utilizan un convenio para la fase, diferente al de la Ecuacién (5.107). Por
tanto, Y, puede diferir de un texto a otro en un signo menos.

En resumen, las funciones propias y los valores propios del momento angular orbital de una
particula [Ecuaciones (5.69), (5.70), (5.75) y (5.94)] son

L*Y™(6,6) = 11+ DR*Y™(6,6),  1=0,1,2,.. (5.108)*
i/ziflm(ga¢) :mh}/}m(9>¢)v m=-l~l+1,.,[-1,1 (5109)*

donde las funciones propias vienen dadas por la Ecuacién (5.107). Con frecuencia, se utiliza el
simbolo m; en lugar de m para el namero cudntico de L.

Puesto que [ > [m|, el médulo [[(I + 1)]'/2h del momento angular orbital L es mayor que el
médulo |m|h de su componente z, L., salvo cuando I = 0. Si el médulo del momento angular
pudiese ser igual al de su componente z, las componentes z e y del momento angular serian
iguales a cero, y tendriamos especificadas las tres componentes de L. Sin embargo, puesto que
las componentes del momento angular no conmutan entre si, esto no puede ocurrir. La udnica
excepcion es cuando [ es igual a cero. En este caso, el valor propio de |L|* = L2 + L2 + L? es cero
¥y, necesariamente, las tres componentes L,, L, y L, deben tener también valor propio cero. Segin
la Ecuacién (5.12), las incertidumbres en las componentes del momento angular satisfacen

= g \/\P*ﬁz\pd’r

AL, AL, > % ‘/\y*[ﬁz,iy]\ydr (5.110)
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N

FIGURA 5.6 Orientacién de L.

y las dos ecuaciones similares a esta que se obtienen realizando permutaciones ciclicas. Cuando
los valores propios de L., Ly, y L, son cero, L,¥ = 0, L =0y L.w= 0, y los miembros a
la derecha de la Ecuacién (5.110) y las otras dos smulares valen cero, con lo que estd permitido
que AL, = AL, = AL, = 0. ;Qué ocurre entonces con lo dicho en la Seccién 5.1 respecto a que
dos operadores deben conmutar para tener funciones propias simultaneas? La respuesta es que
este teorema se refiere a la posibilidad de tener un conjunto completo de funciones propias de un
operador, que sean funciones propias de otro operador. Asi, incluso si L. y L, no conmutan, es
posible que alguna de las funciones propias de L, (aquéllas con | = m = 0) sea también funcién
propia de L. Sin embargo, es imposible que todas las funciones propias de L. sean también
funciones propias de L.

Como no podemos especificar L, y Ly, el vector L esta situado en cualquier lugar sobre la
superficie de un cono de altura mh cuyo eje es el eje z y cuya generatriz es y/I(l + 1)h (Figura
5.6). En la Figura 5.7 se muestran las orientaciones posibles de L con respecto al eje 2 para el caso
! = 1. Para cada valor propio de L? hay 2I + 1 funciones propias diferentes };", correspondientes
a los 2 + 1 valores de m. Los valores propios de L? estan, pues, 21 + 1 veces degenerados. El
término degeneracion es aplicable a los valores propios de cualquier operador, no sélo a los del
Hamiltoniano. El eje z no tiene, desde luego, nada especial, ya que todas las direcciones del
espacio son equivalentes. Si hubiésemos preferido especificar L? y L, (en lugar de L), habriamos
obtenido para L, los mismos valores propios que hemos encontrado para L.. Sin embargo, es mas
f4cil resolver la ecuacién de valores propios de L, va que el operador L. tiene una forma muy

Van V3h

FIGURA 5.7 Orientaciones de L para [=1.
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sencilla en coordenadas polares esféricas, que contiene solamente el angulo de rotacién ¢ alrededor
del eje z.

EL METODO DE LOS OPERADORES ESCALERA PARA EL MOMENTO ANGULAR

Hemos obtenido los valores propios de L2 y L, expresando estos operadores momento angular
orbital como operadores diferenciales y resolviendo las ecuaciones diferenciales resultantes. Vamos
a demostrar ahora que es posible determinar estos valores propios utilizando solamente relaciones
de conmutacién entre operadores. La formulacién que se desarrolla en esta seccién es aplicable a
cualesquiera operadores que satisfagan las relaciones de conmutacién del momento angular. Con-
cretamente, es aplicable al momento angular de espin (Capitulo 10}, ademds de al momento angular

_orbital.

Hemos empleado el signo L para el momento angular orbital. Ahora, sin embargo, usaremos
el signo M para indicar que vamos a tratar con cualquier tipo de momento angular. Tenemos
tres operadores lineales, Mz, My y ]\Zfz, vy todo los que sabemos sobre ellos es que satisfacen las
relaciones de conmutacién [similares a las dadas por las Ecuationes (5.46) a (4.48)]

[M,,M,] = ihM,,  [M,, M, =ihM,,  [M,,M,]=ihM, (5.111)
Definimos el operador M? como
M? = M2 + M2 + M? (5.112)

Nuestro problema es determinar los valores propios de M2 y de M.

Comenzamos evaluando los conmutadores de M? con sus componentes, usando las Ecuaciones
(5.111) y (5.112). El trabajo es idéntico al que realizamos para obtener las Ecuaciones (5.49) y
(5.50), asi que tenemos

[M? M) = [M? M, = [M? M.]=0 (5.113)

Seglin estas expresiones, podemos tener funciones propias simultaneas de M? y de M,.
A continuacion, definimos dos nuevos operadores: el operador ascendente M,y el operador
descendente M_:

My =M, +iM, (5.114)
M_ =M, —iM, (5.115)

Estos son ejemplos de operadores escalera. En breve aclararemos la razén de esta terminologia.
Investiguemos las propiedades de estos operadores. Tenemos

M, M_ = (M, +iM,)(M, —iM,) = M, (M, —iM,) + iM, (M, — iM,)
= M} —iMy My + iM, M, + M} = M?* — M? +i[M,, M,]
M{M_ = M?— M? + hMM, (5.116)

y, de un modo andlogo hallamos

M_M, = M? - M? — hM, (5.117)
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Para los conmutadores de estos operadores con Mz, tenemos
[My, M,] = [M, +iM,, M| = [M,, M,] +i[M,, M,] = —ihM, — hM,
[M,, M.] = —hM,
MM, =M, M, — hM, (5.118)

donde hemos usado la Ecuacién (5.111). Asimismo, obtenemos

M_M, =M,M_+ hM_ (5.119)

-- Llamando Y a las funciones propias comunes de M? y M., nos queda
M?Y =cY (5.120)
M.Y =bY (5.121)

donde ¢ y b son los valores propios. Haciendo actuar el operador M+ sobre la Ecuacién (5.121),

obtenemos o .
M{M.Y = M bY

Usando la Ecuacién (5.118), y teniendo en cuenta el hecho de que M, es lineal, nos queda
(M, My — EML)Y =bM,Y
M, (M,Y) = (b+ h)(MLY) (5.122)

Esta ultima ecuacién indica que la funcién M+Y es una funcién propia de M, con valor propio
b+ h. En otras palabras, al operar sobre la funcién propia Y con el operador ascendente M+, la
funcién Y se convierte en otra funcién propia de Mz, con un valor propio igual al valor propio de Y
mas hi. Si aplicamos ahora el operador ascendente a la Ecuacién (5.122), y utilizamos la Ecuacién
(5.118) de nuevo, obtenemos, de un modo similar,

M. (M2Y) = (b+ 2R)(M2Y)
La aplicacion reiterada del operador ascendente da

M (MYY) = (b+kR)(MEY)  k=0,1,2,.. (5.123)

- Si hacemos actuar el operador descendente sobre la Ecuacién (5.121) y aplicamos la Ecuacién
(5.119), encontramos, del mismo modo,

M, (M_Y)=(b—h){M_Y) (5.124)
M,(M*Y) = (b— kR)(M*Y) (5.125)

Asf pues, utilizando los operadores ascendente y descendente sobre la funcién propia con valor

propio b, generamos una escalera de valores propios que difieren de escalén en escalén en la cantidad
h:

. b—2h, b—h, b, b+h,  b+2h ...

Las funciones MiY son funciones propias de M, con valores propios b=+ kfi [Ecuaciones (5.123)

a (5.125)]. Demostramos ahora que estas funciones son también funciones propias de M2, todas
ellas con el mismo valor propio c:

M. MEY = (b+ kR)MEY (5.126)
MMEY =MbY, k=0,1,2,.. (5.127)
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Para probar la Ecuacién (5.127), demostramos primero que M? conmuta con My y con M_:

[NI2, M) = [M?, M, +iM,) = [M? M,) +i[M? M,)=0£0=0
Tenemos también
[M27Mi] = [MZ,Mi]Mi + Mi[MQ,Mi] =04+0=0
y por induccién
(M2 MY =0 6 M2ME=MEM?, k=0,1,2,.. (5.128)
Si operamos con M% sobre la Ecuacién (5.120) y utilizamos la Ecuacién (5.128), obtenemos
MEAPY = MEey
MA(MEY) = c(MEY) (5.129)
que es lo que queriamos demostrar. R
A continuacién, demostramos que la serie de valores propios generados por M, utilizando los

operadores escalera, debe estar acotada. Para la funcién propia particular Y con valor propio de
M, igual a b, tenemos

M.Y = bY

y para el conjunto. de valores propios y funciones propias generados por los operadores escalera
escribimos ’

M.Y) = bpYs (5.130)

donde
Y, = MY (5.131)
b = b+ kh (5.132)

(La aplicacién de My o M_ destruye la normalizacién de la funcién propia Y, por lo que las
funciones propias Y no estan normalizadas. Para la constante de normalizacién, véase Problema
10.20). R
Operando sobre la Ecuacién (5.120) con M, obtenemos
M2V = by M. Yy
MY, = biY;, (5.133)

Restando ahora la Ecuacién (5.127) a la (5.133) y utilizando las Ecuaciones (5.131) y (5.112), nos
queda

M?Y, — M2Y) = cY}, — b2Y;
(M7 + MYy, = (c - b)Y (5.134)

El operador Mf + Mj representa una magnitud fisica no negativa, y tiene, por tanto, valores
propios no negativos. (Esto se demuestra en el Problema 7.7.) La Ecuacién (5.134) implica pues
que ¢ — b2 >0, y que c'/2 > |by|. Asi,

/2> by > —cl/?, E=0,+1,%2, ... (5.135)
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Puesto que ¢ permanece constante conforme cambia k, la Ecuacién (5.135) muestra que el
conjunto de valores propios by estd acotado superior e inferiormente. Llamemos by,4¢ ¥ bmin @ los
valores mdximo y minimo de bg, y sean Y4 € Yinin las funciones propias correspondientes:

szméx = bmaxYmax (5'136)
MzYmin = bminYmin (5-137)
Operemos ahora sobre la Ecuacién (5.136) con el operador ascendente, y utilicemos la Ecuacién
(5.118):
M+M2Yméx = bméxM-i-Yméx
M(M4 Yinax) = (bmx + 12) (M4 Yingx) (5.138)

Esta tltima ecuacion parece contradecir el hecho de que by, 4, sea el mayor valor propio de M, ya
que indica que M+Ymax es una funcion propia de M. con valor propio bsx + B. El tnico modo
de evitar esta contradiccién es hacer que M+Ymax se anule. (Siempre rechazaremos el cero como
funcién propia de una magnitud fisica.) Asi,

MYy, =0 (5.139)

Operando sobre la Ecuacién (5.139) con el operador descendente y utilizando las Ecuaciones
(5.117), (5.136) y (5.120), obtenemos

0= M-M-i-yméx = (MZ - M2 - hMZ)Yméx = (C max - hbméx)Yméx

C— b?nax hbma’,x =0
e = b2 4 + Pbax (5.140)
Un argumento similar muestra que
M_ Yy =0 (5.141)

y aplicando el operador ascendente sobre esta ecuacién y utilizando la Ecuacién (5.116), obtenemos
Cc = b2 hbml'n
Restando esta tltima ecuacién de la (5.140), nos queda
max + hbpax + (hbmm b?m’n) =0

e i6n ratica en la incégni 4 esolverse usan oy itu
Esta es una ecuacién cuadrética en la incégnita by, 5 v puede resolverse usando la férmula habitual
(que sigue siendo vilida en mecdnica cudntica), para obtener

bmax = —bmin; bmax = bmin — R
Rechazamos la segunda raiz, puesto que indica que by, 4, €s menor que byi,. Por tanto
bmin = —bmax (5.142)
Ademas, la Ecuacién (5.132) nos dice que b5 ¥ binin difieren en un miltiplo entero de A:

bmé,x - bml’n = nh’ n= 07 17 27 (5143)
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Sustituyendo la Ecuacién (5.142) en la (5.143), obtenemos para los valores propios de M,

1

bmé.x = §TLTL
bmax = jh,  §=0,5.1,5,2,.. (5.144)
bmin = —jh
v a partir de la Ecuacién (5.140), obtenemos para los valores propios de M2
c:.j(j_'—]')h27 j:()?%7]‘7g727"‘ (5'146)
Tenemos pues
MY =j(G+DRY,  j=0,1,1,3.2,. (5.147)
MZY:thY’ m; = _j’ _j+17“77j_17.j (5148)

Hemos determinado los valores propios de los operadores M? y M, usando solamente las relacio-
nes de conmutacién. Sin embargo, al comparar las Ecuaciones (5.147) y (5.148) con las Ecuaciones
(5.108) y (5.109), vemos que, ademas de los valores enteros para el ntimero cuantico del momento
angular (I =0,1,2,...), son posibles también valores semienteros (j = 0, é,l, g, ...). Esto quizas
sugiere que podria haber otro tipo de momento angular, ademas del momento angular orbital. En
el Capitulo 10 veremos que los nimeros cuanticos del momento angular de espin pueden tomar va-
lores semienteros, ademds de enteros. Para el momento angular orbital, la condicién limite de que
las funciones propias T'(¢) sean monoevaluadas [véase la ecuacién que sigue a la (5.73)] descarta los
valores semienteros para los nimeros cudnticos del momento angular. [No todo el mundo acepta
que la condicién de que las funciones sean monoevaluadas sea una condicién limite valida para
las funciones de onda, y se han dado muchas otras razones para descartar los nimeros cudnticos
seniienteros del momento angular orbital; véase C.G. Gray, Am. J. Phys., 37, 559 (1969); M.L.
Whippman, Am. J. Phys., 34, 656 (1966).]

El método de los operadores escalera puede utilizarse para resolver otros problemas de valores
propios; véase Problema 5.31.

RESUMEN

Para que un conjunto completo de funciones propias sean simultdneamente funciones propias de
varios operadores, cada operador debe conmutar con todos los demas operadores.

La desviacion estandar A4 mide la incertidumbre de una magnitud mecanocudntica A, siendo
(AA)? = (A?) — (4)2. Para las magnitudes z y p,, se cumple que AzAp, > $h.

E] vector B puede escribirse de la forma B= B,i+B,j+B.k, donde i, j y k son los vectores
unitarios a lo largo de los ejes =, y y 2, y B;, By y B son las componentes de B. El médulo de B
es [B| = (B2 + B2 + B2)'/2. El producto escalar de dos vectores que forman un éngulo 8 entre si,
esB-A=D,A,+ByA,+ B, A; = |B||A|cos§. El producto vectorial viene dado por la Ecuacién
(5.29).

La definicién mecanoclasica del momento angular orbital es L = r x p. El operador L? conmuta
con Lz, Ly y L,, pero los operadores Lm, Ly y L, no conmutan entre si. Cuando se expresan en
coordenadas polares esféricas, los operadores L? Lz, L y L. dependen solamente de los dngulos
6 (el 4ngulo que forma el eje z con el vector r) y d) (el angulo que forma la proyeccién del vector r
sobre el plano zy con el eje x), y no dependen de la coordenada radial r.
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Los intervalos de variacién de las coordenadas polares esféricas son de 0 a 7 para el angulo 6,
de 0 a 27 para el dngulo ¢, y de 0 a oo para la distancia r. El diferencial de volumen infinitesimal
en coordenadas polares esféricas es dr = r2sen 8drdfds.

Los valores propios y las funciones propias comunes de los operadores L? y L, vienen dados por
las ecuaciones L2Y;™ = I(l+ 1)hY™, y L, Y™ = mhY;™, donde los niimeros cuanticos del momento
angular toman los valores I = 0,1,2,...,ym = —Il,-l+1,...,1—1,1, y donde las funciones propias
Y™ (6, ¢) son los arménicos esféricos.

Para un conjunto de operadores M,, M,, M, y M? = M2 + Mj + M2 que satisfagan las
relaciones de conmutacién del momento angular, la utilizacién de los operadores escalera My =
M, + iMy y M_ =M, — z‘My da los posibles valores propios de M? de la forma g7+ 1)h2, donde j
puede ser entero o semientero, y los valores propios de M, de la forma m;h, donde m; varia entre
—3 y 7 de uno en uno.

PROBLEMAS

5.1 Compruebe las identidades entre conmutadores (5.1) a (5.5).

5.2 Demuestre que [p,, H] = —ihdV (z,vy, z)/dx para una particula tridimensional.

5.3 Determine (2, 55] a partir de la Ecuacién (5.7) para [2,52].

5.4 Derive la relacién (AA)? = {4%) — (4)? [Ecuacién (5.11)].

5.5 Demuestre que la desviacién esténdar AA vale 0 cuando ¥ es una funcién propia de A.

5.6 Calcule las desviaciones estdndar Az y Ap, para el estado fundamental del oscilador arménico
unidimensional, y compruebe que se cumple el principio de incertidumbre. Para ahorrar tiempo, utilice
los resultados del Problema 4.12.

5.7 En cierto instante de tiempo, una particula en una caja unidimensional de longitud [ (Figura 2.1)
se encuentra en un estado no estacionario, para el que ¥ = (1(]5/l7)1/29:2 (I —z) dentro de la caja. Obtenga
Az y Ap, para este estado y compruebe que se cumple el principio de incertidumbre, AzAp, > 1/2h.

5.8 Sea w la variable definida como el niimero de caras que salen cuando se arrojan dos monedas al
aire simultdneamente. Obtenga (w) y 0. [Pista: Utilice las Ecuaciones (3.81) y (5.11).]

5.9 Sean (3, —2,6) las componentes del vector A, y (—1,4,4) las del vector B. Calcule |A|, |B|, A+B,
A — B, A:-B, A xB. Calcule el dngulo que forman A y B.

5.10 Utilice el producto escalar para determinar el dngulo obtuso que forman dos diagonales de un
cubo. ;Cual es el significado quimico de este dngulo?

5.11 Utilice el producto escalar para demostrar que en la molécula de HCBr3, cos ({BrCBr) = 1 -
1.5sen?(ZHCBr). (b)En HCBr3, /HCBr =107.2°. Obtener /BrCBr en HCBrj.

5.12 Demuestre que V2[f(z,y,2)g(z,y, 2)] = gV2f + 2V f- Vg + fV3ig.

5.13 Sea f = 222 — 5zyz + 22 — 1. Determine gradf y V*f.

5.14 La divergencia de una funcién vectorial A es una funcién escalar que se define de la forma

a

N oA [0 .0 oA s .
divA =V A_<l$+‘]8y+k£> (Azi+ A4,j+ A:k)

0A, N 0A, N OA:
Or Oy 0z

divA =

(a) Compruebe que div|grad g(z,y, 2)] = V - Vg = 8%g/0z> + 8g/dy* + %g/dz>. Este es el origen de la
notacién V2 para 8%/9z% + 8% /0y? 4+ 8%/0z%. (b) Determine V-r, donde r = ix + jy + k2.

5.15 El rotacional de una funcién vectorial A de define de como rot A = V x A. Demuestre que
rot grad g(x,y,2) = 0 para todas las funciones g que se comporten bien.

5.16 Deduzca la Ecuacién (5.68) para L? a partir de las Ecuaciones (5.65) a (5.67).
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5.17 (a) Demuestre que las tres relaciones de conmutacién dadas por las Ecuaciones (5.46) y (5.48)
equivalen a la relacién sencilla L x L = 4AL. (b) Determine el conmutador [L2, L,].

5.18 Considere la siguiente deduccién incorrecta. Al derivar en la Ecuacién (5.51) con respecto a z,
se obtiene dx/9r = senfcos ¢. Entonces, puesto que dr/8z) = 1/(dx/dr), tenemos que (Or/0z)y . =
1/(senfcos @) (i?). Pero este resultado no coincide con el de la Ecuacién (5.57). Encuentre el error que
hay en este razonamiento.

5.19 Obtenga las coordenadas polares esféricas para los puntos con las siguientes coordenadas carte-
sianas (l',y, Z)I (a‘) (17 27 O)a (b) (_17073); (C) (37 ]-a —2); (d) (_1’ —17 _1)

5.20 Obtenga las coordenadas cartesianas (x,y,z) para los puntos con las siguientes coordenadas
polares esféricas: (a) r=1,0=n/2,¢=m; (b)r=2,0=x/4, ¢ =0.

5.21 Diga qué forma tiene una superficie sobre la que: (a) r es constante; (b) 6 es constante; (c) ¢ es
constante.

5.22 Compruebe la férmula para el volumen de una esfera de radio R, —7TR3, integrando el elemento
diferencial de volumen en coordenadas polares esféricas sobre los limites apropiados.

5.23 Deduzca la férmula para Sz0 (Tabla 5.1) de dos maneras: (a) utilizando la Ecuacién (5.106): (b)
utilizando la relacién de recurrencia y normalizando.

5.24 Calcule los valores de los dngulos posibles que puede formar el vector L con el eje z para [ = 2.

5.25 Demuestre que los arménicos esféricos son funciones propias del operador L2+ ﬁi (La prueba
es corta.) ;Cuales son los correspondientes valores propios?

5.26 (a) Si medimos L, para una particula con el nimero cudntico del momento angular [ = 2, jcudles
son los resultados posibles de la medida? (b) Si medimos L. para una particula cuya funcién de estado es
una funcién propia de L? con valor propio 12k, ;cuéles son los resultados posibles de la medida?

5.27 En cierto instante de tiempo #, una particula estd caracterizada por la funcién de estado ¥ =
Ne_‘”QYzl(G, ¢), donde N y a son constantes. (a) Si en dicho instante ¢, se midiera L?, ;qué resultado
se obtendria? Dé una respuesta numérica. (b) Y si en dicho instante se midiera L., ;qué resultado se
obtendria? Dé aqui también una respuesta numérica.

5.28 Utilice la relacién de recurrencia (5.98) y la condicién de normalizacién, para determinar (a) Y3
y (b) Y3
5.29 Complete la ecuacién L3Y™ = ;?

5.30 Aplicando el operador escalera descendente L_ tres veces seguidas sobre Yi' (8, ¢), compruebe que
se obtienen funciones que son proporcionales a Y, Yl_1 y cero.

5.31 El Hamiltoniano para el oscilador arménico unidimensional es

H= p ® 4 on? P ma?
2m
Los operadores ascendente y descendente para este problema se definen de la forma

Av = oiales +2mivma), A= — 2mivmi]

1 N
(2m)1/2 [Pa

Demuestre que

A+A- = H - -;—hl/7 ‘4_A+ = H-’- %hl/, ,:/i.q_,fif] = —hy
[ﬁ, A+] = hVA+, [H, A_] = —hl/A,

Demuestre que Ay y A_ son efectivamente operadores escalera v que los valores propios estdn espaciados
en intervalos de hv. Puesto que las energias cinética y potencial son ambas no negativas, es de esperar que
los valores propios de la energia sean no negativos. Asi pues, debe existir un estado de minima energia.
Operando sobre la funcién de onda de este estado primero con A_ y después con Ay, demuestre que el
valor propio mds bajo para la energia es Ehrl. Finalmente; llegue a la conclusién de que
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E=(n+3)hy, n=012,..

(Véase también el Problema 7.60.)

5.32 LVerda,dAero o falso? (a) Los valores propios de L? son todos degenerados, salvo para | = 0
(b) Puesto que LYy = UURS 1)h? Y™, se sigue que L? = l(l + 1A% (¢) L? conmuta con L,. (d)
[4,B°] = B[A, B*] + [4, B]B2 (e) [4, B°] = BA, B*] + [A, B*)B.
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CAPITULO 6

El atomo de hidrégeno

EL PROBLEMA DE FUERZAS CENTRALES DE UNA PARTICULA

Antes de estudiar el 4tomo de hidrégeno, consideramos el problema més general de una particula
simple que se mueve sometida a una fuerza central. Los resultados de esta seccién seran aplicables
a cualquier problema de fuerzas centrales, como, por ejemplo, el 4tomo de hidrégeno (Seccién 6.5)
y el oscilador armdéuico tridimensional isétropo (Problema 6.1)

Una fuerza central es una fuerza que proviene de una funcién de energia potencial de simetria,
esférica; es decir, que depende unicamente de la distancia de la particula al origen: V' = V(r). La
relacion entre la fuerza y la energia potencial viene dada por la Ecuacién (5.32) como

F=-VV(z,y,2z) = —i(0V/dz) — j(OV/0y) — k(8V/Iz) (6.1)

Las derivadas parciales en esta ecuacién pueden calcularse mediante la regla de la cadena [Ecuacio-
nes (5.53)-(5.55)]. Como V es solamente funcién de r, tenemos (8V/36), 4 = 0,y (8V/0¢)re¢ = 0.

Por tanto
%)% dv ([ Or z dV
().~ & (5),. - T 2

oV y dV VY  zdV
(%)=t (%l,y “rar 03

donde se han usado las Ecuaciones (5.57) y (5.58). La Ecuacién (6.1) queda entonces como sigue:

1dv
F=—-""(zi+yj+zk) = - r (6.4)
r dr r

donde se ha usado la Ecuacién (5.33) para r. La cantidad r/r en (6.4) es el vector unitario en la
direccién radial. Una fuerza central solo tiene componente radial.

Consideremos ahora la mecénica cuantica de una particula simple sometida a una fuerza central.
El operador Hamiltoniano es

H=T+V=—0h22m)V>+V(r) (6.5)

donde V2 = 8%2/9z% + 8% /0y® + 8% /92 [Ecuacién (3.46)]. Puesto que V tiene simetria esférica,
utilizamos coordenadas polares esféricas. Debemos expresar por tanto el operador laplaciana en
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estas coordenadas. Ya conocemos para ellas la forma de los operadores 8/0z, 8/dy, y 0/0z
[Ecuaciones (5.62) a (5.64)], por lo que elevando al cuadrado cada uno de estos operadores y
sumando los resultados, obtenemos la expresién para la laplaciana. Este desarrollo se deja como
ejercicio para cl lector. El resultado es (Problema 6.3)

0? 4 2 0 L 1 0?2 + 1 teg 0 n 1 0?
Y - A — €O ST oh Ao
orr " ror | r? 06 5756 " 12sen2 O¢?

Comparando la expresiéon anterior con la (0.68), que proporciona el operador correspondiente
al cuadrado del médulo del momento angular orbital de una particula simple L2, vemos que

V? = (6.6)

0% 29 1 .,

Vi= — +> =~ — - 6.7
or? + r Or  r2h? (6.7)
El Hamiltoniano (6.5) se transforma en
- R (0 20 [
H=—— |5 +- = L? +V( 6.8
2m <8r'~’ * r 87‘) * 2mr? V) (6.8)

En mecanica clasica, una particula sometida a una fuerza central conserva su momento angular
(Seccién 5.3). En mecdnica cudntica, podemos preguntarnos si es posible que haya estados con
valores definidos simultaneamente para la energia y el momento angular. Para que el conjunto de
funciones propias de H lo sea también de L2, el conmutador [H, L?] debe anularse. Tencmos

(H.L?) = [T, L°] + [V, L7

Lo ht (0% 20 | P
T, = |- =5 +° &+ L L?
[T, L] [ 2m <0r2 + Br) oz ]

N RE[O° 20 .. 1 [1 ., -
S el 2l — | = L2 L2 :
7, L7 2m [87'2 t o L ] *om [7‘2 ’ ] (6:9)

Recordemos que L? depende solamente de 8 y de ¢, y no de r [Ecuacion (5.68)], por lo que conmuta
con cualquier operador que sca sélo funcién de r. [Para llegar a esta conclusién, debemos hacer
uso de relaciones como la (5.47), recemplazando x y z por v y 6.] Asi, el primer conmutador de
la Ecuacion (6.9) es cero. Mas atin, puesto que cualquier operador conmuta consigo mismo, el
segundo conmutador de (6.9) tammbién es cero. Por tanto, [T Lz] = 0. Ademds, puesto que L? n
depende de r, y V es $6lo funcién de r, tenemos [V, L?] = 0. Por lo tanto,

[H, L] =0 si V=V() (6.10)

¢l Hamiltoniano H conmuta con L* cuando la funcién de energia potencial cs independiente de 6

y de ¢.
Counsideremos ahora el operador L, = —ihd/0¢ [Ecuacién (5.67)]. Como L. no depende de r,
y puesto que conmmuta con L? [Ecuacién (5.50)], vemos que L. conmuta con el Hamiltoniano (6.8):

[H,L.]=0 si V=V(r) (6.11)

Podemos, por tanto, tener una conjunto de funciones propias simultaneas de H, L? v L, para
el problema de fuerzas centrales. Llamando v a estas funciones propias comunes, tenemos

Hiy = Ey (6.12)*
L =101+ 1)R* 1=0,1,2,... (6.13)*
L.y = mhy | m=—L,—1+1,...,1 (6.14)*
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donde hemos utilizado las Ecuaciones (5.108) y (5.109).
Usando las Ecuaciones (6.8) y (6.13), obtenemos para la ecuacién de Schrodinger (6.12)

B (62¢+28_¢)+ = L2+ V(r)y = By

2m \orz ' r or 2mr?
B2 (0% 209\ 11+ 1)R? B _

Las funciones propias de L? son los arménicos esféricos Y, (6, ¢), ¥, puesto que L? es indepen-
diente de r, podemos multiplicar ¥;™ por una funcién arbitraria de r y seguiremos teniendo una
funcién propia de L? y de L.. Por tanto,

¥ = R(r)Y;™(6,¢) (6.16)*

Haciendo uso de la Ecuacién (6.16) en (6.15) y dividiendo por Y;™, obtenemos una ecuacién
diferencial ordinaria para la funcién incégnita R(r):

h? 2 [+ 1)n?
—— | R'+-R —_— V(r)R=ER A7
v ( + R) R w— R+ V(r) (r) (6.17)

Hemos demostrado que para cualquier problema de una particula con una funcion de energia
potencial de simetria esférica V(r), las funciones de onda estacionarias son ¢ = R(r)Y;™(0, ¢),
donde el factor radial R(r) satisface la Ecuacion (6.17). Empleando una forma especifica para
V(r) en la Ecuacién (6.17), podemos resolverla para el correspondiente problema particular.

PARTICULAS NO INTERACCIONANTES Y SEPARACION DE VARIABLES

Hasta el momento, hemos resuelto solamente problemas mecanocuanticos de una sola particula. El
atomo de hidrégeno es un sistema de dos particulas y, como paso preliminar para su tratamiento,
vamos a considerar primero el problema mas sencillo de dos particulas no interaccionantes.

Supongamos que un sistema estd compuesto por dos particulas 1 y 2 que no interaccionan entre
si. Llamemos ¢; vy g2 a las coordenadas (z1,y1,21) ¥ (¥2,y2,22) de cada una de estas particulas.
Puesto que las particulas no ejercen fuerza alguna entre si, la energia mecanoclasica del sistema
es la suma de sus energfas individuales: £ = E; + Ey = T3 + V) + T3 + V4, y la hamiltoniana
clasica es la suma de las hamiltonianas de cada particula: H = H; + H». Por tanto, cl operador
Hamiltoniano es

H=H +H

donde H, incluye solamente las coordenadas ¢, y los operadores momento p; que corresponden a
q1- La ecuacién de Schrédinger para el sistema es

(Hi + H)¥(q1, ) = E¥(a1,q2) (6.18)

Intentemos obtener la solucién de esta ecuacién usando el método de separacion de variables; es
decir, escribiendo

V(g1 q2) = G1(q1)G2(g2) (6.19)

Tenemos



126

Capitulo 6 El dtomo de hidrégeno

H,G1(q1)Ga(g2) + HaG1(q1)G2(a2) = EG1(q1)G2(g2) (6.20)

Puesto que H, sélo contiene los operadores coordenada y momento de la particula 1, tenemos que
Hi[G1(q1)G2(q2)] = G2(q2)H1G1(q1), ya que G5 es una constante respecto a Hy. Haciendo uso de
esta ecuacién y de una ecuacién similar para Hs, la Ecuacién (6.20) se transforma en

G2(g2) H1G1(q1) + G1(01) H2G2(q2) = EG1(q1)G2(gz) (6.21)

ﬁlGl((h) +ﬁ2G2(QZ) _
Gi(q1) G2 (g2)

Empleando ahora los mismos argumentos utilizados en relacién con la Ecuacién (3.65), concluimos
que cada uno de los términos a la izquierda del signo igual en la Ecuacion (6.22) debe ser constante.
Llamando E; y E, a esas constantes, tenemos

(6.22)

HG1(q) _ HyG: (o) _
Gi(q1) b Ga(q2) :
E=F +BE» ' (6.23)

De este modo, cuando el sistema esta formado por dos particulas que no interaccionan, podemos
reducir el problema de dos particulas a dos problemas independientes de una particula resolviendo

HiG\(q) = E\Gi(q1),  H:Ga(q) = ExGalge) (6.24)

que son las ecuaciones de Schrédinger independientes para cada una de las particulas.
Este resultado puede generalizarse facilmente para cualquier nimero de particulas no interac-
cionantes . Para n particulas de este tipo, tenemos

H=H +H,+ - +H,

v(q1,q2,- -, qn) = Gi{q1)Ga2(q2) .. .Grlgn) (6.25)*
E=E +E+ - +E, (6.26)*
IA{lG, :Equj, 1= 1,2,...,TL ’ (6.27)*

Para un sistema de particulas no interaccionantes, la energia es la suma de las energias individuales
de cada particula, y la funcion de onda es el producto de las funciones de onda para cada particula;
la funcién de onda G; de la particula ¢ se obtiene resolviendo la ecuacién de Schrédinger para la
particula i usando el Hamiltoniano H,.

Estos resultados son también aplicables a particulas simples, cuyo Hamiltoniano es la suma de
términos separados para cada coordenada:

ﬁ = -H-z(:iaﬁz) + I:Iy(?)ai’y) + ﬁz(éal}z)

En este caso, concluimnos que las funciones de onda y las energias son
Y(z,y,2) = F(z)G(y)K(z), E=E,+E,+F,

H,F(z) = E,F(z), H,G(y) =EGly), H.K()=E.K(z)

Como ejemplos, tenemos la particula en la caja tridimensional (Seccién 3.5), la particula libre
tridimensional (Problema 3.35) y el oscilador arménico tridimensional (Problema 4.18).
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6.3 REDUCCION DEL PROBLEMA DE DOS PARTICULAS A DOS PROBLEMAS DE UNA
PARTICULA

El atomo de hidrégeno contiene dos particulas: el protén y el electrén. Para un sistema de dos
particulas 1 y 2, con coordenadas (z1,y1,21) y (2, ¥2, 22), la energia potencial de interaccién entre
las particulas es normalmente funcién sélo de las coordenadas relativas zo — 1, ¥y2 — ¥1 ¥ 22 — 21
de las particulas. En este caso, el problema de dos particulas puede simplificarse en dos problemas
separados de una particula, como vamos a demostrar.

Consideremos el tratamiento mecanoclasico de dos particulas interaccionantes de masas m; y
ms. Especificamos sus posiciones mediante los vectores radiales r1 y ro trazados desde el origen
de un sistema de coordenadas cartesiano (Figura 6.1). Las particulas 1 y 2 tienen las coordenadas
(z1,¥1,21) ¥ (Z2,Y2,29). Dibujemos el vector r = ry — r, que va desde la particula 1 ala 2,y
llamemos z, y y z a las componentes de r:

T=x9—T1, Y=1y2— Y1, Z2=2z9— 21 - (6.28)*

Las coordenadas z, y y 2 se denominan coordenadas internas o relativas.
Dibujemos ahora el vector R, que va desde el origen al centro de masas del sistema (punto C),
y llamemos X, Y y Z a las coordenadas de C:

R=iX+jY +kZ (6.29)
La definicién del centro de masas de este sistema de dos particulas proporciona las relaciones:
mix1 + maTs

myy1 + mays myZy + Maza

X = - e Y = , Z = (6.30)
mi1 + Mo my + mo my + my
Estas tres ecuaciones son equivalentes a la ecuacién vectorial
mir] + mor
R A1 T 22 (6.31)
mi1 + ms
Tenemos también que

r=r;—1; (6.32)

Las Ecuaciones (6.31) y (6.32) pueden entenderse como un sistema de ecuaciones simultaneas
en las incégnitas r; y rz, cuya resolucién proporciona

X

FIGURA 6.1 Sistema de dos particulas con centro de masas en C.
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m=R-—"2 ¢ p=R4+_—_1 (6.33)
mi + mo my1 + m2

Las Ecuaciones (6.31) y (6.32) representan una transformacién de coordenadas de z1, y1, 21,
To, Y2, 22 a X, Y, Z x, y, 2. Veamos lo que ocurre con el Hamiltoniano en esta transformacién.
Indicaremos la derivada con respecto al tiempo situando un punto encima de la variable. La
velocidad de la particula 1 es [Ecuacién (5.34)] vi = dr;/dt = ;. La energia cinética es la suma
de las energfas cinéticas de las dos particulas

T = %m1|i‘1|2 + %m2|i‘2|2 (634)

Introduciendo las derivadas con respecto al tiempo de las Ecuaciones (6.33) en la Ecuacién (6.34),

tenemos
7= (R ) (R )
mi + mo mi +me
. m ) . m .
() (R )
mi + Mo mi + ms

donde se ha utilizado la relacién |A|*> = A - A [Ecuacién (5.24)]. Usando la propiedad distributiva
para el producto escalar, encontramos, después de simplificar,

s myms .
T = L(mi +my) R + L ———— |1 6.35
Homs +ma)[RPE + 4 (6.35)
Sea M la masa total del sistema:
Definimos la masa reducida p de un sistema de dos particulas como
mimso
= — 6.37)*
i — (6.37)
Entonces,
T =1MRP + Luje? (6.38)

El primer término de la Ecuacidn (6.38) es la energia cinética debida al movimiento de traslacién
del sistema total de masa M. El movimiento traslacional es el movimiento en el cual todas las
particulas realizan el mismo desplazamiento. La cantidad %M |R|2 es pues la energia cinética de
una particula hipotética de masa M localizada en el centro de masas. El segundo término de
la Ecuacién (6.38) es la energia cinética del movimiento (relativo) interno de las dos particulas.
Este movimiento interno es de dos tipos, segiin que cambie la distancia r entre las dos particulas
(vibracién), o la direccién del vector r (rotacién). Nétese que |¢| = |dr/dt| # d|r|/dt.

Para cada una de las coordenadas originales z1,y1, 21, %2, Y2, 22, tenemos los seis momentos
lineales correspondientes

p-’l?l = mli’llv R sz = Tn‘222 (639)

Comparando las Ecuaciones (6.34) y (6.38), definimos los seis momentos lineales para las nuevas
coordenadas X,Y, Z x,y,z como

pXEMX, pYEMY, szMZ

Pz = pi Dy = 1y, Pr = puz
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Definimos también dos nuevos vectores momento de la forma

Py SIMX +jMY +kMZ vy p, = iud + juy + kps

Introduciendo estos momentos en la Ecuacion (6.38), tenemos

2M 24 '

Consideremos ahora la energia potencial. Hemos impuesto la restriccién de que V sea funcién
solamente de las coordenadas relativas z, ¥ y z de las dos particulas:

V =V(z,y,2) (6.41)

Un ejemplo de esta ecuacion es el de dos particulas cargadas que interaccionan de acuerdo con la
ley de Coulomb [véase Ecuacién (3.53)]. Con esta restriccién para V, la funcién hamiltoniana es

Py i
= M il . 4
H i + [Q,u +V(J:,y,z)} (6.42)

Supongamos ahora que tenemos un sistema compuesto por una particula de masa M no some-
tida a ninguna fuerza, y una particula de masa p sujeta a la funcién de energia potencial V(z,y, 2),
y supongamos, ademds, que estas particulas no interaccionan. Si (X,Y,Z) son las coordenadas
de la particula de masa M, y (z,y,z) son las coordenadas de la particula de masa p, jcudl es
el Hamiltoniano de este hipotético sistema?. Estd claro que es idéntico al dado por la Ecuacién
(6.42).

El Hamiltoniano (6.42) puede verse pues como la suma de los Hamiltonianos p3,/2M y [pi/Q,u-{—
V (z,y, 2)] de dos hipotéticas particulas no interaccionantes con masas M y u. Por tanto, de acuerdo
con los resultados de la Seccién 6.2, la energia del sistema mecanocuantico es la suma de las
energfas de las dos particulas hipotéticas [Ecuacién (6.23)]: E = Ey + E,. Las Ecuaciones (6.24)
y (6.42) indican que la energia traslacional Eps se obtiene resolviendo la ecuacién de Schrédinger
(P, /2M)pps = Enions. Esta es la ecuacién de Schrodinger para una particula libre de masa
M, asi que sus posibles valores propios son todos los niimeros no negativos: Enr > 0 [Ecuacién
(2.31)]. Segun las Ecuaciones (6.24) y (6.42), la energia E, se obtiene resolviendo la ecuacién de
Schrodinger

-2
[5—; + V(w,y,z)} Yu(z,y, 2) = Eypu(z,y, 2) (6.43)

Hemos separado de este modo el problema de dos particulas que interaccionan mediante una
funcién de energia potencial V (z,y, 2) que depende tinicamente de las coordenadas relativas z, y y
z, en dos problemas separados de una particula: (1) el movimiento traslacional del sistema como
un todo de masa M, que simplemente afiade una energia constante no negativa, Fjs, a la energia
total del sistema, y (2) el movimiento relativo o interno, que se trata resolviendo la ecuacién de
Schrodinger (6.43) para una particula hipotética de masa p cuyas coordenadas son las coordenadas
relativas x,y, 2, y que se mueve sujeta a la energia potencial V (z,y, 2).

Por ejemplo, para el dtomo de hidrégeno, que estd formado por un electrén (e) y un protén
(p), la energia atémica total es E = Ep; + E,,, donde Ejr es la energia del movimiento traslacional
del dtomo de masa M = m, + m, como un todo a través del espacio, y donde E, se obtiene
resolviendo la Ecuacién (6.43) con g = memp/(me + myp) y con V' dado por la energia potencial
correspondiente a la interaccién culombiana entre el electrén y el protdn; véase la Seccién 6.5.
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6.4 EL ROTOR RIGIDO DE DOS PARTICULAS

Aunque ya estamos preparados para resolver la ecuacién de Schrédinger del atomo de hidrégeno,
antes resolveremos un problema més sencillo, el del rotor rigido de dos particulas, que es un sistema
de dos particulas que se mantienen unidas a una distancia fija por una varilla rigida sin masa de
longitud d. Para este problema, el vector r de la Figura 6.1 tiene un médulo constante |r| = d. Por
tanto, la energia cinética del movimiento interno es energfa puramente rotacional (véase Seccién
6.3). La energia del rotor es puramente cinética y

V=0 (6.44)

La Ecuacién (6.44) es un caso especial de la Ecuacién (6.41), y podemos usar por tanto los re-
sultados obtenidos en la ltima seccién para separar el movimiento traslacional del sistema como
un todo. Nos ocupamos solamente de la energia rotacional. El operador Hamiltoniano para la
rotacién viene dado por los términos entre corchetes de la Ecuacién (6.43) como

~2 2
7 R v T UL (6.45)
2u 2u iy + o
donde m; y ms son las masas de las dos particulas. Las coordenadas de la particula ficticia de
masa p son las coordenadas relativas de m; y mo [Ecuaciones (6.28)].

En lugar de las coordenadas cartesianas relativas z, y y z, resulta mas practico usar las coor-
denadas polares esféricas relativas v, 8 y ¢. La coordenada r es igual al médulo del vector r de
la Figura 6.1, y como m; y mq estian obligadas a mantenerse a una distancia fija una de la otra,
tenemos que r = d. El problema es, pues, equivalente al de una particula de masa u obligada
a moverse sobre la superficie de una esfera de radio d. Como la coordenada radial es constante,
la funcién de onda depende solo de 8 y ¢. De ahi que los dos primeros términos del operador
laplaciana en la Ecuacién (6.8) den cero al operar sobre la funcién de onda y puedan omitirse.
Una forma diferente de ver esto es darse cuenta de que los operadores en la Ecuacién (6.8) que
contienen derivadas con respecto a r corresponden a la energfa cinética del movimiento radial, y,
puesto que no hay movimiento radial, las derivadas con respecto a r se omiten en el Hamiltoniano
H.

Como V = 0 es un caso especial de V' = V(r), los resultados de la Seccién 6.1 nos dicen que
las funciones propias vienen dadas por la Ecuacién (6.16) sin el factor r:

v =Y"(6,9) (6.46)

donde se ha usado J en lugar de I para el nimero cuantico del momento angular rotacional.
El operador Hamiltoniano viene dado por la Ecuacién (6.8) eliminando las derivadas radiales
y sustituyendo V(r) = 0. As{

H = (2pd®)~ 112
Utilizando la Ecuacién (6.13), tenemos
Hy = Ey
(2ud*) "1 L*Y]™(0,9) = EY"(0.¢)
(2ud®) ™ I (T + VY0, 6) = EYT'(6, 9)

_JT+ )R

T J=0,1,2... (6.47)
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El momento de inercia I de un sistema de n particulas con respecto a algin eje particula
en el espacio se define como

I= Zm,—p? (6.48)
i=1

donde m; es la masa de la i-ésima particula, y p; es la distancia perpendicular desde esa particula
al eje. El valor de I depende del eje escogido. Para un rotor rigido de dos particulas, elegimos
como eje la linea que pasa por el centro de masas y es perpendicular a la linea que une m; y ms
(Figura 6.2). Si situamos el rotor de modo que el centro de masas, punto C, esté en el origen del
sistema de coordenadas cartesianas, y que la linea que une m; y mo esté sobre el eje z, entonces
el punto C tendr4 las coordenadas (0,0, 0), m, tendrd las coordenadas (—p1,0,0), y mo tendra las
coordenadas {p»,0,0). Usando estas coordenadas en la Ecuacién (6.30), obtenemos

myp1 = Map2 . (6.49)

El momento de inercia del rotor con respecto al eje elegido es

I =m, p?+m,p? (6.50)

Usando la Ecuacién (6.49), transformamos la (6.50) en (véase Problema 6.7)
I = pd? (6.51)*

donde p = myma/(m1 + me) es la masa reducida del sistema, y d = p; + po es la distancia entre
my y me. Los niveles de energia permitidos (6.47) para el rotor rigido de dos particulas son
2
p= U e (6.52)*
21
El nivel mas bajo es E = 0, de forma que no hay energia rotacional en el punto cero. Al tener
energia rotacional cero y, por tanto, momento angular nulo para el rotor, no se viola el principio
de incertidumbre; recuérdese la discusién que sigue a la Ecuacién (5.109). Nétese que E aumenta,
como J2 + J, de modo que el espaciado entre niveles de energia rotacionales adyacentes aumenta
con J.
(Estan degenerados los niveles de energia del rotor rigido? La energia depende solamente de J,
pero la funcién de onda (6.46) depende de J y de m, donde mh es la componente z del momento

- ; d -
® u °

FIGURA 6.2 Eje (linea a trazos) para calcular el momento de inercia de un
rotor rigido de dos particulas. C es el centro de masas.



132

Capitulo 6 El dtomo de hidrégeno

m,

FIGURA 6.3 Sistema de coordenadas para un rotor rigido de dos particulas.

angular del rotor. Para cada valor de J tenemos 2J + 1 valores de m, que van desde —J hasta J.
Los niveles estan pues 2.J + 1 veces degenerados. Los estados de un nivel degenerado corresponden
a diferentes orientaciones del vector momento angular del rotor con respecto al eje fijo en el espacio.

Los angulos 8 y ¢ de la funcién de onda dada por la Ecuacién (6.46) son coordenadas relativas
de las dos masas puntuales. Si fijamos el sistema de coordenadas cartesiano de manera que el
origen esté situado en el centro de masas del rotor, entonces 8 y ¢ son los dngulos que se muestran
en la Figura 6.3. Este sistema de coordenadas desarrolla el mismo movimiento de traslacion que
el centro de masas del rotor, pero no gira en el espacio.

El momento angular rotacional [J(J + 1)A*]'/2 es el momento angular de las dos particulas
respecto al origen situado en el centro de masas del sistema C.

Los niveles rotacionales de una molécula diatémica pueden aproximarse bien, mediante las
energias del rotor rigido de dos particulas (6.52). Se obtiene (Levine, Molecular Spectroscopy?®,
Seccién 4.4) que cuando una molécula diatémica absorbe o emite radiacién, las transiciones de
rotacién pura permitidas cumplen

AJ = +1 (6.53)

Ademas, la molécula debe tener un momento dipolar diferente de cero para que muestre un espectro
de rotacién pura. Una transicion de rotacion pura es aquélla en la que solamente cambia el niimero
cuéntico rotacional. [En las transiciones de vibracién-rotacién (Seccién 4.3), se producen cambios
en los niimeros cuanticos vibracional y rotacional.] El espaciado entre los niveles rotacionales adya-
centes mas bajos es considerablemente inferior al espaciado entre niveles vibracionales adyacentes,
de modo que el espectro de rotacién pura aparece en la regién de microondas (o del infrarrojo
lejano). Las frecuencias de las lineas espectrales de rotacién pura de una molécula diatémica son
entonces (aproximadamente)

Ejn—-Ey [(J+D)(J+2)-JJ+ 1A .
v= 5 = =Y. =2(J+1)B (6.54)

B = h/87%1, J=0,1,2,... (6.55)

donde B es la denominada constante rotacional de la molécula.

2Hay traduccién en castellano: Espectroscopia molecular, I.N. Levine, Editorial AC, Madrid, 1980.
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2B 4B 68

FIGURA 6.4 Transiciones de absorcién para un rotor rigido de dos particulas.

Los espaciados entre niveles rotacionales diatémicos (6.52) para valores bajos o moderados de
J son, generalmente, menores o del mismo orden de magnitud que k7" a temperatura ambiente. De
acuerdo con la ley de distribucién de Boltzmann (4.64), se pueblan pues significativamente muchos
niveles rotacionales a temperatura ambiente. La absorcion de radiacién en moléculas diatémicas
con J = 0 (la transicién J = 0 — 1) da una linea a la frecuencia 2B; la absorcién de radiacién en
moléculas con J = 1 (la transicién J = 1 — 2) da una linea a 4B; la absorcién en moléculas con
J =2 da un linea a 6B, y asi sucesivamente. Véase la Figura 6.4.

La medida de las frecuencias de absorcién rotacionales permite determinar B. A partir de B
obtenemos el momento de inercia de la molécula I, y a partir de I calculamos la distancia de enlace
d. El valor de d obtenido es un promedio correspondiente al movimiento vibracional con v = 0.
Debido a la asimetria de la curva de energia potencial de las Figuras 4.5 y 13.1, d es ligeramente
mayor que la longitud de enlace de equilibrio R, de la Figura 13.1.

Como se ha indicado en la Seccién 4.3, las especies isotépicas tales como 'H33Cl y 'H37Cl
tienen virtualmente la misma curva de energia electrénica U(R) y, por tanto, la misma distancia
de enlace de equilibrio. Sin embargo, las masas isotdpicas diferentes dan lugar a momentos de
inercia distintos y, consecuentemente, a frecuencias de absorcién rotacionales diferentes.

Para una discusién més extensa del movimiento nuclear de moléculas diatémicas, véase la
Seccion 13.2. Para las energias rotacionales de las moléculas poliatémicas, véase Levine, Molecular
Spectroscopy, Capitulo 5.

EJEMPLO La linea de absorcién de rotacién pura de frecuencia mas baja para la molécula de '2C3*2$
aparece a 48991.0 MHz. Encuentre la distancia de enlace de esta molécula.

La absorcién de rotacién de frecuencia més baja es la de la linea 0 — 1. Usando la Ecuacién (6.54)
obtenemos que la transicién J — J + 1 tiene lugar a la frecuencia v = 2(J + 1) B, por lo que la absorcién
de frecuencia mas baja es la que aparece a v = 2B. Ademids, B = h/8x*I = v/2, y, de aqui, I = h/4n’v.
Puesto que I = ud?, tenemos que d = (h/4n°vu)'/?. La Tabla A.3 del Apéndice da

mimy  12(31.97207) 1
mi+ms 12+ 31.97207 6.02214 x 1023

b= g = 1.44885 x 107 * g
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Por tanto,

1/ A N7_ 1 6.62608 x 107! J s 1
27 \voop 2w [ (48991.0 x 10657 1)(1.44885 x 1026 kg)

=1.5377x 10" m =1.5377 A

6.5 EL ATOMO DE HIDROGENO

El atomo de hidrégeno estd formado por un protén y un electrén. Si e representa la carga del
protén (e = +1.6 x 1071°C), entonces la carga del electrén es —e.

Algunos cientificos han conjeturado que las cargas del electrén y del protén pudieran no ser exacta-
mente iguales en magnitud. Los experimentos muestran que las magnitudes de las cargas de estas
particulas son iguales en una parte por 10*!. Véase J.G. King, Phys. Rev. Lett., 5, 562 (1960); H.F.
Dylla y J.G. King, Phys. Rev. A, 7, 1224 (1973).

Suponemos que ¢l electrén y el protdn son masas puntuales que interaccionan mediante la ley de
Coulomb. En nuestra discusién sobre dtomos y moléculas, consideraremos generalmente sistemas
aislados, ignorando las interacciones interatomicas e intermoleculares.

En lugar de tratar solamente el dtomo de hidrégeno, trataremos un problema ligeramente
mas general: el del dtomo hidrogenoide , que es el sistema que cousta de un electrén y de
un nucleo con carga Ze. Para Z = 1, tenemos el dtomo de hidrégeno; para Z = 2, el i6n
Het: para Z = 3 el i6n Li*t, y asi sucesivamente. El 4tomo hidrogenoide es el sistema mds
importante en quimica cudntica. Para atomos con mas de un electrén, no es posible obtener
una solucidn exacta de la ecuacién de Schrédinger, debido a las repulsiones interelectronicas. Si,
como primera aproxiniacién, ignoramos estas repulsiones, entonces los electrones pueden tratarse
de forma independiente. (Véase Seccién 6.2.) La funcién de onda atémica podrd aproximarse
entonces mediante el producto de funciones monoelectrénicas, que serdn las funciones de onda
hidrogenoides. Una funcién de onda monoelectrdnica (sea o no hidrogenoide) se denomina orbital.
(Més exactamente, un orbital es una funcién de onda espacial monoelectrénica, donde la palabra
espacial significa que la funcién de onda depende de las tres coordenadas espaciales del electrén
z,yy z,0r, 8y ¢. En el Capitulo 10, veremos que la existencia del espin electrénico afiade una
cuarta coordenada a la funcién de onda monoelectrénica, dando lugar a lo que se denomina un
espin-orbital.) Un orbital de un electrén en un 4tomo se denomina orbital atédmico. Utilizarenos
orbitales atémicos para construir funciones de onda aproximadas para &tomos con varios electrones
(Capitulo 11). Los orbitales se usan también para construir funciones de onda aproximadas para
moléculas.

Para el dtomo hidrogenoide, sean (z,y,z) las coordenadas relativas del electrén respecto al
nicleo, y sear = iz +jy +kz. La fuerza culombiana que actua sobre el electrén es [véase Ecuacién
(1.37)]

2
Ze”r (6.56)

r2 r

F=-

donde r/r es el vector unitario en la direccién r. El signo menos indica que la fuerza es atractiva.
La cantidad e’ puede entenderse o bien como la carga del protén en statculombios, o bien como
e’ = e/(4me)/?, donde e es la carga del protén en culombios (Seccién 1.8).

Se ha considerado la posibilidad de que existan pequenas desviaciones respecto a la ley de Coulomb.
Experimentalmente, se ha mostrado que si la fuerza de Coulomb se escribe de forma proporcional
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a r~** entonces |s| < 107'%. Sc puede demostrar que cualquier desviacién de la ley de Coulomb

implicaria una masa en reposo del fotén diferente de cero. Véase A.S. Goldhaber y M.M. Nieto, Rev.
Mod. Phys., 43, 277 (1971). Hay poca o ninguna evidencia de que la masa del fot6n en reposo no sea
cero, y los datos indican que tal masa debe ser menor que 10™*® g: L. Davis et al., Phys. Rev. Lett.,
35, 1402 (1975); R. Lakes, Phys. Rev. Lett., 80, 1826 (1998).

La fuerza dada por la Ecuacién (6.56) es central, y comparando con la Ecuacién (6.4), obtenemos
dV(r)/dr = Ze'* /2. Integrando, nos queda

12
p fdr__Ze” (6.57)

=7
V e 2 .

donde se ha tomado la constante de integracién igual a 0 para hacer que V' = 0 cuando la separacién
entre las cargas es infinita. Para dos cargas cualesquiera @J; v Q)2 separadas por la distancia 2,
la Ecuacién (6.57) se transforma en

Q1 Qs

" T2

V= (6.58)*

Puesto que la energia potencial de este sistema de dos particulas depende solamente de las
coordenadas relativas de las particulas, podemos usar los resultados de la Seccién 6.3 para reducir
el problema a dos problemas de una particula. El movimiento traslacional del 4tomo como un todo
afiade simplemente una constante a la energia total, y no nos preocuparemos por él. Para tratar
el movimiento interno del sistema, introducimos una particula ficticia de masa

MeMN
W= e (6.59)
donde m. y my son las masas electrénica y nuclear. La particula de masa reducida g se mueve
sujeta a la funcién de energia potencial (6.57), y sus coordenadas (7,6, ¢) son las coordenadas
polares esféricas de una particula con respecto a la otra (Figura 6.5).
El Hamiltoniano para el movimiento interno es [Ecuacién (6.43)]

R h‘z z 2
=g V- — (6.60)

z

m(’
’
[
my
¢ y

FIGURA 6.5 Coordenadas polares esféricas relativas.
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Puesto que V solo depende de la coordenada r, se trata de un problema de fuerza central de una
particula, y podemos aplicar los resultados de la Seccién 6.1. Usando las Ecuaciones (6.16) y
(6.17), tenemos para la funcién de onda

PY(r,8,¢) = R(r)YT'(0,9), 1=0,1,2,..., |m| <1 (6.61)
donde Y™ es un arménico esférico, y la funcién radial R(r) satisface
h? 2 {1+ 1)h? Ze'?
—— | R+ =R R~ =FR 6.62
2,u< +r >+ 2ur? r R r) (6:62)
Para abreviar, definimos la constante a como
a=h?/pe? (6.63)

de modo que la Ecuacién (6.62) se transforma en

2 2K 27 l+1
R”+—R’+[*—5+——(J;) R=0 (6.64)
T ae’ ar re

Solucién de la ecuacién radial. Podriamos probar ahora como solucién de la Ecuacién (6.64)
una serie de potencias, pero obtendriamos una relacién de recurrencia de tres términos, en lugar
de una de dos términos. Buscaremos, por tanto, una sustitucién que conduzca a una relacién de
recurrencia de dos términos. La sustitucidn adecuada se encuentra examinando el comportamiento
de la solucién para valores grandes de r, para los que la Ecuacién (6.64) se transforma en

2K
R'+—R=0, r grande (6.65)
ae’

Esta ecuacién puede resolverse utilizando la condicién auxiliar (2.7), y las soluciones son

exp [£(—2E/ae’®)!/?r] (6.66)

Supongamos que K es positiva. La cantidad bajo el signo de la raiz cuadrada en la Ecuacién
(6.66) es negativa, y el factor que multiplica a r es, por tanto, imaginario:

R(r) ~ eftV2rbr/n g >y (6.67)

donde se ha usado la Ecuacién (6.63). El simbolo ~ en esta tltima ecuacién indica que estamos
considerando el comportamiento de R(r) para valores grandes de r, lo que se conoce como compor-
tamiento asintdtico de la funcién. Nétese el parecido que hay entre la Ecuacién (6.67) y la (2.30)
para la funcién de onda de la particula libre. La Ecuacién (6.67) no da el factor radial completo de
la funcién de onda para energias positivas. Estudios adicionales (Bethe y Salpeter, péginas 21-24)
demuestran que la funcion radial para £ > 0 permanece finita para todo valor de r, independien-
temente del valor de F. Asi, al igual que para la particula libre, todas las energias no negativas del
atomo de hidrégeno estan permitidas. Fisicamente, estas funciones propias corresponden a estados
en los que el electrén no estd ligado al nicleo: es decir, en los que el 4tomo esta ionizado. (Una
analogia mecanoclasica es la de un cometa que se mueve en una 6rbita hiperbdlica en torno al
Sol. El cometa no esta ligado, y hace una sola visita al sistema solar.) Puesto que tenemos valores
continuos en lugar de discretos para E > 0, las funciones propias con energia positiva se denominan
Junciones propias del continuo. La parte angular de una funcién de onda del continuo es un
arménico esférico. Al igual que las funciones de onda de la particula libre, las del continuo no gor
normalizables en el sentido habitual.
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Consideremos ahora los estados enlazantes del atomo de hidrégeno, es decir, aquéllos con E < 0.
En este caso, la cantidad entre paréntesis en la Ecuacién (6.66) es positiva. Como queremos que
las funciones de onda permanezcan fintitas cuando r tiende a infinito, escogemos el signo menos en
la Ecuacidn (6.66) y, con objeto de obtener una relacién de recurrencia de dos términos, hacemos
la sustitucion

R(r) =e °"K(r) (6.68)
[ 2E\'?
C= (_ae_z) (6.69)

donde e, en la Ecuacién (6.68), denota la base de los logaritmos naturales, y no la carga del protén.
La utilizacién de la sustitucién (6.68) no garantiza nada acerca del comportamiento de la funcién
de onda para valores grandes de . La ecuacién diferencial que obtenemos con esta sustitucién tiene
dos soluciones linealmente independientes. Podemos realizar cualquier sustitucién que queramos
en una ecuacién diferencial. De hecho, podriamos hacer la sustitucién R(r) = e*“".J(r) y también
obtendriamos las funciones propias, y los valores propios correctos. La rclacion entre J y K seria
naturalmente, J(r) = e 27K (r). _

Procediendo con la sustitucién (6.68), evaluamos las funciones R’ y R", las sustituimos en la
Ecuacién (6.64), multiplicamos por 72e“", y usamos la Ecuacién (6.69), para obtener la siguiente
ecuacién diferencial para K(r):

PPK" 4+ (2r —2Cr)K' +[(2Zat —2C)r — {1+ 1)]K =0 (6.70)
Podriamos usar ahora una serie de potencias de la forma
o0
K=Y cr* (6.71)
k=0
para K. Si lo hiciéramos, encontrariamos que, en general, son nulos los primeros coeficientes de

la Ecuacién (6.71). Si ¢, es el primer coeficiente diferente de cero, dicha ecuacién puede escribirse
como

K=Y arf, ¢ #0 (6.72)
k=s

Haciendo j = k — s, y definiendo b; como b; = ¢;,, obtenemos

x0 o0
K = ch+srj+s =7? z b, bo #0 (6.73)
j=0 j=0

(Aunque las sustituciones que estamos haciendo puedan parecer arbitrarias, constituyen el pro-
cedimiento habitual para resolver ecuaciones diferenciales mediante series de potencias.) En la
Ecuacién (6.73), s es un entero cuyo valor ha de determinarse mediante sustitucién en la ecuacién
diferencial. Para ello escribimos

K(r)y=r"M(r) (6.74)
M(r)y=> birl, by #0 (6.75)
j=0

Evaluando K’ y K" a partir de la Ecuacién (6.74) y sustituyendo en la (6.70), obtenemos

M+ (25 +2)r —2CT* M’ +[s* + s + (2Za™! —2C —2Cs)r — (I + 1)]M =0 (6.76)
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Para determinar s, hacemos r = 0 en esta ultima ecuacién. Segin la Ecuacién (6.75), tenemos

M@©)=b, M(O)=b, M'(0)=2b (6.77)
y usando la Ecuacién (6.77) en la (6.76), nos queda para r = 0

bo(s> +s—12=1)=0 (6.78)
Puesto que by no es cero, el término entre paréntesis debe anularse: s> +s — 2 — [ = 0. Esta es
una ecuacién de segundo grado en la incégnita s, cuyas raices son

s=1, s=-1—1 (6.79)

Estas raices corresponden a dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial.
Examinémoslas atendiendo al buen comportamiento de la funcién de onda. De las Ecuaciones
(6.68), (6.74) y (6.75), tenernos

R(r)=e Crp Zb o (6.80)
Puesto que e=“" = 1 —Cr +..., la funcién R(r) se comporta como byr® para valores pequefios de
r. Para la raiz s = [, R(r) se comporta bien en el origen. Sin embargo, para s = —{ — 1, R(r) es
proporcional a
1
para valores pequenos de 7. Como [ =0,1,2,..., laraiz s = — — 1 hace que el factor radial de la

funcién de onda sea infinito en el origen. Muchos textos toman este hecho como razén suficiente
para descartar esta raiz. Sin embargo, no se trata de un argumento valido, ya que para el datomo
de hidrégeno relativista las funciones propias con ! = 0 son infinitas en » = J. Consideramos por
tanto la funcién (6.81) desde el punto de vista de la integrabilidad cuadratica, ya que, ciertamente,
hemos de cxigir que las funciones propias de los estados enlazantes sean normalizables.

La integral de normalizacién [Ecuacién (5.80)] para las funciones radiales que se comportan
como la funcién (6.81) viene dada por

o 1
/[R|“)r2drz/wdr
0 ol

para valores pequenios de r. El comportamiento de esta integral en el limite inferior de integracion
es

1
P2 (6.82)
Paral = 1,2,3,..., el valor de (6.82) es infinito, y la integral de normalizacién es infinita. Por
csta razdn, debemos descartar la raiz s = —I — 1 para l > 1. Sin embargo, para [ = 0, la funcién

(6.82) tiene un valor finito, y la integrabilidad cuadritica queda asegurada. Asi pues, existe una
solucién cuadréticamente integrable para la ecuacién radial que se comporta como r~! para valores
pequenos de r.

Un estudio més detallado de esta solucién muestra que corresponde a un valor de la energia que
no aparece en el espectro experimental del 4&tomo de hidrégeno. La solucién del tipo »—! debe, por
tanto, descartarse, pero hay controversia en la razén para hacerlo. Daremos las dos razones que sc
dan mas a menudo, sin entrar en los detalles. Un punto de vista es que la solucidén 1/r satisface la
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ecuacién de Schrodinger en todo el espacio salvo en el origen, y, por ello, debe descartarse [Dirac,
pagina 156; B.H. Armstrong y E.A. Power, Am. J. Phys., 31, 269 (1963)]. El segundo punto
de vista es que la solucién 1/r debe descartarse porque el operador Hamiltoniano para ella no es
hermitico (Merzbacher, Seccién 10.5). (En el Capitulo 7 definiremos los operadores hermiticos, y
demostraremos que los operadores mecanocudnticos deben ser hermiticos.)

Tomando la primera rafz de la Ecuacién (6.79), nos queda para cl factor radial de la Ecuacién
(6.80)

R(r) = e “"rl M (r) (6.83)
Haciendo s = [, la Ecuacién (6.76) se transforma en
rM" 4 (20 4+2 = 20T)M' + (2Za™ ' — 20 - 201)M =0 (6.84)
y, a partir de la Ecuacién (6.75), obtenemos
M(ry="> bl (6.85)
=
M= jbr Tt =Y bt =3 (ke Db =D (5 + bjpar?
j=0 j=1 k=0 j=0
M= "G = Db =35 = Doy ™ =" (k + Dkbygr*
j=0 j=1 k=0

o .
=2 G+ Djbjar’™!
j=0

Sustituyendo estas expresiones en (6.84) v combinando las sumas, nos queda

oQ

27 A
> [j(j + Dbjys + 200+ 1) + Dbjpr + (7 —2C - 201 - 2Cj) b,-] r=0
=0

Haciendo el coeficiente de r7 igual a cero, obtenemos la relacién de recurrencia

I (2C+2C1+2Cj —2Za™")
MG A )20+ )G+1)
Ahora, debemos examinar el comportamiento de las series infinitas (6.85) para valores grandes

de r. Como el comportamiento de las series para estos valores estd determinado por los términos
con potencias elevadas de j, examinamos la razén b;1/b; para valores elevados de j:

(6.86)

bjv1 205 20

. 2
b; J 7
Consideremos, por otro lado, la seric de potencias para e”

cuando j es grande (6.87)

Cr.,

(2C)y i (20)IH it

2Cr
2T = 14207 + -+ + : 6.88
] (0:55)
La razon entre los coeficientes de potencias sucesivas de  en esta ecuacién viene dada por
20)7+1 ! 2C 2C .
(2€) J = ~— cuando j es grande

G+ (20) j+1 7 5
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y es la misma que la de la Ecuacién (6.87) para valores elevados de j. Esto sugiere que para valores
grandes de 7, la serie infinita (6.85) se comporta como €2°7, y la funcién radial (6.83) se comporta
como

R(r) ~ e~ mrle2Cr = pleT (6.89)

R(r) se hace por tanto infinita cuando r tiende a infinito y no es cuadraticamente integrable.
La unica forma de impedir esta “catastrofe infinita” es (como en el caso del oscilador armonico)
truncar la serie de forma que tenga un niimero finito de términos, en cuyo caso, el factor e~ "
asegura que la funcién de onda se haga cero cuando r tiende a infinito. Sea bxr* el dltimo término
de la serie. Para que todos los términos byy1, byyo,... se anulen, la fraccién que multiplica a b; en
la relacién de recurrencia (6.86) debe valer cero para j = k. Tenemos, pues, que

20(k +1+1)=2Za™ ", k=0,1,2,... (6.90)

Los nimeros cudnticos k y [ son enteros, y definimos ahora un nuevo entero n de la forma

n=k+1+1, n=123,... (6.91)

De acuerdo con la Ecuacién (6.91), el niimero cuantico [ debe satisfacer

I<n-1 (6.92)

por lo que ! debe variar entre 0 y n — 1.

Niveles de energia. Utilizando la Ecuacién (6.91) en (6.90), obtenemos

Cn=Za " (6.93)
y sustituyendo aqui C = (—2E/ae'*)'/2 [Ecuacién (6.69)] y despejando E, nos queda
Z2 672 Z2uer4
== = 94
E n? (2(1) 2n?h? (6:94)

donde a = h’pe’” [Ecuacién (6.63)]. Estos son los niveles de energia enlazantes del 4tomo hi-
drégenoide, y son discretos. La Figura 6.6 muestra la curva de energia potencial [Ecuacion (6.57)]
y algunos de los niveles de energia permitidos para el 4tomo de hidrégeno (Z = 1). El cuadriculado
indica que todas las energias positivas estan permitidas.

Para la absorcion y la emisién de luz se obtiene que estdn permitidos todos los cambios posibles
en el nimero cuantico n. Los nimeros de ondas [Ecuacién (4.65)] de las lineas espectrales del
atomo de hidrégeno son entonces

. 1 v E2 — E1 6'2 1 1 1 1
=1_r_ - ~ -~ V=ru(S -2 6.95
EXT e he 2ahe (n% n3 ) R (n% n3 ) (6.95)

donde Ry = 109677.6 cm™! es la constante de Rydberg para el hidrégeno.

Degeneracién. ;jEstian degenerados los niveles de energia del 4tomo de hidrégeno? Para los
estados enlazantes, la energia (6.94) depende solamente de n. Sin embargo, la funcién de onda
(6.61) depende de los tres ntimeros cuanticos n, ! y m, cuyos valores permitidos son [Ecuaciones
(6.91), (6.92), (5.108) y (5.109)]

n=12.3,... (6.96)*
1=0,1,2,...,n—1 (6.97)*
m=—l,~1+1,...,0,....1—1,1 (6.98)*
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FIGURA 6.6 Niveles de energfa del dtomo de hidrégeno.

Los estados con diferentes valores de { o m, pero con el mismo valor de n, tienen la misma energia;
hay degeneracidén salvo para el caso n = 1, en el que [ y m son ambos 0. Para un valor dado de
n, tenemos n valores diferentes de [. Para cada uno de estos valores de [, tenemos 2{ + 1 valores
de m. El grado de degeneracién de un nivel enlazante del d&tomo de hidrégeno resulta ser igual a
n? (omitiendo las consideraciones de espin): véase Problema 6.10. Para los niveles del continuo,
no hay restriccion en el valor maximo de ! para una energia dada; por tanto, estos niveles estan
infinitamente degenerados.

La ecuacién radial para el atomo de hidrégeno puede resolverse también usando el método de
los operadores escalera —también conocido como método de factorizacion: véase Z.W. Salsburg,
Am. J. Phys., 33, 36 (1965)—.

FUNCIONES DE ONDA DE ESTADOS ENLAZANTES DEL ATOMO DE HIDROGENO

El factor radial. Utilizando la Ecuacién (6.93), obtenemos para la relacidu de recurrencia
(6.86)

o _ 22 j+l+1-n _
T ha G+ +20+2) 7

(6.99)

La discusién que precede a la Ecuacién (6.91) muestra que la potencia més elevada de r en el
polinémio M(r) = »;bjr [Ecuacion (6.85)] es k = n — 1 —1; por tanto, usando C' = Z/na
[Ecuacién (6.93)] en R(r) = e~“"rt M (r) [Ecuacién (6.83)], obtenemos para el factor radial de la
funcién de onda 1 del &tomo de hidrégeno la expresion

n—Il—1
Rnl('r) = rleer/na Z bj’l‘j (6100)

J=0
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donde a = h?/pue’” [Ecuacién (6.63)]. Las funciones de onda enlazantes completas de los dtomos
hidrogenoides vienen dadas por [Ecuacién (6.61)]

wnlm = Rnl(T)Y;n(ea ¢) = Rnl(T)Slm(G)\/%—ﬂ_ €im¢ (6101)

Las primeras funciones theta se dan en la Tabla 5.1.

. Cuantos nodos tiene R(r)? La funcién radial es cero en 7 = oo, en r = 0 para l # 0, y en
los valores de r que anulan la funcién M(r). M(r) es un polinomio de grado n — 1 — 1, y puede
demostrarse que las raices de M(r) = 0 son todas reales y positivas. As{ pues, aparte del origen
y de infinito, R(r) tiene (n — ! — 1) nodos. Los nodos de los armoénicos esféricos se discuten en el
Problema 6.35.

Energia y funciéon de onda para el estado fundamental. Para el estado fundamental del
atomo hidrogenoide tenemos n = 1,1 =0, y m = 0. El factor radial (6.100) es

Rlo(f') = boe*Zr/a (6102)
La constante by se determina mediante normalizacién [Ecuacién (5.80)]:
oo
|b0|2/ e~ 2rlap2gr = 1
0

Usando la integral (A.7) del Apéndice, tenemos

7\ 3/2 :
Rio(r) =2 (E> e=ar/a (6.103)
Multiplicando por Y? = 1/(4w)'/?, obtenemos para la funcién de onda del estado fundamental
1 7\ 3/2
Y100 = iz (g) e=4r/e (6.104)

Las energfas y las funciones de onda del d4tomo de hidrégeno contienen la masa reducida, dada,
segin la Ecuacién (6.59), por

MeMyp Me _ Me
me +m, l+m./m, 1+ 0.000544617

= 0.9994557m, (6.105)

donde m, es la masa del protén, y el valor de m./m, se ha tomado de la Tabla A.1. La masa
reducida es muy similar a la masa del electrén, y, por ello, muchos textos utilizan la masa del
electrén en lugar de la masa reducida en la ecuacién de Schrodinger del 4tomo de hidrégeno. Esto
implica suponer que la masa del protén es infinita, comparada con la masa del electrén, en la
Ecuacién (6.105), y que todo el movimiento interno es movimiento del electrén. El error que se
introduce al emplear la masa del electrén en lugar de la masa reducida es de una parte en dos mil
para el dtomo de hidrégeno. Para dtomos mas pesados, este error es incluso menor. Ademas, para,
atomos polielectrénicos la correccién para el movimiento nuclear es bastante complicada. Por todo
ello, en adelante supondremos que el nicleo es infinitamente pesado, y utilizaremos simplemente
la masa del electrén al escribir la ecuacién de Schrédinger para atomos.

Si reemplazamos la masa reducida del 4tomo de hidrégeno por la masa del electrén, la cantidad
a definida por la Ecuacién (6.63) queda como sigue

2

=0.52918 A (6.106)

ag = =~ =
Pe/z
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donde el subindice cero indica que se usa la masa del electrén en lugar de la masa reducida. La
cantidad ag recibe el nombre de radio de Bohr, puesto que es el radio del circulo en el que se
mueve el electrén en el estado fundamental del atomo de hidrégeno, en el modelo atémico de Bohr.
Por supuesto que hay una cierta probabilidad de encontrar al electron a cualquier distancia del
nicleo, ya que la funcién de onda del estado fundamental (6.104) no se anula para ningin valor
finito de r. El electrén no estd pues confinado en un circulo.

Una unidad conveniente para las energias electrénicas es el electron-voltio (eV), que se define
como la energia cinética que adquiere un electrén cuando se acelera mediante una diferencia de
potencial de un voltio (V). La diferencia de potencial se define como energia por unidad de carga.
Puesto que e = 1.602177 x 1071°C, y 1 V-C = 1 J = 107 ergios, tenemos

l1eV =1.602177 x 1071% J = 1.602177 x 10~ 2erg (6.107)

EJEMPLO Calcule la energia del estado fundamental del dtomo de hidrégeno en unidades SI, y pase
el resultado a electrén-voltios.

La energia del estado fundamental del atomo de hidrégeno se obtiene sustituyendo en la Ecuacién
(6.94) n=1,Z =1,y ¢ =e/(4neo)'/?, con lo que queda E = —pe?/8h%e}. Usando la Ecuacién (6.105)
para p, calculamos

_0.9994557(9.10939 x 107! kg)(1.602177 x 107" C)*
8(6.62608 x 10—31 J 5)2(8.8541878 x 1012 C?/N m?)?

—(2.17868 x 107" J)[(1 eV)/(1.602177 x 10~ '° J)]

E = —13.598 eV (6.108)

que es un nimero que merece la pena recordar. Esta es la energia minima necesaria para ionizar un dtomo
de hidrégeno en su estado fundamental.

EJEMPLO Determine (T) para el estado fundamental del 4tomo de hidrégeno.
Las Ecuaciones (3.89) para (T} y (6.7) para V¢, dan

~ 2 5
(T) = /w*wdr = —Z—”/w*vzwdf

: %y 2 1 Oy 20
Vz’l[) — _l/)_ 4 _Qﬂ _ 5 _L/J l/)
or?  rdr r2p orz v or
va que L%y = =1(I 4+ 1)k*p, y | = 0 para un estado s. A partir de la Ecuacién (6.104), con Z = 1 tenemos
Y =7 1/2 327/ asi que O = —gx V2T 2y 0% /Or? = 72" 2¢=7/2 Usando
dr = r? sendr df d¢ [Ecuacién (5.78)], obtenemos

27
(T) = _2__ / / ( em2r/e %e—”/“) r2sen 6 dr d6 de
nra !

- P h? e
frg —— ZT‘/G. — 27 /(1 = ,— = —
2 - / d¢/ senGdG/ ( 2re ) dr = 5.5 =5

2

L*y =

donde hemos usado la integral A.7 del Apéndice, y la relacién a = h?/ue’”. Segin la Ecuacién (6.94),
e? /2a es la energia del estado fundamental del dtomo de hidrégeno cambiada de signo, y la Ecuacién

(6.108) da (T) = 13.598 eV.




144

Capitulo 6 £l dtomo de hidrégeno

¥i00(x: 0, 0)

—>
X

FIGURA 6.7 Vértice en la funcidn de onda del estado fundamental del 4tomo de hidrégeno.

Analicemos una caracteristica interesante de la funcién de onda del estado fundamental dada
por la Ecuacién (6.104). Sabemos que r = (2 + y* + 22)}/2. Para los puntos del eje z en los que

y=0y z=0, tenemos r = (z>)/? = |z|, y

$100(z,0,0) = n7/2(Z]a)? 2e 711/ (6.109)

La Figura 6.7 muestra como varia v00(z,0,0) a lo largo del eje . Aunque la funcién de onda
1100 €s continua en el origen, la pendiente de la tangente a la curva es positiva a la izquierda del
origen y negativa a la derecha del mismo, de modo que 9v/d« es discontinua en el origen. Decimos
que la funcién de onda tiene un wvértice en el origen. El vértice se debe a que la energia potencial
V = —2Ze? /7 se hace infinita en el origen. Recordemos la discontinuidad de la pendiente de las
funciones de onda de la particula en una caja en las paredes de la misma.

Hemos denotado las funciones de onda de los estados enlazantes del &tomo de hidrégeno me-
diante tres subindices, que indican los valores de n, I y m. Una notacién alternativa es aquella en
la que se indica el valor de I con una letra

| d|7]
[2]3]

Las letras s, p, d, y f tienen un origen espectroscépico, y significan aguda (en inglés, sharp),
principal, difusa y fundamental. Después de estas letras se sigue por orden alfabético {exceptuando
la j, que se omite). Precediendo a la letra que se asocia al nimero cuédntico [, se escribe el valor
del nimero cudntico n. Asi, la funcién de onda del estado fundamental 19g se escribe como ¥,
o simplemente 1s.

=

|

letra ] s l P
1

d
IoJof1]2

flg
3|4

(2}

i |k ]... 6.110)%
617]... ( )

Funciones de onda para n = 2. Paran = 2, tenemos los siguientes estados 1200, ¥21-1, Y210
y ¥211- Denotemos g9 como e,. Para distinguir las tres funciones 2p, empleamos un subindice
que expresa. el valor de m: vo,_,, Y2p,, Y2p,- El factor radial de la funcién de onda depende de
n y de [, pero no de m, como se ve en la Ecuacién (6.100). Cada una de las tres funciones de
onda 2p tiene pues el mismo factor radial. Los factores radiales de las funciones 2s y 2p pueden
obtenerse de la forma habitual, a partir de las Ecuaciones (6.100) y (6.99) més la normalizacion
correspondiente. Los resultados se dan en la Tabla 6.1. Nétese que el factor exponencial para las
funciones radiales con n = 2 no es el mismo que el de la funcién radial R;;. La funcién de onda
completa se obtiene multiplicando el factor radial por el arménico esférico apropiado. Usando la
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TABLA 6.1 Factores radiales de las funciones

de onda hidrogenoides

R =2 (2) e e
Ry, = er (%) ( _ )67Zr/2a

Ry = 7 (%) 2 pe—2r/2a

Ruw = 525 (27 (1= e + ) -7
Rsp = 57 (2)7* (2 - —) 7/

Rou = gty () v

Ecuacién (6.101) y las Tablas 6.1 y 5.1, obtenemos

thas = Wl—lﬁ (2%)3/2 (1 - %) o 7r/2% (6.111)
Yop_y = 8711—1/2 (%)5/2 re”?7/20gen g e ¢ (6.112)
Yop, = # (%) i re= /200050 (6.113)
Yop, = Wll/g (§>5/2 re=27/%gen § £ (6.114)

En la Tabla 6.1 se dan algunos factores radiales normalizados para las funciones de onda
hidrogenoides, y en la Figura 6.8 se representan graficamente algunas de las funciones radiales. El
factor r* hace que las funciones radiales se anulen en r = 0, salvo para los estados s.

La funcién de distribucién radial. La probabilidad de encontrar al electrén en la regién
del espacio comprendida entre 7 y r +dr, 8 y 8 +df y ¢, y ¢ + d¢ [Ecuacion (5.78)] es

[Y2dT = [Rp(r)2]Y (8, $)|>r? sen 6 dr df do (6.115)

Preguntémonos ahora cudl es la probabilidad de que el valor de la coordenada radial 7 del electrén
esté comprendido entre r y 7 + dr, sin ninguna restriccién en cuanto a los valores de 8 y ¢. Esta es
la probabilidad de encontrar al electrén en una delgada capa esférica centrada en el origen, de radio
interior 7 y de radio exterior r + dr. Debemos, por tanto, sumar las probabilidades infinitesimales
dadas por la Ecuacién (6.115), para todos los valores posibles de 8 y de ¢ manteniendo fija 7, lo
que equivale a integrar dicha ecuacién sobre 6 y ¢. La probabilidad, entonces, de encontrar al
electrén entre r y r + dr viene dada por

(R ()27 dr /0 ’ /0 "1V (0, ¢)2sen 8 6 d = [Rus ()]0 dr (6.116)

va que los armonicos esféricos estan normalizados:

27 T
/ / [Y7(8,¢)|*sen 8 df dp = 1 (6.117)*
0 0
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FIGURA 6.8 Gréficas de los factores radiales R, (r) de las funciones de onda del dtomo de hidrégeno
(Z=1). Se utiliza la misma escala en todas las grificas. (En algunos textos, estas funciones no se dibujan
con la escala correcta.)

como se ha visto en las Ecuaciones (5.72) y (5.80). La funcién R%(r)r?, que determina la probabi-
lidad de encontrar al electrén a una distancia r del niicleo, se denomina funcion de distribucion
radial (véase la Figura 6.9). Aunque R;4(r) no es cero en el origen, la funcién de distribucién
radial 1s si lo es en 7 = 0, debido al factor r2; el volumen de una delgada capa esférica se hace
cero cuando r tiende a cero. El médximo de la funcién de distribuciéon radial para el estado 1s del
hidrégeno estd situado en r = a.

EJEMPLO Determine la probabilidad de que el elecirén del estado fundamental del atomo de hidrégeno
esté a una distancia del nicleo inferior a a.

Queremos determinar la probabilidad de que la coordenada radial caiga entre 0 y a. Para ello, tomamos
la probabilidad infinitesimal (6.116) de estar entre r y r + dr, y sumamos en el rango que va desde 0 hasta
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FIGURA 6.9 Gréficas de las funciones de distribucién radial [R;(r)]*r?] para el d&tomo de hidrégeno.

a. Esta suma de cantidades infinitesimales es la integral definida
a . 4 a o 4 2 9 12 2 13
/ Rilrzdr:—gfezr/ rzdr=~36 /e (—C—a~'—‘m -
Jo a” Jo (43

= d4[e ?(=5/4) — (~1/4)] = 0.323

donde la funcién Rjo se ha tomado de la Tabla 6.1, y se ha utilizado la integral A.6 del Apéndice.

Funciones hidrogenoides reales. El factor ¢/™? hace imaginarios los arménicos esféricos,
salvo para m» = 0. En lugar de manejar funciones de onda imaginarias, como las dadas por las
Ecuaciones (6.112) y (6.114), los quimicos utilizan a menudo funciones de onda hidrogenoides
reales, formadas mediante combinaciones lineales de las funciones complejas. Este procedimiento
esta justificado por el teorema dado en la Seccién 3.6, segin el cual cualquier combinacién lineal
de funciones propias de un nivel de energia degenerado es una funcién propia del Hamiltoniano
con el mismo valor propio. Como la energia del &tomo de hidrégeno no depende de m, los estados
2p1 y 2p_, pertenecen a un nivel de energia degenerado, y cualquier combinacion lineal de éstos
es una funcién propia del Hamiltoniano con el mismo valor propio de la energia.

Una forma de combinar estas dos funciones para obtener una funcién real es la siguiente

1 A
Pop, = 7 (Yap_, +th2p,) = Wor <E> re 27/?% gen @ cos ¢ (6.118)
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donde hemos usado las Ecuaciones (6.112) y (6.114), y la relacién e*?® = cos ¢ + i sen ¢. El factor

1/V/2 normaliza a 1, :
[t ar =5 ([ Wpar s [ Par + [ w5, vt [ 5y ar)
=3(1+1+0+0)=1

Aqui hemos usado el hecho de que 2, ¥ ¥2,_, estdn normalizadas y son ortogonales, ya que

DO | =

I

27 27
(e‘m)*eid’ do = / e dy =0
0 0

La forma de designar a la nueva funcién de onda construida en la Ecuacién (6.118), 1, , se explica
cuando se observa que la Ecuacién (5.51) da

1 [z\** _,
Vere = 4 o <E> v (o419
Una segunda forma de combinar las funcioues es
1 1 o/ Zr/2
Pap, = 3 (hap, —Pop_,) = yWors <E> rsenfsenge 27/20 (6.120)
1 Z\°* Zr/2
w2py = 42 <E> ye r/2a (6.121)
La funcién vy, es real, y, a menudo, se denota como
1 /Z\" .,
Yap, = Pop, = 7 <%> ze4r/2a (6.122)

donde la Z maytscula es el nimero de protones del nicleo, y z mintdscula es la coordenada z del
electrén. Las funciones 12, , ¥2p, ¥ ¥2,, son ortogonales entre si (Problema 6.36). Nétese que
12p. vale cero en el plano zy, y es positiva por encima de este plano y negativa por debajo del
mismo.

Las funciones v, , ¥y %2p, son funciones propias de L? con el mismo valor propio: 2h*. El
razonamiento dado en la Seccién 3.6 muestra que las combinaciones lineales (6.118) y (6.120) son
también funciones propias de L? con valor propio 2h2. Sin embargo, Yo, , ¥ Yap, son funciones
propias de L, con diferentes valores propios: —h y +h. Por tanto, v, y t¥2p, no son funciones
propias de L..

Podemos extender este procedimiento de construccién de funciones de onda reales a estados
mds elevados. Puesto que m varia entre —! y +I, para cada funcién compleja que contenga el
factor e~ ™l hay una funcién con el mismo valor de n y I pero con el factor et*1"1¢. La suma y la
resta de estas funciones da dos funciones reales, una con el factor cos (Jm|¢), v otra con el factor
sen (|m|¢). En la Tabla 6.2 se da una relacién de estas funciones de onda reales para los dtomos
hidrogenoides. Los subindices de estas funciones se obtienen mediante consideraciones similares a
las efectuadas en el caso de las funciones 2p,, 2p, y 2p.. Por ejemplo,

Vsd,, = (1/iV2)(Yh3d, — V3a_,)

1 Z\""* Zr/3a 2 .2
=——| = e~ ?T/°% % gen®f (2 sen ¢ cos @)
8127 <a>

7/2
— ‘2_ (g) eer/?)amy
81v27 \ a
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TABLA 6.2 Funciones de onda hidrogenoides reales

35 = 2t

1o = e (£)"2e 7000
25— s (8 (2= ) e
2p; = 4(2;)1/2 (%)5/2 re=Zr/2acos 6
2pe = 4(27:)172 (%)5/2 re~%r/2% sen fcos ¢
2py = 4(2;)1/2 (%)5/2 re~Z7/2¢ senf sen ¢
(

)7 (27— 182 4222 ) e 2/
% (6

21/2 (Z /2 ~Zr[3ac050 . -
a

3pz — 8lxl/2 )7'6
91/2

)E- T
3p: = g2 ( )5/2 (6 —‘ZT) re~%7/3% sen fcos ¢
)

a
3p, = 91/2 (% 5/2 (6— %) re—Zr/3a sen @ sen ¢
7

3.2 = grgbyrs (£)" r2e #7730 (3c05%0 — 1)
3d,, = 8%;—/12/2 (%)7/2 r2e~27/3% sen fcos feos ¢
3dy. = %/1—2/3 (%)’7/2 r2e~27/3% sen fcos f sen ¢

3dy2_y2 = gy (%)7/2 r2e~27/3% sen 2fcos 2¢

3d,y = W (%)7/2 r2e=2r/30 sen 2@ sen 2¢

donde hemos hecho uso de la Tabla 6.1 para el factor radial, de la Tabla 5.1 para el factor theta,
de la funcién ™®/+/27 para el factor phi, y de la identidad sen 2¢ = 2sen ¢ cos ¢.

Las funciones hidrogenoides reales se obtienen a partir de las funciones complejas, reemplazando
la funcién e!™® /(27)1/2 por 71/ %sen |m|¢, 6 m1/2cos |m|¢, para m # 0; para m = 0, el factor ¢
es 1/(2m)'/? tanto para las funciones complejas como para las reales.

Cuando se trata con moléculas, los orbitales hidrogenoides reales son mads itiles que los com-
plejos. En la Seccién 15.6 veremos, por ejemplo, que los orbitales atémicos reales 2p;, 2p, v 2p.
del dtomo de oxigeno tienen las propiedades de simetria adecuadas para la construccién de una
funcién de onda de la molécula de HoO, mientras que los orbitales 2p complejos no las tienen.

ORBITALES HIDROGENOIDES

Las funciones de onda hidrogenoides son funciones de onda espaciales monoelectrénicas y, por
tanto, orbitales hidrogenoides (Seccién 6.5). Estas funciones se han obtenido para un dtomo con
un electrén, y no es admisible utilizarlas para ofrecer una representacién verdaderamente precisa
de la funcién de onda de un Atomo polielectrénico. En el Capitulo 11 veremos cémo se utiliza el
concepto de orbital para aproximar funciones de onda de dtomos pollelectronlcos Por ahora, nos
limitaremos a 4tomos con un solo electrén.

Existen fundamentalmente dos formas diferentes de representar los orbitales: una consiste en



150

Capitulo 6 El dtomo de hidrogeno

S

Grafica de 50’0(0) Grafica de |S ]’0(9)5

FIGURA 6.10 Gréficas de los factores 6 en las funciones de onda s y p del atomo de hidrégeno.

hacer gréficas de las funciones, y la otra en dibujar las superficies de densidad de probabilidad
constante. i

Consideremos primero las graficas de las funciones. Para representar en una grafica cémo
cambia la funcién ¢ con las tres variables independientes r, 8 y ¢, necesitamos cuatro dimensiones.
La naturaleza tridimensional de nuestro mundo impide hacer esta gréafica. En lugar de ello, hacemos
las graficas de los factores de ?. Representando R(r) frente a r obtenemos las curvas de la Figura
6.8, que no contienen informacién sobre la variacién angular de .

Consideremos ahora la representacién gréafica de S(¢). Tenemos (Tabla 5.1)

S0,0 = 1/\/5, 51,0 = % 6cosf

Podemos hacer las gréificas de estas funciones usando coordenadas cartesianas bidimensionales,
representando S en el eje vertical y # en el eje horizontal. Sy, da entonces una linea recta
horizontal, y S; 0 da una curva de tipo coseno. Es mds corriente, sin embargo, representar S
usando coordenadas polares planas. La variable 6 es el dngulo respecto al eje z positivo, y S(6) es
la distancia desde el origen hasta el punto de la grafica. Para Sy obtenemos un circulo, y para
S1,0 obtenemos dos circulos tangentes (Figura 6.10). El signo negativo del circulo inferior de la
grafica de S; o indica que esta funcién es negativa para %w < 6 < 7. Estrictamente hablando, al
representar cos 8, sélo obtenemos el circulo superior, que se dibuja dos veces; para que aparezcan
dos circulos tangentes, hemos de representar [cos 8.

En lugar de representar los factores angulares por separado, podemos hacer una unica grafica
para |S(8)T (¢)| en funcién de 8 y ¢. Usaremos coordenadas polares esféricas, y la distancia desde el
origen hasta el punto de la gréfica serd [S(8)T(¢)|. Paraun estado s, la funcién ST es independiente
de los 4ngilos, y obtenemos una esfera de radio 1/(4m)'/? al hacer la representacién. Para un estado
p., tenemos que ST = 1(3/m)'/2cos 8, y las gréfica de |ST'| consiste en dos esferas tangentes en
el origen cuyos centros estdn situados sobre el eje z (Figura 6.11). La Figura 6.11 resulta, sin
duda, familiar. Algunos textos dicen que esta es la forma del orbital p,, lo que es incorrecto.
Esta figura es simplemente una representacion grifica del factor angular de una funcién de onda
p;. Las representaciones de los factores angulares de p, y p, dan lugar a esferas tangentes que
caen sobre los ejes z e y, respectivamente. Si representamos S2T2 en coordenadas polares esféricas,
obtenemos superficies con la forma, familiar del niimero ocho, que, insistimos de nuevo, son graficas,
y no formas de orbitales.

Consideremos ahora las superficies de contornos de densidad de probabilidad constante. Re-
presentaremos estas superficies en el espacio, y sobre cada una de ellas mantendremos constante
el valor de |1[%; es decir, la densidad de probabilidad. Evidentemente, si [¢|? es constante sobre
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y

FIGURA 6.11 Gréfica de |Y{"(8, ¢)], el factor angular de la funcién de onda p..

una superficie dada, |t| también es constante sobre esa superficie: las superficies de contorno para
|4)|? y para || son idénticas.

Para un orbital s, la funcién de onda 1 depende solamente de r, de forma que la superficie
de contornos es una superficie en la que r es constante; es decir, una esfera centrada en el origen.
Para determinar el tamafo de un orbital, tomamos una superficie de contornos dentro de la cual
la probabilidad de encontrar al electrén es de, digamos, el 95 %. Tenemos de este modo que
[y [¥]*dr = 0.95, donde V' es el volumen encerrado por la superficie de contornos del orbital.

Obtengamos ahora la seccion transversal del orbital hidrogenoide 2p, en el plano yz. En este
plano, ¢ = 7/2 (Figura 6.5), y sen ¢ = 1. La Tabla 6.2 nos da para este orbital en el plano yz

[Yap, | = K527~/ 2re R sen 0 (6.123)

donde k = Z/2a. Para determinar la seccién transversal del orbital, usamos coordenadas polares
planas para dibujar la funcién (6.123) para un valor fijo de 9; r es la distancia desde el origen, y
el dngulo con respecto al eje z. En la Figura 6.12 se muestra el resultado obtenido para un contorno
tipico. Puesto que ye *" = yexp[—k(a® + y? + 22)1/2], vemos que 12, es una funcién de y y de
(@2 + 2%). Asi pues, thap, €s constante en un circulo centrado en el eje y y paralelo al plano zz.
Una superficie de contornos tridimensional puede, pues, generarse rotando la seccién transversal
representada en la Figura 6.12 alrededor del eje y, lo que da un par de elipsoides distorsionados,

NN

FIGURA 6.12 Contorno de un orbital 2p,,.
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2p. = 2p, 2p.

3p.=3p,

3d,: 2 3d,.- 3d,

FIGURA 6.13 Formas de algunos orbitales del dtomo de hidrégeno.

en lugar de dos esferas tangentes.
Consideremos ahora la forma de los orbitales complejos 12y, . Tenemos
Yopy, = k32 n =1/ 2pe k" gopn @ o F0
g = k27127 F" 1 |sen 6.124
D+1
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FIGURA 6.14 Densidades de probabilidad para algunos estados del dtomo de hidrégeno. [Para grificas
precisas, véase, D.T. Cromer, J. Chem. Educ., 45, 626 (1968).]

y los dos orbitales tienen, pues, la misma forma. Puesto que los términos de la derecha en las
Ecuaciones (6.124) y (6.123) son idénticos, concluimos que la Figura 6.12"da también la seccién
transversal de los orbitales 2p1; en el plano yz. Como [Ecuacién (5.51)]

e *"rjsen ] = exp[—k (27.2 + 47 4+ 22)V2)(a? + y?)V/?

vemos que |12, , ] es funcién de z y de (2 +y?), de manera que obtenemos la forma tridimensional
del orbital rotando la Figura 6.12 alrededor del eje z. Esto da una superficic en forma de rosco.

En la Figura 6.13 se muestran algunas superficies de orbitales hidrogenoides. El orbital 2s
tiene un nodo esférico que no es visible. El orbital 3s tiene dos nodos esféricos. El orbital 3p,
tiene un nodo esférico (indicado mediante una linea de trazos) y un plano nodal (el plano zy). El
orbital 3d,2 tiene dos conos nodales. El orbital 3d,2_,2 tiene dos planos nodales. Nétese que la
perspectiva con la que se observan los distintos orbitales en esta figura no es la misma. Se indican
los signos relativos de las funciones de onda. Los otros tres orbitales reales 3d de la Tabla 6.2
tienen la misma forma que el orbital 3d,>_,2, pero diferentes orientaciones. El orbital 3d,, tiene
dos 16bulos que caen entre los ejes x e y, que se obtienen rotando el orbital 3d,2_,2 45° alrededor
del eje 2. Los orbitales 3d,, y 3d,. tienen los lébulos entre los ejes y y z y entre los ejes z y z,
respectivamente.

En la Figura 6.14 se representa la densidad de probabilidad para varios orbitales en el plano yz.
El niimero de puntos en una regién dada es proporcional al valor de [¢)|? en esa regién. La rotacién
de estos diagramas alrededor del eje vertical (2) da la densidad de probabilidad tridimensional.
El orbital 2s tiene un factor angular constante, y no tiene, por tanto, nodos angulares. Para este
orbital tenemos, ademds, que n — I — 1 = 0, lo que indica que hay un nodo radial. La esfera sobre
la que ¥2; = 0 se ve claramente en la Figura 6.14.

La interpretacién original de Schriodinger de |1)|?, era que el electrén estaba “diseminado” en
una nube de carga. Si consideramos un electrén que pasa de un medio a otro, encontramos que |t|?
es diferente de cero en ambos medios. De acuerdo con la interpretacién de la nube de carga, esto
significaria que parte del electrén se refleja y parte se transmite. Sin embargo, experimentalmente
nunca se detecta una fraccién de electrdn; los electrones se comportan como entidades indivisibles.
Esta dificultad se elimina mediante la interpretacion de Bohr, de acuerdo con la cual los valores
de |¢)? en los dos medios dan las probabilidades de reflexién y transmisién. Las formas de los
orbitales que hemos dibujado dan las regiones del espacio en las cuales la probabilidad de encontrar
al electrén es del 95 %.

EL EFECTO ZEEMAN

En 1896, Zeeman observd que la aplicacién de un campo magnético externo provocaba un desdo-
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blamiento de las lineas espectrales. Tratamos ahora el efecto Zeeman en el atomo de hidrégeno, y
para ello comenzamos revisando el magnetismo.

Los campos magnéticos son producidos por cargas eléctricas en movimiento. Una carga ) con
velocidad v origina un campo magnético B en un punto P del espacio, tal que

_ﬂQer

B
47 3

(6.125)
donde r es el vector que une Q con P, y ug (la permeabilidad del vacio) se define como 47 x 10~7
N C 252 [La Ecuacién (6.125) es vélida solamente para una carga no acelerada que se mueve con
una velocidad mucho menor que la de la luz.] El vector B se denomina induccién magnética,
o densidad de flujo magnético. (Se creyd en principio que el vector H era el vector de campo
magnético fundamental, de forma que H recibié el nombre de intensidad de campo magnético.
Ahora se sabe que B es el vector magnético fundamental.) La Ecuacién (6.125) estd escrita en
unidades SI, con @ en culombios y B en teslas (T), donde 1 T=1NC 'm™!s. En esta seccién,
sélo se utilizardn unidades SI.

Dos cargas eléctricas +@ y —(Q separadas por una pequena distancia b, constituyen un dipolo
eléctrico. El momento dipolar eléctrico se define como el vector de médulo @b que va desde
—@ hasta +). Para una pequefia espira de corriente eléctrica, el campo magnético generado por
las cargas en movimiento de la corriente viene dado por la misma expresiéon matematica que la del
campo eléctrico debido a un dipolo eléctrico, salvo que el momento dipolar eléctrico se cambia por
el momento dipolar magnético m; m es un vector cuyo médulo es I 4, donde I es la intensidad
de corriente que fluye en una espira de area A, y cuya direccién es perpendicular al plano de la
espira de corriente.

Consideremos el momento (dipolar) magnético asociado a una carga () que se mueve en una
circunferencia de radio r con velocidad v. La intensidad de corriente es el flujo de carga por
unidad de tiempo. La longitud de la circunferencia es 27, y el tiempo invertido en dar una vuelta
es 2rrr/v. Por tauto, I = Qu/2rr. El médulo de m es

|m| = T4 = (Qu/2rr)7r® = Qur/2 = Qrp/2m (6.126)

donde m es la masa de la particula cargada, y p su momento lineal. Como el vector radial r es
perpendicular a p, tenemos

_@rxp_ Q

o oL (6.127)

my,
donde se ha utilizado la definicién del momento angular orbital L, y el subindice de m indica
que proviene del movimiento orbital de la particula. Aunque hemos deducido la Ecuacién (6.127)
para el caso especial del movimiento circular, su validez es general. Para un electrén, tenemos que

= —e, y el momento magnético debido a su movimiento orbital es
© (6.128)
my, = — .
L 2m,

El médulo de L viene dado por la Ecuacién (5.95), y el médulo del momento magnético orbital de
un electrén con nimero cudntico del momento angular orbital [ es

|my| h
my| =
L 2m

1A+ D)2 = Be[1(+ 1)]/? (6.129)

€

La constante efi/2m, se denomina magnetdn de Bohr (,:

Be = eh/2m, = 9.274 x 10724 J/T (6.130)
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Consideremos ahora la aplicacién de una campo magnético externo al &tomo de hidrégeno. La
energia de interaccién entre un dipolo magnético m y un campo magnético externo B es [Halliday
y Resnick, Ecuacién (33-12)]

Usando la Ecuacién (6.128), tenemos

[

Ep L-B (6.132)

- 2m,
Tomamos el eje z como la direccién del campo aplicado: B = Bk, donde k es el vector unidad en
la direccién z. Tenemos

e Be
Ep = BL. = "¢ BL,
i 2m, . h

T 2m,

B(Lai+Lyj+L:k) k=

donde L, es la componente z del momento angular orbital. . Cambiamos ahora L. por el operador
L, para obtener el término adicional del Hamiltoniano debido al campo magnético externo.

Hg = 8.Bh 'L, (6.133)

La ccuacién de Schrédinger para el dtomo de hidrégeno en un campo magnético es

(H + Hy)p = Ey (6.134)

donde H es el Hamiltoniano del dtomo de hidrégeno en ausencia del campo externo. Podemos com-
probar facilmente que las soluciones de la Ecuacién (6.134) son las funciones de onda hidrogenoides
complejas (6.61):

Z2 er2
-—— =+ ﬁeBm) RY™  (6.135)
n? 2a
donde se han usado las Ecuaciones (6.94) y (5.109). Asi pues, hay un término adicional en la
energia, 8. Bm, y el campo magnético externo rompe la degeneracién asociada al nimero cuantico
m. Por razones obvias, m recibe frecuentemente el nombre de nimero cudntico magnético. En
realidad, los desplazamientos observados experimentalmente en la energia cuando se aplica el campo
magnético, no se corresponden exactamente con las predicciones de la Ecuacién (6.135), debido a
la existencia del momento magnético de espin del electrén (Capitulo 10 y Seccién 11.7).

En el Capitulo 5 hemos encontrado que, en mecdnica cudntica, el vector momento angular L
esté sobre la superficie de un cono. Un tratamiento mecanocldsico (Halliday y Resnick; Secciones
13-2 y 37-7) del movimiento de L en un campo magnético aplicado, muestra que el campo ejerce un
torque sobre el vector my, que hace que L gire alrededor de la direccién de B con una frecuencia
constante, dada por |my|B/27|L|, formando un dngulo fijo con B. Este movimiento giroscdpico
recibe el nombre de precesidn. En mecanica cudntica no es posible especificar L de forma completa,
pero se obtiene, sin embargo, que (L) realiza un movimiento de precesién alrededor de la direccién
del campo (Dicke y Wittke, Seccién 12-3).

(H + Hp)R(r)Y (6, 6) = BRY] + ,h ™' BLRY" = (

RESOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE SCHRODINGER RADIAL

Para un problema de fuerzas centrales de una particula, la funcién de onda viene dada segin la
Ecuacién (6.16) por ¢y = R(r)Y; (0, ¢), y el factor radial se obtiene resolviendo la ecuacién radial
(6.17). El método de Numerov expuesto en la Seccién 4.4, se aplica a ecuaciones diferenciales de
la forma ¢" = G(z)y(x) [Ecuacién (4.70)], de modo que hemos de éliminar la primera derivada



156

Capitulo 6 El dtomo de hidrégeno

R' de la Ecuacién (6.17) para usar dicho método en nuestro caso. Definimos la funcién F(r) como
F(r) = rR(r), de modo que

R(r) =r"'F(r) (6.136)

Tenemos entonces que R’ = —r 2F +¢ ' F' y R" = 2r 3F ~ 2y~ 2F' 4 r~1F". Sustituyendo estas
expresiones en la ecuacion radial (6.17), ésta se transforma en

_% Frr) + |V + 4—102;27"2 F(r) = EF(r) (6.137)

1
G
T

F'(r) = G(r)F(r)  donde G(r)= ;—; (2V - 2E) (6.138)

que tiene la forma requerida por el método de Numerov. Para resolver la Ecuacién (6.137)
numéricamente, hemos de tratar por separado cada valor de I. La Ecuacién (6.137) se parece
a la ecuacién de Schrédinger unidimensional — (B /2m)y" (x) + V(z)y(z) = Evy(x), con la diferen-
cia de que r (que varia entre 0 e co) se sustituye por = (que varia entre —oo e c0), F(r) = rR(r)
reemplaza a v, y V(r) + I(l + 1)i?/2mr? hace el papel de V(z). Para cada valor de I, cabe es-
perar que la solucién de energia mis baja tenga 0 nodos interiores (es decir, nodos para los que
0 < r < 00), la solucién siguiente tenga 1 nodo interior, y asi sucesivamente.

Recordemos que, de acuerdo con la discusién que sigue a la Ecuacion (6.81), si R(r) se comporta
como 1/7% cerca del origen, entonces, si b > 1, R(r) no es cuadraticamente integrable. Tampoco
estd permitido el valor b = 1, como se ha sefialado, después de la Ecuacién (6.82). Por tanto, la
funcién F(r) = rR(r) dcbe valer cero en r = 0.

Paral # 0, G(r) vale infinito en r = 0, segin la Ecuacién (6.138), y esto molesta a la mayoria de
los computadores. Para evitar este problema, comenzamos a buscar la solucién en un valor extre-
madamente pequefio de r (por ejemplo, 107! para la cantidad adimensional r,.), y aproximamos
F(r) como cero en dicho punto.

Como ejemplo, usaremos el método de Numerov para obtener las energia enlazantes del dtomo
de hidrégeno més bajas. En este caso V = —e'> /r, y la ecuacién radial (6.62) contiene las constantes
', uy h, donde e = e/(4meo)'/? tiene unidades SI de m N'/2 (véase la Tabla A.1 del Apéndice),
y, por tanto, tiene las dimensiones [¢'] = L3/2M'/2T~!. Siguiendo el procedimiento utilizado para
llegar a la Ecuacién (4.83), encontramos que la energia reducida del dtomo de hidrégeno y la
coordenada radial reducida vienen dadas por (Problema 6.40)

E.=E/pe*h™, r,=r/B=r/hPple? (6.139)

La utilizacién ahora de las Ecuaciones (6.139), (4.85) y (4.86) reemplazando ¢ por F' y tomando
B =h*u~'e’?, transforma la Ecuacién (6.137) para el atomo de hidrégeno en (Problema 6.40)

F; =G,F, donde G,=I1(+1)/r?-2/r, —2E, (6.140)

y F, = F/B~1/2,

Las energias enlazantes del dtomo de hidrégeno son todas menores que cero. Supongamos que
queremos determinar los valores propios enlazantes con E, < —0.04. Igualando esta energia a V,
obtenemos (Problema 6.40) —0.04 = —1/r, de modo que la regién cldsicamente permitida para esta
energia se extiende desde r, = 0 hasta r, = 25. Yendo dos unidades més alld dentro de la regién
cldsicamente prohibida, tomamos r, max = 27, y exigimos que F,.(27) = 0. Tomaremos s, = 0.1, lo
que nos da 270 puntos entre 0 y 27 (mds exactamente, entre 107° y 27 + 107 15).

La funcién G, en la Ecuacion (6.140) contiene el pardametro I, asi hay que modificar el programa
de la Tabla 4.1 para que lea el valor de dicho parametro. Si se utiliza la hoja de calculo, hay que
introducir el valor de ! en alguna celda, y referirse a ella cuando se teclee la férmula de la celda



Seccion 6.10 Resumen 157

B7 (Figura 4.8) que define G,. La columna A debe comenzar, ademés, en 7. = 1 x 10715, La
columna C contendra los valores de F, en lugar de los de %,. El valor de F, en r, =1 x 1071°
diferird despreciablemente de cero, pero se ajustard a dicho valor en ese punto.

Con estos datos iniciales, obtenemos (Problema 6.41a) que los tres valores propios mas bajos
del d4tomo de hidrégeno para | = 0 son K, = —0.4970, —0.1246 y —0.05499, v los dos valores
propios més bajos para I = 1 son —0.1250 y —0.05526. Los valores correctos [Ecuacién (6.94)]
son —0.5000, —0.1250 y —0.05555. Esta mcdiocre precisién puede atribuirse fundamentalmente a
la répida variacién de G(r) en las cercanifas de r = 0. Si se toma para s, el valor 0.025 cn lugar
de 0.1 {lo que da un total de 1080 puntos) entonces los valores propios para { = 0 mejoran hasta
—0.4998, —0.12497 y —0.05510. Véase también el Problema 6.41b.

6.10 RESUMEN

Para un sistema de una particula con una energfa potencial dependiente solamente de r [V = V (r);
es decir, un problema de fuerzas centrales], las funciones de onda estacionarias ticnen la forma
¥ = R(r)Y;"(8, ¢), donde R(r) satisface la ecuacién radial (6.17), y ¥ son los armonicos esféricos.

Para un sistema de dos particulas no interaccionantes 1 y 2, el operador Hamiltoniano viene
dadopor H = H,+H,, y las funciones de onda estacionarias y las energfas satisfacen las expresiones
¥ = P1(q)Y2(q2) y E = E1 + Es, donde Hiyy = E1i), vy Hatps = Ey1ps, denotando ¢ y go las
coordenadas de las particulas 1 y 2, respectivamente.

Para un sistema de dos particulas no interaccionantes 1 y 2 con Hamiltoniano H=T+Ty+V,
donde V depende solamente de las coordenadas relativas z,y, z de las particulas, la cnergia es la
suma de las energias de dos particulas hipotéticas: £ = Ey + E,. Una de cstas particulas tiene
una masa M = m; + mo, sus coordenadas son las del centro de masas, y su energia Fys cs la de
una particula libre. La otra particula tiene una masa p = myma/(m; + ms), sus coordenadas son
tas coordenadas relativas x,y, 2, y su energia F,, se obtiene resolviendo la ecuacién de Schrédinger
para el movimiento interno: [(—=h?/2u)V? 4 V] (z,y,2) = Eb(z,y, 2).

El rotor rigido de dos particulas esta formado por dos particulas de masas m; y my, separadas
por una distancia fija d. Su energia es la suma de la energia de traslacion Ey y la cnergia
de rotacién E,. Las funciones de onda rotacionales estacionarias son ¢ = Y[*(6, ¢), donde los
angulos # y ¢ dan la orientaciéon de los ejes del rotor con respecto al origen situado en el centro de
masas del mismo, y los nimeros cudnticos son J =0,1,2,...,.ym=~-J,—-J+1,...,J—1,J. Los
niveles de energfa rotacionales son E,, = J(J+1)h*/2I, donde I = pd?, con p = mymsy/(mi +ma).
La regla de seleccién para las transiciones espectroscépicas es AJ = +1.

El 4tomo hidrogenoide tiene V = ~Ze' /r. Una vez separada la energia traslacional, el movi-
miento interno es un problema de fuerzas centrales, y ¢ = R(r)Y,"(6, ¢). Los cstados del continuo
tienen K > 0, y corresponden al atomo ionizado. Las energias permitidas de los estados enla-
zantes vienen dadas por la expresién E = —(Z2/n?)(e'*/2a), donde a = h?/pe’®, y las funciones
de onda radiales por la Ecuacién (6.101). Los mimeros cudnticos enlazantes son n = 1,2,3,...,
1=0,1,2,....n—1, ym=-l,-14+1,...,1—-1,L

Una funcién de onda espacial de un electrén se denomina orbital. La forma de un orbital queda
definida por una superficie de contorno de valores de || constante, que encierra una cantidad de
probabilidad especificada.

El método de Numerov puede utilizarse para resolver numéricamente la ecuacién de Schrédinger
radial para un sistema de una particula con energia potencial esféricamente simétrica.

PROBLEMAS

6.1 Si las tres constantes de fuerza del problema 4.18 tienen el mismo valor, tenemos un oscilador
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arménico isétropo tridimensional. (a) Explique por qué las funciones de onda en este caso pueden escri-
birse de la forma ¢ = f(r)G(6, ). (b) ;Cudl es la funcién G? (c) Escriba la ecuacién diferencial que
satisface f(r). (d) Utilice los resultados del Problema 4.18 para demostrar que la funcién de onda del
estado fundamental tiene efectivamente la forma f(r)G(8, ¢), y compruebe que la funcién f(r) del estado
fundamental satisface la ecuacién diferencial obtenida en (c).

6.2 La particula en la caja de potencial esférica tiene V = 0 para r < b, y V = oo para r > b.
Para este sistema: (a) Explique por qué ¢ = R(r)f(6,¢), donde R(r) satisface la Ecuacién (6.17). ;Cual
es la funcién f(6,¢)? (b) Obtenga la solucién R(r) de la Ecuacién (6.17) para los estados con [ = 0.
Pistas: La sustitucién R(r) = g(r)/r reduce la Ecuacién (6.17) a una ecuacién ficilmente resoluble.
Utilice la condicién limite de que ¢ es finita en r = 0 [véase la discusién que sigue a la Ecuacién (6.82)],
y una segunda condicién limite. Demuestre que ¢y = N(senkr)/r para los estados con | = 0, donde
k= (2mE/R>)Y? y E=n2h?/8mb? con n=1,2,3,.... (Paral # 0, la férmula de los niveles de energia
es mds complicada.)

6.3 Compruebe la Ecuacién (6.6) para la laplaciana en coordenadas polares esféricas.

6.4 Para un sistema de dos particulas no interaccionantes de masas 9.0 x 10726 gy 5.0 x 1072 g,
que estdn en una caja unidimensional de longitud 1.00 x 10~ ® cm, calcule las energias de los seis estados
estacionarios mas bajos.

6.5 La frecuencia de absorcién en microondas mas baja observada experimentalmente para la molécula
de '2C'%0 s 115271 MHz. (a) Calcule la distancia de enlace de esta molécula. (b) Prediga las siguientes dos
frecuencias de absorcién mas bajas en microondas para la misma molécula. (c¢) Prediga las dos frecuencias
de absorcién mds bajas en microondas para la molécula de *C'%0. (d) Para la molécula de 2C'¢0 a
25°C, calcule el cociente entre las poblaciones de los estados rotacionales J =1 y J = 0. Calcule también
dicho cociente para los estados J =2 y J = 0. No olvide la degeneracién.

6.6 La transicién rotacional desde el estado J = 2 al estado J = 3 para cierta molécula diatémica tieue
lugar a 126.4 GHz, donde 1 GHz = 10° Hz. Obtenga la frecuencia de absorcién para la transicién desde
J =5 hasta J = 6 en esta molécula.

6.7 Compruebe la Ecuacién (6.51) para el momento de inercia I de un rotor de dos particulas. Comience
multiplicando y dividiendo el miembro a la derecha de la Ecuacién (6.50) por mima/(m1 + m2), y utilice
a continuacién la Ecuacién (6.49).

6.8 Calcule el cociente entre las fuerzas gravitacional y eléctrica con las que interacionan un protén y
un electrén. ;jEstd justificado despreciar la fuerza gravitacional?

6.9 Para la particula en una caja de paredes infinitamente altas y para el oscilador arménico, no hay
funciones propias del continuo, mientras que para el 4tomo de hidrégeno si las hay. Explique este hecho
en términos de la naturaleza de la funcién de energia potencial de cada problema.

6.10 (a) Explique por qué el grado de degeneracién de un nivel de energia del dtomo de hidrégeno
viene dado por 37" (2l +1). (b) Separe este sumatorio en dos. Evaliie el primer sumatorio teniendo en
cuenta el hecho de que Z;":l j = 3k(k +1). Demuestre que el grado de degeneracién de los niveles del
4tomo de hodrégeno es n” (omitiendo el espin). (c) Demuestre la relacién Z?:1 j = 1k(k+1) sumado los
terminos correspondientes entre si de las series 1,2,3,...,k, y k,)k— 1,k —2,...,1.

6.11 (a) Calcule la longitud de onda y la frecuencia de las lineas espectrales que se originan en una
transicién desde n = 6 hasta » = 3 en el 4tomo de hidrégeno. (b) Repita los cslculos para el ién He*.
Desprecie el cambio de la masa reducida al pasar de H a He™.

6.12 Asigne cada una de las siguientes longitudes de onda observadas en el vacio a una transicién entre
dos niveles del 4tomo de hidrégeno:

6564.7 A, 4862.7 A, 4341.7 A 4102.9 A (Serie de Balmer)
Prediga las longitudes de onda de las dos lineas siguientes de esta serie y la longitud de onda del limite de

la serie. (Balmer fué un matematico suizo que dio, en 1885, con una férmula empirica que ajustaba las
lineas del espectro del d4tomo de hidrégeno.)
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6.13 Cada linea del espectro del 4tomo de hidrégeno en el Problema 6.12 presenta una linea satélites
cercana muy débil. Dos de dichas lineas satélites aparecen a las longitudes de onda en el vacio de 6562.9 A
y 4861.4 A. (a) Explique su origen. (La persona que dio respuesta por primera vez a esta pregunita gané
el Premio Nobel.) (b) Calcule las longitudes de onda de las otras dos lineas satélite.

6.14 Calcule la energia del estado fundamental del dtomo de hidrégeno usando unidades gaussianas
en la Ecuacién (6.94). Pase el resultado a electrén-voltios.

6.15 El positrén tiene una carga +¢, y una masa igual a la del electrén. Calcule en electrén-voltios la
energia del estado fundamental del positronio, que es un “atomo” formado por un positrén y un electrén.

6.16 Si ignordsemos la repulsién electréuica en el dtomo de helio, jcudl serfa la energia de su estado
fundamental y la correspondiente funcién de onda? (Véase Seccion 6.2.) Calcule el porcentaje de error de
la energia teniendo en cuenta que la energia experimental del estado fundamental del helio es —79.0 eV.

6.17 Demuestre que, para el estado fundamental del dtomo hidrogenoide, (r) = 3a/2Z.

6.18 Obtenga (r) para el estado 2po del dtomo hidrogenoide.

6.19 Obtenga (r?) para el estado 2p; del 4tomo hidrogenoide.

6.20 Para un atomo hidrogenoide en un estado estacionario con nimeros cuanticos n, | y m, demuestre
que (r) = [ r®|Ry|*dr.

6.21 Deduzca las funciones radiales hidrogenoides para los estados 2s y 2p.

6.22 ; Cudl es el valor del nimero cudntico del momento angular ! para un orbital t7

6.23 Obtenga el valor mas probable de r para el estado fundamental del &tomo hidrogenoide.

6.24 ;Dénde es maxima la densidad de probabilidad para el estado fundamental del dtomo de hidrége-
no?

6.25 Determine la probabilidad de encontrar al electrén a una distancia del nicleo superior a 2a para
el estado fundamental del 4tomo de hidrégeno.

6.26 Determine la probabilidad de encontrar al electrén en la regién cldsicamente prohibida para el
estado fundamental del 4&tomo de hidrégeno.

6.27 ;Para qué estados del 4tomo de hidrégeno es ¢ diferente de cero en el nicleo?

6.28 Una funcién de onda estacionaria es una funcién propia del operador Hamiltoniano H = T+V.
Los estudiantes creen algunas veces, incorrectamente, que ¢ es una funcién propia de T y de V. Para el
estado fundamental del &tomo de hidrégeno, compruebe directamente que v no es funcién propia ni de T
ni de V, pero que lo es de (T + V). i Puede indicar el lector algiin problema que ya hayamos resuelto, en
el que ¢ sea funcién propia de T y de V'?

6.29 Demuestre que (T) + (V) = E para un estado estacionario.

6.30 Para el estado fundamental del dtomo de hidrégeno: (a) determine (V); (b) utilice el resultado
obtenido en (a) y el del Problema 6.29 para determinar {T'); obtenga entonces {(I')/{V'); (c) Utilice (T)
para calcular la velocidad cuadrética media (v2)'/2 del electrén; calcule también (v2)!/%/c, donde ¢ es la
velocidad de luz.

6.31 (a) Exprese las funciones 3d reales de la Tabla 6.2 como combinaciones lineales de las funciones
complejas 3dz, 3di,...,3d—2. (b) Utilice una identidad trigonométrica para demostrar que la funcién
3d,2_ 2 contiene el factor z2 — y°.

6.32 Las funciones de onda hidrogenoides 2p1, 2po y 2p—1 pueden caracterizarse como aquellas funciones
2p que son funciones propias de L.. i Qué operadores podemos utilizar para caracterizar las funciones 2p,,
2py v 2p., y cudles son los correspondientes valores propios?

-y

6.33 Supuesto que Af =af y Ag = by, donde f y g son funciones y a y b son constantes, ;bajo qué
condicién(es) la combinacién lineal ¢; f + c2g es funcién propia del operador lineal A?

6.34 Diga de cudles de los tres operadores, flz, L. y H para el dtomo de hidrégeno, es funcién propia
cada una de las siguientes funciones: (a) 2p:; (b) 2ps; (c) 2p1.

6.35 Para las funciones hidrogenoides reales: jcudl es la forina de las superficies nodales n —{ — 1
para las que el factor radial es igual a cero? (b) Las superficies nodales para las que el factor ¢ se anula
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son de la forma ¢ =constante; asi pues, son planos perpendiculares al plano zy. ;Cudntos planos de éstos
hay? (Los valores de ¢ que difieren en 7 se consideran como pertenecientes al mismo plano.) (c¢) Puede
demostrarse que hay [ —m superficies en las que el factor 8 se anula. ;Cudl es la forma de estas superficies?
(d) ;Cudntas superficies nodales tienen las funciones de onda hidrogenoides reales?

6.36 Compruebe la ortogonalidad de las funciones 2p., 2p, v 2p,.

6.37 Obtenga el radio de la esfera que caracteriza al orbital 1s del dtomo de hidrégeno usando la
definicién del 95% de probabilidad.

6.38 Demuestre que el valor méximo de t)2,, [Ecuacién (6.123)] es K321/
(6.123) para dibujar el contorno de la funcién 2p, para el que ¢ = 0.316¢)max.

2e~1. Utilice la Ecuacién

6.39 Represente de forma aproximada los contornos con |¢| constante para cada uno de los siguientes
estados de una particula en una caja cuadrada bidimensional: n.n, = 11;12;21;22. ;Qué le recuerdan
estos dibujos al lector?

6.40 (a) Compruebe las Ecuaciones (6.139) para las magnitudes adimensionales E, y r. del dtomo de
hidrégeno. (b) Compruebe la Ecuacién (6.140) para F,.. (c) Compruebe que V. = —1/r, para el dtomo de
hidrégeno.

Para los Problemas 6.41 a 6.44 utilice una versién modificada del progréma de la Tabla 4.1, una hoja
de cdlculo o el Mathcad.

6.41 (a) Compruebe las energias del 4tomo de hidrégeno calculadas mediante el método de Numerov
para [ = 0 y [ =1 en la Seccién 6.9, usando 270 y 1080 puntos, con 7, yendo desde 107'® hasta 27. (b)
Usando 1080 puntos con r, yendo hasta 27, el valor E, de Numerov paran =3y [ =0 de —0.05510 es to-
davia apreciablemente erréneo. Utilice el método de Numerov para mejorar esta energia significativamente
sin disminuir s..

6.42 Utilice el método de Numerov para calcular los cuatro valores propios de la energia mds bajos
con [ = 0, y los cuatro més bajos con [ = 1, del oscilador arménico isétropo tridimensional, para el cual
V= %er. Compdérelos con los resultados exactos (Problema 4.18).

6.43 Utilice el método de Numerov para calcular y dibujar la funcién radial reducida R.(r.) para el
estado més bajo del dtomo de hidrégeno con { = 0. Explique por qué el valor de R. en r, = 1075,

calculado usando R, = F./r, —la ecuacién correspondiente a (6.136)—, es incorrecto para este estado.

6.44 Utilice el método de Numerov para determinar los tres valores propios de la energia mas bajos
con [ =0, y los tres mas bajos con [ = 1, para la particula en una caja esférica (Problema 6.2). Compare
los resultados obtenidos para { = 0 con los valores exactos del Problema 6.2.

6.45 Dé la expresién del diferencial de volumen dr y los limites de integracién de cada variable para
cada uno de los siguientes sistemas. (a) La particula en una caja unidimensional de longitud I. (b) El
oscilador arménico unidimensional. (c¢) Un sistema tridimensional de una particula en el que se utilizan
coordenadas cartesianas. (d) El 4tomo de hidrdgeno, usando coordenadas polares esféricas.

6.46 Calcule el cociente entre las poblaciones de los niveles de energia con n =2 y n = 1 para un gas
de dtomos de hidrégeno a (a) 25°C; (b) 1000 K; (c) 10000 K.

6.47 Mencione un sistema mecanocuantico para el cual el espaciado entre niveles de energia enlazantes
adyacentes (a) permanezca constante, (b) aumente y (c¢) disminuya, cuando E aumenta.

6.48 (a) Mencione dos sistemas mecanocudnticos que tengan un nimero infinito de niveles de energfa
enlazantes. (b) Mencione un sistema mecanocudntico que tenga un mimero finito de niveles de energia
enlazantes. (c¢) Mencione un sistema mecanocuéntico que no tenga energia en el punto cero.

6.49 ; Verdadero o falso? (a) El valor cero nunca estd permitido como valor propio. (b) La funcién
f =0 nunca estd permitida como funcién propia. (¢) El sfmbolo e denota la carga de un electrén. (d) En
la Ecuacién (B) = [ ¢*Bidr, donde dr = r2sen 0 dr df d¢, el operador B actiia sélo sobre 1, y no sobre

r2sen@.
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CAPITULO 7

Teoremas de la mecanica cuantica

INTRODUCCION

La ecuacién de Schrédinger para un dtomo monoelectrénico (Capitulo 6) tiene solucién exacta.
Sin embargo, a causa de los términos de repulsién interelectrénica del Hamiltoniano, la ecuacién
de Schridinger para dtomos polielectrénicos y para moléculas no es separable en ningun sistema,
de coordenadas, y no puede resolverse de forma exacta. Asi pues, debemos usar métodos apro-
ximados. Los dos métodos aproximados mas importantes, el método de variaciones7. y la teoria
de perturbaciones, se expondran en los Capitulos 8 y 9. Para deducir estos métodos debemos
desarrollar mas la teoria de la mecanica cuéntica, y eso es lo que haremos en este capitulo.

Antes de comenzar, vamos a introducir algunas notaciones para las integrales con las que
trataremos. La integral definida extendida a todo el espacio de un operador situado entre dos
funciones aparece frecuentemente, y se usan para ella diferentes abreviaturas:

/ o Afudr = (FulAlfa) = (FmlAlfa) = (m) Aln) (7.1)*

donde f,,, v f. son dos funciones. Si estd claro de qué tipo de funciones se trata, podemos utilizar
s6lo los indices, como se indica en la Ecuacién (7.1). La notacién anterior, introducida por Dirac,
se denomina notacion bracket. Otra notacién es

/f AfndT— mn (7-2)*

En las notaciones A, vy (m|fl|n) se asume que se toma la conjugada compleja de la funcién cuya
letra aparece en primer lugar. La integral definida [ f% Af,dr se conoce como un elemento de

matriz del operador A. Las matrices son ordenaciones rectangulares de niimeros que obedecen
ciertas reglas de combinacién (véase Seccién 7.10).
Para la integral definida extendida a todo el espacio de dos funciones, escribimos

/f fodr = fm‘fn> = (fmafn) = <mln> (7'3)*
Puesto que [[ f fnd7]* = [ f7 fmdr, tenemos la identidad

(m|n)* = (n|m) (7.4)*
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7.2 OPERADORES HERMITICOS

Los operadores mecanocudnticos que representan magnitudes fisicas son lineales (Seccién 3.1). Hay
otro requerimiento que deben satisfacer estos operadores, y que vamos a discutir a continuacién.

Definicién de operadores hermiticos. Sea A el operador lineal que representa a la propie-
dad fisica A. El valor medio de A es [Ecuacién (3.88)]

(A) = /\IJ*A\IJ dr (7.5)

donde ¥ es la funcién de estado del sistema. Puesto que el valor medio de una magnitud fisica
debe ser un numero real, exigimos que

VAV dr = [ W(AD)*dr ‘(7.6)
Juawir- |

La Ecuacién (7.6) debe ser vélida para cualquier funcién ¥ que represente un estado posible del
sistema; es decir, debe ser vélida para todas las funciones ¥ que se comporten bien. Un operador
lineal que satisface la Ecuacién (7.6) para todas las funciones que se comportan bien se denomina
operador hermitico.

Muchos textos definen un operador hermitico como un operador lineal que satisface

/f*/lgdr:/g(flf)*dr (7.7)

para todas las funciones f y g que se comportan bien. Nétese, concretamente, que en el primer
miembro de la Ecuacién (7.7), el operador A actta sobre la funcién g, pero en el segundo miembro,
A actta sobre la funcién f. Para el caso especial en el que f = g, la Ecuacién (7.7) se reduce a
la Ecuacién (7.6). La condicién (7.7) parece mas restrictiva que (7.6). Vamos a demostrar, sin
embargo, que la Ecuacién (7.7) es consecuencia de (7.6), y que las dos definiciones de operador
hermitico son, por tanto, equivalentes.

Comenzamos la demostracién haciendo ¥ = f4cg en la Ecuacién (7.6), donde ¢ es un pardmetro
arbitrario; esto da

/ (f +cg)" A(f + cg) dr = / (f + ) A(f +cq)) dr

/(f* +c*g*)Afd7'+/(f* + c*g*)Acgdr = /(f+cg)(flf)*d7'+/(f + ¢g)(Acg)* dr

/f*/lfdr—!—c*/g*flfdr+c/f*figdr+c*c/g*flgdr
:/f(Af)*dT+c/g(Af)*dT+c*/f(Ag)*dT+cc*/g(Ag)*dT

De acuerdo con la Ecuacién (7.6), los primeros términos a cada lado del signo ignal en esta dltima
ecuacion son iguales, y los idltimos términos también son iguales. Asi pues,

c* /g*fifdr+c/f*figdr:c/g(Af)*dT+c*/f(Ag)*dT (7.8)

Tomando ¢ = 1 en la Ecuacién (7.8), obtenemos
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/g*Ade+/f*Ang:/g(Af)*dT+/f(Ag)*dT (7.9)

y haciendo ¢ = ¢ en la misma ecuacién y dividiendo por 4, nos queda a su vez

—/g*Af dT+/f*Ag dr:/g(Af)* dT—/f(Ag)* dr (7.10)

Sumando ahora las Ecuaciones (7.9) y (7.10), obtenemos la Ecuacién (7.7), como querfamos de-
mostrar.
Por tanto, un operador hermitico A posee la propiedad

[ rsadr= [ fuGisny ar (r.11)*

donde f,, y fn son funciones arbitrarias que se comportan bien, y donde las integrales son integrales
definidas que se extienden a todo el espacio. Usando las notaciones bracket .y elemento de matriz,
escribimos

GlbAlf) = Gl dlfn)* (7.12)*

(ml Ay = (o] Ajm)" (7.13)
Amn = (Anm)* (7.14)*

Ejemplos de operadores hermiticos. Vamos a demostrar ahora que algunos de los operado-
res que hemos utilizado son hermiticos. Por simplicidad, trabajamos en una sola dimensién. Para
demostrar que un operador es hermitico es suficiente con probar que satisface la Ecuacién (7.6)
para toda funcién que se comporte bien. Sin embargo, lo haremos mas dificil, y demostraremos
que el operador satisface la Ecuacién (7.11). ’

Consideremos en primer lugar el operador energia potencial. El término a la derecha de la
Ecuacién (7.11) es

[ Y @)V (@) fn ()] d (7.15)

Puesto que la energia potencial es una funcién real, tenemos que V* = V. Ademas, el orden de
los factores en la Ecuacién (7.15) es irrelevante. Asi pues

/ O; fulV Sy o = [ Z g g = [ Z JLViuda

lo que demuestra que V es hermitico.
El operador para la componente & del momento lineal es p, = —ih d/dz [Ecuacién (3.23)]. Para
este operador, el término a la izquierda de la Ecuacién (7.11) es

—ih /_ O:O () ik Ziw) dz

Utilizando la férmula de integracién por partes:

b v(x
/ u(m)dd(x) dz = u(z)v(x)

b T
' —/ U(:c)dlzl;) dx (7.16)

a

con
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u(z) = —ihf;(z), v(z) = falz)
obtenemos
Y e e | [T dfy, (z)
~zh[m me r = —ihf) fn . +lh[m Jnlz) e dx (7.17)

Puesto que f, v fn son funciones que se comportan bien, se anulan cuando z = +oo. (Si no se
anulasen en el infinito, no serfan cuadraticamente integrables.) Por tanto, la Ecuacién (7.17) se

transforma en
e d n e . m )
/ i —iﬁi dr = / fn —Zh—df— dz
oo dz oo dz

que es la misma que la Ecuacién (7.11). Se demuestra as{ que p, es hermitico. La demostracién de
que el operador energia cinética es hermitico se deja al lector. Se demuestra también que la suma
de dos operadores hermiticos es un operador hermitico. El operador Hamiltoniano H = 7"+ V es,
por tanto, hermitico.

Teoremas sobre los operadores hermiticos. Vamos a demostrar ahora algunos teoremas
importantes relativos a los valores propios y las funciones propias de los operadores hermiticos.
Puesto que los valores propios del operador A, correspondiente a la magnitud fisica A4, son los
resultados posibles de una medida de A, estos valores propios deben ser todos niimeros reales.
Vamos a demostrar que los valores propios de un operador hermitico son niimeros reales.

Supongamos que el operador A es hermitico. Podemos expresar esto escribiendo [Ecuacién
(7.11)]

/ frAfdr = / FulAfm)* dr (7.18)

para todas las funciones f,, y f, que se comporten bien. Queremos demostrar que todos los
valores propios de A son nimeros reales, o, en forma de ecuacién, que a; = a;, donde los valores
propios a; satisfacen la ecuacién de valores propios Agi = a;gi, siendo g; las funciones propias
correspondientes.

Para introducir los valores propios a; en la Ecuacién (7.18) escribimos esta ecuacién para el
caso especial en el que fi, = gi, v fr = 9

/9?4497: dr = /gi(Agi)*dT

Usando aqui la ecuacién Ag; = a;g;, obtenemos

ai/gfgz- dr = /gi(aigi)*dT = a?/gig,* dr

(a; — aj) / |gi|* dT =0 (7.19)
Como el integrando |g;|* nunca es negativo, la tinica forma de que la integral de la Ecuacién (7.19)
se anule es que g; sea igual a cero para todos los valores de las coordenadas. Sin embargo, siempre
rechazamos g; = 0 como una funcién propia por razones fisicas, por lo que la integral de (7.19) no
puede anularse. Se ha de cumplir por tanto que (a; — a;) = 0, 0 a; = af. Hemos demostrado que:

TEOREMA 1. Los valores propios de un operador hermitico son nimeros reales.
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Para familiarizarnos con la notacién bracket, repetiremos la demostracién del Teorema 1 utili-
zando dicha notacién. Comenzamos haciendo m =i y n =1 en la Ecuacién (7.13):

(i) Ali) = (i| Als)*

Tomando la funcién con indice ¢ como una funcién propia de A, y usando la ecuacién de valores
propios Ag; = a;g;, tenemos

(ilagli) = (ilasli)”
ai(ili) = a(iliy* = ag i)
(as — a?)(ili) = 0

a; = a;

donde se ha usado la Ecuacién (7.4) con m = n.

En el Capitulo 2 demostramos que dos funciones propias diferentes cualesquicra, ¢; y v, de
la particula en la caja son ortogonales; es decir, que ffooo Yijde = 0 para i # j [Ecuacién
(2.26)]. Dos funciones f; y fo dependientes del mismo conjunto de coordenadas, se dice que son
ortogonales si

/f{‘fz dr =0 (7.20)*

donde la integral es una integral definida que se extiende a todo el rango de valores de las coor-
denadas. Vamos a demostrar ahora el teorema general que establece que las funciones propias
de un operador hermitico son, o pueden escogerse de forma que sean, mutuamente ortogonales.
Suponiendo que

BF =sF, BG=tG (7.21)

donde F' y G son dos funciones propias hnealmente independientes del operador hermitico B,
queremos demostrar que

/F*Gdr =(F|Gy=0
Comenzamos con la Ecuacién (7.12), que expresa la naturaleza hermitica del operador B:
(F|B|G) = (G|B|F)*
Usando la Ecuacién (7.21), obtenemos
(FIt|G) = (G|s|F)”
HF|G) = s*(G|F)*

Como los valores propios de los operadores hermiticos son reales (Teorema 1), tenemos que s* = s.
Utilizando la expresién (G|F)* = (F|G) [Ecuacién (7.4)], nos queda

HF|G) = s(F|G)

(t = 5)(FIG) =0

y si s # t, entonces



166

Capitulo 7 Teoremas de la mecanica cudntica

(FIG) =0 ’ (7.22)

Hemos demostrado que dos funciones propias de un operador hermitico que corresponden a
valores propios diferentes son ortogonales. La cuestién ahora es: jpodemos tener dos funciones
propias independientes que tengan el mismo valor propio? La respuesta es si. En el caso de que haya,
degeneracion, tenemos el mismo valor propio para mas de una funcién propia independiente. Por
tanto, sélo podemos asegurar que dos funciones propias independientes de un operador hermitico
son mutuamente ortogonales si no pertenecen a un valor propio degenerado. Vamos a demostrar
ahora que en el caso de que haya degeneracién, podemos construir funciones propias que sean
ortogonales entre si. Para ello utilizaremos el teorema demostrado en la Seccién 3.6, segin la cual
cualquier combinacion lineal de funciones propias correspondientes a un valor propio degenerado
es una funcién propia con el mismo valor propio. Supongamos que F'y G son funciones propias
independientes que tienen el mismo valor propio:

BF = sF, BG = sG

Podemos tomar combinaciones lineales de F' y G para formar dos nuevas funciones propias g1 y ¢»
que sean ortogonales entre si. Concretamente, escogemos las combinaciones

g = F, go =G +cF

donde el valor de la constante ¢ se elige de forma que quede asegurada la ortogonalidad. Queremos

que
/ gigadr =0

/F*(G—l—cF)dT:/F*GdT—l—c/F*FdTZO

—/F*Gdf//F*FdT (7.23)

obtenemos dos funciones propias ortogonales g; y g2, que corresponden al valor propio degenerado.
Este procedimiento (llamado ortogonalizacion de Schmidt o de Gram-Schmidt) puede ex-
tenderse al caso de un grado n de degeneracion para dar n funciones propias ortogonales linealmente
independientes asociadas al mismo valor propio degenerado.

Asf pues, aunque no haya garantia de que las funciones propias de un valor propio degenerado
sean ortogonales, podemos escogerlas siempre de forma que sean ortogonales, si lo deseamos, usando
el método de ortogonalizacién de Schinidt (o algin otro diferente). De hecho, salvo que se diga otra
cosa, supondremnos siempre que hemos elegido las funciones propias de modo que sean ortogonales:

Por tanto, tomando

/gi‘gj dr=0, i#j (7.24)

donde g; y g; son funciones propias independientes de un operador hermitico. Hemos demostrado
que:

TEOREMA 2. Dos funciones propias de un operador hermitico B que corresponden a valores
propios diferentes, son ortogonales; las funciones propias de B que pertenecen a un valor propio
degenerado, pueden escogerse siempre de modo que sean ortogonales.
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Habitualmente, una funcién propia puede multiplicarse por una constante para normalizarla, de
modo que supondremos, salvo que se diga otra cosa, que las funciones propias estan normalizadas:

/ngf dr =1 (7.25)

La excepcién se presenta cuando los valores propios forman un conjunto continuo, en lugar de
un conjunto discreto, de valores. En este caso, las funciones propias no son cuadrédticamente
integrables. Como ejemplos tenemos las funciones propias del momento lineal, las del operador
Hamiltoniano de la particula libre, y las del operador Hamiltoniano para los niveles del continuo
del atomo de hidrégeno.

Utilizando la delta de Kronecker, definida de la forma é;; = 1sii = j, y 6;; = 0si¢ # j
[Ecuacién (2.28)], podemos combinar las Ecuaciones (7.24) y (7.25) en la ecuacion:

[ siasar = li) = 8 , (7.26)*

donde g; y g; son funciones propias de algin operador hermitico.
Como ejemplo, consideremos los armonicos esféricos. Demostraremos que

27 T
/ / [0, $)]"Y,™ (8, ¢) sen 6 d6 dd = 616y (7.27)
0 4]

donde el factor sen @ proviene de expresar el elemento de volumen en coordenadas polares esféricas
segun la Ecuacién (5.78). Los arménicos esféricos son funciones propias del operador hermitico
L? [Ecuacién (5.108)]. Como las funciones propias de un operador hermitico pertenecientes a
valores propios diferentes son ortogonales, concluimos que la integral de la Ecuacién (7.27) vale
cero salvo que [ = I'. De igual forma, como las funciones ¥;™ son funciones propias de L, [Ecuacién
(5.109)], concluimos que la integral de (7.27) vale cero salvo que m = m'. Ademas, la constante
multiplicativa en las funciones ¥, [Ecuacién (5.107)] se ha escogido de manera que los arménicos
esféricos estén normalizados [Ecuacion (6.117)]. Por tanto, la Ecuacién (7.27) es correcta.
En el Problema 7.58 se esboza una. prueba del principio de incertidumbre.

DESARROLLO EN TERMINOS DE FUNCIONES PROPIAS

En la seccién anterior, hemos demostrado la ortogonalidad de las funciones propias de un operador
hermitico. Vamos a estudiar ahora otra propiedad importante de estas funciones. Esta es la
propiedad que permite desarrollar una funcién arbitraria que se comporte bien en términos de esas
funciones propias.

Hemos utilizado el desarrollo en serie de Taylor (Problema 4.1) de una funcién como una
combinacién lineal de potencias no negativas de (x — a). jPodemos desarrollar una funcién como
combinacién lineal de algin otro conjunto de funciones, ademds de 1, (x — a), (z — a)?...? La
respuesta es si, como demostrd por primera vez Fourier en 1807. Una serie de Fourier es un
desarrollo de una funcién como combinacién lineal de un niumero infinito de funciones seno y
coseno. No entraremos a discutir en detalle las series de Fourier, sino que simplemente veremos un
ejemplo.

Desarrollo de una funcién usando las funciones de onda de la particula en la caja.
Consideremos el desarrollo de una funcién en términos de las funciones de onda de la particula en
una caja, que vienen dadas [Ecuacién (2.23)] por
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2 1/2 nwe
W = (7> sen (T) . n=1,23,... (7.28)

para valores de z comprendidos entre 0 y l. Se trata de ver como podemos representar una funcién
arbitraria f(z) en el intervalo 0 < z <! mediante una serie de la forma

1/2 o0

flz) = f: antfn = (%) Y agsen ("lﬂ) . 0<z<l (7.29)
n=1 n=1

donde los coeficientes a,, son constantes. Haciendo z = 0 y « = I en esta ecuacién, vemos que
deben cumplirse las condiciones f(0) = 0y f(I) = 0; es decir, f(z) debe satisfacer las mismas
condiciones limite que las funciones ,. Supongamos también que f(z) es finita, monoevaluada
y continua, pero no necesariamente diferenciable. Con estos supuestos, puede demostrarse que
el desarrollo dado por la Ecuacién (7.29) es vélido. No lo demostraremos, pero ilustraremos su
utilizacién para representar una funcién.

Antes de aplicar el desarrollo (7.29) a una funcién especifica f(z), hemos de deducir una
expresién para los coeficientes del desarrollo a,,. Para ello, comenzamos multiplicando la Ecuacién
(7.29) por ¢7,:

500 = St = (3) S sen (55 en ("7 (730
n=1 n=1

e integramos este resultado entre 0 y . Asumiendo que es vélido el cambio de posicién entre la
integral y el sumatorio infinito, tenemos

/Olw;lf(x)dl. = ni::lan/ol Yo ndr = nzo.:an (%) /Olsen (#) sen (m;rx) dzx

Hemos demostrado antes que las funciones de onda de la particula en la caja son ortonormales
[Ecuacién (2.27)]. De acuerdo con ello, la ecuacidén anterior se transforma en

1 o0
/ Yrf(@)de =" andmn (7.31)
0 n=1

El tipo de suma que aparece en esta ecuacién ocurre con frecuencia. Escribiéndola con detalle,
tenemos

o0
Z an(smn = C’fl(s'm,l + a26m,2 +---+ amém,m + am+16m,m+1 + -

n=1
:0+0+"'+am+0+"'
o0
Zanémn = a,, (7.32)
n=1

Asi pues, ya que d,,, vale cero, salvo cuando el indice n del sumatorio es igual al indice m, todos
los términos excepto uno se anulan. La Ecuacién (7.31) queda pues como sigue:

1
o = / ¥5, £ (@) do (7.33)

que es la expresion que buscdbamos para los coeficientes de la expansion.
Cambiando m por n en la Ecuacién (7.33) y sustituyendo el resultado en la Ecuacién (7.29),
obtenemos
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fx) 4

1
5l

FIGURA 7.1 Funcién a expandir en términos de las funciones de la particula en la caja.

.
f(z)zz[ / «p;f(x)dx] e (7.34)

Esta es la expresién correspondiente al desarrollo de una funcién arbitraria f () (0 <z <1) que
se comporta bien como combinacién lineal de las funciones de onda de la particula en la caja ¥n.
Nétese que la integral definida fé ¢? f(z)dz es un nimero, y no una funcién de z.

Usemos ahora la Ecuacién (7.29) para representar una funcién concreta, en particular la funcién
representada en la Figura 7.1, que se define de la forma

3 (7.35)

Para obtener los coeficientes del desarrollo a,, sustituimos las Ecuaciones (7.28) y (7.35) en (7.33):

.dn = /Oll/);f(a:)da: = (%)1/2 /Ol sen (”lﬂ) flz)dx

2 /2 p1/2 nwe 2 12l nwT
= <7> /0 I sen (T) dz + <7> /l (l — ZL') sen (—l-) dzx

/2
Usando la integral (A.1) del Apéndice, nos queda ’
20)3/2 nw
G, = % sen (7) (7.36)

y haciendo uso a su vez de esta ecuacién en el desarrollo (7.29), tenemos [nétese que sen (nw/2)
vale cero para n par, y es igual a +1 o —1 para n impar]

= 2 o (22) = Zron (222 1 B (2 - ]

flz) = i z:(—l)"+1 sen [(2n - 1)7rl_a:] ﬁ

n=1

(7.37)

72
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donde f(z) viene dada por la Ecuacién (7.35). Vamos a comprobar la precisién de la Ecuacién

(7.37) en = = 31. Tenemos
l 41 1 1 1

Tabulamos el segundo miembro de esta ecuacién en funcién del ndmero de términos que tomemos
en la serie infinita:
Ntmerode términos | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 20 | 100
Miembro derecho de (7.38) | 0.4051 | 0.4501 | 0.4671 | 0.475( | 0.4800 | 0.495! | 0.499]

Si tomédsemos un numero infinito de términos, la suma de la serie deberia ser %l, que es el valor de
f (%l ). Asumiendo la validez de la serie, obtenemos el interesante resultado de que la suma infinita
que aparece entre paréntesis en la Ecuacién (7.38) es igual a 72/8. En la Figurg 7.2 se representa
flx) - ZZ:I apy [donde f, an v 9, vienen dadas por las Ecuaciones (7.35), (7.36) y (7.28)] para
valores de k de 1 a 5. Conforme aumenta el niimero & de términos del desarrollo, la serie se acerca
mads a f(z), y la diferencia entre f y la serie tiende a hacerse cero.

Desarrollo de una funcién en términos de funciones propias. Hemos visto un ejemplo
del desarrollo de una funcién en términos de un conjunto de funciones, concretamente de las
funciones de onda de la particula en la caja. Se pueden emplear muchos conjuntos diferentes de
funciones para desarrollar una funcién arbitraria. Un conjunto de funciones ¢1,¢2,...,9;,... se
dice que es un conjunto completo si cualquier funcion f que se comporte bien y que obedezca las
mismas condiciones limite que las funciones g;, puede desarrollarse como una combinacién lineal
de estas funciones de acuerdo con

f=Y a (7.39)*

%
error

error
1 término
0.047 = 1 término 20 /
/
AN /
0 0
A4 N >/ \/ NS0
S términos S términos
—0.04/ +— -20 —
-0.08/ —

FIGURA 7.2 Grificas de (a) el error y (b) el porcentaje de error en la expansién de la funcién de la Figura
7.1 en términos de funciones de la particula en una caja cuando se incluyen 1 y 5 términos en la expansion.
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donde los coeficientes a; son constantes. Desde luego, estd claro que la funcién f y las funciones
g dependen todas ellas del mismo conjunto de variables. En la suma de la Ecuacién (7.39) se
han omitido los limites, dandose por sentado que dicha suma se extiende a todos los miembros
del conjunto completo. En virtud de los teoremas del andlisis de Fourier (que no hemos probado),
se demuestra que las funciones propias del operador Hamiltoniano para la particula en una caja
forman un conjunto completo.

Ahora postulamos que el conjunto de funciones propias de cualquier operador hermitico que
representa una cantidad fisica forma un conjunto completo. (La completitud de las funciones
propias sélo puede demostrarse en el caso unidimensional y en ciertos casos multidimensionales, vy,
por tanto, debe postularse para la mayoria de los sistemas multidimensionales.) Asi pues, cualquier
funcién de onda que se comporte bien y que satisfaga las mismas condiciones limite que un conjunto
dado de funciones propias, puede desarrollarse usando la Ecuacién (7.39). La Ecuacién (7.29) es
un ejemplo de (7.39).

Las funciones propias del oscilador armdénico vienen dadas por los polinomios de Hermite H,
multiplicados por un factor exponencial (Problema 4.19b). En virtud, por tanto, del postulado
anterior, cualquier funcién f(z) que se comporte bien puede desarrollarse como una combinacién
lineal de las funciones propias del Hamiltoniano del oscilador arménico:

f@) = (E)”“ i (LHn(a”Zw)e_aI?N

™ A
n=0

i, Podemos emplear las funciones de onda enlazantes del 4tomo de hidrégeno para desarrollar una
funcién arbitraria f(r, 8, ¢)7 La respuesta es que esas funciones no forman un conjunto completo,
por lo que no podemos usarlas para desarrollar f. Para tener un conjunto completo, hemos de
usar todas las funciones propias de un operador hermitico particular. Ademds de las funciones
propias enlazantes del Hamiltoniano del dtomo de hidréogeno, tenemos las funciones propias del
continuo, correspondientes a estados ionizados. Si incluimos las funciones propias del continuo
junto con las enlazantes, entonces tenemos un conjunto completo. (Para la particula en la caja y
el oscilador arménico, no hay funciones del continuo.) La Ecuacién (7.39) implica una integracién
sobre las funciones del continuo, si es que las hay. Asi pues, si ¥pim (7,6, ¢) es una funcién de onda
cnlazante del dtomo de hidrégeno, y ¥ g (1,6, ¢) es una funcién del continuo, la Ecuacién (7.39)
se transforma en

oo n—1 i o0 1 oo
Fr0.0) =33 S tmbum(r, 6, 0)+ > > /0 m (E) pim (7, 0, ¢) dE
n=1 =0 m=-1 (=0 m=—1

Como ejemplo adicional, consideremos las funciones propias de p, [Ecuacién (3.36)]:

ge = e o <k < 0

Aqui, los valores propios forman un continuo, y el desarrollo en términos de funciones propias
(7.39) de una funcién arbitraria f en este caso es

[oe]
flz) = / a(k)e™ /" dk
— 0
El lector con una buena base matemadtica puede reconocer en esta integral la transformada de
Fourier de a(k).
Evaluemos los coeficientes del desarrollo f = >~ a;g; [Ecuacién (7.39)], donde las funciones g;
son el conjunto completo de funciones propias de un operador hermitico. El procedimiento es el
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mismo que hemos utilizado para deducir la Ecuacién (7.33). Multiplicamos f = )", a;g; por g;, e
integramos en todo el espacio:

gif=>_ aigig:
5
/gide: Zai/g;gidT:Zaiéik = ak
i i

ak = /g};de (7.40)
donde hemos usado la propiedad de ortonormalidad de las funciones propias de ur? operador

hermitico [ g;g;dr = d; [Ecuacién (7.26)]. Sustituyendo la Ecuacién (7.40) paraa; en f = 3. a;g;,
obtenemos ‘ )

f= Z [/gffdf] g9i = Z(.%lf)gi | | (7.41)

EJEMPLO Sea la funcién F(z) = z(l — z) para 0 < z < [, y F(z) = 0 en cualquier otro lugar.
Desarrolle F'(zr) en términos de las funciones propias del Hamiltoniano de la particula en la caja ¥, =
(2/1)'%sen (nrz /1) para 0 < z < [.

Comenzamos haciendo notar que F(0) = 0 y F(I) = 0, de modo que F satisface las mismas condiciones
limite que las funciones v, y puede desarrollarse, por tanto, en términos de dichas funciones. El desarrollo
es =3  antn, donde a, = [ 45 Fdr [Ecuaciones (7.39) y (7.40)]. De este modo,

1/2
An — /’l,/}:LFdT = <%) /l (Sen?) :L»(l—-’ﬂ)dx — M[l _ (_1)11]
0

n3md
donde los detalles de la evaluacién de la integral se dejan como problema (Problema 7.12). El desarrollo
F =37 anyn es

42 S 1 - (-1
m(l—m):% —%#—sen?, para0 <z <1
n=1

Un teorema util es el siguiente:

TEOREMA 3. Sean las funciones g1, go,. .. el conjunto completo de funciones propias del
operador hermitico A, y sea la funcién F una funcién propia de A con valor propio k (es decir,
AF = kF). Entonces, si F' se desarrolla de la forma F' = 3" a;g;, los tunicos coeficientes a;
diferentes de cero son aquéllos para los que g; tiene el valor propio k. (Debido a la degeneracién,
pueden ser varias las funciones g; que tengan el mismo valor propio k.)

Asi pues, en el desarrollo de F incluimos solamente aquellas funciones que tienen el mismo valor
propio que F. La demostracién de este teorema se deriva directamente de la ecuacién ay = [ g} F'dr
[Ecuacién (7.40)]. Efectivamente, si F' y g corresponden a diferentes valores propios del operador
hermitico A, entonces son ortogonales [Ecuacién (7.22)], v los coeficientes ay se anulan.

Usaremos en ocasiones la notacién (llamada ket) en la que la funcién f se representa mediante
el simbolo |f). Aunque parezca que hay no ninguna razén particular para usar esta notacién, en
formulaciones avanzadas de la mecdnica cuantica adquiere un significado especial. En la notacién
ket, la Ecuacidn (7.41) se expresa como sigue:
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=3 leailf) = 3 Il (7.42)

La notacién ket resulta conveniente para especificar las funciones propias mediante sus valores
propios. Por ejemplo, la funcién de onda del dtomo de hidrégeno, con nimeros cuanticos n, 'y m,
se denota como Yy, = [nlm).

El contenido de las Secciones 7.2 y 7.3 puede resumirse diciendo que las funciones propias de
un operador hermitico forman un conjunto completo ortonormal cuyos valores propios son reales.'

FUNCIONES PROPIAS DE OPERADORES QUE CONMUTAN

Si la funcién de estado ¥ es simultdneamente una funcién propia de dos operadores A y B con
valores propios a; y b;, respectivamente, entonces una medida de la propiedad fisica A dard el
resultado a;, y una medida de la propiedad fisica B dard el resultado b;. Por tanto, las dos

propiedades A y B tienen valores definidos cuando ¥ es simultdneamente funcién Rropia de Ay
B. .

En la Seccién 5.1, hicimos algunas afirmaciones acerca de las funciones propias simultaneas de
dos operadores. Demostraremos ahora estas afirmaciones.

En primer lugar, vamos a demostrar que si existe un conjunto completo comun de funciones
propias para dos operadores lineales, entonces los operadores conmutan. Sean A y B dos operadores
lineales que poseen un conjunto completo comin de funciones propias g1, ¢a, . . .:

Ag; = a;g;, Bg; = big; (7.43)
donde a; y b; son los valores propios. Debemos probar que
[A, B]=0 (7.44)
La Ecuacién (7.44) es una ecuacién de operadores. Para que dos operadores sean iguales, el
resultado de operar con cualquiera de ellos sobre una funcién arbitraria f que se comporte bien,
debe ser el mismo. Por tanto, hemos de demostrar que
(AB-BA)f=0f=0
donde f es una funcién arbitraria. Comenzamos la demostracién desarrollando f (suponiendo que

satisface las condiciones limite apropiadas) en términos del conjunto completo de funciones propias
gi:

f= Z Ci9i
i
Operando en cada lado en esta dltima ecuacién con AB — B/l, tenemos
(AB - BA)f = (AB-BA)> cigi
Puesto que AB y BA son operadores lineales (Problema 3.14), tenemos

(AB - BA)f = Zci(/ié - B/i)!}i = Zci[A(Bgi) - B(Agi)]
i i
donde hemos utilizado las definiciones suma y producto de operadores. Haciendo uso de la ecuacién
de valores propios (7.43), nos queda
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(AB - BA)f = Z cilA(bigi) — B(aigi)] = Z ci(biaigs — aibigi) =0

%

lo que completa la demostracion del:

TEOREMA 4. Si los operadores lineales Ay B tienen un conjunto commin de funciones
propias, entonces A y B conmutan.

Algunas veces se dice, incorrectamente, que si existe una funcién propia comin de A y B, entonces
los operadores conmutan. Ya hemos visto un ejemplo que pone de manifiesto que esta afirmacién es
falsa. En la Seccién 5.3 vimos que el arménico esférico Y es una funcién propia de L, y de Le,
pese a que estos dos operadores no conmutan. Es instructivo examinar la supuesta prueba que se da
a menudo de esta afirmacién incorrecta. Sea g la funcién propia comin, de modo que Ag = ag y

Bg = bg. Tenemos entonces que
ABg = Abg = abg y BAg= Bag = bag = abg
ABg = BAg (7.45)
La “prueba” se completa eliminando ¢ a cada lado de la Ecuaéién (7.45) para obtener

AB = BA (?) (7.46)

En el paso de la Ecuacién (7.45) a (7.46) es donde se introduce el error. El que los dos operadores
ABy BA den el mismo resultado cuando actiian sobre una sola funcién g, no es razén para concluir
que AB = BA. (Por ejemplo, d/dx y d*/dz? dan el mismo resultado cuando operan sobre e®, pero
d/dx no es ciertamente igual a d*/dz®.) Los dos operadores deben dar el mismo resultado cuando
actien sobre cualquier funcién que se comporte bien, para poder concluir que son iguales. Asi pues,
pese a que A y B no conmuten, podrian existir una o més funciones propias comunes a A y B. Sin
embargo, no podemos tener un conjunto completo comin de funciones propias de dos operadores que
no conmuten, como hemos demostrado anteriormente en esta seccién.

Hemos demostrado que si existe un conjunto completo comin de funciones propias de los

operadores lineales A y B, entonces estos dos operadores conmutan. Vamos a demostrar ahora el
teorcma, inverso:

TEOREMA 5. Si los operadores hermiticos A y B conmutan, entonces podemos seleccionar
para ellos un conjunto completo comin de funciones propias.

La prueba es la siguiente. Sean g; y a; las funciones propias y los valores propios de A:

Agi = a;9;

Operando sobre ambos lados de esta ecuacion con B, tenemos

B/lg,; = B(aigi)

Como A y B conmutan y B es lineal, entonces

A(Bg:) = a:i(Bgs) (7.47)

Esta ecuacién indica que la funcién Bg; es una funcién propia del operador A con el mismo valor
propio a; que la funcién propia g;. Supongamos que los valores propios de A no son degenerados,
de modo que para cualquier valor propio dado a; existe una, y sélo una, funcién propia linealmente
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independiente. Si esto es asi, entonces las dos funciones propias g; y Bgi, que corresponden al
mismo valor propio a;, deben ser linealmente dependientes; es decir, una debe ser un miltiplo de
la otra:

Bg; = kig; (7.48)

donde k; es una constante. Esta ecuacién indica que las funciones g; son funciones propias de B,
que es lo que queriamos demostrar. En la Seccién 7.3 postulamos que las funciones propias de
cualquier operador que representa una magnitud fisica forman un conjunto completo. Por tanto,
las funciones g; forman un conjunto completo.

Hemos demostrado el teorema anterior para el caso no degenerado, pero, ;qué ocurre en el
caso degenerado? Supongamos que el valor propio a; estd n veces degenerado. Sabemos, segin la
Ecuacién (7.47), que Bg,; es una funcién propia de A con valor propio a;. Por tanto, el Teorema 3
de la Seccion 7.3 nos dice que, si la funcién B g; se desarrolla en términos del conjunto completo
de funciones propias de A, entonces todos los coeficientes del desarrollo se dnulan salvo aquellos
para los que la funcién propia de A tiene el valor propio a;. En otras palabras, Bg; debe ser una
combinacién lineal de las n funciones propias linealmente independientes de A correspondientes al
valor propio a;:

Bg; = z CrOk donde Agp = a;gr para k=1hastan (7.49)

Y g1,-..,9n son aquellas funciones propias de A que tienen el valor propio degencrado a;. La
Ecuacién (7.49) muestra que g; no es necesariamente una funcién propia de B. Sin embargo,
tomando combinaciones lineales adecuadas de las n funciones propias linealmente independientes
de A correspondientes al valor propio degenerado a;, podemos construir un nuevo conjunto de n
funciones propias linealmente independientes de A4, que sean también funciones propias de B. La
demostracion de esto se da en Merzbacher, Seccién 8.5.

Asf pues, cuando A y B conmutan, siempre es posible seleccionar un conjunto comun de
funciones propias para ambos operadores. Consideremos como ejemplo el dtomo de hidrégeno,
para el que hemos demostrado que los operadores L, y H conmutan. Si lo desedsemos, podriamos
tomar el factor phi en las funciones propias de H como senmg y cos me (Seccién 6.6). Si hiciésemos
esto, no tendrfamos funciones propias de L., salvo para m = 0. Sin embargo las combinaciones
lineales

zZy

R(r)S(6)(cos m¢ + isen m¢p) = RSe™™?, m=-1l,...,1

nos dan funciones propias de L., que son también funciones propias de H en virtud del teorema
de la Seccién 3.6.

La extensién de la demostracion anterior al caso de mas de dos operadores, muestra que para
un conjunto de operadores hermiticos A C ,- - - €xiste un conjunto completo comin de funciones
propias si, y sélo si, cada operador conmuta con todos los demés.

Un teorema tutil relacionado con el Teorema 5 es el siguiente:

TEOREMA 6. Si g; y g; son funciones propias de un operador hermitico A con diferentes
valores propios (es decir, si Ag; = a:9; y Ag; = a;g;, con a; # a;), y si B es un operador lineal
que conmuta con A, entonces

(9;1Blg:) =0  paraa; # a; (7.50)



176

7.5

Capitulo 7 Teoremas de la mecdnica cudntica

La demostracién de la Ecuacién (7.50) es como sigue. Si el valor propio a; es no degenerado,
entonces, como B conmuta con /i, el Teorema 5 muestra que g; es también una funcién propia de
B, con Bg; = k;g; [Ecuacién (7.48)]. Tenemos pues (g,|B|g;) = (g;|Bgi) = ki{g;|9:) = 0, ya que g;
y g; son funciones propias del operador hermitico A que corresponden a diferentes valores propios
(a; # a;), y son, por tanto, ortogonales. Si a; es degenerado, entonces la Ecuacién (7.49) muestra
que B gi es una combinacién lincal de las n funciones propias del valor propio degenerado a;; es

decir, que Bg; = _1_, ckgx. Tenemos entonces (g;|Bg:) = (g;] S p_, cxgr) = Sop_y cr(g;lgx) =0,
ya que {(g;|gr) = 0. Las integrales {(g;|gx) valen cero debido a que g; corresponde al valor propio
a; y cada gi corresponde al valor propio a;, que es diferente de a;.

PARIDAD

Existen ciertos operadores mecanocuanticos que no tienen un analogo clasico. Un ejemplo es
el operador paridad. Recordemos que las funciones de onda del oscilador arménico son pares o
impares. Vemos ahora como estd relacionada esta propiedad con el operador paridad.

El operador paridad II se define por su efecto sobre una funcién arbitraria f:

Hf(l', Y, Z) = f(_my -y, -Z) (7‘51)*
El operador paridad cambia el valor de cada coordenada cartesiana por su opuesto. Por ejemplo,
I(x? — ze®) = 2% + ze™W.
Como con cualquier operador mecanocudntico, estamos interesados en los valores propios ¢; y
las funciones propias g; del operador paridad:
Mg; = cig; (7.52)

La clave estd en calcular el cuadrado de II:
(2, y, 2) = Ml f(z, y, 2)] = U[f(~, ~y, —2)] = f(z, y, 2)
Puesto que f es una funcién arbitraria, concluimos que I12 es igual al operador unidad

m=i (7.53)

Hacemos actuar ahora al operador II sobre la Ecuacién (7.52) para obtener ﬁﬂg,— = ﬂcigi.
Como 1I es lineal (Problema 7.22), tenemos

%g; = cillg;

M%g; = clg; (7.54)

donde hemos usado la Ecuacién de valores propios (7.52). Puesto que T2 es el operador unidad,
el lado de la izquierda de la Ecuacién (7.54) es simplemente g;, y tenemos

2
gi = ¢ Gi
La funcién g; no puede valer cero en todos los puntos (la funcién cero se rechaza siempre como

funcién propia por razones fisicas), por lo que podemos dividir esta tltima ecuacidn por g; para
obtener ¢ =1y

¢ = +1 (7.55)

Los valores propios de II son pues +1 y —1. Noétese que esta deduccién es aplicable a cualquier
operador cuyo cuadrado sea el operador unidad.
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;Cuadles son las funciones propias g;? La ecuacién de valores propios (7.52) se escribe como
Igi(x, y, z) = xgi(z, y, 2)

gi(_x, Y, _Z) = igi(:l:v Y, Z)

Si el valor propio es +1, entonces g;{(—x, —y, —2) = ¢:(x, ¥y, 2), y g; es una funcién par; y si el valor
propio es —1, entonces g;(—z, —y,—2) = —g:(z,y,2), y ¢; es una funcién umpar. Por tanto, las
funciones propias del operador paridad I1 son todas las funciones pares e impares posibles que se
comporten bien.

Cuando el operador paridad conmuta con el operador Hamiltoniano H, podemos seleccionar
un conjunto comuin de funciones propias para ambos operadores, como hemos demostrado en la
Seccién 7.4. Las fupciones propias de H son funciones de onda estacionarias ;. Asi pues, cuando

[, A =0 ‘ (7.56)

las funciones de onda v; pueden escogerse de forma que sean funciones propias de II. Acabamos.
de demostrar que las funciones propias de i son pares o impares, por lo que, cuando se cumple
la Ecuacién (7.56), cada funcion de onda puede elegirse de forma que sea par o impar. Veamos
cuando conmutan los operadores paridad y Hamiltoniano.

Para un sistema de una particula, tenemos

[ﬁ,ﬁ]:[:ﬁ,ﬂ]ﬂv,ﬁ]:—h—?{az ﬂ]— n [6—2 ﬁ]—ﬁ[aQ f[]+[f/,ﬁ] (7.57)

2m | 82’ 2m | oy?’ 2m 922
Puesto que
[ 9? 0 d o?
H—T v Y = -, -y, — PN &Ly Y, T
|2 1w 99| = 5 gy~ ) = s = =)
9% -
= ﬁnf(wv Y, Z)
donde f es cualquier funcién, concluimos que
0% .
Z1Il =
[axz ’ ] 0
Para las coordenadas y y z obtenemos ecuaciones similares, y la Ecuacién (7.57) se transforma en
(11,10 = [V, 1]
Ahora bien,
fI[V(J,‘, Y, Z)f(.??, Y, Z)] = V(_xa Y, —Z)f(—l', -Y, _Z) (758)

Si la energia potencial es una funcién par, es decir, si V{(-z,—y,—2) = V(z,y, ), entonces la
Ecuacidn (7.58) se transforma en

fI[V(.iL', Y, Z)f(.fL', Y, Z)] = V(.T, Y, Z)f(—.fL', -y, _Z) = V(.CL', Y, Z)ﬁf(l’, Y, Z)

de modo que [V, ﬂ] = 0. Por tanto, cuando la energia potencial es una funcién par, el operador
paridad conmuta con el operador Hamiltoniano:
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[H, 1] =0 si V es par (7.59)

Estos resultados se generalizan facilmente al caso de n particulas. Para un sistema de n
particulas, se define el operador paridad como

ﬁf('/l:lu Y1, Z15+-+5 Ty Yns zn) = f(_-rla Y1, —21y---5 —Tp, —Yn, 'Zn)

Es facil ver que la Ecuacién (7.56) se cumple cuando

V(-Tlv Y1, 2155 Ty Yn, zn) = ‘/(*xla —Yi, —21y---5 —Tn, —Yn, _Zn)

Si V satisface esta ecuacidn, se dice que V' es una funcién par de las 3n coordenadas. En resumen,
tenemos:

-TEOREMA 7. Cuando la energia potencial V' es una funcién par, podemos escoger las
funciones de onda estacionarias de forma que cada funcién v¥; sea o par o impar.

Una. funcién que es par o impar, se dice que tiene paridad definida.

Si todos los niveles de energia son no degenerados (como ocurre generalmente en problemas
unidimensionales), entonces a cada valor propio de la energia le corresponde una tnica funcién de
onda independiente ;, v no hay posibilidad alguna de eleccién (aparte de una constante multipli-
cativa arbitraria) de las funciones de onda. Asi pues, para el caso no degenerado, las funciones de
onda estacionarias deben tener paridad definida cuando V' es una funcién par. Por ejemplo, para
el oscilador arménico unidimensional V = %kmz, que es una funcién par, y las funciones de onda
tienen paridad definida.

La funcién de energia potencial del atomo de hidrégeno es par, y los orbitales hidrogenoides
pueden escogerse de forma que tengan paridad definida (Problemas 7.17 y 7.23).

Para el caso degenerado, es posible elegir las funciones de onda ya que cualquier combinacién
lineal arbitraria de las funciones que corresponden a los niveles degenerados es una funcién propia
de H. Para un nivel de energia degenerado podemos, pues, escoger las funciones de onda de forma
que tengan paridad definida tomando las combinaciones lineales adecuadas, si bien no es necesario
que dichas funciones tengan paridad definida. La paridad ayuda a evaluar integrales. Hemos
demostrado que % f(z)dz = 0 cuando f(z) es una funcién par [Ecuacién (4.53)]. Extendamos
este resultado al caso 3n-dimensional. Una funcién impar de 3n variables satisface

g(_'/Llla Y1, —%15,..-5 —Tn;, —Yn, —Zn) = —‘g(wla Y1, 215+ -+ Tny Yn, Zn)

Si g es una funcién impar de las 3n variables, entonces

o0 o0
/ / gz, ..., zp)dey -+ -dz,, =0 (7.60)
— 00 — 0
donde la integracién se extiende a las 3n coordenadas. Esta ecuacién se cumple debido a que la
contribucién a la integral del valor de g en el punto (z1,y1,21,-..,Zn, Yn, 2n) SC compensa con la
contribucién en el punto (—zy, ~y1, —2i,-. .y —Tn, —Yns —2n)-

Un caso mas general se presenta cuando el integrando es una funcién impar de alguna (pero no
necesariamente de todas) de las variables. Sea f una funcién tal que

f(_Qly —q25-- -5 =Gk, Gk+15 Gk+25- - - QW)

= _f(QIa q2, -5 Gk Gk+1,5 k+25- - -, (Im) (761)

donde 1 < k < m. Afirmamos que, si f satisface la Ecuacién (7.61), entonces
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'/O;...‘/_Zf(ql,...,qm)dql...dqm:0 (7.62)

La demostracion de este resultado es sencilla. La integral en (7.62) puede escribirse como

// [/ / flav, s Gy Gh1s -5 Gm) day -~ dqr | dgr1 - - - dam, (7.63)

En lo que se refiere a la integral multiple entre corchetes, las variables g1, hasta ¢, son constantes.
En virtud de la Ecuacién (7.61), las contribuciones de

f(_qla"'7_Qk7Qk,+la"'7Qm) Yy f(QIy---,QMQk—f—l»"'an)

se compensan, de forma que la integral entre corchetes en la Ecuacién (7.63) se anula, y la Ecuacién
(7.62), por tanto, se satisface.

MEDIDA Y SUPERPOSICION DE ESTADOS

La mecanica cuantica puede ser considerada como un instrumento para calcular las probabilidades
de los diferentes resultados posibles de una medida. Si conocemos, por ejerplo, la funcién de
estado ¥(z,t), entonces la probabilidad de que una medida de la posiciéu de la particula al tiempo
t proporcione un valor comprendido entre z y z + dz, viene dada por |¥(z,t)|?dz. Consideremos
ahora la medida de la propiedad general B. Nuestro objetivo es averiguar cémo hay que utilizar
¥ para calcular la probabilidad de cada resultado posible de una medida de B. Los resultados de
esta seccidn, que nos dicen qué informacion contiene la funcién de estado ¥, son fundamentales en
mecanica cuantica.

Trataremos con un sistema de n particulas; y usaremos la letra ¢ para simbolizar las 3n coor-
denadas. Hemos postulado que los valores propios b; del operador B son los tnicos resultados
posibles de una medida de la propiedad B. Si g; son las funciones propias de B, tenemos

Bgi(q) = bigi(q) (7.64)

Hemos postulado también en la Seccién 7.3 que las funciones propias de cualquier operador
hermitico que represente a una magnitud fisica observable, forman un conjunto completo. Este es
el caso de las funciones g;, asi que podemos desarrollar la funcién de estado ¥ de la forma

T(g, 1) =Y ci(t)gilq) (7.65)
i
Para que ¥ cambie con el tiempo, los coeficientes del desarrollo ¢; deben variar con el tiempo.

Puesto que |¥|? es una densidad de probabilidad, le exigimos que

/ VWdr =1 (7.66)

Sustituyendo la Ecuacién (7.65) en la condicién de normalizacién, y utilizando las Ecuaciones
(1.33) y (1.32) obtenemos

1= /ngizcz*gidfz /2029220kgkd72/‘chmgi*gkdr (7.67)
* 7 i * i k i k

Como los indices de los sumatorios que aparecen en esta ecuacién no tienen por qué tomar
el mismo valor, debemos emplear diferentes simbolos para ellos. Por ejemplo, consideremos el
siguiente producto de dos sumas:
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Zsizti = (31 + Sg)(tl +t2) = §1t1 + S1ta + soty + S2its

i=1 =1

Si escribimos a la ligera

2 2 2 2 2

Z S; Z t; (n;il) Z Z sty = Z(Sltl + Sgtg) = 2(31t1 + Sth)

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

obtenemos un resultado erréneo. La forma correcta de escribir el producto es

2 2
DSy =Y s> =Y sitk= D (sity + sita) = s1t1 + 51tz + 52ty + Sat

que da el resultado correcto.
Suponiendo que es valido el intercambio de los sumatorios infinitos con la integral en la Ecuacién
(7.67), obtenemos

ZZc;ck/g;‘gde =1
ik
Puesto que B es hermitico, sus funciones propias g; son ortonormales [Ecuacién (7.26)]. Asi,

Z Z C;‘Ck(sik =1
k

i
Sl =1 (7.68)
i
Daremos el significado de la Ecuacién (7.68) enseguida.

Recordemos el postulado (Seccién 3.7) que dice que si ¥ es la funcién de estado normalizada
de un sistema, entonces el valor medio de la propiedad B viene dado por

@) = [ 0BG ar
Sustituyendo el desarrollo (7.65) en la expresién del valor medio, obtenemos
(B) = /ZCZQ;Bchgde = ZZchk /g;ngdT
i k ik

donde hemos usado la propiedad de linealidad de B. Teniendo en cuenta ahora que Bgy = brgk
[Ecuacién (7.64)], nos queda

(B> = ZZchkbk/g;‘gk dr = chzckbkéik
Y ik

(B) =3 leild: (7.69)

. Cémo interpretamos la Ecuacién (7.69)? Hemos postulado en la Seccién 3.3 que los valores
propios de un operador son los Unicos resultados posibles que podemos obtener cuando medimos
la propiedad que representa el operador. En cualquier medida de B, obtenemos uno de los valores
b; (suponiendo que no hay error experimental). Recordemos ahora la Ecuacién (3.81):
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(B) =Y Pyb; (7.70)
b;

donde F;, es la probabilidad de obtener el valor b; en una medida de B. La suma en la Ecuacién
(7.70) se extiende a los valores propios b; diferentes, mientras que la suma en la Ecuacién (7.69) se
extiende a las diferentes funciones propias ¢;, ya que el desarrollo (7.65) se hace en términos de las
funciones g;. Si solamente hay una funcién propia independiente para cada valor propio, entonces
la suma sobre las funciones propias es la misma que la suma sobre los valores propios, y comparando
las Ecuaciones (7.70) y (7.69), obtenemos que cuando los valores propios de B son no degenerados,
la cantidad |c;|? da la probabilidad de obtener el valor propio b; en una medida de la propiedad
B. Noétese que la suma de todos los valores |¢;|? es igual a la unidad, como debe ocurrir, ya que
son probabilidades [Ecuacién (7.68)]. Supongamos que el valor propio b; es degenerado. Segin la
Ecuacién (7.70), Py, viene dada por la cantidad que multiplica a b;. Cuando hay degeneracién, el
valor propio b; aparece en mds de un término de la Ecuacién (7.69), asi que la probabilidad P, de
obtener el valor b; en una medida, se obtiene sumando los valores de |¢;|? ‘correspondientes a las
funciones propias que tienen el mismo valor propio b;. Hemos demostrado que:

TEOREMA 8. Si b,; es un valor propio no degenerado del operador B,y gm es la corres-
pondiente funcién propia normalizada (Bgm = bmgm), entonces, cuando se mide la propiedad
B en un sistema mecanocuantico cuya funcién de estado en el instante de la medida es ¥, la
probabilidad de obtener el resultado b, viene dada por |c,,|%, donde ¢,, es el coeficiente de g,,
del desarrollo ¥ = 3", ¢;g;. Si el valor propio by, es degenerado, la probabilidad de obtener b,
cuando se mide B se calcula sumando los valores de |c;|* en las funciones propias cuyo valor
propio es by, .

. Cuando puede predecirse con toda certeza el resultado de una medida de B7? Podemos hacerlo
cuando los coeficientes del desarrollo ¥ = 3. ¢;g; valen todos cero salvo uno; es decir, cuando
¢; =0 paratodoi # k y cx # 0. En este caso, la Ecuacién (7.68) proporciona |c|? = 1, y podemos
asegurar que el resultado sera bg. La funcién de estado ¥ = )", ¢;g; se reduce, ademds, a ¥ = gy.
Cuando ¥ es una funcién propia de B con valor propio by, se obtiene, con toda seguridad, el valor
by en una medida de la propiedad B.

El desarrollo ¥ = ), ¢;g; [Ecuacién (7.65)] puede interpretarse como una expresién del estado
general del sistema ¥ en forma de superposicion de los estados propios g; del operador B. Cada
estado propio g; corresponde al valor b; de la propiedad B. El grado en el que cualquier funcién
propia g; esté4 presente en el desarrollo de ¥, medido por |¢;|?, determina la probabilidad de obtener
el valor b; en una medida de B.

1 Cémo calculamos los coeficientes del desarrollo ¢; para obtener las probabilidades |c;|?? Mul-
tiplicamos ¥ = 3" ¢;g; por g5, integramos en todo el espacio, y usamos la condicién de ortonor-

malidad de las funciones propias del operador hermitico B, para obtener
/g;\I' dr = Eci /g;gi dr = Eciéij
i i

¢ = /g;\I' dr = {g;|¥) (7.71)

La probabilidad de obtener el valor propio no degenerado b; en una medida de B es

lcj|2 = ’/g;\I'dT

= [(g;|®)|” . (7.72)
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donde Bg; = bjg;. La cantidad (g;|¥) se denomina amplitud de probabilidad.

Asi pues, si conocemos el estado de un sistema, especificado por la funcién de estado ¥, podemos
usar la Ecuacién (7.72) para predecir las probabilidades de los diferentes resultados de una medida
de cualquier propiedad B. La determinacién de las funciones propias g; y de los valores propios b;
del operador B, es un problema matemaético.

Para determinar experimentalmente la probabilidad de encontrar el valor b; en una medida de
B, tomamos un gran nimero n de sistemas idénticos no interaccionantes, cada uno de ellos en
el mismo estado ¥, y medimos B en cada sistema. Si n; es el nimero de medidas que dan b;,
entonces Py, = nj/n = [{g;|¥)|*.

Podemos volver a enunciar la primera parte del Teorema 8 como:

TEOREMA 9. Si se mide la propiedad B en un sistema mecanocudntico cuya funcién de
estado en el instante de la medida es ¥, entonces la probabilidad de encontrar el valor propio
de B no degenerado b; es |(g;|¥){?, donde g; es la funcién propia normalizada correspondiente
al valor propio b;.

La integral (g;|¥) = [ g;¥dr tendrd un valor absoluto apreciable si las funciones normalizadas
g; v ¥ se parecen mucho, y tienen; por tanto, magnitudes similares en cada regién del espacio. Si
g; ¥ ¥ no se parecen, entonces en las regiones donde g; tome valores elevados, ¥ tomard valores
pequefios (y viceversa), de modo que el producto g; ¥ tendra siempre valores pequenos, y el valor
absoluto de la integral [ g7 ¥dr sera pequenio. La probabilidad |( 9;1¥)|? de obtener b; serd entonces
baja.

EJEMPLO Supongamos que medimos L, para un electrén en un dtomo de hidrégeno cuyo estado, en el
instante en el que comienza la medida, es el 2p,. Dé los posibles resultados de la medida, y la probabilidad
de encontrar cada uno de ellos.

De acuerdo con la Ecuacién (6.118), tenemos

U =)oy, = 271/21/)2131 + 2—1/21/)%4

Esta ecuacién es un desarrollo de ¥ como una combinacién lineal de las funciones propias de L.. Los
tinicos coeficientes diferentes de cero son los correspondientes a ¥z, y 2, que son las funciones propias
de L, con valores propios ki y —h, respectivamente. (Recordemos que los subindices 1 y —1 dan el nimero
cuantico m, y que los valores propios de L, son mh.) Usando el Teorema 8, tomamos los cuadrados de
los valores absolutos de los coeficientes en el desarrollo de ¥ para obtener las probabilidades. Por tanto,
la probabilidad de obtener A cuando se mide L, es [2‘1/2[2 = 0.5, y la probabilidad de obtener —# es
|271/22 = 0.5.

EJEMPLO Supongamos que se mide la energia E de una particula en una caja de longitud [, y que en
el momento en el que se hace la medida la particula estd en el estado no estacionario ¥ = 301/21_5/271(1 —x)
para 0 < z < I. Dé los posibles resultados de la medida, y la probabilidad de encontrar cada uno de ellos.

Los posibles resultados vienen dados, de acuerdo con el postulado (c) de la Seccién 3.9, por los valores
propios del operador Hamiltoniano H. Los valores propios del Hamiltoniano de la particula en la caja
son E = n*h?/8ml* (n = 1,2,3,...), vy no son degenerados. Las probabilidades se obtienen desarrollando
¥ en términos de las funciones propias . de H; es decir, escribiendo ¥ = Yoo | Cathyn, donde ¢, =
(2/1)}2sen (nwx/l). En el ejemplo que sigue a la Ecuacién (7.41), desarrollamos la funcién x(I — z) en
términos de las funciones propias del Hamiltoniano de la particula en la caja. La funcién de estado
30/217%/2x(l — z) es igual a 2(I — z) multiplicada por la constante de normalizacién 30'/217°/% Los
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FIGURA 7.3 Graficas de ¥ = (30)*/2{7%/?2(I — x), y la funcién de onda n = 1 de la particula en la caja.

coeficientes del desarrollo ¢, pueden determinarse, por tanto, multiplicando los coeficicutes a, del ejemplo
anterior por 30'/217%/2 Obtenemos asi

_ (402
T n3nd

1-(D"

T

La probabilidad Pg, de encontrar el valor E, = n’h?/8mi?, es igual a |ca|*:

Pe, = 21— ()" (7.73)
Las primeras probabilidades son
n 1 2 3 4 5
E, | K*/8mi® | 4h*/8mI> | 9% /8SmiI? | 16R%/8mI* | 25h%/8mi®
Pg, | 0,998555 0 0,001370 0 0,000064

La elevada probabilidad que se obtiene de encontrar la energia del estado fundamental n = 1, tiene que
ver con ¢l hecho de que la funcién de estado parabélica 30721752 x(l — x) se parecc mucho a la funcién
de onda de la particula en la caja con n = 1, dada por (2/1)'/?sen (xx/l) (Figura 7.3). Las probabilidades

nulas para los estados n = 2,4,6,... se deben al hecho de que, si el origen se sitida en cl centro de la caja,
la funcién de estado ¥ = 301/2l75/2m(l — ) es una funcién par, micntras que las funciones de la particula
en la caja con n = 2,4,6,... son impares (Figura 2.3), y no pueden countribuir al desarrollo de ¥, ya que

la integral {g,|¥) se anula cuando el integrando es impar.

Si la propiedad B tiene un rango continuo de valores propios (como en el caso, por ejemplo,
de la posicién; Seccién 7.7), el sumatorio del desarrollo de ¥ (7.65) se reemplaza por una integral
sobre los valores de b:
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¥ = / cvg6(q) db (7.74)

v [{gs(q)|¥))? se interpreta como una densidad de probabilidad. La probabilidad entonces de
encontrar un valor de B comprendido entre b y b + db para el sistema en el estado ¥, viene dada
por

[(gs ()| ¥ (q, O))[*db (7.75)

FUNCIONES PROPIAS DE POSICION

En capitulos anteriores, hemos deducido, entre otras, las funciones propias del operador momento
lineal y de los operadores momento angular. Podemos preguntamos, pues, ahora cudles son las
funciones propias del operador posicion.

Tenemos
T =z
Denotando las funciones propias de posicién como g,(z), escribimos
29.(T) = aga(z) (7.76)
donde a representa los posibles valores propios. Se sigue que
(z — a)go(z) =0 (7.77)
y de esta ecuacidn, concluimos que

ga(z) =0 para T #£a (7.78)

Adem3s, puesto que una funcién propia que se anula en todos los puntos es inaceptable, tenemos

9o(z) #0  para z=a (7.79)

Este resultado es l6gico. Si la funcién de estado es una funcién propia de & con valor propio a; es
decir, si ¥ = g.(z), entonces sabemos (Seccién 7.6) que una medida de z dard ciertamente el valor a,
y esto sélo puede ser asi si la densidad de probabilidad |¥|? vale cero para z # a, de acuerdo con la
Ecuacién (7.78).

Antes de considerar otras propiedades de g,(z), definimos la funcidn escalén de Heaviside H(z)
como (véase Figura 7.4)

H(z)=1 para z >0
H(z)=10 para z <0 (7.80)
H($)=—; para z =10

Definimos a continuacién la funcién delta de Dirac §(z) como la derivada de la funcién escalén
de Heaviside:

d(z) = dH(z)/dz (7.81)

De acuerdo con las Ecuaciones (7.80) y (7.81), tenemos (véase también Figura 7.4)
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FIGURA 7.4 Funcién escalén de Heaviside.

d0(z)=0  para z#0

Ya que H(z) da un salto repentino en z = 0, su derivada es infinita en el origen:

é(xz) = o0 para £ =0

185

(7.82)

(7.83)

Podemos generalizar més estas ecuaciones haciendo £ = ¢t — a y cambiando el simbolo ¢ por z. Las

Ecuaciones (7.80) a (7.83) se reescriben entonces de la forma
H(z —a)=1, z>a
H(z —a)=0, z<a
H(z —a) = 1, r=a
6(x —a) =dH(z — a)/dx
{z—a)=0, z#a y dx—a)=00, z=a

Consideremos ahora la siguiente integral:

/_Z F@)3(z — a) da

/udv =uvf/vdu

u = f(x), dv =46(x —a)dzx

La evaluamos integrando por partes:

Usando la Ecuacién (7.87), tenemos

du = f'(z)dz, v=H(zx —a)

/_00 f(z)é(x —a)dx = f(z)H(x — a)[ooo - /:: H(z —a)f'(z)dx

/_00 f@)dé(z — a)dz = f(0) _/_00 H(z—a)f' (z)dz

(7.84)
(7.85)
(7.86)
(7.87)

(7.88)

(7.89)
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donde hemos usado las Ecuaciones (7.84) y (7.85). Puesto que H(z — a) se anula para z < a, la
Ecuacién (7.89) se transforma en

| s@ie - ade = fe0) - [T HE - @ds = 00 - [ F@)de = fio) - 1|

/:x} £@)8(z — a)dz = f(a) (7.90)

Comparando la Ecuacién (7.90) con 3, ¢;di; = ci, vemos que la funcién delta de Dirac juega el mismo
papel en una integral que la delta de Kronecker en una suma. El caso especial de la Ecuacién (7.90)
con f(z)=1es

/::(S(x—a)dx:l

Las propiedades de la funcién delta de Dirac dadas en la Ecuacién (7.88) concuerdan con las
propiedades de las funciones propias de posicién g.(z) dadas en las Ecuaciones (7.78) y (7.79). Por
tanto, probamos a hacer

ga(z) = 6(z — a) ' (7.91)
Para comprobar la Ecuacién (7.91), demostraremos que concuerda con el postulado de Born, que dice
que |¥(a,t)|*da es la probabilidad de obtener un valor de z comprendido entre @ y a + da en una
medida de la posicién. De acuerdo con la Ecuacién (7.75), esta probabilidad viene dada por

(g (@) [z, 1))[*da = ] [ s nd| d (7.92)

Usando las Ecuaciones (7.91) y (7.90) en (7.92), obtenemos

2
da = |¥(a, t)|* da

/_O; §(z — a)¥(z, t)dz

lo que completa la demostracién.

Puesto que la cantidad a en 6(x — a) puede tomar cualquier valor real, los valores propios de &
forman un continuo: —oo < a < co. Como ocurre generalmente con las funciones del continuo, §(z —a)
no es cuadrdticamente integrable (Problema 7.40).

Resumiendo, las funciones propias y los valores propios de la posicién son

z0(z —a) = ad(z — a) (7.93)
donde a es cualquier nimero real.

La funcién delta de Dirac es una funcién que no se comporta bien, y, consecuentemente, las
manipulaciones que hemos realizado carecen de rigor, y harfan estremecerse a cualquier matematico.
Sin embargo, el uso de esta funcién delta puede justificarse sobre un base rigurosa, considerdndola
como el caso limite de una funcién que crece y se estrecha cada vez mds en el origen (Figura 7.5).

7.8 POSTULADOS DE LA MECANICA CUANTICA

En esta seccién, resumimos los postulados de la mecédnica cudntica introducidos en los capitulos
anteriores.

Postulado 1. El estado de una sistema estd descrito por una funcién ¥ de las coordenadas y del
tiempo. Esta funcidén, llamada funcién de estado o funcién de onda, contiene toda la informacion
que es posibie conocer acerca del sistema. Postulamos ademads que la funcién ¥ es monoevaluada,
continua y cuadraticamente integrable. Para los estados del continuo, se omite el requerimiento
de integrabilidad cuadratica.
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FIGURA 7.5 Funciones que aproxi-
man §(z) con precisién creciente.
El area bajo cada curva es 1. 1

La denominacién “funcién de onda” para ¥ no es, posiblemente, la mejor eleccién. Una onda
fisica que se mueve en el espacio tridimensional es una funcién de las tres coordenadas espaciales
y del tiempo. Sin embargo, para un sistema de n particulas, la funcién ¥ es una funcién de las 3n
coordenadas espaciales y del tiempo. Asi pues, para un sistema de muchas particulas, no podemos
interpretar ¥ como una especie de onda fisica. Es mejor entender la funcién de estado como una
funcién a partir de la cual podemos calcular diferentes propiedades del sistema. La naturaleza de
la informacién que contiene ¥ es el objeto del Postulado 5 y sus consecuencias.

Postulado 2. A todo observable fisico le corresponde un operador hermitico lineal. Para en-
contrar este operador, escribimos la expresién mecanocldsica del observable en términos de las
coordenadas cartesianas y de las correspondientes componentes del momento lineal, y a conti-
nuacion reemplazamos cada coordenada z por el operador z-, y cada componente del momento
pe por el operador —ihd/oz.

Hemos visto en la Seccién 7.2 que la restriccién de que todos los operadores sean hermiticos
proviene del requerimiento de que los valores medios de las magnitudes fisicas sean niimeros reales.
El requerimiento de linealidad estd intimamente ligado con la superposicién de estados discutida
en la Seccién 7.6. En la deduccién que hemos hecho de la Ecuacién (7.69) para el valor medio de
una propiedad B para un estado que se desarrolla como una superposicién de las funciones propias
de B, la linealidad de B juega un papel clave.

Cuando una magnitud fisica cldsica contiene el producto de una coordenada cartesiana y su
momento conjugado, tropezamos con el problema de la no conmutatividad al construir el operador
mecanocuantico correcto. Se han propuesto diferentes reglas para tratar este caso. Véase J.R.
Shewell, Am. J. Phys., 27, 16 (1959); E.H. Kerner y W.G. Sutcliffe, J. Math. Phys., 11, 391
(1970).

La determinacién de operadores mecanocuanticos en coordenadas no cartesianas es complicada.
Véase K. Simon, Am. J. Phys., 33, 60 (1965); G.R. Gruber, Found.Phys., 1, 227 (1971).

Postulado 3. Los tnicos valores posibles que pueden obtenerse en las medidas del observable
fisico B son los valores propios b; de la ecuacién Bg; = b;g;, donde B es el operador correspon-
diente al observable B. Es preciso que las funciones propias g; se comporten bien.
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Nuestro interés se centra fundamentalmente en los niveles de energia de los dtomos y las
moléculas. Estos niveles vienen dados por los valores propios del operador Hamiltoniano H. La
ecuacién de valores propios para H, Hy = Ei, es la ecuacién de Schrédinger independiente del
tiempo. Sin embargo, para encontrar los valores posibles de cualquier propiedad es necesario
resolver una ecuacién de valores propios.

Postulado 4. Si B es cualquier operador hermitico lineal que representa a un observable fisico,
entonces las funciones propias g; de B forman un conjunto completo.

Este postulado es més matemaético que fisico. Como no hay una demostracién matematica (salvo
en varios casos espaciales) de que las funciones propias de un operador hermitico lineal formen un
conjunto completo, debemos suponerlo. El Postulado 4 nos permite desarrollar la funcién de onda
de cualquier estado como una superposicién de las funciones propias ortonormales de cualquier
operador mecanocudntico:

T=3 cgi=D loi)eil®) (7.94)

Postulado 5. Si ¥(q,t) es la funcién de estado normalizada de un sistema al tiempo ¢, entonces
el valor medio de un observable fisico B en el instante ¢ es

(B) :/\IJ*B\;[J dr (7.95)*

La definicién del valor medio mecanocudntico se dié en la Seccién 3.7, y no debe confundirse
con el promedio temporal empleado en mecdanica clasica.

Usando los Postulados 4 y 5, hemos demostrado en la Secciéon 7.6 que la probabilidad de
obtener el valor propio b; en una medida de B viene dada por Py, = | [ g7 ¥dr|> = |{(g;|¥)|?, donde
Bg; = b;g;. Si la funcién de estado resulta ser una de las funciones propias de B (es decir, si
¥ = g;), entonces P;, se convierte en B, = |fg;-‘gkd7'|2 = |6:;x|> = dix, donde se ha utilizado la

condicién de ortonormalidad de las funciones propias del operador hermitico B. Cuando ¥ = Ik,
obtenemos con toda certeza el valor b, en una medida de B.

Postulado 6. La evolucion temporal del estado de un sistema mecanocuantico no perturbado
viene dado por la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo

By A (7.96)*

donde H es el operador Hamiltoniano (es decir el operador energia) del sistema.

La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo es una ecuacién diferencial de primer orden
en el tiempo, de forma que, como en mecdnica cldsica, el estado presente de un sistema no pertur-
bado determina el estado futuro. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre en mecénica clésica,
el conocimiento del estado en mecdanica cuantica supone sélo el conocimiento de las probabilida-
des de los diferentes resultados posibles de la medida. Supongamos que tenemos varios sistemas
no interactuantes idénticos, cada uno de ellos descrito por la misma funcién de estado (i) al
tiempo fp. Si dejamos evolucionar cada sistema por si mismo, entonces la funcién de estado de
cada sistema cambia de acuerdo con la Ecuacién (7.96). Puesto que todos los sistemas tienen. el
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mismo Hamiltoniano, todos ellos tendran la misma funcién de estado ¥(¢;) en cualquier instante
posterior #;. Sin embargo, supongamos que al tiempo t» efectuamos una medida de la propiedad
B en cada sistema. Aunque todos ellos tengan la misma funcién de estado ¥(¢2) en el instante en
el que empezamos a efectuar la medida, no obtendremos el mismo resultado en cada uno de ellos.
En lugar de eso, obtendremos una coleccidén de los valores posibles b;, donde b; son los valores
propios de B. El ntimero relativo de veces que obtenemos cada valor b; puede calcularse mediante
las cantidades [c;|?, donde ¥(t2) = >, ¢igi, siendo g; las funciones propias de B.

Si el Hamiltoniano es independiente del tiempo, existe la posibilidad de que haya estados de
energia definida E. Para estos estados, la funcién de onda debe cumplir

HY = EV (7.97)
y la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo se transforma en

how
—S = Ey
i Ot .
que, al integrar, proporciona ¥ = Ae ##*/" dJonde la “constante” de integracién A es indepen-
diente del tiempo. La funciéon ¥ depende de las coordenadas y del tiempo, de forma que A debe

ser alguna funcidén de las coordenadas que llamaremaos ¥(q). Tenemos entonces

U(g, t) = e~ "Fty(q) (7.98)

para un estado de energia constante. La funcién ¢(q) satisface la ecuacién de Schrodinger inde-
pendiente del tiempo

Hy(q) = Ed(q)

lo que se deduce de lag Ecuaciones (7.97) y (7.98). El factor exp(—iEt/%) indica simplemente un
cambio de la fase de la funcién de onda ¥(q,t) con el tiempo, y no tiene significado fisico directo.
Por ello, nos referimos normalmente a ¥ (g) como la “funcién de onda”. El operador Hamiltoniano
desemperia un papel inico en mecanica cuantica, al aparecer en la ecuacién dindmica fundamental:
la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo. Los estados propios de H (conocidos como
estados estacionarios) tienen la propiedad especial de que su densidad de probabilidad |¥|? cs
independiente del tiempo.

La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo (7.96) puede escribirse de la forma
(thd /Ot — H J# = 0. Puesto que el operador ihd/dt — H es lineal, cualquier combinacién li-
neal de soluciones de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo es tamnbién solucién de la
misma. Por ejemplo, si el Hamiltoniano H es independiente del tiempo, entonces existen soluciones
estacionarias ¥,, = e~ *#nt/"y (g) [Ecuacion (7.98)] de la ecuacién de Schrédinger dependiente del
tiempo. Cualquier combinacién lineal

U= ca¥p=> coe My, (g) (7.99)

donde los coeficientes ¢,, son constantes, es solucién de la ecuacién de Schrodinger dependiente
del tiempo, aunque no sea una funcién propia de H. Debido a la completitud de las funciones
propias ¢, cualquier funcién de estado puede expresarse de la forma (7.99) si H es independiente
del tiempo. (Véase también Seccidén 9.9.) La funcién de estado (7.99) representa un estado que no
tiene una energia definida, de modo que cuando la medimos, la probabilidad de obtener el valor
E,, viene dada por |c e #nt/h2 = |c |2

Para obtener las constantes ¢, de la Ecuacién (7.99), escribimos esta ecuacién al tiempo t,
como ¥(q,to) = 3, cpe *Ent0/"y, (). Multiplicando por ¥5 e integrando sobre todo el espacio,
obtenemos
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(¥ (@)¥(g,t0)) Zc e tEn to/h (Wiln) = Zc e~ En to/ﬁ5 ~iEjto /R

de modo que ¢; = (1;|¥(q,tp))e~ it /"y 1a Ecuacién (7.99) queda como sigue

U(g, t) = Z(¢j(q)|\ll(q, t0)>e*iEj(t‘t°)/hz/Jj (q) si H es independiente de ¢ (7.100)
J
donde f[z/Jj = Ejv;, y las funciones 1; son ortonormales. La Ecuacién (7.100) nos dice cémo
determinar ¥ en cualquier instante de tiempo ¢, a partir de ¥ en el instante inicial ¢g. Esta es la
solucién general de la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo cuando el Hamiltoniano H
es independiente de ¢t. [La Ecuacién (7.100) puede deducirse también directamente a partir de la
ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo; véase Problema 7.42.]

EJEMPLO Una particula en una caja unidimensional de longitud ! tiene un Hamiltoniano independiente
del tiempo, y estd descrita por la funcién de estado ¥ = 2724, + 27124, al tiempo ¢ = 0, donde ¥,
y %2 son la funciones propias independientes del tiempo de la particula en la caja [Ecuacién (2.23)], con
n =1y n = 2, respectivamente. (a) Determine la densidad de probabilidad en funcién del tiempo. (b)
Demuestre que |¥|> oscila con un periodo 7' = 8ml?/3h. (c) Utilice una hoja de célculo o el Mathcad para
representar {|¥|? respecto a x/1 en los instantes de tiempo 57/8, donde j =0,1,2,...,8.

(a) Puesto que H es independiente del tiempo, la funcién de estado ¥ en cudlquier instante futuro
viene dada por la Ecuacién (7.99) con ¢; = 272 ¢y = 272y los restantes coeficientes ¢ iguales a cero.
Por tanto,

1 2\ /2 U amun (2\Y2 2 1
U= Ee iE{t/h (7) Senﬂl—z + Ee iEot/h (7) sen 7lra: _ ﬁe 1E1t/ﬁ,¢l +

Obtenemos para la densidad de probabilidad (Problema 7.43)

Lo
ity

V2

T = 17 + 243 + iabz cos (B2 — E1)t/R] (7.101)
(b) La parte dependiente del tiempo de |¥|*> viene dada por el factor coseno de la Ecuacién (7.101): El
periodo T es el tiempo que tarda el argumento de la funcién coseno en aumentar en 27, de modo que
(Bs — EN)T/h = 27, y T = 27h/(Ey — E1) = 8ml*/3h, ya que E. = n’h?/8mi*>. (c) Utilizando la
Ecuacién (7.101) y las expresiones para ¢, y 2, y T = 2wh/(E, — E1), obtenemos

1 ®|* = sen®(rx,) + sen® (27, ) + 2 sen(we, ) sen(2mz, ) cos(27t/T) (7.102)

donde z, = z/l. Con t = j7'/8, pueden dibujarse ficilmente las graficas para cada valor de j. Las graficas
muestran que el miximo de la densidad de probabilidad oscila entre las paredes de la caja. Usando el
Mathcad, podemos generar una pelicula en la que se muestra cémo cambia |¥|* con el tiempo (Problema
7.43).

La Ecuacién (7.99) con los coeficientes ¢,, constantes, es la solucién general de la ecuacién
de Schrodinger dependiente del tiempo cuando H es independiente del tiempo. Para un sistema
sobre el que actia una fuerza externa dependiente del tiempo, el Hamiltoniano contiene una parte
dependiente del tiempo: H = HO + f['(t), donde H? es el Hamiltoniano del sistema en ausencia
de la fuerza externa, y H '(t) es la energia potencial de interaccién del sistema correspondiente a
la fuerza externa. En este caso, podemos utilizar las funciones propias estacionarias de HO para
desarrollar la funcién de estado ¥ de la forma dada por la Ecuacién (7.99), si bien ahora los
coeficientes ¢,, dependen de ¢t. Un ejemplo es un dtomo o molécula expuestos al campo eléctrico
dependiente del tiempo de la radiacién electromagnética (luz): véase Seccién 9.9.

i Qué es lo que determina que un sistema, esté en un estado estacionario, como el dado por la
Ecuacién (7.98), o en uno no estacionario, como el de la Ecuacién (7.99)? La respuesta es que la
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historia del sistema determina su estado presente. Por ejemplo, si tomamos un sistema que estd
en un estado estacionario y lo exponemos a la radiacion, se demuestra mediante la ecuacién de
Schrédinger dependiente del tiempo que el sistema pasa a un estado no estacionario por efecto de
la radiacién (véase Seccién 9.9).

El lector puede preguntarse por la ausencia en la lista de postulados del postulado de Born,
segiin el cual |¥(z,t)|?dz es la probabilidad de encontrar a la particula entre z y x + dz. Este pos-
tulado, sin embargo, es una consecuencia del Postulado 5, como vamos a demostrar. La Ecuacién
(3.81) dice que (B) = Y, P3b, donde P; es la probabilidad de encontrar el valor b en una medida
de la propiedad B que toma valores discretos. La ecuacién correspondiente a la variable continua z
es (z) = [ fooo P(z)zdz, donde P(z) es la densidad de probabilidad de obtener diferentes valores de

z. De acuerdo con el Postulado 5, tenemos (z) = ffooo U iW¥de = ffooo |¥|?zdr. La comparacién
de estas dos expresiones para (z) muestra que |¥|? es la densidad de probabilidad P(z). »
En el Capitulo 10, se dan dos postulados mecanocuanticos adicionales relacionados con el espin

y con el principio de Pauli.

MEDIDA E INTERPRETACION DE LA MECANICA CUANTICA

En mecéanica cudntica, la funcién de estado de un sistema puede cambiar de dos formas. [Véase
E.P. Wigner, Am. J. Phys., 31, 6 (1963).] En primer lugar, hay un cambio con el tiempo causal
y continuo dado por la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo (7.96). En segundo lugar,
hay un cambio repentino, discontinuo, probabilistico, que ocurre cuando se hace la medida en el
sistema. Este tipo de cambio no puede predecirse con certeza, ya que no podemos asegurar cual
va a ser el resultado de la medida. Solamente son predecibles las probabilidades dadas por la
Ecuacién (7.72). El cambio repentino de ¥ provocado por una medida se denomina reduccion (o
colapso) de la funcion de onda. Una medida de la propiedad B que da el resultado by cambia la
funcion de estado a gi, la funcién propia de B cuyo valor propio es by. (Si by es degenerado, ¥
cambia a una combinacién lineal de funciones propias correspondientes a bi.) La probabilidad de
encontrar el valor propio no degenerado by, viene dada, segin la Ecuacién (7.72) y el Teorema 9,
por |{gx|¥)|?, de modo que la cantidad |{g|¥)|? es la probabilidad de que el sistema realice una
transicién desde el estado ¥ al estado g cuando se mide B.

Consideremos un ejemplo. Supongamos que al tiempo ¢ medimos la posicién de la particula.
Sea U(z,t_) la funcién de estado de la particula un instante antes de que efectuemos la medida
(Figura 7.6a). Supongamos, ademads, que el resultado de la medida es que la particula se encuentra
en la pequenia regiéon del espacio:

a<z<a+dr (7.103)

Nos preguntamos cudl es la funcién de estado ¥(z,t,) un instante después de efectuar la medida.
Para responder a esta pregunta, supongamos que hacemos una segunda medida de la posicion en
el instante de tiempo #;. Como t; difiere del tiempo t de la primera medida en una cantidad
infinitesimal, debemos encontrar que la particula estd todavia confinada en la regién (7.103). Si
la particula se moviera una distancia finita en una cantidad infinitesimal de tiempo, tendria una
velocidad infinita, lo cual es inaceptable. Puesto que |¥(z,¢,)|? es la densidad de probabilidad
de encontrar los distintos valores de z, concluimos que ¥(z,t,) debe ser cero fuera de la regién
(7.103), v que debe tener el aspecto que se muestra en la Figura 7.6b. Asi pues, la medida de la
posicién al tiempo ¢ ha provocado la reduccién de una funcién ¥ extendida a todo el espacio, a una
funcién que estd localizada en la regién (7.103). El cambio de ¥(z,t_) a ¥(x,t;) es un cambio
probabilistico.

El proceso de medida es uno de los temas mas controvertidos de la mecdnica cudntica. No
estd claro cémo y en qué momento del proceso de medida se produce la reduccién. Algunos fisicos
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¥(x, t) Pix, t,)

yd :

S

=Y
Q

a+da

(a) (b)

FIGURA 7.6 Reduccion de la funcién de onda causada por la medida de la posicién.

interpretan la reduccién de ¥ como un postulado adicional de la mecdnica cuéntica, mientras que
otros argumentan que es un teorema que se deriva de los otros postulados. Hay fisicos que rechazan
la idea de la reduccién [véase M. Jammer, The Philosophy of Quantum Mechanics, Wiley, 1974,
Seccién 11.4; L.E. Ballentine, Am. J. Phys., 55, 785 (1987)]. Ballentine es partidario de la llamada
interpretacion del colectivo estadistico de la mecdnica cudntica, dada por Einstein, en la que la
funcién de onda no describe el estado del sistema (como en la interpretacién ortodoxa) sino que
proporciona una descripcién estadistica de un gran nimero de sistemas, todos ellos preparados
en el mismo estado (un colectivo). En esta interpretacién, no hay necesidad de que se produzca
la reduccién de la funcién de onda. [Véase L.E. Ballentine, Am. J. Phys., 40, 1763 (1972);
Rev. Mod. Phys., 42, 358 (1970)]. La interpretacién del colectivo estadistico presenta muchos
problemas serios [véase Whitaker, pdginas 213-217; D. Home y M.A.B. Whitaker, Phys. Rep.,
210, 223 (1992); Problema 10.3], y ha sido ampliamente rechazada.

“Para la mayoria de los fisicos, el problema de encontrar una teoria cuantica de la medida
consistente y plausible estd todavia sin resolver...La gran diversidad de opiniones...acerca de
las medidas cudnticas. . .[es] un reflejo de la falta de acuerdo fundamental en lo que respecta a la
interpretacién de la mecédnica cuantica como un todo”. (M. Jammer, The Philosophy of Quantum
Mechanics, paginas 519, 521.)

La naturaleza probabilistica de la mecdnica cudntica ha dado que pensar a muchos fisicos
eminentes, como Einstein, de Broglie y Schrodinger. Estos y otros fisicos han sugerido que la
mecanica cuantica no puede suministrar una descripcién completa de la realidad fisica. Las le-
yes probabilisticas de la mecdnica cudntica serian mas bien un reflejo de leyes deterministas que
operan a un nivel submecanocudntico, y que dependen de ciertas “variables ocultas”. Bohm da
una analogia con el movimiento browniano de una particula de polvo en el aire. La particula sufre
fluctuaciones aleatorias de la posicién, y su movimiento no estd completamente determinado por su
posicion y su velocidad. Desde luego, el movimiento browniano es el resultado de las colisiones con
las moléculas del gas, y estd determinado por variables definidas al nivel del movimiento molecular.
Andlogamente, los movimientos de los electrones podrian estar determinados por variables ocultas
definidas a un nivel submecanocudntico. La interpretacién ortodoxa (llamada a menudo interpre-
tacién de Copenhague) de la mecénica cuantica, que fue desarrollada por Heisenberg y Bohr, niega
la existencia de variables ocultas, y afirma que las leyes de la mecanica cuantica proporcionan una
descripcién completa de la realidad fisica. (Las teorias de las variables ocultas se discuten en F.J.
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Belinfante, A Survey of Hidden-Variables Theories, Pergamon, 1973.)

En 1964, J.S. Bell demostré que, en ciertos experimentos que implican medidas de dos particulas
ampliamente separadas que originalmente estdn en la misma regién del espacio, cualquier posible
teoria de variables ocultas local debe hacer predicciones diferentes de las de la mecanica cudntica
(véase Ballentine, Capitulo 20). En una teoria local, dos sistemas muy alejados entre si se compor-
tan de forma independiente. Los resultados de tales experimentos concuerdan con las predicciones
de la mecanica cuantica, lo que proporciona una evidencia muy fuerte a favor de ella, frente a
las teoriag deterministas locales de variables ocultas. Los experimentos no excluyen las teorias de
variables ocultas no locales. Estos experimentos se describen en J.F. Clauser y A. Shimony, Rep.
Prog. Phys.; 41, 1881 (1978); F.M. Pickin, Adv. At. Mol. Phys., 14, 281 (1978); B. Hiley, New
Scientist, 85, 746 (1980); A. Aspect et al., Phys. Reuv. Lett., 47, 460 (1981); 49, 91, 1804 (1982);
A. Aspect, en The Wave-Particle Dualism, S. Diner et al. (eds), Reidel, 1984, pags. 377-390; B.
Hiley, New Scientist, 97, 17 (1983); A. Shimony, Scientific American, Jan. 1988, p. 46.

Analisis adicionales realizados por Bell y otros autores, muestran que los resultados de estos ex-
perimentos y las predicciones de la mecdnica cudntica son incompatibles con una visién del mundo
en la que se mantengan a la vez realismo y localidad. El realismo (también llamado objetividad)
es la doctrina segin la cual la realidad externa existe y tiene propiedades definidas, independien-
temente de si nosotros la observamos. La localidad excluye la accién a distancia instantdnea, y
afirma que cualquier influencia de un sistema sobre otro debe viajar a una velocidad inferior a la
de la luz. Clauser y Shimony han afirmado que la mecanica cuantica conduce a la “filos6ficamente
sorprendente” conclusién de que debemos o “abandonar completamente la filosofia realista que
defiende la mayoria de los cientificos en activo, o revisar dramaticamente nuestro concepto del
espacio-tiempo” para que sea posible “algin tipo de accién a distancia”. (J.F. Clauser y A. Shi-
mony, Rep. Prog. Phys., 41, 1881 (1978); véase también B. d’Espagnat, Scientific American, Nov.
1979, p. 158.)

La teoria cudntica predice, y los experimentos lo confirman, que cuando se hacen medidas de
dos particulas separadas por una distancia ilimitada que previamente habian interaccionado, los
resultados obtenidos en la medida realizada en una de las particulas dependen de los resultados
obtenidos en la medida realizada en la otra, y dependen también de la propiedad que se mida en
esta segunda particula. Estas “misteriosas acciones a distancia” instantdneas (frase de Einstein)
han dado lugar al comentario de un fisico de que la “mecdnica cuantica es magia” (D. Greenberger,
citado en N.D. Mermin, Physcis Today, Abril 1985, p. 38).

La relacién entre la mecanica cuantica y la mente ha sido objeto de muchas especulaciones.
Wigner argument6 que la reduccién de la funcién de onda tiene lugar cuando el resultado de la
medida entra en la consciencia del observador, y, asi, “el ser consciente debe tener un papel diferente
en mecanica cuantica al del dispositivo de medida inanimado”. Este cientifico creia probable que
los seres conscientes obedeciesen leyes de la naturaleza diferentes de las de los objetos inanimados,
y propuso que los cientificos buscasen efectos inusuales de la conciencia actuando sobre la materia.
[E.P. Wigner, “Remarks on the Mind-Body Question”, en The Scientist Speculates, 1.J. Good, ed.,
Capricorn, 1965, p. 284; Proc. Amer. Phil. Soc., 113, 95 (1969); Found. Phys., 1, 35 (1970).

En 1952, Bohm (siguiendo una sugerencia hecha por de Broglie en 1927, segiin la cual la funcién
de onda debe actuar como una onda. piloto que guia el movimiento de la particula) ideé una teorfa
de variables ocultas determinista no local que predice los mismos resultados experimentales que
la mecdnica cuantica [D. Bohm, Phys. Rev., 85, 166, 180 (1952)]. En la teoria de Bohm, una
particula en un instante de tiempo dado posee una posicién definida y un momento también definido
(aunque estas magnitudes no son observables), y viaja sobre una trayectoria definida. La particula
también posee una funcién de onda ¥, cuyo desarrollo temporal obedece 1a ecuacién de Schrédinger
dependiente del tiempo. La funcién de onda en esta teoria es un entidad fisica real que determina el
movimiento de la particula. Si tenemos una, particula en una posicién particular, con una, funcién
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de onda particular en un instante de tiempo particular ¢, la teoria de Bohm postula cierta ecuacién
que permite calcular la velocidad de la particula en dicho instante de tiempo a partir de su funcién
de onda y de su posicién. Conociendo la velocidad y la posicién al tiempo £, podemos obtener
la posicion al tiempo ¢ + dt, y entonces usar la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo
para determinar la funcién de onda en t + dt. A continuacién, calculamos la velocidad en ¢ + dt a
partir de la posicién y de la funcién de onda en t + dt, y repetimos todo el proceso sucesivamente.
Se puede calcular, por tanto, la trayectoria a partir de la posicién inicial y de la funcién de onda
(suponiendo que se conoce la energia potencial). En la teoria de Bohm, la posicién de la particula
obedece a una ecuacién como la segunda ley de Newton md*z/dt? = —0V/0z [Ecuaciones (1.8)
y (1.12)], en la que la energia potencial V se reemplaza por V + @, donde ) es un potencial
mecanocudntico que se calcula a partir de la funcién de onda. En la teoria de Bohm, no tiene
lugar el colapso de la funcién de onda. La interaccién del sistema con el aparato de medida sigue,
en lugar de ello, las ecuaciones de la teoria de Bohm, si bien dicha interaccion hace que el sistema
evolucione, después de la medida, como lo haria si la funcién de onda se hubiese colapsado.

El trabajo de Bohm fue ampliamente ignorado durante muchos afos debido, en parte, a que el
eminente matematico von Neumann habia publicado en 1932 una prueba de que era imposible que
cualquier teoria de variables ocultas determinista reprodujese los mismos resultados experimentales
que la mecanica cuantica. En 1966, Bell demostré que esta “prueba” contenfa un supuesto injus-
tificado, y que era, por tanto, incorrecta. En los afios siguientes aumenté el interés por la teoria de
Bohm. Para profundizar en dicha teoria, véase D.Z. Albert, Quantum Mechanics and Experience,
Harvard Univ. Press, 1992, Capitulo 7; Whitaker, Capitulo 7; P. Holland, The Quantum Theory of
Motion, Cambridge Univ. Press, 1993; D. Bohm y B.J. Hiley, The Undivided Universe, Routledge,
1992; D.Z. Albert, Scientific American, May 1994, p. 58.

Aunque las predicciones experimentales de la mecdnica cudntica no son discutibles, su inter-
pretacién conceptual sigue siendo todavia objeto de un encendido debate. Algunas referencia
bibliograficas excelentes con comentarios sobre el tema son: B.S. DeWitt y R.N. Graham, Am.
J. Phys., 39, 724 (1971); L.E. Ballentine, Am. J. Phys., 55, 785 (1987). Véase también B.
d’Espagnat, Conceptual Foundations of Quantum Mechanics, 2% ed., Benjamin, 1976; M. Jammer,
The Philosophy of Quantum Mechanics, Wiley, 1974; Whitaker, Capitulo 8; P. Yam, Scientific
American, Junio 1997, p. 124.

7.10 MATRICES

El dlgebra matricial es la herramienta matematica fundamental que se utiliza en la actualidad
para realizar célculos mecanocuanticos de moléculas. Las matrices proporcionan también una
forma conveniente de formular gran parte de la teorfa mecanocuantica. En esta seccién, hacemos
por tanto una introduccién a la teoria de las matrices. Los métodos matriciales se utilizaran en
posteriores capitulos, si bien este libro se ha escrito de manera que el material sobre matrices pueda
omitirse si no hay tiempo para tratarlo.

Una matriz es una ordenacién rectangular de nimeros. Los nimeros que componen una matriz
se llaman elementos de matriz. Sea A una matriz con m filas y n columnas, y denotemos

mediante a;; (i = 1,2,...,m,y j =1,2,...,n) al elemento de la fila i y la columna j. Tenemos
entonces
a @12 A1n
a a22 a
A _ 1 21
Aml Am2 *°°  Qmp

y se dice que A es una matriz de m filas por n columnas. La matriz A no debe confundirse con un
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determinante (Seccién 8.3). Una matriz no tiene porque ser cuadrada, y no es igual a un nimero.

Una matriz fila (también llamada vector fila) es una matriz que tiene una sola fila. Una
matriz columna (también llamada vector columna) es una matriz que tiene una sola columna.

Dos matrices R y S son iguales si tienen el mismo nimero de filas y columnas, vy si los elementos
correspondientes de las dos matrices son iguales. Si R = S, entonces r;; = s;; parai=1,2,...,m
v j=1,2,...,n,donde m y n son las dimensiones de R y S. Una ecuacién matricial es, por tanto,
equivalente a mn ecuaciones escalares.

La suma de dos matrices A y B se define como la matriz que se obtiene cuando sc suman los
elementos correspondientes de A y B; la suma esta definida solamente si A y B tienen las mismas
dimensiones. Si C = A + B, entonces tenemos las mn ecuaciones escalares ¢;; = ai; + b;; para
t=1,2,....myj=12...,n

Si C=A+DB, entonces c¢;; =a; + by (7.104)*

El producto del escalar k por la matriz A se define como la matriz qué se obtiene cuando se
multiplican todos los elementos de A por k.

Si D =kA, entonces d;; = kayj (7.105)*

Si A es una matriz m por n y B es una matriz n por p, la matriz producto C = AB se define
como la matriz m por p cuyos elementos son

n
Cij = @irhij + Gioboy + - + @inby; = Z Qikbr; (7.106)*
k=1
Para calcular ¢;; tomamos la fila ¢ de la matriz A (cuyos elementos son a;1, a2, . . ., @ip), multi-
plicamos cada elemento de esta fila por el correspondiente elemento de la columna j de B (cuyos
elementos son by, baj, .. ., by;), ¥ sumamos los n productos. Por ejemplo, supongamos que tenemos
las matrices
) -2
-1 3 3
A= y B= 2 5 6
0 4 1
-8 3 10

El nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B, de modo que el producto matricial
AB esta definido. AB es el producto de la matriz 2 por 3 A y la matriz 3 por 3 B, por lo que
C = AB es una matriz 2 por 3. El elemento co; se obtiene a partir de la segunda fila de A y
la primera columna de B como sigue: ¢o; = 0(1) + 4(2) + 1(—8) = 0. Calculando los restantes

elementos, obtenemos
c_ (! 164 25
0 23 34

La multiplicacién matricial no es conmutativa. Los productos AB y BA no son necesariamente
iguales. (En el ejemplo anterior, el producto BA no estd definido.) Puede demostrarse que la
multiplicacién de matrices es asociativa; es decir, que A(BC) = (AB)C, y distributiva, o sea,
que ABB+C)=AB+ AC,y (B+C)D = BD + CD. Una matriz con el mismo ntmero de
filas y columnas es una matriz cuadrada. El orden de una matriz cuadrada es igual al nimero
de filas.

Si A es una matriz cuadrada, su cuadrado, cubo, etc., se definen de la forma A® = AA,
A3 = AAA, ---.
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Los elementos aii,dass,...,a,, de una matriz cuadrada de orden n estin en su diagonal
principal. Una matriz diagonal es una matriz cuadrada cuyos valores son todos cero, menos
los de la diagonal principal.

La traza de una matriz cuadrada es la suma de los elementos de la diagonal principal. Si A
es una matriz cuadrada de orden n, su traza es TrA = >0 | ay;.

Una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son iguales a 1 se denomina matriz unidad
o matriz identidad. El elemento (¢, j)—ésimo de una matriz unidad es la delta de Kronecker 4;;,
asf que (I);; = d;;, donde I es una matriz unidad. Por ejemplo, la matriz unidad de orden 3 es

1 0 0
010
0 0 1

Sea B una matriz cuadrada del mismo orden que la matriz unidad I. El elemento (7, j)—ésimo del
producto IB viene dado, segiin la Ecuacién (7.106), por (IB);; = >, (D)ikbr; = Y, dinba; = bij.
Puesto que los elementos (i, j)—ésimos de las matrices IB y B son iguales para todos los valores
de i y 7, tenemos IB = B. De modo similar, encontramos que BI = B. La multiplicacién por la
matriz unidad no produce pues ningin efecto.

La mayoria de las matrices en mecdnica cudntica son matrices cuadradas o matrices fila y
columna.

Matrices y mecdnica cudntica. En la Seccién 7.1 hemos llamado a la integral [ fl-*/lfde
elemento de matriz de A. Vamos a justificar ahora este nombre mostrando que dichas integrales
satisfacen las reglas del algebra matricial. Sean las funciones fi, f2,... un conjunto ortonormal
completo, y denotemos dicho conjunto mediante el simbolo {f;}. Los nimeros 4;; = ( f,i|/i| fi) =
ffl.*flfde se denominan elementos de matriz del operador lineal A en la base {f;}. La
matriz cuadrada

Ay A o (AR (filAlf)
A=1An An )= (RIAIR) (RIAlS) - (7.107)

es la matriz representativa, o representacion matricial, del operador lineal A en la base
{fi}. Puesto que el conjunto {f;} estd formado normalmente por un nimero infinito de funciones,
A es una matriz de orden infinito.

Consideremos la suma de elementos de matriz integrales. Supongamos que C=A+B. Un
elemento de matriz tipico de C' en la base {f;} es

Cii = (F:IC1;) = (FilA + BIf;) = / A+ B, dr

:/f;/ifj dr + /f,;*ijdT:A,;j + By

Asi pues, si ¢ = A + B, entonces C-j = A;; + By, que es precisamente la regla (7.104) para la
suma de matrices. Por tanto, si ¢ = A + B, entonces C = A + B, donde A, B y C son las
representaciones matriciales de los operadores A ByC.

De un modo analogo, si D = kC, entonces tenemos (Problema 7.50) D;; = kCj;, que es la regla
de la multiplicacién de una matriz por un escalar.

Finalmente, supongamos que R = ST. Tenemos

R;; :/fi*Rfde:/fi*S'Tfde (7.108)



Seccion 7.11 Resumen 197

La funcién T f; puede desarrollarse en términos del conjunto ortonormal completo {f;} como
[Ecuacién (7.41)]:

chfk Z FRlTf) i = > (el TU) i = > Thif
k

k

y R;; se transforma en
Rij — /fz*SZTk]fk dr = Z/fl*gfk dTTkj = quka] (7109)
k k k

La ecuacién R;; = >, SipTk; es la regla (7.106) de la multiplicacién matricial. Por tanto, si
R = ST, entonces R = ST.

Hemos demostrado que las matrices que representan operadores lineales en un conjunto de base
ortonormal completo satisfacen las mismas ecuaciones que los operadores.

Combinando las Ecuaciones (7.108) y (7.109) obtenemos la 1itil regla de la suma

> (IS|k) (kI 5)

k

(i|ST5) (7.110)

Supongamos que el conjunto de funciones de base { f;} se escoge de manera que sea el conjunto
ortonormal completo de funciones propias g; del operador A, de modo que Ag; = a;g;. El elemento
de matriz A;; viene dado, entonces, por

Aij = <9i|A|gj> = <gi|Agj> = <gi,ajgj> = aj<gi|gj> = a;0;;
La matriz que representa al operador A en la base de funciones propias ortonormales del misuio
operador es, pues, una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son los valores propios de A.
Puede demostrarse también el enunciado inverso (Problema 7.48); es decir, que, si la matriz que
representa al operador A en un conjunto de base ortogonal completo es una matriz diagonal,
entonces las funciones de base son funciones propias de A, y los elementos de matriz diagonales
son los valores propios de A.

Hemos utilizado una base ortonormal completa {f;} para representar el operador A mediante
la matriz A, definida por la Ecuacién (7.107). La base {f;} puede usarse también para representar
una funcién arbitraria u como sigue. Desarrollamos u en términos del conjunto completo {f;}, de
acuerdo con u = ), u; f;, donde los coeficientes del desarrollo u; son nimeros, no funciones, dados
seglin la Ecuacién (7.40) por u; = (f;|u). El conjunto de coeficientes del desarrollo uy,us,...
estd formado por una matriz columna (vector columna) que llamamos u, y se dice que u es la
representacidn matricial (vectorial) de la funcién u en la base {f;}. Si Au = w, donde w es
otra funcién, entonces puede demostrarse (Problema 7.49) que Au = w, donde A, u y w son las
representaciones matriciales de A4, u v w en la base {f;}. Asi pues, el efecto del operador lineal
A sobre la funcién arbitraria « puede determinarse si se conoce la representacién matricial A del
operador A. Por tanto, la matriz representativa A es equivalente al operador A.

7.11 RESUMEN

Un operador mecanocuantico A que representa a un observable fisico, debe ser hermitico, lo que
significa que debe satisfacer la ecuacién [ f*Audr = [u(Af)*dr para cualesquiera funciones f
y u que se comporten bien. Los valores propios de los operadores hermiticos son nimeros reales.
Para un operador hermitico, las funciones propias que corresponden a diferentes valores propios
son ortogonales, y las funcmnes propias que corresponden a un valor proplo degenerado pueden
escogerse de manera que sean ortogonales.
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Hemos postulado que las funciones propias g; de cualquier operador hermitico que represente a
un observable fisico, forman un conjunto completo, de modo que cualquier funcién f que se com-
porte bien puede desarrollarse de la forma f =3, ¢xgx, donde las funciones g; son ortonormales,
y donde ¢y, = [ g; fdr.

Si dos operadores mecanocuanticos conmutan, entonces tienen un conjunto completo de funcio-
nes propias en comin. A su vez, dos operadores mecanocuanticos que tienen un conjunto completo
comun de funciones propias conmutan.

Si la energia potencial V es una funcién par, las funciones de onda estacionarias pueden esco-
gerse de manera que sean pares o iImparcs.

Si se mide la propiedad B en un sistema cuya funcién de estado es ¥, la probabilidad de
encontrar el valor propio no degenerado b; viene dada por |{g;|¥)|?, donde Bg; = bigi.

Los postulados de la mecédnica cudntica se resumen en la Seccién 7.8.

Las matrices son ordenaciones rectangulares de nimeros, y cumplen las reglas (7.104) a (7.106)
de la suma, la multipicacién por un escalar, y la multiplicacién. Si {f;} es un conjunto de funcio-
nes ortogonal y completo, entonces la matriz A, con elementos A, = ( fm|A| frn), representa al
operador lineal A en la base {f:}. También, la matriz columna u con elementos u; iguales a los
coeficientes del desarrollo u = 3, u; f;, representa a la funcién u en la base {f;}. Las matrices que
representan a los operadores y a las funciones en una base dada satisfacen las mismas relaciones
que los operadores y las funciones. Por ejemplo, si C = A+ B, R = ST, y w = Au, entonces
C=A+B, R=ST,yw=Au

PROBLEMAS

7.1 ;(Es (fmlAlfn) igual a (fmAfn) ?

7.2 Si ¢ es una constante, ;bajo qué condicion (cfm|A|fn) es igual a (frm|Alcf,)?

7.3 {Qué operador se demuestra que es hermitico mediante la ecuacién (m|n) = (n|m)*?

7.4 Sean A y B dos operadores hermiticos, y sea ¢ una constante real. (a) Demuestre que cA es
hermitico. (b) Demuestre que A + B es hermitico.

7.5 (a) Demuestre que. d?/dz? y T, son hermiticos, donde Ty = —(h%/2m)d?/dz?. (b) Demuestre que
(T,) = (h*/2m) [ |0¥/dz|*dz. (c) Para un sistema de una particula, jes (T) igual a (T%) + (Ty) + (T:)?

7.6 ;Cuales de los siguientes operadores son hermiticos: d/dz, i(d/dx), 4d*/dz?, i(d®/dz?)?

7.7 Sea A un operador hermitico. Demuestre que (A = [ |A¢|2d7 y, por tanto, (4?) > 0. [Este
resultado puede usarse para deducir la FEcuacién (5.135) de una forma méds rigurosa que la dada en el
texto. De este modo, puesto que M? — M? = M2 + M2, tenemos (M?) — (M?) = (M2) + (M?). Ademss,
(M?y =¢, (M} =b}, y, usando el teorema de este eJeI‘ClCiO tenemos que (M7) > 0, (M;) > 0, y, de aqui,
c—bi>0]

7.8 Compruebe que el operador L. es hermitico utilizando (a) coordenadas polares esféricas y (b)
coordenadas cartesianas.

7.9 ;Cuadles de los siguientes operadores satisface las condiciones que ha de cumplir un operador
mecanocudntico para que represente una magnitud fisica: (a) ()/%; (b) d/dx; (c¢) d*/dz?; (d) i(d/dx)?
7.0 (a) Si A y B son operadores hermiticos, demuestre que su producto AABA es hermitico si, y sélo si,
Ay B conmutan. (b) Si Ay B son operadores hermiticos, demuestre que (AB + BA) es hermitico. (c)
i Es hermitico el operador Zp,7 (d) ;Es hermitico el operador %(iﬁz + pa)?

7.11 Explique por qué cada una de las signientes integrales debe valer cero, siendo funciones hidroge-
noides las que aparecen en ellas: (a) (2p1]L:|3p-1); (b) (3po|L:|3po).

7.12 (a) Complete los detalles de la determinacién de los coeficientes a, del desarrollo usado en cl

ejemplo de la Seccién 7.3. (b) Escriba el valor del desarrolio de la funcién z(l — z) en este ejemplo para
T = l, y utilice los cinco primeros términos diferentes de cero para obtener un valor aproximado de 7°.
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(c) Calcule el porcentaje de error del desarrollo de z(I — ) en = = [/4, incluyendo hasta los términos
primero, tercero y quinto.

7.13 (a) Desarrolle la funcién f(z) = —1 para 0 < z 5 I,y f{x) =1 para 1l < z <! en términos de
las funciones de onda de la particula en la caja. (Como f es discontinua en —l no puede esperarse que el
desarrollo represente bien a la funcién f en este punto. Como f no satisface las condiciones limite de la
particula en la caja de que se anule en £ = 0 y en z = [, el desarrollo no representard bien a f en dichos
puntos, pero si lo hard en otros puntos diferentes.) (b) Calcule el porcentaje de error del desarrollo de la
funcién en z = 1/4, incluyendo hasta los términos primero, tercero y quinto.

7.14 Evaltie la integral (f,,|H|f.) si: (a) H es el operador Hamiltoniano del oscilador arménico, y fm
v fr son las funciones de onda estacionarias del oscilador armoénico con nimeros cudnticos vibracionales m
y n; (b) si H es el operador Hamiltoniano de la particula en la caja, y fm y fn son las funciones de onda
estacionarias de la particula en la caja con nimeros cudnticos m y n.

7.15 (a) Demuestre que las funciones hidrogenoides 2p, y 2p1 no son ortogonales. (b) Utilice el
procedimiento de Schmidt para construir combinaciones lineales de las funciones 2p, y 2p1 que sean

ortogonales. Normalice a continuacién estas funciones. ;De cudles de los operadores H, L? y L. son
funciones propias las combinaciones lineales?

7.16 Extienda el método de ortogonalizacién de Schmidt al caso de degeneracién triple.

7.17 Para el dtomo hidrogenoide, tenemos V = —Ze'?(z? + y* + 22)"1/2, de forma que la energfa
potencial es una funcién par de las coordenadas. (a) ;Cudl es la paridad de 15,7 (b) ;Cudl es la paridad
de 12, 7 (¢) Considere la funcidén ¢zs + ¢2p, . (Es ésta una funcién propia de H? ;Tienc paridad definida?

7.18 Sea II el operador paridad, y m un entero positivo. ;Cudl es el operador ™ si m es par? JY si
m es impar?

7.19 Sea I el operador paridad, y sea 9;(z) una funcién de onda normalizada del oscilador armdnico.
Definimos los elementos de matriz II;; como II;; = ffooo Y7 Iy;dz. Demuestre que Il;; = 0 para i # j, y
que II;; = £1.

7.20 Sea R un operador lineal tal que R = 1, donde n es un entero positivo vy no hay ninguna potencia
inferior de R que sea igual a 1. Determine los valores propios de R.

7.21 Utilice consideraciones de paridad para determinar cuéles de las siguientes integrales deben anu-
larse: (a) (25]2]2p.); (b) (25|2%|2ps); (¢) (2py|z|2ps). Las funciones que aparecen en estas integrales son
funciones de onda hidrogenoides.

7.22 (a) Demuestre que el operador paridad es lineal. (b) Demucstre que el operador paridad es
hermitico; es suficiente con la demostracién en una dimensién.

7.23 (a) En coordenadas cartesianas, el operador paridad II corresponde a la transformacién de varia-
bles x =& —z, y = —y, 2 > —z. Demuestre que, en coordenadas esféricas, el operador paridad corresponde
a la transformacién r — r, 6 = 7 — 6, ¢ — ¢ + 7. (b) Demuestre que [e'™® = (—1)™e™™®. (c) Utilice la
Ecuacién (5.97) para demostrar que

T1S), (8) = (1) 71181 (8) = (=) Sy, m(8)

(d) Combine los resultados de (b) y (¢) para concluir que los armoénicos esféricos Y™ (6, ¢) son funciones
pares si [ es impar, y funciones impares si [ es impar.

7.24 Como el operador paridad es hermitico (Problema. 7.22), dos funciones propias de Tl que corres-
pondan a valores propios diferentes deben ser ortogonales. Demuestre directamente que esto es asi.

7.25 Considere la integral (va|z|v1), cuyas funciones de onda son las del oscilador arménico unidimen-
sional con nimeros cudnticos v> y v1. (Bajo qué condiciones nos permiten concluir las consideraciones de
paridad que esta integral debe anularse? ;Podria anularse esta integral ademds en otros casos? (Dicha
integral es importante en el tratamiento de transiciones radiativas.)

7.26 Para un dtomo de hidrégeno en un estado p, los posibles resultados de una medida de L; son —h,
0 y k. Calcule las probabilidades de obtener estos resultados para cada una de las siguientes funciones de
onda: (a) tap,; (b) ap,; (€) 1ap,. Calcule entonces (L) para cada una de estas tres funciones de onda.
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7.27 Suponga que en el instante de tiempo ', un dtomo de hidrégeno estd en un estado no estacionario
con

U =6"Y%(2p;) — 27 V%i(2po) — 37%(3d1)

Si se mide L. en dicho instante, determine los posibles resultados de la medida, y calcule la probabilidad
de obtener cada uno de dichos resultados.

7.28 Si se mide L? en un dtomo de hidrégeno cuya funcién de estado es la del Problema 7.27, determine
los posibles resultados y calcule sus probabilidades.

7.29 Si se mide E en un atomo de hidrégeno cuya funcién de estado es la del Problema 7.27, determine
los posibles resultados y calcule sus probabilidades.

7.30 Obtenga (L.) para el estado del Problema 7.27.

7.31 Suponga que una particula en una caja de longitud ! estd en un estado no estacionario con ¥ = 0
paraz <O0yz>1ly

1/2 1/2
O = 1 g-intt/smi?h 2 / sen™E | 1./3 gimo-iht/2mi®n 2 / senm
2 ) l 2 l l
para 0 < z < [. Sise mide la energia en el instante de tiempo ¢, determine los posibles resultados y calcule
sus probabilidades.

7.32 Suponga que una particula en una caja de longitud [ estd en el estado no estacionario ¥ =
(105/17)/222(1 — z) para 0 < z < I, en el instante de tiempo en el que se mide la energia. Determine los
posibles resultados y calcule sus probabilidades.

[1/(2m+1)°).

7.34 Una medida del médulo del momento angular orbital de una particula da como resultado 21/2H.
Si ahora de mide L., jcudles son los resultados posibles?

7.33 Utilice los resultados del dltimo ejemplo de la Seccién 7.6 para evaluar la suma »_>_ [

7.35 Supongamos que en el instante de tiempo en el que se mide la energfa del electrén de un dtomo
de hidrégeno, éste tiene por funcién de estado ¥ = (27/ma®)}/2e=%"/%, (donde a = h?/ue'?). Calcule la
probabilidad de obtener el valor de la energia —e'?/2a.

7.36 (a) Combine las Ecuaciones (2.30) y (3.33) para escribir la funcién de estado ¥ de una particula
libre en una dimensidn. (b) Demuestre que esta funcién de estado ¥ es una combinacién lineal de dos
funciones propias de p,. (Cuales son los valores propios de estas funciones propias? (c) Si se mide la
componente del momento p; de una particula libre en una dimensién, determine los posibles resultados y
calcule sus probabilidades.

7.37 (a) Demuestre que para una particula en una caja unidimensional de longitud I, la probabilidad
de obtener en una medida un valor de p, comprendido entre p y p+ dp es

4|Nj?s?
I(s? — b?)2
donde s = nnl™!, y b = ph™!. La constante N se calcula de forma que la integral entre menos infinito
y mds infinito de la Ecuacién (7.111) valga la unidad. (b) Evalde el resultado (7.111) para p = +nh/2l.

[Para estos valores de p,, el denominador de (7.111) es cero, y la probabilidad toma un valor muy grande
pero finito.]

7.38 Determine (a) [ _4§(z)dz; (b) f §(x)dz; f 5z f1 z)é(z — 3)dz.
7.39 ;Cual es el valor de fo F(@)é(z )daﬂ
7.40 Demuestre que [~ _|6(z —a)|’dz =

7.41 Las funciones de la Figura 7.5 se aproximan a la funcién delta de Dirac. Dibuje las gréficas de
las correspondientes funciones que se aproximan a la funcién escalén de Heaviside con precisién creciente.

[1—(-1)"cosbl]dp (7.111)

-1

7.42 La mecanica cudntica postula que el estado presente de un sistema sin perturbar determina su
estado futuro. Considere el caso especial de un sistema con un Hamiltoniano independiente del tiempo
H. Suponga que se sabe que al tiempo to la funcién de estado es ¥(z,tg). Deduzca la Ecuacién (7.100)
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sustituyendo el desarrollo (7.65) con ¢; = 15 en la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo (7.96);
multiplique el resultado por #;,, integre sobre todo el espacio, y despcje cpm.

7.43 Para el estado dependiente del tiempo de la particula en la caja visto el ejemplo que sigue a la
Ecuacién (7.100), en el que ¥ en ¢ = 0 es igual a 2720 4 27V 2y, (a) calcule el periodo T para un
electrén en el interior de la caja cuya longitud es 2.00 A; (b) compruebe la Ecuacién (7.101) para |¥]?; (c)
utilice una hoja de célculo o un programa como el Mathcad para representar I|¥|? en la Ecuacién (7.102)
para t = jT/8 con j = 0,1,...,8; (d) utilice el Mathcad para generar una animacién de |¥|?> cuando
cambia el tiempo.

7.44 Considere los estados dependientes de la particula en la caja dados por ¥ = 27124 4 271/ 2y,
donde n # 1. (a) Obtenga las ecuaciones equivalentes a la (7.101) y la (7.102) para |¥|? y I|¥]%; (b) genere
animaciones temporales de |¥|? paran =3, n =4, y n = 5. ;Para qué valores de n = 2,3,4,5 permanece
[¥|? simétrica con respecto al punto medio de la caja cuando cambia t?

2 1 1 -1
A = , B f—e
0 -3 4 4
obtenga: (a) AB; (b) BA; (c) A + B; (d) 3A; (e) A — 4B.
7.46 Calcule los productos matriciales CD y DC, donde

7.45 Para las matrices

5
c=[ o ,yD:(in)

7.47 Obtenga la matriz que representa al operador unidad 1 en una base ortonormal completa.

7.48 Si {f:} es una base ortonormal completa tal que (fi|Alf;) = a:b;; para todo i y j (es decir, la
representacién matricial de A es diagonal), demuestre que las funciones {fi} son funciones propias de A,
y que los coeficientes a; son valores propios de A. Pista: Desarrolle Af; en términos del conjunto {f;}.

7.49 (a) Si fi es un operador lineal, {f;} es una base ortonormal completa, y u es una funcién arbitraria,
demuestre que Au =3, (3, (f;|A|fi){filu))f;. Pista: Desarrolle u en términos del conjunto {f:}, aplique
A a este desarrollo, y desarrolle a su vez Af;. (b) Si Au=w, conw=3 w;fj y u=3, uifi (donde los
coeficientes w; y u; son niimeros), demuestre que la ecuacién de (a) dice que w; = >, Ajiui, v, por tanto,
que w = Au, donde w, A y u son las matrices que representan a w, A y u.

7.50 Si D = kC, demuestre que D;; = kC.;.

7.51 Escriba la parte correspondiente a [ = 2 de la matriz que representa a L, en la base {Y;"}.

7.52 Compruebe las siguientes identidades de la delta de Kronecker: (a) 8;; = 6;:; (b) (8;;)% = ds5; (c)
(Sij57_'k = 51’]‘5]']9; (d) 5i+n,j = 5i,j—n-

7.53 Calcule la incertidumbre AL, para los siguientes estados estacionarios del dtomo de hidrégeno:
(a) 2p-; (b) 2p..

7.54 Para el sistema del Problema 7.31, (a) utilice la condicién de ortonormalidad [Ecuacién (2.27)]

para comprobar que ¥ esta normalizada; (b) determine (E) en el instante de tiempo ¢; (¢) determine ()
en el tiempo t, y obtenga los valores maximo y minimo de {(z) en funcién de ¢.

7.55 Considere un operador A que contiene el tiempo como pardmetro. Estamos interesados en saber

c¢émo cambia el valor medio de la propiedad A con el tiempo, y tenemos

d(A) d 2

——L = — [ U AT dr

dt dt

La integral definida en el lado derecho de esta ecuacién depende del pardmetro t. Ademads, es vélido en
general calcular la derivada de dicha integral con respecto a ¢t derivando el integrando respecto a t. Tenemos
asi que:
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d(A _ [ 0¥ 8A - 0¥
/at\PA\P ldr = / /\IJ a—\PdT+/ AEdT

Utilice la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo, su conjugada compleja y la propiedad de
hermiticidad de H, para demostrar que

A4 /\p a—A\PdT+ h/\P*(I:IA—AI:I)\PdT

dt ot
d(A) A ;
= < o > + - ([H A)) (7.112)

7.56 Utilice las Ecunaciones (7.112) y (5.9) para demostrar que

d (pz) 1 Lh oV

Dy = -2 ro¥ 11

dt () m m/ i Oz dr . (7.113)
De esta ultima ecuacién, se deduce que

d*zy 1d
2= L ip)
dt mdt
Utilice las Ecuaciones (7.112) y (5.9) v el resultado del Problema 5.2 para demostrar que

. d*(z) ’
(Fey=m e (7.114)
Si consideramos una particula mecanoclasica, su funcién de onda serd suficientemente grande sélo en una
pequena regién que corresponde a su posicién, y podemos prescindir en este caso de los valores promedio
en la Ecuacién (7.114), obteniendo asi la scgunda ley de Newton. De este modo, la mecdnica cldsica queda
como un caso especial de la mecédnica cudntica. La Ecuacién (7.114) se conoce como teorema de Ehrenfest,

en honor al fisico que lo demostré en 1927.

7.57 De acuerdo con la interpretacién probabilistica del producto ¥*W¥, normalizamos la funcién de
onda de la forma [ U*W dr = 1. Dando por hecho que las particulas ni se crean ni se destruyen, cabe esperar
que esta normalizacién se mantenga para cualquier instante de tiempo; es decir, que (d/dt) [ ¥*¥dr = 0.
Demuestre que esta ecuacién es un caso especial de la Ecuacién (7.112).

7.58 Demuestre el principio de incertidumbre (5.12) para dos operadores hermiticos cualesquiera Ay
B como sigue: (a) Defina las funciones f y g de la forma f = (A — (A)¥ y g = i(B — (B))¥. Demuestre
que (f|f) = (FIf)" = (AA)?, vy que {(9lg) = (AB)?. (b) Sea ahora I = (f + sg|f + sg), donde s se
define como un parametro arbitrario real. El integrando |f + sg|? de I es no negativo en todas partes,
por lo que I debe ser positivo a menos que f = —sg. Tenemos dos casos posibles: (1) f = —sg, y (2)
f # —sg. Demucstre directamente que para el caso (1) tenemos 4(f|f){glg} = [(f|g) + {g|f)]?. Para el caso
(2) tenemos I = as®> + bs+c > 0, donde a, b y c son ciertas integrales. Esta desigualdad significa que la
ecuacién as’® +bs4c = 0 puede tener raices no reales para s, lo que (usando la férmula cuadratica) significa
que 4ac > b2, Demuestre que esta desigualdad conduce a 4(f|£){(glg} > [(flg) + (9|f)])?. (¢) Combinando
los resultados de los casos (1) y (2), tenemos que 4(f|f){(glg) > [{g|f)* + (flg)"]*. Demuestre que esta
expresion conduce al principio de incertidumbre (5.12).

7.59 Escriba un programa de computador que utilice el desarrollo (7.37) para evaluar la funcién (7.35)
en los valores de = 0,0.11,0.2{,...,1. Haga que el programa realice los cdlculos tomando 5, 10, 15 y 20
términos en el desarrollo.

7.60 Cuando se determinan los valores propios resolviendo ecuaciones diferenciales, la cuantizacién
aparece al imponer la condicién de que las funciones de onda se comporten bien. Los operadores escalera
se utilizaron en la Seccén 5.4 para obtener los valores propios de M? y M., y en el Problema 5.31 para
obtener los valores propios de la energia del oscilador arménico. jDénde se utilizé la condicién de que las
funciones propias se comportasen bien en las deducciones realizadas en la Seccién 5.31 y en el Problema
5.317. Pista: Véase el Problema 7.7.
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7.61 ;Verdadero o falso? (a) La funcién de estado es siempre igual a una funcién del tiempo multi-
plicada por una funcién de las coordenadas. (b) Tanto en mecdnica cldsica como en mecdnica cudntica,
el conocimiento del estado presente de un sistema aislado permite determinar su estado futuro. (c) La
funcién de estado es siempre una funcién propia del Hamiltoniano. (d) Cualquier combinacién lineal de
funciones propias del Hamiltoniano es también una funcién propia del mismo. (e) Si la funcién de estado
no es una funcién propia del operador /i, entonces una medida de la propiedad A podria dar un valor que
no es uno de los valores propios de A. (f) La densidad de probabilidad es independiente del tiempo para
un estado estacionario. (g) Si dos operadores hermiticos no conmutan, entonces no pueden tener ninguna
funcién propia en comtn. (h) Si dos operadores hermiticos conmutan, entonces cualquier funcién propia
de uno de ellos debe ser funcién propia del otro. (1) Dos funciones propias linealmente independientes
del mismo operador hermitico son siempre ortogonales entre si. (j) Si el operador B corresponde a una
propiedad fisica de un sistema mecanocudntico, la funcién de estado ¥ debe ser una funcién propia de
B. (k) Cualquier combinacién lineal de soluciones de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo
es solucién de esta ecuacién. (1) La funcién de estado normalizada ¥ es adimensional (es decir, no tiene
unidades). (m) Todas las funciones propias de los operadores hermiticos deben ser funciones reales. (n)
Las cantidades (fm|A|fn) v (fm|fn) son nimeros. (o) Cuando ¥ es una funcién propia de B con valor
propio by, podemos asegurar que obtendremos el valor by en una medida de la propiedad B. (p) La relacién
(f|/1|g) = (gl/l|f)" solamente es valida cuando f y ¢ son funciones propias del operador hermitico A.
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CAPITULO &8

El método de variaciones

EL TEOREMA DE VARIACIONES

Comenzamos ahora el estudio de los métodos aproximados, necesarios para tratar la ecuacién de
Schrédinger independiente del tiempo de sistemas (como los dtomos y moléculas) que contienen
particulas que interaccionan entre si. En este capitulo estudiamos el método de variaciones, que
nos permite obtener una aproximacién a la energia del estado fundamental del sistema sin resolver
la ecuacién de Schrédinger. El método de variaciones estd basado en el siguiente teorema:

El teorema de variaciones. Dado un sistema cuyo operador Hamiltoniano H es indepen-
diente del tiempo, y cuyo valor propio de la energia mas bajo es E, si ¢ es cualquier funcién
dependiente de las coordenadas del sistema, normalizada, que se comporta bien y que satisface las
condiciones limite del problema, entonces

/qﬁ*ﬁqﬁ dr > Ey, si ¢ estd normalizada (8.1)*

El teorema de variaciones nos permite calcular un limite superior a la energia del estado fun-
damental del sistema.

Para demostrar la Ecuacién (8.1), desarrollamos ¢ en términos del conjunto de funciones propias
ortonormal y completo de H , es decir, las funciones propias estacionarias ¥:

= apiy , (82)
k
donde

Hyp = Epthr (8.3)
Noétese que el desarrollo (8.2) requiere que ¢ cumpla las mismas condiciones limite que las funciones
¥x. Sustituyendo la Ecuacién (8.2) en la (8.1) obtenemos

/qs*ﬁqsdr = /Za,:w,:ﬁzaj¢j dr = /Za,:w,:zajﬁzpjdr
k J k J

Usando la ecuacién de valores propios (8.3), y suponiendo que es vilido el intercambio entre la
integral y los sumatorios infinitos, nos queda

/(i)*ﬁ(i)dr :/Zaizﬂ;z:ajijde:ZZaiajEj/wiwde:ZZaﬁajEjékj
k J E [
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donde se ha usado la condicién de ortonormalidad de las funciones propias ;. Realizamos la suma
sobre 7, y, como es usual, la delta de Kronecker anula todos los términos salvo aquel para el que
j = k, dando

/¢*FI¢ dr =) afaply =Y |ag* By (8.4)
: k k

Como F es el valor propio de la energia mas bajo de H, tenemos que Fy, > Ei. Ademas, |ax|?
siempre es no negativo, asi que podemos multiplicar la desigualdad Ey > E; por |ax|® sin que
cambie el signo desigual , obteniendo |ax|*Ey > |ag|[>E1. Por tanto, 3, |ax|?Ex > 3, |ar|*E1, v,
utilizando la Ecuacién (8.4), obtenemos

/qs*ﬁqum = Skl B > S By = B S ol (8.5)

k k k

Puesto que ¢ estd normalizada, tenemos que [ ¢*¢dr = 1. Sustituyendo el desarrolo (8.2) en
la condicion de normalizacién, nos queda

1= /¢ ¢dr = /Zakwk ZaJdeT = ZZakaJ /¢k¢gd7 = ZZakajékJ
1= Z]ak|2 (8.6)
k .

[Nétese que la deduccién de las Ecuaciones (8.4) y (8.6) es esencialmente la misma que la de las
Ecuaciones (7.69) y (7.68), respectivamente.]
La utilizacién de Y, |ax|? = 1 en la Ecuacién (8.5) da

/(ﬁ*f](ﬁ dr > Ep , si ¢ estd normalizada (8.7)

que es el teorema de variaciones (8.1).

Supongamos que tenemos una funcién ¢ que no esti normallzada Para aplicar el teorema de
variaciones, multiplicamos ¢ por una constante de normalizaciéon N, de tal modo que N¢ esté
normalizada. Reemplazando ¢ por N¢ en la Ecuacién (8.7), obtenemos

NP [ fodr > B, 8.9

La constante N se determina mediante [(N¢)*N¢dr = |N|* [ ¢*¢pdr = 1. Nos queda asf que
IN|* =1/ [ ¢*¢dr, y la Ecuacién (8.8) se transforma en

[¢*Hodr
[ergdr

donde ¢ es cualquier funcidn (no necesariamente normalizada) que se comporte bien y que satisfaga
las condiciones limite del problema. La funcién ¢ se llama funcidn variacional de prueba, y la
integral (8.1) [o el cociente de integrales en la Ecuacién (8.9)] se denomina integral variacional.
Para obtener una buena aproximacién a la energia del estado fundamental E;, utilizamos diferentes
funciones variacionales de prueba, y buscamos aquélla que proporcione el valor mas bajo de la
integral variacional. De acuerdo con la Ecuacidn (8.1), cuanto més bajo sea el valor de la integral
variacional, mejor serd la aproximacién que obtengamos para F;. Un modo de refutar la mecénica
cuantica seria encontrar una funcién variacional de prueba que hiciese que la integral variacional
fuera menor que E; para algun sistema en el que F fuese conocida.

> F) (8.9)*
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Sea 11 la funcién de onda exacta del estado fundamental:

iy = Eyyy (8.10)

Si fuésemos lo suficientemente afortunados como para encontrar una funcién que fuese igual a ¥,
entonces, usando la Ecuacién (8.10) en la (8.1) veriamos que la integral variacional seria igual
a FEy. Asi pues, la funcién de onda del estado fundamental proporciona el valor minimo de la
integral variacional. Cabe esperar, por tanto, que cuanto mas bajo sea el valor de la integral
variacional, mas se aproximard la funcién variacional de prueba a la funcién de onda exacta del
estado fundamental. Sin embargo, la integral variacional se aproxima a F; mucho més rapidamentc
de lo que la funcién variacional de prueba se aproxima a i1, y es posible obtener una aproximacion
muy buena de F; usando una funcién ¢ relativamente mala.

Lo que se hace generalmente, en la préctica, es introducir varios parametros en la funcién de
prueba ¢, y variar entonces esos parametros de forma que se minimice la integral variacional.
El éxito del método de variaciones depende de la habilidad que tengamos para clegir una buena
funcién de prueba.

Veamos algunos ejemplos del método de variaciones. Aunque la utilidad real del mismo esta
en su aplicacién a problemas para los que no sc conozcan las soluciones cxactas, consideramos
problemas que sean exactamente resolubles, de modo que podamos analizar la precisién de los
resultados obtenidos.

EJEMPLO Construya una funcién variacional de prueba para la particula en una caja unidimensional
de longitud 1.

La funcién de onda es cero fuera de la caja, v las condiciones limite exigen que v» = 0 en z = 0 y
en ¢ = [. La funcién variacional ¢ debe, por tanto, cumplir estas condiciones limite. Sabemos, como se
ha sefialado después de la Ecuacién (4.59), que el estado fundamental ¢ no tiene nodos entre los puntos
limite, asi que es razonable utilizar una funcién de prueba ¢ que no tenga nodos interiores. Una funcién
sencilla que satisface todas estas condiciones es la funcién parabdlica dada por

¢ =z(l ~1x) para 0 <z <l (8.11)

y ¢ = 0 fuera de la caja. Como ¢ no estd normalizada, empleamos la Ecuacién (8.9). El operador
Hamiltoniano dentro de la caja es —(h*/2m)d”/dz*. Para el numerador y el denominador de la Ecuacién
(8.9), tenemos

YA h2 i ) d2 ) h? 4 R hz[&

/gb H¢dr = ~ % /0 (lx — )@(lx—z )dz——E/O (2" —lx)dx = o
! 2 2 l5
pdr = l—2z)de=—=
/qS odr /o z(l—2z) dz 30

Sustituyendo en el teorema de variaciones (8.9), nos queda
5h’ h?
< —F—77% =0. —_— .
By < 55 = 01266515 — (8.12)

Segiin la Ecuacién (2.20), E; = h*/8mli* = 0.125h% /ml?, y el porcentaje de error en la energfa cs del 1.3 %.

Puesto que [ |¢|?dr = 17/30, la funcién (8.11) normalizada es (30/1°)'/?z(l—z). La Figura 7.3 mucstra
que esta funcién se parece mucho a la funcién de onda exacta para el estado fundamental de la particula
en la caja.

En el ejemplo anterior no habia ningun parametro en la funcién de prueba. En el siguiente
ejemplo si lo hay.
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EJEMPLO Construya una funcién variacional de prueba con un parametro para el oscilador arménico
unidimensional, y obtenga el valor 6ptimo del mismo. La funcién variacional ¢ debe ser cuadraticamente

integrable, y debe tender por tanto a cero cuando z tiende a +oo. La funcién e~ tiene el comportamiento

. . . — 2 . .
adecuado en 400, pero se hace infinito en —oco. La funcién e™®  tiene el comportamiento adecuado.en £oo.

Sin embargo, no es dimensionalmente correcta, puesto que la potencia a la cual debemos clevar e debe
ser adimensional. Esto puede verse en el desarrollo en serie de Taylor e¢® =1+ 2z + 22/2! + .- - [Ecuacién
(4.46)]. Como todos los términos en esta serie deben tener las mismas dimensiones, z debe tener las mismas

. . . ; . . . 2 Cen?
dimensiones que 1 (es decir, z en e® debe ser adimensional). Por tanto, cambiamos e™® por e °®", donde

¢ tiene unidades de longitud 2. Tomamos ¢ como pardmetro variacional. La funcién de onda exacta del
estado fundamental no tiene nodos. Ademds, puesto que V = %kaf es una funcién par, la funcién de onda
del estado fundamental ¢) debe tener paridad definida, y debe ser ademas par, ya que una funcién impar
tiene un nodo en el origen. La funcién de prueba e~ tiene las propiedades deseadas, puesto que es par y
no tiene nodos interiores. Utilizando la Ecuacién (4.32) para H v las integrales necesarias del Apéndice,

obtenemos (Problema 8.2)

2 00 2 —cz? o 4]
/qﬁ*flqﬁdr = _ 6*612 L dx + 27721/2171/ wQe_zcxzd.T
2m f_ ., dz? e
= (B /m)(w/8)"/*c? + Vim(x®/8)/ 232 (8.13)
/(b*q&dr :/ 672c12dw — 2/ 6—2012d$ — (71_/2)1/20—1/2
— o0 0
La integral variacional W es
f¢*g¢d'f 2 2 2 -1
W= W = (h°/2m)c+ (=~ [2)v"mc (8.14)
*¢dr

Ahora variamos ¢ para minimizar la integral variacional (8.14). La condicién necesaria para que W tenga
un minimo es

dW/de = 0 = (R*/2m) — (7*/2)v°me? (8.15)
¢ =xmvm/h
La raiz negativa ¢ = —wvm/h se rechaza, porque hace que ¢ = e~°*" no sea cuadraticamente integrable.

Sustituyendo ¢ = mvm/Fk en la Ecuacién (8.14), obtenemos W = %hu. Esta es la energia exacta del estado
fundamental del oscilador arménico. Con ¢ = wvm/h, la funcién variacional ¢ es idéntica (salvo por la
constante de normalizacién) a la funcién de onda exacta del estado fundamental del oscilador arménico,
dada por las Ecuaciones (4.55) y (4.33).

Para la funcién variacional del oscilador arménico normalizada ¢ = (2¢/7)"/* x ¢~°*°, un valor muy
grande de ¢ hace que ¢ disminuya rdpidamente desde su valor maximo en z = 0. Esto hace que la densidad
de probabilidad sea grande solamente cerca de x = 0. La energia potencial V = %sz toma valores
pequerios cerca de £ = 0, asi que un valor grande de c significa un valor pequefio de (V) = {(¢|V|¢).
[Nétese también que (V) es igual al segundo término del lado derecho de la Ecuacién (8.14).] Sin embargo,
un valor grande de ¢, que hace que ¢ disminuya rdpidamente desde su méximo, también provoca que
|dp/dz| sea grande en la region cercana a z = 0. De acuerdo con el Problema 7.5b, un valor grande de
|dp/dz| da lugar a un valor elevado también de (T') [que es igual al primer término a la derecha de la
Ecuacién (8.14)]. El valor 6ptimo de ¢ minimiza la suma {T) + (V) = W. En 4tomos y meléculas, la
funcién de onda exacta es un compromiso entre la tendencia a minimizar (V') confinando a los electrones
en regiones con valores bajos de V (cerca del nicleo), y la tendencia a minimizar (T") permitiendo que la
densidad de probabilidad electrénica se extienda sobre una amplia regién del espacio.
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8.2 EXTENSION DEL METODO DE VARIACIONES

El método de variaciones, tal como se ha presentado en la seccién anterior, proporciona informa-
cién solamente sobre la energia del estado fundamental y su funcién de onda. Vamos a discutir
ahora la extension del método de variaciones a estados excitados. (Véase también Seccidn 8.5.)
Consideremos cémo podriamos extender el método de variaciones para obtener una estimacién de
la energia del primer estado excitado. Numeramos los estados estacionarios del sistema de la forma
1,2,3,... en orden de energia creciente:

E,<E,<FEs<--

Hemos demostrado que para cualquier funcién variacional normalizada ¢ [Ecuaciones (8.4) y (8.6)],
se cumple que

/qzﬁ*f]qzﬁdr:Z]a,kFEk y /qzﬁ*qzﬁdr:Zlaku:l
k=1 k=1

donde los coeficientes a son los del desarrollo ¢ = ", axtpy, [Ecuacién (8.2)], que vienen dados por
aj, = (¥r|$) [Ecuacion (7.40)]. Limitémonos a la funciones normalizadas ¢ que son ortogonales a
la funcién de onda exacta del estado fundamental ;. Tenemos entonces que a; = (¢1|¢) =0, y

o0

[t Bodr =Y alE v [6odr=3laf =1 (8.16)

k=2 k=2
Para k > 2, tenemos Ej, > F», y, por tanto, |ax|*Ey > |ax|? E2, de modo que

oo

(o8} o0
Z |ak|* By > Z |ak|* By = By Z |ag|* = E» (8.17)
k=2

k=2 k=2

Combinando las Ecuaciones (8.16) y (8.17), obtenemos el resultado deseado:

/¢*ﬁ1¢dr >FE, s /wfgbdr =0 y /¢*¢dr =1 (8.18)

La desigualdad (8.18) nos permite obtener un limite superior a la energia F, del primer estado
excitado. Sin embargo, la restriccién (1 |¢) = 0 hace que este método sea dificil de aplicar.

Para ciertos sistemas, es posible asegurar que (1 |¢) = 0 incluso sin conocer la funcién de onda
exacta del estado fundamental. Un ejemplo es un problema unidimensional en el que V es una
funcién par de z. En este caso, la funcién de onda del estado fundamental es siempre una funcién
par, y la funcién de onda del primer estado excitado es una funcién impar. (Todas las funciones
de onda deber tener paridad definida. La funcién de onda del estado fundamental no tiene nodos,
¥, puesto que una funcién impar se anula en el origen, debe ser par. La funcién de onda del primer
estado excitado tiene un nodo, y debe ser impar.) Por tanto, para funciones de prueba impares,
se cumple que (¢1|¢) = 0, ya que la funcidén par ¢; multiplicada por la funcién impar ¢ da un
integrando impar que hace que la integral entre —oco y oo se anule.

Otro ejemplo es el de una particula que se mueve en un campo central (Seccién 6.1). La forma
de la energia potencial podria ser tal, que no fuese posible determinar el factor radial R(r) de la
funcién de onda. Sin embargo, el factor angular de la misma es un arménico esférico [Ecuacién
(6.16)], y los armdnicos esféricos con valores diferentes de [ son ortogonales. Asi pues, podemos
obtener un limite superior a la energia del estado més bajo para cualquier momento angular dado
1, utilizando el factor ¥;™ en la funcién de prueba. Este resultado depende de la extensién de la
Ecuacién (8.18) a estados excitados superiores; es decir,
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/ ¢*He dr

W > Epn si /’lﬁfcﬁdT:/’%cde:-~-z/¢,§¢dr:0 (8.19)

DETERMINANTES

Mas adelante, consideraremos un tipo de funcién variacional que da lugar a una ecuacién en la que
aparece un determinante. Por tanto, vamos a revisar ahora las propiedades de los determinantes.

Un determinante es una ordenacién cuadrada de n? cantidades (llamadas elementos). El
valor del determinante se calcula a partir de sus elementos, de una forma que explicaremos ense-
guida. El ntmero n es el orden del determinante. Usando a;; para representar un elemento tipico,

escribimos el determinante de orden n de la forma

ai;  Qi2 aiz - Qin
a1 as a2z - Qop .

det (aij) = (820)
apl1 p2 Ap3 -  QApp

Las lineas verticales de esta ecuacién no tienen nada que ver con el valor absoluto. Antes de ver
cémo se define el valor del determinante de orden n, consideremos los determinantes de primero,
segundo y tercer orden.

Un determinante de primer orden tiene un solo elemento, y su valor es simplemente el de ese
elemento, es decir,

la1]| = an (8.21)

donde las lineas verticales indican que es un determinante, y no el valor absoluto.
Un determinante de segundo orden tiene cuatro elementos, y su valor se define de la forma

air  ar2
. azp  G22
El valor de un determinante de tercer orden viene dado por

= 011092 — @1202 (8.22)*

ai; a2 a3

a2  a23 a21 Qg3 a1 Q22
as) Az (23] = 411 — a1y + a3 (8.23)*
a3z 433 asz; 33 az; a2
azy dzz asg
= @11022033 — Q11032023 — (12021033 + Q12031023
+ Q13021032 — 413031022 (8.24)

Un determinante de tercer orden se evalia escribiendo los elementos de la primera fila con signos
mas y menos alternados, y multiplicando cada elemento por cierto determinante de segundo orden.
El determinante de segundo orden que multiplica a un elemento dado, se obtiene suprimiendo la fila
y la columna del determinante de tercer orden en las que aparece dicho elemento. El determinante
de orden (n — 1) que se obtiene suprimiendo la i-ésima fila y la j-ésima columna del determinante
de orden n, se llama menor (complementario) del elemento a;;. Se define el adjunto de a;;
como el menor (complementario) de a;; multiplicado por (—1)**7. Asi pues, la Ecuacién (8.23)
establece que el determinante de tercer orden se calcula multiplicando cada elemento de la primera
fila por su adjunto, y sumando el resultado de los tres productos. [Nétese que la Ecuacién (8.22)
también sigue esta regla de evaluacién del valor del determinante mediante adjuntos, ya que el
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adjunto de a;y en (8.22) es azz, y el adjunto de ais es —a21. Un ejemplo numérico es

) 10 2
01 3 1 :5’
0 4 4

3 1

01 1] .01 3
Ll |

0 4 0 4
= 5(8) — 10(0.4) + 2(0.4) = 36.8

Llamando M;; al menor (complementario) de a;;, y C;; al adjunto de a;;, tenemos

-2

Cij = (=1)™ My, (8.25)
El desarrollo (8.23) del determinante de tercer orden puede escribirse entonces como sigue:

apn a2 413
det (a;;) = [a21 @22 @23 = a11C11 + 612C12 + a13C)13 (8.26)
azy G322 Q433
Un determinante de tercer orden puede desarrollarse usando los elementos de cualquier fila y los

adjuntos correspondientes. Por ejemplo, usando la segunda fila para desarrollar el determinante
de tercer orden, tenemos

det (a;;) = a21C21 + a22C22 + as3Cas (8.27)
@13 a13 a1 aig al  a12

det (a;;) = —a- + as: — as 8.28

( ”) i a32 A33 2 a31  Aas3 23 azr a3z ( )

v la evaluacién aqui de los determinantes de segundo orden muestra que (8.28) es igual a (8.24).
Podemos utilizar también los elementos de cualquier columna y los adjuntos correspondientes para
desarrollar el determinante, como puede comprobarse facilmente. Asi pues, para el determinante
de tercer orden, podetnos escribir

3

det (ai;) = a1 Cr1 + apaCro + a3Chs = Z apChrt, k=16263
=1
3

det ((L,ij) = a1,Cix + a2, Cop + a3,Ca = Z alkCM, k=16263
=1

El primer desarrollo utiliza una de las filas, y el segundo una de las columnas.
Definimos ahora los determinantes de orden més elevado mediante un desarrollo por filas (o
columnas) similar. De este modo, el determinante de cuarto orden se define como det(a;;) =

4 4 Lo o4 s .
> @riCri = > aixCix, con k =162 6 3 6 4. Para un determinante de orden n, tenemos

det (aij) = Zalekl = ZalkClk, k=1626 ... 6n (829)
=1 =1

Algunos teoremas sobre determinantes son (para las demostraciones, véase Sokolnikoff y Red-
heffer, pags. 792-707):
I. Si todos los elementos de una fila (o columna) de un determinante son nulos, el valor del
determinante es cero.

II. Intercambiando dos filas (o columnas) cualesquiera, el valor del determinante queda multi-
plicado por —1.

ITI. Si dos filas (o columnas) cualesquiera de un determinante son idénticas, el determinante vale
cero.
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IV. La multiplicacién de todos los elementos de cualquier fila (o columna) por alguna constante
k, multiplica el valor del determinante por k.

V. La suma de cada uno de los elementos de una fila con el correspondiente elemento de otra
fila multiplicado por una constante cualquiera (la misma para todos los elementos), deja
inalterado el valor del determinante. Este teorema se aplica también a la suma de una
columna. con un miltiplo de otra.

VI. El intercambio de todas las filas por todas las columnas deja inalterado el valor del determi-
nante.

EJEMPLO Utilice el Teorema V para evaluar

12 3 4
41 2 3

B=ls 4 1 (8.30)
2 3 4 1

Sumando los elementos de la fila uno, multiplicados por —2, con los elementos de la fila cuatro, esta iltima
fila se transforma en 0, —1, —2, —7. Sumando a coutinuacién la fila uno, multiplicada por —3, con la fila
tres, y la fila uno, multiplicada por —4, con la fila dos, obtenemos

N ~7 —10 -13

0 -7 —10 -13
B=ly o ¢ _ol=1-2 -8 -0
-1 -2 -7

o -1 -2 -7

donde hemos desarrollado B usando los elementos de la primera columna. Restando la fila tres, multiplicada
por 2, de la fila dos, y la fila tres, multiplicada por 7, de la fila uno, nos queda

0 4 36 1 36
B=| 0 -4 4|= (—1)‘ ‘ = —(16 + 144) = —160 (8.31)
-1 -2 -7 -4 4

La diagonal de un determinante que va desde ¢l extremo superior izquierdo hasta el extremo
inferior derecho, es la diagonal principal. Un determinante diagonal es aquél cuyos elementos
valen todos cero salvo los de la diagonal principal. Para un determinante de este tipo tenemos

0 an 0 0 o 0o 0 G O

0 0 ag -~ 0 |=ay| 7 TVleapay|] MO

0 0 0 Ann 0 0 - ann 0 0 - app
== 011022033 " App (8.32)

Un determinante diagonal es, pues, igual al producto de sus elementos diagonales.

Un determinante cuyos unicos elementos diferentes de cero forman bloques cuadrados centrados
en torno a la diagonal principal, es un determinante diagonal por blogques. Si cada bloque
cuadrado se considera como un determinante, entonces el determinante diagonal por bloques es
igual al producto de los determinantes de los bloques. Por ejemplo,
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a b: 0

c d: 0 0

\

0 0 se: 0 0 01 Z(e)f ik (8.33)
0 0 0 " f g h I m n

0 0 0 i j k

0 0 0 1l m n

Aqui las lineas de puntos delimitan los bloques. La demostracién de la Ecuacién (8.33) es sencilla.
Desarrollando en términos de los elementos de la primera fila, tenemos

a b0 0 d 0 --. 0 c 0 0

c d 0 0 0 e 0

0 0 e €
=a -b

0 0 0 0

y desarrollando los dos determinantes a la derecha de esta ecuacién en términos de los elementos
de sus primeras filas, nos queda

N Y B 31

ab‘

Un desarrollo similar del segundo determinante a la derecha de la Ecuacién (8.34) completa la
demostracion.

ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS

Para trabajar con el tipo de funcién variacional que discutiremos en la seccidn siguiente, necesita-
mos repasar los sistemas de ecuaciones lineales simultdneas.
Consideremos el siguiente sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas:

1171 + a12%2+ -+ + a1pTnp = by
2171 + a22T2+ -+ + A2nTn = by

(8.35)
Ap1T] + ApaZo+ -+ + QppTp = bn

donde los coeficientes a y b son constantes, y las variables x1,o,...,x, son las incégnitas. Si
al menos uno de los coeficientes b es distinto de cero, tenemos un sistema no homogéneo de
ecuaciones lineales. Este sistema puede resolverse usando la regla de Cramer. (Parala demostracién
de la regla de Cramer, véase Sokolnikoff y Redheffer, pagina 708.) Sea det (ai;) el determinante
de los coeficientes de las incognitas en (8.35). La regla de Cramer establece que las incignitas
zr (k=1,2,...,n) vienen dadas por
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ail a2 o G1k—1 b1 a1,k+1 7 Qln
azy a2 - A2,k by a2 k+1 - A2
An1  Qp2 - An k-1 bn An k41 e Ann
Ty = , k=1,2,....n (8.36)
det (a,'j)

donde el det (a;;) es el definido en la Ecuacién (8.20), y el numerador en la cxpresién anterior es
el determinante que se obtiene reemplazando la k-ésima columna de det (a;;) por los elementos
bi,ba,...,b,. Aunque la regla de Cramer tiene una importancia tedrica considerable, no es aconse-
jable utilizarla para realizar calculos numéricos, ya que es mucho mds eficiente resolver el sistema
de ecuaciones mediante eliminacion sucesiva de las incégnitas.

Un procedimiento de eliminacién sucesiva muy utilizado es el de eliminacion de Gauss, que
se desarrolla como sigue. Se divide la primera ecuacién de (8.35) por el coeficiente a;1 de z1, con
lo que se consigue que el coeficiente de z; en dicha ecuacién sea igual a 1. Se resta entonces la
primera ecuacién multiplicada por as; de la segunda ecuacién, la primera ecuacién multiplicada
por az; de la tercera ecuacién, y asi sucesivamente; es decir, en general, se resta la primera ecuacién
multiplicada por a,; de la n-ésima ecuacion. Asi, se elimina x, de todas las ecuaciones salvo de la
primera. Ahora se divide la segunda ecuacién por el coeficiente de z-, y a continuacién se restan
los multiplos apropiados de la segunda ecuacién de las ecuaciones tercera, cuarta,..., n-ésima,
hasta eliminar zo de todas las ecuaciones salvo de la primera y de la segunda. Continuando de
esta manera, conseguimos que la ecuacién n contenga sélo x,, que la ecuacién n — 1 contenga sélo
Tpn—1 Y Tn,y asi sucesivamente. El valor de x, se obtiene entonces directamente de la ecuacion n,
y se sustituye en la ecuacién n — 1 para calcular z,_;. Los valores de z,, y x,,_; se sustituyen en
la ecuacién n — 2 para calcular z,_s, y asi sucesivamente. Si en alguna etapa un coeficiente por
el que queramos dividir resulta ser igual a cero, la ecuacién con el coeficiente cero se intercambia
con una posterior que tenga un coeficiente distinto de cero en la posicién deseada. (El método
de eliminacién gaussiana puede usarse también de forma eficiente para evaluar un determinante:
véase Problema 8.21.)

Otro método es el de eliminacion de Gauss-Jordan, que procede del mismo modo que la
eliminacién gaussiana, salvo que en lugar de eliminar z» de las ecuaciones 3,4, ...,n, se elimina
dicha incognita de las ecuaciones 1,3,4,...,n restando los multiplos apropiados de la segunda
ecuacién de las ecuaciones 1,3,4,...,n, y asi con z3 y con las restantes incégnitas. Al final de
la eliminacién de Gauss-Jordan, la ecuacién 1 contiene solamente la incégnita x4, la ecuacién 2
contiene solamente la incégnita x»,...y la ecuacién n contiene solamente la incégnita x,. La
eliminacién de Gauss-Jordan requiere mas trabajo computacional que la eliminacién gaussiana.

Si todos los coeficientes b en las Ecuaciones (8.35) son nulos, tenemos un sistema de ecuaciones
lineales homogéneas:

ay 1 + G192+ + ATy = 0
2121 + Qoo+ -+ Qopy = 0

(8.37)
Ap1T1 + ApaTo+ - + AppTy =0

Una solucién obvia de este sistema de ecuaciones es @1 = & = 23 = --- = &, = 0, que es la
llamada solucidén trivial. Si el determinante de los coeficientes de (8.37) no es igual a cero, es
decir, si det (a;;) # 0, entonces podemos usar la regla de Cramer (8.36) para calcular las incégnitas,
y obtenemos z, = 0, k = 1,2,...,n, ya que el determinante del numerador de (8.36) tiene una
columna en la que todos los elementos son cero. Asi pues, cuando det (a;;) # 0, la inica solucién que
existe es la trivial, que no tiene interés. Para que un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas
con n incognitas tenga una solucién distinta de la trivial, el determinante de los coeficientes debe
ser cero. Puede demostrarse también que esta condicién es suficiente para asegurar la existencia de
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una solucién no trivial (véase T.L. Wade, The Algebra of Vectors and Matrices, Addison-Wesley,
1951, pag. 146). Asi pues, tenemos el siguiente teorema extremadamente importante:

Un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n incégnitas tiene una solucion no trivial
si y solo si, el determinante de los coeficientes es cero. Supongamos que det (a;;) = 0, de forma
que el sistema (8.37) tiene una solucién no trivial. ;Cémo la encontramos? Si det (a;;) = 0, la

regla de Cramer (8.36) nos da zx = 0/0, k = 1,2,...,n, es decir, soluciones indeterminadas. As{
pues, la regla de Cramer no nos sirve. Vemos también que si 7 = dy,z2 = do,..., 2, = d, €s
una solucién de (8.37), entonces también lo es x; = edy, 2 = cds, ..., 2, = cdy, donde ¢ es una

constante arbitraria. Esto se comprueba ficilmente, ya que

ancd; + ayseds + -+ - + ayped, = cland; + ajpde + -+ a1pdy,) =c-0=0

y asi sucesivamente. Por tanto, la solucién del sistema lineal homogéneo de ecuaciones conticne
una constante arbitraria, y no podemos determinar un valor inico para cada incégnita. Para
resolver (8.37) asignamos pues un valor arbitrario a una cualquiera de la incégnitas, digamos a z,;
es decir, tomamos z,, = ¢, donde ¢ es una constante arbitraria, y pasamos el ultimo término de
cada ecuacién (8.37) al lado derecho del signo igual. Obtenemos asi

a1 + a1222 4+t A p-1Tn-1 = —a1nC
a1 + G22%2 + -t azn1%p-1 = —az,nC
.. .. (8.38)
an-1171 + Gn—1,2T2 ++ Apn-1n—1Tpn-1 = —Ap-1,nC
Ap1Z1 + Ap22 + -+ Apn—-1Tn—1 = —Qp.nC

y tenemos ahora un sistema de n ecuaciones con n — 1 incégnitas, o sca, una ecuacion méas de las
que necesitamos. Descartamos, por tanto, una de las ecuaciones de (8.38), pongamos la tltima.
Esto da un sistema de n— 1 ecuaciones lineales no homogéneas con n— 1 incégnitas, al que podemos
aplicar la regla de Cramer (8.36) para calcular zy,z9,...,2y_1. Puesto que las constantes de los
términos de la derecha de las ecuaciones (8.38) contienen todas el factor ¢, el teorema IV de la
Seccién 8.3 demuestra que todas las incégnitas contienen esta constante arbitraria como factor. La
forma de la solucién es, por tanto,

T1 =cey, To=CC, ..., Tp_1=CEp_1, ITp=2= (8.39)

donde ey,...,€e,-1 son nimeros, y ¢ es una constante arbitraria.

El procedimiento que acabamos de dar falla si el determinante de los coeficientes del sistema
no homogéneo de n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas [es decir el sistema de Ecuaciones (8.38),
omitiendo la dltima de ellas], vale cero. La regla de Cramer tiene entonces un cero en el denomina-
dor, y no es de utilidad. Podriamos intentar evitar esta dificultad asignando inicialmente el valor
arbitrario a otra de la incégnitas. Podriamos también descartar otra ecuacién de (8.38) en lugar de
la dltima. Lo que estamos buscando es un determinante no nulo de orden n — 1, formado a partir
del determinante de los coeficientes del sistema (8.37), eliminando una fila y una columna. Si ese
determinante cxiste, entonces, mediante ¢l procedimiento dado anteriormente, es decir, escogiendo
adecuadamente la ecuacién a descartar y la incégnita a la que asignar un valor arbitrario, podemos
resolver el sistema y obtener soluciones de la forma (8.39). Si ese determinante no existe, hemos
de asignar valores arbitrarios a dos de las incognitas, e intentar usar el procedimiento anterior
desde ahi. Asi pues, puede suceder que la solucién del sistema (8.37) contenga dos (o incluso més)
constantes arbitrarias.

Un método eficiente de resolver un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas es utilizar la
eliminacion de Gauss-Jordan. Si sélo existe la solucién trivial, el conjunto final de ecuaciones que
obtendremos serd z; = 0,22 = 0,...,z, = 0. Si existe una solucién no trivial, entonces al menos
una de las ecuaciones se reducirs a la forma 0 = 0. Si se obtienen m ecuaciones de la forma 0 = 0,
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asignamos valores arbitrarios a un nimero m de incégnitas, y expresamos las restantes incognitas
en funcién de aquellas.

EJEMPLO Resuelva el sistcma de ecuaciones

3zr1 +4x2+ 23 =0
1+ 322 — 223 =0
1 — 222+ 523 =0

Para aplicar la eliminacién gaussiana o la de Gauss-Jordan a un sistema de n ecuaciones homogéneas o no
homogéneas, no es necesario que escribamos explicitamente las ecuaciones. Podemos quitar las variables
Z1,...,Zn, y escribir solamente los coeficientes y términos constantes de las n filas por las n + 1 columnas
(incluyendo los coeficientes nulos). Generamos entonces el siguiente conjunto de coeficientes y términos
constantes operando sobre los mimeros de cada fila, como si dicha fila fuese la ecuacién a la que representa.
Para ahorrarnos divisiones, intercambiamos las ecuaciones primera y segunda, de modo que empezamos
con a11 = 1. Quedandonos sélo con los coeficientes, y aplicando la eliminacién de Gauss-Jordan, tenemos

1 3 -2 0 1 3 -2 0 1 3 -2 0 1o Lo
3 4 10-0-5 70-0 1-Z0-=01 -1 0
1 -2 5 0 0 =5 7 0 0 -5 7 0 00 00

La primera ordenacién de nimeros es el conjunto original de ecuaciones, con las ecuaciones primera y
segunda intercambiadas. Para eliminar x, de las ecuaciones segunda y tercera, restamos 3 veces la primera
fila de la segunda, y 1 vez la primera fila de la tercera, lo que da lugar a la segunda ordenacién de nimeros.
Dividiendo la fila dos por —5 obtenemos la tercera ordenacién. Para eliminar z» de las ecuaciones primera
y tercera, restamos 3 veces la fila segunda de la primera, y —5, veces la fila dos de la tercera, generando
asf la cuarta ordenacién. Como en esta udltima ordenacién el coeficiente x3 de la tercera fila es igual a
cero, no podemos usar esta fila para eliminar z3 de las filas primera y segunda (que seria la iltima etapa
del algoritmo de Gauss-Jordan). Descartando la dltima ecuacién, que da 0 = 0, hacemos z3 = k, donde
k es una constante arbitraria. Las ecuaciones primera y segunda de la iltima ordenacién proporcionan

1 . <.
T, + '5—1$3 =0yzx2— %xs =0,0zx1 = —%xg y xp = %1‘3. Por tanto, la solucién general es z; = —%k,
Ty = %xk.7 v 3 = k. Para aquellos lectores que sean alérgicos a las fracciones, podemos definir una nueva
constante arbitraria s como s = %k, v escribir 1 = —11s, 22 = 7s, y 3 = 5s.

FUNCIONES VARIACIONALES LINEALES

Un tipo especial de funcién variacional ampliamente utilizado en el estudio de moléculas es la
funcién variacional lineal. Una funecion variacional lineal es una combinacién lineal de n
funciones linealmente independientes fi1, fa,..., fxn :

n
p=cfitefot - tenfn=Y cif (8.40)
j=1
donde ¢ es la funcién variacional de prueba, y los coeficientes c¢; son parametros que hemos de
determinar minimizando la integral variacional. Las funciones f; (que se llaman funciones de
base) deben satisfacer las condiciones limite del problema. Nos limitaremos a funciones ¢ reales,
asi que todos los coeficientes ¢; y las funciones f; serdn reales.
Vamos a aplicar ahora el teorema de variaciones (8.9). Para funciones variacionales lineales
reales, tenemos

/¢*¢dr: /chijckfde:Zchck/fjfkd'r
’ ©og=1 k=1 "

j=1 k=1
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Definimos la integral de solapamiento S;; como

Sjk = /f;fk dr (8.41)*

Tenemos

/¢*¢dr = Z chcksjk (842)

7j=1k=1

Nétese que S;x no es necesariamente igual a 6k, ya que no hay razén alguna para suponer que
las funciones f; son mutuamente ortogonales. Estas no tienen por qué ser las funciones propias de
ningtn operador. El numerador de la Ecuacién (8.9) es

/¢*H¢d¢: /chij:Ichfde:Zchck/fijde
. Toj=1 k=1

j=1k=1

y utilizando la abreviatura

Hijk E/f§ﬁfk dr (8.43)*
escribimos

n

[ Bodr =3 cientin (8.44)

j=1k=1

La integral variacional W es

_ [ Hpdr g 2 cickHi

W = - = on 7
[ odr Zj:l 2 k=1 CiCkSjk

(8.45)

n

WZZCjCijk = ZZCjCkij (8'46)

j=1k=1 i=1k=1
Minimizamos ahora W, de forma que nos aproximemos tanto como podamos a F1 (W > E;). La
integral variacional W es una funcién de las n variables independientes ¢1, ¢, ..., ¢y:
W =W(er,co,...,cn)

La condicién necesaria para que W tenga un minimo, es que sus derivadas parciales con respecto
a cada una de las variables se anule en el minimo; es decir, que:
ow
= 07
801;
Realizamos, pues, las derivadas parciales de la Ecuacion (8.46) con respecto a cada ¢; para obtener
las n ecuaciones:

i=1,2,...,n (8.47)

%I;V chjcksjk +Waac, chjcksjk = Bac- ZchCkij, i=1,2,...,n (8.48)

i=1 k=1 i=1 k=1 J=1k=1
Ahora,
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T3> ereusie = zz[ (a5 :Z( o),

j=1k=1 j=1k=1 j=1k=1

Los coeficientes ¢; son variables independientes, y, por tanto,

6(3]‘

g =0 sij#i aZJ —1 sij=i
6()j
9% _ 5., 8.49
807‘, J ( )

Tenemos entonces

30 ZZCJCkSJk = Zchéusﬂc + Z ZCJ lkS]k = chS,k + ZCJ i

j=1k=1 k=1j=1 j=1k=1

donde hemos evaluado una de las sumas en cada doble Sumatorlo utilizando la Ecuacién (7.32).
Ahora, de acuerdo con la Ecuacién (7.4), tenemos

Sji = S{; - Sij (850)
donde la dltima igualdad proviene de que estamos tratando con funciones reales. Asi pues,

n n

e Z chckSJk = chsm + ch ij = chsm + chsm

j=1 k=1

8 ZchckS ik — QchSZk (851)

b =1 k=1

donde hemos usado el hecho de que j es una variable muda.
Reemplazando Sj; por Hji en los desarrollos anteriores, obtenemos

ac ZZCJC’“HJ’“ = QchHlk (8.52)

tj=1k=1

Este resultado se deriva de las igualdades
Hji - 7)3 = Hij (853)

que son validas debido a la hermiticidad del operador H, y a que estamos tratando con funciones
reales y un Hamiltoniano real.
Sustituyendo las Ecuaciones (8.47), (8.51) y (8.52) en la (8.48), obtenemos

n n
ZWchSikZQZCkHik7 i:172a"'an

n
S [(Hi — SuW)er] =0,  i=1,2,...,n (8.54)
k=1
La Ecuacién (8.54) es un conjunto de n ecuaciones lineales homogéneas simultaneas en las incégni-
tas ¢1,¢Cz,...,¢n [es decir, en los coeficientes de la funcién variacional lineal (8.40)]. Por ejemplo,
para n = 2, tenemos
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(Hiy — SuW)er + (Hig — S12W)ea =0

(8.55)
(Hoy — Sor W)y + (Hayz — S9aW)ea =0
y para el caso general de n funciones fi,..., f,, escribimos
(H]l — SuW)(:l + (H12 — SIQWT)CQ + -+ (Hln — SlnI/V)Cn =0
(Hgl — Sz]W)Cl + (ng — Sng)(:g + -+ (Hgn — SQ,ILV)C?I =0
............................................................... (8.56)*

(Hn,l - Snlwr)cl + (Hn‘z - SnQW)CQ + -+ (Hnn - SnnVV)(M =0

De acuerdo con el teorema dado en la seccidén anterior, para que exista una solucion del sisteina
de ecuaciones lineales homogéneas (8.56) distinta de la trivial ¢; = ¢y = -+ = ¢, = 0 (que daria
una funcién variacioual ¢ nula), el determinante de los coeficientes debe ser igual a cero. Para
n = 2, tenemos i

Hyy —SuW His — SpW)|

] —0 (8.57)
Hy — Sy W Hayy — SooW
y para el caso general

det (Hy — SiyW) =0 (8.58)*

Hy —SuW Hyp—-8SW -+ Hyp =5, W

Hiy — SoyW  Hyy — SoaW -+ Hyp — 59, W
. . . ) . (8.59)

Hnl - Snlu/ Hn2 - SnZVV e Hnn - SnnVV

El desarrollo del determinante {8.59) da una ecuacidn algebraica de grado n en la incégnita W.
Esta ecuacidén algebraica tiene n raices, y puede demostrarse que todas ellas son reales. Agrupando
cstas raices en orden de valores crecientes, las denotamos como

Wy <Wy <-- < W, (8.60)

Si numeramos los estados del sistema en orden de energia creciente, tenemos

E<E<- - <E,<E,; 1< (8.61)

donde F,, son las energias exactas de los distintos estados. Por el teorema de variaciones, sabeimos
que E; < W,. Puede demostrarse también que [J.K.L. MacDonald, Phys. Rev. 43, 830 (1933);
R.H. Young, Int. J. Quantum Chem. 6, 596 (1972); véase Problema 8.33]

Ey <Wy, Es<W,, E3<W;,..., E,<W, (8.62)

Asi pues, el método de variaciones lineal proporciona limites superiores a las energias de los n
estados enlazantes mas bajos del sistema. Usamos las raices Wy, Ws, ..., W,, como aproximaciones
a las energias de los estados mds bajos. Si queremos aproximaciones a las energias de mas estados,
anadimos mas funciones fy a la funcién de prueba ¢. Puede demostrarse ademaés que al aumentar el
numero de funciones fi, aumenta (o al menos no disminuye) la precisién de las energias calculadas
previamente. Si las funciones f; en el desarrollo ¢ = >, ¢x fr forman un conjunto completo,
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entornces obtenemos las funciones de onda exactas del sistema. Desafortunadamente, los conjuntos
completos estan formados, normalmente, por un nimero infinito de funciones.

Los quimicos cudnticos llegan a usar docenas, cientos, miles, e incluso millones, de términos en
las funciones variacionales lineales, con objeto de obtener resultados precisos para las moléculas.
Evidentemente, es necesario utilizar un computador para realizar este trabajo. La forma més
eficiente de resolver la Ecuacién (8.59) (que se llama ecuacidn secular) y las ecuaciones lineales
asociadas (8.56), es mediante métodos matriciales (Seccién 8.6).

Para obtener una aproximacién a la funcién de onda del estado fundamental, tomamos la
rafz mas baja W) de la ecuacién secular, y la sustituimos en el conjunto de ecuaciones (8.56).
Resolvemos entonces este sistema de ecuaciones para obtener los coeficientes cgl),cgl), . .,(:511),
donde el superindice (1) indica que estos coeficientes corresponden a Wi. [Como se ha sefialado
51)7 (1)

en la seccién anterior, determinamos solamente los valores de los coeficientes ¢/, ..., ¢, con

1 . 1 . o
respecto a uno de ellos, el c(1 ) por ejemplo, y calculamos c(1 ) mediante normalizacién.] Una vez

determinados los coeficientes cg), tomamos ¢ = ), c,(cl) [ como una funcién de onda aproximada
del estado fundamental. Usando raices méas altas de la Ecuacién (8.59) en la (8.56), obtenemos
aproximaciones a las funciones de onda de los estados excitados. Se puede demostrar que estas
funciones de onda aproximadas son ortogonales (Problema 8.33).

La solucién de las Ecuaciones (8.59) y (8.56) se simplifica si son nulas tantas integrales como
sea posible. Podemos hacer que algunos de los elementos no diagonales H;; se anulen, escogiendo
las funciones f; como funciones propias de algin operador A que conmute con H. Si fi y /i
corresponden a valores propios diferentes de A, entonces H. i; se anula (Teorema 6 de la Seccién 7.4).
Si las funciones fi, son ortonormales, todos los elementos no diagonales S;; se anulan también (5;; =
di;). Silas funciones f escogidas inicialmente no son ortogonales, podemos usar el procedimiento
de Schmidt {0 algiin otro) para construir n combinaciones lineales de dichas funciones f que sean
ortogonales, y usar entonces las funciones ortogonalizadas.

Las Ecuaciones (8.56) y (8.59) son también validas cuando se elimina la restriccién de que la
funcién variacional sea real.

EJEMPLO Construya una funcién variacional lineal para la particula en una caja unidimensional de
longitud ! anadiendo m4ds funciones a la funcién z(I — x) del primer ejemplo de la Seccién 8.1, y obtenga
las energias y las funciones de onda de los cuatro estados més bajos.

En la funcién de prueba ¢ = 3} _, ¢k fi, tomamos fi = z(I — z). Puesto que queremos aproximaciones
a los cuatro estados mas bajos, n debe valer al menos 4. Hay un niimero infinito de posibles funciones que se
comportan bien que pueden utilizase para definir f2, fs y f4. La funcién =?(I — x)? satisface las condiciones
limite de anularse en z =0 y « = I, y da lugar a integrales sencillas, as{ que tomamos f2 = z*(I ~ z)?.

Si el origen se sitia en el centro de la caja, la energia potencial (Figura 2.1) es una funcién par, y,
como se ha indicado en la Seccién 8.2, las funciones de onda son pares e impares de forma alternada (véase
también Figura 2.3). (A lo largo de este ejemplo, los términos par e impar se referirdn a la situacién en la
que el origen se sitia en el centro de la caja.) Las funciones f1 = x(I—2)y f2 = z°(I—z)? son ambas pares
(véase el Problema 8.28). Si tomdsemos ¢ = c1z(l — z) + c22?(l — x)?, obtendrfamos limites superiores a
las energias de los dos estados mds bajos con funciones de onda pares (los estadosconn=1yn =3),y
funciones de onda aproximadas para esos dos estados. Puesto que también queremos aproximaciones a los
estados con n = 2 y n = 4, anadiremos dos funciones que sean impares. Una funcién impar debe anularse
en el origen [como se ha hecho notar después de la Ecuacién (4.52)], asi que necesitamos funciones que
sean cero tanto en el punto medio de la caja x = %l, como en los extremos = 0 y z = {. Una funcién
sencilla con estas propiedades es f3 = z(I ~ x)(3! — z). Para obtener f4 multiplicamos f2 por (3! —x). Asf
pues, tomamos ¢ = Z,A;:I ck fx, con

fi=a(l—2z), fp=2"(U—2)° fs=z( - N5l —2), fa= 22l ~ x)Q(%l — ) (8.63)
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Nétese que f1, f2, f3 ¥y fa son linealmente independientes, como se asumid en la expresién general (8.40).
Debido a que f1 y f2 son pares, y a que f3 y f1 son impares, muchas integrales del determinante secular

se anulan. Asf
S13 = S31 = 0, 514 = S41 = 0, 523 = 532 = 07 524 = 542 =0 (864)

va que el integrando en cada una de estas integrales de solapamiento es una funcién impar con respecto al
origen en el centro de la caja. Las funciones fi, f2, f3 y fa son funciones propias del operador paridad I
(Seccién 7.5). Concretamente, las funciones pares fi1 y f2 tienen como valor propio de paridad +1, y las
impares f3 y fi tienen como valor propio de paridad —1. El operador I1 conmuta con H (puesto que V es
una funcién par), asi que, de acuerdo con el Teorema 6 de la Seccién 7.4, H;; se anula si f; es una funcién
par y f; una impar, o viceversa. De este modo,

Hy3 = Hjs = O7 Hyy =Hy = 0, Hy3 = H3» = O7 Hys = Hsi2 =0 (865)

Usando las relaciones (8.64) y (8.65), la ccuacién secular (8.59) con n = 4 queda como sigue

Hy —SuW  Hipp — S2W 0 0
Hyy — S0 W  Hiyy — S W 0
21 21 22 22 —0 (8.66)
0 0 CH3z — S33W  Hzq — S3aW
0 0 Hyz — S4sW  Hyg — SuuW

El determinante secular tiene una forma diagonal por bloques, y es, por tanto, igual al producto de sus
bloques [Ecuacién (8.33)]:

Hy —SuW  Hipp— SpW H3z — S3sW  Hzq — S W _ 0
Ho — 5210W  Hjp — SooW Hyz — S43W  Hyqg — SuW
Las cuatro raices de esta ecuacién sc¢ obticnen de las ecuaciones
Hiy —S1WW Hyjp — S.W
11 11 12 W (8.67)
Hyy — Su1W  Hap — S2oW
H3z — S3:3W  Hzg — SaqW|
Hiy3 — SasW  Hyy — SuaW| ™ 0 (8.68)

Sean W) y W3 las raices de (8.67) (que son aproximaciones a las energfa de los niveles conn =1y n = 3),
y sean Wy y Wy las raices de (8.68). Después de obtener las raices W resolviendo la ecuacién secular, las
sustituimos una a una en el sistema de Ecuaciones (8.56) para determinar los coeficientes ¢; de la funcién
variacional. De acuerdo con la ecuacién secular (8.66), el sistema de ecuaciones (8.56) para la raiz Wi es

(Hu —SHWl)C(i) +(H12_512W1)c(;) :0 (8 69 )
.bYa

(H21 ot 521W71)C(i) + (H22 - 522W1)c('12) =0
(Haz — 533W1)C(é) + (Hza — S34W1)C(<11) =0 (8.69b)

(Has — 5'43”’1)0(;1:,) + (Haa — 544W1)C(41;) =0

Cémo W, es una rafz de (8.67), el determinante de los coeficientes de las Ecuaciones (8.69a) [que es el
determinante de la Ecuacién (8.67)] es igual a cero. De ahi que (8.69a) tenga una solucién no trivial para
cgl) y cgl). Sin embargo, W1 no es una raiz de (8.68), de modo que el determinante de los coeficientes de las
Ecuaciones (8.69b) es distinto de cero, y estas ecuaciones solamente tienen la solucién trivial cgl) = cfll) =0.
La funcién de prueba ¢, correspondiente a la raiz Wi tiene, pues, la forma ¢; = thl c}cl)fk = c(ll)fl +
cgl)fz. El mismo razonamiento muestra que ¢3 es una combinacién lineal también de f; y f», mientras
que ¢2 y ¢4 son cada una de ellas combinaciones lineales de f3 y fa:
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o=V i+ Vg, ¢z =P f+Dh

¢ = C(? fs + C(i)f’l , ¢s = C(é) fa+ c(i) s
Las funciones de onda pares v; y ¥3 se aproximan mediante combinaciones lineales de las funciones pares
fi ¥ fo, y las funciones de onda impares s y ¢4 se aproximan mediante combinaciones lineales de las
funciones impares f3 y fa.

Cuando la ecuacion secular tiene una forma diagonal por bloques, se factoriza en dos o mds pequenas
ecuaciones seculares, y el sistema de ecuaciones simultaneas (8.56) se divide en dos o mds sistemas de
ecuaciones simultaneas mds pequenos

Vamos a evaluar ahora las integrales H;; y S;; para resolver las Ecuaciones (8.67) y (8.68) y determinar
Wi, Wa, W3 v W4. Tenemos

(8.70)

3 ! —h? 2 2,3

= (G = [ 22 (5 ) 4 e - e =
! 5
S11 :<f1|f1>:/0 Z2(l—z)2d1::é_0

donde se han usado las dos ecuaciones que siguen a la (8.11). Evaluando las restantes integrales usando
las Ecuaciones (8.63), (8.50) y (8.53), obtenemos (Problema 8.29)

Hys = Hoy = (fo]H|f1) = B*1°/30m, Hoay = R*17/105m

Hss = h*1° 40m, Hyy = R%1°/1260mn Hsy = Hys = h°17 /280m
Si2 = So1 = (filfo) = 1"/140, Sae =1°/630
Sa3 =17/840, Sia =1"/27720,  Say = Saz =1°/5040

La Ecuacidn (8.67) queda entonces como sigue

ReEr e U

6m 30 30m 140
h2l5 /7 217 9

L s
30m 140 105m 630

Usando el Teorema IV de la Seccidén 8.3, eliminamos las fracciones multiplicando la fila 1 del determinante
por 420m/1* la fila 2 por 1260m/I°, y el lado derecho de (8.71) por ambos factores. Obtenemos asi

=0 (8.71)

T0h% — 14mI>W  14R%1° — 3ml'W
; mzv L nL4 =0 (8.72)
42h° — 9ml*W  12h°1° — 2mi*W

m W2 — 56ml*h*W + 252R" =0
W = (h*/ml*)(28 + V532) = 0.1250018h" /ml®, 1.293495h> /ml®

De un modo andlogo, sustituyendo las correspondientes integrales en la Ecuacién (8.68), obtenemos las
raices (Problema 8.30)

W = (8% /ml*)(60 + v/1620) = 0.5002930R% /1ni® ,  2.5393425h° /ml’ (8.73)
Los valores aproximados (m!®/h?)W = 0.1250018, 0.5002930, 1.293495 y 2.5393425, pueden compararse
con los valores exactos [Ecuacién (2.20)] (mi®/h*)E = 0.125, 0.5, 1.125 v 2 para los cuatro estados mds
bajos. Los porcentajes de error son 0.0014%, 0.059%, 15.0% y 27.0% para n = 1,2, 3 y 4, respectivamente.
Hemos conseguido resultados excelentes para n =1 y n = 2, pero muy malos pata n =3 y n = 4.
Determinemos ahora las funciones de onda aproximadas correspondientes a las raices W obtenidas.
La sustitucién de Wy = 0.1250018h%/mi” en el sistema de Ecuaciones (8.69a) correspondiente a (8.72),
proporciona (después de dividir por h?)
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Porcentaje
de error

A
0.2+

of\ 02 /\ L
N

-0.2

—04

-0.6

-0.8

FIGURA 8.1 Porcentaje de desviacién de la funcién variacional lineal (8.75)
respecto a la verdadera funcién de onda del estado fundamental de la particula
en la caja.

0.023095¢} — 0.020381¢'5 12 = 0 |
(8.74
—0.061144¢"Y + 0.053960c¢'} 1> = 0

donde el primer coeficiente, por ejemplo, se obtiene de la ecuacién

701 — 14ml*W = 70R> /47° — 14(0.1250018)h> = 0.023095h

Para resolver las ecuaciones homogéneas (8.74), seguimos el procedimiento dado al final de la Seccién 8.4.
. P (1)
Descartamos la segunda ecuacién de (8.74), pasamos el término c;

entre los coeficientes. Obtenemos asi

al lado derecho, y despejamos la razon

W=k, Y =1133k/2
donde k es una constante. Calculamos entonces k mediante la condicién de normalizacién:
(1)) = 1= (kfi 4+ 1133k fo /I |k f1 + 1.133k f2 /17)
= K {({filf1) + 2.266( 1| f2) /1" + 1.284(fol fo) /1)
= k*(S11 + 2.266812 /1% + 1.28485, /1*) = 0.05156k"1°

donde hemos usado los valores obtenidos anteriormente para las integrales de solapamiento. Nos queda
k= 4.404/1%2 )y

p1 =V f1 + Y fo = 4.4045, J1% 4 4,990, /12
¢1 = 17 12[4.404(z/1)(1 — z/1) 4 4.990(x /1) (1 — z/1)?] (8.75)

donde hemos usado la Ecuacién (8.63). La Figura 8.1 muestra como se desvia, en porcentaje de error, la
funcién ¢1 de la funcién de onda exacta 1 a lo largo de la caja.
Usando a su vez las raices Wa, Wi y W4 en la Ecuacién (8.56), obtenemos las siguientes funciones
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variacionales lineales normalizadas (Problema 8.31), donde X = z/I:
¢o =1 ?[16.78X(1 — X)(L — X) +71.85X>(1 — X)*(3 — X))
b3 =1 1?[28.65X (1 — X) — 132.7X%(1 — X)?] (8.76)
¢a =1""7[98.99X(1 — X)(4 — X) —572.3X°(1 — X)*(L — X)]
8.6 MATRICES, VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS

Las matrices fueron introducidas en el afio 1857 por el matemético y abogado Arthur Cayley como
una forma abreviada de manejar ecuaciones lineales simultdneas y transformaciones lineales de
un conjunto de variables a otro. El sistema de ecuaciones lineales no homogéneas (8.35) puede
escribirse como una ecuacién matricial de la forma

a;;  aip a1n 1 by
a1 a2 asn el by (8.77)
an1  Qp2 Ann Tn bn

Ax=b (8.78)

donde A es la matriz de coeficientes, y x y b son matrices columna. La equivalencia entre (8.35)
v (8.77) se comprueba facilmente usando la regla de multiplicacién matricial (7.106).

El determinante de una matriz cuadrada A es el determinante formado por los elementos de
dicha matriz. Si det A # 0, se dicc que la matriz A es no singular. La inversa de una matriz
cuadrada A de orden n es la matriz cuadrada que multiplicada por A da la matriz unidad de orden
n. Llamando A~ a la inversa, tenemos

AAT'=ATA=1 (8.79)*

Puede demostrarse que A" existe si, y s6lo si, det A # 0. (Sobre métodos eficientes de cdlculo
de A7, véase Press et al., Sec. 2.3; Shoup, Sec. 3.3; Problema 8.43. Muchas hojas de calculo
incorporan la opcién de determinar la inversa de una matriz.)

Si det A # 0 para la matriz de coeficientes A de la Ecuacién (8.77), entonces podemos multipli-
car la ecuacién matricial (8.78) por A™! a cada lado del signo igual por la izquierda para obtener
A'(Ax) = A~ 'b. Puesto que la multiplicacién matricial es aspciativa (Seccién 7.10), tenemos
A '(Ax) = (A"'A)x = Ix = x. Asi pues, la multiplicacién por la izquierda de (8.78) por A™*
da x = A™'b como solucién de las incégnitas del sistema de ecuaciones lineales no homogéneas.

El método de variaciones lineal es el mds comidnmente usado para obtener funciones de onda
moleculares aproximadas, y el algebra matricial la técnica computacionalmente mas eficiente para
resolver las ecuaciones del método de variaciones lineal. Si las funciones fi,..., f, de la funcién
variacional lincal ¢ = Zzzl cr fr se escogen de manera que sean ortonormales, entonces S;; =
f fffidr =4, y el sistema de ecnaciones homogéneas (8.56) para los coeficientes ¢, que minimizan
la integral variacional, queda como sigue:

Hyer + Hipeo + -+ Hipep, = Wey
Hglcl + HQQCQ + -0+ HQnCn = WCQ (880&)

H,ey + Hyseo + -+ Hppep, = Wey,
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Hyy Hyp -+ Hi 1 1

. N Co Co
H21 H22 H2n ) -W . (SSOb)

Hnl Hn2 Hnn Cn, c;z
Hce=Wc (8.80c)
donde H es la matriz cuadrada formada por elementos Hy; = (f;|H|f;), v ¢ es el vector columna
de coeficientes c1,...,c,.. En la Ecuacién (8.80c), H es una matriz conocida, y ¢ y W son las

incégnitas a determinar.
St

Ac=Ac (8.81)*

donde A es una matriz cuadrada, ¢ es un vector columna con un elemento al menos distinto de
cero, y A es un escalar, entonces se dice que ¢ es un vector propio (o vector caracteristico) de A,
y que X es un valor propio (o valor caracteristico) de A.

Comparando la Ecuacién (8.81) con la (8.80c), vemos que la resolucién del problema de va-
riaciones lineal con S;; = d;; supone la determinacién de los valores propios y vectores propios
de la matriz H. La ecuacién de valores propios matricial Hc = We equivale, pues, al sistema de
ecuaciones homogéneas (8.56), que tiene una solucién no trivial para los coeficientes ¢ si, y sélo
si, det (H;; — 6;;W) = 0 [Ecuacioén (8.58) con S;; = d;;]. Para una matriz cuadrada general A de
orden n, la ecuacién correspondiente que satisfacen los valores propios es

det (4;; —d;;4) =0 (8.82)*

Esta ecuacion se denomina ecuacién caracteristica de la matriz A. Cuando se desarrolla el
determinante de orden n de (8.82), se obtiene un polinémio en A (llamado polinomio carac-
teristico) cuya potencia mas elevada es A™. El polinomio caracteristico tiene n raices para A
(algunas de las cuales pueden ser iguales entre si, y otras pueden ser imaginarias), por lo que una
matriz cuadrada de orden n tiene n valores propios. La ecuacién matricial (8.90c) para H es la
correspondiente a (8.81) para A. Los elementos que forman los vectores propios de A satisfacen el
siguiente sistema de ecuaciones, que corresponde al sistema (8.80a):

Ane + Appes + - + Aipey, = Aa
................................. (8.83)
Apicr + Apoco +--- + Anpncn = Acp

Para cada valor propio diferente, tenemos un sistema de ecuaciones (8.83) diferente, y un conjuuto
de nimeros 1,3, ..., ¢, diferente, que forman un vector propio diferente.

Si todos los valores propios de una matriz son diferentes, puede demostrarse que la resolucién del
sistemas de ecuaciones (8.83) proporciona n vectores propios linealmente independientes (véase Strang,
Seccién 5.2), donde la independencia lineal significa que ningdin vector propio puede escribirse como
una combinacién lineal de los demds. Si algunos valores propios son iguales, entonces la matriz puede
tener un nimero inferior de vectores propios linealmente independientes. Las matrices que aparecen en
mecanica cudntica son normalmente hermiticas (este término se define mas adelante en esta seccién), y
una matriz hermitica de orden n tiene siempre n vectores propios linealmente independientes, incluso
en el caso de que algunos de sus valores propios sean iguales (véase Strang, Seccién 5.6 para la
demostracién).
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Si A es una matriz diagonal (a;; = 0 para ¢ # j), entonces el determinante de la Ecuacién
(8.82) es diagonal. Un determinante diagonal es igual al producto de sus elementos diagonales
[Ecuacion (8.32)], de modo que la ecuacién caracteristica para una matriz diagonal es

(a11 — )\)([112 - )\) e (ann — )\) = 0

Las raices de esta ecuacién son Ay = ai1, As = a9s, ..., An = Qnpn- Los valores propios de una matriz
diagonal son iguales a sus elementos diagonales. (Para los vectores propios, véase Problema 8.38.)
Si ¢ es un vector propio de A, entonces d = kc es también un vector propio de A, donde & es una
constante. Si k se escoge de modo que

> i =1 (8.84)*
i—1

entonces se dice que el vector columna d estd normalizado. Dos vectores columna b y ¢ con n
elementos cada uno, se dice que son ortogonales si

S b =0 ' (8.85)*
=1

Denotemos los n valores propios y los correspondientes vectores propios de H en las ecuaciones
(8.80) del método de variaciones lineal, mediante Wi, Wo,..., W, y ¢V e¢® ... ¢ de modo
que

Hc'Y = W;c® parai =1,2,...,n (8.86)
donde ¢ es un vector columna cuyos elementos son cgi), e ,cgf) , ¥ las funciones de base f; son
ortonormales. Sea C, ademds, la matriz cuadrada cuyas columnas son los vectores propios de H,
y sea W la matriz diagonal cuyos elementos diagonales son los valores propios de H:

B R W, 0 .0
1 (@2 (n)
A e® 0 W, .-~ 0

c=|* "? 2, w= (8.87)
AV L2 W 0 0 .- W,

El sistema (8.86) de n ecuaciones de valores propios puede escribirse, de forma sencilla, como

HC = CW (8.88)

Para comprobar la Ecuacién matricial (8.88), demostramos que cada elemento (HC);; de la matriz
HC es igual al correspondiente elemento (CW);; de la matriz CW. La regla de la multiplicacién
matricial (7.106) da (HC);; = >, Hix(Clx; = >4 Hikcg). Consideremos la ecuacién de valores
propios Hel/) = W;e) [Ecuacién (8.86)], donde Hel?) y Wel¥) son matrices columna. Usando
la Ecuacién (7.106) para los elementos de la fila ¢ de cada una de esas matrices columna, tenemos
S Hiwel?) = W, de modo que

(HO)y; = Y Huc]) =W;e),  (CW)iy = D (Cu(W)iy = > oW = W
k k k
Por tanto, (HC);; = (CW),;, y la Ecuacién (8.88) queda demostrada.
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Suponiendo que la matriz C tieue inversa (véase mas adclante), podemos multiplicar cada lado
de la Ecuacién (8.88) por C™! por la izquierda para obtener C™'HC = C'(CW). [Como la
multiplicacién matricial no es conmutativa, cnando multiplicamos cada lado de HC = CW por
C ', hemos de poner el factor C™! a la izquierda de HC y a la izquierda de CW (o a la derecha
de HC y a la derecha de CW).] Tenemos C'HC = C™'(CW) = (C'C)W = IW = W:

C'HC =W (8.89)

Para simplificar la Ecuacién (8.89), debemos aprender més sobre matrices.

Una matriz cuadrada B es simétrica si todos sus elementos satisfacen b;; = bj;. Los elementos
de la matriz simétrica son simétricos con respecto a la diagonal principal; por ejemplo, bya = ba;.
Una matriz cuadrada D es una matriz hermitica si todos sus elementos satisfacen d;; = d7;. Por
ejemplo, si

2 5 0 6 142 8
M=|(5 i 2|, N=[1-20 -1 —i (8.90)
0 2 4 8 i 0

entonces M es simétrica y N es hermitica. (Né6tese que los elementos diagonales de una matriz
hermitica deben ser reales: d;; = d}f;.) Una matriz real es aquella cuyos elementos son todos
numeros reales. Una matriz hermitica real es una matriz simétrica.

La traspuesta A" (con frecuencia escrita A) de una matriz A, es la matriz que sc forma
intercambiando las filas y columnas de A, de modo que la columna 1 se transforma en la fila 1, la
columna 2 en la fila 2, y asi sucesivamente. Los elementos aiTj de AT estdn relacionados con los
elementos de A mediante aiTj = qg;;. Para una matriz cuadrada, la traspuesta sc obticne reflejando
los elementos sobre la diagonal principal. Una matriz simétrica es igual a su traspuesta. Asi pues,
para la matriz M de la Ecuacién (8.90), tenemos M* = M.

La conjugada compleja A" de A es la matriz que se forma tomando cl conjugado complejo
de cada elemento de A. La traspuesta conjugada A’ de la matriz A se forma tomando la
traspuesta de A*. Asi pues, AT = (A")T,y

aj; = aj; (8.91)
(Los fisicos llaman a A" la adjunta de A, un nombre que los matematicos usan para referirse a
una matriz completamente diferente.) Un ejemplo es

(2 3+i T (2 0 (2 0
B‘(o 4@)’ B_<3+i 4z:>’ B_<3—7‘ —4«;:)

Una matriz ortogonal es aquélla cuya inversa es igual a su traspuesta:

A1 =A"T si A es ortogonal (8.92)
Una matriz unitaria es aquélla cuya inversa es igual a su traspuesta conjugada:
U =0t si U es unitaria (8.93)

De la definicién (8.93), tenemos que UTU = I'si U es unitaria. Igualando (UTU);; a I;;, obtenemos
(Problema 8.35)

Z ugigj = 0y (8.94)
k

para las columnas ¢ y j de una matriz unitaria. Las columnas de una matriz unitaria (vistas como
vectores columna) son pues ortogonales y estan normalizadas (es decir son ortonormales), como
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se ha definido en las Ecuaciones (8.85) v (8.84). A la inversa, si la Ecuacion (8.94) es cierta para
todas las columnas, entonces la matriz U es unitaria. Si U es unitaria y real, entonces Ut =u",
y U es una matriz ortogonal.

Puede demostrarse que dos vectores propios de una matriz hermitica H que corresponden a
valores propios diferentes son ortogonales (véase Strang, Seccién 5.5). Para los vectores propios de
H que corresponden al mismo valor propio, se pueden tomar combinaciones lineales de ellos que
sean vectores propios ortogonales de H. Los elementos de un vector propio pueden multiplicarse,
ademads, por una constante para normalizar el vector propio. Los vectores propios de una matriz
hermitica pueden escogerse de manera que sean ortonormales. Si se hace asi, entonces la matriz de
vectores propios C de la Ecuacién (8.87) es una matriz unitaria, y C~' = C'. La Ecuacién (8.89)
queda entonces como sigue:

C'HC =W si H es hermitica (8.95)

Para el caso habitual de que H sea real ademas de hermitica (es decir que H sea real y simétrica),
los coeficientes ¢ en la Ecuacién (8.80a) son reales (puesto que W y los elementos H;; son reales),
y C es real, ademds de unitaria; es decir, C es ortogonal, con C ' = CT. La Ecuacién (8.95)
queda como sigue:

CTHC =W si H es real y simétrica (8.96)

Se demuestra que los valores propios de una matriz hermitica son nimeros reales (véase Strang,
Seccién 5.5).

EJEMPLO Obtenga los valores propios y los vectores propios normalizados de la matriz hermitica

3 2
a=(5 1)

resolviendo ecuaciones algebraicas. Compruebe entonces que C'AC es diagonal, siendo C la matriz de
vectores propios.

La ecuacién caracteristica (8.82) para los valores propios A es det (ai; — 8;;A) = 0, que en este caso
proporciona

=0

3—-A 2
-2 —=A

A o3A—4=0
A =4, Ao = —1

Un teorema 1til para comprobar los célculos de valores propios es el siguiente (Strang, Ejercicio 5.1.9): la
suma de los elementos diagonales de una matriz cuadrada A de orden n es igual a la suma de los valores
propios A; de A; es decir, 3.7 ais = Y., Ai. En este ejemplo, 3, a;; = 340 = 3, que es igual a la suma
4 — 1 = 3 de los valores propios.

Para la raiz A; = 4, el sistema de ecuaciones simultdneas (8.83) es

(3= +2icy =0

250 — ey =0

—V 4 2icY =0

—2icV —ac) =0
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Descartando una cualquiera de estas ecuaciones, obtenemos
c(i) = 27Jc(§)
y normalizando, nos queda
L= [e0F 4+ 1P = 41 + 1y P
€Y =1VE, Y =15
D =2ic) = 2i/V5

donde hemos tomado la fase de c(é) igual a cero.
De un modo similar, obtenemos para A» = 1 (Problema 8.41)

B =iV, =25
Los vectores propios normalizados son entonces

0 _ (25 @ (V5
1/v5 )’ 2/\V5
Como los valores propios A1 y A2 de la matriz hermitica A son diferentes, los vectores propios ¢! y

¢® son ortogonales (como el lector puede comprobar). ¢V y ¢/® también estan normalizados. Por tanto,
la matriz C es unitaria, y ¢! = C'. Formando C y su traspuesta conjugada, tenemos

oo (AL 1B (4, D 218)

- UR G 46 )

que es la matriz diagonal de valores propios.

Hemos demostrado que, si H es una matriz simétrica real con valores propios W; y vectores
propios ortonormales ¢(?) (es decir, si He = Wi para i = 1,2,...,n), entonces C'HC = W
[Ecuacién (8.96)], donde C es una matriz ortogonal real, cuyas columnas son los vectores propios
¢ y W es la matriz diagonal de valores propios W;. El inverso de este teorema también puede
demostrarse facilmente. Efectivamente, si H es una matriz simétrica real, B es una matriz ortogonal
real, y BTHB es igual a una matriz diagonal A, entonces las columnas de B son los vectores propios
de H, y los elementos diagonales de A son los valores propios de H.

Para determinar los valores propios y los vectores propios de una matriz hermitica de orden n,
podemos utilizar cualquiera de los siguientes procedimientos: (1) Resolver la ecuacién caracteristica
det (H;; — 6;;W) = 0 [Ecuacién (8.82)] para los valores propios Wy,...,Ws. Luego, sustituir
cada valor de W} en el sistema de ecuaciones algebraico (8.80a), y resolver este sistema para
obtener los elementos cgk), . ,c,(f) del vector k-ésimo. (2) Buscar una matriz unitaria C que haga
que el producto C'HC sea una matriz diagonal. Los elementos diagonales de C'HC son los
valores propios de H, y las columnas de C son los vectores propios ortonormales de H. Para las
grandes matrices con las que hay que tratar en quimica cudntica, el procedimiento (2) (Hamado
diagonalizacion matricial) es computacionalmente mucho mas répido que el (1).

Una razén por la que el desarrollo del determinante caracteristico y la resolucién de la ecuacién
caracteristica no son recomendables a la hora de calcular los valores propios de matrices grandes, es
que, en estas matrices, un pequeiio cambio en un coeficiente del polinomio caracteristico puede producir
un gran cambio en los valores propios (véase Problema 8.46). Debido a ello, tendriamos que calcular
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los coeficientes del polinomio caracteristico con nna precision de cientos o miles de cifras decimales para
obtener valores propios con una precisién de varias cifras decimales. Aunque es cierto que para ciertas
matrices un cambio insignificante en el valor de un elemento de la matriz puede dar lugar a grandes
cambios en los valores propios, puede demostrarse que para matrices hermiticas, un pequefio cambio
en un elemento de matriz siempre produce iinicamente pequefios cambios en los valores propios. De
ahi que el método (2) del parrafo anterior sea la forma correcta de obtener valores propios precisos

Un modo sistematico de diagonalizar una matriz simétrica real H es el siguiente: construimos
una matriz ortogonal O, tal que en la matriz H; = OITH01 se anulen los elementos no diagonales
que se corresponden con los elementos Hy» y Hsy de la matriz H. (Como la matriz H es simétrica,
tenemos Hy» = Ho;. Asimismo, las matrices transformadas Hy, H,,...son simétricas.) Cons-
truimos a continuacién una matriz ortogonal Q- tal que H, = ();FH] 0O, = OgOTHOl O, tenga
ceros en los lugares correspondicntes a los elementos (Hy)13 y (Hy ) de Hy; y asi sucesivamente.
Desafortunadainente, cuando anulamos una pareja de clementos no diagonales en una etapa, al-
gunos elementos no diagonales de los que se anularon en etapas anteriores pueden volver a tomar
valores diferentes de cero, de modo que tenemos que volver atrds y retransformar los elementos
no diagonales anteriores de nuevo una y otra vez. En general, es necesario un numero infinito de
etapas para counseguir que todos los elementos no diagonales sean iguales a cero. En la practica,
pasamos a la etapa siguiente cuando los valores absolutos de los elementos no diagonales a anu-
lar en la etapa anterior son inferiores a cierto nimero considerablemente pequeno, y detenemos
cl proceso cuando los valores absolutos de todos los elementos no diagonales caen por debajo de
dicho nimero. Los valores propios son entonces los elementos diagonales de la matriz transforma-
da --- OgOgOlTH(h 0,03 - -, y la matriz de vectores propios es el producto O; 0203 - --. Este
método (el método de Jacobi ciclico) no es muy eficiente para matrices grandes cuando se ejecuta
en un computador secuencial, pero si lo es cuando se ejecuta en un computador paralelo.

Existen métodos de diagonalizacién de matrices simétricas reales mas eficientes que el de Jacobi,
que se basan en realizar una scrie de transformaciones ortogonales para reducir la matriz original H
a una matriz tridiagonal simétrica T. Una matriz tridiagonal es aquélla cuyos clementos son todos
cero salvo los de la diagonal principal (elementos ti), los de la diagonal inmediatamente superior a
la principal (elementos ¢;,-1;), y los de la diagonal inmediatamente inferior a la principal (elementos
tir1,:). La relacién entre Ty H es T = O"HO, donde O es una matriz ortogonal real, que es igual al
producto de las matrices ortogonales usadas en las etapas individuales que van de H a T. Dos métodos
eficientes de transformacion de H en una matriz tridiagonal son el de Givens y el de Householder. Un
método eficiente para obtener los valores propios de una matriz tridiagonal simétrica ecs el método
QR. En este método, T sc expresa como como el producto de una matriz ortogonal Q por una matriz
triangular superior R (que es aquélla en la que todos los elementos por debajo de la diagonal principal
son iguales a cero). Una serie de ctapas iterativas proporciona entonces matrices que convergen a una
matriz diagonal cuyos elementos diagonales son los valores propios de T, que son los mismos que los
valores propios de H (Problema 8.47). Con ciertos refinamicntos, el método QR es una técnica muy
eficiente de determinacién de valores propios y vectores propios (véase Strang, Secciones 5.3 y 7.3 para
los detalles).

Se puede obtener mas informacién sobre las técnicas de diagonalizacion matricial y los corres-
pondientes programas de computador en Press et al., Capitulo 11; Acton, Capitulos 8 y 13; Shoup,
Capitulo 4.

En Press et al. se hace una gran recopilacion de métodos y programas de computador para
calculo cientifico v en ingenieria. El texto de este libro (incluyendo los programas) esta disponible
como software libre en la direccién de Internet www.nr.com/. (Las direcciones de Internet pueden
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cambiar. Si el lector no encuentra el libro (Numerical Recipes) en esta direccién, puede utilizar un
programa de bisqueda para localizarlo.)

En las direcciones www.netlib.org y gams.nist.gov pueden encontrarse diversos programas de
célculo matematico y cientifico. También puede conseguirse software matematico y de demostracion
libre para computadores personales de programas comerciales como el Mathcad y el Mapple en la
direccién archives.math.utk.edu. (No teclee el dltimo punto.)

En el Problema 8.49 se explica la forma en la que hay que utilizar el dlgebra matricial para
resolver ecuaciones variacionales lineales cuando se utilizan funciones de base no ortonormales.

La hoja de célculo Excel puede utilizarse para calcular valores propios y vectores propios (véase
Problema 8.45).

Algunos programas de tratamiento algebraico (como el Mathcad) v algunas calculadoras electré-
nicas también tienen comandos para determinar valores propios y vectores propios.

Los métodos de cdlculo de valores propios y vectores propios de matrices discutidos en esta
seccién son utiles para matrices cuyo orden llega hasta 10®. Pueden utilizarse métodos cspeciales
para calcular algunos de los valores propios mas bajos y sus correspondientes vectores propios de
matrices que aparecen en ciertos problemas mecanocuanticos cuyo orden alcanza los 10° (véase
Seccién 13.21).

Como se ha senialado después de la Ecuacion (8.81), para la funcién variacional lineal >_;, ¢; fi
cou funciones de base ortonormales f;, los valores propios de la matriz H formada por los elementos
de matriz {f;]H|f) son las raices de la ecuacién secular, y los vectores propios correspondientes
a los valores propios W,,, proporcionan los coeficientes de la funcién variacional correspondientes
a W,,. En los Problemas 8.52 y 8.57 se aplica el método de variaciones lineal a sistemas como el
doble pozo de potencial y el oscilador armdnico, usando como funciones de base funciones de onda
de la particula en la caja, y utilizando un programa de tratamiento algebraico como el Mathcad
para determinar los valores propios y los vectores propios de la matriz H.

Hemos discutido la diagonalizacién matricial en el contexto del método de variaciones lineal.
Sin embargo, la determinacidn de los valores propios ay y de las funciones propias gy de cualquier
operador hermitico A (/igk = axgy) puede formularse como un problema de diagonalizacién ma-
tricial. Si escogemos un conjunto de base ortogonal completo {f;}, y desarrollamos las funciones
propias como gp = Y _, cgk) fi, entonces (Problema 8.51) los valores propios de la matriz A, formada
por los elementos a;; = (f z|/i' f;), son los valores propios del operador A, y los elementos cﬁk) de
los vectores propios ¢*) de A son los coeficientes de los desarrollos de las funciones propias g.

El material de esta seccién enfatiza pues mds la correspondencia existente entre operadores
lineales y matrices, y entre funciones y vectores columna (Seccién 7.10).

RESUMEN

El teorema de variaciones establece que para un sistema cuyo Hamiltoniano H es independiente
del tiempo, y cuya energia del estado fundamental es E1, se cumple que [ ¢* ﬁ(bdr/ [ ¢ pdr > Ex,
donde ¢ es cualquier funcién que se comporte bien y que satisfaga las condiciones limite del
problema. El teorema de variaciones nos permite obtener aproximaciones a la energia y a la
funcién de onda del estado fundamental.

En la Seccién 8.3, se han revisado las matemaéticas de los determinantes. Un conjunto de n
ecuaciones lineales homogéneas con n incognitas tiene solucién trivial si, y sdlo si, el determinante
de los coeficientes es igual a cero.

Para la funcién variacional lineal ¢ = >"1" | ¢; f;, la variacién de los coeficientes ¢; para mini-
mizar la integral variacional W conduce a la ecuacién secular det (H;; — S;;W) = 0, cuyas raices
Wi,...,W, son limites superiores a los n valores propios de la energia de los estados enlazantes
més bajos. En dicha ecuacién, tenemos que Hy; = (filﬂ')fj) y Sij = {filf;)- Sustituyendo las
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raices W1, ..., W, una a una, en las ecuaciones homogéneas simultdneas (8.56), se determinan los
coeficientes ¢; que corresponden a cada una de las raices W.

Los valores propios A; y los vectores propios ¢; de una matriz cuadrada A satisfacen la ecuacion
Ac; = \jc;. Para una matriz hermitica H, la matriz de vectores propios C (cuyas columnas son
los vectores propios de H) es unitaria (lo que significa que su inversa es igual a su conjugada
traspuesta CJ')7 y CTHC es igual a una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son los valores
propios de H. Para una matriz simétrica real, la matriz de vectores propios es ortogonal. Para la
funcién variacional lineal ¢ = 3. ¢; f;, construida con funciones f; ortonormales, cada conjunto de
coeficientes optimizados ¢; es un vector propio de la matriz formada por los elementos { f¢|ﬁ [fi),
y los correspondientes valores de la integral variacional son los valores propios de esta matriz.

PROBLEMAS

cr

8.1 Aplique la funcién variacional ¢ = ¢~ °" al dtomo de hidrégeno. Escoja el pardmetro ¢ de forma
que minimice la integral variacional, y calcule el porcentaje de error de la energia del estado fundamental.

8.2 Compruebe la Ecuacién (8.13) para (¢|H|¢).

8.3 Si se aplica la funcién variacional normalizada ¢ = (3/[3)”2.’17 para 0 < z < [ al problema de la
particula en la caja unidimensional, se encuentra que la integral variacional es igual a cero, y por tanto
menor que la energia exacta del estado fundamental. ;Qué es lo que falla?

8.4 Para una particula en una caja tridimensional con aristas de longitud a, b y ¢, escriba la funcién
variacional correspondiente a la extensién tridimensional de la funcién ¢ = z(l — z) usada en la Seccién
8.1 para la particula en una caja unidimensional. Utilice la integrales que se dan a continuacién de la
Ecuacién (8.11) para evaluar la integral variacional para el caso tridimensional. Calcule el porcentaje de
error de la energia del estado fundamental.

8.5 (a) Considere un sistema unidimensional de una particula con energia potencial

V=V, para 2i<z< 3, V=0 para0<z <ty 3I<z <l

y V = oo en cualquier otra parte (donde V; es una constante). Represente V frente a z. Utilice la
funcién variacional de prueba ¢ = (2/0)/%sen (mz/l) en 0 < = < [ para estimar la energia del estado
fundamental para Vo = h?/mli? y compare el resultado con la energfa exacta del estado fundamental
E = 5.75034h%/mi’®. Para ahorrar tiempo en la evaluacién de las integrales, nétese que {(¢1|H|p1) =
(61)T)p1) + (¢1]|V 1), y explique por qué (¢,|T|é1) es igual a la energia del estado fundamental de la
particula en la caja h?/8ml®. (b) Para este sistema utilice la funcién variacional ¢, = z(I — z). Para
ahorrar tiempo, nétese que (¢o|T|p2) viene dada por la ecuacién que sigue a la (8.11). (;Por qué?)

8.6 (a) Una particula en una caja de potencial esférica de radio b tiene V =0 para0 <r <b,yV = o
para r > b. Utilice la funcién de prueba ¢ = b —r para 0 < r < b, y ¢ = 0 para r > b, para estimar la
energia del estado fundamental, y compare el resultado con la energia exacta h®/8mb? (Problema 6.2). (b)
Proponga otra funcién variacional sencilla que cumpla las condiciones limite para este problema, y calcule
el porcentaje de error de la energfa del estado fundamental que proporciona esta funcién.

8.7 Un oscilador cuértico unidimensional tiene V = cz*, donde ¢ es una constante. Proponga una
funcién variacional con un parametro para este problema, obtenga el valor 6ptimo del pardmetro que
minimiza la integral variacional, y estime la energia del estado fundamental. Compare el resultado con la
energia del estado fundamental obtenida en el Problema 4.32; utilizando el método de Numerov.

8.8 Utilice la funcién variacional ¢ = x*(I—z)* para una particula en una caja de longitud {. Necesitara
la integral

]
s s D(s+ 1t +1)
ot _ psHttl
/Ox(l z) dz =1 [(s+t+2)

donde la funcién gamma satisface la relacién I'(z + 1) = 2I'(z). La presencia de la funcién gamma I'(z) no
debe preocupar, ya que estas funciones al final se cancelan. (a) Demuestre qune la integral variacional es
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igual a (A%/miI®)(4k® + k)/(2k —1). (b) Obtenga el valor 6ptimo de k, y calcule el porcentaje de error de
la energia del estado fundamental para dicho valor de k.

8.9 La aplicacién de la funcién variacional ¢ = emc’ (donde ¢ es un pardmetro variacional) a un
problema con V = af(z), donde a es una constante positiva y f(z) cierta funcién de z, proporciona la
expresién para la integral variacional W = ¢h?/2m + 15a/64c®. Obtenga el valor minimo de W para esta
funcién variacional.

8.10 Demuestre que para un sistema con un estado fundamental no degenerado [ & H odr > Ey, si
¢1 es cualquier funcién normalizada que se comporta bien y que no es igual a la funcién de onda exacta
del estado fundamental. Pista: Sea b una constante positiva tal que E1 +b < Fy. Transforme la Ecuacién
(8.4) en una desigualdad reemplazando todas las energfas Ej, excepto la Eq, por By +b. (La notacién
E1,Es, ... esla dada en la Seccién 8.2.)

8.11 (a) Aplique la funcién variacional ¢ = 1/(a® + z?) al oscilador arménico unidimensional. Escoja
a de manera que minimice la integral variacional, y calcule el porcentaje de error de la energfa del estado
fundamental. Algunas integrales iitiles son '

/00-——1 dr = 2 /oo LA
o (@2+a?)? 7 4a® . o (@2+a?)? 7 16a°

o z? de = © o z? de— T
2 a2y = o 2 2ya 4= 5
o (22 +a?) 4a o (224 a?) 32a

(b) Estas integrales son funciones del pardmetro a, y, por tanto, todas las ecuaciones anteriores pueden
expresarse de la forma [° f(z,a)dz = g(a). Tenemos (d/da) [;° f(z,a)dx = dg/da. Suponiendo que
el integrando se comporta bien, podemos intercambiar la diferenciacién con la integracién, lo que da
I5°[0f (x,a)/Baldz = dg/da. Deduzca la segunda integral derivando la primera integral de la parte (a)
con respecto a a.

8.12 En el afio 1971, se publicé un articulo en el que se aplicaba la funcién variacional normalizada
N exp(—br?/a§ —cr/aop) al 4tomo de hidrégeno, y se afirmaba que la minimizacién de la integral variacional
con respecto a los pardmetros b y ¢ daba una energfa que era un 0.7% superior a la energfa exacta del estado
fundamental, para una masa nuclear infinita. Sin hacer ningin célculo, explique por qué este resultado es
incorrecto.

8.13 (a) Utilice la funcién triangular (7.35) como funcién variacional para el estado fundamental de la
particula en la caja. Nétese que f”(x) es infinita en = 11, debido a la discontinuidad de f'(z) en dicho
punto. Por tanto, la evaluacién de la integral [ f*Hfdz se complica, debido a la parte de esta integral
que contiene el término ff”. Una forma de evitar este problema es demostrar primero que

v Lo v Lo
= de = — - . .
/Off do /0(f> v / (f')? de /Wm de (8.97)

para cualquier funcién que satisfaga las condiciones limite. Podemos evaluar entonces la integral variacional
usando la expresién a la derecha de la Ecuacién (8.97). Demuestre la Ecuacién (8.97), y calcule el porcentaje
de error de la energia del estado fundamental, usando esta funcién triangular. Nétese que esta funcién de
prueba no contiene ningiin pardmetro. [Si el lector es ambicioso, puede intentar el siguiente procedimiento
alternativo: nétese que f'(x) incluye la funcién escalén de Heaviside (seccién 7.7), y, por tanto, f"(x)
incluye la funcién delta de Dirac. Utilice las propiedades de la funcién delta para evaluar jé ffli'dz, y
obtenga el porcentaje de error usando esta funcién triangular.] (b) La funcién variacional ¢ del primer
ejemplo dado en la Seccién 8.1 tiene discontinuidades para ¢’ en ¢ = 0 y £ = [, de modo que, estrictamente
hablando, deberfamos usar uno de los procedimientos de la parte (a) de este problema para evaluar (¢|H|®).
Hagalo asi, y demuestre que se obtiene el resultado (8.12).

8.14 (a) Para el estado fundamental del dtomo de hidrégeno, utilice la funcién de prueba gaussiana

¢ =e /% (8.98)
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Encuentre el valor éptimo de ¢, y calcule el porcentaje de error de la energia. (Las funciones variacionales
gaussianas son ampliamente utilizadas en mecanica cuantica molecular; véase Seccién 15.4.) (b) Multipli-
que la funcién (8.98) por el arménico esférico Yy, y minimice la integral variacional. jPara qué estado del
4dtomo de hidrégeno se obtiene, en este caso, un limite superior de la energia?

8.15 Para el sistema del Problema 8.5, explique por qué la funcién variacional ¢ = (2/1)'/% sen (272 /1)
proporciona un limite superior a la energia E> del primer estado excitado. (Pista: Con el origen en el
centro de la caja, V' es una funcién par.) Utilice esta funcidn ¢ para evaluar la integral variacional para
Vo = h?/ml?, y compare el resultado con el valor exacto Ey = 20.23604R>/mi>.

8.16 (a) Demuestre que el valor de un determinante en el que todos los elementos por debajo de la
diagonal principal son cero, es igual al producto de los elementos de la diagonal.

8.17 Calcule

2 5 1 3

8 0 4 -1

6 6 6 1

5 -2 =2 2
8.18 (a) Considere alguna permutacion de los enteros 1,2, 3,.. ., n. La permutacién es una permautacion
par, si un ndmero par de intercambios de parejas de enteros deja la permutacién en el orden natural
1,2,3,...,n. Una permutacidn irnpar requiere un nimero impar de intercambios de parejas para conseguir

el orden natural. Por ejemplo, la permutacién 3124 es par, ya que dos intercambios reestablecen el orden
natural: 3124 — 1324 — 1234. Escriba y clasifique (en pares e impares) todas las permutaciones de 123.
(b) Compruebe que la definicién (8.24) del determinante de tercer orden es equivalente a

ail  aiz as

a1 a2 a;|= Z(il)auazjask

az1 as2 @33
donde ijk es una de las permutaciones de los enteros 123, la suma se extiende sobre las 3! diferentes
permutaciones de estos enteros, y el signo de cada término es positivo o negativo dependiendo de que la
permutacién sea par o impar. (¢) ;Como definirfamos el determinante de orden n usando este tipo de
definicién?

8.19 Utilice la eliminacién gaussiana con coeficientes separados para resolver

201 — X2 +4xz + 224 =16
3z —x3 +4dra= -5
201 +x2 +x3 — 2z, =8
—4x1 +6x0 +2x3 +24 =3

8.20 Cuando se programa la eliminacién gaussiana en un computador (o en una calculadora elec-
trénica), deben realizarse intercambios de ecuaciones para evitar dividir por un coeficiente que es mucho
mds pequeno, en valor absoluto, que los restantes coeficientes de las ecuaciones. Explique por qué la
divisién por un cocficiente extremadamente pequefio puede dar lugar a errores grandes en los resultados.

8.21 La eliminacién gaussiana puede utilizarse eficientemente para evaluar un determinante como sigue.
Se divide cada elemento de la fila 1 del determinante (8.20) por a11, y se coloca el factor ay; delante del
determinante (Teorema IV de la Seccidn 8.3). Se restan entonces los miltiplos apropiados de los elementos
de la fila 1 de los elementos de las filas 2, 3,...,n, para hacer que a21, as1,...,an1 sean cero {Teorema V).
Se dividen a continuacién los elementos de la segunda fila por el valor actual de as2, v se coloca el factor
az2 delante del determinante, y asi sucesivamente. Al final, nos queda un determinante cuyos elementos
por debajo de la diagonal principal son todos cero. De acuerdo con el Problema 8.16, este determinante
es igual al producto de sus elementos diagonales. Utilice este procedimiento para evaluar el determinante
del Problema 8.17.

8.22 Escriba un programa de computador que utilice la eliminacién gaussiana para resolver un sistema

de n ecuaciones lineales simultdneas no homogéneas con n incégnitas, donde n < 10. Pruebe el programa
con un par de ejemplos.
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8.23 Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones simultaneas usando la eliminacién de Gauss-Jordan
con coeficientes separados:

r+2y+3z2=0 r+2y+3z =90
(a) 3z +y +22=0 B)r—y +z =0
2z +3y+z =0 Tx—y +1lz=0

8.24 Cuando la funcién variacional ¢ = c1f1 + c2f2 sc aplica a cierto problema mecanocuantico, se
obtiene (fi|H|f1) = 4a, (filH|f2) = a, (f2|H|f2) = 6a, (fi|f1) = 2b, {fo| fo) = 3b, y (f1|f2) = b, donde a
y b son constantes positivas conocidas. Utilice esta funcién variacional ¢ para obtener (en términos de a
y b) limites superiores a las dos energias mas bajas, y para cada W calcule los cocficientes ¢1 y ¢ de la
funcién ¢ normalizada.

8.25 Resuelva la ecuacién secular de segundo orden (8.57) para el caso especial en el que Hyy = Ha2 y
S11 = S22. (Recordatorio: fi y f» son funciones reales.) Obtenga entonces c1/c¢2 para cada una de las dos
raices W, y Wa.

8.26 Para el sistema del Problema 8.5 con Vo = h?/mi” (una particula en una caja con una protube-
raucia rectangular en el centro), considere la funcién variacional lineal

b=cifi +c2fo = c1(2/1)*sen (xz /1) + c2(2/1)" ?sen (3w /1)

en 0 < & <[. (a) Explique por qué esta funcién variacional dard limites superiores a las energias E| y
E3 en la secuencia (8.61). (b) Explique por qué fi v f» son ortonormales. (c¢) Nétese que (fi|H|f;) =
(FAT1£) + (FilVIF;). Explique por qué Tf; = e;f; (para 0 < & < [), y obtenga los valores propios £, y =3
de T. Demuestre que {f;|T|f;) = di;;. (d) Usando los resultados de las partes (b) y (c) como ayuda para
evaluar las integrales, escriba y resuelva la ecuaciéu secular. Obtenga entonces las funciones variacionales
é1 'y ¢» que corresponden a W y Wa. Compare W, y W con las energias exactas £ = 5.750345R%/mi®
y B3 = 44.808373h%/ml%. Compare W, con el valor W = 5.753112h%/mi? obtenido en el Problema 8.5
usando ¢ = f1. (e) Si quercmos mejorar los resultados de la parte (d) usando una funcién variacional lineal
de tres términos, jcudl serfa la eleccién 16gica de fi, fo y fa?

8.27 Aplique la funcién variacional lineal

¢ =ciz’(l—z) + cox(l — z)°, 0<z <l

a la particula en la caja unidimensional. Calcule los porcentajes de error para las energfas de los estados
n =1y n=2. Dibuje 2*(l — 2), (I — z)?, v las dos funciones de onda aproximadas obtenidas. (Coruo
ayuda para dibujar las funciones, encuentre los nodos, los maximos y los minimos de cada funcién.)

8.28 Demuestre que si se hace el cambio de variable £’ = z — %l (correspondiente al desplazamiento
del origen al centro de la caja) en las funcioncs (8.63), entonces fi y f2 son funciones pares de ', v f3 v
f4 son funciones impares de dicha variable.

8.29 Compruebe los valores dados para Hi2, Hzz, S12 v S22 en el ejemnplo de la Seccién 8.5.

8.30 Obtenga las raices dadas por la Ecuacién (8.73) para la ecuacién secular de funciones impares en
el ejemnplo de la Seccién 8.5.

8.31 Obtenga las funciones ¢» y ¢3 dadas por la Ecuacién (8.76) en el ejemplo de la Seccién 8.5.

8.32 Supongamos que la funcidn variacional en la Ecuacién (8.40) es compleja. Entonces, ¢; = a; +1b;,
donde a; y b; son ndmeros reales. Hay 2n parametros para variar (es decir, los a; y los b;). (a) Utilice
la regla de la cadena para demostrar que las condiciones de minimizacion 0W/8a; = 0 y OW/0b; = 0
son equivalentes a las condiciones dW/0¢; = 0 y 0W/9c; = 0. (b) Demuestre que la minimizacién de W
conduce a la Ecuacién (8.54) y su conjugada compleja, que puede descartarse. De ahi que las Ecuaciones

(8.54) y (8.59) sean validas para funciones variacionales complejas.

8.33 Queremos demostrar que las funciones de onda aproximadas obtenidas mediante el método de
variaciones lineal son ortogonales, y que las energias aproximadas obtenidas son limites superiores a las
energias de los n estados mas bajos. Sea ¢, la funcién aproximada cuva integral variacional vale W, v
cuyos coeficientes en la Ecuacién (8.40) son c;-a) . [Afiadimos « para distinguir las n diferentes funciones
¢.] Reescribimos la Ecuacién (8.54) como sigue
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STICEMIfe) = (Filf)Wa)elP1 =0,  i=1,...,n (8.99)

k

(a) Demuestre que (f;|H —Wa|¢a) = 0 probando que esta integral es igual al primer miembro de la Ecuacién
(8.99). (b) Utilice el resultado de (a) para demostrar que (¢g|H — Walga) = 0, v {pa|H — Ws|és)* =0,
para todo a y 8. (c¢) Iguale las dos integrales de (b) y utilice la propiedad hermitica de H para demostrar
que {¢g|da)(Wg — W,) = 0. Concluimos que, para Wy # W3, ¢o ¥ ¢5 son ortogonales. (Para W, = Wy
podemos formar combinaciones lineales ortogonales de ¢ ¥y ¢s que dan el mismo valor para la integral
variacional.) (d) Sean ¢1, ¢z, ..., ¢n las funciones de onda aproximadas normalizadas, obtenidas usando el
método variacional, donde las funciones se escriben por orden de valor creciente de la integral variacional.
Considere la funcién g = 3" _, ba¢a, donde m < n, y los coeficientes b, se escogen de modo que {g|y1) = 0,
(g|v2) = 0,....,{g|m—1) = 0, y suponga que g esta normalizada. Aqui ¢1,2,... son las funciones de onda
exactas de los estados mds bajos de la energfa. Explique por qué {g|H|g) > E,n. (Véase Seccién 8.2.) (e)
Utilice los resultados de las partes (b) v (c) para demostrar que (¢a|H|¢s) = 0 para o # 8. (f) Use el
resultado de (e) para demostrar que (g|H|g) = 3" | |ba|*Wa. (g) Utilice la propiedad de ortonormalidad
de las funciones ¢ para demostrar que 3" |bo|> = 1. (h) Utilice los resultados de (f) y (g) para
demostrar que (g|H|g) < Wn,. Pista: Véase la Ecuacién (8.5). (i) Combine (h) y (d) para obtener el
resultado deseado: W,, > E,, param =1,2,...,n.

8.34 Calcule A*, AT y At si

7 3 0
A=1[2—-2 20 1
1+: 4 2

8.35 Compruebe la ecuacién de ortonormalidad (8.94) para los vectores columna de una matriz unitaria.

8.36 Si las funciones v y w estdn normalizadas y son ortogonales, v si v y w se desarrollan en términos
del conjunto ortonormal completo {fi} como v = >, wifi y w = Y, wifi (donde los coeficientes del
desarrollo v; y w; son constantes), demuestre que los vectores columna v y w formados por los coeficientes
de los desarrollos v, v2,... y wi,wa, ..., respectivamente, estan normalizados y son ortogonales, como se
define en las Ecuaciones (8.84) y (8.85).

8.37 Sin usar el computador, obtenga los valores propios y los vectores propios normalizados de las
siguientes matrices. Comience resolviendo la ecuacién caracteristica. Compruebe que la suma de los valores
propios es igual a la traza de la matriz.

0 -1 2 0 4 0
A=) me(ee) e=(0d)
8.38 Si A es una matriz cunadrada diagonal de orden tres, con elementos diagonales a1, a2 y ass de

valores diferentes, obtenga los valores propios normalizados de A.

8.39 (a) Sin usar el computador, obtenga los valores propios y los vectores propios normalizados de

A=)

(b) ;Es la matriz A real y simétrica? ;Es A hermitica? (c) ;Es la matriz de vectores propios C ortogonal?
.Es la matriz de vectores propios C unitaria? (c) Escriba C~! sin hacer ningiin célculo. (e) Compruebe
que C 'AC es igual a la matriz diagonal de valores propios.

2 -2
A= < 23 2 )
obtenga los valores propios y los vectores propios normalizados, y responda a las cuestiones (b) a (e) del

Problema 8.39.

8.41 Obtenga el vector propio c® correspondiente al valor propio A2 del ejemplo de la Seccién 8.6.

8.40 Para la matriz
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8.42 Obtenga los valores propios y los vectores propios normalizados de la matriz

-1 0 =2
A= 0 5 0
-2 4 2

8.43 Una forma eficiente de calcular la inversa de una matriz cuadrada A de orden n es la siguiente:
(a) Coloque la matriz unidad I de orden n a la derecha de la matriz A para formar un conjunto de n filas
por 2n columnas, que denotaremos mediante (A|I). (b) Aplique la eliminacién de Gauss-Jordan a las filas
de (A|I) de manera que se reduzca la parte A de (A|I) a la matriz unidad. Al final de este proceso, el
conjunto tendrd la forma (I|B). La matriz B es la inversa A™'. (Si A™' no existe, serd imposible reducir
la parte de A del conjunto a I.) Utilice este método para calcular la inversa de la matriz del Problema
8.42.

8.44 Utilice un programa de tratamiento algebraico para obtener los valores propios y los vectores
propios normalizados de la matriz cuadrada B de orden seis, cuyos elementos son b, = (5% + k%) /(j + k).

8.45 La hoja de cdlculo Excel puede calcular los valores propios y los vectores propios de matrices
simétricas reales como sigue. Si los valores propios de la matriz simétrica real de orden n H se agrupan
por orden creciente, A1 < Ax < --- < Ay, una extensién de un teorema dado por Rayleigh vy Ritz establece
que: A1 =min (xTHx/xTx)7 donde x es un vector columna de orden n diferente de cero, cuyos elementos
se hacen variar hasta minimizar la cantidad dada entre paréntesis; A2 =min (yTHy/yTy) si yTe, = 0,
donde ¢ es el vector propio correspondiente a A1; A3 =min (zTHz/sz) sizle; =0y zTes =0, donde
c2 es el vector propio correspondiente a As; etc. (Ndtese la analogia con los resultados de las Secciones
8.1 y 8.2.) Utilice este teorema para hacer que Excel encuentre los valores propios y los vectores propios
normalizados de la matriz del Problema 8.39. Pistas: Dé nombre en Excel a las diferentes matrices
implicadas. Multiplique las matrices A y B, seleccione un conjunto rectangular (con el tamafio adecuado)
de celdas donde quiera que aparezca la matriz producto; teclee entonces =MMULT(A,B) y presione las
teclas de Control, mayisculas v Enter simultdneamente. La traspuesta de la matriz C se obtiene de modo
similar usando la férmula =TRANSPOSE(C). Para obtener A;, comience con un valor de prueba para x, y
utilice la opcién Buscar objetivo para variar x hasta que se minimice xT Hx, sujeto a la condicién de que
xTx = 1. Después de encontrar el primer valor propio y vector propio, afiada la correspondiente condicién
de ortogonalidad y calcule el siguiente valor propio y vector propio, y asi sucesivamente.

8.46 Para una matriz de orden 20 cuyos valores propios son 1,23, ..., 20, la ecuacién caracteristica
puede escribirse de la forma I2°_;(A — m) = 0, donde la notacién producto se define en la Ecuacién

(16.29). Utilice una hoja de cdlculo o un sistema de tratamiento algebrdico para representar el polinomio
caracteristico de A en el rango comprendido entre 0.9 y 20.1. Escoja la escala del eje vertical de manera
que los puntos en los que la curva corta al eje horizontal se observen claramente. Afiada ahora la cantidad
1 x 1079 al polinémio caracteristico, dibiijelo, y vea lo que ocurre con sus raices. Si en la gréfica del
polinomio modificado aparecen menos de 20 raices, explique dénde estdn las que faltan. En el polinomio
caracteristico original, el coeficiente de A'° es igual a la suma de los enteros que van de 1 a 20, que vale
210, asf que, aunque el cambio realizado en el coeficiente de A'® sea menor que una parte de 10'°, da lugar
a una modificacién sustancial de los valores propios.

8.47 Si B = M~ !AM, demuestre que las matrices cuadradas A y B tienen los mismos valores propios.
Exprese también los vectores propios de B en términos de los vectores propios de A. Pistas: Comience
con la ecuacién de valores propios de A, reemplace A por su expresién en términos de B, y multiplique la
ecuacién resultante por M™! por la izquierda, para obtener la ecuacién de valores propios de B.

8.48 Si Ar, A2, ..., A, son los valores propios de A, encuentre los valores propios de A®.

8.49 Este problema aborda la solucién matricial del método de variaciones lineal cuando las funciones
de base no son ortogonales. (a) Si las funciones {f;} en el desarrollo ¢ = }°"" | ¢; f; son no ortonormales,
tomamos combinaciones lineales de las mismas para obtener un nuevo conjunto de funciones {gm} que
sean ortonormales. Escribimos entonces g, = Y, Gkmfi, Para m = 1,2,...,n, donde los coeficientes
akm son constantes, y donde (g;|gm) = d;m. [Un procedimiento para escoger los coeficientes ax,, es el
método de Schmidt (seccién 7.2); otro método es el que se discute en el Problema 8.50.] (a) Sustituya
en (gj|gm) = 6;m los sumatorios para cada g, y demuestre que la ecuacién resultante es equivalente a la
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ecuacién matricial ATSA = I, donde I es una matriz unidad, S es la matriz de solapamiento que contiene
los elementos Sjx, ¥ A es la matriz de coeficientes ap,. (b) Compruebe que el conjunto de ecuaciones
(8.56) puede escribirse de la forma He = WSe, donde ¢ es el vector columna de coeficientes ¢1,¢a, ..., cn.
Como hicimos al pasar de la Ecuacién (8.80c) a la (8.96), introducimos el indice i para etiquetar los
distintos valores propios y vectores propios, y escribimos He = WSc de la forma He'Y = W;Sc® para
1 =1,2,...,n. Compruebe que HC = SCW, donde C y W son las matrices de la Ecuacién (8.87).
(c) Puesto que AA' = I, podemos escribir HC = SCW como HAA!C = SAA™'CW. Multiplique
esta tltima ecuacién por AT por la izquierda. Utilice el resultado de (a) para demostrar que se obtiene
H'C' = C'W, donde C' = A™'C y H = ATHA. Comparando con la Ecuacién (8.88), vemos que
H'C' = C'W es la ecuacién de valores propios de la matriz H'. El procedimiento matricial para resolver
el problema de variaciones lineal HC = SCW con funciones de base no ortogonales es entonces el siguiente:
(1) Calcule los elementos de matriz de H y S usando la base no ortogonal. (2) Utilice las integrales de
solapamiento y un procedimiento como el método de Schmidt, para obtener una matriz A cuyos clementos
@pm transformen las funciones no ortogonales {f;} en las funciones ortogonales {g; }. (3) Calcule H' usando
H = A'HA. (4) Obtenga los valores propios W; y los vectores propios ¢/ de la matriz H'. (5) Utilice
C = AC' para calcular la matriz de coeficientes C. Los valores propios W; obtenidos en la etapa {4) y los
coeficientes obtenidos en la etapa (5), son las estimaciones de la energia deseadas y los coeficientes de las
funciones variacionales. ‘

8.50 El procedimiento de ortogonalizacion simétrico (o de Léwdin) se usa a menudo para orto-
gonalizar un conjunto de base. Dado un conjunto de base no ortogonal {f;}, formamos el conjunto de
funciones {gm} como las combinaciones lineales gm = >, @xm fi. Como se ha mostrado en la parte (a)
del Problema 8.49, para que {gm} sea un conjunto ortogonal, la matriz de coeficientes de transformacién
akm debe satisfacer ATSA =1, donde S es la matriz de solapamiento con los elementos S;x = (f;]fx). Si
la matriz cuadrada B satisface que B> = S, entonces B es la raiz cuadrada de S, lo que se escribe de la
forma S = S'/2. (Una matriz puede tener més de una raiz cuadrada.) De este modo, si/2 cumple que
§!/281/2 = §. La inversa de S'/2 se escribe S™'/2, Por definicién de la inversa, S~1/281/2 = §1/2§-1/2 = 1,
(a) Puesto que S es una matriz hermitica, puede ser diagonalizada por la matriz unitaria U de sus vectores
propios ortonormales, con lo que tenemos Ufsu = s, donde s es la matriz diagonal de valores propios de
S. Demuestre que S = UsU?. (b) Denotemos mediante s; los valores propios de S, y mediante s y s~'/2
las matrices diagonales cuyos elementos diagonales son s; y 3;1/2, respectivamente, doude si_l/2 son las
inversas de las raices cuadradas positivas de los valores propios de S. [Se puede demostrar que los valores
propios de S son todos positivos (véase Szabo y Ostlund, pag. 143), asi que no hay ninguna s; igual a
cero, y todas las 3;1/2 existen.] Demucstre que la matriz M = Us!/2U" satisface M? = UsU' = §, de
modo que M es la raiz cuadrada de S: M = S/2. (c) Demuestre que la matriz N = Us™Y/2U¥ sagisface
MN = I. Puesto que M = SY/2, tenemos S/2N = I, de modo que N = §"/? y §~1/2 = Us~/2Ut.
(d) El procedimiento de ortogonalizacién simétrica identifica la matriz de transformacién A con la matriz
S'/2: es decir, A = S7Y/2 = Us™'/2U'. Para demostrar que esta eleccién satisface el requerimiento de
que ATSA =1, necesitamos encontrar A'. Demuestre que (BC)' = C'B? obteniendo los elementos (i, §)-
ésimos de las matrices (BC)T y CYBf. Tome entonces C = DE, y demuestre que (BDE)' = EfD'BT.
Demuestre a continuacién que A" = Us Y/2U', y, entonces, que A'SA = I. Por tanto, para usar la
ortogonalizacién simétrica, obtenga los valores propios y los vectores propios ortonormales de S, utilice los
valores propios s; para formar la matriz s/ v los vectores propios para formar U, calcule la matriz de
transformacién A = Us™'/?U'| y tome las funciones ortonormales g, = >k Gk fi

8.51 Suponga que Agn = angn. Desarrolle las funciones propias g en términos del conjunto ortonormal
{f:} de acuerdo con g, =3, (:,(‘," . Sustituya esta expresion en la ecuacion de valores propios Ag,, = angn,
multiplique por f;, integre sobre todo el espacio, y demuestre que se obtiene el sistema de ecuaciones
Sop(Ai — anﬁik)cﬁtn) =0 parai = 1,2,3,..., donde Ay = (fi|A|f;). Este sistema de ecuaciones tiene
la misma forma que el dado en la Ecuacién (8.54), con S;x = 6;,. Asi pues, al igual que los valores W
y los coeficientes ¢; del sistema (8.54) con S;, = i pueden obtenerse calculando los valores propios y
los vectores propios de la matriz H, los valores propios an, de A v los coeficientes cf“") del desarrollo de
las funciones propias g, del operador A pueden obtenerse calculando los valores propios a, y los vectores
propios ¢ de la matriz A, cuyos elementos son Aj.
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8.52 Considere el doble pozo de potencial con V = oo para 2 < 0, V =0 para 0 < z < %l, V=W
para il <z< %l, V = 0 para %l <z <lyV =o0paraz > [, donde [ y V, son constantes positivas.
Utilice el Mathcad, o algiin otro programa de tratamiento algebraico, para aplicar el método de variaciones
lineal a este problema, tomando como funciones de base las m funciones de onda de la particula en la caja
(pec) més bajas dadas por la Ecuacién (2.23). Utilice variables adimensionales (Seccién 4.4 y Problema
4.37). Disponga el célculo de manera que Vo y m puedan cambiarse facilmente. Utilice la opcién del
programa de calculo de valores propios y vectores propios para obtener las energias y las funciones de
onda aproximadas. Dibuje con el programa las graficas de las cuatro funciones de onda aproximadas mds
bajas. Demuestre que Tj; = k*m2h?/2ml?, pero haga que el programa evalie las integrales Vig. Pista:
En el Mathcad, puede hacer falta ajustar el valor de la variable TOL. (a) Para Vo = 100Rh*/mi?, obtenga
los cuatro niveles de energia mas bajos usando los siguientes nimeros de funciones de base pec: 4, 8,
16 v 32. Compare con los siguientes valores exactos de energias reducidas obtenidos usando la Ecuacién
(4.92): 45.802165653, 46.107222914, 113.938076461 y 143.353993916. ; Qué funciones de base contribuyen
sustancialmente a la funcién de onda del estado fundamental? ;Cudles contribuyen sustancialmente a la
funcién de onda del primer estado excitado? (b) Con cuatro funciones de base, se obtiene que la energfa
variacional de la funcién de onda con un nodo correspondiente al primer estado excitado cae por debajo de
la energia variacional de la funcién de onda sin nodos correspondiente al estado fundamental. ;Significa
esto una violacién de las desigualdades de teorema variacional dadas por las Ecuaciones (8.60) a (8.62)7

8.53 Modifique la solucién del Problema 8.52 del doble pozo para tratar por separado las funciones
pares y las impares. Hdagalo introduciendo un parametro cuyo valor sea 1 6 0, dependiendo de que las
funciones de onda sean pares o impares. Calcule los dos valores propios mas bajos del Hamiltoniano
usando las primeras 16 funciones pares de la particula en la caja. Repita ¢l célculo con las primeras 16
funciones impares. Compare los resultados con los obtenidos en el Problema 8.52.

8.54 Considere el problema unidimensional de una particula con V' = Vo(h?/mi®)z para 0 <z <[y
V = oo en cualquier otra parte. Modifique la solucién del Problema 8.52 para cstimar los cuatro valores
propios de la energia mas bajos para Vo = 200, usando los siguientes nimeros de funciones de base de la
particula en la caja: (a) 8; (b) 12. Repare en el aspecto que tienen las cuatro funciones de onda més bajas.
{Qué estados de la particula en la caja contribuyen significativamente al estado fundamental? ;Cudles
contribuyen al primer estado excitado?

8.55 Modifique la solucién del-Problema 8.52 para tratar el oscilador arménico unidimensional usando
funciones de base de la particula en la caja (pec). Recuerde que en la Seccién 4.4 vimos que, para F, < 5,
la funcién de onda podia considerarse nula fuera de la regién —5 < z, < 5, donde E, y z, vienen dados por
las Ecuaciones (4.83) y (4.84). Tomaremos por tanto las funciones de base pec de manera que se extiendan
desde desde —5 hasta +5, situando el centro de la “caja”en x, = 0. Puesto que la caja tiene una longitud
de 10 unidades en ., tenemos f; = (2/10)*/2 sen [jn(x, + 5)/10] para |z,| <5 y f; = 0 en cualquier otra
parte. Es nccesario revisar también los elementos de matriz de la energfa cinética y de la encrgia potencial.
Aumente el nimero de funciones de basc pec hasta que todos los valores de la energfa con F, < b sean
precisos hasta la tercera cifra decimal. Comprucbe cl aspecto de las tres funciones variacionales mas bajas.
. Qué funciones pec contribuyen mas al estado fundamental? ;Y al primer estado excitado?

8.56 Modifique la solucién del Problema 8.52 para aplicar las funciones de base pec al oscilador cudrtico
unidimensional con V = cz®. Utilice las pistas dadas en el Problema 8.55. Tome la “caja”de manera que
se extienda entre x, = —3.5 y 3.5, donde x, se obtuvo en el Problema 4.32. Aumente el mimero de
funciones de base pec hasta que los tres niveles de energia mds bajos permanezcan estables en la tercera
cifra decimal. Compare las tres energias mas bajas con las obtenidas usando el método de Numerov en
el Problema 4.32. Compruebe el aspecto de las tres funciones variacionales mas bajas. Repita ahora los
cédlculos con una caja que va desde z, = —4.5 hasta 4.5. jPara qué longitud de la caja obtenemos una
convergencia mas rapida hacia las energias exactas?

8.57 Aplique las funciones de base de la particula en la caja a la ecuacién radial del dtomo de hidrégeno
para estados con ! = 0. Recuerde que en la Seccién 6.9 expresamos el factor radial de la funcién de onda
del dtomo de hidrégeno como R(r) = r 'F(r), donde F(r) = 0 en r = 0. La funcién variacional en
este problema tendrd la forma ¢ = r ' F(r)Y;"(6,¢). Tome la funcién adimensional F,(r.) como una
combinacion lineal de 28 funciones de base pec, donde la caja va desde r, = 0 hasta 27, y r, se definié cn
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la Seccidn 6.9. Deduzca las expresiones de las integrales H;; y Sjr. Obtenga estimaciones para los tres
energias mas bajas con I = 0. Para la funcién variacional del estado fundamental, ;cudntas funciones de
base pec tienen un coeficiente superior a 0.17

8.58 ;Verdadero o falso? (a) La traspuesta de un vector columna es un vector fila. (b) La matriz
producto be de una vector fila b con n elementos por un vector columna ¢ con n elementos es un escalar.
(c) Los elementos diagonales de una matriz hermitica deben ser nimeros reales. (d) Los valores propios de
una matriz diagonal son iguales a los elementos diagonales. (e) Para una matriz cuadrada cuyos elementos
por debajo de la diagonal son todos cero, los valores propios son iguales a los elementos de la diagonal
principal. (Véase Problema 8.16.) (f) Todos los vectores columna no nulos con n elementos son vectores
propios de la matriz unidad de orden n. (g) Todas las combinaciones lineales no nulas de dos vectores
propios que corresponden al mismo valor propio de una matriz, son vectores propios de esa matriz. (h) El
cero no estd permitido como valor propio de una matriz. (i) Un vector columna nulo no estd permitido
como vector propio de una matriz. (j) Todas las matrices cuadradas tienen inversa. (k) Si AB = AC,
entonces B debe ser igual a C. (1) Si A es una matriz cuadrada de orden n y ¢ es un vector columna con
n elementos, entonces Ac es un vector columna con n elementos.
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Teoria de perturbaciones

INTRODUCCION

Discutimos ahora el segundo gran método de aproximacién mecanocudntico: la teoria de pertur-
baciones.

Supongamos que tenemos un sistema con un Hamiltoniano independiente del tiempo H , ¥ que
no podemos resolver la ecuacién de Schrédinger

Hipr, = Epipn (9.1)

para obtener las funciones propias y valores propios de los estados estacionarios enlazantes. Su-
pongamos también que el Hamiltoniano H es ligeramente diferente del Hamiltoniano H° de un
sistema cuya ecuacién de Schrodinger

oy = EQy) (9.2)
sabemos resolver. Un ejemplo es el oscilador anarmoénico unidimensional con el Hamiltoniano

- h? d2

que estd estrechamente relacionado con el Hamiltoniano del oscilador arménico, dado por

oo,
o2m dz? = 2

Si las constantes ¢ y d en la Ecuacién (9.3) son pequefias, es de esperar que las funciones propias
y los valores propios del oscilador anarménico sean muy parecidas a las del oscilador arménico.

Llamaremos al sistema con Hamiltoniano H° sistema sin perturbar. El sistema con Hamilto-
niano H es el sistema perturbado. La diferencia entre los dos Hamiltonianos es la perturbacidn,
H':

kx? (9.4)

H=H-H° (9.5)
H=H+H (9.6)*

(La prima no indica aqui diferenciacién.) Para el oscilador anarménico con el Hamiltoniano (9.3)
la perturbacién con respecto al oscilador arménico es H' = cx?® + da*.
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En la ecuacién de valores propios H %SP’ = B0 [Ecuacién (9.2)], () v ¥ son las
denominadas energia sin perturbar y funcién de onda sin perturbar del estado n. Si el Hamiltoniano
HO corresponde al oscilador arménico, dado por la Ecuacién (9.4), entonces E,(lo) es igual a (n +
%)hl/, donde n es un nimero entero no negativo. (Se usa n en lugar de v por coherencia con
la notacién de la teoria de perturbaciones.) Nétese que el superindice (% no se refiere al estado
fundamental. La teoria de perturbaciones puede aplicarse a cualquier estado. El subindice n
denota el estado que estamos tratando, y el superindice (¥ el sistema sin perturbar.

Nuestro objetivo es relacionar las funciones propias y valores propios desconocidos del sistema
perturbado con las funciones propias y valores propios conocidos del sistema sin perturbar. Para
llevar a cabo esta tarea, imaginaremos que la perturbacion se aplica gradualmente, produciendo
un cambio continuo desde el sistema sin perturbar al sistema perturbado. Matematicamente, esto
equivale a introducir un parametro A en el Hamiltoniano, de modo que

H=H+)\H' 9.7
Cuando A es cero, tenemos el sistema sin perturbar. Conforme aumenta A, la perturbacion crece,
yv en A = 1 la perturbacién se ha “aplicado” totalmente. Hemos introducido A por conveniencia
para relacionar las funciones propias perturbada y sin perturbar. Al final del tratamiento la
eliminaremos, tomando A = 1
En las Secciones 9.1 a la 9.8 consideraremos solamente Hamiltonianos independientes del tiempo
y estados estacionarios. En la Seccién 9.9 trataremos perturbaciones dependientes del tiempo.

TEORIA DE PERTURBACIONES NO DEGENERADA

Los tratamientos perturbativos de niveles de energia degenerados y no degenerados son diferentes.
En esta seccién cxaminaremos cl efecto de una perturbacién sobre un nivel no degenerado. Si algu-
nos de los niveles de energia del sistema sin perturbar son degenerados y otros son no degenerados,
el tratamiento desarrollado en esta seccién serd aplicable solamente a los niveles no degenerados.

Teoria de perturbaciones no degenerada. Sea w(no) la funcién de onda de un nivel deter-
minado no degenerado sin perturbar con energia E,(lo) . Sea v, la funeién de onda perturbada en

la que se convierte 1/)510) cuando se aplica la perturbacién. De acuerdo con las Ecuaciones (9.1) y
(9.7), la ecuacién de Schrodinger para el estado perturbado es

I:Id}n = (I:IO + }‘I:[,)wn = B¢, (98)

Puesto que el Hamiltoniano en esta ecuacién depende del pardmetro A, tanto las funciones propias
¥, como los valores propios F,, dependen también de A:

Y =tUn(Aq) vy En= En(’\)

donde ¢ denota las coordenadas del sistema. Desarrollemos ahora v, y E, en serie de Taylor de
potencias de A:

' 0, 0%, A2
= e : s 9.
Yn=wnheot G A S| @ (99
dE, LE,| X
N &on : A 1
E nh=o + —x A:0A+ | 2 + (9.10)
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Por hipétesis, cuando A tiende a cero, ¥, tiende a 7,/},(10) y E, tiende a E&O):

Yalrzo =¥ ¥ Enlx=o = EY) (9.11)
Introducimos las siguicntes abreviaturas:

1 8%y, 1 d*E,

Pk = = 7 E® — — , k=1,2,... (9.12)
" kL OXE |, k' odXk | g
Las Ecuaciones (9.9) y (9.10) se transforman en

o = Y5+ M)+ N o N (9.13)
E,=E9 4+ \EW £ N2ED ... L \kER) 4 (9.14)

Llamamos a 1/)7(1’“) vy a E,(,k) correcciones de orden k de la funcién de onda y de la energia, donde
k =1,2,3,... Supondremos que las series (9.13) y (9.14) convergen para A = 1, y cabe esperar
que, para una perturbacion pequena, sea suficiente con tomar los primeros términos de estas series
para obtener una buena aproximacién a la energia y a la funcién de onda exactas.

Tomaremos 1/},(?) de manera que esté normalizada: ( 510) |1/}»$L0 )) = 1. En lugar de la condicién de

normalizaciéon, a la funcion ¢, le impondremos que satisfaga

WD ln) =1 (9.15)
Si ¥, no cumple esta condicidn, entonces, multiplicindola por la constante 1/ <¢$10) |40}, obtenemos

una funcién de onda perturbada que si la cumple. La condicién (1/1,(,0)|¢n) = 1, denominada
normalizacidon intermedia, simplifica el desarrollo. Notese que la multiplicacién de 1, por una
constante no cambia la energia en la ecuacién de Schrodinger H Yn = Ep,, de modo que la
utilizacién de la normalizacién intermedia no afecta a los resultados para las correcciones de la
energia. St se desea, al final del calculo se puede multiplicar la funcién v, sujeta a la normalizacién
internmiedia, por una constante para normalizarla en el sentido usual.

Sustituyendo la Ecuacién (9.13) en 1 = <1/)£LO)[1/}7L> [Ecuacién (9.15)], obtenemos

L= @R + A0 + A2 @) + -
Puesto que esta ecuacién es vélida para todos los valores de A comprendidos entre 0 y 1, los
coeficientes de potencias similares de A a cada lado de la ecuacién deben ser iguales, como se
demostré a continuacién de la Ecuacién (4.13). Ignalando los coeficientes de A°, obtenemos 1 =

(1/)510) |1/),(10)), que se cumple al estar 7,/},(10) normalizada. Igualando los coeficientes de A!, de A%, y asi
sucesivamente, obtenemos

WPy =0, @) =0, et (9.16)
Como vemos, cuando se utiliza la normalizacién intermedia, las correcciones de la funcién de onda
son ortogonales a 1/}510). _
Sustituyendo las Ecuaciones (9.13) y (9.14) en la ecuacién de Schrodinger (9.8), obtenemos

(H + XY@ + M) + XD )
= (EQ + 2B + NEQD 4+ )@ + 200 + X0 + )
y agrupando los términos con potencias similares de A, nos queda
= EQu + MEQWD + EQyR) + NEQD + EQ ¢l + Q)+ (9.17)
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Asumiendo que las series convergen adecuadamente, para que cada una de las series que estan a
ambos lados de la Ecuacién (9.17) sean iguales para todos los valores de A, se ha de cumplir que
los coeficientes de potencias similares de A en ambas series sean iguales.

Igualando los coeficientes de los términos A°, obtenemos H %ﬁ?’ = Eﬁlo)wgbo), que es la ecuacion
de Schrédinger para el sistema sin perturbar (9.2), y que no nos aporta ninguna informacién nueva.
Igualando los coeficientes de los términos A!, obtenemos

)+ 00y = By + EQy()
HS) + Q) = EQUE — Hyt) (9.18)

Correccién de primer orden de la energia. Para determinar E,(ll), multiplicamos la Ecua-
ci6én (9.18) por 1/)52)* e integramos en todo el espacio. Obtenemos asf

(WO = EQ @) = B @R — i H ) ~(9.19)
donde hemos usado la notacién bracket [Ecuaciones (7.1) y (7.3)]. Utilizando también la propiedad

de hermiticidad (7.12) para el Hamiltoniano H?, tenemos que el primer término de la izquierda de
la Ecuacién (9.19) queda como sigue:

WWH L) = DI )Y = (O 1H )
= @WEQ ) = EQ (Do) = EQ W@ [w)) (9.20)
donde hemos usado la ecuacién de Schrédinger sin perturbar H 01/)§LO) = E,(lo)w;o), asi como la Ecua-

cién (7.4), v el hecho de que la energia Ef,?) sea real. Sustituyendo la Ecuacién (9.20) en la (9.19),

y usando la condicién de ortonormalidad (w,?)wﬁf’)) = d,un para las funciones no perturbadas,
obtenemos

(BQ) = ED) @) = EV6,,., — @OH ) (9.21)

Sim = n, el lado de la izquierda de la Ecuacién (9.21) es igual a cero, y esta ecuacién queda como
sigue:

B = W) = [0 Qs (9.22)*
La correccion de primer orden de la energia se obtiene promediando la perturbacion H' sobre las

correspondientes funciones de onda sin perturbar.
Haciendo A = 1 en la Ecuacién (9.14), tenemos

E,~E9+ED=F9 4 / PO {ypOdr (9.23)

EJEMPLO Para el oscilador anarménico cuyo Hamiltoniano viene dado por la Ecuacién (9.3), obtenga
E{V para ¢l estado fundamental, tomando como sistema sin perturbar el oscilador armdnico.
De acuerdo con las Ecuaciones (9.3) a (9.5), la perturbacién viene dada por

H =H-H"=c2® + do’
v la correccién de primer orden de la energia para el estado con nimero cudntico v viene dada, de acuerdo
con la Ecuacién (9.22), por EM = <¢5°>|c1-3 + da;4[z[)£0)), donde 1" es la funcién de onda del oscilador

arménico para el estado v. Para el estado fundamental v = 0, usando d}(()o) = (a/71')1/4e'c””2/2 [Ecuacién
(4.55)], obtenemos
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1/2
EW = (0cz® + da|p'?y = (W) / e (cz® + da)da

—az?®

La integral desde —oo hasta oo de la funcién impar cz’e es cero. Utilizando la integral (A.9) del

Apéndice con n = 2 y la Ecuacién (4.33) para a, nos queda

2
B = 2d v —az? 4 g 3d _ _ 3dh
=2 (7r> o € v do 40e? 64miv2m?2

Dado que la energia del estado estado fundamental sin perturbar es E(()O) = %hu, tenemos entonces que
ESY + E{Y = Lhv + 3dh? /6an*v>m?.

Correccién de primer orden de la funcién de onda. Para m # n, la Ecuacién (9.21)
queda como sigue

(EQ) - EON QD) = —OE[w),  m#n (9.24)

Para obtener d)w, desarrollamos esta funcién en términos del conjunto ortogonal completo
formado por las funciones propias sin perturbar 1/)5,?) del operador hermitico H°

(D = Za ) donde a,, = (0]p(H) (9.25)

donde hemos usado la Ecuacién (7.41) para los coeficientes del desarrollo a,,. Identificando
(1/)5,?) |1/)§Ll)> con a,, en la Ecuacién (9.24), nos queda

(E® — EO)a,, = —@Q|H 40y,  donde m#n

Por hipétesis, el nivel E7(10) no estd degenerado, asi que E,(,?) # E,(LO) para m # n, y podemos dividir
(0) _ g(0) .
por (En’ — Ey’) para obtener

©) | F/1,,(0)
_ m [ H'fpn) m#n (9.26)
EY - EG)

Todos los coeficientes a,, del desarrollo (9.25) de 1/}%1) se calculan usando la Ecuacién (9.26),

. . 0
salvo el coeﬁ(:lente an, correspondiente a ’l/)% )

. La segunda de las Ecuaciones (9.25) nos dice que

(1/ \1/) ) Recordemos que la eleccién de la condicién de normahza(‘ion intermedia para
z/)n hace que (¢} )|1/)£,,1)> = 0 [Ecuacién (9.16)]. Por tanto, a, = W |1/) ) , ¥ las Ecuaciones
(9.25) y (9.26) proporcionan la siguiente expresion para la correccién de primer orden de la funcién

de onda

© 710
> <¢ . IH WO> ¥ (9.27)

m
m#n m

P =

El simbolo Zmin significa que la suma se extiende sobre todos los estados sin perturbar, salvo el
estado n.

Haciendo A = 1 en la Ecuacién (9.13) y usando solamente la correccién de primer orden de la
funcién de onda, obtenemos como aproximacion a la funcién de onda perturbada

(0) (0)
0) (¢'m |H |1/’ ) (0)
+ > SONUN (0 (9.28)

m#£n
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(Para la correccion 1/122) y la normalizacién de @, véase Kemble, Capitulo XI.)

Correccién de segundo orden de la energia. Igualando los coeficientes de los términos \*
de la Ecuacién (9.17), obtenemos

o9 - EQyE) = EQ ) + EQyl) — Ayl (9.29)
y multiplicando esta ecuacién por 1/4,?)* e integrando en todo el espacio, nos queda
WNE WD) = EQ@W10E) = EQ @) + EQ @O0 — QA1) (9.30)

La integral (1/}5,?)[17?0[1/1(2 ) aqui es la misma que la integral de la Ecuacién (9.20), salvo que z/)ﬁ,l)
estd reemplazada por 1/Jn %) Cambiando 1/) por (/J(Z) en (9.20), obtenemos

WOH W@y = BO () (9.31)

Utilizacién ahora la Ecuacién (9.31) y la condicion de ortonormalidad de las funciones sin perturbar
en la Ecuacién (9.30), nos queda

(BQ) = B Q) = BD6,, + B @G w0 — wOH 104 (9.32)
Para m = n el lado de la izquierda de la Ecuacién (9.32) es ccro, y obtenemos

B = —EQ@Q w0 + @A )

B = QWD) (9.33)
va que (z/z l piH ) = 0 [Ecuacién (9.16)]. Notese que, segin la Ecuacion (9.33), para determinar
la correcciéon de segundo orden de la energia sélo hemos de conocer la correccién de primer orden
de la funcién de onda. De hecho, puede demostrarse que conociendo 1/)21) se puede determinar
también E,(f) . En general, puede demostrarse que conociendo las correcciones de las funciones de

onda de hasta k-ésimo orden, pueden determinarse las correcciones de la energia de hasta 2k + 1
orden (véase Bates, Vol. 1. pag. 184).

Sustituyendo la Ecuacién (9.27) para 7,/),(1,1) en la Ecuacién (9.33), nos queda

3 W |7 |¢‘°)>

(2) _
B = E(,?) _

n

WO1H [0 D) (9.34)

m#n

va que los coeficientes a,, [Ecuacién (9.26)] son constantes que pueden salir fuera de al integral.
Como H' es hermitico, tenemos

W OV E [ O (O [0y = (O | Oy (O | Oy
= (@O H [ )

(0)|H |L/)(O)>|
E(T[L)) E(U)

E® = Z (o [H'[¢57)7

m#n

(9.35)

que es la expresién paId, E %) en términos de las energias y las funciones de onda sin perturbar.

La inclusién de En en la Ecuacién (9.14) con A = 1, da como energia aproximada para el
estado perturbado
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(9.36)

donde las integrales incluyen las funciones de onda normalizadas sin perturbar.

Para las férmulas correspondientes a las correcciones de la energia de 6rdenes mas elevados,
véase Bates, Volumen I, piginas 181-185. (La forma de la teoria de perturbaciones desarrollada
en esta seccion, se conoce como teoria de perturbaciones de Rayleigh-Schridinger; existen otros
desarrollos.)

Discusién. La Ecuacién (9.28) muestra que el efecto que produce la perturbacién sobre la

funcién de onda 1/1(0) es “mezclar” contribuciones de otros estados UJSS,) con m # n. Debido al
factor 1/ (En - BV ), las contribuciones méas importantes (aparte de la de 1/)%0)) a la funcién de

onda perturbada provienen de los estados con energias mas préximas a la del estado n.

Para calcular la correccion de primer orden de la energia, sélo tenemos que evaluar la integral
H] ., mientras que para calcular la correccién de segundo orden de la energia, hemos de evaluar los
elementos de matriz de H' entre el estado n v los estados m restantes, y hacer entonces la suma
infinita que aparece en la Ecuacién (9.35). En muchos casos, es imposible calcular exactamente la
correccién de segundo orden de la energia. Las correcciones de tercer orden y érdenes superiores
de la energia son incluso mas dificiles de manejar.

Las sumas de las Ecuaciones (9.28) y (9.36) son sumas sobre diferentes estados mas que sobre
diferentes valores de energia. Si algunos niveles de energia {distintos del n-ésimo) son degenerados,
debemos incluir un término en la suma para cada funcién de onda linealmente independiente
correspondiente a los niveles degenerados.

La razén por la que la suma se extiende sobre los estados, en las Ecuaciones (9.28) y (9.36),
estd en que necesitamos un conjunto completo de funciones en el desarrollo (9.25), y hemos de
incluir, por tanto, todas las funciones de onda linealmente independientes. Si el problema sin
perturbar tiene funciones de onda del continuo (como, por ejemplo, en el dtomo de hidrégeno)
hemos de incluir también la integral sobre las funciones del continuo si queremos tener un conjunto
completo. Si ’l/)g)) representa una funcién de onda sin perturbar del continuo de energia F(9),
entonces las Ecuaciones (9.27) y (9.35) se transforman en

Hp, Hin 0) ;7(0)
P = $ (°>+/——’——-¢; dE
t A EY-EQ T ) BR -

’ 2 1 2
@ _ N _Hunl” [ Heal” p
E® = %: 20 5O +/E(3) ok (9.37)

donde Hp, ,, = (w“’) |A’ Iz/) ) Las integrales que aparecen en estas ecuaciones se extienden sobre
todo el rango de energias de estados del continuo (por ejemplo, de cero a infinito para el dtomo
de hidrégeno). La existencia de estados del continuo en el problema sin perturbar hace mas dificil

todavia la evaluacién de la correccion de segundo de la energia E,(l ),

El método variacional-perturbativo. Este método nos permite estimar de forma precisa
E® y correcciones perturbativas de la energia de érdenes més elevados para el estado fundamen-
tal del sistema, sin evaluar las sumas infinitas de la Ecuacién (9.36). El método se basa en la
desigualdad

(WH® = EOu) + (B — EQ 90y + @018 -~ EDu) > B (9.38)

donde u es cualquier funcién que sc comporte bien y que satisfaga las condiciones limite del sistema,
y el subindice f se refiere al estado fundamental. Para la demostracién de la Ecuacién (9.38) véase
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Hameka, Seccién 7-9. Tomando ¢ como una funcién de prueba con pardametros que podamos variar
para minimizar el lado de la izquierda de la Ecuacién (9.38), podemos estimar Ef,Q) . La funcién
u resulta ser una aproximacion a wél), la correccién de primer orden de la funcién de onda del
estado fundamental, de modo que u puede utilizarse también para estimar Eég). Pueden utilizarse

integrales variacionales similares para calcular correcciones de alto orden de la energia y de la
funcién de onda del estado fundamental.

TRATAMIENTO PERTURBATIVO DEL ESTADO FUNDAMENTAL DEL ATOMO DE
HELIO

El 4tomo de helio tiene dos electrones y un niicleo de carga +2e. Supondremos que el nicleo
estd en reposo (Seccién 6.6), y situaremos el origen del sistema de coordenadas en el micleo. Las
coordenadas de los electrones 1 vy 2 son (z1,y1,21) ¥ (22,42, 22); véase Figura 9.1. Si tomamos
la carga nuclear como + Ze, en lugar de -+2e, podemos tratar iones helioides como H™, Lit, Be?*.
El operador Hamiltoniano es '

2 2 12 12 2

i h Ze? 7 ,
7L v S v S L (9.39)

2me 1 T2 T12

donde m. es la masa del electrén, r; y ro son las distancias de los electrones 1 y 2 al nicleo, y 712
es la distancia del electrén 1 al 2. Los dos primeros términos son los operadores energia cinética
de los electrones [Ecuacién {3.48)]. Los términos tercero y cuarto son las energias potenciales de
atraccién entre los electrones y el nicleo. El dltimo término es la energia potencial de repulsién
interelectrénica [Ecuacidn (6.58)]. Nétese que la energia potencial de un sistema de particulas
interactuantes no puede escribirse como la suma de las energias de potencial de las particulas
individuales. La energia potencial es una propiedad del sistema como un todo.

La ecuacién de Schrodinger tiene seis variables independientes, una para cada electrén. En
coordenadas polares esféricas tenemos, ¥ = (r1, 01, 01,72, 02, d2).

El operador V? viene dado por la Ecuacién (6.6), reemplazando r, 8, ¢ por r1, 61, ¢;. La variable
12 es (21 —22)? + (11 —y2)° + (21 — 22)?]'/?, y usando las relaciones existentes entre las coordenadas
cartesianas y las polares esféricas, podemos expresar r12 en términos de ry, 81, ¢1,72,02, 2.

Debido al término 1/r12, la Ecuacién de Schrédinger para el helio no es separable en ningin
sistema de coordenadas, y hemos de emplear métodos aproximados. Para utilizar el método de
perturbaciones, separamos el Hamiltoniano (9.39) en dos partes, HO° y H', donde HY es el Hamil-

(X, ¥1,2)

(2 ¥2 22)

e

FIGURA 9.1 Distancias en el dtomo de helio.
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toniano de un problema resoluble de forma exacta. Si escogemos

. h2 Zel2 h2 Ze/?
0= _ 2 _ _ 2 _ A
2m. Vi 1 2me Vz o (9.40)

672

H=— 9.41
12 ( )

entonces H es la suma de los dos Hamiltonianos hidrogenoides, uno para cada electrén; es decir:

H°=H? + HY (9.42)
N B2 Ze? N B2 ., Ze?
H = - v? - HY =~ 2= A
1 Mo 1 Tl b 2 2me v2 ro (9 3)

El sistema sin perturbar es un 4&tomo de helio en el que los dos electrones no interaccionan. Aunque
este sistema no existe, ello no impide que lo utilicemos para aplicar la teoria de perturbaciones.
Como el Hamiltoniano sin perturbar (9.42) es la suma de los Hamiltonianos de dos particulas
independientes, podemos utilizar los resultados del método de separacion de variables dados por
las Ecuaciones (6.18) a (6.24), para concluir que las funciones de onda sin perturbar tienen la forma

O (ry, 01, ¢1,72,02, 82) = Fy(r1,01, 1) Fa(r2, 02, ¢2) (9.44)

y que las energias sin perturbar vienen dadas por
E® =E +E, (9.45)
HSF, =E,F,, H{F,=E,F, (9.46)

Puesto que H y HY son Hamiltonianos hidrogenoides, las soluciones de las Ecuaciones (9.46) son
las funciones propias y valores propios hidrogenoides. De la Ecuacién (6.94), tenemos

Z2 6/2 Z2 612
E=-2 % p=_-Z 47
! n? 2a9’ : nZ 2aq, (947)
1 1\ e? m=123...
EO — _z (_2 N _2> et ™ (9.48)
ny ns ) 2a, ne=1,2,3,...

donde ag es el radio de Bohr. La Ecuacién (9.48) da las energias de orden cero de los estados en
los que los dos electrones estan enlazados al nucleo. Tenemos también estados del continuo.

El nivel mas bajo tiene ny = 1 y no = 2, y su funcién de onda de orden cero es [Ecuacién
(6.104)]

3/2 3/2
0 _ L g —Zrij/ao , 1 é —Zrafag _
Pl = 7 (ao) e pyl e = 1s(1)1s(2) (9.49)

donde 1s5(1)1s(2) representa el producto de las funciones hidrogenoides 1s para los electrones 1
y 2, v el subindice indica que ambos electrones estdn en orbitales hidrogenoides 1s. (Nétese que
el procedimiento de asignar los electrones a los orbitales y de escribir la funcién de onda atémica
como producto de funciones orbitales de un electrén es una aprozimacién.) La energia de este
estado fundamental sin perturbar es

12
0 _ _y203 €
EQh = -2*@)5 (9.50)
La cantidad —e'”/2ag es la energia del estado fundamental del 4tomo de hidrégeno (suponiendo
que el micleo es infinitamente pesado,) y es igual a —13.606 eV [Ecunaciones (6.105) a (6.108)]. Si
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la masa del electrén en aqg se sustituye por la masa reducida para ‘He, la cantidad —e' /2a¢ toma
el valor —13.604 eV. Usaremos este numero para corregir parcialmente el movimiento nuclear en
el He. Para el helio, Z = 2, y la Ecuacién (9.50) proporciona —8(13.604 eV) = —108.83 eV:

EY), = —108.83 eV (9.51)

1s

i, Cémo se compara esta energia de orden cero con la energia exacta del estado fundamental
del helio? La primera energia de ionizacién experimental del He es 24.59 eV. La segunda energia
de ionizacién del He se puede calcular facilmente de forma tedrica, puesto que es la energia de
ionizacién del ion hidrogenoide Het, que es igual a 22(13.604 eV) = 54.42 eV. Si escogemos el cero
de energia como la del dtomo completamente ionizado [esta eleccién estd implicita en la Ecuacién
(9.39)], entonces la energia del estado fundamental del dtomo de helio es —(24.59 + 54.42) eV =
—79.01 eV. La energia de orden cero dada por la Ecuacién (9.51) tiene, pues, un error del 38%.
Era de esperar un error tan grande, ya que el término perturbativo e’ 2 /T12 10 es pequeflo.

El siguiente paso es calcular la correccién de primer orden de la energia. El estado fundamental
sin perturbar no estd degenerado, y tenemos

B = (O | [y®)

Z6 12 2w 2w
1) _ / / / / / / -2271/a0€-2172/a0 7" hene
7T 040

x 73 sen Oydr dr,df,df,dg,do, (9.52)

El diferencial de volumen para este problema de dos electrones contiene las coordenadas de los dos
electrones: dr = dridr;. La evaluacién de la integral puede omitirse si se desea, y seguir leyendo
a partir de la Ecuacién (9.55).

Para evaluar la integral de la Ecuacién (9.52), usamos un desarrollo de 1/r12 en términos de los
arménicos esféricos. Puede demostrarse que (véase Eyring, Walter y Kimball, pag. 369)

_L:Z Z LI l+1 Y7 (61,80)]" Y7 (02, ¢2) (9.53)

donde r. significa la mas pequefia de las variables r1, y 72 y > la mayor de estas variables. Sustitu-
yendo la Ecuacién (9.53) en la (9.52) y multiplicando y dividiendo por Y (Y®)* = 1/4n, obtenemos

16Z6 72 oo Tl
E(l) / / -2Z'r1/a0 —2Z'r2/a,0 < d d
ag 1:0 i 2’+1 e rirydrydry

27 T
x /0 /O (Y781, 601 Y361, 61) sen 6, b, do,

2m ™
X / / [Yg (02, ¢2)]*len (02, ¢2) sen 02 d02 d¢2
0 Q

Usando aquf la condicién de ortonormalidad de los arménicos esféricos [Ecuacién (7.27)], nos queda

12 o0

16Z
ED ~ € Z Z 2l+1/ / (++)dridr2di,06m,068000m.0

Las deltas de Kronecker hacen que se anulen todos los términos salvo aquél para el que m = 0 =1,
de forma que
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2 oo oo
16Z°%¢’ - - I .
E(l) = e ZZT'I/aoe 2Zrafag b ’I'f’f'g d’f'l (17'2
a T
0 0 0 >

Si integramos primero sobre rq, entonces en el intervalo 0 < r; < ra, tenemos rs = r3, y en ¢l intervalo
2 < 71 < 00, tenemos rs = ry. Asi,

6 12 oo ro 2 00 2

1 16Z% —2Z 2 —2Zr 1 —-22Zr ™
EM = — e TQ/GOTQ e ”/“O—drl + e 71/“0—dr1 dry

ag 0 0 T2 T2 1

16Z6 12 oo g /a 7o 3 .
EW = 706 / e~ 27r2laoy, / e 24m/ orfdry ) dry
ag 0 0

16Z%° [ _szri/a e
+ 766/ e 24r2/00,2 (/ p24m/a0, drl)dr-z (9.54)
0 )

ag

Usando las integrales indefinidas (A.5) y (A.6) del Apéndice, podemos evaluar las integrales sobre rq
para obtener integrales sobre ra, y estas iltimas se evalian usando la Ecuacién (A.7). El resultado es

I 2
g — 52 (e_) (9.55)
8 [¢20)

Recordando que %e’z/ao esigual a 13.604 eV cuando se usa la masa reducida del *He, y tomando

Z = 2, obtenemos para la correccién de primer orden de la energia del estado fundamental del
helio

EWM = X(13.604 eV) = 34.01 eV

Nuestra aproximacién a la energia total es ahora

E9 4 EW = _108.83 eV + 34.01 eV = —74.82 eV (9.56)

que, comparada con el valor experimental —79.01 eV, tiene un error de un 5.3%.

Para calcular la correccién de primer orden de la funcién de onda y las correcciones de la
energia de érdencs clevados, es necesario evaluar los elementos de matriz de 1/r1, entre el estado
fundamental sin perturbar y todos los estados excitados (incluyendo los del continuo), y realizar
a continuacion las sumas e integrales correspondientes. No se han podido cvaluar todavia direc-
tamente todas las contribuciones a E?). Nétese que ¢l efecto que produce (1) es mezclar en la
funcién de onda las contribuciones de otras configuraciones distintas de 1s%. Esto se llama inte-
raccion de configuraciones. La contribucién mas grande a la funcién de onda exacta del estado
fundamental del helio es la que proviene de la configuracién 1s%, que es la funcién de onda (de
orden cero) sin perturbar.

La correccién E?) para el estado fundamental del dtomo de helio se ha calculado usando cl
método variacional-perturbativo, [Ecuacién (9.38)]. Scherr y Knight utilizaron funciones de prueba
con 100 términos para obtener aproximaciones muy precisas de las correcciones de la funcién de
onda de hasta sexto orden, y con ellas aproximaciones de las correcciones de la energia de hasta
orden 13 [C.W. Scherr y R.E. Knight, Rev. Mod. Phys., 35, 436 (1963)]. Para calculos de
correcciones de la energia de hasta orden 21, véase J. Midtal, Phys. Rev., 138, A1010 (1965)]. La
correccién de segundo orden E(?) resulta ser igual a —4.29 eV, y la de tercer orden E®) es igual a
+0.12 eV. Hasta tercer orden pues, la energia del estado fundamental tiene el valor

E~-10883 eV +34.01 eV —4.29eV +0.12 eV = —-7899 eV

que estd muy préximo al experimental —79.01 eV. Scherr y Knight obtuvieron una energia pa-
ra cl estado fundamental del dtomo de helio de —2.90372433(e”” /ag) incluyendo correcciones de
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hasta orden 13, valor tan bueno como —2.90372438(e’* /ao), obtenido usando calculos puramente
variacionales como los que se describen en la seccién siguiente.

TRATAMIENTOS DE VARIACIONES DEL ESTADO FUNDAMENTAL DEL HELIO

En la seccién anterior, hemos escrito el Hamiltoniano del 4tomo de helio de la forma H = H°+ H',
donde la funcién propia para el estado fundamental 1/)5(]0) de H® es la dada por la Ecuacién (9.49).
. Qué ocurre si usamos la funcién de onda del estado fundamental del tratamiento perturbativo 1/150)
como funcién variacional de prueba en la integral variacional? La integral variacional (qﬁ][-:l ¢y =
(¢|H @) se convierte entonces en

(¢lH10) = @DIH® + B ) = @D HYD + B D) |
= WPIEPYD) + @I ) = EY + B (9.57)

puesto que ﬂl/)éo) = Eéo (¥ (O)Iw(o)) =1,y Egl) (1/1g0)|H |1/1§0)) [Ecuacion (9.22)]. La utilizacion
de wgo’ como funcién variacional proporciona el mismo resultado para la energia que la teoria de
perturbaciones de primer orden.

Consideremos ahora funciones variacionales para el estado fundamental del atomo de helio. Si
usasemos w{(}o) [Ecuacion (9.49)] como funcién de prueba, obtendriamos el resultado perturbativo
de primer orden, —74.82 eV. Para mejorar este resultado, introducimos un pardmetro variacional
en la funcién (9.49). Probamos con la funcién normalizada

3
¢ _ l (i) e_grl/aoe—(rz/ao (9.58)

™ \ Qo

que se obtiene a partir de la Ecuacion (9.49) reemplazando el nimero atémico correcto Z por un
parametro variacional ( (zeta). El pardmetro ¢ tiene una interpretacién fisica sencilla. Puesto
que un electrén tiende a apantallar a otro frente al nicleo, cada electrén estd sometido a una
carga nuclear efectiva algo menor que la carga nuclear total Z. Si un electrén estuviera totalmente
apantallado por el otro, tendriamos una carga nuclear efectiva de valor Z — 1. Puesto que ambos
electrones estan en el mismo orbital, cada uno de ellos apantalla parcialmente al otro, por lo que
es de esperar que ( esté comprendida entre Z — 1y Z.

Vamos a evaluar ahora la integral variacional. Para agilizar el calculo, reescribimos el Hamil-
toniano del helio dado por la Ecuacién (9.39) como

hz 2 CCI2 h? 5 46,2 612 6/2 6/2

H= V2—; +(<—Z)F+(C—Z)E+E (9.59)

2m, ! 1 2m,

donde hemos sumado y restado términos dependientes de . Los términos entre corchetes en la
Ecuacién (9.78) son la suma de dos Hamiltonianos hidrogenoides con carga nuclear (. Ademds, la
funcién de prueba (9.58) es el producto de dos funciones 1s hidrogenoides de carga nuclear {. Por
tanto, cuando los términos del Hamiltoniano mencionados anteriormente operen sobre ¢, tendremos
una ecuacién de valores propios cuyo valor propio serd la suma de dos energias hidrogenoides 1s
de carga nuclear (:

[— s \ Ce? B V2 — ﬁ} ¢ = —C2(2) < ¢ (9.60)

2m, ! 1 2m, T 2a0
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Usando las Ecuaciones (9.59) vy (9.60), tenemos

12 gk
/¢*I§r¢ dr =— g2e—/¢*¢ dr+ (¢ — Z)e'2/ Ll dr
ap T1

+(¢C - Z)e? / %29 dr + ¢ / % dr (9.61)

Sea fi un orbital hidrogenoide 1s normalizado de carga nuclear { ocupado por el electrén 1,y
sea fa el mismo orbital hidrogenoide ocupado por el electrén 2:

1 C 302 —{r1/a 1 C 82 —¢ [
f1:m<_> el h=Ele) (9.62)

ag ap

Notando que ¢ = f; f» evaluamos las integrales que aparecen en la Ecuacién (9.61):

/¢*¢d7://f;f;f1f2dﬁd72:/f;fldTl/fngdTQ:1

¢;¢ /flfld /fzfzdn_/flfld

. 1 3 2
¢ C / —247‘1/"0 1 dTl/ sen91d91/ do) = £
T ad Jo T 0 0 @0

donde hemos usado la integral (A.7) del Apéndice. También se obtiene

:/%dw:/ﬁfldﬁ:i
T2 1 Qg

ya que no importa que utilicemos los nidmeros 1 y 2 para las variables mudas de la integral
definida. Finalmente, hemos de evaluar e’ f(¢*@/r12)dr. Esta integral es la misma que aparece
en el tratamiento perturbativo, dada por la Ecuacion (9.52), salvo que Z esta reemplazada por (.
Por tanto, segin la Ecuacién (9.55), tenemos

o6 e
L dr =

9.63
12 8a0 ( )
La integral variacional (9.61) viene dada, por tanto, por la expresién
R . 612
[ o frodr = (¢ - 22¢+ 0% (9.64)
0

Como comprobacién, si tomamos ( = Z en esta ecuacién, obtenemos el resultado de la teoria de
perturbaciones de primer orden; es decir, el dado por la suma de las Ecuaciones (9.50) y (9.55).
Variamos ahora ¢ para minimizar la integral variacional:
3/¢*ﬂ¢dr =(2¢-27 + é)ﬁ =0
5< 8 ag
(=Z-1 (9.65)

Como anticipamos, la carga nuclear efectiva estd comprendida entre Z y Z — 1. Usando las
Ecuaciones (9.65) y (9.64) nos queda

€/2 12

/¢ Hpdr = (-2°+ 37 - 2 - ——(z-Ep (9.66)
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Tomando Z = 2, obtenemos como aproximacion a la energia del estado fundamental del helio
(—27/16)%'* Jag = —(729/256)2(13.604 eV) = —77.48 eV, comparada con el valor exacto de —79.01
eV. La utilizacién de ¢ en lugar de Z reduce el error desde el 5.3% hasta el 1.9%. De acuerdo
con el teorema de variaciones, la energia exacta del estado fundamental es menor que la integral
variacional.

;. Cémo podemos mejorar nuestro resultado variacional? Podriamos tomar una funciéon que
tuviera la forma general de la Ecuacién (9.58); es decir, un producto de dos funciones, una para
cada electrén:

¢ = u(l)u(2) (9.67)

v probar con una gran variedad de funciones u, en lugar de la exponenciales sencillas utilizadas en
la Ecuacién (9.68). En la Seccién 11.1, se discutird un procedimiento sistemético para encontrar la
funcién u que da el valor méas bajo de la integral variacional. Este procedimiento muestra que para
la mejor eleccién posible de u en la Ecuacidn (9.67), la integral variacional da un valor de —77.86 eV,
que todavia tiene un error del 1.4%. Podriamos preguntarnos por qué la funcién variacional (9.67)
no da la energia cxacta del estado fundamental, con independencia de la forma que escojamos para
u. La respuesta es que cuando escribimos la funcién de prueba como el producto de dos funciones
separadas, una para cada electrén, estamos haciendo una aproximacion. Debido al térinino e’ 2 /710
del Hamiltoniano, la ecuacién de Schrédinger para el helio no es separable, y la funcién de onda
exacta del estado fundamental no puede escribirse como el producto de funciones separadas para
cada electrén. Para llegar a la energia exacta del estado fundamental, debemos ir mas alla de la
funcién de tipo producto dada por la Ecuacién (9.67).

El modelo de Bohr dio las energias correctas para el atomo de hidrégeno, pero fracasé al
aplicarlo al helio. Asi pues, en los comienzos de la mecédnica cudntica fue importante demostrar
que la nueva teoria podia dar un tratamiento preciso del helio. El trabajo pionero sobre el estado
fundainental del helio fue realizado por Hylleraas entre los afios 1928 a 1930. Para permitir que
el movimiento de un electrén afectase al del otro, Hylleraas utilizé funciones variacionales que
contenian la distancia intcrelectrénica r12. Una de las funciones que usé es

¢ = N[eCri/aoe=Cra/oo(1 4 pry,)] (9.68)

donde N cs la constante de normalizacién, y ( y b son parametros variacionales. Como

2 = [(z2 —21)* + (y2 — 1) + (20 — 21)2]1/2 (9.69)

la funcién (9.68) es superior a la forma de producto (9.67). La minimizacién de la integral variacio-
nal con respecto a los pardmetros, proporciona los valores { = 1.849 v b = 0.364/a,, y una energia
para el estado fundamental de —78.7 eV, con un error de 0.3 eV. El término 1 + bris hace que
la funcién de onda sea mayor para valores grandes de 72, como debe ocurrir, ya que la repulsién
entre los electrones hace energéticamente més favorable que se mantengan alejados. Utilizando
una funcién de prueba mas complicada de seis términos que contiene 115, Hylleraas obtuvo una
energia solamente 0.01 eV superior a la energia exacta del estado fundamental.

El trabajo de Hylleras ha sido ampliado por otros autores. Usando una funcién variacional de
1078 términos, Pekeris obtuvo una energia para el estado fundamental de —2.903724375(8’2/(10)
[C.L. Pekeris, Phys. Rewv., 115, 1216 (1959)]. Incluyendo correcciones relativistas y correcciones
del movimiento nuclear, esto da para la energia de ionizacién E; del dtomo de helio el valor E;/hc =
198310.69 cm !, comparado con el experimental exacto de 198310.76 + 0.02 cm!. Frankowski
y Pekeris mejoraron todavia mas el resultado de Pekeris empleando una funcién variacional maés
precisa, con la que obtuvieron el valor —2.9037437703(6’2 /ag), que se piensa que tiene un error
de solamente 107116’2/0,0 con respecto a la energia no relativista correcta [K. Frankowski y C.L.
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Pekeris, Phys. Rev., 146, 46 (1966)]. Drake y Yang utilizaron funciones variacionales lineales que
contienen ryg, para calcular la energia del estado fundamental y las de muchos estados excitados de
He, que son supuestamente precisos en una parte en 10'* o mas [G.W.F. Drake y Z.C. Yang, Chem.
Phys. Lett., 229, 486 (1994); Phys. Rev. A, 46, 2378 (1992)]. Estos autores calcularon también de
un modo similar energias variacionales de Li para el estado fundammental, y los dos primeros estados
excitados con una precisién de una parte en 10% o més [Z.C. Yan y G.W.F. Drake, Phys. Rev.
A, 52, 3711 (1995)]. Sumando las correcciones del movimiento nuclear y la relativista, Drake y
Yang obtuvieron una buena concordancia entre las frecuencias de las transiciones espectroscépicas
experimental y calculada de He y Li. Los calculos variacionales con funciones que incluyen r;;
son mucho mas dificiles para atomos polielectrénicos, debido al gran ndmero de términos y a la
dificultad de las integrales que hay que resolver.

TEORIA DE PERTURBACIONES PARA NIVELES DE ENERGIA DEGENERADOS

Consideremos ahora el tratamiento perturbativo de un nivel de energia cuyo grado de degeneracién
es d. Tenemos d funciones de onda linealmente independientes sin perturbar, correspondientes
al nivel degenerado. Utilizaremos los indices  1,2,...,d para representar los estados del nivel
degenerado, sin que ello signifique que éstos son necesariamente los estados mas bajos. La ecuacion
de Schrodinger sin perturbar es

A% = EQ g (9.70)
con
E(IO) — E(ZO) — .= E(a[t)) (9.71)
El problema perturbado es
Hy, = Epiy, (9.72)
H=H"+\H' (9.73)

Conforme X tiende a cero, los valores propios de la Ecuacion (9.72) tienden a los valores propios
de la (9.70). Tenemos, por tanto, que limy_,o E,, = ,(10). En la Figura 9.2, se ilustra este hecho para
un sistema hipotético con seis estados y un nivel sin perturbar triplemente degenerado. Nétese que
lo que hace la pe