- ba+130

12a 7 X mn

3ab—3b%

(x—2b)(2x+a)
ot o = : — =2
Ux—3a

(x—a)(a—20+x) =

x+m n+x

— -

x—n m+x
x(2x48b)(x+b)

[

ala
pirateria que nos
dana a todos

GRUPO
EDITORIAL

PATRIA
iExige con esta edicion tu CD-ROM!



CODIGO DE ACCESO:
GEP-AB2012-LG




Namero y forma son los pilares sobre los cuales se ha construido el enorme
edificio de la Matematica. Sobre aquél se erigieron la Aritmética y el Algebra;
sobre éste, la Geometria y la Trigonometria. En plena Edad Moderna, ambos
pilares se unifican en maravillosa simbiosis para sentar la base del anélisis.
Del nimero —en su forma concreta y particular— surgio la Aritmética, pri-
mera etapa en la historia de la Matematica. Mas tarde, cuando el hombre
domind el concepto de numero y lo hizd de manera abstracta y general, dio
un paso adelante en el desarrollo del pensamiento matematico, asi nacio el
Algebra.

Los griegos han dejado una estela maravillosa de su singular ingenio en casi
todas las manifestaciones culturales. De manera que en las formas concretas
lograron elaborar un insuperable plastica y en las formas puras nos legaron
las corrientes perennes de su filosofia y las bases teoricas de la Matemati-
ca ulterior. Nuestra cultura y civilizacion son una constante recurrencia a lo
griego. Por ello, no podemaos ignorar la contribucion de los pueblos helénicos
al desarrollo de la Matematica. El cuerpo de las doctrinas matematicas que
establecieron los griegos tiene sus aristas mas sobresalientes en Euclides,
Arquimedes y Diafano.

Con Arquimedes —hombre griego— se inicia la lista de matematicos mo-
dernos. Hierdn, rey de Siracusa, ante la amenaza de las tropas romanas a las
ordenes de Marcelo, solicita a Arquimedes llevar a cabo la aplicacion de esta
ciencia. De manera que él disefia y prepara los artefactos de guerra que de-
tienen por tres afios al impetuoso general romano. En la guarda se puede ob-
servar cOmo las enormes piedras de mas de un cuarto de tonelada de peso,
lanzadas por catapultas, rechazaban a los ejércitos romanos y como los
espejos ustorios convenientemente dispuestos incendian la poderosa flota.
Al caer Megara y verse blogueado, Siracusa se rinde (212 a. C.). Marcelo,
asombrado ante el saber de quien casi lo habia puesto en fuga con sus
ingeniosidades, requiere su presencia. Ante la negacion de Arquimedes de
prestar sus servicios al soberbio general vencedor de su Patria, un soldado
romano le da muerte con su espada.

Nuestra portada

A los arabes se debe el desarrollo de una de las mas importantes ramas de la Matematica: el
Algebra. Al-Juarismi, el mas grande matematico musulman, dio forma a esta disciplina, la cual
después iba a ser clasica. Nacio en la ciudad persa de Huwarizmi, hoy Khiwa, a fines del siglo
vii. Murio hacia el 844 (230 de la Hégira). En la biblioteca del califa Al-Mamun compuso en el
825 (210 de la Hégira) su obra Kitab al-muhtasar fi hisab al-gabr wa-al-mugabala”, de la que
se deriva el nombre de esta ciencia. Al-gabr significa ecuacion o restauracion, al-mugabala son
términos que hay que agregar o quitar para que la igualdad no se altere. Por esto, en rigor, el

Algebra no es mas que una teoria de las ecuaciones.
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Dr. Aurelio Baldor (breve semblanza)

Aurelio Baldor nacid en La Habana, Cuba, el 22 de octubre de 1906. Fue un gran hombre dedicado a la
educacion y la ensefianza de las matematicas. En su tierra natal fue el fundador y director del Colegio
Baldor durante las décadas de los afos cuarenta y cincuenta. Tras el establecimiento del gobierno de
Fidel Castro, en 1960 se traslado junto con su familia a México y, finalmente, a Estados Unidos, don-
de vivio en las ciudades de Nueva Orleans y Nueva York, lugar en el que impartio clases de matemati-
cas. Fallecio en la ciudad de Miami el 3 de abril de 1978.

Introduccion

Es una gran satisfaccion para nosotros participar en esta nueva edicion del libro mas importante en
ensefianza del dlgebra en idioma espariol, Algebra de Baldor.

Realizar la nueva edicion de un libro tan conocido y exitoso ha sido a la vez un reto y un gran gozo
para nosotros. Las opiniones para tomar muchas de las decisiones que se hicieron en esta edicion
provinieron de gente experta en el tema, asi como la pedagogia, la edicion y el disefo.

Antes de hacer cualquier modificacion nos dimos a la tarea de indagar por qué ha sido tan exitoso
este libro y conocer de forma detallada sus virtudes, que son muchas, por ello estamos manteniendo
y destacando las mismas, para garantizar a los estudiantes y profesores la gran calidad autoral de
Aurelio Baldor y la experiencia de Grupo Editorial Patria.

Por otra parte, haciendo eco a las sugerencias que nos hicieron preparamos esta edicion que entre
sus caracteristicas importantes incluye:

. La revision exhaustiva del contenido técnico y por ello, por mencionar algunos aspectos, se actua-
lizaron las definiciones de funcion, exponente y los ejemplos y ejercicios, en particular tomando
en cuenta el lenguaje moderno y la actualizacion de terminologia, tipos de cambio y monedas
utilizadas en Latinoamérica.

Il. En cuanto a la pedagogia y el disefio, se revaloro la importancia de las secciones y temas asi
como de la forma en que la edicion anterior presenta la informacion a los estudiantes. Como
resultado, en esta edicion presentamos un disefio moderno y atractivo en el que incluimos nuevos
graficos e ilustraciones que facilitaran su comprension.

1. Un aspecto moderno y especialmente (til es la adicion de un CD disefiado para ser un gran apoyo
para los alumnos y profesores en el proceso de ensenanza y aprendizaje del tema. Este CD no
sustituye al libro o al profesor, pues su uso estd ligado al libro a través de las secciones que lo
integran y es un obsequio que para su uso requiere que el lector se registre inicialmente a través
de nuestra pagina de Internet asi como su equipo, y después de ello no requiere estar conectado
ya que se le enviara un password a todos los compradores de nuestra edicion.

El CD requiere de gran interactividad con el alumno y se compone de:

Videos con las aplicaciones del Algebra a la vida cotidiana.

Claros y dtiles ejemplos paso a paso, que los alumnos podran repetir un sinnimero de veces.
Banco con cientos de ejercicios y secciones con datos de interés.

Una seccion de autoevaluacion por tema en la que se podra ejercitar el avance y conocimiento
adquirido; este material se puede imprimir y enviar a través de Internet a los profesores o
correos marcados.

e. Herramientas como glosario de términos clave y otras mas.

ecow

Esperamos que te guste esta edicion tanto como a nosotros,

Los editores



Nota de los editores a la primera edicion

Para responder a la gentil deferencia que han tenido con esta obra los profesores y alum-
nos de América Latina, hemos introducido, en la presente edicion, una serie de mejoras
que tienden a que este libro sea mas eficaz e interesante.

Hemos procurado que la presentacion constituya por si sola una poderosa fuente
de motivacion para el trabajo escolar. El contenido ha sido cuidadosamente revisado y se
han introducido diversos cuadros y tablas para un aprendizaje mas vital y efectivo. El uso
del color, en su doble aspecto estético y funcional, hace de esta obra, sin lugar a dudas,
el Algebra méas pedagdgica y novedosa de las publicadas hasta hoy en idioma espariol.

Los editores estimamos oportuno introducir algunos anadidos que contribuyan a
completar el contenido de los programas vigentes. Tales anadidos son, por citar s6lo
algunos, las notas sobre el concepto de numero; nota sobre las cantidades complejas e
imaginarias y el cuadro de los tipos basicos de descomposicion factorial.

Esperamos que el profesorado de Hispanoamérica sepa aquilatar el ingente esfuer-
20 rendido por todos los técnicos que han intervenido en la confeccion de esta obra.
S6lo nos queda reiterar nuestro mas profundo agradecimiento por la acogida que le han
dispensado siempre.

Los editores

Con acendrada devocion y justo orgullo, dedico este esfuerzo edi-
torial, a la inolvidable memoria de mi madre, Profesora Ana Luisa
Serrano y Poncet, que fuera Presidenta de esta Empresa de 1921
a 1926.

Dr. José A. Lopez Serrano



Concepto de nimero en los pueblos primitivos (25000-  poseian; asi surgié la Aritmética. El origen del Algebra fue pos-
5000 a. C.). Medir y contar fueron las primeras actividades  terior. Pasaron cientos de siglos para que el hombre alcanzara
matematicas del hombre primitivo. Haciendo marcas en los  un concepto abstracto del nimero, base indispensable para la
troncos de los arboles lograban, estos primeros pueblos, la  formacion de la ciencia algebraica.
medicion del tiempo y el conteo del nimero de animales que

PRELIMINARES

ALGEBRA es la rama de la Matematica que estudia la cantidad considerada del modo mas
general posible.

CARACTER DEL ALGEBRA Y SU DIFERENCIA CON LA ARITMETICA

El concepto de la cantidad en Algebra es mucho més amplio que en Aritmética.

En Aritmética las cantidades se representan por nimeros y éstos expresan valores deter-
minados. Asi, 20 expresa un solo valor: veinte; para expresar un valor mayor 0 menor que
éste habra que escribir un nimero distinto de 20.

En Algebra, para lograr la generalizacion, las cantidades se representan por medio de
letras, las cuales pueden representar todos los valores. Asi, a representa el valor que noso-
tros le asignemos, y por tanto puede representar 20 0 mas de 20 o0 menos de 20, a nuestra
eleccion, aunque conviene advertir que cuando en un problema asignamos a una letra un
valor determinado, ésta no puede representar, en el mismo problema, otro valor distinto del
que le hemos asignado.

NOTACION ALGEBRAICA

Los simbolos usados en Algebra para representar las cantidades son los nimeros y las
letras.

D
D



BALDOR ALGEBRA

Los nameros se emplean para representar cantidades conocidas y determinadas.

Las letras se emplean para representar toda clase de cantidades, ya sean conocidas o
desconocidas.

Las cantidades conocidas se expresan por las primeras letras del alfabeto: a, b, ¢, d, ...

Las cantidades desconocidas se representan por las (ltimas letras del alfabeto: u, v, w,
Xz

Una misma letra puede representar distintos valores diferenciandolos por medio de comi-
llas; por ejemplo: a’, a”, a’”, que se leen a prima, a segunda, a tercera, o también por medio
de subindices; por ejemplo: a,, a,, a,, que se leen a subuno, a subdds, a subtrés.

FORMULAS

Consecuencia de la generalizacion que implica la representacion de las cantidades por medio
de letras son las férmulas algebraicas.

Formula algebraica es la representacion, por medio de letras, de una regla o de un
principio general.

Asi, la Geometria ensefia que el area de un rectangulo es igual al producto de su base por
su altura; luego, llamando A al area del rectangulo, b a la base y h a la altura, la formula

A=bxh
representara de un modo general el drea de cualquier rectangulo, pues el area de un rectan-

gulo dado se obtendra con soélo sustituir b y i en la formula anterior por sus valores en el caso
dado. Asi, si la base de un rectangulo es 3 my su altura 2 m, su area sera:

A=bxh=3mx2m=6m?
El area de otro rectangulo cuya base fuera 8 my su altura 3% m seria:

A=b><h=8m><3%m=28m2(*)

SIGNOS DEL ALGEBRA
Los signos empleados en Algebra son de tres clases: signos de operacion, signos de relacion

y signos de agrupacion.

SIGNOS DE OPERACION

En Algebra se verifican con las cantidades las mismas operaciones que en Aritmética: suma,
resta, multiplicacion, division, elevacion a potencias y extraccion de raices, que se indican
con los signos siguientes:

) Enel capitulo Xviil, pagina 270, se estudia ampliamente todo lo relacionado con las formulas algebraicas.
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El signo de la suma es +, que Se lee mas. Asia + b se lee “amas b”.
El signo de la resta es —, que se lee menos. Asi, a — b se lee “a menos b”.

El signo de la multiplicacién es x, que se lee multiplicado por. Asi, a x b se lee “a
multiplicado por b”.

En lugar del signo x suele emplearse un punto entre los factores y también se indica la
multiplicacion colocando los factores entre paréntesis. Asi, a - by (a)(b) equivalen aa x b.

Entre factores literales o entre un factor numérico y uno literal el signo de multiplicacion
suele omitirse. Asi abc equivale aa x b x ¢; 5xy equivale a5 x x x J.

El signo de la divisién es =+, que se lee dividido entre. Asi, a + b se lee “a dividido entre
b”. También se indica la division separando el dividendo y el divisor por una raya horizontal.

Asi, % equivale am = n.

El signo de la elevacion a potencia es el exponente, que es un nimero pequefo coloca-
do arriba 'y a la derecha de una cantidad, el cual indica las veces que dicha cantidad, llamada
base, se toma como factor. Asi,

a® = aaa; b®= bbbbb

Cuando una letra no tiene exponente, su exponente es la unidad. Asi, a equivale a a';
mnx equivale am'n'x’.

El signo de raiz es  , llamado signo radical, y bajo este signo se coloca la cantidad a la
cual se le extrae la raiz. Asi, Ja equivale a raiz cuadrada de a, o sea, la cantidad que elevada
al cuadrado reproduce la cantidad a; 3/b equivale a raiz cibica de b, o sea la cantidad que
elevada al cubo reproduce la cantidad b.

COEFICIENTE

En el producto de dos factores, cualquiera de los factores es llamado coeficiente del otro
factor.

Asi, en el producto 3a el factor 3 es coeficiente del factor a e indica que el factor a se toma
como sumando tres veces, 0 sea 3a =a +a +a, en el producto 5b, el factor 5 es coeficiente
de b eindicaque 5b =b + b + b + b + b. Estos son coeficientes numéricos.

En el producto ab, el factor a es coeficiente del factor b, e indica que el factor b se toma
como sumando a veces, 0 seaab=b +b +b + b + ... + a veces. Este es un coeficiente
literal.

En el producto de mas de dos factores, uno o varios de ellos son el coeficiente de los
restantes. Asi, en el producto abcd, a es el coeficiente de bed,; ab es el coeficiente de cd; abe
es el coeficiente de d.

Cuando una cantidad no tiene coeficiente numérico, su coeficiente es la unidad. Asi, b
equivale a 1b; abc equivale a 1abc.
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SIGNOS DE RELACION

Se emplean estos signos para indicar la relacion que existe entre dos cantidades. Los prin-
cipales son:

=, que se lee igual a. Asi,a=>b se lee “aigual ab”.

>, que se lee mayor que. Asi, x + y > m se lee “x + y mayor que m”.
<, que se lee menor que. Asi, a < b + ¢ se lee “a menor que b + ¢”.

SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacion son: el paréntesis ordinario ( ), el paréntesis angular o corchete
[ 1, las llaves { } vy la barra o vinculo

Estos signos indican que la operacion colocada entre ellos debe efectuarse primero. Asi,
(@ + b)c indica que el resultado de la suma de a y b debe multiplicarse por ¢; [a — b]m indica
que la diferencia entre a y b debe multiplicarse por m; {a + b} + {¢ — d} indica que la suma
de a y b debe dividirse entre la diferenciade ¢ y d.

MODO DE RESOLVER LOS PROBLEMAS EN ARITMETICA Y ALGEBRA

Exponemos a continuacion un ejemplo para hacer notar la diferencia entre el método arit-
mético y el algebraico en la resolucion de problemas, fundado este dltimo en la notacion
algebraica y en la generalizacion que ésta implica.

Las edades de A y B suman 48 aiios. Si la edad de B es 5 veces la edad de A, équé
edad tiene cada uno?

METODO ARITMETICO
Edad de A mas edad de B = 48 anos.

Como la edad de B es 5 veces la edad de A, tendremos:

Edad de A mas 5 veces la edad de A = 48 anos.
0 sea, 6 veces la edad de A = 48 anos;

luego, Edad de A=8 afios R.
Edad de B = 8 afos x 5 =40 anos R.

METODO ALGEBRAICO
Como la edad de A es una cantidad desconocida la represento por x.

Sea Xx=edad de A
Entonces 5x = edad de B
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Como ambas edades suman 48 afios, tendremos:
X + 5x =48 anos
0 Sea, 6x = 48 anos

Si 6 veces x equivale a 48 anos, x valdra la sexta parte de

48 anos,
0 Sea, x=_8anos, edadde A R.
Entonces 5x = 8 afos x 5 =40 anos, edad de B R.

CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS

En Algebra, cuando se estudian cantidades que pueden tomarse en dos sentidos opuestos o
que son de condicién o de modo de ser opuestos, se expresa el sentido, condicion 0 modo
de ser (valor relativo) de la cantidad por medio de los signes + y —, anteponiendo el signo + a
las cantidades tomadas en un sentido determinado (cantidades positivas) y anteponiendo el
signo — a las cantidades tomadas en sentido opuesto al anterior (cantidades negativas).

Asi, el haber se designa con el signo + y las deudas con el signo —. Para expresar que
una persona tiene $100 de haber, diremos que tiene +$100, y para expresar que debe $100,
diremos que tiene —$100.

Los grados sobre cero del termometro se designan con el signo +y los grados bajo cero
con el signo —. Asi, para indicar que el termdmetro marca 10° sobre cero escribiremos +10°
y para indicar que marca 8° bajo cero escribiremos —8°.

El camino recorrido a la derecha o hacia arriba de un punto se designa con el signo + el
camino recorrido a la izquierda o hacia abajo de un punto se representa con el signo —. Asi, si
hemos recorrido 200 m a la derecha de un punto dado, diremos que hemos recorrido +200 m,
y si recorremos 300 m a la izquierda de un punto escribiremos —300 m.

El tiempo transcurrido después de Cristo se considera positivo y el tiempo transcurrido
antes de Cristo, negativo. Asi, +150 anos significa 150 afos d. C. y —78 afos significa 78
anos a. C.

En un poste introducido en el suelo, representamos con el signo + la porcion que se halla
del suelo hacia arriba y con el signo — la porcion que se halla del suelo hacia abajo. Asi, para
expresar que la longitud del poste que se halla del suelo hacia arriba mide 15 m, escribiremos
+15m, y si la porcion introducida en el suelo es de 8 m, escribiremos —8 m.

La latitud norte se designa con el signo + v |a latitud sur con el signo —; la longitud este
se considera positiva y la longitud oeste, negativa. Por lo tanto, un punto de la Tierra cuya
situacion geografica sea: +45° de longitud y —15° de latitud se hallara a 45° al este del primer
meridiano y a 15° bajo el Ecuador.

ELECCION DEL SENTIDO POSITIVO

La fijacion del sentido positive en cantidades que pueden tomarse en dos sentidos opuestos
es arbitraria, depende de nuestra voluntad; es decir, que podemos tomar como sentido posi-
tivo el que queramos; pero una vez fijado el sentido positivo, el sentido opuesto a éste sera
el negativo.
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Asi, si tomamos como sentido positivo el camino recorrido a la derecha de un punto,
el camino recorrido a la izquierda de ese punto sera negativo, pero nada nos impide tomar
como positivo el camino recorrido a la izquierda del punto y entonces el camino recorrido a
la derecha del punto seria negativo.

Asi, si sobre el segmento AB tomamos como positivo el sentido de A hacia B, el sentido
de B hacia A seria negativo, pero si fijamos como sentido positivo de B hacia A, el senti-
do de A hacia B seria negativo.

+ +
A B A B
_ _

No obstante, en la practica se aceptan generalmente los sentidos positivos de que se trato
en el nimero anterior.

CERO es la ausencia de cantidad. Asi, representar el estado econémico de una persona por
0 equivale a decir que no tiene haber ni deudas.

Las cantidades positivas son mayores que 0 y las negativas menores que cero: Asi, +3
es una cantidad que es tres unidades mayor que 0; +5 es una cantidad que es cinco unidades
mayor que 0, mientras que —3 es una cantidad que es tres unidades menor que 0 y —5 es una
cantidad que es cinco unidades menor que O.

De dos cantidades positivas, es mayor la de mayor valor absoluto; asi, +5 es mayor
que +3, mientras que de dos cantidades negativas es mayor la de menor valor absoluto:
—3 es mayor que —5; -9 es menor que —4.

Ejercicios sobre cantidades
positivas y negativas

1) Un hombre cobra $130. Paga una deuda de $80 y luego hace compras por valor de
$95. ¢Cuanto tiene?
Teniendo $130, pagd $80; luego, se quedd con $50. Después hace un gasto de $95
y como solo tiene $50 incurre en una deuda de $45. Por tanto, tiene actualmente
-$45. R.

. Pedro debia 60,000 bolivares y recibié 320,000. Expresar su estado econémico.

. Un hombre que tenia 11,700,000 sucres, hizo una compra por valor de 15,150,000. Expresar su
estado econémico.

. Tenia $200. Cobré $56 y pagué deudas por $189. ¢Cuanto tengo?

. Compro ropas con valor de 665 nuevos soles y alimentos por 1,178. Si después recibo 2,280,
&eudl es mi estado econdmico?
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5. Tenia $20. Pagué $15 que debia, después cobré $40 y luego hice gastos por $75. ¢Cuanto tengo?

6. Enrique hace una compra por $67; después recibe $72; luego hace otra compra por $16 y después
recibe $2. Expresar su estado econémico.

7. Después de recibir 20,000 colones hago tres gastos por 7,800, 8,100 y 9,300. Recibo entonces
4,100y luego hago un nuevo gasto por 5,900. ¢Cuanto tengo?

8. Pedro tenia tres deudas de $45, $66 y $79, respectivamente. Entonces recibe $200 y hace un gasto
de $10. éCuanto tiene?

2) Alas 6 a.m. el termémetro marca —4°. A las 9 a.m. ha subido 7° y desde esta hora
hasta las 5 p.m. ha bajado 11°. Expresar la temperatura a las 5 p.m.

A'las 6 a.m. marca —4°. Como a las 9 a.m. ha subido 7°, contamos siete divisiones
de la escala desde —4° hacia arriba y tendremos 3° sobre cero (+3°); como desde esta
hora hasta las 5 p.m. ha bajado 11°, contando 11 divisiones de la escala desde +3° hacia
abajo llegaremos a —8°. Luego, a las 5 p.m. la temperatura es de —8°. R.

1. Alas 9 a.m. el termometro marca +12° y de esta hora a las 8 p.m. ha bajado 15°. Expresar la
temperatura a las 8 p.m.

2. Alas 6 a.m. el termometro marca —3°. A las 10 a.m. la temperatura es 8° mas alta y desde esta
hora hasta las 9 p.m. ha bajado 6°. Expresar la temperatura a las 9 p.m.

3. Ala1 p.m. el termémetro marca +15°y a las 10 p.m. marca —3°. {Cuéntos grados ha bajado la
temperatura?

4. Alas 3 a.m. el termometro marca —8° y al mediodia +5°. ¢Cuantos grados ha subido la tem-
peratura?

5. Alas 8 a.m. el termometro marca —4°; a las 9 a.m. ha subido 7°; a las 4 p.m. ha subido 2° mas'y
alas 11 p.m. ha bajado 11°. Expresar la temperatura a las 11 p.m.

6. Alas 6 a.m. el termometro marca —8°. De las 6 a.m. a las 11 a.m. sube a razén de 4° por hora.
Expresar la temperaturaalas 7 a.m.,alas 8 am.yalas 11 am.

7. Alas 8 a.m. el termometro marca —1°. De las 8 a.m. alas 11 a.m. baja a razon de 2° por hora y de
11 a.m. a 2 p.m. sube a razon de 3° por hora. Expresar la temperatura a las 10 a.m., alas 11 a.m.,
alas12am.yalas 2 p.m.

8. El dia 10 de diciembre un barco se halla a 56° al oeste del primer meridiano. Del dia 10 al 18 recorre
7° hacia el este. Expresar su longitud este dia.

9. El dia primero de febrero la situacion de un barco es: 71° de longitud oeste y 15° de latitud sur. Del
dia primero al 26 ha recorrido 5° hacia el este y su latitud es entonces de 5° mas al sur. Expresar su
situacion el dia 26.




12

BALDOR ALGEBRA

10. El dia 5 de mayo la situacion de un viajero es 18° de longitud este y 65° de latitud norte. Del dia 5

al 31 ha recorrido 3° hacia el este y se ha acercado 4° al Ecuador. Expresar su situacion el dia 31.

11. Una ciudad fundada el afio 75 a. C. fue destruida 135 afos después. Expresar la fecha de su des-

truccion.

. Expresar que un movil se halla a 32 m a la derecha del punto A; a 16 m a la izquierda de A.
. Expresar que la parte de un poste que sobresale del suelo es 10 m y tiene enterrados 4 m.

. Después de caminar 50 m a la derecha del punto A recorro 85 m en sentido contrario. (A qué

. Sicorro a la izquierda del punto B a razén de 6 m por segundo, éa qué distancia de B me hallaré al

. Dos corredores parten del punto A en sentidos opuestos. El que corre hacia la izquierda de A va a

. Partiendo de la linea de salida hacia la derecha un corredor da dos vueltas a una pista de 400 m de

. Un poste de 40 pies de longitud tenia 15 pies sobre el suelo. Dias después se introdujeron 3 pies

3) Un movil recorre 40 m en linea recta a la derecha de un punto A y luego retrocede en

la misma direccion a razén de 15 m por segundo. Expresar a qué distancia se halla
del punto A al cabo del 1*, 2%, 3*" y 4> segundos.

El mavil ha recorrido 40 m a la derecha del punto A; luego, su posicion es + 40 m,
tomando como positivo el sentido de izquierda a derecha.

Entonces empieza a moverse de la derecha hacia la izquierda (sentido negativo) a
razon de 15 m por segundo; luego, en el primer segundo se acerca 15 m al punto A y
como estaba a 40 m de este punto, se halla a 40 — 15 =25 m a la derecha de A; luego,
su posicion es +25 m.  R.

En el 2° segundo se acerca otros 15 m al punto A; luego, se hallarda25-15=10m
a la derecha de A; su posicion ahoraes +10 m. R.

En el 3* segundo recorre otros 15 m hacia A, y como estaba a 10 m a la derecha de
A, habrd llegado al punto A (con 10 m) y recorrido 5 m a la izquierda de A, es decir, 10 —
15 =-5m. Su posicion ahoraes -5 m. R.

En el 4° segundo recorre otros 15 m mas hacia la izquierda y como ya estaba a 5 m
a la izquierda de A, se hallara al cabo del 4* segundo a 20 m a la izquierda de A, 0 sea
—5-15=-20 m; luego, su posicion ahora es —20 m. R.

(SENTIDO POSITIVO: DE IZQUIERDA A DERECHA Y DE ABAJO A ARRIBA)

distancia me hallo ahora de A?

cabo de 11 s?

8 mpor sy el que corre hacia la derecha va a 9 m por s. Expresar sus distancias del punto A al cabo
de6s.

longitud. Si yo parto del mismo punto y doy 3 vueltas a la pista en sentido contrario, équé distancia
hemos recorrido?

mas. Expresar la parte que sobresale y la enterrada.
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8. Un movil recorre 55 m a la derecha del punto A y luego en la misma direccion retrocede 52 m. ¢A
qué distancia se halla de A?

9. Un movil recorre 32 m a la izquierda del punto A y luego retrocede en la misma direccion 15 m. ¢A
qué distancia se halla de A?

10. Un movil recorre 35 m a la derecha de B y luego retrocede en la misma direccion 47 m. ¢A qué
distancia se halla de B?

11. Un movil recorre 39 m a la izquierda de M y luego retrocede en la misma direccion 56 m. ¢A qué
distancia se halla de M?

12. A partir del punto B una persona recorre 90 m a la derecha y retrocede, en la misma direccion,
primero 58 my luego 36 m. ¢A qué distancia se halla de B?

13. Un mavil recorre 72 m a la derecha de A y entonces empieza a retroceder en la misma direccion, a
razon de 30 m por s. Expresar su distancia del punto A al cabo del 1, 2°, 3% y 4° s.

14. Un auto recorre 120 km a la izquierda del punto M y luego retrocede a razon de 60 km por hora. (A
qué distancia se halla del punto M al cabo de la 1%, 2, 3*'y 4 hora?

13

VALOR ABSOLUTO Y VALOR RELATIVO

Valor absoluto de una cantidad es el nimero que representa la cantidad prescindiendo del
signo o sentido de la cantidad, y valor relativo es el sentido de la cantidad, representado
por el signo.

Asi, el valor absoluto de +$8 es $8, y el valor relativo haber, expresado por el signo +; el
valor absoluto de —$20 es $20, y el valor relativo deuda, expresado por el signo —.

Las cantidades +7°y —7° tienen el mismo valor absoluto, pero su valor relativo es opues-
to, pues el primero expresa grados sobre cero y el segundo bajo cero; —8° y —11° tienen el
mismo valor relativo (grados bajo cero) y distinto valor absoluto.

El valor absoluto de una cantidad algebraica cualquiera se representa colocando el nu-
mero que corresponda a dicho valor entre dos lineas verticales. Asi, el valor absoluto de +8
se representa | 8.

CANTIDADES ARITMETICAS Y ALGEBRAICAS

De lo expuesto anteriormente se deduce la diferencia entre cantidades aritméticas y alge-
braicas.

Cantidades aritméticas son las que expresan solamente el valor absoluto de las can-
tidades representado por los ndmeros, pero no nos dicen el sentido o valor relativo de las
cantidades.

Asi, cuando en Aritmética escribimos que una persona tiene $5, tenemos solamente la
idea del valor absoluto $5 de esta cantidad, pero con esto no sabemos si la persona tiene
$5 de haber o de deuda. Escribiendo que el termémetro marca 8°, no sabemos si son sobre
cero o bajo cero.
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Cantidades algebraicas son las que expresan el valor absoluto de las cantidades y ade-
mas su sentido o valor relativo por medio del signo.

Asi, escribiendo que una persona tiene +$5 expresamos el valor absoluto $5 y el sentido
o valor relativo (haber) expresado por el signo +; escribiendo —$8 expresamos el valor ab-
soluto $8 y el sentido o valor relativo (deuda) expresado por el signo —; escribiendo que el
termometro marca +8° tenemos el valor absoluto 8° y el valor relativo (sobre cero) expresado
por el signo +, y escribiendo —9° tenemos el valor absoluto 9° y el valor relativo (bajo cero)
expresado por el signo —. )

Los signos + y — tienen en Algebra dos aplicaciones: una, indicar las operaciones de
suma y resta, y otra, indicar el sentido o condicidn de las cantidades.

Esta doble aplicacion se distingue porque cuando los signos + 0 — tienen la significacion
de suma o resta, van entre términos o0 expresiones incluidas en paréntesis, como por ejemplo
en (+8) + (-4) y en (=7) — (+6). Cuando van precediendo a un término, ya sea literal 0 numé-
rico, expresan el sentido positivo o negativo, como por ejemplo en —a, +b, +7, —8.

REPRESENTACION GR[\EICA DE LA SERIE
ALGEBRAICA DE LOS NUMEROS

Teniendo en cuenta que el 0 en Algebra es la ausencia de la cantidad, que las cantidades
positivas son mayores que 0 y las negativas menores que 0, y que las distancias medidas
hacia la derecha o hacia arriba de un punto se consideran positivas y hacia la izquierda
0 hacia abajo de un punto negativas, la serie algebraica de los nimeros se puede representar
de este modo:

5 4 -3 -2 1 0 +1 +2 +3 +4 +5

NOMENCLATURA ALGEBRAICA

EXPRESION ALGEBRAICA es la representacion de un simbolo algebraico o de una o més
operaciones algebraicas.

a, 5x, 4a, (a+b)c, =2
X

TERMINO es una expresion algebraica que consta de un soIo simbolo o de varios simbolos
no separados entre si por el signo + 0 — . Asi, a, 3b, 2xy, , son términos.
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Los elementos de un término son cuatro: el signo, el coeficiente, la parte literal y el
grado.
Por el signo, son términos positives l0s que van precedidos del signo + y negativos l0s

que van precedidos del signo —. Asi, +a, +8x, +9ab son términos positivos y —x, —5bc y —%

son términos negativos.

El signo + suele omitirse delante de los términos positivos. Asi, a equivale a +a; 3ab
equivale a +3ab.

Por tanto, cuando un término no va precedido de ningun signo es positivo.

El coeficiente, como se dijo antes, es uno cualquiera, generalmente el primero, de los factores
del término. Asi, en el término 5a el coeficiente es 5; en —3a°° el coeficiente es —3.

La parte literal la constituyen las letras que haya en el término. Asi, en bxy la parte literal

3)(3,1/4 X3y4

o2 la parte literal es s

es xy; en

EL GRADO DE UN TERMINO puede ser de dos clases: absoluto y con relacion a una letra.
Grado absoluto de un término es la suma de los exponentes de sus factores literales.

Asi, el término 4a es de primer grado porque el exponente del factor literal a es 1; el término

ab es de segundo grado porque la suma de los exponentes de sus factores literales es 1 +

1 =2; el término a°b es de tercer grado porque la suma de los exponentes de sus factores

literales es 2 + 1 = 3; 5a*b%? es de noveno grado porque la suma de los exponentes de sus

factores literales es 4 + 3 +2 =09.
El grado de un término con relacion a una letra es el exponente de dicha letra. Asi el

término bx® es de primer grado con relacion a b y de tercer grado con relacion a x; 4x°y*es

de segundo grado con relacion a x y de cuarto grado con relacion a y.

CLASES DE TERMINOS

Término entero es el que no tiene denominador literal como 5a, 6a°h?, %a

Término fraccionario es el que tiene denominador literal como 3—;
Término racional es el que no tiene radical, como los ejemplos anteriores, e irracional el que
tiene radical, como y/ab, .32

Yo’

Términos homogéneos son los que tienen el mismo grado absoluto.
Asi, 4x'y y 6x%* son homogéneos porque ambos son de quinto grado absoluto.

Términos heterogéneos son los de distinto grado absoluto, como 5a, que es de primer grado,
y 3a°, que es de segundo grado.
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. Digase qué clase de términos son los siguientes atendiendo al signo, si tienen o0 no denominador y

si tienen o no radical:
542 —4a'h, 2a 5b Ja,- h5b _4a’h®
\/—

2. Digase el grado absoluto de los términos siguientes:
5a, —6a’h, a’b®, —5a°b’c, 8x%°, 4m®n® —xyz°
3. Digase el grado de los términos siguientes respecto a cada uno de sus factores literales:
—a%h? —5x‘y® 6a’hx® —4abcy?, 10m’n*h*c®
4. De los términos siguientes escoger cuatro que sean homogéneos y tres heterogéneos:
—4a%? 6ab’ —x°, 6x'y, —2a%* —ab®, 4abcx?, —2ac

5. Escribir tres términos enteros; dos fraccionarios; dos positivos, enteros y racionales; tres negati-
vos, fraccionarios e irracionales.

6. Escribir un término de cada uno de los grados absolutos siguientes: de tercer grado, de quinto
grado, de undécimo grado, de décimo quinto grado, de vigésimo grado.

7. Escribir un término de dos factores literales que sea de cuarto grado con relacion a la x; otro de
cuatro factores literales que sea de séptimo grado con relacion a la y; otro de cinco factores literales
que sea de décimo grado con relacion a la b.

® (=

CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS

MONOMIO es una expresion algebraica que consta de un solo término, como:

3a, -5b, j{
POLINOMIO es una expresion algebraica que consta de mas de un término como a + b,
A+X—Y X+ 2+ x+T.

Binomio es un polinomio que consta de dos términos, como:

a® _ 5mx*

a+b,x-y 3 "o

Trinomio es un polinomio que consta de tres términos, como:

a+b+c, x*—5x+6, 5x2—6y3+%

EL GRADO de un polinomio puede ser absoluto y con relacion a una letra.

Grado absoluto de un polinomio es el grado de su término de mayor grado. Asi, en el
polinomio x* — 5x* + x* — 3x el primer término es de cuarto grado; el segundo, de tercer gra-
do; el tercero, de segundo grado, vy el dltimo, de primer grado; luego, el grado absoluto del
polinomio es el cuarto.
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Grado de un polinomio con relacion a una letra es el mayor exponente de dicha letra
en el polinomio. Asi, el polinomio a® + a‘x® — a’* es de sexto grado con relacion alaay de
cuarto grado con relacion a la x.

1. Digase el grado absoluto de los siguientes polinomios:
a) X +x2+x
b) 5a-3a°+4a*-6
c) a 3b a*h? +ab* - b*
d) xX°—6xy® —da’h + x%y* — 3y
2. Digase el grado de los siguientes polinomios con relacion a cada una de sus letras:
a) a®+a*-ab’
b) x*+4x° — 6x%y*t — dxy°
c) 6a“b7 da’x + ab® — 5a*h%°
d) m'n® —mn® +mx’y® —x® +y"® —m"

17

CLASES DE POLINOMIOS

Un polinomio es entero cuando ninguno de sus términos tiene denominador literal como

2
X2 +5x — 6; X— 3 e 1- fraccionario cuando alguno de sus términos tiene letras en el denomi-

nador como & 5 +b 8; racional cuando no contiene radicales, como en los ejemplos ante-

riores; irracional “cuando contiene radical, como ya+yb—4c—abc; homogéneo cuando
todos sus términos son del mismo grado absoluto, como 4a® + 5a°b + 6ab® + b*, y hetero-
géneo cuando sus términos no son del mismo grado, como x* + x> + x — 6.

Polinomio completo con relacion a una letra es el que contiene todos los exponentes
sucesivos de dicha letra, desde el mas alto al mas bajo que tenga dicha letra en el polinomio.
Asi, el polinomio x° + x* — x* + x* — 3x es completo respecto de la x, porque contiene todos
los exponentes sucesivos de la x desde el mas alto 5, hasta el mas bajo 1, 0sea 5, 4, 3, 2, 1;
el polinomio a* — a*b + a’h? — ab® + b* es completo respecto de a y b.

Polinomio ordenado con respecto a una letra es un polinomio en el cual los exponentes
de una letra escogida, llamada letra ordenatriz, van aumentando o disminuyendo.

Asi, el polinomio x* — 4x* + 2x* — 5x + 8 esta ordenado de manera descendente con rela-
cion a la letra ordenatriz x; el polinomio a° — 2a‘b + 6a°h? — 5a%h® + 3ab* — b° esta ordenado
de manera descendente respecto de la letra ordenatriz a y en orden ascendente respecto a
la letra ordenatriz b.

ORDENAR UN POLINOMIO es escribir sus términos de modo que los exponentes de una
letra escogida como letra ordenatriz queden en orden descendente o ascendente. Asi, ordenar
el polinomio — 5x* + x* — 3x + x* — x? + 6 en orden descendente con relacion a x seré escribir:
X +x —5x°—x*—3x+6.

Ordenar el polinomio x*y — 7x%* — 5x° + 6xy* + y° — x*y* en orden ascendente con relacion
a x sera escribirlo:

yo+ 6xy* — 7x2y% — X3y + x%y — 5x°

B,
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TERMINO INDEPENDIENTE DE UN POLINOMIO CON RELACION A UNA LETRA es el
término que no tiene dicha letra.

Asi, en el polinomio a® — a®> + 3a — 5 el término independiente con relacion a la a
es 5 porque no tiene a; en x* — 6x* + 8x* — 9x + 20 el término independiente es 20; en
a® — a’h + 3ab® + b® el término independiente con relacion a la a es b®, y el término inde-
pendiente con relacion a la b es a®. El término independiente con relacion a una letra puede
considerarse que tiene esa letra con exponente cero, porque como se vera mas adelante, toda
cantidad elevada a cero equivale a 1.

0Assi, en el primer ejemplo anterior, —5 equivale a —5a°, y en el dltimo ejemplo, b® equivale
aab.

1. Atendiendo a si tienen 0 no denominador literal y a si tienen o no radical, digase de qué clase son

21 los polinomios siguientes:

= a) a+2a°-3a o) Ja+Jb-2c+d

i [ A O o) 4da+V2_gb+4
2 3 2 2

2. Escribir un polinomio de tercer grado absoluto; de quinto grado absoluto; de octavo grado absoluto;
de decimoquinto grado absoluto.

3. Escribir un trinomio de segundo grado respecto de la x; un polinomio de quinto grado respecto de la
a; un polinomio de noveno grado respecto de lam.

4. De los siguientes polinomios:

a) 3a’h + 4a® - 5b° d) 4a—5b+6c°—8d°—6
b) a*-a’h +a’h®+ab® e) yi-ayt+ay’-ayt-aly+y°
) x°—bx*+abx® +ab® f) —6a’h*—5a° + 8a*h° — b’

escoger dos que sean homogéneos y dos heterogéneos.

5. De los siguientes polinomios:
a) a'-a’+a-a° ) m-m+m-m+5
b) 5x*—8x’+x—6 e) y —by'+by* by’ +bly
C) x“y _XSyZ +x2y3 _y4
digase cuales son completos y respecto de cudles letras.
6. Escribir tres polinomios homogéneos de tercer grado absoluto; cuatro de quinto grado absoluto; dos
polinomios completos.
7. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden descendente:
a) m*+6m-m*+m'
b) 6ax® —5a° + 2a% + x°
c) -a’b*+a'b+a’h®—ab’
d) a'-5a+6a°—9a°+6
) —x%2 +x"0+ 3x%yC —xBy* + x%y®
f) =3m"™n®+ 4m"n® — 8m°n® — 10m*n® + n" — 7Tm°n* + m"*n
8. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden ascendente:
a) a*—5a’+6a d) ab*+a'h®—a%h?+ah + b
b) x —5x%+6x%+ 9x* e) yZ—x%t+xyt —xy"
) 2y*+4y° —6y+2y° +5y°
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TERMINOS SEMEJANTES

Dos 0 mas términos son semejantes cuando tienen la misma parte literal, o sea, cuando
tienen iguales letras afectadas de iguales exponentes.

2aya; —2by 8b; —5a°h?y —8ah% x" 1y 3x"+"

Los términos 4ab y —6a’h no son semejantes, porque aunque tienen iguales letras, éstas
no tienen los mismos exponentes, ya que la a del primero tiene de exponente 1y la a del
segundo tiene de exponente 2.

Los términos —bx* y ab* no son semejantes, porque aunque tienen los mismos exponen-
tes, las letras no son iguales.

REDUCCION DE TERMINOS SEMEJANTES es una operacion que tiene por objeto con-
vertir en un solo término dos 0 mas semejantes.
En la reduccion de términos semejantes pueden ocurrir los tres casos siguientes:

1) Reduccion de dos 0 mas términos semejantes del mismo signo.

REGLA

Se suman los coeficientes, poniendo delante de esta suma el mismo signo que tienen
todos y a continuacion se escribe la parte literal.

1) 3a+2a=5a R. 6) %ab+%ab=%ab R.

2) -5b-7h=-12b R. 7) —%xy—%xy:—xy R.

3) —a®’-9a°=-10a" R. 8) 5x+x+2=8 R.

4) 3a*°%+53"2=8a""2 R. 9) -m-3m-6m-5m=-15m R.

5) —4a"'-7a"*'=—11a""" R.  10) Ix¥+Ix%+1x%y=7x% R.
27 /T Ty 8

Reducir:

1. X+ 2 6. -9m—-7m A Ly e ” —lxy—ﬂxy
2. 8a+9 7. 49" + 53" 22 5 5

3. 11b+9b 8. 62" " + 82" 12. 3ap+ lab 15. —52%h — 1a2p
4. —b—5b 9. —m* 1 - 5mF! ? 110 6 . 8

5 -8m-m 10. _3ax—2_ax—2 13. ng +gxy 16. —a — ga
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17. 8a+9a+6a 29. —x% — 8x%y — W%y — 20x%y
18. 15x + 20X + X 30. -33" — 53" — 6a" — 93"
19. —7m —8m —9m 31. %a+%a+%a+a
20. —a’h —a’h —3a% 39 g1 ] 1
21. a" + 33" + 83" - s
22. _53 X+1 Sax+1 5ax+1 33. 0.5m+0.6m+0.7m + 0.8m
23, a+la+2a 34, - ab ab ab ab
SR R
2
24. —x—%x—%x 3. —5Xy—gXy- xy 12xy
36. ab2+ab2+7ab2+9ab2+ 21ab®
100, 3
25. paX+q aX+ax 37. -m—m—8m—7m-3m
38. _Xa+1 _ 8Xa+1 _ 4Xa+1 _ 5Xa+1 _Xa+1
26. —3a’x—9a°x —a’x
4 6 30. %a+%a+%a+%a+%a
27. 11a+8a+9a+11a . .
28. m* '+ 3m** + Am* T+ em ! e _Eab_éab 2= ab ab

2) BReduccion de dos términos semejantes de distinto signo.

REGLA

Se restan los coeficientes, poniendo delante de esta diferencia el signo del mayor y a
continuacion se escribe la parte literal.

2a—3a=-a R.
18x—11x=7x R.

4)

—-8a*+13a*=5a" R.

—20ab +11ab=-9ab R.

_29ax+1
R.

25 X+1 54ax+1

1g_25-_1
2& 33 Sa

_ 3,2 2=Az
7ab+atb 7ab R.

_ 5 x4t
63

5)
6)
7)
8)

R.

§ax+1

1 ox+1
4 —a

= R.

De la regla anterior se deduce que dos términos semejantes de iguales coeficientes
y de signo contrario se anulan.

Asi: —8ab+8ab=0 R.
2y2 242,
XY =Xy 0 R
Reducir:
=Y 1. 8a-6a 5. 2a—2a 9. 4006 — 51x°y
iy 2 6a-8a 6. ~7b+7b 10. —mn +6m’n
= 3. 9ab—15ab 7. —14xy + 32xy 11. —15xy + 40xy
bl 4. 15ab —9ab 8. —25x% + 32xy 12. 55a%° — 81a°h?
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13. X%y + X%y 23, —%xzy+%x2y 33, —x@* 42t
14. —9ab® + 9ab? 3 5 34. —%a’"*2+%af"*2
24. 3am—-5am
15. 7x%y — Txy 8" 4 : .
m+1 m+1
16. —101mn + 118mn 25. —am+3am 3. (a7 —5a
18. —1024x + 1018x o .
27. —a*b+2ah
19. ~15ab + 15ab M 37. ~5mn+3mn
20. 1233 28. 3.4a'b* - 5.6a'b?
b +2pXx+3 +2pX+3
L 29. —1.2y7+3.4yz 38. 8a""°b""" - 258" °b"
21.3a-1a 30. 42" — 23" 3. ~La"" +a"h’
5 5 31. —8a*" "+ 8a" "' ]
2 2 p—
22. ga b—ﬁa b 32. 25ma—1 _ 32ma—1 40. 085me 2me
3) Reduccion de mas de dos términos semejantes de signos distintos.

REGLA

Se reducen a un solo término todos los positivos, se reducen a un solo término todos
los negativos y a los dos resultados obtenidos se aplica la regla del caso anterior.

1)

2)

Reducir 5a — 8a + a — 6a + 21a.
Reduciendo los positivos: 5a + a + 21a = 27a
Reduciendo los negativos: —8a — 6a = —14a

Aplicando a estos resultados obtenidos, 27a y —14a, la regla del caso anterior, se tiene:

27a—14a=13a R.
Esta reduccion también suele hacerse término a término, de esta manera:
ba—-8a=-3a;,-3a+a=-2a,-2a—-6a=-8a;, -8a+21la=13a R.

Reducir —%bx2+%bx2+%bx2—4bx2+bx2.
Reduciendo los positivos: %bx%%bx%bx2 :%bx2
Reduciendo los negativos: —%bx2—4bx2 =—%bx2

3942 2p2_ 49p,2
Tendremos: 20bx 5bx 20bx R.

Reducir:
1.

2
3.
4

9a —3a + 5a 5. 19m - 10m + 6m 9
=8+ —x 6. —11ab — 15ab + 26ab
12mn —23mn-5mn 7. -5a* + 9a* — 35a" 10. =3m+im-1m
=X+ 19— 18x 8. —24a* "2 — 152" *2 + 392" *? o 4 &

2 1,_
-§y+§y y

Ejercicio
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11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19}
20.

21.
22.

ga2b+%azb—azb
-a+8a+9a—15a

7ab —11ab + 20ab — 31ab
25x% — 50X + 11x% + 14x°

—xy — 8xy — 19y + 40xy

7ab + 21ab — ab — 80ab
—25xy% + 11xy% + 60xy> — 82xy°
—72ax + 87ax — 101ax + 243ax
—82bx — 71bx — 53bx + 206bx
105a° — 464a° + 58a° + 301a°

Iy dxydx_1
X X H XX

Ty_1yg1y_1
VeV T

23.
24.

25.
26.
21.
28.
29.

30.

31.
32.

33. '+ 78" — 118"+ - 208* " + 268!

34. a +6a—20a + 150a — 80a + 31a

35. -9b—-11b-17b-81b—-b +110b

36. —a’h + 15a°b + a’h — 85a°h — 131a%h + 39a%

37. 84m?x — 501m% — 604m> — 715m? + 231m’ + 165m*
38. %asz+%a3b2—%a3b2—ga3b2+4a3b2

39. 40a — 81a +130a + 41a — 83a — 91a + 16a

40. —21ab + 52ab — 60ab + 84ab — 31ab — ab — 23ab

BALDOR ALGEBRA

gazb—%a2b+%a2b—a2b
—%abz—%ab2+abz—%ab2
—-a+8a—11a+15a—75a

—7¢ +21c + 14c - 30c + 82¢

-mn + 14mn — 31mn — mn + 20mn
a’y — 7a%y — 93a%y + 51a’y + 48a%
-a+a—-a+a-3a+6a

Iyp2x_Typdy_
PXTEX—gX X=X

ox48yy 1 _5
2x+4x+4x+x 6x

7a* — 303" — 412" — 93" + 73a"

2)

3) Reducir el polinomio 2x*—

R[EDUCCION DE UN POLINOMIO QUE CONTENGA
TERMINOS SEMEJANTES DE DIVERSAS CLASES

Se reducen por separado los de cada clase:

b5a+9a =14a
—-6b-b+6b =->
8 -20c-¢c =-13c

Tendremos:

Reducir el polinomio

14a-b—-13c R.

1) Reducir el polinomio 5a — 6b + 8¢ + 9a — 20c — b + 6b — c.

8a°h? + 4a'b® + 6a°h? — a°h? — 9a’b® — 15 — 5ab° + 8 — 6ab”.
Se reducen por separado los de cada clase:

4a'b® — 9a'b® = —5a'h®

8a’h? + 6a’h? — a°h? = 13a°h®

—5ab® — 6ab® = —11ab°
-15+8 =—7

Tendremos: —5a*h® + 13a%h>— 11ab®>-7 R.

5

%x3y+3x4—y4+%y4—0.3x4—%x3y—6+x3y—14+2%y :

4
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Tendremos: 2x4 +3x*-0.3x" = 3i0x4
Xy—Ixy=3xy=—tx’y
1.4 4 _ol,4
25}/ +éy y _26y
6-14=-20
104 1,3y.014_
BEX _ﬁX“Zéy 20 R

Reducir los polinomios siguientes:

. 7Ta—9b+6a-4b

.a+b-c-b-c+2c-a

X =11y -9+20xk—-1-y

. —6m+8n+5-m-n-6m-11

.—a+b+2b-2c+3a+2c-3b

. —81x+ 19y — 30z + 6y + 80x + x — 25y

. 15a% — 6ab — 8a> + 20 — 5ab — 31 +a*—ab

. -3a+4b-6a+81b-114b+31a—a->b

. —71a%h — 84a‘b® + 50a°b + 84a’b® — 45a°b + 18a°h
.—a+b-c+8+2a+2b-19-2c-3a-3-3b+3c

. m?+ 71mn — 14m?* — 65mn + m* — m?* — 115m* + 6m°

XY =X Xy = 8y — Xy =10+ X2 — Tx%y - 9 + 21Xy — y® + 50
1 5 X+1 3bx+2 80){+3_5ax+1_50+4bx+2_65_bx+2+90+cx+3+7cx+3
. m+2 Xm+3 5+8_3am+2+5xm+3_6+am+2_5xm+3

. 0.3a+0.4b+0.5¢-0.6a—0.7b - 0.9c + 3a—-3b -3¢

16. Ja+1 b+2a 3b—7a—7b+z—1

2 2

Ejercicio

W 0 N O O AW N =

G QI I G Uy
(3 U

3 1 2
. 2me— —M°—_mn+2mn-2m
17 5m 2mn+10m 3

3.2 1ap Sp2iola2 3op Tp2 1p2
18. 4a +2ab 6b +23a 4ab+6b 3b 2ab

19. 0.4x2y+31+§xy2 —0.6y3—gx2y—0.2xy2+1y3—6

20_ 2735‘,:{77—1 570bm2+g m1 1bm2 023m1+ bm2
VALOR NUMERICO

Valor numérico de una expresion algebraica es el resultado que se obtiene al sustituir las
letras por valores numéricos dados y efectuar después las operaciones indicadas.
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VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES SIMPLES

1) Hallar el valor numérico de 5ab paraa=1, b = 2.
Sustituimos la a por su valor 1, y 1a b por 2, y tendremos:

%ab=5x1x2=10 R.

2) Valor numérico de a’v°c* paraa=2,b=3, c:%.

4
2134 _ 02 a3 (1) _ 1_27_¢p3
b =223 x(i) =4x27x1=2=63 R.

3) Valor numérico de 3acy2ab paraa=2,b=09, c=% .

3ac\/23b:3><2><1><\/2><2><9:2><\/%:2x6:12 R.

4) b " para a- yb=1c=2d=3
() N gt 1

4a’b® _ 3 “$or__ 1 R

5cd  5x2x3 30 30 810 :

Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para:

a=1,b=2c¢c=3 m=1,n=1 p=1

2’ ' T3 4
1. 3ab 7. m°n°p? 13, 5b°m’ 24mn
5 b1 c : 16, ——
2. 5a°h’% 8. 2a™m p
2 6 2 n2p2
3. b‘’mn 9. J2bc? §b3 3/ A AR3A6
4. 24mn® ' 4 3 64bc
) D 14. 17.
10. 4m312bc? 2.2
5. 2a0?m® 3
3 11. mny/8a‘b® om g aph?
15, = 18.
7 3.2 4a
6. Cp’m 12 2 n? 23\/1250m

(3] VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES COMPUESTAS

1) Hallar el valor numérico de a® — 5ab + 3b° paraa =3, b = 4.
a?—5ab+3h°=3-5x3x4+3x4°= 9-60+192=141 R.

2) Valor numérico de 32 —52 4 b parag =2 p=1, x=1.
4 X a 3

»
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2 2 5><2><1 1 10 1
3a° _bab b _3x2°_ 34 3 _3_3.3
4 x a4 1 o1 11
6 6 6 3
=3-20+1=-16 R.
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para:
—3p=4c=1 d=1 m= =4
a—3,b—4,c—3,d » M 6, n i
1. &% — 2ab + b? ;7 @, a _bd 13, @b _b+m
d e
2. ¢+ 2cd +° ! " c
5 a4 8. JB+JE+M 14.T+T+5a
"¢ d
9. c{3a—dy16b% + n{8d 15, =2 _lon-a, 1
A, 8.5 m?
d n 0. % 16.@+%—@
2 2 2
5 & _ b, m” 3c? , 4n? b +2d  3c + {8d
T 27 1n 5+ 17. =5 7
6. 3c—1b+2d (P3G e 19, 200° 3 _ o fy
52 T2 2 T3 4

3) Valor numérico de 2(2a — b)(x* +y) — (a* + b) (b — a) para:
a=2,b=3 x=4, y=%

Las operaciones indicadas 2(2a—b)=2x(2x2-3)=2x(4-3)=2x1=2
dentro de los paréntesis deben 2 0 201 4m 1 qa1
efectuarse antes de ninguna/x Hy=4+,=16+5=16,
otra, as: @+b=2+3=4+3=7
b-a=3-2=1

Tendremos:

2(2a—b)(x2+y)—(a2+b)(b—a)=2x16%—7x1=2x§—7=33—7:26 R.

Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para:
a=1,b=2c=3,d=4,m=], n=§, p:%,x= 0

1.(@a+b)c—d 6.(C—b)(d-c)b—-a)m—-p) 10. x+m(a" + d° - c?)
2.@+b)b-a) 7.b%(C + d) —a*(m +n) + 2x 11 4m+p) . @+b°

3. (b —m)(c —n) + 4a° 8. 2mx + 6(b® + ¢?) — 40? a0 ¢

4. (2m + 3n)(4p + b?) (Sm 16p)a 12. (2m +3n+ 4p)(8p + 6n —
5. (4m+8p)@+b3)6n-d) ~\on " b 4m)(9n + 20p)
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13. ¢%(m +n) — d*(m +p) + b*(n +p)

2 2
14. (V‘Hd + Z)m

a
15. (4p + 2b) (181 — 24p) + 2(8m + 2)(40p + )

d 2

a+— 9+—

b m?

16. fb>< 2

17. (@+b)[c? +80 —min®
[‘j: \/_n) c+d\/_

19. 3(c—b)J32m -2(d-a),16p -2
90, V6abc  3mn _ cdnp
' 2\/7 2(b-a)  abc
21, Z +b*  +3(a+b)(2a+3b)
2
2 \1,1), (1.1
22. b ( b)(b+c)+(n+m)

23. (2m + 3n)(4p + 2c)

24 2ab-m b-m

BALDOR ALGEBRA

— 4mn?

3 _ .

bZ_C

@ EJERCICIOS SOBRE NOTACION ALGEBRAICA

Con las cantidades algebraicas, representadas por letras, pueden hacerse las mismas opera-
ciones que con los nimeros aritméticos. Como la representacion de cantidades por medio de
simbolos o letras suele ofrecer dificultades a los alumnos, ofrecemos a continuacion algunos

ejemplos.

1) Escribase la suma del cuadrado de a con el cubo de b.

a2+ b°

2) Un hombre tenia $a; luego recibié $8 y después pagd una cuenta de $¢. éCuanto le

queda?

Teniendo $a recibid $8 luego tenia $(@ +

$@+8-c). R.
3) Compré 3 libros a $a cada uno; 6 sombreros a $6 cada uno y m trajes a $x cada
uno. ¢Cuanto he gastado?
3 libros a $a importan $3a
6 sombreros a $b importan $6b
m trajes a $x importan $mx
Luego el gasto total ha sido de $(3a + 6b +mx) R.
4) Compro x libros iguales por $m. ¢Cuanto me ha costado cada uno?
Cada libro ha costado $°" R
5) Tenia $9 y gasté $x. ¢Cuanto me queda?

Me quedan $(9 —x) R.

R.

8). Si entonces gasta $c le quedan

Ejercicio _

. Escribase la sumadea, by m.

. Escribase la suma del cuadrado de m, el cubo de b y la cuarta potencia de x.
. Siendo a un numero entero, escribanse los dos numeros enteros consecutivos posteriores a a.
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© o N o 9 &

12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.
28.
29.

30.

31.

. Siendo x un ndmero entero, escribanse los dos nimeros consecutivos anteriores a x.
. Siendo y un nimero entero par, escribanse los tres nimeros pares consecutivos posteriores a y.

. Pedro tenia $a, cobrd $x y le regalaron $m. ¢Cuanto tiene Pedro?

. Escribase la diferencia entre m y n.

. Debia x bolivares y pagué 6,000. ¢Cudanto debo ahora?

. De una jornada de x km ya se han recorrido m km. ¢Cuanto falta por andar?
10.
11.

Recibo $x y después $a. Si gasto $m, écuanto me queda?

Tengo que recorrer m km. El lunes ando a km, el martes b km y el miércoles ¢ km. éCuénto
me falta por andar?

Al vender una casa en $n gano $300,000. ;Cuanto me cost la casa?

Si han transcurrido x dias de un afio, ¢cudntos dias faltan por transcurrir?

Si un sombrero cuesta $a, ¢cuanto importaran 8 sombreros; 15 sombreros; m sombreros?
Escribase la suma del doble de a con el triple de b y la mitad de c.

Expresar la superficie de una sala rectangular que mide a m de largo y b m de ancho.

Una extension rectangular de 23 m de largo mide n m de ancho. Expresar su superficie.

¢Cudl sera la superficie de un cuadrado de x m de lado?

Siun sombrero cuesta $a y un traje $b, écudnto importaran 3 sombreros y 6 trajes?, éx sombreros
y m trajes?

Escribase el producto de a + b por x + y.

Vendo (x + 6) trajes a $8 cada uno. ¢Cudnto importa la venta?

Compro (a — 8) caballos a (x + 4) bolivares cada uno. ¢Cudanto importa la compra?
Si x lapices cuestan 750,000 sucres; écuanto cuesta un lapiz?

Si por $a compro m kilos de azlicar, écuanto importa un kilo?

Se compran (n — 1) caballos por 300,000 colones. ¢Cudl es el valor de cada caballo?

Compré a sombreros por x nuevos soles. ¢A como habria salido cada sombrero si hubiera
comprado 3 menos por el mismo precio?

La superficie de un campo rectangular es m m?y el largo mide 14 m. Expresar el ancho.

Si un tren ha recorrido x + 1 km en a horas, écudl es su velocidad por hora?

Tenia $a y cobré $b. Si el dinero que tengo lo empleo todo en comprar (m — 2) libros, éa
como sale cada libro?

En el piso bajo de un hotel hay x habitaciones. En el segundo piso hay doble nimero de habitaciones
que en el primero; en el tercero la mitad de las que hay en el primero. ¢Cuéntas habitaciones tiene
el hotel?

Pedro tiene a sucres, Juan tiene la tercera parte de lo de Pedro, Enrique la cuarta parte del doble
de lo de Pedro. La suma de lo que tienen los tres es menor que 10,000,000 sucres. éCuanto falta
a esta suma para ser igual a 10,000,000 sucres?

27
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NOTAS SOBRE EL CONCEPTO DE NUMERO

El concepto de nimero natural (véase Aritmética Teorico-Practica, 33), que satisface las
exigencias de la Aritmética elemental no responde a la generalizacion y abstraccion caracte-
risticas de la operatoria algebraica.

En Algebra se desarrolla un calculo de validez general aplicable a cualquier tipo espe-
cial de nimero. Conviene pues, considerar como se ha ampliado el campo de l0s nimeros
por la introduccion de nuevos entes, que satisfacen las leyes que regulan las operaciones
fundamentales, ya que, como veremos mas adelante, el nimero natural™ no nos sirve para
efectuar la resta y la division en todos los casos. Baste por el momento, dado el nivel mate-
matico que alcanzaremos a lo largo de este texto, explicar como se ha llegado al concepto
de ndmero real.

Para hacer mas comprensible la ampliacion del campo de los numeros, adoptaremos un
doble criterio. Por un lado, un criterio histérico que nos haga conocer la gradual aparicion de
las distintas clases de nimeros; por otro, un criterio intuitivo que nos ponga de manifiesto
como ciertas necesidades materiales han obligado a los matematicos a introducir nuevos en-
tes numéricos. Este doble criterio, justificable por la indole didactica de este libro, permitira al
principiante alcanzar una comprension clara del concepto formal (abstracto) de los numeros
reales.

NUMERO ENTERO Y NUMERO FRACCIONARIO

Mucho antes de que los griegos (Eudoxio, Euclides, Apolonio, etc.) realizaran la sistemati-
zacion de los conocimientos matematicos, los babilonios (segun muestran las tablillas cu-
neiformes que datan de 2000-1800 a. C.) y los egipcios (como se ve en el papiro de Rhind)
conocian las fracciones.

La necesidad de medir magnitudes continuas tales como la longitud, el volumen, el peso,
etc., llevo al hombre a introducir los nimeros fraccionarios.

Cuando tomamos una unidad cualquiera, por ejemplo, la vara, para medir una magnitud
continua (magnitud escalar o lineal), puede ocurrir una de estas dos cosas: que la unidad esté
contenida un nimero entero de veces, o que no esté contenida un nimero entero de veces.?
En el primer caso, representamos el resultado de la medicion con un namero entero. En el
segundo caso, tendremos que fraccionar la unidad elegida en dos, en tres, o0 en cuatro partes
iguales; de este modo, hallaremos una fraccion de la unidad que esté contenida en la magni-
tud que tratamos de medir. El resultado de esta tltima medicion lo expresamos con un par de
nameros enteros, distintos de cero, llamados respectivamente numerador y denominador. El
denominador nos dara el nimero de partes en que hemos dividido la unidad, y el numerador,
el nimero de subunidades contenidas en la magnitud que acabamos de medir. Surgen de este
modo los nimeros fraccionarios. Son niimeros fraccionarios 1/2, 1/3, 3/5, etcétera.

Podemos decir también, que son nimeros fraccionarios los que nos permiten expresar el
cociente de una division inexacta, o lo que es lo mismo, una division en la cual el dividendo
no es mdltiplo del divisor.

P L. G. Dirichlet (aleman, 1805-1859), sostuvo que no es necesariamente indispensable ampliar el concepto de
namero natural, ya que —segun é— cualquier principio de la més alta matemética puede demostrarse por medio
de los numeros naturales.

@ En la practica y hablando con rigor, ninguna medida resulta exacta, en razon de lo imperfecto de nuestros instru-
mentos de medida y de nuestros sentidos.
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Como se ve, en oposicion a los nimeros fraccionarios tenemos los numeros enteros, que
podemos definir como aquellos que expresan el cociente de una division exacta, como por
ejemplo, 1, 2, 3, etcétera.

515 8 4 6+2=3"
0 1 02
NUMERO RACIONAL Y NUMERO IRRACIONAL

Siguiendo el orden histdrico que nos hemos trazado, vamos a ver ahora cuando y como
surgieron los nimeros irracionales.

Es indudable que fueron los griegos quienes conocieron primero los nimeros irraciona-
les. Los historiadores de la matematica, estan de acuerdo en atribuir a Pitagoras de Samos
(540 a. C.), el descubrimiento de estos nimeros, al establecer la relacion entre el lado de un
cuadrado y la diagonal del mismo. Mas tarde, Teodoro de Cirene (400 a. C.), matematico de
la escuela pitagérica, demostré geométricamente que 2, {3, {5, {7, etc., son irracionales.
Euclides (300 a.C.), estudid en el Libro X de sus “Elementos”, ciertas magnitudes que al ser
medidas no encontramos ningun nimero entero ni fraccionario que las exprese. Estas magni-
tudes se llaman inconmensurables, y los ndmeros que se originan al medir tales magnitudes
se llaman irracionales.” Ejemplos de tales magnitudes son la relacion del lado de un cuadra-
do con la diagonal del mismo, que se expresa con el numero irracional Ja2+b° y la relacion
de la circunferencia, al diametro que se expresa con la letra = = 3.141592...

—1 Figura 1 |
C
d C = Circunferencia
b
D = Diametro
a
d={2+b? C_7=314159..
D

" En los ejercicios de la division se usa la notacion: Cociente

Dividendo Divisor que equivale a la notacion Divisor Dividendo

Residuo Cociente Residuo

@ Al exponer sisteméticamente los nimeros irracionales, Euclides los llamo asymmetros, y a los racionales los
llamo symmetros, palabras que significan sin medida y con medida. Para senalar el hecho de que estos nimeros
(los irracionales) no tenian expresion los designaba con la voz alogos. Boecio (475-554 d. C.), al traducir empled
commensurabilis e incommensurabilis. Sin embargo, Gerardo de Cremona (1114-1187), en una traduccion de
un comentario arabe sobre Euclides, utilizé erroneamente rationalis e irrationalis, al tomar /ogos y alogos como
razon y no en la acepcion de palabra (verbum), usada por Euclides. Este error se difundio a lo largo de toda la
Edad Media, prevaleciendo en nuestros dias el nombre de nimeros irracionales.

29
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Como consecuencia de la introduccion de los nameros irracionales, consideramos ra-
cionales el conjunto de los nimeros fraccionarios y el conjunto de los numeros enteros.
Definimos el numero racional como aquel numero que puede expresarse como cociente de
dos enteros. Y el nimero irracional como aquel namero real que no puede expresarse como
el cociente de dos enteros.

Llamamos niimeros reales al conjunto de los nimeros racionales e irracionales.

NUMEROS POSITIVOS Y NEGATIVOS

Los nimeros negativos no fueron conocidos por los matematicos de la antigiiedad, salvo
en el caso de Diofanto (siglo Ill d. C.?), que en su Aritmética, al explicar el producto de dos
diferencias, introduce un nimero con signo +. En el siglo vi, los hindues Brahmagupta y
Bhaskara usan los nimeros negativos de un modo practico, sin llegar a dar una definicion
de ellos. Durante la Edad Media y el Renacimiento los matematicos rehuyeron usar los ni-
meros negativos, y fue Newton el primero en comprender la verdadera naturaleza de estos
nameros. Posteriormente Harriot (1560-1621) introdujo los signos + y — para caracterizar
los ndmeros positivos y negativos.

La significacion de los nameros relativos o con signos (positivos y negativos) se com-
prende claramente, cuando los utilizamos para representar el resultado de medir magnitudes
relativas, es decir, magnitudes cuyas cantidades pueden tomarse en sentidos opuestos, tal
como sucede cuando tratamos de medir la longitud geografica de una region determinada; o
de expresar el grado de temperatura de un lugar dado. En el primer caso, podemos hablar de
longitud este u oeste con respecto a un meridiano fijado arbitrariamente (Greenwich). En el
segundo caso, podemos referirnos a grados sobre cero o grado bajo cero. Convencionalmen-
te fijamos los nimeros positivos 0 con signo + en una direccion, y los nimeros negativos o
con signo —, en la direccion opuesta.

Si sobre una semirrecta fijamos un punto cero, a partir del cual, hacia la derecha, se-
fnalamos puntos que representan una determinada unidad, nos resultan los puntos A, B, C,
etc. Si sobre esa misma semirrecta, a partir del punto cero (llamado origen), procedemos
del mismo modo hacia la izquierda, tendremos los puntos a, b, ¢, etc. Si convenimos en que
los puntos de la semirrecta indicados a la derecha del punto cero representan los numeros
positivos (A, B, C, etc.); los puntos senalados a la izquierda (a, b, c, etc.), representaran
numeros negativos.

3 2 1 0 +1 2 13

Histéricamente, los nimeros negativos surgen para hacer posible la resta en todos los
casos. De este modo, la resta se convierte en una operacion inversa de la suma, y se hace
posible restarle a un minuendo menor un sustraendo mayor.

Los numeros y simbolos literales negativos se distinguen por el signo — que llevan ante-
puesto. Los nameros positivos y su representacion literal llevan el signo +, siempre que no
inicien una expresion algebraica.
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El nimero cero. Cuando tratamos de aprehender el concepto de nimero natural, vemos
como éste surge de la comparacion de conjuntos equivalentes o coordinables entre si. Por ex-
tension llamamos conjunto al que tiene un solo elemento y que se representa por el nimero 1.
Ahora, consideramos el nimero cero como expresion de un conjunto nulo o vacio, es decir,
un conjunto que carece de elementos.

Por otra parte, el cero representa un elemento de separacion entre los nimeros negati-
VoS y positivos, de modo que el cero es mayor que cualquier nimero negativo y menor que
cualquier nimero positivo.

El siguiente diagrama nos aclarara las distintas clases de nimeros con los cuales vamos
a trabajar:

NUMEROIS REALES
!
0 |
Negativos Cero Positivos
| |
Racionales Irracionales Racionales Irracionales
Enteros Fraccionarios Enteros Fraccionarios

LEYES FORMALES DE LAS OPERACIONES
FUNDAMENTALES CON NUMEROS REALES

Hemos visto sumariamente como a través del curso de la historia de las matematicas, se
ha ido ampliando sucesivamente el campo de los numeros, hasta llegar al concepto de na-
mero real. EI camino recorrido ha sido, unas veces, el geométrico, que siempre desemboca
en la Aritmeética pura, formal; otras veces, el camino puro, formal ha iniciado el recorrido
para desembocar en lo intuitivo, en lo geométrico. Como ejemplos del primer caso, tenemos
los numeros irracionales, introducidos como razon de dos segmentos con el proposito de
representar magnitudes inconmensurables, y que hacen posible la expresion del resultado
de la radicacion inexacta. Y también, los nimeros fraccionarios que surgen para expresar
el resultado de medir magnitudes conmensurables, y que hacen posible la division inexacta.
Como ejemplo del segundo caso, estan los nimeros negativos que aparecen por primera
Vez como raices de ecuaciones, y hacen posible la resta en todos los casos, ya que cuando
el minuendo es menor que el sustraendo esta operacion carece de sentido cuando trabajamos
con numeros naturales. Mas tarde, estos numeros negativos (relativos) serviran para expre-
sar 1os puntos a uno y otro lado de una recta indefinida.

Sin pretensiones de profundizar prematuramente en el campo numérico, vamos a exponer
las leyes formales (esto es, que no toman en cuenta la naturaleza de los numeros) de la suma
y de la multiplicacion, ya que las demas operaciones fundamentales pueden explicarse como
inversas de éstas, asi, la resta, la division, la potenciacion, la logaritmacion y la radicacion.
Conviene ir adaptando la mentalidad del principiante al caracter formal (abstracto) de estas
leyes, pues ello contribuira a la comprension de los problemas que ulteriormente le plantearan
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las matemadticas superiores. Por otra parte, el conjunto de estas leyes formales constituira
una definicion indirecta de los numeros reales y de las operaciones fundamentales. Estas le-
yes que no requieren demostracion, pues son de aprehension inmediata, se llaman axiomas.

Igualdad

I. Axioma de identidad: a = a.
Il. Axioma de reciprocidad: sia = b, tenemos que b = a.
lll. Axioma de transitividad: sia=0by b = ¢, tenemos que a = c.

Suma o adicion

I. Axioma de uniformidad: la suma de dos numeros es siempre igual, es decir, tnica; asi,
sia=byc=d, tenemosquea+c=>n+d.
Il. Axioma de conmutatividad: a + b =b +a.
Ill. Axioma de asociatividad: (a +b) +c=a + (b +¢).

IV. Axioma de identidad, o0 médulo de la suma: hay un nimero y sélo un nimero, el cero,
de modo que a + 0 = 0 + a = a, para cualquier valor de a. De ahi que el cero reciba el
nombre de elemento idéntico o modulo de la suma.

Multiplicacion

I. Axioma de uniformidad: el producto de dos nimeros es siempre igual, es decir, tnico,
asisia=>byc=d tenemos que ac = bd.
Il. Axioma de conmutatividad: ab = ba.
lll. Axioma de asociatividad: (ab)c = a(bc).
IV. Axioma de distributividad: con respecto a la suma tenemos que a(b + ¢) =ab + ac.

V. Axioma de identidad, o médulo del producto: hay un nimero y sélo un nimero, el uno
(1), de modo quea - 1 =1 - a=a, para cualquier valor de a.

VI. Axioma de existencia del inverso: para todo nimero real a = 0 (a distinto de cero)
corresponde un nimero real, y s6lo uno, x, de modo que ax = 1. Este nimero x se llama
inverso o reciproco de a, y Se representa por 1/a.

Axiomas de orden

I. Tricotomia: si tenemos dos numeros reales a y b sélo puede haber una relacion, y solo
una, entre ambos, quea > b;a=boa < b.

Il. Monotonia de la suma: sia > b tenemos quea +c¢ > b +¢.
Ill. Monotonia de la multiplicacién: sia > by ¢ > 0 tenemos que ac > bc.
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Axioma de continuidad

I.  Sitenemos dos conjuntos de nimeros reales Ay B, de modo que todo numero de A es
menor que cualquier namero de B, existira siempre un nimero real ¢ con el que se verifi-
quea = c¢ = b, en que a es un nimero que esta dentro del conjunto A, y b es un nimero
que esta dentro del conjunto B.

OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS RELATIVOS

Suma de nameros relativos

En la suma o adicion de ndmeros relativos podemos considerar cuatro casos: sumar dos
nimeros positivos; sumar dos nimeros negativos; sumar un positivo con otro negativo, y
sumar el cero con un nimero positivo o negativo.

1) Suma de dos nimeros positivos.

REGLA

Para sumar dos niimeros positivos se procede a la suma aritmética de los valores
absolutos de ambos nameros, y al resultado obtenido se le antepone el signo +. Asi
tenemos:

(+4) + (+2) =+6
Podemos representar la suma de dos nimeros positivos del siguiente modo:

— Figura 2 |

+6 T “

+4 — +2—>
| |

I
coo o + + + i + + + T + t m eoo
-4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7

2) Suma de dos nimeros negativos.

REGLA

Para sumar dos nimeros negativos se procede a la suma aritmética de los valores
absolutos de ambos, y al resultado obtenido se le antepone el signo —. Asi tenemos:

(-4)+ (-2)=-6
Podemos representar la suma de dos numeros negativos del siguiente modo:

— Figura 3 |

A1 42 +3 +4

o4 1o

7 6 5 -4 -3 -2 1
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3) Suma de un nimero positivo y otro negativo.

REGLA

Para sumar un nimero positivo y un nimero negativo se procede a hallar la diferencia
aritmética de los valores absolutos de ambos niimeros, y al resultado obtenido se
le antepone el signo del nimero mayor. Cuando los dos nimeros tienen igual valor
absoluto y signos distintos la suma es cero. Asi tenemos:

+4
=4

+

6) + (-2)
6) + (+2)
6) + (+6)
6) + (—6)

(
(-
(-
(

o o

+

Podemos representar la suma de un ndmero positivo y otro negativo de los siguientes
modos:

Representacion grafica de la suma de un nimero positivo y un nimero negativo, en
que el nimero positivo tiene mayor valor absoluto que el negativo:

— Figura 4 |

+4 ;

+6 :
|

|

i
——2—
i f | |

“3 -2 1 0 +1 +2 +3 +4 +5

Representacion gréfica de la suma de un nimero positivo y un nimero negativo, en
que el nimero negativo tiene mayor valor absoluto que el positivo:

—1 Figura 5 |

—4 J
I
-6 —

2
| : |

L

|

|
+ 2 + + + t + t +
-5 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3

Representacion grafica de la suma de un nimero positivo y un nimero negativo, en
que el valor absoluto de ambos nimeros es igual.

—1 Figura 6 |

+6
-6

|
|
|
|

-6 -5 -4 -3 -2 -1

+'1 +'2 +:’3 +21 +5 +6

i +6
‘ -6
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4) Suma de cero y un nimero positivo o negativo.

REGLA

La suma de cero con cualquier nimero positivo o negativo nos dara el mismo namero
positivo o negativo.

(+4)+0=+4
Asi tenemos:

(-4)+0=—-4
En general: {a+0=0+a=a

En que a puede ser positivo, negativo o nulo.

Sustraccion de nameros relativos

Llamamos opuesto de un ndmero al mismo ndimero con signo contrario. Asi, decimos que
—m es opuesto de +m. Ya vimos en un caso de la suma que:

(+m)+ (-m)=0

La sustraccion es una operacion inversa de la suma que consiste en hallar un nimero x
(Ilamado diferencia), tal que, sumado con un nimero dado /m, dé un resultado igual a otro
nimero n, de modo que se verifique:

x+m=n (1)

Llamando m” al opuesto de m, podemos determinar la diferencia x, sumando en ambos
miembros de la igualdad (1), el nimero m’; en efecto:

X+m+m=n+m (2)
Si observamos el primer miembro de esta igualdad (2), veremos que aplicando el axioma
de asociatividad tenemos: m +m’ =0, y como x + 0 = x, tendremos:
x=n+m (3)

que es lo que queriamos demostrar, es decir, que para hallar la diferencia entre n y m basta
sumarle a n el opuesto de m (m’). Y como hemos visto que para hallar el opuesto de un na-
mero basta cambiarle el signo, podemos enunciar la siguiente

REGLA . _ ) (+8) — (+4) = (+8) + (-4) = +4

Para hallar la diferencia entre dos nimeros re- (+8) — (—4) = (+8) + (+4) = +12

lativos se suma al minuendo el sustraendo, cam- (=8) — (+4) = (~8) + (-4) = 12

hién/:iqle el signo. (=8) — (~4) = (-8) + (+4) = —4
Si:

Representacion grafica de la sustraccion de nameros relativos

Por medio de la interpretacion geométrica de la sustraccion de nimeros relativos, podemos
expresar la distancia, en unidades, que hay entre el punto que representa al minuendo vy el
punto que representa al sustraendo, asi como el sentido (negativo o positivo) de esa dis-
tancia.
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Para expresar la diferencia (+4) — (-8) = +12, tendremos:

— Figura 7 |

| |

8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4

; +12 | ‘

Para expresar la diferencia (-8) — (+4) = —12, tendremos:

—| Figura 8 |
| -12 | ‘

| |

8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4

Multiplicacion de nimeros relativos

REGLA

El producto de dos nameros relativos se halla multiplicando los valores absolutos de
ambos. El producto hallado llevara signo positivo (+), si los signos de ambos factores son
iguales; llevara signo negativo (-), si los factores tienen signos distintos. Si uno de los
factores es 0 el producto sera 0.

Cuando operamos con simbolos literales el producto es siempre indicado, bien en la
forma a x b; bien en la forma a - b; y mas usualmente ab.

Asi:
(+2)(+3) =+6 0)(+3) =0
(-2)(-3) =+6 0)(=3)=0
(+2)(-3)=-6 00=0
(-2)(+3) =-6

El siguiente cuadro es un medio de recordar faciimente la ley de los signos en la multipli-
cacion de los nimeros relativos.

+ por — da —
— por + da —

+ por + da +
— por —da +

Representacion grafica del producto de dos nimeros relativos

El producto de dos numeros relativos puede expresarse geométricamente como el area de
un rectangulo cuyos largo y ancho vienen dados por ambos nimeros. A esta area podemos
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atribuirle un valor positivo o negativo, segun que sus lados tengan valores de un mismo sen-
tido o de sentidos distintos respectivamente.

— Figura 9 |

—6 +2 +2 +6
-3 +3
-3 +3 .
+6 -2 -2 -6

Potencia de nimeros relativos

Llamamos potencia de un namero relativo al producto de tomarlo como factor tantas veces
como se quiera. Sia es un nimero relativo cualquiera y n > 1 es un namero natural, tendre-
mos la notacion &”, que se lee a elevado a la enésima potencia, e indica que a debe tomarse
como factor n veces. Asi:
N Veces
d'=a-a-a-...-a

En la notacion a" = x, llamamos potencia al producto x, base al nimero que tomamos
como factor a, y exponente a n, que nos indica las veces que debemos tomar como factor a
a. A la operacion de hallar el producto x, la llamamos potenciacién o elevacion a potencia.

Ejemplo: 4°=1,024

En este ejemplo, 4 es la base; 5 es el exponente, y 1,024 es la potencia.

REGLA

. ) L " a’=+A
La potencia de un namero positivo siempre es positiva. La poten- (ca)2=+A
cia de un nimero negativo sera positiva si el exponente es entero 28 = 4/
y par: negativa si el exponente entero es impar. Asi: (ca)’=-A
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Producto de dos potencias de igual base

REGLA

Para multiplicar dos potencias de igual base, se eleva
dicha base a la potencia que resulte de la suma de los ar-a'=a"t"
exponentes respectivos. Ejemplo: (3)%(3)*=3"*=3°=729

Potencia de una potencia

REGLA

Para hallar la potencia de una potencia se multipli-

can los exponentes y se mantiene la base primitiva. @nm=a""=a"

Ejemplo: (223 =223 =_2° — ¢4

Hay que poner especial cuidado en no confundir la
potencia de una potencia, con la elevacion de un nimero
a una potencia cuyo exponente, a la vez esté afectado
por otro exponente. Asi, no es lo mismo (4%)° que (4%).  (4%)°=4%<°=4°=4,096
Ejemplo: (4%) = 4272%2 = 4° = 65,536

Divisién de nameros relativos

Ya vimos, al tratar de las leyes formales de la multiplicacion, que de acuerdo con el axioma Vi
(existencia del inverso), a todo namero real a = 0, corresponde un nimero real, y sélo uno, x,
de modo que ax = 1:; Este namero x se llama inverso o reciproco de a, y se representa por 1/a.

Elinverso de +4 es +%.
El inverso o reciproco de un nimero relativo cual-

=Y . ; . El inverso de —4 es —1.
quiera distinto de cero tiene su mismo signo. 4

El inverso de —/3 es —1.

&)

El inverso de +% es +2.

La division es una operacion inversa de la multiplicacion que consiste en hallar uno de los
factores, conocidos el otro factor y el producto. Es decir, dado el dividendo d' y el divisor ¢”
hallar el cociente ¢, de modo que se verifique d"c =d.

Recordamos que esta operacion solo es posible si @” es distinto de cero.

Aplicando el axioma de existencia del inverso, tenemos que:

1 (@c) =1/d" d

Sabemos que: 1/0" (@c)=(1/d"d)c=(+1)c=¢
Eliminando queda: c=1/dd
De lo cual deducimos la siguiente

REGLA

Para dividir un namero cualquiera d entre otro nimero distinto de cero d’, multiplicamos
d por el reciproco d’(1/d"). El cociente que resulte sera positivo si los dos nimeros son
del mismo signo; y negativo, si son de signos contrarios.
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Con el siguiente cuadro podemos recordar facilmente la ley de los signos de la division
con numeros relativos.

+ entre + da + + entre — da —
—entre — da + —entre + da —

Ahora que estudiamos la division, podemos enunciar tres casos de la elevacion a poten-
cia de un numero cualquiera.

1) Siun nimero cualquiera a = 0, se eleva a la potencia 0 es igual a’=+
a+1. Asi: 3= 11
2) Siun numero cualquiera a = 0, se eleva a un exponente negativo qgm=1
. . ’ . m
cualquiera —m es igual al reciproco de la potencia a”, de expo- d
nente positivo. Asi: 32_1_1
¥ 9
3) Ladivision de dos potencias de igual base es igual a la base a" _ gmn
elevada a la potencia que dé la diferencia de ambos expo- a
nentes. Asi: 4
$=3"=3=9

Uniformidad de las operaciones fundamentales con nameros relativos

Hemos visto en las operaciones estudiadas, a saber: suma, resta, multiplicacion, potencia-
cion y division, que se cumple en todas ellas el axioma de uniformidad. Quiere esto significar
que cuando sometemos dos numeros relativos a cualquiera de las operaciones mencionadas,
el resultado es uno, y sélo uno, es decir, Gnico. Sin embargo, cuando extraemos la raiz cua-
drada de un numero positivo, tenemos un resultado doble. Pues como veremos, al estudiar
la extraccion de las raices, un numero positivo cualquiera siempre tiene dos raices de grado
par, una positiva y otra negativa.

Asi; J+a=+d porque: (+a)° = (+a)(+a) =+a
(@)’ = (-a)(-a) =+a
del mismo modo:  {+64 =+8 porque: (+8)? = (+8)(+8) = +64
(-8)° = (-8)(-8) = +64

POSIBILIDAD DE AMPLIAR EL CAMPO NUMERICO

Los nameros reales no cierran la posibilidad de ampliacion del campo numérico. Tal posibili-
dad se mantiene abierta para la introduccion de nuevos entes, siempre que tales entes cum-
plan las leyes formales. Dentro de los limites de este texto, el estudiante todavia se enfrentara
con una nueva ampliacion del campo numérico. Se trata del nimero complejo, que €S un
par de nimeros dados en un orden determinado y que esta constituido por un nimero real y
un namero imaginario. Con estos nimeros podremos representar un punto cualquiera en el
plano. En el capitulo XXXII se presentarad una discusion amplia sobre estos numeros.



El Algebra en el Antiguo Egipto (5000-500 a. C.). En Egipto, tria. En el papiro de Rhind, el més valioso y antiguo documen-
maravilloso pueblo de faraones y piramides, encontramos los  to matematico que existe, debido al escriba Ahmes (1650 a.
primeros vestigios del desarrollo de una ciencia matematica. ~ C.), se presentan entre multiples problemas, soluciones de
Sus exigencias vitales, sujetas a las periddicas inundaciones  ecuaciones de segundo grado.

del Nilo, los llevaron a perfeccionar la Aritmética y la Geome-

Capitulo /

SUMA

LA SUMA 0 ADICION es una operacion que tiene por objeto reunir dos o més expresiones
algebraicas (sumandos) en una sola expresion algebraica (suma).

Asi, lasumadeay b es a + b, porque esta Ultima expresion es la reunion de las dos
expresiones algebraicas dadas: a y b.

Lasumadeay—besa-—b, porque esta Gltima expresion es la reunion de las dos ex-
presiones dadas: ay — b.

CARACTER GENERAL DE LA SUMA ALGEBRAICA

En Aritmética, la suma siempre significa aumento, pero en Algebra la suma es un concepto
mas general, pues puede significar aumento o disminucion, ya que hay sumas algebraicas
como la del dltimo ejemplo, que equivale a una resta en Aritmética.

Resulta, pues, que sumar una cantidad negativa equivale a restar una cantidad posi-
tiva de igual valor absoluto.

Asi, la suma de my —n es m — n, que equivale a restar de m el valor absoluto de —n que
es |n|.

La suma de —2x y -3y es —2x — 3y, que equivale a restar de —2x el valor absoluto de -3y
que es |3y|.
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PITULO | Suma

REGLA GENERAL PARA SUMAR

Para sumar dos 0 mas expresiones algebraicas se escriben unas a continuacion de las
otras con sus propios signos y se reducen los términos semejantes si los hay.

I. SUMA DE MONOMIOS

1)

2)

3)

4)

5)

Sumar 5a, 6b y 8c.
Los escribimos unos a continuacion de otros con sus propios signos, y como
5a = +ba, 6b = +6b y 8¢ = +8¢ la suma sera: 5a+6b+8c R.

El orden de los sumandos no altera la suma. Asi, 5a + 6b + 8¢ es lo mismo que
5a + 8¢ + 6b 0 que 6b + 8¢ + 5a.
Esta es la ley conmutativa de la suma.
Sumar 3a%h, 4ab® a’b, 7ab?y 6b°
Tendremos:
3a%h + 4ab®+ a’h + 7ab® + 6b°

Reduciendo los términos semejantes, queda: 4ah + 11ab*+ 6b° R.

Sumar 3a 'y -2b.
Cuando algin sumando es negativo, suele incluirse dentro de un paréntesis para
indicar la suma; asi: ~ 3a+(-2b)

La suma sera: 3a-2b R.

Sumar 7a, —8b, —15a, 9b, —4c y 8.
Tendremos:

7a+(-8b) + (—15a) + 9 + (—4c) + 8= 7a—-8h—15a+9b—4c + 8
=-8a+b-4c+8 R.

2.2 1 _op2 _3,p 1452 _3p2
Sumar §a,gab, 2b°, 4ab, 3a, 5b.
2,2 1 2 3 1,2 3p2

54 +§ab+(—2b)+(—zab)+§a +(—gb)

—222  1ap_op2 3 192 _3p2 _ g2 _ 1q9p 132
_a+2ab 2b 4arb+3<:«z 5b a 4ab 5b R.

3

Sumar:
1.mn 11. =11m, 8m 18. —%xy, —%xy 24. a, b, 2¢
2.m, = 12. 9ab, —15ab N 25. 3m, =21, 4p
3. -3a, 4b 13, —xy, 9y 19. —5abc, —5abc 26. a2 —7ab, —5b?
4. Sb,—Ga 27 XZ —3Xy _4y2
5 7 —6 14. mn, =11mn 20, —4x%y, 3x%y o ’

! 8 28. x°, X%, 6
6. 6,9 15. 12, ~2p
7. 2% 3y 27 3 2. %mn, —%mn 29. 2a,-b, 3a
8. 5mn, —m 16. %b, %C 30. -m, -8n, 4n
9. 5a,7a 22.a,b,c 31. —7a, 8a, b
10. —8x, ~5x 17. 3b, 2b 23. a,-b, ¢ 82, L, 2y, =3y
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3 ) 42. m®, —=4m®n, 5m°, =7mn?, —4m®n, —5m°
33. =3m, —m, =2mn

5 3 43. 9, 11y, —x, -6y, 4z, -6z
34. 742 5ab, 3b°, —a> 44. 6% —7b% —11, —5ab, 9a%, —8h*
35. —7mn?, —5m, 17mn?, —4m 45. —xy%, =5xy°, —4y*, Txy°, -8, Xy
36. x°, —8x%, 5, -7, dx¥y 46. 3a, %b, —4, b, —%a, 6

37. 5¢%, 9y, —6xy, 7y%, —x°
38. —8a’h, bab?, —a’h, —11ab?, —7h°
39. m®, =8m*n, Tmn®, —n®, Tmn

12 2oy B _poy 852 _Bo2
47'5)(!5)0/16}/7 3Xy14X7 6y
48 5ax _6ax+1 8ax+2 ax+1 5ax+1 _5ax
10. 12 2512 1p _g 49. 3¢, 2y, 1y, ~ Ly, i, 5y
- 9 50,48, 50,
3.2nh 10p2 1.2 1,42 2 5 ,h2
41. a,-3b, —8c, 4b, —a, 8¢ 50. Zaz b, Eazb , —Za b, E.ab ,ab, —Eab

Il. SUMA DE POLINOMIOS
1) Sumara-b, 2a +3b —cy —4a + 5b.
La suma suele indicarse incluyendo los sumandos dentro de paréntesis; asi:
(a—b)+(2a+3b—c)+ (-4a+5b)
Ahora colocamos todos los términos de estos polinomios, unos a continuacion de
otros, con sus propios signos, y tendremos:
a-b+2a+3b-c—-4a+5=-a+7b-c R.

En la practica, suelen colocarse los polinomios unos debajo de los otros, de modo
que los términos semejantes queden en columna; se hace la reduccion de éstos,
separandolos unos de otros con sus propios signos.

Asi, la suma anterior se verifica de esta manera:

a-b
2a+3b-c
—4a+5b
-a+7b-c R.
2) Sumar 3m—-2n+4,6n+4p-528n-6y m—-n-4p.
Tendremos: 3m — 2n +4
6n+ 4p -5
8n -6
m- n-4p
4m + 11n -7 R

PRUEBA DE LA SUMA POR EL VALOR NUMERICO

Se halla el valor numérico de los sumandos y de la suma para los mismos valores, que fija-
mos nosotros, de las letras. Si la operacion esta correcta, la suma algebraica de los valores
numeéricos de los sumandos debe ser igual al valor numérico de la suma.
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1)

Sumar 8a — 3b + 5¢ — d, —2b + ¢ — 4d y —3a + 5b — ¢ y probar el resultado por el valor
numérico paraa=1,b=2,¢c=3yd=4.
Tendremos: 8a-3 +5 - d= 8- 6 +15 - 4= 13
-2b + ¢c-4= - 4+ 3-16=-17
-3a+5h - ¢ =-3+10 - 3 = 4

5a +5 -5 5 +15-20= 0
La suma de los valores numéricos de los sumandos 13 — 17 + 4 = 0, igual que el valor
numeérico de la suma que también es cero.

o O AW N =

Hallar la suma de:

.3a+2b-c;2a+3b+c 7. =Tx—4y+6z,10x — 20y — 82, — 5x + 24y + 27 E
. 7a—4b+5c; —7a +4b — 6c 8. —2m+3n-6;3m-8n+8,-5m+n-10 %
S MA+N—p;—M—n+p 9. —5a — 2b — 3c; 7a — 3b + 5¢; — 8a + 5b — 3¢ |
X =3y +5; x—y+4;,-5x+4y-9 10. ab+bc+cd,—8ab—3bc —3cd; 5ab +2bc +2cd
.a+b-c;2a+2b-2c;-3a-b+3c 11. ax —ay —az; —bax — 7ay — 6az; 4ax + 9ay + 8az
.p+q+r,—2p—6q+3r,p+5q9-8r 12. 5x -7y +8; -y +6 —4x; 9 — 3x + 8y

13. —am + 6mn — 4s; 6s —am — 5mn; —2s — 5mn + 3am

14. 2a + 3b; 6b — 4c; —a + 8¢

15. 6m — 3n; —4n + 5p; —m — 5p

16. 2a + 3b; 5¢ — 4, 8a+6; 7c - 9

17. 2x-3y;52+9;6x-4;3y-5

18. 8a+3b—c;5a-b+c;,-a—-b—c;7a—b+4c

19. 7x+2y—4,9-62+5,-y +37-6;, -5+ 8x -3y

20. -m—-n—-p;m+2n-53p—-6m+4;2n+5m-8

21. 53" — 3a" - 7a"; — 8a" + 5a" — 9a"; —11a* + 53" + 16a"

22. 6m* = TmA T 5mA S AmAt —TmA = mA S 5mA 4 3mA i+ 12mP 3
23. 8x+y+z+u; -3 —4y—22+3u; 4x+ 5y +3z-4u; - —y—-z+2u
24.a+b-c+d,a-b+c—d,-2a+3b-2c+d;-3a-3b+4c—-d
25. b5ab — 3bc + 4cd; 2bc + 2cd — 3de; 4bc — 2ab + 3de; —3bc — 6¢d — ab
26.a-b;b-c,c+d;a-c;c—d;d—a;a—-d

3)

Sumar 3x®— 4xy + y?, —5xy + 6x* — 3y* y —6y° — 8xy — x>

Si los polinomios que se suman pueden ordenarse con relacion a una letra, deben
ordenarse todos con relacion a una misma letra antes de sumar.

3 — 4y + yP
Asi, en este caso vamos a ordenar de mM 6x*> — 5xy — 3y°
descendente con relacion a x y tendremos: —9x% - 8xy — 6>

—17xy —8y* R.
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4) Sumar
a’h —b* +ab®, —2a%h° + 4ab® + 2b* y 5a°h — 4ab® — 6a’h® — b* — 6.
ah + ab’- b*
Ordenando con relacion a la a —2a°h? + 4ab®+2b*
se tiene: > 53°h —6a’h® — 4ab®— b*-6
6a’h —8a’b® + ab® -6 R
Hallar la suma de:
1. X2 + 4x; =5x + x* 8. 3 +x% 4 +5 X +4x° -6
2. a* + ab; —2ab + b® 9. X2 = 3xy +y% —2y% + 3xy — x% X2 + 3y — y*
3.x3+2x x>+ 4 10. a%— 3ab + b% —5ab + a® — b’ 8ab — b? — 23>
4. a* — 3a% a® + 4a 11, =7 +5X—6; 8x — 9+ 4% —Tx + 14 — X2
5 —x2+3:x°+6 12. @®—4a+5a*-2a°+6;a°—T7a+4
6. x2—4x; —7x+6:3x* -5 13. X +Xx=6, -7 +5 X +8-5
7. m? + n% =3mn + 4n% -5m® - 5n° 14. 3° - b%; 5a%h — 4ab% a° — 7ab® - b°

15. X3+ xy2 + y% —5x%y + x° — y%; 2x° — 4xy? — 5)°

16. —7m®n + 4n% m® + 6mn® — n®, — m® + Tm®n + 5n°

7. X =X+ -4 +5 7 —4x+6
18.a'+a%+6;a°-3a°+8;a°—a*—14

19. X0 +x—9; 3 - 7x°+6; -3x° —4x +5

20. a®+a; a®+5; 7a° + 4a; -8a* - 6

21, x* — x%y% —5x%y + 6xy®; —dxy® + y* —4x%y? -6

22. Xy + X% —Ty? + 4xy — x% 5y% — x* + 6xy; —6x* — dxy + y*

23. a° — 8ax® + x%; 5a* — 6ax® — x%; 3a® — 5a’x — x%; a® + 14ax® — x°

24. —8a’m + 6am? — m®; a® — 5am? + m®, —4a® + 4a’m — 3am? 7a*m — 4am® -6
25. x° — X2 — xy* 2x%y + 3x%y® — % 3x%y% — dxyt — y5; X + Bxyt + 2)°
26.a%+a%+a% a'+a®+6;3a%+5a—8; —-a°—4a*—5a+6

27. a* — b* —a®b + a’h? — ab®; —3a* + 5a’h — 4a’h® —4a’h + 3a’h® — 3b*

28. m® — n® + 6m®n; =4m®n + 5mn® + n> m® — n® + 6mn% -2m*® — 2m*n + n®
29. 8" — 32 %53 '+6a %78 3+ % a - 130

X+2 X x+1. X+3 x-1 X=2. _ X X+3 _ X+2. ox—1
3.8 —a"+a"" 3@ -2 ' +a % -a" + 4a 53" % a

_ax—2+ax+2

SUMA DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS

1,3 3_2,2 _1y2,,.3,2 3,3 1,3,1,.2
1) Sumar _x°+2y 5xy+3, TR AL /A A VA d.

3
Tendremos:
%xe’— %xzy + 2% +3
_ 12y 32 3,8
10X y+ %Xy qy
2 3
g ) O

- 12y 1 Tx2415,9_2 R
3X 2xy+8xy+14y
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Hallar la suma de:

1y 1y 1 1,2 o
1. X +3xy, XVt S
B lae 1 1p2. 1 142 o
. a +-ab, —ab+-b", ——ab—-
2. a 2ab 4azb 2b 4ab 5b .“:’.
2,2y 1 2. 5 2.2 Ll
3. X +3xy, 6xy+y, 6xy+3y

3,2 1,2 2 1,2 1 1,2
4. Sx2_1y2 _2 dy2 1 il
4X 2y, 5xy+6y,10xy+ y

2,2, 1 1p2. 5,2 1 1p2. 1 142
. fa*+-ab—-b% 2a ——ab+- +25
5. 3@ 5ab 2b 52 10ab 6b 12a ab b
Sy2_2y2 3y Ay 1y2 1p2.5,, 1,21
B. GX° =SV X XY = XY 2XY 3)( +4y
7. 8- Jab®+b% Dath- 3ab2 2b° Ja°—Ja*h-3b°
8. X' —x2+5; gx —7x—3; —§x4+§x3—§x
57 "6" 4
2 1 2.3, 1 1 3.3 1
9. cm®—Xmn®+2n% 1mPna- 2mn® - 20 m* - 1mPn—n®
3 4 5 6 8 5 2
10, x* 420724 2y Dt 3ty Ly Sy =dxly—xfyt e Lyt
7 6" '8 6 14 6
5_2,3.4,. 5 2_1,. 2 1,8 _1,2. 1
CxT2x0 A 3O Ly 2t g3 dx 133y 4
1 3" 5 . 8" 107 3" 6" 4 127 5
2,3.5,2 1,3 3,2, 7,2 1 28,12, 1,02
CLat2ax®—1x®% —Satx—Lax® - 1x% —2a® 4 1a?x -
12. Q@@ X, 7@ XA g 3a 2 X
6_ 4,223,533 1. 3.4 3
13. &°—a +a5 24—, 2a, 2a 8a 2 +6; - P 6
5 5. 3,2 5. 4 2 3 3 2 5
14, x°-y% Lyt 1y Sty 2yt Dy axty eyt Ty

Sumar las expresiones siguientes y hallar el valor numérico del resultado para a =2, b = 3,

c=10,x=5y=4, m=2n=1. [=)
3 5 o
1. dx -5y, -3x+6y -8, x+y S
2. x> = 5x + 8; —x* + 10x — 30; —6x® +5x—50 i.?_:‘
3. x =yt -5y — 8 + 2% —Ax* + TxPy + 10xy°
4. 3m —5n+6; —6m +8 - 20n; —20n + 12m — 12
5. nx+cn—ab; —ab + 8nx — 2cn; —ab +nx -5
6. a° + b3 —3a% + 8ab? — b*; —5a°® — 6ab? + 8; 3a’h — 2b°
7. 27m® + 125n% =9m?®n + 25mn%; —14mn? - 8; 11mn? + 10m®n
8. Xa—1 +yb—2 + mx—4; 2Xa—1 _ zyb—z _ 2mx—4; Syb—Z _ 2mx—4
9. ' m 48 =50 = 3m* 3 +10; 4n° ' + 5m* 2 - 18
10. X%y — xy> + 5 x* — x¥2 + 5x%y — 6; —6xy° + X2+ 2; —y* + 3xy® + 1
3,2,2p2. 1 1p2. 1 142
1. ;8 +§b ; —gab+§b ; éab—gb
9 25 2 5 7 1.7
12. m +34n Z 15mn+E ﬁn +34m 7 34m —30mn+3
13. 1b2 3cn 2 3b2m+6 1cn ‘b m+25cn+4 2cn+ 1b2
14, 0225+ 0dab® - 0.52%; ~0.8b° + 0.8ab° - 0.3a%; ~0.dab + 6 0.8%; 0245+ 0.95°+ 1520




El calculo en Caldea y Asiria (5000-500 a. C.). No ha sido  con ecuaciones de segundo grado y tablas de potencias que
sino recientemente que se ha puesto de manifiesto la enorme  requieren un dominio de la Matematica elemental, pero no
contribucion de los caldeos, asirios y babilonios al acervo  supone esto que los caldeos tuvieran toda una concepcion
matematico de la humanidad. En tablillas descifradas hace  abstracta de las Matematicas.

muy poco tiempo (1930), figuran operaciones algebraicas

Capitulo fJ
RESTA

LA RESTA 0 SUSTRACCION es una operacion que tiene por objeto, dada una suma de
dos sumandos (minuendo) y uno de ellos (sustraendo), hallar el otro sumando (resta o
diferencia).

Es evidente, de esta definicion, que la suma del sustraendo y la diferencia tiene que ser
el minuendo.

Si de a (minuendo) queremos restar b (sustraendo), la diferencia sera a — b. En efecto:
a — b serd la diferencia si sumada con el sustraendo b reproduce el minuendo a, y en efec-
to:a-b+b=a

REGLA GENERAL PARA RESTAR

Se escribe el minuendo con sus propios signos y a continuacion el sustraendo con los
signos cambiados y se reducen los términos semejantes, si los hay.

|. RESTA DE MONOMIOS

1) De —4 restar 7.
Escribimos el minuendo —4 con su propio signo y a continuacion el sustraendo 7 con
el signo cambiado y la resta sera: —4-7=-11 R.
En efecto: —11 es la diferencia porque sumada con el sustraendo 7 reproduce el
minuendo —4: -11+7=-4
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2) Restar4b de 2a.
Escribimos el minuendo 2a con su signo y a continuacion el
sustraendo 4b con el signo cambiado y la resta sera: 2a—4b R.

En efecto: 2a — 4b es la diferencia, porque sumada con el
sustraendo 4b reproduce el minuendo: 2a—4b+4b=2a

3) Restar4a’h de —5a°b.
Escribo el minuendo —5a% y a continuacion el
sustraendo 4ab con el signo cambiado y tengo: —ba’h — 4a’h =-9a°b R.

—9a°b es la diferencia, porque sumada con el sus-
traendo 4a®b reproduce el minuendo: 9a%h + 4a’h =-5a’b R.

4) De7 restar —4.
Cuando el sustraendo es negative suele incluirse dentro de un paréntesis para indicar
la operacion, de este modo distinguimos el signo — que indica la resta del signo — que
sefala el caracter negativo del sustraendo. Asi: 7-(-4)=7+4=11 R.

El signo — delante del paréntesis esta para indicar la resta y este signo no tiene mas
objeto que decirnos, de acuerdo con la regla general para restar, que debemos cambiar
el signo al sustraendo —4. Por eso a continuacion del minuendo 7 escribimos +4.

5) De 7x%" restar —8x%".
Tendremos: 7x%* — (=8x%") = 7x%" + 8x%* = 15x°)" R.

6) De —%ab restar —%ab.

< _1ap_[8ap|=_1ap+39p=1
Tendremos: 2ab (4ab) 2azb+45tb 4azb R.

CARACTER GENERAL DE LA RESTA ALGEBRAICA

En Aritmética la resta siempre implica disminucién, mientras que la resta algebraica tiene un
caracter mas general, pues puede significar disminucion o aumento.

Hay restas algebraicas, como las de los ejemplos 4 y 5 anteriores, en que la diferencia
es mayor que el minuendo.

Los ejemplos 4, 5 y 6 nos dicen que restar una cantidad negativa equivale a sumar la
misma cantidad positiva.

De:

1. -8  restar 5 6. 2a restar 3b 11. —9a% restar 5b° o
2. -7 4 7.3 2 12.-Txy 5z Ig
3. 8 11 8. 4x 6b 13. 3a ? 4a >
4. -8 ” -1 9. —5a ? 6b 14. 11m* 7 25 m? )
5. -1 ’ -9 10. —8x ’ -3 15. —6x%y 7 X%




48 BALDOR ALGEBRA

16. 11a°m® restar —7a’m*  22. 6a" restar 52" . 2 estar 3
17.8ab* " Bab® g3 gmp-t v _gogt 3 !

18 30 ey e B o
19. —84a’h » —84a’h ' 0.5 ” 5.9
20. 3g*+! » 5p+2 25 -35m° ? -6om* 2% 55V XY
21. 8¢+ " 11 2. 5 ” -1 a0 ap o Sa?
Restar:

31. 3 de -2 43. -a de 3a 55. 54a**? de  -85a**?
32. 1 ? 7 44. -3b ? —4b

33. -5 © 8 5. 11X b4  s6.6a "

34, -4 ? 5 46. 14a* 7 78a%h

35. —7 T 47. -433a% 7 -54a%  51. -5 ” -g

36. -5 ? 2a 48. 9ab ? -ab

37. b R ' 49. 31x%y * 3 58 3p  * _Ime
38. 5m ” -2n 50. & 5 —-3a" 8 10
39. —6a ” 3b 51. —7a"*" 7 318" 59, —1g2p? ” 5 42p2
40. -54° ? 8b 52. 9m* ? 105m” 12 6

M. -9 R 53, 182! 7 —31a*~! o -
2 25 °  25ab  sa.—dgm *  —p3em' O 494D ~gab

Il. RESTA DE POLINOMIOS

Cuando el sustraendo es un polinomio, hay que restar del minuendo cada uno de los térmi-
nos del sustraendo, asi que a continuacion del minuendo escribiremos el sustraendo cam-
biandole el signo a todos sus términos.

1) De 4x — 3y + z restar 2x + 57 — 6.
La sustraccion se indica incluyendo el sustraendo en
un paréntesis precedido del signo —, asi. ————»  4x -3y +z— (2x + 52 — 6)
Ahora, dejamos el minuendo con sus propios
signos y a continuacion escribimos el sustraendo
cambiandole el signo a todos sus términos y ten-
dremos: > Ax-3y+7-2x-57+6

Reduciendo los términos semejantes, tendremos: ——»  2x-3y—-4z+6 R.
En la practica suele escribirse el sustraendo con sus signos cambiados debajo del mi-
nuendo, de modo que los términos semejantes queden en columna y Se hace la reduc-
cion de éstos, separdandolos unos de otros con Sus propios Signos.
4x -3y+ z
Asi, la resta anterior se verifica de esta manera; ———» —2x -52+6
2x—-3y—4z+6 R.
PRUEBA

La diferencia sumada con el sustraendo debe dar el minuendo.
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2)

3)

2Xx-3y — 4z + 6
En el ejemplo anterior, sumando la diferencia 2x — 3y ¢ 2x +52 -6
— 4z + 6 con el sustraendo 2x + 5z — 6, tendremos: 4x-3y + z (minuendo)

Restar —4a’h — ab® + 6a°b°® — a’h* — 3b° de 8a‘h® + a° — 4a’h* + 6ab°.

Al escribir el sustraendo, con sus signos cambiados, debajo del minuendo, deben orde-
narse ambos con relacion a una misma letra.

Asi, en este caso,

ordenando en orden des- @ + 8a'b’ - 4a’h" + 6ab®
cendente con rela- a4 +42°h -6a°h* + ab*+ ab® + 3h°
cion a la a tendremos: a® + 4a°b + 8a‘b? — 6a’h® — 3a°h* + 7ab® + 3b° R.

La diferencia suma-  a° + 4a’h + 8a‘h® —6ah® — 3a%* + 7ab® + 3b°

da con el sustraen- —432% +6a% — &% - ab® - 3b°
do, debe darnos el /56 + 8a'h? — 42°h* + 6ab® (minuendo)
minuendo:

Restar —8a% + 6 — 5ax*> — x° de 7a® + 8a% + 7ax® — 4 y probar el resultado por el valor
numérico. ) ) ,
Efectuemos Ia resta ordenando con relacion | Tl s B = O
alax: X°+ bax“+ 8ax - 6

X3+ 12ax® + 16a’x + 7a° =10 R.

La prueba del valor numérico se efectia hallando el valor numérico del minuendo, del
sustraendo con los signos cambiados y de la diferencia para un mismo valor de las letras
(el valor de cada letra lo escogemos nosotros). Reduciendo el valor numérico del minuen-
do y sustraendo con el signo cambiado, debe darnos el valor numérico de la diferencia.

{:r?‘:érig[: ealraej;nip:o Tax>+ 8a’x +7a° - 4= 28+16+7— 4 =47
)(—2terrl)dremo;—:'XSJr bax’ + 8a’x - 6=8+20+16 - 6=38
- & - 3 3 7 3 Vo

x®+12ax* + 16a°x + 7a° =10 =8 + 48 + 32 + 7 - 10 = 85

o
@

.a+b restar a—b 9. x* —x2 +6 restar 5x°—4x+6
. 2x— 3y restar —x + 2y 10. y® + 6y° — 8 restar 2y* — 3y? + 6y
. 8a+b restar —3a+4 11. a® — 6ab® + 9a restar 15a%b —8a +5
. x® - 3x restar -5x+6 12. x* + 9xy® — 11y* restar —8x% — 6x%% + 20y*
a® — a%b restar 7a%b + 9ab® 13. a+b+c—d restar -a—b+c—d
.X—y+Zz restar x—y+z 14. ab + 2ac — 3cd — 5de restar —4ac + 8ab — 5¢d + 5de
. X+y—zrestar Xx-y+z 15. x* — 9x + 6x2 — 19 restar —11x + 21x — 43 + 6x°
X2+ y?—3xy restar —% +3x*—4xy 16. y° — 9y® + 6y> — 31 restar —11y* +31y° — 8y — 19y

17. 5m® = 9n® + 6m®n — 8mn? restar 14mn® - 21m%n + 5m° - 18

18. 4x% — 19xy® + y* — 6x%? restar —x* — 51xy® + 32x%% — 25x%

19. m® + m*n® — 9m*n* + 19 restar —13m*n® + 16mn® — 30m?n* - 61

20. —a%h + 6a°h® — 18ab°® + 42 restar —8a® + 96° — 11a*b? — 11a%"*

21.1 = x>+ x* = x3 + 3x — 6x° restar —x® + 8x* — 30x% + 15x — 24

22. —6x%% + 8x° — 23x"y + 80x%% — 18 restar —y° + 9xy* + 80 — 21x%? — 51xYy
23.m® — 8m*n® + 21mn* + 8 —6mn® restar —23m°n + 14m*n® — 24mn°® + 8n°® — 14

49
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24. X" — 8x + 16x° — 23x2 — 15 restar —8x® + 25x* — 30x* + 51x — 18

25. 92% — 15a°h% + 31a%h* — b® + 14 restar 25a°h — 15a‘b? + 53a°b® — 9ab® + 3b°
26.8 +a "' —a"*? restar 5ha* — 6a* ' — "2

27.m* = m*~ "+ 3m* 2 restar 3m**' — 4m?* + 5m? -2 + 8m?~*

28.3" "4 —7a"*% - 83" + 63" ' restar —5a"*° — 143" *2 - 11a" " - 83" '

29 32— 7x* + 9" 4+ 25x 72 restar —11x* T+ 19x% + 45x7 1 + 60x°°

30.m" " —6m" "2+ 8m" % —-19m" 5 restar 8m" + 5m" 2+ 6m" 3+ m" 4+ 9m"-?®

Restar:

1.a-bdeb-a 11. m? — n? - 3mn de —5m?® — n? + 6mn

2. x—yde2x+3y 12. —x* — x + 6 de —8x> + 5x — 4

3. ba+bde-7a+5 13.m* + 14m® + 9 de 14m® — 8n + 16

4. x* - 5x de —x2 +6 14. ab — bc + 6¢d de 8ab + 5bc + 6¢cd

5. x° — xy? de x’ + 5xy? 15. 25a°h — 8ab® — b® de a® — 9a%h — b*

6. 6a%h — 8a° de 7a%b + 5ab? 16. xy? — 6y° + 4 de 6x° — 8x%y — bxy?
7.a-b+2cde-a+2b—-3c 17.m*+7n—-8c+ddem?—9n+11c + 14

8. m—n+pde—=3n+4m+5p 18. 7a°h + 5ab® — 8ah? + b* de 5a* + 9a°b — 40ab® + 6b*
9. X+y—zdex+3y—6z 19. 6x> — 9x + 6x° — 7 de x° — 8x* + 25x% + 15

10. 32 +ab — 6b% de —5b° + 8ab + a2 20. x° — x> + 6xy* + 25)° de — 3xy* — 8x%y® —19y° + 18

21. 25X + 25x3 — 18x% — 11x° — 46 de x® — 6x* + 8x> — 9 + 15x

22. 8a*b + a®h? — 15a°b® — 45ab* — 8 de a° — 26a°h® + 8ab* — b® + 6

23. 238 + 8y — 15 — 8y —5de Yo+ P+ y2 + 9

24, 7" +5x° = 23x° + 51x + 36 de x® —x® + 3x* = 5x2 - 9

25. y7 — 60x%y3 + 90xy* — 50xy° — x%5 de x” — 3x%y? + 35x*y® — 8x%° + 60
26.a°"2-5a*""—6a*dea***-8a"""' -5

27.8a" "+5a" *+7a"+a" %de—-8a"+16a" *+ 153" ?+a""*®

28. 31x7 =02 — x4 _18x7 1 de 15x* T + 5x7 T2 — X% + 41x7 ]
29.12a™ 2 - 53" 1 _a™" — 83" *de 92" ' — 218" "2+ 262" *+ 143" °

30, —m* A —em* T = 23m* 2= m* ~Vde —15m” 3 + 50m* 1 = 14m* — 6m* '+ 8m* 2

]
4) Delrestarx’+x+5. —5—x—x?
—4—-x-x* R. 7R
El sustraendo x* + x + 5 sumado con la diferencia —4 — x —/4 0 — =]
x* nos da el minuendo: 1 (minuendo)
5) Restar 9ab® — 11a%h + 8a%h> — b* de a* — 1.
Tendremos: at 1

11a%b —8a’h% —9ab® + b*
a*+11a°h—8a%h* —9ab® + b*—~ 1 R.

De:

1. 1 restara — 1 3. Orestar3a+a*-5 5.1 restar a° — a’b + ab?
2. Orestara—8 4. 16 restar 5xy — x> + 16 6.x° restar —x* — 8 x% — 6xy°
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7. @° restar — 8a’h + 6ab® — b*
8. y* restar —5x% + 7x%2 — 8xy°
9. m* restar a’m —a* + 7a’m? — 18am® + 5m*
10. 16 restar b—a+c+d-14
11. X —1 restar xy +?
12. @ +6 restar 5a’b — 8ab® + b°
13. Restar —5x% + 17xy* =5 de xX*+)°
14. Restar 9% — 15xy° — 8x%? de x*—1
15. Restar —11a%h + 2a?b® + 8a°b® — 4ab* de @°+b°
16. Restar 5x° — 25x de x* +x%+50
17. Restar 9y° + 17y* —y* + 18)% de )P +y — 41
18. Restar —15a°h + 17a°h° — 14ab® — b® de a°®+ 9a‘b* + ab*
19. Restar —x?+5x —34 de x*+x*—11x
20. Restar m?n +7mn*—3n° de m®—1

51

RESTA DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS

BIvE 1@ 22 852y 1A
1) De5x restar XS )
Tendremos: 3y
_ 3y 22 18
R

Ny3 _ 3x2yy 224 13 R.
X XY+ T+ Y

353 1 2 242 3 1,242
2) Restar —4a’h —ﬁab+§a b -9 de —gab+ga b 8.
Tendremos: %azb2 - gab—S
303 2,242 1
4a°b —gab +ﬁab+9

3p3  1,2K2 1

152 4q9,2p 1 3y2.5
4, 23 3b restar 5az+9b 5 8. 8x +6

De:

1. %az restar —%az—%ab%bz 5. gxz—gy2 restar ?xy+%y2—%

2. 15 restar %xy+§yz—g 6. gm3+§n3 restar —%m2n+gmn2—5
3. %bc restar —%ab+%bc—%cd 1. %aﬂ%ab—gbz restar %aﬂ%ab—%

xy—%y2 restar —gx2+2y2—%xy

Ejercicio
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9.a +az—a+g restar —8a +1oa+§

10.m +172mn ‘7‘n3 restar —251m n+gmn AP — ;

1. %x“+%x3y—gxy3+§y restar x*+2 xy %xy%%y“
12, %a+gb—%c+gd restar —210b+%c—%d+%

3 9
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"6

Restar:
2 de

3,2_5
8a

63

19_3p42 _
.Ea 4b+30 de a+b-c

2. 1a-3p de 8a+6b-5 5. m+n—p de 2m+3n+1p
29 5 376 2
7,2 80 B A 5,3 _T7,p2 5,2h, 1,2 1
3. Lxy de x°+2x°y—6 6. 2a°—Lab“+6 de 2ah+- ab”—
oY XY 6 8 8 4 3
7. —mrelm? 2 5 1
m+8mn gmn de 11mn+14mn +3mn -6
8. 2 3x3y2 7xy“—%x5 de 7x y+ xy +Z xy +1 xy -7
9. xa—%x4y2+%x2y“—y5+xy5 de %)(5y+§x“y2—1x3y3—xzy"+xy5+%y6
10. - xy+ xy x 346 de 2 Sy fx2y+%x3—%y3—§
2 VB_ VB0 B =51 8 3 402 3 5,6
M. —2mS+ 05— Lm*n®+ 2 m?n* =2 de Sm'n®—2m’n*+2n
13 32 14 5 Gl 10 7 9
5 A4 345 342 4 243 145, 7 A34y2, 7 A4
12. —2¢%d+3 g5+ 7 T etd-
11cd+13d c’d?+3 cd de 3 c+ cd 3d+120d+220d 35

N

2

1

-mn

Efectuar las restas siguientes y hallar el valor numérico del resultado paraa=1,b=2,¢ =3,

2

o x=4,y=5, m=3 =5
[(*)]
E’ De:
N 1. a°—ab restar 3ab + b?
L 3 3 2 2 3
2. a°+b° restar —5ah + 6ab” — 2b
3. ;a restar 1b 5c+az
4. 3m? — 5n% restar m® + 8mn + 10n?
x* — 18x%?% + 15y* restar —16x3% — 6xy® + 9y*
6. a® — 7am® + m® restar —5am? + 8a*m — 5m?®
292 1p2 1,2 _ 142
7.3 + ab b restar ga + ab 10b
B YA _ U8 _ 8 _ U
8. 3mn+4mn restar —m 6mn

4

1,3
—-n
2
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Restar:

0. a'? - 5a°° de a° - 3a%h*+ b° 12. 2x°+2x -3 de Jox*

10. 15ab de —ab + 10mn — 8mx 13. %XS_%X}/Z_ZLS}/S de X3+%X2y_%xy2

1. 11a’h - 9ab® + b* de &’ 14, @'—92" 3 +a" 2 de 23" '+a* - 23"+ 2" 2

5) 6

SUMA Y RESTA COMBINADAS
SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS
CON COEFICIENTES ENTEROS

1) Dea’restarlasumade 3ab—6y 3a°—8ab+5.

3a° — 8ab + 5
Efectuemos primero la suma: 3ab — 6
3a> —5ab — 1 R.
Esta suma, que es el sustraendo, hay que restarla de a® que es
el minuendo, luego debajo de a2 escribo 3a® — 5ab — 1 con los a*
signos cambiados, y tendremos: » —332° +5ab + 1

—2a> +5ab + 1 R.
2) Dex®—4x% + 5y restar la suma de —x® + 5x% — 6xy2 + y3 con —6x2y + 9xy? — 16)°.
—x* + 5x%y —6xy?+ y°

Efectuemos primero la suma: - 6x% + 9xy® —16y°
—x3 — X’y + 3xy® —15)°

Esta suma, que es el sustraendo, tengo que restarla
de x> — 4x% + 5y° que es el minuendo, luego deba- s \
jo de este minuendo escribiré el sustraendo con los X°—4x‘y + 5y
signos cambiados y tendremos: X+ x’y = 3xy*+15y°
2x® —3x% - 3xy*+20y°® R.

3) Delasumadex®+ 4x2 — 6y —5x> — 11x + 5 restarx* — 1.
X3+ 4x° -6
Efectuemos la suma: -5 -11x + 5
x¥— xP—11x - 1

Esta suma es el minuendo, luego debajo de ella
escribiré el sustraendo x* — 1 con los signos cam- = x?—11x -1
biados y tendremos: > _ x4 +1

= 5 4 0= 5% = Iy R.
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28.

29.
30.

. De &% restar la suma de ab + b® con a®— 5b?

. De1restarlasumadea+8 con —-a+6

. De —7x? restar la suma de 4xy® —x* con 5x% + y*

. De 5m* restar la suma de —=3m3n + 4mn? — n® con 3m®n — 4mn® + 5n°
. De 6a restar la suma de 8a + 9b — 3¢ con —7a—9b + 3¢

. Dem—n+prestarlasumade-m+n—p con 2m—2n+2p

. De x? — bax + 3a® restar la suma de 9ax —a® con 25x — 9ax + 7a°

. De a® — 1 restar la suma de 5a% + 6a — 4 con 2a2°—8a +6

. De x* — 1 restar la suma de 5x* — 9x* + 4 con —11x* — 7x* — 6x

. De a@® + b® restar la suma de —7ab® + 35a% — 11 con —7a® + 8ab® — 35a°h + 6

. Den® — 7n® + 4n restar la suma de —11n* + 14n2 — 25n + 8 con 19n° — 61 + 9n — 4

. Dea* — 8a?m® + m* restar la suma de —6a°m + 5am® -6 con 7a*-11a’m?-5a’m - 6m*
. De x® — 30x32 + 40xy* + y° restar la suma de —4x*y + 13x%° — 9xy* con —6x° + 8x3y? +xy* — 2°
. Delasumadea+bcona—b restar 2a—b

. De la suma de 8x + 9 con 6y — 5 restar -2

. De la suma de x* — 6y? con —7xy + 40y? restar -9y + 16

. De la suma de 4a® + 8ab — 5b* con a®+ 6b® — 7ab restar 4a® +ab — b®

. De la suma de x® — y® con — 14x% + 5xy? restar —3x* + 19)°

. De la suma de x* — 6x%?% + y* con 8x%% + 31y* restar x* + 2x%* + 32y*

. De la suma de n* - 6n° +n?*con 7n* — 8n—n*—6 restar —3n*—n®—8n°+19

. Restar 5a*b — 7a%h® + b® de la suma de a@° — 3a%h* + 6ab* con 22a‘b + 10a°h% — 11ab* — b°
. Restar 5 — m* de la suma de —5m?* + 4m® — 2m con —7m°* + 8m + 4

. Restar —4 de la suma de 7a* — 11ab + b* con —7a°+ 11ab +b*-8

. Restara — b — 2¢ de la suma de 3a — 4b + 5¢; -7a+ 8b —11; -a+ 2b - 7¢

. Restara* —3a® + 5 de la suma de 5a® + 14a* - 192 + 8;a° + 9a — 1y —a* + 3a° - 1

. Restar la suma de m* + 10m®n® + 15n* con —11m°n — 14m?n® — 3mn® + n* de 6m* + 7m*n* +

O N O AW N =
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Dea+b—crestarlasumadea—b+c con -2a+b-c

3 4

8mn° —n
Restar la suma de a° + 4a°h® + 8ab* — b®%; —7a’b + 15ah*® — 25ab* + 3b° y —5ab* + 3a%b® — a°h* de
3a° — 6a’h® — 21ab* - 6

Restarlasumade x> +y5con 3x*y+21x%%+18x%/°—y° de x*+ 32x*y — 26x°y° + 18x%y° - 2xy* +°
Restar la suma de 3a* + 62~ "cona* — 78" ' +a* "% de 8a**?-7a"*' —a + 128" '

4)

Restar la suma de 5x*y? + 6x%* — 5y° con —3x® + x%* — 11y° de la suma de

X8+ 2x%y* —y® con — 4x‘y? + 3x%y* + 3y°.

Efectuemos la primera suma que sera el sus- 5x'y? + 6x%y* — 5y°

traendo: > _3x8 + X2yt —11yS
—3x% + 5x"y? + Tx*y* —16y°

6 6

X + 2%t -y
— 4x*y? + Xyt + 3y°

x® — 4x*y? + 5x%yt + 2y°

Efectuemos la segunda suma que serd el mi-

nuendo: el
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Como esta suma es el minuendo escribimos ] ‘s ) 4 ,
debajo de ella, con los signos cambiados, la X - 4X4}’2 + 5x2y4 + 2}/6
suma anterior que es el sustraendo y tene- / 3x° = 5x'y* = 7x°y" + 16y
mos: “4x® — 9x*y? — 2x%y* + 18y° R.

1. De la suma de x® + 5 con 2x — 6 restar la suma de x — 4 con —x + 6
2. De la suma de 3a — 5b + ¢ cona — b — 3¢ restar la suma de 7a + b con -8b — 3¢ o
3. De la suma de x° + 1 con 5x° + 7 — x? restar la suma de 9x + 4 con —3x> —x + 1 o
4. De la suma de a + 1 con a® — 1 restar la suma de a* + 2 cona — 2 g
5. De la suma de ab + bc + ac con —7bc + 8ac — 9 restar la suma de 4ac — 3bc + 5ab con 3bc + iy
bac —ab
6. De la suma de a’ — 3x® con a® + 3ax® restar la suma de —5a% + 11ax® — 11x® con a® + 8x* — 4a*
+ Bax?
7. Delasumadex’ +x* —3: —=3x + 5 — x>, =5x + 4x+x* restarlasumade —7x° + 8x2 —3x+4 conx* -3
8. De la suma de m* — n*; =7mn® + 17m*n — 4m®n® y -m"* + 6m®n® — 80n* restar la suma de
6 —m* con — m*n® + mn® - 4
9. Delasumadea—7+a%a°—a' —6a°+8; —5a°> — 11a + 26 restar la suma de —4a® + a> — a* con
15+ 16a° - 8a° — 7a
10. Restar la suma de 3x® — y con —11xy + 9y% — 14 de la suma de x> — 3xy — y% con 9y% — 8xy + 1%°
11. Restarlasumadea—1con—-a+1delasumadea®—3;a—4;-3a+8
12. Restar la suma de a® + b® — ab; 7b® — 8ab + 3a% —5a° — 17b? + 11ab de la suma de 3b* — a® + 9ab
con —8ab — 7b°
13. Restar la suma de m* — 1; —=m® + 8m* — 6m + 5; —7m — m* + 1 de la suma de m° — 16 con —16m* +
m*-3
14. Restar la suma de x° — y5: —2x% + 5x*y? — 7x%® — 3y% 6xy* — 7x*y? — 8 de la suma de —x°y? +
7x'y + 11xy* con —xy* — 1
15. Restar la suma de 7a* — a° — 8a; —3a° + 11a° - a% + 4; —6a" — 112° — 2a + 8; —5a° + 5a* — 4a + 1 de
la suma de —3a* + 7a® — 8a + 5 con 5a° — 7a° + 41a® — 50a + 8
16. Restar la suma de @® — 7a%? + 9; —20a‘x + 21a*® — 19ax*; x* — 7ax* + 9a°? — 80 de la suma
de —4x° + 18a%?2 — 8: —9a*x — 17a%* + 11a%3; a° + 36
SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS

CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS

1)

152342 322, 1p2 1 12 1p2 7
De 2a 5b restar la suma de 4a +6b 8abcon 8& +12b 8ab.

852 1 1ph2
Yol = g L
43 83b Gb

Efectuemos la suma que sera el sustraendo: —%az— %ab+ %bz

B2 _ 1p2
8a ab+ 4b
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1,2 342
Debajo del minuendo Ja°—35* escribimos el resutado de %~ b
5,2 1 2
esta suma con los S|gnos cambladosytendremos — - 52 +ab - b
_152 _ﬂ 2
g2 +ab 20b R.
2) Restar la suma de gms—%mn%ﬁcon%m2n+%mn2—%n3 de la suma de %m3+
I1m _2mn?con3mn+imn? -1
o/ —gmn"con sy mn+ mn”— .
273 _ 2 18
5m cmn+on
Efectuamos la segunda suma que sera el mi- %m2n+ %mnz —%
nuendo: 2,3 3,2 1 131
Sm ymn - Emn +2n e
& 1 2
m —-mn +6
; %
Efectuamos la primera suma que sera el sus- %m2n+ Emnz—%n3
traendo: 3 3 1 3
5m +4mn+24mn 8n +6
23 3mPn - Imp? + 1p8 _ 1
g+ M — Semn” + on ;
Ahora, de la primera suma restamos N ng— %m2n 214mn + %nS -6
esta Ultima suma y tendremos: 1 " , 5
Al 7 _Bmp2 133 R
15" 120 gl 5 ’
2
. De 3a restar la suma de a+.b con —2a+3b
2 4 2 374
=
(*]
b 2. De a +ga2 restar la suma de 8a 6 cong 2 ga3
2
3. Restar ga—fb de la suma de a+3b con 6—ga— 2p
4. Restar la suma de 1 x®+1-3x2 con 6- fx+ 12 de—
3" 57 14 5
3 2.2 1, 1 3.4
5. De la suma de n--a°+<a“—6 restar —a—_-°
23 co 7a a“—6 resta 53 3 4a
6. Restar la suma de — 2X+ y 7z con 3—72—7y de y—f
7. De %as ;b restar la suma de — 2b+ ab2 b? con a’h- 5ab +2b3
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10.

11.

12.

13.

14.

1, 2 1, 3 2n .1 1 5
. Delasumade —a—<b con —b—2c restarlasumade £b+-c con —Cc—3b
29 35 3 SC 10C 9
1,3, 1,21 3, 3.2 1 1,2 2,1
. Restar la suma de -a°+-a°+-con-Sa-Sa°—— de la suma de -a°—%a+- con
3 8 5 4 5 10 4 3 4
29,2 1,3 1
_ +7 —_—
40a 33 8
3,2 5 2.2 3 1,2, 1 2,2 2.2 1
De | ma Sx“—Sxy+=y°con —Sxy——y“+- restar | ma de Sx°—Zy“+—_xy con
easua5 6xygy 2)0/3y4esaasuae9 3y 9y
17 ,2 22 3,2 1
7X _7X —_ —_——
45 9 y 2y 2
2.3 143 3,20 ,.3,02, 143 1,24, 1,02 1
Restar | ma de £a°—-b° con —2a“bh+-ab°+-—-b"> de | ma de - —ab“—- con
estal asuae7 E A +8 +10 easuaezab+4ab 5co

_S.2p 1op2 3p3 1
4e;zb+83b 2b 5

De Sm‘—2p* restar la suma de Im2%—Imn®=n* 2m*+3mn—2m2n2+5n* con
14 5 3 4 77" T 5 g

b T B LB B
14m 20mn+4mn 3[7

De 5 restar la suma de 1x+1y; §y—lz; gz+1m; —1m+1n+§
2 3 4 6 5 4 2 3 8

3 1.3, .4 1,3 3,,5.4. 3 2,2, 3,3, 1,2 2. 3,4, 1.3
Restar °——a°+a" de la suma de —a°-2a+2a"; —2a+5-%a°; —2a°+-a°—-<; -2 —-a
812 2% 5t Tt T g Ty T g

39,.3
MV NET

W 0 N O O A W N =

-
o

e
u—ry

. Hallar la expresion que sumada con x* — x? + 5 da 3x — 6.

. Hallar 1a expresion que sumada con —5a + 9b — 6¢ da 8x + 9.

. &Qué expresion sumada con a® — b* da —8a%b + 5ab® — 4b*?

. Para obtener x — 5, équé expresion debe restarse de x® — 4x? + 87
. ¢Qué expresion hay que restar de m* — 3mn® + 6n* para que la diferencia sea 4m?n? — 8?

. Si4x® — 9x + 6 es el resto y 5x° + 4x — 8 el sustraendo, écudl es el minuendo?

. ¢De qué expresion se ha restado a® — b® si la diferencia ha sido 4a® + 8ab% — 11?

. Siendo el sustraendo %x—%y, éeuadl ha de ser el minuendo para que la diferencia sea —4?

. ¢Qué expresion hay que sumar con —7xy + 5x> — 8y para que la suma sea 1?

. Si9m® — 8m?n + 5mn? — n® se resta de n°, ¢qué expresion hay que sumar a la diferencia para

obtener m3?

. Sia®— 5a + 8 es el sustraendo de una diferencia y el resto es —a° + 5a — 8, ¢de qué expresion se

ha restado la primera?

Ejercicio
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ATENAS

Thales de Mileto (640-535 a. C.). El primero y mas famoso el haber predicho el eclipse de Sol ocurrido en el ano 585.
de los siete sabios de Grecia. Su vida estd envuelta en la  También se le atribuye el haber realizado la medicion de las pi-
bruma de la leyenda. Fue el primer filésofo jonico. Recorrid  ramides, mediante las sombras que proyectan. Fue el primero
Egipto, donde hizo estudios, poniéndose en contacto de este  en dar una explicacion de los eclipses.

modo con los misterios de la religion egipcia. Se le atribuye

Capitulo [/

SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacion o paréntesis son de cuatro clases: el paréntesis ordinario ( ),
el paréntesis angular o corchete | ], las llaves { } y el vinculo o barra

USO DE LOS SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacion se emplean para indicar que las cantidades encerradas en ellos
deben considerarse como un todo, 0 sea, como una sola cantidad.

Asi,a + (b —c), que equivale aa + (+b — ¢), indica que la diferencia b — ¢ debe sumarse
cona, y ya sabemos que para efectuar esta suma escribimos a continuacion de a las demas
cantidades con su propio signo y tendremos: a+b-c)=a+b-c

La expresion x + (—2y + 2) indica que a x hay que sumarle —2y + z; luego, a continuacion
de x, escribimos —2y + z con sus propios signos y tendremos:

X+ (2y+2)=x-2y+2z

Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del signo +, dejando a cada
una de las cantidades que estaban dentro de él con su propio signo.
La expresion:

a—(b+c) queequivalea a—(+b+c)
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indica que de a hay que restar la suma b + ¢, y como para restar escribimos el sustraendo
con los signos cambiados a continuacion del minuendo, tendremos:

a-(b+c)=a-b-c

La expresion x — (—y + 2) indica que de x hay que restar —y + z; luego, cambiando los
signos al sustraendo, tendremos: X—(y+2)=x+y-z

Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del signo —, cambiando el
signo a cada una de las cantidades que estaban encerradas en el paréntesis.

El paréntesis angular | |, las llaves { } vy el vinculo o barra tienen la misma
significacion que el paréntesis ordinario y se suprimen del mismo modo.

Se usan estos signos, que tienen distinta forma pero igual significacion, para mayor cla-
ridad en los casos en que una expresion que ya tiene uno 0 mas signos de agrupacion se
incluye en otro signo de agrupacion.

I. SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION
REGLA GENERAL PARA SUPRIMIR SIGNOS DE AGRUPACION

1) Para suprimir signos de agrupacion precedidos del signo + se deja el mismo signo
que tengan a cada una de las cantidades que se hallan dentro de él.

2) Para suprimir signos de agrupacion precedidos del signo — se cambia el signo a cada
una de las cantidades que se hallan dentro de él.

1) Suprimir los signos de agrupacion en la expresion:
a+b-c)+2a—(@+b)
Esta expresion equivale a:
+a+ (+b—c)+2a—(+a+b)

Como el primer paréntesis va precedido del signo + lo suprimimos dejando a las cantida-
des que se hallan dentro con su propio signo y como el segundo paréntesis va precedido
del signo — lo suprimimos cambiando el signo a las cantidades que se hallan dentro y
tendremos:

a+Mb-c)+2a—-(@+b)=a+b-c+2a—-a-b=2a-c R.

2) Suprimir los signos de agrupacion en 5x + (—x —y) — [-y + 4x] + {x — 6}.
El paréntesis y las llaves estan precedidas del signo +, luego los suprimimos dejando las
cantidades que se hallan dentro con su propio signo y como el corchete va precedido
del signo —, lo suprimimos cambiando el signo a las cantidades que se hallan dentro, y
tendremos:

X+ (x=y)—[-V+M]+{x-06}=5x—-x-y+y—-4x+x-6=x-6 R.

3) Simplificar: m+4n-6 +3m—-n+ 2m-—1.
El vinculo o barra equivale a un paréntesis que encierra a las cantidades que se hallan de-
bajo de él'y su signo es el signo de la primera de las cantidades que estan debajo de él.

59
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Asi, la expresion anterior equivale a: m + (4n — 6) + 3m — (n + 2m — 1)
Suprimiendo los vinculos, tendremos:

m+4n—-6+3m—-n+2m-1=m+4n—-6+3m—-n—-2m + 1
=2m+3n-5 R.

Simplificar, suprimiendo los signos de agrupacion y reduciendo términos semejantes:

1L.X=(x-y) 9. X2+ Y2 — (P + 27 + %) + [-X2+¥7

2. X2+ (-3x—x*+5) 10. (=5m +6) + (-m +5) — 6
3.a+b-(-2a+3) M. X+y+X—y+Z-X+y-2z

4. 4m — (-2m —n) 12.a—(b+a)+(-a+b)—(-a+2b)

5. 2X+3y—4x+3y 13, —(x% — ¥?) +xy + (=2¢% + 3xy) — [-V* + xy]
6.a+(@—b)+(-a+h) 14, 8x% + [-2xy +y?] — {x*+xy — 3y*} — (x* -
7. &+ [-b% + 22 — [a° - b7] 3xy)

8. 22— {x+a—1}—{a+x—3} 15. —(a+b) + (ca—b) — (-b+a) + (32 +b)

4) Simplificar la expresion: 3a+{-5x —[-a+(9x —a+x)]}.

9)

Cuando unos signos de agrupacion estan incluidos dentro de otros, como en este ejem-
plo, se suprime uno en cada paso empezando por e/ mas interior. Asi, en este caso,
suprimimos primero el vinculo y tendremos:

3a+{-%—[-a+X—-a-x]}

Suprimiendo el paréntesis, tenemos: 3a+{-x—[-a+%—-a—x|}
Suprimiendo el corchete, tenemos: 3a+ {-5x+a—-W+a+x}
Suprimiendo la llaves, tenemos: 3a-%+a-W+a+x
Reduciendo términos semejantes, queda: 5a—-13x R.

Simplificar la expresion:

—[-3a—{b+[-a+ (2a —b) — (-a + b)] + 3b} + 4a]
Empezando por los mas interiores que son los paréntesis ordinarios, tenemos:
—[-3a—{b+[-a+2a—b+a->b]+3b} +4a]
—[-3a—-{b-a+2a—-b+a—b+3b} +4a]
—[-3a-b+a-2a+b—-a+b-3b+4a)
=3a+b-a+2a-b+a-b+3b-4a
=a+2b R.

1.
2.
3.

Simplificar, suprimiendo los signos de agrupacion y reduciendo términos semejantes:

2a+[a—(@a+b) 4. 4% + [ (X2 = xy) + (=3y% + 2xy) — (=3x + yA)]
3X—[X+y-2x+y] 5.a+{(-2a+b)—(-a+b—-c)+a}
2m — [(m —n) — (m +n)] 6. 4m—[2m+n—3]+[-4n—2m+1]




CA

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
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X+ [ = (<2) + {x+y})]

X =Ty + [P+ (X2 + 3xy — 2¥9)]}

. —@+b)+[-3a+b-{-2a+b-(a—b)}+2a]
(=x+y)—{8x+2y +[- x—y-x+y]}
—(-a+b)+[-(@+b) - (~2a+3b) + (-b +a—b)]
m? — {~[m*+3n-(5-n)— (<3 +m?)]} - (20 +3)
22— (-4a+b)— {-[-4a+(b-a)— (-b+a)]}
3X—(5y +[-2x+{y 6+ X} —(-x+))])
6c—[~(2a+C)+{—(a+C)—2a—a+Cc}+2c]
—@m-+n)-[2m+{-m+(2m—-2n-5)}—(n+6)
2a+{-[5b+(3a—C)+2—(~a+b—c+4)]—(-a+b)}
-3x+(=x =2y = 3)]+{-(2X+y)+(-x=3)+2—x+y}
—[-a)] - [+-a)] + {-[-b +c] - [+(-0)]}
—{-{-@+b)}—{+H-(-b-a)}-a+b
~{-Ha+b-o)} - {+[-c-a+ D)} + [{-a+ (-0)}]
—Bm+{-m—-(n—-m+4)}+{—~(m+n)+(-2n+3)}]
I+ {-+y) =[x+ -2) - (x+))] -y}
—{-a+{-a+(a-b)—a—-b+c—[—(-a)+b]}]

INTRODUCCION DE SIGNOS DE AGRUPACION

Sabemos que a+(-b+c)=a-b+c

luego, reciprocamente: a-b+c=a+(-b+c)

Hemos visto tambiénque a-(b-c)=a-b+c

luego, reciprocamente: a-b+c=a-(b-c

Del propio modo, a+b-c-d-e=a+b-c)—(d+e)

Lo anterior nos dice que los términos de una expresion pueden agruparse de cualquier

modo.

Esta es la ley asociativa de la suma y de la resta.
Podemos, pues, enunciar la siguiente:

REGLA GENERAL PARA INTRODUCIR CANTIDADES

EN
1)

2)

SIGNOS DE AGRUPACION

Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupacion precedido del signo mas
(+) se deja a cada una de las cantidades con el mismo signo que tengan.

Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupacién precedido del signo me-
nos () se cambia el signo a cada una de las cantidades que se incluyen en él.
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1) Introducir los tres altimos términos de la expresion: x* — 2x2 + 3x — 4 en un paréntesis
precedido del signo +.
Dejamos a cada cantidad con el signo que
tiene y tendremos:  x*+ (-2x*+3x-4) R.

2) Introducir los tres altimos términos de la expresion: x2 — a® + 2ab — b en un paréntesis
precedido del signo —.
Cambiamos el signo a cada una de las tres
Ultimas cantidades y tendremos: ~ x* — (a® — 2ab +b%) R.

Introducir los tres Gltimos términos de las expresiones siguientes dentro de un paréntesis pre-
cedido del signo +:

1.a-b+c—-d 4. 3% - 5a’h + 3ab? - b®

2. x2-3xy —y> +6 5. X =+ 26 - 2+ 1

3 X3+ 4x -3+ 1

Introducir los tres Gltimos términos de las expresiones siguientes dentro de un paréntesis precedido del

signo —:
6. 2a+b-c+d 9. a%—x* - 2xy — y?
7.x3+x2+3%x—-4 10. @® + b - 2bc - ¢°

8. x* — 5x%y + 3xy: -y

3) Introducir todos los términos menos el primero, de la expresion
3a+2b—(a+b)—(—2a+3b)

en un paréntesis precedido del signo —.

Cambiaremos el signo a 2b y pondremos —2b, y cambiaremos los signos que estan
delante de los paréntesis, porque cambiando estos signos cambian los signos de las
cantidades encerradas en ellas, y tendremos:

3a—[-2b+ (a+b)+ (-2a + 3b)]

w

Introducir todos los términos, menos el primero, de las expresiones siguientes, en un paréntesis
precedido del signo —:

1LX+2+(X—y) 4. X — 3x* + [-4x + 2] — 3x — (2x + 3)

2. 4m-2n+3— (-m+n) + (2m —n) 5. 2a+3b—-{-2a+[a+(b-a)}

3 X =3y + [(X° —xy) + ¥4

Ejercicio

Introducir las expresiones siguientes en un paréntesis precedido del signo —:
6. —2a+ (-3a+b) 8. x* — [-3x2 + 4x - 2]
7.2+ 3xy — (P + xy) + (x> + %) 9. [m* - (3m® + 2m + 3)] + (-2m + 3)
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Capitulo J|/

MULTIPLICACION

LA MULTIPLICACION es una operacién que tiene por objeto, dadas dos cantidades Ila-
madas multiplicando y multiplicador, hallar una tercera cantidad, llamada producto, que sea
respecto del multiplicando, en valor absoluto y signo, lo que el multiplicador es respecto de
la unidad positiva.

El multiplicando y multiplicador son llamados factores del producto.

El orden de los factores no altera el producto. Esta propiedad, demostrada en Aritmética, se @
cumple también en Algebra.

Asi, el producto ab puede escribirse ba; el producto abc puede escribirse también bac o
ach.

Esta es la ley conmutativa de la multiplicacion.

Los factores de un producto pueden agruparse de cualquier modo. @
Asi, en el producto abcd, tenemos:

abcd = a x (bed) = (ab) x (cd) = (abc) x d

Esta es la ley asociativa de la multiplicacion.
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@ LEY DE LOS SIGNOS

Distinguiremos dos casos:
1) Signo del producto de dos factores. En este caso, la regla es:

Signos iguales dan + y signos diferentes dan —.

En efecto:

1.

Lo anterior podemos resumirlo diciendo que

(+a) x (+b) =+ab
porque segun la definicion de multiplicar, el signo del producto tiene que ser respecto
del signo del multiplicando lo que el signo del multiplicador es respecto de la unidad
positiva, pero en este caso, el multiplicador tiene el mismo signo que la unidad po-
sitiva; luego, el producto necesita tener el mismo signo que el multiplicador, pero el
signo del multiplicando es +, luego, el signo del producto sera +.

(—a) x (+b) =-ab
porque teniendo el multiplicador el mismo signo que la unidad positiva, el producto

necesita tener el mismo signo que el multiplicando, pero éste tiene —, luego, el pro-
ducto tendra —.

(+a) x (-b) =-ab
porque teniendo el multiplicador signo contrario a la unidad positiva, el producto

tendra signo contrario al multiplicando, pero el multiplicando tiene +, luego, el produc-
to tendra —.

(-a) x (-b) = +ab

porque teniendo el multiplicando signo contrario a la unidad positiva, el producto ha de
tener signo contrario al multiplicando; pero éste tiene —, luego, el producto tendrd +.

+ por +da +
—por—da+
+ por—da—
—por+da—

2) Signo del producto de méas de dos factores. En este caso, la regla es:

a) El signo del producto de varios factores es + cuando tiene un nimero par de fac-

tores negativos o ninguno.

Asi, (-a) x (-b) x (-¢) x (—d) = abcd

En efecto, segun se demostro antes, el signo del producto de dos factores nega-
tivos es +; luego tendremos:
(=a) x (=b) x (=€) x (=d) = (-a - =b) x (=¢ - —d) = (+ab) x (+cd) = abcd

b) El signo del producto de varios factores es — cuando tiene un nimero impar de

factores negativos.
Asi, (=a) x (=b) x (-c) = —abc
En efecto:
(=a) x (=b) x (-¢) = [(-a) x (=b)] x (=€) = (+ab) x (—¢) = —abc
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LEY DE LOS EXPONENTES

Para multiplicar potencias de la misma base se escribe la misma base y se le pone por
exponente la suma de los exponentes de los factores.

Asi, a*xatxat=a""%"2=g’

En efecto: a* x a° x @® = aaaa x aaa x aa = aaaaaaaaa = a’

LEY DE LOS COEFICIENTES @

El coeficiente del producto de dos factores es el producto de los coeficientes de los factores.
Asi, 3a x 4b =12ab
En efecto, como el orden de factores no altera el producto, tendremos:

3ax4db=3x4xaxb=12ab
CASOS DE LA MULTIPLICACION

Distinguiremos tres casos: 1) Multiplicacion de monomios. 2) Multiplicacion de un polinomio
por un monomio. 3) Multiplicacion de polinomios.

I. MULTIPLICACION DE MONOMIOS

REGLA

Se multiplican los coeficientes y a continuacion de este producto se escriben las letras de
los factores en orden alfabético, poniéndole a cada letra un exponente igual ala sumade los
exponentes que tenga en los factores. El signo del producto vendra dado por laley de los sig-
nos (53).

1) Multiplicar 2a® por 3a°.
2a°x3a°=2x32°"*=6a° R.
El signo del producto es + porque + por + da +.
2) Multiplicar — xy? por —5mx‘y®.
(=xy?) x (-bmx*y®) =5mx' "'y 2*3 = 5mx°y° R.
El signo del producto es + porque — por — da +.
3) Multiplicar 3a%h por — 4b%.
3a°h x (—4b%) = -3 x 4a’h' "% = —12a°b°x R.
El signo del producto es — porque + por — da —.
4) Multiplicar —ab? por 4a™b"c®.
(-ab?) x 4a"h"c® = —1 x 4a' *"b**" ¢ = —4a" b+ c* R,
El signo del producto es — porque — por + da —.

Multiplicar:
1. 2 por -3 4. ab por —ab 7. =5x%y por xy? 10. 5a% por —6x*
2. —4 por -8 5. 2x° por —3x 8. a%b® por 3a’x 11. —x%?° por —4y°z*

3. —15por 16 6. —4a%h por —ab? 9. —4m? por -5mn®p  12. abc por cd
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13. —15x"y® por —16a°* 16. —8m*n® por —-9amx* 19. x™y"c por —x"y"c*
14. 3a%b3 por —4x%y 17. a™b" por —ab 20. —-m*n? por —6m®n
15. 3a%bx por 7h%° 18. —5a™b" por —6ab’x

5) Multiplicar a** 'b**? por —3a* * 2b°.
(ax+1bx+2) ( 3ax+2b) 3 X+1+x+2bx+2+3 _3a2x+3bx+5 R
6) Multiplicar —a™*'h" =2 por — 4a™ ~*h* 4.
(_am+1bn—2) % (_4am—2b2n+4) _ 4a2m—1b3n+2 R.

(2]

Multiplicar:
P 1. a" pora™ ! 6. 3x2y°% por 4x™ * 1ym+2
g 2. —x* por —x2+? 7. 4x7*2p3+ 4 por —5x% *5p?+ !
F4 3. 4a’b* por —ab**" 8. a"b"c por—a"h*
T 4. —3"*'h"* 2 pora” 2" 9. —x””‘y"Hz por —4x™ ~ 3y~ 5¢?
5. -3a"**b"* " por—4a" %" +? 10. =5m?n® "¢ por—7m?% ~3p® 4
7) Muttiplicar %azb por —3a°m
2.2p|(_3 53 5 5 R.
(33 b)( ;am ) 3><4a bm=—_a’bm

8) Mutiplicar —3x°y* por - x"y™".

( 5X2y3)( 3y yn+1) Ex - Xm+2yn+1+3 =%Xm+2yn+4 R.

Efectuar:

1. 7a por £ 42% 5. —%abcpor%a3 9. %a’”b” por —%abzo

2. =3m’npor - Za’m® 3 x3y* por —2a’by® 10. —22*b™"por —3a*'p"
7 14 6 9 5
3. X2y *por — 3a X'y 1. %a porgazm 1. gamb" por—%amb"
a. ;m n* por — a Sm?n 8. —%a’" por—%azb3 12. —%a”‘b*‘%z por—%a*“"b2

PRODUCTO CONTINUADO

Multiplicacion de mas de dos monomios.

1) Efectuar (2a)(-3ah)(-ab®).
(2a)(-3a’b)(—ab*) = 6a’b" R.
El signo del producto es + porque hay un nimero par de factores negativos.
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2) Efectuar ( )( 4azy”)
( )( 2Xm)( )_ 1a2xm+2yn+1 R.

El signo del producto es — porque tiene un numero impar de factores negativos.

Multiplicar:

1 @) -2a) &) 7. (2a")(3a%*) (<32t e
2. (3 )( ) (~a’) ( gms) —5a%m ( ) =
3. (-min) (-3m)(~5mn’) XA v s
4. (42°)(-5a’*) (-ay?) 10. (<369 ( aab)(ab)( a%)

5. (~a")(~2ab)(-3ab") 11, (a5 —a?) (2ab)(_3a%%)

. () [-3ax|(-3a'm) o (] o5

II. MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS

Sea el producto (a + b)c.

Multiplicar (a + b) por ¢ equivale a tomar la suma (a + b) como sumando ¢ veces; luego:
(@+bc=@+b)+@+b)+(@+Db)...cveces
=(@+a+a..cveces)+(b+b+b..cveces)
=ac +bc

Sea el producto (a - b)c.

Tendremos: (@-b)c=(@-b)+(@—-b)+(@-»)...cveces
=(@+a+a..cveces)—(b+b+b ... cveces)
=ac - bc

Podemos, pues enunciar la siguiente:

REGLA PARA MULTIPLICAR UN POLINOMIO POR UN MONOMIO

Se multiplica el monomio por cada uno de los términos del polinomio, teniendo en cuenta
en cada caso la regla de los signos, y se separan los productos parciales con sus propios
signos.

Esta es la ley distributiva de la multiplicacion.

1) Multiplicar 3x? — 6x + 7 por 4ax®.
Tendremos:  (3x® — 6x + 7) x 4ax? = 3x*(4ax®) — 6x(4ax’) + 7 (4ax?)
=12ax* — 24ax® + 28ax* R.
La operacion suele disponerse asi: ————» 3x2—6x+7
4ax’?
12ax*-24ax®*+28ax® R.
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2) Multiplicar a’x — 4a’? + 5ax® — x* a®x —4a’x® +5ax* — x*
por — 2a%. " _oa%
—2a°x*+8a'x*-10a°x* +2a°x°> R.

3) Multiplicar x* * 'y — 3x%?% + 2x*~Ty3 — x?~ 2y por — 3x%y"

Xa+1y_3xay2+2Xa 1y3 a- 2y4

_3X2ym
3Xa+3ym+1+9Xa+2 m+2 6Xa+1ym+3+3xaym+4 R

w

Multiplicar:
= 1. 3x* — x®por—-2x 10. 8" —a" ' +a™ % por—2a
g 2. 8x’y — 3y? por 2ax® 1. X"+ 4+ 3x™ — x™ =" por 3x*"
| 3. x° — 4x + 3 por— 2 12.a"" +a" ~'b" "' —a" 2" * 2 por 3a%h
iy 4. a® — 4a® + 6a por 3ab 13. x* — 3x% + 5x — 6 por — 4x®
5. @® — 2ab + b? por — ab 14. a* — 6a° + 9a*?> — 8 por 3bx°
6. x° — 6x° — 8x por 3a*> 15. 2" "% - 33" "2 - 43" " — 3" por — a"x*
7. m* = 3m®n® + 7n* por — 4m* 16. x* — 6% + 8x* — 7x + 5 por — 3a°x*
8. x> — 4x% + 6xy? por ax’y 17. =3x% + 5x%y — 7xy? — 4y® por 5a’xy®
9. a® — 5a®b — 8ab? por — 4a‘m? 18. X275 = 3x** 4 4 x**3 — 5x** " por — 2x°
19. a® — 3a%? + a*b* — 3a%h® + b® por — 5a’y?
20. a"b" + 3am—1bn+2 _ am—zbn+4 + am—sbn+6 p0r4amb3
4) Multiplicar 2 2 4y2 X2yt 42 y por — a 2X3y2.
2X4y2 3X2y4 45 y
2,32
ga X°y
27azx7y“+ a’xy°— a x%°® R.

=Y

1

Multiplicar:

2 252
a—=<b por <a
37 POr 5

2
= 2
2 2 2
k| 2 2a-3b por ~2a%
Ll
3a_1p42 Py
3. =4 6b+50 por —2ac
2,2 1. 242 2
4, ga +§ab 9b por 3a“x
Ay2_ 24, 12 33
5.3 S/ =y por oy

10.

2,3

. 3a—5b+6¢ por — 3

3,3,4

.§x4—x2yz+%y4 por Zx°’y

a 1b2+ X %yz por —gazm

1 3

mi+1
2

1
2
2 5 3 &
. mn— mn 7n r=mn
3 6 po4

2,6 3,4,,3

2x°- xy+3x2y4 yapor axy
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lll. MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POR POLINOMIOS

Sea el producto (@ +b —c) (m +n).

Haciendo m + n = y tendremos:
@+b-c)y(m+n=@+b-cy=ay+by-cy
=a(m+n) +b(m+n) —c(m +n)
(sustituyendo y por su valor m + n)—» =am+an+bm +bn—cm—cn
=am+bm—cm+an+bn—cn

Podemos, pues, enunciar la siguiente

REGLA PARA MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS

Se multiplican todos los términos del multiplicando por cada uno de los términos del multi-
plicador, teniendo en cuenta la ley de los signos, y se reducen los términos semejantes.

1) Multiplicar a — 4 por 3 +a.
Los dos factores deben ordenarse en relacion con una misma letra.

a-4
: a-4 a+3
Tendremos; ———» 243 0 sea
T Al a’—4a
a(a)—4(a) 12
+3(2)—3(4) _ da-12
a?—~a-12 R.

Hemos multiplicado el primer término del multiplicador a por los dos términos del multi-
plicando y el segundo término del multiplicador 3 por los dos términos del multiplicando,
escribiendo los productos parciales de modo que los términos semejantes queden en
columna y hemos reducido los términos semejantes.

2) Multiplicar 4x — 3y por — 2y + 5x.
Ordenando de manera descendente con relacion a la x tendremos:

4 -3y 4x =3y

5x -2y osea 9X — 2y

4x(5x)~ 3y (5x) 20x° =159
— 4x(2y)+ 3y(2y) - 8xy+6y

20x?— 23xy +6y* R.

Multiplicar:

1.a+3pora-1 6. -a—-2por-a-3 11. —a + b por -4b + 8a o
2.a-3pora+1 7. 3x =2y pory +2x 12. 6m —5n por-n+m g
3. x+5porx—4 8. —4y + 5x por -3x + 2y 13. 8n —9m por 4n + 6m _c::.
4. m-6porm-5 9. 5a—7b pora+3b 14. =7y -3 por-11+2y -
5 X+3por—x+5 10. 7x — 3 por 4 + 2x
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3) Multiplicar 2 + a® — 2a —a® pora + 1.

Ordenando de manera ascendente con relacion a la a
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PovEa gE
1+ a

tendremos:

2-2a+ a’-a°
2a —2a*+ a*-a*

2 -a -a' R

4) Multiplicar 6y* + 2x* — 5xy por 3x? — 4y* + 2xy.

Ordenando descendentemente con rela-

cion a la x tendremos:

2x— 5xy + 6y°
32+ 2y —  4y°
6x* —15x%y +18x%y?
4x%y —10x%y% + 12xy°
— 8x%y%+ 20xy° — 24y°
+32xy° — 24y* R.

6x* —11x3y

5) Multiplicar x — 4x® + x® — 3 por x* — 1 + 4x2.

Ordenando de manera descendente
con relacion a x, tendremos:

6) Multiplicar 2x — y + 3z por x — 3y — 4z.

x—4x*+ x -3
x4+ 4x2 - 1
xS—4ax*+ x*-3x°
4x% —16x* + 4x° — 12x2
- X+ 4x*-x+3

x® —15x* - 8*-x+3 R
2X — y+ 3z
X — 3y—- 4z
2x% — xy+ 3xz
— Bxy + 3y? —9yz
- 8xz +4yz — 127

2x* —7xy - 5xz + 3y* —5yz - 122 R.

=

Ejercicio

O NSO AEWN =

Multiplicar:
XXy +yiporx —y
.a’+b*—2abpora-»b
.a®+b*+2abpora+b
X =3x*+1porx+3
.a*—a+a’pora—1

m* + m®n? + n* porm®> - n
x4 — 2%+ 3x -1 por2x + 3

. 3y®+ 5 — 6y pory? + 2
.m¥*—m®+m—2poram +a

.3a% - 5ab + 2b% por4a — 5b

.5m* — 3m%n% + n* por3m — n
.a’+a+1pora®—a—1

X+ 2xP—xporx2—2x+5
.m®—3m*n + 2mn® por m* — 2mn — 8n?

2

4 2

— b o o -
B WM - o ©

15. X2+ 1 +x porx®2 —x — 1

16.2 — 3x® + x* porx® — 2x + 3
17.m* — 4m + m® — 1 porm® + 1

18.28° - 5a +2pora’—a+5

19. X2 — 2xy + y2 porxy — x* + 3y?

20.n% - 2n + 1 porn® — 1

21.a% — 3a’h + 4ab® pora’h — 2ab® — 10b3
22. 8x% — 9y® + 6xy? — 12x% por 2x + 3y
23.2y% +y —3y* — 4 por2y + 5

24. 3x% — a® + 2ax® por 2a® — x* - 3ax

25. x* — 3x% + 2x%% + xy® por —y? — xy — x*
26.2a —5a°+a*—-3pora*-2a-7
27.m*+3 —m*+m3porm®>-2m + 3
28.a*—3a%?®+a’h —ab3+b*pora—2ab +h?
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29 X' =Xy + X2 —xy® + ytporx® — 2% +xy 33, 8x® — 12x% — 6xy® + y* por 3x® + 4y® —
30. y> —2y+1pory* — 2y° +2 34. 5a* — 3a + 2a® — 4a® — 1 pora* — 2a% + 2
31. m* — 3m? + 4 por 3m® - 2m +1 35, x = x4 x2—x+1porx®—2x2+3x+6
32.8%—a+a’+1pora®+a*—2a—1 36. 32° — 5a + 2a’° —4pora® + a®—2a+1
37. —5y* — 3y® + 4y + 2y pory* — 3y® — 1
38. m* — 2m*n + 3m®n® — 4n* por n® — 5mn® + 3m®*n - m*
39. x5 — 3x*y2 — x%y* + y8 porx® — 2x%2 + 3xy*
40. 32% — 6a° +2a° — 3a + 2 pora* —3a*+4a -5
M.a+b-cpora—b+c
42.x+2y—zporx—y+z
43.2x — 3y + Sz pory + 22 — x
A4. X2+ P + 22— XY —XZ —yZ POTX + Y + Z
MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES LITERALES
m+2 m+l m
1) Multiplicar a™*2 — 4a™ — 2a™*" por a* - 2a. o= = el
a- -2a
rn+4 2am+3 4am+2
2 m+3 +4am+2 +8am+1
m+4 4am+3 + 8am+1
2) Multiplicar x* *2—3x% — x** " + x2 ! por)("*+1 + X+ 4x2
Xa+2 a+1 3X +X
xa+‘+x + 4%
X2a+3 2a+2 3X23+1 + X
X2a+2_ 23+1_3X23+ XZa—1
4X2a+1_ 4X23 _12X2a—1 + 4X26—2
X23+3 _6)(28 _ 11X2a—1 + 4X2&—2 R
Multiplicar:
1.8 —a* "+ a2 pora+1 o
2. X" 2" x" 8 porx +X S
3. m"“1+m"’”+m"+2 m® por m* - 2m + 3 o
4.8""2-23"+3a""" por a"+a""’ i:_:‘
5. Xa+2 - X+ 2Xa+1 por Xa+3 _ 2Xa+1
6. 32" 2-2a"""+a" por a®+2a-1
7.38 "+ a*— 222 pora¥—a ' +a 2
8. ma+1 _ 2ma+2 _ma+3+ma+4 por ma—a _ma—1 +ma—2
9. X T+ 22X por — xRyt
10. a"b — a" ~'b% + 22" %3 — a"%p* por a"h® — a" ~2%b*
11. a8+ b* por a" + b"
12.8°"—b""" pora-b
13. 32m+1 562m+2+3a2m por aSm—3+ 633m—1 _ 8a3m 2
14. Xa+2 +3ny+1_4xa+1yx por_2X2a—1yx—2 10X2a 3 4X2a 2 =1




72

BALDOR ALGEBRA

MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS

1,2 1
X 3%
1) Muttiplicar 1 x2—1xypor 2x—4y.
2" 3 3" 5 1,3_ 2,2
X exy
3% 9
_2x2y 4 Ay
s¥ Y %
1,3 28,2 4,2
X XY TN R.

Los productos de los coeficientes deben simplificarse. Asi, en este caso, tenemos:

A

X =
10

2
HKE=
3

(S0
arln

N —

2_1
6 3

N —

inli 12, 1p2 1 3,2 _1,p _ 1p2
2) Multiplicar 32 +§b 5albpor 48 2alb 4b.

12_1 1p2
3az 5alb+2b

%az— %ab—%b2
%a“— %asb + gazbz
- %a3b+ %azbz— %abe'
= %aﬁb2 +210ab3 = %b“
jat- Dab+Ta’~ la’ — Jp' R
4 Multiplicar:
:S 1. %a = %b por %a + %b 5. %m2+ %mn— %nz por %m2+ 2n% —mn
i.;?_:‘ 2.x—%y por %y+%x 6. %x%%x—% por 2x3—%x+2
3. %xz = %xy+ %yz por %x— gy 7. %ax— %x2+ %az por gxz— ax+ %az
a. %az —ab+ %bz por %a— gb 8. %x3+ %xyz— %xzy nor %XZ_ %xy+ %yz
9. %+%x2— %x+ %xa por gxz— %+%x
10. %m3 = %m2n+ %mn2 = %n3 por %mz + gnz - %mn
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MULTIPLICACION POR COEFICIENTES SEPARADOS
La multiplicacion de polinomios por el método de coeficientes separados abrevia la opera-
cion y se aplica en los dos casos siguientes:

1) Multiplicacion de dos polinomios que contengan una sola letra y estén ordenados con
relacion a la misma.

1) Multiplicar 3x® — 2x® + 5x — 2 por 2x> + 4x — 3

por coeficientes separados. 3-2+5-2
Escribimos solamente los coeficientes con sus signosy #2+ 4 — 3
efectuamos la multiplicacion: 6- 4+10- 4
+12-8+20- 8
-9+ 6-15+6

6+8-7+22-23+6

Como el primer término del multiplicando tiene x* y el primer término del multiplicador
tiene x°, el primer término del producto tendra x° y como en los factores el exponente
de x disminuye una unidad en cada término, en el producto el exponente de x disminuira
también una unidad en cada término, luego el producto sera:

6x° +8x*—7x* +22x*—23x+6 R.

2) Multiplicar a* — 6a® + 2a — 7 por a® — 2a + 4 por coeficientes separados.

Escribimos solamente los coeficientes, pero 1+ 0-6+2- 7
como en el multiplicando falta el términoena® 1+ 0-2+4
y en el multiplicador falta el término en a2 escri-/ 1+0-6+2- 7

bimos cero en los lugares correspondientes a -2-0+12- 4+ 14
€s0s términos y tendremos: +4+ 0-24+ 8-28

1+ 0-8+6+ 5—-28+22-28

Como el primer término del multiplicando tiene a* y el primero del multiplicador tiene a°,
el primer término del producto tendra a” y como en los factores el exponente de a dismi-
nuye de uno en uno, en el producto también disminuira de uno en uno, luego el producto
sera:

a’—8a°+6a* +5a°— 2822 +22a — 28 R.

OBSERVACION

Si en ambos factores el exponente de la letra comun disminuye de dos en dos, de tres en
tres, de cuatro en cuatro, etc., no es necesario poner cero en los lugares correspondien-
tes a los términos que falten; solo hay que tener presente que en el producto, los expo-
nentes también bajaran de dos en dos, de tres en tres, de cuatro en cuatro, etcétera.

2) Multiplicacion de dos polinomios homogéneos que contengan sélo dos letras comu-
nes y estén ordenados en relacion con una de las letras.
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Un polinomio es homogéneo cuando todos sus términos son homogéneos, o0 Sea, cuan-
do la suma de los exponentes de las letras en cada término es una cantidad constante.
El producto de dos polinomios homogéneos es otro polinomio homogéneo.

1) Multiplicar a*— 5a®m + 7a’m?— 3m* por 3a%— 2m? por coeficientes separados.
El primer polinomio es homogéneo, porque la suma de los exponentes de las letras en
todos los términos es 4 y el segundo también es homogéneo, porque la a tiene de expo-
nente 2 y la m también tiene de exponente 2.

Escribimos solamente los coeficientes, poniendo T-5+7+0-3

cero en el multiplicando en el lugar correspondien- 3+ 0- 2

te al término en am® que falta y poniendo cero en el 3-15+21+ 0- 9
/ 3

multiplicador en el lugar correspondiente al término - 2+10-14-0+6
en am que falta, y tendremos: -15+19 +10-23-0+6

El primer término del producto tendra a® y, como el producto es homogéneo, la suma de
los exponentes de las letras en cada término sera 6.

Como en los factores, el exponente de a disminuye una unidad en cada término y el de m
aumenta una unidad en cada término, en el producto se cumplird la misma ley, luego el
producto sera:

3a2°— 15a°m + 19a*m? + 10a*m® - 23a°m* + 6m® R.

=

Multiplicar por coeficientes:

1. x3=x2+x por x*— 1
2. x* +3x3-5x2+ 8 por x®— 2x*-7
3. a* + 3a%h — 2a%h? + 5ab® - b* por a®- 2ab + b®
4. m® +n® + 6mn®-5m®n por m*— 4mn®-n®
5.x*— 8x2+3 por x*+ 6x2-5
6
7
8

Ejercicio

a®—3a*- 6a®+ 10 por a®— 4a° + 3a*— 2a®

X —4x® + 3x*— 2 por 3x5-8x3+ 10

2_7mé+ 9m*— 15 porm'®— 5m'® + 9m®— 4m* + 3
x°— 3x'y — 6x%2— 4x%y3— y° por 2x% + 4y?

10. 6a°— 4a® + 6a -2 por a*-2a*+a -7
1.n°=3n*+5n°—8n+4 por n*-3n%+4

12. 3x*— 4x% — y* por x®— Bxy? + 3)°

13.x"0 — 5x8y* + 3x%® — 6y" por x8— 4x*y?® + y®— Hx%?

14. 8" — 33" " + 53" ® por a® -5

15.8" 12— 5a**'— 73"~ por "+ 6a**' + 7" 3

16. X% 72— 5x*— 6x7~2 por 6x° " —4x* + 2% 4 x272

17.32X+2— aZx_ 3a2x+1 _ 5aZx—1 por 3a3x—1_ 5a3x+ 633X+1

5
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PRODUCTO CONTINUADO DE POLINOMIOS

1) Efectuar 3x(x + 3)(x — 2)(x + 1).

Al poner los factores entre paréntesis la multiplicacion esta indicada.

La operacion se desarrolla efectuando el producto de dos factores cualesquiera; este
producto se multiplica por el tercer factor y este nuevo producto por el factor que queda.
Asi, en este caso efectuamos el producto 3x(x + 3) = 3x* + 9. Este producto lo multipli-
camos por x — 2 y tendremos:

3x% + 9x Este producto se multiplica 3x® + 3x* —18x
X =2 porx + 1: x +1
3x% +9x° 3x* + 3x3 —18x?
—6x% —18x 3x® + 3x*—18x
3x% +3x% —18x 3x* +6x3 —15x2-18x R.

En virtud de la ley asociativa de la multiplicacion, podiamos también haber hallado el pro-
ducto 3x(x + 3); después el producto (x — 2)(x + 1) y luego multiplicar ambos productos

parciales.
Simplificar:
1. 4(a+5)(@a-3) 8. (—x+1)(X2+x-1)(x-2) -g
2. 3a%(x + 1)(x = 1) 9. @"-3)@"  '"+2)@" " "'-1) S
3.2a-3@-1)@+4) 10. a(a — 1)(a - 2)(@ - 3) =
4. (X + )= 1)+ 1) 1. (x = 3)(x + 4)(x = 5)(x + 1)
5. m(m — 4)(m - 6)(3m + 2) 12. (2= 3) (X2 + 2x + 1) (x = 1)(x* + 3)
6. (a—b)(a® - 2ab+b)(a+b) 13. 9a%(3a — 2)(2a + 1)(a — 1)(2a — 1)
7.3 —2x+1)(x = 1)(x+ 1) 14, @@ "+ b )@ - b TY)b”
MULTIPLICACION COMBINADA CON SUMA Y RESTA

1) Simplificar (x+ 3)(x — 4) + 3(x — 1) (x + 2).

Efectuaremos el primer producto (x + 3)(x — 4); efectuaremos el segundo producto
3(x — 1)(x + 2) y sumaremos este segundo producto con el primero.

Efectuando el primer producto:  (x + 3)(x — 4) = x> —x — 12
Efectuando el segundo producto: ~ 3(x—1)(x+2) = 3(x* +x — 2) = 3x* + 3x — 6

Sumando este segundo producto con el primero:
(X2 =x—12) + (3x2+3x —6) =x*—x—12+3x* + 3x -6 =4x*+ 2x — 18 R.
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2) Simplificar x(@ — b)® — 4x(a + b)°.

Elevar una cantidad al cuadrado equivale a multiplicarla por si misma; asi (@ — b)°
equivale a (@ —b)(@ - b).
Desarrollando x(a — b)®.

x(@—b)?=x(a* — 2ab + b?) = a’x — 2abx + b’
Desarrollando 4x(a + b)>.
4x(a + b)? = 4x(a® + 2ab + b®) = 4a’ + 8Babx + 4b%
a’x — 2abx + b* — (4a’ + 8abx + 4b’)

Restando este segundo producto del primero: = a’ — 2abx + b’ — 4a> — 8abx — 4b%
=-3a% — 10abx — 3bx R.

=9

Simplificar:

1. 4(x+3) +5(x +2) 1. 3(x +y)% — 4(x — y)? + 3x* - 3)*

2.6 +4) =302+ 1) +5(x*+2) 12. (M +n)? = 2m +n)? + (m — 4n)?

3. a(@—x)+3a(x+2a)—a(x—3a) 13. x@+x) +X@+1) - (x+1)@+2) - @-x?*
4. X2+ 1) + YA+ 1) = 3x%y? 14. @+b—c)’+@-b+c)’—(@+b+c)?

Ejercicio

5.4m® — 5mn® + 3m*(m? + n?) = 3m(m® —n?) 15, (P +x =3’ — (X2 =2 +X)2 + (x* —x = 3)?

6. Y2 + X — PO + 1)+ 2 (2 + 1) =y (x> =1) 16. (X+y +2)° = (X + )X —y) + 3(¢° +xy +y?)

7. 5(0+2) — (x+1)(x +4) — 6x 17, I+ (20— 3)][8K — (x+ 1)] + 4x — x2

8.(a+5)@-5)-3@+2)@-2)+5@+4) 18 [3x+2) =40+ 1][B(+4) - 2(x +2)]

9. (a+b)(4a —3b) — (5a — 2b)(3a + b) 19. [(m +n)(m —n) — (M +n)(m + n)][2(m + n)
— (@ +b)(3a—6b) —3(m-n)]

10. (@+c¢)’—(a—c) 20. [(x+Y)? = 3( = )0+ Y) () = y) +x(y = x)]

SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION CON PRODUCTOS INDICADOS

1) Simplificar 5a + {a —2 [a + 3b — 4(a + b)]}.
Un coeficiente colocado junto a un signo de agrupacion nos indica que hay que multipli-
carlo por cada uno de los términos encerrados en el signo de agrupacion. Asi, en este
caso multiplicamos — 4 por a + b y tendremos:

ba+{a—2[a+3b-—4a-4b]}

En el curso de la operacion podemos reducir términos semejantes. Asi, reduciendo los
términos semejantes dentro del corchete, tenemos:

9a+{a—2[-3a-b]}

Efectuando la multiplicacion de 5a + {a + 6a + 2b}
— 2 por (—3a — b) tenemos: » =ba+{7a+2b}
=ba+7a+2b=12a+2b R.
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2) Simplificar —3(x+y)—4—x+2{—x +2y —3(x -y +2)} - 2x].

Suprimiendo primero el =B +y) —4[x+2{x+2y-3x—y—2)} — 2]
vinculo, tendremos: —3x -3y —4[—x+2{—x+2y—3x+3y+6} — 2]
—3x — 3y — 4[—x + 2{—4x + 5y + 6} — 2X]

—3x =3y —4[—x—8x+ 10y + 12 — 2]

=3x — 3y — 4[-11x+ 10y + 12]

—3x — 3y + 44x — 40y — 48

=41x-43y-48 R.

77

Simplificar:

1. x—[3a+2(-x+1)]

. —(@a+b)-3[2a +b(-a+2)]

=X =2+ = 2Y) -2 +y) — 3(2x + 1)]

A —{=3+5-[—x+x(2-X]}

. 2a—{-3x+2[-a+3x—2(-a+b-2+a)]}

ca—(X+Y) =3k -y)+2[- X =2y) - 2(-x-y)]

. m—=(m+n)—-3{-2m+[-2m+n+2(-1+n)—m+n-1}

. 2@-b)-3@+2b)-4{a-2b+2[-a+b-1+2(a-b)]}
L =S(x+y)-[2x—y+2{-x+y-3—-x—y—1}]+2x
.m=3m+m+[-{-=2m+n-2-3[m-n+1]) +m}]
-3 =2y +2{ A -2 =3+ )]} - { - [- +))]}

W 0 N o O A W N

—_ -
P

12. 5{— (@+b) - 3[~2a+3b — (@ +b) + (-2 — b) + 2(-a +b)] — a}
18 3{-[+(a+h)]} -4 -[-(-a-b)}
18, —{a+b—-2@-b)+3{—[2a+b-3@+b—-1)]} -3[-a+2(-1 +a)]}

Ejercicio

CAMBIOS DE SIGNOS EN LA MULTIPLICACION
Las reglas generales para los cambios de signos en la multiplicacion son las siguientes:
(+a)(+b) =+ab y (-a)(-b) =+ab
1) Si se cambia el signo a un nimero par de factores, el signo del producto no varia.
En efecto, sabemos que:
(+a)(+b) =+ab y (-a)(-b) =+ab

donde vemos que cambiando el signo a dos factores el signo del producto no varia.
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2) Si se cambia el signo a un nimero impar de factores, el signo del producto varia.

En efecto, sabemos que:
(+a)(+b) =+ab y (+a)(-b) =—-ab o (-a)(+b) =-ab

donde vemos que cambiando el signo a un factor el signo del producto varia.

Cuando los factores sean polinomios, para cambiarles el signo hay que cambiar el
signo a cada uno de sus términos. Asi, en el producto (a2 — b)(c — d), para cambiar el
signo al factor (a — b), hay que escribir (b — a), donde vemos que a, que tenia +, ahora
tiene —, y b, que tenia —, tiene ahora + ; para cambiar el signo a (¢ — d) hay que escribir
(d-c).

Por tanto, como cambiando el signo a un factor el producto varia su signo, tendre-
mos:

y como cambiando el signo a dos factores el producto no varia de signo, tendremos:
(@-b)c—d)=(b-a)d-c)
Tratandose de mas de dos factores aplicamos las reglas generales que nos dicen

que cambiando el signo a un nimero par de factores el producto no varia de signo y
cambiando el signo a un numero impar de factores el producto varia de signo.

Asi, tendremos: (+a)(+b)(+c) = —(-a)(+b) (+c)
(+a) (+D) (+C) = —(+a)(-b) (+¢)
(+a) (+b) (+¢) = —(-a)(-b) ()

y también: (+a) (+b) (+C) = (-a)(-b) (+c)
(+a)(+b) (+¢) = (+a)(-b) (-C)
(+a) (+D) (+¢) = (-a)(+b) (-C)

Si se trata de polinomios, tendremos:
(@-Db)(c—ad)(m-n)=-(b-a)c—dm-n)
(@-bc-dm-n=-@-b)d-c)(m-n)
(a—b)(c—ad)(m-n)=—(b-a)d-c)n—m)

y también: (@a-b)c-dm-n)=(-a)d-c)m-n)
(a-b)(c—d)(m-n) = (a-b)(d—c)(n—m)
@-b)c—dym-n)=(b-a)c-dn-m)



Platon (429-347 a. C.). Uno de los mas grandes fildsofos de  la influencia de los sabios y matematicos contemporaneos
la Antigiiedad. Alumno predilecto de Sdcrates, dio a conocer  de él. Alcanzo pleno dominio de las ciencias de su tiempo. Al
las doctrinas del Maestro y las suyas propias en los famosos  fundar la Academia hizo inscribir en el frontispicio: “Que nadie
Didlogos, entre las que sobresalen el Timeo, Fedon, el Ban-  entre aqui si no sabe Geometria”.

quete, etc. Viajo por el mundo griego de su época y recibio

Capitulo |/
DIVISION

LA DIVISION es una operacion que tiene por objeto, dado el producto de dos factores
(dividendo) y uno de los factores (divisor), hallar el otro factor (cociente).

De esta definicion se deduce que el cociente multiplicado por el divisor reproduce el
dividendo. ,

Asi, la operacion de dividir 6a® entre 3a, que se indica 6a® <+ 3a o 82" consiste en hallar

3a
una cantidad que multiplicada por 3a dé 6a° Esa cantidad (cociente) es 2a.
Es evidente que 6a +2a=%2=3a, donde vemos que si el dividendo se divide entre el
cociente nos da de cociente lo que antes era divisor.
LEY DE LOS SIGNOS

La ley de los signos en la division es la misma que en la multiplicacion:
Signos iguales dan + y signos diferentes dan —.
En efecto:

1. +ab++a=1P=4p
+a

porque el cociente multiplicado por el divisor tiene que dar el dividendo con su signo
y siendo el dividendo positivo, como el divisor es positivo, el cociente tiene que ser



80

BALDOR ALGEBRA

positivo para que multiplicado por el divisor reproduzca el dividendo:
(+a) x (+b) = +ab.

El cociente no puede ser —b porque multiplicado por el divisor no reproduce el divi-
dendo: (+a) x (-b) = —ab.

2. —ab+-a="L=+b porque (-a)x (+b)=-ab
3. +ab+—a:+_—aab=—b porque (—a) x (—b) = +ab

4. —ab++a="L=—_p porque (+a)x (-b) =-ab

+a
En resumen: + entre + da +
—entre —da +
+entre —da —
—entre + da —

LEY DE LOS EXPONENTES

Para dividir potencias de la misma base se deja la misma base y se le pone de exponente
la diferencia entre el exponente del dividendo y el exponente del divisor.

Sea el cociente a° + a°. Decimos que

5
53-8 _g53_g2

a
a3

a% serd el cociente de esta division si multiplicada por el divisor a° reproduce el dividendo, y
en efecto: a® x a® = a°.
LEY DE LOS COEFICIENTES

El coeficiente del cociente es el cociente de dividir el coeficiente del dividendo entre el
coeficiente del divisor.

En efecto: 20a° + 5a = 4a

4a es el cociente porque 4a x 5a = 20a y vemos que el coeficiente del cociente 4, es el
cociente de dividir 20 entre 5.

CASOS DE LA DIVISION

Estudiaremos tres casos: 1) Division de monomios. 2) Division de un polinomio por un mo-
nomio. 3) Division de dos polinomios.



CAPITULO V/ Division 81

I. DIVISION DE MONOMIOS

De acuerdo con las leyes anteriores, podemos enunciar la siguiente

REGLA PARA DIVIDIR DOS MONOMIOS

Se divide el coeficiente del dividendo entre el coeficiente del divisor y a continuacion se
escriben en orden alfabético las letras, poniéndole a cada letra un exponente igual a la
diferencia entre el exponente que tiene en el dividendo y el exponente que tiene en el
divisor. El signo lo da la ley de los signos.

1) Dividir 4a°h® entre —2ab.

4a%h% +—2ab=20" — _9z2p R,
—2ab

porque (—2ab) x (—2a’h) = 4a°b°.
2) Dividir —5a*b3c entre —a’h.

4,3
—5a“b3c+—azb=‘5"’72‘;c=5a2bzc R.
—a

porque 5a’h’°c x (—a’h) = —5a‘b’c.

Obsérvese que cuando en el dividendo hay una letra que no existe en el divisor, en este
caso ¢, dicha letra aparece en el cociente. Sucede o mismo que si la ¢ estuviera en el
divisor con exponente cero porque tendriamos:

c+c’=c'"=¢

3) Dividir —20mx?y® + 4xy*.

2,3
_2(”"7X3}I=_5mx R.

—20mx?y® +4xy’ =
4xy

porque 4xy* x (=5mx) = —20mx?y®

Obsérvese que letras iguales en el dividendo y divisor se cancelan porque su cociente
es 1. Asi, en este caso, y° del dividendo se cancela con y* del divisor, igual que en Aritmé-
tica suprimimos los factores comunes en el numerador y denominador de un quebrado.
También, de acuerdo con la ley de los exponentes y° + y* = y* =% = y° y veremos mas
adelante que y° =1y 1 como factor puede suprimirse en el cociente.

4) Dividir —x™y"z* entre 3xy?z*.

_ym,n,a
_menza+3xy223: ); }/2 g _ m 1yn ZZa 3 R.
Xy‘cz
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Dividir:

. —24 entre 8 8. —=5m®n entre m’n

. —63 entre —7 9. —8a%* entre —8a%®
. —5a’ entre —a 10. —xy? entre 2y

. 14a°b" entre —2ab? 11. 5x%° entre —6x‘y

. —a’b'c entre a%’ 12. —a%b°%* entre 8¢*
. —a’h entre —ab 13. 16m°®n* entre —5n°
. 54x%*2° entre —6xy°z’ 14. —108a’b%c® entre —206%*®

. —2m®n® entre —3mn°®

. a* entre a°

. —3a'b™ entre ab?

. 5a"b"c entre —6a°b’c

. a'b™ entre —4a"b"

. =3min*x® entre —5m*n*®

5) Dividira*%™*? entre a %™ ".
a*3pme? _ X+3-W+Dpm+2-(m+1) _ gx+3-x-2pm+2-m-1 _ a5 R
a)(4—2bm+1
6) Dividir —3x% %% -2 entre —5x*~‘y* ",
—3x2at3y%8-2 3 5a3_(ad) 3a-2—(a—1) _ 3 ,2a+3-a+d Ba-2-arl 3 ,a+7, 2a-1
= Y =9 =9y =) R.
_5Xa—4ya—1 5 y 5 y 5 y
9 Dividir:
m+3 m+2 m+3,,m-1 4,,2
=y 1.a entre a 6. —7x" "y entre —8x"y
g 2. 2% entre —x**2 7. 532"~ 1p*2 entre —6a%>" ~2p*~*
i 3. —3a”* entre —5a"° 8. —4x"~'y" " entre 5x"~Ty"+!
4. x¥*° entre —4x" 4 9. a"* """ entre a”b?
5. —4a* %" entre —5a’h? 10. —5ab’%c® entre 6a”b"c*
7) Dividir %azb% entre —%azbc.
2,243
ga b 2 __4b2 R
5 ZbC_ 5 .
ga
Dividir:
1,2 2 7,256 5. 15A6
1. EX entre c 1. 8a b°c® entre 23b B
3.3 _ 4.2 2 xpm _3.p2
2. 5a b entre 5a b 8. 3a b™ entre 5ab

3. %xySZ3 entre —%23 9
a. —%amb" entre —%ab2 10
5. —%x“y5 entre —2 1.
6. 3m*n°p® entre —%m“np5 12.

_30%¢5 3gx
. 8cd entre 4d

3 mpn _3p3
.43 b" entre 2b

—2a"*h™* entre —%a“b3

—%a*”’bm*"’cz entre %a*"‘b’”’1
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II. DIVISION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS
Sea (@ + b — ¢) + m. Tendremos:

a+b-c _ 3
m m

(@+b—c)+m=

En efecto: %+%—% es el cociente de la division porque multiplicado por el divisor

reproduce el dividendo:

(i+ﬂ—£)m:ixm+£><m—£><m:a+b—c
m m m m m m
Podemos, pues, enunciar la siguiente
REGLA PARA DIVIDIR UN POLINOMIO POR UN MONOMIO

Se divide cada uno de los términos del polinomio por el monomio separando los cocientes
parciales con sus propios signos.
Esta es |a ley distributiva de la division.

1) Dividir 3a° — 6a°h + 9ab® entre 3a.

3a T3 3 3
=a°-2ab+3b* R.

2) Dividir 2a'b™ — 62" *'b™ " — 32" %™ 2 entre —2a°h*.

3_po2 2 3 2 2
(3a3_632b+9ab2)_33=33 6a“b +9ab _33 _63 b+93b

Xpm X+1pm-1 X+2pm—2
(Zaxbm_6ax+1bm—1_3ax+2bm—2)+_233b4=_2a b +6a *b +36 b

2a%*  2a%* 2a°h*
:_ax—abm—4+3ax—2bm—5+gax—1bm—6 R.

Dividir:

1. 2% —ab entre a 9. 8m®n® — 10m’n* — 20m*n® + 12m°n® entre
2. 3x%°® — 5a%" entre —3x? 2m?
3. 3a° — bab® — 6a’h® entre —2a 10. 8"+ a" " entre a?
4. x> — 4x* + x entre x 11. 28" — 33" "2+ 6a™** entre — 3a°
5. 4x% — 10x® — 5x* entre 2x° 12.a™" +a" "2 —a™ 2"+ entre a’h®
6. 6m® — 8m?%n + 20mn? entre —2m 13. X"+2 _ Bx™ 4+ 6x™ *1 — x" " entre x™ 2
7. 6a%h® — 3a%°® — a%°® entre 3a%° 14, 42°*b™ = 62" "3 b™? + 8a*h™ entre
8. x* — 5x3 — 10x2 + 15x entre —5x —2g" *pm -4
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widio 3,3, 2,22 5.3 1.4 5
3) Dividir Y =Xy entre s

3,3, 2,22 5.3 14
33 o202 o Boa® 1) o B _4xy 3xy 67 _2y
OXY — EXY 2Ky — oy 2y = — + =5
4 3 6 2 6 §y §y §y §y
6 6 6 6
9 3

3 4,2 2 3
=ZX = 2XY+xy -2 R.
10X 5 y+x 5y

Dividir:
2 2

2
X°—=xentre £x
3 3

8322, 15 entre -3
5) 5

a
4

1
"2

1
"3
1.4 2.3 3,,2,2 1,2
.-mT==m°n+Sm°n° entre -m
A 4
2
"3
2

3_1,34, 125 1,.3

4 1 b 1
X'y 5xy+4xy Xy° entre 5xy

(3]

gP= %a‘?b3 — ab® entre 5a

o

1, m-1 1
a™+-a" 'entre -a
4 2

ax+1_1gx-1_2ax gnig 1gx-2
4 5 6

3on-1,ym+2 , 1 n,me1 2 n+1,m 2,.3,2
8. —=a X +-aX — 23" 'x" entre —Za°x
4 8 3 5

l1l. DIVISION DE DOS POLINOMIOS
La division de dos polinomios se verifica de acuerdo con la siguiente

REGLA PARA DIVIDIR DOS POLINOMIOS

1) Se ordenan el dividendo y el divisor con relacion a una misma letra.

2) Se divide el primer término del dividendo entre el primero del divisor y tendremos el
primer término del cociente.

3) Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor y el producto se res-
ta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo, escribiendo cada término debajo
de su semejante. Si algin término de este producto no tiene término semejante en el
dividendo se escribe en el lugar que le corresponda de acuerdo con la ordenacion del
dividendo y el divisor.

4) Se divide el primer término del resto entre el primer término del divisor y tendremos
el segundo término del cociente.

5) Este segundo término del cociente se multiplica por todo el divisor y el producto se
resta del dividendo, cambiando los signos.
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6) Se divide el primer término del segundo resto entre el primero del divisor y se efec-
tian las operaciones anteriores; y asi sucesivamente hasta que el residuo sea cero.

3+ 2x-8 [ x+2
1) Dividir 3x* + 2x— 8 entre x + 2. —3x%— 6x 3x—40 R.

—4x-8
4x— 8

EXPLICACION

El dividendo y el divisor estan ordenados de manera descendente con relacion a x.
Dividimos el primer término del dividendo 3x? entre el primero del divisor x y tenemos
3x% +x = 3x. Este es el primer término del cociente.

Multiplicamos 3x por cada uno de los términos del divisor y como estos productos hay
que restarlos del dividendo, tendremos: 3x x x = 3x?, para restar —3x°; 3x x 2 = 6x,
para restar —6x.

Estos productos con sus signos cambiados los escribimos debajo de los términos seme-
jantes con ellos del dividendo y hacemos la reduccion; nos da —4x y bajamos el —8.
Dividimos —4x entre x: —4x <+ x = —4 y éste es el segundo término del cociente. El —4
hay que multiplicarlo por cada uno de los términos del divisor y restar los productos del
dividendo y tendremos:

(—4) x x =—4x, para restar +4x; (—4) x 2 =—8, para restar 8

Escribimos estos términos debajo de sus semejantes y haciendo la reduccion nos da
cero de residuo.

RAZON DE LA REGLA APLICADA

Dividir 3x* + 2x — 8 entre x + 2 es hallar una cantidad que multiplicada por x + 2 nos dé
3x* + 2x — 8, de acuerdo con la definicion de division.

El término 3x? que contiene la mayor potencia de x en el dividendo tiene que ser el produc-
to del término con la mayor potencia de x en el divisor que es x por el término que tenga la
mayor potencia de x en el cociente, luego dividiendo 3x? + x = 3x tendremos el término
que contiene la mayor potencia de x en el cociente.

Hemos multiplicado 3x por x + 2 que nos da 3x* + 6x y este producto lo restamos del
dividendo. El residuo es —4x — 8.

Este residuo —4x — 8, se considera como un nuevo dividendo, porque tiene que ser el
producto del divisor x + 2, por lo que adn nos falta del cociente. Divido —4x entre x y me
da como cociente —4.

Este es el segundo término del cociente. Multiplicando —4 por x + 2 obtengo —4x — 8.
Restando este producto del dividendo —4x — 8 me da cero de residuo. Luego 3x — 4 es
la cantidad que multiplicada por el divisor x + 2 nos da el dividendo 3x* + 2x — 8, luego
3x —4 es el cociente de la division.

" En los ejercicios de la division se usa la notacion: CagiETie

Dividendo Divisor que equivale a la notacion Divisor Dividendo
Residuo Cociente Residuo
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2) Dividir 28x* — 30y — 11xy entre 4x — 5y. 28x2 — 11xy —30y2 | 4x—5y
Ordenando dividendo y divisor en orden des- ~ —28x? +35xy 7x+6y R.
cendente con relacion a x tendremos: 24xy —30y?

_24xy +30y®
EXPLICACION

Dividimos 28x* + 4x = 7x. Este primer término del cociente lo multiplicamos por cada
uno de los términos del divisor: 7x x 4x = 28x?, para restar — 28x%; 7x x (— 5y) = —35xy,
para restar +35xy. Escribimos estos términos debajo de sus semejantes en el dividendo
y los reducimos. El residuo es 24xy — 30y?. Divido el primer término del residuo entre el
primero del divisor:

24xy + 4x = + 6y. Este es el segundo término del cociente.

Multiplico 6y por cada uno de los términos del divisor. 6y x 4x = 24xy para restar
— 24xy; 6y x (-5y) =—30y?, para restar +30y°. Escribimos estos términos debajo de sus
semejantes y haciendo la reduccion nos da cero como residuo. 7x + 6y es el cociente de
la division.

(2

Dividir:

Pl 1. a°+2a-3 entre a+3 12. 5n° = 11mn + 6m* entre m —n
= 2. a°—2a-3 entre a+1 13. 32n% - 54m® + 12mn entre 81— 9m
=) 3. x*—20+x entre x+5 14. —14y> + 33+ 71y entre -3 -7y
N 4. m?—11m + 30 entre m—6 15. -y entre x—y
e 5. x%+15—8x entre 3—x 16. @° + 3ab® — 3a%h — b* entre a—b
6. 6+a>+5a entre a+2 17. x* =9 + 3 +x entre x+3
7. 6x% = xy — 2y% entre y + 2x 18. a*+a entre a+ 1
8. —15x% — 8y® + 22xy entre 2y — 3x 19. m® —n® entre m? — n?
9. 5a® + 8ab — 21b% entre a+3b 20. 2x* —x3 -3+ 7x entre 2x+3
10. 14x* =12+ 22x entre 7x—3 21. 3y° + 5y — 12y + 10 entre y* +2
11. —8a% + 12ab — 4b® entre b —a 22. am* —am — 2a entre am +a
23. 12a° + 33ab® — 35a%h — 10b° entre 4a — 5b
24. 15m° — 9m*n® — 5m*n + 3m*n® + 3mn* — n° entre 3m—n

PRUEBA DE LA DIVISION

Puede verificarse, cuando la division es exacta, multiplicando el divisor por el cociente, de-
biendo darnos el dividendo si la operacion esta correcta.

3) Dividir 2x* — 2 — 4x entre 2+ 2x. .
2X —4x -2 [2x+2
Al ordenar el dividendo y el divisor debemos ~ — 2x° — 2x2 x*-x-1 R.
tener presente que en el dividendo falta el Do iy
término en x2, luego debemos dejar un Iugar/ ox? 4 Oy
para ese término: T
2X + 2
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4) Dividir 3a° + 10a°h? + 64ab® — 21a°h + 32ab” entre a® — 4ab® — 5a°h.
Ordenando con relacion a la a en orden descendente:
3a° — 21a’b + 10a%h* +64a’b® + 32ab* | a®—b5a*h—4ab®
—3a° +15a*h + 12a°h? 3a®—6ab—8b> R.
— 6a‘h+ 22a%b? + 64a’h®
6a‘b— 30a’h? — 24a’b®
8a’bh%+ 40a°h* + 32ab*
8a’h?— 40a’h* — 32ab*

5) Dividir x'® + x%° — x%* — x%'"* entre x® + x%% — x*y* — x¥°.
Al ordenar el dividendo tenemos x'2 — x3* + xby° — x%'°.

Aqui podemos observar que faltan los términos en x'%? y en x*y®; dejaremos pues un
espacio entre x'2 y — x®* para el término en x'%? y otro espacio entre x%° y — x?'
para término en x*y® y tendremos:

X" — X%yt + xby® x|t xty xS
— X X102 4 xByd g )8 X =Xy eyt R.
— x'0y2 +2x6y8

X2 4 Xyt = Xy xR

Xyt X0y xy®— x3y 0
—xByt XSy x4y xy

6) Dividir 11a° — 3a° — 46a® + 32 entre 8 — 3a° — 6a.

Ordenaremos de manera ascendente porque con ello logramos que el primer término del
divisor sea positivo, lo cual siempre es mas comodo. Ademas, como en el dividendo faltan
los términos en a* y en a dejaremos los lugares vacios correspondientes y tendremos:

32 - 46a° + 11a° -38° 8 —6a—3a’
—-32 + 243 + 123° 4+3a-2a*+a°> R.
24a — 34a® + 11a°
— 24a+18a° + 9a°
- 16a°+ 20&°
16a%— 12a°- 6a*
8a’— 6a‘'— 3a°
- 8a’+ 6a’+ 3a°

Dividir:

1.8 —a®?-2a—1 entre a>+a+1

2. x°+12x* = 5x entre x> = 2x+ 5

3. m* = 5m’n + 20m®n® — 16mn* entre m? — 2mn - 8n®
4. x* —x*—2x—1 entre x> —x — 1

5 x5+ 6x°—2x5— 7x*— 4x + 6 entre x* — 3x2 + 2

87
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mb+mb—4mt—4m+m® -1 entre m*+m?—4m -1

6
7.a°-a'+10-27a + 7a’entre a*+ 5 —a
8. 3x% — 5xy® + 3y* — x* entre x* — 2xy + >
9.2n-2n*+n*—1 entre n°—-2n+ 1
10. 22a%b* — 5a’h? + a°h — 40ab® entre ah — 2ab?® — 10b°
1. 16x* — 27y* — 24x%° entre 8x° — 9y® + 6xy® — 12x%y
12. 4y* —13y2 + 4y* — 3y — 20 entre 2y +5
13. 5a’%® — 3x® — 11ax* + 3a‘x — 2a° entre 3x° — a° + 2ax®
14. 2x% — x5 — 3x%y* —xy® entre x* — 3x%y + %% + xy®
15. 2% — 5a® + 31a® — 8a + 21 entre a®-2a -7
16.m* —m®+5m* - 6m+9 entre m'+3-m*+m®
17. 2%+ b® — a’h — 4a’b® + 6a°h® — 3ab® entre a® — 2ab + b*
18. X% — 2x%2 + 2x3° — 2x%y* + 3xy° — 2y% entre X% — 2%+ xy
1948 — 25 + ¥ —y* — 4y + 2 entre y*+2 - 2)°
20.3m" —11m* + m* + 18m* — 8m — 3m?* + 4 entre m*—3m*+ 4
21.2%+2a°-3a°-2a*+2a°—a—1 entre a®+a®—-a+1
22. 24x° — 52x*y + 38x%% — 33x%° — 26xy* + 4y° entre 8x° — 12x% — 6xy? + *
23.5a° + 6a* + 5a° — 4a” — 8a° — 2a° + 4a® — 6a entre a‘— 23’ + 2
24. X" —3x° + 6x° + x> —3x + 6 entre x* - 2x> + 3x + 6
25. 3a° + 5a° — 9a* — 10a° + 8a® + 3a — 4 entre 3a®+ 2a®-5a -4
26. 5y% — 3y" — 11y + 11y° —17y* — 3y> — 4y> — 2y entre 5y* — 3y> + 4y + 2y
27.—m" +5m°n — 14m°n? + 20m*n® — 13m°n* — 9m?n® + 20mn® — 4n’ entre n3+ 3m?n —5mn® — m*
28. x" — 5x%2 + 8x7y" — 6x°y° — 5x%°8 + 3xy™® entre x° — 2x%% + 3xy’
29. 3a° — 15a” + 14a° — 28a" + 47a° — 28a* + 23a — 10 entre 3a° — 6a° + 22> — 3a + 2
30.a°—b*+2bc—c®entre a+b-c
31. —2x2 + 5xy — xz — 3y> —yz + 1022 entre 2x — 3y + 5z
32.x8°+y3+ 28— 3xyz entre X2+ y P+ 28 —xy —xz-yz
33.a°+ b5 entre a+b
34. 21x° — 21y°® entre 3x — 3y
35. 16x® — 16y° entre 2x* + 2y°
36. X" — ' entre x2 - y?
37.x° +y"® entre X3+ °
38. x5+ Y+ 3x%y + 3xy -1 entre X2+ 2xy + Y24 Xx+y+ 1
39.x° + y° entre x* — X3y + x%y% —xy® + y*

DIVISION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES LITERALES

1) Dividir 3a**5 + 19a**3 - 10a*** — 82" *2 + 53" "' entre a® — 3a + 5.

Ordenando en orden descendente en relacion con la a, tendremos:

32" — 102" + 19a"*° - 8a**% + 5a*" |a*—3a+5

_ 3ax+5 + 9ax+4 _ 15ax+3 3ax+3_ax+2+ax+1 R
ax+4 + 4ax+3_ 8ax+2
ax+4 _ 33x+3+ 5ax+2
ax+3 _ 33x+2 + 5ax+1
ax+3 + 33x+2 _ 5ax+1
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EXPLICACION

La division 3%+ 2= 395 2= 3g°*3
La division gt gt= gttt gt
La division a3+ a%= gttt = gt

2) Dividir x® — 17x3 -2 4 x% -1 4 3x% 4 1 2x% -3 _ Dx3 S entre % -1 — 2x% "3 — 3x% -2,
Ordenamos de manera descendente con relacion a x y tendremos:
X3 4 x%a1 _q7x%2 4 9x3a-3 | gyBa-4 _ 9y3a-5 |X2a-1_3X2a-2_2X2a-3
—x% 4 3x%1 4 2x%? X4 4x?=3x* '+ x*%  R.

4X38—1 _ 15X38—2 + 2X38—3
— AT 12x% 7 4 Bx¥

3 3a— 2+-10X3a -3 +3X3a—4
3X36 -2 _ 9XSa -3 _6X3a—4

X3a—3 _ 3X3a—4 _ 2X3a—5

X3a—3 +3X3a—4 +2X3a—5

EXPLICACION

La leISIOﬂ X3a+X2a—1 — XSa—(Za—U — XSa—2a+1 — Xa+1

LadiViSi()n 4X3a—1+x2a—1 — 4X3a—1—(2a—1) — 4X3a—1—2a+1 — 4Xa

La dIVISIén _3X3a—2+x2a—1 — _3X3a—2—(2a—1) — _3X3a—2—2a+1 — _3Xa—1

Ladivisi()n X3a—3+x2a—1 — XSa—S—(Za—U — XSa—3—2a+1 — Xa—2
Dividir:
1.a"%+a" entre a + 1 o
2. x”+2+3x”+3+x”*“—x”+5 entre x° + X =
3.mitt —mit 3 6mt - 5m® + 3m?~" entre m® - 2m + 3 S
4.@" % + 4% "2 4 @®" ' — 23" entre @" + a" " -
5. xz‘“5 JxPard L 2xB A _4xPar? 4 Dyt entrg x° T3 - 2xF
6.2 *2-2a"+8a"'-3a""% entre 32" 2-2a"""+a
7. a¥ 4a2* 24537 3423 "—2a% 4 entre @ —a "'+ a2
8. m¥-2—m¥-" —Am* + 2m* ' 4 2m* 2 —m**S entre M3 —mP " 4 mP 2
9. x2 24 x%-3 _Agx2-4_ y%-T enfrg x2S 4 1 — x32

10. a¥b® — a® ~'b* + a®" ~%h° — 2a®" ~*b” + a® ~°b® entre a'b — a" ~'b® + 2a" ~%b° — a" ~b*
1.3 +a"b" + ah™ + b ** entre a* + b*

12.8—ab" "—a* " 'b+b" entre a—b

13. 3% 73 — 233%™~ 2 + 53% ' + 46a%" - 308%™+ entre a*" %+ 6a%" ' 833" ~?

14. 2X3a+1 2x -3 4X3ay2x 2 _ 28X33 2 2x+ 30X3a 3 2x + 1 entre a+2 x-1 3X yx+1 4 a+1yx
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DIVISION DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS

1)

ividir 1x3_ 35 y2 _3y8 2y 3
Dividir 3x 36x y+< xy 8y entre 3x 2y.

L CAECRL A = S
X Z Xy X Wty R.
S
VY
o
— i+ 3y

Obsérvese que todo quebrado que se obtenga en el cociente al dividir, lo mismo que los
quebrados que se obtienen al multiplicar el cociente por el divisor, deben reducirse a su
mas simple expresion.

192 4 50 1p2 a1
. ~a +363b eb entre 3a+2b
x4+ Txy — 1y% entre x — 2y

10 3 5

.5 36xy+ xy 7y entre x —7xy+ y

10.

: %as - gazb —b+ gab2 entre %a = %b
. gm“ i %man 16—(7)m n? + gmn — n* entre gmz +2n* —mn
: %x5 + %x“ - %x + 3)( — g + ;gx entre 2x° — 3x+2
.ja —ax+1§ax —112ax %x“ entre %az—ax+%x2
.%x +%x3y2—% x%y® - lgaxy+ 2 xy* entre 2 P = x2y+%xy2
.%x %x —%x3+%x %x—ﬁentref+;x —%x+1x
%msn 16%1m n® + ;m %m“n + %mn4 - %n5 entre %ms - %m"-n + %mn2 - %n‘?

Dividir:
1
6

2

13 &9 o2
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DIVISION DE POLINOMIOS POR EL METODO DE COEFICIENTES SEPARADOS

La division por coeficientes separados, que abrevia mucho la operacion, puede usarse en los
mismos casos que en la multiplicacion.

1) Division de dos polinomios que contengan una sola letra y estén ordenados de la
misma manera con relacion a esa letra.

1) Dividir 8x® — 16x° + 6x* + 24x® + 18x — 36 entre 4x* + 3x — 6 por coeficientes sepa-
rados.
Escribimos solamente los coeficientes con sus signos teniendo cuidado de poner cero
donde falte algtn término y se efectla la division con ellos:

8-16+6+ 0+24+18-36 [4+0+3-6
-8- 0-6+12 2—-4+0+6
- 16+0+12+ 24
16+0+12- 24
+24+ 0+18-36
- 24— 0-18+36

El primer término del cociente tiene x* porque proviene de dividir x° entre x* y como en
el dividendo y divisor el exponente de x disminuye una unidad en cada término, en el
cociente también disminuira una unidad en cada término, luego el cociente es:

2% — 4x*+6 R.

2) Division de dos polinomios homogéneos que contengan solamente dos letras.

1) Dividir a® — 7a‘b + 21a°? — 37a°b® + 38ab* — 24b° entre a — 3ab + 4b? por coeficientes

separados.
Tendremos: 1-7+21-37+38-24 [1-3+4
-1+3- 4 1-4+5-6
-4 +17 - 37
4-12 +16
5-21+ 38
- 5+15-20
T 6+ 18- 24
6- 18+ 24
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El primer término del cociente tiene a® porque proviene de dividir a° entre a°.

Como el cociente es homogéneo y en el dividendo y divisor el exponente de a disminuye
una unidad en cada término y el de b aumenta una unidad en cada término, el cociente
sera:

a®— 4a’h + 5ab® - 6b° R.

a1

Dividir por coeficientes separados:

X —x +x%—x entre x* —x® +x

X xE = 11x% + 3x* - 13x° + 19x2 — 56 entre x° — 2x* — 7

.a®+a%h — 7a'b? + 12a°h* — 13a%" + 7ab® — b° entre a® — 2ab + b?

. m®+ 2m*n® - 5m°n + 20m*n® — 19m®n* — 10mn® — n® entre m® — 4mn? - n®

. x% - 2x5 — 50x* + 58x* — 15 entre x* + 6x° -5

.a"™+9a" —7a" + 23a% — 52a° + 42a* — 20a® entre a® — 4a° + 3a‘ — 2a°

. 3x™ —20x" — 70x% + 51x° + 46x° - 20 entre 3x° - 8x* + 10

. 53m* —12m* + m*® —127m" + 187m'? - 192m® + 87m* — 45 entre m" — 7m® + 9m* —

15

9. 2x" — 6x% — 8x%y? — 20x%y® — 24x%y" — 18x%° — 4y” entre 2x° + 4y?

10. 6a° — 12a” + 2a° — 36a° + 6a* — 16a° + 38a> — 44a + 14 entre a* — 2a°+a -7

11. 0" — 6n® + 50" +13n%—23n° — 8n* + 44n* —12n* —32n + 16 entre n®—3n* +5n°-8n + 4

12. 3x7 — 4x%y — 15x%2 + 29x*y® — 13x%* + 5xy® — 3y entre x> — 5xy? + 3)°

13. x"8 — 4x™y2 — 10x"%* + 21" + 28x%y8 — 23x%y"0 4 9x*y™? 4 33x%y™ — 6y entre x° — 4x’y®
_ 5X2y4 +y6

14, @™ % - 3a™*' — 5a"+ 20a™ "' — 253" ~* entre a® - 5

15. 7a%*° — 35a% " *+ 6a® "3 — 78a% 2 — 5a¥ ' — 42a% — 7a¥ " entre a* + 6a" "' + 74" ®

16. 6x% "3 — 4x22 2 28x% 1 4 21x% — 46x% " + 19x%2 % — 12x% -3 — 6x%~* entre 6x° 7' -
A 4 27 4 x0T

17 6aSX+3 _ 23a5x+2+1235x+1 _34a5x + 22a5x—1 _1565)(—2 Bntre 32X+2 _ aZX _ 332X+1 _ 532)(—1

COCIENTE MIXTO

En todos los casos de division estudiados hasta ahora el dividendo era divisible de manera
exacta por el divisor. Cuando el dividendo no es divisible exactamente por el divisor, la division
no es exacta, nos da un residuo y esto origina los cocientes mixtos, asi llamados porque
constan de entero y quebrado.

Cuando la division no es exacta debemos detenerla cuando el primer término del residuo
es de grado inferior al primer término del divisor con relacion a una misma letra, o sea, cuan-
do el exponente de una letra en el residuo es menor que el exponente de la misma letra en el
divisor y sumamos al cociente el quebrado que se forma, poniendo por numerador el residuo
y por denominador el divisor.

Ejercicio

0 N & g A W N =
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xX*— x—- 6 |x+3
1) Dividir x> —x — 6 entre x + 3. —x* - 3x x—4+% R.
—4x - 6
4x +12
6

El residuo no tiene x, asi que es de grado cero con relacion a lax y el divisor es de primer
grado con relacion a la x, luego aqui detenemos la division porque el residuo es de grado

inferior al divisor. Ahora anadimos al cociente x — 4 el quebrado ﬁ de modo semejante
a como procedemos en Aritmética cuando nos sobra un residuo.

2) Dividir 6m* — 4m°n® — 3m®n* + 4mn® — n® entre 2m* — n*.

2 4
6m* — 4m°n® — 3m°n* + 4mn® — n® [2m’~n —
—6m* +3mPn’ 3f772—2mnz+2;""27‘”4 R.
m-—-n
— dm*n? + 4mn®
4m3n? — 2mn®
2mn® —n®

Hemos detenido la operacion al ser el primer término del residuo 2mn° en el cual la m
tiene de exponente 1, mientras que en el primer término del divisor la m tiene de exponen-
te 2, y hemos anadido al cociente el quebrado que se forma poniendo por numerador el
residuo y por denominador el divisor.

NOTA

En el nimero 190, una vez conocidos los cambios de signos en las fracciones, se tratara
esta materia mas ampliamente.

Hallar el cociente mixto de:

1. a® + b® entre a° 8. x* — Bxy + y® entre X +y =

2.a"+ 2 entre a° 9. x3—x2+3x+2 entre x> —x + 1 =

3. 9x* + 6x° + 7 entre 3x° 10.x°* + 3 entre x — y g

4. 16a* — 20a% +8a°h® + 7ab® entre 4a®  11.x°+y°® entre x — y iy

5.x>+7x + 10 entre x + 6 12.x3 + 4x* — 5x + 8 entre x*> — 2x + 1

6. x>~ 5x+7 entre x — 4 13. 8a® — 6a’b + 5ab® — 9b* entre 2a — 3b

7.m*=11m?+ 34 entre m*> -3 14. x5 = 3x* + 9x® + 7x — 4 entre x2 — 3x + 2
VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS CON EXPONENTES

ENTEROS PARA VALORES POSITIVOS Y NEGATIVOS

Conociendo ya las operaciones fundamentales con cantidades negativas, asi como las reglas
de los signos en la multiplicacion y division, podemos hallar el valor de expresiones algebrai-
cas para cualesquiera valores de las letras, teniendo presente lo siguiente:
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POTENCIAS DE CANTIDADES NEGATIVAS

1) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva porque equivale a un producto
en que entra un namero par de factores negativos.

Asi,(-2)°=+ 4 porque (-2)°=(-2) x(-2) =+4
(-2)'=+ 16 porque (~2)* = (<2)2 x (<2)2 = (+4) x (+4) =+ 16
(-2)°=+ 64 porque (~2)° = (<2)* x (<2)2 = (+16)x (+4) =+ 64
(=2)® = +256 porque (~2)° = (—2)° x (=2)2 = (+64) x (+4) = + 256

y asi sucesivamente.
En general, siendo NV un nimero entero se tiene: (-a)* = a?".

2) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa porque equivale a un pro-
ducto en que entra un numero impar de factores negativos.

Asi,(-2)' =— 2
(-2)°=— 8 porque (-2)°= (-2 x(-2) =(+4) x(2)=- 8
(=2)°=— 32 porque (2)° = (<2)* x (~2) = (+16)x (-2) =— 32
(=2)" =128 porque (2)" = (<2)° x (~2) = (+64)x (-2) =— 128

y asi sucesivamente.
En general, se tiene: (-a)*'*'=—a

1) Valor numérico de x* — 3x® + 2x — 4 parax = 2.
Sustituyendo x por —2, tenemos:
(-2 - 3(-2)2+2(-2) - 4
=-8-3(4)+2(-2) -4
=-8-12-4-4
=-28 R.

2) Valor numérico de & 3‘%" +58° _p3 naraa——2 h=-3.

at 33%h , 5ab® 3
ZT*"
2)%(=3) . 5(-2)(=3)
(2() ()3(3)_(_3)3
-3)

Tendremos:

=4-(;36)+(;90J+27

6 8

— 4 (-6)+(=30)+27
—44+46-30+27=7 R.

NOTA
Para ejercicios de valor numérico de expresiones algebraicas con exponentes cero, nega-
tivos o fraccionarios, véase teoria de los exponentes, pag. 407.
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Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para:

a=-1b=2 c=-1

Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para:

a_2,b_3,x 2,y=—-1m=3,n 2

XXy 8t s
10. 8 5 + ” y
M. (@-x)2+ x-y)°+ K =y)(m+x-n)

12. (X =)+ (C+y) (x—y—m) +3b(x +y +n)

13. (3 — 2y)(2n — 4m) + 4x%y? - %

4x X 1 1 4
14, 2X _ +l-=|x+x'=—m
3y 2+p° (n b)

16. 324 2 M o3z
X m y n

2
1. @ — 2ab + b? 6. b+a)P’-(b-c)P-(@-c)?
2. 32° - 4a’b + 3ab® - b° S ab a _be
3. a*— 3a® + 2ac — 3bc ¢ b ooa
4. a° - 8a'c + 16a°%? — 20a%° + 40ac* - ¢° 8 (@+b+c)’-@-b-c)+c
5. (a—b)*+(b—c)’—(@—-c)? 9. 3(2a+b) —4a(b +c) - 2c(a—b)

15. XX =y +m) — (X = y)(* + y2 = n) + (x + y)2(m* - 2n)

95

Ejercicio

MISCELANEA DE SUMA, RESTA, MULTIPLICACION Y DIVISION

latemperaturaalas8a. m.,9a.m.y10a. m.

m de Ay otro punto C esté situado a —35 m de B.
. Sumar x* — 3xy con 3xy — y*y el resultado restarlo de x>.
. ¢Qué expresion hay que anadir a 3x> — 5x + 6 para que la suma sea 3x?
. Restar —2a% + 32 — 5 de 3 y sumar el resultado con 8a + 5.
. Simplificar —3x? —{—[4x?+5x — (x> = x+6)]}.
. Simplificar (x + y)(x — y) — (x + y)*
. Valor numérico de 3(a+b)—4(c—b)+J?—ab paraa=2,b=3,c=1.

0 ~N o o A& W

+ 5xy + 6y°.
10. Multiplicar 2% — Yab + 162 por 1a? + 3ab— 262,
3 2 5 2 4

1. Alas 7 a. m. el termometro marca +5°y de las 7 alas 10 a. m. baja a razén de 3° por hora. Expresar

2. Tomando como escala 1 cm =10 m, representar graficamente que un punto B esta situado a +40

9. Restar x® — 3xy + y? de 3x® — 5y y sumar la diferencia con el resultado de restar 5xy + x* de 2x*

Ejercicio
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11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

21.
28.

29.
30.

BALDOR ALGEBRA

Dividir la suma de x® — x® + 5x2, — 2x* + 2x% — 10x, 6x° — 6x + 30 entre x> — 2x + 6.

. 1,3 1,42, 143 1
Restar el cociente de 43 903 +15 entre 5

Restar la suma de —3ab® — b3 y 2a’h + 3ab® — b® de a® — a’b + b* y la diferencia multiplicarla por
a? —ab + b2

Restar la suma de x* — 5x% + 4x, — 6x* — 6x + 3, — 8x* + 8x — 3 de 2x* — 16x2 + 5x + 12y
dividir esta diferencia entre x? — x + 3.

Probar que (2 + x)?(1 + x%) — (x2 = 2)(x* + x — 3) = x*(3x + 10) + 2(3x — 1).

Hallar el valor numérico de (x + y)%(x — y)* + 2(x + y)(x — y) parax=-2,y=1.

¢Qué expresion hay que agregar a la suma de x + 4, x — 6 y x* + 2x + 8 para obtener 5x2 — 4x + 3?
Restar —{3a+ (—b+a) —2(a+ b} de -2[(@a + b) — (@ — b)].

Multiplicar 5x+[~(3x—x —y)] por 8x + [-2X + (= + y)].

1 1,2 1,2
+-bde-a“+ab+-b-.
a 3 823 a 5

i 1,8, 142,52 1,3 11 2 By (x—
Restar el cociente de 4)( +24x y+12xy +3y entre 2x 4xy+y de 2x + [-5x — (x — y)].

Probar que [x2 — (3x + 2)] [x* + (=x + 3)] = X*(x* — 4x + 4) — (7x + 6).
¢Qué expresion hay que sumar al producto de [x(x +y) — x(x — )] [2(x® + y?) — 3(x* — y?)] para
obtener 2x + 3xy3?
Restar —x2 — 3xy + y? de cero y multiplicar la diferencia por el cociente de dividir x> — y* entre x — .
Simplificar (x — y)(x* + xy + y2) — (x + y) (x> = xy + y?).
Hallar el valor numérico de Ja%b+2(b—a) %—3(c—b)\/% paraa=4,b=9,c=25.

a
&Por cudl expresion hay que dividir el cociente de x* + 3x2 — 4x — 12 entre x + 3 para obtener
x—27?
Simplificar 4x2—{3x — (x> =4+ x)}+[x* = {x+(=3)}] y hallar su valor parax = —2.
¢De cual expresion hay que restar —18x® + 14x2 + 84x — 45 para que la diferencia dividida entre
x? + 7x — 5 dé como cociente x*> — 9?
Probar que (@° +b%(@+b)@@a—b)=a*—[3a+2(@a+2)—4@+1)-a+b".
Restar —x® — 5x® + 6 de 3 y sumar la diferencia con la suma de x? — x + 2 y —[x* + (-3x + 4) —
(= + 3)].




Euclides (365-275 a. C.). Uno de los mas grandes matema-  terior a una recta sélo puede trazarse una perpendicular a la
ticos griegos. Fue el primero que establecid un método rigu-  mismay solo una”. El libro en que recoge sus investigaciones
roso de demostracion geométrica. La Geometria construida o titulo Elementos, es conocido en todos los dmbitos y ha
por Euclides se mantuvo incélume hasta el siglo XIx. La piedra  sido traducido en idiomas cultos.

angular de su geometria es el postulado: “Por un punto ex-

Capitulo |/f

PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES

|. PRODUCTOS NOTABLES

Se llaman PRODUCTOS NOTABLES a ciertos productos que cumplen reglas fijas y cuyo
resultado puede ser escrito por simple inspeccion, es decir, sin verificar la multiplicacion.

CUADRADO DE LA SUMA DE DOS CANTIDADES

Elevar al cuadrado a + b equivale a multiplicar este binomio por si mismo y tendremos:

@+b)’=(a+b) (@+b)

a+b
Efectuando este produc- a+b
to, tenemos: )
a+ ab
ab + b® o0sea @+b)*=a*+2ab +b°
a’ + 2ab + b?

luego, el cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad
mas el doble de la primera cantidad por la segunda mas el cuadrado de la segunda.
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1) Desarrollar (x + 4)%
Cuadrado del primero. . . ..........ouuneineeei e x°
Doble del primero porel segundo. . ...................... 2x x 4 = 8x
Cuadrado del segundo. . ...ttt 16

Luego (x+4>=x>+8x+16 R.
Estas operaciones deben hacerse de manera mental y escribir s6lo el producto.

Cuadrado de un monomio. Para elevar un monomio

al cuadrado se eleva su coeficiente al cuadrado y se  (4ab?)® = 4%a' **b**? = 16a’h’
multiplica el exponente de cada letra por 2. Sea el /4

monomio 4ab®. Decimos que

En efecto: (4ab?)? = 4ab® x 4ab? = 16a°h*
Del propio modo: (5x%y'z°)? = 25xy 820
Cuadrado del 1°............... (4a)* = 16a°
2) Desarrollar (4a + 5b%? — Doble del 1° porel 2°. . . .. 2 x 4a x 5b* = 40ab®
Cuadradodel 2° .............. (5b%? = 25b*
Luego (4a + 5b%)? = 16a* + 40ab* + 25b* R.

Las operaciones, que se han detallado para mayor facilidad, no deben escribirse sino
verificarse mentalmente.
3) Desarrollar (3a° + 5x°)%

(3a® + 5x%)? = 9a* + 30a°x* + 25x° R.
4) Efectuar (7ax* + 9y°)(7ax* + 9y°).
(7ax* + 9y®) (Tax* + 9y°) = (7ax* + 9y°)? = 49a°® + 126ax"y° + 81y"° R.

(=2]

Ejercicio

Escribir, por simple inspeccidn, el resultado de:

. (m+3)? 6. (X +))? 1. (4m° + 5n%? 16. (@" +a")?
(5 +x)? 7. (1 + 3x)? 12. (7a%° + 5x*)? 17. @ +b™)
. (6a+b)? 8. (2 +3y)? 13. (4ab® + 5xy’)? 18. (x* ! +y 32
. (9+4m)? 9. (@ + by?)? 14. (8% + 9m®)?
C(Tx+11)2 10. (3a° + 8b°)2 15. (x'0+ 10§22

Representacion grafica del cuadrado
de la suma de dos cantidades

El cuadrado de la suma de dos cantidades puede representarse geométricamente cuando los
valores son positivos. Véanse l0s siguientes pasos:

Sea (@+b)’=a%+ 2ab + b?



CAPITULO VI Productos y cocientes notables

— Figura 10 }
Construimos un cuadrado de a unidades de lado, es
decir, de lado a:
a a
— Figura 11 —"—"—"—
a
b p? Construimos un cuadrado de b

unidades de lado, es decir, de lado b.

— Figura 12|

Construimos
dos rectangulos de b ab b ab
largo a y ancho b:

Uniendo estas cuatro figuras como se indica en la figura 13, formaremos un cuadrado de
(@ +b) unidades de lado. El 4rea de este cuadrado es (a + b)(a +b) = (a + b), y como puede
verse en la figura 13, esta area se encuentra formada por un cuadrado de drea a? un cuadrado
de area b? y dos rectangulos de area ab cada uno o sea 2ab. Luego:

(@+b)?=a’+2ab +b? —{ Figura 13}
b ab E b’
a a i ab
d b

99
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CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES

Elevar (a — b) al cuadrado equivale a multiplicar esta diferencia por si misma; luego:
@-b’=@-b)a->b)

Efectuando este produc- a-b
to, tendremos; ————  a — b
22— ab osea (a—b)’=a’—2ab+b*

—ab +b?
a’— 2ab+ b°

luego, el cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado de la primera
cantidad menos el doble de la primera cantidad por la segunda mas el cuadrado de la
segunda cantidad.

1) Desarrollar (x — 5)°.
(x—52=x—10x+25 R.

2) Efectuar (4a* — 3b°%)>.

(4a% - 3b*)* = 16a* — 24a°b® + 90° R.

(=1}

Escribir, por simple inspeccién, el resultado de:
. (a-3)? (4ax—1) 9. (5 3ay) 13. (X" —y")?

:S . (x=T7)? 6. (a°—b%° 10. (@’ —b')? 14. (@~ %-5)?
=4 3. (9-a) 1. (3a —5b2) 1. (2m 3n)? 15. (" = 3x*~2)2
oy 4. (22— 3b)? 8. (X2—1)2 12. (10x° — 9xy?)>2

PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES

Sea el producto (a + b) (a - b).

a+b
Efectuando esta multiplica- g@ — b
cion, tenemos: ——— 224 ap osea (a+b)@a—b)=a*-b°
—ab - b
aZ _ b2

luego, la suma de dos cantidades multiplicada por su diferencia es igual al cuadrado del
minuendo (en la diferencia) menos el cuadrado del sustraendo.

1) Efectuar (a +x)(@ —x).
@+x@-x=a’-x* R.
2) Efectuar (2a + 3b)(2a — 3b).
(2a + 3b)(2a — 3b) = (2a)* — (3b)* = 4a> - 9b* R.
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3) Efectuar (52" + 3a™)(3a™ — 5a"*").

Como el orden de los sumandos no altera la suma, 5a"* " + 3a™ es lo mismo que 32" +
5a"*", pero téngase presente que 3a™ — 5a"* ' no es lo mismo que 5a" ' — 3a™. Por eso
hay que fijarse en la diferencia y escribir el cuadrado del minuendo menos el cuadrado
del sustraendo.

Tendremos: (5a" '+ 3a™)(3a™ — 5a" ") = (3a™)? — (5a"*")* = 9a”" — 25a”"** R.

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:
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1. x+y)x—-y) 6. (n—1)(n+1) 1. (1—8xy)(8xy+1) =)
2. (m —n)(m + n) 7. (1 - 3ax)(3ax + 1) 12. (6x% — m*)(6x* + m*) =]
3. (a-x)(x+a) (2m + 9)(2m -9) 13. @™ + b") (@™ - b") o
4. (X + ad) (x? - a?) 9. (a° - b?)(a* + b?) 14. (3¢ - 5y™ (55" + 3x°)  Femy
5. (2a — 1)(1 + 2a) 10. (2 - 3y)(y* + 3y) 15. (@' - 20" (20" +a*)

4) Efectuar @+b+c)(@+b-c).

Este producto puede convertir-

se en la suma de dos cantidades
multiplicada por su diferencia, de /4
este modo:

@+b+c)a+b-c)=[@+b)+c][(@+b)—c]

=(a+b)*-c?
=a’+2ab+b*-c* R.

donde hemos desarrollado (a + b)? por la regla del 1% caso.

5) Efectuar@+b+c)@@—-b-c).
Introduciendo los dos ultimos términos del primer trinomio en un paréntesis precedido
del signo +, lo cual no hace variar los signos, y los dos ultimos términos del segundo
trinomio en un paréntesis precedido del signo —, para lo cual hay que cambiar los signos,
tendremos:
(@+b+c)a—-b-c)=[a+b+c)[a—(b+c)]
=a2— (b +c)?
=a%— (b + 2bc +¢?)
=a’-b*-2bc-c®> R.
6) Efectuar (2x + 3y — 42)(2x — 3y + 42).

(2x + 3y — 42)(2x — 3y + 42) = [2x + (3y — 42)] [2x — (3y — 42)]
= (20? - (3y - 42)°
= 4x% — (9y? — 24yz + 167%)
=4x* - 9y? + 24yz7 — 162 R.

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

1. X+y+2)x+y-2) 6. x+y—-2)x-y+2) 1. (&X+y-2)(2x-y+2) 5
2. (x— y+z)(x+y 2) 7. (P+2n+1)(n*—=2n-1) 12, (xX* = 5% + 6)(x* + 5x — 6) S
3. X+y+2)X—y—2) 8. (a°-2a+3)@®+2a+3) (az—ab+b)(a +b2+ab) :—3.
4. (m+n+1)(m+n—1) 9. (m2 m=1)m*+m-1) 14 F=x>=x)+x2+x)

5 mMm-n-1)(m-n+1) 10. (2a—b-c)(2a—b +c)
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Representacion grafica del producto de la suma
por la diferencia de dos cantidades

El producto de la suma por la diferencia de dos cantidades puede representarse geométrica-
mente cuando los valores de dichas cantidades son positivos. Véanse 10s siguientes pasos:

Sea @+b) @@—b)=a*—b?
pom il Construimos un cuadrado de a unidades de lado, es
decir, de lado a:
— Figura 15—
a a Construimos un cuadrado de ,
b unidades de lado, es decir, de 2 b
lado b:
b
a
—\Figura 161 Al cuadrado de lado a le quitamos el cuadrado de lado b
(Fig. 16), y trazando la linea de puntos obtenemos el rectan-
gulo ¢, cuyos lados son b y (a — b). Si ahora trasladamos el
rectangulo ¢ en la forma indicada por la flecha en la figura
b b 17, obtenemos el rectangulo A B C D, cuyos lados son (a +
; b)y (a—b), y cuya area (Fig. 18) sera:
b @+b) (@a—b)=a>-b*
r iar . @+b) (@a-b)=a*-b°
KT (10 + 6) (10 — 6) = (10)* — (6)?
. 16 x4 =100 - 36
2 =64 R.
— Figura 17 } — Figura 18 }
Dazbh ¢ Da-b ¢
bi ¢ E
T [ i
ar NI :
a i
----------- 4
i < i
0 c | 0
S N D S I SN :
A B A B
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CUBO DE UN BINOMIO

1)

2)

Elevemos a + b al cubo.
Tendremos: (@ +b)* = (@ +b)(@+b)(@+b) = (a+b)*@+b) = (@° + 2ab + b*)(a + b)

2 2
Ffectuando & © 2ab + b
esta multiplica- & 0
cion, tenemos:  a@° + 2a’h + ab® osea (a+b)’=a’+3a% +3ab® + b’

a’h + 2ab® + b*
a’ + 3a%b + 3ab® + b°

lo que nos dice que el cubo de la suma de dos cantidades es igual al cubo de la prime-
ra cantidad mas el triple del cuadrado de la primera por la segunda, mas el triple de
la primera por el cuadrado de la segunda, més el cubo de la segunda.
Elevemos a — b al cubo.

Tendremos: (@ — b)® = (a — b)*(@ - b) = (a> - 2ab + b?)(a - b)

Efectuando esta multiplicacion, tenemos:

a’ — 2ab + b?
a-»b
a® - 2a°b + ab? 0 sea (@a—b)*=a° - 3a’ + 3ab* - b*

— a% +2ab* - b®
a® — 3a% + 3ab?* - b°

lo que nos dice que el cubo de la diferencia de dos cantidades es igual al cubo de la
primera cantidad, menos el triple del cuadrado de la primera por la segunda, mas
el triple de la primera por el cuadrado de la segunda, menos el cubo de la segunda
cantidad.

1) Desarrollar (a + 1)°.

(@+1)°=a°+3a%(1) +3a(1) + 1°=a*+3a*+3a+1 R.

2) Desarrollar (x — 2)%.

(—2P=x—3x%2) +3x(2) -2 =x*—6x*+12x—8 R.

3) Desarrollar (4x + 5)°.

4) Desarrollar (x* — 3y)°.

(4X + 5)° = (4%)> + 3(4X)2(5) + 3(4x)(5?) + 5° = 64x° + 240x% + 300x + 125 R.

3

(02 = 3y)> = () = 3(A)A(3y) + 3x2(3y)2 = (3y)* =x° — Iy + 27x%2 — 27)° R,
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(=1]

Desarrollar:

=] 1. @+2)° 4.(n-4)° 7. (2+y%)° 10. (a%-2b)°
= 2 -1 5 (2+1)° 8. (1-2n)° 1. (20 +3y)°
o 3. (m+3)° 6. (1-3y)° 9. (4n+3)° 12. (1-a%°
LLl

PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA (x + ) (x + b)

La multiplicacion nos da:

X +2 X -3 X =2 X +6

X +3 X —4 X +9 x -4

X* + 2x x*— 3x X% — 2x X%+ 6x
3x+ 6 —4x+ 12 +5x-10 —4x - 24

xX2+5x+ 6 xP-Tx+ 12  xX2+3x—-10 x>+ 2x— 24

En los cuatro ejemplos expuestos se cumplen las siguientes reglas:

1) El primer término del producto es el producto de los primeros términos de los
binomios.

2) El coeficiente del segundo término del producto es la suma algebraica de los segun-
dos términos de los hinomios y en este término la x esta elevada a un exponente que
es la mitad del que tiene esta letra en el primer término del producto.

3) El tercer término del producto es el producto de los segundos términos de los bi-
nomios.

Producto de dos binomios de la forma (mx + a) (nx + b)

El producto de dos binomios de esta forma, en los cuales los términos en x tienen distintos
coeficientes, puede hallarse facilmente siguiendo los pasos que se indican en el siguiente
esquema.

Sea, hallar el producto de (3x + 5) (4x + 6):

— Figura 19 }
30

TR

B + 5 (4 + 6 = 12¢*+20x+18x+30

Reduciendo los términos semejantes tenemos: 12x° + 38x + 30 R.
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1) Multiplicar (x + 7)(x — 2).
Coeficiente del segundo término .. ................. 7-2=5
Tercertérmino. . .......................... 7x(-2)=-14
luego (x+7)x—2)=x>+5x—14 R.
2) Efectuar (x—7)(x — 6).
Coeficiente del 2° término . . ............... (-7) + (-6) =-13
Tercertérmin0. . ... (=7) x (-6) =+42
luego (x—7)(x—6)=x"—-13x+42 R.
Los pasos intermedios deben suprimirse y el producto escribirse de manera directa sin las
operaciones intermedias.

3) Efectuar (a—11)@+9).
@-11)@+9=a*-2a-99 R.
4) Efectuar (x*+ 7)(x* + 3).
KC+7)x2+3)=x"+10x*+21 R.
Obsérvese que como el exponente de x en el primer término del producto es 4, el expo-
nente de x en el segundo término es la mitad de 4, o sea x°.

5) Efectuar (x* —12)(x* - 3).
0 —12)(*-3)=x*—15x°+36 R.

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

1. @+1)@+2) 7. (= 3)(x—1) 18, (=1 +20) 19, (@b +5)ab~6)
2. (x+2)(x+4) (—5)(x+4) 0. +3)° -6 20 -9y +12)
3. (X+5)(x—2) 0. @@-11@+10) 15 (C+7)(-6) 21 @’ -Nat*+7) B
4. (m—6)(m-15) 10. (1—19)(n+10)  16. (@*+8)(@@’'-1) 22. (X%* - 6)(x°y* +8) [y
5 (X+7)(x—3) 1. (@*+5)@*-9) 17. @°-2)@°+7) 23. (@"-3)(@ +8)

6. (x+2)(x—1) 12. (=1)*=7) 18 (@°+7)@-9)  24. @' -6)@ "' -5)
MISCELANEA

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

1. (x+2)? 14, X+y+Dx—y-1) 21. (2 2’ — )

2. (x+2)(x +3) 15. (1-a)(@+1) 2. (a° +12)(@’~ 15)

L x+1)x=1) 16. (m— 8)(m+12) 29. (m —m+n)(n+m+m?

4. (x— 1) 17, 6= 1) +3) 30. (¢ + 7)(x* — 11)

5. (1+3)(1+5) 18. (x* + 6)(x* - 8) 1. (11 -ab)’

6. (m—3)(m+3) 19. (5% + 6m*)? 32. (x%* - 8)(x*y* +6)

7. (a+b—-1)@+b+1) 20. (X - 2)(x* +5) 33. (a+b)(@ - b)@>-b?)

8. (1+b)° 21. (1—a+b)b—a—1) 34, (x+1)x—1)(2=2)

0. (a%+4)(@> - 4) 22. (2" + b") (2" b") 35. (a+3)(@%+9)a—23)

10. (3ab — 5x?)?2 23. (x**1— 8)(x**' + 9) 36. (X +5)(x— 5)(x2+ 1)

11. (ab + 3)(3 —ab) 24. (a®h® +c)(@%*-c? 37. @+ N@a-1N@+2)@-2)

12. (1 - 4ax)? 25. (2a+x)° 38. @+2)@-3)@@a-2)@+?3)

13. (22 +8)(@-7) 26. (¢ — 11)(* - 2)
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Il. COCIENTES NOTABLES

Se llaman COCIENTES NOTABLES a ciertos cocientes que obedecen reglas fijas y que pue-
den ser escritos por simple inspeccion.

COCIENTE DE LA DIFERENCIA DE LOS CUADRADOS DE DOS CANTIDADES
ENTRE LA SUMA 0 LA DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES

2 2
1) Sea el cociente ag;z . Efectuando la division, tenemos:
a° -b* |la+b
2 =l
-a°—ab a-b osea L2 _—_g_p
_ a+b
—ab-b
ab + b®
2 2
2) Sea el cociente ::Z . Efectuando la division, tenemos:
a -b®> la-b )
-a’ +ab a+b osea a-b"_,.p
ab - b? -
—ab + b?

Lo anterior nos dice que:

1) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por su suma es igual a la
diferencia de dichas cantidades.

2) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por su diferencia es igual
a la suma de las cantidades.

1) Dividir 9x* — y2 entre 3x + .
9X2—y2

Wty =3x-y R

2) Dividir 1 —x* entre 1 —x2.

4
=X _14x* R

3) Dividir (a + b)> - c*entre (@ + b) +C.

—_

(@+b?-c® _ .

@sb)ic =a+b-c R.
4) Dividir 1 — (a+n)®entre 1 — (@ +n).

=@+’ 4,405 R

1—(a+n)
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Hallar, por simple inspeccion, el cociente de:
’ B= . x>—4 4x%—9m?n* . 70 = - g
T X+ T ox+2 © 2x+3mn? X"yt ' 'S
T
p 122 6 9=X' 10, 36m°—dn°x* & ? 100 4—(m+np =
T1-x Aef ©em-Tmx? T -10 " 2+(m+n)
3 P=pF ; a?—4b? 812° — 1006° . 1 gy2m+4 19 x2—(x—y)>?
T x+y " a+2b " 92° +10p* ©143xm+2 L oXx+(x-y)
g V=X 5, 25-36x* a'b® — 4x®y" (x+yf-zt 0 (a+x)?-9
Ty—x T 5_6x? ©a%h +2xty? L x+y)-z T @+x)+3

COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE LOS CUBOS DE DOS CANTIDADES
ENTRE LA SUMA 0 DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES

3 3
. a’+b s
1) Seael cociente P Efectuando la division, tenemos:
a + b a+b
—a-a%» a’—ab+b?
- ah .
a’h + ab® 0 sea a +Z =a’—ab+b’
ab’ + b° o
_ab*- b®
3 3
. a’-b L
2) Seael cociente S Efectuando la division, tenemos:
a° - bt a-b
—a+a» a’+ab+b°
a’h
2 2 a-bn .
—-ab+ab 0 sea =) ¢ +ab+b
an’ - b®
—ab®+ b®

Lo anterior nos dice que:

1) La suma de los cubos de dos cantidades dividida por la suma de las cantidades es
igual al cuadrado de la primera cantidad, menos el producto de la primera por la
segunda, mas el cuadrado de la segunda cantidad.

2) Ladiferencia de los cubos de dos cantidades dividida por la diferencia de las cantida-
des es igual al cuadrado de la primera cantidad, mas el producto de la primera por la
segunda, mas el cuadrado de la segunda cantidad.
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Dividir 8x* + y* entre 2x + .

8X3_y3

o © (2% — 2x(y) + y2 =dx* —2xy + y* R.

Dividir 27x° + 125y° entre 3x* + 5y°.

6 9
o ‘:f{ = (3:) - 3(55%) + (5°)? = 9 ~ 15¢%° + 25/° R.
3) Dividir 1 — 64a® entre 1 — 4a.

1—64a°

_ 2
-2 =1+4a+16a" R.

4) Dividir 8x'2 — 729y° entre 2x* — 9y?

8x'12—729y°

g2 = 4x® +18x"y? + 81y* R.

Los pasos intermedios deben suprimirse y escribir directamente el resultado final.

-]

Hallar, por simple inspeccion, el cociente de:

(=) 3 3 3 33 6_ 57,3 3, p9
= . 1+a 5. 8x°+27y 9. 1+a’h 13. X - 27y 17, 64a +13)
o 1+a 2X +3y 1+ab X°=3y 4a+b
0
il | 1-8° 27m® —125n° 729 -512b° 8a®+y° a®—b°
. 6. 10. 14— 18. —
1-a 3m -5n 9-8b 2a°+y a-b
3, ,3 3 3,3, p3 12 _ 15
3. X°+y 7 64a° + 343 1. a’x°+b 15, 1 x4 10, 125 3435x
X+y 4a +7 ax +b 1-x 5-T7x
3_ _ 3 3_ 3,3 6 6
A 8a” -1 . 216 - 125y 12. n°—m°x 16. 27)(2 +1 20. n2+1
2a -1 6 -5y n—mx 3x°+1 n°+1

COCIENTE DE LA SUMA 0 DIFERENCIA DE POTENCIAS IGUALES DE DOS
CANTIDADES ENTRE LA SUMA O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES

La division nos da:

a‘-p* 3, .2 2 p3
- =a’+ab+ab°+b
444
I 2D g3 g%y ab? - b°
5 .5 a+b
a’-b

=a'+a% +a’h?+ab®+b*

a-b
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a*+b* no es exacta la division

a+b
5 5
Il aa:’; —a'—ab+a?-ab+b* IV
at+p? _—
' no es exacta la division

Lo anterior nos dice que:
1) Ladiferencia de potencias iguales, ya sean pares o impares, es siempre divisible por la
diferencia de las bases.

2) La diferencia de potencias iguales pares es siempre divisible por la suma de las
bases.

3) La suma de potencias iguales impares es siempre divisible por la suma de las
bases.

4) La suma de potencias iguales pares nunca es divisible por la suma ni por la diferencia
de las bases.

Los resultados anteriores pueden expresarse abreviadamente de este modo:

1) a" - b" es siempre divisible por a — b, siendo n cualquier nimero entero, ya sea par 0
impar.

2) a"—b" es divisible por a + b siendo nm un ndmero entero par.

3) a"+b" es divisible por a + b siendo n un namero entero impar.

4) a&" + b" nunca es divisible por a + b ni por a — b siendo n un nimero entero par.

NOTA
La prueba de estas propiedades, fundada en el teorema del residuo, en el numero 102.

LEYES QUE SIGUEN ESTOS COCIENTES

Los resultados de I, I y Ill del namero anterior, que pueden ser comprobados cada uno de
ellos en otros casos del mismo tipo, nos permiten establecer inductivamente las siguientes
leyes:

1) El cociente tiene tantos términos como unidades tiene el exponente de las letras en el
dividendo.

2) El primer término del cociente se obtiene dividiendo el primer término del dividendo
entre el primer término del divisor y el exponente de a disminuye 1 en cada término.

3) Elexponente de b en el segundo término del cociente es 1, y este exponente aumenta
1 en cada término posterior a éste.

4) Cuando el divisor es a — b todos los signos del cociente son +y cuando el divisor es a +
b los signos del cociente son alternativamente +y —.
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3)
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Hallar el cociente de x” —y” entre x — .
Aplicando las leyes anteriores, tenemos:

=y =X°+xy + XY + X+ X%y +xyt +y° R

Como el divisor es x — y, todos los signos del cociente son +.

Hallar el cociente de m® — n® entre m + .

m®—n®

m+n

=m"—=mtn+m®n®—=m*n*+m®n*—=m%n® +mn®-n" R.
Como el divisor es m + n los signos del cociente alternan.

Hallar el cociente de x° + 32 entre x + 2.
Como 32 = 25, tendremos:

5) 5) 5
X482 _XH2 4 o3 1 0% _ 0% 1 24— x' _2x3 4 4x*—8x+ 16 R.
X+2 X+2

Hallar el cociente de 64a® — 729b° entre 2a + 3b.
Como 64a° = (2a)® y 729b° = (3b)°, tendremos:
64a%—7290°  (2a)® - (3b)°

2a+3b 2a+3b
— (2a)° — (22)*(3b) + (22)°(3b)% — (22 )*(3b)* + (2a) (3b)" — (3b)°
=323° — 48a%b + 72a%h% — 108a%° + 162ab* — 243b° R.

Hallar, por simple inspeccion, el cociente de:

44 77 5 7 5 5
Xx_i 7. 20 13, 11_’;7 19. XX_1228 25. %
m®+n® a®—p® l=gf a°+243 16a* - 81p*

Cmen % avb e A% B aw

5_ .5 10 _ 10 7 6 6 6
a’-n 9. xT—y 15, 1+a 2. X° =729 97 64m® —729n
a-n X-y 1+a x-3 2m+3n
x5y m?+n° 1-m® 625— x* 1,024x™ -1
x+y 0 o 25 B
6_ b 9 .9 4_ 8 _ 9., 9
aa_z 11. mm_z 17. XX_126 23. mm_2256 2. 75122::;’

7 7 10_,10 6_ 10 _ 6 _

Xty 12. 2 =X 15, X =& 20, X1 30, £=72

X+y a+x X+2 x—1 a-3
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5) Hallar el cociente de a' + b'° entre a° + b

En los casos estudiados hasta ahora los exponentes del divisor han sido siempre 1.
Cuando los exponentes del divisor sean 2, 3, 4, 5, etc., sucedera que el exponente de a
disminuira en cada término 2, 3, 4, 5, etc.; la b aparece en el segundo término del cocien-
te elevada a un exponente igual al que tiene en el divisor, y este exponente en cada término
posterior, aumentara 2, 3, 4, 5, etcétera.

10 10
2 a +b
Asi, en este caso, tendremos: T:b? =a’-a’b’ +a'h' —a’h°* +b® R.

donde vemos que el exponente de a disminuye 2 en cada término y el de b aumenta 2 en

cada término.

15_ 15

3_ 3

6) Hallar el cociente de x'> — y™ entre x® — y°.

=xZ+x%+x% 0+ xy%+y™® R

Escribir, por simple inspeccion, el cociente de:

X646 22 _pn m?2 41 X0 _y®

1o S T 1078
X“+y a’+b m*+1 X+y

; a8_b8 a12_X12 n m16_n16 » m21+n21

“at+h? " P " mt-nt T miand

m10_n10 X15+y15 9 a18_b18 12 X24—1

" m?-n? x4yt Cat+ ot " =g

MISCELANEA

Escribir el cociente sin efectuar la division:

4 3 5 5 11

1. X" =1 . 1+a 13, 32x° + 243y 10, 1+ x
1+ x2 1+a 2Xx +3y x+1

3, 6 2,4 op6 _ 2 0 _ 40

9 8m +n2 . 16x y2 25r3n 14, 25—(a+1) 20. X a y8
2m+n 4xy©+5m 5+(a+1) x—y
_ a5 27 27 _y12 _ 10

3. 1-a 9. x3+ y3 15. 1 x4 2. 9 36x5
1-a X°+y 1-x 3+6x
6_ 07,3 FI 6_ 9 8 _

A X - 27y 10. ag+ y9 16. 64x2 343! 22 Xx°—256
Xx°=3y a+y 4x°-Ty x-2
6_ 40,6 44 4.6 18 _ 18

5. x3 49y3 1. afz 64)(3 17. as b3
X°+7Ty ah-+ 8x a’+b
14_ pt4 224448 2,2

. a2 b2 12. 1 a‘zbzc4 18. (@a+x)" -y
a-b 1-abc @+x)-y




Arquimedes (287-212 a. C.). El mas genial de los matemati-
cos de la Antigiiedad. Fue el primero en aplicar metédicamen-
te las ciencias en los problemas de la vida real. Por espacio
de tres anos defendi6 a Siracusa, su ciudad natal, contra el
ataque de los romanos. Fue autor de innumerables inventos
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mecanicos, entre los que estan el tornillo sinfin, la rueda den-
tada, etc. Fue asesinado por un soldado enemigo mientras
resolvia un problema matematico. Fundd la Hidrostatica al
descubrir el principio que lleva su nombre.

POLINOMIO ENTERO Y RACIONAL

Un polinomio como x* + 5x* — 3x + 4 es entero porque ninguno de sus términos tiene letras
en el denominador y es racional porque ninguno de sus términos tiene raiz inexacta. Este es
un polinomio entero y racional en x y su grado es 3.

El polinomio a° + 6a* — 3a° + 5a° + 8a + 3 es un polinomio entero y racional en a y su

grado es 5.

RESIDUO DE LA DIVISION DE UN POLINOMIO ENTERO
Y RACIONAL EN x ENTRE UN BINOMIO DE LA FORMA x — a

1) Vamos a hallar el residuo de la division de x* — 7x® + 17x — 6 entre x — 3.

Efectuemos la division:

X3 —7x* +17x - 6 x=3

- x® 4+ 3x? x*—4x+5
—4x® + 17x
4x® — 12x
5% — 6
- b5x +15

9
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La division no es exacta y el residuo es 9.
Si ahora, en el dividendo x* — 7x2 + 17x — 6 sustituimos la x por 3, tendremos:

3 7(3)2+17(3) - 6=27-63+51 - 6=9

y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x — 3 se obtiene sustituyendo
en el polinomio dado la x por +3.

2) Vamos a hallar el residuo de la division de 3x® — 2x2 — 18x — 1 entre x + 2.

Efectuemos la division: 3x% — 2x% —18x — 1 X+2
—3x% - 6x? 3x2—8x-2
— 8x%* - 18x
8x2 + 16x
o — 1
2x + 4
3

Si ahora, en el dividendo 3x* — 2x* — 18x — 1 sustituimos la x por —2, tendremos:
3(-2)°-2(-2)?—18(-2) -1=-24-8+36-1=3

y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x + 2 se obtiene sustituyendo
en el polinomio dado la x por —2.
Lo expuesto anteriormente se prueba en el

TEOREMA DEL RESIDUO

El residuo de dividir un polinomio entero y racional en x entre un binomio de la forma
X — a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por a.

Sea el polinomio Ax™ +Bx™ '+ Cx" 2+ .. .+ Mx+N

Dividamos este polinomio por x — a y continuemos la operacion hasta que el residuo R
sea independiente de x. Sea Q el cociente de esta division.

Como en toda division inexacta el dividendo es igual al producto del divisor por el cociente
mas el residuo, tendremos:

AX" 4+ BX" T+ CX" P4+ Mx+N=(x-a)Q+R
Esta igualdad es cierta para todos los valores de x. Sustituyamos la x por a y tendremos:
A" +Ba" '+ Ca" *+... +Ma+N=(a-a)Q+R
Pero (@a—a)=0y (@—a)@ =0 x Q= 0; luego, la igualdad anterior se convierte en
Aa"+Ba" " +Ca" ?+...+Ma+N=R

igualdad que prueba el teorema, pues nos dice que R, el residuo de la division, es igual a
lo que se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por a, que era lo que queriamos
demostrar.
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NOTA
Un polinomio ordenado en x suele expresarse abreviadamente por la notacion P(x) y el resul-
tado de sustituir en este polinomio la x por a se escribe P(a).

Si el divisor es x +a, como x +a = x — (-a), el residuo de la division del polinomio orde-
nado en x entre x + a Se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por —a.

En los casos anteriores el coeficiente de x enx —a y x +a es 1. Estos binomios pueden
escribirse Ix—ay 1x +a.

Sabemos que el residuo de dividir un polinomio ordenado en x entre x —a 0 1x — a se obtie-
ne sustituyendo la x por a, 0 sea, por % y el residuo de dividirlo entre x +a 0 1x + a se obtiene
sustituyendo la x por —a, 0 sea por —%.

Por tanto, cuando el divisor sea la forma bx — a, donde b, que es el coeficiente de x, es
distinto de 1, el residuo de la division se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por%
y cuando el divisor sea de la forma bx + a el residuo se obtiene sustituyendo en el polinomio

dado la x por —%.

En general, el residuo de dividir un polinomio ordenado en x entre un binomio de la
forma bx — a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por el quebrado que resulta
de dividir el segundo término del binomio con el signo cambiado entre el coeficiente del

primer término del binomio.

1) Hallar, sin efectuar la division, el residuo de dividir x2 — 7x + 6 entre x — 4.
Sustituyendo la x por 4, tendremos:

#_74)+6=16-28+6=-6 R.

2) Hallar, por inspeccion, el residuo de dividir a® + 5a* + a — 1 entre a + 5. Sustituyendo
la a por -5, tendremos:

(-5)°+5(=5)% + (-5) ~1=—-125+125-5-1=-6 R.

3) Hallar, por inspeccion, el residuo de 2x° + 6x* — 12x + 1 entre 2x + 1.

Sustituyendo la x por - % tendremos:

3 2
1 1) _q9(_ 1) 41e— 11346413
2(—§)+6(—§) 12[ 2)+1_ 14346+1=% R,

4) Hallar, por inspeccion, el residuo de a* — 9a® — 3a + 2 entre 3a — 2.

Sustituyendo la a por % tendremos:

4 2
2)' _of2) _3(2),10_16_4_5,o__ 308
(5) 9(3] 3(3)+2 B _4-242--38 p,
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Hallar, sin efectuar la division, el residuo de dividir:

1. x*—2x+3 entre x—1 7.8°-2a°+2a—4 entre a5

2. x*—3x*+2x -2 entre x+1 8. 6+ x%+3x+5 entre 20+ 1

3. x*=x3+5 entre x—2 9. 12x>—21x+90 entre 3x —3

4. 3" —52°+2a°—6 entre a+3 10. 15x° = 11x® + 10x + 18 entre 3x +2

5 m*+m*—m?+5 entre m—4 11, 5x* — 12x3 + 9% — 22x + 21 entre 5x —2

6. x°+3x* —2x3+ 4x>— 2x + 2 entre x+3 12. a%+a*—8a°+4a+1 entre 2a+3
DIVISION SINTETICA

REGLA PRAC'[ICA PARA HALLAR EL COCIENTE Y EL RESIDUO
DE LA DIVISION DE UN POLINOMIO ENTERO EN x ENTRE x — a

x®—5x%+3x+14 x-=3
2

1) Dividamos x* — 5x® + 3x + 14 entre x — 3. — x3+3x? x2-2x-3
—2x%+ 3x
2x%— 6x
-3x+14
3x— 9

5

Aqui vemos que el cociente x> — 2x — 3 es un polinomio en x cuyo grado es 1 menos

que el grado del dividendo; que el coeficiente del primer término del cociente es igual al
coeficiente del primer término del dividendo y que el residuo es 5.

Sin efectuar la division, el cociente y el residuo pueden hallarse por la siguiente regla

préctica llamada division sintética:

1)
2)

3)

4)

El cociente es un polinomio en x cuyo grado es 1 menos que el grado del divi-
dendo.

El coeficiente del primer término del cociente es igual al coeficiente del primer
término del dividendo.

El coeficiente de un término cualquiera del cociente se obtiene multiplicando el
coeficiente del término anterior por el segundo término del binomio divisor cam-
biado de signo y sumando este producto con el coeficiente del término que ocupa
el mismo lugar en el dividendo.

El residuo se obtiene multiplicando el coeficiente del ultimo término del cociente
por el segundo término del divisor cambiado de signo y sumando este producto
con el término independiente del dividendo.

Apliquemos esta regla a la division anterior. Para ello escribimos solamente los coefi-

cientes del dividendo y se procede de este modo:

Dividendo... x®  —5x? +3x +14 Divisor x — 3
Coeficientes... 1 -5 +3 +14 | +3 — (Segundo tér-
1x3= 3 (-2)x3=-6 (-3)x3=- 9 mino del divisor
con el signo

1 -2 -3 + 5 cambiado.)
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El cociente sera un polinomio en x de 2° grado, porque el dividendo es de 3° grado.

El coeficiente del primer término del cociente es 1, igual que en el dividendo.

El coeficiente del segundo término del cociente es —2, que se ha obtenido multiplican-
do el segundo término del divisor con el signo cambiado +3, por el coeficiente del primer
término del cociente y sumando este producto, 1 x 3 = 3, con el coeficiente del término
que ocupa en el dividendo el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, el
segundo del dividendo -5 y tenemos -5 + 3 = -2.

El coeficiente del tercer término del cociente es —3, que se ha obtenido multiplicando
el segundo término del divisor con el signo cambiado +3, por el coeficiente del segundo
término del cociente —2 y sumando este producto: (—2) x 3=-6, con el coeficiente del tér-
mino que ocupa en el dividendo el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente,
el tercero del dividendo +3 y tenemos +3 — 6 = 3.

El residuo es 5, que se obtiene multiplicando el coeficiente del tltimo término del
cociente =3, por el segundo término del divisor cambiado de signo +3 y sumando este
producto: (-3) x 3 = -9, con el término independiente del dividendo +14 y tenemos
+14 -9 =+5.

Por lo tanto, el cociente de la division es

x? — 2x— 3y el residuo 5
que son el cociente y el residuo que se obtuvieron efectuando la division.
Con este método, en realidad, lo que se hace es sustituir en el polinomio dado la x
por +3.

2) Hallar, por division sintética, el cociente y el resto de las divisiones

2x* — 5x® + 6x% — 4x — 105 entre x + 2

(Segundo término
Coeficientes del divisor con
del dividendo el signo cambiado.)
2 -5 + 6 ~ 4 -105| ,
2x(-2)= -4 (-9x(-2)= 18 24x(-2)=-48 (-5)x(-2)= 104 ——
2 -9 + 24 -52 -1
(residuo)

Como el dividendo es de 40. grado, el cociente es de 3* grado.

Los coeficientes del cociente son 2, -9, +24 y —52; luego, el cociente es

2x® — 9x% + 24x — 52 y el residuo es —1

Con este método, hemos sustituido en el polinomio dado la x por —2.
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3) Hallar, por division sintética, el cociente y el residuo de dividir
x®—16x° — 202x + 81 entre x — 4

Como este polinomio es incompleto, pues le faltan los términos en x* y en x?, al escribir
los coeficientes ponemos 0 en los lugares que debian ocupar los coeficientes de estos
términos.

Tendremos:
1 +0 -16 +0 -202 + 81 +4
4 16 0 0 —-808
1 +4 0 0 -202 -727
(residuo)

Como el dividendo es de 5° grado, el cociente es de 4° grado.
Los coeficientes del cociente son 1, +4, 0, 0 y —202; luego, el cociente es

x*+4x® - 202 y el residuo es —727 R.

4) Hallar por division sintética el cociente y el resto de la division de
2x*—3x*—7x -6 entre 2x+1

Pongamaos el divisor en la forma x + a dividiendo sus dos términos entre 2 y tendremos

2?’(+%=X+%. Ahora bien, como el divisor lo hemos dividido entre 2, el cociente quedara

multiplicado por 2; luego, los coeficientes que encontremos para el cociente tendremos
que dividirlos entre 2 para destruir esta operacion:

2 -3 40 -7 -6 -
-1 42 -1 4
2 -4 42 -8 -2
(residuo)

2, -4, +2 'y -8 son los coeficientes del cociente multiplicados por 2; luego, para destruir
esta operacion hay que dividirlos entre 2 y tendremos 1, -2, +1 y —4. Como el cociente
es de tercer grado, el cociente sera:

x2—2x2+x-4

y el residuo es —2 porque al residuo no le afecta la division del divisor entre 2.

Hallar, por division sintética, el cociente y el resto de las divisiones siguientes:

1. x>~ 7x+5 entre x—3 4. x*=2x*+x—-2 entre x—2
2.a°—5a+1 entre a+2 5.a°—32°—6 entre a+3
3.x°—x*+2x—2 entre x+1 6. n*—5n°+4n—48 entre n+2
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7. x*=3x+5 entre x—1 1. x5 =30+ 4x* = 3x*—x%+2 entre x+3
8. X+ xt —12x°—x*—4x—2 entre x+4 12. 2x° = 3x*+7x—5 entre 2x—1
9.8°—3a%+4a—6 entre a—2 13. 38— 4a® +5a + 6 entre 3a +2
10. x> —208x2 + 2076 entre x—5 14. 3x* —4x3 + 4x* - 10x + 8 entre 3x—1
15. xﬁ—x“+1§5x3+x2—1 entre 2x+3

COROLARIOS DEL TEOREMA DEL RESIDUO
DIVISIBILIDAD ENTRE x — a

Un polinomio entero en x que se anula para x = a, o sea, sustituyendo en él la x por a, es
divisible entre x — a.

Sea el polinomio entero P(x), que suponemos se anula para x = a, es decir, sustituyendo
la x por a. Decimos que P(x) es divisible entre x — a.

En efecto, segun lo demostrado en el teorema del residuo, el residuo de dividir un polino-
mio entero en x entre x — a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por a; pero por
hipotesis P(x) se anula al sustituir 1a x por a, 0 sea P(a) = 0; luego, el residuo de la division de
P(x) entre x — a es cero; luego, P(x) es divisible entre x — a.

Del propio modo, si P(x) se anula para x = —a, P(x) es divisible entre x — (—a) = x + a; Si

a

P(x) se anula para X=% serd divisible entre X—1 oentre bx — a; si P(x) se anula para x :—%

sera divisible entre x—(—%)=x+% 0 entre bx +a.

Reciprocamente, si P(x) es divisible entre x — a tiene que anularse para x = a, es decir,
sustituyendo la x por a; si P(x) es divisible entre x + a tiene que anularse para x = —a; si P(x)
es divisible entre bx — a tiene que anularse para X =2y si es divisible entre bx + a tiene que

b
anularse para x = —%.

1) Hallar, sin efectuar la division, si x® — 4x2 + 7x — 6 es divisible entre x — 2.
Este polinomio sera divisible entre x — 2 si se anula para x = +2.
Sustituyendo la x por 2, tendremos:

22— 4(2°+7(2)-6=8-16+14-6=0
luego es divisible entre x — 2.

2) Hallar, por inspeccion, si x®— 2x*+ 3 es divisible entre x + 1.
Este polinomio sera divisible entre x + 1 si se anula para x = —1.
Sustituyendo la x por —1, tendremos:

1)’ -2(-1)2+3=-1-2+3=0
luego es divisible entre x + 1.
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3) Hallar, por inspeccion, si x* + 2x*— 2x* + x — 6 es divisible entre x + 3 y encontrar el
cociente de la division.
Aplicaremos la division sintética del nimero 100 con la cual hallamos simultanea-
mente el cociente y el residuo, si lo hay.

Tendremos: 1 +2 —2 +1 -6 -3
-3 +3 -3 +6
1 -1 +1 -2 0|

(residuo)

Lo anterior nos dice que el polinomio se anula al sustituir lax por —3; luego es divisible
entre x + 3.

El cociente es de tercer grado y sus coeficientes son 1, =1, +1 y -2, luego el cociente
es:

XC—xt+x-2

Por tanto, si el dividendo es x* + 2x> — 2x2 + x — 6, el divisor x + 3 y el cociente
x*—x%+x -2,y ladivision es exacta, podemos escribir:

X263 -2+ x—6=(x+3) (x**—x’+x-2)

Condicion necesaria para la divisibilidad de un polinomio
en x entre un hinomio de la formax —a

Es condicion necesaria para que un polinomio en x sea divisible entre un binomio de la forma
X —a, que el término independiente del polinomio sea maltiplo del término a del binomio, sin
tener en cuenta los signos. Asi, el polinomio 3x* + 2x* — 6x* + 8x + 7 no es divisible entre
el binomio x — 3, porque el término independiente del polinomio 7, no es divisible entre el
término numérico del binomio, que es 3.

Esta condicion no es suficiente, es decir, que aun cuando el término independiente del
polinomio sea divisible entre el término a del binomio, no podemos afirmar que el polinomio
en x sea divisible entre el binomio x — a.

Hallar, sin efectuar la division, si son exactas las divisiones siguientes:

1. x>*~x—6 entre x—3 4. x°+x*—5x*—7x+8 entre x+3
2. x3+4x*=x—10 entre x+2 5. 4x® —8x2+11x— 4 entre 2x—1
3. 2x* —5x°+7x2— 9+ 3 entre x—1 6. 6x°+ 2" —3x*—x*+3x+3 entre 3x+1

Sin efectuar la division, probar que:
7. a+1esfactordea®— 22> +2a+5
8. x— 5 divide a x® — 6x* + 6x°* - 5x2 + 2x— 10
9. 4x— 3 divide a dx* - 7x* + 7X* - 7x + 3
10. 3n + 2 no es factor de 3n° + 2n* - 3n* - 2n* + 6n + 7

Ejercicio
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Sin efectuar la division, hallar si las divisiones siguientes son 0 no exactas y determinar el cociente en
cada caso y el residuo, si lo hay:

11. 23— 2a® —4a + 16 entre a +2

12. ' —a’+2a+2 entre a+ 1

13. x*+5x—6 entre x—1

14. x®— 39x* + 26x% — 52x*+ 29x — 30 entre x—6

15. 8 —4a°—a*+4a° +a* - 8a+25 entre a—4

16. 16x* — 24x*+ 37x% — 24x + 4 entre 4x — 1

17. 15n° + 25n* — 18n* —18n%+17n — 11 entre 3n+5

En los ejemplos siguientes, hallar el valor de la constante k (término independiente del polinomio) para
que:

18. 7x* — 5x + k sea divisible entre x — 5

19. x® — 3x® + 4x + k sea divisible entre x — 2

20. 2a* + 25a + k sea divisible entre a + 3

21. 20x® — 7x* + 29x + k sea divisible entre 4x + 1

DIVISIBILIDAD DE 2" + b" y a" — b" ENTREa + by a — b

Vamos a aplicar el teorema del residuo a la demostracion de las reglas establecidas en el
numero 95.

Siendo n un nimero entero y positivo, se verifica:
1) a" —b" es siempre divisible entre a — b, ya sea n par o impar.

En efecto, de acuerdo con el teorema del residuo, " — b” sera divisible entre a — b, si
se anula sustituyendo a por +b.
Sustituyendo a por +b ena” — b”, tenemos:

a"—b"=b"—b"=0

Se anula; luego, a” — b" es siempre divisible entre a — b.

2) a" +b" es divisible entre a + b si n es impar.

Siendo n impar, a” + b” sera divisible entre a + b si se anula al sustituir a por —b.
Sustituyendo a por —b en a” + b”", tenemos:

a"+b"=(=b)"+b"=-b"+b"=0
Se anula; luego, a" +b" es divisible entre a + b siendo n impar, (—b)"=-b" porque n es
impar y toda cantidad negativa elevada a un exponente impar da una cantidad negativa.

3) a" —b" es divisible entre a + b si n es par.
Siendo n par, a” — b" sera divisible entre a + b si se anula al sustituir la a por —b.
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Sustituyendo laa por-b ena" — b", tenemos:
a"—b"=(-b)"-b"=b"-b"=0
Se anula; luego, @” — b" es divisible entre a + b siendo n par, (—b)" = b" porque n
es pary toda cantidad negativa elevada a un exponente par da una cantidad positiva.
4) a" + b" no es divisible entre a + b si n es par.

Siendo n par, para que @" + b" sea divisible entre a + b es necesario que se anule al
sustituir la a por —b.
Sustituyendo la a por —b, tenemos:

a"+b"=(-b)"+b"=b"+b"=2b"
No se anula; luego, a" + b" no es divisible entre a + b cuando n es par.

5) a"+ b" nunca es divisible entre a — b, ya sea n par o impar.

Siendo n par o impar, para que a" + b" sea divisible entre a — b es necesario que se
anule al sustituir la a por +b.
Sustituyendo, tenemos:

a"+b"=b"+b"=2b"
No se anula; luego, a” + b" nunca es divisible entre a — b.

Diga, por simple inspeccion, si son exactas las divisiones siguientes y en caso negativo, diga
cudl es el residuo:
5 8 6 6 3 5 4 4
1. X +1 3. x2—1 5. az+b2 7 X° -8 9. a’+32 1. 16a" —81b
x -1 X°+1 a+b X +2 a-2 2a +3b
, at+b’ . a+1 5 x' -1 ‘. x*-16 - x—128 - ax®+p°
a+h a-—1 X =1 X+2 X+2 ax?+b®
a"th"
DIVISIBILIDAD DE =—-
ath
n n n n
1) Z=b" siempre es divisible. 2) 2+D" o5 divisible si n es impar.
a-b a+b
n n n n
3) &=D" g5 divisible si n es par. 4) &+D0° punca es divisible.
a+b a-b




g
=
rl i

14
_J-,L_LM A

Claudio Ptolomeo (100-175 d. C.). El mas sobresaliente de
los astronomos de la época helenistica. Nacido en Egipto,
confluencia de dos culturas, Oriente y Occidente, influyo
igualmente sobre ambas. Su sistema geocéntrico domind la
Astronomia durante catorce siglos hasta la aparicion de Co-
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pérnico. Aunque es mas conocido por estos trabajos, fue uno
de los fundadores de la Trigonometria. Su obra principal, €l
Almagesto, en que se abordan cuestiones cientificas. Dicha
obra se utilizé en las universidades hasta el siglo Xvill.

ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

CON UNA INCOGNITA

IGUALDAD es la expresion de que dos cantidades o expresiones algebraicas tienen el mismo

valor.

a=b+c

W’=4x+15

ECUACION es unaigualdad en la que hay una o varias cantidades desconocidas llamadas in-
cagnitas y que solo se verifica 0 es verdadera para determinados valores de las incognitas.
Las incégnitas se representan por las dlitimas letras del alfabeto: x, y, z, u, v.

Asi, o +2=17

S una ecuacion, porque es una igualdad en la que hay una incdgnita, la x, y esta igualdad
s0lo se verifica, 0 sea que sdlo es verdadera para el valor x = 3. En efecto, si sustituimos la

X por 3, tenemos:

5Q3)+2=17 osea 17=17
Si damos a x un valor distinto de 3, la igualdad no se verifica 0 no es verdadera.
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La igualdad y® — 5y =—6 es una ecuacion porque es una igualdad que solo se verifica para
y=2yy=23.En efecto, sustituyendo la y por 2, tenemos:

2°-5(2)=-6
4- 10=-6
- 6=-6
Si hacemos y = 3, tenemos:
3?-5(3)=-6
9- 15=-6
- 6=-6

Si damos a y un valor distinto de 2 o 3, la igualdad no se verifica.
IDENTIDAD es una igualdad que se verifica para cualesquiera valores de las letras que
entran en ella.

Asi, (@a-b?=@-b)@a-b)
a?—m?=(a+m)@a-m)

son identidades porque se verifican para cualesquiera valores de las letras a y b en el primer
ejemplo y de las letras a y m del segundo ejemplo.
El signo de identidad es =, que se lee “idéntico a”.

Asi, la identidad de (x +y)? con x® + 2xy + y® se escribe (X +y)?=x*+2xy +y* yse
lee (x + y)? idéntico a x + 2xy + y°.

MIEMBROS

Se llama primer miembro de una ecuacion o de una identidad a la expresion que esta a la
izquierda del signo de igualdad o identidad, y segundo miembro, a la expresion que esta a
la derecha.

Asi, en la ecuacion H-5=2x-3
el primer miembro es 3x — 5y el segundo miembro 2x — 3.

TERMINOS son cada una de las cantidades que estan conectadas con otra por el signo
+ 0 —, 0 la cantidad que esta sola en un miembro.

Asi, en la ecuacion 3X-5=2x-3

los términos son 3x, -5, 2x y -3.

No deben confundirse los miembros de una ecuacion con los términos de la misma,
error muy frecuente en los alumnos.

Miembro y término son equivalentes sélo cuando en un miembro de una ecuacion hay
una sola cantidad.

Asi, en la ecuacion X=2x+3

tenemos que 3x es el primer miembro de la ecuacion y también es un término de la ecuacion.
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CLASES DE ECUACIONES

Una ecuacién numérica es una ecuacion que no tiene mas letras que las incognitas, como
4x—5=x+4

donde la tnica letra es la incognita x.
Una ecuacion literal es una ecuacion que ademas de las incognitas tiene otras letras, que
representan cantidades conocidas, como

3x +2a=>5b-bx

Una ecuacion es entera cuando ninguno de sus términos tiene denominador como en
los ejemplos anteriores, y es fraccionaria cuando algunos o todos sus términos tienen de-
nominador, como

3x

6 _5 X
2+5 5-"-5

GRADO de una ecuacion con una sola incognita es el mayor exponente que tiene la incognita
en la ecuacion. Asi,

dx-6=3x—-1yax +b=bx+cC

son ecuaciones de primer grado porque el mayor exponente de x es 1.
La ecuacion

-5 +6=0

es una ecuacion de segundo grado porque el mayor exponente de x es 2. Las ecuaciones de
primer grado se llaman ecuaciones simples o lineales.

RAICES 0 SOLUCIONES de una ecuacion son los valores de las incagnitas que verifican
o satisfacen la ecuacion, es decir, que sustituidos en lugar de las incognitas, convierten la
ecuacion en identidad.
Asi, en la ecuacion 5x-6=3x+8
la raiz es 7 porque haciendo x = 7 se tiene
5(7) - 6=3(7) + 8, 0 sea, 29 =29

donde vemos que 7 satisface la ecuacion.
Las ecuaciones de primer grado con una incdgnita tienen una sola raiz.

RESOLVER UNA ECUACION es hallar sus raices, o sea el valor o los valores de las incog-
nitas que satisfacen la ecuacion.

AXIOMA FUNDAMENTAL DE LAS ECUACIONES

Si con cantidades iguales se verifican operaciones iguales y los resultados seran iguales.
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REGLAS QUE SE DERIVAN DE ESTE AXIOMA

1)
2)
3)
4)

5)

Si a los dos miembros de una ecuacion se suma una misma cantidad, positiva o ne-
gativa, la igualdad subsiste.

Si a los dos miembros de una ecuacion se resta una misma cantidad, positiva o nega-
tiva, la igualdad subsiste.

Si los dos miembros de una ecuacion se multiplican por una misma cantidad, positiva
0 negativa, la igualdad subsiste.

Si los dos miembros de una ecuacion se dividen por una misma cantidad, positiva o
negativa, la igualdad subsiste.

Si los dos miembros de una ecuacion se elevan a una misma potencia o si a los dos
miembros se extrae una misma raiz, la igualdad subsiste.

LA TRANSPOSICION DE TERMINOS consiste en cambiar los términos de una ecuacion
de un miembro al otro.

REGLA
Cualquier término de una ecuacion se puede pasar de un miembro a otro cambiandole
el signo.
En efecto:
1) Seala ecuacion 5x =2a — b.

2)

Sumando b a los dos miembros de esta ecuacion, la igualdad subsiste (Regla 1), y ten-
dremos:

5+b=2a-b+b
y como —b + b =0, queda
bx+b=2a
donde vemos que —b, que estaba en el segundo miembro de la ecuacion dada, ha pasado

al primer miembro con signo +.

Sea la ecuacion 3x + b = 2a.

Restando b a los dos miembros de esta ecuacion, la igualdad subsiste (Regla 2), y ten-
dremos:

X+b-b=2a-b
ycomob—b =0, queda
x=2a-b

donde vemos que +b, que estaba en el primer miembro de la ecuacion dada, ha pasado
al segundo miembro con signo —.

125



126

BALDOR ALGEBRA

Términos iguales con signos iguales en distinto miembro de una ecuacion, pueden su-
primirse.
Asi, en la ecuacion

X+h=2a+b

tenemos el término b con signo + en los dos miembros. Este término puede suprimirse,
quedando:

x=2a
porque equivale a restar b a los dos miembros.
En la ecuacion
5 —x*=4x—x*+5
tenemos el término x2 con signo —x2 en los dos miembros.
Podemos suprimirlo, y queda
X=4x+5

porque equivale a sumar x2 a los dos miembros.

CAMBIO DE SIGNOS

Los signos de todos los términos de una ecuacion se pueden cambiar sin que la ecuacion
varie, porque equivale a multiplicar los dos miembros de la ecuacion por —1, con lo cual la
igualdad no varia (Regla 3).

Asi, si enla ecuacion -2X-3=x-15

multiplicamos ambos miembros por —1, para lo cual hay que multiplicar por —1 todos los
términos de cada miembro, tendremos:

2X+3=—x+15

que es la ecuacion dada con los signos de todos sus términos cambiados.

RESOLUCION DE ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

REGLA GENERAL

1) Se efectian las operaciones indicadas, si las hay.

2) Se hace la transposicion de términos, reuniendo en un miembro todos los términos
que contengan la incdgnita y en el otro miembro todas las cantidades conocidas.

3) Se reducen términos semejantes en cada miembro.

4) Se despeja la incégnita dividiendo ambos miembros de la ecuacién por el coeficiente
de la incégnita.
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1)

2)

Resolver la ecuacion 3x — 5 =x + 3.

Pasando x al primer miembro y —5 al segundo, cambiandoles los signos, tenemos
3X—x=3+5.

Reduciendo términos semejantes:

=8

Despejando x para lo cual dividimos los o 8
dos miembros de la ecuacion entre 2, te- / szé y simplificandox=4 R.
nemos:

VERIFICACION

La verificacion es la prueba de que el valor obtenido para la incdgnita es correcto.

La verificacion se realiza sustituyendo en los dos miembros de la ecuacion dada la in-

cdgnita por el valor obtenido, y si éste es correcto, la ecuacion dada se convertira en

identidad.

Asi, en el caso anterior, haciendo x = 4 en la ecua- Pl 3(4)-5

cion dada tenemos: 12-5
7

=4+3
=4+3

4
4
7

El valor x = 4 satisface la ecuacion.

Resolver la ecuacion 35 — 22x + 6 — 18x =14 — 30x + 32.
Pasando —30x al primer miembro y 35y 6 al segundo:

—22x—18x+30x=14+32-35-6
Reduciendo: —-10x=5
Dividiendo entre —5: 2x = —1

Despejando x para lo cual dividimos ambos miembros entre 2;: —» W=

N | —

VERIFICACION
Haciendo x = — % en la ecuacion dada, se tiene:

1 1N_42_ _1
35—22(—§)+6—18(—§)_14 30( 2)+32

3B+11+6+9=14+15+32

61 =061

Resolver las ecuaciones:

1. x=8x-15 8. 8 —4+I=Tx+x+14 =)
2. d+1=2 9. 8x+9—-12x=4x-13 - 5x g
3.y-5=3-25 10. 5y + 6y — 81 =7y + 102 + 65y =
4. 5x+6=10x+5 1. 16+7x-5+x=11x-3—x iy
5 9y —-11=-10+12y 12. 3x+ 101 —4x-33 =108 — 16x — 100

6. 21 —6x=27 — 8 13. 14 —12x + 39x — 18x = 256 — 60x — 657x

7. 11x+5x—1=65x— 36 14. 8x —15x — 30x — 51x=53x + 31x - 172

127
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON SIGNOS DE AGRUPACION

1) Resolver 3x — (2x—1) = 7x — (3 — 5X) + (—x + 24).
Suprimiendo los signos de agrupacion:

HX—2+1=Tx-3+5%—x+24
Transponiendo: X—2X—TXx—9X+x=-3+24 -1

Reduciendo: —10x =20
—_20__
= o= 2 R

2) Resolver 5x + {-2x + (—x + 6 )} =18 — {—(7x + 6) — (3x — 24)}.
Suprimiendo los paréntesis interiores:
5+ {-2x—x+6} =18 — {-7x — 6 —3x + 24}
Suprimiendo las llaves:

X—2X—Xx+6=18+7x+6+3x—24
X—2—Xx—-7Tx-3=18+6-24-6

—-8x=-6
Multiplicando por —1: 8 =6
Dividiendo entre 2: 4x=3
_3
= i R.

~

Resolver las siguientes ecuaciones:

X=(2x+1)=8-(3x+3)

15 —10=6x—(Xx+2)+ (x+3)

. (5-3%) — (4x+6)=(8+11) - (3x—6)

. 30X — (=X +6) + (-5x + 4) = —(5x + 6) + (-8 + 3x)

15X+ (B +5) -2 — (X +3)=—(Tx+23) —x+ (3 - 2)
X+ [-hx— (x+3)] =8+ (-5x—9)

16X = [3x— (6 — )] =30x + [-(3x + 2) — (x + 3)]
X=[5+3x—{x-(6+x)}=-3
=X+ - {2+8 - (x5} +%=0

T+ [+ (-2 + 3)] =25 — [-(3x + 4) — (4 + 3)]
{3+ 8- [-15+6x— (-3 +2)— (5x+4)] -29}=-5

Ejercicio

© 0 N o g AW N =

— -
- o
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON PRODUCTOS INDICADOS

1) Resolver la ecuacion
10x—9)—9(5—-6x)=2(4x - 1) + 5(1 + 2)
Efectuando los productos indicados:
10x—90—45+54x=8x—2+5+ 10x
Suprimiendo 10x en ambos miembros por ~ —90—-45 + 54x=8x-2 + 5

ser cantidades iguales con signos iguales en 94x—8x=-2+5+90 + 45
distintos miembros, queda: 46x =138
138
x=—"=3 R.
46
VERIFICACION

Haciendo x = 3 en la ecuacion dada, se/10(3—9)—9(5—18) =2(12—-1)+5(1+6)
tiene: 10(-6) — 9(-13) =2(11) + 5(7)
—60+117=22+35
57 =57

X = 3 satisface la ecuacion.

2) Resolver 4x — (2x + 3)(3x — 5) =49 — (6x — 1)(x — 2).

(2x + 3)(3x — 5) = 6x* —x — 15

(6x —1)(x—2) =6x>—13x + 2

El signo — delante de los productos indicados en cada miembro de la ecuacion nos dice
que hay que efectuar los productos y cambiar el signo a cada uno de sus términos; luego
una vez efectuados los productos los introducimos en paréntesis precedidos del signo —
y tendremos que la ecuacion dada se convierte en:

4x — (BX* —x — 15) = 49 — (Bx* — 13 + 2)

Efectuando los productos indicados:

Suprimiendo los paréntesis: > 4x — 6x* + x + 15 =49 — 6x> + 13x - 2
dx+x—-13x=49-2-15
—8x =232
x=-4 R.

3) Resolver (x + 1)(x — 2) — (4 — 1)(3x +5) — 6 = 8 — 11(x = 3) (x + 7).
Efectuando los productos indicados:
X2—x—2— (12 +17x - 5) =6 =8x — 11(x* + 4x — 21)
Suprimiendo los paréntesis:
XP—x—2-12%*—17x+5— 6 = 8x — 11x° — 44x + 231
En el primer miembro tenemos x> y = —Xx—2—17x + 5— 6= 8x — 44x + 231
—12x* que reducidos dan —11x% y como  ff —x—17x—8x + 44x=231 +2-5+6

en el segundo miembro hay otro —11x?, 18x =234
los suprimimos y queda: x_234_4n R

18
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4) Resolver (3x —1)2—

3(2x+3)+42=2 (-x-5)— (x—1)°
Desarrollando los cuadrados de los binomios:

02— BX+1— 3(4x2+ 12+ 9) + 42 = 2 (X — 5) -

Suprimiendo los paréntesis:
X% — 6x+ 1 —12x*— 36x — 27 + 42 = —2x* —
—b6x — 36x + 10x — 2x =
—34x =17
34x =17
_17_1
34 2

10X — x>+ 2—1
—1—1+27 42

BALDOR ALGEBRA

02— 2+ 1)

(==

Ejercicio

O ~NOOOIAEWN =

16.
17.
18.
19.
20.

x+3(x—-1)
.5k —
. 2(3x +3)
. 184 —7(2x +5)
. 7(18—X)
XX =3)+5(x+7)
32X+ 7)) +
(X —4)(4x-3)=
. (4-5%)(4x-5)=
.(x+1)(2x+5)

.14 (5x 1)(2x+3)=17 -
=22+ x(x-3)

. (3x - 1)2—5(x—2)—
L2 —

Resolver las siguientes ecuaciones:

=6-4(2x+3)

1) +16(2x+3)=3(x-7) —x

—4(5x = 3) =x(x—3) —x(x +5)
=301+6(x—-1)-6
—6(3-9%)=—(7x+9) - 3(2x +5) - 12
—X+1) 20> +7)+4=0
(-5x+6)-8(1-2)-(x-3)=0

(6x — 4)(2x — 5)

(10x — 3)(7 — 2x)
(2x+3)(x—4)+5

- (B-x?%=1

(10x + 1)(x — 6)
=3x+4)x-3) - x+2)x-1)+2
(2x+3)° - (5x+2)(x-1)=0
3)% - 3(x+1) +(x=5)(x—3) +4(x* = 5x +1)
22 —5(x+3)%+ (2x-1)(5x+2) —10x*=0
-5+ 15=x(x—3)—14+5(x-2) +3(13 - )
SX—6)(3x+2)-6(3x+4)x—-1)-3(X+1)x-2)=0
1

2( =4x2-12
gx

3(
T(x—
5(

4 -3 +5) =4+ T)x-1) -2
—X)2—6(X* =3 —7)=x(x—3) — (X +5) —

(=]

Ejercicio

'y

1
2. (3X—T7)P =52+ 1) (x—2)
3. 6x—
4 2%+3 (X°—
5. % — {3 + [x(x + 1) + 4(x* 1) -
6.

700+ 1)+ 2))-3) = (= 2)(x +
8. (X + 2)(x + 3)(x—1) = (x + 4)

9. (x + 1)3
0. 3(x—

MISCELANEA

Resolver las siguientes ecuaciones:
. 14x —

(Bx—2)—[5x+2— (x—1)] =0

=X~ [-(3x+1)]

(20+1) = ~{=5x + [-(-2= )]}

1) =—{3x2 + 20— 1) = 3(x + 2)}

4%} =0

(2 + 5)2 = —[~{=3(x + 5)} + 10x7]
1)(x + 1)

X+ A x—4) +7

32+ N)(=x+3) -

x=1)°=6x(x — 3)

2’x +5)=3(x + 1)’x-1) + 3
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Diofanto (325-409 d. C.). Famoso matematico griego per-  ciar una teoria clara sobre las ecuaciones de primer grado.
teneciente a la Escuela de Alejandria. Se le tenia hasta hace ~ También ofrecio la formula para la resolucion de las ecuacio-
poco como el fundador del Algebra, pero se sabe hoy que los  nes de segundo grado. Sus obras ejercieron una considerable
babilonios y caldeos no ignoraban ninguno de los problemas influencia sobre Viéte.

que abordo Diofanto. Fue, sin embargo, el primero en enun-

Capitulo J X

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES ENTERAS
DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

La suma de las edades de A y B es 84 aiios, y B tiene 8 ailos menos que A. Hallar ambas
edades.

Sea x=¢edad de A

Como B tiene 8 afios menos que A:  x — 8 =edad de B
La suma de ambas edades es 84 afos; luego, tenemos la ecuacion:  x+x—8=284

Resolviendo: X+x=84+8
2x=92

x=9—22=46 afios, edadde A R.

La edad de B sera: x — 8 =46 — 8 =38 anos R.

La verificacion en los problemas consiste en ver si los resultados obtenidos satisfacen
las condiciones del problema.

Asi, en este caso, hemos obtenido que la edad de B es 38 afos y la de A 46 anos; luego,
se cumple la condicion dada en el problema de que B tiene 8 afios menos que A y ambas
edades suman 46 + 38 = 84 anos, que es la otra condicion dada en el problema.
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Luego los resultados obtenidos satisfacen las condiciones del problema.

Pagué $870 por un libro, un traje y un sombrero. El sombrero costd $50 mas que el libro
y $200 menos que el traje. {Cuanto pagué por cada cosa?

Sea X = precio del libro
Como el sombrero costo $50 mas que el libro:
X + 50 = precio del sombrero

El sombrero costd $200 menos que el traje; luego el traje costdé $200 mas que el som-
brero:

X + 50+ 200 =x + 250 = precio del traje

Como todo costd $870, la suma de los precios del libro, traje y sombrero tiene que ser
igual a $870; luego, tenemos la ecuacion:

X+Xx+50+x+250=870

Resolviendo: 3x + 300 =870
3x=870-300
3x =570

570

X= 53 = $190, precio del libro  R.

x+50=190+ 50 = $240, precio del sombrero  R.
X+ 250 =190 + 250 = $440, precio del traje  R.

La suma de tres nimeros enteros consecutivos es 156. Hallar los niimeros.

Sea X = nUmero menor
X + 1 =namero intermedio
X + 2 = nimero mayor

Como la suma de los tres numeros es 156, se tiene la ecuacion: x +x + 1 +x + 2 = 156.

Resolviendo: 3x+3=156
3x=156-3
3x =153
X= % =51, nimero menor R.
X+1=51+1=>52 nimero intermedio R.
X+2=51+2=53 niumero mayor R.

NOTA
Si designamos por x el numero mayor, el nimero intermedio seriax — 1y el menor x — 2.
Si designamos por x el numero intermedio, el mayor seria x + 1y el menor x — 1.
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. La suma de dos nimeros es 106 y el mayor excede al menor en 8. Hallar los ndmeros.
. La suma de dos nimeros es 540 y su diferencia 32. Hallar los numeros.

. Entre Ay B tienen 1,154 bolivares y B tiene 506 menos que A. ¢Cuanto tiene cada uno?

. Dividir el nimero 106 en dos partes tales que la mayor exceda a la menor en 24.

. Atiene 14 afnos menos que B'y ambas edades suman 56 anos. ¢Qué edad tiene cada uno?
. Repartir 1,080 nuevos soles entre A y B de modo que A reciba 1,014 mas que B.

. Hallar dos nimeros enteros consecutivos cuya suma sea 103.

. Tres nimeros enteros consecutivos suman 204. Hallar los nimeros.

. Hallar cuatro nimeros enteros consecutivos cuya suma sea 74.

. Hallar dos nimeros enteros pares consecutivos cuya suma sea 194.

. Hallar tres nimeros enteros consecutivos cuya suma sea 186.

. Pagué $32,500 por un caballo, un coche y sus arreos. El caballo costo $8,000 més que el coche y
los arreos $2,500 menos que el coche. Hallar los precios respectivos.

Ejercicio

W 0 N o O A W N =

—_ -
N = o

13. La suma de tres ndmeros es 200. El mayor excede al del medio en 32 y al menor en 65. Hallar los
numeros.

14. Tres cestos contienen 575 manzanas. El primer cesto tiene 10 manzanas mas que el segundo y 15
mas que el tercero. ¢Cuantas manzanas hay en cada cesto?

15. Dividir 454 en tres partes sabiendo que la menor es 15 unidades menor que la del medio y 70
unidades menor que la mayor.

16. Repartir 3,100,000 sucres entre tres personas de modo que la segunda reciba 200,000 menos que
la primera y 400,000 mas que la tercera.

17. La suma de las edades de tres personas es 88 anos. La mayor tiene 20 afios mas que la menor y
la del medio 18 afios menos que la mayor. Hallar las edades respectivas.

18. Dividir 642 en dos partes tales que una exceda a la otra en 36.

La edad de A es doble que la de B, y ambas edades suman 36 afos. Hallar ambas edades. @
Sea x=edad de B
Como, segun las condiciones, la edad de A es doble que la de B, tendremos:
2x=edaddeA R.
Como la suma de ambas edades es 36 aros, se tiene la ecuacion:
X+2x=36 R.

Resolviendo: 3x =36
x=12 anos, edad de B R.
2x =24 anos, edad de A R.
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@ Se ha comprado un coche, un caballo y sus arreos por $35,000. El coche costo el triple
de los arreos, y el caballo, el doble de lo que costd el coche. Hallar el costo de los arreos,
del coche y del caballo.

Sea X = costo de los arreos

Como el coche costo el triple de los arreos: 3x = costo del coche.
Como el caballo costo el doble del coche: 6x = costo del caballo.
Como los arreos, el coche y el caballo costaron $35,000, se tiene la ecuacion:

X + 3x + 6x = 35,000
Resolviendo: 10x = 35,000
35,000
10

X= =$3,500, costo de los arreos  R.

3x =3 x $3,500 = $10,500, costo del coche R.
6x =6 x $3,500 = $21,000, costo del caballo R.

@ Repartir 180,000 bolivares entre A, By C de modo que la parte de A sea la mitad de la de
B y un tercio de la de C.

Si la parte de A es la mitad de la de B, la parte de B es el doble que la de A; y si la parte
de A es un tercio de la de C, la parte de C es el triple de la de A.

Entonces sea: x=parte de A
2x = parte de B
3x =parte de C

Comolacantidadrepartidaes 180,000 bolivares, lasumadelas partes de cadaunotiene que
ser igual a 180,000 bolivares; luego, tendremos la ecuacion: ~ x + 2x + 3x = 180,000
Resolviendo:  6x =180,000
X= % = 30,000 bolivares, parte de A R.

2x = 60,000 bolivares, parte de B R.
3x =90,000 bolivares, parte de C  R.

(==

. La edad de Pedro es el triple de la de Juan y ambas edades suman 40 afios. Hallar ambas edades.

2. Se ha comprado un caballo y sus arreos por $600. Si el caballo costd 4 veces los arreos, écudnto
costod el caballo y cuanto los arreos?

3. En un hotel de 2 pisos hay 48 habitaciones. Si las habitaciones del segundo piso son la mitad de
las del primero, {cuantas habitaciones hay en cada piso?

4. Repartir 300 colones entre A, B'y C de modo que la parte de B sea doble que lade Ay la de C el
triple de la de A.

5. Repartir 133 sucres entre A, By C de modo que la parte de A sea la mitad de la de B y la de C doble
de la de B.

Ejercicio
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6. El mayor de dos numeros es 6 veces el menor y ambos nimeros suman 147. Hallar los ndmeros.
7. Repartir 140 quetzales A, B'y C de modo que la parte de B sea la mitad de la A y un cuarto de la de C.

8. Dividir el nimero 850 en tres partes de modo que la primera sea el cuarto de la segunda y el quinto
de la tercera.

9. El doble de un nimero equivale al nimero aumentado en 111. Hallar el nimero.

10. La edad de Maria es el triple de la de Rosa mas quince afos y ambas edades suman 59 afios.
Hallar ambas edades.

11. Si un nimero se multiplica por 8 el resultado es el nimero aumentado en 21. Hallar el namero.
12. Si al triple de mi edad anado 7 anos, tendria 100 afos, ¢qué edad tengo?

13. Dividir 96 en tres partes tales que la primera sea el triple de la segunda y la tercera igual a la suma
de la primera y la segunda.

14. La edad de Enrique es la mitad de la de Pedro; la de Juan el triple de la de Enrique y la de Eugenio
el doble de la de Juan. Silas cuatro edades suman 132 anos, équé edad tiene cada uno?

La suma de las edades de A, B y C es 69 aios. La edad de A es doble que la B y 6 aios
mayor que la de C. Hallar las edades.

Sea X =edad de B
2x =edad de A

Sila edad de A es 6 afios mayor que la de C, la edad de C es 6 afios menor que la de A;
luego, 2x — 6 = edad de C.
Como las tres edades suman 69 anos, tendremos la ecuacion: x+2x+2x—6=069 .

Resolviendo: 5x—6=169
5x=69+6
5 =75
X= % =15 anos, edadde B R.

2x =30 anos, edadde A R.
2x — 6 =24 anos, edad de C R.

1. Dividir 254 en tres partes tales que la segunda sea el triple de la primera y 40 unidades mayor que
la tercera.

2. Entre A, B'y C tienen 130 balboas. C tiene el doble de lo que tiene A y 15 balboas menos que B.
&Cuanto tiene cada uno?

3. La suma de tres nimeros es 238. El primero excede al doble del segundo en 8 y al tercero en 18.
Hallar los nimeros.

4. Se ha comprado un traje, un bastén y un sombrero por $259. El traje costé 8 veces lo que el som-
brero y el baston $30 menos que el traje. Hallar los precios respectivos.

Ejercicio
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5. La suma de tres numeros es 72. El segundo es % del tercero y el primero excede al tercero en 6.
Hallar los nimeros.

6. Entre Ay B tienen 99 bolivares. La parte de B excede al triple de la de A en 19. Hallar la parte de
cada uno.

7. Una varilla de 74 cm de longitud se ha pintado de azul y blanco. La parte pintada de azul excede en
14 cm al doble de la parte pintada de blanco. Hallar la longitud de la parte pintada de cada color.

8. Repartir $152 entre A, B'y C de modo que la parte de B sea $8 menos que el doble de la de A y $32
mas que la de C.

9. El exceso de un namero sobre 80 equivale al exceso de 220 sobre el doble del nimero. Hallar el
namero.

10. Si me pagaran 60 sucres tendria el doble de lo que tengo ahora mas 10 sucres. éCuanto tengo?

11. El asta de una bandera de 9.10 m de altura se ha partido en dos. La parte separada tiene 80 cm.
menos que la otra parte. Hallar la longitud de ambas partes del asta.

12. Las edades de un padre y su hijo suman 83 anos. La edad del padre excede en 3 anos al triple de
la edad del hijo. Hallar ambas edades.

13. En una eleccion en que habia 3 candidatos A, B'y C se emitieron 9,000 votos. B obtuvo 500 votos
menos que A y 800 votos mas, que C. ¢Cudntos votos obtuvo el candidato triunfante?

14. El exceso de 8 veces un nimero sobre 60 equivale al exceso de 60 sobre 7 veces el nimero. Hallar
el nimero.

15. Preguntado un hombre por su edad, responde: Si al doble de mi edad se quitan 17 afios se tendria
lo que me falta para tener 100 afos. ¢Qué edad tiene el hombre?

Dividir 85 en dos partes tales que el triple de la parte menor equivalga al doble de la mayor.

Sea X = la parte menor
85 — x = la parte mayor

El problema me dice que el triple de la parte menor, 3x, equivale al doble de la parte ma-
yor, 2(85 — x); luego, tenemos la ecuacion  3x =2(85 —x).
Resolviendo: =170 - 2
A +2x=170
5x =170

170

X= =34, parte menor R.

85 —x=85-34 =51, parte mayor R.

Entre Ay B tienen $81. Si A pierde $36, el doble de lo que le queda equivale al triple de lo
que tiene B ahora. é¢Cuanto tiene cada uno?

Sea X = nlmero de pesos que tiene A
81 — x =numero de pesos que tiene B
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Si A pierde $36, se queda con $(x — 36) y el doble de esta cantidad 2(x — 36) equivale al

triple de lo que tiene B ahora, 0 sea, al triple de 81 — x; luego tenemos la ecuacion:

2(x— 36) = 3(81 - x)

Resolviendo: 2X—-T72=243 - 3

2+ Ix=243+72
5x =315

X= % =$63, lo que tiene A R.
81 -x=81-63=%18, loquetiene B R.

10.

11.

12.

13.

14.

. La suma de dos numeros es 100 y el doble del mayor equivale al triple del menor. Hallar los nu-

Mmeros.

. Las edades de un padre y su hijo suman 60 anos. Si la edad del padre se disminuyera en 15 afios

se tendria el doble de la edad del hijo. Hallar ambas edades.

. Dividir 1,080 en dos partes tales que la mayor disminuida en 132 equivalga a la menor aumentada

en 100.

. Entre Ay B tienen 150 nuevos soles. Si A pierde 46, lo que le queda equivale a lo que tiene B.

¢Cudnto tiene cada uno?

. Dos angulos suman 180° y el doble del menor excede en 45° al mayor. Hallar los angulos.
. La suma de dos nimeros es 540 y el mayor excede al triple del menor en 88. Hallar los nimeros.
. La diferencia de dos numeros es 36. Si el mayor se disminuye en 12 se tiene el cuadruple del

menor. Hallar los nimeros.

. Un perro y su collar han costado $54, y el perro costd 8 veces lo que el collar. ¢Cudnto costo el

perro y cuanto el collar?

. Entre Ay B tienen $84. Si A pierde $16 y B gana $20, ambos tienen lo mismo. ¢Cuanto tiene cada

uno?

En una clase hay 60 alumnos entre jovenes y senoritas. EI nimero de sefioritas excede en 15 al
doble de los jovenes. ¢Cuantos jovenes hay en la clase y cuantas seforitas?

Dividir 160 en dos partes tales que el triple de la parte menor disminuido en la parte mayor equival-
gaail6.

La suma de dos nameros es 506 v el triple del menor excede en 50 al mayor aumentado en 100.
Hallar los nimeros.

Una estilografica y un lapicero han costado 18,000 bolivares. Si la estilografica hubiera costado
6,000 bolivares menos y el lapicero 4,000 bolivares mas, habrian costado lo mismo. éCuénto costo
cada uno?

Una varilla de 84 cm de longitud esté pintada de rojo y negro. La parte roja es 4 cm menor que la
parte pintada de negro. Hallar la longitud de cada parte.
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La edad de A es doble que la B y hace 15 afios la edad de A era el triple de la de B. Hallar
las edades actuales.

Sea X =nlmero de anos que tiene B ahora
2x = nimero de anos que tiene A ahora

Hace 15 anos, la edad de A era 2x — 15 afos y la edad de B era (x — 15) afios y como
el problema dice que la edad de A hace 15 afos, (2x — 15,) era igual al triple de la edad de B
hace 15 afos o sea el triple de x — 15, tendremos la ecuacion:

2x—15=3(x — 15)
Resolviendo: 2x—15=3x-45
2Xx—-3x=-45+15
—x=-30
x =30 afos, edad actual de B
2x = 60 anos, edad actual de A

La edad de A es el triple de la de B y dentro de 20 afios sera el doble. Hallar las edades
actuales.

Sea X =numero de afos que tiene B ahora
3x = nimero de anos que tiene A ahora

Dentro de 20 afos, la edad de A sera (3x + 20) afos y la de B sera (x + 20) afos. El pro-
blema me dice que la edad de A dentro de 20 afos, 3x + 20, serd igual al doble de la edad de
B dentro de 20 afios, 0 sea, igual al doble de x + 20; luego, tendremos la ecuacion:

3x +20=2(x + 20)
Resolviendo: 3X+20=2x+40
X—-2x=40-20
x =20 anos, edad actual de B
3x = 60 anos, edad actual de A

(=]

. La edad actual de A es doble que la de B, y hace 10 afos la edad de A era el triple de la de B. Hallar
las edades actuales.

. La edad de A es triple que la de B y dentro de 5 afos sera el doble. Hallar las edades actuales.

. A tiene doble dinero que B. Si A pierde $10 y B pierde $5, A tendra $20 mas que B. ¢Cuanto tiene
cada uno?

4. Atiene la mitad de lo que tiene B. Si A gana 66 colones y B pierde 90, A tendra el doble de lo que le
quede a B. ¢{Cuanto tiene cada uno?

Ejercicio

5. En una clase el numero de seforitas es % del namero de varones. Si ingresaran 20 sefioritas y

dejaran de asistir 10 varones, habria 6 sefioritas mas que varones. ¢Cuantos varones hay y cuantas
seforitas?
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6. La edad de un padre es el triple de la edad de su hijo. La edad que tenia el padre hace 5 afios era el
doble de la edad que tendra su hijo dentro de 10 anos. Hallar las edades actuales.

7. La suma de dos nimeros es 85 y el numero menor aumentado en 36 equivale al doble del mayor
disminuido en 20. Hallar los ndmeros.

8. Enrique tiene 5 veces lo que tiene su hermano. Si Enrique le diera a su hermano 50 cts., ambos
tendrian lo mismo. ¢Cuénto tiene cada uno?

9. Una persona tiene 1,400 sucres en dos bolsas. Si de la bolsa que tiene mas dinero saca 200 y los
pone en la otra bolsa, ambas tendrian igual cantidad de dinero. ¢Cudnto tiene cada bolsa?

10. El nimero de dias que ha trabajado Pedro es 4 veces el nimero de dias que ha trabajado Enrique.
Si Pedro hubiera trabajado 15 dias menos y Enrique 21 dias mas, ambos ambos habrian trabajado
igual namero de dias. ¢Cuantos dias trabajé cada uno?

11. Hace 14 anos la edad de un padre era el triple de la edad de su hijo y ahora es el doble. Hallar las
edades respectivas hace 14 anos.

12. Dentro de 22 afios la edad de Juan sera el doble de la de su hijo y actualmente es el triple. Hallar las
edades actuales.

13. Entre Ay B tienen $84. Si A gana $80 y B gana $4, A tendrd el triple de lo que tenga B. ¢Cudnto tiene
cada uno?

Un hacendado compro el doble de vacas que de bueyes. Por cada vaca pago $7,000 y por
cada buey $8,500. Si el importe de la compra fue de $270,000, écuantas vacas y bueyes
compré?

Sea X =nimero de bueyes
2x = nlimero de vacas

Si compro x bueyes y cada uno cost6 $8,500, los x bueyes costaron $8,500x y si compro
2x vacas y cada una costo $7,000, las 2x vacas costaron $7,000 x 2x = $14,000x.
Como el importe total de la compra ha sido $270,000, tendremos la ecuacion:

8,500x + 14,000x = 270,000

Resolviendo: 22,500x = 270,000
X 270,000

22,500

2x= 2x12 =24, nimero de vacas R.

=12, nimero de bueyes R.

Se compraron 96 aves entre gallinas y palomas. Cada gallina costd $80 y cada paloma $65. @
Si el importe de la compra ha sido $6,930, icuantas gallinas y palomas se compraron?

Sea X =numero de gallinas
96 — x = numero de palomas

Si se compraron x gallinas y cada una costé $80, las x gallinas costaron $80x.
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Si se compraron 96 — x palomas y cada una costé $65, las 96 — x palomas costaron
$65(96 — x).
Como el importe total de la compra fue $6,930, tendremos la ecuacion:

80x + 65(96 — X) = 6,930

Resolviendo: 80x + 6,240 — 65x = 6,930
80x — 65x = 6,930 — 6,240
15x = 690
690
15
96 —x =96 — 46 =50, numero de palomas R.

=46, nimero de gallinas R.

(=-)

. Compré doble nimero de sombreros que de trajes por 702 balboas. Cada sombrero costd 2 y cada
traje 50. ¢Cudntos sombreros y cudntos trajes compré?

2. Un hacendado compr6 caballos y vacas por 40,000,000 bolivares. Por cada caballo pagé 600,000
y por cada vaca 800,000. Si adquirio 6 vacas menos que caballos, écuantas vacas y cuantos
caballos compr6?

Ejercicio

3. Un padre plantea 16 problemas a su hijo con la condicion de que por cada problema que resuelva
el muchacho recibira $12 y por cada problema que no resuelva perdera $5. Después de trabajar en
los problemas, el muchacho recibe $73. éCuantos problemas resolvié y cuantos no?

4. Un capataz contrata un obrero por 50 dias pagandole $30 diarios con la condicion de que por cada
dia que el obrero deje de asistir al trabajo perdera $20. Al cabo de los 50 dias el obrero recibe $900.
&Cuantos dias trabajo y cuantos no?

5. Un comerciante compré 35 trajes de 300 quetzales y 250 quetzales. Si pago por todos 10,150
quetzales, ¢cudntos trajes de cada precio compro?

6. Un comerciante compro trajes de dos calidades por 1,624 balboas. De la calidad mejor compro 32
trajes y de la calidad inferior 18. Si cada traje de la mejor calidad le costo 7 balboas mas que cada
traje de la calidad inferior, écual era el precio de un traje de cada calidad?

7. Unmuchacho compra el triple de lapices que de cuadernos. Cada lapiz le costo $5 y cada cuaderno
$6. Si por todo pagd $147, écuantos ldpices y cuadernos comprg?

8. Pagué $58,200 por cierto niimero de sacos de azicar y frijoles. Cada saco de azicar cuesta $500
y cada saco de frijoles $600. Si el nimero de sacos de frijoles es el triple del nimero de sacos de
azlicar mas 5, ¢cuantos sacos de aztcar y frijoles compré?

9. Compré 80 pies clibicos de madera por $6,840. La madera comprada es cedro y caoba. Cada pie
cuibico de cedro costé $75 y cada pie cubico de caoba $90. ¢Cuantos pies cubicos adquiri de cedro
y de caoba?

10. Dividir el namero 1,050 en dos partes tales que el triple de la parte mayor disminuido en el doble de
la parte menor equivalga a 1,825.
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MISCELANEA

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.

18.

19.

Dividir 196 en tres partes tales que la segunda sea el doble de la primera y la suma de las primeras
exceda a la tercera en 20.

. La edad de A es el triple que la de By hace 5 afios era el cuadruple de la de B. Hallar las edades

actuales.

. Un comerciante adquiere 50 trajes y 35 pares de zapatos por 16,000 nuevos soles. Cada traje costo

el doble de lo que costo cada par de zapatos mas 50 nuevos soles. Hallar el precio de un traje y de
un par de zapatos.

. Seis personas iban a comprar una casa contribuyendo por partes iguales, pero dos de ellas desis-

tieron del negocio y entonces cada una de las restantes tuvo que poner 20,000,000 bolivares mas.
&Cudl es el valor de la casa?

. La suma de dos nimeros es 108 y el doble del mayor excede al triple del menor en 156. Hallar los

ndmeros.

. El'largo de un buque, que es 461 pies, excede en 11 pies a 9 veces el ancho. Hallar el ancho.
. Tenia $85. Gasté cierta suma y lo que me queda es el cuadruple de lo que gasté. ¢Cuanto gasté?
. Hace 12 anos la edad de A era el doble de la de B y dentro de 12 anos, la edad de A sera 68 anos

menos que el triple de la de B. Hallar las edades actuales.

. Tengo $1.85 en monedas de 10 y 5 centavos. Si en total tengo 22 monedas, ¢cuantas son de 10

centavos y cuantas de 5 centavos?

Si a un nimero se resta 24 y la diferencia se multiplica por 12, el resultado es el mismo que si al
numero se resta 27 y la diferencia se multiplica por 24. Hallar el namero.

Un hacendado comprd 35 caballos. Si hubiera comprado 5 caballos mas por el mismo precio, cada
caballo le costaria $10,000 menos. ¢Cuanto pagé por cada caballo?

El exceso del triple de un ndmero sobre 55 equivale al exceso de 233 sobre el nimero. Hallar el
numero.

Hallar tres nimeros enteros consecutivos, tales que el doble del menor mas el triple del mediano
mas el cuadruple del mayor equivalga a 740.

Un hombre ha recorrido 150 kilometros. En auto recorri¢ una distancia triple que a caballo y a pie,
20 kilometros menos que a caballo. ¢Cuéntos kildmetros recorrié de cada modo?

Un hombre deja una herencia de 16,500,000 colones para repartir entre 3 hijos y 2 hijas, y manda
que cada hija reciba 2,000,000 mas que cada hijo. Hallar la parte de cada hijo e hija.

La diferencia de los cuadrados de dos nimeros enteros consecutivos es 31. Hallar los nimeros.
La edad de A es el triple de la de B, y la de B es 5 veces la de C. B tiene 12 anos mas que C. ¢Qué
edad tiene cada uno?

Dentro de 5 anos la edad de A serd el triple de la de B, y 15 anos después la edad de A sera el doble
de la de B. Hallar las edades actuales.

El martes gané el doble de lo que gané el lunes; el miércoles el doble de lo que gané el martes; el
jueves el doble de lo que gané el miércoles; el viernes $30 menos que el jueves y el sabado $10
mas que el viernes. Si en los 6 dias he ganado $911, écuéanto gané cada dia?

Ejercicio
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20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

21.

28.

29.

30.

31.

32.
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Hallar dos nimeros cuya diferencia es 18 y cuya suma es el triple de su diferencia.

Entre Ay B tienen $36. Si A perdiera $16, lo que tiene B seria el triple de lo que le quedaria a A.
¢Cuanto tiene cada uno?

Atiene el triple de lo que tiene B, y B el doble de lo de C. Si A pierde $1y B pierde $3, la diferencia de
lo que les queda a Ay a B es el doble de lo que tendria C si ganara $20. ¢Cuanto tiene cada uno?

Cinco personas compraron una tienda contribuyendo por partes iguales. Si tuvieran 2 socios mas,
cada uno pagaria 800,000 bolivares menos. ¢Cuanto costo la tienda?

Una persona comprd dos caballos y pagé por ambos $120,000. Si el caballo de menor precio costo
$15,000 mas y el otro costo el doble, écudnto costd cada caballo?

A'y B empiezan a jugar con 80 quetzales cada uno. ¢Cudnto ha perdido A si B tiene ahora el triple
de lo que tiene A?

A'y B empiezan a jugar teniendo A doble dinero que B. A pierde $400 y entonces B tiene el doble de
lo que tiene A. ¢Con cuanto empezo a jugar cada uno?

Compré cuadruple nimero de caballos que de vacas. Si hubiera comprado 5 caballos mas y 5
vacas mas tendria triple nimero de caballos que de vacas. ¢Cuéantos caballos y cuantas vacas
compré?

Cada dia, de lunes a jueves, gano $60 mas que lo que gané el dia anterior. Si el jueves gano el
cuadruple de lo del lunes, écuanto gano cada dia?

Tenia cierta suma de dinero. Ahorré una suma igual a lo que tenia y gasté 50 nuevos soles; luego
ahorré una suma igual al doble de lo que me quedaba y gasté 390 nuevos soles. Si ahora no tengo
nada, ¢cudnto tenia al principio?

Una sala tiene doble largo que ancho. Si el largo se disminuye en 6 m y el ancho se aumenta en 4
m, la superficie de la sala no varia. Hallar las dimensiones de la sala.

Hace 5 afos la edad de un padre era tres veces la de su hijo y dentro de 5 afos sera el doble. ¢Qué
edades tienen ahora el padre y el hijo?

Dentro de 4 anos la edad de A serd el triple de la de B, y hace 2 anos era el quintuple. Hallar las
edades actuales.
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Hypatia (370-415 d. C.). Una excepcional mujer griega, hija  toteles y se pone al frente del pensamiento neoplatonico. Hy-
del fildsofo y matematico Tedn. Se hizo célebre por su saber,  patia pertenecio al grupo de los ltimos matematicos griegos.
por su elocuencia y por su belleza. Nacida en Algjandria, viaja ~ Se distinguid por sus comentarios a las obras de Apolonio y
a Atenas donde realiza estudios; al regresar a Alejandria fun-  Diofanto. Murié asesinada barbaramente.

da una escuela donde ensena las doctrinas de Platon y Aris-

Capitulo X
DESCOMPOSICION FACTORIAL

FACTORES @

Se llaman factores o divisores de una expresion algebraica a las expresiones algebraicas que
multiplicadas entre si dan como producto la primera expresion.
Asi, multiplicando a por a + b tenemos:

a@+b)=a’+ab
aya+ b, que multiplicadas entre si dan como producto a® + ab, son factores o divisores de

a’+ab.
Del propio modo,

X+2)(x+3)=x*+5x+6

luego, x + 2 y x + 3 son factores de x* + 5x + 6.

DESCOMPONER EN FACTORES 0 FACTORIZAR una expresion algebraica es convertirla
en el producto indicado de sus factores.

FACTORIZAR UN MONOMIO @

Los factores de un monomio se pueden hallar por simple inspeccion. Asi, los factores de
15ab son 3, 5, a y b. Por tanto:

15ab=3-5ab
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FACTORIZAR UN POLINOMIO

No todo polinomio se puede descomponer en dos 0 mas factores distintos de 1, pues del
mismo modo que, en Aritmética, hay nimeros primos que sélo son divisibles entre ellos mis-
mos Yy entre 1, hay expresiones algebraicas que so6lo son divisibles entre ellas mismas y
entre 1, y que, por tanto, no son el producto de otras expresiones algebraicas. Asia + b no
puede descomponerse en dos factores distintos de 1 porque solo es divisible entrea + b y
entre 1.

En este capitulo estudiaremos la manera de descomponer polinomios en dos 0 mas
factores distintos de 1.

CASO |

CUANDO TODOS LOS TER!VIINOS DE UN POLINOMIO
TIENEN UN FACTOR COMUN

a) Factor comiin monomio.

1. Descomponer en factores a®+ 2a.
Los factores a® y 2a contienen en coman a. Escribimos el factor comun a como
coeficiente de un paréntesis; dentro del paréntesis escribimos los cocientes de dividir
a®+a=ay?2a+a=2,ytendremos:

a’+2a=a@+2) R

2. Descomponer 106 — 30ab.

Los coeficientes 10 y 30 tienen los factores comunes 2, 5y 10. Tomamos 10 por-
que siempre se saca el mayor factor comun. De las letras, el Gnico factor comdn es
b porque esta en los dos términos de la expresion dada y la tomamos con su menor
exponente b.

El factor comun es 10b. Lo escribimos como coeficiente de un paréntesis y den-
tro ponemos los cocientes de dividir 106 + 10b =1y —30ab? +10b =—3ab y tendre-
mos:

10b — 30ab®=106(1 — 3ab) R.

3. Descomponer 10a° — 5a + 15a°.
El factor comun es 5a. Tendremos:
10a® — 5a + 15a° =5a(2a— 1+ 3a®) R.

4. Descomponer 18mxy? — 54m®%? + 36my>.

El factor comin es 18my?. Tendremos:

24212

18mxy? — 54m*%? + 36my? = 18my*(x — 3mx*+2) R.

5. Factorizar 6xy® — 9nx%y® + 12nx%° — 3n%*y°.
Factor coman 3xy”.

6xy® — 9nx?y® + 12nx%3 — 3n>*y3 = 3xy®(2 — 3nx + 4nx* —n’%°%) R.
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PRUEBA GENERAL DE LOS FACTORES @

En cualquiera de los diez casos que estudiaremos, la prueba consiste en multiplicar los fac-
tores que se obtienen, y su producto tiene que ser igual a la expresion que se factorizo.

Factorizar o descomponer en dos factores:
1. &% +ab 16. 8 +a’+a 30. 25x7 — 10x° + 15x° — 5x? g
2. b +b? 17. 4x2—8x + 2 31, X x4 2¢% - 3x® 'S
3. x4 x 18. 15y° + 20y2 — 5y 32. 922 — 12ab + 15a%° — 24ab°
4. 38 -a 19. a® —a’ +ax? 33. 16x%2 — 8x%y — 24x%y? -
5. x°—4x* 20. 2a% + 2ax® — 3ax — 40x%y°
6. 5m*+15m® 21 X3+ x° X" 34. 12m®n + 24m*n® — 36m*n’
7. ab - bc 22. 14x%* — 28x* + 56x* +48m°n*
8. Xy +x%z 23. 34ax’ + 51a% — 68ay’ 35. 100a%h’c — 150ab%c?
9. 2a% + 6ax® 24. 96 — 48mn* + 144n° + 50abc® — 200abc?

10.8m? —12mn 25. a®h’c? —a’cx*+a’cly? 36 X —x*+x*—xP+x

11. 9a%° — 18ax’ 26. 55m°n’x + 110m?n°x* 37. a* - 2a° + 3a* — 4a° + 6a°

12. 15¢%% + 60c%d® - 220m*?® 38. 3a%h + 6ab — 5a°h? + 8a’bx

13. 35m*n® — 70m® 27. 93a%?% — 62a%x%% —124a>  +4ab’m

14. abc + abc? 28. x—x*+x3—x* 39. 8% -a"%+a%-a+a*-a°

15. 24a%y® — 36x%y* 29. a® — 3a* + 8a® — 4a®

b) Factor comiin polinomio.

1. Descomponer x(a + b) + m(a + b).

Los dos términos de esta expresion tienen de factor comun el binomio (a + b).

Escribo (a + b) como coeficiente de un paréntesis y dentro del paréntesis escribo
los cocientes de dividir los dos términos de la expresion dada entre el factor comun
(@+b), osea:

x@+b) m(a+b)
@rb) XY @vn

=m y tendremos:

x@+b)+m@+b)=(@+»b) x+m) R.

2. Descomponer 2x(@@—1) —y(@—1).

Factor comdn (a — 1). Dividiendo los dos términos de la expresion dada entre el
factor comun (a — 1), tenemos:

2x(@a-1) _ -ya-1 _
@y Y ey~

Tendremos: 2x@@—1)-y@-1)=@-1)(2x-y) R.
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Factorizar o descomponer en dos factores:

E cak+1)+bx+1) 7.x@+1)-a-1 13. @@a-b+1)—b*@a—b+1)

g x@@+1)-3@+1) 8. &2 +1-b@+1) 18, 4m@ +x—1)+3n(—1+2)

oy 3. 2x—1)+yx—1) 9. X(x-2)-2¥(x-2) 15. x(2a+b+c)—2a—-b-c¢
.m@-b)+(@->b)n 10. 1—x+2a(1-x) 6. x+y)(n+1)-3n+1)
2 —=1)=3y(n-1) 1. dx(m-n)+n—-m 7. x+1)x-2)+3yx-2)

can+2)+n+2 12. —-m—n+x(m +n) 18.(a+3)(a+1) 4(@+1)

BALDOR ALGEBRA

Descomponer m(x + 2) +x + 2.
Esta expresion podemos escribirla: m(x +2) + (x +2) =mx +2) + 1(x + 2)
Factor comun: (x + 2)
Tendremos:
mx+2)+1x+2)=x+2)(m+1) R.

Descomponer a(x + 1) —x — 1.
Introduciendo los dos dltimos términos en un paréntesis precedido del signo — se
tiene:

ak+1)—x—-1=ax+1) -+ =ax+1)-1x+1)=x+1)(@-1) R.

Factorizar 2x(x +y +2) - x -y —Z
Tendremos:

UAX+Y+2)—X—y—-Z=2%X+Y+2) - X+y+2)=x+y+2)(2x-1) R.

Factorizar (x—a)(y +2) + b(y + 2).
Factor comun (y + 2). Dividiendo los dos términos de la expresion dada entre
(v + 2) tenemos:

x-a)y+2) _ bly+2) _
y+2) y+2)

= b; luego:

x—ay+2)+bly+2)=(y+2)x—a+b) R.

Descomponer (x +2)(x —1) — (x = 1)(x = 3).
Dividiendo entre el factor comun (x — 1) tenemos:

(x+2)(x-1)

x—-1N)(x- a
=1 ST = —(x - 3)

_ =
=x+2)y )

Por tanto:
(+2)x=1) = (x=1)-3) == 1)[(x+2) - (x-3)]
=x-1Nx+2-x+3)=x-1)(5)=5x-1) R.
Factorizar x@-1) +y(@-1)-a+1.

x@-1)+y@-1)-a+1=x@-1)+y@-1)-@-1=@-1x+y-1) R.
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19. (X2 +2)(m —n) +2(m —n) 2. @+b—-1)@+1)-a"—1

20. ax—-1)-(@+2)(x-1) 27. @+b-c)x-3)-(b-c-a)x-3)

21. 5x@ + 1)+ (x + 1)@ +1) 28. X (x—1)—2y(x—1)+2z(x—1)

22. (@a+b)@a—-b)—(@-b)a-n) 29.an+1)—-b(n+1)—n-1

23. (m+n)@-2)+m-n)@-2) 30. x@+2)—-a-2+3@+2)

20 X+m)x+1)—x+1)x—n) 3. (T+3a)x+1)—2ax+1)+3x+1)

25. Xx=3)x—4) + x—3)(x+4) 32. (X+2)(x+y—-2)—(x+2)—(x+y—1)(3x+2)
CASO I

FACTOR COMUN POR AGRUPACION DE TERMINOS

2)

3)

1) Descomponer ax + bx + ay + by.

Los dos primeros términos tienen el

factor comun x y los dos dltimos el fac-

tor comdn y. Agrupamos los dos pri- ax + bx +ay + by = (ax + bx) + (ay + by)
meros términos en un paréntesis y los =x@+b)+y@+b)
dos ultimos en otro precedido del sig- =(@+b)(x+y) R.
no + porque el tercer término tiene el
sSigno + y tendremos:
La agrupacion puede hacerse generalmente de mas de un modo con tal que los dos
términos que se agrupan tengan algun factor comdn, y siempre que /as cantidades que
quedan dentro de los paréntesis después de sacar el factor comln en cada grupo, sean
exactamente iguales. Si esto no es posible lograrlo la expresion dada no se puede des-
componer por este método.

Asi en el ejemplo anterior podemos ax+bx +ay + by = (ax +ay) + (bx + by)
agrupar el 1°y 3*términos que tienen el =a+y)+bkx+y)

factor comun a y el 2° y 4° que tienen =x+y)@a+b) R.

el factor comun b y tendremos:

resultado idéntico al anterior, ya que el orden de los factores es indiferente.

Factorizar 3m? — 6mn + 4m — 8n.

Los dos primeros términos tienen  3m? — 6mn + 4m — 8n = (3m* — 6mn) + (4m — 8n)
el factor comtn 3m y los dos ulti- =3m(m — 2n) + 4(m — 2n)
mos el factor comdn 4. Agrupan- / =m-2n@E3m+4) R.
do, tenemos:

Descomponer 2x2 — 3xy — 4x + 6y.

Losdosprimerostérminostienenelfac-

tor comun x y los dos ultimos el factor

comun 2, luego los agrupamos pero 2x* — 3xy — 4x + 6y = (2x* — 3xy) — (4x — 6y)
introducimos los dos ultimos términos =Xx(2x — 3y) — 2(2x — 3y)
en un paréntesis precedido del signo — =(2x-3y)x—-2) R.
porque el signo del 3* término es —,

para lo cual hay que cambiarles el

signo y tendremos:




148 BALDOR ALGEBRA

También podiamos haber agrupado el
1°y 3° que tienen el factor coman 2x,  2x* — 3xy — 4x + 6y = (2x* — 4x) — (3xy — 6y)

y el 2° y 4° que tienen el factor comun/4 =2X(x—-2)-3yx-2)

3y y tendremos: =x-2)(2x-3y) R.
4) Descomponer X +2% - 2ax — 2az% = (x + 2%) — (2ax + 2az®)

X+22 - 2ax — 2az. ——————~ (x+z) 2a(x + 2

=(x+2z%(1-2a) R
X +2° - 2ax — 2az% = (x — 2ax) + (2° — 2az%)
Agrupando =x(1-2a)+z (1 —2a)
1°y 3° 2°y 4° tenemos: J (1-2a) x+2° R.
3ax — 3x + 4y — day = (3ax — 3x) + (4y — 4ay)
@-1)+4y(1-a)

x(a—1)—4y(a—1)
@-1)@3x-4) R.

Obsérvese que en la segunda linea del ejemplo anterior los binomios (@ — 1) y (1 — a)
tienen los signos distintos; para hacerlos iguales cambiamos los signos al binomio
(1 —a) convirtiéndolo en (a — 1), pero para que el producto 4y(1 — a) no variara de signo
le cambiamos el signo al otro factor 4y convirtiéndolo en —4y. De este modo, como he-
mos cambiado el signo a un nimero par de factores, el signo del producto no varia.

5) Factorizar 3ax — 3x + 4y — 4ay.

En el ejemplo anterior, agrupando, 3ax — 3x + 4y — day = (3ax — 4ay) — (3x — 4y)

19y 40y 2°y 3° tenemos; ———— — a(3x— 4y) - (3x— 4y)
=x-4y)@a-1) R

6) Factorizar aX—ay+az+x—-y+z=(@x-ay+az)+x—-y+2)
ax-—ay+az+x—y+z — =aX-y+2)+x-y+2)

=x-y+2z@+1) R

7) Descomponer a’ — ax® — 2a% + 2axy +x* — 2x%.
Agrupando 1°y 3°, 2°y 4°, 5°y 6°, tenemos:
a’x — ax? — 2a% + 2axy + x* — 2x%y = (% — 2a%y) — (ax® — 2axy) + (x* — 2x%)
a’(x —2y) —ax(x — 2y) + x* (x - 2y)
x—2y)@—-ax+x% R.

Agrupando de otro modo:
ax —ax®—2a%y + 2axy +x* — 2xy = (azx —ax® +x%) — (2a%y — 2axy + 2x%)
= x(a —ax+x%) = 2y(@® — ax + X7
=@ -ax+x)(x-2y) R.

Factorizar o descomponer en dos factores:

P 1. a’+ab+ax+bx 6. X’ —a?+x—aXx 11. 4a% — 4a’b + 3bm — 3amx

=) 2. am—bm+an—bn 7. 48— 1-a* + 4a 12. Bax +3a + 1+ 2

g 3. ax — 2bx — 2ay + 4by 8. x+X—xy?—y? 13. 3x* - 9ax® —x + 3a

iy 4. a’? — 3bx? + a%? — 3by? 9. 3abx? — 2y — 2x* + 3aby®  14. 2a’ — 5a’y + 15by — 6bx
5. 3m — 2n — 2nx* + 3mx* 10. 3a — b? + 2b% — Bax 15. 20% + 2% + y*2* + xy°
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16. 6m — 9n + 21nx — 14mx 24. 2am—-2an+2a-m+n-1

17. n% — 5a%? — n%*? + 5a’ 25. 3ax —2by — 2bx —6a + 3ay + 4b

18. 1+a+3ab +3b 26. a+a+a’+1+x°+ax?

19. 4am® —12amn —m®+3n 27. 3a® - 3a%b + 9ab® —a® +ab - 3b°

20. 20ax — 5bx — 2by + 8ay 28. 2x* — nx® + 2x2* — nz% - 3ny® + bxy?

21. 3 — x? + 2abx® — 6ab 29. 3x® + 2axy + 2ay? — 3xy® — 2ax* — 3x
22. a%+a*+a+1 30. a%b® — n* +a’b%” — n*x® — 3a%% + 3n*x
23. 3a® — 7b% + 3ax — 7ab?
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CASO 11l

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otra cantidad, o sea, cuando
es el producto de dos factores iguales.

Asi, 4a* es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de 2a.

En efecto: (2a)? = 2a x 2a = 4a® y 2a, que multiplicada por si misma da 4a°, es la raiz
cuadrada de 4a°.

2 Obsérvese que (-2a)° = (—2a) x (—2a) = 4a*; luego, —2a es también la raiz cuadrada de

4a”,

Lo anterior nos dice que la raiz cuadrada de una cantidad positiva tiene dos signos: +y —.

En este capitulo nos referimos sdlo a la raiz positiva.

RAIZ CUADRADA DE UN MONOMIO

Para extraer la raiz cuadrada de un monomio se extrae la raiz cuadrada de su coeficiente
y se divide el exponente de cada letra por 2.

Asi, la raiz cuadrada de 9a°h* es 3ab? porque (3ab?)? = 3ab? x 3ab® = 9a°h*.

La raiz cuadrada de 36x°® es 6x%*.

Un trinomio es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de un binomio, o sea, el producto
de dos binomios iguales.

Asi, a® + 2ab + b? es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de a + b.

En efecto:

(@+b)*=(a+b)@+h)=a*+2ab + b*

Del mismo modo, (2x + 3y)? = 4x* + 12xy + 9y luego 4x* + 12xy + 9y? es un trinomio
cuadrado perfecto.

REGLA PARA CONOCER SI UN TRINOMIO
ES CUADRADO PERFECTO

Un trinomio ordenado en relacion con una letra es cuadrado perfecto cuando el primero y
tercero términos son cuadrados perfectos (o tienen raiz cuadrada exacta) y positivos, y el
segundo término es el doble producto de sus raices cuadradas.
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Asi, a® — 4ab + 4b? es cuadrado perfecto porque:

Raiz cuadradade a®. ......... a
Raiz cuadrada de 4b°. .. ... ... 2b

Doble producto de estas raices: 2 x a x 2b = 4ab, segundo término.
36x2 — 18xy* + 4y®, no es cuadrado perfecto porque:

Raiz cuadrada de 36x%. .. ... .. 6x
Raiz cuadrada de 4y®. .. ... ... 2y

Doble producto de estas raices: 2 x 6x x 2y* = 24xy*, que no es el segundo término.

REGLA PARA FACTORIZAR UN TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Se extrae la raiz cuadrada al primer y tercer términos del trinomio y se separan estas
raices por el signo del segundo término. El binomio asi formado, que es la raiz cuadrada
del trinomio, se multiplica por si mismo o se eleva al cuadrado.

1) Factorizar m*+2m + 1.

m*+2m+1=m+1)(m+1)=m+1)?> R.
m 1

2) Descomponer 4x* + 25y2 — 20xy.
Ordenando el trinomio, tenemos:
4x® — 20xy + 25y% = (2x — 5y)(2x — 5y) = (2x — 5y)°* R.
2x 5y

IMPORTANTE

Cualquiera de las dos raices puede ponerse de minuendo. Asi, en el ejemplo anterior se
tendra también:

4x® — 20xy + 25y% = (5y — 2x) (5y — 2x) = (5y — 2x)?
2X 5y

porque desarrollando este binomio se tiene:
(5y — 2x)? = 25y — 20xy + 4x*

expresion idéntica a 4x2 — 20xy + 25y2, ya que tiene las mismas cantidades con los mis-
mos Signos.

3) Descomponer 1 — 16ax? + 64a°x".
1-16ax?+ 64a%" = (1 — 8ax?)? = (8ax’— 1)* R.

1 8ax?
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4)

9)

6)

Factorizar x*+ bx + %
Este trinomio es cuadrado perfecto porque: raiz cuadrada de x> = x; raiz cuadrada de
b2 b
y el doble producto de estas raices: 2x x xf bx,
2 2
luego: x2+bx+%:(x+g R.
Factorizar 1-b 4 b°
4 3 9
Es cuadrado perfecto porque: raiz cuadrada de %=%; raiz cuadrada de
b2 y 2x 1 ><§ b |uego:
1 b, _(1_bV_[b_1
r?v(& 5) ‘(5 E)
CASO ESPECIAL

(@-b)>.

La regla anterior puede aplicarse a casos en que el primer o tercer términos del trinomio
0 ambos son expresiones compuestas. Asi, en este caso se tiene:

Descomponer a* + 2a(a — b) +

151

a®+2a@-b)+@-bh’=a+@-bP=@+a-b’=2a-b’ R.
(@-b)
7) Factorizar (x +y)? — 2(x +y)(@ + X) + (@ + x)°.
X+y)P-2+y)@+x) +@+x>=[x+y) — @+x1?
X+y) @+x :(x+y—a—x)2
~-a=@-y° R

Factorizar o descomponer en dos factores:
1. 8% - 2ab + b? 16. 1+4a'%— 23° ol oy
2. a2+ 2ab + b? 17. 49m° — 70am®n? + 25a%n*  27- 16X° =2y "+
3. X —2x+1 18. 100x™ — 60a*xy® + 9a’y™ i .
4y +1+2) 19. 121 + 198x° + 81x™ 2, T A
5. a°—10a+25 20. @® — 24am’x® + 144m‘x*  29. a*+ 2a(a +b) + (a + b)?
6. 9 — Bx + X2 21. 16 — 104x + 169x* 30. 4—4(1-a)+ (1 -a)
7. 16+ 40x? + 25x* 22. 400%™ + 40x° + 1 31. 4m’* - 4m(fé —m) + (ng;m)2
8. 1+49a° - 14a 2 _ 2 32. (m - n)+ (m—n)+
o o o 23. G-ab+h 33, (@ +X)°—2@+X)(X+y) +
10. 1-2a°+a° 2b , b (x+y)

24. 1+22+5 _
1. 2%+ 182" + 81 37 34. Em+n; 2(@—m)(m+n) +
12. 8 2a°° +b° 25. g~ g’ + b 3. 4(1-+a)' - 4(1 +2)0 - 1)+
13. 4x2 = 12xy + 9y? 4 (b - 1)
14. 9b® — 30a°b + 25a° 26, 142 _x* 36. X —y)° + 12— p) (X +y) +
15. 1+ 14x% + 49x*y? % 3% 3 4(x+y)

Ejercicio
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Ejercicio
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CASO IV

DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS

En los productos notables (89) se vio que la suma de dos cantidades multiplicadas por
su diferencia es igual al cuadrado del minuendo menos el cuadrado del sustraendo, 0
sea, (a + b)(a — b) = a® — b luego, reciprocamente,

a’-b*=(@+b)a->b)
Podemos, pues, enunciar la siguiente:

REGLA PARA FACTORIZAR UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS

Se extrae la raiz cuadrada al minuendo y al sustraendo y se multiplica la suma de estas
raices cuadradas por la diferencia entre la raiz del minuendo y la del sustraendo.

1) Factorizar 1 — 2%
La raiz cuadrada de 1 es 1; la raiz cuadrada de a® es a. Multiplico la suma de estas
raices (1 + a) por la diferencia (1 —a) y tendremos:

1-a=(1+a)(1-a) R
2) Descomponer 16x* — 25y*.
La raiz cuadrada de 16x? es 4x; la raiz cuadrada de 25y* es 5y°.

Multiplico la suma de estas raices (4x + 5y?) por su diferencia (4x — 5y?) y tendre-
mos:

16x° — 25" = (4x + 5y%) (4x - 5y%) R.
3) Factorizar 49x°y%2'"° — ',
49x%°7"° —a'% = (Txy°z° + a°) (7xy°2° —a°) R.
@ b

4) Descomponer T g

P 2 , 4 2
La raiz cuadrada de % es % y la raiz cuadrada de % es % Tendremos:
2 4 2 2
a_b _|a, b )a_b
4 9 (2 *3 )(2 3 J R.

8% — 9b*™ = (@" + 3b°™) (@ — 3b*™) R.

5) Factorizar a®" — 9b*".

Factorizar o descomponer en dos factores:

CxE—yP 8. 1-y° 15. @'’ — 49p"™

, EB=1 9. 42> -9 16. 25x%* — 121

! a2—42 10. 25—36)2(“2 17. 1902n2n“—169y5
.9-b 11. 1-49a°b 18. a'm’n® — 144

1 —4m? 12. 4x* - 81y* 19. 196x%* — 2257
.16 —n? 13. a’b® - ¢? 20. 256a'2 — 289b*m"

.a*-25 14. 100 — x?°® 21. 1-9ab*c%a®
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22. 361x™ -1 7. X V72 32. a*" — 225b*
’ 100 81 ’
1 2 x®  43"° 165" y
g g L 16x°m -2
2 4 s 2 49 121 3 49
2. 1-2 29. 100m%n* — 1 x8 34, 492" _ b
% ' 16 ' 81
1 4x° o pon onpan 1
25, ———— L - Latht - —
5 16 49 30. a b 35 2%
a _x° o1 1 o
26. %6 25 31. 4x 9 36. 100 X
CASO ESPECIAL
1. Factorizar (a + b)? — ¢

La regla empleada en los ejemplos anteriores es aplicable a las diferencias de cuadra-
dos en que uno 0 ambos cuadrados son expresiones compuestas.

Asi, en este caso, tenemos:

La raiz cuadrada de (a + b)? es (@ + b).
La raiz cuadrada de ¢? es c.

Multiplico la suma de estas
raices (a+b) + ¢ por la diferencia @+b3?—-c*=[@a+b)+c]ll@a+b)—c]
(@+b) —cytengo: 7 =@+b+c)@a+b-c) R.

Descomponer 4x* — (x +y)°.

La raiz cuadrada de 4x° es 2x.
La raiz cuadrada de (x + y)? es (x + ).

Muttiplico la suma de estas rai- A% — (X +y)2 =2+ (X +y)][2X = (x +y)]
ces 2x + (x + y) por la diferencia A =(A+X+Y)(2X=Xx—})
2X — (x +y) y tenemos: =x+y)x-y) R

Factorizar (a +X)* — (x + 2)

La raiz cuadrada de (2 + x)® es (@ + X).
La raiz cuadrada de (x + 2)> es (x + 2).

Multiplico lasumadees- (@ +x)°— (x+2)*=[@+X) + X+ 2)][@+X) — (x + 2)]
tas raices (@ +x) + (x + 2) por =@+x+x+2)@+x-x-2)
la diferencia (a +x) — (x + 2)/ =@+2+2)@-2) R.
y tengo:
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Descomponer en dos factores y simplificar, si es posible:
1. (x+y)?-a° 13. (@a—2b)° — (x +y)? 25. (2a+b —c)*— (@ +b)>?
2. 4—(@+1)? 14. (2a—-c)®—(@@+c¢)° 26. 100 — (x —y +2)°
3. 9—(m+n)? 15. (x+1)° — 4% 27. X — (y —x)°
4. (m—-n)*-16 16. 36x% — (@ + 3x)° 28. (2x+3)*— (5x - 1)°
5. (x—y)? - 42 17. 8- @-1)° 29. (X—y+2)*— (Y — 2+ 2x)?
6. (@+2b)2—1 18. (a—1)2— (m— 2)? 30, (2x+1)2— (x + 4)?
7.1-(x—2y)?° 19. (2x—3)%— (x—5)° 3. @+ 2+ 12— (x+a—-1)7°
8. (x+2a)° —4x® 20. 1— (5a + 2x)? 32. 4(x +a)® — 49y°
9. (@+h)?-(c+d? 21. (7x +y)* - 81 33. 25(x —y)* — 4(x +y)?
10. (a—b)* - (c —d)? 22. m® — (m*-1)? 34. 36(m +n)®> —121(m —n)®
1. (x+1)2 = 16x2 23. 162" — (222 + 3)?
12. 64m?® — (m — 2n)? 24. (x—y)* - (c+d)°

CASOS ESPECIALES

COMBINACION DE LOS CASOS Il Y IV

Estudiamos a continuacion la descomposicion de expresiones compuestas en las cuales
mediante un arreglo conveniente de sus términos se obtiene uno o dos trinomios cuadrados
perfectos y descomponiendo estos trinomios (Caso Ill) se obtiene una diferencia de cuadra-
dos (Caso IV).

1.

Factorizar a® + 2ab + b* — 1.
Aqui tenemos que a° + 2ab + b? es un trinomio cuadrado perfecto; luego:

a*+2ab +b*—1=(a®+ 2ab + b*) — 1
(factorizando el trinomio) = (a + b)* — 1
(factorizando la diferencia de cuadrados) =(@+b+1)@+b—-1) R.

Descomponer a° + m? — 4b* — 2am.

Ordenando esta expresion, podemos escribirla: a® — 2am + m? — 4b%, y vemos que
a’ — 2am + m? es un trinomio cuadrado perfecto; luego:

a’ —2am +m? — 4b® = (a° — 2am + m?) — 4b*
(factorizando el trinomio) = (a — m)® — 4b*
(factorizando la diferencia de cuadrados) = (@ —m + 2b)(@ —m —2b) R.

Factorizar 922 — x® + 2x — 1.

Introduciendo los tres (ltimos términos en un paréntesis precedido del signo — para
que x* y 1 se hagan positivos, tendremos:

92 —x*+2x—1=9a°— (x** — 2x + 1)
(factorizando el trinomio) = 9a® — (x — 1)?
(factorizando la diferencia de cuadrados) = [3a + (x — 1)][3a — (x — 1)]
=@Ba+x-1)3a-x+1) R



CA

PITULO X Descomposicion factorial

4. Descomponer 4x* —a* + y* — 4xy + 2ab — b*.

El término 4xy nos sugiere que es el segundo término de un trinomio cuadrado per-
fecto cuyo primer término tiene x* y cuyo tercer término tiene y® y el término 2ab nos
sugiere que es el segundo término de un trinomio cuadrado perfecto cuyo primer término
tiene a y cuyo tercer término tiene b% pero como —a? y —b? son negativos, tenemos que
introducir este ultimo trinomio en un paréntesis precedido del signo — para hacerlos po-
sitivos, y tendremos:

4x® — @ +y* — 4xy + 2ab — b? = (4x* — dxy + y?) — (a° — 2ab + b?)
(factorizando los trinomios) = (2x - y)* — (@ — b)?
(descomponer la diferencia de cuadrados) = [(2x —y) + (@ — b)][(2x —y) — (@ — b)]
=(X-y+a-b)2x-y—-a+b) R.
5. Factorizar a® — 9n* — 6mn + 10ab + 256> — m®.

El término 10ab nos sugiere que es el segundo término de un trinomio cuadrado per-
fecto cuyo primer término tiene a® y cuyo tercer término tiene b2, y 6mn nos sugiere que
es el 2° término de un trinomio cuadrado perfecto cuyo primer término tiene m?y cuyo
tercer término tiene n% luego, tendremos:

a% — 9n% — 6mn + 10ab + 25b* — m? = (a* + 10ab + 25b%) — (M* + 6mn + 9n?)
(descomponiendo los trinomios) = (a + 5b)? — (m + 3n)?
(descomponer la diferencia de cuadrados) = [(@ + 5b) + (m + 3n)][(a + 5b) — (M + 3n)]
=@+5+m+3n)@+5 -m-3n) R.
Factorizar o descomponer en dos factores:
1. a%+2ab +b*—x? 20. 25 —x* — 16y% + 8xy
2. X° =2y +y*—m? 21. 92 —a®—4m® + 4am
3. m%+2mn+n®-1 22. 16x%° + 12ab — 4a® — 9b®
4. 2%-2a+1-b° 23. —a®+25m*-1-2a
5. n%+6n+9-c? 24. 49x* — 25x% — 9y + 30xy
6. a°+x2+2ax — 4 25. a2 —2ab + b* - ¢* - 2cd - d?
7. &%+ 4 — 4a — 9b? 26. X+ 2xy + y* —m® + 2mn — n?
8. X*+4y* —dxy -1 27. a®+ 4b% + 4ab — x> - 2ax — a*
9. a® — Bay + 9y? — 4x* 28. x*+ 4a* — 4ax —y* — 9b® + 6by
10. 4x2 + 25y% — 36 + 20xy 29. m? —x*+9n? + 6mn — 4ax — 4a?
11. 9x* — 1 + 16a° — 24ax 30. 9x? + 4y® —a® — 12xy — 25b> — 10ab
12. 1+ 64a’h? —x* - 16ab 31. 2am —x* -9 +a*+m® - 6x
13. @ - b® - 2bc — ¢? 32. x*—9a* +6a’h + 1+ 2x — b?
14. 12>+ 2ax — x* 33. 16a> -1 —10m + 9x* — 24ax — 25m°
15. m? —x* = 2xy — y* 34. 9m? — a® + 2acd — c®d? + 100 — 60m
16. ¢ —a?+2a—1 35. 4a® — 9x* + 49b% — 30xy — 25y% — 28ab
17. 9—n®-25—-10n 36. 225a° — 169b% + 1 + 30a + 26b¢ — ¢?
18. 42> —x*+4x -4 3. X -y A+ dx—1-2
19. 1 -a?—9n%—6an 38. 82— 16 —x*+ 36 + 12a — 8x

Ejercicio
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CASOV
TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION Y SUSTRACCION

1. Factorizar x* + x%? + y*.

Veamos si este trinomio es cuadrado perfecto. La raiz cuadrada de x* es x% la raiz
cuadrada de y* es y° y el doble producto de estas raices es 2x%?; luego, este trinomio no
es cuadrado perfecto.

Para que sea cuadrado perfecto hay que lograr que el 2° término xy se convierta
en 2x°y? lo cual se consigue sumandole x%2, pero para que el trinomio no varie hay que
restarle la misma cantidad que se suma, x?%? y tendremos:

X+ Xty
+ XY %
X+ 2+ Yy =Xy = (x

X 1y — Xy

(X2 +y2)2 _X2y2

+y2+xy) (0 +y2 —xy)
(ordenando) = (x> +xy +y?) (x> -xy+y% R.

(factorizando el trinomio cuadrado perfecto)
2

(factorizando la diferencia de cuadrados) = (x

2. Descomponer 4a* + 8a°b* + 9b*.

La raiz cuadrada de 4a* es 2a% la raiz cuadrada de 9b* es 3b° y el doble producto
de estas raices es 2 x 2a° x 3b? = 12a°h?; luego, este trinomio no es cuadrado perfecto
porque su 2° término es 8a°h? y para que sea cuadrado perfecto debe ser 12a°h%

Para que 8a°h? se convierta en 12a%h? le sumamos 4a°h? y para que el trinomio no
varie le restamos 4a’b® y tendremos:

4a* + 8a’h® + 9b*
+ 4a%h’ — 4a°b?
da* + 1227 + 9b* — dalb? = (da* + 124D + 9b°) — 4a%h?
(28 + 3b%)? — 4a%h?
(
(

(factorizando el trinomio cuadrado perfecto)
2a° + 3b* + 2ab) (2a* + 3b® — 2ab)

(factorizando la diferencia de cuadrados) =
= (2a% + 2ab + 3b%)(2a® — 2ab + 3b%) R.

(ordenando)

3. Descomponer a* — 16a°h* + 36b".

La raiz cuadrada de a* es a; la de 36b* es 6b°. Para que este trinomio fuera cuadrado
perfecto, su 2° término debia ser —2 x a® x 6b* = —12a°h? y es —16ah?; pero —16a%h? se
convierte en —12a%h® sumandole 4a°b?, pues tendremos: —16a°h? + 4a%h® = —12a%h?% y
para que no varie le restamos 4a’h?, igual que en los casos anteriores y tendremos:
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a* - 16a%? + 36b°*
+ 4a%h? — 4a°h®
a'—12a°h% + 36b" — 4a’b® = (a* — 12a°h® + 36b%) — 4a’b?
= (a2 — 6b%)? — 4a%h®
= (a® — 6b* + 2ab)(a® — 6b* — 2ab)
= (a®+ 2ab — 6b)(a* — 2ab — 6b%) R.

4. Factorizar 49m* — 151m®n* + 81n®.
La raiz cuadrada de 49m* es 7m? la de 81n® es 9n*. EI 2° término debia ser
-2 x7m*x9n*=-126m’n*y es —151m?n*, pero —151m°n* se convierte en —126m?*n*
sumandole 25m°n*, pues se tiene: —151m?n* + 25m?n* = —126m?*n*, y para que no
varie le restamos 25m?n* y tendremos:

49m* — 151m?n* + 81n°
+ 25mn* — 25m°n*
49m* —126m®n* + 81n® — 25m?n*

(49m - 126m?n* + 81n%) — 25m?*n*

= (7Tm* - 9n*)? - 25m°n*

= (7m* = 9n*+ 5mn?) (Tm? — 9n* — 5mn?)

= (7m*+5mn? — 9n*) (Tm*-5mn*-9n*) R.

Factorizar o descomponer en dos factores:

1.8 +a+1 11. 25a* + 54a%b* + 49b* 21. 144+ 23n° + 9n™ .g
2. m*+m’n®+n* 12. 36x* — 109x%°% + 49y* 22. 16 -9¢* +¢® =
3. x%+3x'+4 13. 81m®+2m* + 1 23. 64a‘ — 169a°h* + 81b° =
4. 3" +2a%+9 14. ¢* — 45¢% + 100 24. 225+ 5m* +m*
5.a'—3a%%+b’ 15. 4a° - 53a'h* + 49b° 25. 1-126a°h* + 169a*h®
6. X' — 6x°+ 1 16. 49 + 76n° + 64n* 26. x'y* + 21x%% + 121
7. 4a* + 3a%h® + 9b* 17. 25x* — 139x%2 + 81y* 27. 49¢® + 75¢*m®n® + 196m*n*
8. 4x*—29x* + 25 18. 49x® + 76x"y* + 100y® 28. 81a'h® — 292a%h*® + 256x°
9. x® + 4x'y" + 16)° 19. 4 -108x% + 121x*

10. 16m* - 25m®n® + 9n* 20. 121x* — 133x%* + 36y

CASO ESPECIAL

FACTORIZAR UNA SUMA DE DOS CUADRADOS

En general, una suma de dos cuadrados no tiene descomposicion en factores racionales,
es decir, factores en que no haya raiz, pero hay sumas de cuadrados que, sumandoles y
restandoles una misma cantidad, pueden llevarse al caso anterior y descomponerse.
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1) Factorizar a* + 4b*.
La raiz cuadrada de a* es a% la de 4b* es 2b®. Para que esta expresion sea un trinomio
cuadrado perfecto hace falta que su segundo término sea 2 x a® x 2b® = 4a°b°. Entonces,
igual que en los casos anteriores, a la expresion a* + 4b* le sumamos y restamos 4ah’ y
tendremos:
a' +4b*
+ 4a%h® — 4a%h°
a' + 4a’h’® + 4b* — 4ah? = (@' + 4a°b” + 4b*) — 4a’h®
(a2 + 2b7)% — 4a2b?
(@ + 2b° + 2ab) (a® + 2b* — 2ab)
= (@° + 2ab + 2b%)(a* — 2ab + 2b%) R.

[1=]

Ejercicio

Factorizar o descomponer en dos factores:

1. x* + 64y* 4. 4m* +81n* 7. 1+4n*
2. 4x% 4 y° 5. 4+ 625x¢° 8. 64x° 4"
3. a* + 324p* 6. 64 +a" 9. 81a* + 64b*

CASO VI
TRINOMIO DE LA FORMA x* + bx + ¢

Trinomios de la forma x? + bx + ¢ son trinomios como

X*+5X +6, m? +5m — 14,
a>—2a— 15, y?—8y+15

que cumplen las condiciones siguientes:

1) El coeficiente del primer término es 1.
2) El primer término es una letra cualquiera elevada al cuadrado.

3) El segundo término tiene la misma letra que el primero con exponente 1y su coefi-
ciente es una cantidad cualquiera, positiva o negativa.

4) El tercer término es independiente de la letra que aparece en el 10. y 20. términos y
es una cantidad cualquiera, positiva o negativa.

REGLA PRACTICA PARA FACTORIZAR UN TRINOMIO
DE LA FORMA x? + bx + ¢

1) Eltrinomio se descompone en dos factores hinomios cuyo primer término es x, o sea
la raiz cuadrada del primer término del trinomio.



CAPITULO X Descomposicién factorial

2) En el primer factor, después de x se escribe el signo del segundo término del trinomio,
y en el segundo factor, después de x se escribe el signo que resulta de multiplicar el
signo del segundo término del trinomio por el signo del tercer término del trinomio.

3) Silos dos factores binomios tienen en el medio signos iguales se buscan dos nimeros
cuya suma sea el valor absoluto del segundo término del trinomio y cuyo producto
sea el valor absoluto del tercer término del trinomio. Estos nimeros son los segundos
términos de los binomios.

4) Si los dos factores binomios tienen en el medio signos distintos se buscan dos nu-
meros cuya diferencia sea el valor absoluto del segundo término del trinomio y cuyo
producto sea el valor absoluto del tercer término del trinomio. El mayor de estos
nimeros es el segundo término del primer binomio, y el menor, el segundo término
del segundo bhinomio.

Esta regla practica, muy sencilla en su aplicacion, se aclarara con los siguientes:

1) Factorizar x* + 5x + 6.

El trinomio se descompone en dos binomios cuyo primer término es la raiz cuadrada de

x% 0 seax:

X+5%+6 x ) )

En el primer binomio después de x se pone signo + porque el segundo término del tri-
nomio +5x tiene signo +. En el segundo binomio, después de x, se escribe el signo que
resulta de multiplicar el signo de +5x por el signo de +6 y se tiene que + por + da + o

Sea:

X+5+6 X+ X+ )

Ahora, como en estos binomios tenemos signos iguales buscamos dos nimeros que

cuya suma sea 5 y cuyo producto sea 6. Esos nimeros son 2 y 3, luego:
X2+5%x+6 =(x+2)(x+3) R.

2) Factorizar x> — 7x +12.
Tendremos: X¥=Tx+12 - Y- )

En el primer binomio se pone — porque —7x tiene signo —.

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de —7x por el signo de

+ 12 se tiene que: — por + da —.

Ahora, como en los binomios tenemos signos iguales buscamos dos nimeros cuya suma

sea 7'y cuyo producto sea 12. Estos nimeros son 3y 4, luego:
X2—Tx+12 =(x-3)(x—4) R.

3) Factorizar x* + 2x — 15.
Tenemos: +2x-15 (x+ Yx- )

159
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En el primer binomio se pone + porque +2x tiene signo +.

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de +2x por el signo de
—15 se tiene que + por — da —.

Ahora, como en los binomios tenemos signos distintos buscamos dos ndmeros cuya
diferencia sea 2 y cuyo producto sea 15.

Estos nameros son 5y 3. E/ mayor 5, se escribe en el primer binomio, y tendremos:

x2+2—15=(x+5)x-3) R
4) Factorizar x*> — 5x — 14.
Tenemos: X-5x-14  (x— )@+ )

En el primer binomio se pone — porque —5x tiene signo —.

En el segundo binomio se pone + porque multiplicando el signo de —5x por el signo de
—14 se tiene que — por — da +.

Ahora como en los binomios tenemos signos distintos se buscan dos nimeros cuya
diferencia sea 5 y cuyo producto sea 14.

Estos nimeros son 7'y 2. El mayor 7, se escribe en el primer binomio y se tendra:

xX*-5x-14=(x-7)(x+2) R.
5) Factorizar a> — 13a + 40.
a?—13a+40=@-5@-8) R.
6) Factorizar m*—11m —12.
m*—11m-12=(m-12) m+1) R.
7) Factorizar n + 28n — 29.
n?+281—-29=(n+29) (1—1) R.
8) Factorizar x* + 6x — 216.
X+60-216 X+ )(x— )

Necesitamos dos numeros cuya diferencia sea 6 y cuyo producto sea 216.
Estos nimeros no se ven facilmente. Para hallarlos, descomponemos en sus factores
primos el tercer término:

216 | 2 Ahora, formamos con estos factores primos dos productos.
108 | 2 Por tanteo, variando los factores de cada producto, obtendremos los
54 12 dos numeros que buscamos. Asi:
2; g 2x2x2=8 3x3x3=27 27 — 8=19, no sirven
313 2x2x2x3=24 3x3=9 24 — 9=15, no sirven
1 2x2x3=12 2x3x3=18 18 —12= 6, sirven

18y 12 son los numeros que buscamos porque su diferencia es 6 y su producto necesa-
riamente es 216, ya que para obtener estos nimeros hemos empleado todos los factores
que obtuvimos en la descomposicion de 216. Por tanto:

X2+6x—216=(x+18)(x—12) R.
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9)

Factorizar a> — 66a + 1,080.
2 —66a+1,080 (a— )@- )

Necesitamos dos numeros cuya suma sea 66 y cuyo producto sea 1,080.
Descomponiendo 1,080, tendremos:

1,080 | 2
540 | 2
270 2x2x2=8 3x3x3x5=105 105+ 8=113, nosirven

2
1353 2x2x2x3=24 3x3x5= 45 45+24= 69, nosirven
453 2x3x5=30 2x2x3x3= 36 30+36= 66, sirven
153
9|5
1

Los nameros que necesitamos son 30 y 36 porque su suma es 66 y su producto ne-
cesariamente es 1,080 ya que para obtener estos nimeros hemos empleado todos los
factores que obtuvimos en la descomposicion de 1,080, luego:

a*—66a + 1,080 = (2 — 36) (a—30) R.

Factorizar o descomponer en dos factores:

1. X2+ 7x+10 13, y2— 4y +3 25. - 2a-35 37. m?—2m — 168 o
2. x*-5x+6 14. 12 - 8n +n? 26. X2+ 14x+ 13 38. ¢®+ 24c + 135 o
3. x%+3x-10 15. x>+ 10x + 21 27. a*+33-14a 39. m%— 41m + 400 =
4. +x-2 16. a2+ 7a— 18 28. M2+13m—30  40. & +a—380 =
5 a°+4a+3 17. m?*=12m + 11 29. ¢*-13c-14 M. x*+12x— 364
6. m*+5m—14 18. x2—7x =30 30. X2+ 15x + 56 42. 8%+ 42a + 432
7.y -9y +20 19. n®+6n—16 31. x> — 15x + 54 43. m®—30m — 675
8. X —6-x 20. 20 +a*-21a 32. a*+7a-60 44. y* + 50y + 336
9. x* -9 +8 21, y2+y-30 33. x*—17x - 60 45. x* — 2x — 528
10. ¢>+5c - 24 22. 28 +a*—11a 34. x>+ 8x— 180 46. n®+43n + 432
1. X2 =3x+2 23. n?—6n—40 35. m*—20m-300  47. ¢*—4c¢ - 320
12. % +7a+6 24. x> - 5x—36 36. x2+x—132 48. m*—8m—1,008
CASOS ESPECIALES

El procedimiento anterior es aplicable a la factorizacion de trinomios que siendo de la forma
x? + bx + ¢ difieren algo de los estudiados anteriormente.

1) Factorizar x* — 5x* — 50.

El primer término de cada factor binomio sera la raiz cuadrada de x* o sea x*:
x*—5x*-50 w2— )+ )

Buscamos dos numeros cuya diferencia (signos distintos en los binomios) sea 5 y cuyo
producto sea 50. Esos numeros son 10 y 5. Tendremos:

X' —5x2—50=(x*~10)(x*+5) R.
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2) Factorizar x® + 7x° — 44.
El primer término de cada binomio serd la raiz cuadrada de x° o sea x°.
Aplicando las reglas tendremos:

X+T—44=(3+11) (= 4) R.

3) Factorizar a®h® — ab — 42.
El primer término de cada factor serd la raiz cuadrada de a’h® o sea ab:

a’h*—ab—-42  (@- )@+ )
Buscamos dos nimeros cuya diferencia sea 1 (que es el coeficiente de ab) y cuyo pro-
ducto sea 42. Esos numeros son 7 y 6. Tendremos:
a’b*—ab—-42=(ab-7) (@b +6) R.
4) Factorizar (5x)* — 9(5x) + 8.
Llamamos la atencion sobre este ejemplo porque usaremos esta descomposicion en el

caso siguiente.
El primer término de cada binomio serd la raiz cuadrada de (5x) o sea 5x:

(Gx)>-9(5x) +8  (x— ) (5x— )

Dos numeros cuya suma (signos iguales en los binomios) es 9 y cuyo producto es 8.
Esos nimeros son 8 y 1. Tendremos:

(5x)2—9(5x) + 8= (5x— 8) (5x— 1) R.
5) Factorizar x* — 5ax — 36a°.
X2 —b5ax—36a® (x— )@+ )

El coeficiente de x en el segundo término es 5a. Buscamos dos cantidades cuya diferen-
cia sea 5a (que es el coeficiente de x en el segundo término) y cuyo producto sea 36a°,
Esas cantidades son 9a y 4a. Tendremos:

x?—bax — 36a°= (x—9a) (x+4a) R.

6) Factorizar (a +b)? —12(a + b) + 20.
El primer término de cada binomio sera la raiz cuadrada de (a + b) que es (@ + b).

(@+b)>—12(@@+b) +20 [@+b)— Jl@+b)— ]

Buscamos dos nimeros cuya suma sea 12 y cuyo producto sea 20. ESos nimeros son
10y 2. Tendremos:

(@+b)2—12 (a+b) +20=[(@+b) - 10] [@+b) — 2]
—@+b-10)(@a+b-2) R.

7) Factorizar 28 + 3x — x°.
Ordenando en orden descendente respecto de x, tenemos:

—x*+3x+28

Para eliminar el signo — de —x? introducimos el trinomio en un paréntesis precedido del
signo —:

—(x*—3x - 28)
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Factorizando x* — 3x — 28 = (x — 7) (x + 4), pero como el trinomio esta precedido de — su
descomposicion también debe ir precedida de — y tendremos:

—x=T7)x+4)

Para que desaparezca el signo — del producto —(x — 7) (x + 4), o sea, para convertirlo
en +, basta cambiarle el signo a un factor, por ejemplo, a (x — 7) y quedara:

28+3x-x*=(7-x)(x+4) R.
8) Factorizar 30 +y° — y*.
30+y —yt=—('-y?-30)=-(/*-6) ()’ +5) = (6-y) (/*+5) R.

Factorizar:
1. x +5x%+4 13. x* + 7ax? — 60a° 25. a% + 2axy — 440x%y? (=]
2. x°—6x3-7 14. (2x)° - 4(2x) + 3 26. m®n®—21m°n® + 104 g
3. x4 —2x*-80 15. (m—n)’+5Mm-n)—-24  27.14+5n-n° @
4. x¥y2+xy—12 16. x® +x*— 240 28. x®+x3-930 )
5. (4x)2— 2(4x) — 15 17. 154 2y — 2 29, (4x)% — 8(4x?) — 105
6. (5x)° + 13(5x) + 42 18. a’b* — 2ah?® — 99 30. x* + 5abx® — 36a°h®
7. x* + 2ax — 153 19. ¢®+ 11cd + 280 31. a*—a%h® - 156h*
8. a®—4ab — 21b? 20. 25x% - 5(5x) — 84 32. 21a2% + d4ax —x*
9. (Xx—y)?+2(x—y)—24 21. a® — 21ab + 98h> 33. x%® — 15ax’y* — 100a*

10. 5 + 4x — x* 22. X*y* + x%y* - 132 34. (a—1)>+3@—-1)-108

1. x4+ x°-20 23. 48 + 2x* - x* 35. m? + abcm — 56a°bh?c?

12. m® +mn — 56n° 24. (C+d)*-18(c+0d)+65  36. (7x%)?+24(7x%) + 128

CASO VI

TRINOMIO DE LA FORMA ax?* + bx + ¢

Son trinomios de esta forma:  2x*+ 11x+5

3a°+ T7a-6
10>~ n-2
7m*-23m+6

que se diferencian de los trinomios estudiados en el caso anterior en que el primer término
tiene un coeficiente distinto de 1.

DESCOMPOSICION EN FACTORES DE UN TRINOMIO
DE LA FORMA ax* + bx + ¢

1) Factorizar 6x°> — 7x — 3.
Multipliquemos el trinomio por el coeficiente de x2 que es 6 y dejando indicado el produc-
to de 6 por 7x se tiene:

36x2 - 6(7x) — 18
Pero 36x2 = (6x)® y 6(7x) = 7(6x) luego podemos escribir: (6x)> — 7(6x) — 18.




164

Luego: 6x2—7x-3=(2x—-3) (3x+1) R.
2) Factorizar 20x? + 7x — 6.
Multiplicando el trinomio por 20, tendremos: (20x)® + 7(20x) — 120.
Descomponiendo este trinomio, tenemos: (20x + 15) (20x — 8).
Para cancelar la multiplicacion por 20, tenemos que dividir entre 20, pero como ninguno
de los dos binomios es divisible entre 20, descomponemos el 20 en 5 x 4 y dividiendo el
factor (20x + 15) entre 5 y (20x — 8) entre 4 tendremos:
(20x +15)(20x -8) _ :
= = (4x +3)(5x - 2)
Luego: 20x*+7x—6=(4+3) (5x—2) R.
3) Factorizar 18a° — 132 - 5.

BALDOR ALGEBRA

Descomponiendo este trinomio segun se vio en el caso anterior, el 1 término de cada
factor sera la raiz cuadrada de (6x)° 0 sea 6x: (Bx — ) (bx+ ).

Dos nimeros cuya diferencia sea 7 y cuyo producto sea 18 son 9 y 2. Tendremos:
(6x=9) (6x +2).

Como al principio multiplicamos el trinomio dado por 6, ahora tenemos que dividir entre

6, para no alterar el trinomio, y tendremos: %6(6“2)

pero como ninguno de los binomios es divisible entre 6, descomponemos 6 en 2 x 3 y
dividiendo (6x — 9) entre 3 y (6x + 2) entre 2 se tendra:

(6x-9)(6x+2) _ o,
OO ox-3)3x+19)

Multiplicando por 18: (18a)? — 13 (18a) — 90

Factorizando este trinomio: (18a — 18) (18a + 5)

Dividiendo entre 18, para lo cual, como el primer binomio 18a — 18 es divisible entre 18
basta dividir este factor entre 18, tendremos:

(18a—18)(18a+5) _ ,,
e (@=1(18a+5)

Luego: 182°—13a-5=(a—1) (18a+5) R.

—

Factorizar:

=) 1. 2% +3x-2 10. 20y% +y — 1 19. m -6+ 15m*
= 2 3*-5¢-2 11. 82— 14a—15 20. 1532 —8a — 12
| 3. 6x2+7x+2 12. 7x* — 44x - 35 21. *+37x+ 4
T 4 5x% 1 13— 6 13. 16m +15m?-15 22. 44n+20n%—15

5. 6x* — 6 — 5x 14. 232 +5a + 2 23. 14m*-31m-10

6. 12> —x—6 15. 122 —7x — 12 24. 2%+ 29x + 90

7. 42% +15a + 9 16. 92>+ 10a + 1 25. 2022 —7a — 40

8. 3+11a + 104 17. 20n® - 9n - 20 26. 4n%*+n—33

9. 12m*-13m-35 18. 21x2+11x -2 27. 30x2+13x - 10
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CASOS ESPECIALES
1. Factorizar 15x* — 11x* - 12.
Multiplicando por 15: (15x%)? — 11(15x?) — 180
Descomponiendo este trinomio, el primer término de cada factor serd la raiz cuadrada
de (15x%)? 0 sea 15x%  (15x* — 20)(15x% + 9)

2 2
Dividiendo entre 15: (12X =201X°+9) _ 5,2 py5y2 .3 R,
5x3

2. Factorizar 12x%? + xy — 20.

Multiplicando por 12: (12xy)? + 1(12xy) — 240
Factorizando este trinomio: (12xy + 16)(12xy — 15)

Dividiendo entre 12: W ~(3x/+4)(dxy -5 R.

3. Factorizar 6x* — 11ax — 10a°.
Multiplicando por 6: (6x)* — 11a(6x) — 60a°
Factorizando este trinomio: (6x — 15a) (6x + 4a)

Dividiendo entre 6: W=(2X—53)(3X+23) R.

4. Factorizar 20 — 3x — 9x°.

Ordenando el trinomio en orden descendente respecto de x: —9x? — 3x + 20
Introduciéndolo en un paréntesis precedido del signo —: —(9x* + 3x — 20)
Multiplicando por 9: —[(9x) + 3(9x) — 180]

Factorizando este trinomio: —(9x + 15) (9 — 12)

Dividiendo entre 9: ~** VX 12) (5.1 5)(3x —4)

Para que desaparezca el signo — de este producto, o sea para convertirlo en+, hay que
cambiar el signo a un factor, por ejemplo, a (3x — 4), que se convertird en (4 — 3x), y

tendremos: 20—-3x-9x*=(3x+5)(4-3x) R.
Factorizar: 1
1. 6x*+5x>— 6 9. 6m* - 13am — 15a° 17. 18a% + 17ay — 15y° 2
2. 5X0+4x° — 12 10. 14x* — 45¢% — 14 18. 15 + 2x2 — Bx* 2
3. 10x% +29x* + 10 11. 30a® — 13ab — 3b° 19, 6 — 25x% + 5x* §
4. 6a’* + 5ax — 21 12. 7x6 - 33x* - 10 20. 30x°—91x°-30 L
5. 20x%° + 9xy — 20 13. 30 + 133 — 3a° 21. 30m? + 17am — 21a°

6. 15x% —ax — 2a* 14. 5+ 7x* - 6x° 22. 16a—4 —15a°

7. 12 = 7x — 10x* 15. 6a% —ax — 15x2 23. 11xy — 6y% — 4x®

8. 21x2 — 29xy — 72y° 16. 4x* + 7mnx — 15m?n? 24. 27ab — 9b® — 204>
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CASO vl
CUBO PERFECTO DE BINOMIOS
@+b)°=a+3a% + 3ab® + b*

En los productos notables (90) se vio que: (a—b)° =a°— 3a%h + 3ab® — b°

Lo anterior nos dice que, para que una expresion algebraica ordenada con respecto a
una letra sea el cubo de un binomio, tiene que cumplir las siguientes condiciones:

1) Tener cuatro términos.
2) Que el primero y el dltimo términos sean cubos perfectos.

3) Que el segundo término sea mas o menos el triple del cuadrado de la raiz cubica del
primer término multiplicado por la raiz cibica del dltimo término.

4) Que el tercer término sea mas el triple de la raiz cubica del primer término por el
cuadrado de la raiz cibica del iltimo.

Si todos los términos de la expresion son positives, la expresion dada es el cubo
de la suma de las raices cubicas de su primer y Gltimo términos, y si los términos son
alternativamente positivos y negativos la expresion dada es el cubo de la diferencia de
dichas raices.

RAIZ CUBICA DE UN MONOMIO

La raiz cubica de un monomio se obtiene extrayendo la raiz cibica de su coeficiente y
dividiendo el exponente de cada letra entre 3.
Asi, la raiz cubica de 8a°h° es 2ab®. En efecto:

(2ab?)® = 2ab® x 2ab* x 2ab® = 8a’h®

@ HALLAR SI UNA EXPRESION DADA ES EL CUBO DE UN BINOMIO

1) Hallar si 8x* + 12x + 6x + 1 es el cubo de un binomio.
Veamos si cumple las condiciones expuestas antes. La expresion tiene cuatro términos.

La raiz cubica de 8x® es 2x.

La raiz cubica de 1 es 1.

3(2x)%(1) = 12x%, segundo término.
3(2x)(1)% = 6x, tercer término.

Cumple las condiciones, y como todos sus términos son positivos, la expresion dada es
el cubo de (2x + 1), o de otro modo, (2x + 1) es la raiz clbica de la expresion.
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2) Hallar si 8x° + 54x%y® — 27y° — 36x*y* es el cubo de un binomio.
Ordenando la expresion, se tiene: 8x° — 36x*y> + 54x%y°® — 27y°

La raiz ctbica de 8x® es 2x?

La expresion tiene cuatro términos: La ralz ciibica de ZZJ’: esdy®
3(2x)*(3y°) = 36x"y°, segundo término

3(2x?) (3y%)® = 54x%y°®, tercer término

y como los términos son alternativamente positivos y negativos, la expresion dada es el
cubo de (2x2 — 3y?).

FACTORIZAR UNA EXPRESION QUE ES EL CUBO DE UN BINOMIO @

1) Factorizar 1 + 12a + 48a* + 64a°.
Aplicando el procedimiento anterior vemos que esta expresion es el cubo de (1 + 4a);
luego:

1+12a +482° + 64a° = (1 + 4a)° R.

2) Factorizar a® — 18a%° + 108a°h"° — 216b™.
Aplicando el procedimiento anterior, vemos que esta expresion es el cubo de (a® — 6b°);
luego:

a®—18a%° + 10820 — 2166" = (a* - 6b°)° R.

N

Factorizar por el método anterior, si es posible, las expresiones siguientes, ordenandolas pre-
viamente:

o
1. a%+3a%+3a+1 12. 8+ 36x + 54x° + 27x° =]
2. 27— 27X+ W2 — x° 13. 8 —12a2— 6a* — a° S
3. m*+3m’n+3mn*+n® 14. a® + 3a‘h® + 3a°h° + b° i
4.1+3a%-3a-a° 15. x° — Ox®y* + 27x%y8 — 27y
5. 8+12a° +6a*+a° 16. 64x° + 240x% + 300xy? + 125y°
6. 125x° + 1 + 75x% + 15x 17. 216 — 756a% + 882a* — 343a°
7. 8a° — 36a%h + 54ab? — 27b° 18. 125x™ + 600x%y° + 960x%y " + 512"
8. 27m®+ 108m®n + 144mn? + 64n° 19. 32 +1+3a°+a"
9. x°—3x2+3x +1 20. m® - 3am®n + 3a*mn? - a°n®
10. 1+ 12a% — 6ab — 8a’h® 21. 1 +18a%3 + 108a°b® + 216a%°
11. 125a° + 150a°b + 60ab? + 8b° 22. 64x° — 125y — 240x°y* + 300x%y®
CASO IX

SUMA 0 DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS

3,43 3 .3
T _ @ _ab+b?y aa_z =a’+ab+b?

a+b
y como en toda division exacta el dividendo es igual al producto del divisor por el cociente,
tendremos:

Sabemos (94) que:

@+bP=(@a+b) @-ab+b) (1)
a@-b=@-b)@+ab+b) (2)
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La formula (1) nos dice que:
REGLA 1
La suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factores:

1) Lasuma de sus raices cibicas.
2) El cuadrado de la primera raiz, menos el producto de las dos raices, mas el cuadrado
de la segunda raiz.

La formula (2) nos dice que:

REGLA 2
La diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos factores:

1) La diferencia de sus raices cubicas.
2) Elcuadrado de la primera raiz, mas el producto de las dos raices, mas el cuadrado de
la segunda raiz.

@ FACTORIZAR UNA SUMA 0 UNA DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS

1) Factorizar x* + 1.
La raiz cubica de x° es x; la raiz ctbica de 1 es 1.
Segun la Regla 1:

CHrl=+ DK -xN)+1=x+Hx*-x+1) R.
2) Factorizar a® - 8.
la raiz cubica de a® es a; la de 8 es 2. Segun la Regla 2:
a@-8=@-2)[a%+2@)+2]=@-2)@+2a+4) R.

3) Factorizar 27a° + b°.
La raiz cubica de 27a° es 3a; la de b° es b% Segun la Regla 1 tendremos:

27a° + b° = (3a + b)[(3a)2 - 3a (b?) + (b)?] = (3a + b?)(9a> — 3ab*+b*) R.

4) Factorizar 8x°* — 125.
La raiz cubica de 8x* es 2x; la de 125 es 5. Seguin la Regla 2 tendremos:

8x® — 125 = (2x — 5)[(20)2 + 5(2() + 57 = (2 — 5)(4x* + 10x + 25) R.

5) Factorizar 27m° + 64n°.
27m® + 64n° = (3m® + 4n°)(9m* —12m?n® + 16n°) R.

—

Descomponer en dos factores:

=y 1. 1+a° 7. 4 -1 13. 27a° - b* 19. 8x® - 27y°
=1 2.1-4° 8. 8x°—1 14. 64 +a° 20. 1+ 343n°
S ENEYL 9.1-8x° 15. a® - 125 21. 64a° - 729
2, 3 10. X3 =27 16. 1-216m° 22. 2%h° — x°
4 ) : :

, EP=1 1. a%+27 17. 8a° + 27h° 23. 512 + 27a°

Y 12. 8x3 +y° 18. x* = b° 24. x®—8y™
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25. 1+ 729x° 29. a%b33 + 1 33, X2 4y 37. 8x° - 125)°%7°
26. 27m® + 64n° 30. x°+° 34. 1-27a%* 38. 27m°® + 343n°
27. 343x3 +512)° 31. 1,000%° — 1 35. 8x%+ 729 30. 216 —x'
28. x%® - 216)° 32. a®+125h" 36. a°+8h"

CASOS ESPECIALES

1. Factorizar (a +b)* + 1
La raiz cibica de (a + b) es (a + b); la de 1 es 1. Tendremos:

@+bP+1=[@+b)+1][@+b?-(@+b)(1)+17
=@+b+1)@*+2ab+b*-a-b+1) R.

2. Factorizar 8 — (x — y)°.
La raiz cubica de 8 es 2; la de (x — ) es (x — ). Tendremos:

8- (x—y)’=[2-=I[2°+2(x—y) + (x-y)]
C-x+y)d+2x-2y+x* -2y +y>) R.

3. Factorizar (x + 1)*+ (x — 2)°.

K+ (=28 =[x+ 1)+ x=2)][(x+1)> - (X+1)(X 2) + (x—2)7
X+1+X=2)+2+1 x>+ x+2+x*—4dx +4)

x-1)*-x+7) R

—_—ar— =

(reduciendo) =

4. Factorizar (a — b)* — (a +b)*.
@-b’-@+b’=[@-b)-(@+b)[@-b?+@-b)@+b)+@+hb)?
(@-b-a—b)@ —2ab+b®+a*—b*+a’+2ab +b?

(—2b)(3a2+b?) R.

(reduciendo)

=

Descomponer en dos factores:

1.1+ x+y)? 6. 1-(2a-b)° 1. x5 — (x+ 2)° 16. (2 —y)*+ (3x+y)® =
2.1-(@a+b)° 7. a8+ (g + 1) 12. (a+1)°+@-3)° 17. 8@+b)>+(@a-b)° I
3. 27+ (m-n)® 8. 8a°— (a—1)° 13. (x—1)3—(x+2) 18. 64(m +n)° - 125 3
4. (x-y)°-8 9. 2763 — (x —y)° 14, (x—y)°-(x+y)® o
5. (X+2)°+1 10. (2a-b)° - 27 15. (M —2)*+ (m—3)°

CASO X

SUMA 0 DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IGUALES
En el ndmero (95) establecimos y aplicando el teorema del residuo (102), probamos que:

a" —b" es divisible entre a — b siendo 17 par o impar.
Il. @" + b" es divisible entre a + b cuando 1 es par.
lll. " — b" es divisible entre a + b siendo 7 impar.
IV. 2" + b" nunca es divisible entre a + b ni entre a — b cuando 1 es un nimero par.

Ademas, vimos la manera de hallar el cociente cuando una division es exacta.
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FACTORIZAR UNA SUMA 0 DIFERENCIA DE POTENCIAS IMPARES IGUALES

1)

2)

3)

4)

Factorizar m® + n°.
Dividiendo entre m + n (96, 4°) los signos del cociente son alternativamente +y —:
5 5
M+ m* — m°n + m*n®— mn® + n*
m+n
luego m°+n°=(m+n)(m*—m*n+m**-mn®*+n*) R.

Factorizar x° + 32.
Esta expresion puede escribirse x° + 2°. Dividiendo entre x + 2, tenemos:

PR i 30+ K220 - X(2)+ 2

X+2
)
0sea X 32 _ x4 _ox3 1 4x2—8x+16
X+2
luego X +32=(x+2)(x"—2x*+4x* - 8x+16) R.

Factorizar a° — b°.
Dividiendo entre a — b (96, 4°) los signos del cociente son todos +:

5 45
aa Z =a*+a’h+a’h’+ab®+b*

luego a’—b*=(@-b)@a*+ab+a*b*+ab*+b’) R.

Factorizar x” — 1.
Esta expresion equivale a x” — 17. Dividiendo entre x — 1, se tiene:

%:xﬁ+x5(1)+)(4(12)+)(3(13)+)(2(14)+x(15)+16

7_
0 sea );—11=X5+X5+X4+X3+X2+X+1
luego X —A=x-1DC+x°+x* +x*+x*+x+1) R.
NOTA

Expresiones que corresponden al caso anterior x” + y" 0 X" — y" en que n es impar y multi-
plo de 3, comox®+y3, x3 —y3 x®+y° x* —y° x" +y'® x™® —y' pueden descomponerse
por el método anteriormente expuesto 0 como suma o diferencia de cubos. Generalmente
es mas expedito esto (ltimo. Las expresiones de la forma x” — y” en que n es par, como
x*—y* x®—y® x®—y® son divisibles entre x + y 0 x — y, y pueden descomponerse por el
método anterior, pero mucho mas facil es factorizarlas como diferencia de cuadrados.
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Factorizar:

1.8 +1 5.m —n’
2.8°-1 6. a°+ 243
3.1-x8 7.32-m°
4.a" +b7 8. 1+ 243x°

9. x" +128 13. 1+x7 17. X0+ 32)°
10. 243 -32b% 14 X' -y’ 18. 1+ 128x"
1. a® + b%° 15. @’ + 2,187
12.m' -a'x’ 16. 1-128a’

Ejercicio

W WWWNMNMNPMNDNMNNDNDMNNDNNNN = = = o =
LONN=-O0DWOOEONDOEHEWN - OO NOOR~RWN-=-oO o

PN o RN

34.
35.
36.
37.
38.
39.

.5a’+a

. m?+2mx + x*

.a+a-ab-b
x> —36
9x2 - 6xy +y°
X>=3x—-4
6x>—x—2
1+x°

C27a% -1

xX5+mb

. a°—3a’h + 5ab®

. 2xy—6y+xz2-3z
.1 —4b + 4b?

CAx X 4yt
X —BxYyt R
.a*-a-30
C15m? +11m - 14
cab+1

. 8m®—27y°

. 16a2 — 24ab + 9b?
C1+4

. 8a°—12a%+6a -1
. 1—m?
XA - 21

. 1258° + 1

. a*+2ab +b*—m?
. 8a’h +16ah — 24a%h®
X —xt e x—1

. 6x2+19x - 20

. 25x* —81y2
A-m?

X —a’+ 2y +yi+2ab —b®

40

a.
42.
43.
44,

45

21mtn—=Tm*n?+Tmn® 72
—7m’n 73.
ak+1)—bx+1)+ckx+1) 74
4+ 4(x—y)+ (x—y)? 75.
1-a%* 76.
b%+12ab + 36a° 7.
X+ 4x3 77 78.
15" = 17x* -4 79.

1+ (a—3b)?

Xt +x2+25
a®—28a" + 36
343 + 8a°
12a’bx — 15a°by

. X2+ 2xy — 15)2
46.
47.
48.
49,
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
.

6am —4an —2n +3m
81a® — 4b%?

16 — (2a + b)?
20—x—x2

n®+n-—42
a?—d?*+n®—c®—2an-2cd
1+ 216x°

x° — 64

X% — 64x*

18ax’y® — 36x*y® — 5ax?®
49a%h% — 14ab + 1
(x+1)? - 81

a?— (b +0)?
(m+n)?—6(m+n)+9
7x2+31x-20

9a% + 63a — 453>
ax+a-x-1

81x* + 25y2 — 90x%y
1-27b%+b*
m*+m®n®+n*

¢t —4d*

15x* — 15x°% + 20x°
P=sP=a=5

x* = 8x% - 240
6m*+7m? - 20

9’ + 4a*—12an
2%+ 2
7ax+y—-1)-3bx+y-1)
x>+3x—18

@+m)?— (b+n)?
x°+ 6x%y + 12xy2 + 8y°
8a%— 22a — 21

1+ 18ab + 81a%b?

425 -1

MISCELANEA SOBRE LOS 10 CASOS DE DESCOMPOSICION EN FACTORES
Descomponer en factores:

80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.

89.

90
il
92.
93.
94.
95.
96.
973

98.

99.
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108
109.
110.
111.
112
113.
114.
115.
116.
117.

X8 — 4x* - 480
ax—bx+b-a-by+ay
6am —3m—2a+1

15 + 14x — 8x?
Y R Y
@-1)-a+1
(m+ny(m —n) +3n(m —n)
a?— b%+2b%?% — 2a%®
2am-3b—c—-cm-3bm+2a

2_2 1
XT—EX+-
3 9

. 4a2n _ b4n

81x° — (a + X)?

a’+9—6a—16x

9a% — x> — 4+ 4x

M-y +3x—y

X—x-T72

36a* — 120a%h% + 49b*

a’—m*—9n*—6mn+4ab+4b?
4,8

1—§a

81a%+ 64ph"

49x% — 77x + 30

X% —2abx — 35a%h?

125x% —225x% + 135x — 27

(@—2)2— (@ +3)

42’m +12a%n — 5bm — 15bn

1+ 6x% + 9x°

a* + 3a% — 40b?

m® + 8a%°

.1 —9x% + 24xy — 16y°

1+ 11x + 24x2
xS — 27x%° — 9x’y®
(32 + b2 _ CZ)Z _ 9X2y2

8a+1)7—1

100xYy° — 121m*

(@2 + 1)+ 522+ 1) — 24

1 +1,000x®

49a% — x2 — 9y% + 6xy

X' =y +AxP+ 4 —dyz—47°

Ejercicio
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118. a° — 64 126. 8a% + 7y + 21by — Tay — 8a° + 24a%bx
119. @° +x° 127. x* + 11x* - 390
120. a° — 3a3h — 54b? 128. 7 + 33m — 10m?
121. 165 + 4x — x° 129. 4(a + b)* - 9(c + d)?
122. 3" + 2%+ 1 130. 729 — 125x%y 12
123. XTZ_J; 131, (X +y)2 +X+y
5 , 132. 4 — (@° + b%) + 2ab
XY Y
124. 16XZ+T+E 133. 63— PP +x—y
125. a'b* + 42°° - 96 134.2° " +a’ - b°

COMBINACION DE CASOS DE FACTORES
DESCOMPOSICION DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA EN TRES FACTORES

1) Descomponer en tres factores 5a — 5.

Lo primero que debe hacerse es ver si hay algun factor comun, y si lo hay, sacar dicho

factor comun.

Asi, en este caso, tenemos el factor comun 5, luego:

5a?—-5=5(a*-1)
pero el factor (a°— 1) = (@ + 1)(@ — 1), luego:
5a’-5=5@+1)@-1) R

donde vemos que 5a* — 5 esta descompuesta en tres factores.
2) Descomponer en tres factores 3x* — 18x%y + 27xy?.

Sacando el factor comun 3x:

3x® — 18x%y + 27xy? = 3x(x? — 6xy + 9y?)
pero el factor (x2 — 6xy + 9y?) es un trinomio cuadrado perfecto que descompuesto da
(x* — 6xy + 9y%) = (x — 3y)?, luego:
3x® — 18x% + 27xy? = 3x(x — 3y)* R.
3) Descomponer en tres factores x* — y*.
X =yt = (¢ +y7) (¢ -y
pero (x> —y2) = (x + y)(x — y), luego:
X —yt= 0+ +y)-y) R

4) Descomponer en tres factores 6ax? + 12ax — 90a.

Sacando el factor comun 6a:

6ax? + 12ax — 90a = 6a(x* + 2x — 15)
pero (x2 + 2x — 15) = (x + 5)(x — 3), luego,
6ax2+ 12ax —90a=6a(x+5)(x—3) R.

5) Descomponer en tres factores 3x* — 26x% — 9.

Factorizando esta expresion: 3x* —26x*— 9= (3x*+1)(x* - 9)

=(@Bx*+1)(x+3)(x—3) R.

6) Descomponer en tres factores 8x° + 8.
8x*+8=8(x+1)
=8(x+1)(x**-x+1) R
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7) Descomponer en tres factores  a‘—8a+a°—8 = (a* — 8a) + (a -8
a'-8a+a’-8. =a(a 8) (a -8
=(a+1)@ -8)
=@+MN@-2)@-+2a+4) R.
8) Descomponer en tres factores X3—dx—x2+4 = (x* - 4x) - (x —4)
X —dx—x2+4. =x(x2—4) - (x*-4)
=(x-1)(*-4)
(=1 +2)x-2) R
Descomponer en factores: 7
1. 3ax®-3a 22. m*+3m?-16m - 48 43. (C—2y)@a+1)+ya+1) e
2.3x° -3 -6 23. x* — 6x%y + 12xy? — 8)° 44, x>+ 2x%y — 3xy* o
3. 2a’ — dabx + 2b% 24. (a+b)@ -b>) —(@®—b%  45. a’x — 4b%x + 2a°y — 8b%y =
4.2a%-2 25. 32a°% — 48a°bx + 18ab®  46. 45a%* — 20a° =
5. a°— 32’ - 28a 26. X' —x° +x2—x 47. a* — (a—12)2 -
6. xX*—4x+x2—4 27. 4x* +32x — 36 48. bx* b —x*+1
7. 3ax® + 3ay® 28.a'—(@+2)° 49. 2x* + 6x° — 56x°
8. 4ab®— 4abn + an® 29. x®—25x° - 54 50. 30a* - 55a — 50
9. x'-3x* -4 30. a°+a 51. 9(x y)° - (x y)
10. % —-a*-a+1 31. @%b + 2a%bx + abx® —aby®  52. 6a* —9a° —
11. 2ax® — 4ax + 2a 32. 3abm® - 3ab 53. 64a — 125a*
12. X3 —x+xy -y 33. 81x‘ + 3xy* 54. 70x* + 26x° — 24x°
13. 2a° + 6a° — 8a 3. a'-a*+a—1 55. @’ + 6a° — 55a°
14. 16x% — 48x%y + 36xy* 35. x — 3x* — 18x° 56. 16a°h — 56a°h* + 49ab®
15. 3x3 —x%y — 3xy? +y° 36. 6ax — 2bx + 6ab — 2b® 57. 7x® + 32a%" — 15a‘x?
16. 5a* +5a 37. am®—7am®+ 12am 58, x¥m+2 _ x3y2
17. Bax® —ax —2a 38. 4a%3 — 4a® 59, 2x* + 5x* — 54x — 135
18. n* - 81 39. 28x%y — 7xy® 60. ax®+ax’y +axy? — 2ax*
19. 8ax’-2a 40. 3abx® — 3abx — 18ab — 2axy — 2ay?
20. ax® + 10ax® + 25ax 41, x* - 8x* - 128 61. (x+y) -1
21. X3 —6x° - 7x 42. 18x%y + 60xy? + 50)° 62. 3a°+3a°+ 3a

DESCOMPOSICION DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA EN CUATRO FACTORES

(factorizando a® + b3

1) Descomponer en cuatro factores 2x* — 32.

2x' — 32 =2(x" - 16)
202+ 4)(x* - 4)
_2a?+®(+2)

2) Descomponer en cuatro factores a° — b®.
Esta expresion puede factorizarse como diferencia de cuadrados o como diferencia de
cubos. Por los dos métodos obtenemos resultados idénticos.

Factorizando como diferencia de cuadrados:

bS
_b)_

@ +b)(

ya (@+b)@

_bY)
—ab +b?(@a—b)(@ +ab +b?

(-

R.
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Factorizando como diferencia de cubos:
a®—b®=(a%-b? @ +a’h?®+b?
=(@+b)@@-b)@*+ab+b%@*—ab+b% R.
@* + a®b? + b*) se descompone como trinomio cuadrado perfecto por adicion y
sustraccion).
El resultado obtenido por este método es idéntico al anterior, ya que el orden de los
factores no altera el producto.
3) Descomponer en cuatro factores x* — 13x2 + 36.
x'=13x%+36 = (x* - 9)(x* - 4)
(factorizando x -9y x2 - 4) = (X + 3)(x - 3)(x + 2)(x—2) R.
4) Descomponer en cuatro factores 1 — 18x2 + 81x*.
1 —18x% + 81x* = (1 — 9x?)?
(factorizando 1 - 9x%) = [(1 + 3x)(1 — 3x)]°
=(1+3%°(1-3x2 R
5) Descomponer en cuatro factores 4x° — x* + 32x2 — 8.
4x° — x* + 32x% — 8 = (4x° — x*) + (32¢* - 8)
=x® (4x2 - 1) + 8(4x* - 1)
= (@x2 - 1)(* +8)
(factorizando 4x* — 1y x*+8) = (2x + 1)(2x — 1) (x + 2)(x* —2x + 4) R.
6) Descomponer en cuatro factores x® — 25x° — 54x°.
X8 — 25x° — 54x% = x*(x° — 25x° — 54)
=X = 27)(x* + 2)
(factorizando x° — 27) = X2(x — 3)(x* + 3x + ) (x** + 2) R.

—

Descomponer en cuatro factores:

- DR 14. @ —a%b* - ab* + b° 27. 1—a%"
e 2 a°-1 15. 8x* +6x* -2 28. 5ax’ + 10ax® — 5ax — 10a
= 3. x*—41x% + 400 16. a* — 25a% + 144 29. 3% + b%y? — b%x® — a%?
b 4. &' - 2a%% + b° 17. 3% —ay® + 2ax’ — 2ay® 30 x®+x' -2
(T 5 % +x°— 2 18. a*+2a°-a® - 2a 3. a*+a*-9°-9a
6. 2x* +6x°—2x—6 19. 1-22°+a° 32. ax*+ax —6a—x*—x+6
7. 3x* - 243 20. m°®—729 33. 16m* —25m*+9
8. 16x* — 8x%2 +y* 21 x°—x 34. 3abx®—12ab + 3bx* - 12b
9. 9 + Iy —x®—xy 22. = x}2+ X2 - y° 35. 3a°m + 9am — 30m + 3a°
10. 12ax* + 33ax® - 9a 23. a'b —a*h® - a’b® + ab* +9a-30
11. x% -8 24. 5a* - 3,125 36. a%*—5a’x+6a°+x*—5x+6
12,65 -7x° -8 25. (2% +23)-2(a%+2a) -3 37 X2 —y?) — (2x— 1) (2 y?)
13. 64 — x° 26. a’x® + 2ax® — 8a® — 16a 38. a(® + 1) + 3ax(x + 1)

—

09

Descomponer en cinco factores:
9

1 —xy? 6. 22" — 2a° — 4a® — 2a°h* + 2ab® + 4b?
e 2 x°—40x° + 144x 7. x® + 5x° — 81x% - 405x
= 3. at+ab-at-ab’ 8. 3-3a
o 4. 4x - 8x°+ 4 9. 4ax*(@® — 2ax +x?) — a* + 2a’x — ax®
Iy 5. 3" — ah® 10. X7 +x* — 81x3 - 81

Descomponer en seis factores:

1. 7 —x 13. @ —x*+a’x —x

12. 3x® — 75x* — 48x*+ 1,200 14, (2% - ax)(x* — 82x% + 81)
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DESCOMPQSICI()N DE UN POLINOMIO EN FACTORES
POR EL METODO DE EVALUACION

En la Divisibilidad entre x —a (101) hemos demostrado que si un polinomio entero y racional
en x se anula para x = a, el polinomio es divisible entre x — a. Aplicaremos ese principio a la
descomposicion de un polinomio en factores por el Método de Evaluacién.

1) Descomponer por evaluacion x® + 2x* — x — 2.
Los valores que daremos a x son los factores del término independiente 2 que son +1, -1,
+2 y —2. \leamos si el polinomio se anula parax=1,x=-1,x=2, x=-2 y si se anula
para alguno de estos valores, el polinomio sera divisible entre x menos ese valor.
Aplicando la divisin sintética explicada en el naimero (100) y (101, ej. 3), veremos si
el polinomio se anula para estos valores de x y simultaneamente hallamos los coeficientes
del cociente de la division. En este caso, tendremos:

Coeficientes del polinomio 1 +2 -1 -2 [+1 x=1
I1x1=4+41 3x1=43 2x1=42
Coeficientes del cociente 1 +3 +2 0

El residuo es 0, 0 sea, que el polinomio dado se anula parax = 1, luego es divisible entre
(x=1).

Dividiendo x® + 2x> —x — 2 entre x — 1 el cociente sera de segundo grado y sus coeficien-
tes son 1, 3y 2, luego el cociente es x* + 3x + 2 y como el dividendo es igual al producto
del divisor por el cociente, tendremos:

B2 —x-2=(x-1)(x*+3x+2)
(factorizando el trinomio) = (X — 1)(x + 1)(x + 2) R.

2) Descomponer por evaluacion: x° — 3x* — 4x + 12
Los factores de 12 son: + (1, 2, 3, 4, 6, 12).

PRUEBAS
Coeficientes del polinomio 1 -3 -4 +12 | +1 x=1
I1x1=+1 (2)x1=-2 (-6)x1=-6
1 -2 -6 +6
El residuo es 6, luego el polinomio no se anula parax =1, y no es divisible entre (x — 1).
Coeficientes 1 -3 —4 +12 | 1 x=-1
del polinomio Ix(-1)=-1 (4)x(-1)=+4 O0x(-1)= 0
1 -4 0 +12

El residuo es 12, luego el polinomio no se anula para x = —1 y no es divisible entre
X—(-1)=x+1.

1 -3 -4 +12 | +2 x=2

1x2=+2 (-1)x2=-2 (-6)x2=-12

Coeficientes del cociente 1 —1 -6 0
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El residuo es 0, luego el polinomio dado se anula para x = 2 y es divisible entre (x — 2).
El cociente de dividir el polinomio dado x® — 3x2 — 4x + 12 entre x — 2 sera de segundo
grado y sus coeficientes son 1, -1y —6, luego el cociente serd x> — x — 6.
Por tanto:
X =3 —4x+12=(x-2) x* —x - 6)
(factorizando el trinomio) = (X — 2)(x — 3)(x + 2) R.

Descomponer por evaluacion x* — 11x2 — 18x — 8.

Los factores de 8 son: + (1, 2, 4, 8).

Al escribir los coeficientes del polinomio dado hay que poner cero en el lugar correspon-
diente a los términos que falten. En este caso, ponemos cero en el lugar correspondiente
al término en x* que falta.

PRUEBAS
Coeficientes 1 0 11 -18 8| 1 x=1
del polinomio +1 +1 -10 -28
1 + -10 —28 —36 Ino se anula
1 0 -11 -18 -8 -1 x=-1
=i +1 +10 +8
Coeficigntes 1 1 -10 -8 0
del cociente

Se anula para x = —1, luego el polinomio dado es divisible por
X—(=1)=x+1

El cociente de dividir x* — 11x> — 18x — 8 entre x + 1 sera de tercer grado y sus coeficien-
tes son 1, -1, =10 y -8, luego el cociente serd x> — x> — 10x — 8.

Por tanto: x* — 11x* = 18x -8 = (x + )(x* —x*—10x—-8) (1)

Ahora vamos a descomponer x* — x*> — 10x — 8 por el mismo método.

El valor x =1, que no anulo al polinomio dado, no se prueba porque no puede anular
a este polinomio. El valor x = —1, que anuld al polinomio dado, se prueba nuevamente.

Tendremos:
1 -1 -10 -8 -1 x=-
-1 +2 +8
Cogficientes 1 ) -8 0 \
del cociente

Se anula para x = —1, luego x® — x*> — 10x — 8 es divisible entre x + 1. El cociente sera
x*—2x — 8, luego

X—x*—10x—8=(x+1) (x*—2x—8)
Sustituyendo en (1) este valor, tenemos:

X' —11x® = 18x— 8= (x+ 1)(x + 1)(x2 — 2x - 8)
(factorizando el trinomio) = (x + 1) (x + 1) (x — 4)(x + 2)
=x+1)%x+2)(x-4) R.

Descomponer por evaluacion x° — x* — 7x® — 7x + 22x + 24.
Los factores de 24 son: + (1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24).
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PRUEBAS
Coeficientes 1 -1 —7 -7 +22 +24| 1 x=1
del polinomio +1 0 -7 -14 + 8
1 0 —7 -14 + 8 +32 | no se anula
1 -1 —7 -7 +22 +24| 1 x=-1
-1 +2 + 5 + 2 —24
Coeficientes
del cociente 1 -2 -5 -2 +24 0

Seanula parax=—1, luego es divisible entre x + 1. El cociente serax* — 2x* — 5x>— 2x + 24,
luego:

XX =TT+ 22x+ 24 = (x+1) (\* = 2x°* = Bx* —2x+24) (1)

Ahora descomponemos x* — 2x® — 5x? — 2x + 24. Se prueba nuevamente x = —1.

Coeficientes 1 -2 -5 -2 +24 -1 x=-1
del polinomio —1 +3 + 2 0
1 3 -2 0 24 |no se anula
1 -2 -5 -2 +24 +2 xX=2
+2 0 —10 —24
Coeficientes
del cociente 1 0 -5 -12 0

Se anula para x = 2, luego x* — 2x* — 5x? — 2x + 24 es divisible entre x — 2
El cociente es x* — 5x — 12, luego:

X' = 2% —Bx* —2x + 24 = (x - 2)(x* = 5x - 12)
Sustituyendo esta descomposicion en (1) , tenemos:
X=X =T -T2+ 22x+24=(x+ H)x=2)(x* - 5x-12) (2)

Ahora descomponemos x° — 5x — 12. Se prueba nuevamente x = 2, y Se pone cero en el
lugar correspondiente a la x?, que falta. Tendremos:

Coeficientes 1 0 -5 —12 +2 X=2
del polinomio +2 +4 -2
1 +2 —1 —14  |no se anula
1 0 -5 12 |-2 X=-2
-2 +4 + 2
1 -2 —1 —10 Inose anula
1 0 -5 -12 +3 x=3
- +3 +9 +12
Coeficientes
del cociente 1 +3 +4 0

Se anula para x = 3, luego x° — 5x — 12 es divisible entre x — 3. El cociente es x? + 3x +
4, luego:

X3 —5x—12=(x—3) (x> + 3x + 4)
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Sustituyendo esta descomposicion en (2), tenemos:
X=X =TT+ 22+ 24 = (x + 1)(x - 2)(x - 3)(x* + 3x + 4) R.
(El trinomio x? + 3x + 4 no tiene descomposicion.)

Descomponer por evaluacion 6x° + 19x* — 59x3 — 160x — 4x + 48.

Los factores de 48 son: + (1, 2, 3, 4, 6, 8,12, 16, 24, 48).
Probando parax =1, x =—1, x =2, veriamos que el polinomio no se anula.
Probando para x = -2:

Coeficientes 6 +19 -59 -160 — 4 +48| -2 x=-2
del polinomio -12 14  +146 +28 —48

Coeficientes 6 +7 73 -14 +24 0

del cociente

Se anula, luego:
6x° + 19x* — 59x° — 160x2 — 4x + 48 = (x + 2) (6x* + 7x* = 73x2 —14x+24) (1)

Ahora descomponemos 6x* + 7x® — 73x* — 14x + 24. Probando x = —2, veriamos que no
se anula. Probando x = 3.

Coeficientes 6 +7 —73 -14 +24 +3 x=3
del polinomio +18 +75 + 6 24

Coeficientes 6 +25 + 2 -8 0

del cociente

Se anula, luego:
6x* + 7x° — 73x% — 14x + 24 = (x — 3)(6x> + 25x% + 2x — 8)
Sustituyendo esta descomposicion en (1):
6x° + 19x* — 59x° — 160x2 — 4x + 48 = (x + 2)(x — 3)(6x° + 25x° + 2x — 8) 2)
Ahora descomponemos 6x° + 25x2 + 2x — 8.

X =3 no se prueba, aunque anulé al polinomio anterior, porque 3 no es factor del término
independiente 8.

Si probamos x = 4, veriamos que no anula a este polinomio. Probando x = —4:

Coeficientes 6 +25 +2 -8 -4 x=-4
del polinomio 24 -4 +8

Coeficientes 6 + 1 ) 0

del cociente

Se anula, luego:
6x° + 25x2+2x — 8 = (x + 4) (6x* +x - 2)
Sustituyendo esta descomposicion en (2), tenemos:
6x° + 19x* — 59x° — 160x? — 4x + 48 = (x + 2) (x — 3) (x + 4) (6x* +x - 2)
(factorizando el trinomio) = (X + 2)(x — 3)(x + 4)(3x + 2)(2x — 1) R.
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6) Descomponer por evaluacion 3a® — 47a* — 21a2 + 80.
Al escribir los coeficientes tenemos que poner cero como coeficiente de los términos en
a°, ena®y en a, que faltan.
Haciendoa=1,a=-1,a=2, a=-2 veriamos que el polinomio no se anula.

Probando a = 4:

Coeficientes 3 0 47 0 -21 0 +80| +4 a=4
del polinomio +12  +48 +4 +16 -20 -80

Cosficientes 3 112 +1  +4 5 20 0

del cociente

Se anula, luego:

3a°—47a* —212° + 80 =(a—4) (3a°+ 12a* +a®* + 4a®—5a-20) (1)
Para descomponer el cociente, si probamos a = 4 veremos que no Se anula.
Probando a = —4:

Cogficientes SE]2 +1 +4 -5 20| -4 a=-4
del polinomio -12 0 —4 0 +20

Cogficientes 3 0 +1 0 _5 0

del cociente

Se anula, luego:
3a°+12a* +a’+4a°-5a-20=(a+4) (3a* +a°-5)
Sustituyendo en (1):
32° 472" -212° +80=(a—4) @+ 4) (3a*+a°-5) R.

(Il trinomio 3a* + a* — 5 no tiene descomposicion.)
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Descomponer por evaluacion:

1.3+ x2+x-1 17. x4 = 22x* - 75

2. X3 —4x2+x+6 18. 15x* + 94x° — 5x* — 164x + 60

3. a°-32°-4a+12 19, x° — 21x% + 16x% + 108x — 144

4. m*-12m+16 20. 8°—23a° — 62>+ 112a + 96

5 2x°—x*—18x+9 21. 4x% + 3x* — 108x® — 25x2 + 522x + 360

6. a+a>—13a-28 22. n°—30n° - 25n% - 36n — 180

7. X3+ 2x2+x+2 23. 6x°—13x* = 81x3 + 112x%> + 180x — 144
8.n*—7n+6 24. x> —25x° +x* - 25

9. x3—6x%+32 25. 22° —8a* +3a—12

10. 6x°+ 23x%+9x — 18 26. x>+ 2x* — 15x° — 3x% — 6x + 45

M. X —4x3+3x2+ 4x -4 27. x5+ 6x5 + 4x*— 42x° — 113x% — 108x — 36
12. x* = 2x3 —13x% + 14x + 24 28. a°®— 323" + 18a° + 247a%* — 162a — 360

13. a* —15a% —10a + 24 29. x5 — 41x* +184x% — 144

14. n* =270 - 14n +120 30. 2x5—10x°—34x* +146x°+224x>— 424x - 480
15. x* + 6x° + 3x + 140 31. a° — 8a° + 6a* + 103a° — 344a% + 396a — 144

. 82" —18a° - 75a° + 46a + 120 32. X7 —20x° — 2x* + 64x° + 40x* — 128

e
(=]

Ejercicio




Los algebristas de la India (siglos v, Vi y XII d. C.). Tres nom-
bres se pueden sefialar como hitos en la historia de la Mate-
matica india: Aryabhata, Brahmagupta y Bhaskara. Aryabha-
ta, del siglo v, conoci6 la resolucion completa de la ecuacion
de segundo grado. Brahmagupta, del siglo Vi, fue alumno de

Capitulo X[

MAXIMO COMUN DIVISOR

Aryabhata, expuso en sus obras Ganita y Cuttaca la resolu-
cion de las ecuaciones indeterminadas. Y Bhaskara, del siglo
XII, recoge los conocimientos de su época en su obra Sidhan-
ta Ciromani.

@ FACTOR COMUN O DIVISOR COMUN de dos o mas expresiones algebraicas es toda
expresion algebraica que esta contenida exactamente en cada una de las primeras.
Asi, x es divisor coman de 2x y x% 5a°b es divisor comun de 10a°h? y 15a‘b.
Una expresion algebraica es prima cuando solo es divisible por ella misma y por la

unidad.

Asi,a,b,a+by 2x—1 son expresiones primas.
Dos 0 mas expresiones algebraicas son primas entre si cuando el unico divisor coman
que tienen es la unidad, como 2xy 3b;a+bya —x.

MAXIMO COMUN DIVISOR de dos o mas expresiones algebraicas es la expresion alge-
braica de mayor coeficiente numérico y de mayor grado que esta contenida exactamente

en cada una de ellas.

Asi, el m. c. d. de 10a°h y 20a° es 10a% el m. c. d. de 8a°n% 24an®y 40a°n*p es 8an.



CAPITULO X/ Méaximo comun divisor

I. M. C. D. DE MONOMIOS
REGLA

Se halla el m.c. d. de los coeficientes y a continuacion de éste se escriben las letras co-
munes, dando a cada letra el menor exponente que tenga en las expresiones dadas.

1) Hallarel m. c. d. de a’® y 3a°bx.
El' m. c. d. de los coeficientes es 1. Las letras comunes son a y x. Tomamos a con su
menor exponente: a® y X con su menor exponente: x; la b no se toma porque no es comun.
Elm. c. d. sera
a’x R.
2) Hallar el m. c. d. de 36a°*, 48a°b° y 60a‘b°m.
Descomponiendo en factores primos los coeficientes, tenemos:
36a%h* =22 3. a%h*
48a%°c=2"- 3 - a%%
60a‘b*m=22-3-5-a'v’m
Elm. c. d. de los coeficientes es 22 - 3. Las letras comunes sona y b. Tomamos a con su

menor exponente: a2y b con su menor exponente: b%; ¢ y m no se toman porque no son
comunes. Tendremos:

m.c.d.=22.3-a%h=12a°0* R.
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Hallar el m. c. d. de:

1. a%x, ax® 8. 12x%z%, 18xy%z, 24x%yz?

2. ab’c, a’bc 9. 28a°h3c*, 35a°h’c®, 42a'*b°c"
3. 2%, x%? 10. 72x%°7*, 96x%y°Z, 120x"y°7’
4. 6a%b®, 15a%p* 11. 42am®n, 56m*n®x, 70m*n?y

5. 8am®n, 20x’m? 12. 75a*b3c?, 150a°%h"x?, 225a°h®y?
6. 18mn®, 27a’m*n* 13. 4a°h, 8ab?, 2a’bc, 10ab’c?

7. 15a%h%, 24ab®x, 36bH%> 14. 38a%%y*, 76mx*y’, 95x°%°

Il. M. C.D. DE POLINOMIOS

Al hallar el m. c. d. de dos 0 mas polinomios puede ocurrir que los polinomios puedan facto-
rizarse facilmente o que su descomposicion no sea sencilla. En el primer caso se halla el m.
c. d. factorizando los polinomios dados; en el segundo caso se halla el m. c. d. por divisiones
sucesivas.
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M.C. D. DE POLINOMIOS POR DESCOMPOSICION EN FACTORES

REGLA

Se descomponen los polinomios dados en sus factores primos. El m. c. d. es el producto
de los factores comunes con su menor exponente.

1) Hallar el m. c. d. de 4a* + 4ab y 2a* — 2a°h.
Factorizando estas » 4a +4ab=4a (a +b) = 2% (a+b)
expresiones: 2a' — 2a%h* =2a° (@ - b%)=2a*@+b) (a-b)
Los factores comunes son 2, ay (a + b), luego:
m.c.d.=2a@+b) R.
2) Hallarelm.c.d. dex®—4, x> —x — 6 y X2+ 4x + 4.
XP—4=(x+2)(x-2)
Factorizando: ———— x* —x — 6= (x — 3)(x + 2)
)(2+4x+4:(x+2)2

El factor comun es (x + 2) y se toma con su menor exponente, luego:
m.c.d.=x+2 R.

3) Hallarel m. c. d. de 9a°x? + 9x?, 6a’x? — 12a°x? — 18ax?, 6a‘x + 21a° + 15a%.
9a%2 + 9x® = 9x* (@° + 1) =3%*a+ 1)@ -a+1)
6a’x? — 12a°x? — 18ax® = 6ax?(a®> — 2a — 3) =2 - 3ax*(a — 3)(a + 1)
6a‘x + 21a° + 15a’ = 3a% (2a% + 7a + 5) = 3a* (2a + 5) (a + 1)
Los factores comunes son 3, xy (@ + 1), luego: m.c.d.=3x@+1) R.
4) Hallarelm.c.d.dex® —x2 x° —x* + x® —x%y 2x° + 2x* — 2x® — 2x.

x® x = x2(x* - 1) =X+ N+ 1)x-1)
X —x*+x3 = Xx2(x3 - ) X2+ 1)(x - 1)
2% + 2 — 2x3 2x(x5+x ) 2x(x2+1)(x®=1)
=22+ )X - )*+x+1)
m.c.d.=x(x>+1)(x—1) R.
Hallar, por descomposicion en factores, el m. c. d. de:
1. 2a® + 2ab, 4a® - 4ab 9. 3x® + 15x2, ax® + Sax
2. 6x3% — 6x%y, 9x%? + 18x%° 10. a* — b?, a® - 2ab + b?
3. 12a%b®, 4a°h® — 8a’h® 1. m* + n®, 3am + 3an
4.ab+b,a’+a 12.x2-4,x* -8
5. x2—x, x* = x? 13. 2ax? + 4dax, x* — x* — 6x
6. 30ax2 — 15x%, 10axy?® — 20x%y? 14. 9% — 1, 9x® — 6x + 1
7. 18a%°y*, 6a’x?y* — 18a%y* 15. 4a% + 4ab + b?, 2a* - 2ab + ab — b®
8. ha® — 15a, a® - 3a® 16. 3x2 + 3x — 60, 6x2 — 18x — 24
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17.
18.
19.
20.
CAxt -yl (2x2 - y)?
22.
23.
24.
25.
26.
217.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.

8x3 +y°, 4ax® — ay®

2a® — 12a%b + 18ab?, a’x — 9ab*

ac + ad— 2bc — 2bd, 2¢%+ 4cd + 2d°

3a’m?® + 6a*m — 45a%, 6am> + 24amx — 30ax

3x5 — 3x, 9x3 — 9x

a’+ab, ab + b% a®+ah

2x% — 2x2, 3x% — 3x, 4x°® — 4x?

x4 = 9x% x* — 5x% + 6x2, x* — 6x° + 9x2

ab + 2a°h® + ab®, a‘b — a’h®

2%+ 2x — 4, 2x2 - 8x + 6, 2x* — 2

ax® — 2ax® — 8ax, ax® — ax — 6a, a’® — 3a%x*-10a*

2an* — 16an® + 32a, 2an® — 8an, 2a’n® + 16a°

4322 + 8a — 12, 22> — 6a + 4, 6a° + 18a — 24

432 — b2, 8a° + b3, 4a° + 4ab + b?
x2—2x—8, x> —x—12, x> = 9%+ 20x

a®+a,a’-6a°-7a a%+a

X3+ 27, 2x2 — 6x + 18, x* = 3x3 + 9x?

x2 + ax — 6a2 x® + 2ax — 3a°, x* + 6ax + 9a*

54x® + 250, 18ax® — 50a, 50 + 60x + 18x?

(X2 =1)% x*—4x -5, x" =1

4ax?® — 28ax, a’x® — 8a’x? + 7a’, ax* — 15ax® + 56ax>

3a® - 6a, a®—4a, a’h — 2ab, a*—a - 2

X2 —x,27x3—1,9x*—6x+1,3ax—a +6x—2
a'—1,a+a%+a+1,a%+ax+ax+x, a+at+at+1

2m? + 4mn + 2n%, m® + m*n + mn®*+ n®, m® + n®, m* — mn?
a®—3a’+3a-1,a°-2a+1,a%-a, a*-4a+3

16a% + 54x, 12a%? — 42ax® — 90x?, 32a% + 24a’x — 36ax, 32a*x — 144a% + 162x
vy + 2% X%y - 2y® = 3%, ax’y + ay’, xy -y

2a® —am + 4a — 2m, 2am® — m3, 6a® + 5am — 4m?, 16a® + 72am — 40m?
12ax — 6ay + 24bx—12by, 3a® + 24b°, 9a® + 9ab — 18b%, 12a® + 24ab
5a% + 5ax + bay + 5xy, 15a® — 15ax® + 15a% — 15x%y, 20a® — 20ay®+ 20a’
—20xy?, 5a° + ba‘x + 5a’y® + baxy®.
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M. C. D. DE DOS POLINOMIOS POR DIVISIONES SUCESIVAS

Cuando se quiere hallar el m. c. d. de dos polinomios que no pueden descomponerse en
factores facilmente, se emplea el método de divisiones sucesivas, de acuerdo con la si-

guiente:

REGLA

Se ordenan ambos polinomios con relacion a una misma letra y se divide el polinomio de
mayor grado entre el de grado menor. Si ambos son del mismo grado, cualquiera puede
tomarse como dividendo. Si la division es exacta, el divisor es el m. ¢. d.; si no es exacta,
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se divide el divisor entre el primer residuo, éste entre el segundo residuo y asi sucesiva-
mente hasta llegar a una division exacta. El tltimo divisor es el m. ¢. d. buscado.

Todas las divisiones deben continuarse hasta que el primer término del residuo sea de

grado inferior al primer término del divisor.

Hallar por divisiones sucesivas el m. c. d. de 16x* + 36x> — 12x — 18y 8x* — 2x — 3.

Ambos polinomios estan ordena- 16x° +36x>—12x —18 | 8x*—2x-3
dos con relacion a x. Dividimos el —16x3+ 4x*+ 6x 2X+5
primero, que es de tercer grado, 40x*— 6x —18

entre el segundo que es de segun-/ —40x*+10x+15

do grado: 4x - 3

Aqui detenemos la division porque el primer término del residuo, 4x, es de grado inferior
al primer término del divisor 8x°.

Ahora dividimos el divisor 8x* — 2x — 3 entre 8x>— 2x— 3 4x -3
el residuo 4x — 3: > —8x%+ 6x 2
4x-3
—4x+ 3

Como esta division es exacta, el divisor 4x — 3 es el m. c. d. buscado. R.

REGLAS ESPECIALES

En la préctica de este método hay que tener muy en cuenta las siguientes reglas:

1)

2)

3)

4)

Cualquiera de los polinomios dados se puede dividir entre un factor que no divida al
otro polinomio. Ese factor, por no ser factor comin de ambos polinomios, no forma
parte del m. c. d.

El residuo de cualquier division se puede dividir entre un factor que no divida a los dos
polinomios dados.

Si el primer término de cualquier residuo es negativo, puede cambiarse el signo a
todos los términos de dicho residuo.

Si el primer término del dividendo o el primer término de alguin residuo no es divisible
entre el primer término del divisor, se multiplican todos los términos del dividendo o
del residuo por la cantidad necesaria para hacerlo divisible.
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1)

2)

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de
12x% — 26x% + 20x — 12 y 2x° — x* — 3x.

Dividiendo el primer polinomio entre 2 y el segundo entre x queda:
Gx3—13x2+10x — 6y %2 —x -3

Dividiendo: Bx3—13x*+ 10x— 6 | 2°—x—-3
—-6x%+ 3°+ X 3x—5
—10x*+19%— 6
10x% — 5x—15
14x - 21

Dividiendo el residuo 14x — 21 entre 7 queda 2x — 3.

Ahora dividimos el divisor 2x2 — x — 3 entre 22— x-3 | 2&-3
el residuo 2x — 3: -2 +3x X+ 1
2% -3
-2+ 3

Como esta division es exacta, el divisor 2x —3 es el m. c. d. R.

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 3x* — 13x* + 5x — 4 y 2x* — 7x — 4.
Como 3x® no es divisible entre 2x2, multiplicamos el primer polinomio por 2 para hacerlo
divisible y quedara:

6x® — 26x%> + 10x — 8y 2x° — 7x — 4.

Dividiendo; ————»  6x°-26x*+10x-8  2x*—7x—4
—6x°+21x2 +12x 3x
SR

—5x2 no es divisible entre 2x?. Cambiando el signo al residuo tenemos: 5x* — 22x + 8
y multiplicando este residuo por 2, para que su primer término sea divisible entre 2x2,
queda 10x® — 44x + 16. (Ambas operaciones equivalen a multiplicar el residuo por
—2.) Esta expresion la dividimos entre 2x* — 7x — 4:

10x2 —44x+16 | 2°—T7x—4
—10x* +35x+20 5
- 9x+36

Cambiando el signo al residuo: 9x — 36; dividiendo entre 9: x — 4. (Ambas operaciones
equivalen a dividir entre —9.)

Ahora dividimos 2x*> — 7x — 4 entre x — 4: U —Tx -4 Xx—4
— 2%+ 8 2% + 1

x—4

X+ 4

Como esta division es exacta, elm.c.d.es x—4 R.
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3)

BALDOR ALGEBRA

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 6x° — 3x* + 8x* —x?+ 2x y

3x° — 6x* + 10x° — 2¢% + 3x.

Cuando los polinomios dados tienen un mismo factor comdn, debe sacarse este factor
comun, que sera un factor del m. c. d. buscado. Se halla el m. c. d. de las expresiones
que quedan después de sacar el factor comdn y este m. c¢. d. multiplicado por el factor
comun serd el m. c. d. de las expresiones dadas. Asi, en este caso, ambos polinomios
tienen el factor comun x. Sacando este factor en cada polinomio, queda:

6x'— 33+ 8x2—x + 2y 3x*— 6x3+ 10x>— 2x + 3.
6x'— 3+ 8x°— x+2 | Ax*—6x°+10x*— 2x+ 3
— 6x*+12x°-20x%+ 4x — 6 2
I —12x%+3x — 4

Dividiendo:

Ahora dividimos el divisor

entre el residuo, pero como Ox*—18x> +30x>—6x+9 | 9x*—12x%+ 3x — 4
3x* no es divisible entre 9°  —9x*+12x3 — 3x®+ 4x X

hay que multiplicar el divisor SO

por 3y tendremos:

Como 6x° no es divisible entre 9x3,  18x*—81x* +6x-27 | 9x°—12x* +3x — 4

multiplicamos el residuo por — 3 Y 1 —18x°+24x° —6x+ 8 2
tendremos: -57x*  -19

Dividiendo el residuo entre —19 queda 3x* + 1.

I -12¢2 +3x— 4 | 3x°+ 1
Ahora dividimos el divisor entre el -0x° =X 3x — 4
residuo. —12x =
12x2 + 4
3x% +1 eselm. c. d. de las expresiones que quedaron después de sacar el factor comuin x.
Entonces, hay que multiplicar 3x* + 1 por x y el m. c. d. de las expresiones dadas seré:

m.c.d.=x(3x+1) R

W 0 ~N OO Ol AW N =

C12x% + 8x + 1y 2x2 —5x -3
.6a’—2a—20y2a®—a’- 6a

2 A A+ By XX —x+ 2
. 12ax* — 3ax® + 26ax® — 5ax + 10a y 3x* + 3x* — 4x* + 5x — 15

cax* + 3ax® — 2ax® + 6ax — 8ay x* + 4x® — x® — 4x
.2m* = 4m® —m?+ 6m -3y 3m® - 6m* + 8m® - 10m? + 5m

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de:

5a° — 6a’x + ax’y 3a® — 4a% + ax?
8a* — 6a’x + 7a%? — 3ax®y 2a° + 3a* — 2ax®

3x3 — 2x%y + 9xy? — 6y y 6x* — 4x3y — 3x¥y? + 5xy® - 2y°
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10. 32° — 6a* + 16a° — 2a® + 5a y 7a°— 14a* + 33a° + 4a® — 10a

11. 45ax® + 75ax® — 18ax — 30a y 24ax® + 40ax® — 30ax — 50a

12. 2x3 + 2a% + 2ax® + 2a° y 10x* + 4ax® + 10a% + 4a°

13. 9% + 15ax® + 3a% — 3a°y 12x° + 21ax® + 6a’ — 3a°

14. 8a'b + 4a°b® + 4ab* y 12a'h — 18a°h® + 12a%h® — 6ab*

15. 9a°n® — 33a’n® + 27a%* — 6a’n® y 9a°n® + 12a‘n® — 21a°n* + 6a’n°
16.8°-2a*+a*+a—-1y a —-at+a*+1

17. Bax* — 4ax® + 6ax® — 10ax + 4a y 36ax* — 24ax® — 18ax® + 48ax — 24a

M. C. D. DE TRES 0 MAS POLINOMIOS POR DIVISIONES SUCESIVAS

En este caso, igual que en Aritmética, hallamos el m. c. d. de dos de los polinomios dados;
luego el m. c. d. de otro de los polinomios dados y el m. c. d. hallado anteriormente, y asi
sucesivamente. El tltimo m. c. d. es el m. c. d. de las expresiones dadas.

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 2¢® — 11x2 +10x + 8, 2x* +x* - 8x -4 y
6ax? + 11ax + 4a.

Hallemos el m. c. d. de las dos 2¢ 11 +10x + 8 2x°+ x2-8x — 4
primeras expresiones: ——— > —2x*— x*+ 8x +4 1
S S Ty AR )

Dividiendo el residuo entre —6 2% + x*—8x — 4 2x2—3x -2

queda 2x*— 3x — 2. Dividiendo —2x° +3x% + 2x X+2
el divisor por esta expresion: N 1 i G i |
—4x* + 6x + 4

El m. c. d. de las dos primeras expresiones es 2x> — 3x — 2. Ahora hallamos el m. c. d.
del tercer polinomio dado 6ax® + 11ax + 4a y de este m. c. d.

Dividiendo 6ax® + 11ax + 4a entre a queda Gx2+11x + 4 | 2°—3x-2
6x% + 11x + 4. Tendremos: > 6x°+ x+6 3
20x +10
22-3x -2 | 2x+ 1
2
Dividiendo el residuo entre 10 queda 2x + 1 —/—% X=2

4x + 2

El'm. c. d. de las tres expresiones dadas es 2x + 1. R.

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. d. c. de:

X—2%-5x+6, 252 —6x+9 y 2x°-5x-3
2.2 — Xty — 2xy2+ )3, X34+ Bxly —3xy -y Yy BX*—xy—y
x4+ xd—xP—x, 23+ 22—2x—-2 y X -b6x242x-2
4. 3a" + 92% + 4a%x°-3ax3+ 2x*, a*+ 3a% + a¥x®-3ax® - 2x' y 4a’+ 8a%x — ax’- 2x°
5.2+ 2x = 2x2— 2x, 3x5—4Ax* -3+ 4x y 4x*— 4x®+ 3x2- 3x

2

Ejercicio
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La escuela de Bagdad (siglos IX al Xil). Los drabes fueron
los verdaderos sistematizadores del Algebra. A fines del si-
glo v florecio la Escuela de Bagdad, a la que pertenecian Al
Juarismi, Al Batani y Omar Khayyan. Al Juarismi, persa del
siglo IX, escribio el primer libro de Algebra y le dio nombre

Capitulo X[/

MIiNIMO COMUN MULTIPLO

a esta ciencia. Al Batani, sirio (858-929), aplicé el Algebra a
problemas astronémicos. Y Omar Khayyan, persa del siglo XII,
conocido por sus poemas escritos en “rubayat”, propuso un
tratado de Algebra.

COMUN MULTIPLO de dos o mas expresiones algebraicas es toda expresion algebraica que
es divisible exactamente por cada una de las expresiones dadas.
Asi, 8a°h? es coman multiplo de 2a® y 4a°b porque 8a°h? es divisible exactamente por 2a>
y por 4a°b; 3x* — 9x + 6 es comin maltiplo de x — 2 y de x* — 3x + 2 porque 3x> — 9 + 6 es
divisible exactamente por x — 2 y por x> — 3x + 2.

MINIMO COMUN MULTIPLO de dos o més expresiones algebraicas es la expresion alge-
braica de menor coeficiente numérico y de menor grado que es divisible exactamente por

cada una de las expresiones dadas.

Asi, el m. c. m. de 4a y 6a° es 12a% el m. c. m. de 2x?, 6x°y 9x* es 18x*.
La teoria del m. c. m. es de suma importancia para las fracciones y ecuaciones.

I. M. C. M. DE MONOMIOS

170 REGLA

Se halla el m. c. m. de los coeficientes y a continuacion de éste se escriben todas las
letras distintas, sean o0 no comunes, dando a cada letra el mayor exponente que tenga en

las expresiones dadas.
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1) Hallar el m. c. m. de axy a%.
Tomamos a con su mayor exponente a° y x con su mayor exponente x> y tendremos:

m.c.m.=a’* R.
2) Hallar el m. c. m. de 8ab’c y 12a°h?>. —— 8ab’c = 2%ab’c
12a°%° = 22 - 3a°°
El m. c. m. de los coeficientes es 2° - 3. A continuacion escribimos a con su mayor ex-
ponente a*, b con su mayor exponente b? y ¢, luego:
m.c. m.=2°% . 3a%h% =24a’h’c R.

10a% = 2 - 5a’x
3) Hallar el m. c. m. de /  36a*mx?® = 22 - 3%a’mx®
10a%x, 36a’mx?y 24h°m*. 24b°m* = 2° . 3b*m*

m.c.m. = 23.3%2.5a%h*m*? =360a°h’m*x*> R.

Hallar el m. ¢. m. de:

1. a%, ab? 14. ax®y?, a%y, a%®

2. X%y, xy? 15. 4ab, 6a?, 3b°

3. ab’c, a’bc 16. 3x°, 6x2, 9x*y?

4. a’®, a*bx? 17. 9a%bx, 12ab*?, 18a3b’x

5. 6m’n, 4m?® 18. 10m?, 15mn?, 20n°

6. 9ax3y*, 15x%° 19. 18a%, 24h?, 36ab®

7. a% ab? a’h 20. 20m*n®, 24m*n, 30mn?

8. X%y, xy?, xy*z 21.ab? bc?, a’c?, b%c?

9. 2ab’, 4a’b, 8a° 22. 2x%, 8xy°, 4a%3, 12a°

10. 3x%%z, 4x%°2%, 6x* 23. 6a%, 9x, 12ay? 18x%

11. 6mn?, 9m?n®, 12m?®n 24. 15mn?, 10m?, 20n3, 25mn*
12. 3a% 4b?%, 8x* 25. 24a%®, 36a%", 40x%°, 60a’y®
13. 5x%, 10xy, 15xy* 26. 3a°, 8ab, 1002, 12a°h°, 16a%h’

II. M.C. M. DE MONOMIOS Y POLINOMIOS

REGLA

Se descomponen las expresiones dadas en sus factores primos. El m. ¢. m. es el producto
de los factores primos, comunes y no comunes, con su mayor exponente.

1) Hallar el m. c. m. de 6, 3x — 3.
Descomponiendo: 6=2-3
3 -3 =3(-1)
m.c.m.=2-3x-1)=6(x-1) R.
2) Hallar el m. c. m. de 14a% 7x — 21.
Descomponiendo: 14a° = 2 - 78
x-21=7kx-3)
mc.m=2-7-a%x-3)=14a*x-3) R.
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3) Hallar el m. c. m. de 15x2, 10x® + 5x, 45x°.
Como 15x esta contenido en 45x3, prescindimos de 15x2
Descomponiendo: 10x2 4+ 5x = 5x(2x + 12
45x° = 32.5.x

m.c.m.=3%- 5x°%2x+ 1) =453 2x+ 1) R.

4) Hallar el m. c. m. de 8a%h, 4a° — 4a, 6a> — 12a + 6.
Descomponiendo: 8a’h = 2° - a’b
4a° — 4a = 4a(@® - 1) 22-a(a+1l(a—1)
Ba?— 122+ 6=6(@°~2a+1) =2-3@-1)
m.c.m=2".3.a%h@-1)@a+1)=24a’h@@-1)@+1) R.

5) Hallar el m. c. m. de 24a’, 18xy?, 2x* + 2x2 — 40x, 8x* — 200x>.

24a> = 2° - 3a’x

18xy? = 2 - 3%y?

263+ 2% — 40x = 2x (X2 +x—20) = 2x(x +5)(x — 4)
8x*—200x* = 8x*(x*—25) = 2° - x*(x+5)(x—5)

m.c.m.=2°- 3%+ a%??x+5) (x—5)(x—4)
=72a%**(x* - 25)(x—4) R.

—h

Hallar el m. ¢. m. de:

9 1.2a, 4x-8 13. 2a%, 6ab, 3a% — 6ab

=1 2. 3b% ab - b® 14. xy?, x%°, 5x° — 5x*

(=N 3. X%, Xy + xy° 15. 9a%, 18b°, 27a%b + 81ah®

N 4.8,4+8a 16. 10, 6x%, 9x% + 9xy®

el 5. 6a’h, 3a’h? + 6ab® 17. 4%, x* + X%, X%y — xy
6. 14x2, 6x% + 4xy 18. 24, 6m® + 18m, 8m — 24
7. 9m, 6mn® — 12mn 19. 2ah? 3ax + 3a, 6x — 18
8.15,3x + 6 20. X%, X3+ X2 — 2%, x>+ Ax + 4
9. 10,5 —15b 21. 6ab, x> — 4xy + 4y*, 9a’x — 18a’y
10. 36a%, 4ax — 12ay 22. 6x%, 3x3 — 3x% — 18x, 9x* — 36x2
1. 12xy2, 2ax?y® + 5x%° 23. a%°, 4x3 — 12x% + Wwy?, 2x* — 3x’y
12. mn, m?, mn® — mn* 24. 8x%, 12x%?, 9x? — 45x

25. an®, 2n, N’ + n%?, nx® + 2nxy + ny*

26. 8x%, X3 + x% — 6x, 2x3 — 8x2 + 8x, 4x° + 24x% + 36x
27. 3¢, X+ 1, 2x* — 2x + 2, 6x° + 6x°

28. 4xy? 3x°* — 3x% a’+ 2ab + b®, ax —a+bx—b

29. 2a, 4b, 6a%h, 12a® — 24ab + 12b?, 5ab® - 5b*
30.28x, X+ 2+ 1, X2+ 1, 7x* + 7, 14x + 14

lll. M. C. M. DE POLINOMIOS

La regla es la misma del caso anterior.

1) Hallar el m. c. m. de 4ax® — 8axy + 4ay?, 6b°x — 6b%.
Descomponiendo:
4ax? - Baxy + day® = da(x* - 2xy +y?) = 2% - a(x - y)*
6b% — 6b%y = 6b*(X — ) =2 3b’(x—y)
m.c.m. =2%-3-ab’x—y)> = 12ab’(x-y)°* R.
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2) Hallarel m. c. m. de x® + 2bx? x% — 4b’xy, X2y + 4bxy? + 4b%?
X%+ 2bx? = x?(x + 2b)
X%y —4b%y = xy(x* — 4b?%) Xy(x + 2b)(x — 2b)
X%y% + 4bxy? + 4b%y? = y2(x* + 4bx + 4b%) = y? (x + 2b)*

m. ¢. m. = x%?(x + 2b)*(x — 2b) R.

3) Hallar el m. c. m. de m®> — mn, mn + n? m?—n®.
m?—mn = m(m - n)
mn+n? = n(m+n)
m?—n® = (m+n)(m-n)
m. ¢. m. = mn (M +n)(m —n)= mn(m*-n?) R.
4) Hallar el m. c. m. de (@ — b)% a® — b?, (@ + b)? a° + b°.
El alumno debe notar que no es lo mismo cuadrado de una diferencia que diferencia de
cuadrados ni es lo mismo cuadrado de una suma que Suma de cuadrados. En efecto:

(a b) =(@-b)

b? = (@a+b)@-b)
(a+b) =(61+b)2
a+b® = @+b)

a
m.c.m. = (@+b)*@-b)*@ +b? R.

5) Hallar el m.c.m. de (x + 1)% x*+ 1, x2 — 2x - 3.
El alumno debe notar que no es lo mismo suma de cubos que cubo de una suma. En

efecto:
(1) = (x4 1)
B+l =x+1)2—x+1)
X 2—3 = (x=3)(x+1)

m.c.m. = (x+1)°%—3))®—x+1) R.

3,3

6) Hallar el m. c. m. de (x — y)%, x* — y® x® —xy® + x% — y, 3a* + 3a?y. El alumno debe
notar que no es lo mismo cubo de una diferencia que diferencia de cubos.
K=9° = (x-y)
Xy = =) +xy +y?
X =xy?+xly —y® = x(¢ -y’ +yi* =y = 2=y x +)
= (X +y)*x-y)

3a% + 3a%y = 3a°(x +y)
m. c. m. = 3a%(x + y)2(x = y)* 0 +xy +y%) R.

7) Hallar el m. c. m. de 15x° + 20x% + 5x, 3x® — 3x +x% — 1, 27x* + 18x% + 3x°.
15x3 +20x2 + 5x = 5Xx(3x?+4x+1) = 5x3Bx+1)(x +1)
3 =3 +x2—1 = PN+ -1) = x*-1)(Bx+1)
=x+Nx=1)Bx+1)
27x* +18x% + 3x2 = 3x} (% + 6x + 1) = 3x2(3x + 1)°
15x2(3x + 1)20¢ + 1) (¢ — 1)
5x%(3x + 122 = 1) R.

m. c. m.
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8) Hallar el m. c. m. de 2x®— 8x, 3x* + 3x® — 18x%, 2x° + 10x* + 12x5, 6x° — 24x + 24.
26— 8x = 2x(x* —4) = 2X(x + 2)(x — 2)
3x* +3x° —18x% = 3x*(x* + X — 6) = 3x°(x + 3)(x — 2)
2x° +10x* +12x% = 23 (x* + 5x + 6) = 2x°(x + 3) (x + 2)
BX2 — 24x + 24 = B(x*— 4x + 4) = B(x — 2)?
m.c.m. = 6x3(x + 2)(x — 2k +3) R.

0 lo que es igual
m.c.m. = 6x3(x* —4)(x-2)(x+3) R.

Hallar el m. ¢. m. de:

1.3x+3,6x—6 12,8 -5 (x—y)®

2. 5x + 10, 10x% - 40 13.x2+ 3x — 10, 4x>2 - 7x - 2

3. X% + 2x%y, x2 — 4y? 14.2% +a - 30,a%+3a— 18

4. 3a% — 9a% x> - 6x+ 9 15. x% — Ox + 5x2 — 45, x* + 2x3 — 15x2
5. 4a® — 9b?, 4a® — 12ab + 9b° 16. x® — 4x3 - 32, ax* + 2ax® + dax?
6. a° + ah, a° + 2a’h + ab® 17. 8(x — y)2 12(x% - y?)

7. 3ax + 12a, 2bx* + 6bx — 8b 18. 5(x + y)% 10(x? + y?)

8. x®—25x, x>+ 2x — 15 19. 6a(m + n)3, 4a’b(m* + n®)

9. (x—1)% x> -1 20. ax(m — n)3, x3(m* - n®)

10. (x + 1)% x> + 1 21. 2a° + 2a, 3a° — 3a, a* — a*
x84+ (x+y)° 22. X2+ 26, x* = 2x%, x2 - 4

23.x%2+x—-2, x> —4x+3,x>-x—-6

24.6a%+13a + 6, 32>+ 14a + 8, 4 + 12a + 9a°

25.10x% + 10, 15x + 15, 5x> = 5

26. ax — 2bx + ay — 2by, X? + xy, x> — xy

27. 4a% + 4ab?, 6a — 6b, 15a% — 15b2

28.x2 - 25, x* =125, 2x + 10

29. a® — 2ab — 3b?, a®h — 6a%h? + 9ab3, ab® + b®

30. 2m? + 2mn, 4mn — 4n%, 6m°n — 6mn®

31. 20(x2 = y?), 15(x — y)%, 12(x + y)?

32. ax® + 5ax — 14a, x® + 14x% + 49x, x* + 7x3 — 18x2

33. 2x% — 12x% + 18x, 3x* — 27x2, 5x3 + 30x% + 45x
34.3-3a% 6 +6a, 9—9a, 12 + 1232

35.2(3n — 2)%, 135n° — 40, 12n - 8

36. 12mn + 8m — 3n — 2, 48m%n1 — 3n + 32m* -2, 6n% - 50 — 6
37. 18x% + 60x% + 50x, 12ax® + 20ax?, 15a%° + 16a%* — 15a%*®
38.16 — x* 16 + 8x% + x* 16 — 8x% + x*

30.1+a% (1+a)%1+a°

40.8n%2—10n -3, 20n*+13n +2,10n* - 11n - 6

41. 6a% + ab — 2b% 15a% + 22ab + 8b?% 10a% + 3ab — 4b®
42.12x% + 5xy — 2y%, 15x% + 13xy + 2y%, 20x2 — xy — y°

43. 6b%?% + 6b%°, 3a%x — 3a%>?, 1 — x*

44, x* + 8x — 4x3 — 32, a¥* — 2a%> — 8a%?, 2x* — 4x® + 8x?
45. X3 =9 +x2— 9, x = 10x%+ 9, x>+ 4x + 3, x2 - 4x + 3
46.1-2a%1-a,1-a%1-2a+a°

47. a%h — ab?, a‘b® — a’h*, a(ab — b®)? b(a® + ab)?

48. m® — 27n3, m® — 9n% m? - 6mn + 9n%, m? + 3mn + 9n?
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Europa. Tres nombres pueden sefalarse como representacion
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FRACCIONES ALGEBRAICAS. REDUCCION DE FRACCIONES

FRACCION ALGEBRAICA es el cociente indicado de dos expresiones algebraicas.

Asi, % es una fraccion algebraica porque es el cociente indicado de la expresion a (divi-
dendo) entre la expresion b (divisor).

El dividendo a se llama numerador de la fraccion algebraica, y el divisor b, denominador.
El numerador y el denominador son los términos de la fraccion.
Expresion algebraica entera es la que no tiene denominador literal.

Asi,a,x +y,m—n, %a+§b son expresiones enteras.

Una expresion entera puede considerarse como una fraccion de denominador 1.

Asi, a=%;x+y=

Expresion algebraica mixta es la que consta de parte entera y parte fraccionaria.

Xty
g

Asi, a+ g yX— Xi_a SON expresiones mixtas.
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PRINCIPI0S FUNDAMENTALES DE LAS FRACCIONES

Los siguientes principios demostrados en Aritmética se aplican igualmente a las fracciones
algebraicas y son de gran importancia:

1) Si el numerador de una fraccion algebraica se multiplica o divide por una cantidad,
la fraccion queda multiplicada en el primer caso y dividida en el segundo por dicha
cantidad.

2) Siel denominador de una fraccion algebraica se multiplica o divide por una cantidad,
la fraccién queda dividida en el primer caso y multiplicada en el segundo por dicha
cantidad.

3) Siel numerador y el denominador de una fraccion algebraica se multiplican o dividen
por una misma cantidad, Ia fraccion no se altera.

SIGNO DE LA FRACCION Y DE SUS TERMINOS

En una fraccion algebraica hay que considerar tres signos: El signo de la fraccion, el signo del
numerador y el signo del denominador.

El signo de la fraccion es el signo + o — escrito delante de la raya de la fraccion. Cuando
delante de la raya no hay ningun signo, se sobrentiende que el signo de la fraccion es +.

Asi, en la fraccion 2 el signo de la fraccion es +; el signo del numerador es + y el signo
del denominador +.

En la fraccion —%a el signo de la fraccion es —, el signo del numerador —y el signo del
denominador +.

CAMBIOS QUE PUEDEN HACERSE EN LOS SIGNOS DE UNA FRACCION SIN
QUE LA FRACCION SE ALTERE

Designando por m el cociente de dividir a entre b se tendra segun la ley de los signos de la
division:

a_ _a_
dem () Z=m (2)
—a a
y por tanto, S=-my S =-m

Cambiando el signo a los dos miembros de estas dos ultimas igualdades, tenemos:

~2=m @)y -L=m ()

Como (1), (2), (3) y (4) tienen el segundo miembro igual, los primeros miembros son
iguales y tenemos:

Lo anterior nos dice que:

1) Si se cambia el signo del numerador y el signo del denominador de una fraccion, la
fraccion no se altera.
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2) Sise cambia el signo del numerador y el signo de la fraccion, la fraccion no se altera.
3) Si se cambia el signo del denominador y el signo de la fraccion, la fraccion no se
altera.

En resumen, se pueden cambiar dos de los tres signos que hay que considerar en una
fraccion, sin que ésta se altere.

CAMBIO DE SIGNOS CUANDO LOS TERMINOS DE LA FRACCION
SON POLINOMIOS

Cuando el numerador o denominador de la fraccion es un polinomio, para cambiar el signo
al numerador o al denominador hay que cambiar el signo a cada uno de los términos del
polinomio.

Asi, si en la fraccion TT_;[/] cambiamos el signo al numerador y al denominador la frac-

cion no varia, pero para cambiar el signo a m — n hay que cambiar el signo de my de —ny
quedara —m +n=n—m, y para cambiar el signo a x — y hay que cambiar el signo de x y de
—yy quedard —x +y =y — x y tendremos:

m-n _ —m+n _ n—m

X=y —X+y y—-x

x-3

Si en la fraccion =— cambiamos el signo del numerador y de la fraccion, ésta no se
altera y tendremos:
x-3_ —-x+3_ 3-x
X+2 x+2  x+2

Del propio modo, si en la fraccion 3—")(2 cambiamos el signo al denominador y a la frac-

cion, ésta no varia y tendremos:
3x 3x 3x

1-x2 A+ x>

(En la practica, el paso intermedio se suprime.)

. o X=2 -
De acuerdo con lo anterior, la fraccion .3 puede escribirse de los cuatro modos
siguientes:
X=2_2-x_ 2-x_ x=2
x-3 3-x  x-3  3—x

CAMBIO DE SIGNOS CUANDO EL NUMERADOR 0 DENOMINADOR
SON PRODUCTOS INDICADOS

Cuando uno o ambos términos de una fraccion son productos indicados, se pueden hacer
los siguientes cambios de signos, de acuerdo con las reglas anteriores, sin que la fraccion
se altere:

1) Se puede cambiar el signo a un nimero par de factores sin cambiar el signo de la
fraccion.
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Asi, dada la fraccion % podemos escribir:

ab _ (-a)b ab _ (-a)b
X (=x)y Xy x(=y)
ab _ (-a)(=h) ab ab
Xy Xy Xy (=x)(=y)
ab _ (-a)(=h)
Xy (=x)(=Y)

En los cuatro primeros ejemplos cambiamos el signo a dos factores; en el dltimo, a
cuatro factores, nimero par en todos los casos, y el signo de la fraccion no se ha cam-
biado.

2) Se puede cambiar el signo a un nimero impar de factores cambiando el signo de la
fraccion.

Asi, dada la fraccion % podemos escribir:

ab__(a)p ab___ab
Xy Xy Xy x(=y)
ab _ _(-a)-h) ab __ (-a)b
Xy (=x)y X (=x)(=y)

En los dos primeros ejemplos cambiamos el signo a un factor; en los dos ultimos ejem-
plos cambiamos el signo a tres factores, namero impar en todos los casos, y en todos los
casos cambiamos el signo de la fraccion.

(a-1N@-2)

Apliquemos los principios anteriores a la fraccion TRk

Como estos factores son binomios, para cambiar el signo de cualquiera de ellos hay que
cambiar el signo a sus dos términos.
Tendremos:

(x=3)(x—4) -X)(x-4) (x-3)(x-4) (x=3)(x—4
(@-N@-2) _ (1-a@-2) (a-0@-2) _ (a-Nm2-a)
(x=3)(x—4)  (x-3)(x—-4) (x-3)(x—4) B-x)4-x)

Estos principios son de suma importancia para simplificar fracciones y efectuar opera-
ciones con ellas.
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REDUCCION DE FRACCIONES
REDUCIR UNA FRACCION ALGEBRAICA es cambiar su forma sin cambiar su valor.

. SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

SIMPLIFICAR UNA FRACCION ALGEBRAICA es convertirla en una fraccién equivalente
cuyos términos sean primos entre Si.

Cuando los términos de una fraccion son primos entre si, a fraccion es irreducible y

entonces la fraccion esta reducida a su mas simple expresion o0 a su minima expresion.

SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS TERMINOS SEAN MONOMIOS

REGLA

Se dividen el numerador y el denominador por sus factores comunes hasta que sean
primos entre si.

1)

2)

215
Simplificar *40>
P 6a%h°m

Tendremos: 4&°0° _ 2:1+0" _ 2b°

6a%°m 3-a-1-m 3am
Hemos dividido 4 y 6 entre 2 y obtuvimos 2 y 3; @’y a° entre a® y obtuvimos los cocientes
1ya: b®yb?entre b® y obtuvimos los cocientes b2y 1. Como 2b y 3am no tienen ningun
factor comun, esta fraccion que resulta es irreducible.

9xdy?
36x°y8 "

Simplificar

9y _ 44141 _ R
36X 4ex?eyd axqyt

Dividimos 9y 36 entre 9; x® y x° entre x°; y* y y® entre y°.

Obsérvese que cuando al simplificar desaparecen todos los factores del numerador, queda
en el numerador 1, que no puede suprimirse. Si desaparecen todos los factores del deno-
minador, queda en este 1, que puede suprimirse. El resultado es una expresion entera.

197

Simplificar o reducir a su mas simple expresion:

2 23]
i 2 2 3. X 4, & 5, Smn
ab 8a’h x3y® 4%y 3m

Ejercicio
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7 8m*n°x? 10 21mn®x8
" 24mnx? " 28m*n’x?
s, 12x%y42° 11, 42a’c’n
32xy%z 26a*c’m
243 3,46

9. 12a°b 12. 17x y'z
60a3bx® 34x7y8710

. 30x8y?
45a°x47°
ah’
" 3a%%

21a8b10012

63a*bc?

BALDOR ALGEBRA

54X9y11z13

: 63me12215

15312b15020

! 75a'1p'6c2
753’ m°

100a°m?n®

SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS TERMINOS SEAN POLINOMIOS

REGLA

Se descomponen en factores los polinomios todo lo posible y se suprimen los factores

comunes al numerador y denominador.

23°

1) Simplificar P

Factorizando el denominador, se tiene:

22 _ 23 a

42® —4ap 4a@a-b) 2(a—h)

4x2)8

2) Simplificar ——————.
JRSInBITE 24x%y3 — 36x3y*

Factorizando:

4528 4528

Hemos dividido 2 y 4 entre 2 y a’ y a entre a.

1

.. x2_Bx+6
3) Slmplmcarm.

X2—5x+6 _ (x=2)(x=3) _x-2

2ax—6a  2a(x-3)  2a

8% +27

4) Slmpllflcar m .

8a°+27 _ (2a+3)(4a®—6a+9) 4a°—6a+9

2433 _36x%4  12x3%2-3y) 3x(2-3y)

R.

25a

5) Simplificar 28 18aP— 102"

4 +12a+9  (2a+3F  2a+3

a®-25a _ a@>-25 _ a@+5)@a-5 _ a-5

R.

223+ 8a2—10a 2a(@’+4a—5) 2a@+5)a-1
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6) Simplificar 29 =2X+3=3/
18x° +15x“ —63x

2xy=2x+3-3y _2x(y=0+301-y) _ (y-0(@2x-3)

=y p

18x3 +15x2 — 63x

3312k — Xy +dy
7) Simplificar ——————
) P x4 —5x3 —14x2

3x(6x2+5x—21)  3x(3x+7)(2x=3)

3% —12x - xy+4y _ (x*-4)Bx-y) _ (x+2)(x-2)(3x—y) _ (x-2)(3x-)

3x(Bx+7)

x4 -5x3—14x%  x3(x*=5x-14)  X}(x=T)(x+2)

(@®-1)(a®+2a-3)
(@2 -2a+1)(a®+4a+3)

8) Simplificar

(@ -1)(@®+2a-3)
(@>—2a+1)(@%+4a+3)

(@a+N(a—"N@+3)(a-1

(a-1%@a+3)(a+1)

3 2
. e —5x+3
9) Simplificar — X TX =oX*%
) P X+ x%—2x2+9x -9

Descomponiendo por evaluacion se tiene:

X3+ x2—5x+3 =X -N(x+3) _  x—1

X2(x=7)

X320 19x-9  (x—1N)(x+3)(x>—x+3) x>—x+3
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Simplificar o reducir a su mas simple expresion:

1 3ab 15a%bn — 45a%bm e
" 2a%x +2a° " 10a%b?n - 30a%*m '
2. N o XV 16
° By _ B s’ 2 )
3x%y —3xy XT+2xy+y
2ax + 4bx 3x%y +15xy
3. 10, LT Y 17.
3ay +6by x2-25
1 X2 -2x-3 a% — 4ab + 4b? 14
" x-3 Coa-gp '
5 10a%h%c x°+4x% = 21x 19
80(a® — a%h) x3—9x
6 X’ -4 6x2+5x—6 20
" Bax+10a " 15x2 _7x -2 '
7 3x%—4x-15 a3 +1 "
" Xx2-5x+6 "at-a+a-1 '

2ax + ay — 4bx — 2by

ax —4a—2bx +8b
a>—ab - 6b°
a’x — Ba’bx + 9ab’x
m?+n?
m*-n*

X +y3
(x+y)*
(m—n)°
m? —n?

Ejercicio
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22.

23.

24.

25

26.
21.
28.
29, (a+h

(a+c
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

38.

(1-a’

a>+2a+1

a*h? — a’b*

& =i
—y?
-y

3

24a%h + 8a%b?

" 36" + 24a%h + 4a°h?

n-n
n?-5n-6

8n +1
8n° —4n®+2n

3x% +9x2
x> +6x+9
10a%(a® + b%)
6a* — 6a%h + 6a°h?
a(4a® — 8ab)
x(3a? — 6ab)
x° - 6x?
X2 —12x+36

(x—4yy
x° —64x%y°
x® = 3xy?
x* —6x2y% 49yt
m*n +3m?n+9mn

m® - 27

x*—8x%+15
x*-9

a*+6a® -7
a*+8a®-9

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

41.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

3x%+19x + 20
6x%+17x +12

4a* —15a° — 4
a>-8a—20

1253+ a*
2a° + 20a° + 50a

a’n? — 36a°
an®+an —30a

3m? + 5mn — 8n?
md—n®

152%h — 18a%b
20a%b? — 24ab?

9x% —24x +16
9x* —16x>

16a%x — 25x
12a° —7a° —10a

8X4 _ XyS
Ax* —4x3y + x?y?

3an —4a—6bn+8b
6n? —5n —4

x* - 49x?
x° +2x% - 63x

X+ x-x3y—y
XB—x—xly+y

2x3+6x>-x-3
X +3x%+x+3

a®m—4am + a°n — 4an

at—4a2°-124°

4% — (x = 3)°
(2a+x)>-9

m-—am-+n-an
1-3a+3a>-a°

6x%>+3

42x° —9x3 —15¢

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

.

12
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a-a*-1+a
a+1-a°-a

8x3 +12x%y +6xy% + y°
6x%+xy —y°

8n° -125
25— 200 + 4n®

6—x—x°
154 2x — x*

3+2x —8x?
4+5x —6x°

m’n? +3mn -10

4—4mn+m’n®

X3+ x2y — 4b%x — 4b%y
4% — 4bx + x®

xS+ x®-2
X=Xy —x+y

(x> —x-2)(x2-9)

(x> =2x=3)(x*+ x - 6)

(% —4a+4)(4a® —4a+1)

(a*+a—-6)(2a° —5a+2)

(x3=3x)(x*=1)

(x*+ x4+ x3)(x2 1)

(4n® +4n = 3)(n% +7n - 30)

(2n% = 7n+3)(4n* +12n+9)

(X —y*)(x+y)

K=+ Xy + 02 +y%)

x°+3x% -4

X+ x2-8x—12

X3 —x*—8x+12

x*—2x3 —7x?+20x - 12

x*—7x*-2x+8

x*—2x® —9x> +10x + 24

=P =P

a°-2a* —62°+8a°>+5a-6
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SIMPLIFICA,CI('JN DE FRACCIONES. CASO EN QUE HAY QUE CAMBIAR EL SIGNO
A UNO O MAS FACTORES

1)

2)

3)

4)

2a—-2b

Simplificar 5;—.

Descomponiendo; 23=20 —2a=b) __2a=b)_ -2 R

3b-3a 3(b-a) 3(a-bh)

Al descomponer vemos que no hay simplificacion porque el factor (@ — b) del numera-
dor es distinto del factor (b — a) del denominador, pero cambiando el signo a (b — a) se
convierte en (@ — b) y este factor se cancela con el (a — b) del numerador, pero como
le hemos cambiado el signo a un factor (nimero impar) hay que cambiar e/ signo de /a
fraccion, para que ésta no varie y por eso ponemos — delante de la fraccion.

x?-9a
=3y —x’+xy’
a’-9a  _a(x+3)(x-3) _a(x+3)(x-3) _a(x+3)

-3y—x24xy  (X=y)B-X) (-X)(x=3) y-x

Simplificar

Le cambiamos el signo al factor (3 — x) convirtiéndolo en (x — 3) que se cancela con el
(x — 3) del numerador, y también le cambiamos el signo al factor (x — y) que se convierte
en (¥ —x). Como le hemos cambiado el signo a dos factores (ndmero par) el signo de la
fraccion no se cambia.

Si le cambiamos el signo solamente a (3 — x) hay que cambiarle el signo a la fraccion, y
tendremos:

a®-9a  _ax+3)(x-3) _ a(x+3)(x-3) _ alx+3)

-3y -2+ (x-y)B-x)  (-pK-3)  x-y

Ambas soluciones son legitimas.

L 2a%+a-3
Simplificar PP

2a2+a—3: (a+3)(a-1) _  (2a+3)(a-1) _  2a+3

1-a®  (—a)(1+a+d®) (a-N)(1+a+a®) 1+a+ad’

2
- —4x+4
Simplificar * X:.
4

X2 —x

Xo-dx+d_ (x-27 _ (x-2F (k-2 __ x-2

a2—xt XP(=x%) XPR+x)2-x)  X@Q+0)x-2)  x’(x+2)

Aqui le cambiamos el signo al factor (2 — x) y a la fraccion.
También, como la descomposicion del trinomio cuadrado perfecto x> — 4x + 4 puede
escribirse (x — 2)? 0 (2 — x)?, usando esta tltima forma, tendremos:

X—dx+d_ @-xP  _ 2-x

4x2—x*  XPR+x)2-x) x’@2+x)
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Simplificar o reducir a su mas simple expresion:

1 4= 11. 9-6x+x°
6x—6 X2 —Tx+12
, b  #F
" p?—a? T pi-at
3. m? - n? 13, 3a —3bx—6a+6b
(n—m)? 2b —2a — bx + ax
N x2—x-12 " a> - x°
T 16— x? " x2—ax—-3x+3a
5. - 3y —6x 15. 3bx_—§x
mX — my — 20X + ny 8-b
5 20-%-5 16 1-2°
" 10+3x - x2 T a1
. 8-a’ - 2x3 — 2x%y — 2xy?
" a®+2a-8 T3+ 32 -3y
o a+a-2 - (a—b)z
n—an—m+am (b—a)
0 4x% —4xy + y? 10, 2x% - 22x + 60
5y —10x 75— 3x?
10, 3 —nx—3my +ny ot 6an® — 3b°n’
ny? — nx® = 3my? + 3mx? b* - 4ab® + 4a®

x-yP-2
(y+2)?—x?

3% —3ab
bd —ad — bc + ac

23. M
125-x3
13x — 6 6x°
6x2—13x +6
2 —2xy% + x2 - y?
2y +y?—2x3 — x?
30x%y — 45xy% — 20x°
8x*+27y°
n+1-n®-n?
m—n-2n?+2
(x=22(x*+x-12)
(2= x)(3 - x)?
5x° —15x%y
90x%y2 —10x°
(x> —1)(x? - 8x +16)
(x® —4x)(1- x?)

21.

22.

24.

25.

26.

21.

28.

29.

30.

188

SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS TERMINOS

NO PUEDEN FACTORIZARSE FACILMENTE

REGLA

Hallese el m. ¢. d. del numerador y denominador por divisiones sucesivas y dividanse

numerador y denominador por su m. c. d.

x8—2x5 +5x* — x®+ 242 —bx

Simplificar
p X2 —2x* +6x% —2x% 4+ 5x

Hallando el m. c¢. d. del numerador y denominador por divisiones sucesivos se halla que el

m. C. d. s x(x> — 2x + 5) = x® — 2x® + 5x.

Ahora dividimos los dos términos de la fraccion por su m. ¢. d. x* — 2x* + 5x y tendremos:

X8 —2x5 4554 — x®+2x2 —5x
X% —2x* +6x° - 2x% + 5x

_ (xB—2x®+5xt —x3 1 2x® —5x) = (x3—2x%+5x) _ x°—1

(x® —2x* +-6x° — 2x% +-5x) + (x° — 2x% + 5x)

X2 +1
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Simplificar las fracciones siguientes hallando el m. c. d. de los dos términos:

; EP =P =€ ; 1—x—x+x*
T gt —atx —2a%% + 2ax® -2k —x2 -2+ 4t
> x*+3x°+4x>-3x -5 8 2m® +2m’n — mn® - n®
- 4 3 2 ) 3 2 2
X' +3x°+6X°+3x+5 3m®+3mn+mn+n
3 2ax* —ax® —ax® — 2ax + 2a 9 6a°+3a* —4a° —2a° +10a+5
" 3axt —dax® + ax® + 3ax - 3a ' 3a®+7a* —a%+15
6x3—13x%>+18x -8 1 5x8 —10x* +21x° - 2x + 4
4. 3_Qgy2 0. 6 d 3 _
10x° —9x“ +11x +12 3x° —6x"+11x°+2x -4
5 Xt =2x3y + 2x%y% — xy® 11 n®—3n% —n*+3n%+7n% =21
D ooxt =53y xR — xy? " nbaond—nt—2n® +7n% +14n
22° —a* +2a°% +2a° +3 - a’+2a°-532°+8a* +a° + 22> —5a+8
6. 5_ 4 a3 1.2 C 6,05 ot 3102
3a>—a" +3a°+4a°+5 a’+2a’-5a" +10a° +4a° —10a+16

I. REDUCIR UNA FRACCION A TERMINOS MAYORES

Se trata de convertir una fraccion en otra fraccion equivalente de numerador o denominador
dado, siendo el nuevo numerador o denominador multiplo del numerador o denominador de
la fraccion dada.

1) Reducir g—z a fraccion equivalente de numerador 6a>.

2 _ 62
3b

Para que 2a se convierta en 6a hay que multiplicarlo por 6a® <+ 2a = 3a, luego para que

la fraccion no varie hay que multiplicar el denominador por 3a: 3b x 3a = 9ab, luego

2a _6a*

3b 9ab

La fraccion obtenida es equivalente a la fraccion dada porque una fraccion no varia si sus
dos términos se multiplican por una misma cantidad.

2) Convertir 4%/3 en fraccion equivalente de denominador 20a%"*.

5 -
4y%  20a%y*

Para que 4y° se convierta en 20a%* hay que multiplicarlo por 20a%* + 4y* = 5a%y, luego
para que la fraccion no varie hay que multiplicar el numerador por 5a%: 5 x 5a°y = 25a%,
luego

5 _ 25a%y
4y%  20a%y*
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=R . : :
3) Reducir h a fraccion equivalente de denominador x* — x — 6.

-2

X-3 x2_x_6

>

Para que x — 3 se convierta en x2 — x — 6 hay que multiplicarlo por (x —x — 6) + (x — 3)
=X + 2, luego el numerador hay que multiplicarlo por x + 2, y tendremos:

X=2 _(x=2)(x+2) _ x*-4

X=3  x2_x—6 x*—x-6

Completar:

3 _ g & _22 15, 5% _

C o, 442 : 2~ : T 4,2 2
2a 4a a+ 2X+y AP +dxy+y
5 _20a g % _ 16 x+3_x*-9
X2 “a+b a’+2ab+b? T x+
m x—4 2

8, e 10 —=—— 17. 2 =
ab®  2a’h? x+3 x*+5x+6 a+1 a+1

209) 3

4 3x _9x%y 1. 2a _2a° 18 X=2y _ .
8y X+a 3x 9x°y
am X-y x-1_x2-1
- 12 —L=— 19. 2=

? 5n%  5n® 6 12 Y+
2X+7 5x a-b

6. =— 13. —= 20 ——=——

5 15 a-b a-b 78> 63a’h
2

7 2% _ ' 1a. X=5_ 3x"-15x 2. X+1_ .

x—-1 x°—x a x+5 x“+3x-10

lll. REDUCIR UNA FRACCION A EXPRESION ENTERA 0 MIXTA

Como una fraccion representa la division indicada del numerador entre el denominador, para
reducir una fraccion a expresion entera o mixta aplicamos la siguiente:

REGLA

1) Se divide el numerador entre el denominador.

2) Siladivision es exacta, la fraccion equivale a una expresion entera.

3) Siladivision no es exacta, se continiia hasta que el primer término del residuo no sea
divisible por el primer término del divisor y se afiade al cociente una fraccion cuyo
numerador es el residuo y cuyo denominador es el divisor.
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43 —2x°
2X

Dividiendo cada término del numerador por el denominador, se tiene:

1) Reducir la expresion entera

-2 _ 4 % 50
=2 _X _Dx*—x R
2x 2x  2x

32 —124° -4
3a ’

Dividiendo el numerador por el denominador:

3a° — 128> -4 | 3a
-3a° a’—4a
- 122> -4
123°

3 2_g_q2_ -4
_4 3a°—12a"-4=a 4a+3a

2) Reducir a expresion mixta

Cambiando el signo al numerador —4 y cambiando el signo a la fraccion, tendremos:

38°-12°—4=a’—4a—" R.
3a

. L . 6x3—3x%—5x+3
3) Reducir a expresion mixta ———5————

3x2-2
6x3 —3x> —5x + 3 -2
—6x° + 4x 2x—1
3% - x+3
3x? -2
— X+ 1
3 2
Tendremos: & =3 =*3 oy, —x+1
3x2 -2 3x2 -2

Cambiando el signo al numerador (a cada uno de sus términos) y a la fraccion, ten-

dremos:
3_ 9,2 _
6x 3>x2 5X+3:2X—1— )(2 1
3x°-2 3x°-2
Reducir a expresion entera o mixta:
1 6a® —10a? o 9y —6x’y%+3x° 3 X2 +3 10a% + 152 — 2
T 2a ' 3xy Tox ) 5a
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9x° —6x2+3x-5
3x
x? —5x 16
X+2
122 —6x -2
4x -1
a° +3p°
a+2b

BALDOR ALGEBRA

X —x2—6x+1 x4 —4x% - 3x
g XX T 13, L =202
x°=3 X°=2
10 3x3 +4x%y + 2xy% —6y° " 100 —18n% —5n+3
' 3x -2y C -3+
11 2x° —7x*+6x-8 5 8x*
T2 —x+1 " 4x%+5X+6
22" - 32+ a° 6m° +3m*n
[ e L T
a“—a+1 3m° —mn®+n

IV. REDUCIR UNA EXPRESION MIXTA A FRACCIONARIA
REGLA
Se multiplica la parte entera por el denominador; a este producto se le suma o resta el

numerador, segun que el signo que haya delante de la fraccion sea + 0 —, y se parte todo
por el denominador. La fraccion que resulta se simplifica, si es posible.

1) Reducir x — 2+% a fraccion.

3 _(x-2(x-1)+3 _ x®-3x+2+3 _ x”-3x+5

X_2+x—1= x—1 x—1 x—1 R.
: a2+ b2 o
2) Reducira+b— - a fraccion.
_ @ +b® _(a+b)(a—b)-(a*+b?) _a-b*-a-b> _ 2’
A%l a-b a-b - a-b T a-b ib
IMPORTANTE

Obsérvese que como la fraccion tiene signo — delante, para restar el numerador a* + b®
hay que cambiarle el signo a cada uno de sus términos y esto se indica incluyendo
a* + b en un paréntesis precedido del signo —.

3 2
3) Reducir x+1—w a fraccion.
X“+5x+6
X+1_x3+5x2—18=(x+1)(x2+5x+6)—(x3+5x2—18)
X2 +5x+6 X2 +5x+6
X6+ 1 +6-x3-5x2+18 _ x®+11x+24 _ (x+8)(x+3) _ x+8
X2 +5x+6 X2 +5x+6  (X+3)(x+2) x+2
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Reducir a fraccion: 4
4a 3 2 2 7ab® b’ o
La+— L X+2-— 15. a“+3ab-b"+—— =
e a+2 ’ x-=1 2a—b =]
e
2 2_ 3 T
2.m-n-" 9. x2—gx- =% 16. 2X+2 —(x+) o
m x+2 X2 —x+1
2 2 3_ 5,2
3. x+5--3 10, x+y+ X8 7, x+3- X204
X=2 X-y x2—4x+3
2 2
4 a+ 20 11, 300 4 m—2n 18.3a+§i§i§?1
a+b m-n a-b
2 2 3
5172 143 12. 22— 3x - 2 =6x 19 x-3- X =2
+2x X —6x+9
3 3
6. 1-2%X 13. m2-2m+4-" 20. a2 —3a+5+ 2 +11a+9
a-=x m+2 a‘+a-2
7. 2ty 14, x? —5x - H+2)
a+ X X-2

V. REDUCCION DE FRACCIONES AL MIiNIMO COMUN DENOMINADOR

REDUCIR FRACCIONES AL MINIMO COMUN DENOMINADOR es convertirlas en frac-
ciones equivalentes que tengan el mismo denominador y que éste sea el menor posible.

Para reducir fracciones al minimo comun denominador se sigue la siguiente regla, la cual
es idéntica a la que empleamos en Aritmética:

REGLA

1) Se simplifican las fracciones dadas, si es posible.

2) Se halla el minimo comin multiplo de los denominadores, que sera el denominador
comun.

3) Para hallar los numeradores, se divide el m. ¢. m. de los denominadores entre cada
denominador, y el cociente se multiplica por el numerador respectivo.

1) Reducir g%% al minimo comun denominador.
a 2a° 4x
Hallamos el m. ¢ m. de a, 2a% y 4x* que es 4ax°. Este es el denominador comun. Ahora
dividimos 4a° entre los denominadores a, 2a y 4x* y cada cociente lo multiplicamos
por su numerador respectivo, y tendremos:

2 2
432x? = g=4ax? g=2x121a;( _ 832)(2
a dax 4a°x




208

2)

3)
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2 2
AP 282 =2x2 3 =X b

22°  4a%%  43%?

5 _5xa’ _ 5g

42°x° + 4x*=a° = = %"
42 422 4%

Las fracciones, reducidas al minimo comutn denominador, quedan:

8ax> 6x° 53
) b
42%%%" 4222 43%?

Estas fracciones son equivalentes a las fracciones dadas porque no hemos hecho mas
que multiplicar los dos términos de cada fraccion por el cociente de dividir el m. ¢. m.
entre su denominador respectivo, con lo cual las fracciones no se alteran (176).

1 x=12x-3
3x2’ 6x " ox3

El'm. c. m. de 3x2 6x y 9x° es 18x°. Este es el denominador coman.
1 _1x6x _ 6x

32 18x° 18x%

e

1 3x%(x—1) _ 3x3-3x

al minimo comun denominador.

Reducir

Tendremos: 18x° + 3x% = 6x

18x% + 6x = 3x? AL =T
6x 18x° 18x°

18x% = 9x® = 2x-3 _2(2x-3) _4x—6
9x® 18x3 18x3

6x 3x3 —3x% 4x -6

18x3"  18x3 7 18x3

Reducir =2 _2a _3b

, > al minimo comun denominador.
ab ab+bc a“+ab

Hallemos el m. ¢. m. de los denominadores, factorizando los binomios:
ab=ab
ab +b’=b(@ +b)
a+ab=a@+h) m. ¢. m. =ab@+b)

Ahora dividimos el m. ¢. m. ab(a + b) entre cada denominador o lo que es lo mismo, entre
la descomposicion de cada denominador.

ab(a+b) a-b_(a—b)a+b) _ a>—h?

=d+ == =
ab a+h ab ab(a+b) ab(a+b)
ab(a+b) _ , 2a _ 2axa _ 2a°
b(a+b) ab+b? ab(a+b) ab(a+b)
ab(a+b) _ p 3b _ 3bxb _  3p?

a(a+b) a%+ah ab(a+b) ab(a+b)
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4)

X+3 2X

x+4

Reducir

X1 x243x+2 X2+ x-2
Hallemos el m.c.m. factorizando los denominadores:
X-1=x+1Hx-1

X+, +2=x+2x+1)

X +x=2=x+2)x-1)

Dividiendo el m. ¢. m. (x + 1)(x — 1)(x + 2) entre la descomposicion de cada denomina-

dor, tendremos:

K+)(x-1)(x+2)
x+1)(x—1)

X+ Nx=1N(x+2)

(x+2)(x+1)

X+ Nx=N(x+2)

(x+2)(x-1)

al minimo comun denominador.

m.c.m=x+1Dx-1Hx+2)

_ X+3 _ (x+3)(x+2) _  x*+5x+6
=l X291 (X+)X=)(x+2) (x+Dx=N(x+2)
X1 x o oxax-) _ xP-x
X+3x+2  (KHENX=Dx+2)  (x+Dx=1)(x+2)
X+ X+4 (x+4)(x+1) X2 +5x+4

a2 K+ YX=Dx+2)  x+Yx=Dx+2)

209

1.

10.

11.

12.

Reducir al minimo comun denominador:

Q,i 13. X ‘;
b ab x2—1'x2-x-2
x 4 1, 23 3
2a’ 3a’x 4a+5) 8
135 15 XX
7277:73 . 1
2x° 4x 8x 3@-x) 6
& x 3 16, 3 2 x+3
ab?’ a%’ a® Tx? x x%—x
Ty 1 5 17, 1 a_ b
" 6x? oxy’ 12° " 2a+2b’ da—4b’ 8
a-15 a+2 X y 3
a-lo are 18, %, Y 3
32 6a a Xy X+Xy xy+y
X—y X+y 19 2 1 a
X%y 3xy? " a?-b? a’+ab a®-ab
m+n m-n 1 3x x> X3
: = 20. ==, =,
2m 5m®n’ 10n? x+1 x—-1 x2-1
a+b a-b a’+h? " 1 m
6 2a 3b? “m2—n? m®+mn’ m*-mn
2a-b 3b-a a-3b ,, n+1n-1 n?+1
32 ' 4p2’ 2 “n=1"n+1 0?1
2 3 23 a?—b® a®+bh® a‘*+b*
5 x+1 “a?+b? a?-b? at-p*
a b N ) G
a+bh a’-p? x=1 x+2 x%+x-2

X X x—1

" 2" 5x+15 10x+30

2x—1 3x+1 4x+3
X+4’3x+12"6x+24

3 2 5

a+4’9a2-25"3a-5

x+1 X+2 3x

x2—4" x?+x-6" x?+5x+6
a+3 5a a+1

25

26.

27.

28.

29.

a?+a-20" a®—7a+12" a®+2a-15
a+1 2a 1

a*—1 a?+a+1 a1

1 1 2

x-1x%-13

32, 3 b 1
2a%+2ab’ a’x+abx 4ax®—4bx>
1 a+1 3(a+)

a1 (a=1)?" (a-1)°

2x -3 3 2x-1
6x2+7x+2" 2x+1 6x+4

30.

31.

33.

34.




Propagadores europeos de la Matematica hispano-arabe res: Juan de Espana, que puso en latin las obras de Al Jua-
(siglo xm). La Matematica hispano-arabe se introdujo en  rismi; Juan de Sacrobosco o Hollywood, que tradujo diversos
Europa a través de las traducciones que hicieron numerosos  tratados; y Adelardo de Bath, el més distinguido de ellos, que
eruditos que se trasladaron a las universidades arabes de  dio una vision latina de los estudios de Euclides.

Cordoba, Sevilla, Toledo, etc. Se destacaron como traducto-

Capitulo X[/

OPERACIONES CON FRACCIONES

. SUMA
REGLA GENERAL PARA SUMAR FRACCIONES

1) Se simplifican las fracciones dadas si es posible.

2) Se reducen las fracciones dadas al minimo comin denominador, si son de distinto
denominador.

3) Se efectiian las multiplicaciones indicadas.

4) Se suman los numeradores de las fracciones que resulten y se parte esta suma por el
denominador comiin.

5) Se reducen términos semejantes en el numerador.

6) Se simplifica la fraccion que resulte, si es posible.

SUMA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES MONOMIOS

3 a-2
1) Sumar EyQ'

Hay que reducir las fracciones al minimo comun denominador.




CAPITULO XIV Operaciones con fracciones

El m. ¢. m. de los denominadores es 6a°. Dividiendo 6a° entre los denominadores, tene-
mos: 6a®+ 2a = 3a y 6a°+ 6a® = 1. Estos cocientes los multiplicamos por los numera-
dores respectivos y tendremos:

3 ,a-2_3@Ba) a-2_9% a-2

22 6a®> 6a° 6a° 6a° 6a

9a+a-2_10a—2
(sumando los numeradores) = agaz Ga 2
a a

— _2(5a-1) _5a-1
(simplificando) = o o

x-2 1

A

El m. ¢. m. de los denominadores es 10ax. Dividiendo 10ax? entre cada denominador y
multiplicando los cocientes por el numerador respectivo, tenemos:

x—4a+x2 1 5x(x—4a)+2a(x—2)+ax

. Xx—4a
2) Simplificar —
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2ax 10x 10ax?
L 5x° —20ax + 2ax —4a+ ax
(muttiplicando) = >* reatar
10ax
27 —
reduciendo términos semejantes) = 2~ /=4 g,
2
10ax
Simplificar: 6
1. 2+3x+2 6. Lz+i+£ 1. m—n+n—a+2a—m
4 6 m® mn m mn  na am
2 1 1-x x+2 1 X+2 x?-2 2-x°
2. S+ L A 5 12 4 .
5a° 3ab 2x X 3ax 3x 5x 9x
_ _ 2,2 2
3. b b- 8. 2a 3+3x+2+x a 13. i+b 3az ab;l;
15a 20b 3a 10x  Sax ab ab ah
2% _pap2 _
A a+3b ah 24‘Zb 9.§ x+2+x +2 14 8+ 2a-3m 3
3ab 5a‘h 5 2x 6x? ab am a
5, 21,22, 32+4 10, 220 B )
3 6 12 12 15 30

Ejercicio

SUMA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS

1 1
3X 3 2x — 2+ -1

1) Simplificar
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2)

BALDOR ALGEBRA

Hallemos el m. ¢. m. de los denominadores, factorizando los binomios:

AX+3=3(x+1)

2x—-2=2(x-1)

X-1=x+1)x-1)
Dividiendo el denominador comun 6(x + 1) (x — 1) entre cada denominador, o lo que
es lo mismo, entre la descomposicion de cada denominador, y multiplicando cada
cociente por el numerador respectivo, tendremos:

1,1 1

3x+3 2x-2 x*-1

m.c.m.:6(x+1)(x—1)

2(x—1)+3(x+1)+6
B(x+1)(x—1)

(multiplicando) = 2x-2+3x+3+6

6(x+1)(x=1)
reduciendo términ m'nts—ﬂ R
(reduciendo términos semejantes) = sy
) e —1 a-2 a+6
Simplificar 2~ + .
P a’-4 a’-a-6 a’-5a+6

Hallemos el m. ¢c. m. de los denominadores:

a-4=@+2)@-2)
a-a-6=(@a-3)@a+2)
a*-b5a+6=(@-3)@a-2) m.c.m.: (@a+2)@-2)@-23)
Dividiendo el denominador comun (a + 2)(a — 2)(a — 3) entre la descomposicion de
cada denominador, y multiplicando los cocientes por los numeradores respectivos,
tendremos:
a-1
a4

a-2 a+6 _
a®-a-6 a°-5a+6

_ (a-1)(@=3)+(@-2?%+(a+2)(a+6)
(@a+2)(@a-2)(a-3)

2 —4a+3+a°—4da+4+a’+8a+12

(multiplicando) =

(a+2)(a-2)(a-3)
2
(reduciendo términos semejantes) = 23"’17”9
(@*—4)@a-3)
Simplificar:
P E 5, M+, M+2 e
a+1 a-1 m-3 m-2 Sl =
g 2, 1 p. *TY XY 10, Se S
Cx+4 x-3 K=y x4y x+da xf-0af
3 6 X X+1 a a
3 3 . I 1. +
1-x  2x+5 x2-1" (x=1)? 1-a® 1+a’
4 XX R 7 =
X—y xX+y xX-5 x°-25 a‘—ab ab+b
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(B Ll gp X¥1, X3  x=2
9a°-b° 3a+b 10  5x-10 2
14 1 1 23 X+5 X+4 x-3
" a?-b* (a-b)p "x24x-12 x24+2x-15 x2+9x+20
_ 2
15. 23 S+ 2 . 24.4 132X %
XT+yS (x+y) x—2 x*-8 x2+2x+4
16. 2x +a+x+ a . 25.L+ a . a+13
a—-ax &  a-x a+1 (@+1)° (a+1)
3 x-1 x+8 2x x+1 1
17. TP 26.
2x+4 2x—4 x*-4 3x2+11x+6 x2-9 3x+2
1 1 X+3 x?-4 1 3
18. T 217. +—+
x+x2 x—-x% 1-x? x3+1 x+1 x%P—x+1
X=y X+y dxy LI 1 X+1
s 2 B A o) +2) (=) (x+2)(x+3)
1 a a+b x-2 x-3 2x -1
20, —+ 29.
a-5 a*-4a-5 a’+2a+1 2x>—5x -3 2x?-3x-2 x2-5x+6
21. 3.2 1—285a 30. a-2_ a+3_ a+l
a b5a-3 25a°-9 a-1 a+2 a-3
Il. RESTA

REGLA GENERAL PARA RESTAR FRACCIONES

1)
2)

3)
4)
9)
6)

Se simplifican las fracciones dadas si es posible.

Se reducen las fracciones dadas al minimo comin denominador, si tienen distinto

denominador.

Se efectiian las multiplicaciones indicadas.
Se restan los numeradores y la diferencia se parte por el denominador comun.
Se reducen términos semejantes en el numerador.

Se simplifica el resultado si es posible.

RESTA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES MONOMIOS

4ab?® -
a+2b restar ab”—3

1) De 7, 6a’h

El m. ¢. m. de los denominadores es 6ab. Dividiendo 6a%b entre cada denominador

y multiplicando cada cociente por el numerador respectivo, tenemos:

a+2b _ 4ab’-3 _2ab(a+2b) _ 4ab*-3

3a 6a’h

6a’h

6a’h
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2)

3)

BALDOR ALGEBRA

2a°b+4ab®  4ab*-3

(multiplicando) = 622 6ah

2a’b+4ab® — (4ab>-3)
6a’h

(restando los numeradores) =

. o 2a’b+4ab® — 4ab%+3

(quitando el paréntesis) = ——5————
6a“bh

2a’h+3

6a’h

(reduciendo) = R.

IMPORTANTE

Obsérvese que para restar 4ab? — 3 del primer numerador hay que cambiar el signo
a cada uno de sus términos y esta operacion la indicamos incluyendo 4ab® — 3 en un
paréntesis precedido del signo —.

X+2 x-1
Restar “>° de % .
X 3x

El m. ¢. m. de los denominadores es 3x?, que sera el denominador comun.

=1 2 1 9
Tendremos: X~ - X+2_x(x"1) _ 3(x+2)
3x X 3x 3

2
o X“—x _3x+6
(multiplicando) = 32 32

2
X“—Xx—(3x+6
(restando los numeradores) = X=X = (3x+6)

3x2
2
. o —x-3x-6
(quitando el paréntesis) = %
2
: _4x—6
(reduciendo) = “— =~ R.
3x°

L x243x—2  2x+5
Simplificar ——%— —
2X 4x
En la préctica suelen abreviarse algo los pasos anteriores, como indicamos a conti-
nuacion.
El m. c. m. es 4x?

x2+3x-2 _ 2x+5 _ 2(x*+3x—2)—x(2x+5)

2x° 4x 4x?
- 2x2 +6x—4-2x2 -5
(multiplicando) = <> ==X
4x
(reduciendo) = *~* R,
4x°

Obsérvese que al efectuar el producto —x(2x + 5) hay que fijarse en el signo — de la x
y decimos: (—x)2x = —2x%; (—x)5 = —5x.
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Simplificar:
1 X=8_x+2 5 2a+3 _a-2 g_i_L—;_
4 8 43 8a 5x 3
o @+50 _b-3 6. Y=2X _x=3y 10, 1 _2+b _
a ab 20x 24y 2a  3ab
1 x-1 x-2 x+3
: - e e
3mn?  2m®n 3 4 6
4 -3 _4-3ab’ g 3_2a+1 da’+1
" 5ab  3a’h® "5 102  20a
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Ejercicio

RESTA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS

1)

2)

a 1

ab-p? b
Hallemos el m. ¢. m. de los denominadores:
ab—b*=b(@-b)
b=b m. c. m.:b(@—b)
Dividiendo b (a — b) entre la descomposicion de cada denominador y multiplicando
cada cociente por el numerador respectivo, tenemos:

Simplificar

a _1=a—(a—b)=a—a+b= b =i R

ab—p2 b ba-b) bla-b) ba-b) a-b
Simplificar 25 — —1—; — =3
X+X X—X X=X

Hallemos el denominador comun:
X+x2=x(1+Xx)
X—x2=x(1-x)
x=x*=x(1=x3 =x(1 +x)(1 -x) m. ¢. m.:x(1 +x)(1 —x)

Dividiendo x(1 + x)(1 — x) entre la descomposicion de cada denominador, tenemos:

2 1 1-3x _2(1-x)-(1+x)-(1-3x)
x+x2 x-x*  x-x3 X(1+x)(1-x)

_2-2x—1-x-1+3x _ 0 _

T ox(+x)(=x)  x(l+x)(-x)

Al reducir los términos semejantes en el numerador, se anulan todos los términos, lue-
go queda cero en el numerador y cero partido por cualquier cantidad equivale a cero.
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(x+1)%  x+3

4xP-1 B
Xrdx+4  x-2°

2x°-8
Hallemos el denominador comun:
A2 —8=20*-4) =2(x+2)(x - 2)
X+ Ax+ 4 = (x+ 2)?
X-2=(x-2)

3) Simplificar

Dividiendo 2(x + 2)%(x — 2) entre la descomposicion de cada denominador, tenemos:
-1 (x+1)% x+3_ (x+2)(4x2=1)-2(x-2) (x+1)?-2(x+2)?(x +3)

BALDOR ALGEBRA

m.c.m.: 2(x+2)%(x—2)

2%%-8  x%+4x+4  x-2 2(x+2)2(x—2)
_ (X +2)(4x% 1) = 2(x=2)(x* + 2x +1) - 2(x* + 4x +4)(x +3)
2(x+2)%(x—2)
_ 40 +8x%—x—2-2(x%-3x-2)-2(x* + 7x* + 16x +12)
20x+2%(x—2)
_ 40 +8x% - x—2-2x% + 6x+4-2x° —14x* ~32x - 24
20X +2)%(x—2)
: _ —BXP-27x—22 _ BX2+27x+22
(reduciendo) = > = 5
2x+2)°(x=2)  2(x+2)°(2—x)
1
1 1 1 1
1. De —— restar 6. Restar —— de
g x—4 x-3 x—x2  x+x?
© _
4 2.0e "7 restar 7 7. Restar X, de 7%
oy m+n m-n a—x (@a-h)
1-x 1+ x 1 a+1
3. De .—= restar —= 8. Restar
1+ x 1-x 12a+6 6a+3
4. De 4P rogtar D=2 9. Restar 22 a4
a*+ab ab + b a?+a-12  a*-6a+9
2 2 2 2
5. De "7 restar ™1 10. Restar — 2 de @ +24ab _fb
m-n me—n a+3b a“-9b
Simplificar:
11, X x+ g, X=1 _ x+2 17.2a=3 _ a-1
xX2-1 (x-1 4x+4  8x-8 6a+9 4a’+12a+9
1 1 X 1 X+1 x-1
) = 15. & __ 18. =
a@-b  (a-b) -y Y X2ex+1 x2—x+1
X+3 1 6. b b 19 a-1 1 1
6x%+x—2  4x*—4x+1 a?-p>  a+ab a@+a 23-2 23+2
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1 1 1

20. -1
da+4 Ba-8 12a°+12
21. %_l_i
X2-xy x x-y
929 23 _1_ 1
a“+ab a a+b
1 1 2y
23. - —
x2=xy  x%’+xy x%—xy?
2. X _ 3 _ X
X+x-2  x*+2x-3  x’>+5x+6

95 3 _ox+2 1-9x
x4l (=12 (xB-1)(x-1)
26 2%+ b? a+b 1
T3 3 9.2 2
a-b 2a°+2ab+2b 2a-2b
3a a-1 10a-1
21. 7 o0n 4 12 o 2
2a°-2a—-4 4a°+8a-32 8a”+40a+32
og. 1 2% +9x? a
: — 2B 3 o2 2
da-12x  a’-2Ix 2(a” +3ax +9x°)
gg 22°-3 _a+1_9a’-14
“10a+10 50  50a+50
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Ill. SUMA'Y RESTA COMBINADAS

1 a2+ b?

1
+ 1 .
a-ab ab ab-ab®

1) Simplificar
Hallemos el comun denominador:

a*—ab=a(@-b)
ab=ab

a’h —ab®=ab(a® —b?) =ab(a + b)(a - b)

Tendremos:

1 .1

m. c. m.:ab(a + b)(a —b)

a>+b® _ b(a+b)+(a+b)a—b)—(a®+b?)

a®—ab ab

(multiplicando) =

ab-ab®

ab(a+b)@a-b)

_ab+h*+a’—b?—a>—b?
ab(a+b)(a—b)

: b—b?
(reduciendo) = m
o _  b@a-b _ 1
(simplificando) =, "o 5 =iy B
o X-2 X+3 X% +12x+16
2) Simplificar R AR SRR SPW RNE

Hallemos el denominador comdn:
xP—x=x(x—1)
X+ —4=(x+4)(x-1)

x4+ 3x3 — Ax% =x?(x® + 3x — 4) = x*(x + 4)(x = 1)

m. c. m.:x2 (x —1)(x + 4)
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Tendremos:
X2 x+3 X2 412416 _ X(x+4)(x —2)— x*(x+3)+ x> +12x+16
X2—x  x*+3x-4 x*+3x3—4x? X2(x=1)(x+4)

. X3 +2x2 —8x—x3—3x2 + x% +12x +16
(multiplicando) = 5
X“(x=1)(x+4)

(reduciendo) =24)(¢
XE(x=N(x+4)

L _ Ax+4 4
(simplificando) = o Nsd) )

1 Simplificar:
o 2 3 4x-7 X+y _ x+2y y
" 3 2 x5 W T Ty
'S X— X+2 X —X- Xy Xy+y X+ Xy
o
= a 1 a+12 15, & a+3 a-1
Ll . - . - —
3a+6 6a+12 12a+24 @+1 a®-a+1  a+1
2
I S S 16, 14 2 _
X+1 3x X x-1 x*=1 x°-1
— — 2
" a2+3+a 1+a 4 17, 2a+b - 1 " 33a3
a“-1 2a+2 4da-4 a“—ab+b a+b a+b
5, f_b atb  a . 1. 2 . 22x+3 _ 6)(3+12
a“+ab ab ab+b X-2 x“+2x+4  x°-8
_ 2 _
6. X=y _ X4y, 24)( . 19, 23)(+2 _ 25)(+1 + 24x 1
X+y x-y X -y X“+3x-10  x“+4x-5 x°-3x+2
g 20 1 4t _ 1 __1
a“-ax a x (n=1= n-1 (n=1° n
g _X+1 _ x+4 X+5 sy 1 _ &@-5 _ a+5
"x2-x-20 x’-4x-5 X +5x+4 "a%+5  (@+5° a'-25
2 2 2
g, 2x+1 2)( L 29, 1—)(2 _ X - 6x .
12x+8 6x°+x-2 16x-8 9—x 9+6x+x 9-6Xx+x
1 1 1 X X+1  x-1 5
10. — — 23. = =
0 a az+ax+a+x 3 ox+2  3x—3 6x:6  1ox_18
i, g, A 29, 8¥2 _ Ta _ a-3
X+y x—y X +Yy 2a+2 8a°-8 4a-4
p— — 2 - — p—
12_a1_a2+a+22a6 25. a-3 2a+5  4a-1
3a+3 6a-6 9a° -9 20a+10 40a+20  60a+30
[ % 2 -1, 3
a“+2a-24 a"-2a-8 a“+8a+12 2X°+5x+3  2Xx°—x-6 x°—x-2




CAPITULO XIV Operaciones con fracciones 219

a—1 a—2+ 1 1 1 1

27. ¢ 47, 1 29, + =
a-2 a+3 a-1 5+52 5-53 10+10a°
gg 2t3a _2-3a  a 30, 1+ _ 1 X X
2-32 2+3a (2-3a) 3-3x 3+3x 6+6x% 2-2x
CAMBIOS DE SIGNOS EN LA SUMA Y RESTA DE FRACCIONES

Los cambios de signos en las fracciones se usan en la suma y resta de fracciones cuando los
denominadores no estan ordenados en el mismo orden.

. oo 2 . 3 x+5

1) Simplificar PRE R et
Cambiando el signo al denominador de la dltima fraccion 1 — x? queda x*> — 1, pero
para que ese cambio no altere el valor de la fraccion hay que cambiar el signo de la

fraccion, y tendremos:

2+3+x+5

x+1 x-1 x2-1
Elm.c. m.esx?—1=(x+1)(x—1). Tendremos:

L i x+5:2(x—1)+3(x+1)+x+5
x+1 x-1 x>-1 (x+1)(x 1)
_2X—2+3X+3+x+5
T (x+)x-1)
_ Bx+6 _ B(x+7) _ 6 p
X+1)(x=1)" (x+)x=1)" x-1 "
X 1 2X

2) Simplificar

X2-5x+6 2-x (3-x)(1-x)
Descomponiendo x* — 5x + 6 = (x — 3)(x — 2). Entonces le cambiamos el signo a
2 —x quedando x — 2, cambiamos el signo de la fraccion y cambiamos el signo de los
dos factores del tercer denominador (3 — x)(1 — x) quedando (x — 3)(x — 1) y como
son dos factores (numero par de factores) no hay que cambiar el signo de la tltima
fraccion y tendremos:

% +L 2x _ XX =D+ (x=1)(x=3)-2x(x-2)
(x=3)(x-2) x-2 (x=-3)(x-1) (x=1)(x-2)(x-3)

X2 x+x?—4x+3-2x2+4x

(x=1)(x-2)(x-3)

-X+3
x=1)(x-2)(x-3)

X-3 1 R

(1-x)(x-2)(x-3) (1-x)(x-2)
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Simplificar:

o, om b2, % 2
m-n n°—m a+3 a-3 9-a
2 2
N G- S o 1x3/, 8 _ x
Xe=xy y-x y+x  XT—y° y—x
1 X X x=3 1
3. + 10.
2x—x2 x%-4 X242x-3 (1-x)(x+2) x+2
4'z+b+za2 11_3_1_42
a‘-ab b°-a 2a+2 4a-4 8-8a
5. x4 __X 12, 1, a+1 2
X°-2x-3 6-2x a-3 (3-a@-2) 2-a(-a)
3 2
6. — 1 . 1 13, 2% & +23X + 21
X“+2x-8 (2-x)(x+3) x-1  1-x X"+ x+1
2
7. 1,2 7 1a. X+2+ x+1+4x2+6x+3
2x+2 1-x 4x-4 3x-1 3-2x 6x°—1x+3

IV. MULTIPLICACION DE FRACCIONES
REGLA GENERAL PARA MULTIPLICAR FRACCIONES

1) Se descomponen en factores, todo lo posible, los términos de las fracciones que se

van a multiplicar.

2) Sesimplifica, suprimiendo los factores comunes en los numeradores y denominadores.
3) Se multiplican entre si las expresiones que queden en los numeradores después de
simplificar, y este producto se parte por el producto de las expresiones que queden en

los denominadores.

2a 3b° x°

1) Multiplicar 3% 4 2
2 2
><3b X 2x3xaxbxx

S enenert 2% (simplificando) = X R.
3b3 4x 2a2 3><4><2><a2><b3><x( p ) ab

2) Muttiplicar 3= 3por%.
X=X

Factorizando, tendremos:

3x—3Xx2+4x+4=3(x—1)x(x+2)2=3(x+2)=3x+6 R
2x+4  xX—x  2(x+2) x(x-1)  2x 2x

dory (x + 2)? del segundo numerador con (x + 2) del primer denominador.

Hemos simplificado (x — 1) del primer numerador con (x — 1) del segundo denomina-
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2 2
a“ -1 a“—a-=6 3a+4
3) Multiplicar : ) .
) P a%+2a 3a%+7a+4 a®—4a+3

Factorizando, tendremos: -1, @-a-6  3a+d
’ " a®+2a 3a®+7a+4 a’-4a+3

_(a+ha-1), @-3)@+2) 3a+4 _1

a@+2) ~ (a+N)@a+4) @@a-1)@-3) a

R.
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a?-81  a+11_2a-12_ a*+5a°
" 23%+10a a®-36 2a+18 2a+22
a+7a+10_ a®-3a-4 a*-2a°-3a
2 X 2 x 2
a-—6a-7 a +2a-15 a"-2a-8

29.

4 4
30.x+27)(>< X'+ x % 1 ><x

x3—x2+x x*-3x°+9x% x(x+3)% x-3

Simplificar:
2 gp2 2a-2 _a-4a-
1. 22", 6b° 8. 5x+25>< xX+7 15. f a“—4a-5
3 4da 14 10x + 50 2a°-50  3a+3
2 3 2 2 _ay
2. XY 102, 9m g MEN 17 16, X =X -2, 3x+6
5 3m° «x mn-n® m°-n 6x+3 x2_4
2 2 o2 2 2 2 _
3 5x%  4y° 14m 10. X}; 2y X +22xy+y 17. Y +9y+18x5y 25
7y Tm3  5x* x2+xy x2—2xy y-5 5y +15
5 2a,3b XP—dxy+dy?  x? x4+ 2x% - 3x _ 2x%+3x
4. 2x=2x n. —; X 18 o
a b 10 X +2xy X -4y 4x°+8x+3 X°—x
2x3 _3a%_ b5x2 " 2x2+2x _ x%-3x 1 x3-27_ a’+a+1
5, X_x 9 X T X 9. T Xy
15a° y  Txy 2x X°=2x-3 a’—-1 x“+3x+9
4 2_ _ 2 2
6. %X 3m2 5n 13. @ 2ab+az b . 3 20, 2 +4ab+4b 2a+4b3
6m* 10n° 14ax ac+2a+1 6a“—6ab 3 (a+2b)
2 _ v\ 2 _ 2 2
7 2x X 8 14, ()(3 ¥ X +XJ;1 21, uxa +iXL
6 4x+2 x°=1  (x-y) a+1 x—-x° a
2 2 _ 9y 2 2 2 _
922 x2+2xxx 32)(28>< 2)( +4x 25, & 5a+6>< . 6a @ 25
x°=16  x°+x X +4x+4 3a-15 a"-a-30 2a-4
23 (m+n?-x%_ (m-n)?-x? 2 x2-3xy—-10y2 _x%-16y2_ x*—6xy
’ 2 FRART) _ 2 a2 R & 2
(m+x)“=n° m +mn-mx X“=2xy -8y X +4xy  X+2y
2 2a%+2ab®  x*-x _ x 27 x%+dax+4a® 2ax—4a’ 6a + 6x
" 2ax?-2ax" a’x+bx  x+1 " 3ax—6a’ ax+a X’ +3ax+2a’
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MULTIPLICACION DE EXPRESIONES MIXTAS

REGLA
Se reducen las expresiones mixtas a fracciones y se multiplican estas fracciones.

inli _5 _94 5
Multiplicar a+3 o por a 2+a+4.

Reduciendo las expresiones mixtas a fracciones, tendremos:

2 2
a+3_i=(a+3)(a—1)—5:a +23—3—5:a +2a-8
a-1 a-1 a-1 a-1

5 _(a-2(a+4)+5_a°+2a-8+5_a*+2a-3
a+4 a+4 a+4 a+4

Ahora multiplicamos las fracciones que hemos obtenido:

2 2
(a+3_5)(a_2+5)=a +2a-8 a" +2a-3

a-1 a+4 a-1 a+4

(a+4)(a—2)x(a+3)(a—1)
a-1 a+4

=(@-2)@+3)=a’+a-6 R.

Simplificar:

a __a_

. a+b)(a b+1) 1.
_ 2 1

(X x+1)(x+x+2) 8.

d

o

G2

-
—_— — — —— —~ —
QD
+ ol
Y
s
SH
—
—
—
m‘a-
NN
~—
—
o
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V. DIVISION DE FRACCIONES

REGLA

Se multiplica el dividendo por el divisor invertido.

223

2
1) Dividir 22 entre 22X
3b 9
42 2ax_4a’ 9b° _6ab
32 9p® 32 2ax  x
o XP4dx x*-16
2) Dividir entre .
) 8 4
X*+4x  x*-16_x’+4x_ 4 _x(x+4) 4 __X_ o
8 4 8 x?—16 8 (x+4)(x—4) 2x-8 :
Simplificar: 4
x% . 2x 20x2—-30x . 4x -6
132703 [y
oy 15x° +15x%  x+1
2 2 _ 2 _
9. 3ah . 23 12. 2 6a+5 +a2+2a 35
5x° a’-15a+56 a>—5a—24
5m? . 10m* 8x>+26x+15 _ 6x>+13x -5
3.+ 13. > = ;
n®  1dan’ 16x2 -9 9x2 -1
2 3 _ 2 _
4 6a2x3+@X 14, X . 121x X" =11x
5 X2 —49 X+7
15m? . 20y? a®+5 . ax?+5a°
19ax®  38a%x* 43 -1 2a-1
11x?y° 4 -1 a*+4a*+3
6. +22 16. L4 Td o
m / a@+a*> 3a°+9%
7 X=1,2-2 17, X*+125 , x° —5x*+ 25x
3 6 x>-64  x’+x-56
8 33’ L 53 18 16x2 —24xy +9y® . 64x*-27)°
" a®+6ab+9b>  a’h+3ab? T 16x—12y 32x% + 24xy + 182
9 x*—x  5x*-5x 19 a’-6a . a’+3a-54
T 2x%+6x  2x+6 " a%+322  a%+9a
1 ) 15x2+7x -2 . 6x2+13x+16
10. = 20. o
a?-a-30 a’+a-42 5x3—x 252 +10x +1

Ejercicio
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=1 TX+Tx+7 23 X' —6x+9 ., x*+5x-24

T2 -2x+2 I +T A1 28 +17x+8
2 _1Ep2 2 _ _ 2
29, 2mx—2my+nx—ny+8m+4n 24, 2a +37ab 215b +a2 3ab 40b2
3x -3y a’+4ah a-—4ab-32b

DIVISION DE EXPRESIONES MIXTAS

REGLA

Se reducen a fracciones y se dividen como tales.

Dividir 1+ -2 entre 1+ X,
X +y y
Reduciendo estas expresiones a fracciones, tenemos:

1+

2y _xX+yi+2y X +2y+y°

X2+y2 X2+y2 X2+y2
A A
Y y Y
Tendremos:
12X | [q,x =)(2+2)(y+y2+)(+y
Xyt y) Xy y
2 2
)y 3y o
X+y: x+y xX2+y?
Simplificar:
[1.2 b ). b
1+afr'b)7(1+;) 5. (a+b+n)v(1—m)

VI. MULTIPLICACION Y DIVISION COMBINADAS

se procedera a convertir
regla de la multiplicacion.

Cuando haya que efectuar operaciones en las que se combinen multiplicaciones y divisiones

los divisores en factores, invirtiéndolos, y procediendo segun la
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Simolificar =3 Xa2+9a+20; a’—16

P a4 2 _6a+9  22—2a’
Convertimos la division en multiplicacion invirtiendo el divisor y tendremos:

a-3 _a’+9+20 a’-16 a-3 _a’+9a+20 2a°-2a

X = = X X

da-4 a*—6a+9 23a°-2a 4a-4 a*-6a+9 a’-16
a-3 ><(a+5)(a+4)>< 2a(a-1)
4(a-1) (a-3)? (a+4)(a-4)

__a(a+b) _  a’+ba
2(a-3)(a—4) 2a°-14a+24

Simplificar: 6
3x 8y . 2 a-8a+7 _a*-36 _ a*-a-42 =
1. 47X97T72 6. 2 R T o =2
y 99X 3x a“—11.a+30 a*-1 a“-4a-5 o
S
, 52 (2a, 5x . x'=27x  x*+20x+100 , x*~100 :_3.
b WP 4d? T x%47x-30 x*+3x%+9x  x-3
5 a+1,8a-3  2'+a 8 2+1_ [a+a  4x+8
Ta-1 2a+2 a’+a-2 "3a-6 (6a—12" x-3
4 6432—81b2><(x—9)2;8a2+93b 9 8x2—10)(—3>< 4x% -9 ;8x2+14x+3
©ox%-81  8a-9  (x+9) T B2 +13x+6  3x2+2x  Ox2+12x+4
xz—x—12><x2—x—56;x2—5x—24 10 (a+b)2—02X(a+c)2—b2;a+b+c
x2-49  X’+x-2 X+5 “(a-bP-c® a+ab-ac g
a®-5a  [a*+6a-55_ ax+3a
1. 2 2 Ry 2
b+b b -1 ab”+11b
m® +6m’n+9mn? am?-n? . mP+21n®
C o2 2 CRaPy PR 2
2mn+7mn-+3n° 8m°—-2mn-n® 16m°+8mn+n
2 2 3 2 2 2
13, (a—av()>< 1 | @-ax &«
a@+xt  a+ax \@+2ax+x% ad+ax’
™ (@-3a  27-a°  a'-9a°
" 9-a% " (a+3%-3a (a°+3a)

VIl. FRACCIONES COMPLEJAS

FRACCION COMPLEJA es una fraccion en la cual el numerador o el denominador, @ _ x
0 ambos, son fracciones algebraicas o expresiones mixtas, como ———» * ¢

—_

+

> [
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Una fraccion compleja no es mas que una division indicada; la raya de la fraccion equivale
al signo de dividir y ella indica que hay que dividir lo que esta encima de la raya por lo que
esta debajo de ella.

a X
Asi, la fraccion anterior ¥ 2 equivale a (§—5)+(1+§].
1.2 X a X
X

SIMPLIFICACION DE FRACCIONES COMPLEJAS

REGLA

1) Se efectiian las operaciones indicadas en el numerador y denominador de la fraccion
compleja.

2) Se divide el resultado que se obtenga en el numerador entre el resultado que se ob-
tenga en el denominador.

a_x
1) Simplificar X—2& .
il £
2_ 2
a—x
Efectuando el numerador: & - X =%= =%
X d a
. 1 g_a+Xx
Efectuando el denominador: '+ /==~
a_x a-x
Tendremos; X—& =&
g el
4 X

(dividiendo el numerador entre el denominador)

2 2

_a-x X =(a+x)(a—x)>< X _a-X po
a  a+x ax a+x a
x—1—L2
2) Simplificar X=e
x+6+ 16
xX-2
Numerador:
X1 12 =()(—1)()(—2)—12=)(2—3)(+2—12=x2—3x—10

X-2 X-2 X-2 X-2
Denominador:
16 (x+6)(x—2)+16:x2+4x—12+16:x2+4x+4

X+6+ =
X-2 x=2 X-2 X-2
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Tendremos:

12 x*-3x-10

x-2  x=2 _ x*-3-10_(x-5)(x+2) x-5
16 xX2+4x+4  xX2+dx+4  (x+22  x+2
X2 X-2

==
BR.

X+6+

Obsérvese que como la fraccion del numerador y la fraccion del denominador tenian el
mismo denominador x — 2 lo hemos suprimido porque al dividir o sea al multiplicar
el numerador por el denominador invertido, tendriamos:

)(2—3x—10>< X—2 :x2—3x—10
X=2 X2+4x+4  x*+4x+4

donde vemos que se cancela el factor x — 2.

Simplificar:
a—2 x+4+3 g—%+—g
1. b 7 )é 13 163 a
b—% Xx—4-2 D-a
2 —
x2 -1 a4t 20x* +7x -6
2 X 8 14. 4X
1-1 1-2 4 2
X a X
2 2
a X —
3. 9. — 15.
140 43 + b 1 1+
a 4ab X -1
i+1 2+g% _ &bb
4.’7 ’1’ 0. — o 16. —
m g =
% X 5
X+ = a-x+-—-2— -1-
a+x
5, —2 " — 17. X;53
x-X g -1 X+5- 222
4 a4 x X+3
1_% aa5 14 a+2_7a+39
6.7 . 12.87§ 18. 5‘Z+11
1+ 2 T+-+5 — 44+

227
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Ahora trabajaremos fracciones complejas mas complicadas.

I R
o x—1 x+1
3) Simplificar
) Simpli x _ 1
x—=1 x+1
Numerador:
1 1 x+1-(x-1)  x+1-x+1 _ 2

=1 x+1 (x+)(x=1) (x+1)(x=1) (x+1)(x=1)

Denominador:

X 1 _Xx+) - (x=1)_xXP+x—x+1_ x*+1

x=1 x+1 x+1)x=1)  (x+DH(x=1) (x+1)(x-1)

Tendremos:
1 1 2
=1 x+1_(x+0)(x=1)_ 2
x 1 x2+1 x2+1
x—-1 x+1 (x+1)(x=-1)
a+2b a+b
L a-b a
4) Simplificar b +2a—b'
a-b da-b
Numerador:

a+2b_a+b_a(a+2b)—(a+b)(a-b)_a’+2ab—(a*-b?
a-b a a@-»n) a@-»n)

_ eazz+2ab—azz+bz= 2ab+ b2
a@-»n) a@-»n)

Denominador:

b +2a—b:b(4a—b)+(a—b)(2a—b):4ab—b2+2a2—3ab+b2
a-b 4a-b (@—b) (4a—b) (@a—b) (4a—b)

2a°+ab
(@—b) (4a—b)
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Tendremos:
a+2b a+b 2ab + b?
a-b a _  a@-b _2ab+bzx(a—b)(4a—b)

p 2a-b  2a%+ab  a(@a-b)  2a’+ab
a-b 4a-b (a-b)(4a-Db)

bea+h) (a—b)(4a—b)_b(a~b) dab-b°
a@@a-b) ~  a(a+b) & = & '

-2
1
2

X+2

Las fracciones de esta forma se llaman continuas y se simplifican efectuando las ope-
raciones indicadas empezando de abajo hacia arriba. Asi, en este caso, tendremos:

5) Simplificar
X —

X -2 _ xX-2 _ N2 _ xX—2
x—— ] [ g Xor=2
_ 2 X X X
X+2 X+2
X-2 X X—2 X X

Simplificar:
X+1 X+3  x+1 142X a a =
1+— —_— - — + — - o
x—1 X+4  x+2 1+x° atx  2a+2x =
1 4, ——— h——F 10 ——— e
11 x-1_ x-3 2x+2X +2 a . a TN
x=1  x+1 X+2 x+4 1_ 44 a—-x a+x L
1,2 m _ m-n’ Xty x-y a+2b b
x—=1 x+1 n m+n X—y X+y a-b a
2. ————  ——————— 8. —— 11, —
X— +2x+6 m-n_n X+y x+2y a+b+ 3b
X X+1 n m X X+y a a-b
a b &1 a+x _b+x o112
_ 8 _ _ 2
3.ab a+b 6. b’ a 9_ax b—x 12 X X
a+b  a a b-a 2 2 16
a b b a-b a-x b-x X
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ml\’
o [

13.

+ ||

NN
=

+

N}

a

[ PN

2
5y°
X+y

14.
X-3y-—

2,2
1-a 1+a
2 2

1+a 1-a
1 1

X+y+z2 X-y+z
1 1

X—y+Z X+y+2

15.

16.

a+2—Eil

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

BALDOR ALGEBRA

VIII. EVALUACION DE FRACCIONES

INTERPRETACION DE LA FORMA g

La forma g que representa una fraccion cuyo numerador es cero y cuyo denominador a es

una cantidad finita cualquiera, se interpreta asi:

0

En efecto, sabemos que toda fraccion representa el cociente de la division de su nume-
rador entre su denominador; luego, g representa el cociente de la division de 0 (dividendo)

entre a (divisor) y el cociente de esta division tiene que ser una cantidad tal que multiplicada
por el divisor a reproduzca el dividendo 0; luego, el cociente 0 sea el valor de la fraccion sera

0 porque 0 xa=0.

2_9
X“+2x -1

Sustituyendo x por 3, tendremos:

i

9

Hallar el valor de ﬁ parax = 3.

3?9

9-9

_ _0_
x2+2x-14 342(3)-14 9+6-14 1

0 R
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- a
INTERPRETACION DE LA FORMA 2

Sea la fraccion % en que a es una cantidad constante y x es una variable. Cuanto menor sea
X, mayor es el valor de la fraccion. En efecto:

Para x=1, 4-4-9
x 1
-1 a_a_
Para X_10’ =1 10a
10
-1 a_ . a _
Para X_100’ =1 100a
100
= 1 é=7a = e
Para x_1‘000, p ] 1,000a, etcétera.
1,000

Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente pequefo, el valor de la
fraccion % sera tan grande como queramos, 0 sea, que siendo a constante, a medida que el

denominador x se aproxima al limite 0 el valor de la fraccion aumenta indefinidamente.
Este principio se expresa de este modo: %: oo

El simbolo < se llama infinito y no tiene un valor determinado; - no es una cantidad,
sino el simbolo que usamos para expresar, abreviadamente el principio anterior.

Entiéndase que la expresion %:oo no puede tomarse en un sentido aritmético literal,

porque siendo 0 la ausencia de cantidad, la division de a entre 0 es inconcebible, sino como
la expresion del principio de que si el numerador de una fraccion es una cantidad constante,
a medida que el denominador disminuye indefinidamente, acercandose al limite 0 pero sin
llegar a valer 0, el valor de la fraccion aumenta sin limite.

4
Hallar el valor de "~ parax =2.
X" =3x+2

Sustituyendo x por 2, tendremos:

x+4 _  2+4 _ 6
X2-3x+2 22-3(2)+2 4-6+2

_6__
=5= R.
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INTERPRETACION DE LA FORMA 2

Consideremos la fraccion % en que a es constante y x variable. Cuanto mayor sea x, menor
sera el valor de la fraccion.

En efecto:
Parax= 1, %:%:a
Parax= 10, %:%:%a
Para x =100, %:%:ﬁa , etcétera.

Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente grande, el valor de la frac-
cion % sera tan pequeno como queramos, o sea que a medida que el denominador aumenta

indefinidamente, el valor de la fraccion disminuye indefinidamente, acercandose al limite 0,
pero sin llegar a valer 0.
Este principio se expresa:

a_g

oo

Este resultado no debe tomarse tampoco en un sentido literal, sino como la expresion del
principio anterior.

Hallar el valor de %1 parax = 3.

X3

>

Sustituyendo x por 3, tenemos: —— = % -
x-3 0

i 8=t
3-3

@ INTERPRETACION DE LA FORMA ©

Considerando esta forma como el cociente de la division de 0 (dividendo) entre 0 (divisor),
tendremos que el cociente de esta division tiene que ser una cantidad tal que multiplicada por
el divisor 0 reproduzca el dividendo 0, pero cualquier cantidad multiplicada por cero da cero;

luego, % puede ser igual a cualquier cantidad. Asi, pues, el simbolo:

0

= valor indeterminado
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VERDADERO VALOR DE LAS FORMAS INDETERMINADAS

2
-4
1) Hallar el verdadero valor de sz g Parax= 2.
+ p—

Sustituyendo x por 2, se tiene:

2 2
X-4 _ -4 _ 4-4 0
== = = = valor indeterminado.
K2+x—6 2242-6 4+2-6 0

La indeterminacion del valor de esta fraccion es aparente y es debida a la presencia
de un factor comudn al numerador y denominador que los anula. Para suprimir este
factor, se simplifica la fraccion dada y tendremos:
-4 (x+2(x-2) _x+2
Xix—6 (x+3)(x-2) x+3
4 _x+2
x-6 x+3

Entonces:

Haciendo x = 2 en el segundo miembro de esta igualdad, se tendra:
x*-4 _2+2_4
X2+x-6 243 5

2
x° -4 4

Luego el verdadero valorde ——— parax=2es . R.

X“+X—6 5

3x2 —2x 1
2) Hallar el verdadero valor de —-—————— parax=1.
X7 +x°-5x+3

Sustituyendo x por 1, se tiene:

3x?-2x-1 _ 3(1%)-2(1)-1 _ 3-2-1 _0_
3 = —= valor indeterminado
X3+ x2 5x+3 1°+1°-5(1)+3 1+1-5+43 0

Esta indeterminacion es aparente. Ella desaparece suprimiendo el factor comun al
numerador y denominador que los anula.
Simplificando la fraccion (el denominador se factoriza por evaluacion) se tiene:
3x2-2x—-1 _  (x=1)(@x+1) _  3x+1
X34 x —5x+3_(x—1)(x—1)(x+3)_(x—1)(x+3)
Entonces, haciendo x = 1 en la ultima fraccion, se tendra:
x+1  _ 3(N)+1 _3+1_4

(x=1)(x+3)  (1-1)(1+3) 0x4 0

Luego el verdadero valor de la fraccion dada parax=1es <. R.

233

Hallar el verdadero valor de:

X2
X +3

><
r\:

1. %22 para x=2 2. para x =3 3. parax a
X+3

><
oo

(T-]

Ejercicio
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x+y x-a
4. > para x=y 17. P para x=a
Zy _
1 a —2ab + b?
5. X~ para x=2 18. =————— para b=a
3 a—ab
x-2 22
X —
g 19. =Y para y=x
6., para x=3 -y
X2+ x-12 x3_ g
5 20. o para x=a
7. % para a=3
a- +42a-— _
, 21.%%&1 x=1
_ X" —0X"+0X—
8. 3X 72“10 para x =2
X°=2x"—x+2 2 X' =x3-Tx2+x+6 para x =3
W29y 41 Cx*-3x%-3x*+11x -6
9. 55— para x=1 8 =
X°—2X°—Xx+2 23 3x° —5x“—4x+4 para x =2
28 x*+2x3-3x2-8x -4
10.7paraa 2 2
2+11a-2 on, X =XHA o x=1
B x*—2x%-9x*+2x + 8
1. """ para x=1 5 4y3. 8,2
—oxi1 " g5, X-ACBC-R2 oo
5_ay_o x3—3x3+10x2 - 4x—40
X" —oX—
12, —— para x=2 2 B
E—Txe6 ZG.Mpam x=%
TR e LI para x =4 lii s_xz(:zj +8
"X —Ax2—x+4 27.mpara x=-2
4x% — 4x +1 1 3 2
14, ————— para x=— 9x° +3x°+3x +1 1
4X2+8X—5p 2 Zs-wpam X:—g
8x2 —6x+1 1
15. ara X=- 1
I+ 120 —Tox+4 " 2 a0
x3—9x+10
16. ara x =2 2, 9y _ 1 =
0 11x%+ 9% 118 p 30. (x“+3x 10)(1+x—2) para x=2
1 MISCELANEA DE FRACCIONES
=) Simplificar:
Q
'S PR 4, (K9P x(e—yy
© L ! =
N 18P +2i-4 y Xy
= 4 3 2
1,2 1), 2a+1 a'—2b° +a’b(b-2)
2. (;+¥+§)T(a+2— . ) 5 o
3 2
), BRE 6. Muliplicar a _ars
S a+i
7. Dividir x*+5x —4-* = 170

-5




CAPITULO XIV Operaciones con fracciones

Descomponer las expresiones siguientes en la suma o resta de tres fracciones simples irreducibles:

4x% —5xy + y?
3x
m-n—-x
mnx

8.

9.

= xy?
X_

10. Probar que

=x2+xy

2 3
11. Probar que -2 1= _ X

x-3 x-1
a*—5a°+4 2+4a

12. Probar que —.——————=a-3+
g a+a’—4a-4 2a+1

Simplificar:
1 1 2a
13 L+ 94
% a-barh a—ab+b?
2 . 1+a°
14| & |x[1-a+
(1—;12 1—a4J gp
[ xP-9 L x-3 ) a%’-16a® (2 1
2y g0 7,2 S X\ 2ot 22
X“—x-12 x°+3x) 2x°+7x+3 \a'x a%x
16 3 —x>-12x+4
Text X3 —25x2 —dx+4
17 16— 81x2
" 72x2 - 5x-12
1 2 3 1. x X 6
-t 4+ 9 ||+ 42
1 (x X+2 x+3) [x+2 X+3 x2+5x+6]
b 142 X1 _x-1
19, _a . a-b 7 x—=1 x+1_ x*+1 2x
1_b 5 _a-3b T x=1 x+17282-2p @b
g7 a-b x+1  x-1
1fx*-36. «x 1 1 T 1 1
20. - = 23. +
3( X X2_4)XX_36XX_4 -9 6x+12 200-3 , _g,9
X X X
3a 5 1 %+ b2 b2
- (a—2bf a-5b a-2b T Y. X’”;)( 1
© 328 —14ab+10p? Ly d- T a=b Ty 2a-b
a® — dab + 4b? a-b b
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Leonardo De Pisa (1175-1250). Conocido por Fibonacci,  Raimundo Lulio (1235-1315). Llamado e/ Doctor lluminado
hijo de Bonaccio, no era un erudito, pero por razén de sus  por su dedicacion a la propagacion de la fe. Cultivo con ex-
continuos viajes por Europa y el Cercano Oriente, fue el que  celente éxito las ciencias de su tiempo; fue el primero que se
dio a conocer en Occidente los métodos matematicos de los  propuso construir una Matemética universal. Publico diversas
indios. obras.

Capitulo X I/

ECUACIONES NUMERICAS FRACCIONARIAS
DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

@ Una ecuacion es fracclonarla cuando algunos de sus términos o todos tienen denominado-

res, cOmo 1_3x 4

SUPRESION DE DENOMINADORES

Esta es una operacion importante que consiste en convertir una ecuacion fraccionaria en una
ecuacion equivalente entera, es decir, sin denominadores.

La supresion de denominadores se funda en la propiedad, ya conocida, de las igualdades:
Una igualdad no varia si sus dos miembros se multiplican por una misma cantidad.

REGLA
Para suprimir denominadores en una ecuacioén se multiplican todos los términos de la
ecuacion por el minimo comin maltiplo de los denominadores.

(o233

A A 0z X
1) Suprimir denominadores en la ecuacion 7=

N =

El m. ¢. m. de los denominadores 2, 6y 4 es 12.

12 y tendremos:

(72]

Multiplicamos todos los términos por




CAPITULO XV Ecuaciones numéricas fraccionarias de primer grado con una incégnita

2)

120 _12x _12

2 6 4

y simplificando estas fracciones, queda

ex=2x-3 (1)
ecuacion equivalente a la ecuacion dada y entera que es lo que buscabamos, porque la
resolucion de ecuaciones enteras ya la hemos estudiado.
Ahora bien, la operacion que hemos efectuado, de multiplicar todos los términos de
la ecuacion por el m. ¢. m. de los denominadores equivale a dividir e/ m. ¢. m. de los
denominadores entre cada denominador y multiplicar cada cociente por el numerador
respectivo.

x 1

En efecto, en la ecuacion anterior gzg_z el m. ¢. m. de los denominadores es 12.

Dividiendo 12 entre 2, 6 y 4 y multiplicando cada cociente por su numerador respectivo,
tenemos:

6x=2x—3

idéntica a la que obtuvimos antes en (1).
Podemos decir entonces que

Para suprimir denominadores en una ecuacion:

1. Se halla el m. ¢. m. de los denominadores.

2. Se divide este m. c. m. entre cada denominador y cada cociente se multiplica por
el numerador respectivo.

x-1 _ 2x—-1 4x-5

40 4 8
Elm.c.m.de4, 8y 40es 40. El primertérmino 2 equivale a % Entonces, divido 40+ 1=40

y este cociente 40 lo multiplico por 2; 40 + 40 = 1 y este cociente 1 lo multiplico por
x—1;40 +4 =10y este cociente 10 lo multiplico por 2x — 1; 40 + 8 = 5 y este cociente
5 lo multiplico por 4x — 5 y tendremos:
2 (40)-(x-1)=10 (2x—1) -5 (4x - 5)
Efectuando las multiplicaciones indicadas y quitando paréntesis, queda:
80—x+1=20x—10-20x + 25

ecuacion que ya es entera.

MUY IMPORTANTE
Cuando una fraccion cuyo numerador es un polinomio esta precedida del signo — como

—%1 y —% en la ecuacion anterior, hay que tener cuidado de cambiar el signo a
cada uno de los términos de su numerador al quitar el denominador. Por eso hemos pues-
tox— 1 entre un paréntesis precedido del signo —, 0 sea, —(x — 1), y al quitar este paréntesis
queda —x + 1y en cuanto a la ultima fraccion, al efectuar el producto —5(4x — 5) decimos:

(=5)(4x) = —20x y (-5) x (-5) = +25, quedando —20x + 25.

Suprimir denominadores en 2 —
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@ RESOLUCION DE ECUACIONES FRACCIONARIAS
CON DENOMINADORES MONOMIOS

1) Resolver la ecuacion 3X—%X=%—%.

El'm. c. m. de 5, 10 y 4 es 20. Dividimos 20 entre 1 (denominador de 3x), 5, 10y 4 y
multiplicamos cada cociente por el numerador respectivo. Tendremos:

60x — 8x =2x - 35
Trasponiendo: 60x — 8x — 2x =-35
50x =-35
= _3%__7
X="5~ 10 ib

VERIFICACION
Sustitliyase x por —% en la ecuacion dada y dara identidad.

2x-1_ x+13=3)(+5(x+1)

2) Resolver la ecuacion = o =

Elm.c.m. de 3, 24, y 8 es 24. Dividiendo 24 entre 3, 24, 1 y 8 y multiplicando los cocien-
tes por el numerador respectivo, tendremos:

8(2X-1)-(x+13)=24 (3x) + 15 (x + 1)
16x -8 -x—-13=72x + 15x + 15
16x —x-72x—-15x=8 + 13 + 15
—72x =36

__36__1
M= == R.

3) Resolver la ecuacion %(X—Z)—(Zx—3):%(4x+1)—%(2x+7).

8x+2_2x+7
6

Efectuando las multiplicaciones indicadas, tenemos: XT‘Z —(2x-3)=

El'm. c. m. de 5, 3y 6 es 30. Quitando denominadores:

6 (x—2)—30 (2x—3) = 10 (8x + 2) = 5(2x + 7)
6x — 12— 60x + 90 = 80x + 20 — 10x — 35
Bx — 60x — 80x + 10x = 12— 90 + 20 — 35
—124x = -93
124x = 93

x=23_3

T124 4
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10.

11.

12.

13. X —

14.

15.

16.

17.

Resolver las siguientes ecuaciones:

Xy p_1_
.6+5 g X

_ 1 _
+1(x-5)=-5x

16x+3

10x+1_ 4,
4 T_4)( 7

A== (x=3)=1(x+3)+]

6x+1 11x-2
3 9

—%(5x—2):g(6x+1)

18.
19.
20.
21. !
22.
23.

24.

25.

26.
27.
28. 1
29.
30.

31.

32.

4x+1 18+2x
=5 (4x 1) - 5

1x=3)

2 3 1 6
2Bx—1)+ 3 (10x-3)=—] (x-2)-

3x-1 5x+4 x+2_2x-3 1

2 3 8 5 10

x—1 5—2x_4x—3+1+4x2

3 x4 3x

2+7 _2(x*-4) 4x®-6_7x*+6
3 5x 15x 3x?

2(x+1)_3(x-6
35 ) 4l 3
3(2x—-1) 4(3x+2) 1(x-2],1_
5(T]_§( 4 J‘é(T)*g—U

3x+5
10— 5

X
—311_2
_312 4

N
o (112, 53
9x—2 7x(x 2) 2493

3x 7 _12x-5_ 2x-3_ 4x+9 1_0
8 10 16 20 4 80

239
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON DENOMINADORES COMPUESTOS

3 2 x+3 _

1) Resolver - =
2x+1 2x -1 4x°-1

Elm. ¢. m. de los denominadores es 4x* — 1 porque 4x* — 1 = (2x+ 1) (2x — 1) y aqui ve-
mos que contiene a los otros dos denominadores. Dividiendo (2x + 1) (2x— 1) entre cada
denominador y multiplicando cada cociente por el numerador respectivo, tendremos:

3(x-1)-2(2x+1)-(x+3)=0
6x-3-4x-2-x-3=0
6Xx—4x-x=3+2+3

x=8 R.

6x+5_5x+2_2x+3_1
15  3x+4 5 '

Como 5 esta contenido en 15, el m. ¢. m. de los denominadores es 15(3x + 4)

Dividiendo:

15(3x +4)
15

15(3x +4)

3x+4

15(3x +4)

5

2) Resolver

=3x +4; este cociente lo multiplico por 6x + 5

=15; este cociente lo multiplico por 5x + 2

=3(3x+4), este cociente lo multiplico por 2x + 3
wz 15(3x +4); este cociente lo multiplico por 1

Tendremos: (Bx +4)(6x +5)—15(5x + 2) =3 (3x + 4) (2x+ 3) —15(3x + 4)
Efectuando: 18x% + 39x + 20 — 75x — 30 = 18x2 + 51x + 36 — 45x - 60
Suprimiendo 18x* en ambos miembros y transponiendo:

39 — 75x = 51x + 45x=-20 + 30 + 36 - 60

—42x =—14
14
X= 5= R.
3) Resolver ;i:g+ ZE(X_‘31)=%+ 322;:11;).
Hallemos el m. ¢. m. de los denominadores:
2X—-6= 2 (x-3)
x-3= (x-3)
8= 8 m.c.m.: 8 (x-23)

4x-12= 4 (x-3)
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Dividiendo 8 (x — 3) entre la descomposicion de cada denominador y multiplicando los
cocientes por los numeradores, tendremos:

4(2x-5)+ 16 (x—=1)=3 (x=3) + 6 (2~ 15)
8x—20 + 16x—16 = 3x—9 + 12— 90
8x + 16x - 3x = 12 =20 + 16— 9 - 90

9 = 63

x=-7 R.

X—-2 X+1 4
4) Resolver = = .
) X2+2x-3 x*-9 x’—4x+3

Hallemos el m. ¢c. m. de los denominadores:

X2+ 2-3=(x+3)(x-1)
X2=9=(x+3)x=3) m.c.m.:(x=1)(x + 3)(x-3)
X2—4x +3=(x-3)(x-1)

Dividiendo (x — 1)(x + 3)(x — 3) entre la descomposicion de cada denominador y multi-
plicando cada cociente por el numerador respectivo, tendremos:

(X =2)(x=3) = (x=1)(x + 1) = 4(x+3)
X2=5x + 6 (x*=1) = 4x + 12
X=X+ 6-x>+1=4+12

Sx—-4dx=-6-1+12

-9 =5
-5
X= 9 R.
Resolver las siguientes ecuaciones: 4
3 3 1 1 1 =)
1.24-9 =0 1. = 2
5 2x—1 -3 4x+4 12012 =
2 _ 3 x, X°=8x _7 3,
2 a1 dx+1 8 " I s 4 i
5 1 2x — -
3. = x-9 2x-3 _x
x2-1 x-1 Y70 "1
5. 3 _ 1 g (Bx—12 18x-1
x+1 x?-1 0=
5 9X+8 _5x+2 2X+7  2x—-1_
3x+4 3x-4 Sy x4
2
6. 10x —5x+8:2 12. (5)(—2)(7x+3)_1:0
5x%+9x —19 7x(dx-1)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

3 _ 2, 8
X—4 x-3 X2—7x+12

C3(x+2)_1+3
18 5x-6 9

1+2x_1—2x=_3x—14
143x  1-3x  1-9x2

3x -1 _ 1 + 7
X2+7x+12 2x+6 6x+24

1 3 _ 3
(x-12 2x-2 2x+2

9x+13  4x+5 _x

15 5x-15 3
2x-1_x-4_2

2x+1 3x-2 3
4x+3_3x+8:1

2x-5 3x-7
10x-7_3x+8 _5x*—4
15x+3 12 20x+4
4x-1 x-2 8x-3 3

L X
5 2x-7 10 10

1
2 3 %3

1 - _
x-1 x-2 2x-2 2x-4

1
1 2 Lo

X+3 5x—20 3x—12 x+3

26.

21.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

BALDOR ALGEBRA

14 10 3
6-2x 5-5x 12—4x 10-10x
2 6" _ 2

3 9x°-1 3x -1

2

5x —27x_1=x_6

5x+3 X

+1 6 4x-1

dx -1 16x2=1 4x +1

3 x-1 +9 x+1|_ Sx(x-1)
X +1 X -4 x2_3x—4
of x+2|_of x=2|_ x> +78
X =2 2x+3) 2x*—x-6

1 B 1 __ 3
x2+3x-28 x®+12x+35 Xx2+x-20

X-=2 _2x-5 _ x-2

X2+8x+7 x2—49 x?—6x-7

4x+5 B 2x+3 B 2x -5 _
15x2+7x =2 12x°—7x-10 20x>-29x+5
73 _ 2 _ 3(x+1)

2+1 x+4 x+1 2¢°+9x+4

(x+3)2:x—1+ 2(7x+1)
(x=3?% x+1 x*-2x-3
x=4 _x+1__12(x+3)
X+5 x-2  (x+5)?

x+6_x+1:x—5_ X
x-3 x-1 x+4




) Nova Scientia
| Tratado de Nimeros y Medidas

Nicolas de Tartaglia (1499-1557). Nacido en Brescia, fue  Jeronimo Cardano (1501-1576). Natural de Pavia, era filo-

uno de los mas destacados matematicos del siglo XvI. Sostu-  sofo, médico y matematico. Los historiadores le atribuyen

Vo una polémica con Cardano sobre quién fue el primero en el haberle arrebatado a Tartaglia la férmula para resolver las

descubrir la solucion de las ecuaciones clbicas y cuarticas.  ecuaciones cubicas y cuarticas, pero esto no le resta mérito
alguno.

Capitulo X I//

ECUACIONES LITERALES DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

ECUACIONES LITERALES son ecuaciones en las que algunos o todos los cogficientes de
las incognitas o las cantidades conocidas que figuran en la ecuacion estan representados por
letras.

Estas letras suelen ser a, b, ¢, d, my n segun costumbre, representando x la incognita.

Las ecuaciones literales de primer grado con una incognita se resuelven aplicando las
mismas reglas que hemos empleado en las ecuaciones numeéricas.

RESOLUCION DE ECUACIONES LITERALES ENTERAS

1) Resolver la ecuaciona(x +a) —x=a(a +1) + 1.
Efectuando las operaciones indicadas: ax + 8> —x=a’>+a + 1

Transponiendo: ax —x =a°+a + 1 — a°

Reduciendo términos semejantes: ax —x=a + 1
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Factorizando: x(a — 1) =a + 1
Despejando x, para la cual dividimos ambos miembros por (a — 1), queda:

_a+

X
a-1

2) Resolver la ecuacion x(3 — 2b) — 1 = x(2 — 3b) — b*
Efectuando las operaciones indicadas: 3x — 2bx — 1 = 2x — 3bx — b?
Transponiendo: 3x — 2bx — 2x + 3bx =1 — b?
Reduciendo términos semejantes: x + bx = 1 — b?
Factorizando ambos miembros: x(1 + b) = (1 + b)(1 — b)
Dividiendo ambos miembros por (1 + b) queda:x=1-b R.

—

Resolver las siguientes ecuaciones:

:g 1. ax+1)=1 1. m@n —x) —m(@n —1) =m(mx — a)
g 2. ax—4=bx-2 12. x—a+2=2ax-3@+x)—-2@->5)
ol 3. ax+ b*=a"— bx 13. a(x—a) — 2bx=b(b — 2a —x)
4.32a-x)+ax=a*+9 14, ax+bx=(x+a—b)> — (x— 2b)(x + 2a)
5. a(x+b)+x(b—a)=2b(2a —x) 15. x(@+b)—-3-a@-2)=2x-1)—-x@-»b)
6. (x—a)’— (x+a)’=a(@-T7x) 16. (M + 4x)(3m +X) = (2x —m)® + m(15x —m)
7. ax—a(@+b)=—x—(1+ab) 17. @®@@a-x)-a*@+1)—-b*(b-x)—b(1 -b? +a(1 +a)=0
8. a’@@—x) — b’(x — b) =b*(x — b) 18. (ax—b)’ = (bx—a)@+x) —x* (b —a’) +a’+b(1 - 2b)
9. (x+a)(x —b) — (x +b)(x — 2a) 19. (x+b)’—(x—a)’ —(@+h)*=0
=b@a-2)+3a 20. (x+m)°—12m° =—(x—m)®+ 2x°
10. X’ +a*=(@+x)? —a@-1)

RESOLUCION DE ECUACIONES LITERALES FRACCIONARIAS

X _3=3mx _2x_g
2m m? m '
Hay que suprimir denominadores. El m. ¢. m. de los denominadores es 2m?°.

Dividiendo 2m? entre cada denominador y multiplicando cada cociente por el numerador
respectivo, tendremos: mx — 2(3 — 3mx) — 2m(2x) = 0.

Efectuando las operaciones indicadas: mx — 6+ 6mx —4mx =0
Transponiendo: mx + 6mx — 4mx = 6
3mx =6

1) Resolver la ecuacion
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Dividiendo entre 3: m

~ X
Il Il

S N
=)

a-1_2afa-1)_ _ 2a

2_ 2

2) Resolver
X" —a

X—a X+a

El m.c.m. de los denominadores es x* —a’= (x + a)(x — a). Dividiendo x* — a* entre cada
denominador y multiplicando cada cociente por el numerador respectivo, tendremos:
(@-1x+a)—2a@-1)=-2ax—a)

Efectuando las operaciones indicadas: ax —x + a® —a — 2a° + 23 = —2ax + 2a°
Transponiendo: ax —x + 2ax = —a° +a + 2a° — 2a + 2a°

Reduciendo: 3ax — x = 3a*—a

Factorizando ambos miembros: x(3a — 1) =a(3a — 1)

Dividiendo ambaos miembros por (3a —1) queda, finalmente x=a. R.
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Resolver las siguientes ecuaciones:

1.

10.

11.

12.

X m m “n o x mn X
a, b_4 =
7+7=7a 14. wz‘Q
X 2 X (x—a)@a-2b+x)
x _1=x_1 15, Xtm_n+x
2a & 2a x-n m+x
m,n_n X(2x +3b)(x +b) 2 2

+—==+1 16, 2T _0x° —bx+b
X m X g X+3b
a-1,1_3a-2 3(x x\_1(x_x), 5a+13b
2 T2 17. 2|2+ 2 =22 |+

4\b a) 3\b a 12a

3—X,_L;X=2(a;b) 1 Xra_(x=bf  Sab—3p°

a d "3 3-a 9x-3a
Xx-3a _2a-x__1 5¢+a 5x-b

2 =

a ab a 1 b x—a

2 2

Boll) Bl WFiF g X+a x—a_a(@x+ab)

m n mn 20 ———=—,—3,—

2 2

X—a X+a X" —a

X=b_,_x-2a

2x —3a 11a
21. —-2=
a 2 X +4a x? —16a°
4x 3 2
_3-_3 X+a
2arb =72 92 1 . x° _x+a

X+a a@+a a

B, ANt 2a+x) 3(b+x)_6(a>—2b%)
X+a 4x+a 23. = =
b a ab

2(x—c) _ 2x+c - ) )
4x—b  4(x-b) 24, m(n—x)=(m—n)(m+x)=n*~_ (2mn"- 3m"n)

=3

Ejercicio




Francois Viete (1540-1603). Este politico y militar francés  Ia solucion de las ecuaciones de sexto grado. Fue consejero
tenia como pasatiempo favorito las Matematicas. Puede con-  privado de Enrique IV de Francia. Hizo del Algebra una ciencia
siderérsele como el fundador del Algebra moderna. Logré la  puramente simbdlica, y complet6 el desarrollo de la Trigono-
total liberacion de esta disciplina en las limitaciones aritméti- ~ metria de Ptolomeo.

cas, al introducir la notacion algebraica. Dio las formulas para

capitulo XV/J]

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES FRACCIONARIAS
DE PRIMER GRADO

La suma de la tercera y la cuarta parte de un nimero equivale al doble del nimero dis-
minuido en 17. Hallar el nimero.

Sea X = el nimero

Tendremos: = latercera parte del nimero

X_
3
= lacuarta parte del nimero
2x = doble del nimero

De acuerdo con las condiciones del problema, tendremos la ecuacion:
X, X
X4 X=2x-17
3 4

Resolviendo: 4x + 3x = 24x — 204
4x + 3x — 24x = -204
—17x = -204
204 _

X =5 = 12, el nimero buscado R.
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(3]

1. Hallar el namero que disminuido en sus % equivale a su doble disminuido en 11.

2. Hallar el nimero que aumentado en sus g equivale a su triple disminuido en 14.

Ejercicio

3. ¢Qué numero hay que restar de 22 para que la diferencia equivalga a la mitad de 22 aumentada en
los g del nimero que resta?

79

4. ¢{Gual es el nimero que tiene 30 de diferencia entre sus % y sus o7

5. Elexcesodeunnimerosobre 17 equivale aladiferenciaentre los % y %delnﬂmero.HaIIareInUmero.

6. La suma de la quinta parte de un nimero con % del nimero excede en 49 al doble de la diferencia
entre % y% del nimero. Hallar el nimero.

7. Laedad de B es los g de lade A, y siambas edades se suman, la suma excede en 4 afios al doble
de la edad de B. Hallar ambas edades.

8. B tiene los % de los que tiene A. Si A recibe $90, entonces tiene el doble de lo que tiene B ahora.
¢Cuanto tiene cada uno?

9. Después de vender los % de una pieza de tela quedan 40 m. ¢Cual era la longitud de la pieza?

10. Después de gastar % y % de lo que tenia me quedan 39 bolivares. ¢Cuanto tenia?

11. El triple de un ndmero excede en 48 al tercio del mismo ndmero. Hallar el nimero.
12. El cuadruple de un nimero excede en 19 a la mitad del nimero aumentada en 30. Hallar el nimero.

13. El exceso de 80 sobre la mitad de un nimero equivale al exceso del nimero sobre 10. Hallar el
numero.
7

14. Hallar el nimero cuyos r excedan a sus g en 2.

15. El largo de un buque que es 800 pies excede en 744 pies a los g del ancho. Hallar el ancho.

Hallar tres nimeros enteros consecutivos tales que la suma de % del mayor con los % @
del nimero intermedio equivalga al niimero menor disminuido en 8.

Sea X = ndmero menor

Entonces X+ 1= numero intermedio

X+ 2= nlmero mayor
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Los % deI numero mayor seran ﬁ(x+2)

Los 2 del nimero intermedio seran 3(x+1)
El menor disminuido en 8 sera x — 8.

De acuerdo con las condiciones del problema, tendremos la ecuacion:

2

2 (x+2)+2(x+1)=x-8

2(x+2)  2(x+1)
13 T3

6(x +2) +26(x+1)=39(x — 8)
6x + 12 + 26x + 26 = 39x — 312
6x + 26x —39x = —12 — 26 — 312
—7x = =350
x =50

Resolviendo: =x-8

Six=50,x+1=51y x+2=52; luego, los nimeros buscados son 50, 51y 52. R.

—

. Hallar dos niimeros consecutivos tales que los g del mayor equivalgan al menor disminuido en 4.

. Hallar dos nimeros consecutivos tales que Ios del menor excedan en 17 a los 3 del mayor.

Ejercicio

3. Hallar dos nimeros consecutivos tales que el menor exceda en 81 a la diferencia entre los 2 i del
menor y los % del mayor.

4. Se tienen dos nimeros consecutivos tales que la suma de % del mayor con % del menor excede

en8alos % del mayor. Hallar los nimeros.
5. La diferencia de los cuadrados de dos numeros pares consecutivos es 324. Hallar los ndmeros.

6. Atiene $1 mas que B. Si B gastara $8, tendria $4 menos que los g de lo que tiene A. ¢Cudnto tiene
cada uno?

7. Hoy gané $1 mas que ayer, y lo que he ganado en los dos dias es $25 mas que los e de lo que gané
ayer. {Cuanto gané hoy y cuanto ayer?

8. Hallar tres nimeros consecutivos tales que si el menor se divide entre 20, el mediano entre 27 y el
mayor entre 41 la suma de los cocientes es 9.

9. Hallar tres nimeros consecutivos tales que la suma de los % del menor con los % del mayor exceda
en 31 al del medio.

10. Se tienen tres numeros consecutivos tales que la diferencia entre los 3 del mediano y Ios del
menor excede en 1 a g del mayor. Hallar los nimeros.
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11. A tiene 2 anos mas que B y éste 2 anos mas que C. Si las edades de B y C se suman, esta suma
excede en 12 anos a % de la edad de A. Hallar las edades respectivas.

12. Atiene 1 ano menos que By B 1 aio menos que C. Si del cuadrado de la edad de C se resta el cua-
drado de la edad de B la diferencia es 4 afios menos que los % de la edad de A. Hallar las edades
respectivas.

La suma de dos nameros es 77, y si el mayor se divide entre el menor, el cociente es 2 y @
el residuo 8. Hallar los nimeros.

Sea X = el nlmero mayor

Entonces 77 —x = el niUmero menor

De acuerdo con las condiciones del problema, al dividir el mayor x entre el menor 77 —
x el cociente es 2 y el residuo 8, pero si al dividendo x le restamos el residuo 8, entonces la
division de x — 8 entre 77 — x es exacta y da de cociente 2; luego, tendremos la ecuacion:

x-8 _
77—x_2
Resolviendo: X—-8=2(77-x)
x—8=154 -2
3x =162

X= % =54, ntimero mayor

Si el nimero mayor es 54, el menor serd 77 — x = 77 — 54 = 23. Luego, l0s nimeros
buscados son 54y 23. R.

1. La suma de dos numeros es 59, y si el mayor se divide entre el menor, el cociente es 2 y el residuo
5. Hallar los nimeros.

2. Lasuma de dos nimeros es 436, y si el mayor se divide entre el menor, el cociente es 2 y el residuo
73. Hallar los nimeros.

3. La diferencia de dos numeros es 44, y si el mayor se divide entre el menor, el cociente es 3 y el
residuo 2. Hallar los ndmeros.

4. Un namero excede a otro en 56. Si el mayor se divide entre el menor, el cociente es 3y el residuo
8. Hallar los nameros.

5. Dividir 260 en dos partes tales que el doble de la mayor dividido entre el triple de la menor dé 2 de
cociente y 40 de residuo.

6. Repartir 196 nuevos soles entre A y B de modo que si los 2 de la parte de A se dividen entre el
quinto de la B se obtiene 1 de cociente y 16 de residuo.

Ejercicio
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@ En tres dias un hombre gané 1,850,000 sucres. Si cada dia gan6 % de lo que gand el dia
anterior, écuanto gané cada dia?

Sea X =10 que gano el primer dia
El segundo dia gané % de lo que gano el primer dia, 0 sea % de x; luego:

3% — |0 que gand el segundo dia

El tercer dia gan6 % de lo que gano el segundo dia, 0 sea, % de 16, ; luego:

= lo que gand el tercer dia

Si en total gano 1,850,000 sucres, tendremos la ecuacion:

st 4 =1,850,000

Resolviendo: 16x + 12x + 9x = 29,600,000
37x = 29,600,000

x = 29800000 _ 80 000 sucres, lo que gan el primer dia R.

37
El segundo dia gano: 3: &40'000: 600,000 sucres R.

El tercer dia gano: ?g %:450,000 sucres R.

—

. Entres dias un hombre gan6 $175. Si cada dia gan6 la mitad de lo que gand el dia anterior, écuanto
gano cada dia?

2. El'jueves perdi Ios 3 e lo que perdi el miércoles y el viernes Ios = de lo que perdi el jueves. Sien

Ejercicio

los tres dias perdi $252, ¢cuanto perdi cada dia?

3. B tlene = delo que tiene Ay C tiene ¢ de B. Si entre los tres tienen 248,000 sucres, &cuanto tiene
cada uno?

4. Laedad de Beslos % deladeAyladeC los % de la de B. Silas tres edades suman 73 afios, hallar
las edades respectivas.

5. En 4 dias un hombre recorri6 120 km. Si cada dia recorrio % de lo que recorrid el dia anterior,
&euantos km recorrio en cada dia?

6. En cuatro semanas un avion recorrié 4,641 km. Si cada semana recorrid Ios b de lo que recorri6
la semana anterior, écuantos km recorrio en cada semana?
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7. Una herencia de 33,050,000 colones se ha repartido entre cinco personas. La segunda recibe la
mitad de lo que recibe la prlmera la tercera - de lo que recibe la segunda; la cuarta 1 de lo que

recibe la tercera y la qumta de lo que rembe la cuarta. ¢Cudnto recibio cada persona’7

8. Un hombre viajo 9, 362 km por barco, tren y avion. Por tren recorrio los 4 de lo que recorrio en
barco y en avion Ios = de lo que recorrio en tren. ¢Cuantos km recorrid de cada modo?

A tenia cierta suma de dinero. Gasto $30 en libros y los % de lo que le quedaba después

del gasto anterior en ropa. Si le quedan $30, écuanto tenia al principio?

Sea X = lo que tenia al principio
Después de gastar $30 en libros, le quedaron $(x — 30)
En ropa gasto % de lo que quedaba, o0 sea % (x — 30).

Como aun le quedan $30, la diferencia entre lo que le quedaba después del primer gasto,
x—30y lo que gasto en ropa, % (x — 30), serd igual a $30; luego, tenemos la ecuacion:

X—SO—%(X—BO):SO

Resolviendo: x—30-3( 430) 30

4x—120-3(x —30) =120
4x-120-3x+90=120
4x —-3x=120+120-90

x=150
Luego, A tenia al principio $150. R.

1. Tenia cierta suma de dinero. Gasté $20 y preste < de lo que me quedaba. Si ahora tengo $10,
{cudnto tenia en un principio?

2. Después de gastar la mitad de lo que tenia y de prestar la mitad de lo que me quedo, tengo 21
quetzales. ¢Cuanto tenia en un principio?

3. Tengo cierta suma de dinero. Si me pagan $7 que me deben, puedo gastar g de mi nuevo capital
y me quedan $20. ¢Cuanto tengo ahora?

Ejercicio

4. Gasté = de lo que tenia y preste 5 delo que me quedd. Si aun tengo 500,000 bolivares, écuanto
tenia en un principio?

5. Los % de las aves de una granja son palomas; % del resto gallinas y las 4 aves restantes gallos.
¢Cuantas aves hay en la granja?
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6. Gasté 4 de lo que tenia; perdl de lo que me quedo, se me perdieron 8 nuevos soles y me quedé
sin nada ¢Cuanto tenia en un pr|n0|p|0'7

7. Tenia cierta suma. Gasté % de lo que tenia; cobré $42 que me debian y ahora tengo $2 mas que
en un principio. ¢Cuanto tenia en un inicio?

8. Después de gastar la mitad de lo que tenia y $15 mas, me quedan $30. ¢Cudnto tenia en un principio?

9. Gasté % de lo que tenia y después recibi 13,000,000 sucres. Si ahora tengo 1,000,000 sucres mas
que en un principio, ¢cuanto tenia en un inicio?

10. Tenia cierta suma. Gasté 3 en trajes y S 2 de lo que me quedo en libros. Si lo que tengo ahora es $380

menos que 2 delo que tenla al prlnC|p|0 &qué cantidad tenia en un inicio?

@ La edad actual de A es la mitad de la de B, y hace 10 afos la edad de A era 3 de la edad
de B. Hallar las edades actuales.

Sea X = edad actual de A

Si la edad actual de A es la mitad de la de B, la edad actual de B es doble de la de A;
luego,
2x = edad actual de B
Hace 10 anos, cada uno tenia 10 aflos menos que ahora; luego,

X —10=edad de A hace 10 anos
2x —10 = edad de B hace 10 anos

Segun las condiciones del problema, la edad de A hace 10 afios, x — 10, era % de la edad
de B hace 10 anos, 0 sea % de 2x — 10; luego, tendremos la ecuacion:

x—10=§(2x—10)

Resolviendo: 7x—70=6x-230
7x—6x=70-30

x = 40 anos, edad actual de A R.

2x = 80 anos, edad actual de B R.

- Hace 10 aiios la edad de A era 3 de la edad que tendra dentro de 20 afos. Hallar la edad
actual de A.

Sea x = edad actual de A
Hace 10 anos la edad de A erax — 10.

Dentro de 20 afos la edad de A serd x + 20.
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Segun las condiciones, la edad de A hace 10 anos, x —10, era % de la edad que tendra

dentro de 20 afios, es decir, % de x + 20; luego, tenemos la ecuacion

x-10=g(x+20)

Resolviendo: 5x - 50 =3x+ 60
2 =110

”0 =55 afios, edad actual de A R.

10.

11.

. La edad de A es % de la de B y hace 15 anos la edad de A era % de la de B. Hallar las edades
actuales.

. La edad de A es el triple de la de B y dentro de 20 afios sera el doble. Hallar las edades actuales.

. La edad de A hace 5 anos era 9 de la edad que tendra dentro de 5 afios. Hallar la edad actual
de A.

. Hace 6 anos la edad de A era la mitad de la edad que tendra dentro de 24 anos. Hallar la edad actual
de A.

. La edad de un hijo es 1 de la edad de su padre y dentro de 16 afios sera la mitad. Hallar las edades
actuales.

. Laedad de un hijo es % de la de su padre y hace 8 aros la edad del hijo era % de la edad del padre.
Hallar las edades actuales.

. La suma de las edades actuales de Ay B es 65 anos y dentro de 10 afios la edad de B sera % de
la de A. Hallar las edades actuales.

. La diferencia de las edades de un padre y su hijo es 25 afnos. Hace 15 afios la edad del hijo era los
% de la del padre. Hallar las edades actuales.

. Hace 10 arios la edad de un padre era el doble que la de su hijo y dentro de 10 arios la edad del
padre sera g de la del hijo. Hallar las edades actuales.

Atiene 18 afios mas que B. Hace 18 anos la edad de A era g de la de B. Hallar las edades actuales.

La edad de A es el triple de la de B y hace 4 anos la suma de ambas edades era igual a la que tendra
B dentro de 16 anos. Hallar las edades actuales.

Ejercicio

253

A tiene el doble de dinero que B. Si A le da a B 34 nuevos soles, A tendra 5 de lo que
tenga B. ¢Cuanto tiene cada uno?

Sea X =lo que tiene B

Entonces 2x =1lo que tiene A

SiAle daaB 34 nuevos soles, A se queda con 2x — 34 nuevos soles y B tendra entonces
X + 34 nuevos soles.
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Segun las condiciones del problema, cuando A le daa B 34 nuevos soles, lo que le queda
a A, 2x — 34 nuevos soles, es 15 de lo que tiene B, 0 sea, b 3 de x + 34 nuevos soles; luego,
tenemos la ecuacion:

2x-34="5 (x+34)

Resolviendo: 22x — 374 =5x+170
22x - 5x =374 +170
17x =544

= 544 _

i = 32 nuevos soles, lo que tiene B R.

2x = 64 nuevos soles, lo que tiene A R.

. Atiene doble dinero que B. Si A le diera a B 20,000 bolivares, tendria g de lo que tendria B. ¢Cuanto
tiene cada uno?

2. A tiene la mitad de B, pero si B le da a A 2,400 colones ambos tendran lo mismo. ¢Cuanto tiene
cada uno?

3. B tiene el doble de lo que tiene A. Pero si B le da a A $6 A tendra g de lo que le quede a B. ¢Cuénto
tiene cada uno?

4. B tiene g de lo que tiene A. Si B le gana a A $30, B tendra % de lo que le quede a A. ¢Cuanto tiene

cada uno?

5. A'y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando A ha perdido 300,000 sucres tiene la
mitad de lo que tiene B. {Con cuanto empezo a jugar cada uno?

6. Ay B empiezan a jugar teniendo B % de lo que tiene A. Cuando B ha ganado $22 tiene g de lo que

queda a A. £Con cuanto empezo0 a jugar cada uno?

7. Atiene 2 de lo que tiene B. Si A gana $13 y B pierde $5, ambos tendrian lo mismo. ¢Cuénto tiene

cada uno?

8. B tiene la mitad de lo que tiene A. Si B le gana a A una suma igual a - de lo que tiene A, B tendra
$5 mas que A. {Cuanto tiene cada uno?

9. Ay B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido g del dinero con que em-
pezo a jugar, lo que ha ganado A es 24 balboas. {Con cuanto empezaron a jugar?

10. Ay B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido % del dinero con que em-

pezo a jugar, lo que ha ganado A es 24 nuevos soles mas que la tercera parte de lo que le queda a

B. {Con cuanto empezaron a jugar?
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Un padre tiene 40 afios y su hijo 15. éDentro de cuantos afios la edad del hijo sera 2 de
9
la del padre?
Sea x el nimero de anos que tiene que pasar para que la edad del hijo sea g de la del
padre.

Dentro de x afos, la edad del padre serd 40 + x anos, y la del hijo, 15 + x afios.
Segun las condiciones del problema, la edad del hijo dentro de x afos, 15 +x, sera g de
la edad del padre dentro de x afos, o sea g de 40 + x; luego, tenemos la ecuacion:

15+x=g(40+x)

Resolviendo: 135+ 9 =160 + 4x
5x =25
x=5

Dentro de 5 anos. R.

1. Atiene 38 anos y B 28 afos. ¢Dentro de cuantos anos la edad de B sera % de ladeA?

2. Btiene 25 afos y A 30. éDentro de cuantos arios la edad de A sera g de la edad de B?

3. Atiene 52 anos y B 48. ¢Cuantos afos hace que la edad de B era % de lade A?

4. Rosa tiene 27 anos y Maria 18. ¢Cuantos anos hace que la edad de Maria era % de la de Rosa?

5. Enrique tiene $50 y Ernesto $22. Si ambos reciben una misma suma de dinero. Ernesto tiene g de
lo de Enrique. ¢Cual es esa suma?

6. Pedro tenia 90 quetzales y su hermano 50 quetzales. Ambos gastaron igual sumay ahora el herma-
no de Pedro tiene % de lo que tiene Pedro. ¢Cuénto gasto cada uno?

7. Una persona tiene % de la edad de su hermano. Dentro de un nimero de anos igual a la edad actual

del mayor. La suma de ambas edades sera 75 afios. Hallar las edades actuales.

8. A tenia $54 y B $32. Ambos ganaron una misma cantidad de dinero y la suma de lo que tienen
ambos ahora excede en $66 al cuadruple de lo que gand cada uno. éCuanto gané cada uno?

9. Atenia 153,000 bolivares y B 12,000. A le dio a B cierta suma y ahora A tiene % de lo que tiene B.
¢Cuanto le dio A a B?
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La longitud de un rectangulo excede al ancho en 8 m. Si cada dimension se aumenta en 3
metros, el area se aumentaria en 57 m’. Hallar las dimensiones del rectangulo.

Sea X = ancho del rectangulo

Entonces X + 8 =longitud de rectangulo

Como el area de un rectangulo se obtiene multiplicando su longitud por su ancho, ten-
dremos:

X(x + 8) = area del rectangulo dado

Si cada dimension se aumenta en 3 metros, el ancho sera ahora x + 3 metros y la longitud
(x+8) + 3=x+ 11 metros.

El drea sera ahora (x + 3)(x + 11) m?.

Segun las condiciones, esta nueva superficie (x + 3) (x + 11) m? tiene 57 m* mas que la
superficie de rectangulo dado x(x +8); luego, se tiene la ecuacion:

(X +3)(+11) — 57 =x(x + 8)

Resolviendo: X%+ 14x + 33 -57 = x>+ 8
14x —8x = 57 =33
6x = 24
X =4 m, ancho del rectangulo dado R.
X+8=12m, longitud del rectangulo dado R.

. La longitud de un rectangulo excede al ancho en 3 m. Si cada dimension se aumenta en 1 m la
superficie se aumenta en 22 m?. Hallar las dimensiones del rectangulo.

2. Una de las dimensiones de una sala rectangular es el doble de la otra. Si cada dimension se aumen-
taen 5 m el drea se aumentaria en 160 m?. Hallar las dimensiones del rectangulo.

3. Una dimension de un rectangulo excede a la otra en 2 m. Si ambas dimensiones se disminuyen en
5 m el area se disminuye en 115 m2. Hallar las dimensiones del rectangulo.

4. La longitud de un rectangulo excede en 24 m al lado del cuadrado equivalente al rectangulo y su
ancho es 12 m menos que el lado de dicho cuadrado. Hallar las dimensiones del rectangulo.

5. Lalongitud de un rectangulo es 7 m mayor y su ancho 6 m menor que el lado del cuadrado equiva-
lente al rectangulo. Hallar las dimensiones del rectangulo.

6. La longitud de un campo rectangular excede a su ancho en 30 m. Si la longitud se disminuye en
20 my el ancho se aumenta en 15 m, el area se disminuye en 150 m?. Hallar las dimensiones del
rectangulo.

7. Lalongitud de una sala excede a su ancho en 10 m. Si la longitud se disminuye en 2 m y el ancho
se aumenta en 1 m el drea no varia. Hallar las dimensiones de la sala.




CAPITULO XVII Problemas sobre ecuaciones fraccionarias de primer grado 257

El denominador de una fraccion excede al numerador en 5. Si el denominador se aumenta
en 7, el valor de la fraccion es % . Hallar la fraccion.

Sea X = numerador de la fraccion
Como el denominador excede al numerador en 5: x + 5 = denominador de la fraccion.
La fraccion serd, por lo tanto, —%—.
X+5
Segun las condiciones, si el denominador de esta fraccion se aumenta en 7, la fraccion
equivale a % : luego, tendremos la ecuacion:

X :1
X+5+7 2
; . x _1
Resolviendo: PRI
xA=x+12

x =12, numerador de la fraccion
X+ 5=17, denominador de la fraccion
12

Luego, la fraccion buscada es 7 R.

=S

1. El numerador de una fraccion excede al denominador en 2. Si el denominador se aumenta en
7 el valor de la fraccion es % Hallar |a fraccion.

2. El denominador de una fraccion excede al numerador en 1. Si el denominador se aumenta en 15, el
valor de la fraccion es % . Hallar la fraccion.

Ejercicio

3. El numerador de una fraccion es 8 unidades menor que el denominador. Si a los dos términos de la
fraccion se suma 1 el valor de la fraccion es % . Hallar la fraccion.

4. El denominador de una fraccion excede al doble del numerador en 1. Si al numerador se resta 4, el
valor de la fraccion es % Hallar la fraccion.

5. El denominador de una fraccion excede al doble del numerador en 6. Si el numerador se aumenta
en 15y el denominador se disminuye en 1, el valor de la fraccion es % Hallar la fraccion.

6. El denominador de una fraccion excede al numerador en 1. Si al denominador se afade 4, |a frac-
cion que resulta es 2 unidades menor que el triple de la fraccion primitiva. Hallar la fraccion.

7. El denominador de una fraccion es 1 menos que el triple del numerador. Si el numerador se aumenta
en 8 y el denominador en 4 el valor de la fraccion es % . Hallar la fraccion.

8. El numerador de una fraccion excede al denominador en 22. Si al numerador se resta 15, la diferen-
cia entre la fraccion primitiva y la nueva fraccion es 3. Hallar la fraccion primitiva.
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2. La cifra de las unidades de un ndmero de dos cifras excede en 4 a la cifra de las decenas y si el
3. La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras es el doble de la cifra de las unidades y si el
4. La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras excede en 1 a la cifra de las unidades. Si el ni-

5. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un nimero de dos cifras es 7. Si el

6. La cifra de las decenas de un namero de dos cifras excede en 2 a la cifra de las unidades y el

7. La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras es el doble de la cifra de las unidades, y si el

BALDOR ALGEBRA
La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras excede en 3 a la cifra de las unidades,
y si el namero se divide entre la suma de sus cifras, el cociente es 7. Hallar el nimero.

Sea X = la cifra de las unidades

Entonces X + 3 =la cifra de las decenas

El nimero se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas y sumandole la cifra
de las unidades; luego:

10(x+3) +x=10x+ 30 +x =11 x + 30 = el numero

Segun las condiciones, el nimero 11x + 30 dividido por la suma de sus cifras, o sea por
X+Xx+3=2x+3, dade cociente 7; luego, tenemos la ecuacion;

11x +30
=
2X+3

Resolviendo: 11x+30=14x + 21
11x — 14x=-30 + 21
-3x=-9
x =3, la cifra de las unidades
X+ 3 =06, |a cifra de las decenas

Luego, el numero buscado es 63. R.

. La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras excede a la cifra de las unidades en 2. Si el
numero se divide entre la suma de sus cifras, el cociente es 7. Hallar el nimero.

nimero se divide entre la suma de sus cifras el cociente es 4. Hallar el nimero.
ndmero, disminuido en 9, se divide entre la suma de sus cifras el cociente es 6. Hallar el nimero.
mero se multiplica por 3 este producto equivale a 21 veces la suma de sus cifras. Hallar el nimero.

nimero, aumentado en 8, se divide entre el doble de la cifra de las decenas el cociente es 6. Hallar
el numero.

nimero excede en 27 a 10 veces la cifra de las unidades. Hallar el nimero.

nimero disminuido en 4 se divide entre la diferencia entre la cifra de las decenas y la cifra de las
unidades el cociente es 20. Hallar el nimero.
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A puede hacer una obra en 3 dias y B en 5 dias. ¢En cuanto tiempo pueden hacer la obra @
trabajando los dos juntos?

Sea x el nimero de dias que tardarian en hacer la obra trabajando los dos juntos.

Si en x dias los dos juntos hacen toda la obra, en 1 dia hara % de la obra.

A, trabajando solo, hace la obra en 3 dias; luego, en un dia hace % de la obra.

B, trabajando solo, hace la obra en 5 dias; luego, en un dia hace % de la obra.

Los dos juntos haran en un dia (%+%) de la obra; pero como en un dia los dos hacen %
de la obra, tendremos:

+

1_1
5 x

wW|—=

Resolviendo: 5 +3x=15
8 =15

15 _17 gi
x_8 18d|as

D

1. A puede hacer una obra en 3 dias y B en 6 dias. ¢En cuanto tiempo pueden hacer la obra
los dos trabajando juntos?

2. Una llave puede llenar un depdsito en 10 minutos y otra en 20 minutos. ¢En cuanto tiempo pueden
llenar el depdsito las dos llaves juntas?

3. A puede hacer una obra en 4 dias, B en 6 dias y C en 12 dias. ¢En cuanto tiempo pueden hacer la
obra los tres juntos?

4. A puede hacer una obra en 1% dias, Ben 6 diasy C en 2% dias. ¢En cuanto tiempo haran la obra
los tres juntos?

5. Una llave puede llenar un depdsito en 5 minutos, otra en 6 minutos y otra en 12 minutos. ¢En cuéanto
tiempo llenaran el depdsito las tres llaves abiertas al mismo tiempo?

6. Una llave puede llenar un depdsito en 4 minutos, otra llave en 8 minutos y un desagiie puede va-

ciarlo, estando lleno, en 20 minutos. ¢En cuanto tiempo se llenara el deposito, si estando vacio y
abierto el desagiie se abren las dos llaves?

Ejercicio

— Figura20 ————

¢A qué hora entre las 4 y las 5 estan opuestas las agujas
del reloj?

En los problemas sobre el reloj, el alumno debe hacer siem-
pre un grafico como el adjunto.

En el grafico esta representada la posicion del horario y
el minutero a las 4. Después representamos la posicion de
ambas agujas cuando estan opuestas, el horario en C y el
minutero en D.
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Mientras el minutero da una vuelta completa al reloj, 60 divisiones de minuto, el horario
avanza de una hora a la siguiente, 5 divisiones de minuto, 0 sea % de lo que ha recorrido el
minutero; luego, el horario avanza siempre % de las divisiones que avanza el minutero.

Sea x = el niamero de divisiones de 1 minuto del arco ABCD que ha recorrido el minutero
hasta estar opuesto al horario.
Entonces é = nlmero de divisiones de 1 minuto del arco BC que ha recorrido el horario.

En la figura 20 se ve que arco ABCD = x equivale al arco AB = 20 divisiones de 1 minu-
to, mas el arco BC = % mas el arco CD = 30 divisiones de 1 minuto; luego, tendremos la

ecuacion:
_ X
M= 20+ﬁ+30
Resolviendo: X =50+%
12x =600 +x
11x =600

)(=%=541§1 divisiones de 1 minuto

Luego, entre las 4 y las 5 las manecillas del reloj estan opuestas a las 4 y 541@1
minutos. R.

¢A qué hora, entre las 5 y las 6, las agujas del reloj forman angulo recto?

Entre las 5 y las 6 las agujas estan en angulo recto en 2 posiciones: una, antes de que el
minutero pase sobre el horario, y otra, después.

1) Antes de que el minutero pase sobre el horario.

A las 5 el horario esta en C y el minutero en A. Representamos la posicion en que
forman angulo recto antes de pasar el minutero sobre el horario: el minuteroen B y el
horario en D (Fig. 21).

Seax = el arco AB que ha recorrido el minutero; entonces X = el arco CD que ha
recorrido el horario. 12

— Figura 21}
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En la figura adjunta se ve que: arco AB + arco BD = arco AC + arco CD, pero arco AB

=X, arco BD =15, arco AC =25y arco CD = E’ luego:

_ X
X+15_25+E

Resolviendo: 12x+ 180 =300 + x
11x=120

X= 11210 1010 divisiones de 1 minuto

Luego, estaran en angulo recto por primeravezalas 5y 1017(1) minutos. R.

2) Después que el minutero ha pasado sobre el horario.

A'las 5 el horario esta en B y el minutero en A. Después de pasar el minutero sobre el
horario, cuando forman angulo recto, el horario esta en C y el minutero en D.

Sea x = el arco ABCD que ha recorrido el minutero; % 1= el arco BC que ha reco-
rrido el horario.
En la figura se ve que: —\Figura 221

arco ABCD = arco AB + arco BC + arco CD,
0 sea

_ X
x_25+ﬁ+15

Resolviendo: 12x =300 +x + 180
11x =480

x=%0_437 divisiones
1 11
de 1 minuto

Luego, formaran angulo recto por segunda vez

alassy 43% minutos. R.

1. ¢A qué hora, entre la 1y las 2, estan opuestas las agujas del reloj?

2. ¢A qué hora, entre las 10 y las 11, las agujas del reloj forman @ngulo recto?
3. ¢A qué hora, entre las 8 y las 9, estan opuestas las agujas del reloj?

4. ¢A qué hora, entre las 12 y la 1, estan opuestas las agujas del reloj?

5. ¢A qué hora, entre las 2 y las 3, forman angulo recto las agujas del reloj?

6. ¢A qué hora, entre las 4 y las 5, coinciden las agujas del reloj?
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10.

11.

. &A qué hora, entre las 6 y las 7, las agujas del reloj forman angulo recto?
. ¢A qué hora, entre las 10 y las 11, coinciden las agujas del reloj?

. ¢A qué hora, entre las 7 y las 7 y 30, estan en angulo recto las agujas del reloj?

BALDOR ALGEBRA

&A qué hora, entre las 3y las 4, el minutero dista exactamente 5 divisiones del horario, después de
haberlo pasado?

&A qué hora, entre las 8 y las 9, el minutero dista exactamente del horario 10 divisiones?

—

Ejercicio

MISCELANEA DE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN
POR ECUACIONES DE PRIMER GRADO

1.

10.

Uik

. Atenia $120 y B $90. Después de que A le dio a B cierta suma, B tiene % de lo que le queda a A.
. Un nimero se aumentd en 6 unidades; esta suma se dividio entre 8; al cociente se le sumo 5y esta

. Se ha repartido una herencia de 48,000 nuevos soles entre dos personas de modo que la parte

. Dividir 84 en dos partes tales que % de la parte mayor equivalga a % de la menor.
. Dividir 120 en dos partes tales que la menor sea a la mayor como 3 es a 5.

. Un hombre gasta la mitad de su sueldo mensual en el alquiler de una casa y alimentacion de su

. Un hombre gasto % de lo que tenia en ropa; 3 en libros; prestd $1,020 a un amigo y se quedo sin

. Laedad de B es % deladeAyladeC % de la de B. Si entre los tres tienen 25 afos, écudl es la

La diferencia de dos nimeros es 6 y la mitad del mayor excede en 10 a g del menor. Hallar los
ndmeros.

¢Cuanto le dioA aB?

nueva suma se dividio entre 2, obteniendo 4 de cociente. Hallar el nimero.

de la que recibi6 menos equivale a % de la parte de la persona favorecida. Hallar la parte de cada
uno.

familia y g del sueldo en otros gastos. Al cabo de 15 meses ahorrd $30,000. ¢Cudl es su sueldo

mensual?

nada. ¢Cuanto gasto en ropa y libros?

edad de cada uno?

Vendi un automavil por 8,000,000 bolivares mas la tercera parte de lo que me habia costado, y en
esta operacion gané 2,000,000 bolivares. ¢Cuanto me costd el auto?

Compré cierto nimero de libros a 2 por $50 y los vendi a 2 por $70, ganando en esta operacion
$80. ¢Cudntos libros compré?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Compré cierto namero de libros a 4 por $300 y un nimero de libros igual a % del nimero de libros

anterior a 10 por $700. Vendiéndolos todos a 2 por $300 gané $5,400. ¢Cuéntos libros compré?
Dividir 150 en cuatro partes, tales que la segunda sea g de la primera; la tercera % de la segunda
y la cuarta % de la tercera.

&A qué hora, entre las 9 y las 10 coinciden las agujas del reloj?

Aes 10 anos mayor que B y hace 15 anos la edad de B era % de la de A. Hallar las edades actuales.

A'y B trabajando juntos hacen una obra en 6 dias, B solo puede hacerla en 10 dias. ¢En cuantos
dias puede hacerla A?

Dividir 650 en dos partes tales que si la mayor se divide entre 5y la menor se disminuye en 50, los
resultados son iguales.

La edad actual de A es % de la de B; hace 10 afios era % Hallar las edades actuales.

Hallar dos nimeros consecutivos tales que la diferencia de sus cuadrados exceda en 43 a 111 del
numero menor.

Un capataz contrata un obrero ofreciéndole un sueldo anual de 30,000,000 sucres y una sortija. Al
cabo de 7 meses el obrero es despedido y recibe 15,000,000 sucres y la sortija. {Cudl era el valor
de la sortija?

Una suma de $120 se reparte por partes iguales entre cierto nimero de personas. Si el nimero de
personas hubiera sido % mas de las que habia, cada persona hubiera recibido $2 menos. ¢Entre

cuantas personas se repartio el dinero?

Un hombre comprd cierto nimero de libros por $400. Si hubiera comprado % mas el numero de

libros que compré por el mismo dinero, cada libro le habria costado $2 menos. ¢Cuantos libros
compro y cuanto pagd por cada uno?

Se ha repartido cierta suma entre A, B'y C. A recibié $30 menos que la mitad de la suma; B $20
mas que % de lasumay C el resto, que eran $30. ¢Cudnto recibieron Ay B?

Compré cierto nimero de libros a 5 libros por $60. Si me quedé con % de los libros y vendiendo el
resto a 4 libros por $90 gané $90. ¢Cuantos libros compré?

Un hombre dejo la mitad de su fortuna a sus hijos; % a sus hermanos; Laun amigo y el resto, que
eran 2,500,000 colones, a un asilo. ¢Cudl era su fortuna?

Un padre de familia gasta los % de su sueldo anual en atenciones de su casa; 1en ropa, % en
paseos y ahorra 810 balboas al afo. ¢Cudl es su sueldo anual?

Un hombre gasto el afio antepasado los g de sus ahorros; el afo pasado % de sus ahorros inicia-

les; este afio % de lo que le quedaba y auin tiene $400. (A cuanto ascendian sus ahorros?
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

BALDOR ALGEBRA

Dividir 350 en dos partes, tales que la diferencia entre la parte menory g de la mayor equivalga a
la diferencia entre la parte mayor y % de la menor.

Se ha repartido cierta suma ente A, B'y C. A recibié $15; B tanto como A més % de lo que recibio
Cy C tanto como Ay B juntos. ¢Cual fue la suma repartida?

Tengo $9.60 en pesos, piezas de 20 ¢ y 10 ¢, respectivamente. EI nimero de piezas de 20 ¢ es %
del nimero de pesos y el nimero de piezas de 10 ¢ es % del nimero de piezas de 20 ¢. {Cuantas

monedas de cada clase tengo?

Un comerciante perdio el primer afo % de su capital; el segundo ano gano una cantidad igual a %
de lo que le quedaba; el tercer afio gand % de lo que tenia al terminar el segundo afo y entonces
tiene 13,312 quetzales. ¢Cudl era su capital original?

Ay B tienen la misma edad. Si A tuviera 10 afios menos y B, 5 anos mas; la edad de A seria % de
la de B. Hallar la edad de A.

Un comandante dispone sus tropas formando un cuadrado y ve que le quedan fuera 36 hombres.
Entonces pone un hombre mas en cada lado del cuadrado y ve que le faltan 75 hombres para com-
pletar el cuadrado. ¢Cuantos hombres habia en el lado del primer cuadrado y cuantos hombres hay
en la tropa?

Gaste g de lo que teniay $20 méas y me quede con la cuarta parte de lo que teniay $16 mas. ¢Cuan-

to tenia?

A empieza a jugar con cierta suma. Primero gano una cantidad igual a lo que tenia al empezar a
jugar; después perdio 60 lempiras; mas tarde perdio % de lo que le quedaba y perdiendo nueva-
mente una cantidad igual a % del dinero con que empezo0 a jugar, se quedo sin nada. ¢Con cuanto
empezo a jugar?

Un namero de dos cifras excede en 18 a seis veces la suma de sus cifras. Si la cifra de las decenas
excede en 5 a la cifra de las unidades, écudl es el nimero?

La suma de las cifras de un nimero menor que 100 es 9. Si al numero se le resta 27 cifras se
invierten. Hallar el nimero.

En un puesto de frutas habia cierto nimero de mangos. Un cliente compro % de los mangos que
habia mas 4 mangos; otro cliente comprd % de lo que quedaba y 6 mas, un tercer cliente comprd
la mitad de los que quedaban y 9 mas, y se acabaron los mangos. ¢Cuantos mangos habia en el
puesto?

A tenia $80 y B $50. Ambos ganaron igual suma de dinero y ahora B tiene % de lo que tiene A.
&Cuanto gan6 cada uno?
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

41.

48.

49,

50.

Compré una pluma y un lapicero. Pagué por el lapicero % de lo que pagué por la pluma. Sila pluma
me hubiera costado $2 menos y el lapicero $3 mas, el precio del lapicero habria sido g del precio
de la pluma. éCuanto costd la pluma y cuanto el lapicero?

El lunes gasté la mitad de lo que tenia y $2 mas; el martes la mitad de lo que me quedaba y $2 més;
el miércoles la mitad de lo que me quedaba y $2 mds y me quedé sin nada. ¢Cudnto tenia el lunes
antes de gastar nada?

Un hombre gano el primer afio de sus negocios una cantidad igual a la mitad del capital con que
empez6 sus negocios y gastd $6,000; el 2° afo gand una cantidad igual a la mitad de lo que tenia
y separ6 $6,000 para gastos; el 3* afio gand una cantidad igual a la mitad de lo que tenia y separd
$6,000 para gastos. Si su capital es entonces de $32,250, écudl era su capital original?

Un hombre comprd un baston, un sombrero y un traje. Por el baston pagé $150. EI sombrero y el
baston le costaron % del precio del traje, y el traje y el baston $50 mas que el doble del sombrero.
&Cuanto le costd cada cosa?

Un conejo es perseguido por un perro. El conejo lleva una ventaja inicial de 50 de sus saltos al

perro. El conejo da 5 saltos mientras el perro da 2, pero el perro en 3 saltos avanza tanto como el
conejo en 8 saltos. ¢Cuantos saltos debe dar al perro para alcanzar al conejo?

Una liebre lleva una ventaja inicial de 60 de sus saltos a un perro. La liebre da 4 saltos mientras el
perro da 3, pero el perro en 5 saltos avanza tanto como la liebre en 8. ¢Cuantos saltos debe dar el
perro para alcanzar la liebre?

&A qué hora, entre las 10 y las 11, estd el minutero exactamente a 6 minutos del horario?

A'y B emprenden un negocio. B aporta % del capital que aporta A. El primer afo A pierde % de su
capital y B gana 3,000,000 bolivares; el segundo ano A gana 1,600,000 bolivares y B pierde % de
su capital. Si al final del segundo afio ambos socios tienen el mismo dinero, écon cuanto emprendio

cada uno el negocio?

Un padre tiene 60 anos y sus dos hijos 16 y 14 anos. ¢Dentro de cuantos anos la edad del padre
serd igual a la suma de las edades de los hijos?

Un hombre que estd en una ciudad dispone de 12 horas libres. ¢Qué distancia podra recorrer hacia
el campo en un auto que va a 50 km por hora si el viaje de vuelta debe hacerlo en un caballo que
anda 10 km por hora?

Compré un caballo, un perro y un buey. El buey me costé $8,000. El perro y el buey me costaron el
doble que el caballo, mientras el caballo y el buey me costaron 6% veces lo que el perro. ¢Cuénto
me costo el caballo y cuénto el perro?
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@ PROBLEMA DE LOS MOVILES

— Figura 23 |
X
V V'
—_— , —
i LS o

X A B E

a

X—a

Sean los moviles m y m’” animados de movimiento uniforme, es decir, que la velocidad de
cada uno es constante, los cuales se mueven en la misma direccion y en el mismo sentido,
de izquierda a derecha, como indican las flechas.

Suponemos que el movil m pasa por el punto A en el mismo instante en que el movil m”
pasa por el punto B. Designemos por a la distancia entre el punto A y el punto B.

Sea v la velocidad del movil my v” la velocidad del movil m” y supongamos que v > v’.
Se trata de hallar a qué distancia del punto A, el mévil m alcanzara al mévil m’.

Sea el punto E el punto de encuentro de los maviles. Llamemaos x a la distancia del punto
A al punto £ (que es lo que se busca); entonces la distancia del punto B al punto £ serd
X—a.

El movil m pasa por A en el mismo instante en que m’ pasa por B'y m alcanza a m’ en
E; luego, es evidente que el tiempo que emplea el movil m en ir desde A hasta £ es igual al
tiempo que emplea el movil m” en ir desde B hasta £. Como el movimiento de los moviles es
uniforme, el tiempo es igual al espacio partido por la velocidad; luego:

El tiempo empleado por el movil m en ir desde A hasta £ serd igual al espacio que tiene
que recorrer x partido por su velocidad v, 0 sea 5

El tiempo empleado por el movil m” en ir desde B hasta £ sera igual al espacio que tiene

que recorrer X — a partido por su velocidad v” 0 sea XV_,a. Pero, segun se dijo antes, estos
tiempos son iguales, luego tenemos la ecuacion:

Resolviendo: V'X=v(x-a)
V'X=vx—av
VX —Vvx=-av
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Cambiando signos a todos los términos: VX —V'X = av
x(v—-v)=av

X= av’

V-V

formula que da la distancia del punto A al punto de encuentro £ en funcion de a, la distancia
entre A y B, cantidad conocida y de las velocidades v y v’ de los moviles, también conoci-
das.

DISCUSION

La discusion de esta formula x =2 consiste en saber qué valores toma x de acuerdo con

V-’

los valores de a, vy v’ en cuya funcion viene dada x.

1)

2)

3)

4)

9)

Consideraremos cinco casos, observando la figura:

v > v’. El numerador av es positivo y el denominador v — v’ es positivo por ser el mi-
nuendo v mayor que el sustraendo v’; luego, x es positiva, lo que significa que el movil m
alcanza al movil m” en un punto situado a la derecha de B.

v < v’. El numerador av es positivo y el denominador v — v’ es negativo por ser el mi-
nuendo v menor que el sustraendo v”; Luego, x es negativa, lo que significa que los mo-
viles, si se encontraron, fue en un punto situado a la izquierda de A, y a partir de ese
momento, como la velocidad de m es menor que la de m’, éste se aparto cada vez mas de
m, hallandose ahora a una distancia a de él, distancia que continuara aumentando.

v=v’. Laformula x=v"j"v, se convierte en x=%=m, lo que significa que los méviles

se encuentran en el infinito; asi se expresa el hecho de mantenerse siempre a la misma
distancia a, ya que la velocidad de m es igual a la velocidad de m’.

, . . Oxv 0 . . .
v=v"ya=0.Laformula se convierte en X = 0 valor indeterminado, lo que sig-
nifica que la distancia del punto A al punto de encuentro es cualquiera. En efecto, siendo
a=0, los puntos Ay B coinciden; luego, los moviles estan juntos y como sus velocidades
son iguales, a cualquier distancia de A estaran juntos.

v” es negativa. (EI movil m” va de derecha a izquierda). La formula se convierte en
av av

V—(—V) v El numerador es positivo y el denominador también; luego x es positi-

va, pero menor que a. En efecto: La fraccion V"”T"V que es el valor de x, puede escribirse

a(ﬁ), donde el factor VKV, es una fraccion menor que 1 por tener el numerador me-

nor que el denominador y al multiplicar a por una cantidad menor que 1, el producto sera
menor que a. Que x es positiva y menor que a significa que los maviles se encuentran en
un punto situado a la derecha de A y que este punto dista de A una distancia menor que
a, 0 sea, que el punto de encuentro se hallaentre Ay B.
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Si en la hip6tesis de que v” es negativa suponemos que v =v’, la formula se convierte
en:

_ & _ a _av_a

V—(=v) v+v v 2

0 sea, que el punto de encuentro es precisamente el punto medio de la linea AB.

APLICACION PRACTICA DEL PROBLEMA DE LOS MOVILES

1) Elauto que va a 60 km por hora pasa por el punto A en el mismo instante en que otro auto
que va a 40 km por hora pasa por el punto B, situado a la derecha de A y que dista de A
80 km. Ambos siguen la misma direccion y van en el mismo sentido. ¢A qué distancia de
A se encontraran?
Laférmulaes x =-2". En este caso a =80 km, v=60 km por hora v’ = 40 km por hora,
luego:

_ 80x60 _ 4800 _
T 60-40 20 =240km

Luego se encontraran en un punto situado a 240 km a |a derecha de A.

Para hallar el tiempo que tardan en encontrarse no hay mas que dividir el espacio por la
velocidad. Si el punto de encuentro esta a 240 km de A y el auto que consideramos en A
iba a 60 km por hora, para alcanzar al otro necesita:

240 km

60 km por hora =4 horas

2) Un auto pasa por la ciudad A hacia la ciudad B a 40 km por hora y en el mismo instante
otro auto pasa por B hacia A a 35 km por hora. La distancia entre A y B es 300 km. ¢A
qué distancia de A y B se encontraran y cuanto tiempo después del instante de pasar por
ellas?

En este caso a =300 km, v =40 km por hora, v = 35 km por hora y como van uno hacia
el otro, v’ es negativa, luego:

av _av _300><40_12,000:160km

v—(-v') v+v' 40+35 75

Se encuentra a 160 km de la ciudad A.  R.
La distancia del punto de encuentro a la ciudad B sera 300 km — 160 km =140 km. R.

El tiempo empleado en encontrarse ha sido %:4 horas. R.
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1. Un corredor que parte de A da una ventaja de 30 m a otro que parte de B. El 1° hace 8 m por se-
gundo y el 2° 5 m por s. ¢A qué distancia de A se encontraran?

2. Dos autos parten de A y B distantes entre si 160 km y van uno hacia el otro. EI que parte de A va a
50 km por hora y el que parte de B a 30 km por hora. ¢A qué distancia de A se encontraran?

3. Untren que va a 90 km por hora pasa por A en el mismo instante en que otro que va a 40 km pasa
por B, viniendo ambos hacia C. Distancia entre A y B: 200 km. ¢A qué distancias de Ay B se en-
contraran?

4. Un auto que va a 90 km pasa por A en el mismo instante en que otro auto que va a 70 km pasa por
By ambos van en el mismo sentido. ¢Qué tiempo tardaran en encontrarse si B dista de A 80 km?

5. Untren que va a 100 km por hora pasa por A en el mismo instante que otro tren que va a 120 km por
hora pasa por By van uno hacia el otro. A dista de B 550 km. ¢A qué distancia de A se encontraran
y a qué hora si los trenes pasan porAy B alas 8 am.?

6. Dos personas, Ay B, distantes entre si 70 km, parten en el mismo instante y van uno hacia el otro.
Avaa9kmporhorayB ab5km porhora. {Qué distancia ha andado cada uno cuando sé encuen-
tran?

7. Dos personas, A y B, distantes entre si 291 km parten, B, media hora después que Ay van uno
hacia el otro. A va a5 km por horay B a 4 km por hora. ¢Qué distancia ha andado cada uno cuando
Se cruzan?

8. Untren de carga que va a 42 km por hora es seguido 3 horas después por un tren de pasajeros que
va a 60 km por hora. ¢En cuantas horas el tren de pasajeros alcanzara al de carga y a qué distancia
del punto de partida?

9. Dos autos que llevan la misma velocidad pasan en el mismo instante por dos puntos, Ay B, distan-
tes entre si 186 km y van uno hacia el otro. ¢A qué distancia de A y B se encontraran?

Ejercicio
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EDIMBURGO

John Neper (1550-1617). Rico terrateniente escocés; era  relaciones entre las progresiones aritméticas y geométricas
Baron de Merchiston. Logrd convertirse en uno de los mas  descubrio el principio que rige a los logaritmos. Entre Neper
geniales mateméticos ingleses, al dedicarse en sus ratos de y Birgi surgid una discusion acerca de quién habia sido el
ocio al cultivo de los nimeros. Introdujo el punto decimal para  primero en trabajar con los logaritmos.

separar las cifras decimales de las enteras. Al observar las

capitulo X V1]

FORMULAS

@ FORMULA es la expresion de una ley o de un principio general por medio de simbolos o
letras.
Asi, la Geometria ensena que el area de un triangulo es igual a la mitad del producto de
su base por su altura. Llamando A al area de un triangulo, b a la base y h a la altura, este
principio general se expresa exacta y brevemente por la formula

que nos sirve para hallar el area de cualquier triangulo con sélo sustituir b y h por sus valo-
res concretos en el caso dado. Asi, sila base de un triangulo es 8 my su altura 3 m su area
sera:

_8x3_ 2
A—T—12m

USO Y VENTAJA DE LAS FORMULAS ALGEBRAICAS

Las formulas algebraicas son usadas en las ciencias, como Geometria, Fisica, Mecanica,
etc., y son de enorme utilidad como apreciara el alumno en el curso de sus estudios.
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La utilidad y ventaja de las formulas algebraicas es muy grande:

1) Porque expresan brevemente una ley o un principio general.
2) Porque son faciles de recordar.

3) Porque su aplicacion es muy facil, pues para resolver un problema por medio de la
formula adecuada, basta sustituir las letras por sus valores en el caso dado.

4) Porque una formula nos dice la relacion que existe entre las variables que en ella intervie-
nen, pues segun se ha probado en Aritmética, la variable cuyo valor se da por medio de
una formula es directamente proporcional con las variables (factores) que se hallan en
el numerador del segundo miembro e inversamente proporcional con las que se hallen
en el denominador, si las demas permanecen constantes.

TRADUCCION DE UNA FORMULA DADA AL LENGUAJE VULGAR

Para traducir una formula al lenguaje vulgar, o sea, para dar la regla contenida en una formu-
la, basta sustituir las letras por las magnitudes que ellas representan y expresar las relaciones
que la formula nos dice existen entre ellas. Pondremos dos ejemplos:

1) Dar la regla contenida en la formula A=h(b;b), en que A representa el area de un
trapecio, h su altura, b y b” sus bases.
La regla es: el area de un trapecio es igual al producto de su altura por la semisu-
ma de sus bases.

2) Darlaregla contenida en la formula v =? , enlaque v representa la velocidad de un movil
que se mueve con movimiento uniforme y e el espacio recorrido en el tiempo ¢.
La regla es: La velocidad de un mévil que se mueve con movimiento uniforme es

igual al espacio que ha recorrido dividido entre el tiempo empleado en recorrerlo.

En cuanto a la relacion de v con e y £, la formula me dicta la dos leyes siguientes:

1) La velocidad es directamente proporcional al espacio (porque e esta en el numerador)
para un mismo tiempo.

2) Lavelocidad es inversamente proporcional al tiempo (porque ¢ esta en el denominador)
para un mismo espacio.

(—]

Dar la regla correspondiente a las formulas siguientes:

1. A :%bh siendo A el area de un triangulo, b su base y h su altura.

2. e =vt, siendo e el espacio recorrido por un movil con movimiento uniforme, v su velocidad y ¢ el
tiempo.
3. t:§ , las letras tienen el significado del caso anterior.

Ejercicio

4. T=Fe, siendo T trabajo, F fuerza y e camino recorrido.

DxD’
5. =
4 2

, siendo A el area de un rombo y D y D’ sus diagonales.




272 BALDOR ALGEBRA

6. V=hx B, siendo V el volumen de un prisma, h su altura y B el area de su base.

1. V:%hx B , siendo V el volumen de una piramide, h su altura y B el area de su base.

8. A=ar?, siendo A el area de un circulo y r el radio. (- es una constante igual a 3.1416 o 2—72 )

9.e= %gt2 , siendo e el espacio recorrido por un movil que cae libremente desde cierta altura partien-
do del reposo, g la aceleracion de la gravedad (9.8 m por s) y ¢ el tiempo empleado en caer.

10. A :%@ , siendo A el area de un triangulo equilatero y / su lado.

2
1 FP= ’"T" siendo F la fuerza centrifuga, m la masa del movil, v su velocidad y r el radio de la circun-

ferencia que describe.

EXPRESAR POR MEDIO DE SIMBOLOS UNA LEY MATEMATICA 0 FiSICA
OBTENIDA COMO RESULTADO DE UNA INVESTIGACION

Cuando por la investigacion se ha obtenido una ley matematica o fisica, para expresarla por
medio de simbolos, o0 sea para escribir su formula, generalmente se designan las variables
por las iniciales de sus nombres y se escribe con ellas una expresion en la que aparezcan las
relaciones observadas entre las variables.

1) Escribir una formula que exprese que la altura de un triangulo es igual al doble de su area
divido entre la base.
h= 2A

Designando la altura por h, el area por Ay la base por b, la formula sera: =

2) Escribir una formula que exprese que la presion que ejerce un liquido sobre el fondo del
recipiente que lo contiene es igual a la superficie del fondo multiplicada por la altura
del liquido y por su densidad.

Designando la presion por P, la superficie del fondo del recipiente por S, la altura del
liquido por h'y su densidad por d, la formula sera: P = Shd.

—

Designando las variables por la inicial de su nombre, escriba la formula que expresa:

1. La suma de dos nimeros multiplicada por su diferencia es igual a |a diferencia de sus cuadrados.

2. El cuadrado de la hipotenusa de un triangulo rectangulo es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos.

. La base de un triangulo es igual al doble de su area dividido entre su altura.
. La densidad de un cuerpo es igual al peso dividido por el volumen.

. El'peso de un cuerpo es igual al producto de su volumen por su densidad.
. El area de un cuadrado es igual al cuadrado del lado.

Ejercicio

o O &~ W
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7. Elvolumen de un cubo es igual al cubo de su arista.
8. El radio de una circunferencia es igual a la longitud de la circunferencia dividida entre 2r.

9. El cuadrado de un cateto de un tridngulo rectangulo es igual al cuadrado de la hipotenusa menos el
cuadrado del otro cateto.

10. El érea de un cuadrado es la mitad del cuadrado de su diagonal.

11. Lafuerza de atraccion entre dos cuerpos es igual al producto de una constante k por el cociente que
resulta de dividir el producto de las masas de los cuerpos por el cuadrado de su distancia.

12. Eltiempo que emplea una piedra en caer libremente desde la boca al fondo de un pozo es igual a la
raiz cuadrada del doble de la profundidad del pozo dividido entre 9.8.

13. El &rea de un poligono regular es igual a la mitad del producto de su apotema por el perimetro.
14. La potencia de una maquina es igual al trabajo que realiza en 1 segundo.

EMPLEO DE FORMULAS EN CASOS PRACTICOS

Basta sustituir las letras de la formula por su valores.

1) Hallar el area de un trapecio cuya altura mide 5 my sus bases 6 y 8 m, respectivamente.
Laformulaes A= h(b;b') .
Aqui, h=5m, b =6 m, b” =8 m; luego, sustituyendo:
A:S(GLZB):SX7:35m2 R.

2) Hallar el volumen de una piramide siendo su altura 12 my el area de la base 36 m®.
La férmula es V:%th
Aqui, h =12 m, B = 36 m?, luego sustituyendo:
V:%x12x36:4x36:144m3 R.
3) Una piedra dejada caer desde la azotea de un edificio tarda 4 segundos en llegar al suelo.

Hallar la altura del edificio.
La altura del edificio es el espacio que recorre la piedra.

La formula es: e =%gt2
g vale 9.8 myt=4s; luego, sustituyendo:

e:%x9.8x42:%x9.8x16:9.8x8:78.4 m R.

La altura del edificio es 78.4 m. R.
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—

. Hallar el érea de un triangulo de 10 cm de base y 8 de altura. A =%bh

a . . 2
. Hallar el @rea de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m. A :%

Ejercicio

. ¢Qué distancia recorre un movil en 15 s si se desplaza con movimiento uniforme y lleva una velo-
cidad de 9 m pors? e = vt

4. ¢En qué tiempo el mismo mavil recorrera 108 m?

5. Hallar la hipotenusa a de un triangulo rectangulo siendo sus catetos b=4myc=3m. a?=h*+¢*

6. La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 13 my uno de los catetos 5 m. Hallar el otro cateto
b*=a*-c’.

7. Hallar el &rea de un circulo de 5 m de radio. A=unr?, nzz—f

8. Hallar la longitud de una circunferencia de 5 m de radio. C = 2zr
9. Hallar el volumen de un cono siendo su altura 9 my el radio de la base 2 m. v=%h:rr2

10. El volumen de un cuerpo es 8 cm®, y pesa 8.24 g. Hallar su densidad. ng

11. Hallar el area de un triangulo equilatero cuyo lado mide 4 m. A =§‘/§

12. Hallar la suma de los angulos interiores de un hexagono regular. S = 180° (N — 2). (N es el nimero
de lados del poligono.)

CAMBIO DEL SUJETO DE UNA FORMULA

El sujeto de una formula es la variable cuyo valor se da por medio de la formula. Una formula
es una ecuacion literal y nosotros podemos despejar cualquiera de los elementos que entran
en ella, considerandolo como incdgnita, y con ello cambiamos el sujeto de la formula.

1) Dada la formula e=%az‘2 hacer a ¢ el sujeto de la formula. Hay que despejar ¢ en esta

ecuacion literal; t es la incognita. Suprimiendo denominadores, tenemos:
2e = at*

Despejando ¢ t2 :%e

Extrayendo |a raiz cuadrada a ambos miembros: f= \/% R.

2) Dadala formula S = 2R(N — 2) hacer a N el sujeto de la formula.
Hay que despejar . N es la incdgnita.
Efectuando el producto indicado: S = 2NR — 4R
Transponiendo: S + 4R = 2NR

_S+4R
N= = R.
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) Enlaformula %2%4‘; despejar p’.

El m. ¢. m. de los denominadores es pp’f. Quitando denominadores tendremos:

pp’=p’f +pf
La incAgnita es p’. Transponiendo: pp’ —p’f=pf
p’(p —f) =pf
,_ pf
p=,—; R
) Despejaraen v=+2ae.
Elevando al cuadrado ambos miembros para destruir el radical:
v? = 2ae
. ) P
Despejando a: a= o R.

Esta operacion de cambiar el sujeto de una formula sera de incalculable utilidad para el
alumno de la Matematica y Fisica.
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1

2

3

4

o N o o

10.
11.

12.

. Enlaférmula e = vt, despejar vy t. 13. En v=_[¢, despejardy
: /d, .
.EnA=h ( b;b ) hacer a h el sujeto de la formula.

14. En e:vnt—%at2 , despejar v,.
.En e:%atz, despejar a.
15. En e:vot—%azt2 , despejar v, y a.
.En A=%a/n,despe]ara,/yn.

16. En v =1hzr?, despejarhy r.
. En A=xr?, despejarr. 3" e
. Ena?= b+ c? - 2b x x, despejar x. 17. En Ichégr,despejarc,tyr.
. Env=v, +at, despejar v, ayt. _
_Env=v,at, despejarv, ayt. 18. EnE=1R, despejarRe 1.

_ 2 :
.En D= 5, despejar vy P. 19 Enje= 22’ despejar v.

20. Enu=a+ (n—1)r, despejara,nyr.

242 A2 .
REF=C, PRI 21. Enu=ar""" despejarayr.

Env=at, despejaray .
22. En 1=9 despejar Q yt.
, despejarp” y p. J

Enl=1_1
Fopop

w

Ejercicio




René Descartes (1596-1650). Filosofo y matematico fran-  tes fue y alli murid. A Descartes se le considera el primer
cés. Durante su juventud fue soldado y recorrio Hungria, Sui- ~ filosofo de la Edad Moderna y es el que sistematizo el método
za e ltalia. Después de participar en el sitio de La Rochelle s cientifico. Fue el primero en aplicar el Algebra a la Geometria,
acogio a la vida estudiosa. La reina Cristina de Suecia lo invité  creando asi la Geometria Analitica.

a su corte para que le diera clases de Matematicas; Descar-

Capitulo X /X

DESIGUALDADES. INECUACIONES

Se dice que una cantidad a es mayor que otra cantidad b cuando la diferencia a — b es
positiva.

Asi, 4 es mayor que —2 porque la diferencia 4 — (-2) =4 + 2 = 6 es positiva; —1 es mayor
que -3 porque —1 — (-3) =—1 + 3 =2 es una cantidad positiva.

Se dice que una cantidad a es menor que otra cantidad b cuando la diferencia a — b es
negativa.

Asi, —1 es menor que 1 porque la diferencia —1 — 1 = -2 es negativa; —4 es menor que
-3 porque la diferencia —4 — (-3) = -4 + 3 =—1 es negativa.

De acuerdo con lo anterior, cero es mayor que cualquier cantidad negativa.
Asi, 0 es mayor que —1 porque 0 — (1) =0+ 1 =1, cantidad positiva.

DESIGUALDAD es una expresion que indica que una cantidad es mayor o menor que otra.

Los signos de desigualdad son >, que se lee mayor que, y < que se lee menor que. Asi
5> 3 se lee 5 mayor que 3; -4 < -2 se lee —4 menor que —2.
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MIEMBROS

Se llama primer miembro de una desigualdad a la expresion que esta a la izquierda y segun-
do miembro a la que esta a la derecha del signo de desigualdad.
Asi, ena+b >c —d el primer miembro esa + b y el segundo ¢ — d.

TERMINOS de una desigualdad son las cantidades que estan separadas de otras por el signo
+ 0 —, 0 la cantidad que esta sola en un miembro.
En la desigualdad anterior los términos sona, b, ¢y —d.

Dos desigualdades son del mismo signo o subsisten en el mismo sentido cuando sus pri-
meros miembros son mayores 0 menores, ambos, que los segundos.

Asi,a> by ¢ > d son desigualdades del mismo sentido.

Dos desigualdades son de signo contrario o no subsisten en el mismo sentido cuando
sus primeros miembros no son ambos mayores 0 menores que los segundos miembros.

Asi, 5> 3y 1< 2 son desigualdades de sentido contrario.

PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

1) Si a los dos miembros de una desigualdad se suma o resta una misma cantidad, el
signo de la desigualdad no varia.

Asi, dada la desigualdad a > b, podemos escribir:

a+c>b+c y a-c>b-c

CONSECUENCIA

Un término cualquiera de una desigualdad se puede pasar de un miembro al otro cam-
biandole el signo.

Asi, en la desigualdad a > b + ¢ podemos pasar ¢ al primer miembro con signo —y
quedara a — ¢ > b, porque equivale a restar ¢ a los dos miembros.

En la desigualdad a — b > ¢ podemos pasar b con signo + al segundo miembro y
quedara a > b + ¢, porque equivale a sumar b a los dos miembros.

2) Silos dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por una misma can-
tidad positiva, el signo de la desigualdad no varia.

Asi, dada la desigualdad a > b y siendo ¢ una cantidad positiva, podemos escribir:

ac>bc y %>

o |z

CONSECUENCIA

Se pueden suprimir denominadores en una desigualdad, sin que varie el signo de la
desigualdad, porque ello equivale a multiplicar todos los términos de la desigualdad, o
sea sus dos miembros, por el m. ¢. m. de los denominadores.

3) Silos dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por una misma can-
tidad negativa, el signo de la desigualdad varia.

277
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Asi, si en la desigualdad a > b multiplicamos ambos miembros por —c, tendremos:
—ac < -be

y dividiéndolos por —¢, 0 sea multiplicando por —%, tendremos: —% < —% )

CONSECUENCIA

Si se cambia el signo a todos los términos, o sea a los dos miembros de una desigual-
dad, el signo de la desigualdad varia porque equivale a multiplicar los dos miembros de
la desigualdad por —1.

Asi, si en la desigualdad a — b > —¢ cambiamos el signo a todos los términos, tendre-
mos: b —a<c.

4) Si cambia el orden de los miembros, la desigualdad cambia de signo.
Asi, sia > b es evidente que b < a.

5) Si se invierten los dos miembros, la desigualdad cambia de signo.

Asi, siendo a > b se tiene que % < %

6) Si los miembros de una desigualdad son positivos y se elevan a una misma potencia
positiva, el signo de la desigualdad no cambia.
Asi, 5 > 3. Elevando al cuadrado: 52 > 3% 0 sea 25 > 9.

7) Si los dos miembros o uno de ellos es negativo y se elevan a una potencia impar
positiva, el signo de la desigualdad no cambia.
Asi, — 3 > 5. Elevando al cubo: (-3)* > (-5)° 0 sea —27 > —125.
2 > 2. Elevando al cubo: 23> (2) 0 sea 8 > —8.

8) Si los dos miembros son negativos y se elevan a una misma potencia par positiva, el
signo de la desigualdad cambia.
Asi, -3 > —5. Elevando al cuadrado: (-3)>=9y (-5)*= 25y queda 9 < 25.

9) Si un miembro es positivo y otro negativo y ambos se elevan a una misma potencia
par positiva, el signo de la desigualdad puede cambiar.
Asi, 3 > -5. Elevando al cuadrado: 3* =9y (-5)° = 25 y queda 9 < 25. Cambia.
8 > —2. Elevando al cuadrado: 8% =64y (-2)? =4y queda 64 > 4. No cambia.

10) Si los dos miembros de una desigualdad son positivos y se les extrae una misma raiz
positiva, el signo de la desigualdad no cambia.

Asi, sia> by n es positivo, tendremos: 2a > 4/b.

11) Si dos 0 mas desigualdades del mismo signo se suman o multiplican miembro a
miembro, resulta una desigualdad del mismo signo.
Asi,sia>byc>d, tendremos:a+c>b+dyac>bd.

12) Si dos desigualdades del mismo signo se restan o dividen miembro a miembro, el
resultado no es necesariamente una desigualdad del mismo signo, pudiendo ser una
igualdad.
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Asi, 10 > 8 y 5 > 2. Restando miembro a miembro: 10 —-5=5y 8 — 2 = 6; luego
queda 5 < 6; cambia el signo.

Si dividimos miembro a miembro las desigualdades 10 > 8y 5 > 4, tenemos ? =2

y % =2, luego queda 2 = 2, igualdad.

INECUACIONES

UNA INECUACION es una desigualdad en la que hay una o mas cantidades desconocidas
(incognitas) y que solo se verifica para determinados valores de las incdognitas.

Las inecuaciones se llaman también desigualdades de condicidn.

Asi, la desigualdad 2x — 3 > x + 5 es una inecuacion porque tiene la incognita x y sélo se
verifica para cualquier valor de x mayor que 8.

En efecto, para x = 8 se convertiria en igualdad y para x < 8 se convertiria en una des-
igualdad de signo contrario.

RESOLVER UNA INECUACION es hallar los valores de las incagnitas que satisfacen la
inecuacion.

PRINCIPIOS EN QUE SE FUNDA LA RESOLUCION DE LAS INECUACIONES

La resolucion de las inecuaciones se funda en las propiedades de las desigualdades, expues-
tas anteriormente, y en las consecuencias que de las mismas se derivan.

RESOLUCION DE INECUACIONES

1) Resolver la inecuacion 2x — 3 > x + 5.
Pasando x al primer miembro y 3 al segundo: 2x —x>5+3
Reduciendo:
x>8 R.

8 es el limite inferior de x, es decir, que la desigualdad dada solo se verifica para los
valores de x mayores que 8.

2) Hallar el limite dexen 7% > 5x_g,

3
Suprimiendo denominadores: 42 — 3x> 10x — 36
Transponiendo: —3x —10x > 36 — 42
—13x > -78

Cambiando el signo a los dos miembros, lo cual hace cambiar el signo de la desigualdad,
se tiene: 13x < 78.

Dividiendo entre 13: x < % osea Xx<6 R

6 es el limite superior de x, es decir, que la desigualdad dada sélo se verifica para los
valores de x menores que 6.
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3) Hallar el limite de x en (x + 3)(x — 1) < (x — 1)? + 3x.
Efectuando las operaciones indicadas: x? + 2x — 3 <x?— 2x + 1 + 3x
Suprimiendo x? en ambos miembros y transponiendo: 2x + 2x —3x <1+ 3

x<4 R.
4 es el limite superior de x.
L Hallar el limite de x en las inecuaciones siguientes:
g 1.Xx-5<2x-6 M. x—4x+5 <x-3)(x-2)
§ 2. 5x—12>3% -4 , , ,
if_:‘ 3 x—6> 21— 8y 12. (=3 +4x* (x-T7)<4(x-2)
4. 3x—14<7x-2 13. (2x+1)(3x+2) > (20 +5)(3x - 1)

5.X
5. 2X—§>§+10

1a. (x+3)3(x+2)_4>x(x+2)

3

6. 3X—4+X <X 0
472 15. 5(3x — 1) — 20 < 2(3x + 1)

7. (=12 =7 > (x—2)

8 X+2)x—1)+26<(x+4)x+5)

9.3 (X=2) + 2 +3) > (x=T)x +4) 17. Hallar los nimeros enteros cuyo tercio aumentado
10. 6 (X*+ 1) — (2x — 4)(3x + 2) < 3(5x + 21) en 15 sea mayor que su mitad aumentada en 1.

16. 10( — 1) > 10( + 1) — 10x

INECUACIONES SIMULTANEAS
@ INECUACIONES SIMULTANEAS son inecuaciones que tienen soluciones comunes.

1) Hallar qué valores de x satisfacen las inecuaciones: 2x —4 >6
X+5>14
Resolviendo la primera: 2X>6+4
2x>10
X>9

Resolviendo la segunda: 3x>14-5
3x>9
X>3
La primera inecuacion se satisface para x > 5 y la segunda para x > 3, luego tomamos
como solucion general de ambas x > 5, ya que cualquier valor de x mayor que 5 sera
mayor que 3.
Luego el /imite inferior de las soluciones comunes es 5. R.

2) Hallar el limite de las soluciones comunes a las inecuaciones: 3x+4 <16
—-6-x>-8
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Resolviendo la primera: x<16-4
X <12
x<4

Resolviendo la segunda: —X>-8+6
—X > -2
X<?2
La solucion comin es x < 2, ya que todo valor de x menor que 2 evidentemente es menor

que 4.
Luego 2 es el limite superior de 1as soluciones comunes. R.

3) Hallar el limite superior e inferior de los valores de x que satisfacen las inecuaciones:

bx—10>3x-2
X+1<2x+6
Resolviendo la primera: 5x—3x>-2+10
2x > 8
X>4
Resolviendo la segunda: K —2<6-1
X<5

La primera se satisface parax > 4 y la segunda para x < 5, luego todos los valores de x
que sean a la vez mayores que 4 y menores que 5, satisfacen ambas inecuaciones.
Luego 4 es el limite inferior y 5 el limite superior de las soluciones comunes lo que se
expresad <x<5. R.

(3]

Hallar el limite de las soluciones comunes a:

1.x-=3>5 y 2X+5>17 4. 5x—-4>7x—-16 y 8—-7x<16-15x
25-x>-6y 2x+9>3x

5. X-3>%42 y 2x+3<6x-232
3.6x+5>4x+11 y 4—-2x>10-5x 2 4 5 5

Ejercicio

Hallar el limite superior e inferior de las soluciones comunes a:
6. 2x—3<x+10 y 6x-4>5x+6

X_9sx_41 33 2
1. 7 1>3 12 y 2x 35>x+5

L X=X +2)<x+2)x-3) y Xx+3)(x+5)>x+4)x+3)

9. X+2)X+3)>KX-2)(x+8) y (x—1)2< (x=5)(x+4)

10. Hallar los nimeros enteros cuyo triple menos 6 sea mayor que su mitad mas 4 y cuyo cuadruple
aumentado en 8 sea menor que su triple aumentado en 15.
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Pierre Fermat (1601-1665). Matematico francés a quien  villosos y extraordinarios caminos de la Matematica pura. Tra-
Pascal llamo “el primer cerebro del mundo”. Puede conside-  bajo incansablemente en la teoria de los nimeros o Aritmética
rarse con Descartes como el mas grande matemadtico del  superior, dejando varios teoremas que llevan su nombre; el
siglo Xvil. Mientras sus contemporaneos se preocupaban por ~ mas famoso es el llamado ultimo teorema de Fermat.
elaborar una ciencia aplicada, Fermat profundizaba los mara-

Capitulo X X

FUNCIONES

CONSTANTES Y VARIABLES

Las cantidades que intervienen en una cuestion matematica son constantes cuando tienen un
valor fijo y determinado, y son variables cuando toman diversos valores.

Pondremos dos ejemplos.

1) Siun metro de tela cuesta $2, el costo de una pieza de tela dependera del niimero de me-
tros que tenga la pieza. Si la pieza tiene 5 metros, el costo de la pieza serd $10; si tiene 8
metros, el costo sera $16, etc. Aqui, el costo de un metro que siempre es el mismo, $2,
es una constante, y el nimero de metros de |a pieza y el costo de la pieza, que toman
diversos valores, son variables.

¢De qué depende en este caso el costo de la pieza? Del nimero de metros que
tenga. El costo de la pieza es la variable dependiente y el nimero de metros la variable
independiente.

2) Siun mavil desarrolla una velocidad de 6 m por segundo, el espacio que recorra depen-
dera del tiempo que esté andando. Si anda durante 2 segundos, recorrera un espacio
de 12 m; si anda durante 3 segundos, recorrera un espacio de 18 m. Aqui, la velocidad
6 m es constante y el tiempo y el espacio recorrido, que toman sucesivos valores, son
variables.
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&De qué depende en este caso el espacio recorrido? Del tiempo que ha estado an-
dando el movil. El tiempo es la variable independiente y el espacio recorrido la variable
dependiente.
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FUNCION

En el ejemplo 1) anterior el costo de la pieza depende del nimero de metros que tenga; el
costo de la pieza es funcién del nimero de metros.

En el ejemplo 2) el espacio recorrido depende del tiempo que haya estado andando el
movil; el espacio recorrido es funcion del tiempo.

Siempre que una cantidad variable depende de otra se dice que es funcion de esta tltima.

La definicion moderna de funcién debida a Dirichlet es la siguiente:

Se dice que y es funcion de x cuando a cada valor de la variable x corresponde un
valor unico de la variable y.

Una funcion es un caso especial de relacion. Una relacion se define como cualquier
conjunto de parejas ordenadas de numeros (x, y).
La notacion para expresar que y es funcion de x es y =1 (x).

FUNCION DE UNA VARIABLE INDEPENDIENTE Y DE VARIAS VARIABLES

Cuando el valor de una variable y depende solamente del valor de otra variable x tenemos una
funcion de una sola variable independiente, como en los ejemplos anteriores.

Cuando el valor de una variable y depende de los valores de dos 0 mas variables tenemos
una funcion de varias variables independientes.

Por ejemplo, el area de un triangulo depende de los valores de su base y de su altura;
luego, el area de un triangulo es funcion de dos variables independientes que son su base y
su altura.

Designando por A el area, por b la base y por h la altura, escribimos: A =1 (b, h).

El volumen de una caja depende de la longitud, del ancho y de la altura; luego, el volumen
es funcion de tres variables independientes.

Designando el volumen por v, la longitud por /, el ancho por a y la altura por h, podemos
escribir: v=1(/,a, h).

LEY DE DEPENDENCIA

Siempre que los valores de una variable y dependen de los valores de otra variable x, y es fun-
cion de x; la palabra funcion indica dependencia. Pero no basta con saber que y depende de
X, interesa mucho saber cémo depende y de x, de qué modo varia y cuando varia x, 1a rela-
cion que liga a las variables, que es lo que se llama ley de dependencia entre las variables.

=)
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EJEMPLOS DE FUNCIONES, PUEDA 0 NO ESTABLECERSE MATEMATICAMENTE
LA LEY DE DEPENDENCIA

No en todas las funciones se conoce de un modo preciso la relacion matematica o analitica
que liga a la variable independiente con la variable dependiente o funcion, es decir, no siempre
se conoce la ley de dependencia.

En algunos casos sabemos que una cantidad depende de otra, pero no conocemos la re-
lacion que liga a las variables. De ahi la division de las funciones en analiticas y concretas.

Funciones analiticas

Cuando se conoce de un modo preciso la relacion analitica que liga a las variables, esta
relacion puede establecerse matematicamente por medio de una formula o ecuacion que nos
permite, para cualquier valor de la variable independiente, hallar el valor correspondiente de la
funcion. Estas son funciones analiticas.

Como ejemplo de estas funciones podemos citar las siguientes:

El costo de una pieza de tela, funcion del nimero de metros de la pieza. Conocido el costo
de un metro, puede calcularse el costo de cualquier nimero de metros.

Eltiempo empleado en hacer una obra, funcién del nimero de obreros. Conocido el tiem-
po que emplea cierto nimero de obreros en hacer la obra, puede calcularse el tiempo que
emplearia cualquier otro nimero de obreros en hacerla.

El espacio que recorre un cuerpo en su caida libre desde cierta altura, funcion del tiempo.
Conocido el tiempo que emplea en caer un movil, puede calcularse el espacio recorrido.

Funciones concretas

Cuando por observacion de los hechos sabemos que una cantidad depende de otra, pero no
se ha podido determinar la relacion analitica que liga a las variables, tenemos una funcion
concreta.

En este caso, la ley de dependencia, que no se conoce con precision, no puede estable-
cerse matematicamente por medio de una formula o ecuacion porque la relacion funcional,
aunque existe, no es siempre la misma.

Como ejemplo podemos citar la velocidad de un cuerpo que se desliza sobre otro, funcion
del roce o frotamiento que hay entre los dos cuerpos. Al aumentar el roce, disminuye la velo-
cidad, pero no se conoce de un modo preciso la relacion analitica que liga a estas variables.
Muchas leyes fisicas, fuera de ciertos limites, son funciones de esta clase.

En los casos de funciones concretas suelen construirse tablas o graficas en que figuren
los casos observados, que nos permiten hallar aproximadamente el valor de la funcion que
corresponde a un valor dado de la variable independiente.

VARIACION DIRECTA

Se dice que A varia directamente a B o que A es directamente proporcional a B cuando mul-
tiplicando o dividiendo una de estas dos variables por una cantidad, la otra queda multiplicada
o dividida por esa misma cantidad.
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1) Si un movil que se mueve con movimiento uniforme recorre 30 km en 10 minutos, en
20 minutos recorrera 60 km y en 5 minutos recorrera 15 km; luego, la variable espacio
recorrido es directamente proporcional (o proporcional) a la variable tiempo y viceversa.

Si A es proporcional a B, A es igual a B multiplicada por una constante.

En el ejemplo anterior, la relacién entre el espacio y el tiempo es constante.
En efecto:

En 10 min el movil recorre 30 km; la relacion es %: 3.

En 20 min el movil recorre 60 km; la relacion es %: 3.

En 5 min el movil recorre 15 km; la relacion es %:3 )

En general, si A es proporcional a B, la relacion entre A y B es constante; luego, designan-
do esta constante por k, tenemos

g=kyde aqui A = kB

VARIACION INVERSA

Se dice que A varia inversamente a B 0 que A es inversamente proporcional a B cuando
multiplicando o dividiendo una de estas variables por una cantidad, la otra queda dividida en
el primer caso y multiplicada en el segundo por la misma cantidad.

1) Si 10 hombres hacen una obra en 6 horas, 20 hombres la haran en 3 horas y 5 hombres
en 12 horas; luego, la variable tiempo empleado en hacer la obra es inversamente propor-
cional a la variable nimero de hombres y viceversa.

Si A es inversamente proporcional a B, A es igual a una constante dividida entre B.

En el ejemplo anterior, el producto del nimero de hombres por el tiempo empleado en
hacer la obra es constante.
En efecto:

10 hombres emplean 6 horas; el producto 10 x 6 = 60
20 hombres emplean 3 horas; el producto 20 x 3 = 60
5 hombres emplean 12 horas; el producto 5 x 12 = 60

En general, si A es inversamente proporcional a B, el producto AB es constante; luego,
designando esta constante por k, tenemos:

AB:kydeaquiA:%
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VARIACION CONJUNTA

Si A es proporcional a B cuando C es constante y A es proporcional a C cuando B es cons-
tante, A es proporcional a BC cuando B 'y C varian, principio que se expresa:

A=kBC

donde k es constante, lo que se puede expresar diciendo que si una cantidad es proporcional
a otras varias, lo es a su producto.

1) El area de un tridngulo es proporcional a la altura si la base es constante y es propor-
cional a la base si la altura es constante, luego si la base y la altura varian, el area es
proporcional al producto de la base por la altura. Siendo A el area, b la base y h la altura,
tenemos:

A =kbh

y la constante k= (por Geometria), luego A:%bh.

1
2

VARIACION DIRECTA E INVERSA A LA VEZ

Se dice que A es proporcional a B e inversamente proporcional a C cuando A es proporcional
a la relacion g, lo que se expresa:

_ kB
A=
RESUMEN DE LAS VARIACIONES
SiAesproporcionalaB. . . .. ... ... ... .. .... A=kB
Si A es inversamente proporcionalaB. . . . . . . ... ... A =§
SiAesproporcionalaByC. . .. .............. A=kBC
Si A es proporcional a B e inversamente proporcionalaC . . . A =%

1) Aes proporcional a By A =20 cuando B = 2. Hallar A cuando B = 6.

Siendo A proporcional a B, se tiene: A = kB.
Para hallar [a constante k, como A = 20 cuando B = 2, tendremos:

0=kx2 . k=2—2°=10

Sik=10, cuando B = 6, A valdra:
A=kB=10x6=60 R.

2) A es inversamente proporcional a B y A = 5 cuando B = 4. Hallar A cuando B = 10.
Como A es inversamente proporcional a B, se tiene: A= g .
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Hallemos k, haciendo A=5y B = 4:
_k .o
5_Z o k=20
Siendo k = 20, cuando B = 10, A valdra:

_k_20_
A_E_ﬁ_z R.

3) Aes proporcionalaByC;A=6cuandoB=2yC =4.
Hallar B cuando A=15y C =5.

Siendo A proporcional aB'y C, se tiene: A=kBC. (1)
Parahallark:  6=kx2x4 0o 6=kx8 .. k:g:%
Para hallar B la despejamos en (1): B=-A

Sustituyendo A = 15, k:%, C =5, tendremos: B=31—5=%=4 R.
9I%5
4

4) x es proporcional a y e inversamente proporcional a z.
Six =4 cuando y =2, z= 23, hallar x cuando y =5, z=15.
Siendo x proporcional a y e inversamente proporcional a z, tendremos:

x=""q)

Haciendox =4, y =2, =3, se tiene: 4=% - k126

Haciendo en (1) k=6, y =5, z=15, se tiene: x=’%=61i55=2 R.

(=1}

. x es proporcional a y. Six =9 cuando y = 6, hallar x cuando y = 8.

. x es proporcional a y. Siy = 3 cuando x = 2, hallar y cuando x = 24.
. Aes proporcional aBy C. SiA=30cuando B=2y C =5, hallar A cuando B=7, C = 4.
. x es proporcional ayy az. Six=4 cuando y =3y z=26, hallar y cuando x =10, z=9.

. A es inversamente proporcional a B. Si A =3 cuando B =5, hallar A cuando B=7.

. B es inversamente proporcional a A. Si A:% cuando B =% , hallar A cuando B= %

Ejercicio

7. A es proporcional a B e inversamente proporcional a C. Si A =8 cuando B =12, C = 3, hallar A
cuandoB=7,C=14.
8. x es proporcional a y e inversamente proporcional a z. Six = 3 cuando y =4, z = 8, hallar z cuando
y=7,x=10.
9. x es proporcional a y2 — 1. Si x = 48 cuando y = 5, hallar x cuando y = 7.
10. x es inversamente proporcional a y® — 1. Six =9 cuando y = 3 hallar x cuando y = 5.
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11. El 4rea de un cuadrado es proporcional al cuadrado de su diagonal. Si el area es 18 m? cuando la
diagonal es 6 m, hallar el area cuando la diagonal sea 10 m.

12. El &rea lateral de una piramide regular es proporcional a su apotema y al perimetro de la base. Si el
area es 480 m? cuando el apotema es 12 m'y el perimetro de la base 80 m, hallar el drea cuando el
apotema es 6 my el perimetro de la base 40 m.

13. El volumen de una pirdmide es proporcional a su altura y al drea de su base. Si el volumen de una
piramide, cuya altura es 8 my el area de su base 36 m?, es 96 m®, écual sera el volumen de una pira-
mide cuya altura es 12 my el area de su base 64 m??

14. Elarea de un circulo es proporcional al cuadrado del radio. Si el area de un circulo de 14 cm de radio
es 616 cm?, ¢cudl serd el area de un circulo de 7 cm de radio?

15. La longitud de una circunferencia es proporcional al radio. Si una circunferencia de 7 cm de radio
tiene una longitud de 44 cm, écudl es el radio de una circunferencia de 66 cm de longitud?

16. x es inversamente proporcional al cuadrado de y. Cuando y = 6, x = 4. Hallar y cuando x = 9.

FUNCIONES EXPRESABLES POR FORMULAS

En general, las funciones son expresables por formulas o ecuaciones cuando se conoce la
relacion matematica que liga a la variable dependiente o funcion con las variables indepen-
dientes, 0 sea, cuando Se conoce la ley de dependencia.
En estos casos habra una ecuacion que sera la expresion analitica de la funcion y que
define la funcion.
Asi,y=2x+ 1,y =2¢* y =x*+ 2x - 1 son funciones expresadas por ecuaciones o
formulas.
2x + 1 es una funcion de primer grado; 2x%, de segundo grado; x* + 2x — 1, de tercer
grado.
Los ejemplos anteriores son funciones de la variable x porque a cada valor de x corres-
ponde un valor determinado de la funcion.
Para x=0, y=2x0+1=1
En efecto, considerando la x=1, y=2x1+1=3
funcion 2x + 1, que representa- Xx=2, y=2x2+1=5

mos por y, tendremos: y = 2x + 1. Para x: '_'1' ' y:2(—1) + 1 ':' '_'1 """"

x=-2, y=2(-2)+1=-3, etcétera.

X es la variable independiente y y la variable dependiente.

DETERMINACION DE LA FORMULA CORRESPONDIENTE PARA
FUNCIONES DADAS CUYA LEY DE DEPENDENCIA SEA SENCILLA

1) El costo de una pieza de tela es proporcional al nimero de metros.
Determinar la formula de la funcion costo, sabiendo que una pieza de 10 metros cuesta
$30.
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Designando por x la variable independiente nimero de metros y por y la funcion costo,
tendremos, por ser y proporcional a x:

y=kx (1)
Hallemos la constante k, sustituyendo y = 30, x = 10: 30=kx10 .. k=3
Entonces, como la constante es 3, sustituyendo este valor en (1), 1a funcién costo vendra
dada por la ecuacion: y=3 R.

2) El area de un cuadrado es proporcional al cuadrado de su diagonal.

3)

4)

Hallar la formula del area de un cuadrado en funcion de la diagonal, sabiendo que el area
de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m es 32 m?.

Designando por A el area y por D la diagonal, tendremos: A =kD? (1)

Hallemos k haciendo A=32yD=8:  32=kx64 . k :%
Sustituyendo k=% en (1), el area de un cuadrado en funcion de la diagonal, vendra dada

por la formula: A=%D2 R.

La altura de una piramide es proporcional al volumen si el area de la base es constante y
es inversamente proporcional al area de la base si el volumen es constante.
Determinar la formula de la altura de una pirdmide en funcion del volumen y el area de la
base, sabiendo que una piramide cuya altura es 15 m y el drea de su base 16 m? tiene un
volumen de 80 m®.
Designando la altura por h, el volumen por /'y el area de la base por B, tendremos:
_ kv

h=" ()
(Obsérvese que la variable V directamente proporcional con h va en el numerador y la
variable B, inversamente proporcional con h, va en el denominador).

Hallemos la constante k 15 k80
haciendo h =15, VV = 80, 16
B=16: 15 x 16 = 80k
_ 240 _
k=%=3

Haciendo k = 3 en (1), la altura de una pirdmide en funcion del volumen y el area de la
base vendra dada por la formula: h= % R.

Determinar la formula correspondiente a una funcion sabiendo que para cada valor de la
variable independiente corresponde un valor de la funcion que es igual al triple del valor
de la variable independiente aumentado en 5.

Siendo y la funcion y x la variable independiente, tendremos: y=3x+5
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Ejercicio

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Si A es proporcional a By A =10 cuando B = 5, escribir la formula que las relaciona.
. El'espacio recorrido por un movil (movimiento uniforme) es proporcional al producto de la velocidad

. El area de un rombo es proporcional al producto de sus diagonales. Escribir la formula del area A

. Sabiendo que A es proporcional a B e inversamente proporcional a C, escribir la formula de A en

. La longitud C de una circunferencia es proporcional al radio r. Una circunferencia de 21 c¢cm de

. El espacio recorrido por un cuerpo que cae desde cierta altura es proporcional al cuadrado del

. La fuerza centrifuga F es proporcional al producto de la masa m por el cuadrado de la velocidad v

. Escribir la formula de una funcion y sabiendo que para cada valor de la variable independiente x

. El'lado de un cuadrado inscrito en un circulo es proporcional al radio del circulo. Expresar la formula

BALDOR ALGEBRA

por el tiempo. Escriba la formula que expresa el espacio e en funcion de la velocidad v y del tiempo ¢.
(k=1)

de un rombo en funcion de sus diagonales D y D" sabiendo que cuando D =8 y D’ =6 el area es
24 cm?,

funcionde By C. (k=3)

radio tiene una longitud de 132 cm. Hallar la formula que expresa la longitud de la circunferencia en
funcion del radio.

tiempo que emplea en caer. Escribir la formula del espacio e en funcion del tiempo ¢ sabiendo que
un cuerpo que cae desde una altura de 19.6 m emplea en su caida 2 segundos.

de un cuerpo si el radio r del circulo que describe es constante y es inversamente proporcional al
radio si lamasay la velocidad son constantes. Expresar esta relacion por medio de una formula.

corresponde un valor de la funcion que es el doble del valor de x aumentado en 3.

del lado del cuadrado inscrito en funcion del radio. (k= JE)

Escribir la formula de una funcion y sabiendo que para cada valor de la variable independiente x
corresponde un valor de la funcion que es igual a la mitad del cuadrado del valor de x mas 2.
Escribir la ecuacion de una funcion y sabiendo que para cada valor de x corresponde un valor de y
que es igual a la diferencia entre 5 y el doble de x, dividida esta diferencia entre 3.

La fuerza de atraccion entre dos cuerpos es proporcional al producto de las masas de los cuerpos
my m’ sila distancia es constante y es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia si las
masas no varian. Expresar esta relacion por medio de una formula.

La altura de un triangulo es proporcional al area del triangulo si la base es constante, y es inversa-
mente proporcional a su base si el area es constante. Escribir Ia formula de la altura de un tridngulo
en funcion del area y de su base, sabiendo que cuando la base es 4 cmy la altura 10 cm, el area
del triangulo es 20 cm?.

La energia cinética de un cuerpo W es proporcional al producto de la masa m por el cuadrado de la
velocidad V. Expresar la formula de la energia cinética. (Ek :%

El 4rea de la base de una piramide es proporcional al volumen si la altura es constante y es inversa-
mente proporcional a la altura si el volumen es constante. Escribir la formula del rea de la base B de
una piramide en funcion del volumen V'y de la altura h sabiendo que cuando h =12y B =100, V=400.
X es inversamente proporcional a y. Si x = 2 cuando y = 5, hallar la formula de x en funcion de y.

X es inversamente proporcional al cuadrado de y. Si x = 3 cuando y = 2, hallar la formula de x en
funcion de y.

A es proporcional a B e inversamente proporcional a C. Cuando B =24y C =4, A= 3. Hallar la
formula que expresa A en funcién de By C.




Clermont Ferrand

Blas Pascal (1623-1662). Matemadtico y escritor francés.  demostrado las 32 proposiciones de Euclides. Al sostener
Es quizd mas conocido por sus obras literarias como los  correspondencia con Fermat, Pascal sienta las bases de la
Pensees y las Lettres, que por sus contribuciones a las Ma-  teorfa de las probabilidades. Entre sus trabajos figura el Ensa-
tematicas. De naturaleza enfermiza, fue un verdadero nifio  yo Sobre las conicas, que escribid siendo un nifo.

prodigio. A los doce afios, dice su hermana Gilberte, habia

Capitulo X X/

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES Y RELACIONES

SISTEMA RECTANGULAR DE COORDENADAS CARTESIANAS "

Dos lineas rectas que se cortan constituyen un sistema de ejes coordenados. Si las lineas
son perpendiculares entre si tenemos un sistema de ejes coordenados rectangulares; si
no lo son, tenemos un sistema de ejes oblicuos. De los primeros nos ocuparemos en este
capitulo.

Tracemos dos lineas rectas XOX’, YOY’ que se cor- ~ — 1 figura 241
tan en el punto O formando angulo recto (Fig. 24). Es- Y
tas lineas constituyen un sistema de ejes coordenados [
rectangulares.

La linea XOX” se llama eje de las x o eje de las
abscisas y la linea YOY” se llama eje de las y o eje de
las ordenadas. El punto O se llama origen de coorde- 7 0 X
nadas.

Los ejes dividen el plano del papel en cuatro par-
tes llamadas cuadrantes. XOY es el primer cuadrante,
YOX” el segundo cuadrante, X"0Y” el tercer cuadran- 1] , \'
te, Y’OX el cuarto cuadrante. Y

(Asi llamadas en honor al célebre matematico francés Descartes (Cartesius), fundador de la Geometria Analitica.
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El origen O divide a cada eje en dos semiejes, uno positivo y otro negativo. OX es el
semieje positivo y OX” el semieje negativo del eje de las x; OY es el semieje positivo y OY’
el semieje negativo del eje de las y.

Cualquier distancia medida sobre el eje de las x de O hacia la derecha es positiva y de O
hacia la izquierda es negativa.

Cualquier distancia medida sobre el eje de las y de O hacia arriba es positiva y de O hacia
abajo es negativa.

ABSCISA'Y ORDENADA DE UN PUNTO

La distancia de un punto al eje de las ordenadas se llama abscisa del punto y su distancia al
eje de las abscisas se llama ordenada del punto. La abscisa y la ordenada de un punto son
las coordenadas cartesianas del punto.

Asi, (Fig. 25) la abscisa del punto P es BP = OA 'y su ordenada AP = 0B. BP y AP son las
coordenadas del punto P
Las coordenadas de P, son: abscisa BP, = 0C —| Figura 25

y ordenada CP, = OB. y
Las coordenadas de P, son: abscisa DP,=0Cy
ordenada CP, = OD.
Las coordenadas de P, son: abscisa DP,=0Ay e B P
ordenada AP, = OD.
Las abscisas se representa por x y las ordena-
das por y. x C 0 A X
P, D Ps
v
SIGNO DE LAS COORDENADAS

Las abscisas medidas del eje YY” hacia la derecha son positivas y hacia la izquierda, nega-
tivas. Asi, en la figura anterior BP 'y DP, son positivas; BP, y DP, son negativas.

Las ordenadas medidas del eje XX” hacia arriba son positivas y hacia abajo son negati-
vas. Asi, en la figura anterior, AP y CP, son positivas, CP, y AP, son negativas.

DETERMINACION DE UN PUNTO POR SUS COORDENADAS

Las coordenadas de un punto determinan el punto. Conociendo las coordenadas de un punto
se puede fijar el punto en el plano.

1) Determinar el punto cuyas coordenadas son 2 y 3.
Siempre, el namero que se da primero es la abscisa y el segundo la ordenada. La
notacion empleada para indicar que la abscisa es 2 y la ordenada 3 es “punto (2, 3)”.
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2)

3)

4)

hoNM=

Tomamos una medida, escogida arbitrariamente, como unidad de medida (Fig. 26).
Como la abscisa es 2, positiva, tomamos la unidad escogida dos veces sobre OX de 0
hacia la derecha.

Como la ordenada 3 es positiva, levantamos en A una perpendicular a 0X'y sobre ella
hacia arriba tomamaos tres veces la unidad.

El punto P es el punto (2, 3), del primer
cuadrante. Y

P,(-3, 4)

Determinar el punto (-3, 4). P, 3)
Como la abscisa es negativa, —3, toma- I

A

—| Figura 26}

mos sobre OX” de O hacia la izquierda tres
veces la unidad escogida; en B levantamos
una perpendicular a 0X” y sobre ella llevamos
4 veces la unidad hacia arriba porque la orde-
nada es positiva 4. El punto P, es el punto (-3,
4), del segundo cuadrante. P,(-2, 4)

P,(4,-2)

Yl

Determinar el punto (-2, —4).

Llevamos la unidad dos veces sobre OX” de O hacia la izquierda porque la abscisa es
-2y sobre la perpendicular, hacia abajo porque la ordenada es —4, la tomamos 4 veces.
El punto P, es el punto (-2, —4), del tercer cuadrante.

Determinar el punto (4, —2).

De O hacia la derecha, porque la abscisa 4 es positiva llevamos la unidad 4 veces y
perpendicularmente a OX, hacia abajo porque la ordenada es —2 la llevamos 2 veces. El
punto P, es el punto (4, —2), del cuarto cuadrante.

En estos casos se puede también marcar el valor de la ordenada sobre OY o sobre
0Y’, segun que la ordenada sea positiva 0 negativa, y sobre OX u OX el valor de la absci-
sa, segun que la abscisa sea positiva 0 negativa. Entonces por la dltima division de la or-
denada, trazar una paralela al eje de las abscisas y por ultima division de la abscisa trazar
una paralela al eje de las ordenadas, y el punto en que se corten es el punto buscado. Es
indiferente usar un procedimiento u otro.

Por lo expuesto anteriormente, se comprendera faciimente que:

Las coordenadas del origen son (0, 0).

La abscisa de cualquier punto situado en el eje de las y es 0.
La ordenada de cualquier punto situado en el eje de las x es 0.
Los signos de las coordenadas de un punto seran:

Abscisa Ordenada
En el 1* cuadrante XOY + +
En el 2° cuadrante YOX’ - +
En el 3* cuadrante X"0Y’ - -
En el 4° cuadrante Y’0X + -
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PAPEL CUADRICULADO

—

Ejercicio

En todos los casos de graficos suele usarse el papel dividido en pequefios cuadrados, llama-
do papel cuadriculado. Se refuerza con el lapiz una linea horizontal que sera el eje XOX” y otra
perpendicular a ella que sera el eje YOY’. Tomando como unidad una de las divisiones del
papel cuadriculado (pueden tomarse como unidad

P X ., — Figura 27 |
dos 0 mas divisiones), la determinacion de un pun-
to por sus coordenadas es muy facil, pues no hay Y
mas que contar un nimero de divisiones igual a las P,
unidades que tenga la abscisa o la ordenada; y tam- i P,
bién dado el punto, se miden muy facilmente sus P
coordenadas. P,
En la figura 27 estan determinados los puntos X’ 0 X
( 2), P(=3, 4), P,(=3, =3), P4(2, =5), P,(0, 3)
Py(-2,0). P,
o'D3
Yl
Determinar graficamente los puntos:
1. (1,2) 5. (3,—4) 9. (-3,0) 13. (4,0)
2. (-1,2) 6. (-5, 2) 10. (5, -4) 14. (-7,10)
3. (<2,-1) 7. (-3, -4) 11. (-4, -3) 15. (3, 1)
4. (2,-3) 8. (0,3) 12. (0, -6)
Trazar la linea que pasa por los puntos:
16. (1,2) y (3, 4) 19. (2,-4)y (5,-2) 22. (-4,5)y (2,0)
17. (<2, 1) y (-4, 4) 20. (3,0)y (0, 4) 23. (-3,-6)y (0, 1)
18. (-3,-2)y (-1,-7) 21. (-4,0)y (0,-2) 24. (-3,-2)y (3,2)

25. Dibujar el triangulo cuyos vértices son los puntos (0, 6), (3, 0) y (-3, 0).

26. Dibujar el triangulo cuyos vértices son los puntos (0, -5), (-4, 3) y (4, 3).

27. Dibujar el cuadrado cuyos vértices son (4, 4), (-4, 4), (-4, -4) y (4, -4).

28. Dibujar el cuadrado cuyos vértices son (-1, 1), (-4, -1), (-4, -4) y (-1, -4).

29. Dibujar el rectangulo cuyos veértices son (1, -1), (1, =3), (6, -1) y (6, =3).

30. Dibujar el rombo cuyos vértices son (1, 4), (3, 1), (5, 4) y (3, 7).

31. Dibujar la recta que pasa por (4, 0) y (0, 6) y la recta que pasa por (0, 1) y (4, 5) y hallar el punto
de interseccion de las dos rectas.

32. Probar graficamente que la serie de puntos (-3, 5), (-3, 1), (-3, —1), (=3, —4) se hallan en una linea
paralela a la linea que contiene a los puntos (2, —4), (2, 0), (2, 3), (2, 7).

33. Probar graficamente que la linea que pasa por (-4, 0) y (0, —4) es perpendicular a |a linea que pasa
por (-1, -1) y (-4, -4).
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GRAFICO DE UNA RELACION

A cada valor de x le puede corresponder uno o varios valores de y. Tomando los valores de
X como abscisas y los valores correspondientes de y como ordenadas, se obtiene una serie
de puntos. El conjunto de todos estos puntos sera una linea recta o curva, que es el grafico de
la relacion.

En la practica basta obtener unos cuantos puntos y unirlos convenientemente (interpola-
cidn) para obtener, con bastante aproximacion, el grafico de la relacion.

REPRESENTACION GRAFICA DE LA FUNCION LINEAL DE PRIMER GRADO
1) Representar graficamente la funcion y = 2x.

Dando valores a x obtendremos una serie de valores correspondientes de y:

Para x= 0, y= 0,elorigenes un punto del grafico
x=1, y= 2
x=2, y=4
x= 3, y= 6, etcétera
Para x=-1, y=-2
x==2, y=-4
x=-3, y=-6,etcétera

Representando los valores de x como abscisas y los valores correspondientes de y
como ordenadas (Fig. 28), obtenemos la serie de puntos que aparecen en el grafico. La
linea recta MN que pasa por el origen es el grafico de y = 2x.

2) Representar graficamente la funcion y = x + 2.

Los valores de x y los correspondientes de y suelen disponerse en una tabla como

se indica a continuacion, escribiendo debajo de cada valor de x el valor correspondiente
dey:

— Figura 28 |

3|2l1]ol1]2]3].. Y yM
yl1lol1]2]3

X 0 X
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Representando los valores de x como abscisas y los valores correspondientes de y
como ordenadas, segun se ha hecho en la figura 29, se obtiene la linea recta MV que no
pasa por el origen. VIV es el grafico de y =x + 2.

Obsérvese que el punto P donde la recta ~ —Figura 291
corta el eje de las y, se obtiene haciendo x =0,

y el punto Q, donde la recta corta el eje de las

X, se obtiene haciendo y = 0. La distancia OP

cuyo valor es igual a la ordenada del punto de 5
interseccion de la recta con el eje Y se denomi-

na ordenada al origen. La distancia 0Q cuyo 0/
valor es igual a la abscisa del punto de inter- X 0 X
seccion de la recta con el eje x se denomina
abscisa al origen.

Obsérvese también que OP = 2, igual que el i
término independiente de la funcion y =x + 2.

Representar graficamente la funcion y = 3x y la funcion y = 2x + 4.
En la funcion y = 3x, se tiene:

2110112
—6|(-3|01|3

El grafico es la linea AB que pasa por el origen (Fig. 30).
En la funcion y = 2x + 4, tendremos:
—| Figura 30 |

x |=2|-110]|1|2].. Y| /C
y|0|2]|4]6

El gréfico es la linea CD que no pasa por R
el origen (Fig. 30). Q

Las distancias OP y 0Q se obtienen, OP X 0 X
haciendo x =0 y 0Q haciendo y = 0. Obsér-
vese que OP = 4, término independiente de
y=2x+4.

Visto lo anterior, podemos establecer los siguientes principios:

Toda funcién de primer grado representa una linea recta y por eso se llama funcion
lineal, y la ecuacion que representa la funcion se llama ecuacion lineal.

Si la funcion carece de término independiente, o sea si es de la forma y = ax, donde a
es constante, la linea recta que ella representa pasa por el origen.
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3) Silafuncion tiene término independiente, o sea si es de laformay =ax+b, dondeay b
son constantes, |a linea recta que ella representa no pasa por el origen y su interseccion
con el eje de las y es igual al término independiente b.

Dos puntos determinan una recta

Por tanto, para obtener el grafico de una funcion de primer grado, basta obtener dos puntos
cualquiera y unirlos por medio de una linea recta.

Si la funcion carece de término independiente, como uno de los puntos del grafico es el
origen, basta obtener un punto cualquiera y unirlo con el origen.

Sila funcion tiene término independiente, lo mas comodo es hallar las intersecciones con
los ejes haciendox =0y y =0, y unir los dos puntos que se obtienen.

1) Representar graficamente la funcion 2x—y =5

donde y es la variable dependiente funcion. ——| Figura 31|
Cuando en una funcion la variable dependien-

te no esta despejada, como en este caso, la X A
funcion se llama implicita y cuando la varia-
ble dependiente esta despejada, la funcion es
explicita.

Despejando y, tendremos y = 2x — 5. Ahora la P

funcion es explicita. x 0 X
Para hallar las intersecciones con los ejes
(Fig. 31), diremos:

Para x=0,y=-5 Q
Para  y =0, tendremos: B /ly

0=2x—5luego 5=2x .. x=2.5
El grafico de y = 2x — 5 es la linea recta AB.

297

Representar graficamente las funciones:

1. y=x T.y=2x-4 13. y=8-3« .
2.y == 8.y=3+6 :
3. y=x+2 9. y=4x+5 14, y=%
4. y=x-3 10. y=-2x+4 11.
5 y=x+4 M. y=-2-4 o
— _X
6. y=3x+3 12. y=x+3 15. V—T 18. y_§+4

Representar las funciones siguientes siendo y la variable dependiente:

19. x+y=0 21. 2x+y=10 23. dx+y=28 25. bx—y=2
20. 2x=3y 22. Jy=4x+5 24. y+5=x 26. 2=y -1

Ejercicio
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GRAFICOS DE ALGUNAS FUNCIONES Y RELACIONES DE SEGUNDO GRADO

1) Grafico de y =x%

Formemos una tabla con los valores x y los correspondientes de y:

— Figura 33 |

-3 |-25| -2 |-15] -1 | 0 1

9 |6.25| 4 |2.25| 1 0| 1

En el grafico (Fig. 32) aparecen representa-
dos los valores de y correspondientes a los que
hemos dado a x.

La posicion de estos puntos nos indica la
forma de la curva; es una parabola, curva ilimi-
tada.

El trazado de la curva uniendo entre si los
puntos que hemos hallado de cada lado del eje
de las y es aproximado. Cuantos mas puntos se
hallen, mayor aproximacion se obtiene.

La operacion de trazar la curva habiendo
hallado solo algunos puntos de ella se llama
interpolacion, pues hacemos pasar la cur-
va por muchos otros puntos que no hemos
hallado, pero que suponemos pertenecen a la
curva.

+4

c

X X

Y/

El signo + proviene de que la raiz cuadrada de una cantidad positiva tiene dos signos

+Yy —. Por ejemplo, y/4 =+2 porque

(+2) x (+2) =+4 y (-2) x

b\\\+4 2) Grafico de x* + y* =16.
0
—4

15| 2 |25
225 4 |6.25
— Figura 32|
Y
X 0
YI

(-2)=+4

Despejando y tendremos:

y2=16—x2 luego, y=+/16—x°
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Por tanto, en este caso, a cada valor de x corresponderan dos valores de y, uno posi-
tivo y otro negativo.
Dando valores a x:

x | 4|-3|-2|-110 1 2 3 4
0 |42.6|+3.4|43.8| +4 |£3.8|+3.4|£2.6

La curva (Fig. 33) es un circulo cuyo centro esta en el origen.
Toda ecuacion de la forma x + y® = r?representa un circulo cuyo radio es . Asi, en
el caso anterior, el radio es 4, que es la raiz cuadrada de 16.

3) Grafico de 9* + 25y° = 225.

2_225-9%"

Vamos a despejar y. Tendremos: 25y? =225-9x* . y -

2_q_ 9 . y_4 g 9
y =9 2—5..y_4_rg %

Dando valores a x, tendremos:

5| -4|-3|-2|-1]0 1 2 |3 | 4
y | 0 |£1.8|£2.4|£2.6|£2.8| 3 |£2.8|£2.6|+2.4|£1.8

En la figura 34 aparecen repre-  —figura 34
sentados los valores de y correspon- y
dientes a los que hemos dado a x. La
curvaque se obtiene esunaelipse, cur-
va cerrada.

Toda ecuacion de la forma

2 2
a’x?+b¥?=a’h?% osea, X +¥ =1
be a

representa una elipse.

4) Graficodexy=50 y=2.

X

Dando a x valores positivos, tendremos:

x |0 1 2 |3 | 4|5 |6 |7 |8 | . |x

N [—

y |fe |10 | 5 (2516125 1 [ 08|07|06]| .. | O

Marcando cuidadosamente estos puntos obtenemos la curva situada en el 1 cua-
drante de la figura 35.
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Dando a x valores negativos, tenemos:

X 0 |- 1| -2|-3| 4 |-5]|-6|-7]-8] .. |xe

= ||

y |t |[-10] -5 [-25]|-16|-125| -1 |-0.8|-0.7|-0.6]| .. 0

Marcando cuidadosamente es- —1figura 351
tos puntos obtenemos la curva si- Y
tuada en el 3* cuadrante de la figura
35.

La curva se aproxima indefi-
nidamente a los ejes sin llegar a
tocarlos; /os toca en el infinito.

La curva obtenida es una hi-
pérbola rectangular. Toda ecua- X

cion de la forma xy=a0y=§

donde a es constante, representa
una hipérbola de esta clase.

La parabola, la elipse y la
hipérbola se llaman secciones
conicas o simplemente ¢onicas. El
circulo es un caso especial de la w
elipse.

Estas curvas son objeto de
un detenido estudio en Geometria
Analitica.

OBSERVACION

En los gréaficos no es imprescindible que la unidad sea una division del papel cuadricula-
do. Puede tomarse como unidad dos divisiones, tres divisiones, etc. En muchos casos
esto es muy conveniente.

La unidad para las ordenadas puede ser distinta para las abscisas.

—h

Hallar el grafico de:

o
g 1. y=2x* 5. y=x2+1 10. 36x2+ 25y*=900
o . 6. y—x2=2 1. X2+ y2=49
Ty 2 y=X 2
2 7. xy=4 12, y=x"-3x
3 Xt +yi=25 8. x*+ y?=36 13. xy=6

2
4. 9x%+ 16y2=144 9. y=x2+ 2 14, y=x+%




Isaac Newton (1642-1727). El mas grande de los matema-
ticos ingleses. Su libro Principia Mathemathica, considerado
como uno de los mas grandes portentos de la mente humana,
le bastaria para ocupar un lugar sobresaliente en la historia
de las Matematicas. Descubrio, casi simultaneamente con

Capitulo X X[/

GRAFICAS. )
APLICACIONES PRACTICAS

Leibniz, el Célculo Diferencial y el Calculo Integral. Basandose
en los trabajos de Kepler, formulo la ley de la gravitacion uni-
versal. Ya en el dominio elemental del Algebra le debemos el
desarrollo del binomio que lleva su nombre.

UTILIDAD DE LOS GRAFICOS

Es muy grande. En Matematicas, Fisica, Estadistica, en la industria y el comercio se emplean
mucho los graficos. Estudiaremos algunos casos practicos.

Siempre que una cantidad sea proporcional a otra es igual a esta otra multiplicada por una
constante (260). Asi, si y es proporcional a x, podemos escribir y = ax, donde a es constante
y sabemos que esta ecuacion representa una linea recta que pasa por el origen (274).

Por tanto, las variaciones de una cantidad proporcional a otra estaran representadas por

una linea recta que pasa por el origen.

Pertenecen a este caso el salario proporcional al tiempo de trabajo; el costo proporcional
al nimero de cosas u objetos comprados; el espacio proporcional al tiempo, si la velocidad

es constante, etcétera.
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Un obrero gana $20 por hora. Hallar la grafica del salario en funcion del tiempo.

Sobre el eje de las x (Fig. 36) sefalamos el tiempo. Cuatro divisiones representan una
hora y el eje y el salario, cada division representa $10.

En una hora el obrero gana $20; determinamos el punto A que marca el valor del salario $20
para una hora y como el salario es proporcional al tiempo, la grafica tiene que ser una linea
recta que pase por el origen. Unimos A con Oy la recta OM es la gréfica del salario.

Esta tabla grafica nos da el valor del salario para cualquier numero de horas. Para saber
el salario correspondiente a un tiempo dado no hay mas que leer el valor de la ordenada
para ese valor de la abscisa. Asi se determina que en 2 horas el salario es $40; en 2 horas
y cuarto $45; en 3 horas, $60; en 3 horas y 45 minutos o 3% horas, $75.

——| Figura 36|

Salario

Si 15 dolares equivalen a 375,000 sucres, formar una tabla que permita convertir dolares
en sucres y viceversa.

Las abscisas seran dolares (Fig. 37), cada division es U.S. $1.00; las ordenadas sucres,
cada division 25,000 sucres. —| Figura 371
Hallamos el valor de la or-

denada cuando la abscisa 5)0/0

es U.S. $15.00 y tenemos NN E N
el punto A. Unimos este 125

punto con 0y tendremos la 400

grafica OM. e R

Dando suficiente extension & ax
a los ejes, podemos saber @
cudntos sucres son cual- S
quier nimero de dolares. = 250--------------
En el grafico se ve que U.S. T
$1 equivale a 25,000 su- 150
cres, U.S. $4.50 equivalen  112s{z0—-----
a 112,500 sucres, U.S. $9 a 75
225,000 sucresy U.S. $18a %
450,000 sucres.
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CAPITULO XXII Graficas. Aplicaciones practicas

3) Untren que va a 40 km por hora sale de un punto O a las 7 a. m. Construir una grafica
que permita hallar a qué distancia se halla del punto de partida en cualquier momento,
y a qué hora llegara al punto P situado a 140 km de O.

—] Figura 38}

@oodbodloobodds

0" 7am. 8§ 8y20 9 9y15 10 10
Horas

Las horas (Fig. 38), son las abscisas; cada division es 10 minutos. Las distancias las
ordenadas; cada division 20 km.

Saliendo a las 7, a las 8 habra andado ya 40 km. Marcamos el punto A y lo unimos
con 0. La linea OM es la gréfica de la distancia.

Midiendo el valor de la ordenada, veremos que, por ejemplo, a las 8 y 20 se halla a
53.3 km del punto de partida; alas 9y 15 a 90 km. Al punto P situado a 140 km llega
alas 10y 30 a. m.

4) Un hombre sale de O hacia M, situado a 20 km de O a las 10 a. m. y va a 8 km por
hora. Cada vez que anda una hora, se detiene 20 minutos para descansar. Hallar
graficamente a qué hora llegara a M.

Cada division de OX (Fig. 39), representa 10 minutos; cada division de OY representa
4 km.
—— Figura 39 |

Grocooibodoo

20 12 12y20 12y40 1
Horas

<o _L_|__L_

10X

<o----

010 11 11

303
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Como va a 8 km por horay sale alas 10 a. m. alas 11 habra andado ya 8 km; se halla
enA.

El tiempo que descansa, de 11 a 11:20 se expresa con un segmento AB paralelo al
eje de las horas, porque el tiempo sigue avanzando. A las 11y 20 emprende de nuevo
su marcha y en una hora, de 11:20 a 12:20, recorre otros 8 km, luego se hallara en
C que corresponde a la ordenada 16 km. Descansa otros 20 minutos, de 12:20 a
12:40, (segmento CD) y a las 12:40 emprende otra vez la marcha. Ahora le faltan 4
km para llegar a M. De D a M |a ordenada aumenta 4 km y al punto M corresponde en
laabscisalaly10p.m. R.

10.

11.
12.
13.
14.

. Construir una grafica que permita hallar el costo de cualquier nimero de metros de tela (hasta
. Si 5 mde tela cuestan $60, determinar graficamente cuanto cuestan 8, 9y 12 m y calcular cuantos

. Si 1 ddlar=25,000 sucres, construir una grafica que permita cambiar sucres por dolares y vicever-

. Si 2,000,000 bolivares ganan 160,000 bolivares al afio, construir una grafica que permita hallar el

. Por 3 horas de trabajo un hombre recibe 18 nuevos soles. Halle graficamente el salario de 4 horas,
. Un tren va a 60 km por hora. Hallar graficamente la distancia recorrida al cabo de 1 hora y 20
. Hallar la grafica del movimiento uniforme de un mavil a razén de 8 m por segundo hasta 10 segun-

. Un hombre sale de 0 hacia M, situado a 60 km de 0, alas 6 a. m. y va a 10 km por hora. Al cabo de

. Un hombre sale de 0 hacia M, situado a 33 km de 0, alas 5 a. m. y va a 9 km por hora. Cada vez

Elija las unidades adecuadas.

10 m) si 3 m cuestan $40.
metros se pueden comprar con $200.

sa hasta 20 dolares. Hallar graficamente cuantos délares son 62,500, 75,000 y 130,000 sucres, y
cuantos sucres son 4.50 y 7 dolares.

interés anual de cualquier cantidad hasta 10,000,000 bolivares. Determinar graficamente el interés
de 4,500,000, 7,000,000 y 9,250,000 bolivares en un ano.

5 horas y 7 horas.
minutos, 2 horas y cuarto, 3 horas y media.
dos. Halle graficamente la distancia recorrida en 5% S, en 7% S.

2 horas descansa 20 minutos y reanuda su marcha a la misma velocidad anterior. Hallar gréfica-
mente a qué hora llega a M.

que anda una hora, descansa 10 minutos. Hallar graficamente a qué hora llega a M.

Un hombre sale de 0 hacia M, situado a 63 km. de 0, a 10 km por hora, a las 11 a. m. y otro sale de
M hacia 0, en el mismo instante, a 8 km por hora. Determinar graficamente el punto de encuentro y
la hora a que se encuentran.

Un litro de un liquido pesa 800 g. Hallar graficamente cuanto pesan 1.41,2.8 1y 3.75I.
1 kg =2.2 Ib. Hallar graficamente cuantos kg son 11 Ib y cuantas libras son 5.28 kg.
Si 6 yardas = 5.5 m, hallar graficamente cudantas yardas son 22 m, 38.5 m.

Un auto sale de A hacia B, situado a 200 km de A, a las 8 a. m. y regresa sin detenerse en B. A la
ida va a 40 km por hora y a la vuelta a 50 km por hora. Hallar la grafica del viaje de ida y vueltay la
hora a que llega al punto de partida.
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ESTADISTICA

Las cuestiones de Estadistica son de extraordinaria importancia para la industria, el comer-
cio, la educacion, la salud publica, etc. La Estadistica es una ciencia que se estudia hoy en
muchas universidades.

Daremos una ligera idea acerca de estas cuestiones, aprovechando la oportunidad que
nos ofrece la representacion grafica.

METODOS DE REPRESENTACION EN ESTADISTICA

El primer paso para hacer una estadistica es conseguir todos los datos posibles acerca del
asunto de que se trate.

Cuanto mas datos se retinan, mas fiel serd la estadistica.

Una vez en posesion de estos datos y después de clasificarlos rigurosamente se proce-
de a la representacion de los mismos, lo cual puede hacerse por medio de tabulares y de
graficos.

TABULAR

Cuando los datos estadisticos se disponen en columnas que puedan ser leidas vertical y
horizontalmente, tenemos un tabular.

En el titulo del tabular se debe indicar su objeto y el tiempo y lugar a que se refiere, todo
con claridad. Los datos se disponen en columnas separadas unas de otras por rayas y enci-
ma de cada columna debe haber un titulo que explique lo que la columna representa. Las filas
horizontales tienen también sus titulos.

Los totales de las columnas van al pie de las mismas y los totales de las filas horizontales
en su extremo derecho, generalmente.

Los tabulares, segin su indole, pueden ser de muy diversas formas y clases. A continua-
cién ponemos un ejemplo de tabular.

VENTAS DE LA AGENCIA DE MOTORES “P. R.” — CARACAS

ENERO-JUNIO
CAMIONES Y AUTOMOVILES POR MESES
AUTOMOVILES TOTAL
MESES | CAMIONES AUTOMOVILES
CERRADOS ABIERTOS TOTAL Y CAMIONES
ENERO 18 20 2 22 40
FEBRERO 24 30 5 35 59
MARZO 31 40 8 48 79
ABRIL 45 60 12 72 117
MAYO 25 32 7 39 64
JUNIO 15 20 3 23 38
TOTALES 158 202 37 239 397




306 BALDOR ALGEBRA

GRAFICOS

Por medio de graficos se puede representar toda clase de datos estadisticos. Graficamente,
los datos estadisticos se pueden representar por medio de barras, circulos, lineas rectas o
curvas.

BARRAS

Cuando se quieren expresar simples comparaciones de medidas se emplean las barras, que
pueden ser horizontales o verticales. Estos graficos suelen llevar su escala. Cuando ocurre
alguna anomalia, se aclara con una nota al pie.

Ejemplo de grafico con barras horizontales.

— Figura 40 }
PRODUCCION DE CANA DEL MUNICIPIO "K"
DEL PERIODO 2000-2006
MILLONES DE ARROBAS
1 2 3 4 5 6
2000
*2001
2002
2003
*2004
2005
2006
*Sequia

Ejemplo de gréfico con barras verticales.

— Figura 41}

CIRCULACION DE LA REVISTA "H"
CORRESPONDIENTE
AL PERIODO DE JULIO-DICIEMBRE

MILLARES
DE
EJEMPLARES

50

40
30
20
10

0 JUL. AGO. SEPT.  OCT.  NOV. DIC.
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CiRCULOS

Algunas veces en la comparacion de medidas se emplean circulos, de modo que sus diame-
tros o sus dreas sean proporcionales a las cantidades que se comparan.

—1 Figura 42-A } —1 Figura 42-B |
A B
VENTAS EN VENTAS EN VENTAS EN VENTAS EN
LA CAPITAL EL INTERIOR LA CAPITAL EL INTERIOR
$40,000 $20,000 $40,000 $20,000

En la figura 42-A se representan las ventas de una casa de comercio durante un afo,
$40,000 en la capital y $20,000 en el interior, por medio de dos circulos, siendo el diametro
del que representa $40,000 doble del que representa $20,000. En la figura 42-B el area del
circulo mayor es doble que la del menor.

Siempre es preferible usar el sistema de areas proporcionales a las cantidades que se
representan en vez del de diametros.

Este sistema no es muy usado; es preferible el de las barras.

Los circulos se emplean también para comparar entre si las partes que forman un todo,
representando las partes por sectores circulares cuyas areas sean proporcionales a las par-
tes que se comparan.

Asi, para indicar que de los $30,000 de venta de una casa de tejidos en 2006, el 20% se
vendio al contado y el resto a plazos, se puede proceder asi:

—| Figura 43|
CONTADO
20%
CONTADO
20%
CREDITO
80%
CREDITO
80%
A B
VENTA VENTA

$30,000 $30,000
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Es preferible el método de barras B, dada la dificultad de calcular claramente el area del

sector circular.

Para expresar que de los $120,000 en mercancias que tiene en existencia un almacén, el
25% es azlcar, el 20% es café y el resto viveres, podemos proceder asi:

— Figura 44 |

VIVERES

AZUCAR 55%
25%

EXISTENCIA
$120,000

CAFE
20%

AZUCAR
25%

VIVERES
55%

EXISTENCIA
$120,000

Los graficos anteriores en que las partes de un todo se representan por sectores circu-
lares son llamados en inglés “pie charts”, (graficos de pastel) porque los sectores tienen

semejanza con los cortes que se dan a un pastel.

LINEAS RECTAS O CURVAS. GRAFICOS POR EJES COORDENADOS

——| Figura 45 t

[ N I | G G

S
no
=3
S
S
n
=
=4
n
S
o
N
S
59

Cuando en Estadistica se requiere ex-
presar las variaciones de una cantidad
en funcion del tiempo se emplea la re-
presentacion grafica por medio de ejes
coordenados. Las abscisas representan
los tiempos y las ordenadas de otra can-
tidad que se relaciona con el tiempo.
Cuando una cantidad y es propor-
cional al tiempo £, la ecuacion que la liga
con éste es de forma y = at, donde a es
constante, luego el grafico de sus varia-
ciones sera una linea recta a través del
origen y si su relacion con el tiempo es

de laformay =at + b, donde a y b son constantes, el grafico sera una linea recta que no pasa

por el origen.

Asi, la estadistica grafica de las ganancias de un almacén de 2000 a 2003, sabiendo que
en 2000 gand $2,000 y que en cada afio posterior gand $2,000 mas que en el inmediato
anterior, esta representado por la linea recta OM en la figura 45.
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Pero esto no es lo mas corriente. Lo usual es que las variaciones de la cantidad que
representan las ordenadas sean mas o menos irregulares y entonces el grafico es una linea
curva o quebrada.

— Figura 46 |
La figura 46 muestra las variaciones de o
la temperatura minima en una ciudad del dia g 250
15 al 20 de diciembre. Se ve que el dia 15 la % fg
minima fue 17.5°; el dia 16 de 10°, el dia 17 § 10
de 15° el 18 de 25°, el 19 de 22° y el 20 de Eo
15°. La linea quebrada que se obtiene es la
grafica de las variaciones de la temperatura. v 16 17 18 19 20
DIAS DE DIC.
—| Figura 47 |
En la figura 47 se representa la produc- 400,000
cion de una fabrica de automaviles durante 300,000
los 12 meses de los afos 2000, 2001, 2002 &
y 2003. § 200,000
El valor de la ordenada correspondiente a 2
cada mes da la produccion en ese mes. < 100,000
El grafico muestra los meses de minima
y maxima produccion en cada ano. 2000 2001 2002 2003
— Figura 48 }
Enlafigura 48 se exhibe el aumento de la 50
poblacion de una ciudad, desde 1975 hasta o
2000. Se ve que en 1975 la poblacion era 2 4
de 5,000 habitantes; el aumento de 1975 =
a 1980 es de 2,000 habitantes; de 1980 a = %
1985 de 6,000 habitantes; etc. La poblacion 10
32 1?%5083 de 30,000 habitantes y en 2000 1%75 1980 1985 1990 1995 2000

1. Exprese por medio de barras horizontales o verticales que en 2002 los municipios de la Central X
produjeron: el municipio A, 2 millones de arrobas; el municipio B, 3 millones y medio; el municipio
C, un millon y cuarto; y el municipio D, 4% millones.

2. Exprese por barras que de los 200 alumnos de un colegio, hay 50 de 10 anos, 40 de 11 afos, 30
de 13 anos, 60 de 14 anos y 20 de 15 afios.

3. Exprese por medio de sectores circulares y de barras que de los 80,000 sacos de mercancias que
tiene un almacén, el 40% son de azucar y el resto de arroz.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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. Exprese por medio de sectores circulares y de barras que de los 200,000 automéviles que produjo

una fabrica en el afo 2002, 100,000 fueron camiones, 40,000 automdviles abiertos y el resto
cerrados.

. Exprese por barras horizontales que el ejército del pais A tiene 3 millones de hombres, el de B un

millén 800,000 hombres y el de C 600,000 hombres.

. Exprese por medio de barras verticales que la circulacion de una revista de marzo a julio del 2002

fue: marzo, 10,000 ejemplares; abril, 14,000; mayo, 22,000; junio, 25,000 y julio, 30,000.

. Indique por medio de barras que un almacén gan6 en 1996 $3,000,000 y después de cada afio

hasta 2002, gané $1,500,000 mas que el afio anterior.

. Exprese por medio de barras que un hombre tiene invertido en casas 540,000,000 bolivares; en

valores 400,000,000 bolivares y en un banco 120,000,000 bolivares.

. Exprese por medio de barras que un pais exportdé mercancias por los siguientes valores; en 1997,

14 millones de pesos; en 1998, 17 millones; en 1999, 22 millones; en 2000, 30 millones; en 2001,
25 millones y en 2002, 40 millones.

Haga un grafico que exprese las temperaturas maximas siguientes: dia 14, 32°; dia 15, 35°; dia 16,
38°; dia 17, 22°; dia 18, 15°; dia 29, 25°.

Haga un grafico que exprese las siguientes temperaturas de un enfermo: Dia 20: a las 12 de la no-
che, 39° alas 6 a.m., 39.5° alas 12 del dia 40°; a las 6 p.m., 38.5°: Dia 21: a las 12 de la noche,
38° alas 6 a.m., 37°; alas 12 del dia, 37.4°; a las 6 p.m., 36°.

Las cotizaciones del dolar fueron: dia 10, 3.20 nuevos soles; dia 11, 3.40; dia 12, 4.00; dia 13,
3.80; dia 14, 3.60. Exprese graficamente esta cotizacion.

Un alumno se examina en Algebra todos los meses. En octubre obtuvo 55 puntos y en cada mes
posterior hasta mayo obtuvo 5 puntos mas que en el mes anterior. Hallar la gréfica de sus califica-
ciones.

Las calificaciones de un alumno en Algebra han sido: 15 de oct., 90 puntos; 30 de oct., 60 puntos;
15 de nov., 72 puntos; 30 de nov., 85 puntos; 15 de dic., 95 puntos. Hallar la grafica de sus califi-
caciones.

La poblacion de una ciudad fue en 1960, 5,000 habitantes; en 1970, 10,000 habitantes; en 1980,
20,000 habitantes; en 1990, 40,000 habitantes. Hallar la grafica del aumento de poblacion.

Las ventas de un almacén han sido: 1997, $40,000; 1998, $60,000; 1999, $35,000; 2000,
$20,000; 2001, $5,000 y 2002, $12,500. Hallar la gréfica de las ventas.

Las importaciones de un almacén de febrero a noviembre de 2002 fueron: febrero, $5,600,000;
marzo, $8,000,000; abril, $9,000,000; mayo, $10,000,000; junio, $8,200,000; julio, $7,400,000;
agosto, $6,000,000; septiembre, $9,400,000; octubre, $7,500,000 y noviembre, $6,300,000. Ha-
cer la grafica.

Las cantidades empleadas por una comparnia en salarios de sus obreros de julio a diciembre de 2002
fueron: julio, $25,000,000; agosto, $30,000,000; septiembre, $40,000,000; octubre, $20,000,000;
noviembre, $12,000,000; diciembre, $23,000,000. Realizar la grafica de los salarios.
Recomendamos a todo alumno como ejercicio muy interesante que lleve una estadistica gréfica de
sus calificaciones de todo el curso en esta asignatura.




Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Filosofo y matema-  toda su vida la idea de una Matematica simbolica universal,
tico aleman. La mente mas universal de su época. Domind  que Grassman comenzo a lograr al desarrollar el Algebra
toda la Filosofia y toda la ciencia de su tiempo. Descubri6  de Hamilton. Muri6 cuando escribia la historia de la familia
simultaneamente con Newton el Célculo Diferencial. Desarro- ~ Brunswick en la biblioteca de Hanover.

ll6 notablemente el analisis combinatorio. Mantuvo durante

Capitulo X X[/

ECUACIONES INDETERMINADAS

ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES

Consideremos la ecuacion 2x + 3y = 12, que tiene dos variables o incognitas. Despejando y,
tendremos:

Yy=12-2% .- y=12;2X

Para cada valor que demos a x obtenemos un valor para y. Asi, para
x=0, y=4 X=2, y=2§
x=1, y=3% X=3, y =2, etcétera
Todos estos pares de valores, sustituidos en la ecuacion dada, la convierten en identi-
dad, o sea que satisfacen la ecuacion. Dando valores a x podemos obtener infinitos pares

de valores que satisfacen la ecuacion. Esta es una ecuacion indeterminada. Entonces, toda
ecuacion de primer grado con dos variables es una ecuacion indeterminada.

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS.
SOLUCIONES ENTERAS Y POSITIVAS

Hemos visto que toda ecuacion de primer grado con dos incdgnitas es indeterminada, tiene
infinitas soluciones; pero si fijlamos la condicidn de que las soluciones sean enteras y posi-
tivas, el nimero de soluciones puede ser limitado en algunos casos.
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Resolver x + y = 4, para valores enteros y positivos.
Despejando y, tenemos: y = 4 — x.

El valor de y depende del valor de x; x tiene que ser entera y positiva segin la condicion
fijada, y para que y sea entera y positiva, el mayor valor que podemos dar a x es 3,
porque Six =4, entoncesy=4—-x=4-4=0, y sixes 5 ya se tendria
y=4-5=-1, negativa.

Por tanto, las soluciones enteras y positivas de la ecuacion, son:

< <<
I
- N w

R.

< X X
1l
w N —

Resolver 5x + 7y = 128 para valores enteros y positivos.
Despejando x que tiene el menor coeficiente, tendremos:

5x=128-7y - x=1%T‘”
Ahora descomponemos 128 y —7y en dos sumandos uno de los cuales sea el mayor
maltiplo de 5 que contiene cada uno, y tendremos:

125+43-5y-2y _125 _ 6y _ 3- 2y _ 3- 2y
= - = - + —
5 5 5 =l

32y

luego queda: x=25—y+>—=~ y de aqui x — 25+y_—

Siendo x y y enteros, (condicion fijada) el primer miembro de esta igualdad tiene que ser
entero, luego el segundo miembro sera entero y tendremos:

% =entero

Ahora multiplicamos el numerador por un numero tal que al dividir el coeficiente de y
entre 5 nos dé el residuo 1, en este caso por 3, y tendremos:

9= _ entero

o

9—6y=5+4—5y—y=§ 4

0 sea 9 ) 9 5 9

_1—y+4%’=entero
4-y
luego nos queda 1—y+T= entero.

Para que 1- y+4%’ sea entero es necesario que ‘I_Tyzentero. Llamemos m a este

entero: 4%’: m.
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Despejando y: 4—y=5m
—y=5m-4
y=4-5m (1)

Sustituyendo este valor de y en la ecuacion dada 5x + 7y = 128, tenemos:
5 +7(4 —5m) =128

5x + 28 — 35m =128

5%x =100 + 35m
100+ 35m
5

x=20+7m (2)
Reuniendo los resultados (1) y (2), tenemos:

x=20+7m
y= 4-5m donde m es entero

X=

Ahora, dando valores a m obtendremos valores para x y y. Si algdn valor es negativo, se
desecha la solucion.

Asi: Para

0 x=20, y=4
1

m
m X =27, y=-1 se desecha

No se prueban mas valores positivos de m porque darian la y negativa.

Para m=-1 x=13, y=9
m=-2 X= 6, y=14
m=-3 Xx=-1, se desecha.

No se prueban mas valores negativos de m porque darian la x negativa. Por tanto, las
soluciones enteras y positivas de la ecuacion, son:

x=20 y= 4
x=13 y=9
xX=6 y=14 R.

Los resultados (1) y (2) son la solucion general de la ecuacion.

Resolver 7x — 12y = 17 para valores enteros y positivos.

Despejandox: 7x=17+12y .. X=17+712y
_14+3+7y+5y _14 Ty  3+5y_ 345y

0sea X= L LTI gy, 8

luego queda  x=2+y + 3+75y

0 sea x—2_y:@

Siendo x y y enteros, x — 2 — y es entero, luego

3+75y = entero

313
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Multiplicando el numerador por 3 (porque 3 x 5 =15 y 15 dividido entre 7 da residuo 1)

tendremos: @:entero

9+15y _ 7+2+14y+y 7 14y  y+2_ y+2 _
osea === - S _1+2y+—7 =entero
luego queda: 1+ 2y + 22 = entero.

7
Para que esta expresion sea un nimero entero, s necesario que VTJrz: entero .

Llamemos m a este entero: }%2= m.

Despejando y: y+2=7m
y=7m-2 (1)

Sustituyendo este valor de y en la ecuacion dada 7x — 12y = 17, se tiene:

x-12(Tm-2)=17
X —84m + 24 =17
7x=84m -7
_84m-7
X==

x=12m-1 ()

5 =12m -1
La solucion general es X m donde m es entero.
y=7m-2

Sim es cero 0 negativo, X y y serian negativas; se desechan esas soluciones.
Para cualquier valor positivo de m, x y y son positivas, y tendremos:

Para m=1 x=11 y= 9
m=2 x=23 y=12
m=3 x=35 y=19
m=4 x=47 y =26

y asi sucesivamente, luego el nimero de soluciones enteras y positivas es ilimitado.

OBSERVACION

Si en la ecuacion dada el término que contiene la x esta conectado con el término que
contiene la y por medio del signo + el nimero de soluciones enteras y positivas es /imi-
tado y si esta conectado por el signo — es ilimitado.

Hallar todas las soluciones enteras y positivas de:

1. X+y=5 6. 15x + 7y =136 11. 7x + 5y =104 16. 10x + 13y =294
2. 2Xx+3y=37 7. x+5y=24 12. 10x+y =32 17. 11x + 8y =300
3. 3x+5y=43 8. I+ 11y =203 13. 9+ 4y =86 18. 21x + 25y =705
4. x+3y=9 9. 5%x+2y=73 14. 9 + 11y =207

5. 7x+ 8y =115 10. 8x + 13y =162 15. 11x + 12y =354
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Hallar la solucion general y los tres menores pares de los valores enteros y positivos de x y y que sa-
tisfacen las ecuaciones siguientes:

19. 3x—4y =5 22. 11x—12y=0 25. 8x — 13y =407
20. 5x— 8y =1 23. 14x - 17y =32 26. 20y — 23x =411
21. 7x—13y =43 24. 7x — 11y =83 27. 5y —7x =312

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES INDETERMINADAS

Un comerciante emplea 64 quetzales en comprar lapiceros a 3 quetzales cada uno y
plumas fuente a 5 quetzales cada una. ¢Cuantos lapiceros y cuantas plumas fuente puede
comprar?

Sea X = ndmero de lapiceros
y =namero de plumas fuente

Como cada lapicero cuesta 3 quetzales, 10s x lapiceros costaran 3x quetzales y como
cada pluma cuesta 5 quetzales, las y plumas costaran 5y quetzales. Por todo se paga 64

quetzales; luego, tenemos la ecuacion: 3x+ 5y =064

Resolviendo esta ecuacion para valores enteros y positivos, se obtienen las soluciones

siguientes: x=18, y=2 x=8, y=38

x=13, y=5 «x=3, y=11

luego, por 64 quetzales puede comprar 18 lapiceros y 2 plumas o 13 lapiceros y 5 plumas u
8 lapiceros y 8 plumas o 3 lapiceros y 11 plumas. R.

=Y

1. Hallar todas las combinaciones posibles de billetes de $2 y $5 con las que se puede tener $42.

2. Determinar todas las combinaciones posibles de monedas de $5 y $10 con las que se pueden pagar $45.

3. Hallar todos los pares de numeros enteros y positivos tales que si uno se multiplica por 5y el otro
por 3, la suma de sus productos vale 62.

4. Un hombre pagd 340,000 bolivares por sombreros de 8,000 bolivares cada uno y pares de zapatos
a 15,000 bolivares. ¢Cuantos sombreros y pares de zapatos comprg?

5. Un hombre pagé $420 por tela de lana a $15 y de seda a $25 el metro. ¢Cuantos metros completos
de lana y de seda comprg?

6. En una excursion cada nifio pagaba $45 y cada adulto $100. Si el gasto total fue de $1,700, écuan-
tos adultos y ninos fueron?

7. Un ganadero compr6 caballos y vacas por 410,000,000 sucres. Cada caballo le costd 4,600,000
sucres y cada vaca 4,400,000 sucres. ¢Cuantos caballos y vacas compro?

8. El triple de un numero aumentado en 3 equivale al quintuple de otro aumentado en 5. Hallar los
nimeros enteros menores positivos que cumplen esta condicion.

9. Determinar todas las combinaciones posibles de monedas de 25¢ y de 10¢ con las que se pueden
pagar $2.10.

Ejercicio
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REPRESENTACION GRAFICA DE UNA ECUACION LINEAL

Las ecuaciones de primer grado con dos variables se llaman ecuaciones lineales porque
representan lineas rectas. En efecto:
Si en la ecuacion 2x — 3y = 0, despejamos y, tenemos:

—3y=-2x,05€a, 3y=2% .. :%x

y aqui vemos que y es funcion de primer grado de x sin término independiente, y sabemos
(274) que toda funcion de primer grado sin término independiente representa una linea recta
que pasa por el origen.

Si en la ecuacion 4x — 5y = 10 despejamos y, tenemos:

—5y=10—4x osea b5y=4x—10 .. y=4xg10

0 sea y=%x—2

y aqui vemos que y es funcion de primer grado de x con término independiente, y sabemos
que toda funcion de primer grado con término independiente representa una linea recta que
no pasa por el origen (274). Por tanto:

1) Toda ecuacion de primer grado con dos variables representa una linea recta.

2) Si la ecuacion carece de término independiente, la linea recta que ella representa
pasa por el origen.

3) Silaecuacion tiene término independiente, la linea recta que ella representa no pasa
por el origen.

1) Representar graficamente la ecuacion 5x — 3y = 0.

Como la ecuacion carece de término independiente el origen es un punto de la recta (Fig.
49). Basta hallar otro punto cualquiera y unirlo con el origen.

Despejando y: —— Figura 49|

Y

—3y=-5x 0sea 3y=>5x.. y :%x
Hallemos el valor de y para un valor cualquiera de x,
por ejemplo:
X 0 X
Parax=3, y=>5. //Q
o

El punto (3, 5) es un punto de la recta, que unido %*’
con el origen determina la recta 5x — 3y = 0.

v
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2)

3)

4)

5)

Grafico de 3x + 4y = 15.

Como la ecuacion tiene término independiente la linea

recta que ella representa no pasa por el origen. En

este caso, lo mas comodo es hallar las interseccio-

nes con los ejes. La interseccion con el eje de las x

se obtiene haciendo y = 0 y la interseccion con el eje

de las y se obtiene haciendo x = 0.

Tenemos:

Para y=0,
x=0, y= 3Z

Marcando los puntos (5, 0) y (O, 3%) (Fig. 50), y

uniéndolos entre si queda representada la recta que
representa la ecuacion 3x + 4y = 15.

Graficodex — 3 =0.

Despejando x, se tiene x = 3.

Esta ecuacion equivale a Oy + x = 3.

Para cualquier valor de y, el término Oy = 0.

Paray=0,x=3;paray=1,x=3;paray =2, x =3,

etc., luego la ecuacion x = 3 es el lugar geométrico

de todos los puntos cuya abscisa es 3, 0 sea que

x—3=00x=3representa una linea recta paralela al

gfe de las y que pasa por el punto (3, 0). (Fig. 51).
Del mismo modo, x + 2 =0 0 x = -2 representa

una linea recta paralela al eje de las y que pasa por el

punto (-2, 0). (Fig. 51)

La ecuacion x = 0 representa el eje de las ordena-

das.

Graficode y — 2 =0.

Despejando y se tiene y = 2.

Esta ecuacion equivale a Ox + y = 2, 0 Sea,

que para cualquier valor de x, y = 2; luego,

y—2=00y=2es el lugar geométrico de todos los

puntos cuya ordenada es 2; luego, y = 2 representa

una linea recta paralela al eje de las x que pasa por el

punto (0, 2). (Fig. 52)

—1 Figura 50 |
\ Y
(7
*x
%
N
)
X 0 X
YI
—{Figura 51|
Y
X 0 X
o o o
e I
o > &
F I
> <
Y/
—{ Figura 52 |
2
y=2=0
X y=0[0 X
y+4=0
Y’

Del mismo modo, y + 4 =0 0 y =—4 representa una linea recta paralela al eje de las X que

pasa por el punto (0, —4). (Fig. 52)
La ecuacion y = 0 representa el eje de las abscisas.

Hallar |a interseccion de 3x + 4y =10 con 2x + y = 0.
Representemos ambas lineas (Fig. 53).
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En 3x + 4y =10, se tiene:

Para x=0,

y=0,

Marcando los puntos (O, 2%) y (3% 0) y uniéndolos

queda representada 3x + 4y = 10.
En 2x + y = 0 se tiene:
Para x=1, y=-2

Uniendo el punto (1, —2) con el origen (la ecuacion

_nl
y=2!

—al
)(—33
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— Figura 53 |

Y
24)
X (2/’
(=

7
2 Y\\
o 0

X! 0

Y/

carece de término independiente) queda representada 2x + y = 0.
En el grafico se ve que las coordenadas del punto de interseccion de las dos rectas son
x=-2,y =4, luego el punto de interseccion es (-2, 4).

6) Hallar la interseccion de 2x + 5y =4 con 3x + 2y = -5.

En 2x + 5y = 4, se tiene:
Para x=0,

yZO!

Marcando estos puntos (Fig. 54) y uniéndolos
queda representada la ecuacion 2x + 5y = 4.

En 3x + 2y = -5, se tiene:

_4
V=5
X=2

— Figura 54 |

X
Para x=0, y=- %
= —_12
y=0, X= 13
Marcando estos puntos y uniéndolos queda repre-
sentada la ecuacion 3x + 2y = —5.
La interseccion de las dos rectas en el punto (-3, 2). R.
Representar graficamente las ecuaciones:
1.x—y=0 5 5x+2y=0 9. y-7=0 13. dx+5y=-20 17. W +2y=-12
2.X+y=5 6. 8x =3y 10. 2x+3y=-20 14. 7x—12y=84 18. 7x—-2y—14=0
3x-1=0 7.x-y=-4 11. 5x—4y =8 15. 2y —3x=9 19. 3x—4y-6=0
4. y+5=0 8. x+6=0 12. 2x+ 5y =30 16. 10x—3y =0 20. 8y — 15x =40

Hallar la interseccion de:
21.x+1=0con y—4=0

22. 3x=2y con x+y=>5

23. x—y=2con 3x+y=18

24. 2x—y =0 con 5x+4y=-26
25. 5x+6y=-9 con 4x-3y=24

26. x+5=0 con 6x—7y=-9

27. 3x+8y =28 con 5x—2y=-30

28. y—4=0 con 7x+2y=22

29. 6x=-5y con 4x—3y=-38

30. 5x—2y+14=0 con 8 —-5y+17=0




LONDRES

Brook Taylor (1685-1731). Matemético y hombre de ciencia  /os incrementos directos e inversos, contiene los principios
inglés. Cultivd la Fisica, la Musica y la Pintura. Pertenecia a  basicos del célculo de las diferencias finitas. En el Algebra
un circulo de discipulos de Newton, y se dio a conocer en  elemental conocemos el teorema de Taylor, cuya consecuen-
1708 al presentar en la Royal Society un trabajo acerca de  cia es el teorema de Maclaurin.

los centros de oscilacion. Su obra fundamental, Método de

Capitulo X X/

ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO
CON DOS INCOGNITAS

ECUACIONES SIMULTANEAS

Dos 0 mas ecuaciones con dos 0 mas incognitas son simultaneas cuando se satisfacen para
iguales valores de las incdgnitas.

Asi, las ecuaciones X+y=5
x—y=1

son simultaneas porque x = 3, y = 2 satisfacen ambas ecuaciones.

ECUACIONES EQUIVALENTES son las que se obtienen una de la otra.
Asi, X+y=4
2+2y=38

son equivalentes porque dividiendo entre 2 la segunda ecuacion se obtiene la primera.
Las ecuaciones equivalentes tienen infinitas soluciones comunes.
Ecuaciones independientes son las que no se obtienen una de la otra.
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Cuando las ecuaciones independientes tienen una sola solucion comin son simul-
taneas.

Asi, las ecuaciones x + y =5y x — y = 1 son independientes porque no se obtienen una
de la otra y simultaneas porque el Gnico par de valores que satisface ambas ecuaciones es
x=3,y=2.

Ecuaciones incompatibles son ecuaciones independientes que no tienen solucion
coman.

Asi, las ecuaciones:

x+2y=10
2X+4y=5

son incompatibles porque no hay ningan par de valores de x y y que verifique ambas ecua-
ciones.

SISTEMA DE ECUACIONES es la reunion de dos 0 mas ecuaciones con dos 0 mas incog-
nitas.
Asi,

2+3y=13
dx— y=5

es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas.

Solucion de un sistema de ecuaciones es un grupo de valores de las incognitas que satis-
face todas las ecuaciones del sistema. La solucion del sistema anterioresx =2,y = 3.

Un sistema de ecuaciones es posible o compatible cuando tiene solucion y es imposible
0 incompatible cuando no tiene solucion.

Un sistema compatible es determinado cuando tiene una sola solucion e indeterminado
cuando tiene infinitas soluciones.

SISTEMAS DE DOS ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO
CON DOS INCOGNITAS

RESOLUCION

Para resolver un sistema de esta clase es necesario obtener de las dos ecuaciones dadas una
sola ecuacion con una incognita. Esta operacion se llama eliminacidn.

METODOS DE ELIMINACION MAS USUALES

Son tres: método de igualacién, de comparacién y de reduccion, también llamado este
Gltimo de suma o resta.



CAPITULO XXIV Ecuaciones simultaneas de primer grado con dos incégnitas 321

I. ELIMINACION POR IGUALACION

. xX+4=13 (1) .
Resolver el sistema { 5x—2y=19  (2) @

Despejemos una cualquiera de las incognitas; por ejemplo x, en ambas ecuaciones.

Despejandoxen (1):  7x=13 -4y .. ng

Despejandoxen (2):  5x=19+2y . x= %

Ahora se igualan entre si los dos valores de x que hemos obtenido:
13-4y 19+2y
7 5

y ya tenemos una sola ecuacion con una incognita; hemos eliminado la x. Resolviendo esta
gcuacion:

5(13-4y)=7(19 + 2y)
65— 20y =133 + 14y
—20y — 14y =133 - 65
-34y =68
y=-2

Sustituyendo este valor de y en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejemplo en (1)
(generalmente se sustituye en la mas sencilla), se tiene:

X +4(=2) =13
7x-8=13
x=21 x= 3
x=3 R.{ _

VERIFICACION
Sustituyendo x = 3, y = -2 en las dos ecuaciones dadas, ambas se convierten en identidad.

D

Resolver por el método de igualacion:

X+6y=27 x—4y=>5 15x — 11y =-87 2
1'{7x-3y=9 4'{9x+8y=13 7'{—12x—5y=—27 g

H—2y=-2 I +16y=7 7X+9y =42 ia
> {5x+8y=—60 '{4y—3x=0 '{12x+10y=—4

+5y=7 14x —11y=-29 6x — 18y =-85
3. . 9.
x—-y=-4 13y —8x=30 24x — 5y =-5
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Il. ELIMINACION POR SUSTITUCION

Resolver el sistema x+by=-24 (1)
8-3y=19 (2

Despejemos una de las incognitas, por ejemplo x, en una de las ecuaciones. Vamos a
despejarla en la ecuacion (1). Tendremos:

2x=-24 -5y .. x:‘242‘5y

Este valor de x se sustituye en la ecuacion (2):

8(‘242‘5}’)—3y=19

y ya tenemos una ecuacion con una incognita; hemos eliminado la x.
Resolvamos esta ecuacion. Simplificado 8 y 2, queda:

4(~24 — 5y) — 3y =19

-96 - 20y -3y =19
20y -3y=19+96
23y =115
y=-5
Sustituyendo y = -5 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejemplo en (1) se tiene:
2X + 5(-5) =24
2x—25=-24 x=1
2 =1 R. 2
x=1 =-5

2

VERIFICACION
Haciendo x=%, y=-5enlas dos ecuaciones dadas, ambas se convierten en identidad.

Resolver por sustitucion:

X+3y=6 x—5y=38 4x + 5y =5
1'{5x-2y=13 4'{-7x+8y=25 7'{—10y—4x=—7

5x + 7y =-1 15x + 11y =32 32x — 25y =13
2'{-3x+4y:-24 5'{7y-9x=8 8'{16x+15y=1

4y +3x =8 10x + 18y = 11 -13y + 11x = -163
3. b 9.
8 — 9y =-T77 16x — 9y =-5 —8x + 7y =94
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lIl. METODO DE REDUCCION
, Sx+6y= 20 (1)
Resolver el sistema { Ix—3y=-23 @

En este método se hacen iguales los coeficientes de una de las incognitas.

Vamos a igualar los coeficientes de y en ambas ecuaciones, porque es lo mas sencillo.

El m. ¢c. m. de los coeficientes de y, 6 y 3, es 6. Multiplicamos la segunda ecuacion
por 2 porque 2 x 3 = 6, y tendremos:

bx+6y= 20
8x — 6y =—46
Como los coeficientes de y que hemos igualado tienen sig- 5 +6y= 20
nos distintos, se suman estas ecuaciones porque con ello se /v 8x — 6y =46
eliminalay: 13x - _%
—_6__
X=-% 2

Sustituyendo x = —2 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejemplo en (1), se tiene:

5(-2) + 6y =20

—10+6y:20 7X=—2
6y =30 R{
y=5 y=°

1x+%=8 (1)
B —15y=-1 (2)

Vamos a igualar los coeficientes de x. El m. ¢. m. de 10 y 8 es 40; multiplico la primera
ecuacion por 4 porque 4 x 10 =40 y la segunda por 5 porque 5 x 8 = 40, y tendremos:

Resolver el sistema {

40x + 36y = 32
40x — 75y = -5

Como los coeficientes que hemos igualado tienen signos 40x + 36y = 32
iguales, se restan ambas ecuaciones y de ese modo se elimina —40x+75y= 5
la x. Cambiando los signos a una cualquiera de ellas, por eiem/ 111y = 37
plo a la segunda, tenemos:

y=37=1
1173
Sustituyendo y =% en (2), tenemos: el
—15(1|=—
8x 15(3] 1
8x—5=-1 x=1
=4 R. 1
_4_1 V=3
*=572
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El método expuesto, que es el mas expedito, se llama también de suma o resta porque
segun se ha visto en los ejemplos anteriores, si los coeficientes que se igualan tienen signos
distintos se suman las dos ecuaciones y si tienen signos iguales, se restan.

Es indiferente igualar los coeficientes de x o de y. Generalmente se igualan aquellos en
que la operacion es mas sencilla.

L Resolver por suma o resta:
=) {6x—5y:—9 {10x—3y=36 { 2x— 14y =20
=y 1. 5. 9.
g 4x +3y =13 2X + 5y =4 12y — 14x =1
[Ty 7x—15y=1 1x-9y=2 15x —y =40
2'{—x—6y=8 6'{13x—15y=—2 10{19x+8y 236
3 —4y=41 18x + 5y =11 36x —11y=-14
> {11x+6y=47 ! { 12x + 11y = 31 i {24)(—17}/_10
9%+ 11y =-14 9 +7y=—4 12x— 17y =104
4'{6x-5y=-34 8'{11x-13y=-48 {15x+19y_—31

RESOLUCION DE SISTEMAS NUMERICOS DE DOS ECUACIONES
ENTERAS CON DOS INCOGNITAS

Conocidos los métodos de eliminacion, resolveremos sistemas en que antes de eliminar hay
que simplificar las ecuaciones.
, —(dy+6)=2y-(x+18)
1. Resolver el sistema
esolver el siste { X 3=x—_y+4

X—4y-6=2y—-x-18
Suprimiendo los signos de agrupacion: { / /

A-3=x-y+4
Transooniendo: K—4y-2y+x=-18+6
ansponiendo: 2X—x+y=4+3
4x — by =-12
Reduciendo término semejantes: { /
X+y=7
2 —-3y=-6
Dividiendo la 1? ecuacion entre 2: /
x+y=7 (1)
2X—3y=-6
Vamos a igualar los coeficientes de y. Multiplicamos la segunda / 3x + 3y =21
gcuacion por 3 y sumamos: 5x -15

x=3
Sustituyendo x = 3 en (1), se tiene:

3+y=7 x=3
y=4 R. {
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. 3(2x+y) =20/ —x) =4y +7)
2. Resolver el sistema { 3(2y + 3x) — 20 = 53
o 6X + 3y — 2y + 2x = —4y — 28
Efectuando las operaciones indicadas: { 6y + 9 — 20 = —53
. 6x +3y -2y +2x + 4y =-28
Transponiendo: { 9x +6y=-53+20
. 8 +5y=-2
Reduciendo: { 9+ 6y =—3
o . 8x + 5y = -2
Dividiendo entre 3 la 2° ecuacion: { I+ 2y = _11 (1)
Multiplicando la 1% ecuacion por 3 { 24x + 15y = -8
y la 2% por 8: 24x+16y——
Cambiando signos a la 1* ecuacion: { gg + 13 : _gg

Sustituyendo y =—4 en (1):

3+ 2(-4) =-11
3x-8=-11
3x=-3

Xx=-1

Resolver los siguientes sistemas:

{SX 5=7y—-9 , {(x y) — (6x + 8y) = —(10x + 5y + 3) .g
6x=3y+6 (x+y)— 9y — 11x) = 2y — 2x g

x—1=y+1 5(x+3y)— (7x+8y)=-6 e
> {x 3=3y-7 . {7X 9 —-2(x—18y)=0

x+2)= 2(x =4(y — 4x)
3{2(y+5 =T7x 9{10(y X)=11y-12

x-1=2(+6) —4dy-2(2x-7)=0
4{x+6 3(1 - 2y) 10{5( -(@2y-1)=0

=2y + 30 12x+2y ) = 8(2x +y) = 2(5x — 6y)

5{5)(—29 x—(5-4y) 11{20 ) =-10

3 — (X +y)=5y— (2x + ) -yx-3)=-14
> {4)(— 3y +7)=5y-47 12{y -6)—x(y+9)=54
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. RESOLUCION DE SISTEMAS NUMERICOS DE DOS
ECUACIONES FRACCIONARIAS CON DOS INCOGNITAS

3x+4_y+2
. AR A
1. Resolver el sistema
2y_5x141r4=x+24

Suprimiendo denominadores:
Efectuando operaciones:
Transponiendo:
Reduciendo:

Multiplicando la 1% ecuacion por 7 y

la 2% por 4:

Sustituyendo y =10en (1):

12x—-70=26

2. Resolver el sistema

Suprimiendo denominadores:

Efectuando operaciones:

Transponiendo:

Reduciendo:

Dividiendo entre 3 la 2* ecuacion:

—_— A A

21x-3(3x+4)=7(+2)

44y — 2(5x +4) = 11(x + 24)
21X - —-12=7y+14
44y —10x — 8 =11x + 264
21X - —-7y=14+12

—10x = 11x + 44y = 264 + 8

12x-7y=26 (1)

—21x + 44y = 272

84x — 49y = 182

—84x + 176y = 1,088

127y =1,270
y=10

12x =96
x=8

TX+y)=-2(-y)
{ +y-1=2x-y-2)
X+7y=-2x+2y
{ &+ y—-1=2x-2y-4
X+7y+2x-2y=0
{8x+ y—2+2y=-4+1

9 + 5y = 0 (1)

2+ y=—
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9 +5/=0
Multiplicando por -5 la 2* ecuacion:| —10x -5y =5
X =5
x=-b
Sustituyendo x =5 en (1):
9(-5)+5/=0
-45+5y=0
sy 45 R
y = “1y=9
y=9
Resolver los siguientes sistemas: 0
—3 3 4 2
X y= x_Y__q1 &8 _J=8_ o
o ry=1 575~ o 3 b S
1 7 13. o
y_ X, ¥Y__419 x=4  y+2_ (1]
Xtp=T sty ot 3
5x =9 [ x-1 y-1_ 13
) X4 g %3
2 [ 14,
x+1  y+1_ 2
x-¥-15 11,3, ERE
7T
L i
7t50 24l y 0 5
3. === 15.
3y -X=26 9'{ v ios e
14 2x-3y=-8 5 10
x_Yy 12x+5y+6=0 __3y+3
5 4 104 ¢ 7yy X=="
4. ?—?:—12 16.
Y_x_ 4 _1+5x
33 ) y=-=3
X _
Sy _1y=2 5 U+ X+y_x-y
5 4 11. 6 1
5. y 4 17.
Y y3x =442
2x=2y 5 5 X _y+3
2 3
2y 3y x_y__1 =8
3X 4y_1 5 6 30 3X_T=6
6. 12, 18. e
1y _5,_ x_¥_q1 3y-—=-=9
8/ EX_Z 3 20_112 !
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20.

21.

23.

Xty _y-x_7 7 - 7 6x+9y-4_2
6 3 % 2x-3y+6  3x-2y-1 4x—6y+5 5
- 24. 6 10 29.
X, x-y_5 =10 2x+3y-3_ 6
+ 7= x+3y-3_6
¢ 6 Xoy+d o y+2 3x+2y—4 11
X+y _ x+2y
XZZ_VEX=X_7 X—y 7 Xx+y—-15" Y
25. 30.
-y By-x_, X+y+1_3 dx _s(y-1)_
8 =y=13 x+y-1 4 3 8 =-1
x_g_ 3% g1 245 (5-y)=—60
123" _3y,2 4 2 4 7
26. ~ 31.
y-x _2x+y_ 17 y+62_1 X) =40
5y;3’( X-y 3 Y ;. — (=%
x-2_y-7 3x+4y=_@
y(x_4):x(y_6) . X+ y-5 2 X -6y 23
22. o 3
%— 1_11—0 x+1_y-3 9x-y __63
x-1 y- 3+x-y 31
3(x+3y):g x—y—1:_g X_4x+1=2y—5
S5x+6y 17 x+y+1 17 9 3
28. 33.
-1y _ X+y-1_ _3y+2_x+18
y+1 x—y+1__15 A )

SISTEMAS LITERALES DE DOS ECUACIONES
CON DOS INCOGNITAS

ax+by=a*+b> (1)

1) Resolver el sistema { bx+ay=2ab  (2)

Vamos a igualar los coeficientes de la x. Multiplicando la primera ecuacion por b y la
segunda por a, tenemos:
abx +by=a’b +b*
abx + a%y = 2a’b
abx + b’y =a’h + b®
—abx — a%y = -2a%b
by —a’y=ah +b*—2a%
by —a%y =b®-a%h

Restando la 2* ecuacion de la primera: {

Reduciendo términos semejantes:
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Sacando el factor comun y en el primer miembro

y el factor comuin b en el segundo: » y(b?—a’) =b(h*-a?)
Dividiendo entre (b* — a?) ambos miembros: > y=b
Sustituyendo y = b en (2), tenemos:
Transponiendo: bx +ab = 2ab R.
bx = ab y=>b

Dividiendo entre b: x=a

X_Y_b 1)

. a a
2) Resolver el sistema
X-y=a (2)
. . bx —ay = b?
Quitando denominadores en (1), nos queda: et
Multiplicando por b la 2* ecuacion y cam- bx —ay=b°
biandole el signo: —bx + by =-ab
by —ay=b*-ab

Sacando factor comun y en el primer miembro y b en el segundo:
ylb—a)=b(b-a)

Dividiendo entre (b — a): y=>b
Sustituyendo en (2) este valor de y, tenemos:
X—b=a R x=a+b
Xx=a+b " |y=b
2 2
X+y= a ;)b
3) Resolver el sistema
ax—by=2b

— 92 2
Quitando denominadores: { abx +aby =a"+b* (1)

ax—by=2b (2)
Multiplicando la 2° ecuacion poray | abx+aby=a’+b?
sumando: a’x — aby = 2ab

a’x +abx = a® + 2ab + b°

Factorizando ambos miembros: ax(@+b) = (@ +b)?
Dividiendo entre (a + b): ax=a+b
_ath

X
a
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BALDOR ALGEBRA
Este valor de x puede sustituirse en cualquier ecuacion para hallar y, pero no vamos
a hacerlo asi, sino que vamos a hallar y eliminando la x. Para eso, tomamos otra vez
el sistema (1) y (2):
abx +aby =a*+b*> (1)
- ax-by=2b (2)
Multiplicando (2) por b y cam- abx + aby = a% + b®
biandole el signo: _abx + b?y = —2b?
aby + b’y =a* - b*
Factorizando ambos miembros: by (@+b)=(a+b)(@->b)
by=a-b x=a+b
a
_a-b R.
y b a-b
V="
NOTA

El sistema que hemos empleado de hallar la segunda incdgnita eliminando la primera, es

muchas veces mas sencillo que el de sustituir.

—

=
o
(=
o
=
L

{ ax—-by=0 ax—-by=0
_ 15. b2
X+y_ﬂ ay—bx=aabb
{ . mx —ny =m* +n? LU
nx +my =m?+n? 16407 2
{ x—y=abb-a)
3.
{ nX+my=m-+n
17. S_nd
== =5 mx—ny="_"
| x+y=1+a g e 2
- X—by=a(a+b)+b? " @-b)x—(a+b)y=>b"-3ab
Xpy=2b ‘—ymn [ @+bx—(a-by=ab-b?
5. [
12.
Xy { xeb y-b_arb
y mx —ny =m® a b b
19.
Xy Yoo sl Pod_ B
b a b & e
6. 2_ 52
42 2b—
Xy @t Z== X LY 1
| @ b ab atb a+b ab
20.
7 X+y:a+b 14, X+y 20 £+Z:a2+b2
| ax+by=a’+b? o2
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ECUACIONES SIMULTANEAS CON INCOGNITAS
EN LOS DENOMINADORES

En ciertos casos, cuando las incognitas estan en los denominadores, el sistema puede re-
solverse por un método especial, en que no se suprimen los denominadores. A continuacion
resolvemos dos ejemplos usando este método.

1) Resolver el sistema

Vamos a eliminar la y. Multiplicando la primera ecuacion por 2 y la segunda por 3,
tenemos:

Xy
21_18_33
X y 2

Sumando:

Quitando denominadores: 82 =41x

Sustituyendo x =2 en (1):

10y + 18 =4y
6y =18 R {Xzz
y = -1,

y=-3

2) Resolver el sistema
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Vamos a eliminar la x. Multiplicando la primera ecuacion por % y lo segunda por 2,

BALDOR ALGEBRA

tenemos:
6,21 _33
4x+12y 4
6, 10_
4X+2y 18
3,73
o 2x 4y 4
Simplificando y restando:
_3_5__18
2X Yy
13__39
4y 4
13_39
0 sea 44
Quitando denominadores: 13 =3%
13_1
V=33
Sustituyendo y = % en (1):
§+L1=11
3(5
§+7:ﬁ
2+ 7x=11x
2=4x _1
2 _1 o
H=E=L
472 =1
V=3
1 Resolver los sistemas:
o ] i i i
e | 127 9,4 7 9,3 g7 9,10__44
© X y 6 3 X y 5 Xy ; Xy
) 2.1 4 17 6 1 5.4 17 15
i S4-== ——==4 S4==22 —==-4
L x y 3 L X Yy L Xy X y
(3_2_1 (12,5_ 13 (6 8_ o [(1.3_3
X y 2 4xy2 Bxy 82)(y4
g+§:§ . E.I_Z:_B . 4_‘_&:50 . 1+i:_ﬁ
| x y 12 L x y 2 L Xy x 2y 3
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(2 1_ 1 (8, 1_47 (a,b_,
5x 3 45 10x 3y 60
9 J 11. 4 13 ey
1_3_4 6,1 _o4 2_3b_2-3a
| 10x 5y 5 | 5x 4y 5 L Xy a
372 1,1, 2,.2_m+n
w0l x ¥ 3 2.0 %Y 10, Xy mn
1.8_103 1_1:1) m_n_g
4x y 8 L X Yy L X Yy

DETERMINANTE

Si del producto ab restamos el producto cd, tendremos la expresion ab — cd.
Esta expresion puede escribirse con la siguiente notacion:

ab-cd=
c b

a d

. la d .
La expresion c b es un determinante.

Las columnas de un determinante estan constituidas por las cantidades que estan en
una misma linea vertical. En el ejemplo anterior 2 esla primera columna y d la segunda
columna. ¢ b

Las filas estan constituidas por las cantidades que se encuentran en una misma linea
horizontal.

En el ejemplo dado, a d es la primera filay ¢ b la segunda fila.

Un determinante es cuadrado cuando tiene el mismo nimero de columnas que de filas.
a d
c b

El orden de un determinante cuadrado es el nimero de elementos de cada fila o columna.

a d |1 2
c bl |3 4

Asi es un determinante cuadrado porque tiene dos columnas y dos filas.

Asi, son determinantes de segundo orden.
a,d
c><b
une ¢ con d es la diagonal secundaria.

Los elementos de este determinante son los productos ab y cd, a cuya diferencia equi-
vale este determinante.

y

En el determinante la linea que une a con b es la diagonal principal y la linea que
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DESARROLLO DE UN DETERMINANTE DE SEGUNDO ORDEN

BALDOR ALGEBRA

Un determinante de segundo orden equivale al producto de los términos que pertenecen ala
diagonal principal, menos el producto de los términos que pertenecen a la diagonal secun-

daria.
as/n
1 =ab—mn
) m><b
as,/—n
2 =ab—-m(-n)=ab+mn
) mXb (~n)
3) : Z=3x4—5x2=12—10=2
8 [° =32~ 1(5)=—6+5=1
1 -2
—2 =5
5) " 9=(—2)(—9)—(—5)(—3):18—15=3

—

=
=
(L)
e
e
Ll

S |15 -

13 2

5 |12 -

13 -9

25 o |9 -1 o [10 3
43 3 7 17 13

10.

il

12.

31 -85
-20 43

RESOLUCION POR DETERMINANTES DE UN SISTEMA

DE DOS ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS

ax+by=c, 1)

Isi
Sea el sistema { ax+by=c, (2
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Resolviendo este sistema por el método general estudiado antes, se tiene:
_ C4by—c,yb, a0y —a,Cy

@) y (4)

X=———— = =
a;,b,—a,b, a,b, —a,b,

Véase que ambas fracciones tienen el mismo denominador
ab, —a,b, y esta expresion es el desarrollo del determinante ———

formada con los coeficientes de las incgnitas en las ecuaciones (1) y (2).
Este es el determinante del sistema.

c, b

1 1

c, b

2 2

El numerador de x, ¢,b, — c,b, es el desarrollo del determinante ——

que se obtiene del determinante del sistema (5) con solo sustituir en él la columna de los
a, €

coeficientes de x | por la columna de los términos independientes ‘ de las ecuaciones (1)

y (2). K €2

a1 C1

az CZ

que se obtiene del determinante del sistema (5) con sdlo sustituir en él la columna de los
b Gy

coeficientes de y, ‘ por la columna de los términos independientes ‘ de las ecuaciones

dadas. b, €y
Por tanto, los valores de x y y, igualdades (3) y (4), pueden escribirse:

El numerador de y, a,c, — a,c,, es el desarrollo del determinante —»

¢, b a ¢

c, b2 a, ¢,
X= y=

a b 4 b

a b, 4 b

Visto lo anterior, podemos decir que para resolver un sistema de dos ecuaciones con
dos incognitas por determinantes:

1) El valor de x es una fraccion cuyo denominador es el determinante formado con los
coeficientes de x y y (determinante del sistema) y cuyo numerador es el determi-
nante que se obtiene sustituyendo en el determinante del sistema la columna de los
coeficientes de x por la columna de los términos independientes de las ecuaciones
dadas.

2) Elvalor de y es una fraccion cuyo denominador es el determinante del sistema y cuyo
numerador es el determinante que se obtiene sustituyendo en el determinante del
sistema la columna de los coeficientes de y por la columna de los términos indepen-
dientes de las ecuaciones dadas.
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BALDOR ALGEBRA
. X+3y= 9
1) Resolver por determinantes { Ax+ Ty =2T.
B &
N 21 7 =35—81=;46=_2
5 3 3B-12° 23
4 7
5 B
_ A2 im0 _mis_ R VT
y—53‘23 T3 " |ly=5
4 7
9%+ 8y= 12
2) Resolver por determinantes /
24x — 60y =29
12 8
. 29 60| .23 -4ss_2
= 9 8 T 540-192° 732 3
24 -60
9 12 x=:
_ 124 -] op1o8s_ 549 3 R 3
Y= : g T3 T 732 4 ' y=%
24 —60
X+1_y=2
5 7
3) Resolver por determinantes
x+4_y-9_8
3 6 3
. . _ 7x+7=>5/-10
Quitando denominadores: { X+8—y+9=16
. _ | Tx=%y=-17
Transponiendo y reduciendo: { X —y =1
Tendremos:
-17 -5
X= _1 _1 = e =E=4
- 5 —7+10" 3
2 -1
7 =17
I B TV R
- e 3 3 Cly=9
2 -1
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Resolver por determinantes:

7x+8y=29 ax+2y=2

8.
S5x+ 11y =26 K _3y—_1 .
X —4y=13

2. X, y_
8x—5y=-5 Z+E__4 )

9. r

. 13x - 31y = -326 5 ¥ Xty _y
25x + 37y = 146 & wl ™
15x — 44y = -6 3x+ay=3a+1 x=y-1_1

4. 10. x+y+1 9
32y — 27x = -1 §+ay:2
8x =— x-y=2b

15.
2x+5+3y=3] B2 y3.3 =2
1.

6. {ax &= y7—5_2x—3=0 x+9 _y+21
ax+by=7 5 X=9 y+39
X—(+2) =2y +1 3X-2y=5 Ui

7. x+8_y+19

—(x+3)=3K+1 mx +4y=2(m+1) x-8 y+11
RESOLUCION GRAFICA DE UN SISTEMA DE DOS

ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS

Si una recta pasa por un punto, las coordenadas de este punto satisfacen la ecuacion de la
recta. Asi, para saber si la recta 2x + 5y = 19 pasa por el punto (2, 3), hacemos x =2,y =3
en la ecuacion de la recta y tenemos:

2(2) +5(3) =19, 05sea,19=19

luego, la recta 2x + 5y = 19 pasa por el punto (2, 3).
Reciprocamente, si las coordenadas de un punto satisfacen la ecuacion de una recta,
dicho punto pertenece a la recta.

Sea ol sist 2x+3y=18
ea el sistema Sx+ 4y = 25,

Resolviendo este sistema se encuentrax = 3, y = 4, valores que satisfacen ambas ecua-
ciones.

Esta solucion x = 3, y = 4 representa un punto del plano, el punto (3, 4).

Ahora bien, x = 3, y = 4 satisfacen la ecuacion 2x + 3y = 18; luego, el punto (3, 4) per-
tenece a la recta que representa esta ecuacion, y como x = 3, y = 4 satisfacen también la
ecuacion 3x + 4y = 25, el punto (3, 4) pertenece a ambas rectas; luego, necesariamente el
punto (3, 4) es la interseccion de las dos rectas.
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Por tanto, la solucion de un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas representa las
coordenadas del punto de interseccion de las dos rectas que representan las ecuaciones;
luego, resolver graficamente un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas consiste en

hallar el punto de interseccion de las dos rectas.

BALDOR ALGEBRA

X+y=06

1) Resolver graficamente el sistema { 5x— 4y =12,

Hay que hallar la interseccion de estas . figyra 551
dos rectas. Representemos ambas ecua-
ciones (Fig. 55).
En  x+y=6, tenemos:
Para x=0, y=6

y=0, x=6

En 5x—4y=12, tenemos:
Para x=0, y=-3
y=0, x:2§

La interseccion es el punto (4, 2) luego la

solucion del sistemaesx=4,y=2. R.
4x + 5y =-32
3 —oy=11.

Hallemos la interseccion de estas rectas
(Fig. 56).

2) Resolver graficamente el sistema {

—| Figura 56|
En 4x+ 5y =-32, se tiene:

Para  x=0, y=-62
y=0, x=-8

En 3x -9y =11, se tiene:
Para  x=0, y=-2]

_ _q2
y=0, x_3§

El punto de interseccion es (-3, —4)
luego la solucion del sistema es x = -3,
y=-4. R.

X—2y=6
2x — 4y =5.

Representemos ambas ecuaciones
(Fig. 57).

3) Resolver graficamente {
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En X — 2y =6 se tiene: — Figura 57 |
Para x=0, y=-3 v
y=0, x=6

En  2x -4y =5 se tiene:
Para x=0, y=-1;

_ o1
y=0, )(_2E

Las lineas son paralelas, no hay pun-
tos de interseccion, luego el sistema
no tiene solucion; las ecuaciones son

incompatibles.
4) Resolver graficament ==5 | Figura 56
igura 58 t
) Resolver graficamente 2% — dy =10, g ,
Representemos ambas ecuaciones (Fig. 58).
En  x-2y=5, setiene:
_ __ol
Para x=0, y=- 25 4
y=0, x=5 X Of (- B X
) - b(\J =
En  2x—4y =10, se tiene: /'”
= =21
Para x=0, y=-2 : v

y=0, x=5

Vemos que ambas rectas coinciden, tienen infinitos puntos comunes. Las dos ecua-
ciones representan la misma linea, las ecuaciones son equivalentes.
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Resolver graficamente:
x—y=1 X =-4y X+8=y+2 X+3=6
1. 4, 1. 10.
X+y=T7 5x — 6y =38 y—4=x+2 3x+9% =10
3,V _ = =
x-2y=10 I +4y=15 s,{5+4_2 11-{2x+3y 13
2. 5. _by— =
2 +3y =8 X +y=5 X—5y=25 6x + 9y =-39
x_Y__1 x-2 y-3
5% —3y=0 5% +2y =16 2 3 6 =
3. 6. 9. 12.
x—-y=-16 4 +3y=10 X Y__1T y-2_ x-3__1
34 12 2 3 3

Hallar graficamente el par de valores de x y y que satisfacen cada uno de los grupos de ecuaciones
siguientes:
X+y=9 X+y=5 2+y=-1 x-y=1
13. 9x—y=-1 14. 43 +4y=18 15. \x—2y=-13 16. 42y —x=-4
X—2y=-6 2 +3y=13 3x-2y=-19 4 -5y=7

(3]

Ejercicio
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CONSTRUCCION ¥

Leonard Euler (1707-1783). Matematico suizo, nacido en
Basilea. Fue alumno de Johannes Bernoulli. Durante doce
anos gano el premio que anualmente ofrecia la Academia de
Paris sobre diversos temas cientificos. Federico el Grande lo
llamé a Berlin; Catalina de Rusia lo llevé a San Petersburgo,

Capitulo XX/

5. PETERSBURGO

donde trabajo incesantemente. Por su Tratado sobre Mecani-
ca puede considerarse el fundador de la ciencia moderna. Su
obra fue copiosisima, a pesar de que los dltimos diecisiete
anos de su vida estuvo totalmente ciego.

ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO

CON TRES 0 MAS INCOGNITAS

RESOLUCION DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas se procede de este modo:

1) Se combinan dos de las ecuaciones dadas y se elimina una de las incognitas (lo mas
sencillo es eliminarla por suma o resta) y con ello se obtiene una ecuacion con dos in-

cognitas.

2) Se combina la tercera ecuacion con cualquiera de las otras dos ecuaciones dadas y se
elimina entre ellas la misma incognita que se elimind antes, obteniéndose otra ecuacion

con dos incognitas.

3) Se resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones con dos incognitas que se han
obtenido, hallando de este modo dos de las incognitas.

4) Los valores de las incognitas obtenidos se sustituyen en una de las ecuaciones dadas de
tres incognitas, con lo cual se halla la tercera incognita.
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X+4y— z=6 (1)
1) Resolver el sistema 2X+5y—7z=-9 (2)
-2+ z= 2 (3)

Combinamos las ecuaciones (1) y (2) y vamos a eliminar la x. Multiplicando la ecuacion
(1) por 2, se tiene:

2K+ 8y — 22=12
Restando: 3y +5z=21 (4)

Combinamos la tercera ecuacion (3) con cualquiera de las otras dos ecuaciones dadas.
Vamos a combinarla con (1) para eliminar la x. Multiplicando (1) por 3 tenemos:

{3m4@—&:m

X+ 2y— z=-2
Restando: 14y — 4z=16
Dividiendo entre 2: y—2z2= 8 (5)

Ahora tomamos las dos ecuaciones con dos incognitas que hemos obtenido (4) y (5), y
formamos un sistema:
3y+5z=21 (4)
y—2z= 8 (®)
Resolvamos este sistema. Vamos a eliminar la z multiplicando (4) por 2 y (5) por 5:
6y + 10z=42
35y —10z=40
41y =82
y=2
Sustituyendo y = 2 en () se tiene
7(2) - 2z=38
14 -2z2=38
-27=-6
z=3
Sustituyendo y = 2, z= 3 en cualquiera de las tres ecuaciones dadas, por ejemplo en (1),
se tiene:

x+4(2)-3
X+8-3
X

6
6 R.
1

N < X
i
wWw P —

VERIFICACION

Los valores x = 1, y =2, z= 3 tienen que satisfacer las tres ecuaciones dadas.

Hagase la sustitucion y se vera que las tres ecuaciones dadas se convierten en iden-
tidad.
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S 4. 6x-19_

-y
2) Resolver el sistema | 19_X=%2_p,_1
8
47+3y=3x-y

57 —-20+6x—-19=-by
80— x+2z =16y -8
4z+3y= 3x-y

Quitando denominadores:

6x + 5y +52= 39 (

Transponiendo y reduciendo: —Xx—16y +2z=-88 (
X +4y+4z= 0 (

6

Vamos a eliminar x. Combinamos (1) y (2) y multiplicamos (2) por 6:

6x+ S5y+ 5z= 39
—6x — 96y + 127 =528

Sumando: 91y + 172 =-489 4)
Combinamos (2) y (3). 3x + 48y — 6z = 264
Multiplicando (2) por 3 y cambian- < -3x+ 4y+4z= 0
dole el signo: 52y — 27 =264
Dividiendo entre 2: 26y —z=132 (5)
: ] -9y +17z=-489 (4)
Combinemos (4) y (5): { 2By - 7=132 (5)

—182y + 34z =978
Multiplicando (4) por 2 y (5) por 7: 182y — 7z= 924

Sumando: 27z= -54
7=-2
Sustituyendo z=-2 en (5):
26y — (-2) =132
26y +2 =132
26y =130
y=5

Sustituyendo y=5,z=-2¢€n (3):
-3x+4(5)+4(-2)=0

-3x+20-8=0 x= 4
-3x=-12 R y=5
x=4 X=-2
2x-5y=13 (1)
3) Resolver el sistema dy+z=-8 (2)

X-y-z=-2 (3)
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En algunos casos, no hay reglas fijas para resolver el sistema y depende de la habilidad
del alumno encontrar el modo mas expedito de resolverlo. Este ejemplo puede resolverse
asi:

La ecuacion (1) tiene x y y. Entonces tengo que buscar otra ecuacion de dos incognitas
que tenga x y y para formar con (1) un sistema de dos ecuaciones que tengan ambas x

Yy
. ] dy+ 7= -8
Reuniendo (2) y (3): { X— y- 7= -2
Sumando:  x+ 3y =-10 (4)
Ya tengo la ecuacion que buscaba. Ahora, formamos un sistema con (1) y (4):
2x—5 = 13
X+3y=-10
Multiplicando esta tltima ecuacion por 2 y restando:
2x— 5y= 13
-2— 6y= 20
-11y= 33
y= -3
Sustituyendo y =-3 en (1):
2 —5(-3)=13
2x+15=13
%=-2
x=-1

Sustituyendo x =1, y =-3 en (3):

—1-(-3)-z=-2
—1+43-2=-2 X=-1
—Z=-4 R. ¢y=-3
7= 4 z= 4

343

Resolver los sistemas:

{x+2y z=6
{x y+z=2
X+y+z=4
X+2/—z=-4
{2x+y 3z=-1

x-3y-2z=-12
x-2y-z=-5

X+y+z=12 {5)( 2y +z=24

x—4y+3z=26
dx+2y+3z=8
X +4y+2z=-1

2—-y+52=3

bx+3y+2z=12
O —y+4z=37
10x + 5y + 3z =21

X+y+z=6 2x+3y+z_1 2x +4y +32=3
X—y+2z=5 6x-2y—-z=- 9.910x =8y -92=10
x-y-3z=-10 X+y-z=1 4x +4y - 3z2=2
X+y+z=1
A-y+z=T 2+ 5y — 27 =14 10.9x+2y - z=1

X+y+2z=-17
{7x+3y—4z=—35
3x — 2y + 5z = 38
X+y—-6z=-27
4x —y +52=-6
{3x+3y—4z=30
6x + 2y — 3z =233

(=]

Ejercicio
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9 +4y—-10z=6 X+2y=-1 3z-5=10
6x — 8y +52=-1 2y+z=0 19. {5x -3y =-7
12x+12y - 152=10 X+2z="11 3y—-5z=-13
5x+3y-z=-11 y+z=-8 x-2y=0
10x—-y+z=10 2+z=9 20. \y—-2z=5
1 +2y—z=-7 3y +2x=-3 X+y+z=38
X+y=1 x-2y=0 bx-3z=2

15. ¢y +z=-1 18. 43y —4z=25 2Z-y=-5
Z+X=-06 Z-5x=-14 X+2y—4z=8
2x—-z=14 X+y-z=1
2. 3dx+y—-z=4 23.3Z+x-y=3
3x—y+5z:53 Z-X+y="7
[ & y_z_ +y _y+4 71 1_
PRI 7= =
X V_z__ Xx=z_y-4 1412
24, A 5 27. 5 3 30. PRl 6
X_Viz_ y-z_x+2 11
6 3+6 b 10 _y+z !
X,V 2. _ye2_ [ 3,2_
§+Z+§_21 X—== z+4 X+y 2
XyV_z_ _ZtA_ 2,2_3
25.9 g+e—5=0 2.9 y-"5-=x-6 3.9 74273
Xy _z_ -7 1 4 4
[10*376° (2-75=y-5 273
y+z_ s [, 4,2
X—T—4 X-y+7-°-=3 X+y+z 6
_SE X—y_x-z_ 3,2,4_
26.4 Y 8 10 29. N T—0 32. X+y+z 3
=8 y-z_,_ 6_5_6_
7= =5 5 Ty
EMPLEO DE DETERMINANTES EN LA BESOLUCI()N DE UN SISTEMA
DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS
307| DETERMINANTE DE TERCER ORDEN

Un determinante como

Y
(=
o

~

o o
o
o

w
w
w

que consta de tres filas y tres columnas, es un determinante de tercer orden.
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HALLAR EL VALOR DE UN DETERMINANTE DE TERCER ORDEN

El modo mas sencillo y que creemos al alcance de los alumnos, de hallar el valor de un de-
terminante de tercer orden es aplicando la regla de Sarrus. Explicaremos esta sencilla regla
practica con dos ejemplos.

1 -2 -3
1) Resolver -4 2 1| porlaregla de Sarrus.
5 -1 3

Debajo de la tercera fila horizontal se repiten las dos
primeras filas horizontales y tenemos: 1
1 -2 -3 —4

\ /

4 o 1 Anora trazamos 3 diagonales de 5><_1><3
>, <
/

5 _1 3 derecha a izquierda y 3 de izquier- -
1 _p _3 daaderecha, como se indica a 1
_4 o 1 continuacion: e

Ahora se multiplican entre si los tres nimeros por los que pasa cada diagonal.

Los productos de los ndmeros que hay en las diagonales trazadas de izquierda a dere-
cha se escriben con su propio signo y los productos de los nimeros que hay en las diago-
nales trazadas de derecha a izquierda con el signo cambiado. Asi, en este caso, tenemos:

6-12-10+30+1-24=-9

valor del determinante dado.

DETALLE DE LOS PRODUCTOS

De izquierda a derecha:

1x2x3=6 (-4) x (-1) x (=3) =-12 5x(-2)x1=-10
De derecha a izquierda:

(—3) x 2 x 5=-30 cambiandole el signo +30
1x (-1) x1=- 1 cambiandole el signo + 1
3 X (-2) x (—4) = 24 cambiandole el signo —24

-3 6 1
2) Resolverpor Sarrus | 4 1 -3
5 8 7

Aplicando el procedimiento explicado, tenemos:

1

3_ -6
4\1/-3

e
T L] —21+32+90-5-72+168=192 R.
/3/1\_3\
/ \
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12 1
13 4
1.0 2

BALDOR ALGEBRA

2 5 -1

3 -4 3

6 2 4

5 -1 -6
-2 5 3
3 4 2

4 1 5
3 2 -6

2 3 2

Hallar el valor de los siguientes determinantes:

5 2 -8
7.1-3 -7 3
4 0 -
3 25
8. -1 -3 4
3 25
5 2 3
0.6 1 2
3 4 5

12 5 10
0.8 -6 9
7 4 -2
9 3 -4
1.7 -5 -3
4 6 1
1 -5 7
12.-12 3 8
13 1 9

RESOLUCION POR DETERMINANTES DE UN SISTEMA
DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas, por determinantes, se aplica
la regla de Kramer, que dice:

El valor de cada incdgnita es una fraccion cuyo denominador es el determinante for-
mado con los coeficientes de las incognitas (determinante del sistema) y cuyo numerador
es el determinante que se obtiene sustituyendo en el determinante del sistema la columna
de los coeficientes de la incdgnita que se halla por la columna de los términos indepen-
dientes de las ecuaciones dadas.

1) Resolver por determinantes

X+ y+ z=4
2X—3y+52=-5
X+4y+7z=10

Para hallar x, aplicando la regla de Kramer, tendremos:

4
=5
10

1

2
3

1 1
-3 5
4 7| -69
1 1 -23
-3 5
4 7

3

Véase que el determinante del denominador (determinante del sistema) esta formado con
los coeficientes de las incdgnitas en las ecuaciones dadas.
El numerador de x se ha formado sustituyendo en el determinante del sistema la colum-

1

na 2 de los coeficientes de x por la columna -5 de los términos independientes de las

3

ecuaciones dadas.

Para hallar y, tendremos:

WN) = ([LODN —

4
10
4 1
5 5
10 7] _-46_
1 1] -23°
3 5
4 7
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El denominador es el mismo de antes, el determinante del sistema. EI numerador se ob-
1 4
tiene sustituyendo en éste la columna -3 de los coeficientes de y por la columna -5 de
los términos independientes. 4 10
Para hallar z, tendremos:
1 1 4
2 -3 -5
. 3 4 10]_ 23 4
1 1 1 -23
2 -3 5
3 4 7
El denominador es el determinante del sistema; el numerador se obtiene sustituyendo
1 4
en ésta la columna 5 de los coeficientes de z por la columna -5 de los términos
independientes. 7 10
N= 3
La solucion del sistema es y= 2
7=-1
X+ y-32=12
2) Resolver por determinantes X — 4y +7z=27
10x +3y— z=40
Tendremos:
12 1 -3
21 -4 7
e 40 3 -1 _—620_;
2 1 -3 124
5 -4 7
10 3 -1
2 12 -3
5 21 7
10 40 1| 49
y =] = = —4
2 1 -3 124
5 -4 7
10 3 -1
2 1 12
5 -4 27 x= 5
. 10 3 40 _ 248 __9 R {y-—
2 1 -3 -124 7= 9
5 -4 7
10 3 -1
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X+y+z=1
A Xx-y+3z=13
2+2Y-z=7
X+y+z=-6
2.9 X+y—z=-1
X—-2y+3z=-6
2+ 3y +4z=3
3.9 A+6y+82=5
dx+9y—4z=4
dx—y+z=4
4.4 2y-z+2x=2
bx+3z-2y=12
X+4y+5z=11
5 93%-2y+z=5
4x+y—3z=-26

Resolver por determinantes”:

X+10y+4z=-2 ]

5% — 2y + 62 =38 X_ V2o

W4y 221 34

A+ 7y +52=-2 1.4 XLz

bx+3y+72=6 o2

X—y+9z=-21 X_V_Z_g
2 8 2

3x -5y +22=-22

22—y +62=32 (X,

8+ 3y — 52 =33 gty=2ee3

X+y+z=3 12. 4 x-y=1

X+2y="6

x+3y=6 x+z=%+11

K —2y=-1

dx+7=-28

X+2y+3z7=-43

REPRESENTACION GRAFICA DE PUNTOS EN EL ESPACIO Y PLANOS
EJES COORDENADOS EN EL ESPACIO (Fig. 59)

Si por un punto del espacio O trazamos tres ejes 0X, OY, 0Z, de modo que cada eje sea
perpendicular a los otros dos, tenemos un sistema de ejes coordenados rectangulares en

— Figura 59 |

el espacio. Si los ejes no son perpendiculares
entre si, tenemos un sistema de ejes coorde-
nados oblicuos. El punto O se llama origen.

Cada dos de estos ejes determinan un
plano.

Los ejes OX y OY determinan el plano XY:
los ejes OY'y OZ determinan el plano YZ, y los
ejes OZ y OX determinan el plano ZX. Estos
son los planos coordenados.

Estos tres planos, perpendicular cada uno
de ellos a los otros dos, forman un triedro
trirrectangulo.

Cuando los ejes estan dispuestos como
se indica en la figura 59, se dice que el triedro
trirrectangulo es inverso. Si el eje OX ocupara
la posicion del eje OY y viceversa, el triedro
seria directo. Nosotros trabajaremos con el
triedro inverso.

' Ponga cero como cogficiente de las incognitas que falten en cada ecuacion.
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Para que el alumno aclare los conceptos anteriores, fijese en el angulo de la izquierda de
su salon de clase. El suelo es el plano XY; la pared que esta a la izquierda del alumno es el
plano YZ la pared que le queda enfrente es el plano ZX. El eje OX es la interseccion de la pared
de enfrente con el suelo; el eje OY es la interseccion de la pared de la izquierda con el suelo;
el eje OZ es la interseccion de la pared de la izquierda con la pared del frente. El punto donde
concurren los tres ejes (la esquina del suelo, a la izquierda) es el origen.

COORDENADAS CARTESIANAS
DE UN PUNTO DEL ESPACIO @

La posicion de un punto del espacio queda determinada por sus coordenadas en el espacio,
que son sus distancias a los planos coordenados.
Sea el punto P (Fig. 60). Las coordenadas del punto P son:

1) La abscisa x, que es la distancia de P al plano YZ
2) Laordenada y, que es la distancia de P al plano ZX.

3) Lacotaz que es la distancia de P al plano XY.

El punto P dado por sus coordenadas se expresa P(x, y, z). Asi, el punto (2, 4, 5) es un
punto del espacio tal que, para una unidad escogida, su abscisa es 2, su ordenada es 4 y su
cota es 5.

(Las coordenadas de un punto del espacio en su salon de clase son: abscisa, la distancia
del punto a la pared de la izquierda; ordenada, |a distancia del punto a la pared de enfrente;
cota, la distancia del punto al suelo).

En la practica, para representar un punto del espacio, se mide la abscisa sobre el eje OX
y se trazan lineas que representan la ordenada y la cota.

En la figura 61 esta representado el punto P(3, 2, 4).

— Figura 60 } — Figura 61}

S

(=)
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REPRESENTACI(JN DE UN PUNTO CUANDO
UNA 0 MAS COORDENADAS SON CERO (0)

Cuando una de las coordenadas es 0y las otras dos no, el punto esta situado en uno de los
planos coordenados. (Fig. 62)
Six =0, el punto esta situado en el plano YZ en la figura, P,(0, 2, 3).

— Figura 62 |
Z
Pi)0.03) __ P, (30,39
P, (02,3 i

: P, (3,0,0)
1 /0(0,0,0) 7 X
v -d,'

P:(0,2,00  P;(3,2,0)

Siy =0, el punto esta en el plano ZX; en la
figura, P,(3, 0, 3). Siz=0, el punto esta situado
en el plano XY; en la figura, P,(3, 2, 0).

Cuando dos de las coordenadas son 0 y la
otra no, el punto esta situado en uno de los ejes.

Six=0,y=0, el punto esta situado en el eje
0Z; en la figura, P,(0, 0, 3).

Six=0,z=0, el punto esta en el eje OY; en
la figura, P(0, 2, 0).

Siy=0,z=0, el punto esta en el eje OX; en
la figura, P(3, 0, 0).

Si las tres coordenadas son 0, el punto es
el origen.

1. (1,1,3) a.
2. (4,2,3) 5.
3. (5,4,2) 6.

Representar graficamente los puntos siguientes:

(3,5, 6) 7. (7,5, 4) 10. (4,0, 4) 13. (0, 0, 4)
2, 4,1) 8. (3,1,6) 1. (4,2,0) 14. (5,0, 0)
@,3,7) 9. (6,3, 4) 12. (5,6, 0) 15. (0,5, 0)

Toda ecuacion de primer grado con tres va- ~ —{figura 63f

riables representa un plano.”

Asi, toda ecuacion de la forma Ax + By +

Cz =D representa un plano. (Fig. 63.)

Los segmentos OA, OBy OC son las trazas

del plano sobre los ejes.

En la figura la traza del plano sobre el eje
OX es OA = a; la traza sobre el eje OY es OB =

by latraza sobre el eje 0Z es OC =c.

Los puntos A, By C, donde el plano interse-
ca a los ejes por ser puntos de los ejes, tienen

dos coordenadas nulas.

) Admitamos esto como un principio, ya que su demostracion esta fuera del alcance de este libro.
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REPRESENTACION GRAFICA DE UNA ECUACION
DE PRIMER GRADO CON TRES VARIABLES

1) Representar la ecuacion 4x + 3y + 2z =12, — 'flgwa 4

Para representar graficamente esta ecua- Z
cion vamos a hallar las trazas del plano que (0,0,6)
ella representa sobre los ejes (Fig. 64).

La traza sobre el eje OX se halla ha-
ciendo y = 0, z =0 en la ecuacion dada.
Tendremos:

Paray=0,z=0, quedadx=12 ... x=3. 0

Se representa el punto (3, 0, 0). N

Latraza sobre el eje QY se halla haciendo
x =20, z=0 en la ecuacion dada. Tendre-
mos:

Parax=0,z=0queda3y=12 .. y=4.
Se representa el punto (0, 4, 0).
Latraza sobre el eje 0Z se halla haciendo x =0, y = 0 en la ecuacion dada. Tendremos:

Parax=0,y=0queda2z=12 .. z=6.
Se representa el punto (0, 0, 6).

Uniendo entre si los tres puntos que hemos hallado, obtenemos un plano que es la
representacion grafica de la ecuacion 4x + 3y + 27 =12.

2) Representar graficamente 4x + 5y +8z = 20 (Fig. 65).

Tenemos:
— Figura 65} Para
z y=0,2=0, x=2=5.Punto (5,0, 0).
(0,0, 213) Para
\ x=0,z=0, y:%:4. Punto (0, 4, 0).
0 (5.0.0 Para
w=> X _0_y1 1
T x=0,y=0,z=2=2] Puno [00,2])
©, 4,0) Uniendo estos puntos entre si queda trazado
Y un plano que es la representacion grafica de la
ecuacion 4x + 5y + 8z = 20.
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Representar graficamente las ecuaciones:
1. X+ 6y+22=6 6. 15x+ 10y + 62 =30
2. X+y+4z=4 7. 14x+ 10y +52=35
3. dx+6y+3z=12 8. X+y+2z=10
4. 15x + 6y + 52 =30 9. dx+2y+3z=18
5. 2X+y+32=6 10. 15x + 20y + 24z =120

(o]

PLANO QUE PASA POR UN PUNTO

Si un plano pasa por un punto del espacio, las coordenadas de ese punto satisfacen la ecua-
cion del plano. Asi, para saber si el plano 2x + y + 3z =13 pasa por el punto (1, 2, 3), hacemos
x=1,y=2,z=3enlaecuacion del plano y tendremos: 2(1) + 2 + 3(3) =13, 0 sea, 13=13;
luego, el plano pasa por el punto (1, 2, 3), o de otro modo, el punto pertenece al plano.

SIGNIFICACION GRAFICA DE LA SOLUCION DE UN SISTEMA
DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS

X+y+z=12
Sea el sistema 2X—y+3z=17
3X+2y—-52=-8

Resolviéndolo se halla
x=3,y=4,z=5

Esta solucion representa un punto del espacio, el punto (3, 4, 5). Ahora bien: x =3,y =4,
z =5 satisfacen las tres ecuaciones del sistema; luego, el punto (3, 4, 5) pertenece a los tres
planos que representan las ecuaciones dadas; luego, el punto (3, 4, 5) es un punto por el que
pasan los tres planos, el punto comun a los tres planos.

RESOLUCION Y REPRESENTACION GRAFICA DE UN SISTEMA
DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS

Resolver graficamente un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas es hallar el punto
del espacio por el que pasan los tres planos.

Para ello, dados los conocimientos que posee el alumno, el procedimiento a seguir es el
siguiente:

1) Se representan graficamente los tres planos que representan las tres ecuaciones del sis-
tema, hallando sus trazas.

2) Se traza la interseccion de dos cualesquiera de ellos, que sera una linea recta.

3) Se traza la interseccion del tercer plano con cualquiera de los anteriores, que sera otra
linea recta.

4) Sebusca el punto donde se cortan las dos rectas (intersecciones) halladas y ese sera el pun-
to comiin a los tres planos. Las coordenadas de este punto son la solucién del sistema.
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1) Resolver gréaficamente el
sistema:

— Figura 66 |

2X+2y+ z=12
X+ y+ z=8
3 +2y+52=30

Apliquemos el procedimiento anterior (Fig. 66).
Representemos 2x + 2y +z=12.

Para y=0, z=0, X=06
x=0, z=0, y=6
x=0, y=0, z=12

El plano que representa esta ecuacion es el plano ABC. Representemos x + y +z = 8.

Para y=0, z=0 x=38
x=0, z=0 y=38
x=0, y=0, z=8

El plano que representa esta ecuacion es el plano DEF.
Representemos 3x + 2y + 5z = 30.

Para y=0, z=0, x=10
x=0, z=0, y=15
x=0, y=0, Z=6

El plano que representa esta ecuacion es el plano GHI.

Trazamos la interseccion del plano ABC con el plano DEF que es la linea recta MN; trazamos
la interseccion del plano DEF con el plano GHI que es la linea recta RQ.

Ambas intersecciones se cortan en el punto P; el punto P pertenece a los 3 planos.

Las coordenadas de P que en la figura se ve que sonx =2, y = 2, z =4 son la solucion del
sistema.
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L Resolver y representar graficamente los sistemas:
o X+2y+z=8 2X+2y+32=23 3x + 4y + 52 =35
=N 1.9 X+2+2=9 3.9 X+3y+22=20 5.9 2X+5y+32=27
% X +3y+52=24 A+ 3y+22=24 2+y+z=13
LT [ P 2+ 2y +32=24 Ax+ 3y + 52 =42
2.9 X+2y+z=8 4,4 dx+5y+27=35 6. 9 X +4y+3z=33
2 +3y+3z=14 X+2y+z=19 2X+ 5y +2x =29

RESOLUCION DE UN SISTEMA DE CUATRO ECUACIONES
CON CUATRO INCOGNITAS

X+y+z+u=10 (1)
1) Resolver el sistema K-y +32-4u=9 (2)
X+2y—z+50=13 (3)
X—=3y+27-4u=-3 (4)
Combinando (1) y (2) eliminamos la x multiplicando (1) por 2 y restando:
2X+ 2y + 22+ 2u =20
X+ y—-3z+4u=-9
y— z+6u=11 (9)
Combinando (1) y (3) eliminamos la x multiplicando (1) por 3 y restando:
X+3y+3z+3u= 30
-3X-2y+ z-5u=-13
y+4z-2u=17 (6)
Combinando (1) y (4) eliminamos la x, restando:
X+ y+ z+ u=10
X+3y-2Z+4u= 3
dy— z+5u=13 (7)
Reuniendo las ecuaciones (5), (6) y (7) que hemos obtenido tenemos un sistema de 3 ecua-
ciones con tres incognitas:

y—- z+6u=11 (9)
y+4z-2u=17 (6)
dy— z+5u=13 (7)
Vamos a eliminar la z. Combinando (5) y (6), multiplicamos (5) por 4 y sumamos:

12y — 4z+24u=44
y+ 4z— 2u=17
13y + 22u =61 (8)
Combinando (5) y (7) eliminamos la z restandolas:
y—z+6u= 11
—4y+7-50=-13
-y + u=-2 9
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Reuniendo (8) y (9) tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

13y + 22u = 61 (8)
- Y+ u=-2 9)
Resolvamos este sistema. Multiplicando (9) por 13 y sumando:
13y + 22u = 61
—13y + 13u =-26
350 =35
u="1

—&+1=-2
y=3

3(3)-z+6(1)=11
9-z+6=11
z=4

(1) y tenemos:

Ahora, sustituimos v =1 en una ecuacion de dos incognitas, por ejemplo en (9) y tenemos:

Sustituimos v =1, y = 3 en una ecuacion de tres incognitas, por ejemplo en (5) y tenemos:

Ahora, sustituimos v =1, y =3, z= 4 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejemplo en

355

X+3+4+1=10 =2
x=2 R (V=3
: z=4
u=1
Resolver los sistemas: 4
X+y+z+u=4 X+y-z=-4

X+2y+3z-u=-1
I+4y+22+u=-5
| X+4y+3z-u=-7

X+y+z+u=10
A—y—22+2u=2
X-2y+3z-u=2
| X+2y—4z+2u=1

X-2y+z+3u=-3
X+y—4z-2u=7
X+2y—z—-u=1

| X+4y+22-5u=12
2-3y+z+4u=0

X+y—-952-3u=-10

6x+2y—z+u=-3

| X+5y+4z-3u=-6

dx+3y+2z-u=9
xA-y—4z+u=-1

| X+2y+3z+2u=-1
X+2y+z=-4

2+ 3y +4z=-2
X+y+z+u=4

| X +3y—z+u=3

X +2y=-2
X+y+u=-3
-2y —u=-7

| 4x + 5y + 62+ 3u =11
[ -3z-u=2

y—-22-5u=3
4y —3u=2

| x—3y+3u=0

Ejercicio




St.Jean-le Rond

Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783). Abandonado al na-  miento y redacto todos los articulos sobre Mateméticas que
cer en el atrio de la capilla de St. Jean le-Rond, fue recogido  aparecen en la famosa Enciclopedia. Fue secretario perpetuo
por la esposa de un humilde vidriero y criado hasta la mayoria ~ de la Academia Francesa. Puede considerarse con Rousseau
de edad. Fue un verdadero genio precoz. Concibi6 y realizo  precursor de la Revolucion.

con Diderot la idea de la Enciclopedia. Dirigio dicho movi-

Capitulo XX V]

PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN CON ECUACIONES
SIMULTANEAS

La diferencia de dos nimeros es 14y % de su suma es 13. Hallar los nimeros.

Sea X = el nimero mayor
y = el nimero menor

De acuerdo con las condiciones del problema, tenemos el sistema:
x—-y=14 (1)
X+y
=—==13 2
A (2)
Quitando denominadores y sumando:
x—y=14
X+y=52
2x =66
x=233
Sustituyendo x = 33 en (1):

33-y=14
y=19

Los nimeros buscados son 33y 19. R.
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1. La diferencia de dos nimeros es 40y % de su suma es 11. Hallar los nimeros.

. La suma de dos nimeros es 190 y % de su diferencia es 2. Hallar los nimeros.

Ejercicio

. La suma de dos nimeros es 1,529 y su diferencia 101. Hallar los numeros.
. Un cuarto de la suma de dos nimeros es 45 y un tercio de su diferencia es 4. Hallar los nimeros.

& W N

5. Los % de la suma de dos nimeros son 74 y los g de su diferencia 9. Hallar los ndmeros.

6. Los % de la suma de dos nimeros exceden en 6 a 39 y los % de su diferencia son 1 menos que

26. Hallar los nimeros.
3

7. Un tercio de la diferencia de dos nameros es 11y los g del mayor equivalen a los 4 del menor.
Hallar los nimeros.

8. Dividir 80 en dos partes tales que los g de la parte mayor equivalgan a los g de la menor.
9. Hallar dos nimeros tales que 5 veces el mayor exceda a % del menor en 222 y 5 veces el menor
exceda a % del mayor en 66.

Seis libras de café y 5 |b de azicar costaron $227. Si por 5 Ib de café y 4 Ib de aziicar
(a los mismos precios) se pagé $188. Calcular el precio de una libra de café y una de
azicar.
Sea X = precio de 1 libra de café
y = precio de 1 libra de aztcar

Si una libra de café cuesta x, 6 Ib costaran 6x; si una libra de azlcar cuesta y, 5 Ib de
azlicar costaran 5y, y como el importe de esta compra fue de $227 tendremos:

6x+5y=227 (1)
5 Ib de café cuestan 5x y 4 de azlicar 4y y como el importe de esta compra fue de $188,

tendremos:
bx+4y=188 (2)

Reuniendo las ecuaciones (1) y (2), tenemos el sistema:
{ bx+5y=227 (1)
Sx+4y=188 (2)
Multiplicando (1) por 5 { 30¢+ 25y = 1,135
(2) por 6y restando: —-30x — 24y =-1,128
y=17

Sustituyendo y =7 en (1) se tiene x = 32.
Una libra de café costo $32 y una libra de azicar, $7. R.
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1

. Cinco trajes y 3 sombreros cuestan 4,180 nuevos soles, y 8 trajes y 9 sombreros 6,940. Hallar el
precio de un traje y de un sombrero.
2. Un hacendado comprd 4 vacas y 7 caballos por $51,400. Si més tarde, a los mismos precios,
compro 8 vacas y 9 caballos por $81,800, hallar el costo de una vacay de un caballo.

Ejercicio

3. En un cine, 10 entradas de adulto y 9 de nifio cuestan $512. Si por 17 entradas de nifio y 15 de
adulto se pagé $831, hallar el precio de una entrada de nifio y una de adulto.

4. Sia 5 veces el mayor de dos numeros se anade 7 veces el menor, la suma es 316, y si a 9 veces
el menor se resta el cuadruple del mayor la diferencia es 83. Hallar los nL’Jmeros

5. Los 3 de la edad de A aumentados en de la edad de B suman 15 anos, y 2 de la edad de A
dlsmlnwdos en j de la de B equivalen a 2 anos. Hallar ambas edades.

6. El doble de la edad de A excede en 50 anos a la edad de B, y % de la edad de B es 35 afios menos
que la edad de A. Hallar ambas edades.

7. Laedad de A excede en 13 afos a la de B, y el doble de la edad de B excede en 29 arios a la edad
de A. Hallar ambas edades.

8. Si 1 de la edad de A se aumenta en 3 de la de B, el resultado seria 37 afos, y % de la edad de B
equwalen a . de la edad de A. HaIIar ambas edades.

@ Si a los dos términos de una fraccion se anade 3 el valor de la fraccion es E ysialos dos
términos se resta 1, el valor de la fraccion es . Hallar la fraccién.

Sea X = el numerador
y = el denominador

Entonces, §= la fraccion.

Anadiendo 3 a cada término, la fraccmn Se convierte en ;—” y segun las condiciones

del problema el valor de esta fraccion es - Iuego

Restando 1 a cada termlno la fraccion se convierte en y segun las condiciones, el
valor de esta fraccion es 5, luego:
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Reuniendo las ecuaciones (1) y (2), tenemos el sistema: %2 =%
x=1_1
y-13
. . 2X+6=y+3
Quitando denominadores:
X-3=y-1
Transponiendo y reduciendo: =y =3
P y ] w-y=2 @
-2+y=3
Restando: —y=2
x =5
Sustituyendo x =5 en (3): 15-y= 2
y=13

Luego, la fraccion es 153 R.

1. Sialos dos términos de una fraccion se afade 1, el valor de la fraccion es 2 ,'y Sialos dos términos
se resta 1, el valor de la fraccion es . Hallar la fraccion.

Ejercicio

2. Si alos dos términos de una fracmon se resta 3, el valor de la fraccion es —, y silos dos términos
se aumentan en 5, el valor de la fraccion es 3 . Hallar la fraccion.

3. Si al numerador de una fraccion se anade 5, el valor de la fraccion es 2, y si al numerador se resta
2, el valor de la fraccion es 1. Hallar la fraccion.

4. Si el numerador de una fraccion se aumenta en 26 el valor de la fraccion es 3, y si el denominador
se disminuye en 4, el valor es 1. Hallar la fraccion.

5. Anadiendo 3 al numerador de una fraccion y restando 2 al denominador, la fraccion se convierte en
g, pero si se resta 5 al numerador y se anade 2 al denominador, la fraccion equivale a % Hallar la
fraccion.

6. Multiplicando por 3 el numerador de una fraccion y anadiendo 12 al denominador, el valor de la
fraccion es 2 y si el numerador se aumenta en 7 y se triplica el denominador, el valor de la fraccion
S 1. Hallar la fraccion.

7. Si el numerador de una fraccion se aumenta en 5 el valor de la fraccion es —, y si el numerador se
disminuye en 4 , el valor de la fraccion es 2 . Hallar la fraccion.
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@ Dos niimeros estan en la relacion de 3 a 4. Si el menor se aumenta en 2 y el mayor se
disminuye en 9, la relacion es de 4 a 3. Hallar los nimeros.

Sea X = el nimero menor
y = el nimero mayor

La relacion de dos numeros es el cociente de dividir uno por el otro. Segun las condicio-
nes, X y y estan en la relacion de 3 a 4; luego,

Si el menor se aumenta en 2, quedara x + 2; si el mayor se disminuye en 9, quedara
y —9; la relacion de estos numeros, segun las condiciones, es de 4 a 3; luego,

X+2 4
ems @
x_3
Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema: yo4
x+2_4
y-9 3

Resolviendo el sistema se halla x = 18, y = 24; éstos son los numeros buscados. R.

—

. Dos nameros estan en la relacion de 5 a 6. Si el menor se aumenta en 2 y el mayor se disminuye
en 6, la relacion es de 9 a 8. Hallar los nimeros.

2. La relacion de dos nimeros es de 2 a 3. Si el menor se aumenta en 8 y el mayor en 7, la relacion
es de 3 a 4. Hallar los nimeros.

3. Dos numeros son entre si como 9 es a 10. Si el mayor se aumenta en 20 y el menor se disminuye
en 15, el menor sera al mayor como 3 es a 7. Hallar los nimeros.

4. Las edades de Ay B estan en la relacion de 5 a 7. Dentro de 2 anos la relacion entre la edad de A y
la de B sera de 8 a 11. Hallar las edades actuales.

5. Las edades de A y B estan en la relacion de 4 a 5. Hace 5 afios la relacion era de 7 a 9. Hallar las
edades actuales.

6. La edad actual de A guarda con la edad actual de B la relacion de 2 a 3. Si la edad que A tenia hace
4 anos se divide entre la edad que tendra B dentro de 4 anos, el cociente es % Hallar las edades
actuales.

7. Guando empiezan a jugar Ay B, la relacion de lo que tiene A y lo que tiene B es de 10 a 13. Después
que A le ha ganado 10,000 bolivares a B, la relacion entre lo que tiene Ay lo que le queda a B es de
12 a 11. {Con cuanto empez6 a jugar cada uno?

8. Antes de una batalla, las fuerzas de dos ejércitos estaban en la relacion de 7 a 9. El ejército menor
perdi6 15,000 hombres en la batalla y el mayor 25,000 hombres. Si la relacion ahora es de 11 a 13,
éeuantos hombres tenia cada ejército antes de la batalla?

Ejercicio
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Si el mayor de dos nimeros se divide entre el menor, el cociente es 2 y el residuo 9, y si
tres veces el menor se divide entre el mayor, el cociente es 1y el residuo 14. Hallar los
nimeros.

Sea X = el nimero mayor
y = el nimero menor

Segun las condiciones, al dividir x entre y el cociente es 2 y el residuo 9, pero si el residuo
se le resta al dividendo x, quedara x — 9 y entonces la division entre y es exacta; luego:

X-9 _
2=2 ()

Dividiendo 3y entre x, segun las condiciones, el cociente es 1y el residuo 14, pero res-
tando 14 del dividendo la division sera exacta; luego:

3y-14
T_1 (2)
X=9_o
Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema: y
3y—14=1
X
Quitando denominadores: X= 9=2 @)
y—14= x
X-2y=9
Transponiendo: | —x+3y=14
y=23

Sustituyendo y = 23 en (3) se obtiene x — 9 = 46; luego, x = 55
Los nameros buscados son 55y 23. R.

1. Si el mayor de dos nimeros se divide entre el menor, el cociente es 2 y el residuo 4, y si 5 veces el
menor se divide entre el mayor, el cociente es 2 y el residuo 17. Hallar los nimeros.

2. Si el mayor de dos nimeros se divide entre el menor, el cociente es 3, y si 10 veces el menor se
divide entre el mayor, el cociente es 3 y el residuo 19. Hallar los numeros.

3. Siel doble del mayor de dos numeros se divide entre el triple del menor, el cociente es 1y el residuo
3,y si 8 veces el menor se divide entre el mayor, el cociente es 5y el residuo 1. Hallar los nimeros.

4. La edad de A excede en 22 afios a la edad de B, y si la edad de A se divide entre el triple de la de B,
el cociente es 1y el residuo 12. Hallar ambas edades.

5. Seis veces el ancho de una sala excede en 4 m a la longitud de la sala, y si la longitud aumentada
en 3 m se divide entre el ancho, el cociente es 5 y el residuo 3. Hallar las dimensiones de la sala.

361
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La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un nimero es 15, y si al
nimero se resta 9, las cifras se invierten. Hallar el nimero.

Sea X = la cifra de las decenas
y = la cifra de las unidades

Segun las condiciones: x+y=15 (1)

El namero se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas y sumandole la cifra de
las unidades; luego, el numero sera 10x + y.
Segun las condiciones, restando 9 de este nimero, las cifras se invierten, luego,

10x+y—-9=10y+x (2)

Xx+y=15

Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema:
My @ {10x+y—9:10y+x

Transponiendo y reduciendo: X+ y=15
-%=9
mando x-y=1
% =16
x= 8

Sustituyendox =8en (1) setiene8+y=15 .. y=7
El nimero buscado es 87. R.

Dividiendo la 2% ecuacion entre 9y su- { x+y=15

—

. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un nimero es 12, y si al nimero se

resta 18, las cifras se invierten. Hallar el nimero.

2. La suma de las dos cifras de un namero es 14, y si al nimero se suma 36, las cifras se invierten.
Hallar el nimero.

3. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un ndmero es 13, y si al nimero se
le resta 45, las cifras se invierten. Hallar el nimero.

4. La suma de las dos cifras de un numero es 11, y si el nimero se divide entre la suma de sus cifras,
el cocientes es 7'y el residuo 6. Hallar el nimero.

5. Si un nimero de dos cifras se disminuye en 17 y esta diferencia se divide entre la suma de sus
cifras, el cociente es 5, y si el nimero disminuido en 2 se divide entre la cifra de las unidades dis-
minuida en 2, el cociente es 19. Hallar el nimero.

6. Si a un nimero de dos cifras se afiade 9, las cifras se invierten, y si este nimero que resulta se
divide entre 7, el cociente es 6 y el residuo 1. Hallar el nimero.

7. La suma de las dos cifras de un ndmero es 9. Si la cifra de las decenas se aumentan en 1y la cifra

de las unidades se disminuye en 1, las cifras se invierten. Hallar el nimero.

Ejercicio
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Se tienen $120 en 33 hilletes de a $5 y de a $2. ¢Cuantos billetes son de $5 y cuantos @
de $2?

Sea x = el nimero de billetes de $2
y = el nimero de billetes de $5
Segun las condiciones: x+y=33 (1)
Con x billetes de $2 se tienen $2x y con y billetes de $5 se tienen $5y, y como la cantidad
total es $120, tendremos:  2x+5y=120 (2)

X+ y= 33

Reuniendo (1) y (2) tenemos el sistema: { 2 + By =120

Resolviendo se encuentra x = 15, y = 18; luego, hay 15 billetes de $2 y 18 billetes de
$5. R.

1. Se tienen $11.30 en 78 monedas de a 20¢ y de 10¢. ¢Cuantas monedas son de 10¢ y cuantas de

(=]

2067 =]

2. Un hombre tiene $404 en 91 monedas de a $5 y de a $4. ¢Cuantas monedas son de $5 y cudntas g
de $4? )

3. En un cine hay 700 personas entre adultos y nifios. Cada adulto pagé $40 y cada nifo $15 por su
entrada. La recaudacion es de $18,000. ¢Cuantos adultos y cuantos nifios hay en el cine?

4. Se reparten monedas de 20¢ y de 25¢ entre 44 personas, dando una moneda a cada una. Si la can-
tidad repartida es $9.95, écuantas personas recibieron monedas de 20¢ y cuantas de 25¢?

5. Se tienen $419 en 287 billetes de a $1 y de a $2. ¢Cuantos billetes son de a $1 y cuantos de $2?

6. Con 17,400 colones compré 34 libros de 300 y 700 colones. ¢Cuéntos libros compré de cada precio?

7. Un comerciante emple6 67,200,000 sucres en comprar trajes a 3,750,000 sucres y sombreros a
450,000. Si la suma del nimero de trajes y el nimero de sombreros que compro es 54, écuantos
trajes compro y cuantos sombreros?

Si A le da a B $2, ambos tendran igual suma, y si B le da a A $2, A tendra el triple de lo
que le queda a B. {Cuanto tiene cada uno?

Sea X =lo que tiene A
y =lo que tiene B

SiAledaaB $2, A se queda con $(x — 2) y B tendrd $(y + 2), y segun las condiciones
ambos tienen entonces igual suma: luego, x-2=y+2 (1)

SiBledaaA $2, B se queda con $(y — 2) y A tendra $(x + 2) y segun las condiciones
entonces A tiene el triple de lo que le queda a B; luego, x+2=3(-2) (2)

X—2=y+2
X+2=3(y-2)
Resolviendo este sistema se hallax = 10, y = 6; luego, A tiene $10 y B tiene $6. R.

Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema: {
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Hace 8 anos la edad de A era triple que la de B, y dentro de 4 aiios la edad de B sera los

10.

g de la de A. Hallar las edades actuales.

Sea X = edad actual de A
y = edad actual de B

Hace 8 anos A tenia x — 8 anos y B tenia y — 8 arfos; segin las condiciones:
x-8=3(y-8) (1)
Dentro de 4 afos, Atendrax + 4 y B tendra y + 4 y segun las condiciones:

y+4=g(x+4) )

| [ x-8=3(-8)
Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema: { y+4=g(x+4)

Resolviendo el sistema se hallax =32, y =16
Atiene 32 anos y B, 16 anos. R.

. SiAledaaB $1, ambos tienen lo mismo, y si B le da a A $1, A tendrd el triple de lo que le quede a

B. ¢Cuanto tiene cada uno?

. SiBle da a A 2 nuevos soles, ambos tienen lo mismo, y si A le da a B 2 nuevos soles, B tiene el

doble de lo que le queda a A. ¢Cuanto tiene cada uno?

. Si Pedro le da a Juan $3, ambos tienen igual suma, pero si Juan le da a Pedro $3, éste tiene 4 veces

lo que le queda a Juan. ¢Cuanto tiene cada uno?

. Hace 10 arios la edad de A era doble que la de B; dentro de 10 arios la edad de B serd los % de la

de A. Hallar las edades actuales.

. Hace 6 anos la edad de A era doble que la de B; dentro de 6 afnos sera los % de la edad de B. Hallar

las edades actuales.

. La edad de A hace 5 afios era los % de la de B; dentro de 10 afos la edad B sera los % de la de A.

Hallar las edades actuales.

. La edad actual de un hombre es los % de la edad de su esposa, y dentro de 4 afos la edad de su

esposa sera los % de la suya. Hallar las edades actuales.

. Ay B empiezan a jugar. Si A pierde 25 lempiras, B tendrd igual suma que A, y si B pierde 35 lem-

piras, 1o que le queda es los 2 de lo que tendra entonces A. ¢Con cuanto empezo a jugar cada

17
uno?

. Un padre le dice a su hijo: Hace 6 anos tu edad era % de la mia; dentro de 9 arios sera los % Hallar

ambas edades actuales.

Pedro le dice a Juan: si me das $15 tendré 5 veces lo que td, y Juan le dice a Pedro: si ti me das
$20 tendré 3 veces lo que ti. ¢Cuanto tiene cada uno?
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11. Ale dice a B: dame la mitad de lo que tienes y 60¢ mas y tendré 4 veces lo que td, y B le contesta:
dame 80¢ y tendré $3.10 mds que td. ¢Cuénto tiene cada uno?

12. Hace 6 afios la edad de Enrique era % de la edad de su hermana, y dentro de 6 afos, cuatro veces
la edad de Enrique sera 5 veces la edad de su hermana. Hallar las edades actuales.

Un bote que navega por un rio recorre 15 kilometros en 1% horas a favor de la corriente

y 12 kilometros en 2 horas contra la corriente. Hallar la velocidad del bote en agua tran-
quila y la velocidad del rio.

Sea x = la velocidad, en km por hora, del bote en
agua tranquila

y = la velocidad, en km por hora, del rio

Entonces

X +y = velocidad del bote a favor de la corriente
X —y =velocidad del bote contra la corriente

El tiempo es igual al espacio partido por la velocidad; luego, el tiempo empleado en reco-

rrer los 15 km a favor de la corriente, 1% horas, es igual al espacio recorrido, 15 km, dividido
entre la velocidad del bote, x + y, 0 sea:

15 _ 41
iy W
El tiempo empleado en recorrer los 12 km contra la corriente, 2 horas, es igual al espacio
recorrido, 12 km, dividido entre la velocidad del bote, x — y, 0 sea:

Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema: "

xX-y
Resolviendo se halla x = 8, y = 2; luego, la velocidad del bote en agua tranquila es 8 km
por hora y la velocidad del rio, 2 km por hora. R.

—

1. Un hombre rema rio abajo 10 km en una hora y rio arriba 4 km en una hora. Hallar la velocidad del
bote en agua tranquila y 1a velocidad del rio.

2. Una tripulacion rema 28 km en 1% horas rio abajo y 24 km en 3 horas rio arriba. Hallar la velocidad
del bote en agua tranquila y la velocidad del rio.

3. Un bote emplea 5 horas en recorrer 24 km rio abajo y en regresar. En recorrer 3 km rio abajo emplea el
mismo tiempo que en recorrer 2 km rio arriba. Hallar el tiempo empleado en ir y el empleado en volver.

Ejercicio
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4. Una tripulacion emplea 2% horas en recorrer 40 km rio abajo y 5 horas en el regreso. Hallar la
velocidad del bote en agua tranquila y 1a velocidad del rio.

5. Una tripulacion emplea 6 horas en recorrer 40 km rio abajo y en regresar. En remar 1 km rio arriba
emplea el mismo tiempo que en remar 2 km rio abajo. Hallar el tiempo empleado en ir y en volver.
6. Un bote emplea 5 horas en recorrer 32 km rio abajo y 12 km rio arriba. En remar 4 km rio abajo el

botero emplea el mismo tiempo que en remar 1 km rio arriba. Hallar la velocidad del bote en agua
tranquila y la del rio.

La suma de tres nimeros es 160. Un cuarto de la suma del mayor y el mediano equivale
al menor disminuido en 20, y si a % de la diferencia entre el mayor y el menor se suma el

niumero del medio, el resultado es 57. Hallar los nimeros.

Sea X = ndmero mayor
¥ =namero del medio
Z = ndmero menor

X+y+z=160
; i stema | Y =2-20
Segun las condiciones del problema, tenemos el sistema: 4
X-Z _
T+y_57

Resolviendo el sistema se halla x = 62, y = 50, z = 48, que son los numeros
buscados. R.

La suma de las tres cifras de un nimero es 16. La suma de la cifra de las centenas y la
cifra de las decenas es el triple de la cifra de las unidades, y si al niimero se le resta 99,
las cifras se invierten. Hallar el nimero.

Sea x = la cifra de las centenas
y = la cifra de las decenas
z = la cifra de las unidades
Segun las condiciones, la suma de las tres cifras es 16; luego:
x+y+z=16 (1)

La suma de la cifra de las centenas x con |a cifra de las decenas y es el triple de la cifra
de las unidades z; luego, X+y=3z (2

El nimero serd 100x + 10y + z. Si restamos 99 al ndmero, las cifras se invierten; luego,

100x+10y +2—-99=100z+ 10y +x (3)
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Reuniendo (1), (2) y (3), tenemos el sistema:

X+y+z=16
X+y=3
100x + 10y +z—99 =100z + 10y + x

Resolviendo el sistema se halla x = 5, y = 7, z = 4; luego, el nimero buscado es
. R

10.

11.

. La suma de tres nimeros es 37. El menor disminuido en 1 equivale a % de la suma del mayory el

mediano; la diferencia entre el mediano y el menor equivale al mayor disminuido en 13. Hallar los
numeros.

. Cinco kilos de azucar, 3 de café y 4 de frijoles cuestan $118; 4 de azicar, 5 de café y 3 de frijoles
cuestan $145; 2 de azucar, 1 de café y 2 de frijoles cuestan $46. Hallar el precio de un kilo de cada
mercancia.

. La suma de las tres cifras de un nimero es 15. La suma de la cifra de las centenas con la cifra de
las decenas es 2 de la cifra de las unidades, y si al nimero se le resta 99, las cifras se invierten.
Hallar el nimero.

. La suma de tres nimeros es 127. Si a la mitad del menor se afiade % del mediano y % del mayor,

la suma es 39 y el mayor excede en 4 a la mitad de la suma del mediano y el menor. Hallar los
numeros.

. La suma de las tres cifras de un nimero es 6. Si el nimero se divide por la suma de la cifra de las
centenas y la cifra de las decenas, el cociente es 41, y si al niumero se le anade 198, las cifras se
invierten. Hallar el nimero.

. La suma de los tres angulos de un triangulo es 180°. El mayor excede al menor en 35° y el menor
excede en 20° a la diferencia entre el mayor y el mediano. Hallar los angulos.
1

. Un hombre tiene 110 animales entre vacas, caballos y terneros, % del nimero de vacas mas 3
del nimero de caballos mas % del nimero de terneros equivalen a 15, y la suma del ndmero de
terneros con el de vacas es 65. ¢Cuantos animales de cada clase tiene?

. La suma de las tres cifras de un namero es 10. La suma de la cifra de las centenas y la cifra de las de-
cenas excede en 4 a la cifra de las unidades, y la suma de la cifra de las centenas y la cifra de las
unidades excede en 6 a |a cifra de las decenas. Hallar el nimero.

. La suma de los tres angulos de un tridngulo es 180°. La suma del mayor y el mediano es 135°, y la
suma del mediano y el menor es 110°. Hallar los angulos.

Entre A, By C tienen 140,000 bolivares. C tiene la mitad de lo que tiene A, y A tiene 10,000 bolivares
mas que B. ¢Cudnto tiene cada uno?

Si Ale da $1 a C, ambos tienen lo mismo; si B tuviera $1 menos, tendria lo mismo que C, y si A
tuviera $5 mas, tendria tanto como el doble de lo que tiene C. éCudnto tiene cada uno?
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Determinar un nimero entre 300 y 400 sabiendo que la suma de sus cifras es 6 y que leido al revés
es % del niimero primitivo.

SiAle daaB 2 quetzales, ambos tienen lo mismo. Si B le da a C 1 quetzal, ambos tienen lo mismo.
Si A tiene los % de lo que tiene C, écuanto tiene cada uno?

Hallar un nimero mayor que 400 y menor que 500 sabiendo que sus cifras suman 9y que leido al
revés es % del nimero primitivo.

Si al doble de la edad de A se suma la edad de B, se obtiene la edad de C aumentada en 32 afios.
Si al tercio de la edad de B se suma el doble de la de C, se obtiene la de A aumentada en 9 anos,
y el tercio de la suma de las edades de Ay B es 1 afio menos que la edad de C. Hallar las edades
respectivas.

N

Ejercicio

MISCELANEA DE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES SIMULTANEAS

10.

. El'perimetro de un cuarto rectangular es 18 m, y 4 veces el largo equivale a 5 veces el ancho. Hallar
. Atiene doble dinero que B. Si A le da a B 12 balboas, ambos tendran lo mismo. ¢Cudnto tiene cada

. Si una sala tuviera 1 metro mas de largo y 1 m més de ancho, el drea seria 26 m? mas de lo que es

. Compré un carro, un caballo y sus arreos por $200,000. El carro y los arreos costaron $20,000

. Hallar tres nimeros tales que la suma del 1°y el 2° excede en 18 al tercero; la suma del 1°y el 3°
. La suma de las dos cifras de un nimero es 6, y si al nimero se le resta 36, las cifras se invierten.
. Un pdjaro volando a favor del viento recorre 55 km en 1 hora y en contra del viento, 25 km en 1

. Un hombre comprd cierto nimero de libros. Si compra 5 libros mas por el mismo dinero, cada libro

. Siete kilos de café y 6 de té cuestan $480; 9 kilos de té y 8 de café cuestan $645. ¢Cuanto cuesta

las dimensiones del cuarto.
uno?

ahora, y si tuviera 3 m menos de largo y 2 m mas de ancho, el area seria 19 m® mayor que ahora.
Hallar las dimensiones de la sala.

mas que el caballo, y el caballo y los arreos costaron $40,000 mas que el carro. ¢Cuanto costo el
carro, el caballo y los arreos?

excede en 78 al segundo, y la suma del 2° y el 3° excede en 102 al primero.
Hallar el nimero.
hora. Hallar la velocidad en km por hora del pajaro en aire tranquilo y del viento.

le costaria $20 menos, y si hubiera comprado 5 libros menos por el mismo dinero, cada libro le
habria costado $40 més. ¢Cudntos libros compré y cuanto pagé por cada uno?

un kilo de café y cuanto un kilo de t6?

Un comerciante empled $19,100 en comprar 50 trajes de $400 y $350. ¢Cudntos trajes de cada
precio comprg?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Si al numerador de una fraccion se resta 1, el valor de la fraccion es 1 , 'y si al denominador se resta
2, el valor de la fraccion es 1 . Hallar la fraccion.

Dos bolsas tienen 200 nuevos soles. Si de la bolsa que tiene mas dinero se sacan 15 nuevos soles
y se ponen en la otra, ambas tendrian lo mismo. ¢Cuanto tiene cada bolsa?

Compré un caballo, un sombrero y un perro. El perro me costé $200, el caballo y el perro costaron
el triple que el sombrero; el perro y el sombrero 3 de lo que costo el caballo. Hallar el precio del
caballo y del sombrero.

Un namero de dos cifras equivale a 6 veces la suma de sus cifras, y si al nimero se le resta 9, las
cifras se invierten. Hallar el nimero.

Cierto namero de personas alquilé un autobls para una excursion. Si fueran 10 personas mas, cada
una habria pagado 5,000 bolivares menos, y si fueran 6 personas menos, cada una habria pagado
5,000 bolivares mas. ¢Cuantas personas iban en la excursion y cuanto pag6 cada una?

Entre A y B tienen 10,800,000 sucres. Si A gasta § de su dinero y B del suyo, ambos tendrian
igual suma. ¢Cuadnto tiene cada uno?

Ayer gané $10 mas que hoy. Si lo que gané hoy es 2 de lo que gané ayer, {cuanto gané cada
dia?

Dos numeros estan en la relacion de 3 a 5. Si cada namero se disminuye en 10, la relacion es de 1
a 2. Hallar los nimeros.

A le dice a B: si me das 4 lempiras tendremos lo mismo, y B le contesta: si tu me das 4 lempiras
tendré % de lo que td tengas. ¢Cuénto tiene cada uno?

Hace 20 anos la edad de A era el doble que la de B; dentro de 30 afnos sera g de la edad de B. Hallar
las edades actuales.

Una tripulacion emplea 3 horas en remar 16 km rio abajo y en regresar. En remar 2 km rio arriba
emplea el mismo tiempo que en remar 4 km rio abajo. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila
y la velocidad del rio.

Un noveno de la edad de A excede en 2 afos % de la edad de B, y el doble de la edad de B equivale
a la edad que tenia A hace 15 anos. Hallar las edades actuales.

En 5 horas A camina 4 km mas que B en 4 horas, y A en 7 horas camina 2 km mas que B en 6
horas. ¢Cuantos km anda cada uno en cada hora?

La diferencia entre la cifra de las unidades y la cifra de las decenas de un numero es 4, y si el
numero Se suma con el numero que resulta de invertir sus cifras, la suma es 66. Hallar el nimero.

El perimetro de un rectangulo es 58 m. Si el largo se aumenta en 2 my el ancho se disminuye en
2 m, el area se disminuye en 46 m?. Hallar las dimensiones del rectangulo.

El perimetro de una sala rectangular es 56 m. Si el largo se disminuye en 2 my el ancho se aumenta
en 2 m, la sala se hace cuadrada. Hallar las dimensiones de la sala.
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José Luis Lagrange (1736-1813). Matematico nacido en
[talia, y de sangre francesa. A los 16 anos fue nombrado pro-
fesor de Matematicas en la Real Escuela de Artilleria de Turin.
Fue uno de los mas grandes analistas del siglo Xviil. Su mayor
contribucion al Algebra esta en la memoria que escribio en

capitulo XX V[

ESTUDIO ELEMENTAL DE LA TEORIA COORDINATORIA

Berlin hacia 1767, Sobre la resolucion de las ecuaciones nu-
méricas. Pero su obra fundamental fue la Mecanica analitica.
Respetado por la Revolucion, fue amigo de Napoledn Bona-
parte quien lo nombré senador.

(331| LA TEORIA COORDINATORIA estudia la ordenacion de las cosas o elementos.

(332 La distinta ordenacion de las cosas o elementos origina las coordinaciones, permutaciones

y combinaciones.

@ COORDINACIONES O ARREGLOS son los grupos que se pueden formar con varios ele-
mentos (letras, objetos, personas), tomandolos uno a uno, dos a dos, tres a tres, etc., de
modo que dos grupos del mismo numero de elementos se diferencien por lo menos en un
elemento o, si tienen los mismo elementos, por el orden en que estan colocados.

Vamos a formar coordinaciones con las letras a, b, ¢, d.
Las coordinaciones monarias de estas cuatro letras son los grupos de una letra que po-

demos formar con ellas, 0 sea: ab,c,d.

Las coordinaciones hinarias se forman escribiendo a la derecha de cada letra todas las

demas, una a una, y seran;

ab
ba
ca
da

(Véase que los grupos ab y ac se diferencian en un elemento porque el primero tiene b que no tiene el segundo y el
segundo tiene ¢ que no tiene el primero; los grupos ab y cd se diferencian en dos elementos; los grupos ab y ba se

diferencian en el orden de los elementos.)

ac
be
cb
ab

ad
bd
cd
dc
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Las coordinaciones ternarias se forman escribiendo a la derecha de cada binaria, una a
una, todas las letras que no entren en ella, y seran:

abc  abd acb  acd adb  adc
bac  bad bca  bed bda  bdc
cab  cad cba cbd cda cdb
dab  dac dba  dbc dca dcb

(Véase que los grupos abc y abd se diferencian en un elemento; los grupos abc y bac se diferencian en el orden.)

Las coordinaciones cuaternarias se formarian escribiendo a la derecha de cada ternaria
la letra que no entra en ella.

El simbolo de las coordinaciones es A, con un subindice que indica el numero de ele-
mentos y un exponente que indica cuantos elementos entran en cada grupo (orden de las
coordinaciones).

Asi, en el caso anterior, las coordinaciones monarias de a, b, ¢, d se expresan 'A,; las
binarias, °A,; las ternarias, *A,; las cuaternarias, ‘4,.

CALCULO DEL NUMERO DE COORDINACIONES DE m ELEMENTOS TOMADOS n An

Con m elementos, tomados de uno en uno, se pueden formar m coordinaciones monarias;
1 _
luego, A =m
Para formar las binarias, a la derecha de cada uno de los m elementos se escriben, uno
a uno, los demas m — 1 elementos; luego, cada, elemento origina m — 1 coordinaciones
binarias y los m elementos daran m(m — 1) coordinaciones binarias; luego,
2 _
2Am = qn(m -1)
A ="A (m—1)

porque m ='A

0 Sea,

Para formar las ternarias a la derecha de cada binaria escribimos, uno a uno, los m — 2
elementos que no entran en ella; luego, cada binaria produce m — 2 ternarias y tendremos:

WUo=A (m-2)

Para formar las cuaternarias, a la derecha de cada ternaria, escribimos, uno a uno, los
m — 3 elementos que no entran en ella; luego, cada ternaria produce m — 3 cuaternarias y
tendremos:
40 _3
Arn_ Am(m_s) A =m

m

A, ="A_(m-1)
Continuando el procedimiento, obtendriamos la serie 3Am = 2/4,"(/77 -2)
de férmulas: > A ="A (m-3)

" =74 (m—n+1)

m

Multiplicando miembro a miembro estas igualdades y suprimiendo los factores comunes
a los dos miembros, se tiene:

"A,=mm—-1)(m-2)...(m-n+1) 1)
que es la formula de las coordinaciones de m elementos tomados de 7 en n.
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¢Cudntos nameros distintos de 4 cifras se pueden formar con los numeros 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8y9?

Aplicamos la formula (1).

Aquim=9,n=4.

A=9x8x..x(9-4+1)=9x8x7x6=3024 R.

2) ¢Cuantas senales distintas pueden hacerse con 7 banderas izando 3 cada vez?
Las sefiales pueden ser distintas por diferenciarse una de otra en una 0 mas banderas o
por el orden en que Se izan las banderas.
Aplicamos la formula (1). Aqui m = 7, n = 3. Tendremos:

A, =Tx.x(7T-3+1)=7x6x5=210senales R.

Si se establece la condicion de que cierto numero de elementos tienen que ocupar lugares
fijos en los grupos que se formen, al aplicar la formula, m y n se disminuyen en el nimero de
elementos fijos. Por ejemplo:

Con 10 jugadores de baloncesto, éde cuantos modos se puede disponer el equipo de 5
jugadores si los dos delanteros han de ser siempre los mismos?

Aqui hay dos jugadores que ocupan lugares fijos: m= 10y n = 5, pero tenemos que dis-
minuir my n en 2 porque habiendo 2 jugadores fijos en dos posiciones, quedan 8 jugadores
para ocupar las 3 posiciones que quedan; luego, los arreglos de 3 que podemos formar con
los 8 jugadores son:

%A, ,="A;=8x7x6=2336modos R.

PERMUTACIONES son los grupos que se pueden formar con varios elementos entrando
todos en cada grupo, de modo que un grupo se diferencie de otro cualquiera en el orden
en que estan colocados los elementos.

Asi, las permutaciones que se pueden formar con las letras a y b son aby ba.

Las permutaciones de las letras a, b y ¢ se obtienen formando las permutaciones de a y
b, que sonab y ba, y haciendo que la ¢ ocupe todos los lugares (detras, en el medio, delante)
en cada una de ellas y seran:

abe ach cab
bac bea cha

Las permutaciones de a, b, ¢ y d se obtienen haciendo que en cada una de las anteriores
la d ocupe todos los lugares y asi sucesivamente.

CALCULO DEL NUMERO DE PERMUTACIONES DE m ELEMENTOS

Las permutaciones son un caso particular de las coordinaciones: el caso en que todos
los elementos entran en cada grupo. Por tanto, la formula del nimero de permutacio-
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nes de m elementos, P, se obtiene de la formula que nos da el nimero de coordina-
ciones

"A,=mm-1)(m-2)..(m-n+1)
haciendo m = n. Si hacemos m =n el factorm —n + 1 =1, y quedara:
P,=mm-1)(m-2)..x1,
0 sea,
P =1x2x3x..xm=m
La expresion m! se llama una factorial e indica el producto de los nimeros enteros con-
secutivos de 1am. Portanto, P =m! (2)

1) ¢De cuantos modos pueden colocarse en un estante 5 libros?
En cada arreglo que se haga han de entrar los 5 libros, luego aplicando la formula (2)
tenemos:

P,=51=1x2x3x4x5=120 modos R.

2) ¢De cuantos modos pueden sentarse 6 personas a un mismo lado de una mesa?

Ps=6!=720 modos R.

Si se establece la condicion de que determinados elementos han de ocupar lugares fijos, el
numero total de permutaciones es el que se puede formar con los demas elementos.

1) Con 9 jugadores, ¢de cuantos modos se puede disponer una novena si el pitcher y el
catcher son siempre los mismos?
Hay dos elementos fijos, quedan 9 — 2 = 7 para permutar, luego P, = 7! = 5,040
modos. R.

PERMUTACIONES CIRCULARES

Cuando m elementos se disponen alrededor de un circulo, el nimero de permutaciones es
(m — 1) si se cuenta siempre en el mismo sentido a partir de un mismo elemento.

1) ¢De cuantos modos pueden sentarse 6 personas en una mesa redonda, contando en un
solo sentido, a partir de una de ellas?

P6—1:P5:5!:120 mOdOS R-

COMBINACIONES son los grupos que se pueden formar con varios elementos tomando-
los uno a uno, dos a dos, tres a tres, etc., de modo que dos grupos que tengan el mismo
nimero de elementos se diferencien por lo menos en un elemento.

Vamos a formar combinaciones con las letras a, b, ¢, d.
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Las combinaciones bhinarias se forman escribiendo a la derecha de cada letra, una a una,
todas las letras siguientes y seran:

ab ac ad
be bd
cd

Las combinaciones ternarias se forman escribiendo a la derecha de cada binaria, una a
una, las letras que siguen a la Ultima de cada binaria; seran:

abce, abd, acd, bed

En los ejemplos anteriores se ve que no hay dos grupos que tengan los mismos elemen-
tos; todos se diferencian por lo menos en un elemento.

CALCULO DEL NUMERO DE COMBINACIONES DE m ELEMENTOS TOMADOS n A n

Si en las combinaciones binarias anteriores permutamos los elementos de cada combina-
cion, obtendremos las coordinaciones binarias; si en las combinaciones ternarias anteriores
permutamos los elementos de cada combinacion, obtendremos las coordinaciones ternarias;
pero al permutar los elementos de cada combinacion, el nimero de grupos (coordinacio-
nes) que se obtiene es igual al producto del nimero de combinaciones por el nimero de
permutaciones de los elementos de cada combinacion. Por tanto, designando por "C  las
combinaciones de m cosas tomadas n a n, por P las permutaciones que se pueden formar
con los n elementos de cada grupo y por “A_ las coordinaciones que se obtienen al permutar
los n elementos de cada grupo, tendremos:

" xP="A . "C,= " (3

lo que dice que el nimero de combinaciones de m elementos tomados n a n es igual al
namero de coordinaciones de los m elementos tomados n a n dividido entre el nimero de
permutaciones de los n elementos de cada grupo.

1) Entre 7 personas, éde cuantos modos puede formarse un comité de 4 personas?
Aplicamos la formula (3).

Aquim=7,n=4.

4
40 =ﬁ=7x6x...(7—4+1)_7x6x5x4

7P, 41 T 1x2x3x4

=35modos R.

2) En un examen se ponen 8 temas para que el alumno escoja 5. ¢Cuantas selecciones
puede hacer el alumno?

5
50 _ M8 _Bx7x.x(B-5+1)_8x7x6x5x4_pp g

8 R 5! T 1x2x3x4x5
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.

21.

22.

. ¢Cuantos nameros de tres cifras, todas ellas diferentes, se pueden formar con los nimeros 4, 5, 6,

7,8y9?

. Con 5 jugadores, ¢de cuantos modos se puede disponer un equipo de baloncesto de 5 hombres?
. Con 7 personas, écuantos comités distintos de 5 personas pueden formarse?
. Entre la Guaira y Liverpool hay 6 barcos haciendo los viajes. ¢De cuantos modos puede hacer el

viaje de ida y vuelta una persona si el viaje de vuelta debe hacerlo en un barco distinto al de ida?

. ¢De cuantos modos pueden sentarse 3 personas en 5 sillas?
. De 12 libros, écuantas selecciones de 5 libros pueden hacerse?
. ¢De cuantos modos pueden disponerse las letras de la palabra Ecuador, entrando todas en cada

grupo?

. ¢Cudntas selecciones de 4 letras pueden hacerse con las letras de la palabra Alfredo?
. Se tiene un libro de Aritmética, uno de Algebra, uno de Geometria, uno de Fisica y uno de Quimica.

¢De cuantos modos pueden disponerse en un estante si el de Geometria siempre esta en el medio?
&Cuantos numeros de seis cifras, todas ellas diferentes, se pueden formar con los nimeros 1, 2,
3,4,5y67

¢De cuantos modos pueden disponerse en una fila un sargento y 6 soldados si el sargento siempre
es el primero?, ¢si el sargento no ocupa lugar fijo?

¢De cuantos modos pueden sentarse un padre, Su esposa y sus cuatro hijos en un banco?, éen una
mesa redonda, contando siempre a partir del padre?

¢Cuantas senales distintas pueden hacerse con 9 banderas, izando 3 cada vez?

¢Cuantos nimeros con todos sus digitos diferentes, mayores que 2,000 y menores que 3,000, se
pueden formar con los nimeros 2, 3,5y 67

&Cuantas selecciones de 3 monedas pueden hacerse con una pieza de 5 centavos, una de 10, una
de 20, una de 40 y una de un peso?

¢De cuantos modos puede disponerse una tripulacion de 5 hombres si el timonel y el primer remero
son siempre los mismos?

Hay 7 hombres para formar una tripulacion de 5, pero el timonel y el primer remero son siempre 10S
mismos. ¢De cuantos modos se puede disponer la tripulacion?

¢De cuantos modos pueden disponerse 11 muchachos para formar una rueda?

De entre 8 candidatos, écuantas ternas se pueden escoger?

¢Cuantos numeros de cinco cifras todas ellas diferentes, que empiecen con 1y acaben con 8 se
pueden formar con los nimeros 1, 2, 3,4, 5,6, 7y 8?

Con cinco consonantes y tres vocales, écuantas palabras de ocho letras, todas ellas diferentes,
pueden formarse?, écuantas, silas vocales son fijas?

&De cuantos modos se puede disponer un equipo de baloncesto de 5 hombres con 5 jugadores si
el centrocampista es fijo?
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Gaspard Monge (1746-1818). Matemético francés. Fue Mi-  Fue el primero en utilizar pares de elementos imaginarios para
nistro de Marina de la Revolucion. Dentro de las Matematicas ~ simbolizar relaciones espaciales reales. Su teoria de la su-
cultivé muy especialmente la Geometria. Inventd la Geometria  perficie permite la solucion de las ecuaciones diferenciales.
descriptiva, base de los dibujos de mecanica y de los procedi-  Aplico su ciencia en problemas maritimos.

mientos graficos para la ejecucion de las obras de ingenieria.

capitulo XX V]

POTENCIACION

POTENCIA de una expresion algebraica es la misma expresion o el resultado de tomarla

como factor dos o mas veces.

La primera potencia de una expresion es la misma expresion.

Asi, (2a)' = 2a.

La segunda potencia o cuadrado de una expresion es el resultado de tomarla como factor
dos veces. Asi, (2a)° = 2a x 2a = 4a°

El cubo de una expresion es el resultado de tomarla como factor tres veces. Asi, (2a)° =
2a x 2a x 2a = 8a°.

En general, (2a)" = 2a x 2a x 2a ... n veces.

SIGNO DE LAS POTENCIAS

Cualquier potencia de una cantidad positiva evidentemente es positiva, porque equivale a un
producto en que todos los factores son positivos.
En cuanto a las potencias de una cantidad negativa, ya se vio (85) que:

1) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva.
2) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa.
Asi, (-2a)’=(-2a)x(-2a)=4a"
(-2a)* =(—2a)x (—2a) x (—2a) = -8a°
(-2a)* =(—2a) x (—2a) x (-2a) x (—2a) = 16a* , etcétera.
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POTENCIA DE UN MONOMIO

Para elevar un monomio a una potencia se eleva su coeficiente a esa potencia y se multiplica
el exponente de cada letra por el exponente que indica la potencia.

Si el monomio es negativo, el signo de la potencia es + cuando el exponente es par, y
es — cuando el exponente es impar.

1) Desarrollar (3ab?®.
(SabZ)S — 33 1 x3 b2><3 2733[)6 R
En efecto:
(3ab?)® = 3ab® x 3ab® x 3ab* = 27a°h°

2) Desarrollar (-3a°h%°.
(_3a2b3)2 — 32 . a2><2 . b3><2 — 9a4b6 R
En efecto:
(-3a%h*)? = (-3a%°) x (-3a’b®) = 9a’b® R.

3) Desarrollar  (-5x%*)°.
(-5x¥y%3=—125x%" R.

4
4) Desarrollar (—ZX)

3y?

Cuando el monomio es una fraccion, para elevarlo a una potencia cualquiera, se eleva
Su numerador y su denominador a esa potencia. Asi, es este caso, tenemos:

4
_2x) _ @) _1ex!
3y?)  @yH)t 81yt

\D
5) Desarrollar (—%asb“J.

: 5
2304 ) _ 15 20
(—gab)_ 2a%" R

Desarrollar:
1. (4a%)? 9. (@"b")" e N 2
_2m 2m°n =
2. (-5 ) 10. (_2X3y526)4 17. ( ) ) 21. (3)(4) g
373
3. (3xy)° 1. (=3m°n) . ) 2.
4. (-6a%b)? 12. (@%)" 18. (%ZJ 22, (— %aSbZ)
5. (24 y3 13. (—m’nx)* ) )
e 15. (7x%y%2%)? Y
7 X'y 2 2\ .
2ab 1
8. (-7ab’c’)’ 16. (—i) 20. (—33] 24. (—Eazb“)
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CUADRADO DE UN BINOMIO

Sabemos (87 y 88) que: @+b)*=a’+2ab +b°
(@—b)’=a*—2ab + b*

Aunque en los productos notables ya hemos trabajado con estas formas, analizaremos
algunos casos mas dada su importancia.

1) Desarrollar (3a° — 5a’b*)’.

(3a° — 5a°h*)* = (3% — 2(3a°%) (5a°h") + (5a’h*)?
=9a' - 30a%" + 25a'b® R.

2
2) Desarrollar (§x2+ A

_4,4,,2,3, 9 6
=g X XYy R.
2
3) Desarrollar (10a3—ga2b7).
2 2
(10a3—g b7) — (102 2(10a)(4a2b7)+(4a2b7)

\2
3 2
4) Desarrollar (X—SJ’J .

2 2 2
52| () Lo 2[5 [
10 6x° 10 10 )\ 6x° 6x5

Desarrollar:

2 2
=] 1. (35+7b4)2 9. (%32—%b2) 14. (Z?X_%V
2 2 (3x' - 5x%)? 2 )
k| 3. (22" - a°)* 10 (§x3+§xy2) 15. (ﬁ+ﬁ)
- 4. (7x5 — 8x3%)2 2 8 7b
(7 =8y 1. | 1a5-32%7 )2
5. (9ab? + 5a%h%)’ e? 77 1. (%‘ZT)
> (3X2y3 7X3y2)2 12, (2m4—5n3)2 [0 _mt)
7. (xy - a%h?)’ o eyt 10x?

2
2
X,y 2
o (1x+ ) 13. (3+4) 3.6 da
; 18. |ga® -2
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CUBO DE UN BINOMIO

Sabemos (90) que:
(@+b)>=a°+ 3a% + 3ab* + b°
(@—b)*=a® - 3a’ + 3ab* - b*

1) Desarrollar (4a° + 5a%h?)°.
(4a° + 5a%h?)? = (4a%)° + 3(4a%)%(5a%?) + 3(4a’)(5a%b?)? + (5a%b?)°
= 64a° + 240a%* + 300a’b* + 125a°%° R.

3
2) Desarrollar (gx—gyz) :

(et = (3] -5 () (3o 82)0r) - ()

_ 2y

_ _15 .6 R
125 ’

9 422,54 _1%5
10X’V+4Xy 216y

3]
3 4
3) Desarrollar (2’(—10”).

5y 3
3 4 ’ g 2 4 4 . 4 S
2¢_ 107 () _gf2d (W)J,g ¢ (W) _(W)
5 3 5y 5y 3 5y 3 3
_ 8° _ 8,62 40,37 _ 1000 12 R
" 125/° sXV XV =y Y .
Desarrollar:
3
3 3
1. (2a+3b) 9 (%%%bz) N (ziz_i) 2
2. (4a-3b%° 5 o’ =
. \ =
3. (5 + 6% 10 %az—gbz) 1. (4X4_3x) i
y

&} &

F=)
—_ o~ o~ o~ o~
o
w
<
=0
@
—~ I/~ T/

(
. (32%h — 5a%?)? 13.
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CUADRADO DE UN POLINOMIO
DEDUCCION DE LA REGLA PARA ELEVAR UN POLINOMIO AL CUADRADO

1) Vamos a elevar al cuadrado el trinomio a + b + ¢. Escribiéndolo (a + b) + ¢ podemos con-
siderarlo como un binomio cuyo primer término es (a + b) y el segundo, ¢. Tendremos:
@+b+c)’=[(@+b)+cl*=(@+b)*+2(@+b)c+c’
=a’ + 2ab + b? + 2ac + 2bc + ¢°

(ordenando) = @® + b? + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc (1)

2) Sea el trinomio (@ — b + ¢). Tendremos:
@-b+c)i=[@a-b)+cl°=(@-b)’+2(@@-b)c+c?
=a’ — 2ab + b* + 2ac — 2bc + ¢
(ordenando) = a® + b® + ¢* — 2ab + 2ac — 2bc  (2)

3) Sea el polinomio a +b + ¢ — d. Tendremos:
@+b+c—d?=[@+b)+(c—d)’=(@+b?+2@a+b)c—d+(c—d?
=a’ + 2ab + b? + 2ac + 2bc — 2ad — 2bd + ¢* — 2¢d + @?
(ordenando)  =a?+b®+c®+d® + 2ab + 2ac — 2ad + 2bc — 2bd — 2cd  (3)

REGLA

El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los cuadrados de cada uno de sus
términos mas el doble de las combinaciones hinarias que con ellos pueden formarse.

Esta regla se cumple, cualquiera que sea el nimero de términos del polinomio.

Las combinaciones binarias se entienden productos tomados con el signo que resulte
de multiplicar.

Obsérvese que los cuadrados de todos los términos son positivos.

1) Elevar al cuadrado x>— 3x + 4.
Aplicando la regla anterior, tenemos:

(X2 = 8x+4)2 = (X2)2 + (=3x) + 42+ 2(x2)(=3x) + 2(x2)(4) + 2(=3x)(4)
=x"+9x%+16—6x°+8x%—24x
=x"—6x3+17x*-24x+16 R.

Obsérvese que las combinaciones binarias se forman: 1°y 2°,1°y 3°, 2°y 3°, cada térmi-
no con los siguientes, nunca con los anteriores y que al formar las combinaciones cada
término se escribe con su propio signo.
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2) Desarrollar ( 3x*— 5x*—7)%.

(3X3 —5x2—T7)2 =(3x )2+ (=5x2)% + (=7)2 +2(3x%) (= 5x?)
+2(3x3)(=7)+2(=5x?)(-7)
=9x°+25x" +49-30x° —42x° + 70x*
=9x°-30x°+25x“ —42x*+70x*+49 R.

3) Elevar al cuadrado a° — 3a® + 4a — 1.
(a®-3a®+4a—-1)"=(a%)%+(-3a%)?+(4a)® +(-1)*+2(a*)(-3a?)
+2(a%)(4a)+2(a%)(—1)+2(-3a%)(4a)+2(-3a%)(-1)+2(4a)(-1)

=a°+9a" +16a°+1-6a° +8a* —2a° —24a° + 62> - 8a
=a°—6a’+17a" -26a° +22a*~8a+1 R.

(=]

Elevar al cuadrado:
2

1.0 = 2+1 9. 22+ 2ab — 3b° 6. 23,08 o
2. 2X2+X+1 10. m3—2m2n+2n4 17.X3—X2+X+1 'g
3 2 —5x42 1. %—b+% 18. X° = 32— 2x+ 2 :—:-
19. x* +3x2—4x +5
4. x*-5x*+6 12. X5y 43
. o 5 3 20. X — 4 +2x—3
h G = 13. 1x2—x+2 21.3-6a+a’-a
2 3
6. X+2/—2 22. 1x3_x242x42
3_x% _xb 14, 3_1,x 2 .
W &5 =5 x 3 a 18 252,83, 1
8. 5x* — 7x* + 3x 15. 332144 MO
- c g TRdty 2. X° - x'+x3-x2+x-2
CUBO DE UN POLINOMIO
DEDUCCION DE LA REGLA PARA ELEVAR

UN POLINOMIO AL CUBO

1) Sea el trinomio a + b + ¢. Tendremos:
(a+b+c)3=[(a+b)+c]3=(a+b)3+3(a+b)zc+3(a+b)02+c3
=(a+b)*+3(a’+2ab+b*)c+3(a+b)c®+ct
=a°+3a’b+3ab?+ b® + 3a’c +6abc + 3b%c+ 3ac® + 3bc? +¢*
(ordenando) =a®+b®+c®+3a’h+3a’c+3b%a+3b%+3c’a+3c’b+6abc (1)

2) Elevando a+b + ¢ + d al cubo por el procedimiento anterior, se obtiene:
(@+b+c+d)’ =a>+b*+c*+d° +3ab+3a’c + 3a%d + 3b%a+3b%c + 3b*d
+3c?a+3c%h+3c?d +3d°a+3a2b+ 3% + 6abc + 6abd
+ bacd + 6bcd  (2)
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Los resultados (1) y (2) nos permiten establecer |a siguiente:

REGLA

El cubo de un polinomio es igual a la suma de los cubos de cada uno de sus términos
mas el triple del cuadrado de cada uno por cada uno de los demas mas el séxtuplo de las
combinaciones ternarias (productos) que pueden formarse con sus términos.

1) Elevar al cubo x> — 2x + 1.
Aplicando la regla anterior, tenemos:
=2+ 1) = (x3)° + (23 + 1°
+ 30 (=2x) + 3(*)X(1)

+3(=20°(*) + 3(=20)(1)
+3(61)2(X2)+3(1)2( ) +6(x*) (=2x)(1)

(ordenando X0 =83+ 160" + 3 + 12" + 12¢% + 3x® —6x — 12¢°
y reduciendo) = x° — 6x° + 15x* — 20x* + 15x* —6x+1 R.

Téngase bien presente que todas las cantidades negativas al cuadrado dan signo mas.
En los trinomios so6lo hay una combinacion ternaria: 1°, 2°y 3°.

2) Elevar al cubo x* —x* + 2x — 3.
(X =x24+2x =3 = (x*\ +(=x*)° + (2x)* +(-3)°
+3(x°)2(=x%)+3(x°)%(2x) +3(x°)*(-3)
+3(—x%)(x%)+3(=x?)*(2x)+3(—x*)*(-3)
+3(2x)3(x%)+3(2x)% (- x?)+3(2x)?%(-3)

+3(=3)%(x%)+3(=3)*(—x*)+3(-3)*(2x)

+6(x%) (=x%)(2x)+6 (x°) (—x*)(~3)+6 (x°)(2x) (-3)+ 6 (—x°) (2x) (-3)
=x%—x8+8x%—27-3x%+6x" —9x°+3x" +6x°—9x* +12x°
—12x* - 36x%+27x° - 27x%+54x —12x® +18x° — 36x" + 36x°
=x°-3x%+9x" —22x°+36x°—57x" +71x*-63x*+54x-27 R.

N

Elevar al cubo:

=Y 1 X +x+1 4. 2 -3 +x° 1. a3+a——% 10. x° - 22 +x-3
[*)]
= 2 2¢-x-1 5. x° -2 -4 8. %XZ_%)H_Q M. x°— 4"+ 2x-3
D
iy 3. 1-3x+2¢° 6. X' —x*-2 9. 2*—a?+a—1 12, 1-x2+ 4 —x®

BINOMIO DE NEWTON
ELEVAR UN BINOMINO A UNA POTENCIA ENTERA Y POSITIVA
Sea el binomio a + b. La multiplicacion da que

(@+b)>=a’+2ab+b? (a+b)*=a*+3a’b+3ab’+ b’
(a+b) =a*+4a°b+6a°h? +4ab’ + b*
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En estos desarrollos se cumplen las siguientes leyes:

1) Cada desarrollo tiene un término mas que el exponente del binomio.

2) El exponente de a en el primer término del desarrollo es igual al exponente del bino-
mio, y en cada término posterior al primero, disminuye 1.

3) El exponente de b en el segundo término del desarrollo es 1, y en cada término pos-
terior a éste, aumenta 1.

4) El coeficiente del primer término del desarrollo es 1y el coeficiente del segundo tér-
mino es igual al exponente de a en el primer término del desarrollo.

5) El coeficiente de cualquier término se obtiene multiplicando el coeficiente del término
anterior por el exponente de a en dicho término anterior y dividiendo este producto
por el exponente de b en ese mismo término aumentado en 1.

6) El altimo término del desarrollo es b elevado al exponente del binomio.

Los resultados anteriores constituyen la ley del binomio, que se cumple para cualquier
exponente entero y positivo como probaremos en seguida. Esta ley general se representa por
medio de la siguiente férmula:

_ n-1p , NN )n22 nn-1(n- 2)n33
(@a+b)"=a"+na b+12 b+ Ty @ b

W&”"‘b“q-_"q-b” (1)

MRS REY

Esta formula descubierta por Newton nos permite elevar un binomio a una potencia
cualquiera, directamente, sin tener que hallar 1as potencias anteriores.

PRUEBA POR INDUCCION MATEMATICA DE LA LEY DEL BINOMIO

Vamos a probar que la ley del binomio se cumple para cualquier exponente entero y positivo.
Admitamos que la ley se cumple para (a + b)" y obtendremos el resultado (1).

Multiplicando ambos miembros de la formula (1) por a + b (se multiplica primero por a,
después por by se suman los productos) y combinando los términos semejantes, se tendra:

(a+b)"™'=a""+(n+1)a"b+ 1'”21 a"'b*+

n(n+1)(n=1) _n-243 , n(n+1)(n=1)("-2) _n-3,4 n+1

383
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Este desarrollo (2) es similar al desarrollo (1), teniendo 17 + 1 donde el anterior tiene 1.

Vemos, pues que la ley del binomio se cumple para (a + b)"*" igual que se cumple para
(@+b)"

Por tanto, si la ley se cumple para un exponente entero y positivo cualquiera n también
se cumple para n + 1. Ahora bien, en el nimero 349 probamos por medio de la multiplica-
cion, que la ley se cumple para (a + b)*, luego, se cumple para (a + b)°; si se cumple para
(@ + b)°, se cumple para (a + b)®, si se cumple para (a + b)°, se cumple para (@ + b)’ y asi
sucesivamente; luego, la ley se cumple para cualquier exponente entero y positivo.

DESARROLLO DE (a — b)"

Cuando el segundo término del binomio es negativo, los signos del desarrollo son alternati-
vamente + y —. En efecto:

@-b)'=la+ (b)Y

y al desarrollar [a + (-b)]" los términos 2°, 4°, 6°, etc., de acuerdo con la formula (1) conten-
drén el segundo término (—b) elevado a un exponente impar y como toda potencia impar de
una cantidad negativa es negativa, dichos términos seran negativos y los términos 3°, 5°, 7°,
etc., contendran a (—b) elevada a un exponente par y como toda potencia par de una cantidad
negativa es positiva, dichos términos seran positivos. Por tanto, podemos escribir:

(@a—b)"=a"—na"""b+ "(1”_;1) a"

_n(n=1)(n=2) ;n-343 Sy
—e3 a"cbhi+..+(-b)

El Gltimo término sera positivo si n es par, y negativo si n es impar. En el desarrollo de una
potencia cualquiera de un binomio los denominadores de los coeficientes pueden escribirse,
si se desea, como factoriales. Asi, 1 - 2 puede escribirse 2!; 1 - 2 - 3 = 3!, etcétera.

1) Desarrollar (x +y)*.
Aplicando Ia ley del binomio, tenemos:

(x+y)=x"+ 4% + 6x%° + 4xy® + y* R

El coeficiente del primer término es 1; el del segundo término es 4, igual que el exponente
de x en el primer término del desarrollo.

El coeficiente del tercer término 6 se halla multiplicando el coeficiente del término anterior
4 por el exponente que tiene x en ese término 3, 0 sea 4 x 3 = 12 y dividiendo este pro-
ducto entre el exponente de y en dicho segundo término aumentado en 1, o sea, entre 2,
y se tiene 12 +~ 2 = 6.

El coeficiente del 4° término se halla multiplicando el coeficiente del término anterior 6
por el exponente de x en ese término: 6 x 2 = 12 y dividiendo este producto entre el
exponente de y en ese término aumentado en 1, o sea, entre 3, y se tiene 12 -3 =4,y
asi sucesivamente.
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2) Desarrollar (a — 2x)°.
Como el 2° término es negativo los signos alternan:
(@ - 2x)° =a° — 5a%(2x) + 10a° (2x)% — 10a%(2x)° + 5a(2x)" — (2x)°
(efectuando) = a® — 10a‘x + 40a? — 80a%* + 80ax* — 32x° R.
Los coeficientes se obtienen del mismo modo que se explico en el ejemplo anterior.

OBSERVACION

En la practica, basta hallar la mitad o la mitad mas 1 de los coeficientes, segun que el
exponente del binomio sea impar o par, pues los coeficientes se repiten; en cuanto se
repite uno se repiten los demas.

3) Desarrollar (2x2 + 3y*)°.
(2¢+3y%)° = (%) + 5(2)(2)4(3}’4)+10(2)(2)3(?4’4)2+1 02 (3y*)*+5(2x%) (3y*)*+ (3y)°
= 32x" + 240x%* + 720x%°® + 1,080x"y'? + 810x%™ + 243y*° R.

(a5 - %3)6 = (@ - 6(° (b;) +15(@)" (b;)z 208 (b;)s
() -3 (3

— 30 _n.25p3 152006 51549 | 15 10412 3 5415 | 1 p18
=a" =3a~b +pavh —Javh +gath - Lahv+ o b7 R

385

Desarrollar:

1. (x-2)* 10. (x* - 5°)° 16. (x* + 2y%)7

2. (@a+3)° 6 17. (3 8
Yy (e =1)

3. (2 - x)° 11. (2x 2) Y

4. (2x + 5y)* N 18| x ‘E)

5. (a_3)° 12. 3—%)

' (2m® - n%)’
6. (2a — b)® 13. (2m® - 3n*)® ;
7. 06+ 2 0, 0 3y . (127
8. (¢ +1)° A2 6

7 1_5a
9. (22 - 3b)° 15. (Sa 3] 21. (5—7)

Ejercicio
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@ TRIANGULO DE PASCAL

Los coeficientes de los términos del desarrollo de cualquier potencia de un binomio los da en
seguida el siguiente triangulo llamado Triangulo de Pascal:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

El modo de formar este triangulo es el siguiente:

En la primera fila horizontal se pone 1.

En la segunda fila se pone 1y 1.

Desde la tercera en adelante se empieza por 1 y cada nimero posterior al 1 se obtiene
sumando en la fila anterior el 1 niumero con el 2°, el 2° con el 3°, el 3°, con el 4°, el 4°, con
el 5°, etc., y se termina por 1.

Los coeficientes del desarrollo de cualquier potencia de un binomio son los nimeros que
se hallan en la fila horizontal en que después del 1 esta el exponente del binomio.

Asi, los coeficientes del desarrollo de (x + y)* son los nameros que estan en la fila hori-
zontal en que después del 1 esta el 4,0 sea, 1, 4, 6, 4, 1.

Los coeficientes del desarrollo de (m + n)® son los nameros de la fila horizontal en que
después del 1 estael 5, o sea, 1, 5, 10, 10, 5, 1.

Los coeficientes del desarrollo de (2x — 3y)” son los nameros de la fila horizontal en que
después de 1 estael 7 osea, 1,7, 21,35, 35,21,7, 1.

En la practica, basta formar el triangulo hasta la fila horizontal en que después del 1
viene el exponente del binomio. Los nimeros de esta dltima fila son los coeficientes que se
necesitan.

Este triangulo es atribuido por algunos al matematico Tartaglia.

1) Desarrollar (x* — 3y°)® por el Triangulo de Pascal.
Se forma el triangulo hasta la fila horizontal en que después del 1 viene el 6 0 sea:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
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Entonces, tomando los coeficientes de esta dltima fila, tenemos:
(x* = 3y°)° = (XZ)6 - 6(x%)°(3y°) + 15(x*)*(3y°)? — 20(x*)*(3y°)° +
15(x%)%(3y°)* = 6(x°) (3y°)° + (3y°)°
—18x"%° + 135x%™ — 540x% " + 1,215x"y? — 1,458x%*° + 729y*" R.

387

Desarrollar, hallando los coeficientes por el Tridngulo de Pascal:

1. (a + 2b)° . (a_S)G 11. (x° +mgn)
2. (2m? - 3n%)° 50 12 3_%2)
3.+ yY)° 8. (1-xY° 10

4 G-y) . (2_3)7 12.(1-1]

5. (2° — 3y*)° e e 14.(2m? - 5nf)°

TERMINO GENERAL

La formula del término general que vamos a establecer nos permite hallar directamente un
término cualquiera del desarrollo de un binomio, sin hallar los términos anteriores.
Considerando los términos del desarrollo

n-1p M=) gn-2p2  0(n=1)(1-2) ;n-3)3
(@a+b)"=a"+na"""b+——~ s b?+ T b

observamos que se cumplen las leyes siguientes:

1) El numerador del coeficiente de un término cualquiera es un producto que empieza por
el exponente del binomio; cada factor posterior a éste es 1 menos que el anterior y
hay tantos factores como términos preceden al término de que se trate.

2) El denominador del coeficiente de un término cualquiera es una factorial de igual
nimero de factores que el numerador.

3) El exponente de a en un término cualquiera es el exponente del binomio disminuido
en el nimero de términos que preceden a dicho término.

4) El exponente de b en un término cualquiera es igual al nimero de términos que lo
preceden.

De acuerdo con Ias leyes anteriores, vamos a hallar el término que ocupa el lugar r en el
desarrollo de (a + b)
Al término r lo preceden r — 1 términos. Tendremos:

1) El numerador del coeficiente del término r es n(n — 1)(n — 2)... hasta que haya r — 1 fac-
tores.
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2) El denominador es una factorial 1-2- 3... que tiene r — 1 factores.
3) Elexponente de a es el exponente del binomio n menosr—1, o sea, n— (r—1).
4) Elexponente debesr—1.

Por tanto, tendremos:

¢ _N(n=1)(n-2)... hastar —1 factores , 1, r1
! 1x2x3x%x..x(r-1)
que es la formula del término general.

1) Hallar el 5° término del desarrollo de (3a + b)".
Aqui r = 5. Al 5° término lo preceden 4 términos; r — 1 = 4. Tendremos:

7Tx6x5x4 74,4 7><5
= Ba) bt =T 3a) D!

= 35(27a%)b" = 9452°h* R.

2) Hallar el 6° término del desarrollo de (x* — 2y)™.
Al 6° término le preceden 5 términos. Tendremos:

10x9x8x7x6 10-5
6 1><2><3><4><5><( ) (2J/)

=252 (x*)°® (-32y°) = —8,064x'%° R.
Cuando el segundo término del binomio es negativo, como en este caso —2y, el signo del

término que se busca sera + si en el planteo este segundo término tiene exponente pary
sera — si tiene exponente impar, como sucede en el caso anterior.

Hallar el:

1. 3 término de (x — y)° 7. 7° término de (x* — 2y)'°

2. 4°término de (a — 4b)’ 8. 8° término de (x — y?)"

3. 5° término de (1 +x)" 9. 10° término de (a° + b)"°

4. 4° término de (3x — 2y)° 10. 9°término de (1 —x%)"2

5. 5°término de (a° — 2b)° 11. El pendiltimo término de (2a — b%)°

6. 6 término de (Za— %)8 12. El término del medio de (3x2 - y2)°




Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Matematico y astrono-
mo francés. Pertenecia a la nobleza francesa con el titulo de
marqués. Fue profesor de la Escuela Militar de Paris. Organizo
la Escuela Politécnica y la Escuela Normal Superior. Es céle-
bre como astronomo por su famosa teoria sobre el origen del

Capitulo X X/ X

RADICACION

sistema solar, expuesta magistralmente en su obra Exposicion
del sistema del mundo, que es una condensacion de su Me-
canica celeste. En el orden matematico, dio una demostracion
completa del teorema de D"Alembert.

RAIZ de una expresion algebraica que elevada a una potencia reproduce la expresion dada.

Asi, 2a es raiz cuadrada de 4a® porque (2a)® = 4a® y —2a también es raiz cuadrada de 4a*

porque (—2a)° = 4a°.

3x es raiz cubica de 27x* porque (3x)* = 27x°.

El signo de raiz es J_ , lamado signo radical. Debajo de este signo se coloca la canti-
dad a la cual se extrae la raiz llamada por eso cantidad subradical.

El signo f lleva un indice que indica la potencia a que hay que elevar la raiz para que
reproduzca la cantidad subradical. Por convencion el indice 2 se suprime y cuando el signo

J nolleva indice se entiende que el indice es 2.

Asi, \/? significa una cantidad que elevada al cuadrado reproduce la cantidad subradi-
cal a*; esta raiz es a’ y —a® porque (@%)° =a'y (-a%)? =a".
38x3 significa una cantidad que elevada al cubo reproduce la cantidad subradical 8x*;

esta raiz es 2x porque (2x)* = 8x°.

8/—32a° significa una cantidad que elevada a la quinta potencia reproduce la cantidad

subradical —32a°; esta raiz es —2a porque (—2a)° =

-322°.
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EXPRESION RADICAL 0 RADICAL es toda raiz indicada de un nimero o de una expresion

algebraica. Asi, /4,%9a% 416a> son expresiones radicales.
Si la raiz indicada es exacta, la expresion es racional; si no es exacta, es irracional.

Las expresionesirracionales como /2, 3/3a? sonlas que comunmente sellaman radicales.
El grado de un radical lo indica su indice. Asi, y2a es un radical de segundo grado;
3/5a% es un radical de tercer grado; ¥/3x es un radical de cuarto grado.

SIGNOS DE LAS RAICES

1) Las raices impares de una cantidad tienen el mismo signo que la cantidad subradical.

Asi, J27a® = 3a porque  (3a)’=27a°

)
{-27a° =-3a porque (-3a)°=-27a°
5 X10 — X2 porque (X2)5=X10
5—x0 =—x*  porque  (—x*)°=—x"

2) Las raices pares de una cantidad positiva tienen doble signo: +y —.

Asi, \/25x2 =5x 0 — 5x porque (5x)2= 25 X2y (~5x) 2 = 25x2

Esto se indica de este modo: W:in

Del propio modo, 4/16a* =2a y —2a porque (2a)* = 16a" y (~2a)* = 16a*
Esto se indica: W =+2a

CANTIDAD IMAGINARIA

Las raices pares de una cantidad negativa no se pueden extraer, porque toda cantidad, ya
sea positiva 0 negativa, elevada a una potencia par, da un resultado positivo. Estas raices se
llaman cantidades imaginarias.

Asi, \/j no se puede extraer. La raiz cuadrada de —4 no es 2 porque 2> =4y no -4,y
tampoco es —2 porque (-2)2=4yno-4. =4 es una cantidad imaginaria.

Del propio modo, \/—_9,,/—a2,,4/—16x2 son cantidades imaginarias.

CANTIDAD REAL es una expresion que no contiene ninguna cantidad imaginaria. Asi, 3a, 8,
Jg son cantidades reales.

VALOR ALGEBRAICO Y ARITMETICO DE UN RADICAL

En general, una cantidad tiene tantas raices de un grado dado como unidades tiene el grado
de la raiz. Asi, toda cantidad tiene dos raices cuadradas, tres raices cubicas, cuatro raices
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cuartas, etcétera, pero generalmente una o mas raices de éstas son complejas. Mas ade-
lante hallaremos las tres raices cubicas de la unidad, dos de las cuales son complejas con-
jugadas.

El valor real y positivo de un radical, si existe, o el valor real negativo si no existe el
positivo, es lo que se llama valor aritmético del radical. Asi,

J9 =+3: el valor aritmético de /9 es +3.
‘Vﬁ ==+2; el valor aritmético de i‘/ﬁ s +2.

Al tratar de radicales, siempre nos referimos a su valor aritmético.

RAIZ DE UNA POTENCIA

Para extraer una raiz a una potencia se divide el exponente de la potencia por el indice
de la raiz.

m
Decimos que Ya" =a" .
n
m men . .
En efecto: (a”) =a" =3", cantidad subradical.

Aplicando esta regla, tenemos:

J?:ag=a2 3JF:)(%=)(3

Si el exponente de la potencia no es divisible por el indice de la raiz, se deja indicada la
division, originandose de este modo el exponente fraccionario.

1 2
Asi, Ja=a? Ix2=xs

En el capitulo siguiente se trata ampliamente el exponente fraccionario.

RAiZ DE UN PRODUCTO DE VARIOS FACTORES

Para extraer una raiz a un producto de varios factores se extrae dicha raiz a cada uno de
los factores.

Asi, Q/% :Q/ET/E’\’E porque
(Q/E - Q/E)n = (Q/E)n (Q/E)n (Q/E)n = abc, cantidad subradical.

. RAIZ DE UN MONOMIO
De acuerdo con lo anterior, para extraer una raiz de un monomio Se sigue la siguiente:

REGLA

1) Se extrae la raiz del coeficiente y se divide el exponente de cada letra por el indice de
la raiz.

2) Sielindice del radical es impar, la raiz tiene el mismo signo que la cantidad subradi-
cal, y si el indice es par y la cantidad subradical positiva, la raiz tiene el doble signo +.
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Hallar la raiz cuadrada de 9a%b*.

Joah*=+3ap’ R.
Hallar la raiz cibica de —8a%° y°.

Y-8ax%y° =—2a’y* R,

3) Hallar la raiz cuarta de 16a*m®*".

{16a*mex*™ =+ 2am*x™ R.
4) Hallar la raiz quinta de —243m™n'®.

8[—243m™n™ = _3m°*n®>* R.
5) Hallar la raiz cuadrada de gij

Cuando el monomio es una fraccion, como en este caso, se extrae |a raiz al numerador

y denominador.
4 _4’_oa p

9p*  J9p* 3p?

P A 6
6) Hallar la raiz cubica de — &
27a°m

12°

f_ & __ 2 R
27a°m™?  3am*

Hallar las siguientes raices:

1. V4a’b' 8. 3/-64a’x°y " 15. 3[— x°"y™™ 20. 7128

2. /25x5)8 9. 3-243m°n"™® 6. [ .
. 74 X m
3. Y272%° 10. [81x°y%22 2 2y
273° 9
3 9,18 17. 3—=%; 125x
4. §-8a%ptx™? 11. 31000x°y o 22. 3 =
& o 64X8y10 12. \4j 81a1zb24 18. s 25p10 218
R 23. 3 92
6. Y16a%h'" 13. §/64a"p'%c®

d 24, 1| X
7. § xPy?z% 14. {/49a”b" 19 Vente? 1024y
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Il. RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS
RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS ENTEROS

Para extraer |a raiz cuadrada de un polinomio se aplica la siguiente regla practica:

1) Se ordena el polinomio dado.

2) Se halla la raiz cuadrada de su primer término, que sera el primer término de la raiz
cuadrada del polinomio; se eleva al cuadrado esta raiz y se resta del polinomio dado.

3) Se bajan los dos términos siguientes del polinomio dado y se divide el primero de és-
tos por el doble del primer término de la raiz. El cociente es el segundo término de
la raiz. Este 2° término de la raiz con su propio signo se escribe al lado del doble del
primer término de la raiz y se forma un bhinomio; este hinomio se multiplica por dicho
2° término y el producto se resta de los dos términos que habiamos bajado.

4) Se hajan los términos necesarios para tener tres términos. Se duplica la parte de raiz
ya hallada y se divide el primer término del residuo entre el primero de este doble. El
cociente es el 3* término de la raiz.

Este 3* término, con su propio signo, se escribe al lado del doble de la parte de
raiz hallada y se forma un trinomio; este trinomio se multiplica por dicho 3* término
de la raiz y el producto se resta del residuo.

5) Se continiia el procedimiento anterior, dividiendo siempre el primer término del resi-
duo entre el primer término del doble de la parte de raiz hallada, hasta obtener residuo
cero.

1) Hallar la raiz cuadrada de  a* + 29a* —10a® -20a + 4.  Ordenando el polinomio se ob-

tiene:
| a* —102%+292° — 20a+ 4 |a* —5a+2
—a (2a% — 5a)(—5a) = —10a* + 252
—10a° + 29
10a° — 25a° (2a* —10a+2)2=4a"—20a+4
42> - 20a+4
—4a°+20a-4 |
0
EXPLICACION

Hallamos la raiz cuadrada de a* que es a? este es el primer término de la raiz del
polinomio. a° se eleva al cuadrado y da a*, este cuadrado se resta del primer término
del polinomio y bajamos los dos términos siguientes —10a°+ 29a°. Hallamos el doble
de a®que es 2a%

Dividimos —10a® + 2a® = —5a, este es el segundo término de Ia raiz. Escribimos —5a
al lado de 2a’y formamos el binomio 2a® — 5a; este binomio lo multiplicamos por

393
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—5a y nos da —10a* + 25a° Este producto lo restamos (cambiandole los signos)
de —10a° + 29a%; |a diferencia es 4a°. Bajamos los dos términos siguientes y tenemos
4a* — 20a + 4. Se duplica la parte de raiz hallada 2 (a* — 5a) = 2a® — 10a. Dividi-
mos 4a® + 2a* = 2, este es el tercer término de la raiz.

Este 2 se escribe al lado de 2a*— 10a y formamos el trinomio 2a°— 10a + 2, que
se multiplica por 2 y nos da 4a® — 20a + 4. Este producto se resta (cambiando los
signos) del residuo 4a® — 20a + 4 y nos da 0.

PRUEBA

Se eleva al cuadrado la raiz cuadrada a> — 5a + 2 y si la operacion esta correcta debe
dar la cantidad subradical.

2) Hallar la raiz cuadrada de
9x® + 25x* + 4 — 6x° — 20x* + 20x* — 16x
Ordenando el polinomio y aplicando la regla dada, se tiene:

| 9x° —6x° + 25x* —20x° + 20x% —16x + 4 | [3x° — x*+4x =2
—9x® (6x% — x?)(-x*)=—6x" + x*

G 4
X o, (6X°— 2+ 4x)dx

. ; , =24x* —8x3+16x2
24x* —20x° +20x
—24x" + 8x*—16x* (6x3 —2x% +8x —2)(-2)
—12x%+ 4x*—16x+4 =—12x3+4x*>—16x+4
12x° — 4x®+16x — 4
0

N
—h

Hallar la raiz cuadrada de:

=)
S R 1. 42" +8a%h—8a%h? —12ab° +9b*
E_:. 2. 25a" —70a°x +49a°x* 12, X5 -2x°+3x* +1+2x — x*
3. X +6x2—4x® —4x+1 13. 5x*—6x°+ x5 +16x>—8x*—8x+4
4. 43°+5a° +4a' +1+2a 14, X% +6x°—8x°+19x" —24x° +46x> - 40x +25
5. 29n?—20n+4-10n°+n* 15. 16x°—8x7+x®—22x* + 4x® +24x° + 4x* —12x+9
6. x*—10x°+25x*+12x* —60x>+36 16. 9-36a+42a°+13a*—2a°—18a° + a°
7. 16a°+49a" —30a% —24a°+ 25 17. 9x®—24x° 1+ 28x* - 22x° +12x% — 4x +1
8. X2+4y?+ 22 +4xy —2xz—4yz 18. 16x°—40x°+73x* —84x° +66x° —36x+9
9. 9-6x°+2x?—5x8+x™ 19. m®—4m°n+4m*n®+4m°n* —8m*n® + 4n®
10. 25x8 —70x%+49x* +30x°+9x%—42x>  20. 9x®—6x°y+13x*y? —16x3y>+8x2y* —8xy5+4y®
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21. 162°+25a°b® —24a°h —20a°h® +10a°h* — 4ab® + b®

22. 36x%—36x°y?+48x°y* —15x*y* —24x3y° +-28x%y® —16xy” +4y°
23. 26a'x?—40a°x +25a° — 28a°x® +17a%x" — dax® + 4x®

24. 43° —12a" —16a° +14a* +17a° —10a° +5a° — 2a+1

25. x"0—2x%+3x%—4x7 +5x°—8x°+7x* —6x3+5x%—4x +4
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RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS CON TERMINOS FRACCIONARIOS

4 242 3 3 4
1) Hallar la raiz cuadr at, 9’ &%, 2ab° b
) Hallar la raiz cuadrada de ST~ et

Acomodando en orden descendente con relacion a la a, y aplicando la misma regla

del caso anterior, tenemos:

4 3 242 3 4
a' _a’h_ 9a’h” | 2ab°  b" | 2 b2
\/16 2P0 Ts T g%
4
_a ) ,
16 E’——:’;zb)(—ab):—"’—b+.§12b2
3 242 2 2
_a% %’
210 o b%|( _p? ’b? | 2ab® b
——2ab——) S R
&b _ g2p2 (2 5 )0 5 10 5 2
2
242 3 4
_Q+@+L
0 5 25
a’® _2ab° _b*
0 5 2

Debe tenerse cuidado de simplificar cada vez que se pueda. Asi el doble de
a% oo 2a2_a’
4 4 = 2

" 3 2 A o
La division de —"’2—" entre 3? se verifica —"’7’? x 2 =—ab, simplificando.
a

., 212 . .. n/z .
La operacion %—azb2 se verifica convirtiendo — ah? en fraccion equivalente de

212 242 242
denominador 10 y se tiene; 940" _10a’b” __ ab”
y 0 10 10
A 2,2 2 . oo >
La division de — 32" entre & se verifica — 22" x 2 =~ simplificando.
10 2 10 & 5

2 2
412+3J_2fx_@+x7

2) Hallar la raiz cuadrada de o
x> 3 a x 9a
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Vamos a ordenar descendentemente con relacion a la a. Como hay dos términos que
tienen a en el numerador, un término independiente y dos términos que tienen a en
el denominador, la manera de acomodar este polinomio en orden descendente con
relacion a la a es la siguiente:

2
48 _12a ) 81_2x ) x>

XX x 3 a 93

porque, como Se vera en el capitulo siguiente, % equivale a %a";% equivale a

2 . 2,2 .
2a7'x y# equivale a aTX luego se guarda el orden descendente de las potencias
a

de a. Tendremos:

42 12a, 31 _2x, x* |2 _ 3, x
Al i ol ol ) g
\/x2 x 3 a 9| X 3a
2
& @-ﬂe$_1%+9
X X
122 , 31
x 3 (473_6+L)L:£_27X+X72
12a_g X 3)3 3 a 9a°
X
4 2%, x2
3 a 9a
4 2x x?
e S
3 a 9a

NOTA

La raiz cuadrada de un polinomio fraccionario puede extraerse pasando las letras que
estan en los denominadores a los numeradores cambidndole el signo a sus exponen-
tes. En el capitulo siguiente, después de estudiar los exponentes negativos, se extraen
raices cuadradas por este procedimiento.

Hallar |a raiz cuadrada de:

3. 5x° 4x 4 3 3% b*

=P = 5. —+——ab S e

3 3 9 16 2 4 4

@ 2,01 22 x° x° 25 50y

sl ke R 6.—+— 2X+ +25y°
3a 9 3x & 25 4 ’
2 oAy eyt axyt Y

—ab+b?+3_0C C° 7. XXV 0KV +2
MR RET: 9 3 " 15 5 '
4 3 2 4 22 2 4
4, = — 3i+2973_£+ﬁ 8.i_31+9+7b_&+b7

4 20 5 2 16 10 25 18 15 81
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0. X4dx+2-44 1 15, 42" 47 _5x_2a 25«
x x° 25x2 12 3a 5x  9a°
79 20 10x, 4 oy Xy xyd
10, X, 79_20_10x 4 16. X 4 XY LY
9 3 x 3 x° 16 20 4 5 25
4 2,2
11,430 502,98, 9 17, Ad” _2ab 21 Txy , 49cy
4 @ g 49x%% 7xy 20 5ab  25a%h°
3 2 2 2,2 2,2
122 Zi+a—2—@—2+x—2 18. 932(2—74’””— bax +§+4mzn2
9 3 «x 3 a 25mn®  45ax 25mn 75 8la‘x
13. 9—2—i+65 32 +4X 19 1x8 4541 2y8 x5 32,2 8y 1y
x> 3 16 2x 92 4 3 3 9 3
50 25 1 3,,99,2 3,3 2,5,43.4, 1
14. 9x* +30x? +55+ 20 - —Ya+Ta @t -fa’+ A" +- a
x 4 4 48 2 3 36
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ll. RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS
RAiZ CUBICA DE POLINOMIOS ENTEROS

Para extraer |a raiz ctbica de un polinomio se aplica la siguiente regla practica:

1) Se ordena el polinomio.

2) Se extrae la raiz cubica de su primer término, que sera el primer término de la raiz;

este término se eleva al cubo y se resta del polinomio.

3) Se bajan los tres términos siguientes del polinomio y se divide el primero de ellos por
el triple del cuadrado del término ya hallado de la raiz; el cociente de esta division es

el segundo término de la raiz.

4) Se forman tres productos: 1° Triple del cuadrado del primer término de la raiz por el
segundo término. 2° Triple del primer término por el cuadrado del segundo. 3° Cubo
del segundo término de la raiz. Estos productos se restan (cambiandoles los signos)

de los tres términos del polinomio que se habian bajado.

5) Se bajan los términos que faltan del polinomio y se divide el primer término del resi-
duo por el triple del cuadrado de la parte ya hallada de la raiz. El cociente es el tercer

término de la raiz.
Se forman tres productos:

1. Triple del cuadrado del binomio que forman el 1°y el 2° término de la raiz por el 3*

término.
2. Triple de dicho binomio por el cuadrado del tercer término.

3. Cubo del tercer término de la raiz. Estos productos se restan (reduciendo antes térmi-
nos semejantes si los hay) del residuo del polinomio. Si la diferencia es cero, la
operacion ha terminado. Si atn quedan términos en el residuo, se continda el proce-

dimiento anterior.
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Hallar la raiz cibica de  x®—9x°+33x* — 63x°® + 66X — 36X + 8.

El polinomio esta ordenado. Aplicando |a regla anterior, tenemos:

4 X°—0x° +33x* — 63x° + 66x2 — 36X +8 | x2—3x+2
—X6 3(X2)2=3X4
—9x% +33x* - 63x° 200 B 5
9x5 — 27X 1 27x° ggzg ((:gf))z; P
6)(: — 36)(2 + 66x§ —36x+8 (-3x) =—27x°
—6x" +36x” —66x° + 36X — 8 3(x2—3)7= 3(x" —6x°+ 9x?)
=3x*—18x°+27x*
3(x2—3x)?+2=6x"—36x° + 54x>
3(x? —3x)-2° =12x*— 36x
2°=8
EXPLICACION

Se halla la raiz cbica de x° que es x2; este es el primer término de la raiz. x* se eleva
al cubo y se resta de x°. Bajamos los tres términos siguientes del polinomio; se halla
el triple del cuadrado de x* que es 3x* y se divide —9x° + 3x* = —3x. Este es el sequn-
do término de la raiz.

Se forman tres productos: 1) Triple del cuadrado de x* por —3x que da —9x°. 2) Triple
de x® por (—3x)? que da 27x*. 3) Cubo de —3x que da —27x°.

Estos productos se restan (cambiandoles los signos) de —9x° + 33x* — 63x°; nos
queda 6x* — 36x° y bajamos los términos que faltan del polinomio.

Se halla el triple del cuadrado de la parte ya hallada de la raiz que es el binomio
x2 — 3xy segun se detalla arriba el triple del cuadrado de este binomio nos da el trinomio
3x*—18x3 + 27x°.

Dividimos el primer término del residuo 6x* entre el primer término de este trinomio y
tenemos 6x* + 3x* = 2. Este es el tercer término de la raiz.

Se forman tres productos: 1) Triple del cuadrado del binomio x — 3x por 2 que nos da
6x* — 36x° + 54x°. 2) Triple del binomio x2 — 3x por 2% que nos da 12x* —36x. 3) Cubo
de 2 que nos da 8. Estos productos se restan, cambiandoles los signos, del residuo
del polinomio y nos da cero.

Obsérvese que en los productos teniamos 54x? semejante con 12x°, se reducen y da
66x?; cambiandole el signo para restar da — 66x> que aparece debajo de + 66x°.

Hallar la raiz cubica de
8a® +12a°h+45ab* — 35a°h> — 30a*h? + 27ab° — 27b°

Ordenando descendentemente con relacion a la a y aplicando |a regla anterior, tene-
mos:
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3\/ 8a° +12a°h — 30a*h? — 35a°h° + 45a°h* + 27ab°® — 27h°
—8a°

12a%h — 30a*b? — 35a°h*
_12a%h— 6a‘'h’— a°h®

2a° +ab—3h°

—36a‘b? —36ah® + 45a2b* + 27ab® — 27h°
36a’b? +36a°h® — 45a%h* — 27ab° + 27b°

3(2a%)2 =12a*

3(2a°)*-ab=12a

3(2a%) (ab)’= 6a‘h?
@y= a*

+45a°h".

3(2a% + ab)’
=3(4a* + 4a’b + a’b?)
=12a" +12a%h + 3a°h?

3(2a% + ab)’(3b?)
=—36a‘h? — 36a°h° —9a%b*
3(2a2 + ab)(~3b?)?
=543%h* + 27ab®
(~3b2)° = —27b°

El segundo término de la raiz ab se obtiene dividiendo 12a%h + 12a*=ab.
El tercer término de la raiz —3b* se obtiene dividiendo —
Los productos se forman como se explicd en el ejemplo anterior.

Obsérvese que en los ltimos productos tenemos —9a%h* semejante con 54a’h* se
reducen y dan 45a%h*; cambiandole el signo resulta —45a°h* que aparece debajo de

36a‘bh? + 12a’ = —3b%
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Hallar la raiz cubica de:

. 836y +54y%-27y°

. 64a°+300a%b* +125b° +240a*h?

XS 43X 6+ TX3 46X +3x+1

 8X8 12X +11x3 —6x* —3x+3x2 -1

. 1+33x% —9x+66x* —63x>—36x°+8x°

. 8—-36x+66x>—63x°+33x* —9x°+x°

X9 —6x%+12x7 —20x° +48x° —48x* + 48X —96x* — 64

X -3x8-3x 0 Bx + 11X —12¢° -8

. 66x*—63x°—36X°+33x%+8x° —9x+1

. 27a° —135a° +117a* +235a° — 156a% — 240a — 64
a®—6a’b+15a*b? —20a°h® +15ab" —6ab° + b°

X+ 42xty2 117 x3y® —9x5y +210x2y* — 225xy° +125y°

. % —3a" +15a° + 60a* — 48a% — 25a° + 64
a9
a9

O 0 N oo g A W N =

- A A -
A W N = o

—3a%+6a"—10a%+12a°—12a* +10a°—6a%+3a—1

oo
s o

—9a%x+27a’x*—21a%x3 - 36a°x* +54a’x® +12a°x° — 36a°x” +8x°

- x?—12x84+-54x7 —121x® +180x° —228x " +179x —144x% +54x - 27

Ejercicio
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RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS CON TERMINOS FRACCIONARIOS

Se aplica la regla empleada anteriormente.

. 3 2 > 3
1) Hallar la raiz cibica de &, +193x 152", 1538 449 1567, x°
X

3 4a 2x 42> 8a®
Ordenando descendentemente a la a, tendremos:

>

3 2 2 3
ya 15, 1531404 198 1500, X 1d_py X
X X 2x 4a  4a® 8a° | X 22
3 2
a
_F S(a :3a22
X X
_ 154> 153 _ 140 2 )
X2 2 3(3 (_5):_157?
2
158" _ 752 4 125 g g
X X 3(@)(_5)2:@
3a_ 15 183x_15¢  x° | "l X
2x 4a 42> 8 (-5)°=-125
_3a 153x | 15x° _ x° 2
9d 15— 99Xy X X 2
2x 10 42 sa® |3|2-5| =32 104,25
X X2 x

32" _ 302 75
2 X
3(6—5)2[X]=3a—15+75x
X 2a) 2x 2a

{5
X 2a) 4da  4a

El segundo término de la raiz se obtiene dividiendo —% entre3i:, operacion que se verifica:
—EXX—ZZ—S . X X

X% 3a°
El tercer término de la raiz X se obtiene dividiendo 3—aentreg, operacion que se verifica:
3 Xi 2a 2X X
2x  3a?

Hay que tener cuidado de simplificar cada vez que se haga una multiplicacion.

=X simplificando.
2a

Hallar |a raiz cubica de:

6 5 4 3 2 3 2 2 43
X x° . 5xT _ Bhx® | 20x a 15a _5_3a° , 15b _3b b
A=A % L SR A + 4, L4049 _od 4 W9 4 U
8 4 3 27 3 8 8> 8b 2 4p2 8a 432 83°
9,38 7% a’  at a0 @ 8 22, a ,1B3_x _x*_ X
o4 _fd 4 4 d 44 <2 5, 24 & 4 d 49~ A 7
2 8 4 6 12 27 o7x3  3x2 18x 24 36a ga2 9733
3 2 3 2 3 2
x° 9% 60 36, 8 8a 3a 4a° | 27b | 27b° | 27b
A=Y 41545+ -2 + O 6. 2 4oy d g 200, 20y 2D
8 4 x x X 276° b 3> 8a 642’ 162>




Brunswick Gottingen

r

Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Matemético aleman, Ila-  rior. Demostro primero que nadie el llamado teorema funda-
mado el “Principe de las Matematicas”. Es uno de los casos  mental del Algebra. Dirigi6 el Observatorio de Géttinga, donde
mas extraordinarios de precocidad en la historia de las ciencias.  murid. Su obra principal fue Disquisitione Arithmeticae, que
Protegido por el duque de Brunswick pudo realizar profundos  es un trabajo clasico.

estudios que lo llevaron a dejar constituida la Aritmética supe-

Capitulo X XX

TEORIA DE LOS EXPONENTES

EXPONENTE CERO. ORIGEN

El exponente cero proviene de dividir potencias iguales de la misma base. Asi,

5 0

xXP+x5=x""5=x

Interpretacion del exponente cero
Toda cantidad elevada a cero equivale a 1.
Decimos que a’=1

En efecto, segun las leyes de la division, a" = a" =a"~"=a°, y por otra parte, como toda
cantidad dividida por si misma equivale a 1; se tiene a” ~a" = 1.
Ahora bien, dos cosas (a° y 1) iguales a una tercera (a" + a") son iguales entre si; luego,

a’=1

EXPONENTE FRACCIONARIO. ORIGEN

El exponente fraccionario proviene de extraer una raiz a una potencia cuando el exponente de
la cantidad subradical no es divisible por el indice de |a raiz.
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Sabemos (360) que para extraer una raiz a una potencia se divide el exponente de la
potencia por el indice de la raiz. Si el exponente no es divisible por el indice, hay que dejar
indicada la division y se origina el exponente fraccionario. Asi:

1 2
\/5:32 %/?:aS
Interpretacion del exponente fraccionario

Toda cantidad elevada a un exponente fraccionario equivale a una raiz cuyo indice es el deno-
minador del exponente y la cantidad subradical la misma cantidad elevada a la potencia que
indica el numerador del exponente.

Decimos que a” =4/a” |
En efecto, se ha probado (360) que

m m
Ma™=a": luego, reciprocamente, a” =v/a"

3 1 21
1) Expresar con signo radical x°,2a2, x3y* .

3

3 1 2 1
x=Yx° 2a°=2a x3y4:W4y R.
2) Expresar con exponente fraccionario i/g, 2‘\‘/573, \/? 3/7 :

1 3 3 4
Ja-a0 2fd =22 FYyi=xy5 R

1 45

o 4 2 8 8

S 4. xy2 7. 2a5h? 10. 8mn®

'© 43 242 75

@ 5. ah? 8. 3x7y5z7 11. 4a’bsct

o 3 311 157 234
3. 434 6. x2y4z5 9. a‘b4ct 12. 5mdnx>®
Expresar con exponente fraccionario:
13. /& 16. ¥m 19. 3{x §fy° 22. 38m" Yn®
14. 3x7 17. 24x3 20. 24abc® 23. 3J/a" 3b"
15. Jx 18. Ja*¥b° 21. 5a3x%°7° 24. Yailb® {c*
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EXPONENTE NEGATIVO. ORIGEN

El exponente negativo proviene de dividir dos potencias de la misma base cuando el exponen-
te del dividendo es menor que el exponente del divisor. Asi,

3 -1

a@+a*=a"""=a

Interpretacion del exponente negativo

Toda cantidad elevada a un exponente negativo equivale a una fraccién cuyo numerador
es 1, y su denominador, la misma cantidad con el exponente positivo.

Decimos que a"=1
a
m
En efecto: g _—gn M _gn-m—g”
am+l7
o am o _ a" 1
y también T A o

. m . .

y como dos cosas (a” y in) iguales a una tercera (jw) son iguales entre si, tenemos
a a

que

a"=1

n

De acuerdo con lo anterior, se tiene que:

_3 _
az’zzai2 a 4:i% Xy =
a Xy
PASAR LOS FACTORES DEL NUMERADOR DE UNA EXPRESION 370

AL DENOMINADOR 0 VICEVERSA

Cualquier factor del numerador de una expresion se puede pasar al denominador y viceversa
con tal de cambiarle el signo a su exponente.

.. —2p-3 . g .
Sea la expresion & 4” 5 De acuerdo con el significado del exponente negativo, tendre-
mos: Xy

1,1

a2 p a1 xS )y

4,5 - T 243 T .23

X7y 11 ah 1 ash
X4 y5 X4y5

Asi, que nos queda que

Xy a%d

2% xS

_2,-3 4.5
a“bh™ _ XV~ (1) y reciprocamente
X—4y—5 a2b3 ( )y p

En la igualdad (1) vemos que los factores a2y b= que estan en el numerador del primer
miembro con exponentes negativos, pasan al denominador del segundo miembro con expo-
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nentes positivos y los factores x~* y y~° que estan en el denominador del primer miembro con
exponentes negativos, pasan al numerador del segundo con exponentes positivos.

En la igualdad (2) vemos que los factores x* y y° que estan en el numerador del primer
miembro con exponentes positivos, pasan al denominador del segundo miembro con expo-
nentes negativos y los factores a? y b* que estan con exponentes positivos en el denominador
del primer miembro, pasan al numerador del segundo miembro con exponentes negativos.

TRANSFORMAR UNA EXPRESION CON EXPONENTES NEGATIVOS EN UNA
EXPRESION EQUIVALENTE CON EXPONENTES POSITIVOS

1) Expresar con exponentes positivos x 'y 2y 3ab~"¢c 2.
Segun el namero anterior, tenemos:

xy?="1 R 3ablc=32 R,

3

Xy bc
2) Expresar con exponentes positivos % y ’§
E 1
2x 2yt

: 4 . 4

2 _0.2p X _xx¥"_x¥y

cszfa_Zab R. 1T 2 2
2x 2y

Obsérvese que al pasar un factor del numerador al denominador o viceversa el coefi-
ciente numérico no se pasa.

" 24 5.7
3) Expresar con exponentes positivos 52"’3‘; T
yy

2a’b~%c~" _2a%a%h*c® _2a°
5a7%p~%¢®  5p%’  5be

- 3
4) Expresar con exponentes positivos Y.

4x 4y?%z 3
1 0 32 7
22" _ w2 _ x4 R
3 2 1 57

4x 4%z 3 ayyezd 4273
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Expresar con exponentes positivos y simplificar:

_1 .3 -4, 2
1. 2% 8. 5a 3 4" 13, 8m~n 2 17. € o
SO a2 S
2. 3 1 o
-1 % ox-2 ; =
3. a7 2 1, 42° 18, L
_ -£ ap sph
-1 10. —3 7a~'b%c 3 3a
4. 3x Zy 3 X’1y’5 3 ,
_1 2m‘5n‘7 a-mn
5.m 20 P Ly 19—
a-ic- a-m-n a3m 2p 4
6. a?b'c
‘ 3 1,-2,-3 = S
7. 4x2y s 1212 16, 2 X" 20, X ¥
a—2b—50—8 3a3x2y—1 ) 1
X°yz 2
Para los factores literales del numerador al denominador: ]
2 ~1p-3 -3 _2
1.2 R 7. M 10. a 3% 2
b 3 5 =
2 1 >
2 3x~' 5 & ° . 3a~h° » 3x7y 2 i
. 72 - g T
1 | 1
3, 4mn’® & 9. x 22 19, 22
3 > ; =
X 5y
Pasar los factores literales del denominador al numerador:
2 5 2
13.% 15. X1 17. 2 19. —2M_
Y 7x %y 4 3m~=3p ¢
3
12, 3 16. —— 1. —— 20 4
b X‘§y2 ap 3 Xzy’g
Expresar sin denominador:
2, 3%’ 2, 3072 23, M x *
a'x xy2z78 mn-ox?
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EJERCICIOS SOBRE EXPRESIONES CON EXPONENTES CERO,
NEGATIVOS 0 FRACCIONARIOS

3

4 q q g
1) Expresar % con signo radical y exponentes positivos.
x 2

3 31
' _aix2=4a*x R.

1
2

>

3,2
2) Expresar “2— con exponentes fraccionarios positivos.
3yx
2 5
33—2 2 3 :L2 R

s  _5b 2
Wx® 32 g

2
3) Hallar el valor de 1253.
2
1250 = 1252 = 3/(5°2 =52 =25 R.
De 3/(5°)? pasamos a 5% porque el exponente 3 y la raiz ctibica se destruyen.

5
4) Hallar el valor de (g) :

_5
2

G i e =

3 3
23 =2 1
5. 2m sn 8. 331 12. (a ?—)
x4 22
6 % Q7 13 (x5)
40 Y 3
. 23 4 14. (aj
X5 10. x 3y5z 7 b
7 JREZA T

.
2 _2 ( ,1)5
y 3 1. x7?m>n ® 15. \x 2
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Expresar con exponentes positivos:

- 3¥m?
3 1
16. ya 19. i 22. =
_2
3,4 3 3 3
vy 20. a 5Yb3 2. ez
2
18 a®
Cx 21. X% x™ 2. ym ' Yn>?

Hallar el valor de:

5 2 3
; g P _3
25. 162 3. [4f 3. (— 27) ’ 0. (27] ‘
\ 9 64 9
26. 83 4 1
8 3 1 1 4
27. 814 % (27) e . (516)
5]
28.9 2 1 5 Sxd?
-1 -2 42. 83x 42
2 34, (25) i 38 [16) )
29. (-27)3 36 81 5 1
2 43. 9227 3
30. (—32)° 1 -2 i 3
a1 407} 35 (23423J 39. (—292123) 44, 243 5x1287

407

VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS CON EXPONENTES CERO,
NEGATIVOS O FRACCIONARIOS

13
1) Valor numérico de ab+a%b*+x°paraa=4, b=16, x=3.
Sustituyendo las letras por sus valores, tendremos:

103
472-16+42-164 +3°
Ahora, el exponente negativo lo hacemos positivo, los exponentes fraccionarios los con-

vertimos en raices y teniendo presente que toda cantidad elevada a cero equivale a 1,
tendremos:

3
%»16+J2-ﬂﬁ¥+1=1+2-4@0 +1=142-2+1=1+16+1=18 R.

1

b0y 4

20 %3
R V- +
a 2h3 2

a=4b=8x=32y=T.

1
2) Valor numérico de —3 para

373




408

BALDOR ALGEBRA

Sustituyendo, tendremos:

Ahora hacemos positivos los exponentes negativos:

1

1
.42 0 o3
2. .70 8 . 1

g g 24 Ol

Los exponentes fraccionarios los convertimos en raices y recordando que toda cantidad
elevada a cero equivale a 1, tendremos:

QJ

f i

6.1 1.1
_22+23 64+24

S 43
=7+7—f+i_1i

2 8 64 16 64 i

1
ca’+a'b2+x% para a=3 b=4
1 1
. 3x 24X+ x%8 para x=4, y=1
. 2a%h+8—
b~

x4

e Bt

Latxdi+a X S+—

Hallar el valor numérico de:

1

azb 4 para a=4,b=16

£ 4 4

3—x°y°+X para x=16,y =8
yi

2
72+X y

0 -3
XY oy +x4y para x=81,y=3

x 'y

11 1 1 1
+3x°% para a=16,x=8

a4x

a2 ; 0
—<—+b*+c” paraa=3,b=16,c=2
b2c

_2
a_+3a b’
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2 1
8. X—U+x3—y5+x—+y0 para x =8,y =32

3y y!

1 2
9.2 8- +a-Yabs -1 paa a=27,0=213

b5 as
MULTIPLICACION DE MONOMIOS CON EXPONENTES NEGATIVOS
Y FRACCIONARIOS

La ley de los exponentes en la multiplicacion que nos dice que para multiplicar potencias de
la misma base se suman |os exponentes es general, y se aplica igualmente cuando las can-
tidades que se multiplican tienen exponentes negativos o fraccionarios.

2) @xa’=a>"=a%%=3
3) a'xa’=a"?%=3"
4) @®xa’=a"*=a"=A1
13 1,3 5
5) azxa4:a2 4=a4
81 3,1 1
6) a “xa’=a * 2=a 4
Multiplicar: , \ 1 1
1. x*porx~® 7. 3mSporm ° 13. x %y2por x %y 2
2. a%pora 3 1 1 1
3. X por x~? 8. 2a‘pora 2 14. 3a’h2por2a2h 2
1 0. X2 por X—g 15. 2%~ por a?h
4. a2 por ' 13 11
Sl 2 16. a 2b* por a?h*
10. 3n?porn 3
L ! 2 1 12

5. X2por x* , 1 17. . m 3n%porm *n3
11. 4a™“pora ?
3 1 3
6. a*por a4 12.a'b?por ab® 18. 2a~'b*por ab™

MULTIPLICACION DEPOLINOMIOS CONEXPONENTES NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

1 1

11
1) Multiplicar 2x "4+3x 2y 24y 'por x '—x 2y 24y,
Los polinomios estan ordenados en orden ascendente con relacion a x porque el ex-

ponente de x en el segundo término —% es mayor que el exponente de x en el primer

término — 1 y el tercer término y~' equivale a x°% " y 0 es mayor que —% .
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11
Tendremos: 2x'+3x 2y 24y

X' x?y 24y

31
2x243x 2y 24 x7y”

1.3

X 2y 2
1.3

2x7y T+ 3x 2y 24yt

_1_

8 1
—2x 2y 2-3x7y

3 _1 1 _3

2x7+ x 2y 2 +2x 2y 2+y? R
12 1 1
2) Multiplicar ab™'—a3b+a3porash=>—-bh2—a 3b".
Ordenando descendentemente con relacion a la a, tendremos:

2 1
ab'+a3—a%h

1 1
a%h°-b?-a3"

4 2
ash*+ab>—a3p?
2 1
—ab2-a%h?+a%h

2 1
—adh?—adh'+1

4 z
ash™ —3a%h2 +1 R.

El 1 altimo se obtiene porque el producto

1 1
(—a3b)x (—a 3b“):a”b" =1x1=1

N

Multiplicar, ordenando previamente:

3 1 1 1 1

2 -4 = —4 =) 4 a2 " 4 o4
N 1.a"+2+3a-pora’—-a“+1 4. 2a*-a’+2a*pora‘—a “+1
(]
= 2 2 2 4
i:_:' 2. x2=1+x2porx®+2-x7? 5. a3—2+2a 3 por 3+a *—4a 3
12 11 3 1 _1 1 1
3. X+x3+2x3por x3+x 3-2 6. X4+2x4—x 4 por x2—2+x 2

7. 8% '+a+bporabi+at-a=p

8. Xy S+ x Ty x Py B por x Ty S xSyt x Pyt
3 1 _1 1 1

9. a’h*+a*b?—a ‘b 'poratb"—2+3a 2b

211 11
10. a'+2a 2b 2+2b'pora’'—a 2b 2+b
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31 13
11. 4x2—x2y2 — x2y2 4 xy por

12 21
12. x—2a3x%+asx®—3apor x

11
X2+y2?

4 1 2 2

34233 +3a3x3

13. 5a*+4—3a—2a"'por3a—5a~"'+2

14, 2x=3+x"+4x2por x ' —2x 24 x 73

11 13

1 1 1

15. m—m2n2+n—m 2n2por m2+n2+m 2n

3 1 1 2

16. @°—a °+2a° por a®—2—

2 1
17. m+3m3+2m?® por 2—2m

3 3 1 11

18. X 4y2+3x 4y—x'y? por
19. x2y~"'+5x3y 3

2 1

_4 3
20. a %h%+2a b—a’h?por3

orire

-
1 _2
342m 9

51 _3 11
X 4y2_3x 4_X 4y 2

+2x*y 2 por x 2y —x 2y +3x 7y

2 1

2 1
ash 2+1+a %b?
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DIVISION DE MONOMIOS CON EXPONENTES NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

La ley de los exponentes en la division, que nos dice que para dividir potencias de la misma
base se resta el exponente del divisor del exponente del dividendo, se aplica igualmente cuan-

do los exponentes de las cantidades que se dividen son negativos o fraccionarios.

1) a'+a’=a
3) g3+ 527315 _73+5_42

1 1-|-1 141 4
5 a+a’=a [3]=a+3=a3

2) 32+a_1 =a2—(—1) =a2+1 :33

1 3 1.3 1
4) a*+a‘=a> ‘=a‘

11 1.1 3
6) a4+a2=a4 2=a4

376

Dividir: 2 |
1. a%entrea? 8. aSentrea °
,3 2 7§ l
. 1entrex 1 9. m “entre m?
3. m2entrem .
10. a%entrea
4. 2% entre @ 2
5. x° entrex”’ 11. 4x5Sentre2x 5
1 3 B
6. a®entrea 12. aentrea *
_2 1
7. x Sentrex 3 13, %y entre x

11
14. a%bs entre ab

15. a%b~3 entrea~"h
12 1

16. x 2y Sentrex 2y
3 _3 13

: 17. m*n “ entre m 2n*
2 1
18. 8x %5 entre 4xy 5
1 1
19. a3b entre a “b~°

32 20. x~*y~% entre x% '
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DIVISION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

1) Dividira'b=-2ab™ +ah~"entre a’b> — 2203 + a'b™.

Dividendo y divisor estan ordenados en orden ascendente con relacion a la a.
Tendremos:

a'b® —2ab™° +ab  |ah? -2 +a'h
~a'b®+2p'~ ab”® a*h'+2a?+ah® R
2b~ —3ab~®

—2b~*+ 4ab=® — 2a%h 7"
ab™® — 2a°h %+ a%h”’
—ab™ + 2a°h%-a%h’

Al dividir 26~ entre a2 como en el dividendo no hay a y en el divisor hay a® debe tenerse
presente que 2b~* equivale a 2a%~* dividiendo esta cantidad entre a?b~? tendremos:

zaOb—4 +a2b—2 — 2a0—2b—4+2 =2a—2b—2
que es el segundo término del cociente.

1 1 1 1
2) Dividir 4x+11—x 2+7x2+3x"entre 4x2 —1+x 2.
Ordenando descendentemente con relacion a la x, tendremos:

N =

1 1 1 B
Ax+7x2+11— x 2+3x7! 42 -1+ x

N [—

1

—4x+ x° -1 X2 4243
1 1
8x2+10- x 2

1 _
—8x2+ 2—-2x

R.

N [—

1
12-3x 2+3x7"

1

-12+3x 2-3x™"

1

Al efectuar la division de 12 entre 4x2 podemos considerar que 12 tiene x° y tendre-
1 1 _1 1

mos: 12+ 4x2=12x0+4x2=3x 2=3x 2.

0 sea que si en el divisor hay una letra que no la hay en el dividendo, esa letra aparece

en el cociente con su exponente con el signo cambiado.

N

Ejercicio

Dividir, ordenando previamente:

Lx +x 2+ 2x+2entrex —x2+1
4 2 1 2

2. a8 -2a°+1entrea+a®+2a

3. m*+m*-2+3m%-m™ entre m*—1+m>
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© o© N o

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

3 1

103 1 11
L 2X—Xx2+x4+3x4-2 enfre x4—x 4+1

2 4 2 4
. 3m®—5+10m 3—-8m~% entre 3+m 3—4m 3

5 1 3 1 1

5 1 1 _3 1 _1
. a*—4a*+4a *—a Y entre a2 -2+a ?

AP xS _TxH+9x2—7x7'+2 entre 4x 2+ x1-3+2x

ca b MrathTratb entre a b —a bt +a%h?

- m7n+m@n7 w07 entre m+m =m0

15a%—19a+a®+17—24a"'+10a entre 3a+2—5a"

5 3 Nl 3 1 _
a*h™—a*h>+5a “b"'-3a 4 entre a%h'-2+3a 2b
3 1 1 1

X24x 2y 24x7y 12y entre xT—x 2y 24y

13 3 11
m—-6ms5+m ° entre m*+2m5—m °®

_1 2 2 1
2X+4x 3+2+4x3 entre x+3x3+2x3

5 101 101
4x2+3x%y2—x2y? entre x2+y?2

7 4 4 52 4 1 22
X3 —Tax3—3a3x—9a%x3 entre x°+2a3x+3a3x®
3 1 3 8 1 1 1

a?+a2h-b2—-a~'h? entre a2+h2+a 2b

33 1 11
m2n®=11m~'n+1entre m *n2+3m ‘n—m*n?
X7y2+4+13x%y~* +6x°y~ entre x°y°—x2y+3x7y

221 3 _8 2 1 _2 1
3+7a 3h2+a?h?—a 3h*entre 3a%h 2+1+a 3h 2

413

POTENCIAS DE MONOMIOS CON EXPONENTES NEGATIVOS 0 FRACCIONARIOS

La regla establecida anteriormente (344) para elevar un monomio a una potencia se aplica
igualmente en el caso que las letras del monomio estén afectadas de exponentes negativos

o fraccionarios.

o) gt
4) \2a7'3) =8a b3 =8a"b

378
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Hallar el valor de:

1. (a")2

POTENCIAS DE POLINOMIOS CON EXPONENTES NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

Aplicaremos las reglas estudiadas para elevar un binomio a una potencia cualquiera y un
polinomio al cuadrado o al cubo, a casos en que haya exponentes negativos y fraccionarios.

2
1
1) Desarrollar (Sa‘3+b 2).

1

2 2
(3&'3 +b %) (39 + 2(3a‘3)(b7 5) + (bf %) _9a%+6a%h t4b7 R,

3
2
2) Desarrollar (x3—4y‘2) .

2

8 3 2
(xg -4 y‘z) = (xg) - 3(x§) (4y‘2) + 3(X§)(4 y‘z)2 - (4y‘2)3
=x’- 12)(§y’2 + 48)(§y’4 —64y~° R.
5
3) Desarrollar (a% —\/5) .

Convirtiendo Ia raiz en exponente fraccionario y aplicando la formula del binomio de
Newton, tendremos:

w N

=(a_ g)s —5(&1_5)4 (b%)+ 10(af )3 (b%)2
—10(a‘ 5)2 (b5)3 + 5(3‘ 5)(173)4 - (b%)s

1 3 2

EEII 43 2 5
=a 3 -5a 3h2+10a’h—10a 3b2+5a *h*-b2 R.
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3 1 1
4) Elevar al cuadrado x*—x4+x *.
Aplicando la regla del nimero (347), tenemos:

(o ort) b ) )
rolidlnt 2l 1)+2( )

3 1 1
=X24+X2+x 2 2x+2x2 2

3 1 1
—2x+3x2-2+x 2 R.

1 1

(a% 2y a_;)a = (a%)3 +(-2)°+\a ( _%)3 + S(a;)z( 2)+ 3(3;)2( _1)
+ 3(—2)2(55) +3(=2)2 (a_%) + 3(a_%)2 (a%)
vale3) (ool caled)

2 1 1 1 1 2
=a-8+a'-6a3+3a%+12a%+12a 3+3a 3—6a 3—12
2 1 1 2
=3-6a%+15a° -20+15a ®—6a 3+a' R.

5) Elevar al cubo a3—2+a 3, Aplicando la regla del nimero (348), tendremos:

415

Desarrollar:
2
1. (a%+b%) 10. (2 =3y) 19 + 4y
s oY 2 )
2 (x4—y3) 1. (m3+4n 2) 20. (a 2+3a“+2)
1 2 1 3 1
3. (m7+2m) 12. (QaJ‘—Sb*E) 21, (X2 442X 4)
s (@ -aw) 13. (Vx —%ﬁ)s 22, ( E 3+a2)
2
5 (a“—3b7%) 1a. (a%+b§)4 23. (m+2m4 3m?)
6. (a’2+\/5)2 15. (x‘z—yfé)‘l 24. (a% $-2+a 2b3)
2 5
7 (‘\‘/F—yfg) 16. (x%+y7%) 25. (x%+x4 1)
2
8 (m*zn4 m;n*‘) 17. (\/E —%)5 26. (a§ )

9. (a%+b%)3 18. (5172—2\/5)6 27. (m%+2m3+m2)

(=]

Ejercicio
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RAICES DE POLINOMIOS CON EXPONENTES NEGATIVOS 0 FRACCIONARIOS

3 111
1) Hallar laraiz cuadrada de  a—2a*—4+4a 2+4a*+a?

Ordenando el polinomio y aplicando la misma regla establecida en el namero (363), ten-
dremos:

3 1 1 11 1
Ja—234+a2+4a4—4+4a 2|a*-a‘+2a !

-4 11 1 3 1
3 4 22 —a* )\ —a*|=-2a*+a?

—2a% + a2
31 S R U B -1
2a* — a2 (232—2a4+23 4)2a t=4a'—4+4a 2
1 -1
434 -4 +43 2

1 -1
—4a'+4-4a ? |

N

Ejercicio

Hallar la raiz cuadrada de:

73 5
1. X 13X 24+ 6x S+ 4+12x7 4. a*+4a*—2a2-12a%*+9a
11 2 11 11 2
2. m+11+6m 2+6m2+m™ 5. mn 3—4m2n 3+6-4m 2n%+m'nd
4 2 1 4 3 2 1
3. 9a%+25a%-6a+16-8a® 6. a°—8a°+10a°+24a°+9

Hallar |a raiz cubica de:

5 3 Nl
7. a°*—6a 2+21a2—44a 2+63a'-54a 2+27

4 2 2 4
8. x>—6x3+15x3—-20+15x 3—6x 3+x7?

3 5 3 1
9. a%+3a*-ba*+3a* -1

RAiZ CUADRADA DE UN POLINOMIO CON TERMINOS FRACCIONARIOS
USANDO LA FORMA DE EXPONENTES NEGATIVOS

El uso de los exponentes negativos nos evita tener que trabajar con fracciones algebraicas al
extraer una raiz a polinomios con términos fraccionarios.
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2 2
1) Hallar la raiz cuadrada de 4288 16_12x  9X°
X2 X a g

Pasando los factores literales de los denominadores a los numeradores cambiandoles el
signo a sus exponentes (370), tendremos:

42°x 2 —8ax'+16—12a 'x +9a x>

Ahora extraemos la raiz cuadrada de este polinomio:

[ 4Bt —gax 16— 12a7x + 9a 2 | 2 ' ~2+3a v
4z (4ax~'-2)(-2)=—8ax~'+ 4
_8ax'+16 (4ax™'—4+3a'x)3a'x
Bax'— 4
1919237 +922x2 | =12-12a7'x +9a7?x’
—12+12a 'x + 9a~°x*

Extraer la raiz cuadrada de los polinomios siguientes pasando los factores literales de los denomi-
nadores a los numeradores:

o
©
@ 2x . o1 22, x° 4 2 50 , 25 'S
=
A s R g dab 2 20 Ty oy’
woxE g X 4x%% Ty 20 5ab - 25a%°
4 25 20, 4 1 1 2
10a+4+5_20, 4 1 12
3. a" -10a+4+5 a3+a4 o a_da o 45 b
2 1 1
3| 3| 2
4. ™ _5m?428-30 4 9 b a
1U.a—4+6—a2+7—@+i
5. M 47 Sy _ox 25 b b @ a'bt
Tosy? 12 3x By 9x? 1 1
4 3 2 2 x 8y 8x 2 1
9 I x 3 a y3 o x2 y:
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Capitulo XXX/

RADICALES

RADICAL, en general, es toda raiz indicada de una cantidad.
Si una raiz indicada es exacta, tenemos una cantidad racional, y si no lo es, irracional.

Asi, \/4_32 es una cantidad racional y \/@ es una cantidad irracional.

Las raices indicadas inexactas o cantidades irracionales son los radicales propiamente
dichos.

El grado de un radical es el indice de la raiz. Asi, \/} es un radical de segundo grado, i/@
es un radical de tercer grado.

RADICALES SEMEJANTES son radicales del mismo grado y que tienen la misma cantidad
subradical.

Asi, 23,53 y % 3 son radicales semejantes; 2/3 y 52 no son semejantes.

REDUCCION DE RADICALES
REDUCIR UN RADICAL es cambiar su forma sin cambiar su valor.

. SIMPLIFICACION DE RADICALES

SIMPLIFICAR UN RADICAL es reducirlo a su mas simple expresion.

Un radical esta reducido a su mas simple expresion cuando la cantidad subradical es entera
y del menor grado posible.
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Para simplificar radicales debe tenerse muy presente (361) que para extraer una raiz a un
producto se extrae dicha raiz a cada uno de sus factores, osea  2abc=2a-b-%c

En la simplificacion de radicales consideraremos los dos casos siguientes:

CASO |
Cuando la cantidad subradical contiene factores cuyo exponente es divisible por el indice.

1) Simplificar v/9a° .
Joa® = 32-a2-a=\32-Ja?-Ja=3a/a R.
2) Simplificar 2,/75xy° .
2,[75x'y® =2,[3-52 - x* - ytey =252 x* - [y* - [3y
=2-5-x%-y2- [3y =10x%2[3y R.

En la practica no se indican las raices, sino que una vez arreglados los factores de la can-
tidad subradical, aquellos cuyo exponente sea divisible por el indice, se sacan del radical
dividiendo su exponente por el indice

3) Simplificar ;JW .

@Y =[xy = Ix Ty
4) Simplificar 43/250a%° .

432502%° = 43/2-5%- a3 b - b2 = 4-5ab? 3207 = 20a0” Y267 R.
5) Simplificar 3{32mn®.

34f3emn® =3 4/2*-2mn® =3x2n* Y2m =3 Y2m R

6) Simplificar y4a*—8a%b.
J4a* -8a’h = [4a’(a-2b) = [2*- 2>~ a(a-2b) = (2a) &’ ~2ab R.

7) Simplificar v/3x*—12x+12.

Y32 12x+12 = [3p)P —dx+4) = [3x-2 =(x-2) 3 R,

Simplificar:
1. /18 3. 316 5. 24243 7. 3/81x%y* 9. %\/125mn6

2. 348 a. %3 128 6. /50a%b 8. %\/108a5b7 10. 2a/44a%’c®
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11. 2316x%y’ 17. 2xy3/128x%y°® 23. |/8x%y " +16xy*

12. §\3/27m2n3 18. é\/27a3m7 24. || 2x° —dxy +2y?

13. 5a3160x7y°z"° 19. 5%%/375a8b 25. [(a-b)(@—b?)

14. 480a*h%™ 20. %\/4 81a'b 26. v/ 2am’+4amn+2an’
15. 3{5x°y 2" 21. /9a+18b 27. /9% — 362 + 36
16. %,5/32x2y” 22. \/3a°h*—3a%h?

8) Simplificar \E
Cuando la cantidad subradical es una fraccion y el denominador es irracional hay que

multiplicar ambos términos de la fraccion por la cantidad necesaria para que el deno-
minador tenga raiz exacta. Asi,

2_[23_1[6_1
\f3 /3.3 \/; 6
2., .,2 2., .2
9) Simplificar 2 |92 p [0 _p |3 _p|eae2ix 232 x_3a 2x R.
) p 8x® 8x° 28. x5 24 x8 4x% \F

Simplificar:
1. \E s 3\/% 7.8 2473; 10. 92 13, 2%\/%
2. \/g 5. 13 8.5 % 11. 53\/2 14, %s\/é:;(;
8. 2@ 6. STZ( 9.6 ;T‘; 12.% 15. 2)0/%

CASO Il
Cuando los factores de la cantidad subradical y el indice tienen un divisor comun.

2

2 2 1 1
1) Simplificar 4/4a”. Yag? =4[22 a2 =24. 94 =02.2= 22 R.

Lo que se hace, practicamente, es dividir el indice y los exponentes de los factores por su
divisor comun 2.

2 2 2 11 1

2) Simplificar §9a%x®. 6/9a%x% =6/32-a%x* =36-25-x6 =3%-2%-x3=3/3ax R.

Lo que hemos hecho, practicamente, es dividir el indice 6 y los exponentes de los facto-
res entre 2.
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3) Simplificar 1§27x3y®.

1{5/27x3y6 :‘\5/33-x3-y6 :§/3xy2 R.
Hemos dividido el indice 15 y los exponentes de los factores por 3.

Simplificar:

1. 49 a. 816 7. 53/49a%" 0. ¥64m°n'®
2.4 5. 3764 8. §81x’y? 1. §3432°% ™
3. 21 6. {/25a%0° 0. 932x%y® 12. YmOnx®

1. INTRODUCCION DE CANTIDADES BAJO EL SIGNO RADICAL
Esta operacion es inversa a la simplificacion de radicales.

Para introducir el coeficiente de un radical bajo el signo radical se eleva dicho coeficiente
a la potencia que indique el indice del radical.

1) Introducir el coeficiente de 2/a bajo el signo radical.

2fa- (T3 {@

Cuando el coeficiente de un radical es 1 el radical es entero. Asi, +/4a es un radical entero.

2) Hacer entero el radical 3a%3/a%b.
3a’§fa?h =3(3a°] -a® =327a°h R.
3) Hacer entero (1-a) /1 =

1+"’ = Jd-a)(+a)=1-2°

=S

Hacer enteros los radicales:

1. 23 0. 12 7. ab*Ya%b 10. (@+b) |2 2

©
2. 3/5 5. 3ay2a° 8. 4m3/om? 1. (x+7) /% =
3. 5a/b 6. 5x2/3 9. 2a%8ab® 12. (x—1) [*=2

x-1
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lll. REDUCCION DE RADICALES AL MiNIMO COMUN iNDICE

387 Esta operacion tiene por objeto convertir radicales de distinto indice en radicales equivalentes
que tengan el mismo indice. Para ello, se aplica la siguiente:
REGLA

Se halla el m. c. m. de los indices, que sera el indice comun, y se eleva cada cantidad subra-
dical a la potencia que resulta de dividir el indice comin entre el indice de su radical.

1) Reducir al minimo comdn indice \/§ %/3‘\‘/5

El'm. ¢. m. de los indices 2, 3y 4 es 12. J3="23¢ =1/729
Este es el indice comun. _ i5 :1\2/? — 17625
Tendremos: @=1@=1% R.

Dividimos el indice comun 12 entre el indice de \/§ que es 2, nos da de cociente 6y ele-
vamos la cantidad subradical 3 a la sexta potencia; dividimos 12 = 3 = 4 y elevamos la
cantidad subradical 5 a la cuarta potencia; dividimos 12 + 4 = 3y elevamos la cantidad
subradical 2 al cubo.

Los radicales obtenidos son equivalentes

a los radicales dados. En efecto: \/5

Expresando los radicales con exponentes %
42

fraccionarios y reduciendo estos
exponentes fraccionarios al minimo
comun denominador, tenemos:

2) Reducir al minimo comn indice +/2a, 3/3a% y $/15a°x?
El'm. c. m. de los indices 2, 3y 6 es 6. o3 _slas
Dividiendo 6 entre cada indice, tendremos: —— ‘/> =V =38a
Y3ah  =9(3a%)? =89a'h?

§/15a°x% =§/15a°x*> R.

Reducir al minimo comun indice:

1. 45, 32 5. \/5x, 34xy, S7a% 9. 433, 3202, Y743
2.2, 43 6. 3[2ab, [3a%x, "I5a’x? 10. 23a, 320, 44/5x%
3.3 ¥4, 48 7. 4848, ¥3a°m* 11. 332, %W, 4Yx¢
4.2, 33, 45,47 8. 32, ¢2y°, 9fsm’ 12. J2m, 3{@x*, 29Yx’y?
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Lo anterior nos permite conocer las magnitudes relativas de varios radicales de distinto indice.

1) Ordenar 7, /3 vy ¥5 en orden decreciente de magnitudes.

Los reducimos al minimo coman indice y una 1\/— %343
vez hecho esto, las magnitudes relativas de las =138 —12/799
cantidades subradicales nos dan las magnitu- / : :

des relativas de los radicales: V5= ‘/7 B

Luego el orden decreciente de magnitudes es \/5 % y 1‘/7

Escribir en orden decreciente de magnitudes:

6
1.5, §2 3.1, {4 5. 43, ¥4, Y5 3
(&)
2. 415, 47 4.3, 5, ¥/32 6. Y2, 93,39 2
REDUCCION DE RADICALES SEMEJANTES

Los radicales semejantes, 0 sea los radicales del mismo grado que tienen igual cantidad su-
bradical, se reducen como términos semejantes que son, hallando la suma algebraica de los
coeficientes y poniendo esta suma como coeficiente de la parte radical comun.

1) 3/2+5/2=(3+5N2=(8/2) R.
2) 9/3-113=09-113=-2(y3) R.

3) 42-72+V2=(4-T+1W2=-2/2 R.

8 27 -37-(3-3|7 - 4(/7) R

5) 732-132+3%2=-232 &

6) 3ay/5 - by/5+(2b—3ap5=(3a—b+2b-3a\/5=b(/5) R.

Reducir:

1. 7J2-15/2 5. 3/2-1/2 8. 1/3+5/3-1{3

2. 4/3-20/3+19,3 9. ayh-3aJb+7ab

3. \5-22/5-85 6. 53-8 10. 3y +(a—x)y -2x/y

4. J2-9J2+30J2-40V2  7.2{5-1/5+35 1. (x-13+(x—3)/3+4/3
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12 W2-22+282 13 32-12+142 ma xYa® —(a—2x) Y@ + (2a-3x)

OPERACIONES CON RADICALES
I. SUMA'Y RESTA DE RADICALES

REGLA

Se simplifican los radicales dados; se reducen los radicales semejantes y a continuacion
se escriben los radicales no semejantes con su propio signo.

1) Simplificar 2,/450 +9y12-7,/48-3,/98..

Simplificando, tendremos:  2,/450 =2,[2-32.52 =30,/2
9/12=9/2.3=18/3
7J48=7/2*.3=28/3
3/98=3/2.72 =212

Entonces: 24450 + 912 — 7./48 — 3,/98 =30,/2 + 18,3 — 28,/3 — 212
=(30- 212+ (18— 28)/3=9/2-10{3

2) Simplificar %J%—%J@—% 180.

%@:% 24-5=%X4\/§=\/§
e3=138.7=1x3y7=1y7

1 =1/92.32.5_1 =2
180=1/22.85=1x6/6=2/5

Entonces: %\/@ - %\/@ —%«/180 -5 _%ﬁ _gﬁ
(1-2JE- 7=l 5- 17 R
3 2 3 2
implifi 1_ (4, |1
3) Simplificar \E \f5+\/;
Hay que racionalizar los denominadores:
1_[3_1
4_ [45_2
ek
A1t _ ] 3 _1
\/; \j22-3 \/22-32 6\/5
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. 1 4 1_1 2 1 _1 2
Entonces: \fg_\/gﬂg—g\/g‘gﬁ%ﬁ—g 3_5\/3 R.
4) Simplificar 2y/2ab? ++/18a° — (a+2b)\/2a.

2./2ab? = 2b\/2a
J182° =3a,/2a

Entonces:  2y2ab? +/18a° — (a+2b)/2a = 2by/2a + 3a\/2a — (a+ 2b)/2a
—(2b+3a—a—2bK2a=2a(y2a) R.

NOTA
Radicales no semejantes no se pueden reducir. Para sumar radicales no semejantes,
simplemente se forma con ellos una expresion algebraica que los contenga a todos sin

alterarles los signos. Asi, la suma de 2 -2/3 y 3J5 es 2 -2/3+3/5.

Simplificar: 8
1. J45-27-20 11.5@—1\F—5\/@+F o
3\3 27 i
175+ /243 - /63 -2/75 0515, Txd [ 55 'S
3-\/%_2@+3\/4—%_3m 12. 2 700—15\/;5+4\/%—56\/; :_:‘
4. 7,450 - 4,/320 + 3,/80 - 5,/800 13. /250 + /495 — /9ax’
1 _1 3 1
e E‘/ﬁ 3 18+4 48+6‘/ﬁ 14. 2 m?n —J9m?n +16mn® -/ 4mn?

3 2 1 1
61 176—* 45+* 320"‘* 275 15. a 320)(—7 5a2x_(a_4b)\/§

7. 1147 - 1700+ 128 + 1,/2187 16. JOX— 9+ 4x—4—5/x—1
8. \E_\EJF\E 17. 2,/a*x+3a'y — a%\[9x +27y + [ 25a*x + T5a'y
a+l1_ | 1
9 \/g_\/g_\/zioh/g 18. 3a 2 4a+4+(az+1)/a+1
5[3_1[3_5[1,3[1 19. (a-b) |22 —(a+b) |[2=2 +(2a—2b)
10.3\[5 2\/; 5\/;+3\/; 2 Vasb Nazp 5

5) Simplificar 33/108 + 625+1,3/171 ~4332.
Simplificando:

33108 =332-3° =994
1yf625=135-5° =15
11715 =135.7 =5
4332=432°-2* =834
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Entonces: 33108 +%3 625 +;,3/1,715 — 4332 =934 +%3J§ +¥5-8Y4

=34+g%/§ R.

5) Simplificar Q/E_QPW/E'

4 V9 V16
Hay que racionalizar los denominadores:

3_,/8 _,32_13
R Pt
2_.[2 _.[23_13
3_[3_.322_1;
\/%‘\E S

. 3_ 42,438 _13/g_13/g 1310 _13/g, 13
Entonces: i/g i/;+§/; 2\@ ] 6+4\/ﬁ 6\/5+4«/ﬁ R.

Ejercicio

Simplificar:
1. 54— Y24 Y16 9. 6ﬁ+§/;g—23%

2. 340 +3/1,029 - 3/625 10. 7ilg+§/%+ig—2i/g

3. 23/250 - 4324 - 6316 + 3/2,187 11.%%/@%@%%—203]?0
4. 5348 — 333,645 — 23/384 + 431715
5. %—3ﬁ+@+2m

13/0g _ 23 33 _13
6. 5@ 2354 + 33375 - 1128

7. g3 625—%3 192+;$/1,715—g,3/1,536

4 3 27

12. 3324 - 43-81-3-375

13. 43/-320 —103/-40 — 23/—54 + 331024
14. 3%2a° - 3128 + (40— 3a)3/2

15. a3/250b — §/3ab® —53/2a%h + 3b3/3a

Il. MULTIPLICACION DE RADICALES
MULTIPLICACION DE RADICALES DEL MISMO iNDICE

REGLA

Se multiplican los coeficientes entre si y las cantidades subradicales entre si, colocando
este dltimo producto bajo el signo radical comin y se simplifica el resultado.
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Vamos a probar que afxbf:abQ/_

:\—A

1
En efecto: afxb\/; am”xbx"—abm" mx"—abJ_
1) Muttiplicar 2,/15 por 3,10 . 215 % 310 = 2x 3/15% 10 = 6,/150
=6,2-3-52=30/6 R.
inlicar 23 33 2 33r_2.3 1 _
2) Multiplicar 3\/Zpor4\/5. §S4XZ%_§XZ@_§3/23'3_% R.

1. 3x46 5. %315x12%/E 9. 3V6x/14x 235 13.% alx x 3 ais
2. 5/21x 23 6. X 2ax;J§ 10.% 21x§ 42xg@ 14_% £ 6 [2
3. 14x221 7. 5/12x3J75 11 3%x%315x4ﬁ

4. 12x39 8. %@xsm 12. g\/gx%\@

Ejercicio

MULTIPLICACION DE RADICALES COMPUESTOS

El producto de un radical compuesto por uno simple se halla como el producto de un polino-
mio por un monomio, y el producto de dos radicales compuestos se halla como el producto
de dos polinomios.

1) Multiplicar 3J/x —2 por Vx. (3/x ~2)Jx =3/x* ~2/x =3x-2/x R.
2) Multiplicar 32 -5/3 por 4/2+3. 35 53
Wor 3
1222 - 206
+3\/6—5\/?

24-17/6-15=9-17/6 R.

3) Multiplicar ol
Vx+1+2(x por 3/x+1-Vx. 30+ —x
3/(x+17 +6Jx2+x
—xrx-2/x
3x+3+5(x2+x —2x=x+3+5/x>+x R.
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N

Multiplicar:

1.\/5—\/5 por\/E 10.J§—3\/§+\/§ por\/§+2\/§—\/3

o
g 2. 7/5+5{3 por 23 11. 23— /6 +/5 por 3+6+3/5
ij—:- 3. 23+/5-52 por 4/15 12. Ja+Ja+1 por Ja+2Ja+1
4. 2-3 por J2+23 13. 2Ja—-3Ja-b por 3Ja+Ja-b
5. \/5+53 por 2/5+3,3 14, 1= X%+ x por 2x+y1-x2
6. 3J7 — 243 por 5/3+4\7 15. Ja+1++a—1por ya+1+2/a—1
7.\/3—2\/} por 3\/§+\/; 16. 2@-2 porﬁ—3
8. 7/5-11J7 por 5/5-87 17. 3Ja—-2Ja+x por 2/a+3Ja+x
9. V2+3+4/5 por V23 18. Ja+x —Ja—x por Ja+x—-2Ja—x

MULTIPLICACION DE RADICALES DE DISTINTO iNDICE

REGLA

Se reducen los radicales al minimo comun indice y se multiplican como radicales del
mismo indice.

1) Multiplicar 5y2a por 34a%b.

Reduciendo los radicales al minimo comun indice (387), tendremos:

5,2a =5¢/(2a)* =5%/8a°

Y 4a%b =§/(4a’h)? =/16a'h’

Entonces  5y2a x ¥4a%h =5%/8a° x 8/16a°h? = 53128a"b?
=5¢2°-2-2° - a- b? =10a§/2ab?

N

Multiplicar:
1. xx¥2¢ 1 Y2 <243 1. \E xYx? 0.2 \beg i/?;
X
2. 3.2ab x 448a° 5. 4/25x%3 x §/125x?
s oy x{Bh’ o YA xSiomin 8 JxxAc T 10 [1xGfT <423

Ejercicio

Il. DIVISION DE RADICALES
DIVISION DE RADICALES DEL MISMO iNDICE

REGLA

Se dividen los coeficientes entre si y las cantidades subradicales entre si, colocando este
tltimo cociente bajo el signo radical comiin y se simplifica el resultado.
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Vamos a probar que aﬁ/ﬁ+b('/;=%(@.

En efecto, el cociente multiplicado por el divisor reproduce el dividendo:

Enﬂxbd}:@nﬂ:a%
b\ x b\ x

1) Dividir 2381x” entre 33/3x%.
2381 +3Y3x° =280 < 2Yon <24 <2x Y R,
X
Dividir: 3
1. 4/6+23 4. J75x%y°% +5/3xy 7. 4xya@®x®+2Ja’x® -g
‘©
2. 2/3a+10ya 5. 3316a° + 4322 8. %W +fﬂ? S
X LL
1 [apy . 3 51,10 2 1,01,
3. 13 +3Jx 6. E\E'E\g 9. ESE'EQE
DIVISION DE RADICALES DE DISTINTO iNDICE
REGLA

Se reducen los radicales al minimo comin indice y se dividen como radicales del mismo
indice.

1) Dividir 3/4a’ entre ¥/2a.

8a
Dividir: 4
1. 32+2 4. Wox+116x 7. 3m" + Y21m? g
©
2. Jx +{3x° 5. §5m?n + 3 m°n? 8. 2dab + 128" E‘_}

3. 38a% + 44a? 6. 2/18)(3y“z5 + ‘\‘/3x2y223
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IV. POTENCIACION DE RADICALES

REGLA

Para elevar un radical a una potencia se eleva a dicha potencia el coeficiente y la canti-
dad subradical, y se simplifica el resultado.

Vamos a probar que (aQ/B)m =a"{b"

En efecto: (a%)m - (ab%) a0 =" e

1) Elevar 52y 4y/3 al cuadrado.
2
(5/2) =52-{22=25-2=50 R.

(4/3) =42-yF =16-3=48 R.

Obsérvese que la raiz cuadrada y el exponente 2 se destruyen.
2) Elevar §/4x® al cubo.
3
(¥/ax?) =3f(@x?) =3l64x® =32- 25 x- X =2x¥/2x R

3) Elevar al cuadrado ﬁ -3y2.
Se desarrolla como el cuadrado de un binomio:

(5-3/2) =(/5) -2/5x3/2+(3,2)

=5-6/10+18=23-6,10 R

N

Desarrollar:
@2 s (67 s (2a) 7 ((8@) o (V) 1. (3Vx=a)
2. (23) o @8 6 () s (A8 10 el 12 (408

Elevar al cuadrado:

Ejercicio

13. J2-43 15. {547 17. x +/x=1 19. Ja+1-a-1
14. 42+ 3 16. 5J7-6 18. Jx+1-4Jx 20. 2J2x—1+/2x+1

V. RADICACION DE RADICALES

REGLA

Para extraer una raiz a un radical se multiplica el indice del radical por el indice de la raiz
y se simplifica el resultado.
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Vamos a probar que %a =™a.
T 1
Enefecto:  44a :”@ =a" ="\a

1) Hallar la raiz cuadrada de Q/E .
JY4a? =gfag? =5[2?-2 =322 R.

2) Hallar la raiz cibica de 55 .
Como el coeficiente 5 no tiene raiz cubica exacta lo introducimos bajo el signo de Ia raiz

cuadrada y tendremos:
Y55 =9,/5°-5=45={5 R.
Simplificar: 6

1.{z 3. 481 5.\ {48 7.V42522 0. 353 1. §x°
2.4/8 4. V\3a 6. Y22 8. Y4272 10 4Va'b® 12 Y(arb)

Ejercicio

VI. RACIONALIZACION

RACIONALIZAR EL DENOMINADOR DE UNA FRACCION es convertir una fraccion
cuyo denominador sea irracional en una fraccion equivalente cuyo denominador sea

racional.

Cuando se racionaliza el denominador irracional de una fraccion, desaparece todo signo
radical del denominador.

Consideramos dos casos:

CASO |
Racionalizar el denominador de una fraccion cuando el denominador s monomio.

REGLA
Se multiplican los dos términos de la fraccion por el radical, del mismo indice que el
denominador, que multiplicado por éste dé como producto una cantidad racional.

o . 3
1 .
) Racionalizar el denominador de T

Multiplicamos ambos términos de la fraccion por J2x y tenemos:

3 - 3 _ 3x _3x_3 5o g

Jox  J2x +2x /22,X2 2X 2X
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L , 2
2) Racionalizar el denominador de o2

El denominador %/@ =3/3%-a. Para que en el denominador quede una raiz exacta hay
que multiplicar 3/3%-a por ¥/3a? y para que la fraccion no varie se multiplica también el

3/q,2 3a,2 3[a,2
numerador por ¥/3a% Tendremos; 2 = 2vod _ 2V3 _2V3a =é\3/3a2 R.

3) Racionalizar el denominador de Ol

38242
Se multiplican ambos términos por 4/2%- x> porque esta cantidad multiplicada por 4/2x2,
’ 54/93 . x2 4q .2 4q.2
da una raiz exacta y tenemos; 5= V<X _ SV8 _ SV8x =2 {8x* R

34,2 _3W'4/23X2 _34'24-)(4 T 3e20x

Racionalizar el denominador de:

1 3 5 3 X 50
) == 3. — 5. — 1. — 9 11.

J3 45 Yag? Yoa o722 3/mn

5 2a 1 6 1 1
R 4. — 6. — 8. . — 10. —

V2 J2ax Yox 533x Ysat 12 Yosx

EXPRESIONES CONJUGADAS

Dos expresiones que contienen radicales de 2° grado como \/E +\/5 y \/3 —\/E 0 a+\/5 y
a- \/f que difieren solamente en el signo que une sus términos, se dice que son conju-
gadas.

Asi, la conjugada de 342 —/5es3y2++/5; la conjugada de 4—3y5 es 4+3y5.
El producto de dos expresiones conjugadas es racional. Asi,

(3/2-5)(3/2+/5)=(3/2) - (/5] =18-5=13
CASO II

Racionalizar el denominador de una fraccion cuando el denominador es un binomio que con-
tiene radicales de segundo grado.
REGLA

Se multiplican ambos términos de la fraccion por la conjugada del denominador y se
simplifica el resultado.

1) Racionalizar el denominador de 48

245/2°

Multiplicamos ambos términos de la fraccion por 2 ~5/2 y tenemos:
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4-y2 _ (4-12)2-5/2) _8-22/2+10 _18-222
24502 (2+5/2)2-5/2) 2252  4-%0
=18—22ﬁ=( 9-112 _112-9 R
46 —23 23 :

Como el denominador —23 era negativo le cambiamos el signo al numerador y al deno-
minador de la fraccion. También podia haberse cambiado el signo del denominador y de

la fraccion y hubiera quedado —9‘21;ﬁ :

simplificando) =

— - J5+2(7
2) Racionalizar el denominador de .
) ionaliz i YR

Multiplicando ambos términos por la conjugada del denominador, tenemos:
VB+2f7 _ (V5+27)(4/5+3V7) _ (20411436 +42
45-307 (15-3/7)(a5+3V7) (a5 a7

_ 6241135 _62+11/36 o
T 80-63 17 :

Racionalizar el denominador de:

1 3-42 1 J7+2/5 7 32 10 J7 + 311 13 Ja+x 16 Jx+2+42 o
1442 CJ7-5 T12-8/3  5(7+4/1 " ofa+ “Vx+2-42 Zg
g 3428 5 -85 g AB-BT gg Bed2 gy Jx- VRIS
"4 3 "oy2 445 "of3+3J7  7+2/10 Cx+ ENET NP L
3 ¥2-15 5. 19 g B2-63 L, 93-32 . Ja- 18 Yatb—Ja-b
" J2+45 "52-4/3  42-3y3  6-46 CJa+ “Ja+b+Ja-b

Para racionalizar el denominador de una expresion que contiene tres radicales de segun-
do grado hay que verificar dos operaciones como se indica en el siguiente

J2-\5

NP

Consideremos el denominador como un binomio (ﬁ +45 )—\/6 . S multiplican los dos tér-

1) Racionalizar el denominador de

minos de la fraccion por la conjugada de esta expresion que es (2 ++/5)++/6 y tendremos:

V2-y5 _ (J2-\5)(/2+5+b)
V2456 ({2456 (J2+5+]
_ 23-y30-3 _2/3-J30-3

- ez
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(multiplicando ambos términos

nuevamente por la conjugada = (2/3- 303 (1-2/70) _22/3-5/30-3+6/10

del denominador) (1+2y0) (1-2410) 1-40
_22{3-5/30-3+6/10 _3-6/10+5/30-22/3 g
- -39 - 39 ’

N

Racionalizar el denominador de:

< [ 5 2-13 5 V6+/3+/2

¥  2+B-5 2+3+ 5 632

o, 2 4 _3+V5 g ¥2-V5
J2+3+6 J2+3+5 J2+5-10

@ DIVISION DE RADICALES CUANDO EL DIVISOR ES COMPUESTO

Cuando el divisor es compuesto, la division de radicales se efectiia expresando el cociente en
forma de fraccion y racionalizando el denominador de esta fraccion.

Dividir /3 ++/5entre2y/3 /5.
N _[E\_ 8+45
(‘/§+‘/g) . (2‘/§ ‘/g)_zﬁ_ﬁ
_ (V3+5)(2/3+5) _11+3/15 5
el T
2 Dividir:
SRt J2entre /2 +/3 4. J2+5entre 2 /5 7. 52 +3/3entre 3J2 - 43
'g 2. J3entre /32,5 5. 23— 7entre /3 +47 8. 72 11entre 27 + /11
My 3 24 /5entre1-4/5 6. \/6+2/5entre2/6 /5
RESOLUCION DE ECUACIONES CON RADICALES QUE SE REDUCEN
A PRIMER GRADO

Vamos a estudiar la resolucion de ecuaciones en las cuales la incognita aparece bajo el
signo radical.

1) Resolver la ecuacion ,/4x*—15-2x=—1.

Aislando el radical: ,/4x%>—15=2x—1
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2)

3)

Elevando al cuadrado ambos miembros para eliminar el radical:

(4x* =15)% = (2x — 1) 0 sea 4x* —15=4x* — 4x +1

Suprimiendo 4x? en ambos miembros: —15=—4x+1
4x =16
x=4 R

Resolver la ecuacion + x+4++x—1=5.
Aislando un radical: VX+4=5—x-1

Elevando al cuadrado: (\/m)2 =(5- x—1)2

0 sea X+4=5=2x5{X—1+,/(x-1)?

Efectuando: X+4=25-10yx—1+x—1
Aislando el radical: X+4-25—x+1=—10yx—1
Reduciendo: —20=—10yx -1
20=10y x -1
Dividiendo por 10: 2=+x-1
Elevando al cuadrado: 4=x—1
x=5 R.

Resolver la ecuacion vx+7+yx—1-2/x+2=0.

Aislando un radical: IX+T+x=1=2/x+2
Elevando al cuadrado: \/(x+7)2 +2(\/x+7)(JX—1)+\/(x—1)2 =4(x+2)
Efectuando: X+T+20/ X2 +6x=7+x-1=4x+8
Aislando el radical: X2 +6X—T=4Xx+8—Xx—-T—x+1
Reduciendo: U XP+6x—T=2x+2
Dividiendo por 2: VX2 4+6X-7=x+1
Elevando al cuadrado: X4+6x—T7=(x+1)

0 sea XeA+6X—7=x+2x+1

ox —2x=7+1
4x =8

x=2 R.

435
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11. /5x—19 — /5x =1
12. VX-2+5=yx+53

13. {9x—-14=3x+10-4

Resolver las ecuaciones:

14. Jx-16-x+8=—4

15. /5x—1+3=/5x+26

16. 13— 13+4x =2x

17 Jx—4+x+4=2x-1

18. JOx+7 - Jx = J16x-7=0

19. J9x+10-2/x+3=/x-2
20. J18x—-8—/2x—4—-2\/2x+1=0
21. 8x+9—/18x+34+/2x+7=0
22. x-2—x-5=/4x-23

23. x+6—9x+70=—-2/x+9
24. x—a+M:m

25. x—4ab=—2b++x

26. Vx+4a—+x+2a-1=1

ECUACIONES CON RADICALES EN LOS DENOMINADORES

Efectuando:

Elevando al cuadrado:

1) Resolver la ecuacion x+4—Jx—1=—2_,
) " vx -1

Suprimiendo denominadores: \/ x+4)(x-1) —\/ (x=1 =2

VX2 +3x—4—(x-1)=2
VX243 —4—x+1=2
VX2+3x—4=x+1
X2 +3x—4=x"+2x+1
3x—2x=4+1
x=5 R

1. yx+x+5=10
5

X

dx-M+2x=—%_
Vax -1

3 x—Jx-7=4
X X \/}

g =2 Jx+
“ x4 Jx+13

Resolver las ecuaciones:

5. 68 = Jx+8-4x g Yx-2_2Jx-5

Jx+8 Jx+2 2x-1

6. Vx-3+—-8 =x+9 10. yx+14-Jx-7=_58
VX +9 x-7

7 dx+4_Jx+t

Yx-2 Jx-1




Makarief

Nicolas Lobatchevski (1793-1856). Matematico ruso. Estu-  la Geometria de Euclides, inconmovible cuerpo de verdades
did en la Universidad de Kazan, de la que fue posteriormente  que se mantiene intacta por mas de 22 siglos. Puede con-
profesor y decano de su Facultad de Matematicas y Rector.  siderarsele el precursor de la teoria de la relatividad y de las
Lobatchevski combate la idea del espacio que tiene Kant y ~ Geometrias no euclidianas.

establece la relatividad de esta nocion. Igualmente combate

Capitulo XX X/

CANTIDADES IMAGINARIAS

CANTIDADES IMAGINARIAS son las raices indicadas pares de cantidades negativas.

Asi, v—1,4/=3,4-8 son cantidades imaginarias.

Cantidades reales son todas las cantidades, racionales o irracionales, que no son ima-

ginarias.
UNIDAD IMAGINARIA

La cantidad imaginaria 1 es llamada unidad imaginaria.

NOTACION
La unidad imaginaria se representa por la letra /. Por tanto,
En Electricidad, v—1 se representa por /.

POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA

Vamos a hallar las potencias de \/?1

=) ==

=y
=
i? =—1
P =—A
i =1
i° =

j® =—1,etcétera
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Véase que las cuatro primeras potencias de y—1 son y=1,—1,—y/=1,1 y este orden se
continda en las potencias sucesivas.

IMAGINARIAS PURAS

Toda expresion de la forma T/—_a donde n es par y —a es una cantidad real negativa, es una
imaginaria pura. Asi, V—2,/=5 son imaginarias puras.

SIMPLIFICACION DE LAS IMAGINARIAS PURAS

Toda raiz imaginaria puede reducirse a la forma de una cantidad real multiplicada por la

unidad imaginaria /1.
En efecto:

Reducir a la forma de una cantidad real multiplicada por =1 0 i
1. -a° 4. 81 7. Y12 10. \-4m"*
2.2 5. -6 8. -7 1. /—%
3.2/-9 6. 3y-b* 9. /=27 12. [-a*-b°

OPERACIONES CON IMAGINARIAS PURAS
SUMA Y RESTA

Se reducen a la forma de una cantidad real multiplicada por v—1 y se reducen como radi-
cales semejantes.

1) Simplificar ~ J-4+/-9 .
J-4=[ax () =2/ J-9= /9% (-1 =3/-1

Entonces:

J=4+J-9=2/-1+3/-1=(2+3)/-1=5/-1=5/ R.
2) Simplificar  2/-36—-25+-12.
2/-36=2-6/-1=12/-1 J-25=5/-1 J-12=12-J1=23-/1

Entonces: 2./-36 — =25+ /12 =12/-1-5/1+2/3 /1
=(12-5+2/3)y=1=(7+2/3)y=1=(7+2/3)i R.
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Simplificar: 4
1. V—4+-16 5. 2J—al+y-a' ++/-a° o
2. 25+/—81—{—49 6. {18+ —8+2/—50 3
3. 2/-9+3/-100 7. 3/-20-2/-45+3,/-125 =
4. 3/-64-5/-49+3,/-121 8. J-a'+4/-9a"-3/-4a"

MULTIPLICACION

Se reducen las imaginarias a la forma tipica ay-1 y se procede como Se indica a continua-
cion, teniendo muy presente las potencias de la unidad imaginaria (408).

1) Multiplicar /4 por y/-9.
JAx9=2yTAx3y3=2-3(y=7) =6x(-)=-6 R.
2) Multiplicar \/—75 por J-2.
J=5xy-2=5-1xy/2- {1
—10(J=1) = iox(-)=—T0 R.
3) Multiplicar —16,/~25y /—81.
=16 % /=25 x | —81=4/-1x 5/-1x 9/
=180(/—1)° =180(~y/—1)=—180/—1=—1802 R.
4) Multiplicar /=9 + 5y -2 por y/—4 —2,/-2.
Se reduce a la forma a \/f1 cada imaginaria y se multiplican como radicales com-
puestos teniendo muy presente que (\/j)z =—1:
3V-1+5/2--1
212241
6(y=1) +10y2(y=1)
-6/2) -2

6(—1)+4/2(~1)-20(-1)=-6-4/2+20=14—-4J2 R.

Multiplicar:

1. —16xJ—_25> 6. —3><J—_75 11. —5ijx3 -y sixyy son
2. /—81x+/—49 7. 2J—7x3/-28 nameros reales positivos.

3. 5/-36x4,/-64 8. —49ij4ij9 12. (\/—74"'\/—79)(\/—_25—\/?6)
4. -3xy-2 9. {-2x3{-5x{-10 13. (\/—72"'3\/—75)(2\/—72—6\/—75)

5. 2J—5x3/—7 10/ 2x 27 xyBxy 50 1. (2/-2+5{=3)(J2-4/=3)
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DIVISION

Se reducen las imaginarias a la forma a«/f1 y se expresa el cociente como una fraccion, que
se simplifica.

1) Dividir /-84 entre /7.
J-84 _ 841 _ 84 _ [ga_ [15_
T RE G /7_\/12_2\/3 R.

\/f1 se cancela en el numerador y denominador igual que una cantidad real.

N

Ejercicio

Dividr: 7. 218+ -6
1. 16+ /4 405 B 315+ 7

2 JTT0+2 5. V=150 3 o 74T
3.V/-81+/-3 6. 1036 +5/—4 10. 4/-300 + {12

CANTIDADES COMPLEJAS®

CANTIDADES COMPLEJAS son expresiones que constan de una parte real y una parte
imaginaria.

Las cantidades complejas son de la forma a + b\/f1, 0sea,a+bi,dondeayb soncan-
tidades reales cualesquiera.

Asi, 2+3J-1,02+3i y 5-6y—1 0 5—6i son cantidades complejas.

CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS son dos cantidades complejas que difieren
solamente en el signo de la parte imaginaria.

Asi, a+by—1y a—by—1 son cantidades complejas conjugadas. Del propio modo, la
conjugada de 521 €s 5+2J-1.

OPERACIONES CON CANTIDADES COMPLEJAS
SUMA

Para sumar cantidades complejas se suman las partes reales entre siy las partes imaginarias entre si.

() En las notas sobre el concepto de numero que aparece en el Capitulo preliminar, vimos cémo el campo de los
nameros se ampliaba a medida que lo exigian las necesidades del calculo matematico. Ahora, llegado a este nivel
de conocimientos, introducimos un nuevo ente numérico, el nimero complejo, que estd formado por un par de
nameros dados en un orden, en el cual uno es real y el otro puede ser imaginario.

Aun cuando haya antecedentes historicos muy remotos del origen de los nimeros complejos, se tiene como ver-
dadero precursor de la teoria de estos nimeros a Bombelli (siglo XVI, italiano). Mas tarde, Descartes llamé nimero
imaginario al nimero no real componente de un complejo. Sin embargo, a pesar de haberse desarrollado toda una
teoria sobre los nimeros complejos, éstos no adquirieron vigencia en las matematicas hasta que Euler no sanciond
su uso. Pero quien mas contribuyd a que los nimeros complejos se incorporaran definitivamente a la ciencia ma-
temética fue C. Wessel (1745-1818, danés), que brind6 una interpretacion geométrica de los nimeros complejos.
Es decir, tales entes nos sirven para representar un punto en el plano. Con los nimeros complejos podemos definir
todas las operaciones aritméticas y algebraicas; asi podemos explicar la extraccion de raices de indice par de los
nimeros negativos; la logaritmacion de niumeros negativos; las soluciones de una ecuacion de n grados, etcétera.
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1) Sumar 2+5{-1y 3-2/-1.
(2+5/=1)+(3-2/=1)=2+3+5 /-2y
=Q+3)+(6-2V-1=5+3/-1=5+3/ R.
2) Sumar 5—6{—1, —3+y—1, 4-8/1.
5 6/-1
3+ -
4-8/-1
6-13-1=6-13  R.

Sumar:

1. 2+3/-1,5-2y1 5. 3—2i,5-8i,—10+13i
2. —4-5/-1, —2+8/-1 6. 1—i,4+3i,4/2+5i

3. 12-11/-1, 8+7/-1 7. 242, 4--3

4. 541, 74201, 947/ 8. 7+y-5,y2--9, —4+./-16
SUMA DE CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS M

~

La suma de dos cantidades complejas conjugadas es una cantidad real.

En efecto: (a+ by—)+(a— by—)=(a+a)+ (b b—T=2a .

1) Sumar 5+3y-1y 5-3/-1.
(5+3/=1)+(5-3/=1)=2x5=10 R.

Sumar:

1. 7-2/-1, 7+2J-1 4. -7-5{-1, -7+5/-1
2. -5-3/-1, =5+3/-1 5. 8-3/-2, 8+3/-2
3. 9+iy3,9-1y3 6. V2+iy/3, V2-i\/3

RESTA

Para restar cantidades complejas se restan las partes reales entre si y las partes imaginarias
entre si.

1) De 5+7+/—1 restar 4+2/—1.
(5+74/=1) - (4+2y=1) =5+ 7{=1-4-2/.
=(6-4)+(7-2/-1=145/-1=1+5/ R.
2) Restar —3—7y/—1de 8—11/-1.
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Escribimos el sustraendo con los signos cambiados debajo del minuendo y tenemos:
8—11/-1
3+ 7\/j1
1-4/-1=11-4i R,

1.De 3—2/—1restar5+3/—1  5.Restar 8—7/—1de15-4/—1  9.Restar/3+6y-1de/2—5/-1
2.De 8+4/—Trestar 3-10/— 6. Restar 3—50y/—1de 11+80y/—1 10. Restar —7+/-3 de 8 —/—7
3.De —1—\/T1restar—7—8\/?1 7.De 5—\/—_25restar3+6i

4. Restar 5—3\/—71 de 4—7\/j 8. De 4+\/—75restar2+\/—73

DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS

La diferencia de dos cantidades complejas conjugadas es una imaginaria pura.

En efecto: (a+b\/—_1)—(a—b\/—_1):a+b\/f1—a+b\/f1
=(a-a)+(b+bW—1=2by-1=2bi

(5+3J=1)~ (5-3/=1)=(5-5)+ (3+ 3N/
=6/-1=6/ R.
1.De 2—+/—1 restar 2+ /-1 4. Restar -5— /-2 de —5++/-2
2.De 7+3/—1 restar 7—3,/—1 5. Restar V2 —J/-3de/2+/-3
3.De —3—7y/—1 restar —3+7y/-1 6. Restar —y/5 +4/—2 de — /5 — 4/ -2

MULTIPLICACION

Las cantidades complejas se multiplican como expresiones compuestas, pero teniendo pre-
2

sente que (\/j) =-1.

1) Muttiplicar 3+5y—1 por 4—3/-1.

3+5/-1

4-3J

12420,/ :
~9/-1-15(y=1)

12+411/-1-15(-1)=12+11/-1+15=27+11/-1 R.
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Multiplicar: 3. 7—/—4 por 5++-9 6. 4+/—-3 por 5—+/-2
1. 3-4y~1 por 5-3/-1 4. 8—+/-9 por 11+/-25 7. J2+-5 por Y3+-2
2. 4+7/-1por -3-2/-1 5 3422 por 52 8. V5++-3 por \/5+2/-3

PRODUCTO DE CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS

El producto de dos cantidades complejas conjugadas es una cantidad real.
En efecto, como el producto de la suma por la diferencia de dos cantidades es igual a la
diferencia de sus cuadrados, se tiene:

(a0 =~/ - [

=2 [P =a? - (-b?) =22+ ?

(8-3/)(8+3/=1)=8—(3/1) =64+9=73
(V3+5/)(3-5/7)=(/3) ~(5/77) =3+25=28

N

Multiplicar:
1. 1—ipori +i 3. J2—5ipor /2 +5i 5. 5—/=2 por 5++-2
2. 3+2/-1 por 3—2/-1 4. 2/3+4ipor 23 - 4i 6. -9—/-5 por —9+-5

DIVISION

Para dividir expresiones complejas, se expresa el cociente en forma de fraccion y se racio-
naliza el denominador de esta fraccion, multiplicando ambos términos de la fraccion por la
conjugada del denominador.

=
)
(=
e
=,
L

1) Dividir 5+2/-1 entre 4—3/-1.
54271 _(5+2/=1) (4+3/=1) _ 20423/5-6
-3/ (a-3/)(a+3ym) 23/

_ 14423/ _ 144231 _ 14423 R

16+9 2 25
Dividir: 3
1. (1+\/T1)+(1—\/?1) 3 (5—3\/—_1)+(3+4\/?1) 5. (4+\/_73)+(5_4\/__3) S
2. (3+y=1)+(3-v=1) 4. (85i)+(7+6i) 6. (2+2/5)= (442 5) §_
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REPRESENTACION GRAFICA
REPRESENTACION GRAFICA DE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS PURAS

Para representar graficamente las cantidades imaginarias se traza un sistema de ejes coorde-
nados rectangulares XOX” y YOY’ (Fig. 67) y tomando como unidad una medida escogida
arbitrariamente se procede asi:

Las cantidades reales positivas se represen-

— | Figura 67| " o
Chad tan sobre el semieje positivo 0X, llevando sobre
Y este semieje, de O hacia X, la unidad escogida
45 tantas veces como unidades tenga la cantidad
real positiva que se representa. En la figura apare-
3y .
= cen representadas sobre OX las cantidades reales

e y positivas 1, 2, 3, 4.
Las cantidades reales negativas se represen-

X 4320 Slzf 98 X | tan sobre el semieje negativo 0X’, llevando sobre
25 este semieje, de O hacia X, la unidad escogida
35 tantas veces como unidades tenga la cantidad real
e negativa que se represepta. En Iq figura aparecen
representadas sobre OX” las cantidades reales ne-
Y gativas -1, -2, -3, —4.

Las imaginarias puras positivas se repre-

sentan sobre el semieje positivo OY, llevando

sobre este semieje, de O hacia Y, la unidad elegida tantas veces como unidades tenga el
coeficiente real de la imaginaria pura que se representa. En la figura aparecen representadas

sobre QY las imaginarias puras positivas J-1 201, 3y, 4/-1.

Las imaginarias puras negativas se representan sobre el semieje negativo 0Y’, llevando
la unidad elegida sobre este semieje, de O hacia Y’, tantas veces como unidades tenga el
coeficiente real de la imaginaria pura que se representa.

En la figura aparecen representadas sobre QY las imaginarias puras negativas
N R N . N R N )

El origen O representa el cero.

REPRESENTACION GRAFICA DE LAS CANTIDADES COMPLEJAS

Vamos a representar graficamente la cantidad compleja 5+3\/?1 . Como consta de una parte

real 5 y de una parte imaginaria 3J—_1 , el procedimiento consiste en representar ambas y
luego hallar su suma geomeétrica (Fig. 68).

La parte real 5 esta representada en la figura por OA y la parte imaginaria 3\/f1 esta re-
presentada por OB. En A se levanta una linea AC igual y paralela a OB. Uniendo el origen con

el punto C obtenemos el vector OC, que es la suma geométrica de OA = 5y AC = 3J-1.
El vector OC representa la cantidad compleja 5+3y—1.

El punto C es el afijo de la expresion 5+3y—1.
El vector OC representa en magnitud el médulo o norma de la cantidad compleja.
El angulo COA que forma el vector OC con el semieje OX se llama argumento o fase.
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— Figura 69 |
—{ Figura 68— Y A
Y
C B ¥ x"f/\ V=)
B 2 | % -
27 A =i 4, |
) A (0 4 6
XI 0 5 X X 0 EN S v X
=) %{/\ >
g D
y: ¢ 4

En la figura 69 aparece representada en el primer cuadrante la expresion 6+5y-1, su
afijo es el punto A; en el segundo cuadrante esta representada —4+3\/f1 , su afijo es el punto
B; en el tercer cuadrante esta representada —6—5«/3, el afijo es el punto C; en el cuarto
cuadrante esta representada 4—3\/?1 con su afijo en D.

PLANO GAUSSIANO. UNIDADES GAUSSIANAS
Podemos resumir lo visto anteriormente de este modo:

1) Las cantidades reales se representan sobre el eje de las x; sobre OX si son positivas,
sobre OX” si son negativas.

2) Las imaginarias puras se representan sobre el eje de las y; sobre OY si son positivas,
sobre OY’ si son negativas.

3) En el resto del plano que determinan los ejes se representan las cantidades complejas;
cada expresion compleja tiene su afijo y cada punto del plano determina una expresion
compleja.

Este plano ha recibido el nombre de plano gaussiano en honor del célebre matematico
aleman Carlos Federico Gauss, que impulso en Europa este método de representacion grafi-
ca de las cantidades imaginarias y complejas. Por analoga razon, las unidades tomadas sobre
los ejes de este plano son llamadas unidades gaussianas.

=S

Representar graficamente:
1. 2+2/-1 4. 7-3/-1 7.3-6i 10. -53+6/1

2. —2+43/-1 5.1+ 8.5 + 4i 1. -1%-2JT1

Ejercicio

3. —4-5/1 6.—1 -5/ 9. 4%-7JT1 12.-10 + 10/
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capitulo XXX/

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

ECUACION DE SEGUNDO GRADO es toda ecuacion en la cual, una vez simplificada, el
mayor exponente de la incdgnita es 2.

Asi, 4+ 7x+6=0

€s una ecuacion de segundo grado.

Ecuaciones completas de segundo grado son ecuaciones de la forma ax®+ bx + ¢ =0,
que tienen un término en x®, un término en x y un término independiente de x.

Asi, 2x*+7x —15=0y x> — 8x=—15 0 x* — 8x + 15 = 0 son ecuaciones completas de
segundo grado.

Ecuaciones incompletas de segundo grado son ecuaciones de la forma ax? + ¢ = 0 que
carecen del término en x o de la forma ax® + bx = 0 que carecen del término independiente.
Asi, x> —16 = 0 y 3x2 + 5x = 0 son ecuaciones incompletas de segundo grado.

RAICES DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO son los valores de la incognita que
satisfacen la ecuacion.
Toda ecuacion de segundo grado tiene dos raices. Asi, las raices de la ecuacion
x*—2—3=0sonx,=3yx,=—1; ambos valores satisfacen esta ecuacion.

Resolver una ecuacion de segundo grado es hallar las raices de la ecuacion.
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ECUACIONES COMPLETAS
METODO DE COMPLETAR EL CUADRADO PARA RESOLVER
LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO ax* + bx +¢ =0
Para comprender mejor este método, consideremos primero la ecuacion del tipo
X+bx+c=0
Podemos escribir esta ecuacion del siguiente modo:
X2 +bx=—C

Si observamos el primer miembro veremos que al binomio x* + bx le falta un término para
ser un trinomio cuadrado perfecto. Tal término es el cuadrado de la mitad del coeficiente del

b2

2
segundo término (g) , 010 que es lo mismo .

En efecto, formamos asi un trinomio cuyo primer término es el cuadrado de x; su segundo
término es el doble producto de x por g; y su tercer término es el cuadrado de la mitad del

2
- A 2 9
coeficiente del segundo término (g) 0 sea %. Para que no se altere la ecuacion le agrega-

mos al segundo miembro la misma cantidad que le agregamos al primer miembro.

Asi tendremos:; X2+ bx + (%2) = (%2) —-c

En el primer miembro de esta ecuacion tenemos un trinomio cuadrado perfecto.

2
Factorizamos: (x + g) =b_¢

2
. . 2
Extraemos la raiz cuadrada a ambos miembros: (x + g) =+ % -C

Cuando el coeficiente de x? es mayor que 1, el procedimiento es esencialmente el mismo,
s6lo que como primer paso dividimos los tres términos de la ecuacion entre a, coeficiente
de x®. Pondremos un ejemplo numérico.
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1) Sea la ecuacion 4x2 + 3x — 22 =0.
Transponiendo el término independiente: x> + 3x = 22
3,_22

Dividiendo por el cogficiente del primer término: x?+ A==

2 2
Agregando el cuadrado de la mitad de %: X2 +%x+(g) :2742+(g)

2
Factorizando el primer miembro: (x + %) = 2742+ %

2
Extrayendo la raiz cuadrada a los dos miembros: /(x +g) =+ /2742+69—4

Resolviendo: X+3—+ (361
8 64
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DEDUCCION DE LA FORMULA PARA RESOLVER
LA ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO ax” + bx +¢ = 0

La ecuacion es > ax’ + bx+c=0
Multiplicando por 4a: > 4a°x* + 4abx + 4ac =0
Sumando b a los dos miembros; ——————— 4a? + 4abx + 4ac + b? = b?
Pasando 4ac al 2° miembro: » 4a°x* + 4abx + b® = b — 4ac
Descomponiendo el primer miembro, que es
un trinomio cuadrado perfecto: > (2ax + b)? = b® — dac

Extrayendo la raiz cuadrada a los dos miembros: = 2ax + b=+ /b* —4ac

2a = b+ [B— da
—b+ b2 —dac
Despejando x: > B

- 2a

\

Transponiendo b:

formula que me da las dos raices de la ecuacion ax® + bx + ¢ = 0 (porque de esta formula

salen dos valores de x segiin se tome /b — 4ac con signo +0 —) en funcion de a, coeficiente
del término en x2 en la ecuacion, b coeficiente del término en x y ¢ el término independiente.

Obsérvese que en la formula aparece el coeficiente del segundo término de la ecuacion
b con signo distinto al que tiene en la ecuacion.
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RESOLUCION DE ECUACIONES COMPLETAS DE SEGUNDO GRADO
SIN DENOMINADORES APLICANDO LA FORMULA GENERAL

1) Resolver la ecuacion 3x* — 7x + 2 =0.

. , —b+.b®—4ac
Aplicamos la formula x = -

Se pone con signo cambiado, tendremos:

x—7i’/72_4(3)(2)—H‘Mg_m—“@—7*5
= == e

2(3) 6
Entonces: . 7+5_12_2 -
=76 "6 X =
R. _
w1-5_2_1 o=
2 6 6 3

2y % son las raices de la ecuacion dada y ambas anulan la ecuacion.
Sustituyendo x por 2 en la ecuacion dada 3x* — 7x + 2 =0, se tiene:

32)-7(2)+2=12—-14+2=0

7.09_
§+2—0

2
' 131 _7(1)40=1_
Sustltuyendoxporg. 3(5) 7(3)+2 :

2) Resolver la ecuacion 6x — x> —9=0.
Ordenando y cambiando signos: x* — 6x + 9 = 0.

_6J_r\/36—4(1)(9)_6i\/36—36_6iﬁ_6_3
- 2() - 2 T2 2

Entonces x tiene un solo valor 3; /as dos raices son iguales:
x,=x,=3 R.

Resolver las siguientes ecuaciones por la formula general:

Aquia = 3,b = -7, ¢ = 2, luego sustituyendo y teniendo presente que al sustituir b

N

W |—=

Vamos a aplicar la formula teniendo presente que a, coeficiente de x* es 1:

1. 3x2-5x+2=0 6. 5x*—7x-90=0  11. xX2=—-15x—56 16. 15x = 25x% + 2

o
2.4 +3-22=0 7 6xl=x+222 12. 322 +18x—17=0 17. 8x* —2x—3=0 =
3. X2+ 11x=—24 8. x+11=10x 13. 176x=121+64x2  18. 105 =x + 22 g
4. x2=16x—63 9. 49x% —70x+25=0 14. 8x+5 = 36x2 T
5.12—4-9x*=0 10, 12x—7x2+64=0 15. 27x>+12x—-7=0

449

(3]

3) Resolver la ecuacion (x + 4)? = 2x(5x — 1) = 7(x — 2).

Para aplicar la formula hay que llevarla a la forma ax? + bx + ¢ =0
Efectuando: X+ 8x+16=10x*—2x— 7x + 14
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Transponiendo: X2+ 8x+16-10x + 2x + 7x—14=0
Reduciendo: —9X2+17x+2=0
Cambiando signos: 92 -17x-2=0

Aplicando la formula:

_ 17+ 177-4(9)(<2) 17+ /289472 17+/361_17+19

2(9) - 18 T 18 18
Entonces:
_17+19_3p _
X, =2
1718 18 =2 1
R. oo
X = 17-19 _—2__1 2”9

2 8 18 9

N

Ejercicio

Resolver las ecuaciones siguientes llievandolas a la forma ax® + bx + ¢ = 0 y aplicando la férmula
general:

1. X(x+3)=5x+3 7. 7x=3)=5(x*-1)=x*-5(x+2)

2. 3(3—2) = (x+4)( X) 8. (X—5)'— (x—6)2= (2~ 3)2—118

3. O +1=3(*=5)— (x—3)(x+2) 9. (5x— 22— (3 +1)2—x*—60=0

4. (2x—3)— (x+5)2=—23 10. (x+4)° — (x— 3)° = 343

5. 25(¢+2)? = (x— 7)° — 81 1. (X+2)° = (x—1)°=x(3x+4) +8

6. 3x(x—2) — (x—6) = 23(x—3) 12. (5x— 4)2 = (3¢ + 5)(2x = 1) = 20x(x — 2) + 27

DEDUCCION DE LA FORMULA PARTICULAR PARA RESOLVER
ECUACIONES DE LA FORMA x? + mx +n =0

Las ecuaciones de esta forma como x? + 5x + 6 = 0 se caracterizan porque el cogficiente del
término en x® es 1. Estas ecuaciones pueden resolverse por la formula general con sélo supo-
ner en ésta que a = 1, pero existe para ellas una formula particular, que vamos a deducir.

La ecuacion es X +mx+n=0
Transponiendo n: X +mx=-n

2
Sumando ™ o alos dos miembros: x2 +mx+T ’"T—n

Descomponiendo el primer miembro, 2
que es un trinomio cuadrado perfecto: (x +%) :’”T— n

. . 2
Extrayendo la raiz cuadrada a los dos miembros: x +%:i ’”T— n

2

4

Obsérvese que /m y n aparecen en la formula con signos distintos a los que tienen en la
ecuacion.

Transponiendo 7: X=- %J_r -n
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1) Resolver 3x* — 2x(x — 4) = x — 12 por la formula particular.
Simplificando la ecuacion: 3x? — 2x> + 8x =x — 12
X+ 7x+12=0
Aquim =17, n=12, luego aplicando la férmula particular:

:7+I491_7+\[ %%

Entonces:
—_ 7 1__6__
Xi=—gtg=—p=3 . X, =-3
—_1_1__8__ i -
===~ 4 X, =4
Resolver las siguientes ecuaciones aplicando la formula particular:
1.x*-3x+2=0 6. x> — (7x + 6) =x + 59
2.x2-2x-15=0 7. (x = 1)2+ 11x + 199 = 3x2 — (x — 2)?
3. x*=19x - 88 8. X —2)x+2)-7T(x—-1)=21
4. x* + 4x = 285 9. 2x2 - (x - 2)(x +5) = 7(x + 3)
5 5x(x —1) —2(2x*-7x) =—-8 0.Xx—-NKx+2)—(2x-3)(x+4)-x+14=0

RESOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON DENOMINADORES

‘. 1_ 7 _ﬂ
1) Resolver la ecuacion w5l 60
Hay que quitar denominadores. El m. ¢. m. de 3x, 5x*y 60 es 60x°. Tendremos:
20x = 84 — 11x?

Transponiendo:  11x® + 20x — 84 =0
Aplicando la formula se obtiene:x, =2, x,=-37 R.

Resolver las siguientes ecuaciones:

2 4x - 83 5_%_11);7;5}1 0. X—T13:5_10(5):(2+3) ” 5::18=7XX+_24 :::.
3. 62 —%=3(x—5) ;B Sx-1_q ;% _X=2_5 15, X3 _ Bl

1 ) 3x+5  x+1 x=2 x 2 2x-1  4x+7
4. i(x—4)+§(x—5) 5 B L o 0P ST SO M N

x+1

1 1 1
%(x2—53) “x-2 x-176 "x-1_ 4 3 “4-x 6
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x4 _x+2_1 5 _ 6 _35 X=1, x+1_2x+9 1
[ X+ x+3 24 Uik =1  x+1 38 e x+1+x—1 X+3 Tox+2  x-2 x+1

RESOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
POR DESCOMPOSICION EN FACTORES

Descomponiendo en factores el primer miembro de una ecuacion de la forma
x>+ mx+n=00ax*+bx + ¢ =0 se obtiene un método muy rapido para revolver la ecuacion.

1) Resolver x2 + 5x — 24 = 0 por descomposicion en factores.
Factorizando el trinomio (145), se tiene:
x+8)(x-3)=0

Para que el producto (x + 8)(x — 3) sea cero es necesario que por o menos uno de estos
factores sea cero, es decir, la ecuacion se satisface parax+8=0yx—-3=0.
Podemaos, pues, suponer que cualquiera de los factores es cero.

Six+8=0, setiene quex=-8
ysix—3=0, se tiene que x =3

Lo anterior nos dice que x puede tener los valores —8 o 3. Por tanto, —8 y 3 son las raices
de la ecuacion dada.
- X, =-8
©ox,=3

Por tanto, para resolver una ecuacion de segundo grado por descomposicion en factores:

1) Se simplifica la ecuacion y se pone en la formax®> + mx+n=0o0ax?+bx+¢ =0.
2) Se factoriza el trinomio del primer miembro de la ecuacion.

3) Seigualan a cero cada uno de los factores y se resuelven las ecuaciones simples que
se obtienen de este modo.

N

Resolver por descomposicion en factores:

2 2 _x—6= —1)=5(x-2)= 6 _4_5
'S 1.)(2 x-6=0 10. x(x 12) 5(x 2)2 2 16. P
] 2 x2+7x=18 1. ((=2)* = (2x+3)> = 80 3 3
Ry 3. 8x—65=—x 15 6_9__4 17.(x-2)° = (x=3)° =37
L ] =

4. x*=108 - 3x X ox o 3 18, X=1_p_x+3

2 _ X+2 74 e
5 2°+7x-4=0 13. 274 x=2 X+
X X

6. 6x2=10—11x s 19, Y=1_2x+1

7. 20x% - 27x =14 1. (x+2f -F2=3 2x13 bx+5

8. 7x=15—30x X 3 415 3x+2 9x+14

9. 60 =8¢ + 157x ik SRS 2. ==
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ECUACIONES LITERALES DE SEGUNDO GRADO

Las ecuaciones literales de segundo grado pueden resolverse, como las numeéricas, por la
formula general o por descomposicion en factores. En muchas ecuaciones literales la resolu-
cion por factores es muy rapida, mientras que por la formula resulta mucho mas laboriosa.

1) Resolver la ecuacion 3{—%":1.

Quitando denominadores
3a% — 2’ =ax
2x*+ax —3a%=0

Aplicando la formula. Aquia =2, b =a, ¢ =—-3a° luego:

a2 -4Q)(-3) -—at|a?+24a® —a+ |58 _a+5
B 4 h 4 T4 T4
—-a+b5a_4a

X = =—_—=4

t 4 4 X,=a
_-aba__6a__3, R. X2:—§a

2T 4 42 2

2) Resolver la ecuacion 2x® — 4ax + bx = 2ab.

La solucion de las ecuaciones de este tipo por la formula es bastante laboriosa; sin em-
bargo, por descomposicion en factores es muy rapida.

Para resolver por factores se pasan toadas las cantidades al primer miembro de modo que
quede cero en el segundo. Asi, en este caso, transponiendo 2ab, tenemos:

2x* — dax + bx — 2ab =0
Descomponiendo el primer miembro (factor comun por agrupacion), se tiene:
2(x—2a)+b (x—2a)=0

0 sea (x—2a) (2x+b)=0
Igualando a cero cada factor, se tiene:
Si x—2a=0, x=2a X, =2a
R.
2%+b=0, x=-2 x,=-2
2 2

(—}

Resolver las ecuaciones:

1. x% + 2ax — 35a° = 0 5. X2+ ax = 20a° 9. x* - 2ax = 6ab — 3bx o
2. 10x* = 36a® — 33ax 6. 2x = abx + 3a’h? 10. 3(2x* — mx) + 4nx — 2mn = 0 B3
3. a%* + abx — 2b* = 0 7. b + 2abx = 3a 1.x2-a%—bx—ab=0 o
4. 89bx = 42x* + 22b* 8. x* +ax —bx=ab 12. abx®* — x(b — 2a) = 2 -
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13. x2—2ax+a—-bh*=0 20. 6x% — 15ax = 2bx — 5ab p X 2
14. 4x(x — b) + b® = 4m? ) Tx-17 2a-2)
), SRad L]

15.x2 - b%+ 4a* - 4ax =0 472 2 »

2 25. x+£=-+2a
16. X" — (@ + 2)x =—2a 2 2x—b_ 2bx—b? X
17. X% + 2x(4 - 3a) = 48a 2 T k& 25 2b_ X %

2 — : T X+b _4b
18. X —2x=m"+2m yg A% - o b x+b 4b
19. x> + m*(m - 2) = 2m® “a-x | a+x

ECUACIONES INCOMPLETAS

Las ecuaciones incompletas de segundo grado son de la forma ax? + ¢ = 0, que carecen del
término en x, o de la forma ax® + bx = 0, que carecen del término independiente.

ECUACIONES INCOMPLETAS DE LA FORMA ax* +¢ =0

Si en la ecuacion ax® + ¢ = 0 pasamos ¢ al 2° miembro, se tiene:

a’=—coxt==Cox=x |-
a a

Siay c tienen el mismo signo, las raices son imaginarias por ser la raiz cuadrada de una
cantidad negativa; si tienen signo distinto, las raices son reales.

A igual resultado se llega aplicando la formula general a esta ecuacion ax? + ¢ = 0 tenien-
do presente que b = 0, ya que el término bx es nulo. Se tiene:

ot L

y 2
1) Resolver la ecuacion x*+1= %+ 3.

Suprimiendo denominadores: 9x*+9=7x*+27
Transponiendo: OW?—7x*=27 -9
2x°=18
x*=9
Extrayendo la raiz cuadrada: N=d J§
x=+3 R.

Las dos raices +3 y —3 son reales y racionales.

2) Resolver la ecuacion x? +5=7.
Transponiendo y reduciendo: x2=2

x:iﬁ R.

Las dos raices 2 y —+/2 son reales e irracionales.
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3) Resolver la ecuacion  5x* + 12 = 3x* — 20.

Transponiendo: B — B =20 =12
2x* =-32
x> =-16
Extrayendo la raiz cuadrada: x=%,/-16

X=+4/-1=+4i R.

Las dos raices son imaginarias.

Resolver las ecuaciones:

1. 3 =48 9. X-1)X+2) - x+4)(x—-1)+5=0
2.5 —9=46 1009 1 _7
2x> 6x2 1
3. 7x%*+14=0
2 .2 1 2X_3=X—_2
4. 9X —da =0 . X—3 =
5 (X+5)(x—5)=-7 12. x2—5+4x2—1_14x2—1:0
6. (2x—3)(2x+3)—135=0 8 25 &
1
7. 300+ 2)(X—2) = (X — 4)% + 8 18. 2r-3-2 =7
1 3
8. X——|=~ 14. 3— =2
( )( ) 3 3 4x% -1
ECUACIONES INCOMPLETAS DE LA FORMA ax’ + bx = 0
Vamos a resolver la ecuacion ax? + bx = 0 por descomposicion. Descomponiendo se tiene:
X@x+b)=0
Igualando a cero ambos factores: x=0

ax+b:0.-.x:—§

Se ve que en estas ecuaciones siempre una raiz es cero y la otra es el coeficiente del
término en x con signo cambiado partido por el coeficiente del término en X
Igual resultado se obtiene aplicando la formula general a esta ecuacion teniendo presente

— 2 -
que c=0. Setiene: x= biﬁ: ijb R.
. _—b+b_ 0 _
y de aqui X, = % 23_0
x=hb_-2_ b
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1) Resolver la ecuacion 5x = — 3x.

Transponiendo: 52 +3x=0

Descomponiendo: x(5x+3)=0

Igualando a cero: x=0

5x+3=0.~.x=—g
Las raices son 0y —% . R
2) Resolver la ecuacién 3x —1= 5;_+22
(Quitando denominadores: Bx=1)x—2)=5x+2
I —Tx+2=5x+2
Transponiendo y reduciendo: -1 =0
Descomponiendo: 3Ax(x—4)=0
=0 .. x=g=0
X-4=0. x=4

Las raicesson 0y 4. R.
Resolver las ecuaciones:
1.x% = 5x 6 K _x-9_3

"3 6 2

2.4x% = — 32
3 4% — 3 = 3¢ — dy 7.(4x—1)(2x +3) = (x + 3)(x = 1)
4.5 +4=2(x +2) m, A AR g
5.(x—3)%— (2x+5)%=-16 XA x=2

ECUACIONES CON RADICALES QUE SE REDUCEN
A SEGUNDO GRADO. SOLUCIONES EXTRANAS

Las ecuaciones con radicales se resuelven como sabemos, destruyendo los radicales me-
diante la elevacion de los dos miembros a la potencia que indique el indice del radical.

Cuando la ecuacion que resulta es de segundo grado, al resolverla obtendremos las dos
raices de la ecuacion, pero es necesario hacer la verificacién con ambas raices en la ecua-
cion dada, comprobar si ambas raices satisfacen la ecuacion dada, porque cuando los dos
miembros de una ecuacion se elevan a una misma potencia generalmente se introducen
nuevas soluciones que no satisfacen la ecuacion dada. Estas soluciones se llaman solu-
ciones extraias o inadmisibles.

Por tanto, es necesario en cada caso hacer la verificacién para aceptar las soluciones
que satisfacen la ecuacion dada y rechazar las soluciones extranas.

Al hacer la verificacion se tiene en cuenta solamente el valor positivo del radical.
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1) Resolver la ecuacion \[4x -3 [x-2=/3x-5.
Elevando al cuadrado:

J@x =3P -2.[ax-3 [x-2+[(x-27 = /(3x-5)
0 sea 4x-3-2/4x* 11X +6+x-2=3x-5
Aislando el radical: —2/4x2 - 11X +6=3x-5-4x+3-x+2
Reduciendo: —2y4x* —11x+6=-2x
Dividiendo por —2: JAXE-11x+6=x
Elevando al cuadrado: 4 —11x+ 6 =x°
Transponiendo y reduciendo: X -11x+6=0
Descomponiendo: x=3)(B3x-2)=0
Igualando a cero: X—3=0..x=3

3-2=0 .. x=§

Haciendo la verificacion se ve que el valor x = 3 satisface la ecuacion dada, pero el valor
X =§ no satisface la ecuacion. Entonces, x =§ es una solucion extrana, que se rechaza.
La solucion correcta de la ecuaciones x=3. R.

Resolver las ecuaciones siguientes haciendo la verificacion con ambas raices:

1. X+,/4x+1=5 9. 2x+,/4x-3=3

2.2x—x-1=3x-7 10. [x+3+.6 _5
i +1x+3
3. Jox—1+x+3=4 ot
11. yX+—2+=5
4. 2/x - [x+5=1 Jx
8
5. J2x—1+[x+3=3 12 20x=fx+7+ 2

6. x-3+{2r+1-20x=0 0. (i s =20
14. /6— 7-J12x+1=0
8. |3x+1+ [5x=16x+1 VB=x+ X7 f12x+

=
o
=<
|
—
|
w
|
>
I
)
>

REPRESENTACION Y SOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Toda ecuacion de segundo grado con una sola incognita en x representa una parabola cuyo
eje es paralelo al eje de las ordenadas.
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1) Representar y resolver graficamente la ecuacion X2 —5x+4 =0
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El primer miembro de esta ecuacion es una funcion de segundo grado de x.
Haciendo la funcion igual a y, tendremos:

y=x>-5x+4

A cada valor de x corresponde un valor de la funcion. Demos valores a x (Fig. 70).

Para x= 0, y=4 — Figura 70 |
x= 1, y=0
X= 2 y=-2 Y
_n1l __ol
X= 25 y= —2Z , -
x= 3, y=-2
X= 4, y=0
X= 5, y= 4
X= 6, y=10
x=-1, y =10, etcétera
Representando estos valores de y correspon-
dientes a los que hemos dado a x, obtenemos
la serie de puntos que aparecen senalados en
el grafico. Uniendo estos puntos por una curva
suave se obtiene la parabola ABC, que es la re- 5 0 X
presentacion grafica del primer miembro de la \/
gcuacion dada.
El punto inferior de la curva, en este caso co- 5
rresponde al valor x = 2% . y:

El punto inferior de la curva (o el superior segun se vera después) se obtiene siempre
cuando a x se le da un valor igual a _2%' En esta ecuacion que hemos representado

_ _ —b_5_n1
b=-5ya=1,yportanto 5_5_25.
Las abscisas de los puntos en que la curva corta al eje de las x son las raices de la
ecuacion. En este caso la curva corta al eje de las x en dos puntos cuyas abscisas son
1y 4y éstas son las raices de la ecuacion x* — 5x + 4 = 0. Véase que en la tabla de
valores anterior parax =1y x =4, y = 0. Las raices anulan la ecuacion.
Cuando ambas raices son reales y desiguales la curva corta al eje de 1as x en dos puntos
distintos.
Por tanto, para resolver graficamente una ecuacion de segundo grado en x basta hallar los
puntos en que la curva corta el eje de las x.
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2) Representar y resolver graficamente la ecuacion x*> — 6x + 9 = 0. Tendremos:
y=x*-6x+9

Demos valores a x (Fig. 71).

—| Figura 71|
Y

Para

Il
DR LN O

X y=9
X y=4
X y=1
X y=0
X y=1
X y=4
X y=9

, etcétera.

Representando estos puntos y uniéndolos re-
sulta la parabola ABC que es tangente al eje de
las x. Esta curva es la representacion grafica del
primer miembro de la ecuacion x> — 6x + 9 = 0.

La curvatoca al eje de las x en un solo punto
B cuya abscisa es 3, luego /as dos raices de la X 0 B X
ecuacion son iguales y valen 3. Obsérvese que
en la tabla de valores x = 3 anula la funcion.

YI

NOTA

Cuando al aplicar la formula a una ecuacion de segundo grado la cantidad subradical de
Jb*—4ac es negativa, las raices son complejas conjugadas.

La parabola que representa una ecuacion de segundo grado cuyas raices son complejas
conjugadas no corta al eje de las x.

=Y

Representar graficamente las funciones:
1.x2+3x -4 3. x2-5x+6 5. x2-2x—8 7.x2-8x+16 9. 2x*—-9x +7
2. x4+ 3x+2 4.x2+2x -8 6. x>-9 8. X%+ 4x+4  10.3x —4x -7

Ejercicio

Resolver graficamente las ecuaciones:

1. x> —4x+3=0 14. > +4x+3=0 17. x> +8x+16=0 20. x> —4x=—14
12. x> —6x+8=0 15. x> =6 — X 18. x> —4=0 21. 2% - 9% +10=0
13. x2—-2x-3=0 16. X2 =2x — 1 19. x2=3x+10 22. %2 —5x-7=0
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PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES DE SEGUNDO
GRADO. PROBLEMA DE LAS LUCES

Cuando el planteo de un problema da origen a una ecuacion de segundo grado, al resolver
esta ecuacion se obtienen dos valores para la incognita.
Solamente se aceptan como soluciones del problema los valores de la incognita que
satistagan las condiciones del problema y se rechazan los que no las cumplan.

A es dos aiios mayor que B y la suma de los cuadrados de ambas edades es 130 aiios.
Hallar ambas edades.

Sea x=laedad de A
Entonces Xx—2=laedad de B
Segun las condiciones: X2+ (x—2)2=130
Simplificando, se obtiene:  x? —2x—63 =0
Resolviendo: x=-9x+7)=0
x-9=0..x=9
X+7=0..x=-7

Se rechaza la solucion x = —7 porque la edad de A no puede ser —7 afios y se acepta
x =9. Entonces A tiene 9 afos y B tiene x — 2 =7 afos. R.
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A compro cierto nimero de latas de frijoles por $240. Si hubiera comprado 3 latas mas
por el mismo dinero, cada lata le habria costado $4 menos. {Cuantas latas compro y a
qué precio?

Sea X = el nimero de latas que compro

Si compro x latas por $240, cada lata le costo $%.

Si hubiera comprado 3 latas mas, x + 3, por el mismo dinero, $240, cada lata saldria a

$X2i+°3, pero segun las condiciones el precio de cada una de estas latas, XZ%OS seria $4 me-
nor que el precio de cada una de las latas anteriores, 21—0; luego, se tiene la ecuacion:
240 _ 240 | 4
X X+3

Resolviendo esta ecuacion se obtienex=12yx=-15
Se rechaza la solucion x =—15y se acepta x = 12; luego, comprd 12 latas y cada lata le
costo %:%:m R.

La longitud de un terreno rectangular es doble que el ancho. Si la longitud se aumenta en
40 my el ancho en 6 m, el area se hace doble. Hallar las dimensiones del terreno.

Sea X = el ancho del terreno
Entonces 2x = la longitud del terreno
El 4rea del terreno es x x 2x = 2x2.

Aumentando la longitud en 40 m, ésta seria (2x + 40) m, y aumentando el ancho en 6 m,
éste seria (x + 6) m. El area ahora seria (2x + 40) (x + 6) = 2x* + 52x + 240 m?, pero segun
las condiciones esta nueva area seria doble que la anterior 2x*; luego, tenemos la ecuacion:

22X + 52x + 240 = 4x*
Transponiendo y reduciendo:
-2+ 52 +240=0
Cambiando signos y dividiendo entre 2:
x?—26x-120=0

Resolviendo esta ecuacion se hallax =30y x=—4.
Aceptando la solucion x = 30, el ancho del terreno es 30 m y la longitud es
2x=60m. R.

Una persona vende una pelota en $24, perdiendo un % sobre el costo de la pelota igual al
nimero de pesos que le costd. ¢Cuanto le habia costado la pelota?

Sea X = el namero de pesos que le habia costado la pelota

Entonces, x = % de ganancia sobre el costo.

461
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La pérdida obtenida es el x% de $x. En Aritmética, para hallar el 6% de $6 procedemos

6x6 _ 0 Xxx_ x°
asi: —— ; luego, el x% de $x serd ETRRET L

100 100
Entonces, como la perdlda 100 es la diferencia entre el costo x y el precio de venta $24,
se tiene la ecuacion:
2
X- —
0= x—=24
Resolviendo esta ecuacion se halla x = 40 y x = 60.
Ambas soluciones satisfacen las condiciones del problema; luego, la pelota habra costado
$40 0 $60. R.

. La suma de dos nimeros es 9 y la suma de sus cuadrados 53. Hallar los nimeros.
2. Un numero positivo es l0s g de otro y su producto es 2,160. Hallar los nimeros.

3. Atiene 3 afios mas que B'y el cuadrado de la edad de A aumentado en el cuadrado de la edad de B
equivale a 317 anos. Hallar ambas edades.

4. Un namero es el triple de otro y la diferencia de sus cuadrados es 1,800. Hallar los nimeros.

5. El cuadrado de un nimero disminuido en 9 equivale a 8 veces el exceso del nimero sobre 2. Hallar
el nimero.

6. Hallar dos nimeros consecutivos tales que el cuadrado del mayor exceda en 57 al triple del menor.

7. Lalongitud de una sala excede a su ancho en 4 m. Si cada dimension se aumenta en 4 m el area
serd doble. Hallar las dimensiones de la sala.

8. Un comerciante compro cierto nimero de sacos de aztcar por 1,000,000 bolivares. Si hubiera
comprado 10 sacos mas por el mismo dinero, cada saco le habria costado 5,000 bolivares menos.
&Cuantos sacos compro y cuanto le costd cada uno?

9. Un caballo costd 4 veces lo que sus arreos. Si la suma de los cuadrados del precio del caballo y el
precio de los arreos es 86,062,500,000,000 sucres, ¢cuanto costo el caballo y cuanto los arreos?

10. La diferencia de dos nimeros es 7 y su suma multiplicada por el nimero menor equivale a 184.
Hallar los nimeros.

11. La suma de las edades de A y B es 23 afos y su producto 102. Hallar ambas edades.

12. Una persona compro cierto niimero de libros por $1,800. Si compra 6 libros menos por el mismo
dinero, cada uno le cuesta $10 mas. ¢Cuantos libros compré y cudnto le costé cada uno?

13. Una compaiia de 180 hombres esta dispuesta en filas. EI namero de soldados de cada fila es 8 mas
que el namero de filas que hay. ¢Cuantas filas hay y cuantos soldados en cada una?

14. Se vende un reloj en 75 nuevos soles ganando un % sobre el costo igual al nimero de nuevos soles
que costo el reloj. Hallar el costo del reloj.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

21.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

Entre cierto nimero de personas compran una bicicleta que vale $1,200. El dinero que paga cada

persona excede en 194 el nimero de personas. ¢Cuantas personas compraron la bicicleta?

Compré cierto nimero de escobas por $192. Si el precio de cada escoba es % del namero de

escobas, écuantas escobas compré y cuanto pagué por cada una?

Se compro cierto nimero de libros por $1,500, si cada libro hubiera costado $10 mas, se adquiri-
rian 5 libros menos por $1,500. ¢Cuantos libros se compraron y cuénto costd cada uno?

Por 200 lempiras compré cierto ndmero de libros. Si cada libro me hubiera costado 10 lempiras
menos, el precio de cada libro hubiera sido igual al namero de libros que compré. ¢Cuéntos libros
compré?

Compré cierto nimero de plumas por $24. Si cada pluma me hubiera costado $1 menos, podia
haber comprado 4 plumas mas por el mismo dinero. {Cuantas plumas compré y a qué precio?
Un tren emplea cierto tiempo en recorrer 240 km. Si la velocidad hubiera sido 20 km por hora mas
que la que llevaba hubiera tardado 2 horas menos en recorrer dicha distancia. ¢En qué tiempo
recorrio los 240 km?

Un hombre comprd cierto nimero de caballos por $200,000. Se le murieron dos caballos y ven-
diendo cada uno de los restantes a $6,000 mas de lo que le costd cada uno, gano en total $8,000.
¢Cuantos caballos compro y cuanto le costo cada uno?

Hallar tres nimeros consecutivos tales que el cociente del mayor entre el menor equivale a los %
del nmero intermedio.

El producto de dos nimeros es 180 y su cociente 1%- Hallar los nimeros.

Un hombre compr6 cierto nimero de naranjas por $150. Se comi6 5 naranjas y vendiendo las
restantes a $1 mas de lo que le costé cada una recuperd lo que habia gastado. ¢Cuantas naranjas
compro y a qué precio?

Cuando vendo un reloj en 171 quetzales gano un porcentaje sobre el costo igual al nimero de
quetzales que me costo el reloj. ¢Cuanto costo el reloj?

El producto de dos numeros es 352, y si el mayor se divide por el menor, el cociente es 2 y el
residuo 10. Hallar los nimeros.

Se han comprado dos piezas de tela que juntas miden 20 m. El metro de cada pieza costd un
nimero de pesos igual al namero de metros de la pieza. Si una pieza costd 9 veces lo que la otra,
éeudl era la longitud de cada pieza?

Un tren ha recorrido 200 km en cierto tiempo. Para haber recorrido esa distancia en 1 hora menos,
la velocidad debia haber sido 10 km por hora mas. Hallar la velocidad del tren.

Un hombre gand 840,000 colones trabajando cierto nimero de dias. Si su jornal diario hubiera sido
de 10,000 colones menos, tendria que trabajar 2 dias mas para ganar 840,000 colones. ¢Cuantos
dias trabajo y cual fue su jornal?

Los gastos de una excursion son $9,000. Si desisten de ir 3 personas, cada una de las restantes
tendria que pagar $100 més. ¢Cuantas personas van en la excursion y cuanto paga cada una?

El cociente de dividir 84 entre cierto numero excede en 5 a este namero. Hallar el nimero.

La edad de A hace 6 anos era la raiz cuadrada de la edad que tendra dentro de 6 anos. Hallar la edad
actual.

Compré cierto nimero de libros por $400 y cierto nimero de plumas por $400. Cada pluma me
costd $10 mas que cada libro. ¢Cuantos libros compré y a qué precio si el nimero de libros excede
el de plumas en 2?
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PROBLEMA DE LAS LUCES

El problema de las luces consiste en hallar el punto de la linea que une dos focos luminosos
que esta igualmente iluminado por ambos focos.

Sean dos focos luminosos A 'y B (Fig. 72). Sea I la intensidad luminosa del foco A e I’
la intensidad del foco B. (Intensidad o potencia luminosa de un foco es una magnitud que
se mide por la cantidad de luz que arroja un foco normalmente sobre la unidad de superficie
colocada a la unidad de distancia.)

— Figura 72 }
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Se trata de hallar el punto de la linea AB que une ambos focos, que esta igualmente
iluminado por ambos focos.

Supongamos que el punto iluminado igualmente es el punto P. Sea d la distancia entre
ambos focos y x la distancia del foco A al punto igualmente iluminado; la distancia del foco B
a dicho punto sera d — x.

Existe un principio en Fisica que dice: La iluminacién que produce un foco luminoso
sobre un punto en la direccion del rayo es directamente proporcional a la intensidad del
foco e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia del foco al punto. Entonces,
la iluminacion que produce el foco A sobre el punto £ segun el principio anterior, sera Lz yla

X
iluminacion que produce el foco B sobre el punto P sera ﬁ y como estas iluminaciones
son iguales por ser P el punto igualmente iluminado, tendremos la ecuacion:

2
/ / 2 / X

2 (d-x? /:(d—x)z'

Esta es una ecuacion de segundo grado que puede ponerse en la forma ax®+ bx + ¢ =0
y resolverse aplicando la formula general, pero este procedimiento es bastante laborioso. Mas

. . . . . [
sencillo es extraer la raiz cuadrada a los dos miembros de esta igualdad y se tiene: L: di

con lo que queda una ecuacion de primer grado. Jirod=x
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Resolviendo esta ecuacion:

VI =xy1"
d\/T—x\/I_=x\/?
Transponiendo: X1 =xJI'=—d 1
0 sea: xT+x17 =d 1
x( I+\/F)=d\ﬁ
ol
I+

y considerando el doble signo de JI_ se tiene finalmente:

_ dh 0 x= a1
Jr+r Jr=Jv

formula que da la distancia del foco A al punto igualmente iluminado en funcion de la
distancia entre los dos focos y de las intensidades luminosas de los focos, cantidades todas
conocidas, con lo cual dicho punto queda determinado.

DISCUSION

Consideraremos tres casos, observando la figura:

1)

2)

/>I’.Siend01>1’setienequeJ_ «/7"Iuego \/_+«/7’ esmayorque«f pero menor

que 2J1; portanto, i esmenorque 1 ymayorque 1-luego, el primer valor de x, que

I+
a1 N J , - . .
es =d , esigual a d multiplicada por una cantidad positiva, menor que
v (ﬁm ’ prease g ;
1y mayor que %; luego, X es menor que d y mayor que %, lo que significa que el punto

igualmente iluminado esta a la derecha de A, entre A y B, mas cerca de B que de A, como
esta el punto P Es evidente que el punto igualmente iluminado tiene que estar mas cerca
de la luz mas débil.

En el segundo valor de x siendo f \/7’ el denominador, f f es positivo, pero
menor que \/T; luego, \/_‘Q_ es una cantidad positiva y mayor que 1; luego, x es igual
a d multiplicada por una cantidad positiva mayor que 1; luego, x sera positiva y mayor que

d, lo que significa que hay otro punto igualmente iluminado que esta situado a la derecha de
B, como el punto P,.

=1 Eneste caso v =v1’; luego, I ++1” =21 y el primer valor de x se convierte
N

en X——ﬁ 2 lo que significa que el punto igualmente iluminado sera el punto medio
de la linea AB.

465
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3)

1)

2)

BALDOR ALGEBRA
El segundo valor de x, siendo \/I_: \/? se convierte en x :# = o |0 que significa

que el otro punto igualmente iluminado esta a una distancia infinita del foco A, o sea, que no
existe.
Entonces, siendo 7 =1’ no hay mas que una solucion.

I < I’ En este caso VI <vI’, 0 sea y1I">y1; luego, I ++1” serd mayor que

2\ﬁ, y Jl Sera menor que %; luego, x sera igual a @ multiplicada por una cantidad

NIENIE

menor que % 0 Sea que x es positiva y menor que %, lo que significa que el punto igual-

mente iluminado esta a la derecha de A, mas cerca de A que de B, como es logico que
suceda por ser el foco A mas débil que el foco B en este caso.

En el segundo valor de x, siendo /I <+/I” el denominador, VI —+/1” es negativo:
N
-7
negativa; luego, x es negativa, lo que significa que hay otro punto igualmente iluminado y

situado a la izquierda de A como el punto P,.

luego, es una cantidad negativa y x es igual a d multiplicada por una cantidad

Se tiene un foco luminoso A de 100 bujias y otro foco B de 25 buijias, situado a3 m a la
derecha de A. Hallar el punto de |a linea AB igualmente iluminado por ambos.
Aquid =3, 1=100, I’ = 25. El primer valor de x sera:

dyI _ 3xy100 _3x10_30_
NV 100+ 25 1045 15

luego hay un punto en la linea AB igualmente iluminado situado a 2 m a la derecha de A.
El segundo valor sera:

2m

_ ol 3x 100 _3x10_30_p o
NIV Jio0-Jz5 10-5 5

luego hay otro punto igualmente iluminado en la linea AB situado a 6 m a la derecha de A.

Se tienen dos focos luminosos, A de 36 bujias y B de 100 bujias, estando B 4 m a la
derecha de A. Hallar el punto igualmente iluminado de la recta AB. Aquid =4, I=36, I’
=100. El primer valor de x sera:

" i+d1r J3+Ji00 6+10 16

luego hay un punto de la linea AB igualmente iluminado situado a 1.50 m a la derecha
de A. El segundo valor de x sera:

dJl _ 4x36 _Ax6 24y

dJl _ 4x6 _4x6_ 24

X= = = i — Pl —
Ji-Jr 6-10 -4 -4

luego hay otro punto de la linea AB igualmente iluminado situado a 6 m a la izquierda de A.

—-6m
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Capitulo X XXV/

TEORIA DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO.
ESTUDIO DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO

CARACTER DE LAS RAICES DE LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO

La ecuacion general de segundo grado ax® + bx + ¢ = 0 tiene dos raices y sélo dos, cuyos

valores son:
—b+yb? - 4ac —b—b? - 4ac
NeE—0_ y woe=—L =

1 2a 2 2a

El caracter de estas raices depende del valor del binomio b® — 4ac que esta bajo el signo
radical; por esa razon b — 4ac se llama discriminante de la ecuacion general de segundo
grado.

Consideraremos tres casos:

1) b? - 4ac es una cantidad positiva. En este caso las raices son reales y desiguales.
Si b® — 4ac es cuadrado perfecto, las raices son racionales, y si no lo es, son irracio-
nales.

2) b*— 4ac es cero. En este caso las raices son reales e iguales. Su valor es —z—ba.
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3) b? — 4ac es una cantidad negativa. En este caso las raices son complejas conju-
gadas.

1) Determinar el caracter de las raices de 3x* — 7x + 2 = 0.
Hallemos el valor de b® — 4ac. Aquia =3, b=—7, ¢ =2, luego

b?—dac = (-7)? - 4(3)(2) =49-24=25 R.

Como b — 4ac = 25 es positiva, las raices son reales y desiguales y como 25 es cuadra-
do perfecto ambas raices son racionales.

2) Determinar el caracter de las raices de 3x° + 2x — 6 = 0.
Aquia=3,b=2, c=-6, luego
b%*—4ac=22—-4(3)(-6)=4+72=76 R.

Como bh? — 4ac = 76 es positiva, las raices son reales y desiguales y como 76 no es
cuadrado perfecto las raices son irracionales.

3) Determinar el caracter de las raices de 4x*> — 12x + 9 =0.
b%—4ac=(-12)>—-4(4)(9)=144-144=0 R.
Como b® — 4ac = 0, las raices son reales e iguales.

4) Determinar el caracter de las raices de x> — 2x + 3 =0.
b%*—4ac=(-2)>-4(1)3)=4-12=-8 R.
Como b2 — 4ac = —8 es negativa, las raices son complejas conjugadas.

N

Determinar el caracter de las raices de las ecuaciones siguientes, sin resolverlas:

C3x2+5x—2=0 4. 3x2—2+5=0 7.2¢-%+7=0 10. X*+x—-1=0
L2 —4x+1=0 5. x2—10x+25=0 8. 36x>+12x+1=0 11. 5x°-7x+8=0
AP —4x+1=0 6. x2—=5x-5=0 9. 4x*—5x+3=0 12. x>—10x—-11=0

Ejercicio

PROPIEDADES DE LAS RAICES DE LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO

La ecuacion general de segundo grado es ax® + bx + ¢ = 0y sus raices.

X:—b+,/b2-4ac y X_—b—,/b2—4ac

1 2a 2 2a
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Estas raices tienen dos propiedades:

1) Suma de las raices. Sumando las raices, tenemos:

~b+b*~4ac —b-b*-4ac
X +X, = +

102 2a 2a
_ —b+ b2 —4ac-b- [b?—4ac
B 2a
2% —b b
= = X+ X =—=2
2 a’ 0563 X, +X, a

luego, la suma de las raices es igual al coeficiente del segundo término de la ecuacion
con el signo cambiado partido por el coeficiente del primer término.

2) Producto de las raices. Multiplicando las raices, tenemos:

oy o brb"—dac ~b—[b2-dac
2™ 2a 2a

=(_b+\/b2—430)(—b—\/b2—4ac)

432

2

2 B S—
(~b) —(v’b2—4a0) b? - (b?—4ac) _ b?-b?+4ac _4dac _c

432 B 432 432 T 4% g

_C
0 sed X1X2—§

luego, el producto de las raices es igual al tercer término de la ecuacion con su propio
signo partido por el coeficiente del primero.

La ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 puede escribirse x* +§x +§: 0, dividiendo todos sus términos
entre a. Entonces, como

_—b__b c
Xt Xy="r=—" ¥ XX, =7

podemos decir que en toda ecuacion de la forma x 2+ g X+ g =00x2+mx+n=0, es decir,

en toda ecuacion de segundo grado en que el coeficiente del primer término es 1, la suma de
las raices es igual al coeficiente del segundo término con el signo cambiado y el producto
de las raices es igual al tercer término con su propio signo.
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1) Hallar si 2 y -5 son las raices de la ecuacion
X +3x-10=0

Si 2 y -5 son laraices de esta ecuacion, su suma tiene que ser igual al coeficiente del
segundo término 3 con el signo cambiado, —3 y su producto tiene que ser el tercer
término —10 con su propio signo. Veamos si cumplen estas condiciones:

Suma: 2 + (-5) =2 — 5 = -3, coef. de x con el signo cambiado.
Producto: 2 x (-5) =—10, tercer término con su propio signo.
Luego 2 y -5 son las raices de la ecuacion x* + 3x — 10 = 0.

2) Hallarsi-3y — % son las raices de la ecuacion 2x® + 7x + 3 = 0.
Pongamos la ecuacion en la forma x? + mx + n = 0 dividiendo entre 2, quedara:

2,7 3_
X+ oX+3= 0
Suma: (-3)+ —;) =-3- % = —% coef. de x con el signo cambiado.
Producto: (—3)(—3):3, tercer término con su propio signo.

Luego -3y —% son las raices de la ecuacion 2x® + 7x + 3 = 0.

. 2 ] o
3) Hallarsi1y—5 son las raices de la ecuacion 3x* +x — 2 = 0.

Dividiendo entre 3 se tiene: x2 + %x - %: 0

. _2|=q1_2_
Suma.1+( 3) 1 o

La suma da el coeficiente del segundo término con su propio signo y no con el signo
cambiado, luego 1y —% no son las raices de la ecuacion dada.

1
3

Determinar, por las propiedades de las raices, si:
1. 2y -3 son las raices de x2 +x—6=0 6. -4y —% son las raices de 4x*+17x +4 =0

P 2 _
2.1y 5 sonlas raices de x" - 4x—5 =0 7. -5y —% son las raices de 5x”+24x—5=0

1 : 2 _
3.1y — sonlas raices de 2x°~x-1=0 8. 4y —7 son las raices de x>+ 3x — 28 =0

y —% son las raices de 6x° +x—2=0

E=Y

-3y % son las raices de 3>+ 8x—3=0 0.

1

5. 2y — son las raices de 5% —11x+2=0 10. 3

1
2
% y 3 sonlas raices de 8x° — 2r- 3 =0
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DADAS LAS RAICES DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO,
DETERMINAR LA ECUACION

1) Las raices de una ecuacion de segundo grado son 3 y —5. Determinar la ecuacion.
Hallemos la suma y el producto de las raices.

Suma: 3+(-5)=3-5=-2
Producto: 3 x (-5)=-15

Sabemos que la suma de las raices de toda ecuacion de la formax® +mx +n = 0 es igual
al coeficiente del segundo término con el signo cambiado y el producto es igual al tercer
término con su propio signo.

Aqui, la suma de las raices es —2, luego el coeficiente del segundo término de la ecuacion
sera 2; el producto de las raices es —15, luego —15 sera el tercer término de la ecua-
cion.

Por tanto, la ecuacion sera: x*+2x-15=0 R.

2) Las raices de una ecuacion son 2 y —%. Determinar la ecuacion.

Suma de las raices: 2+(—2)=2—3:5

4 4" 2

La suma con el signo cambiado se pone de coeficiente del segundo término de la ecua-
cion y el producto con su propio signo se pone de tercer término, luego la ecuacion
sera:

Producto de las raices: 2 x (— 3) -_6__3

xz—gx—g=0 osea 4x2—5x—-6=0 R.

3) Hallar la ecuacion cuyas raices son —4 y —%.

. B _3|__4.3__2
Suma: ( 4)+( 5) 4 - :
Producto:  (—4)x (—3) =12
5/ 5
La ecuacion sera: x2+&§’x+%=0 osea 5x’+23x+12=0 R.
Determinar la ecuacion cuyas raices son: 8
— _2 _5y 2
1. 3y4 4. -10y 11 7.3y o 10. 5y7 °
- 1 9y _3 5 i
2.-1y3 5.1y2 8. -2y > 1.6y 3 g
_Hy_ oy _1 _1y3 _oy 1 iy
3. -5y-7 6. -2y : 9. 2 7 12. =2y g (1T
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13. 18y -52 18.%y—% 22. —L;yg 26.bya-b

1. 15y 1 19. 7y 7 23. 2ay-a 2. 3y -3

15. 0y 2 28. 1442 y1-12
16. 0y - 2.8y -3 %5V 29. 245y 2|5
17. 5y -5 21.—%y—% 25.my—% 30. 3471y 3—{—1

DADA LA SUMA Y EL PRODUCTO DE DOS NUMEROS, HALLAR LOS NUMEROS

1) Lasuma de dos numeros es 4 y su producto —396. Hallar los numeros.

Por las propiedades de las raices de la ecuacion de segundo grado, si la suma de
los dos numeros que se buscan es 4 y su producto —396, los dos numeros son las
raices de una ecuacion de segundo grado de la forma x*> + mx +n =0 en la cual el
coeficiente del segundo término es —4 (la suma con el signo cambiado) y el tercer
término es —396 (el producto con su propio Signo), luego la ecuacion es:

x*—4x—-396=0
Las raices de esta ecuacion son los nimeros que buscamos. Resolviendo esta ecuacion:

x-22)x+18)=0
x—-22=0..x=22 X, =22
Xx+18=0 ... x=-18 X,=-18

Luego los nimeros buscados son 22y —18. R.

2) Lasuma de dos numeros es —d38 y su producto 6. Hallar los numeros.
4

Los dos nimeros que buscamos son las raices de una ecuacion de segundo grado
cuyo primer término es x2 en la cual el coeficiente del segundo término es 3745 (la
suma con el signo cambiado) y cuyo tercer término es 6 (el producto con su propio
signo), luego la ecuacion es:

x2+%x+6:0

Las raices de esta ecuacion son los nimeros que buscamos. Resolviendo la ecuacion:
4x2+35+24=0

e -35+,/35% - 4(4)(24)  -35+,[1225-384

8 8
35+ /841 -35+29
- 8 -8
_-%+29_-6__3

X

1 8 8 4
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(B2 _-84_ g

2 8 8

Luego los nimeros buscados son -8y —% . R

(1=

Encontrar dos numeros sabiendo que:

1. La sumaes 11 y el producto 30. 12. La suma es —% y el producto —g .

2. La sumaes —33y el producto 260. 13. La suma es 210 y el producto _% )

Ejercicio

3. Lasumaes -1y el producto —306.

14. Lasumaes 4! y el producto —4.
4. La sumaes —49y el producto 294. 2
5. La suma es 6 y el producto —247. 15. La suma es % y el producto % .
3
6. Lasumaes el producto —1. 16. La suma es 2y el producto — 4.
7. Lasumaes % y el producto 8. 17. Lasuma es 1y el producto — 1.
1 3
8. Lasumaes , y el producto —2. 18. La suma es 11 y el producto 63 .
9. Lasumaes 43; y el producto 6. 19. Lasumaes a y el producto —2a2
10. La sumaes —3% y el producto 1. 20. La suma es —7b y el producto 10b.
11. Lasumaes % y el producto 2% : 21. Lasumaes %y el producto — %2
ESTUDIO DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO ax? + bx + ¢
DESCOMPOSICION EN FACTORES DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO

El trinomio de segundo grado ax? + bx + ¢ puede escribirse

ax2+bx+c=a(x2+bx+c) )
a a

Igualando a cero el trinomio del segundo miembro se tiene

x2+§x+g:0 0 ax’+bx+c=0
que es la ecuacion general de segundo grado.
Sabemos (446) que las raices x, y x, de esta ecuacion tienen las dos propiedades si-

guientes:
__b . b_
Xk Xy==2 5_—(x1+x2)

_c
X1X2_§
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Ahora, si en el trinomio x2+§x+§ en lugar de g ponemos su igual —(x, +x,) y en lugar
de £ ponemos su igual x,x,, tenemos:
a

b

2 C_ 2 _
XX+ =X (X, +X)X+X X,

(multiplicando) = x — X,X — X,X + XX,
(factorizando por agrupacion) = x(x —x,) — x,(x - x,)
=X=X,)Xx=X,)

Luego, en definitiva, nos queda: x®+ gx + §= (X=X)(x=X,)
Sustituyendo el valor de este trinomio en (1), se tiene:
ax’+bx+c=ax—x,)(x—x,)
lo que me dice que el trinomio de segundo grado se descompone en tres factores:

1) El coeficiente de x2, que es a. 2) x menos una de las raices de la ecuacion que se
obtiene igualando el trinomio a cero. 3) x menos la otra raiz.

DESCOMPONER UN TRINOMIO EN FACTORES HALLANDO LAS RAICES

Visto lo anterior, para descomponer un trinomio de segundo grado en factores hallando las
raices, se procede asi:

1) Seiguala el trinomio a cero y se hallan las dos raices de esta ecuacion.

2) Se descompone el trinomio en tres factores: el coeficiente de x2, x menos una de las
raices y x menos la otra raiz.

1) Descomponer en factores 6x2 + 5x — 4.
Igualando a cero el trinomio, se tiene:

6x2+5x—4=0

Hallemos las raices de esta ecuacion:

X_—51\/52—4(6)(—4)_—51./25+96 —5+ (121 —5+11

12 12 12 12

_-5+11_6 _1

=2 T

_-5-11_-16__4
X, = 12 12 3
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Entonces, el trinomio se descompone:

6x2+5x—4:6(x—;)[x—(—g)}:ﬁ(x_g(“g)
_6(2x s s

~1)(3+4) R.

2) Descomponer en factores 24x* + 26x + 5.
Igualando a cero el trinomio, se tiene: 24x%+26x+5=0

Resolviendo esta ecuacion:

_ —26:+(262-4(24)5 264196 —26+14

48 48 48
g o—BH_-12_ 1

1 48 8 4
y _~%-14_-40_ 5

2 48 48 6
Entonces:

2% + 26x +5:24[x - (—1)}[x - (_gﬂ - 24()( +%)(x+%)

_ 24(4x+1)(6Xx+5) _
=SB (4x+)(6x+5) R,

3) Descomponer en factores 4 + 7x — 15x2.
Ordenamos en orden descendente con relacion a x y lo igualamos a cero:
—15x% +7x+4=0
15> —7x—4=0

_TE(TP-4(15)(-4) _ 74289 _7+17

30 T30 30

Resolviendo:

_T7+17_24_4
1730 30 5
7-17 _ 10 _ 1

2= 30 30 3

—15x2=— _4 1) —15(5x-4) (3x+1)
4+7x—15x2 = 15(x 5)(x+3) !

Entonces:

=—(5x-4)3+1)=(4-5)(1+3x) R
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Ejercicio
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Descomponer en factores, hallando las raices:
1. X2 —16x + 63 7. 6x%+7x =10 13. 6—x—x° 19. 10x2 + 207x — 63
2. X2+ 24x + 143 8. 12x2-25x+12  14. 5-9x—2x? 20. 100 — 15x — x?
3. X2 = 26x— 155 9. 8x2+50x + 63 15. 15 + 4x — 4x* 21. 18x2+ 31x — 49
4. 2x*+x-6 10. 27x% + 30x + 7 16. 4+ 13x — 12x° 22. 6x° —ax — 2a°
5. 12x°+5x -2 11. 30x2—61x+30  17. 72x2—55x -7 23. 5x% + 22xy — 15)2
6. 5x°+41x +8 12. 11x2—153x — 180 18. 6+ 31x — 30x? 24. 15x% — 32mx — 7m?

VARIACIONES DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO

El trinomino de segundo grado ax? + bx + ¢ es funcion de segundo grado de x. Designando
por y el valor de la funcion, se tiene:

y=ax’+bx+c

A cada valor de x corresponde un valor de la funcion o del trinomio.
Asi, en el trinomio y = x? + 2x — 3 tenemos:

Para x=0 y=-3
x=1 y=0
x=2 y=5
Xx=-1 y=-4
X=-2 y = -3, etcétera.

Aqui vemos que a cada valor de x corresponde un valor de y, o sea del trinomio.
A continuacion vamos a estudiar las variaciones del signo del trinomio y del valor del
trinomio que corresponden a las variaciones del valor de x.

VARIACIONES DEL SIGNO DEL TRINOMIO

Sabemos (450) que el trinomio de segundo grado se descompone de este modo:
y=aX+bx+c=ax-x)x-x,) (1)
Consideraremos tres casos:
1) b* - 4ac positivo. Las raices del trinomio son reales y desiguales.
En este caso:

a) El trinomio tiene el mismo signo de a para todos los valores de x mayores que
ambas raices o menores que ambas raices.

Si x es mayor que x, y que x,, los dos binomios de (1) son positivos; luego, su
producto es positivo y si x es menor que X, y que x,, ambos binomios son negativos;
luego, su producto es positivo; entonces, el signo de a(x — x,)(x — x,) sera igual al
signo de a, y como este producto es igual al trinomio, el trinomio tiene el mismo signo
que a.
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b) El trinomio tiene signo contrario al signo de a para todos los valores de x com-
prendidos entre ambas raices.

Si x es mayor que una de las raices y menor que la otra, uno de los binomios de
(1) es positivo y el otro negativo; luego, su producto es negativo y al multiplicar a por
una cantidad negativa su signo cambiara; luego el trinomio tiene signo contrario al
signo de a.

2) b*-4ac =0. Las raices del trinomio son iguales. En este caso, el trinomio tiene el mis-
mo signo que a para todo valor de x distinto de la raiz.

Como x, = x,, para cualquier valor de x distinto de esta raiz los dos binomios de (1)
seran positivos ambos o0 negativos ambos, y su producto sera positivo; luego, el signo
que resulte de multiplicar a por este producto sera siempre igual al signo de a; luego, el
trinomio tendra igual signo que a.

3) b? — 4ac negativo. Las raices del trinomio son complejas conjugadas. En este caso,
para cualquier valor de x el trinomio tiene el mismo signo que a.

Si b? — 4ac es negativo, 4ac — b*es positivo. Entonces en y = ax® + bx + ¢, multipli-
cando y dividiendo el segundo miembro por 4a, se tiene:

y= 4a®x2+4abx+4ac
4a
Sumando y restando b* al numerador del segundo miembro:

_ 4a’x2+4abx+b®+4ac-b?
- 4a

Descomponiendo el trinomio cuadrado perfecto 4ax® + 4abx + b?, se tiene:

_ (2ax+b)?+4ac-b?
= @

El numerador de esta fraccion siempre es positivo porque (2ax + b)? siempre es
positivo (todo cuadrado es positivo) y 4ac — b® también es positivo por ser b* — 4ac
negativo; luego, el signo de esta fraccion sera igual al signo del denominador 4a y este
signo es igual al signo de a, y como y, o sea el trinomio, es igual a esta fraccion, el signo
del trinomio sera igual al signo de a para cualquier valor de x.

VALOR MAXIMO O MiNIMO DEL TRINOMIO
Para calcular el valor m&ximo o minimo del trinomio, usaremos la expresion (2):

y= (2ax+b)?+4ac—b?

- 43

1) Cuando a es positiva. En la fraccion del segundo miembro, que es el valor de y, 0 sea del
trinomio, el denominador 4a es positivo y tiene un valor fijo (porque lo que varia es x, y
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4a no contiene x); luego, el valor de esta fraccion depende del valor del numerador. En el
numerador, 4ac — b? tiene un valor fijo porque no contiene x; luego, el valor del numerador
depende del valor de (2ax + b)?, El valor de esta expresion es el que varia porque contiene
a la x. Ahora bien, el menor valor que puede tener (2ax + b) es cero, y esta expresion

vale cero cuando x = —2%, porque entonces se tiene 2ax + b = Za(— 2%)+ b=-b+b=0

4ac - b?
4a

Luego, si y, o sea el trinomio, es igual a la fraccion del 2° miembro y esta fraccion,
cuando a es positiva, tiene un valor minimo para x:—%, el trinomio tiene un valor

- b " - 4ac-b*
minimo para x = ~ cuando a es positiva, y este valor minimo es a2

y la expresion se convierte en y =

Cuando a es negativa. Entonces, el denominador 4a es negativo y al dividir el numerador

por 4a cambiara su signo; luego, la fraccion tiene su mayor valor cuando (2ax + b)? =0,

lo que ocurre cuando x = —% y como y es igual a esta fraccion, y, o sea el trinomio, ten-
b 4ac—b?

dra un valor maximo para x = ~2a cuando a es negativo, cuyo maximo vale ia

En resumen:

Si a es positiva, el trinomio tiene un valor minimo.

Si a es negativa, el trinomio tiene un valor maximo.

El maximo o minimo corresponde al valor de x = —2%, y este maximo o minimo vale
4ac-b?
4a

1) Sea el trinomio y = x* — 2x + 3.

Como a = +1, positiva, el trinomio tiene un valor minimo para

b -2 2 4ac-b%  4x3-4
x=—5=—7=1 y este minimo vale —= =2
En efecto, para X=-2, y=11
x=-1, y= 6
x= 0, y= 3
x= 1, y= 2
= 2 y= 3
n= 3 y= 6
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2) Sea el trinomio y = —x°+ 4x — 1. Como a = —1, el trinomio tiene un valor méaximo para
y

x=—2£a=—_iz=2 y este maximo vale

4ac—b* _4(-1)(-1)-16 _4-16 _ -12_q

4a —4 -4 -4
En efecto, para x=-1, y=-6
x= 0, y=-1
x= 1, y= 2
X= 2, = 3
x= 3, y=
xX= 4, y=-1
x= 5, y=-6
REPRESENTACION GRAFICA DE LAS VARIACIONES
DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO
1) Representar graficamente las variaciones de x* — 6x + 5.
Por ser b? — 4ac = 36 — 20 = 16, positiva, las raices son reales y desiguales. Represen-
temos el trinomio como se vio en el nimero (438), haciendo:
y:x2—6x+5 —1 Figura 73 |
Y
Tenemos (Fig.73), que:
Para x=-1, y=12
x= 0, y=5
x= 1, y=0
X= 2, y=-3
EION y=-4 (minimo)
x= 4, y=-3
X= B y=0
X= 6, y=5
X= 1, y=12 X1 |0 X
Representando cada uno de estos puntos y
uniéndolos por medio de una curva tenemos la
parabola delafigura 73 enla que se vetodolo que v
hemos dicho sobre las variaciones del trinomio.
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En ella se ve:

1. Que la curva corta el eje de las x en dos puntos cuyas abscisas son 1y 5 que son las
raices del trinomio. El trinomio o sea el valor de la ordenada se anula parax=1yx=>5.

2. Eltrinomio (Ia ordenada) es positivo para todo valor de x mayor que 5 y menor que 1
porque sabemos (453, 1°, a) que cuando las raices son reales y desiguales el trino-
mio tiene el mismo signo que a (aqui a, el coeficiente de x2 es + 1) para todos los
valores de x mayores 0 menores que ambas raices.

3. Eltrinomio es negativo para todo valor de x mayor que 1y menor que 5 porque sabe-
mos (453, 1°, b) que el trinomio tiene signo contrario al signo de a para todo valor de
x comprendido entre ambas raices.

4. Elvalor minimo del trinomio (el valor minimo de la ordenada) corresponde al valor de
4ac - b?
d4a

X =3 que es el valor de x = —2%, y este minimo vale —4 que es el valor de

5. Para todos los valores de x equidistantes de x = 3, es decir parax =2 y x = 4, para
x=1yx=5x=0yx=6, etc., el trinomio (la ordenada) tiene valores iguales.

2) Representar graficamente las variaciones de x* — 4x + 4.

Tenemos:
y=x’—4x+4
— Figura 74 |
y Por ser b® — 4ac = 16 — 16 = 0, las raices son
reales e iguales.
Se tiene (Fig. 74) que para:
Xx=—1, y=9
x=0, y=4
x=1, y=1
X=2, y =0 (minimo)
x=23, y=1
x=4, y=4
X=5, y=9
X 0 X Representando estos puntos y uniéndolos obtene-
mos la parabola de la figura 74.
Y/




CAPITULO XXXV Teoria de las ecuaciones de segundo grado. Estudio del trinomio . . .

3)

En la figura observamos:

1. Lacurva es tangente al eje de las x y lo toca en el punto cuya abscisa es 2 que es el
valor de las raices del trinomio: x, = x, = 2. Véase que el trinomio (la ordenada) se
anula parax = 2.

2. El trinomio es positivo para todo valor de x distinto de x = 2, porque sabemos (453,
2°) que cuando las raices son iguales el trinomio tiene el mismo signo de a (aqui a, el
coeficiente de x? es + 1) para todo valor de x distinto de la raiz.

3. El minimo del trinomio (de la ordenada) se obtiene para x = 2 que es el valor de

_p2
X= _% y este minimo vale 0 que es el valor de 4ac4ab :

4. Paratodos los valores de x equidistantes de x=2 comox=1yx=3, x=0yx=4,
etc., el trinomio tiene valores iguales.

Representar graficamente las variaciones de  y =x® — 2x + 3.

Como b? — 4ac = 4 — 12 = -8, negativa, las raices son complejas conjugadas.

Tenemos (Fig. 75) que para:

— Figura 75 |
X=-2, y=11 4
x=-1, y= 6
x= 0, y= 3
x= 1, y= 2 (minimo)
X= 2, y= 3
K= g y= 6
x= 4, y=11
Representando estos puntos y uniéndolos te-
nemos la parabola de la figura 75.
En la figura observamos:
1. Lacurva no toca el eje de las x, porque las
raices son complejas conjugadas.
2. El trinomio (la ordenada) es positivo para -
todo valor de x porque sabemos (453, 3°) X 0 X
que cuando las raices son complejas con-
jugadas el trinomio tiene el mismo signo Y’
que a, coeficiente de x2 para todo valor de
Xyaquia=+1.

4ac - b?

3. Elminimo del trinomio es y =2 que es el valor de y este minimo corresponde

al valor x =1 que es el valor de x = —%.
4. Paratodos los valores de x equidistantes dex=1comox=0yx=2 x=-1yx=3
el trinomio tiene valores iguales.

481
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4) Representar graficamente las variaciones de  y = —x* + 2x + 8.

—{Figura 761 Aqui b? — 4ac = 4 — 4(-1)8 = 4 + 32 = 36, po-
y sitiva, luego las raices son reales y desiguales,
pero como a = —1, negativa, la parabola estara
invertida.
Tenemos (Fig. 76) que para
x=-3, y=-7
X=—2 y=0
x=-1, y=5
x= 0, y= 8
4 0 X x= 1, y= 9 (mé&ximo)
X= 2, y= 8
Xx= 3, y=5
X= 4, y=0
x= 5, y=—7
y Representando estos puntos y uniéndolos tene-
mos la parabola invertida de la figura 76.

En la figura se ve que:
1. La curva corta el eje de las x en dos puntos cuyas abscisas son —2 y 4 que son las
raices del trinomio.

2. Parax =1 que es el valor x=£75 el trinomio (la ordenada) tiene un valor maximo,

_p2
y=9 que es el valor 4ac4ab

el trinomio tiene un maximo.

. En efecto, sabemos (454, 2°) que cuando a es negativa

N

Ejercicio

Representar los siguientes trinomios y estudiar sus variaciones:

1.x2-3x+2 4. x2+x-12 7. x> —4x +5 10. —x%> + 2x + 15
2. X2+ 3x+2 5.x2—2x + 1 8. x>-6x+3 1. 2x2 - x - 15
3.x2+3x - 10 6. X2+ 4x + 2 9.2x°+x-6 12. =3x% + 7x + 20
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Capitulo XXX VI

ECUACIONES BINOMIAS Y TRINOMIAS

ECUACION BINOMIA es una ecuacion que consta de dos términos, uno de 0s cuales es
independiente de la incognita.
La formula general de las ecuaciones binomias es x" +A=0.

RESOLUCION DE ECUACIONES BINOMIAS SENCILLAS

Vamos a considerar algunas ecuaciones binomias que se resuelven faciimente por descom-
posicion en factores.

1) Resolver la ecuacion x* — 16 = 0. ) )
Descomponiendo x* — 16 se tiene: x“+4)x"-4)=0

Igualando a cero cada uno de estos factores:
X2—4=0x2=4  x=t{4=12
X2 +4=0:x2= =4 x=t[-4=£2{1=22
Esta ecuacion tiene cuatro raices: 2, — 2, 2/ y — 2/, dos reales y dos imaginarias.

2) Resolver la ecuacion x® — 27 = 0.
Descomponiendo x* — 27 se tiene: x=3)(x*+3x+9)=0
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Igualando a cero cada uno de estos factores, se tiene:
x-3=0..x=3
X+3x+9=0
Resolvamos la ecuacion x* + 3x + 9 = 0 por la formula:
‘= -3+(3%-4(9) _-3x,0-36 _-3x-27
2

2 2
_-3xf27 [-1 -3:3.[3i
2 2

La ecuacion tiene tres raices: una real, 3 y dos complejas conjugadas.

-3+3,/3i  -3-33i
2 Y

NUMERO DE RAICES DE UNA ECUACION

El grado de una ecuacion indica el numero de raices que tiene. Asi, una ecuacion de segundo
grado tiene 2 raices; una ecuacion de tercer grado, como el ejemplo anterior 2, tiene 3 raices;
una ecuacion de cuarto grado, como el ejemplo anterior 1, tiene 4 raices, etcétera.

RAICES CUBICAS DE LA UNIDAD

La unidad tiene tres raices cubicas, una real y dos complejas conjugadas.
En efecto, siendo x la raiz clbica de la unidad, esta raiz elevada al cubo tiene que darnos 1,y
tenemos la ecuacion binomia:

xi=1
0 sea, x2-1=0

Vamos a resolver esta ecuacion, descomponiendo x* — 1. Tendremos:

x-1)2+x+1)=0

Igualando a cero estos factores, se tiene: X—1=0..x=1
X>+x+1=0
Resolvamos esta ecuacion por la formula:
_ -t [Podt) e -3 1w [3 /1 143
2 2 2 2

Entonces, las raices cubicas de la unidad son tres: una real, 1y dos complejas conjuga-
das -1 +2/ﬁ y -1 —2/\@'

Estas dos raices complejas tienen la propiedad de que si una de ellas se eleva al cua-
drado, se obtiene la otra. Entonces, siendo 1 |a raiz real y designando una de las complejas
por o, |a otra raiz compleja conjugada serd o%.

Otra propiedad de estas raices es que la suma de las tres es igual a cero. Asi, 1 + 0.+ o> =0.
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Resolver las ecuaciones: 2

1.x=1=0 6. X' — 625 =0 2

2.x%+1=0 7.x3+64=0 ©
4 6 .d_.'i.

3. x" =81 8.x°-729=0 )

4.x*-256=0 9. Hallar las raices cubicas de 8

5x2+8=0 10. Hallar las raices cuartas de 64

ECUACIONES TRINOMIAS son aquellas que constan de tres términos de la forma
ax® + bx" + ¢ = 0, donde se ve que, después de ordenada la ecuacion en orden descen-
dente con relacion a x, en el primer término la x tiene un exponente doble que en el segundo
término y el tercer término es independiente de x.

Son ecuaciones trinomias:
4 2 _ 6 3 _ 8 4 _ A
X'+ +20=0,x+6x°—7=0, 2x° + 9x* — 5=0, etcétera.
Las ecuaciones trinomias en que el primer término tiene x* y el segundo x* se llaman

ecuaciones bicuadradas.

ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR AL SEGUNDO QUE SE RESUELVEN
POR LA FORMULA DE LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO

Toda ecuacion trinomia puede escribirse a (x")? + bx" + ¢ =0.

Aplicando la formula de la ecuacion de segundo grado se halla el valor de x” v, luego,
extrayendo la raiz enésima, se hallan los valores de x.
También pueden resolverse, como las de segundo grado, por descomposicion en factores.

1) Resolver la ecuacion 4x* — 37x2 +9=0.
Esta es una ecuacion bicuadrada que puede escribirse
4(x*)2 - 37x*+9=0

Aplicando la formula de la ecuacion de segundo grado se halla el valor de x*:

Xz_371,/372-4(4)(9)_37;/1,369—144_37¢ 1,225 37+35
- - 8 - 8 8

8

2 _37+35_ 72
X = =7=9
8 8
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. =9 . x=+ +3
Hemos obtenido los valores de x°. Ahora, - ‘/7 -
para hallar los valores de x, extraemos la 7 -+ \ﬁ 41
raiz cuadrada a cada uno, y tendremos: 2

Las cuatro raices de la ecuacion son: 3, — 3, % y —%, todas reales. R.

2) Resolver la ecuacion 3x* — 46x* — 32 = 0.

Esta es otra ecuacion bicuadrada. Vamos a resolverla por descomposicion lo que suele
ser mas rapido que aplicar la formula. Descomponiendo el trinomio, tenemos:

(Bx*+2)(x*-16) =0

Igualando a cero los factores, tenemos:
x*—-16=0
x2=16 . x=14
K +2=0
Ii=—

=-2
K=-box=zx -2 =J_riF

Las cuatro raices son: 4,—4, i \f —| \f dos reales y dos complejas conjuga-
das. R.

N

Resolver las ecuaciones siguientes, hallando todas las raices:

g 1.x*=10x2+9=0 6. x* +16x2-225=0 1. 25x* + 9x* - 16 =0

E 2. x" = 13x2+36=0 7. x" — 45x2 - 196 =0 12. 4x* +11x2=3=0

kA 5. x - 29¢2 + 100 =0 8. x —6x?+5=0 13. (262 + 1) = (x* — 3)2 = 80
4. x* = 61x2 + 900 = 0 9. 4x* —37x*+ 9 =0 18, X°(3x% + 2) = 4(x* = 3) +13
5 x'+3x*-4=0 10. 9x* — 40x* + 16 =0

3) Resolver la ecuacion x® — 19x® — 216 =0.
Aplicando la formula de la ecuacion de se- 19+,19°—4(-216) 19+./1225 19+35
p B (=216) _ _

gundo grado, obtenemos x*: - 2 2 T2
319435 _ 54 _o7
2
3_19-35_ -16_
=y, =8

Entonces, para hallar x, extraemos
|a raiz cubica: x3=27:-x=3271=3 x*=—8.x=3-8=—2

3y —2 son las raices principales. Hay ademas otras 4 raices complejas conjugadas que se
obtienen resolviendo, como se vio antes, las ecuaciones binomias x* —27 =0y x* + 8 =0.
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Por descomposicion, se resuelve mucho mas pronto la ecuacion x® — 19x® — 216 =0
En efecto, descomponiendo:  (x* —27)(x* +8) =0

X*-27=0:-x°=27-.x=327= 3
x*+8=0.x"=—8..x=3-8=-2

42
4) Resolver la ecuacion x3 —6x%+8=0.

2 2
Vamos a descomponer el trinomio. Tendremos: (xs - 2)(x3 - 4) =0
2

lgualando a cero x®—2 se tiene: )
X3

=0

wind N
Il

W
>
n
Il

+ oo NN

Elevando al cubo:

>
N
1l

R
=

>
Il

2
Igualando a cero x3 —4 se tiene:

Il
o

2
x3—4

2
x3=4

Yx?=4
Elevando al cubo: x> =64
x=+64=+8 R. +2,2+8

487

Resolver las ecuaciones: 5 x°-33x°+32=0 5
1.x°-7x*-8=0 6. X “—13x"2+36=0 10. x+x2=6
2.x°+30x°+81=0 7. x7 %+ 35¢"3=-216 1. 3x=16Yx -5
3.8 +15x°-2=0 8. x 1°=249x 5+ 243

3 1 1
4. x4 - 41x* + 400=0 9. x3-9x2+8=0 12. 2x2 —5x4+2=0

Ejercicio

TRANSFORMACION DE EXPRESIONES DE LA FORMA /a=+./p
EN SUMA DE RADICALES SIMPLES

Hagamos ./a+\/5=\/}+\/; 1)
Ja=Jb="x-{y @

y tendremos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas x y . Resolvamos el sistema:



488 BALDOR ALGEBRA

Sumando (1) y (2) se tiene:
Jar b+ a— =2 x s lx =12 a

Elevando al cuadrado ambos miembros de esta Ultima igualdad, se tiene:

y=at b+2ya+/b -Ja—Jb+a—b
4

_a+b+2(a+/b)(a=b)+a- b

- 4
_a+/b+2|a*~b+a—/b 2a+2|a’-b a+|a’-b
- 4 - 4 2

2
a+a“-b
luego, nos queda X=—rg—

y designando \/a%— b por m se tiene:

Restando (1) y (2) se tiene:

oo a= o2y o =l o

Elevando al cuadrado:

:a+@—2mm+a—\/§
4

_a+ b—2\/a2—b+a—\/5_2a—2\/a2—b_a—\/az—b
= . = ) =

2
luego, queda: y=a‘VZ b o sear y_Tm 4

~

Sustituyendo los valores hallados para x (3) y y (4) en las ecuaciones (1) y (2), se tiene:

Ja+ b= aZmW 2
a— \/E a+m a m

2 2

Téngase presente en esta transformacion que m=/a®—b.

Si a® — b tiene raiz cuadrada exacta, el radical doble se convierte en la suma algebraica
de dos radicales simples, pero si a®> — b no tiene raiz cuadrada exacta, el radical doble se
convierte en la suma de dos radicales dobles, lo que no trae ninguna ventaja, pues lejos de
simplificar, complica.
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1) Transformar y6++/20 en suma de radicales simples.

Aquia=6,b=20, m=./a’—b=.[36-20=116=4, luego:

J6+y20 =J6§4+JE2“=J§+ﬁ=1+£ R.

cual hay que elevarlo al cuadrado, tenemos:

2) Transformar 7 —2./10 en suma algebraica de radicales simples.

Introduciendo 2 bajo el signo radical, para lo

J7-2J10=\7-[ax10=\7- 40

Aqui,a=7,b=40 m=.a*—b=/49—-40=3, luego:
12y -{7-Ja=52- [[53={5-V2 .

489

1.

HHHE
HH

5. V1444132

Hallar la raiz cuadrada de:

19. 6+442
20. 7+44/3

21. 8+2\7

gl

6.

—_
w

+
7. 11+
8. V84-18
9. y21+

10. V28 +14

22. 10+2421
23. 18+64/5
24. 24-2./143

Transformar en suma algebraica de radicales simples:

11. y14-4.6 16. |54+ 2
6 3
12. {55+304/2 . §—\ﬁ
4 2
13. {73-1235
18. |2+ 1
16 8
14. 253607
15. {293 3022
25, 30—204/2
26. 94642

27. 98245

(3]

Ejercicio
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capitulo XXX VI

PROGRESIONES

SERIE es una sucesion de términos formados de acuerdo con una ley.

Asi, 1,3,5,7, ... es una serie cuya ley es que cada término se obtiene sumando 2 al tér-
mino anterior: 1,2, 4, 8, ... s una serie cuya ley es que cada término se obtiene multiplicando
por 2 el término anterior. )

Las series que estudiaremos en Algebra elemental son las progresiones.

Las progresiones se clasifican en progresiones aritméticas y geomeétricas.

l. PROGRESIONES ARITMETICAS

PROGRESION ARITMETICA es toda serie en la cual cada término después del primero se
obtiene sumandole al término anterior una cantidad constante llamada razén o diferencia.

Notacion

El signo de progresion aritmética es <+ y entre cada término y el siguiente se escribe un
punto.

Asi, + 1. 3. 5. 7, ... s una progresion aritmética creciente cuya razén es 2 porque
1+2=3;3+2=5;5+2=7, etcétera.
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+ 8.4.0. — 4, ... es una progresion aritmética decreciente cuya razon es —4 porque

8+ (-4)=8-4=4,4+(-4)=0,0+ (~4) = -4, etcétera.

En toda progresion aritmética la razon se halla restandole a un término cualquiera el

término anterior.

1_

Sl
Sl

Asi, en + %.1 ... larazon es

1
>

=213 11 5 3_9_8_9__2
En =2.1 .15...Iarazones 15 2_5 2

5

2
5

DEDUCCION DE LA FORMULA DEL TERMINO ENESIMO

Seala progresion =a.b.c.d.e..u
en la que u es el término enésimo y cuya razon es r.

En toda progresion aritmética, cada término es igual al anterior mas la razon; luego,

tendremos:

b=a+r
c=b+r=@+r+r=a+2r
d=c+r=(@+2r)+r=a+3r

d+r=(@+3r)+r=a+4r.

@D

Aqui vemos que cada término es igual al primer término de la progresion a mas tantas
veces la razn como términos le preceden; luego, como esta ley se cumple para todos los
términos, tendremos que v sera igual al primer término a mas tantas veces la razon como
términos le preceden, y como v es el término enésimo, le preceden n — 1 términos; luego:

u=a+[n-

1)r

1) Hallar el 15° término de + 4.7.10...
Aquia=4,n=15,r=7 -4 =23, luego:

2) Hallar el 23° término de +9.4. —1...
Aquia=9,n=23,r=4-9=-5, luego:

o térmi =237
3) Hallar el 38° término de - 593"

_2 . _3.2_5

a_g,n—38,r E e
_2 5 1
u_§+(37)6

u=a+@-1)r=4+(15-1)3=4+(14)3=4+42=46 R.

u=a+(@-1)r=9+@23-1) (=5 =9+ (22)(-5) =9 - 110=—101

R.
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4) Hallar el 42° término de = —2. — 12~

Hallar el término.

E=d 1. 9" término de + 7.10.13... 15. 27° tgrmino de +371.57...
2 o B
_EE 2. 12° término de <+ 5.10.15... 16. 36° término de _% %
(T 3. 48° término de + 9.12.15...
2 1
4. 63 término de -+ 3.10.17... 17. 15" término de + 2.2 ...
5. 12° término de +11.6.1... 18. 21° término de +_% %
6. 28° término de + 19.12.5...
o t6rmi +_1 _o1
7. 13°término de +3. - 1.-5... 19. 137 termino de +—. =2 ..
8. 54° término de + 8.0. - 8... 20. 19° término de +_%._%“_
9. 31°términode +-7.-3.1... o o o1
10. 17°término de + — 8.2.12... A SACIIIY CE e a0y,
0 +4rmi .0d o7
11. 12° término de—% % 1. 22. 41°término de +2.2.5..
v . 33
12. 17° término de —% % 1. 23. 26" término de + ...
0 B 24. 19° término de = — 4. -2 ...
13. 25° término de Tk 3
14, 19°término de +1.7 . 25. 39° término de +3. 17
38"

- DEDUCCION DE LAS FORMULAS DEL PRIMER TERMINO, DE LA RAZON
Y DEL NUMERO DE TERMINOS

Hemos hallado que u=a+@n-="1)r (1)
Vamos a despejar a, r y n en esta formula.
Despejando a, se tiene:  a=u—(n—1)r
Para despejar r en (1) transponemos a y tenemos:

=n- -, s
u—-a=mn-1)r.. r —

Para despejar n en (1) efectuamos el producto indicado y tenemos: u=a +nr—r

u—a+r
r

Transponiendoay—r: u—a+r=nr.. n=
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1) Hallar el primer término de |a progresion aritmética sabiendo que el 11° término es 10

yIarazonE.
a:u—(n—1)r:10—(11—1)(%):10—(10)(%):10—5:5 R.
2) HaIIar1Ia razon de una progresion aritmeética cuyo primer término es —% y el 8° térmi-
no 35.
31-(_§) 2%,3 3
n-1 81 7 7 56
3) ¢Cuantos términos tiene la progresion
=942 4yl
.2.13 43?
ir=12_9=-_1 :
AqU|r_13 2 3.Entonces.
—41—2+(—1) _B_o 1 _2
potzarr_ 3 3 _"37°78_"3 _o0términes. R
r 1 1 1
3 3

~

1. EI 15° término de una progresion aritmética es 20 y la razén % Hallar el 1" término.
2. EI 32° término de una progresion aritmética es —18 y la razon 3. Hallar el 1° término.

3. Hallar el 1* término de una progresion aritmética sabiendo que el 8° término es % y el 9

Ejercicio

término 1.

4. EI 5° término de una progresion aritmética es 7'y el 7° término 8%. Hallar el primer término.

5. Hallar la razon de =+ 3 ... 8 donde 8 es el 6° término.

6. Hallar la razon de <+ —1... =4 donde —4 es el 10° término.

7. Hallar la razon de —%—g donde —% es el 17° término.

8. EI 1* término de una progresion aritmética es 5 y el 18° término —80. Hallar la razdn.

9. EI 92° término de una progresion aritmética es 1,050 y el 1% término —42. Hallar la razon.
10. ¢Cuantos términos tiene la progresion < 4.6... 30?
11. ¢Cuantos términos tiene la progresion +5.5%...18 ?

12. EI 1" término de una progresion aritmética es 5%, el 2° término 6 y el altimo término 18. Hallar el
numero de términos.
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En toda progresion aritmética la suma de dos términos equidistantes de los extremos es
igual a la suma de los extremos.
Sea la progresion = a... m... p... U, cuya razon es r.
Supongamos que entre a y m hay n términos y entre p y v también hay n términos, es
decir, que m y p son términos equidistantes de los extremos, a y u.
Vamos a demostrar que
m+p=a+u
En efecto, habiendo n términos entre a y m, al término m le preceden n + 1 términos
(contando la a); luego podemos escribir (465) que
m=a+@n+1)r 1)
Del propio modo, habiendo n términos entre p y u, tendremos:
u=p+@n+1r (2)

Restando (2) de (1), tenemos: m= a+ (n+)r
—u=-p— (n+Nr
m-u= a-p

y pasando p al primer miembro de esta igualdad y v al segundo, queda:
m+p=a+u
que era lo que queriamos demostrar.

OBSERVACION

Cuando el ndmero de términos de una progresion aritmética es impar, el término medio equi-
dista de los extremos y por tanto, segin lo que acabamos de demostrar, el doble del término
medio serd igual a la suma de los extremos.

DEDUCCION DE LA FORMULA PARA HALLAR LA SUMA DE LOS TERMINOS
DE UNA PROGRESION ARITMETICA

Sea la progresion +~a . b .c.../.m . u, que consta de n términos.
Designando por S la suma de todos los términos de esta progresion, tendremos:

S=a+b+c+..+l+m+u
y también S=u+m+Il+..+c+b+a

Sumando estas igualdades, tenemos:
25=@+u)+b+m+C+N+...+(+c)+(mM+b)+ (u+a)

Ahora bien, todos estos binomios son iguales a (a + u) porque hemos demostrado en
el numero anterior que la suma de dos términos equidistantes de los extremos es igual a
la suma de los extremos, y como hay tantos binomios como términos tiene la progresion,
tendremos;

2S=(@+u)n  ydeaqui  S= (‘”2”)”
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1) Hallar la suma de los 12 primeros términos de <+ 7.13.19...

Vamos a hallarlo:
u=a+n-1)r=7+(12-1)6=7+(11)6=73
Entonces, aplicando la formula de suma: tendremos:

_(@+un _ (7+73)x12 _80x12 _
S= - =480 R.

1

2) Hallar la suma de los 13 primeros términos de =+ gy

o

La razon es %_%:_% . Hallemos el 13° término:

st (-1 =5+(12)(-3) 5 _g__49
u=a+(n 1)r_6+(12)( 4)_6 9=

Aplicando ahora la formula de suma, tendremos:

el (-8 ()
S:(a+u)n:6 6 6 6) | 6

2 2 2 2

[—f]m _ 286
= 3= 5 g2 g

2 2 6

En la formula de la suma entra u. Aqui u es el 12° término que no conocemos.

495

Hallar la suma de los:

1. 8 primeros términos de +15.19.23...
2. 19 primeros términos de + 31.38.45...
3. 24 primeros términos de +42.32.22...
4. 80 primeros términos de +~—-10.-6.-2...
5. 60 primeros términos de = 11.1.-9...
6. 50 primeros términos de +-5.-13.-21...
7. 9 primeros términos de ;% 1. %
i Armi +321
8. 14 primeros términos de TR
+339
9. 19 primeros términos de RS
22 7
10. 34 primeros términos de 5EE
11. 11 primeros términos de —2% 3%
12. 46 primeros términos de +31 3%

13. 17 primeros términos de +_2'Z

14. 12 primeros términos de +—5.—4%...

Ejercicio
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MEDIOS ARITMETICOS

Se llaman medios aritméticos a l0s términos de una progresion aritmética que se hallan entre
el primero y el Ultimo término de la progresion.
Asi, en la progresion <+ 3.5.7.9.11 los términos 5, 7 y 9 son medios aritméticos.

INTERPOLACION

Interpolar medios aritméticos entre dos numeros dados es formar una progresion aritmética
cuyos extremos sean los dos nimeros dados.

1) Interpolar 4 medios aritméticos entre 1y 3.
1y 3 son los extremos de la progresion.

Tendremos: +1..3 (1)

Hay que hallar los 4 términos de la progresion que hay entre 1 y 3. Si hallamos la
razon y se la sumamos a 1 tendremos el 2° término de la progresion; sumando este
2° término con la razon tendremos el 3% término; sumando el 3* término con la razon
obtendremos el 4° término y asi sucesivamente.

La razon la hallamos por la formula ya conocida r :% teniendo en cuenta que n

es el nimero de término de la progresion o sea los medios que se van a interpolar
mas los dos extremos.
En este caso, la razon sera:

Sumando esta razon con cada término obtenemos el siguiente. Entonces:

, 2° término

1
+
U'l‘\l

(S NN}
+

, 3% término

N onino U"\N
|

— uij©

=

, 4° término

= oo
+
I
— 01\
@

, 5° término

S
+
i 97
|

Interpolando estos medios en (1) tenemos la progresion:

(1
L7911 B
155 5'5'3

0 Séad

+112.14.21.93
.115 15 25 253 R.
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NOTA

Para hallar la razon puede emplearse también la formula r =
senta el nimero de medios que se van a interpolar.

Asi, en el caso anterior en que interpolamos 4 medios, m = 4 luego aplicando esta
formula se tiene:

u-a

en la cual m repre-
m+1

_u-a_3-1_2

Tm+l 44175

resultado idéntico al obtenido con la formula general de la razon.
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2) Interpolar 5 medios aritméticos entre — 2y 5%
+_2m5% (1)
Hallando la razon:
1_(_ 1 1
pouma_ %37 9*2 Ty g
n-1 7-1 6 6 24
Sumando la razon con cada término, obtenemos el siguiente:
0, 9__19
&% 2% 24
_19,29_10
24" 4= o4
10,29_39
24+ 24 24
39,2068
24t 24~ 24
68,29_97
24t 24~ 24
Interpolando en (1), tenemos:
_9..19,10,39,68.97 .51
24 24 24 24 24 4
y simplificando, queda:
+~_92..19.5.45.95.41 .51,
2 412182642454 i
Interpolar: 9
1. 3 medios aritméticos entre 3y 11 8. 5 medios aritméticos entre —4 y 3
2. 7 medios aritméticos entre 19y -5 9. 5 medios aritméticos entre % y %
3. 5 medios aritméticos entre —13 y —73 ) L
o 10. 6 medios aritméticos entre -1y 3
4. 4 medios aritmeéticos entre —42'y 53 o 0 1
5. 5 medios aritméticos entre —81 y -9 1 DB ENiEEes A 3V 78
6. 3 medios aritméticos entre 1y 3 12. 7 medios aritméticos entre —2 y —5
7. 4 medios aritméticos entre 5y 12 13. 8 medios aritméticos entre % y —%

Ejercicio
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N

Ejercicio

D g1 A W N =

8. Hallar la suma de los 72 primeros multiplos de 11 que siguen a 66.
. ¢Cudnto ha ahorrado un hombre en 5 afios si en enero del primer afio ahorr6 20,000 bs. y en cada

10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

. Hallar la suma de los 20 primeros mdltiplos de 7.

. Hallar la suma de los 80 primeros multiplos de 5.

. Hallar Ia suma de los 43 primeros nimeros terminado en 9.

. Hallar la suma de los 100 primeros nimeros pares.

. Hallar la suma de los 100 primeros nimeros impares mayores que 7.

. Compré 50 libros. Por el primero pagué $80 y por cada uno de los demas $30 mas que por el

. Un dentista arreglo a un hombre todas las piezas de la boca que tenia completas. Por la primera le

BALDOR ALGEBRA

anterior. Calcular el importe de la compra.

cobré $100 y por cada una de las demas $20 mas que por la anterior. ¢Cuanto cobrd el dentista?

mes posterior ahorrd, 30,000 bs. mas que en el precedente?

Un hombre avanza en el primer segundo de su carrera 6 my en cada segundo posterior avanza 25 cm
mas que en el anterior. {Cuanto avanzd en el 8° sequndo y qué distancia habra recorrido en 8 s?

Los ahorros de 3 anos de un hombre estan en progresion aritmética. Si en los tres anos ha ahorrado
24,000,000 sucres y el primer afo ahorro la mitad de lo que ahorro el segundo, écuanto ahorrd
cada afio?

El 2° y el 4° términos de una progresion aritmética suman 22 y el 3° y el 7° términos suman 34.
¢Cudles son esos cuatro términos?

Una deuda puede ser pagada en 32 semanas dando $500 la primera semana, $800 la segunda,
$1,100 la tercera y asi sucesivamente. Calcular el importe de la deuda.

Una persona viaja 50 kilometros el primer dia y en cada dia posterior 51 kilometros menos de lo
que recorri6 el dia anterior. ¢Cuanto habra recorrido al cabo de 8 dias?

En una progresion aritmética de 12 términos el 1°y el 12° término suman 53%. ¢Cudl es la suma
del 3°y el 10° términos?

&Cual es el 6° término de una progresion aritmética de 11 términos si su 1% término es -2 vy el
(ltimo —527

En el primer afio de negocios un hombre gané $500,000 y en el altimo gan6é $1,900,000. Si en cada
afo gan6 $200,000 mas que en el afo anterior, {cuantos anos tuvo el negocio?

Las ganancias anuales de un comerciante durante 11 afios estan en progresion aritmética. El primer
afio gano $118,000 y el tltimo $618,000. {Cuadnto mas gand en cada afio a contar del segundo
ano, que en el anterior?

Las pérdidas de 5 afos de una casa de comercio estan en progresion aritmética. El tltimo ano
perdi6 30,000 nuevos soles, y la pérdida de cada arfio fue de 3,000 nuevos soles menos que en el
afno anterior. ¢Cuanto perdié el primer afio?

Una piedra dejada caer libremente desde la azotea de un edificio recorre 16.1 pies en el primer se-
gundo, y en cada segundo posterior recorre 32.2 pies mas que en el segundo anterior. Si la piedra
tarda 5 segundos en llegar al suelo, écudl es la altura del edificio?

Hallar la suma de los nameros impares del 51 al 813.

El 5° término de una progresion aritmética es 31y el 9° término 59. Hallar el 12° término.

Las ganancias de 3 anos de un almacén estan en progresion aritmética. El primer ano gand
12,500,000 colones y el tercero 20,500,000. ¢Cudl fue la ganancia del segundo afio?
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Il. PROGRESIONES GEOMETRICAS

PROGRESION GEOMETRICA es toda serie en la cual cada término se obtiene multiplicando
el anterior por una cantidad constante que es la razon.

Notacion

El signo de progresion geométrica es + y entre término y término se escribe:

Asi, = 5:10:20: 40... es una progresion geométrica en la cual la razon es 2. En efecto,
5x2=10;10 x 2=20; 20 x 2 = 40, etcétera.

Una progresion geométrica es creciente cuando la razon es, en valor absoluto, mayor
que uno, y es decreciente cuando la razon es, en valor absoluto, menor que uno, 0 sea,
cuando la razon es una fraccion propia. Asi:

=+1:4:16:64...
s una progresion geométrica creciente cuya razon es 4, y
=9-q9-1.1
=201 e
1
>
Progresion geométrica finita es la que tiene un nimero limitado de términos e infinita la

que tiene un numero ilimitado de términos.
Asi, ++ 2 : 4 : 8 : 16 es una progresion finita porque consta de 4 términos, y %4:2:1:%. .

s una progresion geométrica decreciente cuya razon es

es una progresion infinita porque consta de un nimero ilimitado de términos.
En toda progresion geomeétrica la razén se halla dividiendo un término cualquiera entre
el anterior.

DEDUCCION DE LA FORMULA DEL TERMINO ENESIMO

Sea la progresion
=ah:c:d:e:...u

en que la u es el término enésimo y cuya razon es r.
En toda progresion geométrica, cada término es igual al término anterior multiplicado por
la razon; luego:

b=ar
c=br=(ar)r=ar
d=cr=(@ar’r=ar
e=dr=(@?r=ar.

Aqui vemos que un término cualquiera es igual al primero a multiplicado por la razon
elevada a una potencia igual al namero de términos que lo preceden.

Esta ley se cumple siempre; luego, como u es el término ny le preceden n — 1 términos,
tendremos: v =ar" "
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1)

2)

3)
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Hallar el 5° término de <+ 2 : 6 : 18...

Aquia=2,n=5;r=6+2=23, luego:
u=ar""'=2x31'=2x3*=162 R.
Hallar el 8° término de = 6 : 4...

Aquia=6,n=8,r= ﬂ:%, luego:

6
u:ar”‘1:6x(§)7:6x21’12;:§gg R.
Hallar el 7° término de —%—%%
La razon es: —%+§=—%xg=—%. Por tanto:
u=ar-'=2x (-3 22 B2 g

Cuando la razon es negativa, lo que sucede siempre que los términos de la progresion
son alternativamente positivos y negativos, hay que tener cuidado con el signo que
resulta de elevar la razon a la potencian — 1.

Sin — 1 es par dicho resultado tendra signo + y si es impar, signo —.

N

=
=
o
—
1
Ll

1. Hallar el 7° término de = 3:6: 12...

2. Hallar el 8° término de %%:1:3...
3. Hallar el 9° término de = 8:4: 2...
4. Hallar el 6° término de —1%%
5. Hallar el 7° término de = 3: 2:%...
6. Hallar el 6° término de —%%

7. Hallar el 8° término de —2% '3

8. Hallar el 6° término de == -3 :6: -12. ..

9. Hallar el 9° término de +3:-1: %

10. Hallar el 5° término de —g %

11. Hallar el 8° término de ++ 16: -4 :1. ..
12. Hallar el 8° término de +3: 1 %
13. Hallar el 5° término de ——%%—%5

° tarmi 3. 1.1
14. Hallar el 10° término de =+ 1T T
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DEDUCCION DE LA FORMULA DEL PRIMER TERMINO Y DE LA RAZON
Hemos hallado que u=ar""" (1)

Despejando a, se tiene: a=%, que es la formula del primer término en una progresion
geomeétrica. r
Para hallar la razon. Despejando r”~" en (1) se tiene

rn =% y extrayendo laraizn —1, queda r = "\‘/g ,

que es la férmula de la razon en una progresion geométrica.

1) EI6°término de una progresion geométrica es % y la razon % . Hallar el primer término.

i uy=21 r=1p=
Aqui u_16,r 2,n 6, luego

2) El 1% término de una progresion geométrica es 3 y el 6° término —729. Hallar la razon.

Aquia =3, u=-729,n=6, luego:

r=%= 5/%4/_24 --3 R

N

1. La razon de una progresion geométrica es % y el 7° término 6—14 Hallar el primer término.

Ejercicio

2. EI'9° término de una progresion geométrica es % y larazon es % . Hallar el primer término.

3. EI 5° término de una progresion geométrica es % y el 6° término % Hallar el primer término.
4. Hallar la razon de = 2 : ... : 64 de 6 términos.

5. Hallar la razon de —% ... . 243 de 7 términos.

6. Hallar la razon de = — 5 : ... : 640 de 8 términos.

7. Hallar la razon de —%9 :g de 6 términos.
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8. Hallar larazon de +8: #2 de 7 términos.

9. Hallar la razon de —% ....1 de 5 términos.

10. EI 8° término de una progresion geométrica es —% y el 1% término es 2771 Hallar la razon.

En toda progresion geométrica el producto de dos términos equidistantes de los extremos
es igual al producto de los extremos.

Sea la progresion
=al..mi.ipl.iu

donde entre a y m hay n términos y entre p y u también hay n términos.
Entonces, m y p son equidistantes de los extremos. Vamos a probar que

mp =au
En efecto, se tiene (472) que: m=a.r"*’
u=p.rt!
Dividiendo estas igualdades, tenemos:
m_a . —
W=y mp=au

que era lo que queriamos demostrar.

OBSERVACION

De acuerdo con la demostracion anterior, si una progresion geomeétrica tiene un nimero impar
de términos, el cuadrado del término medio equivale al producto de los extremos.
Asi, en la progresion = 3:6: 12 : 24 : 48 tenemos 122 = 144 y 3 x 48 = 144.

DEDUCCION DE LA FORMULA DE LA SUMA DE LOS TERMINOS
DE UNA PROGRESION GEOMETRICA
Sea la progresion
=a:b:c:d:..u
cuya razon es .
Designando por S la suma de todos sus términos, tendremos:
S=a+b+c+d+..+u (1)

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la razon:

Sr=ar+br+cr+adr+..+ur (2)

Restando (1) de (2), tenemos:
Sr=ar+br+cr+ar+..+ur
-S=-a-b-c-d-..-u
Sr—S=ur-a
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Al efectuar esta resta hay que tener presente que como cada término multiplicado por
la razon da el siguiente, ar = b y esta b se anula con — b; br = ¢ y esta ¢ se anula con — c;
cr=dy estad se anula con — d, etc. Entonces, arriba queda ur y abajo — a, y de ahi resulta
el 2° miembro de la resta ur — a.

Sacando S factor comun en el primer miembro de la Gltima igualdad, se tiene:

S(r-1)=ur-a
y de aqui

1) Hallar la suma de los 6 primeros términos de += 4: 2: 1...
Hallemos el 6° término:

n-1 1
= =4 X Xi =
u=ar 4 () =4 5=
Entonces, aplicando la formula de suma, tenemos:

ey
g_ur-a_\8\2) _16 _ 16_ 63 77 R.

- 1., 1 1
2 2

NN

2) Hallar la suma de los 8 primeros términos de « 9:—-3:1...
Aquilarazones r=—3+9= —%. Hallemos el 8° término:

1
u= 9><( ) 9><( 2187) —_

Aplicando la formula de suma, tenemos:

e e
S:ur—a: 243 )\ 3 _729 _ 729 _1640 6182
r—1 _14 _4 4 43 243
3 3 3

w

Hallar la suma de los:

1. 5 primeros términos de +6:3: 1%

Ejercicio

2. 6 primeros términos de + 4: -8 : 16...

3. 7 primeros términos de +12: 4 : 1%

4. 10 primeros términos de —% : % ...
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5. 8 primeros términos de —2% : 1%

6. 7 primeros términos ——%%—%

o

7. 10 primeros términos de +~—-6:-3: —1%...
8. 8 primeros términos de +2:—1: %
9. 6 primeros términos de —g 1 %

10. 6 primeros términos de ++ 9:-3:1...

INTERPOLAR MEDIOS GEOMETRICOS entre dos nimeros es formar una progresion
geométrica cuyos extremos sean los nimeros dados.

1) Interpolar 4 medios geométricos entre 96 y 3.
Hay que formar una progresion geomeétrica cuyo primer término sea 96 y el tltimo 3:
=96..3 (1)
Hay que hallar la razén. Como vamos a interpolar 4 medios y ya tenemos los dos extre-

mos, n = 6, luego:
rztﬁﬂ@:si:l
a % V32 2

Si la razon es % multiplicando 96 por % tendremos el 2° término; éste mutiplicado por %

dara el 3* término y asi sucesivamente. Tenemos:

1_
96><§—48

48x =24

24x_=12

— N= N =

12x-=6

2

Interpolando en (1), tenemos la progresion
+96:48:24:12:6:3.

NOTA

Puede aplicarse también en este caso, para hallar la razon, la formula

f:ft/ﬂ
a

en que m es el nimero de medios que se interpolan.
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=

Interpolar:

1. 3 medios geométricos entre 5y 3,125

Ejercicio

2. 4 medios geométricos entre — 7 y —224

3. 5 medios geométricos entre 128 y 2

4. 4 medios geométricos entre 4% y %

5. 6 medios geométricos entre 2 y 34;711

Vi

. o é
6. 4 medios geométricos entre o Y o

7. 7 medios geométricos entre 8 y 3—12

SUMA DE UNA PROGRESION GEOMETRICA DECRECIENTE INFINITA

— . _ n=1y,_ n_
-2 qstituimos v por su (G P2 PO i
r—1 r—1 r—1 r-1

Si en la formula S=

valoru =ar""", tendremos:

y cambiando los signos a los dos términos de esta < 1-r
(ltima fraccion, tenemos:

En una progresion geométrica decreciente la razon es una fraccion propia, y si una frac-
cion propia se eleva a una potencia, cuanto mayor sea el exponente, menor es la potencia
de la fraccion. Por tanto, cuanto mayor sea n, menor es r” y menor sera ar”; siendo n sufi-
cientemente grande, ar” sera tan pequefia como queramos, 0 Sea, que cuando n aumenta

_opn
indefinidamente, ar” tiende al limite 0 y por tanto % 0 sea S, tiende al limite %

Esto se expresa brevemente diciendo que cuando n, el nimero de términos de la progresion,
es infinito, el valor de la suma es

1) Hallar la suma de la progresion =+ 4:2:1...

Aquia =4, r=%, luego:

8 es el limite al cual tiende la suma. La suma nunca llega a ser igual a 8, pero cuanto mayor
sea el namero de términos que se tomen mas se aproximara a 8.
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2) Hallar la suma de la progresion infinita =5 —% : %
Aquia =5, rz—% luego:
=1 i (L3) 1+3 B ® 343
= 0 10
3% es el limite de lasuma. R
Hallar la suma de las progresiones infinitas:
< NN g 8._16 ap. 2.2
S 2.2.8... 4 4: - 9 7. =2: 5 oe
o
e 1.1.1 L3.1.1 e 14-_g-_18
o 5o i 5. B b0 o 8. 14:.-6: 7
L .1.1.6
3.r—5.—2.—§... 6 S ety

HALLAR EL VALOR DE UNA FRACCION DECIMAL PERIODICA

Una fraccion decimal periddica es la suma de una progresion geométrica decreciente infinita
y su valor (su generatriz) puede hallarse por el procedimiento anterior.

1) Hallar el valor de 0.333...

0.333.=34+3 4 3

10 100 1000
Esta es la suma de una progresion geométrica al infinito cuya razon es %
Tendremos: 3 3
—a_ 1 _10_3_1 R
S -r 41 9 93 7
10 10

1
3 es el valor de la fraccion 0.333...

2) Hallar el valor de 0.31515...

3,15 . 15
0.31515... 10" 1000 " 100000

Después de % en el segundo miembro tenemos la suma de una progresion geométrica
al infinito cuya razon es ﬁ luego:
15 15

_ 1000 _ 1000 _ 1

S=

a _ ey
1—r 1 99 66

100 100
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Entonces, sumando 3 T con i,tenemos:

52
0.31515.. ﬁ+@ e

Hallar por la suma al infinito, el valor de las fracciones decimales:

1. 0.666... 2. 0.1212... 3. 0.159159... [
4. 0.3232... 5. 0.144144... 6. 0.3555... §
7. 0.18111... 8. 0.31818... 9. 2.1818... 2
Ll
7
1. El lunes gané 200 lempiras y después diariamente gané el doble del dia anterior. {Cuanto gané el ,g
sabado y cuanto de lunes a sabado? 'g
2. Un dentista arregla 20 piezas a una persona cobrandole $1 por la primera, $2 por la sequnda, $4 or
por la tercera, $8 por la cuarta, y asi sucesivamente. ¢Cuales seran los honorarios del dentista?
3. Un hombre jug6 durante 8 dias y cada dia gano T de lo que gano el dia anterior. Si el 8° dia gano
1 balboa, ¢cuanto gand el 1% dia?
4. El producto del 3°y el 7° términos de una progresion geomeétrica de 9 términos es 516 (Cudles el
producto del 1* término por el dltimo?
5. En una progresion geométrica de 5 términos el cuadrado del 3 término es % Si el dltimo término
es % écudl es el primero?
6. El 4° término de una progresion geométrica es 1 y el 7° termlno - HaIIar el 6° término.
7. Un'hombre que ahorra anualmente % de lo que ahorro el afio anterior, ahorrd el quinto afio $160,000.
¢Cuanto ahorro en total durante los 5 anos?
8. La poblacion de una ciudad ha aumentado en progresion geométrica de 59,049 habitantes que era
en 1953 a 100,000 habitantes en 1958. ¢Cual es la razon de crecimiento por afio?
9. Una persona gano cada ano % de lo que gano el ano anterior. Si el primer afio gan6 24,300,000
bolivares, ¢cuanto gand en 6 afnos?
10. Se compra una finca de 2,000 hectareas a pagar en 15 afos de este modo: $1 el 1% afio, $3 el 2°

ano, $9 el 3" aro, y asi sucesivamente. ¢Cudl es el importe de la finca?
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LOGARITMOS

de la energia radiante. La base de la Fisica moderna es la
constante universal de Planck. En sus trabajos se unen ma-
ravillosamente la Fisica y la Matematica. Alemania cred el
Instituto de Fisica Max Planck.

LOGARITMO de un nimero es el exponente a que hay que elevar otro nimero llamado base

para obtener el numero dado. Asi,

50=1

5'=5

52=25

5% =125, etcétera.

luego, siendo la base 5, el logaritmo de 1 (que se escribe log 1) es 0, porque 0 es el expo-
nente a que hay que elevar la base 5 para que dé 1; el log 5 es 1; el log 25 es 2, el log 125

es 3, etcétera.

BASE

Cualquier namero positivo se puede tomar como base de un sistema de logaritmos.

SISTEMAS DE LOGARITMOS

Al tomarse como base de un sistema de logaritmos cualquier nimero positivo, el nimero de
sistemas es ilimitado. No obstante, los sistemas usados generalmente son dos: el sistema
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de logaritmos vulgares o de Briggs, cuya base es 10, y el sistema de logaritmos naturales
0 neperianos creados por Neper, cuya base es el nimero inconmensurable

e =2.71828182845...

PROPIEDADES GENERALES DE LOS LOGARITMOS
Son de importancia las siguientes propiedades de los logaritmos:

1) La base de un sistema de logaritmos no puede ser negativa, porque si fuera negativa,
sus potencias pares serian positivas y las impares negativas, y tendriamos una serie de
nameros alternativamente positivos y negativos, y por tanto, habria nimeros positivos
que no tendrian logaritmo.

2) Los nimeros negativos no tienen logaritmo porque siendo la base positiva, todas sus
potencias, ya sean pares 0 impares, son positivas y nunca negativas.

3) En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la base es 1, porque siendo b la base,
tendremos:

b'=b - logh=1

4) En todo sistema el logaritmo de 1 es cero, porque siendo b la base, tendremos:
b°=1..log1=0

5) Los nimeros mayores que 1 tienen logaritmo positivo porque siendo log 1 = 0, los
logaritmos de los nimeros mayores que 1 seran mayores que cero; luego, seran posi-
tivos.

6) Los nimeros menores que 1 tienen logaritmo negativo porque siendo log 1 = 0, los
logaritmos de l0s nimeros menores que 1 seran menores que cero; luego, seran nega-
tivos.

LOGARITMO DE UN PRODUCTO

El logaritmo de un producto es igual a Ia suma de los logaritmos de los factores.
Sean Ay B los factores. Entonces x =log A, y = log B y b la base del sistema.
Vamos a probar que

log (AxB)=1logA + log B

En efecto, que x es el log de A significa que x es el exponente a que hay que elevar la base
b para que dé A, y que y es el log de B significa que y es el exponente a que hay que elevar
la base b para que dé B; luego, tenemos:

b*=A
=B

Multiplicando estas igualdades, tenemos:

b**'=AxB
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Ahora bien: Six + y es el exponente a que hay que elevar la base b para que dé A x B,
X + y es el logaritmo de A x B; luego,

log AxB)=x+y
perox =log Ay y = log B; luego,
log (AxB)=1logA + log B
LOGARITMO DE UN COCIENTE
El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del

divisor.
Sea A el dividendo, B el divisor, x =log A, y = log B siendo

b la base del sistema. Vamos a probar que: > Iogé:log A-logB
Enefecto: b =A
b =B

Dividiendo miembro a miembro estas igualdades, tenemos: ——»  b*™’ =g
Ahora bien, si x — y es el exponente a que hay que elevar la base
para que dé g,x—yes el log de g; luego, = Ioggzx_y

0 sea > IoggzlogA—IogB
LOGARITMO DE UNA POTENCIA

El logaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por el logaritmo de la
base.
Seax=1og Ay b la base del sistema. Vamos a demostrar que

log A” = n(log A)
En efecto, siendo x el log A, tenemos:
b'=A
Elevando ambos miembros a la potencia n, tenemos: b™ =A"

Ahora bien: Si nx es el exponente a que hay que elevar la base para que dé A", nx es el
log de A”; luego,

log A" = nx
y como x = log A, se tiene:
log A" = n(log A)

LOGARITMO DE UNA RAiz

El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo de la cantidad subradical dividido entre el
indice de la raiz.

Seax=1Ilog Ay b labase del sistema. Vamos a probar que: log YA :y
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En efecto, siendo x el log A, se tiene: » b'=A

Extrayendo la raiz enésima a ambos miembros, tenemos: % b* = 7A

X
0 sea, > br=1A
. X"
Ahora bien, si -, es el exponente a que hay que elevar

la base para que dé W, % es el log de Q/Z, luego, —» Iog&’/ﬁ:%

y como x = log A, queda: > |og'ﬂ:¥

LOGARITMOS VULGARES

Los logaritmos que usaremos en este curso elemental son los logaritmos vulgares cuya
base es 10.

PROPIEDADES PARTICULARES
DE LOS LOGARITMOS VULGARES

Observando la progresion

0_ -1 _
10°=1 107=_1=01
10'=10 10°=_1=0.01
10
10°=100 10°=_1.=0.001
10
10°=1,000 10 =%=o.0001 , etcétera.

10%=10,000, etcétera.

se deducen facilmente las siguientes propiedades de los logaritmos de base 10:

1) En este sistema, los (nicos ndmeros cuyos logaritmos son numeros enteros son las
potencias de 10. Asi,

log1=0 log 0.1 =1

log10 =1 log 0.01=-2

log 100 =2 log 0.001 =-3

log 1,000 =3 log 0.0001 = -4, etcétera.

log 10,000 = 4, etcétera.
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2) Ellogaritmo de todo nimero que no sea una potencia de 10 no es un ndmero entero, sino

una fraccion propia o un namero entero mas una fraccion propia.
En efecto, como log 1 =0y log 10 = 1, los nimeros comprendidos entre 1y 10
tendran un log mayor que 0 y menor que 1; luego, su log sera una fraccion propia.

Asi, log 2 =0.301030.

Como log 10 =1y log 100 = 2, los nimeros comprendidos entre 10 y 100 tendran
un log mayor que 1y menor que 2; luego, su log sera 1 mas una fraccion propia.

Asi, log 15=1 4+ 0.176091 = 1.176091.

Como log 100 =2y log 1,000 = 3, los nimeros comprendidos entre 100 y 1,000 ten-
dran un log mayor que 2 y menor que 3; luego, su log sera 2 mas una fraccion propia.

Asi, log 564 =2 + 0.751279 = 2.751279.

El logaritmo de un nimero comprendido entre 1,000 y 10,000 sera 3 mas una
fraccion propia.

Asi, log 1,234 =3 + 0.091315 = 3.091315.

Del propio modo, como log 1 =0y log 0.1 = - 1, los numeros comprendidos entre
1y 0.1 tendran un logaritmo mayor que — 1 y menor que cero; luego, su logaritmo sera
— 1 mas una fraccion propia. Asi, log 0.5 =-1 + 0.698970 = 1.698970. (Se pone el
signo — encima de 1 para indicar que lo que es negativa es la parte entera, pero no la
parte decimal.)

Como log 0.1 =—1ylog 0.01 = - 2, los nimeros comprendidos entre 0.1y 0.01
tendran un log mayor que — 2 y menor que — 1; luego, su log serd — 2 mas una fraccion
propia.

Asi, log 0.08 =— 2 + 0.903090 = 2.903090.

El log de un nimero comprendido entre 0.01 y 0.001 sera mayor que — 3 y menor
que — 2; luego, serd — 3 mas una fraccion propia; el log de un nimero comprendido entre
0.001 y 0.0001 sera mayor que — 4 y menor que — 3; luego, serd — 4 mas una fraccion
propia, etcétera.

CARACTERISTICA Y MANTISA

Acabamos de ver que el logaritmo de todo nimero que no sea una potencia de 10 consta
de una parte entera y una parte decimal. La parte entera se llama caracteristica, y la parte
decimal, mantisa.

Asi,

enlog 25 1.397940 la caracteristica es 1y la mantisa 0.397940;
enlog 4,125 3.615424 la caracteristica es 3 y la mantisa 0.615424;
en log 0.05 = 2.698970 la caracteristica es 2 y la mantisa 0.698970.
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La mantisa siempre es positiva, pero la caracteristica puede ser cero si el nimero esta
comprendido entre 1y 10; positiva, si el nimero es mayor que 10 o negativa si el nimero
es menor que 1.

Las potencias de 10 solo tienen caracteristica; su mantisa es 0.

VALOR DE LA CARACTERISTICA

En virtud de lo anterior, podemos decir que:

1) La caracteristica del logaritmo de un nimero comprendido entre 1y 10 es cero.

2) La caracteristica del logaritmo de un nimero mayor que 10 es positiva y su valor ab-
soluto es 1 menos que el nimero de cifras enteras del nimero. Asi, 84 tiene dos cifras
enteras y la caracteristica de su log es 1; 512 tiene tres cifras enteras y la caracteristica
de su log es 2; 1215.65 tiene cuatro cifras enteras y la caracteristica de su log es 3.

3) La caracteristica de un nimero menor que 1 es negativa y su valor absoluto es 1 mas
que el namero de ceros que hay entre el punto decimal y la primera cifra significativa
decimal.

Asi, la caracteristica de log 0.5 es —1; la de log 0.07 es —2; la de log 0.0035 es -3, et-
cétera.

CARACTERISTICAS NEGATIVAS

En el logaritmo de un namero menor que 1 la caracteristica es negativa, pero la mantisa es
positiva.

Asi, log 0.5 =—1 + 0.698970. Este log no puede escribirse —1.698970, pues esto indica
(ue tanto la caracteristica como la mantisa son negativas.
_ EI'modo correcto de escribirlo, indicando que sélo la caracteristica es negativa, es
1.698970. 3

De este modo, log 0.03 = 2 + 0.477121 = 2.477121.

COLOGARITMO. SU USO

Se llama cologaritmo de un namero al logaritmo de su inverso.
Asi, el cologaritmo de 2 es el logaritmo de %; el cologaritmo de 54 es el logaritmo de 514
En general, colog x =Iog% y como el logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del

dividendo menos el logaritmo del divisor, tendremos:
cologx=Iog%=log1—logx=0—logx:—Iogx

luego, queda colog =x—-log x, 0 sea, —log x = colog x
lo que nos dice que restar el logaritmo de un nimero equivale a sumar el cologaritmo del
mismo namero.

513
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Por tanto, como Iog% =log a — log b en lugar de —log b podemos poner colog b y ten-
dremos:

Iog%: loga+cologb

El cologaritmo se usa, pues, para convertir en suma una resta de logaritmos.

MANEJO DE LAS TABLAS

Existen tablas de logaritmos de diversos autores cuyo manejo viene explicado en la misma
tabla.

Como el alumno necesita una tabla de logaritmos y la tabla generalmente usada entre
nosotros trae una explicacion detallada de su manejo, a ella remitimos al alumno.

Asi, pues, antes de pasar al numero siguiente, el alumno debe conocer a fondo el manejo
de latabla, saber hallar el log de cualquier nimero, antilogaritmos y toda clase de operaciones
con logaritmos, todo lo cual aparece detalladamente explicado en la tabla.

CALCULAR EL VALOR DE EXPRESIONES POR MEDIO DE LOGARITMOS

Las propiedades de los logaritmos nos permiten emplearlos para calcular el valor de diversas
expresiones.

1) Hallar el valor de 1,215 x 0.84 por logaritmos.
Como el log de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores, tendremos:

log (1,215 x 0.84) = log 1,215 + log 0.84
—3.084576 + 1.924279
— 3.008855

Entonces, buscando en la tabla el antilogaritmo de 3.008855 (o sea, el nimero a que
corresponde este logaritmo) se encontrara que es 1,020.59; luego,
1,215 x 0.84 =1,020.59 0 sea 1,020.6 R.

2) Hallar por log el valor de 3,214.8 x 0.003 x (- 43.76).

Como un nimero negativo no tiene log nosotros trabajaremos prescindiendo del
signo — de 43.76 y luego de hallado el producto, de acuerdo con la regla de los signos, le
pondremos signo —. Tendremos:

log (3,214.8 x 0.003 x 43.76) =log 3,214.8 + log 0.003 + log 43.76

=3.507154 + 3.477121 + 1.641077
= 2.625352

El antilogaritmo de 2.625352 es 422.0388; luego,
3,214.8 x 0.003 x (—43.76) = — 422.0388 R.
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0 765

3) Hallar el valor de por log.
El logaritmo de un comente es igual al log del log 9765 — 10g 0.765 — log 39.14
dividendo menos el log del divisor, luegp ——— Y3014~ ‘
pero como restar el log de un numero equivale log 4755 — og 0.765 + colog 39.14

a sumar su cologaritmo podemos escribir: —— 3914 _
=1.883661+ 2.407379

=2.291040
2.291040 corresponde al nimero 0.019545, luego %?2:0.01 9545 R.

4) Hallar el valor de 7.5°.
Como el logaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por el logaritmo de
la base, tendremos:
log 7.5° = 6(log 7.5) = 6(0.875061) = 5.250366
El antilog de 5.250366 es 177,977.551, luego 7.5° = 177,977.551 aproximadamente. R.

5) Hallar el valor de 2/5
Como el log de una raiz es igual al log de la can-
tidad subradical divido entre el indice de la raiz, 2, log \f_@ 0477121 —0.095424
se tiene:

0.095424 corresponde al namero 1.24573, luego 33=1.24573 R.

Hallar el valor de las expresiones siguientes por medio de logaritmos:

1. 532 % 0.184 8. 7,653.95+12.354 14, 00.84? o
2. 191.7 x 432 g, 072183 15.7.2° Z
3. 0.7%0013x0.9 oy 16. V3 3,

10. =>— 3/5 L
4. 7.5x 8.16 x 0.35 x 10,037 0.02 17.
5. 32x43x7.8x103.4%0.019 11, 21 18. 45
6. 9513 +7.23 12. 0.15° 19. 963
7. 8.125 + 0.9324 13. 18.65 20. 1/815

COMBINACION DE LOS CASOS ANTERIORES
1) Hallar el valor de 2L por logaritmos.
715.84

log (73'284X0'09132)=Iog (3,284 0.09132) + colog 715.84

715.84
=log 3,284 + log 0.09132 + colog 715.84
=3.516403+ 2.960566 + 3.145184
=1.622153
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El log 1.622153 corresponde al nimero 0.41894 que es el valor de la expresion dada,
hallado por log. R.

100.39 x 0.03196

2) Hallar el valor
) el el el 7.14%0.093

por log.

log (WW) l0g (100,39 x 0.03169)  log 7.14x 0.093)

7.14x0.093
=log 100.39 + log 0.03196 — (log 7.14 + log 0.093)
=log 100.39 + log 0.03196 —log 7.14 — log 0.093
=log 100.39 + log 0.03196 + colog 7.14 + colog 0.093
=2.001690 + 2.504607 + 1.146302 + 1.031517
=0.684116

Este log corresponde al numero 4.831877. R.

2 2
3) Hallar el valor de 3°x 53 por log.

2 2

log (3§ X 52) =log 3% +log 53
- %(Iog 3) + %(Iog 5)
= 2(0.477121)+ %(0.698970)

=0.190848 + 0.465980
=0.656828

2 2
Este log corresponde al niamero 4.5376 luego 3° x5%=4.5376 . R.

[32.7x0.006
3
4) Hallar el valor de TR por log.

s [32.7x0.006)

g
log s 32.7x0.006 _ 0.14x89.17
0.14%89.17 3

_ log 32.7 +10g 0.006 + colog 0.14 + colog 89.17
a 3

_ 1.514548+ 3.778151+ 0853872+ 2.049781
- 3

= 2196352 _ 1 398784

El nimero que corresponde a 1.398784 es 0.25048 y este es el valor de la expresion
dada. R.

NOTA

Dados los conocimientos que posee el alumno, sélo puede hallar por logaritmos el valor
de expresiones en que las operaciones indicadas son productos, cocientes, potencias y
raices pero no sumas o restas.
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(1<)

Hallar por log el valor de las expresiones siguientes:

515x 78.19 38 3 2
1. 12. 3= =
6.13 565 22. % 'S
53 [-T)
23,054 934.5 2,
2 g4 13, 088’ -
28° 23. 1/
5 814x073 4
" 06x78 2
35
14. 75 5
5 24, 52
5, 51348132 23 3
© 85.3x10.764
15. ,/7.86%x8.14 6
53.245 x 4,325.6 5)°
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DADOS LOS LOGARITMOS DE CIERTOS NUMEROS, HALLAR

EL LOGARITMO DE OTRO SIN USAR LA TABLA

1) Dados log 2 =0.301030 y log 3 = 0.477121 hallar log 108 sin usar la tabla.

Tenemos: 108 =2° x 3°
log 108 =2(log 2) + 3(log 3)
=2(0.301030) + 3(0.477121)
=0.602060 + 1.431363

=2.033423 R.

Si se busca en la tabla log 108 se encuentra 2.033424. La diferencia entre este log y el
que hemos hallado sin usar la tabla obedece a que los logaritmos dados de 2 y 3 no son
rigurosamente exactos.
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2) Dado log 115 =2.060698 y log 5 = 0.698970 hallar log 23.
_115

log 23 =1log 115 + colog 5
=2.060698 + 1.301030

=1.361728 R.

w

Dados log 2 = 0.301030, log 3 = 0.477121, log 5 = 0.698970, log 7 = 0.845098, hallar:

(=]
£ 1. log 36 5. log 120 9. log 1.96 13. |ng%
g 2. log 75 6. log 98 10. log 0.875 14, Iog1%
[Ty
3. Iog 30 7. log 0.343 11. log 2025 15. log 12
1
4. log 48 8. log 22.5 12. log 44.8 16. log27

17. Dado log 143 =2.155336 y log 11=1.041393 hallar log 13
18. Dado log 225 =2.352183 y log 9 = 0.954243 hallar log 25

@ ECUACIONES EXPONENCIALES son ecuaciones en que la incognita es exponente de una
cantidad.
Para resolver ecuaciones exponenciales, se aplican logaritmos a los dos miembros de la
ecuacion y se despeja la incognita.

1) Resolver la ecuacion 3* = 60.
Aplicando logaritmos, tenemos:
x(log 3) =log 60

_ log60 _ 1778151 _
X= log3 0.477121_3'72 =

2) Resolver la ecuacion 5> ~" = 125.
Aplicando logaritmos:
(2x—1) log 5 =log 125

2)(_1=Iog125
log5

log 125
2X =
log5
log 125 1
log5
2

+1

X=
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2.096910 , 4 5
_ 0698970 _3+1_
N= 5 5 2 R
Resolver las ecuaciones: 1
1. 5=3 4. 9°=0.576 7. 2%+1 =128 .g
2. 7"=512 5. 3+1=729 8. 3% 1=2187 §
X _ X-2 _ 2 _ D
3. 0.2=0.0016 6. 57 =625 9. 11% =915 o
DEDUCIR LA FORMULA PARA HALLAR EL NUMERO 498

DE TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA

Conocemos la formula u=ar""’
Siendo n la incognita, tenemos una ecuacion exponencial. Aplicando logaritmos a los dos
miembros, tenemos:
logu=1loga+ (n—1)logr
logu—loga=(n-1)logr
logu—loga

n-1=
logr

nzlogu—loga+1
logr

_ logu +colog a +1
logr

0 también

1) ¢Cuantos términos tiene la progresion < 2 :6: ... : 1,458?
Aquiu=1,458,a=2, r=3, luego aplicando la formula anterior, tenemos:

_ log1,458+colog2 4 _ 3.163758 + 1.698970

log3 0.477121 L

_ 2862728
0477121

=6+1=7 R.

N

Hallar el nimero de términos de las progresiones:

1. +3:6:...:48 2.%2:3:...:%3 3. 4:8:...:512 §
I3
4 =6:8:.. 28 5 25 05 :—:‘

81 8
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Albert Einstein (1879-1955). Matematico y fisico aleman.
Fue profesor del Instituto Politécnico y también de la Univer-
sidad de Zurich. Director de la seccion de Fisica del Instituto
Emperador Guillermo. Recibié en 1921 el Premio Nobel de
Fisica por sus trabajos acerca de la teoria de la relatividad del

Capitulo XX XIX

7

tiempo, que modificd la teoria de la gravitacion universal de
Newton. Trabajando con otros cientificos de diversas nacio-
nalidades en la Universidad de Princeton, logro la desintegra-
cion del a&tomo, base de la bomba atomica.

INTERES COMPUESTO. AMORTIZACIONES. IMPOSICIONES

INTERES COMPUESTO

El interés es compuesto cuando los intereses que gana el capital prestado se capitalizan
periédicamente, es decir, se suman al capital prestado a intervalos iguales de tiempo, cons-
tituyéndose de ese modo un nuevo capital al final de cada unidad de tiempo.

DEDUCCION DE LA FORMULA FUNDAMENTAL Y DERIVADAS
Sea ¢ el capital prestado a interés compuesto durante ¢ afos, siendo r el tanto por uno anual,

0 sea, lo que gana $1 al afo.

Cada peso gana r al afo; luego, en un afo se convierte en 1 +ry ¢ pesos se convertiran,

al cabo de un afio, en

c(1+n

Cada peso de este nuevo capital, en el segundo ario, se convierte en 1 + r; luego, los
¢(1+r) pesos, al final del segundo ano, se habran convertido en

c+n (1+n=c(+nr?

Aplicando a este nuevo capital la misma regla, tendremos que al final del 3* afio se habra

convertido en

c+nN’1+n=c(+n?
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Este nuevo capital, al final del 4° afio, se habra convertido en
cA+n*d+n=cd+n’
y asi sucesivamente; luego, al final de ¢ afos, el capital se habra convertido en
c(1+n
y designandolo por C, tendremos que
C=c(1+n'(1)

formula fundamental del interés compuesto.
Esta formula es calculable por logaritmos. Aplicando logaritmos, tenemos:

logC=1logc+tlog (1+7)

FORMULAS DERIVADAS

La ecuacion (1) nos da una relacion entre cuatro cantidades; conociendo tres de ellas, pode-
mos hallar la cuarta.

c

Despejando ¢ en (1), se tiene: c=
(1+1)

t
y aplicando logaritmos:

logc=1logC—-tlog (1+7)
t puede despejarse en esta ultima formula.

Pasando -t log (1 + r) al primer miembro y log ¢ al segundo, se tiene:
tlog (1+r)=logC-logc

logC —logc

y de aqui: = oo {1+ 1)

Para hallar r. En la formula (1), despejando (1 +r)', se tiene: ~ (1+7r)' =%
Extrayendo la raiz t: 1+7= ‘\/g

y aplicando logaritmos: log(1+r) = 'OgC;'OQC

Hallado el valor de 1 +r, se le resta 1y se tiene r.

1) ¢En cuénto se convertiran $5,800 al 5% anual de interés compuesto en 7 afios?
Hay que tener presente que r representa el tanto por 1, lo que gana $1 en la unidad de
tiempo.
Que el tanto por ciento es el 5 anual significa que $100 ganan $5 al afio, luego $1 ganara

5 _ "
$@—$0.05. Por tanto aqui:

¢ =5,800, r=0.05, t=7
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Sustituyendo estos valores en la formula C=c (1+r), se tiene:
C =5,800 (1 +0.05)
osea C=5,800 (1.05)"

Aplicando logaritmos: log C =log 5,800 + 7 (log 1.05)
=3.763428 + 7 (0.021189)
=3.763428 + 0.148323
=3.911751

Hallando el nimero a que corresponde este log se encuentra que es 8,161.148, o sea
8,161.15; luego el capital prestado se convertira en $8,161.15. R.

¢En cuénto se convertiran $918.54 al 4% anual de interés compuesto en 1 ario, capitali-
zando los intereses por trimestres?

Como los intereses se capitalizan, es decir, se suman al capital por trimestres, £ represen-
ta el nimero de trimestres que hay en 1 ano o sea 4.

Hallamos el tanto por 1 anual. Si $100 ganan $4 al ario, $1 ganara $0.04 al ario. Este tan-
to por 1 anual hay que hacerlo trimestral. Si $1 gana $0.04 al afio, en un trimestre ganara
$0.04 =+ 4 = $0.01, luego entonces tenemos:

c=918.54, t=4, r=0.01

Sustituyendo en la formula C=c (1+n), tendremos:
C=918.54 (1+0.01)
osea C=918.54(1.01)"
Aplicando logaritmos: log C =1log 918.54 + 4 (log 1.01)
=2.963098 + 4 (0.004321)
=2.963098 + 0.017284
=2.980382

Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 955.83.
Luego los $918.54 se convertiran en $955.83. R.

Una suma prestada al 3%% de interés compuesto durante 9 afos se convirtio en

3,254,600 sucres. ¢Cual fue la suma prestada?
Hallar c.

Aqui C =3,254,600; r=3.5+100=0.035 (=9, luego

_ 3,254,600
(1.035)°

Aplicando logaritmos: log ¢ =log 3,254,600 — 9 (log 1.035)

=6.512498 — 9(0.014940)
=6.378034

Hallando el antilogaritmo se encuentra que es igual a 2,388,001 sucres. Luego, la suma
prestada fue 2,388,001 sucres. R.
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4) ¢En cuantos anos una suma de 834 nuevos soles prestada al 8% anual de interés
compuesto se convertird en 1,323.46 nuevos soles?

La formula es
f= log C—logc

log(1+r)
Aqui C =1,323.46, ¢ =834, 1+r=1.08, luego

_ log 1323.46—log 834 _ 3.121711—2.921166
log 1.08 0.033424

_ 0200545 _ @ o
_01033424_6anos R.

5) Una suma de 700,000 bolivares prestada a interés compuesto durante 5 anos se
convirtio en 851,650 bolivares. ¢A qué porcentaje anual se presto?
La formula es

logC —logc

log(1+r)= .

Sustituyendo: log (1+r) = 29851650 . D

_ 9.930261 —5.845098
5

=0.017033

Hallando el antilogaritmo se encuentra que es: 1.04.
Luego 1 +r=1.04y por tanto r = 0.04. Si el tanto por 1 es 0.04 el % es 4. R.

523

1.

2.

3.

Una suma de $500 se impone al 6% de interés compuesto durante 3 afnos. ¢En cudnto se con-
vertira?

Se prestan 3,500 nuevos soles al 7% de interés compuesto durante 5 anos. ¢En cuanto se conver-
tira esa suma?

Un capital de 8,132,000 bolivares se impone al 9% durante 10 afos. ¢En cuéanto se convertird?

Hallar en cuanto se convertiran:
4.

$930 al 3%% anual en 7 afios.

5. $12,318 al 4%% anual en 6 afos.

6. 24,186,000 sucres al 51% anual en 7 afos.
1.
8
9

$54,293 al 3%% anual en 5 afos.

. ¢En cudnto se convertiran $800 al 3% anual, en 2 afios, capitalizando los intereses por semestres?
. ¢En cudnto se convertiran $900 al 4% anual en 1 afo, capitalizado los intereses por trimestres?
10.

Una suma prestada al 5% anual de interés compuesto se ha convertido en $972.60 en 4 afos.
¢Cudl fue la suma prestada?

w

Ejercicio
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11. Se presta cierta suma al 4%% anual y en 6 aros se convierte en $1,893.50. ¢Cudl fue la suma
prestada?

12. Una suma prestada al 8% anual de interés compuesto durante 7 arfios se ha convertido en 54,198.16
quetzales. ¢Cual fue la suma prestada?

13. Una suma de $600 prestada al 3% anual se ha convertido en $695.56. ¢Cuanto afios estuvo pres-
tada?

14. 121,500 colones se convierten en 170,961 al 5% anual de interés compuesto. ¢Cuantos arfios durd
la imposicion?

15. Una suma de 800 balboas prestada durante 4 afios a interés compuesto se ha convertido en
1,048.63 balboas. ¢A qué % anual se impuso?

16. ¢A qué % anual se impuso una suma de $6,354 que en 4 afos se ha convertido en $7,151.467

17. Hallar los intereses que han producido 900 lempiras colocados al 5% de interés compuesto durante
2 anos y 4 meses sabiendo que los intereses se han capitalizado por arios.

AMORTIZACION DE UNA DEUDA POR ANUALIDADES

Un capital ¢ se presta a interés compuesto, siendo r el tanto por 1, durante ¢ anos. El capital
prestado y sus intereses compuestos durante el tiempo que dura el préstamo deben amorti-
zarse mediante t pagos iguales, que se verifican al final de cada afio.

Se llama anualidad a la cantidad fija que hay que pagar al final de cada afo para amortizar
un capital prestado y sus intereses compuestos en cierto numero de afios.

DEDUCCION DE LA FORMULA APLICABLE

Sea ¢ un capital prestado a interés compuesto, a un tanto por uno r durante ¢ anos.
Este capital en ¢ afos se convertiraen ¢ (1 +7)"

Sea a la anualidad que tiene que pagar el deudor. La primera anualidad se paga al final
del primer afio; esta anualidad produce interés compuesto, a favor del deudor, al mismo tanto
por uno r que el capital prestado, durante ¢ — 1 afos; luego, se convertiraen a (1 + n'-t.

La segunda anualidad se paga al final del segundo ano y produce interés compuesto
durante t - 2 afos; luego, se convertiraen a (1+r)"2

La tercera anualidad, pagada al final del tercer afo, se convertiraen a (1 +r)'>.

Del propio modo, la cuarta, quinta, etc., anualidades se convierten en

t-4 5

a(l+n"~*a@d+n°..
La pendltima anualidad se convierteen a (1+r), v laltima anualidad, que se paga al

final del Ultimo afio, no produce ya interés a favor del deudor porque se paga al cumplirse los
t anos; luego, el valor de la ultima anualidad es a.
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La suma de los valores que adquieren las diversas anualidades junto con el valor a de la
(ltima anualidad debe ser igual al capital prestado con su interés compuesto; luego,

t-3

c+n'=a+a(l+n+..+a(l+n)3+a(d+n"2+a(d+n"’

El segundo miembro de esta igualdad es la suma de los términos de una progresion
geométrica cuya razon es (1 +r); luego, aplicando la formula S :”r'—_f , tendremos:

¢ a(l+r)t'd+r)-a
c(1+7r) = Wi

t
0 sea: C(1+f)[=w

Quitando denominador:  ¢r (1+r)'=a(1+n'-a

Sacando a factor coman: cr (1+r)'=a[(1 +r)-1]

cr(1+r)!

(1+r)t=1

y despejando a, queda: a=

que es la férmula de las anualidades.

en 15 anos. ¢Qué anualidad debera pagar?
Aqui, ¢ = 500,000, r=0.04, t = 15, luego sustituyendo en la formula anterior tenemos:

15
4 500,000x0.?;1x(1.04) )
(1.04)"% —1

sotros vamos a calcularlo por logaritmos.

Tendremos: log (1.04)" =15 (log 1.04) = 15 (0.017033) = 0.255495

Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 1.8009, luego (1.04)"® = 1.8009.

500,000 x 0.04 % 1.8009
1.8009 -1

_ 900,000 0.04x1.8009
0.8009

Sustituyendo este valor en (1), tenemos: a=

0 sea d

Aplicando logaritmos:

log a =log 500,000 + log 0.04 + log 1.8009 + colog 0.8009
=5.698970 + 2.602060 + 0.255495 + 0.096422
=4.652947

Hallando el antilogaritmo se encuentra que a = $44,972.47. R.

1) Una ciudad toma un empréstito de $500,000 al 4% interés compuesto para amortizarlo

Hallemos el valor de (1.04)". Una tabla de interés compuesto nos lo da enseguida. No-

525




526 BALDOR ALGEBRA

w

1. ¢Qué anualidad hay que pagar para amortizar una deuda de $40,000 al 5% en 10 afios?

2. Se ha tomado a préstamo una suma de 85,000 nuevos soles al 3%. ¢Qué anualidad habréa que pagar
para amortizar la deuda en 12 afios?

3. Una ciudad toma un empréstito de $600,000 al 5%. ¢Qué anualidad deberéa pagar para amortizar la
deuda en 20 afios?

4. Para amortizar un empréstito de 5,000,000 bs. al 6% en 30 afios, ¢qué anualidad hay que pagar?

Ejercicio

Resuelva los siguientes problemas aplicando la tabla de interés compuesto decreciente que aparece
en las paginas 532-533. Compruébelos usando la formula de la anualidad. @

5. Una deuda de 3,000,000 bs. al 6% de interés, se debe pagar en 5 afos. ¢Cudl serd el importe de la
anualidad?

6. Se constituye una hipoteca sobre un bien inmueble por la cantidad de 12,000,000 bs. al 7% de
interés, pagadera en 12 afios. Determinar la anualidad a pagar.

7. Una industria tiene necesidad de comprar equipos para incrementar su produccion, pero no tiene
efectivo suficiente para su adquisicion. La gerencia decide solicitar un préstamo bancario por la suma
de 350,000,000 sucres al 4%% de interés, por 3 anos. ¢Qué anualidad le corresponde pagar?

8. Una compania exportadora de nitratos necesita ampliar su negocio, y toma una hipoteca sobre la
propiedad por 425,000 nuevos soles al 6% de interés, debiendo amortizarla en 10 afos. ¢Cudl sera
la anualidad que debe pagar?

9. Una compariia vendedora de bienes inmuebles a plazos vende al Sr. José Antonio Arraiz una casa
por la cantidad de 90,750,000 bolivares, al 5% de interés, amortizable en 25 anos. ¢Qué anualidad
deberd abonar?

10. La misma compariia vende al Sr. Simon Irrigorri una casa a plazos con un valor de 73,550,000
bolivares, al 5%% de interés, que debera amortizar en 30 anos. ¢A cuanto ascendera la anualidad
a pagar?

11. Un hombre de negocios invierte 473,000,000 sucres en un préstamo hipotecario al 3%% de inte-
rés por 9 anos. ¢Qué anualidad se le debe pagar?

12. Se constituye una hipoteca por la cantidad de 45,800 nuevos soles al 4% de interés, liquidable en
30 anos. ¢Cudl sera la anualidad a pagar?

FORMACION DE UN CAPITAL MEDIANTE IMPOSICIONES SUCESIVAS IGUALES

Se trata de constituir un capital ¢ en cierto nimero de afos imponiendo al principio de cada
ano una cantidad fija a interés compuesto.

) En algunos de los problemas puede haber una diferencia de centavos, cuya importancia es nula; esta diferencia la
motivan los decimales usados en los célculos.
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DEDUCCION DE LA FORMULA DE LAS IMPOSICIONES
Sea ¢ el capital que se quiere constituir en t anos. Sea / la imposicion anual fija que hay que
hacer al principio de cada uno de los  afos, a un tanto por uno r, para constituir el capital.

La primera imposicion, hecha al principio del primer afo, produce interés compuesto
durante f afos; luego, se convertira en

i(+n)

La segunda imposicion, hecha al principio del 20. afo, produce interés compuesto duran-
te £ — 1 anos; luego, se convertira en

i(1+nt"
Del propio modo, la tercera, cuarta, etc., imposiciones se convertiran en
FA+n"2i(1+n"3...
y la tltima, hecha al principio del Gltimo afo, se convierte en
i(1+n

La suma de los valores de todas las imposiciones al cabo de f afos tiene que ser igual al
capital que se quiere constituir; luego, tendremos:

C=i(1+N+..+i(1+n)"2+i(1+n""+i(1+0)

El segundo miembro de esta igualdad es la suma de los términos de una progresion
geomeétrica cuya razon es 1 + r; luego, aplicando la formula

§=Y""2 tanemos: C=i(1+r)‘(1+r)—/’(1+r)
r-1’ ' (1+r)-1

Simplificado; ¢ = /(11 '=i(1+0)

;
Quitando denominadores: cr=i(1+nN""=i(1+n
Sacando / factor comdn en el segundo miembro, tenemos:

cr=i[(1+n""=(1+n]

Despejando /, se tiene:

cr

que es la férmula de las imposiciones.
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1) ¢Qué imposicion anual al 5% habra que hacer para constituir en 20 anos un capital de
$80,000?
Aqui ¢ = 80,000, r=0.05, =20, luego sustituyendo en la formula, tenemos:

- 80,000x0.05 1
- 21 (1)
(1.05)<"—1.05

Hallemos el valor de (1.05)*'. Tendremos:
log (1.05)2' = 21 (log 1.05) = 21 (0.021189) = 0.444969
Hallando el antilogaritmo se encuentra que (1.05)*' = 2.7859.

Entonces, sustituyendo en (1) este valor:

j — 80000x0.05
"~ 2.7859-1.05

. 80,000 0.05
0 5ed I= 1.7359

Aplicando logaritmos:
log / = log 80,000 + log 0.05 + colog 1.7359

=4.903090 + 2.698970 + 1.760476
= 3.362536

Hallando el antilogaritmo se encuentra que j = $2,304.28 R.

. ¢Qué imposicion anual al 6% habra que hacer para tener en 9 afios $30,0007?

2. Para constituir un capital de 90,000,000 sucres en 20 afos, équé imposicion anual al 4% habra que
hacer?

3. Se ha constituido un capital de $200,000 en 40 afios mediante imposiciones anuales fijas al 5%.
&Cual ha sido la imposicion anual?

4. Un padre de familia quiere que cuando su hijo cumpla 25 anos tenga constituido un capital de

$40,000. ¢Qué imposicion anual al 6%, a partir del nacimiento del hijo, debera hacer para constituir

dicho capital?

Ejercicio




APENDICE

|. Tabla de interés compuesto 530 — 531
[I. Tabla de interés compuesto decreciente 532 - 533
[ll. Cuadro de las formas basicas de
descomposicion factorial 534 — 535
IV. Tabla de potencias y raices 536

Hemos incluido en este apéndice tres tablas y un cuadro que han de ser manejados
continuamente por los estudiantes.

Al resolver los problemas de interés compuesto suelen presentarse operaciones en
las cuales debemos conocer el valor adquirido por $1 a interés compuesto, al cabo
de un numero determinado de arios. En la Tabla | el estudiante encontrara este valor
hasta los 30 anos, cuando el interés es creciente.

Si se trata de problemas en los cuales se aplica el interés decreciente, la Tabla Il es
un auxiliar poderoso.

Nuestra experiencia profesoral nos ha puesto de manifiesto las multiples dificultades
que se les presentan a los alumnos para comprender y dominar la descomposicion
en factores. Por esto hemos incluido un Cuadro que resume las formas bésicas de
la descomposicion factorial, mediante el cual el alumno pueda visualizar y recordar
facilmente los casos de factorizacion.

Muy a menudo en las operaciones algebraicas se nos presentan casos en los cua-
les tenemos que aplicar inevitablemente potencias, raices y también el inverso de
un namero determinado. Es por ello que creemos de gran utilidad la Tabla IV, pues
contiene el cuadrado, la raiz cuadrada, el cubo, |a raiz cubica y el inverso de los cien
primeros nUmeros.




530 BALDOR ALGEBRA

I. TABLA DE

Valor adquirido por $1 a interés compuesto

ANOS Y2 % 1% 1% % 2% 22 % 3 % 32 % 4%

1.005000 |1.010000 |1.015000 | 1.020000 | 1.025000 | 1.030000 | 1.035000 {1.040000
1.010025 |1.020100 |1.030225 | 1.040400 | 1.050625 | 1.060900 | 1.071225 {1.081600
1.015075 |1.030301 |1.045678 | 1.061208 | 1.076891 | 1.092727 | 1.108718 |1.124864
1.020151 | 1.040604 |1.061364 | 1.082432 | 1.103813 | 1.125509 | 1.147523 |1.169859
1.025251 [ 1.051010 |1.077284 | 1.104081 | 1.131408 | 1.159274 | 1.187686 |1.216653

(& N R S

1.030378 |1.061520 |1.093443 | 1.126162 | 1.159693 | 1.194052 | 1.229255 |1.265319
1.035529 |1.072135 |1.109845 | 1.148686 | 1.188686 | 1.229874 | 1.272279 |1.315932
1.040707 |1.082857 |1.126493 | 1.171659 | 1.218403 | 1.266770 | 1.316809 |1.368569
1.045911 | 1.093685 |1.143390 | 1.195093 | 1.248863 | 1.304773 | 1.362897 |1.423312
1.051140 | 1.104622 |1.160541 | 1.218994 | 1.280085 | 1.343916 | 1.410599 |1.480244

O O o N o>

1

11 1.056396 |1.115668 |1.177949 | 1.243374 | 1.312087 | 1.384234 | 1.459970 [1.539454
12 1.061678 | 1.126825 |1.195618 | 1.268242 | 1.344889 | 1.455761 | 1.511069 [1.601032
13 1.066986 |1.138093 |1.213552 | 1.293607 | 1.378511 | 1.468534 | 1.563956 |1.665074
14 1.072321 [ 1.149474 |1.231756 | 1.319479 | 1.412974 | 1.512590 | 1.618695 [1.731676
15 1.077683 | 1.160969 |1.250232 | 1.345868 | 1.448298 | 1.557967 | 1.675349 [1.800944

16 1.083071 | 1.172579 |1.268986 | 1.372786 | 1.484506 | 1.604706 | 1.733986 [1.872981
17 1.088487 |1.184304 |1.288020 | 1.400241 | 1.521618 | 1.652848 | 1.794676 [1.947901
18 1.093929 |1.196147 |1.307341 | 1.428246 | 1.559659 | 1.702433 | 1.857489 |2.025817
19 1.099399 |1.208109 |1.326951 | 1.456811 | 1.598650 | 1.753506 | 1.922501 [2.106849
20 1.104896 |1.220190 |1.346855 | 1.485947 | 1.638616 | 1.806111 | 1.989789 [2.191123

21 1.110420 |1.232392 |1.367058 | 1.515666 | 1.679582 | 1.860295 | 2.059431 |2.278768
22 1.115972 | 1.244716 |1.387564 | 1.545980 | 1.721571 | 1.916103 | 2.131512 |2.369919
23 1.121552 | 1.257163 |1.408377 | 1.576899 | 1.764611 | 1.973587 | 2.206114 |2.464716
24 1.127160 |1.269735 |1.429503 | 1.608437 | 1.808726 | 2.032794 | 2.283328 |2.563304
25 1.132796 |1.282432 |1.450945 | 1.640606 | 1.853944 | 2.093778 | 2.363245 |2.665836

26 1.138460 |1.295256 |1.472710 | 1.673418 | 1.900293 | 2.156591 | 2.445959 |2.772470
27 1.144152 | 1.308209 | 1.494800 | 1.706886 | 1.947800 | 2.221289 | 2.531567 |2.883369
28 1.149873 [ 1.321291 |1.517222 | 1.741024 | 1.996495 | 2.287928 | 2.620172 |2.998703
29 1.155622 |1.334504 |1.539981 | 1.775845 | 2.046407 | 2.356566 | 2.711878 [3.118651
30 1.161400 |1.347849 |1.563080 | 1.811362 | 2.097568 | 2.427262 | 2.806794 |3.243398




APENDICE

INTERES COMPUESTO

de 1 a 30 aios, o sea, valor de (1 + r)’

42 %

5%

52 %

6 %

7%

8%

9 %

10 %

1.045000
1.092025
1.141166
1.192519
1.246182

1.302260
1.360862
1.422101
1.486095
1.552969

1.622853
1.695881
1.772196
1.851945
1.935282

2.022370
2113377
2.208479
2.307860
2.411714

2.520241
2.633652
2.752166
2.876014
3.005434

3.140679
3.282010
3.429700
3.584036
3.745318

1.050000
1.102500
1.157625
1.215506
1.276282

1.340096
1.407100
1.477455
1.551328
1.628895

1.710339
1.795856
1.885649
1.979932
2.078928

2.182875
2.292018
2.406619
2.526950
2.653298

2.785963
2.925261
3.071524
3.225100
3.386355

3.555673
3.733456
3.920129
4.116136
4.321942

1.055000
1.113025
1.174241
1.238825
1.306960

1.378843
1.454679
1.534687
1.619094
1.708144

1.802092
1.901207
2.005774
2.116091
2.232476

2.355263
2.484802
2.621466
2.765647
2917757

3.078234
3.247537
3.426152
3.614590
3.813392

4.023129
4.244401
4.477843
4.724124
4.983951

1.060000
1.123600
1.191016
1.262477
1.338226

1.418519
1.503630
1.593848
1.689479
1.790848

1.898299
2.012196
2.132928
2.260904
2.396558

2.540352
2.692773
2.854339
3.025600
3.207135

3.399564
3.603537
3.819750
4.048935
4.291871

4.549383
4.822346
5.111687
5.418388
5.743491

1.070000
1.144900
1.225043
1.310796
1.402552

1.500730
1.605781
1.718186
1.838459
1.967151

2.104852
2.252192
2.409845
2.578534
2.759032

2.952164
3.158815
3.379932
3.616528
3.869684

4.140562
4.430402
4.740530
5.072367
5.427433

5.807353
6.213868
6.648838
7.114257
7.612255

1.080000
1.166400
1.259712
1.360489
1.469328

1.586874
1.713824
1.850930
1.999006
2.158925

2.331639
2.518170
2.719624
2.937194
3.172169

3.425943
3.700018
3.996020
4.315701
4.660957

5.033834
5.436540
5.871464
6.341181
6.848475

7.396353
7.988061
8.627106
9.317275
10.062657

1.090000
1.188100
1.295029
1.411582
1.538624

1.677100
1.828039
1.992563
2.171893
2.367364

2.580426
2.812665
3.065805
3.341727
3.642482

3.970306
4.327633
4717120
5.141661
5.604411

6.108808
6.658600
7.257874
7.911083
8.623081

9.399158
10.245082
11.167140
12172182
13.267678

1.100000
1.210000
1.331000
1.464100
1.610510

1.771561
1.948717
2.743589
2.357948
2.593742

2.853117
3.138428
3.452271
3.797498
4177248

4.594973
5.054470
5.559917
6.115909
6.727500

7.400250
8.140275
8.954302
9.849733
10.834706

11.918177
13.109994
14.420994
15.863093
17.449402
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532 BALDOR ALGEBRA

Il. TABLA DE INTERES

Anualidad cuyo valor actual es $1

ANOS | %% 1% 12 % 2% 22 % 3 % 32 % 4%

1.005000 | 1.010000 | 1.015000 |1.020000 |1.025000 |1.030000 |1.035000 | 1.040000
0.503753 | 0.507512 | 0.511278 | 0.515050 |0.518827 |0.522611 |0.526400 | 0.530196
0.336672 | 0.340022 | 0.343383 |0.346755 |0.350137 |0.353530 |0.356934 | 0.360349
0.253133 | 0.256281 | 0.259445 |0.262624 |0.265818 | 0.269027 |0.272251|0.275490
0.203010 | 0.206040 | 0.209089 |0.212158 |0.215247 |0.218355 |0.221481 | 0.224627

OB w N =

0.169595 | 0.172548 | 0.175525 |0.178526 |0.181550 | 0.184598 |0.187668 | 0.190762
0.145729 | 0.148628 | 0.151556 |0.154512 [0.157495 | 0.160506 |0.163544 |0.166610
0.127829 | 0.130690 | 0.133584 |0.136510 |0.139467 |0.142456 |0.145477 | 0.148528
0.113907 | 0.116740 | 0.119610 |0.122515 |0.125457 | 0.128434 |0.131446 | 0.134493
0.102771 | 0.105582 | 0.108434 |0.111327 |0.114259 |0.117231 | 0.120241 | 0.123291

O ©O© 0 N O»®

1

11 0.093659 | 0.096454 | 0.099294 |0.102178 [0.105106 | 0.108077 |0.111092 | 0.114149
12 0.086066 | 0.088849 | 0.091680 |0.094560 |0.097487 |0.100462 |0.103484 | 0.106552
13 0.079642 | 0.082415 | 0.085240 |0.088118 [0.091048 | 0.094030 |0.097062 | 0.100144
14 0.074136 | 0.076901 | 0.079723 |0.082602 |0.085537 |0.088526 |0.091571 | 0.094669
15 0.069364 | 0.072124 | 0.074944 |0.077825 |0.080766 |0.083767 |0.086825 |0.089941

16 0.065189 | 0.067945 | 0.070765 |0.073650 |0.076599 |0.079611 |0.082685 | 0.085820
17 0.061506 | 0.064258 | 0.067080 |0.069970 |0.072928 |0.075953 |0.079043 | 0.082199
18 0.058232 | 0.060982 | 0.063806 |0.066702 |0.069670 |0.072709 |0.075817 | 0.078993
19 0.055303 | 0.058052 | 0.060878 |0.063782 |0.066761 |0.069814 |0.072940 | 0.076139
20 0.052666 | 0.055415 | 0.058246 |0.061157 |0.064147 |0.067216 |0.070361 | 0.073582

21 0.050282 | 0.053031 | 0.055866 |0.058785 |0.061787 |0.064872 |0.068037 | 0.071280
22 0.048114 | 0.050864 | 0.053703 |0.056631 |0.059647 |0.062747 |0.065932 |0.069199
23 0.046135 | 0.048886 | 0.051731 |0.054668 |0.057696 |0.060814 |0.064019|0.067309
24 0.044321 | 0.047073 | 0.049924 |0.052871 [0.055913 | 0.059047 |0.062273 | 0.065587
25 0.042652 | 0.045407 | 0.048263 |0.051220 |0.054276 |0.057428 |0.060674 | 0.064012

26 0.041112 | 0.043869 | 0.046732 |0.049699 |0.052769 |0.055938 |0.059205 | 0.062567
27 0.039686 | 0.042446 | 0.045315 |0.048293 |0.051377 |0.054564 |0.057852 | 0.061239
28 0.038362 | 0.041124 | 0.044001 |0.046990 |0.050088 |0.053293 |0.056603 | 0.060013
29 0.037129 | 0.039895 | 0.042779 |0.045778 |0.048891 | 0.052115 |0.055445 | 0.058880
30 0.035979 | 0.038748 | 0.041639 | 0.044650 |0.047778 |0.051019 |0.054371|0.057830




APENDICE

COMPUESTO DECRECIENTE

a interés compuesto de 1 a 30 afos

42 %

5 %

5% %

6 %

7%

8 %

9 %

10 %

1.045000
0.533998
0.363773
0.278744
0.227792

0.193878
0.169701
0.151610
0.137574
0.126379

0.117248
0.109666
0.103275
0.097820
0.093114

0.089015
0.085418
0.082237
0.079407
0.076876

0.074601
0.072547
0.070682
0.068987
0.067439

0.066021
0.064719
0.063521
0.062415
0.061392

1.050000
0.537805
0.367209
0.282012
0.230975

0.197017
0.172820
0.154722
0.140690
0.129505

0.120389
0.112825
0.106456
0.101024
0.096342

0.092270
0.088699
0.085546
0.082745
0.080243

0.077996
0.075971
0.074137
0.072471
0.070952

0.069564
0.068292
0.067123
0.066046
0.065051

1.055000
0.541618
0.370654
0.285294
0.234176

0.200179
0.175964
0.157864
0.143839
0.132668

0.123571
0.116029
0.109684
0.104279
0.099626

0.095583
0.092042
0.088920
0.086150
0.083679

0.081465
0.079471
0.077670
0.076036
0.074549

0.073193
0.071952
0.070814
0.069769
0.068805

1.060000
0.545437
0.374110
0.288591
0.237396

0.203363
0.179135
0.161036
0.147022
0.135868

0.126793
0.119277
0.112960
0.107585
0.102963

0.098952
0.095445
0.092357
0.089621
0.087185

0.085005
0.083046
0.081278
0.079679
0.078227

0.076904
0.075697
0.074593
0.073580
0.072649

1.070000
0.553092
0.381052
0.295228
0.243891

0.209796
0.185553
0.167468
0.153486
0.142378

0.133357
0.125902
0.119651
0.114345
0.109795

0.105858
0.102425
0.099413
0.096753
0.094393

0.092289
0.090406
0.088714
0.087189
0.085811

0.084561
0.083426
0.082392
0.081449
0.080586

1.080000
0.560769
0.388034
0.301921
0.250456

0.216315
0.192072
0.174015
0.160080
0.149029

0.140076
0.132695
0.126522
0.121297
0.116830

0.112977
0.109629
0.106702
0.104128
0.101852

0.099832
0.098032
0.096422
0.094978
0.093679

0.092507
0.091448
0.090489
0.089619
0.088827

1.090000
0.568469
0.395055
0.308669
0.257092

0.222920
0.198691
0.180674
0.166799
0.155820

0.146947
0.139651
0.133567
0.128433
0.124059

0.120300
0.117046
0.114212
0.111730
0.109546

0.107617
0.105905
0.104382
0.103023
0.101806

0.100715
0.099735
0.098852
0.098056
0.097336

1.100000
0.576190
0.402115
0.315471
0.263797

0.229607
0.205406
0.187444
0.173641
0.162745

0.153963
0.146763
0.140779
0.135746
0.131474

0.127817
0.124664
0.121930
0.119547
0.117460

0.115624
0.114005
0.112572
0.111300
0.110168

0.109159
0.108258
0.107451
0.106728
0.106079
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BALDOR ALGEBRA

ll. CUADRO DE LAS FORMAS BASICAS

FORMAS SIEMPRE FACTORIZABLES

BINOMIOS
DIFERENCIA DE CUADRADOS
a?-b*=(@+b)a-b)
16x% — 25y* = (4x + 5y%)(4x — 5y?)
4x 5y
SUMA 0 DIFERENCIA DE CUBOS
a+b=(@a+b)@ —ab+b?
a®—b*=(@a-b)@ +ab+b?
273° + b° = (3a + b)[(3a)? — 3a(b?) + (b2)?] = (3a + b?)(9a? — 3ab? + b)
@-8=@-2)[a*+2@) +2|=@-2)@ +2a+4)
SUMA 0 DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IMPARES IGUALES
m® +n° = (m+ n)(m* —m*n + m*n* — mn® + n*)
a—-b°=(@a-b)@ +ab+ab*+ab®+b"
TRINOMIOS
TRINOMIO CUADRADO PERFECTO
m*+2m+1=m+1)m+1)=m+1)°
m 1
POLINOMIOS
FACTOR COMUN
Xx@+b)+m(@+b)
x(a+b):X y m(@+b) _
(@a+b) (@+h)
Xx@+hb)+m(@+b)=(a+b)x+m)

( NOTA PARA EL ESTUDIANTE

La descomposicion factorial es de suma importancia en el estudio del Algebra. Generalmente, la factorizacion
€S un paso previo para cualquier operacion algebraica, y su domino requiere mucha préctica. Conocer las
formas basicas y las formas derivadas de éstas es indispensable para saber descomponer cualquier expre-
sion algebraica. Queremos recordar que una expresion cualquiera puede pertenecer a varias formas basicas
ala vez, o no pertenecer a ninguna de ellas. Por otra parte, si pertenece a algunas de estas formas no quiere
decir que sea descomponible, salvo naturalmente, que pertenezca a una de las cuatro formas que siempre
son factorizables. Recomendamos al estudiante que al descomponer en factores una expresion algebraica,
siga los siguientes pasos: 1) Observe si hay factor comin; 2) ordene la expresion; 3) averigiie si la expresion
dada pertenece a alguna de las formas que siempre se puede descomponer; 4) si pertenece a formas que no
siempre son descomponibles, averigiie si cumple las condiciones necesarias para que lo sea; 5) al verificar
una descomposicion, observe si los factores hallados son factorizables a su vez, es decir, si son primos o
no. Recuerde que muchas expresiones se pueden descomponer de distintas maneras, pero siempre se llega
a un mismo resultado.

J




APENDICE

DE DESCOMPOSICION FACTORIAL

FORMAS NO SIEMPRE FACTORIZABLES

BINOMIOS
SUMA DE DOS C UADRADOS
a*+ 4p’ at +4b*
+ 4a%h? — 4a%h?
a' +4a%h% + 4b* — 4a%h? = (a +4a’h® + 4b*) — 4a’b?
= (@ + 207 - 4D’
= (& + 20° + 2ab) @ + 20°  2ab)
— (% + 2ab + 2b%)(a? — 2ab + 2b?)
TRINOMIOS
TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION O SUSTRACCION
x x4yt X x4yt

+ Xy _ Xzyz

X+ 22Xy yt — (x + 2%+ yY)
(factorizando el trinomio cuadrado perfecto (X + Y32 —x¥y?
(x?
(x?

2

2

(factorizando la diferencia de cuadrados) = X + Y2+ X)) (X% + Y2 = xy)
(ordenando) = (X + Xy + y2) (x> — xy + y?)
TRINOMIO DE LA FORMA x? + bx + ¢

X2 +5x+6 X++6=( ) )
X+ +6=(x + )x + )
X+5X+6=(x + 2)(x + 3)

TRINOMIO DE LA FORMA ax? + bx + ¢

6x* —Tx -3 36— 6(7X) - 18 (1)
(6x2-7(6x) 18 (2)
OO ox-3)3x+1) (@)
Bx2— Tx— 3= (2 — 3)(3x+ 1)

(6x - gza(ex +2) @)

POLINOMIOS
POLINOMIO ENTERO Y RACIONAL EN X (EVALUACI()N)
Xr2x2-x-2

Coeficientes del polinomio 1 +2 -1 -2 |+1x =1
1x1=+1 3x1=+3 2x1=42
Coeficientes del cociente 1 +3 +2 0|

X420 —x—2=x-1)(*+3x+2)
(factorizando el trinomio) = (X — 1) (X + 1) (x + 2)
POLINOMIO DE CUATRO 0 MAS TERMINOS (AGRUPACION)

ax +bx +ay + by ax + bx +ay + by = (ax + bx) + (ay + by)
=x(@+b)+y@+hb)
=@+b)x+y)
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BALDOR ALGEBRA

IV. TABLA DE POTENCIAS Y RAICES

No. | (No.)? E/N_o. (No.)? 3/NT). Inverso No. | (No.)? %/ﬁ (No.)* | ¥No. Inverso
1 1] 1.000 11 1.000 {1.000000000f§ 51| 2,601| 7.141 | 132,651 | 3.708 |.019607843
2 4 11.414 81 1.260 | .500000000§ 52| 2,704 | 7.211 | 140,608 | 3.733 |.019230769
3 9 |1.732 27 | 1.442 | .333333333) 53| 2,809 | 7.280 | 148,877 | 3.756 |.018867925
4 16 | 2.000 64 | 1.587 | .250000000) 54| 2,916 | 7.348 | 157,464 | 3.780 |.018518519
5) 25 | 2.236 125 | 1.710 | .200000000§ 55| 3,025| 7.416 | 166,375 | 3.803 |[.018181818
6 36 | 2.449 216 | 1.817 | .166666667 | 56 | 3,136 | 7.483 | 175,616 | 3.826 |.017857143
7 49 | 2.646 343 | 1.913 | .142857143 57| 3,249 | 7.550 | 185,193 | 3.849 |.017543860
8 64 | 2.828 512 | 2.000 | .125000000§ 58| 3,364 | 7.616 | 195,112 | 3.871 |.017241379
9 81 | 3.000 7291 2.080 | 111111111} 59| 3,481 | 7.681 | 205,379 | 3.893 |.016949153
10 100 | 3.162 1,000 | 2.154 | .100000000§ 60| 3,600 | 7.746 | 216,000 | 3.915 |.016666667
11 121 | 3.317 1,331 | 2.224 | .090909091§ 61| 3,721 | 7.810 | 226,981 | 3.936 |.016393443
12 144 | 3.464 1,728 | 2.289 | .083333333| 62| 3,844 | 7.874 | 238,328 | 3.958 |.016129032
13 169 | 3.606 2,197 | 2.351 | .076923077) 63| 3,969 | 7.937 | 250,047 | 3.979 |.015873016
14 196 | 3.742 2,744 | 2.410 | .071428571) 64| 4,096 | 8.000 | 262,144 | 4.000 |.015625000
15 225 | 3.873 3,375 | 2.466 | .066666667 | 65| 4,225| 8.062 | 274,625 | 4.021 |.015384615
16 256 | 4.000 4,096 | 2.520 | .062500000) 66| 4,356 | 8.124 | 287,496 | 4.041 |.015151515
17 289 | 4.123 4,913 | 2.571 | .058823529 | 67| 4,489 | 8.185 | 300,763 | 4.062 |.014925373
18 324 | 4.243 5,832 | 2.621 | .055555556 ) 68| 4,624 | 8.246 | 314,432 | 4.082 |.014705882
19 361 | 4.359 6,859 | 2.668 | .052631579) 69| 4,761 | 8.307 | 328,509 | 4.102 |.014492754
20 400 | 4.472 8,000 | 2.714 | .050000000§ 70| 4,900| 8.367 | 343,000 | 4.121 |.014285714
21 441 | 4.583 9,261 | 2.759 | .047619048 ) 71| 5,041 | 8.426 | 357,911 | 4.141 |.014084507
22 484 | 4.690 | 10,648 | 2.802 | .045454545) 72| 5,184 | 8.485 | 373,248 | 4.160 |.013888889
23 529 | 4.796 | 12,167 | 2.844 | .043478261) 73| 5,329 | 8.544 | 389,017 | 4.179 |.013698630
24 576 | 4.899 | 13,824 | 2.884 | .041666667 | 74| 5476 | 8.602 | 405,224 | 4.198 |.013513514
25 625 | 5.000 | 15,625 | 2.924 | .040000000) 75| 5,625 | 8.660 | 421,875 | 4.217 |.013333333
26 676 | 5.099 | 17,576 | 2.962 | .038461538 76| 5,776 | 8.718 | 438,976 | 4.236 |.013157895
27 729 | 5.196 | 19,683 | 3.000 | .037037037 ) 77| 5929 | 8.775 | 456,533 | 4.254 |.012987013
28 784 | 5.291 | 21,952 | 3.037 | .035714286 78| 6,084 | 8.832 | 474,552 | 4.273 |.012820513
29 841 | 5.385 | 24,389 | 3.072 | .034482759 ) 79| 6,241 | 8.888 | 493,039 | 4.291 |.012658228
30 900 | 5.477 | 27,000 | 3.107 | .033333333 | 80| 6,400 | 8.944 | 512,000 | 4.309 |.012500000
31 961 | 5.568 | 29,791 | 3.141 | .032258065] 81| 6,561 | 9.000 | 531,441 | 4.327 |.012345679
32 | 1,024 | 5.657 | 32,768 | 3.175 | .031250000) 82| 6,724 | 9.055 | 551,368 | 4.344 |.012195122
33 | 1,089 | 5.745| 35,937 | 3.208 | .030303030) 83| 6,889 | 9.110 | 571,787 | 4.362 |.012048193
34 | 1,156 | 5.831| 39,304 | 3.240 | .029411765) 84| 7,056 | 9.165 | 592,704 | 4.380 |.011904762
35 [ 1,225 | 5.916 | 42,875 | 3.271 | .028571429) 85| 7,225 | 9.220 | 614,125 | 4.397 |.011764706
36 | 1,296 | 6.000 | 46,656 | 3.302 | .027777778) 86| 7,396 | 9.274 | 636,056 | 4.414 |.011627907
37 11,369 | 6.083 | 50,653 | 3.332 | .027027027 ) 87| 7,569 | 9.327 | 658,503 | 4.431 |.011494253
38 | 1,444 | 6.164 | 54,872 | 3.362 | .026315789) 88| 7,744 | 9.381 | 681,472 | 4.448 |.011363636
39 | 1,521 | 6.245| 59,319 | 3.391 | .025641026) 89| 7,921 | 9.434 | 704,969 | 4.465 |.011235955
40 | 1,600 | 6.325 | 64,000 | 3.420 | .0250000004 90| 8,100 | 9.487 | 729,000 | 4.481 |.011111111
41 | 1,681 | 6.403 | 68,921 | 3.448 | .024390244) 91| 8,281 | 9.539 | 753,571 | 4.498 |.010989011
42 | 1,764 | 6.481 | 74,088 | 3.476 | .023809524 ) 92| 8,464 | 9.592 | 778,688 | 4.514 |.010869565
43 | 1,849 | 6.557 | 79,507 | 3.503 | .023255814 ) 93| 8,649 | 9.644 | 804,357 | 4.531 |.010752688
44 1,936 | 6.633 | 85,184 | 3.530 | .022727273 ) 94| 8,836 | 9.695 | 830,584 | 4.547 |.010638298
45 | 2,025 | 6.708 | 91,125 | 3.557 | .022222222 ) 95| 9,025 | 9.747 | 857,375 | 4.563 |.010526316
46 | 2,116 | 6.782 | 97,336 | 3.583 | .021739130) 96| 9,216 | 9.798 | 884,736 | 4.579 |.010416667
47 | 2,209 | 6.856 | 103,823 | 3.609 | .021276596 | 97| 9,409 | 9.849 | 912,673 | 4.595 |.010309278
48 | 2,304 | 6.928 110,592 | 3.634 | .020833333 ) 98| 9,604 | 9.899 | 941,192 | 4.610 |.010204082
49 | 2,401 | 7.000 (117,649 | 3.659 | .020408163 ) 99| 9,801 | 9.950 | 970,299 | 4.626 |.010101010
50 | 2,500 | 7.071|125,000 | 3.684 | .020000000 § 100 {10,000 |10.000 |1,000,000 | 4.642 |.010000000




RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DEL TEXTO

m 1. +260,000 bolivares. 2. —3,450,000 sucres. 3. +$67. 4. +437 nuevos
soles. 5. —$30. 6. —$9. 7. -7,000 colones. 8. 0.

IEEEEW) 1. 37, 2 -1°. 3.18°. 4. 13°. 5 —6°. 6. —4°,0°,+12°. 7. -5,

—7°,—4°,42°. 8. —49°. 9. Long. —66°;lat. —=20°.  10. Long. +21°; lat. +61°. 11. +60 aros.

IEE2EZEW 1. +32m;—16m. 2. +10m;—4m. 3. -35m. 4. —66m. 5. —48m;+54m.
6. Corredor +800 m; yo—-1,200m. 7. +12p;-28 pies. 8. +3m. 9. -17m. 10. —12m.
11. +17m. 12, -4m. 13. +42m; +12m; -18 m,-48 m.  14. —60 km; 0; +60 km; +120 km.

1.3x. 2.17a. 3.20b. 4. —6b. 5. -9m. 6. —16m. 7. 9a* 8. 14a**".

_Amr 1 _Jax-2 7 1 . _23.2 15
9. —6m**'.  10. —4a*~°. 11. a. 12 10azb. 13. LA 14. —xy. 15. 24azb. 16. gd-

17. 23a.  18. 36x. 19. —24m. 20. -5a%h. 21. 12&". 22. —13a**'. 23. %a. 24. —%x.

25. 3ax. 26. —-3la%x . 27. 39a. 28. 14m**'. 29. —38x%. 30. —23a". 31. 195, 32, Za&x

2 12 8 2
33. 2.6 m. 34. —%ab. 35. —%xsy. 36. 39ab’. 37. —20m. 38. —19x"*". 39, %a. 40. —%.

1.2a 2. -2a. 3 —6ab. 4. 6ab. 5 0. 6. 0. 7. 18y. 8 7xy.
9. —11x%. 10. 5m’n. 11, 25xy. 12. —26a°%% 13. 0. 14. 0. 15. 0. 16. 17mn.

17. 97ab. 18. —6x. 19. 0. 20. —1a. 21. 13, 22. Sg%. 23 lx%. 24. _Tam.
97ab. 18. -6 9.0 0 42 22 12ab 314xy gdm

25. —%am. 26. —%mn. 27. —%a-’-b. 28. —2.2a'0°. 29. 2.2yz. 30. 2a". 31. 0.

32. -7m*~'. 33.0. 34. %am‘z. 35. %am*‘. 36. gaz. 37. —%mn. 38. —17a**2p*+3,
39, %a’"b". 40. 0.35mxy.

1. 11a. 2.0. 3. —16mn. 4. 0. 5 15m. 6. 0. 7. -31a. 8 0. 9.0

10. —%m. 1. —gazb. 12. a. 13. —15ab. 14. 0. 15. 12xy. 16. —53ab. 17. —36x)°.

13 1 — 1 g —3ap? -
18. 157ax. 19. 0. 20. 0. 21. 60X. 22. 12y. 23. 30ab. 24. 8:'ib.25. 64a.

26. 80c. 27. mn. 28.0. 29. 3a. 30. —%x. 31. —%x. 32. 0. 33 a*'. 34. 88a.
35. —9b. 36. —162a%h. 37. —1,340m%. 3. %asbz. 39. —28a. 40. 0.

Ejercicio 10. 1. 13a-13b. 2. 0. 3. 25x—12y-10. 4. -13m+7n-6. 5. 2a.

6. —30z. 7. 8a®—12ab—11. 8. 21a—30b. 9. —48a%. 10. —2a—14. 11. 7m*—129m* + 6mn.
12. 1% = 7% —y*+ 31, 13. =25. 14, —a"*?—x"*_3. 15. 2.7a—3.3b - 3.4c.

Tq_17p 1 _Bp2_1 192 _93p_p? T xy2— 13 13 gm-1, 1 pm-2
16. 42 6b+4.17. oM —3mn- 18. 12 4ab b. 19. R4 +25. 20. 2d +50b .

ipnin 2 1 1 63 1 5
Ejercicio 11. 1. 6. 2.120. 3. T 4. i 5. o 6. o 1. Vi 8. = 9. 6.

10. 12. 11. g 12. % 13. 60. 14. 1. 15.3. 16. 24. 17. 216. 18. %

iercici 25 o1l _4 2 1
Ejercicio 12. 1. 1. 2 == 3. 17. a4 213. 5 1. 6. 5 1. 493. 8. 82.

gl 1 23 3 S
9 62. 10. 3,456. 11. 8 12. 0. 13. 1. 14. 23. 15. 124. 16. 4. 17. R 18. 78'
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IR 1.5 23 3. 7). 415 50 61 7265 814 9 22
10. 31. 11. 5%. 12. 176. 13. 2%. 14. 2%. 15. 162. 16. 312. 17. 14%. 18.%

- 1 2 1 5 26
19. -3. 20. P 21. 733. 22. 172. 23. 209. 24. &

Ejercicio 14. 1a+b+m. 2. m+b+x. 3. a+1a+2. 4 x—1,x-2. 5. y+2,y+
4,y+6. 6. $@+x+m). 7. m-n. 8. (x—6,000)bolivares. 9. (x—m) km. 10. $(x+a—m).
1. [m—(@+b+c)km. 12 $(n—300,000). 13. (365—x)dias. 14. $8a; $15a; $ma.

15. 2a+3b+%. 16. axbm?.  17. 23nm?.  18. x>m%  19. $(3a + 6b); $(ax + bm).
20. @+b)(x+y). 21. $(x+6)8. 22. bs. (a—8)(x+4). 23. M sucres. 24, $%.
25. 300000 coiones. 26. *_ nuevos soles. 27. ™ m. 28. Xﬁ km. 29. $22

-1 a-3 14 m-2
30. (x+2x+ ) hab.  31. [10,000,000— (a+ + )] sucres.
IEEXEW 1. m+n 2. m-n 3 4b-3a 4 5b—6a. 5 1. 6.3 7. 3y-2x
8. 5mn—m. 9. 12a. 10. —13x. 11. -3m. 12. —6ab. 13. —10xy. 14. —10mn. 15. %a—%b.
16. %b+%c. 17. b. 18. —xy. 19. -abc. 2. —%9x2y. 21. —gmn. 22. a+b+c.
23.a—b+c. 24 a-b+2c. 25 3m-2n+4p. 26. a*—7ab—5b%  27. x> — 3xy — 4y2.
28. X*—x% +6. 29. 5a—b. 30. -m—4n. 31.a-b. 32 %y—%x. 33. —%m—%mn.
34. 3b®+5ab —8a%.  35. 10mn®*—9m. 36. 5— 4%y —6x°. 37. 4%+ 3y +7y%. 38 —9a’h—
ab® —7b%. 39. m*—m’n+7mn*—n°. 40. %a+%b—6. 41. b.  42. m*-8m’n — Tmn>
43. 8x— 17y —2z. 44. 15a® —5ab —15h> —11. 45. 2x° —4y* - 8.  46. ga—%b+2.

D B0 1 X+2 72 16,2 3.2p, 152
47. R 2 48. 8a* 7. 49. XSy 50. 24 b+6ab.

Ejercicio 16. 1. ba+5b. 2. -¢c. 3.0. 4. 3x. 5 2b. 6.-4r. 7. -2x

8. -4m—-4n-8. 9. -6a—c. 10. -2ab. 11. ay+az. 12. -2x+23. 13. am—4mn.

14. a+9b+4c. 15. 5m—7n. 16. 10a+3b+12c—7. 17. 8x+5z. 18. 19a+ 3c.

19. 15x+ 7y —32-10. 20. - m+3n+2p—9. 21. —14a*+7a". 22. 5m**" —11m**%+ 6m**°.
23. y+3z+2u. 24. -3a+2c. 25. 2ab. 26. 2a.

Ejercicio 17. 1. 2¢0-x. 2. @-ab+b® 3. -+ +4. 4 a*+a*-33a"+4a.

5. X°—xX*+3x+6. 6. &*—11x+1. 7. -4m*-3mn. 8. 3x—1. 9. X*+3xy—2/% 10. b
M. 4 +6x—1. 12. 2a°—a®—11a+15. 13. -8x*+9x—6. 14. 2a°+ 5a’h — 11ab® — 2b°.

15. 4x° —5x% — 3xy2 = 5y°. 16. 6mn® +8m°. 17. X' +xX* +2¢ -3+ 11. 18. & +a°+a* - 2a° - &°
19 X+ 3¢ -3 —7x¥* = 3x+2. 20. a®+5a—1. 21. X' =56 —5x%% + 27 + ' — 6.

22. TX*+Txy—y%. 23. 5a°— 2% 24. —32°+3a’m—6am®—6. 25. 2%° + 2"y + %% + 3xY° .

26. a®+a'+a°+4. 27. —2a* —ab®—4b*. 28.11mn°. 29. &' +6a " - 332+ 8% 30. @3 -3a" 2 +
at'-2a"

Vo2 B 1,2 2, 3 p2 2_1 B2 3,2_3

Ejercicio 18. 1. XY 2. a +ﬁb. 3 X LAEIA 4. XY

17 242 213 5.3, 1.2p 7Tp2 843
5. 12av+ 8 ab— b. 6. §x+ Xy — —y 1. Za+§ab 8ab b°.

24,3 _g 5% 12— mn? 6 3 1pd 53y ATy22 1,08 5 4

8. £X +2x =5 78x+2 91.3 am 3mn zi‘mn 15/7. 710 6); xy+ g XV =y e gyt
3
1. =2x° —gx ﬁ)( +3X X~ 4, 12, ga +14ax ﬂalx oX




Respuestas a los ejercicios

6,3,5_10,4_3,3,3,2_7 5, 13,4 332523 4_29,5

18, @+a'-Ta'-ta+ia —pa. WU X+ Xy - Txy Ryt - y I
Ejercicio 19. 1. 2y-8;0. 2. -6+ 10x—72;-172. 3. —x*+ 7x’y —5x%2 + 10xy° — y* - 8;
3811. 4. 9m—45n+2;-1. 5. 10nx—3ab—cn—5-15. 6. —4a° + 2ab* - 2b° + 8; —42.

7. 27Tm® + m*n + 22mn® + 125n° — 8; 1;22 8. X142 _3mt 21, 9 mY ;‘

10 X4+ 6x°y — dxy® —y* +2; 2,091, 11. %az—%ab+gb2;6. 12. 197m 45mn+§5 n+3-218

170
13. 7b2m+ggcn+831615030 14. —0.1a% +ab® + 0.16% + 6; 25.5.

Ejercicio 20. 1.-13. 2. -11. 3. -3. 4.3. 5.8 6.2a-3b. 7.3b-2. 8 4x-06b.

9. -ba—6b. 10. 3—-8x. 11. —9a®—5b% 12. Syz—T7xy. 13. —a. 14. —14m>
15. —5x%. 16. 18a°m® 17. 0. 18. 77x%. 19. 0. 20. 3a**'—5p**2 21. —8**2—11. 22. 11a".

23. 15a*~". 24. 140b""'. 25. 25m®. 2. 5%. 27. —%. 28. 2. 29. @xy 30. gabz.

31. -5. 32.8. 33.-3. 34.9. 3.0 36.5+2a 37.-b-3x. 38 -bm-2n.

39. 6a+3b. 40. 5a°+8b. 41. 9-7a. 42. 25ab+25. 43. 4a. 44, —b. 45. 65x°.
46. 64a’h. 47. —11a%. 48. —10ab. 49. 0. 50. —4a*. 51. 318a“". 52. 96m*. 53. —49a"".

54. —217m?  55. —1392"2.  56. 6a+%. 57. g 58. —%m3. 50. %azbz. 60. —45%a3b2.

ISP 1. 2. 2 3x—5y. 3. 11la+b-4. 4 X¥+2%—6. 5 a’—8a’h—%ab’.

6. 0. 7.2x+2y—2z7. 8 -2+xy+2/% 9 X—6x+4x. 10. -2/ +6y°+4)°—6y—8.
1. @®—15a%h —6ab® + 17a —5.  12. x* + 8x% + 6x%y% + Oxy* — 31y*. 13. 2a+2b. 14. —Tab +
Bac + 2cd — 10de.  15. =5 + 17— 30k + 24, 16. y°+ 11y — 40y° + 14y + 19y — 31.

17. 27mPn — 22mn® —9n® +18.  18. x* + 29x% — 38x%2 + 320/ + y*.  19. mb + m*n® +13m*n* +
21m’n* —16mn° +80.  20. 8a°—a’b + 11a*b® + 6a°® + 11a°b* — 18ab® — 9p° + 42.  21. x* —6x° —
X 20 —12x+ 25, 22. 8+ 28x*y + 101x%y% — 6x%° — Oy + y° - 98.  23. m® +23m°n -
8m'n® — 14m*n® + 21m’n* + 18mn® — 8n® + 22.  24. X"+ 8x® + 16x° — 25x* + 30x* — 23x* — 59x + 3.
25. 9a° — 25a°h — 53a%h°® + 31a%h* + 9ab® — 4b° + 14. 26. —4a*+ 72", 21. -3m**' + 5m? —
mé-t—2m2—8m? 0 28. @™t 4 a4 7a" P+ 118" — 83" +14a™ . 29 R4 -
26x% —36x° '+ 25x* 2 —60x* "% 30. m" ' —8m"—11m" "2+ 2m" " —m"~* - 28m""°

IR 1. 2a+2b. 2. x+4y. 3. -2a-b+5. 4 20 +5x+6. 5. =+ + 607

6. 8a°+a’h +b5ab®. 7. -2a+3b—5¢c. 8. 3m-2n+4p. 9. 2x+2y—5z. 10. —2a° + 7ab + b>.
1. —6m*+9mn. 12. xX* - 8x*+6x—10. 13. -m*—8n+7. 14. 7ab+6bc. 15. a°—34a’h +
8ab®. 16. 6x° — 8xy — TxP+ 65 —4. 17. —16n+19c —d +14. 18. 5a* + 2a°h + 8a’h? — 45ab° +
5% 19. X’ —8x* =6 + 192 + W +22.  20. X° -8+ x4 — Wy —44)° +18. 21, 11—
6x' —24x° + 26x° — 10x + 37. 22. @°—8a'b — 27a°h? + 15a°b°® + 53ab* —b° +14. 23. y°+15)° —
8y — 220+ 2+ 8y +14. 24 X®—Tx" —x®—5x° + 3x* + 23 — 5x* — 51x—45. 25. X — 32 +
95 — 90Ky — TX95 + 50xyP —y' + 60, 26. @3 — @232+ 62— 5. 27. —158" —8a" '+
108" "2+ 162" 28. ¥ +15¢ 3+ 14¢ 2 - 31" — 6 + 59", 29. 8"+ 143" '-333a" 2+
268" 3+ 83" +14a" % 30. Mt —15mF 3 + 23mF 2+ 56m* " — 14m* — 5m* " + 82,

I 1.2-a 2 8-a 3 —a-3a-4 4 X-by. 5 -a+ab-ab’+1.

6. 2¢ +8xy +6x2 7. a%+8a%h—6ab>+ b 8. Y +8xP - TXP+5xYy. 9. at-am—T7am? +
18am®—4m*. 10. a—b-c—d+30. 1. x¥*—xy—y*—1. 12. a®—5a°h + 8ab> — b* + 6.

13. X+ 5y - 1T + P +5. 14 X =9y + 82 +15x° — 1. 15. a° + 11a*b — 8a°h® — 2a°b° +
dab* +b% 16. X' =5 + X2+ 25x+50. 17. Yo =9 — 17y + )P — 182 +y — 41. 18. a®+ 15a°h +
9a'h? — 17a°0° + a®b* + 14ab® + b, 19. X +x* +x* —16x+34. 20. m* —m’n — 7Tmn® + 3n° — 1.
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Ejercicio 24. 1. %az+lab—?b2. 2. —ﬂxy—ﬁyz+15§. 3. ﬁab+ﬁbc+§cd.
3, 8p,1 5,2 5y _E 2,3 5 12, 3 19,
4. 10a b+ 5. 9x =2 y = 6. 6m +2mn 8mn +45
3 2.1 39 _g 2 15,2 19, 1
1. 14 b b+ 8. 40x+ xy y 9. a+sa 10a ok
5 1 _H 1 2,4 5 xy2_8 1 1,.194 7
10. m*+2 mn+36mn - + L1 5x +2 xy Xy 21xy 6y. . 2a+20b c+d g

Nag2_ 5 155438 3_Tx2y la+7p-5
m 1 @ —gd 2. Ja+ob=5. 3 x—oxy-6. 4 Ja+ b-gc.

Am_1py3 5,8, 08,2h, 9,52 19 2 29 5
5. 3m 6n+ p. 6. 6al + ab+ ab 3" 7. m' +11mn 56mn +9mn -6.
8. %x 7x fy— —xy o xy + xy 72 9. —x%+1 xy+13x“y2 7xy Ex2y“+15y6
11 2 32 2mb 13 _ﬂ 2p6,3
10. x°— - xy y .1, 13m +20mn 14mn +5M
3,5 114 17732723_§ 4_ 2245
12. 8C +55C d+12 d +zcd 4cd 39d 35.

Ejercicio 26. 1. @ —4dab—-b% —11. 2. a®+5a%h —6ab?+3b% 11. 3. —%a—%b+%o;3%.

4. 2m? — 8mn —15n%; —%. 5. X'+ 16x% — 18x%° + 6xy® +6y"; 4,926. 6. a°— 8a’m — 2am® +

6m3;% 1. %az—%ab 1b2 .8.m +gm n+mn?; 3(7)3 9. & —a'b? + 5a°%° — 3a%h* + b 21.

10. —16ab + 10mn — 8mx; —74. 1. @ —11a% + 9ab> - b% 7. 12 ix4—2x2—§x+§-—9g.

64~ 3 6" '8
1343 x2yp yy24 18 X _3gx14 49 gx-8. g7
13. TR AN +25y,56. 14. a 2 +a ,830.

Ejercicio 27. 1. —ab+4b% 2. —13. 3. X1y -4y’ —y’. 4 5m*—4n’. 5. 5a.

6. 2a+b—c. 7.0. 8 —24x*—5ax—3a% 9. -a®—5a*+2a—3. 10. 12¢' + 2x°* +9x® + 6x — 5.
1. 88 —ab?+b%+5. 12. n°+11n* = 26n°—8n*+20n—4. 13. —6a* + 11a°m + 3a’m?* — 5am® +
Tm*+6. 14, 7X° +4x"y — 38x%2 — 13x3° + 48xy*+3)°. 15. b. 16. 8x+6y+6. 17. 2 —Txy+
432 —16. 18. @®+2b% 19, 4° —14x% +5x/° - 20y°.  20. 0. 21. n®—6n°+4n* +15n° —
8n—25. 22. a+17a% +7a° b® + 7a%h° — 5ab* — 2b°.  23. m* —3m® — 5m* + 6m — 1.

24. 20— 4. 25. -6a+7h—11. 26. a°—2a'+8a%+17a°-10a+1. 27. 5m*+11m’n +
1mPn® +11mn® = 17n*. 28, 2a° + 7a’h — 3a°h? — 24ah® + ab* — 2b° — 6.  29. 29x*y — 47xY* —
24+ 30. 88" 2—7a"" —5a'+13a" ' —a* 2

Ejercicio 28. 1. X+2%-3. 2. -3a+b+c. 3. 68°+2¢%-8+3. 4 —a‘+a’+a’-a

5. —3ab-6bc—9. 6. 10ax —14ax’. 7. x*+6°—12¢+4x+1. 8. m*+17m°n + 3m’n® -
8mn®—81n*—2. 9. a®—11a°—4a*>-3a+42. 10. 17x*+14. 1. a®-2a+1. 12. -ab+
502 13. m = 17m* +m* +13m =24, 14, -+ WYy +x2+ X3  + by + 4y + 7. 15, %+
8a° — 43" — 2a° + 44a°— 44a.  16. 11a*x — a®2 — 10a%° + 26ax" — 5x° + 99.

H H 5 5 4,3 3 2 5 7 5 2 31
. . . oLa —C . i - . . X PCos X +=X—

44 _3,83,2,2 1, 17 1,13 17 1.8 1Mo2p 0 1042 1,7
5. 3a a+53 5a 3. 6. 2x+202 5 1. 2:11+Sab+12azb. 8. a 100

A1 ﬂ 3 2_737 _13_3221 3_2p4
9. 12a+40 10. y + 11. 73 b 0 12. 4mn 60mn +4mn 5n.
1 1 1,.37 13 41 1117
13. —2X—sz—f302+f4m 3n+ = 14. a —7a +—264 .

Ejercicio 30. 1. X3+ x%+3x—11. 2. 5a—9+6c+8x+9. 3. —a°—8a’h + 5ab® - 3b°.

4. x*—4x>—x+13. 5. m' —4m’n* —3mn®+6n* +8. 6. A +5x°—5x—2. 7. De5a’+ 8ab® -
h*-11. 8. %x—%y—4. 9. -5+ 7xy +8y2+1. 10. 10m®—8m?n +5mn* - 2n°. 11. De 0.

Ejercicio 31. 1.y. 2.5-3 3.32a+b-3. 4 6m+n. 5 -2 6.a 1.23
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8.4 9. X’ —y+y% 10.5-6m. 1. x—y+2z. 12. -2b. 13. 2y°+ 3xy — 3>
14. 8x2+4y%.  15. 0.

IEEEFAW 1. 2a-b. 2 4x. 3. 2m+2n. 4 6+ 3xy — 4y 5. a+cC. 6. 2—5n.

7.y-2 8 2°+4xy+3)% 9.a-2b. 10. -3x+y. 11.3a—-7h. 12. 7m*+2n-5.
13. b. 14. 5x—-b5y+6. 15. 6a+7c. 16. -6m+2n+1. 17. -a—-5b—-6. 18. —4.
19. b. 20. -3a—-3b. 21. -a+b+2c. 22. -2m+4n—7. 23. 2y—2z. 24 3a+h+c.

IEETETEEY 1. a+(-b+c—d). 2 X+ (By—y+6). 3 X+ (@C—3K+1).
X — (5xy =3y +yY). 9. @ —(X+ 2y +y?). 10. @®— (—=b*+ 2bc + ¢P).

LX—[2— (=] 2 4m—[20—3+(m+n)—@m—n)]. 3. ¥—

{3y — [0 =xy) +y7}. 4 X — {3 - [-dx+2]+3x+ (2+3)}. 5 2a—(-3b+{-2a+[a+
(b-a)]}y). 6. —[2a—(3a+b)]. 7. —[-2¢ =3y +(*+xy) — (X +y)]. 8. —{x+[-3x*+
-2} 9. —{—[m"~ (3m®+2m +3)] — (-2m + 3)}.

IEEEE) 1. 6. 232 3. -240. 4 %% 5 -6 6. 4a%’. 7. —5xY’.

8. 3a'h’%. 9. 20m*n®p. 10. —30a%%. 11. 437 12. abczd 13. 2402%'y°. 14. —12a°%b%%.

Ejercicio 36. 1.7+ 2.0 x2*E 3 g™ hF . 4 PP 5. 1227 %hT

6. 12"+ 0 70 20x% TR 8. —a”b¥e. 9. 4¢P 3% 10, 35em¥ h® S,

Ejercicio 37. 1. %asb. 2. %azm5n. 3. 5azxﬁy4 a. %a3m5n5. 5. —%a“bc.
6 %azbﬁyg. 1. %a’"*‘. 8. 3amp®. o —%am*‘b”*zc. 10. %a“"bz’"”. 1. —%asmbz".

10
12. %aZX—2bx—1CZ

Ejercicio 38. 1. -3a% 2. 3a%%. 3. -156m°n®. 4. 20a%%% 5. —6a"p. 6. ;asmx

1. -%a’"*ﬁb“? 8. 130a“2ma*“. 9. 242’. 10. -60a°%’. 11. —6a"*°b**'x. 12. %xsy".

1. -6x'+2¢. 2. 16axy —6axy’. 3. -20+8¢—6x. 4. 3a'h—12a% +
18a%h. 5. —a’h+2a’h*—ab®. 6. 3a% —18a%° - 24a%°. 7. —4m'x + 12m°n’x — 28m®n‘x.

8. ax®y—dax’y*+ 6ax’y®. 9. —4a’m? + 20a%hm?® + 32a°h*m®.  10. —2a"* ' +2a" —2a" "

1. 3T 9% — 331 12, 33" 2" + 38" D72~ 337" 13, —4x® + 12x" — 20%° + 24x%
14. 3a*bx® — 18a%bx* + 27a%bx° — 24bx®. 15, —a® %% + 3a¥ "% + 4a” x> + a¥x%.  16. —3a™ +
18a%° — 24a%° + 212%" — 15a%°.  17. —152%"? + 25a’%)° — 35axy" — 20a%y°. 18. —2¢"" +
B — 2@+ 10x°*% 19, —Ba'y? + 15a°h%? — ba'b'y? + 15a°h%? — 5a*b¥?.  20. 4a¥"h" % +
12a2m—1bn+5 _ 4a2m—2bn+7+ 4a2m—3bn+9.

Ejercicio 40. 1. %Li a’h. 2 —ga4b+%a3b2. 3. —azcz+iabcz—§aca.

a. ga x+a‘bx—2 2b2 5. 1 X2yt — fxy“—%y? 6. 1%aaxsﬁasz 5az 2cx°.
7. 2 7y“—§x5y6+ xy 8. 156a m+ - azb2 32ez mx?+1 amy
9. %mn +gmn —gmn —%mn .10 aax‘°y3+ asx*’y5 33x5y7+ Ly’

Ejercicio 41. 1.a*+2a-3. 2.a°-2a-3. 3. X¥+x-20. 4. m*—11m+30.

10. 14x2+22x—12.  11. —8a*+12ab —4b% 12. 6m*—11mn+5n% 13. 32n°+12mn —
54m?. 14, —14y* + 71y + 33.

4. @+ (52’ +3ab® —b%). 5. X' =X+ (2% -2+1). 6. 2a—(-b+c—d). 7. X —(x*-3x+4).

15. 21a%h%5. 16. 72a°m*n®*. 17. —a™*'b"*". 18. 308" %" k. 19. —¢* PP, 20. 6m AT

5 X —8+15. 6. a*+5a+6. 7. 6x°—xy—2)% 8. —15x*+22xy—8y*. 9. 5a’+ 8ab —21b°.
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Ejercicio 42. 1.xX°—y 2.a%-3a%b+3ab*-b°. 3. a°+3a°h+3ab*+b° 4 X -9+

x+3. 5. a'-2+a 6.m-n% T.2¢-xX+7x-3. 8 3YP+5°-12y+10. 9. am'-
am—2a. 10. 12a°-35a°% + 33ab>—100°.  11. 15m° — 5m*n — 9m*n® + 3m?n® + 3mn* — n°.

12. a*—a*-2a—-1. 13. X’ +12¢-5x. 14. m*-5m*n + 20m°n® - 16mn*. 15. x* —x* — 2x - 1.
16. X =20 +6X° =7 —4x+6. 17. m*+m° —4m* +m*—4m—-1. 18. a°—a*+7a* - 27a + 10.
19, X+ 3% -5/ + 3y 20. n*—2m°+2n—1. 21. a%b —ba‘h? + 22a°h* — 40ab®.  22. 16x* —
24x3° = 2Ty¢. 23, 4y + 4P — 132 -3y —20. 24, =3x° — 1ax* + 5a%’ + 3a'x —22°.  25. —x°+
2 -y —xp. 26 & —5a°+31a°—8a+21. 21. m*—m°+5m*-6m+9. 28. a®—a%h -
4ah? + 62°p% — 3ab® + b8, 29. x°®— 22 + 2%° — 2 + 3xy° — 245, 30. Y -2 —y + 4 —dy + 2.
3. 3m —1m° +m* +18m° - 3m* —8m +4. 32. a°+2a°—2a* - 3a°+ 22> —a - 1.

33. 24x° —52x'y + 38x%% — 33xy° — 26xy* + 4y°. 34. 5a®—4a’ — 8a° + 5a® + ba* — 2a° + 6a% — 6a — 2.
35. X =30+ 6xX°+x*—3x+6. 36. 3a°+52°—9a*—10a°+8a°+3a—4. 37. 58 -3y — 115+
My 17y =3P — 4> —2y.  38. —m" + 5m®n — 14m°n® + 20m*n® — 13m*n* — 9m®n® + 20mn® — 4n’.
39. x" —5x%% + 8xy" — 6x%y® — 5yt + 3xy'%.  40. 3a° — 152" + 14a° — 284" + 47a° — 282° + 23a —

10. 4. &2 —b°+2bc—c® 42 X’ +xy— 20 +3yz— 7% 43. 2%+ 5xy —xz — 3y’ —yz + 102°.

44, x> = 3xyz + y* + 2%,

Ejercicio 43. 187048 2. X3 xS 3 it P  6mP T - B+

Sma—1. 4. a?_n+3+432n+2+a2n+1_2a2n- 5. X2a+5+2X2,3+4_3X2a+3_4X2a+2+2X23+1.

6. @ 2-2a"+8a "' —3a % 7. a¥+2a% ' —4a% P+ 5a* 3 - 22" 8. mP P -m¥P ! —4m” +
2m23+1+2m23+2_m2a+3. 0. X26_2+X26_3—4X2a_4—X2a_7. 10. aanS_aZn—1b4+aZH—2b5_232n—4b7+
a” %% 1. @" e+ a"b +ab"+ b 12, @ —ab” ' —a b +h". 13 32" 1232 2+
5a5m—1 +4685m_3035m+1. 14. _2X33+1y2x—3+4X3ay2x—2+28X3a—2y2x_30X3a—3y3x+1.

Fppini 1,2, 5 1p2 1,2,7 1,2 U8 _ 88 o lyyn 2o 8 R
. sat+2ab—-b. 2. Xx+Lxy—-y°. L XTI =2y Exyt—2y°,
Ejercicio 44 1 6a 36ezb 6b 2 g il y 3y 3 g = y 3xy 8y

a. %atgazb%abz—ba. 5. %m“+%m3n—%m2n2+%mn3—n“.

6. %xﬂ%x“—%xﬁ%x%%x—g. 7. a“—%asﬂgazx%axa—%x“.

8. %x5—%x4y+%x3yz—%x2y3+%xy4. 9. %x%%x“—%xﬂ%x%%x—%.
10. %m"’—gm4n+%m3n2—%mzn3+%mn4—gnf‘.

LX—X 48X 2 X+ -1 +3¢ — 13+ 19¢ 56, 3. a+a’h—
7a'h? + 12a°0° — 13ah* + 7ab® — b°. 4. m® — 5m°n + 2m*n® + 20m°n® — 19mn* — 10mn® — n®.

X — 2% —50x* + 58x* - 15. 6. @ —7a"® +9a"" + 232° — 52a° + 422" — 20a%. 7. 3x™° —20x"* +
51x° — 70x% + 46x° — 20. 8. m® —12m** + 53m* — 127m'"® + 187m"% — 192m® + 87m"* — 45.

9. 2" — 6x% — 8x% — 20x*y° — 24x%y* — 18x3° — 4y, 10. 6a° — 12a” + 2a° — 36a° + 6a* — 16a2° +
382°—44a+14. 1. n"—6n®+5n"+13n°—23n° - 8n* + 44n° —120° - 32n +16. 12. 3¢ —
AxPy — 15652 + 29x*® — 13x%* + 5xy° — 3y 13. x'® — 4x™y2 — 10x™3* + 21x1%° 1 28x%° — 23x%y"0 +
WY+ 3313 — 6y'°. 14, @"*% - 33"+ —5g" + 202" " - 258" 3. 15. 7a%*° - 352%** + 6a> 3
78a% 2 _ 5%+ — 423% — 7a% 1. 16. 6xF 3 —4xB 2 28x% T 4 21x% — 46X + 12—
1223 6x% 1 17, 6% 3 —238% 2+ 122> 1 — 348> + 223> ' — 153> 2,

Ejercicio 46. 1. 42 +8a—60. 2. 3a%*-3a° 3.2a°—-26a+24. 4 X*+x'-x-1.

5. 3m" —28m° +52m*+48m. 6. a*—2a% + 2ab®—b". 7. 3K’ -6x +6x°—3x. 8. X°—2'—
X+ —bx+2. 9.8 248" 1 _332"2_234"_33"""+6. 10. a*—6a°+ 11a%> - 6a.

1. X =38 =21 +43x+60. 12. X +xX°—xX°—x* =9 -9+ 9 +9. 13. 1082° — 108a°+
453* + 45a°— 18a%.  14. a¥ " 2* — g*p¥ +*,

Ejercicio 47. 1. 9x+22. 2. 8¢ +31. 3. 10a%+ax. 4. x> —x*+y® 5 3m'+m’+
3m’n® —2mn®. 6. - +3y°. 1. x*—6x+6. 8 —2a°+5a+7. 9. —14a%+5ab+5b%
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10. 4ac. 1. 2% +14xy — 4% 12. —2m*—10mn+16n%. 13. -2 +x+5ax—a—a’. 14. &+
b?+c®—2ab—2ac —6bc. 15. X —2¢ —Tx* + dx +14.  16. 3x* + 5)2 + 2%+ 5xy + 2z + 2yz.
17. 5x%—5x+3. 18. X2 —6x+16. 19. 2m°n—8mn®—10n%. 20. 2% + 10x%% — 10x° + 2y,

Ejercicio 48. 1.3x-3a-2. 2 3ab-7a—-7b. 3. 4x+6y+3. 4 3 +4x-5.

5. -4a+4b—-3x-8. 6. a—-2+10y. 7. 15m-7n+3. 8. —-17a+12b+8. 9. -x-8y+4.
10. -8m+n-5. 11. 36x+29%. 12. 80a—-50b. 13. a+7b. 14.a-9h+3.

Ejercicio 49. 1.-3. 2.9, 3 5a 4 -7a%% 5. -c. 6.a 1.-% 8. -5.

1100 =y 11 =2yt 120 -1a%?. 13 -1 140 D37, 15, 2m. 16 @2
9. 1. 10 L4 i 8ab 13 5mn 14 54 15 3 16. a

17. =3~ "2 18. —ga’"""b”"‘. 19. —%ax’”’b’"’”. 20. %m“n*’z.

Ejercicio 50. 1.a 2 -2¢ 3. gas. a. —%x"“. 5. ga"%"‘z. 6. %x’"‘1y’”‘3.
5 4 NhX 5 1-mp2-nA3-x
7. 2. 8 -4 9 ab. 10 -2 .
6ab 8 - 9. a"b*. 10 g2 b="c
| Ejercicio 51. _JNRB Sk 232 3 -4 4 Lamwt s xS 6 o

e _10 jx-1m-2 _1,345-x _1,mpn-3 X} M- 6 _ 1,642
7. 8. 8 -ga b" . 9. ch . 10. 2ab o148 12, 9abc.

| Ejercicio 52. JERRPES Y ytedaint. 3 -3aPedpte3ab’. 4 -kt

5. 2X°-5¢°-2x. 6. -3m’+4mn-10r% 7. 2a°°-a'h’-1. 8 —lx+xP+2x-3.

9. 4m'n® — 5m°n* —10m°n® + 6mn®.  10. @ % +a" "% 11, —%am‘3+am“—23’"+‘. 12. 8" %" 3+
=" 13 X 6 -5 —x. 14, —2a°b° + 3ab® - 4b.

3x- 584 92-5 2_8mn+3p?
m 1. 4)(1. 2. —ga+a-ja. 3. mi-gmn+in”.

WB o 52y B 2 3 2 04 _1,2p3 145 2 m-1, 1, m-2 3_12,2_3
. T Xt = + . .= — -0°. .z +- . . = =a.
4 3X Xy 4xy oy 5 253 153b 5b 6 Sa Za 7. 4a 53 23
15 n-4ym _ 5 on-3,m-1, 5 n-2,,m-2
.= X —-= X+ .
8 83 163 33 X

Ejercicio 54. 1.a-1. 2.a-3. 3. x-4 4 m-5 5 5-x 6.a+3 7. 3x-2.

8. 5x—4y. 9.5 -7bh. 10. 2x+4. 11. 8a—4b. 12. 6m—>5n. 13. 4n+6m. 14. 2y —11.
15, X2 +xy+y% 16, a°—2ab+b% 17. x*-3x%+1. 18. a®—a’+a. 19. m*+m’n®+n*.
20 *—2%+3—1. 21. 3P —6y+5. 22 m*—mP+m—2. 23. 3a°—5ab + 2b°.

24. 5m* - 3m’n® + n'.

BT 1.2 -a-1. 2 X+20-x. 3. m* -3mn+2mi. 4 X+x+1. 5 x-

x+3. 6.mP+1. T.a-5a+2. 8 3P+xy—xi 9.n°—1. 10. a®-3a%h +4ab> 1. 2+
Jy. 12. 2 -3 +y—4. 13. 28 —3ax—x2 14 x> —xy—y>. 15. a®—5a’+2a-3.

16. m*—=2m+3. 17. a*+a’h—-3ah*—ab®+b". 18. X' =Xy + X —x/+y. 19 Y -2y +1.
20. 3m*-2m+1. 21. a®+a®-2a—-1. 22. ¥ -2y +4y°. 23. ha'-4a’+2a*-3a. 24. x' -
Crxt-x+1. 25 a8+a’-2a+1. 26 y' =3P —-1. 27. m*—2m’n+3m’n®*—4n'. 28. x° -
WYXy Yt 20 a*—3a*+4a-5. 30.a-b+c. 3. X+y+22 32 X+Y+2Z

33.a -ah+ab’—ab®+ bt 34 X+ Xy + XA+ Tx + Ty 35, 8x°— BxYyP + 8xyt — 85
36. X+ 2+xY xS+ 3T X=X X - 12 38 x+y—1. 39. Xx+y.

Ejercicio 56. 1.8 - " +a"% 2. X T xS M e mt - mr e m

4. @ 2+38" 1 —28". 5. XT24+2¢""—x. 6. 8°+2a-1. 1. &+3 '-22"2 8 m'-
2o mE e mtt 0 T 28723 10 PP -2t 11, @7 +b7. 12 &' -
bn—1. 13. 332m+32m+1 _532m+2. 14. _2X2a—1yx—2 _ 4X23—2yx—1 _ 10X23—3yx.
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P 1,_1 1,5 2,.3 1,2 242
.aa-tb. 20 Ix+2y. 30 fx-Sy. 4 la-ab+cp?.
Ejercicio 57. 1o,a=gb. 2. ox+3y. 3. 2x—Jy. 4 ja-ab+3b

2m2 1 1,2 3,2, 1 2 3,2,1 1,2 1,2_2 Ohy2
. & +! -1n°. o 9xc4+1lx—-£ C29c+ L —-1xe. . 4 £ +2y°.
5. LM 4amn=ont. 6 SXHox—g. ToSadpa—ox. B X -txyoy
3 2+i 1 2m2_2 +§ 2
9. 2X 10X 5 10. 3m 3ml7 2/7 .

Ejercicio 58. 1.x2-1. 2. x*+3x3—5x*+8. 3. a*+ 3a%h — 2a%h® + bab® - b*.
4. m*=5m'n+6mn*+n'. 5 x'-8°+3. 6.a°-3a'-6a°+10. 7. X -4°+3¢-2.
8. m®—5m"?+9mP—4m*+3. 9. X -3y—6xy’ -4y — )5 10. 6a° - 4a® +6a 2.
110" =3 +4. 12, 3 — 4y — ' 13, X0 -5 + 3P -6y, 14, 8" —3a" " + 53" %
15. @2 -5 - 727", 16. ¥T2-5¥ —6x¥"%  17. 3a® - 5a¥ + 6a* .

2 3
Ejercicio 59. 1. 1+20 2 a+ 2. 3 3x+2+ 0. 4 4°-Bab+2p°+ 72
a a 3x 4a

2
5.ox+1+- 4 6 ox-1+-3 . 7. mP-8+ 10 g x-7y+ 8 g x4 H*2
x+6 x=4 m?-3 x+y X2-x+1
3 5|
10. x2+xy+y2+72y .11 x4+x3y+x2y2+xy3+y4+72y .12, x+6+_0x*2
=y X-y x2=2x+1
13. 4a+3ab+7b2+ 20 14 x®-2x+3+ 210
2a-3b x2-3x+2

—— N _3 141 1 -1
Ejercicio 60. 1.9. 2. -31. 3.8 4 o 5. 15. 6. 142. 7. 34. 8. 62.

1 _oq1 1 2 1 211
9.3 10.2. 1. 187, 12 2. 1. 605. 14 255. 15, 84;. 1. ALY

Ejercicio 61. 1. 42°,-1°,-4°. 3. )% 4 -3*+8x—6. 5. 2a°+5a+13. 6. 6x+6.

02 _ 2 1.4, 1.3 193,252, 23,03 _ 24 _
7. -2 -2xy. 8. 24 9.3¢+3y. 10. 32 +4ab 120ab +2oab 5b. 1. x*—x+5.

12. gab. 13. &° —4a*h + 4a°% - 3ab* + 3b°. 14. x+4. 16. 15. 17. 4x*—8x—3. 18. 2a—T7bh.
19. 15 — 2y — )2 20. —%x+%y. 22. %y - Txy'. 23, X+ A%y + 3P+ 200 —
20. -2 25. —56%. 26. Entrex+2. 27. 33. 28. Dex'—11x°+21x. 30. X*+5x%+x— 2.

Ejercicio 62. 1. m?+6m+9. 2. 25+10x+x% 3. 3622+ 12ab + b2 4. 81 +72m + 16m>

5. 49¢ +154x +121. 6. X+ 2y +y% 7. 1+6°+ 9. 8 &P+ 12y + 972 9. a'x+
22°bxy® + b4, 10. 9a°+ 48a°%* + 64b°. 1. 16m" +40m°n® + 250" 12. 49a*b® + 70a%b°* +
25x%. 13. 16a%h* + 40ab’xy® + 25x%°.  14. 64x"y® +144m°%% + 81m®.  15. x® + 20x'%"2 +
100y, 16. @ +2a""+a”. 7. @® + 230"+ b¥ A 18, xB TP 4 2pf Ty m 2 gy A

Ejercicio 63. 1.8°-6a+9. 2 xX*—14x+49. 3. 81—18a+a° 4. 4a°—12ab + 9p>

5. 16a%% —8ax+1. 6. a®—2a%°+h. 7. 9a®—30a*h®+25b*. 8. x*-—2¢%+1. 9. x''—
6ax’y? +9a% . 10. a“—2a’b" +b"™.  11. 4m*—12mn+9n®.  12. 100x® — 180x"y° + 81x%'°.
13. X272y 4y 14, @% 4 —10a" 2+ 25. 15, xEZ_Gx%B 14 gxB Y,

Ejercicio 64. 1.X¥—y2 2.m-nt 3.a8-x. 4.x-a. 5 4a°-1. 6.0 -1.

7.1-9a%" 8. 4m*-81. 9. a%—b* 10.y*— QY2 1. 1—64x%A 12, 36x' —m'x%
13. a%" —b¥.  14. 92— 25y*". 15, ¥ "2 — 4h* 2

Ejercicio 65. L+ 2y + P2 -2 2 X -y 2z 3. X -y -2z-7% A mP+
2mn+n®—1. 5. m*=2mn+n*—1. 6. X*—y*+4y—4. 7.0 —4n*—4n—1. 8. a*+2a°+9.
9. m*—3m*+1. 10. 4a®—4dab+b*—c®. 1. P —yP+2yz— 72 12. x* — 25x* + 60x — 36.
13. @' +a®h?+b'. 14 X —x' - 26 - X2
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Ejercicio 66. 1.a8%+62°+12a+8. 2. -3 +3x—-1. 3. m*+9m°+27m + 27.

4 m—120°+ 480 —64. 5. 84 +12¢+6x+1. 6. 1- O+ 272 —27)%. 7. 8+ 122+ 6y +)~.
8. 1-6n+12n*—8n°. 9. 64n° +144n*+108n +27. 10. a®— 6a’b + 12a%h? — 8b°.
11, 8x° + 36x% + 54xy2 + 27y°. 12, 1-3a® + 3a* - &°.

Ejercicio 67. 1.a%+3a+2. 2. x+6x+8. 3. x*+3x—10. 4 m*-11m+30. 5 X+

Ax—21. 6. X*+x—2. 1.x*—4x+3. 8 x>—x-20. 9. a2—a-110. 10. n®*-9n—190.
1. @' —4a®—45. 12. X*=8*+7. 13. n*+19n*=20. 14. n°—3n%—18. 15. xX*+x°—42.
16. a®+7a*—8. 17. a®+5a°—14. 18. a2 —2a°—63. 19. a®h®—ab—30. 20. x¥* + 3x)’ —
108. 21. a'b*+6a%h*—7. 22. X5+ 2% —48. 23. a¥*+5a" —24. 24. ¥ 2— 112"+ 30.

Ejercicio 68. 1L.X%+4x+4. 2. 2+5x+6. 3. x—-1. 4 x*—2+1. 5. n*+8n+15.

6. m*—9. 7.a°+2ab+b*—1. 8. 1+3b+302+h% 9. a*—16. 10. 9a%h® — 30abx® + 25x".
1. 9—a%% 12. 1-8ax+16a’% 13. a'+a®—56. 14. X’ —y*—2y—1. 15. 1-a°

16. m*+4m—96. 17. x* + 2 —3. 18. x*— 2 — 48. 19. 25x° + 60m*x® + 36m®. 20. x® + 3x* —10.
21. @ —2ab+b?—1. 22. a¥—b¥. 23. x2 24+ 72, 24. a'b*—c*. 25. 8a°+12a% +6a’ +X°.
26. X' —13x%+22. 27. 4a°—20a°h* + 25h%. 28. a®—3a°—180. 29. m*+2m’n+n*—m’.

30. X3 —4x'—77. 31. 121 —22ab+ah®. 32. X"y — 2% —48. 33. a*—2a%h%+b*.

3. X' =3¢ +2. 35 a*—81. 36 x*—24x*—-25. 37. a*-5a°+4. 38. a*—13a°+36.

Ejercicio 69. 1.x=1. 214X 3. X—y. 4 X+y. 5. x-2. 6.3+x 7.a-2b.

8. 5+6x% 9. 2c—3mn®. 10. 6m+7nx’. 11. 98°—10b*. 12. @®b°—2¢)°. 13. X' —y".
14, @' +10. 15. 1-3x"*% 16. x+y+2z 17. 1—a—b. 18. 2—m—n. 19. y. 20. a+Xx— 3.

Ejercicio 70. 1.1-a+a. 2. 1+a+a’. 3. x2—xy+y% 4 4a°+2a+1. 5. 4°—

6xy +9y%. 6. 9m?+15mn +25n%. 7. 162°—28a+49. 8. 36+30y+ 25~ 9. 1—ab +a’h>
10. 81+72b+64b% 1. a%*—abx+b% 12 m’?+mnx +m%% 13, X'+ 3x%y + 92 14. 4a®—
2% +y8. 15  1+x* +x% 16, W' — 3x*+1. 17. 16a°—4ab® +b°. 18. a* + ab® + b*.

19. 25+35¢ +49x™.  20. n*—n*+1.

1L X+Xy+x72+y  2m—=mn+mn®—mn*+n'. 3. a'+an+an’+
art+n'. 4 XX+ -xyP+xy =P 5 @ +ab+ahi+abi+abt +b% 6 X —xy+
=P+ —xp+)S 1@ +adm+amr+a@mP+a@mt+am®+mPb. 8. @’ —a%h +a%h’ -
abP+ab' —a+ab® - b’ 9 XXy XY+ X X X X x4 )

10. m® —m'n +mtn® — m*n® + m*n* — m*n® + m’n® — mn” + n®. 11. M+ m’n + m®n® + m*n® + m*n" +
m+mn®+mn” +n8. 12, @ —a% +ax - +a¥%xt —at® + @ — @’ + a® — X

13. 1+n+n*+n+n*. 14 1+a+a®+a*+a*+a°. 15 1-a+a®-a*+a*-a°+a°

6. T=m+m*=mP+m*=m>+mP—=m". 17. X*+ 2¢* + 4x + 8. 18. x° — 2¢* + 4x> — 8x* + 16x — 32.
19 X0+ 20 + 4 + 8° + 162 + 32+ 64.  20. a*—3a°+92°—27a+81. 21. X +3* + W +
27x% + 81x + 243. 22. 125 —25x+ 562 —x°. 23. m’ + 2m® + 4m° + 8m* + 16m° + 32m® + 64m + 128.
2. X+ x84 X xS x P x 1 250 X0 = 3xy + Oxy? — 27xy° + 81y

26. 8a°+12a%h + 18ab®+ 27b%.  27. 32m° — 48m'n + 72m°n® — 108m°n® + 162mn* — 243n°.

28. 512x° + 256x% + 128x” + 64x5 + 32 + 16x* + 8x° + 4x® + 2x + 1. 29. 256a° — 128a’h + 64a’h? —
32a°%h° + 16a‘b* — 8a%b°® + 4a%b°® — 2ab” + b%.  30. a° + 3a* + 9a° + 27a% + 81a + 243.

Ejercicio 72. 1x = x%2+ 4, 2. @ —a'h?+ @%b — b8 3. mE+mtn?+min* + m®n® +nt.
4.8 -aw+aht—b°. 5. @ +a%+8C+x% 6. XXX XYy o mP—mt 1.
8. mP+mint+m'+n' 9. a®-a%h+a%t—a%h®+ah?—b". 10, X —x"YP 4 X%y,
1. me—m®n® +m"n —m’n® + mPn —m*n™® + 0", 12, x® x5 4+1. 13 a%-a"p° +
a10b10 _aSb15 +b20. 14. aZ4+a18m6+a12m12 +aGm1E+m24.
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1.X-1. 2. 4m*-2mn*+n'. 3. 1+a+a’+a+a" 4 xX'+3x%y+97~
5 X748 6. a%+ah?+aht+atbt+att+ah+b" 7. 1-a+a’ 8. dxyA-5m’.

9. X X xS x4 x2Sy 10, a®— a4 y® 11, a%h? — 8.
12. 1+ab%*.  13. 16x* — 24x% + 36x%2 - 54xy° + 81y*. 14 4—a. 15. 1+x* + 45

16. 16X + 2837 + 49)5.  17. 25 —ah® +a%h® —a'h® + @b —b'.  18. a+x+y.
191X+ -+ =+ =X+ =+ X0 20, X2+ X2+ X110 + x84 2

21, 3-60°. 22, X"+ 2¢° + 4x° + 8" + 16x° + 32¢% + 64x + 128.

Ejercicio 74. 1.2, 2.-8. 3. 13. 4.228. 5 309. 6.98. 7. 2881. 8. 3.

-419
9. 81. 10.2. 11.13. 12 il

Ejercicio 75. 1. Coc.x—4;res. 7. 2. Coc.a—7;res. 15. 3. Coc. x*— 2x + 4; res. —6.

4. Coc.x*+1;res.0. 5. Coc.a*—6a+18;res. —60. 6. Coc.n®—7n*+ 14n— 24; res. 0. 7. Coc.
X3+ x2+x—-2;1es.3. 8. Coc.x* =3 —x;res.—2. 9. Coc.a*+2a°+a®+2a+8;res. 10.

10. Coc. x* + 5x° + 25x2— 83x — 415;res. 1. 11. Coc. x° — 6x* + 22x° — 69x2 + 206x — 618; res.

1,856. 12. Coc.xX*—x+3;res. —2. 13. Coc.a’—2a+3;res. 0. 14. Coc. x* —x*+x — 3; res. 5.

1,5 3,445,381, 3. )
15. Coc. 2x 4x 8x 2x 4,res. e

Ejercicio 76. 1. Exacta. 2. Exacta. 3. Inexacta. 4. Inexacta. 5. Exacta. 6. Inexacta.

11. Exacta; coc. 28— 6a +8. 12. Exacta; coc.a®—a*+2. 13. Exacta: coc. x* +x%+x + 6.

14. Exacta; coc. x° + 6x* — 3x® + 8x* — 4x + 5. 15. Inexacta; coc. a®—a°+a—4;res.9. 16. Exacta;
coc. 4x° = 5x* + 8x — 4. 17. Inexacta; coc. 5n* — 6n° + 4n —1; res. —6.  18. —150. 19. —4.

20. -87. 21. 8.

Ejercicio 77. 1. Inexacta; res. 2. 2. Inexacta; res. 2b*. 3. Exacta. 4. Inexacta; res. 2

5. Inexacta: res. 2b° 6. Exacta. 7. Inexacta; res. —16. 8. Exacta. 9. Inexacta; res. 64.
10. Inexacta; res —256. 11. Exacta. 12. Exacta.

Ejercicio 78. 1 2=8

2] 6
1. x:g. 8. x=6. . x:%?. 10. y=-3. 1. x=7. 12. x=—4. 13. x:%. 14. x=1.

Ejercicio 79. 1.x=3. 2. x=1. 3. x:—g. a. x:—g. 5 x=-1. 6.x=1.

%. 8. x=4. 9. x:%. 10. x=3. 11. x=-5.

Ejercicio 80. 1. x:—%.z.x=—2. 3.x=3. 4.x=-7. 5. x=-4. 6.x=5. 1. x=5.

9. x:is. 10. x=-1. 11. x=3. 12. x:—%. 13. x=4. 14. x=%. 15. x=1.

--9 = =2 = Sl
16. x = = 17. x=0. 18. x 7 19. x=—-. 20. x ok

Ejercicio 81. 1. x:%. 2.

X
S =1 =4
8. x=-3. 9. x i 10. x 3

x=%. 3. y=10. 4 x=

7. X

8. x=

&leo
©

Ejercicio 82. 1. 57y49. 2. 286y254. 3. A bs.830;B,bs.324. 4. 65y41. 5 A 21

anos; B, 35 anos. 6. A, 1,047 nuevos soles; B, 33 nuevos soles. 7. 51y 52. 8. 67,68y 69.

9. 17,18,19y20. 10. 96y 98. 11. 61,62y 63. 12. coche, $9,000; caballo, $17,000;

arreos, $6,500. 13. 99,67,y 34. 14. Enel1° 200; enel 2°,190; en el 3°,185. 15. 193,138y
123. 16. 1% 1,300,000; 2%, 1,100,000; 3% 700,000 sucres. 17. 42,24y 22 afios. 18. 339y 303.
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Ejercicio 83. 1. P30a;J,10a 2. Caballo $480; arreos, $120. 3. 1¥ piso, 32 hab.; 20.

piso, 16 hab. 4. A, 50; B, 100; C; 150 colones. 5. A, 19; B, 38; C, 76 sucres. 6. 126y 21.
7. A, 40; B, 20; C, 80 quetzales. 8. 1%, 85; 2%, 340; 3%, 425. 9. 111. 10. Maria, 48 a.; Rosa, 11 a.
11. 3. 12. 31afos. 13. 36,12y 48. 14. B22a,;Enr, 11a,;J., 33 a; Eug., 66 a.

Ejercicio 84. 1. 42,126y 86. 2. A, 23;B, 61; C, 46 balboas. 3. 104, 48, 86. 4. Traje,

$136; baston, $106; somb.; $17. 5. 36,6, 30. 6. A, bs. 20; B, bs. 79. 7. Blanco, 20 cm; azul,
54cm. 8. A $40;B, $72;C, $40. 9. 100. 10. 50 sucres. 11. 495my4.15m. 12. Padre,
63 a.; hijo, 20a. 13. A, 3,600 votos. 14. 8. 15. 39 anos.

Ejercicio 85. 1. 60y 40. 2. Padre, 45 a.; hijo, 15a. 3. 656y 424. 4. A, 98; B, 52 nuevos

soles. 5. 75°y105°. 6. 427y113. 7. 44y 8. 8. Perro, $48; collar, $6. 9. A, $60; B, $24.
10. 45 senioritas, 15 jovenes. 11. 116y 44. 12. 164y 342. 13. Estilografica: 14,000 bolivares;
lapicero, 4,000 bolivares.  14. De negro, 44 cm; de rojo, 40 cm.

Ejercicio 86. 1. A, 40 afos; B, 20. 2. A,15a.;B,5a. 3. A $50;B,$25. 4. A 82;B,

164 colones. 5. 12s.;36Vv. 6. Padre, 75 a.; hijo,25a. 7. 38y 47. 8. Enrique, $1.25; su
hermano, $0.25. 9. 900 y 500 sucres.  10. P, 48 dias.; E., 12 dias.  11. Padre, 42 a.; hijo, 14 a.
12. Juan, 66 a.; su hijo, 22 a.  13. A, $46; B, $38.

Ejercicio 87. 1. 26 somb., 13 trajes. 2. 26 vacas, 32 caballos. 3. Resolvid 9, no resolvio 7.

4. Trabaj6 38 dias, no trabaj6 12 dias. 5. 28 de 300 quetzales y 7 de 250 quetzales. 6. 35y 28
balboas. 7. 7 cuad.; 21 lapices. 8. 24 de azlcar, 77 de frijoles. 9. De cedro 24, de caoba 56.
10. Mayor, 785; menor, 265.

Ejercicio 88. 1. 36,72y 88. 2. A, 45afos; B, 15 afos. 3. Traje, $250 nuevos soles; zap.,

100 nuevos soles. 4. 240,000,000 bolivares. 5. 96y 12. 6. 50 pies. 7. $17. 8. A, 52 afios;
B, 32 afios. 9. 15 monedas de 10¢, 7 monedas de 5¢. 10. 30. 11. $80,000. 12. 72. 13. 81,
82y 83. 14. Enautomovil, 102 km.; a caballo, 34 kmy a pie, 14 km. 15. Hijo, 2,500,000 colones;
hija, 4,500,000 colones. 16. 15y 16. 17. A,45a.;B,15;C, 3. 18. A, 40 afos: B, 10 anos.

19. L., $31; m.; $62, miérc., $124; j., $248; v., $218; s., $228. 20. 36y 18. 21. A, $21;B, $15.
22. A, $114; B, $38; C, $19. 23. $14,000,000 bolivares. 24. El mejor, $90,000; el peor, $30,000.
25. Q. 40. 26. A, con $800; B, con $400. 27. 40 cab., 10 vacas. 28. L., $60; m., $120; miérc.,
$180; j., $240. 29. 90 nuevos soles. 30. Largo, 24 m; ancho 12m. 31. P,35a;h., 15a.

32. A,32a;B,8a.

1. a@+b). 2. b(1+b). 3 x(x+1). 4 a(Ba—1). 5 x(1-4).

6. 5m*(1+3m). 7. b(a—c). 8. X*(y+2). 9. 2ax(@+3x). 10. 4m(2m —3n). 11. 9ax*(@* - 2x).
12. 15¢%0%(c + 4d). 13. 35m*(n° —2m). 14. abc(1+c). 15. 12x/%(2a® — 3xy?). 16. a@®+a + 1).
17. 22X —4x +1). 18, 5y(32 +4y—1). 19. a@—ax+x°). 20. ax(2a + 2x - 3).

21 X1+ X2 —xY). 22, 14¢°(/° — 2x + 4x).  23. 17a(2x* + 3ay — 4y%). 24. 48(2 —mn® + 3n°).
25. a°C* (0% — X* +y?). 26. 55mP(n’x + 2n°x? — 4y°). 21. 3@’ (3axy — 2° — 4). 28. x(1 —x +x* —X°).
29. a*(@'—3a®+8a—4). 30. 5 -2 +3x—1). 31 X0 —xP+ 24 -3).

32. 3a(3a — 4b + 5a’h? — 8b%). 33. 8x¥(2y — 1 — 3xYy — 5y7). 34. 12m°n(1 + 2mn — 3mn® + 4m°n®).
35. 50abc(2ab? — 3bc + b%c* —4c).  36. x(xX* —x* +x*—x+1). 37. a(1 - 2a + 3a° — 4a° + 6a").
38. ab(3a + 6 —5a’h + 8ax + 4bm). 39. a’@@®-a"“+a’-at+a’—1).

1. x+1)@+b). 2 @+1)x=3). 3 x=1)y+2). 4 @—b)(m+n).

5. (1-1)2-3y). 6. (1+2@+1). 7. @+1)x=1). 8 @+1)1-b). 9. x—2)(3x—2y).
10. (1-x)(1+2a). 1. m-n)@-1). 12. m+n)x-1). 13. @-b+1)@ -b?.

14. @ +x—1)(4m +3n). 15. 2a+b+c)(x—1). 16. (M+1)(x +y—3). 17. Xx=2)(x + 3y +1).
18. @+1)@-1). 19. M-n)x?+4). 20. 20x—1). 21. @ +1)6x+1). 22. 2b(a—b).

23. 2m(@—2). 24. (x+1)(m+n). 25. (x—3). 26. @+1)@+b-2). 27.2a(x-3).
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28. x—1)3x—2y+2). 29. n+1)@a-b—-1). 30. @+2)(x+2). 31. x+1)@+4). 32. —z(3x +2).

1. @+b)@+x). 2. @-b)m+n). 3. x—2)@-2b). 4. @—3b)(E+).
5. 1+xX)@m-2n). 6 (x-a)x+1). 7. @+1)(@da-1). 8 (x—y)(1+x). 9. (3ab-2)
0+yA). 10 (1-20@Ba—b%). 11. @—-b)(da*—3m). 12. (x+1)@a+1). 13. (3 -1)
(x—3a). 14. @-3b)(2x—-5y). 15. (X +y)xy+2%). 16. (2m—-3n)(3-7x). 17. (5a°+n?)
=y, 18. @+1)@b+1). 19. (m*—3n)dam—1). 20. (da—b)(Bx+2y). 21. (1 2ab)
(3-x). 22. @+ 1)@+1). 23. (Ba-7b)@+x). 24 (2a—1)(m-n+1). 25 (3a-2b)
(X+y—2). 26 @+1)@+x¥+1). 27. 3a—1)@-ab+3b%. 28. (x—n)pt+37+7).
29. (3x—2a)(¢ —xy —y%). 30. (@b°—n")(1 -3 +x?).

Ejercicio 92. 1. @-b? 2 @+h? 3. (x—17>% 4 (P+1)>2 5. (a—5)2. 6. (3-x)>
7. (4+57)2% 8. (1-7a2 9. (M*+6)% 10. (1-a%% 11. (@ +9)% 12 ( — b2 13. (2 —3p)A
14. (3b-5a%% 15. (1 +7x%)%. 16. (1-a%% 17. (7Tm® - 5an®> (10x° — Saz“y6

2 2
19. (11 + %% 20. (a—12m%3% 21. (4-13)% 22, (20x° +1)% 23. (%‘b)- 24. (1+§).

2 2 2
25. (az—%z). 26. (%—%XZ) 21, (4x3—§). 28. gwmé 29. (2a+b)%. 30. (1+a)’.

31. (3m—n)® 32. (m—n+3)% 33. (@a-y)> 34. 2m+n—a)®. 35 (2a—b+3)% 36. (5x—y)>

1. }+y)—y). 2 @+@-1. 3 @+2)@-2. 4 B+b)3-b).
5. (A +2m)(1-2m). 6. @+n)@d-n). 7. @+5)@-5. 8 (1+y(1—y). 9 (2a+3)(2a-3).
0. G+6)(B-6x). 11. (1+7ab)(d —7ab). 12. (2x+9A)(@x-%?). 13. (@b +c)(ab* - c).
4. (10+x79)(10—x/7). 15 @+ 7% @ —7b%). 16. (5% + 11) (B2 —11). 17. (10mn* +
13y3)10mn2—13y3). 18, (am2n3+12)(am2n3—12). 19. (1412 + 152° (14xy% — 1529).
0. (16a°+ 17b%m°)(16a° — 17b%m%).  21. (1 +3ab’c’d’)(1 — 3ab%cd?). 22. (19K + 1)(19x" — 1).

23, (%+3a)( Sa) 2. O % .(1 QX)(% 27X) 26. %ﬂ?%—%%
21. %+ %_TE' 28. % % 11E 29. (10mn2+%x4)(10mn2—% “). 30. ("

b) (@ - b"). (2x"+1)(2x —5). 2. (@ +150°)@” — 1507, 33 [+ Hhn - L'
b8 5n b6 E nn2n L | anp2n _ 1 1 1
%a +2 %a 35. (ab +g)(ab g)- 36. (ﬁ )()(10 x)

1. K+y+a)x+y—-a). 2 @+3)1-a). 3 B+m+n@B-m-n).

4. m-n+4)m-n-4). 5. x-y+22)(x-y—-22). 6. @+2b+1)@+2b-1). 7. 1+x-2y)
(1-x+2y). 8. (3x+2a)(2a-x). 9. @+b+c+d)@a+b-c—-d). 10. @-b+c-d)a-b-
c+d). 1. 5x+1)(1-3%). 12. Om-2n)(Tm+2n). 13. @—-2b+x+y)@—2b—x—y).

14. 3a@—2c). 15. (3x+1)(1-x). 16. X +a)(3x—a). 17. @+a-1)@-a+1). 18 @+
m-=3)@-m+1). 19. x—-8)(x+2). 20. (1+5a+2x)(1-5a—-2). 21. (Ix+y+9)(7x+
y=9). 22. M*+m?-1)(m*-m?+1). 23. (4a°+2a°+3)(4a°—2a°-3). 24 (x—y+C+
d)x-y-c—d). 25 (3a+2b-c)@a-c). 26. (10+x—-y+2)10—-x+y—-2). 271. y(2x—}).
28. (Ix+2)(4-3x). 29. 3x(2z—-2y—x). 30. X+5)(x-3). 31. (Qa+3K)x+2). 32. (X+
2a+7y)(2x+2a—7y). 33. (7x=3y)(3x—"7y). 34. (17m—>5n)(17n —5m).

1. @+b+x)@+b=x). 2. X—y+m)x—y—m). 3. (m+n+1)m+n-1).
4. @+b-1)a-b-1). 5 (n+c+3)(n—c+3). 6. (a+x+2)(a+x 2) 7. @+3b-2)@a-
3b-2). 8 x-2y+1N)x-2y-1). 9 (@+2x-3y)(@a—2x—3y). 10. (2x+ 5y +6)(2x + 5y —
6). 11. Bx—4da+1)(3x—4a—1). 12. (1-8ab+x*(1—8ab—x). 13 @+b+c)@a—b-c).
14. 1+a-x)(1-a+x). 15. (m+x+y)m-x-y). 16. c+a-1)(c—-a+1). 17. -(n+8)
(n+2). 18. a+x-2)(2a—x+2). 19. (1+a+3m(1—-a-3n). 20. O+x—-4y)(5—x+4y).
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21. Bx+a—-2m)(3x—a+2m). 22. (4xy+2a—3b)(4xy —2a+3b). 23. (Sm+a+1)(dGm—-a-1).

24 (TP +5x=3y)(TX* =5x+3y). 25 @-b+c+d@-b-c—d). 26. X+y+m—-nx+y—
m+n). 21. 2a+2b+x)(2b—x). 28. x—2a+y—-3b)x—2a—-y+3b). 29. (M+3n+x+

2a)(m+3n—x—-2a). 30. 3x—2y+a+5b)(3x—2y—a—->5b). 31. @+m+x+3)@+m-x-23).
32 (x+1+3a°-b)(x+1-3a°+b). 33. (4a—3x+5m+1)(da—3x—-5m-1). 34 Bm+a-

cd—-10)(3m—a+cd—-10). 35. (2a—7b+3x+9y)(2a—7b—3x—5y). 36. (15a+13b—-c+1)

(15a-13b+c+1). 37. x+y+3)x—-y+1). 38 @+x+10)(@—x+2).

1. @+a+N)@-a+1). 2 (M+m+m)m—mn+n). 3. K+x+2)
x*—x*+2). 4. @+2a+3)@—2a+3). 5. @+ab-b?(@—ab—b%. 6. (F+2—1)(*—2x—1).
7. (2% +3ab+ 369 (28— 3ab + 369). 8. (2 + 3 —5)(2C—3x—5). 9. (' + 247 + dy) (' —
247 +4yY. 10, (4m?+mn - 3n?)(4m® —mn —3n%). 1. (5a° + 4ab + 7b%)(5a° — 4ab + 7b°).

12, (6 + 50~ 7y)(6¢ -5y = 7/). 13, (9m“+4m2+1)(9m4—4m2+1). 14. (% +5¢ — 10)

(¢ ~5c—10). 15, (2a‘+ 5"~ 7b')(2a’ ~ 5a’ = 7b"). ' 16. (BrF +6n+7)(8n —6n+7)

17. (5x2+7xy 9 (5x° —7xy 9?). 18. 7)(“+8x2y2+10y4 7)(4 8x2y2+10y4 (2+8x—11x)
(2-8-11), 20, (1€ +2°~6/)(11F 0~ 6y). ~21. (12 7’ +3n)(12 7n + 3.

22. (4+cz—c4)(4—cz—c4). 23. (8az+5;1bz—9b“)(8a2 5ab2 9b) 15 +5m +m? (15 -
5m+m?). 25 (1+10ab?— 13a%%)(1 — 10ab% — 138%°).  26. (A2 +xy + 11)(0%2 —xy +11).

Ejercicio 97. 1P +ay+8y%) (P —dxy + 80, 2. (2" + 2x%2 + yy(2x* - 2x%% + yY).
3. (a®+ 6ab + 18b?) (az— Bab + 18b2). 4. (2m*+ 6mn + 9n%)(2m* — 6mn + 9n%). 5. (2 + 10x* + 25¢)
(2 - 100 + 25¢). (8 L4+ 2)(B-da +a0). 7. (1+2n+20)(1—2n+2%). 8. (8¢ +
A% + y*)(8x' — 4xPy? + y%). 0. (9a°+ 12ab + 8b%)(9a® — 12ab + 8b?).

1 @+5)+2). 2. x=3)x—2). 3. Xx+5K—2). 4 (x+2)x—1).
»

5. @+3)@+1). 6 M+7)(M=2). 7. ¥=5)F—4). 8 x-3)x+2). 9. (x—8)x—1).
10. €+8)(c-3). 1. x-2)x—1). 12 @+6)@+1). 13 y-3)y—1). 14 (1-6)(1—2)
15, (X+7)X+3). 16. @+9)@—2). 17. M—11)m—1). 18. x—10)x+3). 19. (1+8)(1-2)
20. @-20)@—1). 21. (Y+6)y—5). 22 @—7)@a—-4). 23. (1-10)(1+4). 24 (x—9)(x+4).
25. @-7)@+5). 26. x+13)x+1). 27. @—11)@-3). 28. (M+15)(M—2). 29. (c—14)
(C+1). 30. (x+8)x+7). 31. (x—9K—6). 32 (@+12)@—5). 33 (x—20)x+3). 34. (x+18)
(x—10). 35. (M—30)(m+10). 36. (x+12)x—11). 37. (M—14)(m+12). 38. (c+15)(c+9).
39. (m-25)(m—16). 40. @+20)(@—19). 41. (x+26)(x—14). 42. (a+24)@a+18). 43. (m—
45)(m+15). 44. (y+42)(y+8). 45. (x—24)(x+22). 46. (1+27)(n+16). 47. (c—20)(c+16).
48. (m — 36)(m + 28).

1 +AE+1). 2 (=7 +1). 3. K'—10)X*+8). 4. (y+4)(xy—3).
5. 4x-5)(@4x+3). 6. Bx+7)5x+6). 7. x+5a)(x—3a). 8. (@-7b)@+3b). 9. x—y+6)
X—y—4). 10. (x+1)(B=x). 1. (C+5)0¢—4). 12. (m+8n)(m — 7n). 13. (¢ +12a)(*— 5a).
14, 2x=3)(2x—1). 15. (m—-n+8)(m-n-3). 16. (* +16)(x* = 15). 17. (¥ +3)(5-}).

18. @b’ —11)@b2+9). 19. (c+7d)(c+4d). 20. (5x—12)(5x+7). 21. (a—14b)(a— 7b).
22. (CY+12)0Cy2—11). 23. (¥ +6)8—-x). 24. c+d—13)(c+d—5). 25 (a+22x)(@a—
20xy). 26. (M°n°—13)(m°n® —8). 21. (n+2)(7—n). 28. (+31)(¢—30). 29. (4 —15)
(ACF+7). 30. (¢ +9ab)( —4ab). 31. (@>—13b%)(@+12b%). 32. (x+3a)(7a—x). 33. (‘)
—20a)(x* y* +5a). 34. (@+11)(@—10). 35. (m+ 8abc)(m —7abc). 36. (7x*+16)(7x* + 8).

L@ -1)x+2. 2 @Gx+1)x-2). 3 @&+1)@+2). 4 (Bx—2)x+3).
5. (X +2)(2x—3). 6 (X+2)@x—3). 7. (4a+3)@a+3). 8 (a+1)(5a+3). 9. Bm-7)

14, Qa+1)@+2). 15 (3x—4)@x+3). 16. @+1)©@a+1). 17. (4n—>5)(5n+4).
18. (X +2)(Tx—1). 19. (5m—-3)(3m+2). 20. (3a+2)(5a—6). 21. (9 +1)(x+4).

)
27. (7¢* + 116%mn + 14m?n?) (7¢* — 11c%mn + 14m?n?). 28. (9ah* + Zabzx“ 16x°)(9a%h* — 2ab%" — 16x%).

@m+5). 10. @y+1)By—1). 1. (2a—5)@da+3). 12. (x+5)x—7). 13. (3m+5)(5m —3).
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22. (10n-3)(2n+5). 23. Tm+2)(2m-5). 24. (x+10)(x+9). 25. (4a+5)(5a - 8).
26. (4n—11)(n+3). 27. (6x+5)(5x - 2).

1. B-2)@2¢+3). 2 (C+2)(5x°=6). 3. (2 +5)(Bx+2). 4 (3ax+7)
(2ax—3). 5. (4xy+5)(5xy—4). 6. (5x—2a)(3x+a). 7. (x+3)(4—5x). 8. (3x—8y)(Tx+9).
9. (m—3a)(6m+5a). 10. (A°—7)(7x2+2). 11. (6a+b)(5a—3b). 12. (Tx*+2)(°—5).

13. (3a+5)(6-a). 14. (' +1)(5-3x"). 15. (3a—5x)(2a+3x). 16. (4x — 5mn)(x+ 3mn).
17. (9a-5y)(2a+3y). 18. (A2 +5)(3—20). 19. (5 +2)(3—5x). 20. (10¢° + 3)(3x — 10).
21. (5m —3a)(6m +7a). 22. (3a-2)(2—-5a). 23. (4x—3y)(2y —x). 24. (5a —3b)(3b — 4a).

Ejercicio 102. 1. @+1)>% 2 3-x% 3. (m+n)? 4 (1 —a)3. 5 @+2)°% 6. (5x+1)>%

7. (2a—3b)°. 8. (3m+4n)®. 9. No es cubo perfecto.  10. No es. 11. (Ga+2b)°. 12, (2+3x)°
13. No es cubo perfecto. 14. (a®+b°%° 15. (¢ — 3y4 (4x + 5y) 17. (6 —7a%)°
18. (5x*+ 8% 19. (@ +1)% 20. (m—an)®. 21. (1+ 6a b3) 22. (4x° - 5p%°.

1. (A+a)d-a+a). 2. 1 —a)d +a+a). 3. X+))0C—xy+)3). 4. (m—n)
M +mn+n). 5 @-1)@+a+1). 6 (+1)(P=y+1). 7. =1)F+y+1). 8 (=1
@+ 2x+1). 9. (1= +2x+4%). 10. x=3)(**+3x+9). 11. (a+3)@—-3a+9)

12. (204 y) (4% =2y + ). 13. (3a—b)(9a®+3ab+b?). 14. (4+a)(16—4da’+a’). 15. (a—5)
(@2+5a+25). 16. (1—6m)(1+6m+36m?). 17. (2a+ 3b%)(da?— 6ab?+9b%). 18. (€ —b%)(¢' +
D+ b%). 19, (20— 3y)(4x + 6xy +9y). 20. (1 +7nm)(1—7n+49n%). 21. (4a—9)(162%+ 362 +
B1). 22 (ab—x)@’ +ab+x). 23. (8+3a'(64 - 2da’ + &) 2. (x2—2y“)(x“+2x2y“+
4. 25 (1+90)(1—9¢+81x). 26. (3m + 4n)(9m’ — 12mn® +16n) 7. (7x + 8)%) (49¢°
56xy? + 64y"). 28. (xy® — 6y°) (" + 6xy° + 36)°). 29. (abx+1)( abx+1) 30. (C+y4)(° -
K +8). 31 (10x—1)(1006 + 10x + 1). 32. (a?+ 5b%)(a’ 5a2b4+25b L33, (¢ 08 =X+
y8). 34. (1-3ab)(1+3ab+9a%h?). 35. (2¢°+9)(4x* —18x* + 81). 36. (a+2b%(a® - 2ab* +
4b%). 37. (2¢* - 5yz%) (4x® + 10x%y 2% + 25y%2"). 38. (3m*+7n*)(9m"* — 21m*n® + 49n°). 39. (6 —x)
(36 + 6x* + x¥).

1 (+x+y)(=x=y+xX+2y+y’). 2.(1-a-b)(1 +a+b+a’+2ab +
b3, 3. B+m-n)9-3m+3n+m?-2mn+n’). 4 (X—y-2)(x*—2xy+y*+2x -2y +4).

5. W+2y+ )P +dxy+dyP—x—2y+1). 6. (1-2a+b)(1+2a—b+4a°—4dab+b%. 7. (2a+
)@ +a+1). 8 @+1)(7a®-4a+1). 9. (2+y)(13x=5xy+y?). 10. (2a—b - 3)(4a®—4ab +
b2 6a—3b+9). 1. (C—x—2)( +X°+ 3¢+ 4x+4). 12. (22— 2)(a>—2a+13).

13. =3(3° + 3 +3) =9 (¥ +x+1). 14. -2y(3*+y). 15. 2m—5)(m*—5m+7). 16. 5x(7x* +
3y + 3. 17. (3a+b)(3a> + 6ab + 7b%). 18. (4m + 4n — 5)(16m + 32mn + 16 + 20m + 207 + 25).

Ejercicio 105. 1. @+N@-a*+a*-a+1). 2 @-N@+a+a*+a+1). 3 (1-x

T+x+X2+x5+x"). 4 (@+b)@-ab+a'v*—a’h®+a%h* —ab® +b%. 5. (m—n)(m®+m°n+
m'n® +m*n® + m*n* + mn°+ n°. 6. (a+3)@" -3a*+9a*-27a+81). 7. (2—m)(16 +8m + 4m* +
2m*+m*). 8. (1+3x)(1 = 3x+ 9x* — 27 + 81x%). 9. (x +2)(x* — 26 + 4x* — 8x* + 16x* — 32x + 64).
10. (3 —2b)(81 + 54b + 36b% + 246> + 16b%). 1. (a+bc)(@' — a’be + a’b’c? — ab’c® + b'c*).

12, (m —ax)(m® + am® + @®’m"® + a@m3¢ + a'm%* + amx® + a%®). 13, (1 +0)(1 —x + X =+ x*
XX, 14 =P+ xXY XY XXy xy® + ). 15 (a+3)(@° —3a° + 9a* - 27a° +
81a® —243a+729). 16. (1-2a)(1 + 2a + 4a° + 8a> + 16a* + 32a° + 64a°). 17. (*+2y)(x* — 2y
A8 16y, 18 (1+20)(1 — 2¢ + 4x' — 86 + 16 — 3200 + 64x2).

1. aBa+1). 2. M+x2 3. @=b)@a+1). 4 x+6)x—6). 5 (x—-y2
6. (—4)x+1). 7. @2+1)Bx=2). 8 (1+x)(1—x+x). 0. (3a—1)(9a%+3a+1). 10. (x+m)
= me + m* —m* +m*). 11, a(a —3ab+5b2) 12. x=3)(2y+2). 13. (1 -2b)%%

14, (2 +xy + )2 =xy +y). 1 x4+2x y“( 2y y“ 16. (a 6)(a+ 5).

17. Bm-2)(5m +7). 18. (a2+1)( P +1) (2m 3y)(4m + 6my? +9y“ 0. (da - 3b)2
21. 1+a)(1-a+a®-a*+a'-a°+a°. 22 (2a- 1)3 3. (1+m(-m). 24. (@ +7) (2 = 3).
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25. (52%+1)(25a* —5a®+1). 26. (a+b+m)(@+b—m). 27. 8a%h(1 +2a—3b). 28. (x*+1)(x—1).

29. (Bx—5)(x+4). 30. BX*+9)(BX*-9). 31. 1-m)(I+m+m?. 32. x+y+a-b)

(x+y—a+b). 33. 7mn Bm*—m’n+mn*-1). 34. x+1)@-b+c). 35 2+x-y)>

36. (1 +ab?)(1 —ab?). 37. (6a+b)%. 38. (€ —7)(C+11). 39. (5% +1)(3C—4). 40. (1+a—3b)

(1—a+3b+a’—6ab+9b?). 41. (+3x+5)(0—3x+5). 42. (a*+4a°— 6)(@" — 4a’ — 6).

43. (7 +2a)(49 —14a +4a%). 44. 3a°b(4x—5y). 45. (x—3y)(x+5y). 46. (3m—2n)(2a +1).

47. (9a° +2bc*)(9a° — 2bc®). 48. (4+2a+b)(4—2a—b). 49. (5+X)(4—x). 50. (71+7)(16).

5. @-n+c+d)@a-n-c—d). 52 (1+6¢°)(1—6x°+ 36x°). 53. (x—4)(x*+4x + 16).

54. x* (1 —64x). 55. 18 x3° (ax® — 2 — 3y°). 56. (7Tab—1)°. 57. (x+10)(x—8). 58. (a+b+c¢)

(@a-b-c). 59. m+n-3)% 60. (x+5)(7x—4). 61. 9a(@—-5a+7). 62 (@a-1)(x+1).

63. (9°—5y)%.64. (1+5b—b%(1-5b—b%. 65. (M*+mn+n’)(m®—mn+n). 66. (c*+2d°

(©*-20%. 67. 5x* (3x*—3x+4). 68. @+x)@a-x—1). 69. (*+12)(x*—20). 70. (2m*+5)

Bm?—4). 71. (2a-3n)=(3n-2a)% 72. 20¢+1). 3. (x+y—1)(7a—3b). 74. (x+6)(x—3).

75. @+m+b+n)@+m-b—n). 76. (x+2y)° 77. (4a+3)(2a—7). 78. (1+9ab)®. 79. (2a°+1)

(2a°—1). 80. (*—24)(*+20). 81. @—b)(x+y—1). 82 (3m—-1)(2a—1). 83. (3+4x)(5-

2). 84 a‘@®—a*+a*+1). 85 (x—1)@—1). 86. (m+4n)(m—n). 87. @—-b*)(1- 2¢).
2

88. (m+1)(2a—3b—c). 89. (x—%) . 90. (22" +b™)(2a" - b™"). 91. (10x+a)(8x—a). 92. (a—3 +

d)@-3-4x). 93. Ba+x— 2)(3a—x+2). 94 X—-y)Sx+y+1). 95 (x—9)(x+8).
96. (6a%+ 6ab — 7b?)(6a% — 6ab — 7b?). 97. (a+2b+m+3n)(@+2b —m - 3n).

%. (1+§a4)(1—§a4). 00, (9a’ +122%b° + 8b°)(9a‘ — 122%5° + 8bF). 100. (Tx—5)(7X—6). 101. (X—Tab)

(x+5ab). 102. (5x—3)%. 103. —5(2a+1). 104. (4a*—5b)(m+3n). 105. (1+ 3%

106. (a®—5b)(@®+8h). 107. (m+ 2ax)(m* — 2amx + 4a>?). 108. (1 +3x—4y)(1 — 3x + 4y).

100. (3x+1)(8x+1). 110. 9x47° (1 - 3x—x%). 111. (@ + b* — ¢% + 3xy) (@ + b* — ¢* =3xy). 112. (2a+1)

(422 + 102 +7).113. (10x%° + 11mA) (10632 — 11m?). 114, (@ +9)(@ —2). 115. (1+10)(1 — 10 +

100¢). 116, (Ta+x—3y)(7Ta—x+3y). 17 (+2+y+22)(¢+2—y—22). 118. (a—4)

@+4a+16). 119. @+x)@ -ax+ax —a* +x'). 120. (@ +6b)@@-9b). 121. (11 +x)(15-x).
2

122, @+a+1)@—-a+1). 123. (%%3)(%—%3). 124, (4x+%). 125. (22 +12) (% - 8).

126. (8a%+7y)(1—a+3b). 127. (C+26)(2—15). 128. (1+5m)(7—2m). 129. (2a+2b+3c +

3d)(2a+2b —3c —3d). 130. (9—5xy")(81 + 45xy" + 25x%%). 131, (x+y)(x +y +1).

132. 2+a—-b)2—-a+b). 133 (x—y)X*+xy+y2+1). 134 (@a—b)@ +ab+b>+a+b).

1. 3a+1)x=1). 2 3x+1)x-2). 3. A@-b> 4 2@-1)@+a+1).
5 a@-7)@+4). 6. x+NHx+2)(x-2). 7. 3ax+yE-xy+y). 8 ab-n? 9. (¥+1)
0+2)=2). 10. @+1)@=17% 11. 2ak—1)2. 12. (x+y)x+1)x—1). 13. 2a(a+4)@a—1).
18, 4x(2 - 32 15. (X —p)X+y)—y). 16. 5a@+ 1)@ —a+1). 17. a@x+1)(3x-2).
18. (" +9)(n+3)(n—3). 19. 2a(2x+ 1)(2x—1). 20. ax(x+5)%. 21. x(x = 7)(x +1). 22. (m+3)
m+4)(m—14). 23. x—2y)°. 24. @+b)a—b)a+b—1). 25 2ax(4a’—-3b) 26. x(*+1)
(=1). 27. 4x+9)x—1). 28 (@+a+2)@-2)@+1). 29. (+2)x—3)+3x+9).

30. a@+ 1)@ —a*+a*—a+1). 31 ab@+x+y)@a+x—y). 32 3abm+1)(m—-1). 33. 3y
(Bx+)O* -3y +y’). 34 @+MN@-1)@-a+1). 35 x@x+1)(1-6x). 36. 2(3a-b)(x+
b). 37 amm-4)m-3). 38. 42x-1)(C+x+1). 39 Txy2x+y)(2x—y). 40. 3ab(x—3)
X+2). 4. x+4)x—4)(K*+8). 42. 2y(3x+5y)% 43 @+1)x—y)% 44 x(x+3y)(x—y).
45. (@+2b)(@— 2b)(x + 2y). 46. 5a® (3 +2)(3—2). 47. @+ 4)a—3)@ —a+12).

18. (b—1)(x+1)(x—1). 40, 2¢ (x+7)(x—4). 50. 5(2a—-5)(3a+2). 51. (x—y)(3x—3y+1)
(3x—3y—1). 52. ax—3a)(3a—x). 53. a(4—5a)(16+20a+25a%). 54. 2(Tx— 3)(5x+4).

55. @@ +11)(@ —5). 56. ab(4a® —7h%%.  57. x*(Ix* — 3a2)(x* +5a).  58. X*(X" +y") (X" — y").

59. (2 +5)(x—3)(¥* +3x+9). 60. ax—2)(x*+xy+y?). 61 (X°+ 2xy + Y + DX +y+1)(x +
y—1). 62 3a@+a+1)@-a+1).
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1. (+ay1+a)(1 +a)d —a). 2 @+D@a-1@-a+1)@+a+1).

3 X+ — 4K +5)x—5). 4 (@+bP@a—-b2 5 xx+1)x—1)E+2). 6 20x—1)(x+3)
OP+x+1). 7.3 +9)x+3)(x—=3). 8. (A+y)A2x—y)> 9. x(Bx+1)(3x = 1)(x +).

10, 3a(2x+1)(2x—1)(x2+3). 1 0+ K+ —y). 12 (= 2)(+2x+4)(x + 1)
0C—x+1). 18. (2+x)(4— 2x+x)(2—x)(4+2x+x2). 14. (a—b)a + b)(a’ +ab + b?).

15. 220+ 1)(2x—1)(¢ +1) 6. (@+3)@—3)@+4)@—4). 17. a@+2x -y +x/+ ).

18. a(a+1)(a 1)@+2). 1 (1—a)2(1+a+a2)2. 20. (m+3)(m2—3m+9)(m—3)(m2+3m+9).
21, X2+ 1)+ 1) (x—1). 22. X+ )2 (x —y) (¥ —xy + 7). 23. ab(a+b)(a b) 24. 5(2% + 25)
(@a+5)@-5). 25. @+3)@a-N@+1>% 26. a@+2)x-2)(®+2x+4). 27. (1 +ab)(1-ab+
a’b®) (1 —ab)(1 +ab +a%?. 28. Ba(x+1)(x—1)(x+2). 29. (a+b)(a— b)(x+y)(x ¥).

30 (¢ +2)0C+ )+ )x—=1). 31. a@+1)@+3)@—3). 32 @+1)@a-1)x+3)x-2).
33.(m-+1)(m — 1)(4m + 3)(4m—3).  34. 3b(a-+ N+ 2—2). 3. 3(m+1)(a+5)(a~2)

3. @+ 1)@ -a+)(x—-3)(x—2). 37. x—=1)>2x+y)(x—y). 38. alx+1)°

1 XK+ + AR +APKX—)). 2. XX +2)x—2)(x +6)(x - 6). 3. a(a+Db)
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). 9. a@—x22x+1)(2x=1). 10. (+9)(x+3)x=3)x+ )G —x +1). 1. x(E+ 1) +1)
)+ )x=1). 12 302 +4)x+2)x—2)(x+5)(x=5). 13. x(@+1)@—-a+1)@a— 1)@+
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1=+ 12 2 k+)x-2)(x=3). 3. @—2)@+2)@-3). 4. (m-2)>
m+4). 5 (x-3)x+3)2x-1). 6. (a—4)(az+5a+7) L2 +1). 8 (1=1)(n-2)
(1+3). 9. (x+2)(x—4)% 10. x+3)(Bx—2)(2x+3). 11. x=1)x+1)(x=2>% 12 (x+1)x-2)
0+ 3)c-4) 13. @-1)@a+2)@+3)@a-4. 14 (1- 2)(n+3)(n+4)(n 5). 15. (x+4)(x+5)
0 = 3X+7). 16. (a+2)(@—4)(2a3)(da+5). 17. (= 5)+5)( +3). 18. (—1)(X+6)(3r +5)
(Bx=2). 19. x—22x—3)(+3)x+4). 20. @+1)@a+2)@a-3)@-4)@+4). 21. (x+2)
(X—3)(x —4)(x+5)(dx +3). 22. (1+2)(n+5)(1—6)("® —n+3). 23. (X —2)(x+3)(x—4)(2x +3)
(x=2). 24 (x+1)Xx=5)x+5)0—x+1). 25 (a—4)(2a*+3). 26. (x—3)(x+5)(x°—3).
27. (x+ 1)+ 22 + 3)(x— 3). 28. (@+1)@—2)@—3)(@+3)@—4)@+5). 29. (x—1)(x+1)(x—2)
X+2)x—6)(x+6). 30. 20X+ 1)(x—2)(x+ 2)(x +3)(x—4)(x=5). 31. (@—2)%a-3)(@+4)
@-52+3). 32 (x—2)(x+2)(x—4)x+4)(-2).
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m 1. 2a. 2. 3x%. 3. 4a%° 4. a+1.5 x(x—1). 6. 5 7. 6a’xy*. 8. a(@a—3).

9. X(x+5). 10. a—b. 1. m+n. 12. x—2. 13. x(x+2). 14. 3x—-1. 15. 2a+b. 16. 3(x—4).

17. 2x+y. 18. a@—3b). 19. c+d. 20. 3a(m+5). 21. 2¢—y. 22. Iq(x+1)(x—1). 23. a+b.
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8. x2y3z. 9. 8a%% 0. 12¢"y%z2 1. 36m°n®. 12. 24a%%%.  13. 30x%2. 14, a’x%yc.
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1. da—2). 2 3b%@—b). 3. xy(+y). 4 8(1+2a). 5. 63h%(a-+2b).

6. 14¢@r+2). 7. 18mn(n—2). 8. 150+2). 9 10(1-3b). 10. 362(-3y). 11. 1264’22 +5)
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23. &°(2x—3y)%.  24. 7% (x—5). 25. 2an®(x*+ ) (x+y)°. 26. 8P(x+3)(x—2)>% 27. B+ 1)
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x=3). 9 x+1)x=1>% 10. x+1)2C+1). 1. x+y>C-xy+y). 12, K=y C+xy+)).
18 (-2 + 5@ +1). 14 @-5)@+6)@-3). 15 X+ 3)x-3)+5) xz(x2 9)(x +5).

16. ax(x — 2)(¢C +4) (0 + 2x +4). 17.24(x — y)’(x +Y). 18.10( +y)*(¢* +)7). 19. 12a2b(m+n) (m?—mn +
). 20 axs(m—n)S(m2+mn+n2). 21. 6a° (a+1)(a—1):632(az—1). 22. XX+ 2)(x—2) =
0C—4). 23 (—1)x+2x—-3). 24. (3a+22(2a+3)@+4). 25. 300¢+1)+1)(x—1)=300+1)
0C—1). 26, X(x+))x—y)(a—2b) = x2 V)@ 2b). 27. 60ab(a +b)(a—b) = 60ab(a’ - b?).

28. 2(x+5)(x—5)(X* + 5x +25).  29. abz(a 3b)? (a+b) 30. 12mn(m® —n?).  31. 60(x—y)°’(x +y)
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19. 23 a-b > +ab _ 3x2-3x xP+x2 3 T m m’=mn  mn+n? .
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m’n Bax? 30a 15x2 60 m
3 2 3 2 3
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Ejercicio 136. 1. ol 2. 5. 3 eoa 4. — . 5 . 6. 1.




Respuestas a los ejercicios

2 2 2 2
x-3 4x2-12x+9 10 a‘+ab+ac 1. b2—h 1 4m*+mn

D 2ax+4a’ T 2%+3x " a-b-c X+3 " m’n-3mn*+9n* "

13. ; 14. 3° - 34",

TCIIREIAY. 1. 2. 2 X+x+1. 3 3ab 4 M0 g5 9 g X2y g X+3
b+1 b x=5

n-m’ y
2 2 2
8. a-2. dab-4b" 49 3 qq. 1 qg &-228 49 5-2 4, 4 +3x.
2a+b 50 a+x—1 a+1 2+ 5x 42
2
15, X1 4, 22D gy X+4 - qg dH2+1
a+b x+10 a%+8a+15

Ejercicio 138. 1. X +x 2 X 3. L. a4 ﬁ 5.m. 6. &=ab+b’
+

tx-2" a+b ab®

3x+2

10. 11.

[SRE-N

20. 3. 21. oo,

1. 49-29x )
29x

_9x+4
8x+3 "

a’+2b°
a%+2b*

g M .V g 1_1_1 13, _42°-22% q4 1 45 x+4 45 _1

1. B, 12
14

20. -11. 21

29. 3. 30.
8

38. 1. 39. -

7. Bx=x®-x® g A gy 10 2=X 11, 1. 12. X=3 13 2—ab. 14 =Y
2 Xy —y? 4a X2 +4x x—4y
15. -1, 16, —1. 17. a=b+c  qg 2a’-2a+1 g 9 g0 X 1, X=1 2p _x
a a-b-c 1-2a X+1 2x -1 2x-3

23, 24 94 1 25 a=1 = 95 x_1.

Ejercicio 139. 1.0, 2. 3.0. 4 e 5 0. 6. g 7. g 8. —1. 9.0.

oo, 12

oo
—
[od

22. 2. 23. % 24,

5 9
Ejercicio 140. NREC.CS RN S C SR TS RENS A PR S A =T F
6x—1 = X(x=3) )

3 3 3% oax omx mn’ o @-b@+pd) -2 x T x4’

19, £ 201 21, 3 22 1 g3 ICHI-Z g4 4

18. ! ) . : o221 a3 .
a - 3 a-5b 2 6(x+2)(x—3)?

> =

Ejercicio 141. 1. -4. 2. 3.3 -8. 4 -13. 5. % 6. -g. 7. 19. 8. —%. 9. 1
10. -9, 1.8, 2.8 13 -1 14 2 151 46 13, 17. 8 15 -8
8 7 7 5 73 4 5 197 5
19, % 20. —2. 21.2. 22.1. 23 14. 2a. —%. 25. 14. 26. 1. 271. —4. 28. 4.
20. -3. 30.8. 31.15. 32.5 33 %

Ejercicio 142. 1.-2.2.9. 3. 4.4 4 5 2 6270 835 9 101 10 -1
4 3 1 2 7

3 7 _1 7
5on 9. 14 1L 15 7. 16.14. 17. 47 18.2. 19.54
7 — 2 3 2 _4 3
1. o216 2332, 2. 13 2.7 26 . 2 i 2
1 _ — _13 _3 _14
2;. 3.3 32 -4 W5 W6 B L. 36 -2 a7 -id
1
I
Ejercicio 143. 1.1=2 2 2 3a-b 4a-3 5a 6.2 71a-1
a a-b 3
9.1. 10. &1 11, & 42 2. 13.a-b. 14 a+b. 15 &1,
2 1+ 2
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16. -3 q7. L 48 2. 19.a. 20. 2m.
2 a+b a
Ejercicio 144, 4NRH ”’{ 28 31 4m 52 62 7.2 8n-m %a+h
6a+3b _ 3bc _ _mP+n® 3b
10. 5o 11. —4a. 12. 202" 13. mn. 14. 2(3b—a). 15 o 16. 5
17. b. 18 g 19. b—;" 20, @ 21.4a-1. 22. =2 23 23+3b. 24 n-2m.

Ejercicio 145. 1. 8. 2.12. 3. 5. 4.80. 5 30. 6.120. 7. A 10 afos; B, 6 anos.
8. A, $120; B, $105. 9. 100 m. 10. 72 bolivares. 11. 18. 12. 14. 13. 60. 14. 26%. 15. 63 p.

Ejercicio 146. 1.24y25. 2. 64y65. 3. 124y125. 4.99y100. 5. 80y82.

6. A, $25; B, $24. 1. Hoy, $16; ayer, $15. 8. 80,81y 82. 9. 70,71y 72. 10. 20,21y 22.
11. A, 16; B, 14; C, 12 aflos.  12. A, 5 afios; B, 6 afos; C, 7 afios.

Ejercicio 147. 1. 41y18. 2. 315y121. 3. 21y65. 4. 80y24. 5. 200y 60.
6. A, 96 nuevos soles; B, 100 nuevos soles.

Ejercicio 148. 1. 1" dia, $100: 2° dia, $50; 3er. dia $25. 2. Miér,, $120; juev., $72; viernes, $60.
3. A, 120,000; B, 80,000; C, 48,000 sucres. 4. A, 40 afios; B, 24 afios; C, 9 afios. 5. 1°. dia, 81 km;
2° 27 km; 3°, 9 km; 4°, 3km. 6. 1°,1,000 km; 2°, 1,100 km; 3, 1,210 km; 4°, 1,331 km.

7. 1% 20,000,000; 2°, 10,000,000; 3°, 2,500,000; 4°, 500,000; 5°, 50,000 colones. 8. Barco, 5,436;
tren, 2,416; avion, 1,510 km.

Ejercicio 149. 1. $50. 2. 84 quetzales. 3. $93. 4. 5,000,000 bolivares. 5. 80.

6. 120 nuevos soles. 7. $96. 8. $90. 9. 16,000,000 sucres. 10. $1,200.

Ejercicio 150. 1. A, 25 afos; B, 75 afos. 2. A, 60 aos; B, 20 afos. 3. 50 afos. 4. 36 anos.

5. Hijo, 16 anos; padre, 48 anos. 6. Hijo, 20 afos; padre, 50 afos. 7. A, 50 afios; B, 15 anos.
8. Padre, 55 anos; hijo, 30 aflos. 9. Padre, 50 afios; hijo, 30 afios. 10. A, 48 afos; B, 30 anos.
11. A, 24 anos; B, 8 anos.

IETEEIRGAP 1. A, 60,000 bs.; B, 30,000 bs. 2. A, 4,800; B, 9,600 colones. 3. A, $48;

B,$96. 4. A, $70; B, $42. 5. Con 900,000 sucres. 6. A, con $72; B, con $48. 7. A, $72; B, $90.
8. A 8$30; B, $15. 9. 40 balboas.  10. 36 nuevos soles.
m 1. 2afios. 2. 5afios. 3. 12afos. 4. 15afios. 5. $20. 6. 35 quetzales.
7. 15y20a. 8. $10. 9. bs. 120,000.
IEEEEREEWY) 1. 12mx9m. 2 18mx9m. 3. 15mx13m. 4 48mx12m.
5. 49x36m. 6.90mx60m. 7.18mx8m.
iercici 3 8 23 13 3 5 3 27
Ejercicio 154. 1. 3 2. & 3. =k 4, L 5. L 6. 5 1. - 8. 5
IR 1. 42 248 3.63 421 552 697 7. 84

Ejercicio 156. 1. 2 dias. 2. 6% min. 3. 2 dias. 4. gde dia. 5. 2% min. 6. 3% min.

Ejercicio 157. 1.1y 38% min. 2. Alas10y 5% min.yalas 10y 381% min. 3. Alas 8
y 10% min. 4. 12y 32% min. 5. Alas2y 27% min. 6. Alas4y 21% min. 7. Alas6




Respuestas a los ejercicios

y 16% minyalasﬁy491l1 min. 8. Alas10y54% min. 9. Alas7y 21% min.  10. Alas 3y

21% min. 11. Alas 8y 321§1 min.y alas 8y 54% min.

6. 45y75. 7. $16,000. 8. Ropa, $480, libros, $900. 9. A, 15 afios; B, 6 afios; C, 4 afios.
10. 9,000,000 bs. 11. 8. 12. 70. 13. 60,50,30y10. 14. 9y 49111 min.  15. A,

55 anos; B, 45 anos.  16. 15dias. 17. 500y 150. 18. A, 15 anos; B, 60.  19. 23y 22.

20. 6,000,000 sucres.  21. Entre 10.  22. 40 libros; $10.  23. A, $110, B, $140. 24. 30
libros.  25. 30,000,000 colones.  26. 3,600 balboas. 27. $4,800. 28. 200y 150. 29. $180.
30. 8 pesos, 6 piezas de 20 cts. y 4 de 10 cts.  31. Q. 8,000. 32. 40 afios. 33. 55 hombres;
3,061 hombres.  34. $288. 35. Con 80 lempiras. 36. 72. 37. 63. 38. 60. 39. $20.

40. Pluma, $20; lapicero, $12.  41. $28. 42. $18,000. 43. Baston, $150; somb., $450; traje,
$800. 44. 300 saltos. 45. 225 saltos. 46. Alas 10y 48 min.  47. A con bs. 8,000,000;

B con bs. 6,000,000. 48. 30 afos. 49. 100 km. 50. Cab., $5,000; perro, $2,000.

Ejercicio 159. 1. 80m. 2. 100 km. 3. 360 kmde Ay 160 km de B. 4. 4 horas. 5. 250 km;
10% a.m. 6. A 45km;B,25km. 7. A, 17% km; B, 12 km. 8. 7 horas; 420 km. 9. A 93 km.

Ejercicio 162. 1. 40cm? 2. 32m? 3. 135m. 4. 12s. 5 5m. 6. 12m.

7. 78;m2. 8. 31gm. 9. 37§m3. 10. 1.03. 11. 6.92m2  12. 720°.
Ejercicio 163. L=l =g n, feli f gl [ gsl =2 pedd
t v b+b t In an al

")
2,22 V-V V-V
5. r=|A 6 x=2tC"% 7y _y_ata=__o t="""o g y—viataz=-2 . t=2
.1 0 t a 0

V-v V-V
2b t a
9. v=g,P:VD. 10. b=ya’-c% c=ya*-b*. 11 a:%, t=%. 12. p’:pprf, p:f’f;,.
—¢ ooy - 2e-at? Jerat? 24l -e) A FT]
13. d VZ,e_v d. 14 v, 7 15. v, T a o 16. h e r Pt
17, ¢= 100X 100x7 -, 100xT g poE y=E 49 y=\22e. 20.a=u—(n-1)r,
txr cxr cxt / R

p=tT3 U780 gy g= L =L 22 Q=1 =9
r n-1 - a /

Ejercicio 164. 1.x>1. 2. x>4. 3. x>3. 4 x>-3. 5. x>7. 6.x <8 7. x>5.

8. x>%. 9. x>1. 10. x> —7. 11. x<%. 12. x>%. 13. x<%. 14. x>2. 15. x<3.

16. x> 2. 17. Los nimeros enteros menores que 84.

Ejercicio 165. 1.x>8. 2.x<9. 3 x>3 4 x<1. 5 x>20. 6. 10<x<13.

7. 4<x<6. 8 -3<x<-2. 9. 21<x<22. 10. 5y6.

Ejercicio 166. 1.12. 2.36. 3.84. 4.5 B 2;. 6. 2. 7.1. 8. 4%. 9. 96.

10. 3. 11. 50m?  12. 120m?%  13. 256 m®.  14. 154 cm?  15. 10% cm. 16. 4.

Ejercicio 167. 1.A=2B. 2. e=ut. 3.A:%DD'. 4.A:%. 5. c#r:znr.

Ejercicio 158. 1. 62y56. 2. $20. 3. 18. 4. 28,000y 20,000 nuevos soles. 5. 60y 24.
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5-2x

2
6. e=492 7. F=K™ . 8 y=2x+3 9 I=r{2. 1u.y=Xi+2. 1. y=

12. F=X1 43 h=2. 14 w=Im?. 15. B:3V 16. x=10.17. x=12 18 A=,
d? B 2 y y 2C

Ejercicio 173. 1.x=1y=4x=2y=3;x=3,y=2x=4,y=1. 2. x=2,y=11;x=5,

y=9x=8,y=7;x=11,y=5x=14,y=3;x=17,y=1. 3. x=1,y=8,x=6,y=5x=11,y=2.
4. x=3,y=2;x=6,y=1. 5 x=5y=10;x=13,y=3. 6. x=3,y=13. 7. x=4,y=4;
x=9,y=3x=14,y=2,x=19,y=1. 8. x=3,y=16,x=14,y=7. 9. x=1,y=34,x=3,
y=29,x=98,y=24;x=7,y=19,x=9,y=14;x=11,y=9;x=13,y=4. 10. x=4,y=10;x=17,
y=2. 1. x=2,y=18;x=7,y=11;x=12,y=4. 12. x=1,y=22,x=2,y=12;x=3,y =2.

13. x=2,y=17;x=6,y=8. 14. x=1,y=18,x=12,y=9. 15. x=6,y=24,x=18,y=13;
x=30,y=2. 16. x=6,y=18,x=19,y=8. 17. x=4,y=32,x=12,y=21,x=20,y =10.
18. x=5,y=24;x=30,y=3. 19. x=4m-1,y=3m-2,x=3,y=1;x=7,y=4,x=11,y=7.
20. x=8m-3,y=5m-2;x=5,y=3;x=13,y=8;x=21,y=13.  21. x=13m-5,y=7m-6;
x=8,y=1,x=21,y=8x=34,y=15. 22. x=12m,y=11m;x=12,y=11;x =24,y =22;
x=36,y=33. 23. x=17Tm-5,y=14m-6;x=12,y=8,x=29,y=22; x =46, y = 36.
20.x=11m+4,y=Tm-5,x=15,y=2,x=26,y=9,x=37,y=16. 25.x=13m +46;y=8m - 3;
x=089,y=5,x=72,y=13;x=85,y=21. 26. x=20m—-17,y=23m+1;x=3,y=24; x =23,
y=47;x=43,y=70. 27. x=5m—-1,y=Tm+61;x=4,y=68;x=9,y=75;x=14,y=82.

1. 1de $2y 8 de $5; 6 de $2y 6 de $5; 11 de $2 y 4 de $5 0 16 de $2y 2 de
$5. 2. 1de$5y4de$10;3de$5y3de$10;5de$5y2de$1007de$5y1de$10. 3. 1y
19;4y14;7y9010y4. 4. 5s5.y20z;20s.y12z.035s.y4z. 5 3del.y15des.;8dely
12des.;13del.y9des.;18del.y6des.023del.y3des. 6. 8ad.y20ninos. 7. 4 cab.y89v.;
26 cab.y66v.;48 cab.y43v.070cab.y20vacas. 8. 4y2. 9.2de25y16de10;4de25y
11de 10;6 de 25y 6 de 10; 8 de 25y 1 de 10.

SR 21. (-1,4). 22. (2,3). 23. (5,3). 24. (<2, -4). 25. (3, -4). 26. (=5, -3).

27. (-4,5). 28. (2,4). 29. (-5,6). 30. (~4,-3).

Ejercicio 176. 1.x=3,y=4. 2. x=-4y=-5. 3. x=-1,y=2. 4.x=1,y=%.

=1y=1 =-1y= =-2y= =g = =9 y=
5. X=a3V=y 6. x= o/ 2. 1.x 7 7. 8. x=-12,y=14. 9. x ol 5
Ejercicio 177. 1. x=3,y=1. 2. x=4,y=-3. 3. =-4,y=5. 4 x=-T7,y=-3.
=2 y= =_1 —_, =3 ,=2 =1y=_1 =3 y=
5.x—3,y 2. 6. X 2,y 7. X 4,y = 8. 4y 5 9. x=-3,y=10.

Ejercicio 178. 1.x=1,y=3. 2. x=-2,y=-1. 3. x=7,y=-5. 4 x=-4,y=2.

5 x=3,y=-2. 6.x=1,y=1. 7.x=-2,y=5. 8. x=-2,y=2. 0. x:%,y:—1.
10. x=4,y=20. 1. x=-1,y=-2. 12. x=3,y=-4.

Ejercicio 179. 1. x=3,y=4. 2. x=5,y=3. 3. x=4,y=9. 4 x=9,y=-2. b5 x=4,

y=-2.6.x=6,y=8. 7. x=5,y=7. 8. x= 173 y=- gg 9. x=—-1,y=-2. 10. x=2,y=3.
1

1 9 y—_
11.x—§,y—1. 12. x=-2,y=-6.

Ejercicio 180. 1. x=6,y=2. 2. x=12,y=-4. 3. x=14,y=9. 4 x=15y=12

5. x=5y=4 6. x=-3,y=-4. 7.x=—8,y=%. 8. x=7,y=-8. 9.x=2,y=4.




Respuestas a los ejercicios

10. x=-3,y=6. 1. x=15y=-1. 12. x=4,y=5. 13. x=6,y=8. 14. x=_,y
15. x=7,y=8. 16. x=-9,y=11. 17. x=3,y=-1. 18. x=2,y=3. 19. x:%,y= .
20. x=6,y=10. 21. x=4,y=3. 22. x=8,y=12. 23. x=1,y=2. 24. x=2,y=3.

25. x=-3,y=—4. 2. x=%,y=%. 27. x=4,y=8. 28.x=7,y=9. 29. x=%,y:%.
30. x=3,y=9. 31. x=40,y=-60. 32. x:—g,y:—%. 33 x=2,y=4.

Ejercicio 181. 1. x=a,y=b. 2. x=1,y=b. 3. x=2a,y=a. 4. x=1,y=a. b5 x=ab,

y=b. 6. x=b,y=a. 1.x=ay=>b. 8. x:;,y:%. 9. x=m+n,y=m-n. 10. x=m?,
y=mn. 1. x=a+b,y=-b. 12. x=m,y=n. 13. x=-a,y=b. 14. x=a+c,y=c-a.

a+b

9.79. 10. -47. 11. 6. 12. -367.

Ejercicio 184. 1. x=3,y=1. 2.x=-5y=-7. 3. x=-6,y=8. 4. x:%,y:%.

=21 y—_ =3 =4 =0 y= =1y=1 =8 y=—
5.x_2z,y_ 2. 6. x V=g 7.x=9,y=8. 8. x V=5 9. x=-8,y=-12.

10.x=a,y=§ 1. x=-1,y=-1. 12.x=2,y=%. 13. x=5,y=7. 14. x=5,y=3.
15. x=a+b,y=a-b. 16. x=-10,y=-20.

Ejercicio 185. 1. x=4,y=3. 2. x=2,y=-4. 3. x=-3,y=-5. 4 x=4,y=-3.

5 x=1,y=3. 6. x=4,y=-2. 1. Equivalentes. 8. x=5,y=—-4. 9. x=-1,y=-1.
10. Incompatibles.  11. Equivalentes. 12. x=4,y=-6. 13. x=4,y=5. 14. x=2,y=3.
15. x=-3,y=5. 16. x=-2,y=-3.

Ejercicio 186. 1. x=1,y=2,z=3. 2. x=3,y=4,z=5. 3. x=-1,y=1,z=4.

8. x=5y=-4,z=-3. 9. x=%,y: ,z:%. 10. x=5,y=-6,z=-8. 11.x=1,y=-10,z

=3. 12.x=3,y=3,z=-3. 13.x=%,y=%,z=—%. 14.x=%,y=—2,z=6. 15. x=-2,

y=3,z=-4. 16. x=3,y=-2,z=4. 17. x=6,y=-5,z=-3. 18. x=2,y=3,z=-4.
19. x=1,y=4,z=5. 20. x=6,y=3,z=-1. 21. x=-2,y=-3,z=-4. 22. x=10,y=7,
z=6. 23. x=2,y=4,7=5. 24. x=6,y=12,z=18. 25. x=30,y=12,z=24.

30 x=ty=12z=1 31 x=3y=27=4. 32 x=%,y=—%,z=—2.

15. x=%, y:%. 16 x=ab?y=ab. 17. x="y="1. 18 x=a~by=a 19.x=a-by=a+b.
S

2. x=p,y=_.

Ejercicio 182. 1. x=2,y=3. 2.x=3,y=4. 3. x=1,y=2. 4 x=-3,y=-2.
1,1 —2 -1 __ __ -9 y=—_ =-1y=-3

5. X=5Yy=3. 6. X=5=5 7.x=-1,y=-5. 8. x=-2,y=-3.9. x V=5

10. x=3,y=7. 11. x=§,y=%. 12. X:L,y:ﬁ.w.x:a,y:b. 14. x=2m,y=2n.

Ejercicio 183. 1.2, 2.-11. 3. -26. 4. -59. 5 -46. 6.30. 7.-17. 8. -95.

4. x=1,y=38,z=2. 5 x=-2,y=3,z=-4. 6. x=3,y=-2,7=5. 1. x=5,y=-3,z=-2.

26. x=10,y=12,z=6. 27. x=8,y=6,z=3. 28. x=10,y=8,z=4. 29. x=6,y=4,z=2.
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Ejercicio 187. 1.7. 2. -45. 3. 14. 4. -44. 5. 115. 6. -65. 7. -171.

8. 0. 9.0 10 847. 11.-422. 12. 378.

Ejercicio 188. 1. x=2,y=4,z=5. 2. x=-1,y=-2,2=-3. 3.x:%,y:%,z:%.

a. x:%,y:S,z:S. 5 X=-2,y=-3,z=5. 6. X=8,y=-527=—-2. 7.x=5y=-1,z=-3.

8. x=-2,y=6,z=7. 9. x=-6,y=6,z=3. 10. x=-5,y=-7,z=-8. 11. x=6,y=8,z=4.
12. x=9,y=8,z=4.

Ejercicio 191. 1. x=1,y=2,z=3. 2. x=1,y=1,z=3. 3. x=2,y=2,z=5.

4. x=3,y=3,z=4. 5 x=4,y=2,7=3. 6.x=2,y=3,z=5.

Ejercicio 192. 1. x=-2,y=-3,z=4,u=5. 2. x=1,y=2,z=3,u=4. 3. x=2,

y=-3,z=1u=-4. 4 x=-3,y=4,7z=-2,u=5. 5 x=4,y=-57=3,u=-2. 6. x=3,
y=-4,z=1u=-2. 1.x=-2,y=2,z=3,u=-3. 8. x=3,y=-1,z=2,u=-2.

Ejercicio 193. 1. 64y24. 2.104y86. 3. 815y714. 4. 96y84. 5. 63y48.
6. 90y 60. 7.81y48. 8. 64y16. 9. 45y15.

Ejercicio 194. 1. T., 800 nuevos soles; somb., 60 nuevos soles. 2. V., $5,500; c., $4,200.

3. Adulto, $35; nifo, $18. 4. 31y23. 5 A 21a;B,16a. 6. A, 45a;B,40a. 7. A 55a;
B,42a. 8. A 65a.;B,36a.

Ejercicio 195. 1.3, 2L 393 4 T
5 15 7 1

Ejercicio 196. 1. 25y30. 2. 22y33. 3.45y50. 4. A 30a.;B,42a. 5. A 40a,;
B,50. 6. A, 14afos;B,21a. 7. A, con 50,000 bs.; B, con 65,000 bs. 8. Menor, 70,000 h.;
mayor, 90,000.

Ejercicio 197. 1. 54y 25. 2. 57y19. 3. 27y17. 4. 27y5. 5 20mx4m.

Ejercicio 198. 1.75. 2.59. 3.94. 4.83. 5 97. 6.34 7. 45

Ejercicio 199. 1. 35de 20¢ y 43 de 10¢. 2. 40de $5y 51 de $4. 3. 300 adultos, 400

ninos. 4. De 20¢ 21; de 25¢ 23. 5. 155de $1y 132de $2. 6. 16 de 300 colones; 18 de 700
colones. 7. 13 trajesy 41 somb.

—_
o

6. Ue

nNY
w
oo |
win

Ejercicio 200. 1. A, $5; B, $3. 2. A, 10 nuevos soles; B, 14 nuevos soles. 3. P $13; J, $7.

4. A, 30;B,20 anos. 5. A, 42;B, 24 anos. 6. A, 35; B, 25 anos. 7. Hombre, 36; esposa, 20
afos. 8. A, 135 lempiras; B, 85 lempiras. 9. Padre, 51; hijo, 15 afios.  10. P., $35; J., $25.
11. A, $1.50; B; $3.00. 12. E., 24 anos; her., 18 afios.

Ejercicio 201. 1. Bote, 7 km/h; rio, 3 km/h. 2. Bote, 12 km/h; rio, 4 km/h. 3. Ida, 2 h.;
vuelta, 3 h. 4. Bote, 12 km/h; rio, 4 km/h. 5. Ida, 2 h; vuelta, 4 h. 6. Bote, 10 km/h; rio, 6 km/h.

Ejercicio 202. 1..10, 12, 15. 2. Azlcar, $6; café. $20; frijol, $7 kilo. 3. 726. 4. 40, 42, 45.

5. 123. 6. 80°,55°,45°. 7. 40v,45cab.,25t. 8. 523. 9.70°,65°,45". 10. A, bs.
60,000; B, bs. 50,000 y C, bs. 30,000. 11. A, $9; B, $8;C, $7. 12. 321. 13. A, Q. 16;B, Q.
12;C,Q.10. 14. 441. 15. A/15;B,12;C, 10 a.




Respuestas a los ejercicios

Ejercicio 203. 1. 5mx4m. 2. A, 48 balboas; B, 24 balboas. 3. 20mx5m. 4. Carro,

9. Café, $30; té, $45 kilo. 10. 32 de $400y 18 de $350. 11. % 12. 115, 85 nuevos soles.
13. Caballo, $1,000; sombrero, $400. 14. 54. 15. 30y 20,000 bs. 16. A, 6,000,000 sucres; B,

26. 16mx12m.

9. 24. 10. 720. 11. 720;5,040. 12. 720,120. 13. 504. 14. 6. 15. 10. 16. 6.
17. 60. 18. 3,628,800. 19. 56. 20. 120. 21. 40,320; 120. 22. 24.

Ejercicio 205. 1. 16a%. 2. —125a° 3. 27x%°. 4. 36a’b®. 5. -8x%°. 6. 64ah%'%

7. 36x%". 8. —343a%°%™. 9. a™b™.  10. 16x"YP°Z%. 1. —27Tm*n®.  12. a®"h*"c"
13 mn'x® 14 —2432"%°. 15, 4y 6. 57, 17. -8 qg £ qg 9
y n’ 125 16y*
16a‘b® 32m"n® 9 6p4 1 4n8 _ 1 1042
20 5. a2 2 gdbt. 2 gmn®. 24 —ath®.

Ejercicio 206. 1. a0+ 142°" + 496, 2. 9x® - 30x%° + 25x%°. 3. a'b®—2a'h*+a".
4. 49" — 1126 + 6485, 5. 81a%* + 90a%h° + 2534b6 6. OFY® — 420" + 49K,

7. Xy - 2a%h%xy +a'b*. 8. 1x2+3xy+4y2. 9. E -

19102 5847 6414 4 25 16 BB 1 of
11. 81a = b+4gab 12. 25m mn+16n. 13. LRI ARETI AR

1 162 9 3, 4x8 26x" xy" 9y"®
18, 4x2 4+ 92 q5 18,2 + 16. L —2x°+22 . 17. + .
9 5 Xy 25 y 64 7b  49p?° 4x2 9 36yt 2 100x*

8 4
18 9312_L 16a

64 35 81’0’

Ejercicio 207. 1. 8a° + 36a°h + 54ab® + 27h°. 2. 64a° — 144a°h* + 108ab* — 27h°.
3. 125x° + 450x"° + 540x%° + 216)°. 4. 64x° — 144x7y* + 108x%" — 27x%F. 5. 3432 -
735a'%° + 525a%h° — 125a%°. 6. a* + 27a”'X" + 243a"* + 7292"x'%. 7. 512x' —1,344x"%" +

1,176x%° — 343x%y'2. 8. 27a%° — 135a’b* + 225a%° — 125a%°. 0. 1a3+1a2b2+§ab“+%b6.

8
27 _27423624 64 p6 125 643 46229 27 pt2

10. 64az 20 b b 125b. 11. 216 b’ —2a%b°+ ab 1000b
343,15 21,106 X2 9 27y 27y 82° 6a‘ 15> 125

12, 2% fx " 6 x 220 o Lt B .14, 8 0a  Jod 1o
512 y A 343y 8y® 4y 2° x° 125 5b° 21:E 8h°

. 5 7. &2 7)( + X
P 8’ 5 | 25 1% 512 y y

1 1 18n* _ 216n°
18. .
8 216m 2mn o <

20x+4. 4. x°—10°+ 25¢* + 12 —60x*> + 36. 5. 16a® — 24a° + 49a* — 30a° + 25. 6. x>+
i+ dxy—2z—4yz. 1. 9-6° -5+ 20 +x"% 8. 25x% — 70x® + 30x° + 49x* — 42¢ +
9% 9. 4a*+8a%h — 8a%h% — 12ab° + 9b4 10. m® — 4m®n + 4m*n® + 4m°n* — 8mn® + 4n®.

E T I ac_be 50}’ 25 1 5,2 4x . 4
11. +b+16 ab+ = 25 —2xy+ & +25y +9 13. x x+3x T

$80,000; cab., $90,000; arreos, $30,000. 5. 48, 60,90. 6. 51. 7. 40 km/h; 15 km/h. 8. 15 a $80.

4,800,000 sucres.  17. Ayer, $60; hoy, $50. 18. 30y 50. 19. A, 24; B, 32 lempiras.  20. 60y 40.
21. Bote, 12 km/h; rio, 4 km/h. 22. A, 45;B,15a. 23. A, 8;B,9km. 24. 15. 25. 25mx4m.

Ejercicio 204. 1.120. 2. 120. 3.21. 4.30. 5 60. 6.792. 7.5040. 8. 35.

8222+ 4b“. 10. %x6+x4yz+%x2y4.

15, 64X12_144x +108x _ad 16, 278°, 273" T2ab® 64b° 47 343 147,45 Byt _ x12y 15

Ejercicio 208. 1L a3+ —dx+1. 2. X +4C+5° + 20+ 1. 3. X =100 +29x% —
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& _2a ol % ¥ 9a' 3a° 292’ 4a 16 a3 a9 _20° b* _
W a2 mtz P e T s S e 5t 1T X020

3 =+ 2 +1. 18 X =6+ 5 + 165 — 8% — 8x+ 4. 19. x®+6x°— 8x° + 19x* — 24x° + 46x°
—40x +25. 20. x®— 8 + 16x° + 4x® — 22x* + 24x° + 4x* — 12x + 9. 21. 9 — 36a +42a%> —18a° + 13a*
_ 054 g6 146 _y5.5,4.2,3 32,2 8 126 255,434 33,892 3,1
2a°+a°. 22. 4)( x+3x+3x 9x+3x+4.23. 4a 3a1+36a 2a+48a 4a+4.
24. X0 — 2 + 38 — 4x" +5x° — 8x° + Tx* — 6x° + 5x% — 4x + 4.

Ejercicio 209. 1L+ +6 + 7+ 6+ 3+ 1. 2. 8 —12¢° — 6x" + 113 + 3¢ — 3x - 1.
3. 1-9x+ 33" — 63x° + 66x* — 36x° + 8x°. 4. 8 — 36x + 66x* — 63x° + 33" — 9x° + x°.

5. %% — 6x® + 12¢7 — 20x° + 48x° — 48x" + 48x* — 96x° — 64. 6. x'2 — 3x'" — 3x® + 11x° + 6x* — 12 - 8.

938_17_161514_13 16_15§4_@3@2_ 9_ Q.8
7. a +§a 4a 83 +1Za +Ba 273 . 8. 8x X +3x o X +3x 4x+8. 9. a -3a°+
6a’ — 102+ 122° — 12a* + 10a® — 6a® + 32— 1.  10. x*— 6x® + 15x" — 29x5 + 51x° — 60x" + 64x° —
63x2 +27x — 27.  11. x> =128 + 54x7 — 112x% + 180x° — 228x* + 179x — 144x® + 54x — 27.

12, 1= 3 + W — 16x° + 24x8 — 27x"° + 23x'2 — 15¢" + 6x'6 — '@,

Ejercicio 210. 1. X' =8¢+ 24 - 32+16. 2. a'+12a°+54a*+108a+81. 3. 32-80x+

80x° — 40x° + 10¢* —x°. 4. 16x" + 160x°y + 600x%/° + 1,000x)° + 625¢*. 5. a®—18a° + 135a* — 540a° +
1,2152> — 1,458a + 729. 6. 64a° —192a°h + 240a°h? — 1602°° + 60a%b* — 12ab® + b°%. 7. x"*+ 10x%° +
40x5° + 80xYy® + 80x%"2 + 32y, 8. X"+ 6x" +15x"2 + 2007 + 155 + 6x° + 1. 9. 32a° — 240a‘b +

720a%h% — 1,080a%° + 810ab* — 243b°. 10, x** — 30X + 3758 — 2,500x'%° + 9,375x%"2 -
18,750x"y"° + 15,625y, 11. 64x° — 96x% + 60Xy — 20¢%)° +175x2y4—%xy5+&y6. 12, 243 -
135x° +30¢* -§x5+%x8-713x1°. 13. 64m'® — 576m"°n* + 2,160m"n® — 4,320m°n"? + 4,860m°n®
2,916m°n® + 7297%. 14, x™ — 21x'2 + 189%™ — 945x® + 2,835x° — 5,103* + 5,103x° — 2,187.

15. 243a° — 135a*b® + 30a°h* —%azb%%abs—ibm .16, X"+ 140192 + 84X + 280x%° +

243
560x%2 + 672¢*'0 + 448x%'2 + 128y, 17. x** — 8x*' + 28x"® — 56x'® + 70x'? — 56x° + 28x° — 8x* +
18_9,16 14,2 21,123 63,10,4_63,8,5,21,6,6_ 9,47, 9 28 1 9
R e e A A T A i A Aol A LR AT A YA

19. 128m?*' — 448m'®n* + 672m™n® — 560m'2n'2 + 280m°n'® — 84m°n® + 14m°n® — n%,
1,0,5,8,2 5.,6,4,620,4,6,40,2,8, 6 32,10

20. X+ 2 Xy 42Xy e Xyt eyt e Y

L 32 aX Y XY A XV g X gV
1 3 3,2 5.3,375.4 1875,5 , 15625 6

., - a+a -a+sta - a+——a.

15625 625 20 2 16 16 64

ICTEERZE 1. &° -+ 124° + 60a'h? + 160a%° + 240a%" + 192ab° + 64b°. 2. 32m'° — 240m°® +
720m®n® —1,080m*n® + 810m?n'™ — 243n™. 3. x'2+ 6x"%° + 15x3/° + 20x%° + 15xy"% + 6x%y' + .
4. 2,187 — 5,103y + 5,103y — 2,835)2" + 945)% — 189y® + 21y/2 _ )/°. 5. 64x' — 576x'%/ + 216032
—4,320x%" + 4,860x%"° — 2,916x°2 + 729/, 6. éx“’+%x8y3+%x6y6+gx4y9+gx2y12+y‘5 .
7. 1 g6 22 5a° 20a° 135" 486,729 g { _ gyt 28x® — 56x'2 + 70x'® — 56K + 28x* — 8x% + X7
T7290 b 3 b bt b b ’
128 224 56 70 , 105 567 , 1701 2187

T 2187X 243x% 9x%y? 3x'y° 2%yt ex%yS 3210 128y7

14
10, 128224168 702 355 208y Tt _m " 44, x® 4 8x%'mn + 28x"*m?n’ + 56x"°m*n’® +
m mt m 2 8 32 128

70x2m*n* + 56x°m®n® + 28x°m®n® + 8x°m’” n” + m®n®.  12. 19,683 — 19,683b% + 8,748b* — 2,268h° +

8 10 280" 4b™ b b 10,45 120,210 252,210 120,45 10, 1
378b° —42b" + AR 13. 1_7+?_73+7_75+7_7+7_7+7
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14. 64m' - 960m'°n® + 6,000m®n™ — 20,000m°n™ + 37,500m*n?® — 37,500m*n® + 15,625n%.
_ 10 15 35 X2 20,5, T 40 1 3
15. 16,384 — 7,168x° + 1,344 — 140x Xt 104 635
ICEETEEE 1 1002 2. -2,240a%°. 3. 330x. 4. —4,3206%°. 5. 2,016a""
6. —14a%°. 7. 13,4406%°. 8. —330x%y". 9. 5,005a"p°. 10. 495¢'°. 1. —12ab™.
12. 5,670x%°.
IEETSEEEWY) 1 +2an2 2 +5¢. 3. 3ab 4. —2abd. 5. +8¢YS. 6. +24%".
7. X% 8. —daxyb. 9. =3mn®. 10, 29370 110 1060 12, £3a%°. 13, +2a%h%°.
18, 72'b%. 15, —xy*. 16, %4 q7, _3%a  qg _a' g +@ g9 2
a . y:X 25)(2 24)(3 2x° 3hc® X
21 + X 22, X g3 & g4 X
11y 6m* be® 2)°
Ejercicio 214. 1. 4x—3% 2. 5a°—Tax. 3. X*—2+1. 4 2a°+a+1. 5 n*-5n+2
6. °—5x°+6. 7.4a'-3a%+5. 8. x+2y-z 9.3-x-x°. 10. 5x - 7x*+3x.
1. 282 +2ab-3b% 12. C—xX+x+1. 13. -3¢ -2%+2. 14 x*+3¢%—4x+5.
15. X' =43 +2x-3. 16. 3—6a+a’—-a’. 17. 3 -4+ 2—1. 18. 4 -5x°+6x—3.
19. m*=2mn+2n'.  20. 3 —xy+ 22— 2% 21. 43— 3a’b +2ab®—b®.  22. 6x* - 3xHP+
-2yt 2353 —dax+ax* 2. 24 2a* -3 +22%—a+1. 5. - +0C-+x-2.
£ ol a_1,x a_pic 3’ _a, 4 @ ap_t’
| Ejercicio 215. _JNRNESESEESUNP NS S N A +4. 5 arab-l
X 5_ 52 S &_3,1 _1 X_542 @ _5, 3
6. - 5. 1. 5 2xy+5. 8. 7 st 9. x+2 p 10. q 5+X. 11. 5 5+a2
12. L4 X q3 3 1,2 qq 3x2454 5 15 24 1.5 45 X9 )
3 x a x 4 3a X2 5x 2 3a 4 2 5
(b 1,70 qg B _1.2m - qg 1)3_y2,2y40  pp 132574351
7y 2 bab 5mn 5 9ax 2 3 2% 739 T2
Ejercicio 216. 1.2-3. 2 42°+50% 3. X’+x+1. 4. 2¢-x-1. 5 1-3x+24
6. 2-3x+x%. T.xX-2¢- 8. X —x*-2. 9.2¢-3x+1. 10. 3a°-5a—4. 11. &
—2ab+b% 12 =3y +55 13 a*-a’+4. 14 @ -3ax+2¢. 15 a8 -a*+a-1.
16. X° — 4% + 2x - 3.
e £ _x 3,8 _a X_3,2 a_q.b 2a_1_x
Ejercicio 217. 1.5 3+2. 2. a+s-3 3 5 3+X 4. o 1+2a 5. a2 3
2a 3b
6. @+1+E'
RO 1. Yx. 2 Ym*. 3 4.4 xfy. s b¥atVb. 6 xxyyiz.
7. 20%%a*b. . 33/?%/7(/? 9. bedabc®. 10. 8mn*3n® . 11. 4a2b23‘/56\/075.
5 7 1 1 5 35 16
12. 5YmPn®x*. 13. a®. 14. x®. 15. x2. 16. m®. 17. 2x*. 18. a%b®. 19. 3x2y5.
135 239 78 m n 1 3 x
20. 2a%b%c*. 21. baxdy5z5. 22. 3mSn5. 23. 3a2b®. 24. ambrc’.
EeRAp 1L 2.3 3 1 4 3 5 1 gt 7 &
b X a'? X3 men’ 9 2 ys
7 92
8. 5. 9. X 10 35 11 2 qp 2bc q3 3 g dakc 2
aé b‘%c 3Xy5 2 xy?z® 8m 7b° a’m®n
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1 32 1
16. Y. q7. b qg 20 qg 3g%mzp4. 20, 2L,
7 4X3 4 8 5
3a2x* X3y
Ejercicio 220. 1. L. 2.3 3 _4 4. 1 5 3 5 2. 1
J 222 Xyz mn2x3 33b° 70% SX%}/Z 5m?
8. 5. o 1. 10 1. 1.3 12 2. 13 22" 14 3ab% 15 XBA
ab~c xiy? ah=c? xy? omn
16. 4xiy2. 1. @ 18. a'b®. 1o, @ 20, @y, 21, 3a%h% . 22 3y
23. min‘x:.
7/ 5 4/ .3
| Ejercicio 221, _JNRMINNPYNR IS Wi FCRIE IR [ S N N X7
Jx 2 b T Yme #x ey
g -3 .9 1 . i 1 qp L q3 L 14.2\/5. oL
aJailx 4a%\[a \/721/7 2m3%p2 ala x¥x a\a ¥x
6. 1 17 2. 18 axi. 1. 3’"?" 20. 1. 21 x. 22 2. 23 . 20 1
az Xzy asb4 X? m§n
25. 64. 26.4. 27.27.28. L. 20.9. 30.4. 3. L. 32 33. 11, 34 11,
243 343 243 2 5
35. 11, 36 1. 37.729. 38 719 30 21 40 20 41. 2. 42. 32. 43. 81. 44. 22
2 9 3 4 1250 3 3
7 1 13 1 1 13
XYW 10 2 18) s B a2l osog6l 6 2] 7 368
5 1
8. 36' 9. 1263.
1 5 3 3 -1 1
M 1.x'. 2. a° 31. 4 a. 5 x* 6.4 1. 3ms. 8. 2a'.
9. x. 10. 3n°. 11. 4a%. 12.1. 13.x° 14.6. 15 ab% 16. b 17.m'n
18. 2b7%.
Ejercicio 224. 1Tat+2a%+a%+2 2 X +xX -2+ -x* —2x541.
4 2a+a —ai+3a—2. 5. 33°-5+10a°—8a2. 6. X'—dxi+dx—x . 7. b3+a b '+a ‘b,
8. X Xy xS o aibt—atht+Baib-3a . 10. al+a b i+ab+2b7.
1. A +3x%yi—xiy?. 12, x'—Taxi—3a'x—9a'x’. 13. 15a°+4a*—19a+17 — 24a ' + 10272,
14 270 42— x 3T 4405 15, mi+min—n'—m-nt. 16. a—6a'+a .
2 = 2.2 1 1,2 2,4 6
17, 2m+4mE+2+4m=. 18 x P —1Ix 'y +1. 19 x WP+ 4+ 134 4 + 6%y 8.
20. 3+7a ‘bi+abi—a b
3
| Ejercicio 225. JNENFUNEPY .M a4’ sx 6 at. 1 x%. 8 a.
o. mt. 10.a%. 11, 2x% 12 a5, 13.xy. 14 aihd. 15 @4 16 yF
17. min e, 18, 2%y, 19, aht. 20, Xyt
TR, 1. xt+3 242 2 @ -2+a°. 3 mP+2-mi 4 2xi—xi+2xt.
5. M —2+2m. 6. a+2ai-at. T.x3-22+x'. 8 abi+ahli+a b

9. n+m+m’n'. 10. 53— 3a+4

—227" 1. ab+ab2—

aib?. 12 xT2x Ty a2y
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13 M —2-mF. 18, 2-2xF+2x 5. 15, AxP—xiyi+xy—xiyi. 16, x—2a'x +ax'—3a.
1.1 _1,3 5 1 3 1 P 3 3 4 5
17. a—ab*+b—a 2b>. 18. m ‘n*=3m *—m *n 2. 19. Xy +5x°y~+2x"y ™.
21 4 3
20. a %h2+2a 3b—a~h?.
9 3 1
Ejercicio 227. 1.a% 2.a%® 3.4 4 x4 5 m:. 6.a’ 1 x7%y2.

2 3
8. dabs. 9.a b 10. xS 11. 243a%7°. 12. 8m 27",

11 3 31 2 1
Ejercicio 228. 1. a+2a2b2+b. 2. x2-2x%y3+y%. 3. m'+4m?+4m?.

3 3 1

3 3 1 3
4. a’'b®—2ab+a’h™. 5. a?—6ah ‘+9b 2. 6. a'+2ah2+b. 1. x2-2x*y 24y,

1 3 _3 2 1 12

1 33 21 12 4 2
8. m*n2—2m2n 4+mn . 9. a+3a%%+3a%h%+bh. 10. x2—9x3y'+27x3y2-27y*.
43 2 9 B 3
1. m*+12ms3n 2+48m3n~°+64n 2. 12. 8a*-36a°h 2+54a*h"'-27b 2.
3 112 32 4 1 s
13. x2=3xy3+3x2y°—y . 14. @°+4a2b%+6ab’ +4a2b*+b3 .
B 2 4 5 4 3 3 2 9 1 _15
15. X —4xy 346x7y 3-4xy T4y 3. 16 x3+5x3y 4+10xy 2+10x3y “+5x3y "y 4.
5 1 32 14 5
17. m2=5m*n3+10m2n3 —10mn+5m2n3—n? .
1 3 5
18. a'?—12a"m?2 +60a°m—160a°m?+240a*m® —-192a’m? +64m"* .

1 1 3 5
19, X0 45x 2 4+10x Y2 +10x Cy4+5x 3y +y4 . 20, at+6a+13a2+12a'+4.

1 1 1 3

3 1 1 1 1 Nl 73 5
21 X=2X*+X2+4x4—4+4x 2. 22. a+6a’+11+6a 2+a'. 23. m*+4m*-2m2—12m*+9m.

2 11 11 2 3 5 3 1
24. ab 3—4a%b 3+6—4a 2b3+a'h3. 25. x2+3x4—5x4+3x4-1.
4 2 2 4 3 4 7 5 2 1
26. a®—6a3+15a°—20+15a °—6a °+a?. 27. m2+6m®+15m+20m+15m6+6ms3+m2.

1 1 2 1 3 1

Ejercicio 229. 1L X%2+3"+2. 2. m?+3+m 2. 3. 3a%-a%+4. 4. a+2a*-3al.

11 11 2 5 .

11 2 1 1 2 2 11
5. m2n 3—2+m 2n°. 6. a5—4a5-3. 7. a'-2a2+3. 8. x3-2+x3. 9 a’+a‘-1.

2
Ejercicio 230. 1. ax“—%+a“x. 2. x—2"+x2 3 a-b5a'+2a A ’"7—5+3m*2.

2,11, 5, &g
54 5xy 2+3x y. 6. 3+ax a

9. @b —2+aiht . 10. @*+3—abhi 1. xiyi—dexiys,

IR 1. 3/2. 2 12/3. 3. 232, 4 2%2. 5 643. 6. 5a/2b.

7. 27x% x. 8. 3a%%/3ab. 9. 3n*J5m. 10. 4a’b’c’Mabc. 11. 4y2¥2x?y .

1 1

X. 1.3mM+5+5m % 8. %abx“y“—f%a“b“xy.

12. 22 mPn® . 13. 10ax%y3z* Y20xz. 14. 2abc®4/5b. 15. 3x%°z* 452, 16. 4%z?lxzy.
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17. 8xy*Jox?y®. 18, m*3am. 1o, %SJSazb. 20. a¥fb. 21. 3Ja+2b. 22. ab3a-3.
23, 2y2J2x+4x . 28, (x—yW2. 25. (@a-bNa+b. 26. (mrnN2a. 27. (3a—6)a.
W . 5. 2 6. s 2. 4 1J6. 5 1J6. 6 2.
5 4 2 6 ax

a 3 a 13 3 23 3
. ?\/@ 8. F\/5mn. 9. 230a. 10. 5\/%. 1. ¥25. 12 37@. 13. 5%2b.
14, ﬁwabzxz. 15. 344axy° .

al
I 1. 3. 2 2. s 3. a4 2. 5 3/2. 6 (Bab. 7. 537ap’.
8. yV3x. 9o w2y 10.nf2mn. 1. a®J7a. 12 mYmix.

1. 12, 2 J45. 3. (%2, a4 \E 5. \18a*. 6. ([75x)7.
7. Y. 8 Y128m°. 9. 4128a%°. 10. JaP+ab. 11 {2%+2x. 12. {x*—3x+2.
TR 1. o125, §/4. 2 44, 43, 3. 9720, 256, Y512

a. %64, 981, 712549 5. §125x° §16x’y? 72 . 6. Y32a°°, W2rax®, {527 .

7. W5122%°,%9am® . 8. Wx?¢lgy® osm™ . . %243a° %160% %49x° .

10. 2%a",3%/646°,45/125x° . 1. 3Wa® INp°, 4¥x°. 12 Vaenr, 3Yatk®, 21y”

1. V5, ¥2. 2 47,815, 3 343, J11. 4 932 3,%5 .

5. ¥4, 3, %15, 6. Y9,2 ¢3.

1. -8J2. 2 3/3. 3 295, 4 -18/2. 5 2. 6 -2/3.
7. %JE 8. %ﬁ 9. 5a/b. 10. afy. 1. 2x/3. 12 g%ﬁ 13. %%ﬁ 14, a¥a?.
1. J5-3y3. 2 2J7-3. 3. 5-12J7. 4 5/2-20/5. 5. 4/3.
6. 4/11-5. 1. 10@—%\/?. 8. gf—%ﬁ. 9. %\E+g\/6. 10. %\/5 11. 5/2.
12. 12J7. 13 2xJa+7Jb. 14 2nym-mJn. 15. 4bJ5x. 16. 0. 17. 4a%|x+3y.

18. 2Ja+1. 19. 2Ja-b.

1. Y2-2%3. 2. 7¥3-3%5. 3. Y3-2¥2. 4 2¥6+¥5. 5 732.
6. 4¥3-3%2. 7. 4¥5-9¥3. 8. %32+%§@. 9. %—%3/5. 10. %%/Z. 1. ¥2.

12. 1133, 13. 4¥5-18%2. 14.0. 15 2v¥3a.
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e EL 1. 3V2. 2 30J7. 3. 6. 4 3Y4. 5 50¥6. 6. xJ10. 7. 450.
8. 18a%b. 9. 84/15. 10. 6/11. 11. 30¥4. 12. %ﬁ 13. %\/E. 14. 2 2.
y

1. 2-J6. 2. 30+14/15. 3. 20J3+24/5-20/30. 4. J6-4.
5. 55+13{15. 6. 54+7J21. 7. 3a—2x—5Jax. 8. 791-111/35. 9. J10—15-1.

10. 5/15-6-21. 11. 15+3y2+7/15-2/30. 12. 3a+2+3a*+a. 13. 3a+3b—7{a*—ab .
18, 1+x2+3x1-x% . 15. 3a—1+3Ja’—1. 16. 2x+10-8/x+2. 17. 5/a’+ax—6x.

18. 3a—x—3Ja?—x°.

1. x¥4x. 2. 24a¥f2ab?. 3. 3x§[9x%y?. 4. 22272 . 5. 5Yx"y°.
6. m128m'n®. 1. %9/@ 8. J2x. '?LW' 10. %3/5

1. 202. 2 %ﬁ 3. %J?y 4 yfx. s %a 6. %\/ﬁ 7. 2Jax.
8. 2a¥x2. 9. Y12

11932, 2 19s0¢. 3 e, 4
6. 12y%. 7. mim. s 20"

1.32. 2.12. 3.175. 4 8%2. 5. 162a%%2a%. 6. 2xy2x.

7. 9b39a%*. 8. 3J2. 9. 32a% 10. 4x+4. 11. % —9a. 12. 192ab%Ja. 13. 5-26.
14. 35+86. 15. 12-235. 16. 211-60y7. 17. 2x—1+2/x2—x. 18. 17x+1-8/x%+x.
19. 2a-2Ja’-1. 20. 10x—3+4/4x*—1.

Ejercicio 246. 1. Ya. 2 J2. 3 3. 4 Y3a. 5 Y2a. 6 2. 7. 45a.
8. Y3a. o 3Y27. 10 Y. 1. Yx2. 12 Ya+b.

— 1 5 3 1 53 13272
Ejercicio 247. 1. 5\/5. 2. E‘/E' 3. 2—0\/5. 4, ;\/ﬁ. 5. E\/E' 6. T 3x°.
%‘\‘/@. 8. 23¥ox2. 9. 143x%. 10. 1¥4a. 1. 357’]’7\/% 12. L 425x.

1
3 2a
TR 1. 4/2-5. 2 2443, 3 2107 4 1743/35 5 19710 g 95/2+76/3
3 2 3 2

1. _9@;2‘. 8. 6@7—29. 9. —14+§J€. 10. 971477 11. L;ﬁ. 12. 16@33\5 13, 26;;”15.

2 2_p2
1. 2-1-20x*—x. 15 2/a’+a-2a-1. 16, B2 g7 22udrld g e
X

6 5 115 14
V32x°. 5. E,/3,125mn .

1
X

2
1. =
5x

569
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Ejercicio 249. 1. 2+JE4+M. 2. 14—12\/5532@5@. 3. 2ﬁ+sfgz—5\/ﬁ-1. 4. Wf—ﬁ.
5 24\[2-4/3+106-5 6 5,2-14,/5-6,10-9
’ 23 ’ ' 31 '

Ejercicio 250. JNRMINCIY NP1 sy AW, SELE

6. 2+5/30 ; 66+29/6 5 36-5/77
Coo19 0 47

IS .12 2.8 3.2 41 55 6.4 7.9 810 9.6 10 15

11.20. 12.11. 13.15. 14.17. 15.2. 16. 9. 17.5. 18 1. 19. 6. 20. 4.
21.9. 22.6. 23.-5. 24.a 25 (@a+b)% 26. (a-1)>~

W) 1.4 29 316 4.25 51 6.7 7.9 83 9.9 10 11,

I 1o 2 2. 3.6i 4.9 5 iJ6. 6.30% 7. i2/3. 8 i7.
9. 3J3i. 10. 2m%. 1. %i. 12. iJa+b? .
Ejercicio 254. 1.6 2. 7i. 3.36i 4 22i. 5 (a+a’+a)i. 6. 15J2i. 7. 15/5i.

8. 7a%.

I 1. 20, 2 -63. 3. -960. 4. —/6. 5. —6J35. 6. -15. 7. -84,

8. —42i. 9.-30i 10.360. 11. 15/xy. 12. -5. 13.86. 14. 56+3/6.

Ejercicio 256. 1.2, 2. 5. 3.3/3. 4 3/2. 5 5/2. 6.6 7. 2/3. 8 3/5.
9. V3. 10. 5.

RO 1. 7+i 2. —6+3i 3.20—4i 4. 21+10i. 5. -2+3i. 6. (5+v2)+7i.
7. 6+(/2-43)i. 8. (3+y2)+(1+5)i.
RO 1. 14 2. -10. 3.18. 4. -14. 5.16. 6. 2y2.

TP 1. -2-5i. 2.5+14i 3.6+7. 4 -1-4i. 5 7+3i. 6.8+ 130
7.2-11i. 8 2+(/5-v3)i. 9. (V2—y/3)-11i. 10. 15-(y7+3)i.

Ejercicio 260. 1. -2 2. 6. 3. —14i. 4 2J2i. 5 2J3i. 6 -8/2i.

RO 1.3-29i. 2.2-29i 3. 41+11i. 4.103+7. 5. 17+22i.
6. (20+46)+(5y3-4y2)i. 7. (J6-10)+(2+15)i. 8. —1+315/.

Ejercicio 262. 1. 2.
Ejercicio 263. 1. 0.
Ejercicio 265. 1. 1,%

3. 3.27. 4.28. 5. 27. 6. 86.

2.1
9 4+3i 3 3-20 4 26-83 5 8+2N3 5 —2+0/10i
5 2 8 73 &Y

G

2.2-1 3 3-8 479 52 6 5-3 7 -66..
3 5 6
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411 5 _02 _7 _ 1 41 3 1.5
115, 9% 10428 178 12 ) ad 1313 14 1S
15. 11 16 12 7.3 _1  1s 7 -7l

3 9 55 42 2

Ejercicio 266. 1.3,-1. 2.2-11. 3 -1,5. 4 7 % 5. -2, —22. 6.5 7. 1.

8.7 -31. 9 .3 -14 10.3-4 11.-1_1 12 1, -6
2 15 23

Ejercicio 267. 1.1,2. 2.5-3 3 811. 4.15-19. 5 -1,-8 6. 13 -5.

7.17,-12. 8.9,-2. 9. 11,-1. 10. 3,-8.
— _1 15 43 _ _
I 13 -1.2 2-12.3.615 4 8 435 1+/11, 1-J11. 6. 1,-5.

23
14. 4 2%. 15. 5, —g. 16. 2, -11. 17. 3,-11. 18. -3, 1%. 19. 3, —1§. 20. 3+13, 3-\13.

Ejercicio 269. 1.3,-2. 2.2,-9. 3.5-13. 4.9 -12. 5 -4 % 6. g -2%.

3_2
7. 14, 5

-9 i 31 _ -3 - 1 _4 1
2, 13. 15. 3,10. 16. 12 35. 17. 6,-1. 18. -3,-4. 19. 5 . 20. 3,4

Ejercicio 270. 1. 5a,-7a. 2.4 % 3 b 2 4 2 1b 5 45 55
5 2 a a 7 6

3ab _
6. = ab. 1.

_5 90 3 —g! 3 -
8. 6 9t 20,8. 10. 2, 4. 11. 3 83. 12. 6,4. 13. §,-9. 14

3
5

3% g _—abh 9 23-3b. 10. M 21 11 g a+b. 12.1 -2
b 2 3 a

(S ALY

13. a—b,a+b. 14 g—m, §+m. 15. 2a—b,2a+b. 16. a,2. 17. -8,6a. 18. —-m, m + 2.

19. 2m? —m®. 20. %4 b 21 25 -2,
273 2

2b
2. b-2.
Ejercicio 271. 1.+ 2. 1. 3 +iy2. a 2. s, +3y2. 6. +6.
7. £/14. 8. J_rg. 9. £/J7. 10.+£2. 11. £y3. 12 £3. 13. £3. 14 +1.

iercici - 1 2 -y 1 11
Ejercicio 272. 1. 0,5. 2. 0,-8. 3. 0,2. 4. 0,5. 5. 0, 83. 6. 0, > 7. 0, 17.

8. 0,-1.

Ejercicio 273. 1.2, 2.5, 3 1. 44 51 6.4 7.2 805 09 3

10. 1,6. 11. 1,16, 12. 9. 13. 1. 14. 2

Ejercicio 274. 1.1,3. 224 3-13 4-1,-3 52-3 61 1 -4

8.2,-2. 9.-25 10.2. 1.2 2%. 12. -1, 3%.

7.1, -13. 8. 4-1. 9.5-18. 10. 10, =3 11, &4 V&l 4y 3 1 43 9 3
7 4 5 5 10
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Ejercicio 275. 1. 7y2. 2.60y36. 3. A 14;B,11anos. 4. 45y15. 5.7. 6.8y9.

7. 12mx8m. 8. 40 sacos, 25,000 bs. 9. Caballo, 9,000,000 sucres; arreos, 2,250,000 sucres.
10. 15y 8. 11. 17y 6 afos. 12. 36 libros, $50. 13. 10 filas de 18 soldados.  14. 50 nuevos
soles. 15. 6. 16. 16, $12. 17. 30, $50. 18. 10. 19. 8,a$3. 20. 6h. 21. 10cab,,

$20,000. 22. 4,5,6. 23. 12y15. 24.30a%5. 25 Q.90. 26.32y11. 27. 15my5m.
28. 40 km por hora. 29. 12 dias; 70,000 colones. "30. 18, $500. 31. 7.732. 10 afios. 33. 10, $40.

Ejercicio 276. 1. Reales y desiguales, racionales. 2. Reales y desiguales, irracionales.

3. Reales eiguales. 4. Complejas conjugadas. 5. Reales e iguales. 6. Reales y desiguales,
irracionales. 7. Reales y desiguales, racionales. 8. Reales e iguales. 9. Complejas conjugadas.
10. Reales y desiguales, irracionales.  11. Complejas conjugadas. 12. Reales y desiguales,
racionales.

Ejercicio 277. 1. S, 2. No. 3. Si. 4. 8. 5 No. 6. Si. 7.No. 8 Si. 9. Si

10. No.

SHENEIRICY 1. - 7x+12=0. 22X -2%-3=0. 3.X’+12x+35=0. 4. ¥*—x—110=0.

5. 2¢-3x+1=0. 6. 5%+11x+2=0. 7.3*-7x-6=0. 8 2¢+7x+6=0.

9. 8 —2x—-3=0. 10. 7¥*+33%x—-10=0. 11. 3%x*—13x—-30=0. 12. 82+ 17x+2=0.
13. x> +34x—936=0. 14. x¥*+26x+165=0. 15. ¥’ —=2x=0. 16. 3> +x=0. 17. ¥*-25=0.
18. % —1=0. 19. x¥*—14x+49=0. 20. 3x*—13x—88=0. 21. 12+ 64x+45=0.

22. 14X +73x—22=0. 23. ¥*—ax—2a°=0. 24. 12X +5bx—2b>=0. 25. 2> —mx—m?=0.
26. X’ —ax+ab—b*=0. 27. 6x*— (3a—2b)x—ab=0. 28. X*—2x—1=0. 29. ¥ —4x—-1=0.
30. X¥*—6x+10=0.

Ejercicio 279. 1.5y6. 2. -13y-20. 3. 17y-18. 4. -7y-42. 5 -13y19.

1 6y-_4 3y_1 14 y3 3y_1 2y 3 2y _5
6. 2y 2.7. 6y 3 8. Ak 9. 14y .10 3y 3 11. = & 12. it
13. %y—g. 14. 5y—4. 15. gyg 16. 1+fy1 J5. 1 fy%—ﬁ.

—§+\/7y—7—\/7 19. 2ay-a. 20. —2by-5b. 21. 2’”y %

1. (=7)=9). 2. x+11)x+13). 3. (x=31)(x+5). 4 (2—3)(x+2).
5 @x-1)(3x+2). 6. dx+1)(x+8). 7. bx—5)(x+2). 8. (4 —3)(3x—4).

9. (Ax+7)(2x+9). 10. +7)(3x+1). 1. Bx-5)(5x—6). 12. (11x+12)(x—15).

13, 3+x)@2-x). 18 G+x)(1-2x). 15. B+20G-2). 16. (1 +4x)(4 - 3).

17. (B¢ —7)Ox+1). 18. (6x+1)(6-5x). 19. (10r—3)(x+21). 20. (20 +X)(5 —x).

21. (x—1)(18x+49). 22. (3x—2a)(2x+a). 23. (X —3y)(x+5y). 24. (3x—7m)(dx +m).

Ejercicio 262. JNRTRIERINAEANPI] ‘“’f, % 3.3.-3,3i -3i. 4. 4,4 4 4.
5. -2 1+iy3, 1-i/3. 6. 5,-5 5/, -5 7. -4 2+23i, 2-2,/3i .
8.3 -3 3*325" , 3—32@" , —3+23J§" , —3—235". 0.2, —1+i3, —1-i3. 10. /2, ~2J2. 2J2i, —2\2i.

Ejercicio 283. 1. 41,43, 2. 2,43, 3. 2,45 4. +5 6. 5 +1,42. 6. +3, 450,
7. +7,42i. 8. +1, +5. 9. 3, i%. 10. £2, i%. 1. ig, +. 12 +1, +iy3.

13. +2, i%@i. 14, +1, i%ﬁi.




Respuestas a los ejercicios

Ejercicio 284. 1. -1,2. 2. -3 -¥3. s % 2. 4 x5 2. 51,2

6. + 7.-13 1 g 1 4 91,4 10 49 11. 25 % 12. 16,%

+

N [—

7. J5+V6. 8 9-y3. 9. J6+y15. 10. y7+421. 11. 2J3-J2. 12. 3/5+10.

4 2

26. 3+6. 27. 3/10-2/2.
TR 1. 31. 2 60. 3. 150. 4. 437. 5 -44. 6. —170. 7. -45. 8. —416.

_74 _o41 1 20! -1 9 —1581
18. 715. 19. 244. 20. 86' 21. 203. 22. 15. 23. 2110. 24. 56. 25. 1582.

. .. _ _ 1 _1 7 _
Ejercicio 287. 1.16. 2. —111. 3. -1. 4 43. 5. 1. 6. 3 1. 128 8. -5.

9.12. 10. 14 11. 40. 12. 17.

Ejercicio 288. 1.232. 2.1786. 3.-1,752. 4.11,840. 5. -17,040. 6. —10,050.
1 3 1 2 2 1 1
1. 225. 8. 13ﬁ. 9. 1425. 10. —1395. 11. 695. 12. 5635. 13. 272. 14, —351.

SEEMHPAEY 1. -3 .5 .7 .9 .11 .2+19.16.13.10.7.4.1.-2 .-

= - — 33 .- _ +1 .11 1 +5.62.74.91 103
69 . 57 . 45 .-33 .-21 . 9. 6. .1.12.2.22.3.7. 5.65.75.95.105.12.

§ =—4. -95 42 _1 2 45 3 g .3 3 183 7 1 11 1
6° 3 2°3° 6 4°48°24°16°3 48 8
10. +—1.-3 1.5 42 16 23 3 1. +2. 00 B 1B 5 1 _1
777717 37144772748 36 144 8

9. 23 93 _31 _31 a1 41 _45 _
12. +-2.-23 23 31 -3l 3T _41 45 5.
3.0+l M 7 1 4 1 .3 18 1 _7

17 1.1
2’ 3°10° 30 6 10" 30 30 10

o

Ejercicio 290. 1. 1,470. 2. 16,200. 3. 9,417. 4. 10,100. 5. 10,800. 6. $40,750.
7. $13,120. 8. 33,660. 9. 54,300,000 bs. 10. 7.75m; 55 m.  11. 4,000,000; 8,000,000 y

12,000,000 sucres. 12. 2°8,3°11,4°14,7°23. 13. $164,800. 14. 246 km.
15. 53%. 16. —27. 17. 8. 18. $50,000. 19. 42,000 nuevos soles.  20. 402.5 p.
21. 165,024. 22. 80. 23. 16,500,000 colones.

9. 1 . 1o 1M1, -1 12 -3 43 -231 14 __1_.
2187 250 1004 729 16 26,044

Ejercicio 292. 1.1, 2 % 3.5. 4.2. 543, 6. -2 7. % 8. +
——r 5 B 241 3 473 43
Ejercicio 293. 1. 11@- 2. -84. 3. 17243. 4, 2554. 6972 6. 410.

S

1. 2+\/§. 2. \/E—\/g 3. 1+\/7. 4, 5—\/7. 5. 3+\/ﬁ. 6. \/§+\/ﬁ

13. 3J5-2J7. 14 15-2J7. 15. 5/11-3/2. 16. % 2+%ﬁ. 17. %ﬁ o118 1412
19. 2+4/2.20. 2+43. 21. 1+47. 22. J3+47. 23. y3+15. 24. J13-/11. 25. 2/5-10.

1 1 3 1 _147 127
9. 113. 10. 152. 11. 31. 12. 35. 13. zg. 14, 10@ 15. 49. 16. 149. 17. 128.

3.+-13.-23.-33.-43.-53.-63.-73. 4 +-42.-23. -4 .15 .34 .53 5 +-81.

Ejercicio 291. 1.192. 2.729. 3. 1. 4 32 5 6 5 16 7 1528 g gg
32 3,125 243 3,125 243

573
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—112%3 21 a7 20
7. 11256' 8. 164' 9. 4162' 10. 627.

Ejercicio 294. 1. =5 +25: £125: £625: 3,125. 2. =-7:-14: -28: -56: -112: -224.

.. 10Q. . 9. 41.9.0.41.8.16 n.0.41.23.4n1.15 8 -09025.4 11
3. +128: £64: 32: +£16: 8: +4: 2. 4. ..45.3.2.15.5.5. 5. ‘.2.3.45.61.105.15@223—2.34@.
6. +4,1,1.8.9.-27 © 7 ..g.44:0:49: 14115 1.1

iercici 2 3 _gl o 1 1 2 _og1

Ejercicio 295. 1. 23. 2. T 3. 83. 4. -12. 5. 18. 6. 16. 1. 13. 8. 242.

Ejercicio 296. 1.2, 2 4 3 58 4 2 5 16 g 16 7 16 g 7 g 24
3 33 333 99 1 45 900 22

11
Ejercicio 297. 1. 6,400; 12,600 lempiras. 2. $1,048,575. 3. 2,187 balboas. 4. ﬁs

5. % 6. % 7. $2,110,000. 8. g 9. 36,400,000 bs.  10. $7,174,453.

Ejercicio 298. 1. 97.888. 2. 82,814.4. 3. 0.00819. 4. 214,992. 5. 210.857.

6. 13.1577. 7. 8.7141. 8. 619.55. 9. 75.982. 10. 455,700. 11. 1,024. 12. 0.003375.
13. 120,980.56. 14. 0.028224. 15. 139,313.183. 16. 1.73205. 17. 1.25992.
18. 1.49535. 19. 2.29017. 20. 2.60543.

Ejercicio 299. 1. 6,569. 2. 2.63890. 3. 16.9235. 4. 5.1062. 5. 76.464. 6. —2,205.14.

7. 0.054327. 8. —2.13734. 9. 0.3888. 10. 4.6512. 11. 6.6526. 12. 1.19132. 13. 0.00075182.
14. 0.4888. 15. 7.9988. 16. 61.591. 17. 12.6564. 18. —11.6101. 19. 2.60614.

20. 1.20766. 21. 0.086551. 22. 0.77958. 23. 1.20782. 24. —1.10756. 25. 0.56893.

26. 0.69241. 27. 0.80434. 28. 5.23685. 29. 8.9943. 30. 5.95366.

Ejercicio 300. 1. 1.556302. 2. 1.875061. 3. 1.477121. 4. 1.681241. 5. 2.079181.

6. 1.991226. 7. 1535294. 8. 1.352182. 9. 0.292256. 10. 1.942008. 11. 2.306424.
12. 1.651278. 13. 0.397940. 14. 0.176091. 15. 0.146128. 16. 0.367977.
17. 1.113943.  18. 1.397940.

Ejercicio 301. 1. 0.6826. 2. 3.2059. 3. 4. 4.-025107. 5.5 6.6. 7 2
8. 4. 9. 1.42186.

Ejercicio 302. 1.5 2.6. 38 4.6. 5 5.

Ejercicio 303. 1. $595.51. 2. 4,908.94 nuevos soles. 3. 19,251,401 bs.

4. $1,183.21. 5. $15,812.33. 6. 35,182,870 sucres. 7. $65,266.27. 8. $849.09.

9. $936.54. 10. $800.16. 11. $1,454.02. 12. Q.31,624. 13. 5a. 14. 7a. 15. 7%.
16. 3%. 17. $108.52.

Ejercicio 304. 1. $5,180.21. 2. 8,540.43 nuevos soles. 3. $48,146. 4. 363,245 bs.

5. 712,189 bolivares. 6. 1,510,824 bolivares. 7. 127,320,676 sucres. 8. 57,743.90
nuevos soles. 9. 6,438,935.5 bolivares.  10. 5,060,636 bolivares.  11. 62,173,960 sucres.
12. 2,648.61 nuevos soles.

Ejercicio 305. 1. $2,462.38. 2. 2,906,113 sucres. 3. $1,576.79. 4. $687.79.
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Durante mas de diez siglos la cultura matematica de Europa padecio de un
completo aletargamiento. Salvo muy esporadicas manifestaciones entre las
que se pueden destacar la de los musulmanes, el progreso de las ciencias
en general se mostro paralizado. A partir del siglo xvi, en Alemania, Francia
e Inglaterra comenzo a prepararse un ambiente favorable para el gran avan-
ce de los siglos siguientes, el cual fundamento el nacimiento de la ciencia
moderna. Nombres como los de Cardano, Tartaglia, Neper y Vieta, inician la
corriente que iba a tener sus mas altos exponentes en hombres como Des-
cartes, Newton y Leibniz.

Inglaterra comenzo en esta época a brindar su contribucion al engrandeci-
miento de las ciencias. El inglés Francis Bacon, en el siglo xvi, dio el primer
paso para establecer el método cientifico al obtener la primera reforma de
la l6gica desde los tiempos de Aristoteles. En las universidades de Oxford y
Cambridge se formaron generaciones de cientificos y filésofos que habrian
de incorporar el imperio inglés a las corrientes culturales de Europa. Infinidad
de sabios ingleses cruzaron el mar para estudiar en las universidades de
Paris, Bolonia, Toledo, etc.

Con Newton comienza la era de la Matematica moderna aplicada a esta-
blecer la ley de gravitacion universal. Los trabajos de Newton tuvieron su
base en las tres leyes descubiertas por Johannes Kepler, quien pudo llegar a
dichas leyes gracias a la invencion de los logaritmos de John Napier o Neper.
Estudia la relacion que existe entre las progresiones aritméticas y geome-
tricas y determind las propiedades de los logaritmos, las cuales abrevian
considerablemente el calculo numérico. Gracias a este nuevo instrumento
de calculo astrondmico. Kepler y Newton pudieron dar una nueva y moderna
vision del mundo sideral.

John Neper, naci6 en el Castillo de Merchiston, cerca de Edimburgo, Esco-
cia, en 1550; y murio en el mismo lugar en 1617. No era lo que hoy suele
llamarse un matematico profesional. En 1614 dio a conocer la naturaleza de
los logaritmos. Su invencion se divulgd de manera rapida en Inglaterra y en
el Continente. Cuando un amigo le dijo a Neper que Henry Briggs, profesor
de Gresham Collage de Londres, lo visitaria, éste contesto: “Ah, Mr. Briggs
no vendra”. En ese mismo momento Briggs tocaba a la puerta y hacia su
entrada en el castillo. Durante mas de un cuarto de hora, Briggs y Neper se
miraron sin pronunciar una sola palabra. Briggs inicio la conversacion para
reconocer los méritos del escocés. Asi nacio una de las amistades mas
fructiferas para la Matematica. La guarda nos ilustra el largo viaje de Briggs
(unos 600 km) desde Londres a Edimburgo. Puede verse la diligencia en que
Briggs realiza el viaje y se acerca al Castillo de Merchiston.
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