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PROLOGO

La teoria de las transformadas o transformaciones de Laplace, conoecida tamhién con
el nombre de cdlculo operacional, ha venido a constituir en los ultimos afios una parte
esencial de la matematica requerida por los ingenieros, fisicos, matematicos ¥ otros cienti-
ficos. Esto se debe a que, ademds del enorme interés teérico, propio de la materia, los métodos
de la transformada de Laplace constituyen un instrumento féeil y efectivo para la solucién
de mnchos problemas de la ciencia ¥ la ingenieria.

Esta materia se origind cuando se guiso dar justificacion rigurosa a ciertas “‘reglas ope-
racionales’ usadas por Heaviside a finales del siglo XIX para resolver algunas ecuaciones de
la teoria electromagnética. Estos iuteutos fueron exitosamente coronados a principio del
siglo XX gracias a los trabajos de Bromwich, Carson, van der Pol ¥ otros, quienes emplearon
la teoria de wvariable compleja.

Este libro estd destinado como auxiliar de los textos corrieutes o también come texto
para un curdo formal de teoria de las transformadas de Laplace y sus aplicaciones; ademas,
puede ser de gran utilidad para quienes siguen cursos en matemdticas, fisica, ingenieria
eléctrica, mecanica, flujos de calor ¥ mnchos otros campos en los cuales se emplea el método
de la transformada de Laplaee.

Cada capitulo comienza con el enunciado claro de las definiciones, principios y teoremas,
junte con sus correspondientes ilustraciones y material descriptivo. Aparecen después con-
juntos gradnados de problemas resneltos y propuestos. Los problemas resueltos, gue sirven
para ilustrar y ampliar la teoria, constituyeu parte eseneial del texto, siu los cuales el lector
no obtendr un conoeimiento seguro de la materia; contienen ademds una insistente repe-
ticidén de los principios basicos, lo cual es efectivo y vital para el aprendizaje. En dichos pro-
blemas resueltos hay demostraciones de teoremas y deducciones de formulas. El gran numero
de problemas propuestos, eon sus respuestas, constituye material de revisién completo para
cada capitulo.

Entre los temas tratados estdn las propiedades de la transformada de Laplace y sn
iuversa, junto con sus aplicaciones a las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, a las
ecuaciones {ulegrales, a las ecuaciones de diferencias y a los problemas de frontera. El uso de
la variable compleja se intrnduce después de la milad de la ohra; esto se hace, en primer lugar,
para que el lector posea mejor conocimiento de la teoria ¥ del poderoso método de la férmula
de Inversién compleja ¥, en segundo lugar, para hallar sulicientemente justificado €l ma-
terial tratado previamente. Los capitulos sobre la teoria de variable compleja ¥ las series e
integrales de Fourier van dirigidos a aquellos gue uo estdu familiarizados con dichos temas.

Se ha tratado mueho més de la materia correspondiente a un primer cursoe con la in-
teucién de darle flexibilidad e interés a la obra y para que pueda servir también como un
libro de referencia en tdépicos afines.

Deseoc que sea ésta la oportunidad de expresar mis agradecimieutos al personal de la
Schaum Pnblishing Company por su espléndida cooperacign.

M. R. SPIEGEL
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Capitulo 1

DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE
Sea F(t) una funcién de t definida para ¢ > 0. La trunsformada de Laplace de F(i),
denotada por £1F{t)l, se define como

CEW = o = | emFpa o

donde se supone, por ahora, que el pardametro s es real. Posteriormente se vera la utilidad
de considerar a ¢ complejo.
Se dice que la transformada de Laplace de Fit) existe cuando la integral (I} converge

para algun valor de s; de otra manera, se dice que no existe. En la pagina 2 se dan condicio-
nes de suficiencia para la existencia de la transforinada de Laplace.

NOTACION

Cuando se indigue con mayfiscula una funcién de t, como F{¢), G{t), Y(t), ete., la trans-
formnada de Laplace de dicha funcién se denotari por la correspondiente letra miutscula, es
decir, f(s), g(s), ¥ (3}, etc. En otros casos se usard el signo {~} para denotar la iransformada
de Laplace. Asi, por ejemplo, la transformada de Laplace de uit) es T (s).

TRANSFORMADAS DE LAPLACE DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

Fit) L{FB) = fs)
1 1 1 s>0
L
2 i % a>0
) i
3 i —ﬂ! >0
La iabla adyscente muestra las : gn+l s

I.{'ansl‘ormladas de Laplace de va- n=0,1,2...
rias funciones elementales. Para
los detalles de su evaluacién ine-

Nyta: n faclorial = n! = 1:2--+7.
También, por definicion, I = 1.

diante la deliniciém (1), véanse 1

los problemas 1 y 2. En el apéndi- 4 edt —a a>a
ce B, pdginas 245 a 254, se encon-
trard una tabla més extensa. o
5. sen af —-— &>
82+ a?
L]
6. cos at yopp g >0
1. senh at siiaﬂ 8> 1&1
8, coshat —f& __ a>|q
32 _at
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CONTINUIDAD SECCIONAL O A TRAZOS

Se dice que una funcién es seccionalmenie cantinue o continua a trazos en un intervalo
@ =t =pgsi es posible partir el intervalo en un ndmero finito de subintervalos de tal
manera que la funcidn sea continua en cada uno de ellos y tenga limites a izquierda y derecha.
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e
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| |
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it |t A
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Fig.1-1

En la Fig. 1-1 se da un ejemplo grafico de una funcidén seccionalmente continua, Esta
funcién tiene discontinuidades en ¢,, £, ¥ t,. Nétese que en ¢,, por ejemplo, los limites a de-
recha v a izquierda se representan por lirrg Fit, + 0 = F(tz + M =F+)y l‘lﬂg Fit,—e =

F(t, — 0} = Fit,—) respectivamente, donde ¢ es positivo.

FUNCIONES DE ORDEN EXPONENCIAL
Si existen constantes reales M > 0 y y tales que para todo ¢t > N

le Pty <M o  |F(t) < Men

se dice que F(t) es una funcidn de orden exponencial y cuando ¢ » =, 0 Simplemente, gque es
una funectdn de orden exponencial.
Ejemplo 1. F(t) = t? es de urden exponencial 3 (por ejemple) ya que [¢2| = (2 < ¢* para todo ¢t > 0.
Ejemplo 2. F(t) = ¢'" no es de orden exponencial puesto que | e~ 7t et’ | = ¢ =7 puede hacerse més
grande qne cualquier constante al hacer crecer (.

Intuitivamente, las férmulas de orden exponencial no pueden ‘“‘crecer” en valor absoluto
mas rapidamente que Me" cuando ¢t crece. En la practica, sin embargo, esto no constituye
restriccidn alguna ya que M y y pueden ser tan grandes como se guiera.

Funciones acotadas, tales como sen at o cos gt son de orden exponencial,

CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE LA
TRANSFOEMADA DE LAPLACE

Teorema I-I. S5i F(t) es seccionalmente continua en cada intervale finito O =
t=N de orden exponencial y para t > N, entonces existe la transformada de La-
place f(s) para todo s > y.

Para la demostraciéon véase el problema 47. Dehe hacerse énfasis en que las condiciones
establecidas son suficientes para garantizar la existencia de la transformada de Laplace. Sin
embargo, si las condiciones no son satisfechas, la transformada de Laplace puede o no existir
[véase el problema 32]; asi que las condiciones no son necesarias para la existencia de la
transformada de Laplace.

Para olras condiciones de suliciencia el lector puede ver el problema 145.
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ALGUNAS PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA TRANSFORMADA
DE LAPLACE

Para los teoremas que siguen se supondrd, a menos que se establezca lo contrario, que
todas las funciones satisfacen las condiciones del teerema I-1, de modo gue sus transformadas
de Laplace existen.

1. Propiedad de la linealidad.

Teorema I1-2. Sic, ye, son constantes y F, (t) y F, (¢} son funciones cuyas trans-
formadas de Laplace son, respectivamente, f, (s) y f,(s), entonces

LleFit) +aFaft)) = al{Fi) + al{F®) = ah() + el (2

Este resultado puede extenderse facilmente a més de dos funciones.

Ejemplo. L0482 — Fcos2t + Be~!t = 4L {t2) — 3.L{cont} + 5elet)
- 21N _ a5 1
- 4(33) 3(32+4)+5(s+1>

3 3s 5

B g2rd s+l
El simhbolo .£, que transforma F(t} en f(s), frecuentemente se llama el operador”
transformada de Laplace. Debido a la propiedad de .£ expresada en este Leorema, se dice
que . es un operador lineal o que tiene la propiedad de linealidad.

2. Primera propiedad de traslacion.

Teorema 1-3. Si L{F{)i = f(s} entonces

Llent Fit)l = fls —a) 3
Ejemplo. Como Lleost = ;ﬁi’ B¢ tiene que
- a+1 g+ 1
lo—t . ¥ =
Liemteos 2 m Sy g T+ 2+ 5

3. Segunda propiedad de iraslacion.

Teorema I-4. Si (IF@) = fl§ vy Git) = {F“*‘“ t>a

0 t<a’
LIGR)E = e 25 f(s) {4

entonces

31

Ejemplo. Como £ {t} = 3—4 = la transformmada de Laplace de la [uncidn

t—28 t>32
0 t<2

L)
7’
G(t)
es Ge ~25fpd,
4. Propiedad del cambio de escala.

Teorema 1-5. S5i LiF{Y = f(s), entonces

LIF@ = Ly (2) (5)

Ejemplo. Como Llsent] = sﬁ_ii’ se liene
1 1 _ 3
3fE+1 ~ s+ 0

£Ligen 3tl = tal como puede ser verificado directamente.
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5. Transformada de Laplace de las derivadas.
Teorema I-6. Si LiF(t)l = f(s), entonces
LIFEN = sfls) — FO) (6)

si F(t) es continua para 0 =t = N y de orden exponencial para ¢ > N mientras que
F'(t) es seccionalmente continua para 0 = ¢ = N.

Ejemplo. Si F(t) = cos3t, entonees LIF(t) = v se tendrd

s
149
—9

ol s { ol et U )
LIF@)N = L1—3 sendt| = s(aﬂ-é-}*l = ;2—4-—9

Este método es util para calcular transformadas de Laplace sin integracién [véase
el problema 15].

Teorema 1-7. Si en el teorema 1-6, F(t) no satisface la continuidad en t = 0,
pero lim F(t) = F(0+) existe [aunque no sea igual a F(0), el cual puede o no existir],

entonces LAF()) = sf(s) — F(0+) (7)
Teorema I-8. Sien el tearema 1-6, F(t) deja de ser continua en t = a, entonces
LAF () = sf(s) — F(0) — e = (Fla+t) ~ Fla—)} (8)

donde F(a+) — F{a—) se llama el saltv en la discontinuidad ¢ = a. Pueden hacerse

las modificaciones adecuadas para mas de un salto.

Teorema 1-9. Si p|F(t)l = f(s), entonces
LIF" () = s2f(s) — s F(0O) — F'(0) (9)

si F(t) y F'(t) son continuas para 0 = t = N y de orden exponencial para t > N; ademads,
si F''(t) es seccionalmente continua para 0 =t = N.

Si F(t) y F'(¢) tienen discontinuidades, pueden efectuarse sobre (9) las modificacio-
nes adecuadas para mas de un salto, segin las sugerencias de los teoremas 1-7 y 1-8.
Teorema 1-10. Si LIF(t) = f(s), entonces
LR} = svf(s) — s 1 F(0) — s 2F(0) — -+ — g FO=2(0) — Fo-1(0) (10)

si F(t), F'(t), ..., F"V(t) son continuas para 0 =¢ = N y de orden exponencial para
t > N, ademas, si F™(t) es seccionalmente continua para 0 = ¢ = N.

6. Transformada de Laplace de integrales.

Teorema I-11. Si LIF(t) = f(s), entonces

.('{J;[F(u)du} =) (10

8

Ejemplo. Como . isen 2t/ =

B 2
, se tlene que
4

£ Jfrsen 2u du s AT LU
1 0 8(s2 + 4)

como se puede verificar directamente.
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7. Multiplicacion por ¢”.
Teorema 1-12. Si LIF(t)l = f(s), entonces

CHFD) = (D efe) = (-1 ) (12)

1
Ejemplo. Como £ {e*} = 5—p’ Setendrd

af 1 1
i e e o
£ {te*) ds(a“z) @—22
B el 2
st =5 ol .
£ AT ds? (s — 2) (8 —2)3

8. Division por ¢.
Teorema 1-13. Si L|F(t)l = f(s), entonces

,C{EP} = f f(uw) du (13)
siempre que exista lri-l.rclp Flt)/t. .

. 1 . sent > .
Ejemplo. Como £lsentl = —=— vy lim 2= = 1, se tiene que
J P <L 21 ¥ s q

l{@gj} £ f" duw | iz tan—1(1/s)

t u?+1

9. Funciones periodicas.
Teorema 1-14. Sea F(t) con periodo T > 0 tal que F(t+ T) = F(t) [véase

Fig. 1-2]. THE
f e F(t) dt
Entonces L {F(t)} u—l—_ﬁ— (14)
F(t)

Periodo T | |

Fig.1-2
10. Comportamiento de f(s) cuando g- .
Teorema 1-15. Si LIF(t) = f(s), entonces
lim f(s) = 0 (15)

11. Teorema del valor inicial.

Teorema I-16. Siexisten los limites indicados, entonces

lim F@) = lim sf(s) (16)
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12. Teorema del valor final,
Teoreme I-17. Siexisten los valores indicadns, entonces

!im Fit) = lim0 5 fls) (17}
13. Generalizacion del teorema del valor inicial.
Si lim F(t)/G() = 1, se dice que F(t) estd proxima a ((¢) para valores de t cerca-
t=qa
nos a t = O [f pequeda] y se escribe F(t) ~ G(t) para t - 0.
Andlogameunte, si lim f(s)/g(s) = 1, se dice que f(s) estd prixima a g(s} para gran-

des valores de s v se escribe f(s) ~ g(s) cuando 8 > =,
Con esta notacién se tiene la siguiente generalizacién del teorema 1-16.

Teorema 1-18. 5i F(t) ~ G(f) cuando t - 0, entonces f{s) ~ g{s} cuando 8 » = ;
se supone aqui que f(s) = LIF{ ¥y gls) = LIGEN.
14. Generalizacion del teorema del valor final.
S1 111_21 Fi)/Q(t) = 1, eseribimos F(1)~ Gls) cuando £ =, Anél({gfamente, 81
11_{13 fls)/g(s) = 1, escribimos f(s) ~g(s) cuando s » 0. Tenemos entonces la siguiente
generalizacion del teorema [-I17.

Teorema 1-19. 8i F(t)~ G{t) cuando i » =, entonces f(s) ~g(s) cuando g~ 0;
agui, f{s) = LIFE) v gls) = L£1GL

METODOS PARA CALCULAR TRANSFORMADAS DE LAPLACE

Existen varios métodos para calcular traneformadas de Laplace, como se indica en la
lista que aparece a continuacién.

1. Método directo. Haciendo uso directo de la definicién ({).

2. Método de las series. Si I'() tiene desarrollo en serie dada por

antn {18)

be

F(ty = ao+ ol + a2 + .-+ =
L]

"

su transformada de Laplace puede calcularse tomando la suma de la transformada de
Laplace de cada uno de los sumandos de la serie. Asi;

@ , & 21a. - n!la.
- 0 hat} ves = o 19
L {F(t)} P + P + I + ngo gntl ( )

Una condicién bajo la cual este resultado es valido es que la serie (/9) sea conver-
gente para § > y. Yéanse los problemas 34, 36, 39 y 48.

3. Meétodo de las ecuaciones diferenciales. Consiste en hallar una ecuacion diferencial
que sea satisfecha por F(t) y aplicar luego los teoremas anteriores, Véanse los problemas
34 y 48,

4. Derivacion con respecto a un parametro. Véase el problema 20.

5. Diversos métodos. Comprenden diferentes artificios tales como los indicados en los
teoremas anteriores, por ejemplo, en el teorema I-13.

6. Mediante el uso de tablas. Véase el apéndice.
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EVALUACION DE INTEGRALES
8i f(s) = £lF{t)i, entonces

f TR dt = fis) (20)
)]

Tomando ¢l limite cuando s = 0, tenemos que

ij(t)dt = f(0) @n
o

suponiendo que la integral sea convergente.
Los resultados  (20) ¥ (21) presentan frecuente utilidad para calcular varias integrales.
Véanse los problemas 45 y 46.

ALGUNAS FUNCIONES ESPECIALES
I. La funcién gamma.

Si n:> 0, la funcién gamma se define por

rin) = j; u e du {22)

Las siguientes son algunas propiedades importantes de la funcién gamma.

1.

b

Mn+1) = nrxr), n>0

Como I'(1)=1, entonees T2 =1, I'(3)—-2!=2, T'(4)=3! y en general "(n+1}=n!,
sl n es un entero positivo. Por esta razén la luncién gamma se llama a veces fun-
cion factorial

) = V=

r(p)T(1—-p) = ;éfi;' 0<p<1

. Para n convenientemente grande,

Tn+1) ~ V2rmure "

[El signo ~ significa “aproximadamente igual para n grande”. Mds exactamente,

escribimos F(n) ~ G(n) si lim F{n)/G(n) = 1.1 Esta se llama la férmule de
Stirling. e
. 8i n < 0, podemos definir T'{n) por
Mn) = m(n+ 1)
n

I1. Funciones de Bessel.

Se define una funcidn de Bessel de orden n por medio de

Ty = b .{1 " £t T )
25T(n +1) 2(2n +2)  2-4(2n4+2)2n+ 1) |

Algunas propiedades importantes son

1.

J-n(t) = (—=1)*Ja(¢} si n es un entero positivo.

Jas1{f) = -2-t”iJ,,(t) — Jaor{B)

%{t".],,[t)] = t"Ja-r{f). 81 r -0, se tiene Jn'(t) = —=J,(th
e‘rﬁ[(u—ln’u) = i J,,(t]u"

n= —e

Esta se llama la funeidn generadore para las funciones dc Bessel,
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5. J (t) salisface la ecuacidn diferencial de Bessel.
Y + tY () + (B2—nt)Y(t) = 0
Es conveniente definir J, (iz) = i7" [,{t); I,{¢) se llama la funcidn modificada de
Bessel de orden n.
111. La funcién de error se define como

2 4
fert) = ﬁj; e~ dy {24)

IV. La funcién complementaria de error se define como

= 2 '. —ut = 2 N —ut
fee(t) = 1 — fert) = 1 — \/—;J: e Vdu = \71_“}: e~vwdu  (25)

V. Las integrales del seno y del coseno se definen por

t
s(t) = _}: *;‘“du (26)
k() = j L N
t

V1. Laintegral exponencial s¢ define como

N 3
o) = S, G (28)
VII. Funcién escalonada unitaria, llamada también funcién unitaria de Heaviside, se
define por 0
t<a
Ut —a) {1 £ > (29)
Véase la Fig. 1.3. @
Ut — a} Fe(t)
14 —_—
|
I
I
cln t t
Fig.1-3 Fig. 1-4
VIII. Funcién de impulso unitario o funcién delta de Dirae.
Consideremos la funcidn
1/e 0=t=,
F. = (30)
o = {" °5 1

donde ¢> 0; su grafica aparece en la Fig. 1-4.
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Geomeétricamente es evidente que cuando ¢ 0, la altura de la regién rectangular
sombreada crece indefinidamente y la base decrece, en tal forma gue el drea es siempre

igual a 1, es decir f Fitydt = 1.
[}

Esta idea ha llevado a algunos ingenieros y fisicos a pensar en una funcién limi-
tante, denotada por &{t), aproximada por F_{t) cuandoe>0. Esta funcién limitante
ha sido llamada la funcidn de impulso unitario o funcién delta de Dirac. Algunas de
sus propiedades son:

1, f () dt = 1
n

2. f 5 G(t) dt = G(0) para cualguier funcién continua G{¢).
a

3. f §(t—a)G(t)dt = G(a) para cualquier funcién continua G(¢t).
o

A pesar de que, matematicamente hablando, tal funcién no existe, pueden formali-
zarse algunas manipulaciones y operaciones con ella,

Funciones nulas. 5i N (¢) es una funcién de ¢, tal que para todo t>0

f Niwde = 0 @a1)

N(t} se lamard una funcidn nula.

1 t=1/2
Ejemplo, La funcién Fit} = -1 t=1 es una funcién nula.
0 para cualquier otro valor

En general, cualquier funcidén que valga cero en todas partes, excepto, a lo més, en un
conjunto enumerable de puntos [es decir, un conjunto de puntos que pueda ponerse
eh correspondencia biunijvoea con los ntmeros naturales 1, 2, 3, ...] es una funcién
nula.

TRANSFORMADAS DE LAPLACE DE ALGUNAS FUNCIONES ESPECIALES

En la tabla siguiente aparece una lista de transformadas de Laplace de varias funciones
especiales. Para una lista mas extensa véase el apéndice, pagina B .

Tabla de transformadas de Laplace de funciones especiales

Fit) fls) = £ {F(th}

'{rn+1)
gntl

1. 8

Ndwese que sin = 0,1,2, ésla se redu-
ce al 3 en la tabla de la pég. 1,

1

Ye? +a?

3. Jodat) Vet al—gn
anys? + a?

4, sen \/E Fﬁ e—1/4s

E. M .\/E e— /4t
\[{ g

2. Jolet)
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Tabla de transformadas de Laplace de funciones especiales (cont.)

Ft) f8y = L{F(t)}
es’M
8. fer{t) - fee(s/2)
T fer(v't) 1 ‘
. Tl
¢ avas+1
8. Is(e) 5— tan—1 %
In (a2 4+ 1}
9. Ie (f) T
10. J ) h‘%t;u
11. Ut~ a) e
8
I B — - -
. 12, 8(t) 1
N
13. 5{t—a) g—as
14. N(E) 0

Problemas resueltos

TRANSFORM ADAS DE LAPLACE DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

1. Demostrar que (a) £{1) = %, §>0, (b) £{1) = é, §>0; (¢) £ (ev) = o 8>a.
w© F
(2] £{1}y = f e {l)dt = 1imf et dt
i} P Jg
- _—
= dm L m ST = e
@ P
[{] L) = I e s(tydt = lhm te ot dt
[} Frem Sy
. oost Pt AL . 1 _e7*F  PesP
= gme() - w(G)[ 7 m (G5BT
= % si #>0

Aqui hemos ulilizadu la integracion por partes.
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< g
£ {eat} = J‘ £~ 5T (eat) gt = lim g L1 alt 4y
0 BoaJy
_ . e la—ax & _ " 1— g~ Ga—al¥ -~ 1
- P:EL —{s—a) ] - pl-{nm —_F;T - 8——-:‘; 18>0

Para métodos que no utilizan directamenie la integracién, véase el problema 15.

a 8
Demostrar 8 = 54— t} = —— =i
que (a) .£lsenat) TI e (b) £ {cosat} i S5 0.
= »
] L {senat} = f e st senat di = ]!,im e~ stsenat dt
0 =R
=  Vim e~ St {—gsenat — a cosat)|F
B 82 + af n
= Hm & e *F(sseneP + acosal)
T pow 8B+ a2 8% + a2
= e _;'_ag si8>0
o\: P
(£.3) £Licosatl = f e ®ecogatdl = lim e~ cog at dt
¢ Pow Sy
= lim e~ (— s cosat + asenat)|?
Porx 8% + g [
= lim 8 e Flacogsel — asenaP)
Poew |82+ a2 a2 + a2
= ‘82 :_ P si a>0
Aqui hemos usado los sigoientes resultados
at o _ e {asen it — B cos Bb)
J. et wenfitdt = oy (1
_ &% {z cos ff + fsen A1) ;
eteog it dt = & 2
.r cos a? + g2 (2)

Otro méiode. Suponiendo gue el resultsdo del problema 1(c}t sea valido para nimeros complejos (lo
cual puede demostrarse), tenemos

1 a+ia
kgt = = 3)
£ {etat} g g (
Pero e¥t — cosgt+ isencl!. Entonces .
ol
Liett} = f e~ (cosal + 1sen at) 7t
[
= f e~ o cogat dt + if e~ yenatdt = L{cosat] + 1.4 {senat}
° [

Al iguslar las partes reales e imaginarias de (J) ¥ {4} se obtiene

8 a
L{cosat] = prpraps ¥ £ {zenat} = Hrat
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3. Demostrar que f{a) . isenhatl = ._s'ﬂf—a?’ (b) Licoshat! = ?{Tﬁ si s> |el-
(a) £lsenhat! = ({w} = Lme'al(ﬂ_;";m) dt
= %J’;w e~gt gat gt — —;J;me*"e‘ﬂ de
= adewt — ol
R
Otro meétodo. Usando la linealided de la vransformada de Laplace se obtiene direclamente que
L£isenhati = {{em;—(ﬂ} = %{{e“‘} - %({e‘ﬂ‘}
- et = wta eew
(8 Como en la pane (al),
£ {ecshat} = ({%ﬁl—l} = %.E{s“'} + —;—({e-ﬂ}
= %{s—lu + sia} = ﬁ? para & > |a]
4. Hallar 2IF(@) si F() = {‘Z 0‘::;3

Por definicion,

% 3 E)
LIFE) = L et F(l)dt = J; e~ (b) dt + J; e (0) dt
= & & e—itdf = 5"_" 3 — Mﬂ
o -8 | 8

PROPIEDAD DE LINEALIDAD
5. Demostrar la propiedad de lincelidad [teorema 1-2].

Sean £ {F\ (1)} = fifs) = f ewF(dt vy L{F )} = fols) = fo e~# Fy(t) dt. Entonces,
0

si ¢; ¥ cg son dos constantes cualesquiera,

£ {or Fuft) + eg Fal®)}

J‘ et {e, F (1) + e Fy(e)} dt
[

clf o F ()t + cBJ‘ oot Fo(t) dt
13 o

e LAF (B} + e L {Fy(t)}

il

e fi(e) + egfy(e)

Este resultado se puede generalizar ficilmente [véase el problema 61].
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Hallar £ {4e™ + 61 - 3sendt + 2 cos2t).

Por la propiedad

de linealidad |problema 5| se tiene que

L£{4e5 + 660 — Bsendt + Zeos2t) = 4.£{e%) + 6L} — 3 o {sendt} + 2.¢{cos2t}

donde s > 3.

3

1
(s

4
. —

5+

)« o(2) - o(s

36 12

gt 82416 g?

PROPIEDADES DE TRASLACION Y CAMBIO DE ESCALA

7.

13

Demostrar la primera propiedad de traslacion. Si L1F(t)! = f(s), entonces £ le®* F(t)] =

f(s — a).

Tenemos que

Entonces

Hallar (a) . {t?e™), (b) .C {e *sen 4t),(¢) £ {e* cosh Bt), (d) L (e *(3cosbt — Hsenél)}.

@ ety = 2]
() £ {sendt} =

{¢&) £ {coshbt} =

Otro mélodo.

(dy £{3 cosbt —

Entonces

rey = [ ewrma = fo

it

L{ext F{t)}

1

= %. Entonces £ {t2e3t}) =

_4

g2+ 16°
_ 3
82 —2

£ {elt cosh 5t}

2

(8 —3)%"

Entonces £ {e~2fsendt} =

5 Entonces £ {eft cosh 5¢} =

I
.
EJ
PN
LY
I
| T
LY
2
R
—
!

_r e st {eat F(1)} dt
]

f e’“"““F'(t) dt E) f(sr_
Q

4

a}

4

GrEa2+16 2 +4a+20°

s —4

g—4

fs—d2—25

1} 8—4

—Bs—9°

e oo

-‘-lj g2—83—9

6sen 6t} = 8.2 {cos 6¢) — 5.2 {senbt}

f’ B )
lea3s/ ~ 5(

L {e~2 (2 coa bt — 5sen 68))

6

38 — a0

32+35'> R

S(s +2) — 30
(8 + 2 + a6

33 — 24

8%+ 4a 4 40
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9. Demostrar la segunda propiedad de traslacidn:

- t>
Si LIFY = fis) y G{t) = {F(t e a‘ entonces LIG{EN = e~ f(s).
0 t<a
L{G{t)y = J; e"H Gy dt = J; et Gty dt + J; e M G(t) dt

1l

a =
f e~ {0) dt + f e St F{t—a) dt
0 a

1

I e st F(t —a} dt
-3

f g slutal F'(u) du
]

= e—ﬂf e~ Flu) du
0

= e”%f(a)
donde se ha hecho la sustitucién ¢t = u + a.
. {coa [t — 2x/3) t>2./3
10, Hallar LiF{)! si Ft) = 0 t <273

Método 1. £ (R

2mfd Y
f e~ (0) dt + f e~ 3t con (L — 2¢/3) dt
0 " 2773

=
JA =8+ 2T/} cogy du
0

geg—2ne/3
g2+ 1

»
e‘““""‘f e~ pogudu =
0

Método 2. Puesto que £ {coat} = .L, como caso particular del problema 9 cuando @ = 2#/8,
2+1
se deduce que
—27rs/3
Ft Se =TT
), ey

11, Demostrar la propiedad del cambio de escala: S1 £ {F(t)) = f(s), entonees .£{F{at)

- 412

It

£ {Flat)} J; e~ % Flat) dt

f e~ stuiad Fu) d(u/a)
[

= lf e—/a Fy) di
[

[}

haciendo uso de la transformacion ¢t = u/a.
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[sen £ {senat]

12. Dado que .£i=—: — tan'(1l/s), hallar £ .
Lt T e

Por el problemn 11,

(’{’%tatf - %{,{se%a_t} - %tan"{ll(a/a)) = %tan*'(ﬂ/s)
Luego {{&ﬁ} = tan~!{afe).

TRANSFORMADAS DE LAPLACE DE LAS DERIVADAS

13. Demostrar el teorema 1-6: 8i L IF{t)t = f(s), entonces LIF'(t) = s [{s) — F(0).

v

5 "I Usando la integracién por partes se tiene que
= P
arwy = [Cewrma - tim_ [ e P
L i ¢ —==Jq
)'-j_»-i i
/ » r
o =  lim - e‘“F(t)‘ + sf e~ sUE(E) dt}
. - tn P 2 Jo
P 1
e = lim (e s'F(P — F({0O) + sJ e F) dt
P+t P b J
- N

= sf e SLR(E) dt — F(0)
[}

15

= sf(s) — Fl0)
por el hechu de que F(t) es de orden exponencial y cuaodd ¢— =, de manera que Plim e~ %P F(P) = 0 para
NP
¥ y/::

Para los cases en que F(!) noes eontinua en ! = 0, véase el problema 68,

14. Demostrar el tearema 1-9. 8i £ 1F(t) = f(s), entonces LIF"(t) = ¢ f(s} — s F{0) —

F0).
Por el problema 13,
LG = sgi@n) — GO = sgls) — GO
Sea {7(t) = F'{¢). Entonces
LAFUt)} = e L{F(E)) — F'O)

= a[sL{(F() — F(O) — F1O)
= g L{F()} — aF0) — F(0)
= 6¥f(g) — aF(0) — F'(0)

La peneralizacién a derivadas de orden superior puede demostrarse haciendo uso de la induccidén mate-

malica [véase el preblema 65]).

15. Haciendo uso del teoremae 1-6, deducir las siguientes transformadas de Laplace:

(@) £{1} = % (b) L[ty = 512, {(€) L{e"} = s,la-

Bajo las eondiciones dadas, el teorema -6 establecc que

LI = sc{F@W) — FiO)

(0
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(a} Sea F{t) = 1. Entonces F'(t) = 0, y (I} serd

L0 =0 = eg{l} — 1 0 LY = Ye i+

by Sea Fliy = ¢t. Entonees F'(i} = 1, F{0) = 0y (J) serd, haciendo uxeo de 1a parte {n),
L1} =18 = s () — 0 o £ty = 1/s® [4i)

Mediante la induccion matemdtica se puede demostrar que £ {f*} = nlfent! pars eualquier entero
posilivo r.
(¢) SeaF(}) — ¢% . Entonces F (£) = 0e®*, F(0) = 1v (1) serd enlunces

£lae} = ag{ew) — 1, esdecit, ag{edt) = sgfemt) — 1 o sea que C{e%} = 1f(e—a)

_%
g +a?’

Sea F(} = senat. Entonces F'(f) = a cosal, F"(t) = —alsenat, F(0) = 0, F(0) = g.Entunces
del resultado

16. Usando el teorema 1-9 demostrar que £Llsen atl =

LIF@) = s L{F()) — aF(0) — F'(0)
se Liene que L{—afsenat) = @ {senat} — a(0) — @
es decir, —a2(senat} = §2.0{senat} — a
0 sea que ¢ {senwt) ﬁTacﬁ

TRANSFORMADAS DE LAPLACE EN INTEGRALES

t
17. Demostrar el teorema 1-11: Si LIF()| = f(s), entonces {{f Fu) du} = fi8)/s.
0

t
Sea G = f F{u) du. Entonces (7} = Fit) y G(0) = 0. Tomanda la transformada de Laplace a ambos
[

lados se ohiiene

LW = sg{G) — G = sLiGE)) = flg)
8 1
Asi que LG} = %s) o .('UN Fiu) du} = ﬂ;‘ﬂ
I~ 0

t
18. Hallar ‘CU; se:udu}.

Del efjemplo que signe al tearemn 1-13 se tiene que

Y. por el problema 17,
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MULTIPLICACION POR POTENCIAS DE ¢

19. Demaostrar el teorema 1-12:

Si g \Fit) = fls), entonces £ [t F(t)) = (—1)"£

a5 f(s) = (1) f"(s)donden = 1,2,3, . .,

3

Tenemos fls) = re‘"F(t)df
o

Entonces por la regla de Leibnitz para diferenciacion bajo el signo integral,
af d

X/J‘;w-—)p Yl - e
‘ _ - g _ 4 _ _ @
10y o= fw o= _fo e uFWH dt = ‘[0 3w pit at

X1 !f‘f . %nh
AR A i = rﬁ —te- st F(r) dt
1 i : ~0
ER A o r[‘{L ; [J‘)/}/?J;
— o e_st{tF(t)} dt

VORRSIIS

-.( . = —LitF)
-y VT ,
. _ df ,
; “'xé_{,j\.s]que LIEF()) = 3 - n
o cual demuestra el teorema para n = 1. :
s ¥ : ﬁ v Para establecer el teorema en fnrma general usamos la 1nduccion matemdlica. Supongamos que el teore-
[,‘ w . ma et cierto para n = k, es decir, supongamos que
-= . ‘f.l =
; H ) [ et {tF(t) dt = (~1)k fk){g) @
) +
Entonces
i e~k (O At = {—1)k fCr+ 5 (g}
da J,
o usando la regla de Leibnitz,
_.Jﬂ et {tk+I (B} AL = (_l)kf(l--n)(s}
[
es decir
‘ est{HLP(H) dE = (—1)k+1 flk+1)(g) @
Ja

Se deduce, entonces, que si {2) es cierla, es decir, si el teorema es cierto para n = k, entonces (3) es cierta, es decir,
el teorema resulta valido paran = k 4 1. Pero, por (1), el tcurema es cierto para 7 = 1. Enlonces es vilido para
n=1+1=2paran = 24 1 = 3, etc., asi que es valido para todo valor entero positivo de .

Para ser rigurosos, necesitamos demostrar que la regla de Leibnitz puede aplicarse aqui. Para tat efecto,
véase el problema 166.

20. Hallar (a) £t sen at!, (M) £ {t?cosat).

{a) Como . {senat} = por el prablema 19 tenemos que

Q
a4 e’

d / a \ Das

L {tsen at) - _E'\?ﬂ'%?/‘ = Frap
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Otro mélodo.

Como £ {eosat} = [c"‘cosutdt = 2;
A 82 + af

al diferenciar con respecio al parametro a [usando Ja regla de Leibnitz] obtencmos

o

(?_a e sleosatdi = J- e st{—t senafy dt = —.L {teen at}
0 0
_ af 8 — 208
T de\sta?) T T @E+ap
de donde
_ 2as
L{tsenatl = W

d d
Notese que el resultado es equivalente a H.{ {cosat} = ¢ {chos at} .

{(b) Como . {cosat) = Tiaf’ lenemos, por el problema 19,
a2 [ 263 — Bale
9 = - = - 7
£ {t o8 Gt} daZ (32 ¥ ag) {834‘ 42)3
Usando el segundo méindn de la parte (¢) pndemos escribir
a2 az
2 = = =
LF{t2cosat) = { da {com at)} e £ {cos at}

que da el mismo resultado.

DMIVISION POR ¢
21, Demostrar ¢l teorema I-13: Si ¢ | F(t) = f(s), entonces,{{F(t)} = f flae) du.

F(¢
Sea G(2) = % Entonees F{t) = t Gi{t). Tomando la transformada de Laplace a ambos lados v
usando el problema 19, tenemns
_ _4 — _dg
L{F(t)} = s L {G(L} o f&y = -4

Abora, integrando obtenemos

—f o aw = fﬂu} du )
:{F “} f Fla) du

Nétese que en (I} la “constante de integracion” puede escogerse en tal {forma que lim g(x) — 0 [véase el
teorema i-13].

es decir,

T F(t
22. (a) Demostrar que Jn‘ #dt = f f @) du suponiendo que las integrales convergen.
1]

=
sent

{b) Demostrar quej[: T dt =

E-

_fn ERALP _]:w Fiu) du

(g} Del problema 21 tenemas
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Entonces, pasando al limite cuando g =+ 0+, ¥ bajo la hipatesis de la convergencia de las integrales, se
obtiene el resultade.

(b} Sea Fit) = seniasiquef(s) — 1/(«? . 1 enlaparte (2). Entonces

'* sent * dun = =
dt = I = -1 — il
‘D ; w1 tan”tau| 2

FUNCIONES PERIODICAS
23. Demostrar el feorema 1-14: 5i F(¢t) tiene periodo T > 0 entonces

f e~ F(t) dt
L)) = S

Tenemas

n S

j e~ F(t) dt
L]

L AP}

T 2T ar
- j oSt FUE) dt J e F(H) dt + I e F() dt +
“0 T 2T

En la segunda integral, sea ¢ = u | T, en la tercera integral seat — u« + 2T, ete. Entonces

il

T T T
£ IRy f a—8u Fu) du + f e sutT) Py + T) du + J eTou+2D) Py 4 2T du +
<0 (] 1}

T W T T
J e~ F{u) du + e—”TJ e % Flu) du + o 2T f e " F{u) du +
[ & . Jo

T
(1 + e=5T + g=2T 4 .. .)J 8~ F(w) du
) .

T
J e~ s5u Fluy) du
o

1—eoT

La perindicidad se utilizd cuando escribimos Fiu + T) = Flu), Flu } 2Ty = F(u),..., y cuanda usamos el
hecho de quc N

P r e e e = ] <1
1—-r

24. (a) Hacer la griafica de la funcidén

F = {sent 0<t<x
0 <t < 2xn

extendida peridgdicamente con periodo 2,

(b) Hallar £2F(t)l,
(a) La gréfica aparece en la Fig, 1-5.

Fit)

Fig. 1-5
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(6) Como T = 2w, por el problema 23 tenemos

1 ar
L{F(8)} == e-,,,,f e~ Pt} dit
[
1 T
1 e f e~ % sen t d¢
0

1 e % {—gsent — ¢os i)
1— g2 g2+1

_ 1 14ewe| 1
T T-eIm | 2+ T @—e ™I+ 1)

usando la integral {7} del problema 2.

I

o

0

La gréfica de la tuncién F(t) se llama curva sirusoidal rectificada de semi-unde

TEOREMAS DE LOS VALORES INICIAL Y FINAL
25. Demostrar el tecrema del valor inicial: 1!11’1"]1 F(ty = lim s f(s).

Por el problema 13,

cFwy = (Tewrwma = efe - FO) )
~g
Pero 5i I () es seccionalmente continua v de orden exponencial. tenemos
lim e StFtydt = 0 #)
sz J)

Entonces, tomando el limite cuando 8+ = en (I), ¥ con la hipdtesis de que F'(t) es conlinuacn t = O, encon-

tramos quc .

0 = lim sf(s) — F(0) 0 lim af(e) = F(0) = lim F(t)
B @ = m ) =0

8i F(t) no es continua en ¢ = 0, el mesullado es aun vélido, pern tendremos que usar el teorema 1-7,

26. Demostrar el teorema del valor final: lim F(f) = lim 8 f(s).
g0

to

Por el problema 13,

L{F'(Hy = f eTnw P dt = sfls) —~ F{0}
[
El limite de la izquierda cuando s =+ 0 es
@ = P
lim e St dt = f Fieydt = lim f F(t) de
EETE o Py

= lim {F(P)— F{0)} = lim F{5) — F{(0)
Pax =
El limite de la derecha cuando x =+ 0 es
lim & f(s) — F(0}
1m0

Asi, llim F@i) — Floy = ln_l:no gfls) — F()

0, Como se esperaba, Wm F(ty = lim & f(s)
[ B

5i F(t) no es continua, el resultads adn es vilido, pero para ver esla debemos utilizar ¢! teorema {-7.
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27. Tlustrar los problemas 25 y 26 para la funcién F(t) = 3e %,

Tenemos F(t} = 3¢ 2, fla) = £ (F(t)} = ﬁg'

Por el teorema del valor inicial (problema 25),

lim 3e—2t = lim 38
Em O s+ 8+
osea 3 = 3, le cual ilustra el tecrema.
Por el teorema del valor final (problema 26),
lim 3¢-2 = lim 5%
tetx im0 8+ 2
o sea 0 = 0, lo cual ilustra el teorema.
LA FUNCION GAMMA
28. Demostrar (o) T(n+1) = nrin), n>0; (B) rMn+1) ==nl, n=1,2,8,....
- -P
{a) 'n+1y = [ uwhe “due = lim ] ule o du
Ja Pox
3 F 1Y id 1
= lim <(u"}{—e-Wy| — j (—e~U)(nam=1) du }
P o o |
P ‘l
= lim {—Pre P + n[ ur—le—u du[
P Jo
= n[ ur~le~2 dy = nT{n) if n>0
4y )
v - P
5y Py = j e~tduy = lim e~¥dy = lim {1—e-F)} = 1.
Ja pom g Pz
Haciendon = 1,2,3, en T(rn-+1) = al(r). Entonces
™Z) = 1P(l) =1, I3 = 2r(@ = 2+1 = 2!, T{) = 3r% = 8-21 = 3!
En general, T(n-+1) = =! sin esunentero positive.
29, Demostrar f e~widy = -.
o 2 "
+P wl* D
Sea Jp = J e de = ‘ e $* dy vy sea I T
[ <o
lim Ip = I, el valor de la integrat. Entonces
Fow _|E C
P P T
If, = ([ e dm)(I e ¥ dy) |
Jy o PVE 1
P P P
= J J et - dy dy
v Yo
10 A

J‘[ ety dp dy
%y

donde Kp es el cuadrado (A CE de lado P [véase la Fig, 1-

Fig.1-6
6].
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Como el integrando es pusilivo, tenemos

J]- e- =t dedy = IR = ff e~ (=¥ dr dy )
L.

1
donde K, ¥ Rz son las regiones del primer cuadrante comprendidas por las circunferencias de radios Iy PJ/T

regpectivamente.
Usando courdenadas polares (r, # ), de (I) tenemos gue

o/ P 2 wE ¢~ PV2
f errdrds = Ip = f e=rtr dr de 2
=g “Yr=0 g=0 Yr=0
o bien 2 -
Ta—e®) = I} S5 T(1- e @)
4 4
Pasando el limite cuandor P -+ «en (3), encontramus que ;im If. = =4 yque = Yr/2.

30. Demostrar: I(}) = V7.

«
g = f w-1/2¢—# du. Haciendo u = 2,y utilizando el problema 29, esta integral se convierle en
o

2J:crv’dv = 2(%} = Vr

31. Demostrar: £ {t"} = r(si“f—,*l)- sin> —1,s8>0.

.

L=} = f e-stin dt,  Haciendo st = u, y suponiendo s > 0, se transforma en
0

@

L{t7y = J; G“‘(%) d(%) = B"L“J; une~udu = w

32. Demostrar: £ {7} = Vr/s, 8> 0.

Sea n = —1/2 en el problema 31. Entonces

Ty Ve -

L{-vy = SiE T i < =
Nétese que a pesar de que F(+) = t~1/2 no satisface las condiciones de suficiencia del tearema 7-1, 1a trans-
formada de Laplace existe. La funcidn satisface las condiciones del teorema que se enuncia en el problema 145.
33. Suponiendoque [(r+1) = nl(n) vale para todo r, hallar:
(@) T(—4), (B) T(—%), () P{=D), (&) 1(0), (e) T(-1), (f) 1(-2).
{8) Haciendo n=—}, TI(4} = —4r(—}). Entonces T{—}) = —Ir{}) = -7,
—§ri—§ = @AEWT = Ir

{d) Haciendo =2 =—§, T(—§) = —§r(-§). Entonces T(—#)
por la parte (a).

{¢) Haciendo a = —§, 1(—§) = —§T(—P.EntoncesI(—¥) = —21r(—§ = —@(HPWVr = ~f V7
por la parte (b).
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{d) Haciendo n =0, {1} = 0 - I'(0), se sigue que T(0)debe ser infinilo, ya que T{1) = 1.

(¢) Haciendo # = —1, F(0} = —1I{—1), se siguc que I'(—1) debe ser infinito.

(f) Haciendo n = —2, [(—1) = —21(—2), se sigue que T'(—2}debe ser infinito.

En general si p es cero o cualguier entero positive, I'(—p) es infinilo y, porel problema 170,

H—p—-—4 =

FUNCIONES DE BESSEL
34. (a) Hallar £ {Jo{t)) donde Jy(t) es la funcién de Bessel de orden cero.

(ﬂ)"“(?)(%)(%)...(ﬁ)ﬁ

(b) Usando el resultado de (a), hallar £ {Jo{at)}.

(a) Meétodo 1, usando series. Haciendo n — 0en la ecuacidn (23), encontramos que

Entonces

SAEMUH

_ {2 4 16
Jn = - %+ 5g ~ mge
_ 1 121 o4 1 6!
T & nATme s T Faeed

@ -

(B ) - )

Hees) =

usande el teorema del binomio [véase el prublema 172), ’

“Método 2, usando ecuaciones diferenciales. La funcifin Jg {{ | satisface la ecuacién diferencial

LIy + Jo&) + tde(®) = 0

23

(n

[véase la propiedad 5 cuando n = (). Tomando la tranaformada de Laplace a ambos lados en (1), usando
los teoreman {6y 1-9 ¥ el tearema [-12, junto con el hecho de que Jy{0) = 1, J0) = 0, y = £ iy,

tcnemaos

de donde

Asi,

e integrando,

Ahora, lim ¢y(s) =

[

vei+1

d dy
L _ _ _ oy _
ds{ﬂ‘y a(l) — 0} + {ey — 1} e - 0
dv _ s
ds s2+1
dy _  _ sds
¥ st+1
[
¥y =

vaz+1

=c y

lenemes ¢ = 1, asique ¢ {Jo(8)} = 1/vVe2+ 1.

Para otro método, véase e} problema 165,

(b} Por el prublema 11,

i1 1
LUotat) = Rt Yeie

lim Jo(#) = 1. De mancra que, por ¢l teorema de valor inicial
]



24 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE [CAP. 1

35. Hallar . {J,(t)}, donde J,(¢) es la funcidn de Bessel de orden uno.

De la propiednd 3 para las funciones de Bessel tenemos que J{,‘(t) = —J;(t). Entonces
Ly = -y = —[agdfor - )
_ 1 8 _ 2+1—3s
- Vve2+1 Val+ 1l

Pueden usarse también los métodos de series infinitas y de ecuaciones diferenciales [véase el problema 178).

INTEGRALES DE LAS FUNCIONES SENQ, COSENO Y EXPONENCIAL

t
36. Demostrar . £lIs{e} = {{f senudu} = %tanﬂ%.
1]

u

se sen £

:u du. Entonces F(0)=0 y F/{#) =

o tF'{t) = sent

r
Métado 1. Sea F(t) = f
a

Tomando 1a transformada de Laplace,

L{tF(t)y = .£{sent} 0 - %{s fisy — Fo)} = T{I- i ’
. d -
es decir, .d_s_{a fim)y = ﬁ
Integrando, 8f(gy = —tan—1s + ¢

Por el teorema del valor inicial, lim # fls) = lin:! F() = F() = 0 de modo que ¢ = =/2. Asi,
2 - 0 [ 2d

af(8) = %— tan—lg = tan-l% o flay = %tanﬂ%

Método 2. Véase el problema 18,

Método 3. Usando series infinitas, tenemos

t t
Sen U 1 ud oy u?
Jo._“ du = VE—u(u—._!.,.k!__q!.{....)du

_ _ B 4 e
= togm ot g 7T
t
sen % il th 17
Entonces _(»{0 ” } = {{t_3'3!+5'5!_7-7!+ }
1 131 1 5t 1Tt

I B TR 35 T A Y TRl

+

Y

[y

1 1 1
bt “wmt

S V0 R 6 1/ L ¢ V1 N ¢ UL
3{1 3 + E 7T + }

1 1
= - -1
stan P

usando la serie  tan~—lz = z — 233+ 256 —27/T+ ---, |z{ < 1.
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Método 4. Haciendo u = to,

1 .
f sen u du = J sen l.v_ dv
s U i v
o ‘! sen tu
Entonces £ {J pi du} = £ ‘{J = - dv\IL
~0
= L
L feelf )
] [ v
1y «
= f f e ® sentvdt: dv
g v L)

. .l
B 1, 1 £ {sen tv) v — J dv -
= X AN g M)

donde hemos supuesto que se puede variarel orden de integracion.

= A 5
37. Demostrar L {Ic(f)) = ,(‘{I %du} = %:1),

Empleamos el mismo principio del método 1 en el problema 36, Sean F(t) = J CO8

cos t

du  asi que

25

Ft) = y tE'{(t) = —cos t. Tomando la transformads de Laplace tenemos
d _ _—=s . d 8
SR - FON = o o el =
-
Entonces, integrando afiel = JIn(e+1) + ¢
Por el teorema del valor final, Iir%af(u) = tlim F{t) = 0 de modo que ¢ = 0. Asi
sf®) = JIn(e2+ 1) o ﬁg:lﬁ%;ﬂ
También podemos usar el método 4 del problema 36 [véase e] problema 153].
= gu +
38. Demostrar JL{{t)} = £ {I w du} = ln(ss—l) .
t
il —u
Sea F{) = JA € _du. FEnlonces t FF(¢) = —e—t. Tomando la transformada de Laplace encon-
i
tramoa !
d _ ~1 d _ 1
E{B Fls} — F{0)} = 1 o I {a f(e)} = Py
Integrando, ef(s) = In (.;: +1) + ¢

Aplicando el teorema del valor final como en el problema 37, encontramaos que ¢ = 0, asi gue

In(s+1)
8

fis)

Para otro método similar al método 4, problema 36, véase el problema 153.
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FUNCION DE ERROR

39. Demostrar . {fer\/I} = {{2 Iﬁe‘“’du} = !
' Vo vo T osfarl

Usando series infinitas tenemos que

Vi Vi
2 s _ 2 ud ut
A R Y A (S

2 a2 572 $1/2
= —— 1/ — —_ —_— .
< v;(’ ERME TS T T T )}
2 r3/2) _ r6/2) T{7/2) __ _r(9/2)
Ve Ve 282 5e2laif  T.31g9%
1 11 1-3 1 1:3:5 1
= pa T eeA v advrE T Taeer T

por el teorema del hinomio [véase el problema 172).

Para ntro método, véase el problema 175 (a).

FUNCIONES DE IMPULSO. FUNCION DELTA DE DIRAC

+}

[CAP. 1

40. Demostrar que £ {U{t—a)} = % donde Ut — &) es la funcién escalonada uni-

taria de Heaviside.

Tenemoy Ut —a) = 1 t>a . Entonces
0 ¢e<a

c{ult—e)) = ,'f e {0 dt + fl e—st (1) dt
4] a

I

. Loe ¥
= lim e~¥dt = Jim
Pax J, Poam —4
. g 9% — g—oP g o8
= Iim — ——— =
P x 8 8

Otro métado.

Como £ {1} = 1/8, por el problema 9, tenemos .£ {U{t— a)}} = e~ o¢/g,

41. Hallar £ {F.(t)}, donde F,{t) es la funcidén definida por (30).

==
Tenemos F,(f) = {1"' o_t_(. Entonces
0 t > e
Fy = [ ewFma
[

= lf(e"‘dt = lzem™
€y 8

P

) =51 (1/e) dt  + ” =t () de
J;a /e f(e (0)
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{a) Demostrar que lim.C{I;'.(t)] = 1 en el problema 41.
=
(b) ;Es el resultado en {a) el mismo que -C{Iim F',(t)}? Ezxplicar.
Em

{a) Esto es inmediato ya que

limi—e:‘_‘ “ml—(l*ﬁc‘l'a%z/z!—"')

- (i) =
e 113 e+ 0 Br (=0 2!

También puede deducirse usando la regla de I.'Hospital.

(b) Matematicamente hablando, lin?) F.{t) no existe, de modo que ,('{lim F‘(t)} no eaté definido.
[l e—=+0

No obstante, es conveniente considerar que 3(¢8) = lim F.(¢) es tal que £ {&(8)} = 1. Llamare-
[3ad]

mos a 8(t) la funcion delta de Dirac o lg furcion de impulso.

Demostrar que £ {8{t—a)} = e, donde 3(t) es la funcidén delta de Dirac.

Fsto se concluye del problema 9 ¥ del hecho que £ {8(f)} = I.

Indicar cuales de las siguientes funciones son nulas.

R {1 1=t=2
(b)) F(t) = 0 deotra manera

1 t=1

0 de otra manera (e} F(t) = 8(1).

@ Fy = {
“t
{(z) F(l} es una funcién nula puesto gue J Fluydu = '0 para todo £ > 0.
o
b
(b) 51t <1, Lenemos j Flu)ydu = 0.
o
.t ¢
Si 1 =¢=2, tenemos J Fluydu = f Vdu = t—1.
0 i

.t .2
Si ¢ > 2, tenemos j Fluydu = J/ 1ydu = 1.
Jo N

o
.
Como f Fiu)du # 0 para todo ¢t » 0, F{t) no es yua funcién nula,
o

ot
{¢) Como j S(x)dy = 1 paratodo (! > 0, §{t) noes una funcién uula.
0

EVALUACION DE INTEGRALES

-t _ e"St

45. Caleular (@) [ tecostat, () f < at.
=y A

(a} Por el problema 19,

L{tcost} = I t e~ cont dt
'y

I _ji_!_ _ 82 —1
= ds-C{cost} = [13{324_1) T ErIe
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= 3
Entonces haciendo s <, 2, oblenemos que f te~2t cost dt = 25 -
0

1

(b} 81 F(t) = e~t— ¢~ 3, entonces f(s} = LIF(t) = P ——1— Asi, por el problema 21,

+1 a+3
e t—eg W _ 1
4{ 7 } _f { 1 u.+3}d"'
. = i l‘ge 3 g+ 3
[ren(E) - n(zE)

. ™ gt — p—3t
Pasando al limite cuando s ~+ 0+, encontramos que —
[

46. Demostrar que (o) J"QJo(t) dt =1, (B J“e"fer Vidt = V272
L] (] .

= 1
{a) Por el problema 34, f e J(t)dt =
o 82 +1

w
Entonces, haciendo que s —* 0+, obtenemos f Jo(t)de = 1.
[}

(&) Por el prohlema 39, [- e~ fer \/t_dt = !

0 " sya+1

«
Entonces, haciendv que s -+ 1, oblenemos f et fer VEdt = vere.
[}

PROBLEMAS VARIOS

47. Demostrar el teorema I-1.

Para cualquier ndmero entero positivn N, tenemos

[Tewrma = fNr'*F(t)dt + frﬂﬁ*(:)dt
13 N

@

[CAP. 1

Como F(t} es seccionalmente continua en cada intervalo finito 0 = ¢ = N, la primera integral del lado
derechn existe, puesto que F(t) es de orden exponencial ¥ para ¢ > N. Para ver esto es suficiente observar

que en tal caso

J' e—'fF‘(t)dt| = f |o=3 F(8) | dt
N N
= f e " |F(8)| dt
Al
= fms'"Mo‘f‘d’t = M_
s 8Ty

Asi, la transformada de Laplace exisie para 5 > 7.
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48. Hallar .£!sen /Tl
Método I, usando series.

senVE = Vi — Ve + (‘/z)s - @ + e = g2 — el e ikl +

3! 51 T - 3! LTI T

Entonces la transfnrmada de Laplace es

1'{3/2) Irt5/2) 1(7/2) r(9/2)

LisenVe} = 72 qT e F1sTE  qigeE T
_ V= 1 (1/228)2  (1/22g)
= gyl Tlmn) Yt T T T T
= ﬁa—l/'&is = ie—m;
3 e WL

Método 2, usardo ecuaciones diferenciales,
Sea Y(t} = sen +/f. Entonces, derivande dos veces encontramos
4Y" + 2Y + ¥ = o0

Tomando la {ransformada de Laplace, si hacemos y = .| ¥t}

lendremos *4%{321; —sY(0) — ¥n + 2y —-YO} +y = 0

0 Sea da2y’ + (Bsa— 1Ly = O

Reanlviéndola, ¥ = ch:,Ee_”“

Para valores de ¢ convenientemente pequefios, tenemos que sen I~ I y que LivTl = 7/2s%% Para

grandes valores de s, y — ¢/s¥2. Al comparar dedueimos que ¢ = 7 /2. Asj,

con®) = e

49, Hallar {8V
Vit

Sea F(t) = sen . Entonces F'(t) = cos\,/_l. , F0) = 0. Asi que, por ¢l problema 48,

2vt
. 1 cos V't =
L{Fm = gc{T} = sfle) — F{Oy = zﬁ‘,’%f“‘“
de donde £ cos V't = ﬁe—llds

Vi PYE)

Tambhién puede usarse el método de las series [véase ¢l problema 175(h)).

50. Demostrar que
rl)—Ing _ y+ Ins

L {lnt;

g 8

donde ¥ = 0,5772156. . . es la constante de Euler.

-
Tenemos que ri@ = f wr—te—u dy
=0
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Derivando con respeclo a r enconiramoes

[CAP. 1

e = f wle=unudu
[
de donde My = [ evmud
¢
Haciendo u = «t, s > 0, se transforma en
i = af e~ {lns + Int) dt
¢
Entonces L{nt} = [ e~Mintdt = _1% - lnsf e~ gt
Jo °
_ rqg) ms _ _y+ins
- & & N 8

Otro método. Tenemos para k > —1,

fu" e-mpar = DEED
AY
Derivande con respecto a k,
J“e etk intdi = mk+1) — k+1)Ina
A gkt 1

Haciendo & = 0 tenemos, como la esperdahamaos, que

[-we'"lntdt = £{nt} = p
o

Problemas propuestos

TRANSFORMADA DE LAPLACE DE FUNCIONES ELEMENTALES

51. Hallar la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funcicnes.
de s para los cuales la transformada de Laplace existe.

{a) 2et Resp. (@) 2/(s—4),

(&) Ze—2 (4 3/(z+2),

() 5t—38 (e) (6— 30)/s%,

(d) 202 — o~ () (4+48—sH/sHs+ 1),
(2) 8 conbe (¢} 3al(s®+25),

(N 10sen Bt (f} 60/(a% + 36),

(#) 6sen2t — 5coslt {g) (12 —58)/{st+ ),

(h) (2+1)2 (h) (a8 + 482 + 24)/0%,

(f) (sent — cos ) (1 (8% —2a+ 4)/8(e® + 4),

(j) 3coshbt - 4senhbt (i} (88— 20)/(a2 — 25,

_Yy + Ins

En cada caso especilicar los valores
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62,

B4.

55.

586.

Caleular (@) £ {(Be?*—8)2}, (b} £ {4 cos®2t}.

_ 25 30 .9 2, B
Resp (@) s—7— ;g +3: 9824 ) J + giqg 9> 0
Hallar £ {cosh? 4t}. Resp. (s 2—_.‘:;24)
. 0 0<E<C2 2t 0=t=5H
Hallar gIF(t) si (a) Fl¢) = b F(y =
£ i si {4 > 27 {b) () {1 t>F5

Resp. (e) 4e—%/s (h) %(l —e ) — ?3—5‘

1
Demostrar que £ = %, »n=1,28,....

Investigar la existencia de la transformada de T.aplace para cada una de las siguientes funciones.

(@) 174t + 1), (b) e % (c} cos t? Resp. (a) existe, (b} noexiste, (¢) existe.

PROPIEDADES DE LINEALIDAD, TRASLACION Y CAMBIO DE ESCALA

B7.

58.

58.

60.

B1.

Hallar . {324 — 28 + 4e~3¢ — 25en 5¢ + 3 con 2t}

72 12 4 10 3s
Resp. — — & 4 —— — — — 4
0 5 s‘+a+3 a’+25+32+4

Calcular

(a) £ {tPe—31} Resp. (2) /(s + 304

(&) £ {etcoslt} (b) (e+1)/(s2+ 28+ i)
{e) £ {26% sen 4t} (¢) 8/(s?—8a+ 25)

@) Lit+2)et) (d) (42— 4a+2)/(s —1)°
() £ {e™(3 cendt — 4 condt)} () (20 — 48)/(a® — ds + 20)
(N £ {e1 cosh 2¢) (N {8+ 4)/(e2+ B2+ 12)
(@) .cf{e-t(8senh2¢t —~ B cosh 2¢)} (g) (1 —ba)/(a%+ 28 —B)
Hallar (@) £ {e tscn2t}, (B) £{(1+ ta—#8}).

X 2 1 3 6 6
Replo) erpermrsy Pt erme T orei T erop
. (t—1)2 t>1
E = . Resp. -t
Hallar £1F{2) i F(t) {0 pct< sp. 2e—/a8

31

Si Fy{t), Fa(r), ,Fa(t) tienen comotransformada de Laplace £, (s), fo(8), , fq(s) respeclivamentiey si

€1, €2, ., Cn 80D constantes, demostrar que

L{F () + e Fa(t) + - + e Fultl = e fil®) + eafal® + -0 + epful®)
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a2 — a3+ 1

62 8i £ IF(t) = e

, hallar £ F@t). Rosp, {s® — 2v 4 /45 + (s — 2)

. e Llin e—HistD)
83. Si £{F(t)} = —, hallar ¢ {e—tF(2)}. Resp. ———
3 g+1

64, Si fish = £ IF(¢)l, demostoar que para r > 0,

Tt R p— — (““‘1)

TRANSFORMADA DE LAPLACE DE DERIVADAS
85. {a) 8i LIF(t)= f(s}. demostrar que
L{F0Y = af(e) - a2 F(0} — s F' (0} — F"(0)
estableciendo las condiciones apropiadas sohre F(t).

(b) Generalizar el resultado de (z)} y demostrarlo mediante la induccién matemdtics,

[CAP. 1

2t o=t=1 \ B
66, Dada F({} = . bl (o) Hallar .£ {F()}. (b) Hellar ¢ {F'{t)}. {(c) .Es vélido el resultado
L)) = aL{F{t)) — F(0) en este caso? Explicar.
. o
Rep. (@) =" =g ® 5=

2 o<t =1

, haltar £ {F"{¥)}.
0 t>1

87. (@) Si F(1) = {

(h) ;Es valido el resultado LI1F'(t) = 52 £IF(t)] —s F(0)— F'(0) para este caso? Explicar,

Resp. {a@) 2(1 — e~%)/a

68, Demostrar (a) Elteoreme I-7: (b) Elteorema 1-8.

TRANSFORMADA DE LAPLACE DE INTEGRALES

t
89. Verificar directamente que {J"f (uz—u-ﬁ-e‘“)du} = %.{{tz—!—ke“}.
o

¢ pL7] h
70. Sifi(s)= LIF(t)l, demostrar que .c{f dtlj Flu) du}. = %.
0 “a

t o
I:A veces la doble integral se expresa shreviadamente purf f Fty dtz.]
¢ o

T1. Generalizar el resultado de) problema 70.

L] _e-u
72. Demostrar que ¢ f 1 e duy = 1 (1 + l) .
A u & F

. = t
—t
73. Demostrar que f f £ Sen¥ gudt = T,
t=0 v u=0 u 4
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MULTIPLICACION POR POTENCIAS DE ¢
§2 — g2

74, Demostrarque (2} {¢ cos at} ET:

208

{b) £ (¢ senat} m

8+ 125 — 2g?

75. Hallar £ it(3sen2t — 2cos 28, Resp. o A

6g2 —2
2 -

76. Demostrar que it3 senti =@
77. Calcular {a) . {t cosh 3¢}, () .£ {tsenh 2t} Hesp, (@) (82 +9)/(s2—9)2,

78. Hallar (g} £ {t2cost}, (b .£{(t?— 3¢+ 2)sen3i).
68d — 1849 + 12682 — 162z + 432

Resp. (a) {2e° —6e)/(e*+1)3, (b)

(82 + 9)7
6t — 3682 + 6 ;
. 3 . ——
79. Hallar . {t% cos £} Resp. T g
80. Demostrar que j te—3t sent dt = i o
D 50 _
DIVISION POR ¢
g—at — p—bt 5+ b
g —F L =1 -
81. Demostrar que .({ i } n (a T a)
— 1 82 + b2
82. Demostrar que {{M} = §1n<82 T a2>'
89, Hallar ¢ 42220t Resp. 2o (21
o allar £ T [ ,Spwzn P—
™ e—8t _ p—Bt
84, Demostrar gue j % dt = In2
)
[Sugerercia. Usar el problema 81].
85, Calealar f ML:_CL‘“ dt.  Resp. In(3/2)
[

- 2y -
A6. Demostrar que j sex;z dE = g

n

FUNCIONES PERIODICAS
R87. Hallar £ 1F(t) donde F(1) es la funcién periddica que se mucstra en ta Fig. 1-7.

(b) 4da/(s® — 4)2

33
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Fit) F(t)
2
14
1 — d -
1 | !
g ' !
; . L t
1 12 13 ;4
i | .
-1 [— [ E—
Fig.1-7 Fig.1-B

8B. Hallar £1F(¢)! donde F(t) es la funcion periédica que se muestra en la Fig. 1-8.

e— 14

1
Resp, — — __~
P a(l—-e9)

3t o<1

donde (¢} tieneperindo 4 {a) Hacerelgraficode F(t). (b) Hallar .2 {F{(#)}.
6 2<t<4

89, Sea Fis) = {
3 — Be~2 — fpe— 40
Resp. (b} W

90, Si Fit) =3 0 <t <2y F+ 2 — F(t), hallar £iF(1).

2 - e~ — fge ¥ — {gle—r

Resp.
i (1 — 60

91, Hallar £ }F(t) donde Fit) = 4% O<P<1 o pyp 2 _ Fie)parat > 0.
0 1<t<2
Resp. 1—e72(at1)
a1 — e-29)

92, (@) Muestre que la funcidn F(t) cuvo grifico cs
la onda triangular que se muestra en la Fig.
1-9 tiene como transformada de Laplace

1 L]
P tanh 5"

(b) ;Cdmo se puede obtener el resultado de
(a) del problema 377 Explicar.

TEOREMAS DE LOS VALORES INICIAL Y FINAL

93, Verificar el tearema del valor inicial para las funciones (a) 3--2cos s, (b) (2 + 32, () £ + sen 3t

94. Verificar el teorema del valor final para las funciones (@) 1 + e—*(sent | cos t), (b} t3e—2t

95. Diseutis 1a aplicabilidad del teorema de) valor linal para la funcién cos ¢

96. 51 F(t)~ c¢tP cuando t + 0 donde p > —1, probar que f(8) ~ ¢D(p + 1)/a#+ 1 cuyando s+ =,

97. Bi F(t)~ ct? cuando t > wdonde p > 1, probar que f{8) ~ e M{p + 1}/e?*1 cuando s = w,




CAP. 1] LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

FUNCION GAMMA

£(3/2) T(4)

P8, {aleular  (e) T(5), (b} F—(M' {e) r(5/2), (d) raL/ey

{7
Resp. (a)y 24, () 1/60, {c} 3v=/4, (d) 32/315

99. Hallar (2} £{8V24+¢712), (B) £ {1, () £{(1 + V).

Resp. (a) (28 + 1= /26%/2, (b) T(2/3)/5%3, (&) (82 4+ 20/7 8/ + 68 + 37 al/Z + 2)/67

100. Hallar (a) .c{e—_‘/—;i} (b) £ (712 813,

Resp. {a) Valls + 2), (B) 1057 /16(s — 3)8/2

FUNCIONES DE BESSEL

g

101. Demostrar que £ {e 3t Jy(bt)} = S S
Ve2—2a8 + a2 4+ b2
102. Demostrar que £ {t Jylat)} = m )
1
103. Hallar {a} .£ {e—3t J,(48)}, (b) £ {t J,(28)). Resp. {a) —,
¢ ‘ Ve + 63+ 25

104. Demostrar que {n) J";(t,) = —=J, (8, (b %{t" Jay = e d (1)

1
105. 8i I, (1) = Jy (i), demost gtath = ———, a>0.
5. 81 I (t) o (§t), demostrar que |1, (at} m-ﬂ
106. Hallar ¢ {t Jo(t) e~ 1}, Resp. (8 — 1)/(s2 — 28 + 2)8/2
o L ﬁ
107. Demostyar que (@) f Jordt = 1, (b) j e" bl (tydt = 5
0 0
dz 82
108. Hallar latransformada de Loaplace de a2 {ett Jy(20)). Resp. ————
t Vet—ds+8
1
109. Demostrar que [ {t Jl(t)} = W‘
—o¥/4
110. Demostrar que ,(’{Jo{a.\ff]} - £
111. Caleular f te-% o4ty dr.  Resp. /125
[
‘n' 2 — gt
112. Demostrarque £ {J,{8)} = Wetl-—gn y obtener £ {J . {af}}.

VaZ +1

INTEGRALES DE LAS FUNCIONES SENO, COSENO Y EXPONENCIAL

113. Calcular  {a) . {e¥* Is{t)}, (&) £{t Is (8)}.

-1
Resp. (@) tan 1(z—2)/(s —2), (b) t:n%i_a - mzlm

(B (eF + 4372

~8— 2
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In {82 + 1) _ B8 +1
a3 a(s? +1)2°

114. Demostrar que £ {¢2 k (8)} =

115, Hallar {@) ¢ {e~ Ie (8}, (b) £ {t Te ()}

In{s+4) In(e+1) _ 1

Resp. (&) s 3’ (8) P<3 a{s + li

116. Hallar (a) .¢ {e—* Is (26)}, (B) £ {te 2 Ie (38)}.

. tan—1 (s +1)/2 ol (ﬂ) _ 1
Repta) =5 ® it 5 ) T GroeTe

FUNCION DE ERROR

117. Caleular  {a) £ {e® fer VE}, (B) £ {t fer (2v/D)}.
32+ 8

1
Resp. s A0 =T s
esp. (@} PPN e (&) s + 4578

118. Demostrar que £ { fee VE} =

1
Vatl{Vs+t1+1}
t
119, Hallar £ { f fer Vu du}. Resp. 1/6%/s +1
(]

FUNCIONES: ESCALONADA UNITARIA, DE IMPULSO Y DELTA DE DIRAC

120. (@} Demostrar que, en términoa de la funcion escalonada unitaria de Heaviside, la funcién

Py = et 0<t<3
()] t>23

puede expresarse como e~ ! {1 — u(t — 1. (b) Usando LUt —a)! = e~ 9%/s hallar £ {F(t)}.

. —3(s~1})
Resp. (8) 2y~

Fii) 0<t<e

121. Demostrar que F(t) = { puede escribirse como

{CAP. 1

Fy(t) t>a
F(ity = F{t) + {Falt) — Fy(1)} Ut — a)
»
122. 8i F(t) = Fy{t)paraO@ <t < a,, Fp (t)paraay <t <ay, .., Fooy (t)paraa, 5 < < ay—1, ¥ F, (1)

para t > a@,-;, demostrar que

Fe) = Fi(t) + {Fa(t) — Fy{t}ut—ay + <+ + {Fp(t) = F_ (Bt —a,_y)

123. Expresar en Lérminos de la funcién escalonada unitaria de Heaviside

t p<t<
©oo<t<? wen r

@ Fi = {4: t>2

Resp. (g} 2 + (42— ) Ut —2), (b) sent + (sen2t — sen 1) UW(E — o) + (aen 3t — sen 28) U(f — 2r)

2 Ba— 2
124, Demostrar que £ {2U{{—2)} = F 8

{1+28+282), 58>0.

& F(ty = {sen2t r<t<2r
sen 3¢ t> 2r
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125. Calcular (a) f cos 2t &(t — #/3) di, (b) ( e tU(L — B) df. Resp. (@) —1/2, (b) e~ 2

— = o

126, {a} S1 3'{t — o) denota la derivada formal de la funcién delta, demostrar que

f ‘F(t) it—a)ydt = —Fa)
v ]

(&} Calcular f e~ dr §'(t —2) de.
Resp, (b) de—8

127. Sea G(t) = 1/c para 0 = t <¢, D para e =t < 2¢, —1/e para 2e = £ < B¢, ¥ ( para t = 3.

(a) Hallar.g {G(t)}. ('b) Hallar limn,(‘{G,(t)}. {c) ;Es limﬂ{’ (G (1)) — .C{lirrh G((t)}? (d) Discutir
€=~ €= =

geométricamente los resultados de (a) v (B},

128, Generalizar el problema 127 definiendo una funcién G, (t) en términos de « y n de tal forma que lim G _{t) = a7
donde n = 2, 3, 4 el

EVALUACION DE INTEGRALES

129. Calcular f td et sen b di. Resp. 0
(s

v

130. Demdstrar que J 'r'tﬂ dt =
]

|y

=

131. Probar que (&) fo"(h) dt =1, (b} f tJ(tydt = 1.
n ]

o
132, Demaostrar que r we—n Jolaw) du = Je—a%4
o

133. Demostrar que f te~t k{tydt = In2 — 4
0
v 3

134, Demosirar gue ’ we " ferw du = l:::

0

PROBLEMAS VARIOS

135. Si F(t) = {;"'“‘ P<ECT  emostrarque £ {F(O} = L™

Loy a2 41

— —ms
136, 8 F() = 9% OSEST  hallar £1F(). Resp. TR BT LT
sen t t e 82 +1

6

. 1 {send(! —_—— -
137. Demostrar que £ {send( FEF TS
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138.

139.

1490.

141.

142,

143.

144.

145.

148.

147.

148.

149,

150.

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE [CAP. 1

Establecer lag formulas @) 16, (4) 17, ) 20 y (d) 28 de )a tabla de la pégina 246.

Hallar (@) . {senhd2¢}, (&) £ (2 coadi}.

48 68t — 57682 + 1536
Foo @ @oame—n W e

S8i F(t) = 5send(¢—n/4) parat > w/d y 0 para ! < =/4, hallar LiF(¢)l. Hesp. e~ 7"0/4/(g2 + 9)
SoL{e R} = m,%'_—ﬂ, hallar ¢ {e—* F'(2t)}.

Hallar (a) £ {sknh2¢cos2t}, (&) . {cosh 2¢ cos 2t}.
Resp. {a) 2(s% — B)/ (e + 64), (b) &/(st +84)

-
Sea Fit) = ttn 2ﬂ”t<2"+1, n=10,1,2.... Demosirar gue
n—t 2n4+1 =2t <2n4+2
CFOY = L3 (Bre+De-v — 2[(2r+ s+ 1 e-GntDe 4 [(n+ 2+ 1] e~ 3800
8% n=9¢
120

5y = ¢V,
(a) Demovsirarque . {sen®t} T T + I T 18)

(h) Usando los resullados de la parte (a) ¥ el problema 137, jpuede usied llegar a un resultado correspondiente
para £ {sen®1~1¢} donde n es cualguier entero positivo? Justifique sus conjeturas.

Suponga que F(i} es no acotada cuando ¢~ 0. Demostrar que £ {F(t)} existe si se satisfacen las siguientes
condiciones:

(e} F(t} es seccionalmente continua co cualguier intervalo Ny = ¢ = N donde N, >0,
{b) tl'm}) tn F(t) = 0 para cualguier eonstante n tal que 0 < n < 1,

(¢) F(t) es de orden exponencial ¥ para t > N.

1
Demosirar que  {(a) £ {Jy(t) sent} = m sen {} tan—1(2/8)}
1
By {Jp(B) cont} = ———— {} tan—t (2}
Py \/’_{/m cos {§ tan—! (2/s)}
. _ G t>1 _ _d. . .
Sea F{#) = {D nee<ct’ Demostrar que £ {(F(#)} = s [e—= £ {G{t-+ 1)}].
Si £ {F"(¢)} = tan—1(1/8), F(D) =2 y F(0) = —1, hallar .£}F{)t.
Resp, 2: ~ 1+ tan—11/s
P
8—a

1
Demaostrar que £ {ett F(gt)} = E!( ) donde o ¥ 4 son consiantes y L1 F{t) = f(3).

Demuestre que la transformada de Laplace de e®® no existe, mnientras que la transformada de Laplace de e~ si
existe,



CAP. 1] LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 39

161.

152,

153.

164.

155.

1586.

157.

158.

159,

160,

161,

162.

183.

(a) Demostrar que g F‘%“} = %1“ (82-: . )
P

(8) Caleular [ %P“”dz.
o

Resp. (b) -} Inb

(a) Hallar JLI%J““)} (b) Demoastrar quef L’_JM_}. dt = In (\/52+ 1) .
o ]
Desarrollar los problernas 27 ¥ 38 usando el método 4 del problema 36.
Supéngase que £ |F(¢)! existe para s = a donde
a es real. Demostrar que existe tamhién para F(t)
todo s > a.
Hallar la vransformade de Laplace de la funcién
periodica F{t) que se muestra en la Fig. 1-10. ' : I
_ - ! | |
Resp, L= & M- ase7® %o / ¢
32(1 — e %) a 2a da
Demostrar que
« - ig. 1-10
(—1)==1 {4n — 2)! Fig.
A R— Y il G S
£ {sen £} ,.g, Bn—1)7 ¥ +1
_ 6l . . .
Demestrar que [ {sen®?} = wof ~A) (e & TVt T 36) y ‘generalizar [véase el problema 144].
g+ 2
Hallar £ {te-2J, (tVZ)). Resp. IR TELE
Hallar £ {tU(t—1) + 28t — 1)}, Resp. e (82+ 5+ 1)/s?
Hallar £ {costlnt §{z —r)}. Resp. —e T lnx
Sean F{l) y (7{¢) seccionalmente continuas en todo intervalo flinito ¥y de orden exponencial cuando t —+ = . De-
mostrar que exiate £ IF({) G
Los polinomivs de Laguerre La(t} se definen por
et odr _
Lty = ;’ETEF{”G 3 n =012 ...
(@} Hallar Lg(f), L({2), , .., Ly(t). {b) Hallar £{L.{#)}.
{a)} Seang, b,a.dv A constaotes. Demosirar que

Liet— a4+ b8 = A{as—% + ba— B}

siysolosiat+g=1y A = =Vr escar,

(b) Se dice que una funcion es sn propia transformeda de Laplace cuando L {F(i} — F(s}. {La funcién F(t) =
al-a | bt—P podra ser su propia transformada de Laplace? Explicar.
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164, 5i F(¢) y G(t} poseen transfurmadas de Laplace, jes cierto gque F(t) G(t) también posee transformada de Taplace?
Justificar su conclusion.

w
165, Usando el resultado  Jy(2) = lf cos [t sen 4) do demostrar que £ {Jo(t)} = 1
T~ Va2 +1

166, Demnstrar que, dentro de restricciones convenientes, la regla de Leibnitz puede aplicarae al problema 15.

= 1- 3 2
167, (a} Demostrar que J; et <——-t;i) dt = % — gln <—s-'1—3-i-u1_) + 2tan—14"*
“1—cont _ T
(b) Demostrar que ‘J; —a dt = 7

168, Sea F{#) = Osit esirracional y F{t) = 1si{ es racional. (a} Probarque .C!F(i} existeyesigual acero. (b) ;Es
esta [uneién nula? Explicar.

169. Demostrar que f e (tydt = —1.
o

170. Démostrar que para cualquier entero positivo p,

r-p-§ = (_I)MG)@)(E‘)"‘(2;,2“)‘/?

-

171. Comprobar las férmulas (g} 55, (b) 61, (c} B4, {d) 65y {e) 81 en la tabla del apéndice B.

172. Utilizando el teorema del binomio, demostrar que para todo |x{ < 1,

_ 1 13 1:93:5
e = - 2 _ 3 4 .-
{1+ =x) 1 T + 72 % VY z

v comprobar asi las sumas de las series infinitas en los problemas 34 y 39.

173. Usando series infinilas, hallar la transformada de Laplace de (a)} sent, (b) cost, (c) eat, {d) cos VT

24
174. Demostrar que  £lfer (1) = ET fee (s/2} y, de esta manera, hallar £ ifer (at)l.

175. (e} Hallar .£ ifer 1! usando el método de las ecunciones diferenciales.
() Hallar £ !cos T/ /7! usando series infinitas.

176, Demostrar que  {a) f Jo(2Vtu) coudn = sent,
o

» rmJo(E\/E)senudu = cost.
)



CAP. 1] LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 41

177. Demostrar que f 10(2\/:‘.;)]0(&} du = Jy{t)
o

178. Usando (g} series infinitas y (b) ecuaciones diferencinies, hallar £ {J,(t}}. Véase el problema 35.

179. 5is5 » 0y n > 1, demostrar que

St SR USRS SRR SR
'Cllfc*lj - r(ﬂ)ls“ +(s+1)" +(s+2)"+ }
180, Probar que si n > 1, .
= t""l 1 1
tHn) = I(n] A 9,71 T‘T+§;+3—"+

La funcién {(n) se llama funcion zeta de Riemenn.
181. Si f(s} = £ |F(t}], demostrar que
J' P o | _ flne)
10 |(”+1) slns

182, 8i La(t), n = 0,1, 2,. . son los polinomios de Laguerre [véase el problema 162], demostrar que

= L. {t
349 L ey
n=p n!
183. Sea.J(a, t) = f e~ cosgu du. (o) Demostrarque % = _ﬁ" donde J{0, ) = +7 /2T (b} Resolvien-
o

do s ecuacién diferencial de la parte {a) demostrar que

_ﬁ e —atrt
2/t

w
fa, ) = f e eosan du =
o

184. Usando el problema 183 hallar £ {E%P} [véase el problema 49].
k t

* g— VIt
185, Demostrar que r 8" Y2tsenht sent dE
o

]

[



Capitulo 2

DEFINICION DE LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

Si la transformada de Laplace de una funcien F(t) es f(s), es decir, si LIF@)H = f(s),
entonces F(¢) se llama una ¢ransformadae inverse de Laplace de f(s) y se expresa por F(f) =
L7V If(s)l, donde £~! se llama el operador transformada inverse de Laplace.

Ejemplo. Como p£{e— 3} = 31_3 se puede escribir

4’"{%3} =

UNICIDAD DE LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE.
TEOREMA DE LERCH

Como la transformada de Laplace de una funcién nula N (¢} es cero [véase el Cap. 1], es
claro que si LIF(t) = f(s) entonces LIF{t) + Nt} = f(s). De esto se deduce que pue-
de haber dos funciones diferentes con la misma transformada de Laplace.

¢ =1

Ejemplo. Lasdos funciones diferentes Fy (t) = e-3 y Falt) = 8t
&~ de otra manera

tienen la misma iransformada de Laplace, ex decir 1/(s 4+ 3.

Si consideramos las funciones nulas, vemos que la transformada inversa de Laplace no
es (inica. Sin emhargo, es (nica cuando trabajamos con funciones no nulas [las funciones
nulas generalmente carecen de intereés fisico], Este resultado se establece en el

Teorema 2-1. Teorema de Lerch. Si consideramos solamente las funciones F(t) que
son seccionalmente continuas en cada intervalo 0 =t = N y de orden exponencial para t> /,
entonces la transformada inversa de Laplace de f(s), es decir £ 'f(s)! = F{t), es Unica. Se
aceptard siempre esa unicidad a menos que se establezca claramente lo contrario.

ALGUNAS TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE

Los resultados siguientes corresponden a [6rmulas de'la pigina 1.

42
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Tabla de transformadas inversas de Laplace

fla) L7 = F(b)
L 1 1
&
1
2. = t
= I
3 e 0,1,2,... =
4. 1 aol
e—a
5 1 sen at
) a2+ o «
6 m cos al
1 senh at
K 8% — ot e
&
8. Py cosh at

ALGUNAS PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA TRANSFORMADA
INVERSA DE LAPLACE

En la lista que sigue se enuncian algunas propiedades importantes de la transformada

inversa de Laplace. Nétese la analogia entre las propiedades 1-8 y las propiedades correspon-
dientes en el Cap. 1.

1.

2.

Propiedad de linealidad.
Teorema 2-2. Sic, ¥ ce 5on constantes arbitrarias y f,(s) y f,(s) son las trans-
formadas de Laplace de F, (t) y F; (¢) respectivamente, entonces
L7 e fr(8) + cafa(8)} el L8+ ee LT {f2(8)) (I
= e () + caF:(t)

Este resultado se puede extender fécilmente al caso de mas de dos funciones.

Ejemplo.
4 38 5 1] 8

- _ 5 ., _ 2 - ST S -8

< { BT efie 32+4} 4L {a—z} 3L {82+16}

5
= 4e2 — 3cosdt + 3 sen 24

Debido a esta propiedad podemos decir que £ ' es un gperadur lineal o que tiene propie-
dad de linealidod.

Primera propiedad de translacién.
Teorema 2-3. Si L77'{f(s)] = F{t), entonces
L7Hf(s—a)) = e F() (2)
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i i
Ejemple, Como 471 {32+4} = g sen 2t, lenemos que
|_[‘____1 _‘l\ - -1 J” . L_} — 1 ‘g
{ -' Ty Tk £ “8¥1)2+4’ 3¢ sen 2¢

3. Segunda propiedad de translacidn.
Teorema 2-4. 5i L7'|f(s)! = F(t), entonces

- Fit—-a) t>ea
4 lle a8 31 f 3
1
Ejemplo. Come {7! { 3 —-l = sent, lenemos que
I8 +1]
el fe-mn| _  [eenit—a/3 & t>r/3
132+1J 10 8i t < z/3

4. Propiedad del cambio de escala.

Teorema 2-5. Si £7'If(s)! = F(t), entonces

i) = 2F(E) )

. .
Ejemplo. Como c—lir"m} = cosdt, tepemoes que

28 1 4¢ 1
-1 == = — —_ = - 1
£ {(2&)2+16} g cos 2cos2

lo cual puede comprobarse directamente,

5. Transformada inversa de Laplace de las derivadas.

Teorema 2-6. 5i .£L7'|f(s)] = F(t}, entonces

T B I il )

. 1 \ﬂ d 1 K —28
E - L —_ )
Jemplo. Come ¢ {82 ; 1}[ = sent y __ds (sg 1) d &+ 1) tenemos gue

O T e L
£ 11(_32_+_ﬂ§ = —taent o £ llm = ptsent

6. Transformada inversa de Laplace de las integrales.

Teorema 2-7. Si L£7'{f(s) = F(t), entonces
* Fit
£"{f f(u)du} - %’ 6)
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7. Multiplicacion por s*.
Teorema 2-8. Si L7'|f(s)l = F{t) y F(0) = 0, entonces
L Hgf(8) = F(b)
Asi que, multiplicar por s produce el efecto de deriver a F(t).

St F{0) = 0, entonces
L Hsf(s) — F(O)) = F'(b)

o L7Hsf(a)} = F'(t) + F(O)3(t)

donde &5(t) es la funcidén delta de Dirac o la funcién de impulso unitario.
Ejemplo. Como ¢! {ss’-—-ll-l} = sent y sen0=0, entonces

e _ _
£ {8—2_'_1} = (”(sent) coat

Esto se puede generalizar para £~ 'ls" f(s)!, cuando n = 2,3, 4,

8. Division por s.

‘Teorema 2-9. Si £7'f(s)! = F(f), entonces

eI s)}  Foa

(7)

(8)
(9

(10)

De manera que la divisién por s {o multiplicacién por 1/s) produce el efecto de integrar

F{t) entre 0 y .

Ejemplo. Como .[7! {32-1&—4} = % sen i, tenemos que

N _ (1 1
llm = J;Esenmdu = Z(l—coszt}

Esto se puede generalizar para £-!'lf(s}/s”], cuando n = 2, 3, 4,
el problema 70].

8. Propiedad de convolucion.
Teorema 2-10. 51 £7'|f(s)l = Fit) y £7'1igs)l = G(t), entonces

LT s gls)) = f P)G(l-wdu = F*G

. [véase

(11)

F* @ se llama la convolucién de Fy G, y este teorema se llama el teorema de convolu-

cion o propiedad de convolucion.

Del problema 21 se deduce que F*G = G*F.

Ejemplo.

- 1 1 =
' -1 2 .
1 r [ v L {s EJ e*l,  tenemos:

[
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METODOS PARA HALLAR LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

Existen varios métodos para determinar transformadas inversas de Laplace, algunos de

los cuales se indican en la lista que aparece a continuacién. Comparar con la pdgina 6.

1.

Método de las fracciones parciales. Cualguier funcién racional P(s)/@(s), donde
P(s) y @(s) son polinomios en los cuales el grado de P(s) es menor que ¢l de Q{s), puede
escribirse como una suma de funciones racionales [llamadas fracciones parciales] de la

A As+ B .
forma @07 @t bst o donde r=1,2,3,. . Al hallar las transformadas in-

versas de Laplace de las dos fracciones parciales, podemos hallar £ 'I1P(s)}/Q(s)}.

. 28— 6 A B ¢ D
\! —_— =

Flemplo 1. o o @s TP ~ Ba~4 ' @ty T @+t T Za+l

Ejemplo 2. _ 3#2—4s+2  _ _As+B _ CetD = E

lemplo (82 + 2u + 0)i{s — B) {s2+ 28 + 4)2 tEretd 55

Las constantes A, B, €, etc. pueden hallarse expresando convenientemente las fraccio-
nes e igualando los coeficientes de las potencias iguales de s a ambos lados de )a ecua-
cién resultante, o bien, utilizando métodos especiales [véanse los problemas 24-28],
Uno de estos métodos hace uso de la formula del desarrolle de Heaviside que aparece
a continuacidn:

Método de las series. Si f{s) tiene un desarrollo en serie de potencias de los reciprocos
de s dado por

e S B B2 Ga :
f(s) = s+52+83+s‘+ (12)

entonces, dentro de algunas condiciones, podemos invertir término a término para lle-
gar a i} , 5
fal a
F(t) = ao+a.t+2—+ s

o7 T 37 (3

Véase el problema 40, Se pueden usar desarrollos en serie de forma diferente al de (72},
Véase el problema 41.

Método de las ecuaciones diferenciales. Véase el problema 41.
Derivaeidén con respecto a un parametro. Véanse los problemas 13 y 38,
Distintos métodos que utilizan los teoremas anteriores.

Uso de tablas. (Vé;lse el apéndice B.)

Formula de inversion compleja. Esta formula nos da un podercso método para ha-
llar transformadas inversas de Laplace haciendo uso de la teoria de {unciones de varia-
ble compleja que se considera en ¢l capitulo 6.

FORMULA DEL DESARROLLO DE HEAVISIDE

Sean P(s) y @(s) polinomios en los cuales P(s) es de grado menor que @Q{s) y @{s) tiene n

ceros diferentes a,, 2 = 1, 2, 8, . ., n. Entonces

et (/4)
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Esta férmula se llama el teorema o formule del desarrollo de Hegviside. Véanse los proble-

mas 29-31.

Esta formula es susceptible de generalizacién [véanse los problemas 105 y 111].

LA FUNCION BETA

Sim > 0,n >0, la funcién beta se define por
1
B(m,n) = f w1l —uytdu
3

Podemos demostrar las propiedades siguientes [véanse los problemas 32 y 33]:

_ Imrn)
L Bmm) = Tem+n)
w/2

EVALUACION DE INTEGRALES

(15)

La transtformada de Laplace se utiliza frecuentemente para calcular integrales definidas.

Véanse, por ejemplo, los problemas 35-37.

Problemas resueltos

TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE

1. Demostrar que

__ senh at

1
(©) _Cﬂ{m} _senat

0 < i) = oot

1 1
(a) {et} = T—a' Entoncea{_l{s_a} = g%,

in

a (d)y £ {82_‘_32} = cogat, (e} L} {s’iaz} =

4]

s

n 1 1 { 1 1
()] {{E} = ﬁ{{‘“} = ;—!(n—:_—]) = F;T.Entoncea.c*l{ﬁ} = oy peram =40,1,28,....

I

senat 1 1 a 1 _
e) ‘)LT} = gLlwenot} = v G0 T g -Entoners £ '{ﬂ—ﬂz a

{d) £ {cosat} = ﬁg—- Entonces .£™! {ﬁ} = cos at,

1 }_ senatl
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senh ot 1 a 1 1 senhaf
(e} £ { W‘L -.C {senhal} = B R T sl e Entonces .{ "1 {s’ *a-} ==
(fH L{coshat} = Tr Entonces £~ ¢ gl _:—a‘-’-_} = cosh at.
B J 1 ‘l tﬂ L
2. Demostrar que £~ = ———— paran> —L

Us** 1] 7 rn+1)

,
L S S SN 1200 S O -
"3}1'(”.+1)J' rin+ 1) L = smrn e T @ 2l
por el problema 31.
tn .
Entonces ‘C_l{gn_lﬂ}:m')" n>—1. Notesequesin =10,1,2 3 . ,entonees (n + 1) =

v el resultado es equivalente al del problema 1(b).

3. Hallar la transformada inversa de Laplace de cada una de las siguientes funciones:

@ sy © <) © < i) 0 k]
I

(b £ {s—fé} (dy £~ 1{924_2} N £Al{82£3}

1 3

() £t {Efﬁ} = E%—'?i . [Problema 1{c)]
by £ {312}- = de2t [Problema 1(a)]
&) £°! {;14} = -r% - _fﬁ' ’ [Problema 1(b) o 2]
() ! {sZiz} = cos V2t [Problema 1{d}]

(&) <1 {32 E”ﬁ} = 6 cosh 4t (Prohlema 1(f)]

R _ senhV3:
H < 1132‘3 = \/?* [Problema 1{e)]
@ ! 5 R S R Eﬁ =2 !_ [Problema 2}
E B 2 R 7 I~ Vs

PROPIEDADES DE LINEALIDAD, TRANSLACION Y CAMBIO DE ESCALA

4. Demostrar la linealidad de la transformada inversa de Laplace [teorema 2-2).

Por el prohlema 5, tencmos

L FUt) + e2Fy(h) = o L{F (8} + L{FAN = ef1(8) + c;fzl8)
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Entonces Lo e frle) + e fals)} = &, Fi(t) + e Falt)
oL (8 + e L1 {fp(m}

1l

Este resultado se puede generalizar fcilmente [véase el problema 52].

o /Bs+4 2518 24— 305
Hallar (a) ¢ '{ F ~ #rg t i }

- 6 3+4s 8—6s
(b) < {23—3 Tag-1e T 163=+9}‘

(a){_t{5a+4 _m—18 24m30\/3}

& 824+9 gl
)5 4 25 18 24 30
= L ‘{ﬁ+ﬁ‘m+m+ﬁ—?ﬁ}
= 5 + 4{(¢2/2!) — 2 econdt + 18(* sen 38} + 24(#3/31) — 30{¥5'2/1(7/2)}

5t + 212 — 2cos3t + Gsen8t + 482 — 168657
Puesto que T{(1/2) = §-§- 3T = BVr

6 3+4s B— s
-1 -
b1 £ {28—3 952 — 16 + 1652+9}

i o) ) o) i)
L o=z "a\ee—16/8) " o\w—1ep /)t z\EFers/ T 8\ e/ie

3e3t/2 — isenh4ﬂ3 — %coahdt}.’i + §sen3¢/4 - icosat/l

Demostrar la primera propiedad de translacidn. Si 27! {f(s)} = F(t), entonces

L7 (fls—a)} = e*F(1)
Por el problema 7 de la pdgina 13 tenemos que £ {ex F(t)} = f(s —a). Entonces
£ fla—a)) = eF{)

Otro método. Como fls} = JA e~ F(t) dt, tenémos
[
ca) = [ eo-aopa = [ e-s{enFopdat = it P
a-a = [ ® S

Entonces L7 {fls—a)} = etF(1)

Calcular lo siguiente:
[ es—4 1 _ {,‘lf bs—4 } _ (_l{ﬁ(u—‘g)+8}

@) ST \e—2r+16

_ f s —2 - 1
M T TR ST AL (s—2)2+1s}

6eXcondt + 2egendt = 2¢2(3 coadt + sendt)

49
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asva2 Vo fasrazl 0 faeay — 4
() CHevatn) ~ f'is+ﬂﬁ R ey v
| 1 {11
= Sl — — e 1
1.0 ‘]L T4 4. I—_f(s+4)2’[
= de U gtet —  de=(1—4
o) (71J w7 | [ a7 ] 3(s—1) + 10

Finlal = et = Y
[ o

1 _ 2
= +—1 —_T3 a1 L Qs I
34 1<s—1)2~4} L {(akl}i—d}
= 3Zetcosh2t + Setsenh2 = ¢! (3 cosh2t + 5 senh2i)
= 4 — et

Hay otro métado en el problema 24.

d -1 f_..}u uuuuuu 1 = L -1 1
@) < 1\,’23_} ';J‘ \/'Edc (8 + 3/2)172
1

- _ e 1 4y
= e-82 S D = T f1ii g- MR

VE 1{1/2) Vs

8. Demostrar la segunda propiedad de translacidn:
Si £ {f(8)} = F(t), entonces £~ (e~% f(s)) = G(f) donde

(F(t—a) t>a

G = 10 t<e

Mdétodo 1. Por el problemn 9 de la pégina 14 tenemos que £ {G(t}} = e~ f{s). Entonces

LTHem o flg)y = Gy

Método 2. Coma fla) = l a=st P(t) di, tenemos
b}

&~ f(a) = j e-me=s Py dt = r ) g S(tta) F(t) dt
~0 “y
= [ e 75U Fi{y — a) du [haciendo ¢t + a — u]

“a

a o
r e sT{0) df + ( e~ F(t—a)dt
Lo a

= [ e~ st G(1) dt

o

de donde se conecluye el resultada.

(hsérvese que G (t) puede expresarse en iérmioos de la funcién escalonada unitaria de Heavigide coma
F(t—a) Ut — a).
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9. Calcular

@ {5y 0 < ETEL 0 T @ o )

'Ll

Fas {(3 - 2)1}

1 13 g2t 1 ;
(a) Como £71! {ﬁ} = et o1 {—} R T 8%,  del problema & tenemos que

} (£ — B)S ett=9 t>6
0 t<5

11

_& (; . 5}3 eE(!—.’nJu(t_ 5)

(4} Como 'c_l{sz-i-;%} = coebt,

- {se_“‘”"f} _ [eos Bt —du/B)  t>4as5
0 t < 4775

cos bt t > 4x/b
0 t < dx/B

= cos bt U(t — dg/5)

(¢} Tenemos que

< {#ﬁil} = ‘“_'{(a;g;lrg}
el

- 4-1{ st 4 + 1_4_.{ Var2 JL

e+t D2+ 3 V3 (b+4P+ 3
= g W ws@ + L g~ ¥t aen‘/ilc
2 3 2
= e\*/’;‘ (\/§ cos Lzﬂit_ +  sen £:—’)

Luego
o1 (8+ 1)e—n
#+e+1

Lm'__l]{\/ﬁcosﬁzg—(t—f) + sen—\é—i(t—:r)} t>r

= V3

0 t<zx
—K(t—m)
ST{‘E“’%‘E“‘”) + *"\/Ti(t—r)} Ut — )
(d) Tenemos que £—1 {m} - 9_“4_'{-8_.‘%}

132 41373 g— ¢

Y6 T syr

€



b2 LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE [CAP. 2

i) et = gt
Luego L {(, + 4)5/2} L (s + 4)5!”
4ot (8 — BT o (E—D) t>3
0 t<3
4(t—3)¥2g—dt-0 t>3
= 3\/?
0 t<3

4(t—3P2g—at—1

-3
e u(t - 3)

10. Demostrar la propiedad del cambio de escala: Si .£-'{f(8)] = F(t), entonces
LTHfks) = TF(R)

Método I. Mediante el problema 11, al remplazar a ¢ por 1/k tendremos que LIF(t/k)! = k flks).
Entonces

V) = EFWR)

Método 2. Como f(s) = f e~ () dt, tenemos
o

flke) = j; e~k Ft) dt = -J; e~ Flufk) diufk) [haciendo u = ki)
= 1 ‘J; o~ Fu/k)du” = 1o (F(t/h)

Entonces €1 {f(ke)} = = F(t/k).

—1/r 2 t —als
11. Si -»C“{Bsm} _ 00 2VE | ar .c-l{"sm} donde a > 0.

Vrt
Al sustituir s por ks en el problema 10 tendremos
_c_,{s—mu} _ leos2Vt/k _ 1 cos 2Vk
{kca)!/2 ko (k) Vi Vet
_c_l{e*”h} _ con2vitk
a7z Vot

Entonces, haciendo & = 1/a,

sy Jemvl _ cos 2Vt
<L gl/2 - \/;

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE DE LAS DERIVADAS

E INTEGRALES

12. Demostrar el teorema 2-6; £7'{f™(8)} = (-1)"t"F(t), n=1,2,3,....
dan
d

il

L™y = (=1 F

Como g{tnF{t}} = (-1 f(8) = (—1)» fin2(a) [véase el problema 19}, tenemos
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- g
13. Calcular £ l{(-‘f’_'f'?)ifl

df 1 | _ -2 . g _ 14 1
Tenemos que ds ¥+l T (@ +al? Asi GIYeTE T T2ds (m )
E : S L} e [ prabl ¢
ntonces, comn £ 132+“2J = —5— por el problema 12 tenemos que
SR S G ] [ )
< {(32+a2)2) st M alara f
— lt sen al . tsenal
2 4 2a
Otro método. Derivando con respecto al pardmetro ¢ obtenemos
i _ 8 _ —2413_
da \ e - a2 T (g2 +a?d?
Luego
£t J’i 2 )l - ot —2a8 _
lda s tat/] | (82 + a2 |
o hien
d P s |
L lpaf__8 - - )7
da {-C (32+a2)} 2a £ {(924_3'1)2]
es decir
- s - 14 - L ~ fsenaut
‘ 1((—“:—)2} = el S g (mienad =
_ 1
14. Hallar ¢#-'JIn 1+? .
E
1 . -2 L1 s
Sea f(s) = ln<1 + s_'~'> = £ {F(t)}. Entonces f'(s8) = s T -2 JL; = 4,1} .
2(1 — cost)

De manera que £~1 {f'(8)} = —2(1—weost) = —LF{), F{§ = :

MULTIPLICACION Y DIVISION POR POTENCIAS DE »

i
15. Demostrar el teorema 2-9: .Q"{ﬂ‘:—)} = f Fu) du.
0

ot
Sea G(I) = j F(u) du, Entonces G'(8) = F(t), G(0) = 0. Luego
[H]
L{GW)) = s£lG@)) — GO = sL{GEN = fls)
de manera que <t} =12 rt{f—ﬂ-)} =60 = | Fud
| 0

Comparar con el problema 17.
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o
16. Demostrar que 7! {f_g;)} = j .f Fiu) du dv.
[
114 v ¢
Sea Git) = Fl(u) du dv. Ent G = Fu) d G'@) — F(t). C GO = '
Jo J; u) du dv. Entonces G'( J; i) du ¥y omo
L{G") = SBL(GHY — sGlO) — GO = B2L{GU = flo)

t v
Asi que L0y = %‘3 P {f.ﬁg_}} = G = f f F(w) du dv
0 0

¢ ot
Este resultado se puede expresar como £71 {%:)} = I f F(¢) di2,
0

o
¢ atf "
En general, £t {%} = J.n j; ves J; F{t) dt»

17. Calcular (‘1{—1—} .
Pa+ 1)
Como £~! {s’_-li-_l} = sent, aplicando repetidamente el resultado de! problema 15,
1 N t
-1 = = —_
£ {a(s’ T 1}} J; gen % du 1 con b
1 t
-1 = 1 - = —_
£ {a’(a’+l)} J; { coB &} du .4 aen ¢
o 1 f '( ) & L
- = u — 8sen o = — —
£ {aﬂ(a’+ 1)} A ] 3 con t 1
Comprobacion: £ E+eoﬂ—l = l+ e 1 _ s+lte sttty 1
2 2 s2+1 s #(el+ 1) TP

- g _1 - 1
18. Dado que £ 1{@14__1)’_} -_‘ 2tsen t, hallar £ ‘{m} .

Método I. Por el teorema 2-9 (problema 15), tenemos

- 1 = 11,8 _
< ’{(g8+1)!} =« l{a (a=+1)=}

L
J; Ju seny du
(Fu)—cos®) — (§)(—sen u)|'
o

Heeni — ¢ comt)
Método 2. Del tearema 2-8 tenemos que
SR Py L QY YL b b Tk ST N T 1
< {’ (.s+1)z} < {(.#H)! CHaEri T T

= %{*tunt} = i(tcoat+sent)

I

Entonces -C“{(?’_‘_LIF} = ! {;21?1—} — §{teoat + sent) = J{sent ~ tecoat)
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1 1y]
19. Encuentre ! Eln 1 t }

Usando el problema 14,

13 ol
{_1{11,1 (1 + Lg)} - [ 2l ~-cosu) 5 _ o [ L—cosw g
& g iy " oy i

TEOREMA DE LA CONVOLUCION

20. Demostrar el teorema de la conveolucidn: §1 £7'f(sH = Fi) y £ Yig(x)! = G(t),
entonces

1
LAy = § FuGt-wdu = FrG
(1]
Método 1. El resultado requerido estard demostrade si logramos probar que

-L‘{J Flu) Gt —w) fiﬂl- = fla)g(a) 1)
0

J

donde f{s) = LIFit)i, g(s} = LG}, Para demostrar esto observemos que el miemhro izquierdo de (1) es

ol v

u=nN

x oL
= f J e () Git—uw)dudt = lim sy
=0 u=0Q Mo

oM ¢
donde T J J- e~ st F{u) G(t — u) du dt 4]
t=q > u=0

La regién del plano tu sobre la cual se efectua la integracién (2) aparece sombreada en la Fig. 2-1.

Fig, 2-1 Fig.2-2

Haciendu t —u =0 ot = u 4 v, la regian sombreada K, del plano tu se transforma en la regidn &,
del plano v que aparece sambreada en la Fig, 2-2. Ahora, por un teorema de transformacidn de integrales
multiples, tenemos que

gy = ffe‘-‘*‘i'(u)G(f.—u)dudt = ffﬂ‘-""*"’F‘(u)G(‘u]
R eu x

wu

M‘ du dv 3
(e, v)
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donde el Jacobiano de la transformacidn es

. Bu
J = Bw, ) _ |ow ae| _ [} O 1
dfw, v) a at 1 1
du v

De manera gue el miembre izquierdo de (3) es

M M-
8 = I I o= 5w+ Fl) Glo) du dv )
v=0 Ju=0

Ahora definimos una nueva funcién

Ku,v) = e~ 1u+0) Piy) G(v) si u+v =S M (5)
’ 0 siutw > M

Esta funcién estd definida sobre todo el cuadrado de la Fig. 2-3,
pero, como se indica en la formula (5), vale cero en la parte no
sombreada de dicho cuadrado. En términos de esta nueva fun-
cidn {(4) puede expresarse como

M M
By = J‘ J‘ Kix, v) du dv
u=0~yu=9

Entonces
lim gy = I J‘ K(u,v) du dv
M—= ° ~o

= -J’me"“‘”) F(u) G(v) du dv
0 Yo .

= { I., " e-e Fw) du} {f o= Glu) du}

= f{s)gls)

lo cual establece el teorema. -

¢
A J‘ F{u) Gt — u) du = F*G la llamamos la convolucion de F y G. En el problema 85 se da un
[}

método directo para establecer el teorema de la convolucién.

21, Demostrar que F*G = G* F.

Al hacer t —u =5 o u=¢— v, tenemos que

Frq

] 3
f Flw) Gt — ) du I F(t—v) Giv) dv
1] [1]

It

f G Ft—vdv = G*F
0

Esto prueba que la convolucién de F y G obedece a la ley conmutativa del dlgebra; también cbedece a las
leyes asociative y distributiva [véanse los problemas 80 y 81].
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22. Haciendo uso del teorema de convolucién, calcular

Ol e P

ICEO N ErEail
{e] Podemos escribir (s -l‘f e - i prl _:. 22+ Entonces como ¢! {;2':?_—&3 |!> = cosar
£71 {Wluzf — ser;at’ senemon que
£ {?s_zj—u‘)*} - Jor co8 ax w .

ot
1
= 3 J (cos aud(senat cos eu — cos at sen au) du
o

!

ot
1 1

= “senal cos?an du — 2 cos at sen ait cos an du
a Ja ]

N '
- 1senatl 1+econZan) . _ ]—cnsatf sen 2ow
a S 2 a 0 2

_ 1 t . senZat 1 1 — cos Zat
=. aaena£<§+ Tn > -~ acuaat —

_ 1 t  sen at cosat 1 sen? al
= asenat<§+ T) = acosat 2

t sen af
20

Comparar con el problema 13,

1

&7

(4] Tenemos que £ 1 LF} =1t £-1! {;l = te f Entonces, por el teorema de convolucién,

B+

a1 Y
.Cl«lm = J;(ue Wi —u) du

ot
I (uf— u?) e—* dy
Ay

= (we-ul(—e ) = (t- 2w ) + (—2)—e=¥)|
[

= tevt + 27t + ¢t — 2
1 2

Comprobacicn: £ {te"t+ 20t 4+t —2) = eSS

1
+ 5 -

@ | ba

82 4+ 29%(s + 1) + (¢ +1)2 — 2a(s + 1)2

g+ 1)2 3%z + 1)2

{ v L
23. Demostrar que f f Fluydudv = f (¢t - u) Fiu) du.
1t o u

Por ¢l teorema de convolucién, st f(s) = £IF()}, tenemos que
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t
f e-wrewal = 2w e = L2
(]

Entonces, por el problema 16,

t t v
J; (t—u) Flu) du = (,l{fé_:)} = fuj; Fiu) du dv

El resultado puede expresarse como

J: J: F(i)ydi2 = J;t (t— u) F(u) du

En general, se puede demostrar que [véanse los problemas B3 y 84)

t i L ¢
. " — (t—ujpr—!
fu j; Jﬂ Fitydin = T Fu) du

FRACCIONES PARCIALES

o 38+7
24, Hallar £ {sw—‘ Y _3} .

, 854+7 85+ 7 _ A B
Metodo £ “-2%-8 = GoSG+n - a8t g

Multiplicando por (s — 3){s + 1} obtenemos

3+7 = A@+1) + Ba-3 = (A+Bs + A — 3B

Tgualando los coeficientes, A + B=3y A—3BLZ 7; entonces A — 4, B= —1,

3a+7 - 4 _
(8—3)a+1) ~ 8—3 8+1
_ 3847 — S 0 U 1]
Y ‘ l{h—' 3}(—s+1)} - L 1L8—3} < 1{s+lj
= 468t — gt

Método 2, Se multiplica a ambos lados de (I) por {s — 3} y se hace que s+ 3. Entonces

L 38+T . Bla—3)
im->y = 4+ lm=

A=4

Andlogamente, si multiplicamos a ambos lados de (1) por s + 1 ¥ 3e hace que S+ —1, obtendremos

e 3T AltD)

g -1 8—3 s - 8— 3 + & @ B=-1

Usaudo estos valores ohtenernos el mismo resultado que por el método 1. Ver tamhién el problema 7(c).

) _ 2574
25, Hallar .¢ {m}.

Tenemos que . A B ¢
28t — 4 - + Y

e+ iz —2Ng — ) s+1 T r=2 " §-3 o
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Ahora utilizamos el procedimiento del método 2, probilema 24.

Multiplicamos loa dos miembros de (1) por ¢ + 1 ¥ bacemos que s - —1; entooces

) 202 — 4 1
A = ] e - = —
Pl Py P 8

Multiplicamos los dos miembros de (1) por s — 2 y hacemos que s =+ 2; entonces

. 288 — 4 4
B = lim--2£_"_"% = _2
s et e —3) 8

Multiplicamos los dos miembros de (f) por s — 3 ¥ bacemos que ¢ — 3; entonces

: 282 — 4 7

C = [ AL

I eT e 2

De manera que
262 — 4 1/6 | —4/3 | 12|
-1 . — =
< l(s+1)(8—2)(3—3)} L7 {B-!-l+ 2+s—3J(
1 4, 7
~5¢ t Eea: + Ee:u.

También puede usarse el procedimiento del métodn 1, problema 24. Sin embargo, se observard que este
dltimo método es menos tedioso. Se recomienda su utilizacién cuando el denominador tenga factores lineales

distintos.

(557 = 158 - 11)

26. Hallar £°! Fret P 1)(3— TR

B — 158 -11 A B ¢ ., D
GiDe—ar s+l G- T s-2¢ T s-z (n

Para encontrar A ¥ 8 puede ulilizarse un procedimiento analogo al del problema 25.

Se multiplican loz dos miemhros de (/) per 5 + 1 ¥ se bace que v » —1; entonces

. Bs? — 168 — 11 —1
say (g —2)3 3

Se multiplican los dos miembros de {I} por (s — 2)3 y se hace que s - 2; entonces

. Be?— 16 — 11
B = 1 = = = —
a'l-om2 a+1 7

Este método no permite determinar ni € ni D. 5in embargo, como conocemos A v B, de (I) tenemos que

5g? — 15z — 11 . —1/3 -7 _C D
GENE—2p ~ s+l Goep T -t i3 @

Para determinar (' y I} podemos darle dos valores a v, por ejemplo s — 0 ¥ s = 1. de donde encontramos que

1
, s = —gTT1+C-D

es devir, 3C — 6D =10 y 3C — 30 = 11, de donde " =4, 1} = /3, Asi

i feer—15s -] _ ., [-13 -7 4, 13
< 1{(3—!»1)(3—2)3') = et emee t fs—2>2+s—2(

1 7 1
= —ret — Lapam o 2¢ it 14
39 2te dt et + 3¢
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Otro método. Mulliplicando por s los dos miembroa de (2) y haciendo gue & =, encontramos que

0= — 4+ £, locualda D = §. Podemos enconlrar C, haciendo = = (.
Se puede usar este método cuando hay factores lineales repetidos.

27, Hallar £~ {ﬂ&_} .
(s—1)s*+ 1)
35+ 1 _ A Bs+C o
(8 —1)(e2+ 1) s—1 82+1
.. . , dat+1
Multiplicando a ambos lados por s -— 1, ¥y baciendo que s - 1 tenemos que A — llﬂ’}?fﬁ -2y
Pai
33+ 1 _ 2 Bs+C @
(8- 1D+ 1) 5—1 e+ 1

Para determinar B vy C le damos a 5 los valores 0 v 2, por ejemplo; enlonces

_ 7 _ 28+ C
_‘1 = —2 + C, g = 2 + —7—
de donde C =1y B= —2 Tenemos, entonces, que
_ 3¢ + 1 1( ] 2 —2a+1
1 %= 7 - = 1
< {(s—l)(s’+1)J < {s~1+ s2+1 |

el - rerfutid ol

= 2et — 2cosl + sent

Otre méloda. Se multiplica a ambos lados de_(2) por s y al hacer que <= =, se encontrard de una vez que

B=—2
2
28. Hallar {"{ #+2s+3 }
(8 + 23 +2)(s* + 28 + 5)
Método I.
¥4 2:+3 - As+ B Ce+D (0
(8% + 28 + 2)(s2+ 28 + b) et 4+ 28+ 2 st +2845

Multiplicando por (3% + 28 + 2}e? + 22 + 5),
g2 + 20 +3 = (As+B¥s2+20+5) + {Ce+ D¥e?+ 28+ 2)

= (A+Cwd + (RA+B+2C+ Dy + (54+28B+2C+2D)s + 6B + 2D

Entonces A + C = 0. QA+ B + 2C — D =1, 54 + 2B + 2C + 2D = 2, 588 + 20 = 3. Al resolver
esto obtenemes A =0, B~4, C =0, D=%. Asi

ey #2+20+3 R U I ).
| (a2 + 25 + 2)(e3 1 25 + 6) a2+2+2 " £2+29+56

- 1 _ 1
i< ‘{z?ﬂm} M AN '{m}

e fsent + & je fsenlt

]

e ¢ (sent + sen 2f)
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3

D
Método 2. Haciendo s 0 en [I): m = +E

b2,

Multiplicando () por ¢ y baciendo que s> w: 0 = A4+ C

) 3 _ A+B _ C4+D
Haciendo ¢ = 1: a9 = g + 3
Haciendo s = —1: % = -4+ B+ D;C

Resolviendo, A = 0, B =4, C = 0, D =}, como en el método 1,

Esto ilustra el caso de los factores cuadrdtices no repetides.

Método 3. Como a2 4+ 2v 4+ 2 = O para 8« = —1=* i podemos escrthir
82 + 25 + 2 = (a+1-—DE+1+9
Similarmente 82 + 28 + 5 = (a+1-—-2)+1+29)
Entonces
aZ + 23 + 3 — 2+ 25 +3
(82 + 29+ 222+ 23 + 5) (B+1—dMs+1+Da+1—20{s+1+24)
— A B C ]
T oaFi-i T avies Tevicam toaviem
Resolviendo para A, B, C, D, encontramos que A4 = 1/6, B — —1/6i, C = 1/6i, D = —1/60
De modo que la tranaformada inversa de Laplace buscada es
e—(L1-i) e—(1+idt e—11—2it e—CL+2it o fer— e _ (e:h'r - e—zu)
— E_ — = i + LT
& 6 T w & 3¢ 5 te %

=" je~tsent + fje~tsent
= ﬁe_‘ (sent + sen 2t}

Esto muestra el caso de que los factnres cuadréticoe no repetidos pueden reducirse a factores lineales no
repetidos usando numeros complejos.

FORMULA DEL DESARROLLO DE HEAVISIDE

29. Demostrar la férmula del desarrollo de Heaviside (14).

Como @(s) es un polinomio con n ceros diferentes o, ay, , &y, de acuerdo con e] método de las
fracciones parciales podemos escribir

P{sy _ A, A Ay A,
Q(S) - 8~ a + 8 — ag + + B — oy + Cr S—a-; U)

Multiplicando 8 ambos lados por s — g y haciendo que s— o, aplicando la regla de L'Hospital encontra-

mos que
A4 = lim %%(rak) = lim P(s){f‘-;(a—‘;"lr-
s — Play,)
= dim e tim (o) = Ped hm gl = gie
Entonces (1) puede escribirse
P | Pled 1 Pled 3 Pl 3
Q(’) - Q'(dl) 8 —a Q,{“k) 8= ay Q'(u") L
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Tomando la transformada inverss de Laplace encontramos, tal como se esperaba, que

pel _ Pay Lo Plew o, Pla g Pl
< {Q(a) [ = om™ T em™ T T ™ T AT
28 -4

30. Hallar (_1{(84_1)(8_2)(3—3)}'

Tenemos que Pla) = 22 — 4, Q) = (s + Dis — Dz — 3 = 53 — 42 + 5 + 6, @5} =

32 — By + L,ay = —Loag = 2,03 = & Entonces, por el prohlema 29, la inversa es
LD P@) o PO = TEe-t Ao My o Ll 4, T
Q'(—l)e + @ ° + Z6) = 1 e + =3¢ + 4 gt = g 7€ + 233

Comparar con el problema 25.

31. Hallar L—I{ﬁ_}
(8 —1)(82+ 1)
Tenemos que P(s) = 33 + 1, §is) = && — D2 + 1) = 2 — 2 48— 1L @s) = As2 — 25 4
L,ay = lag = & wg — —i puestoques?2 L~ 1 = (5 — )3 + §) Entonces por la [drmula
del desarrcllo de Heaviside la inversa requerida es
P(Ly , , P Pd)
gt it 1
e Y ea® t omp° o
_ 4 3+1 o -3+l
= ettt ot eyt

= 2¢t + (—1—}i)(cost + isent} + (—1+ 4iM{cos t — isent)
= 2 — cost + fsent — cost + }sent
= 2¢f — Zcoat + se'nt

Comparar con el problema 2T.

Nadtese que se puede ahorrar algin trabajo si se tiene en cuenta qoe los dos atimos términos de (/) son
conjugados complejos el uno del vtro.

FUNCION BETA

1
32. Demostrar que B(m,n) = J‘ e 1=z tdr = D™m)T(™M)  donde m > 0, n > 0.
" T(m +n)
Consideremos .
Gt = m—Ll(g— pm-1g
0] J; z (t— ) 2
Asi, por el teorema de la convolucién tenemos que
L{6y = L{m~y{en1}
L0m) K(r) _  I(m)Tw)
am gn gmtn
— o [TmTm]| _ TmITO) g
De rmanera que Gty = & '{ prE = Tmtn) pmta—1
1
o ses J; gm-i{t—gp~ldes = —II“(;)-II-‘(:,\) gmtn—i

Haciendo ¢ — 1 obtenemos el resultado buscado.
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T/

_ 1 (m) T'(n)
33. Demostrar que f sen®™ 1@ cog®™ 19 df = LB(m,n P
e ), s g Blm.n) 2r(m +n)
Del preblema 32 tenemos
1
B = f m-l{]—gyn-ldy = LmlT(n)
(m, ) . x 1—a) H] Tim + %)
Haciendo r = sen®#, se transforma en
/2
Bim,m) = 2 sentm—tg cogtn-lg dg = LimI(m)
o I‘(m + 'n.)
de aqui se obtiene el resultado requeride.
miz 7" 2z dﬂ
34. Calcular (a f sent*f cos® 6 df, (b f cos'd dg, (¢ J‘ .
) o r ( ) o . ( ) A \/tm
(g} En el problema 33 hagamos 2m — 1 = 4, 2n — | = 6. Entonces m = 5]2,"?1--\; 72y
tendremos AN
nrz Ny
. 0pds = DUE/ATT/R)  _  (B/2M1/2W7 « (5/2)3/21/2WF  _ “dr
J; gsen* 4 con® & as 2 1(8) 2.5:4:8-2+1 518
(&) Por la simetria de cos # alrededor de # = #/2, tenemos que
T e
f coslods = 2 cogt 9 dy
0 0

Entonces, haciendo 2m — 1 = Oy 2z — 1 = 4, es decir m = 1/2 y n = 5/2 en el proble-
ma 33, encontramos que

Efwzcos‘ sde = 2[—;———1‘(1,2) I 5/2)]
0

21(8)
= o VeV _ 3r
2+2+1 8
T/2 de w/2
(e} f = f sen—1/2 g9 cos!/2 g dp
0 Vtans [
Haciende 2m — 1 = — 1/2 v 2n — 1 = 12, 0o sea m = l/4 ¥y n = 3/4 eo <l problema
33, encontramos gue
J"’” % _ ramreMy _ 1w _ wvE
o Vtans 2r(l) 2 sen (x/4) 2
usande el reaultado {p}P(l —p) = z/(senpr), 0 <p <1.

EVALUACION DE INTEGRALES
t

35. Caleular f Jo(u) Jo(t — u) du.
Qq

t
Sea G(t} = f Jolu) Jo(¢t —u) du.  Entonces, por el teorema de convolucién,
0

£ {G(ty) = L {Jo(t)} £ {-’o My = (\f;’;ﬁ) (\[;E;—T]) = ;21—1
1
Laego Git) = -1 {;,_}_—1} = sent

¢
de manera gue Gity = J‘ Jou) ot —uydu = sent
o
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)}

36. Demostrar que J' cosx?dr = &y/a/2.
0

®
Sea G(t) = I cof tz? dz.  Entunces, tomando la transformada de Laplace encontramos que
[

f e~ o dt f coa tx? dx
[ i
a =0
f dz f 8% coa tx? di
] [

— * = * 8
= J; £ {cos tx?) dx J; -—'2_'_21{&

Haciendo x2 = s tan @ o x = ¥+ Tan @, la integral se convierie ¢n la del problema A(e),
1 L 1 F] [
e = (L) -

5 ] '}

Invirtiende encontramos hue

e\ )
0 - [oiir « o) - () - e

h

£ {6t}

!

Hacicndo ¢ = 1 encontramos el“resultado esperado,

. N I\F
fom””“—T-éi

PROBLEMAS VARIOS
37. Demostrar que J. e~dz = /.
o

Consideremos  G() = I e~ g, Tomando su transformada de Laplace,
]
* de 1 z =
Gt = f - = ——tan—1—%— - _F_
< Gy o T N s
invirticndo,
Glty = Jﬂmruxd, - Tt Lme-1n
0 Tz 2’7

v el tesullado esperado aparece al hacer ¢ = 1.

Otro mélodo.

Haciendo x2 = u o sea x = +u, la integral se convierte en
1 o
E.f u~lle~ddy = AT
i
Al hacer m = n = 4 en el problema 32 tendremos

1 1
{rigne = J: TVl —g) V2 dr = f %
1] - 4 — &

1

= sen~1(1—22) = g

_ ! dx
=

Asi T'(§) = V= de manera que la integral requerida vale 4.7 . Yéase también el problema 29,
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_ 1
38. Hallar £ '{m}'

Por el problema 34, tenemos que

contramos que b at

L e = L {ﬁ} ] = i
es decir que L£{tdplat)y = ﬁé
De manera que £t {ﬁ),ﬁ} _ _EJB(M) _ tdiat)

puesto que J:]('u) = —J(u).

(8 + 25 + 52

39. Hallar {"{—1— }

La inversa requeridé\@e escribirse como
1 } . 1

£ =1 {_+
[(e+ 12 F-qi

haciendo uso del problema 38,

—1/%
,40. Hallar £™! {es }

LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

—¢ p—1 = ti__t_y(zt)
R (T A

Utilizando series infinitas, encontramos que

ls—lh
8

Invirtiendo término a término,

i)

41. Hallar £-'{e""¥"},

Sea y = e—¥s; entonces y'

1 1 1 1
= ;{1‘s+zzsz“§m+' }

1
8

1—¢+w—

L
1222 1292 32

(2eL/2)4
22 42

(201/2)8

224762

1 —

{2122
92

Jp(2V)

e—Vs

e—Ys
,yu —
4r

T ggliz

e— Vs
1977 "

fay” + 2¢ —y = @

1
LA{dglat)) = -‘7:,,— . Entonces, derivando con respecto a g en-
5 | g

(£}
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.
"= )L%[tgi’]} = £{82Y" + 2tY}. ! Por otra parte

Ahora, " = £ (¥} de modo que 8y
v =L I—tYi Asi, (]} puede escribirse coma

de{Y +2Y} — 2.0{tY} — 2{(¥Y) = 0 o 40’ + (62 —1)Y = 0
lo cual puede expresarse cn la forma
dy Bt—1 3 1
T+<T>dt = 0 0 lnY+§|nl+n = &
. ¥y = L_g-umt
es decir = pEe
Abora tY = t—l%-s‘”“. Asi
d d a= e
= —— = —_—— '—'f; =
£ {tY} Rty & 2ve
e V¥ 1

o c (e .
Para grandes valores de t, tY T vy £L£{tY —sm’- . Para « pequena, —2‘[; VR Entonces, por el
teorema del valor final, exr = 1/2 0 ¢ = 1/2v 7. Se concluye que

1
- —Vs — s -
Fe 1 {ﬂ £l ] = PN a— /4t

Usando series infinitas, tenemos formalmente que

. R _ g 232 e gz
L-1{e \r':) = £1{1_3115+_ﬁ_ﬁ+n_?+...}

L1~ o{en + {—1{2_’!} — 4—1{‘:;_22} 4o (n

170, [véase también el problema 33] encontramos que, para todo valor

Otro método.

Usando los resultados del problema
de p entero positivo o cero,
1{gn+1/2) t-p-dn
—1{gP = -
< -

OG-

entantoque £L~1sP! — 0. Entonces, de (I) ¥ {2) concluimus que

e - 52 - (5 OB - -

- 1 _f1 (/2242 (1/2@@ = 1 —17at
2z 372 {1 (2%) t st * } T gy ¢

H

42. Hallar .ch'{e_ﬁ} .
8

Por los problemas 41 y 15 tenemos que

a5

1 {9_ ﬁ} ' 1 2 {»
£~ = f —_——liul = — — ot ie = 2
7 . {2\/;uwz e } x® = W - ® vt dy (haciendo u = 1/102)

()
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—zVa
43. Hallar .{f“{e }
8

En el prohlema 42 usamos la propiedad de camhio de escala (4) en el caso k& = x2. Entonces

— Vs 1 1
-1]e = 5 =
< { rig } 2 <2m2>

-zVs z
[

1 =
de donde £ { A } = fee (2\/?)

Nétese que esta es fa [ormula BY de l1a tahla de la pag. 260,

44. Hallar £} {233 +10s* + 85 + 40}

e+ 9)
1 _ 171 1
Como et ) = gl ~&#¥9) fenemos que
203+ 1062+ 88 +40  _ 1 [289+10s2+85+40 263+ 1052+ 8a + 40
s¥(s2 4+ 9) 9 82 g2+ 9
_ 1 8 40N _ . —10s — 50
= g{(23+10+s+82> (23+10'W)}
_ 1f8 40 1o0s 50 |
= §{E+F+sﬂ—+9+si+aj
_¢ /2874 1082 + Bs + 40 1 50
£ :{W} = 3 (B +'40t + 10 cos 82 + 3 sen3t>

= %(24 + 120t + 30 cop 3t + 50 sen 3t)

También podemos usar el método de las fracciones parciales.

1

45. Demostrar que Joft) ='r1_rf et {1 — i)~ 12 dap,

-1
Tenemos [véase el problema 34. Cap. 1]
1
ot =

Ahora 1

1 1
Vei+l  Vati Ve—i

—1/2 g~ut
TUsando ¢l hecho de que L1 { ! } =t ° , por el teorema de cenvelucion tenemos que,
gta

1
J, = 1y
ol < { e 1}

4

1 1
_c—l {____n }
ve+i Ye—1
[‘l w12 e—le  (t—g)-172 gitt—u)

Juo W 2

t
= 1 f gt~ 2u) g —1/2{g — g} =172 gy
T
o
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haciendo v = tv, se transforma en

1
Jply = 1_'": eitll—=26) 4 —172(1 — g}~ 12 dy
51 hacemos 1—2r — w,
1
Jolt) = 7 I eite (1 — )~ 172 dyy
-1

46. Demostrar que Jo{l) = ;lrf cos (¢ cos 8) d6.
a

Sea w — cos 4 en el resultado del problema 45. Entonces

» - . am
Joft) = %j‘; gltcos® dp = %L cos (tconp) do + if sen (¢ cos 8} dé
0

Iguelando las partes real e imaginarias o demostrando directamente que la Gltima integral es nula, en-
contramos, como se esperaba, que

1 k-4
dolt) = = t di
o(t) TJ; cos (t cos §) de

Otro métado.

- x 2 wi2
/ Sea G(t) = Lf cos (t cos ) do = = f cos (t cos #) de. Entonces, tomando transformadas
k' F] Ty
di

e Laplace,
/
zfmz . 2-["”2 8 sec? g
G = 1) ™ = D) w1 ¥
£ {G{t}} = Jy 32+cosﬂad0 vJ, stenfet 2+ 1

2 1 t.a'“ st.ana)"'f’! 1

= - n = T
T e+ 1 (\j82+] 8 Vvat+1

De manera que G{f) = _c—l{ } = Jy(t), como se esperaba,

1
Ve +1

Problemas propuestos

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

47. Determinar

3 8 — 12
() -{“{m} (<) 4“'{m_%} () -{"{3:,_,_182} ] {“‘{8—15} (D -C"{;—_T,}

6 _
(b) 4“{2315} @ -c*l{m} " 4—={§§¥§} (h) 4-1{8,%} 0 4-1{";3}

Resp. (a) 3s— 9 {¢) 3 cos 242t — 3v/2 sen2y/2t (i) —d4ett/d
(b) Jest/z () 2cosh3t — §senhat ) (727 4 3LB)r(R)
(¢) 8 cosdt (g) t4/24

(d) 3sent (h) B3/2/15vx
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48.

49,

51.

52

33

b54.

55.

56.

57.

_ ‘/E_l 2 5 am 25+1
Hallar (a) £ 1{(_“__)¥ (&) £ ’{FGTT)}

4
Resp. () 14+ ¢ — atV2fh (B 1+et

_J 88 56+ 10
Hallar {a) £ l432+25} b)) £- {—16} .

Resp. (e} 4 cos 5t/2 — § sen 5t/2 (b) £ cosh4¢/3 + § senh 4t/3

Jt t=3

{a) Demostrar que las funciones F(¢) = [5 "
=

{b) Discutir el significado de {g) ¢n lo relacionado con 18 unicidad de la transformada inversa de Laplace.

838 —8  4a—24] Jae—2 7
o— 28 _ A7 as - L
Calcular (a} £ {“2 1 s 16[ , (B L1 L 5 3 2}

Hesp. {a) 3cos2t — 4sen2t — 4 cosh4t + Gsenh 4t
(6} 6e/2/r — B3y — le—2t/3

{a) 8i Fy(t) = L2141}, Fot) = L7 {faa)) Fal) = L7MH{f 08 ¥ op, c2ocy

arbitrarias, demgstrar que

L71{e) f1(a) + oz fols) + e3fals}} = e Fi(t) + e Fa(t) + ey Fy(t)
establecer las restricciones. (b) Generalizar el resultado de la parte (@) a n lunciones.
) 38ist—~ 1)2 45 — 18 | (a4 132 — 51/2)
&l e | —_—
Caleular £ { 75 e + aE

Resp. } — t — 42 + JL#t + 40127 + BI93Y3Vy — d cosh 3t + 6senh 3t

- 8 - i
Calcular (g) £ 1{@} by ‘{m}
Resp.  (e) %5(4:3—t4). )] wﬁzﬁ

L 3814 1) Bs+20
Caleular (@) L7 1@ ggog[> ® € ‘{m}

Resp. (a) e2(3 cos 2t — 4dsen2t), (b) 2¢8(4 cosh2t + Taenh 2¢f) = 11eBt — 3eit

_ 85+ 2 - be - 2
Cal 1y 9w tTa b L.
alcular (@) £ {482_‘_1%_‘_9}. & £ {332+45+BJ

Resp. (a) e 802 — gpe-3tiz

1 1
Caleular (@) £-14 s———0, @ - ——=1.
leter fe) £ {\/“as—w}' ® < { u2—4s+20}

Resp, (o) t~23aBU8/2 (L), () e2tJ,(dt)

69

v (G} tienen las misma transformada de Laplace.

son constantes
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58.

69.

60,

61,

62,

63.

LA TRAMSFORMADA INVERSA DE LAPLACE (CAP. 2

. _ g2 R fgs—sa _ e—1
Calcular (@) £ 1{—82—}, h < 11’2_"”1}’ e < l{v's_-i-l}.

t—2 t>2 _ _ 4sen2(t—3) t>3 W Ut—3
Resp. (@) {D t<2 o (E—2)uU(t—2). (b {0 c<3a o 4 sen{t ) U( ).

(c){(t—l)—w/ﬁ t>1 (¢ — )= V2 Ul — 17
0 t<1

1) e -] e
Caleular (g} £ {8,+3,+2}- (b) £ {sz—ze+5}'

Ba—Bi-2) — g~ (1-2) > 8
Hesp. (@ o {2e— M- — g— (-} U(t = 2
esp. (@) {0 t<s }u )

Jett—% sen 2(t — 3) t>3 (t—8) —3) Ut —
5 {0 . 0 }e sen 2(t — 3) U(t — 8)

Si J- e~ Rt dt = fla) v .,[ e~ G(t)dt = f(ps+ q), donde py ¢ 3cn constantes, hallar una
0 0
relacion entre Fi{t) y G(t). Resp. G(f) = e~ /P F(t/p)/p

}, a >0, Resp. fer vai/ e

1 1
S5i £l <{——% = fer+T, hallar .(““{
{av‘a + 1} ) neta

Resp. anJ, (et)

G _c_l{(\/au 1~ g%

a2 — gn
e } = J(t), ballar .c—l{("“'“ ) }
&

82+ a?

Hallar (@) £~1 {a_l._}’ ®) -C"{ eﬁzy/}‘
Vit—1 Vers

Resp. {a) et fer VT, (b {‘;"(3‘_6) ::: o Jy(8t—6)u(t—2)

TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE DE DERIVADAS E INTEGRALES

4.

65,

66.

B7.

68,

Haciendo uso del learema 2-6, calcular
(a) £~ 11/ (s —e)¥ dado que £-1{1/(s — &)} = eot,
{b) £ tls/(s2 —a®)2| dado que £ {1/(s2 — e?)} = (senhat)/a.

Usando el hechogue £~Vi1/s! = 1 hallar £~' {1/a"} donde n = 2, 3,4, . . Caleulartambién .~ ! {1/(s — a)®}.

Calenlar ‘(ﬂ{iﬁ-iT)"’} . Resp. §tetsent

Caleular () .c‘l{ln(sif)}. & -C“l{%ln (:If)}

b
Resp. (a) (e—t—e—2)/¢, (b) f "_u_"jdu
0

Calcular £-1 {tan—1(2/82)}, Resp 2 sen ¢ senh ¢/t
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)1 #+o? * cosau — cos b
69 Caleular £—1 {; In (m)} . Resp. J; —u_.._ﬂ du

MULTIPLICACION Y DIVISiION POR POTENCIAS DE »

t v w
—y Jftey | _—
70. Demostrar que . l{ o2 } = Jl; J; J; Fiu) du dv dw.

t ot et
Esta integral puede expresarse como f f f F(t) di3? Explicar.
¢ Yo Yo

- 1 - ¢+ 2 - 1
71. Calcular {a) £ '{m}. b £ l{m}p (e} £-1 {m}‘

Resp. (@) 1 —t+ 412 —e~¢, (b) §t+ L1~ le=W (o) 1—e t{(1+¢+ 3t9)

_ 1 S S
72, Haller (a2} £ 1{sm}, b)) £ {a ‘et el
]
Resp. (a) § fer (2VT), (b) [ Jolou) du
0

73, Calcular (@) £! {m} . (b} t_l{(sj):(ﬂ—‘i'l)} y discutir la relacidén entre estas dos

transformadas inversas,

et 4 4 8 8 e
. S . R R -] - T
Resp. (a) 3 (t Et + 3t 5! + 27) 543

B ey 1 et
I . £ _
(b) e‘<36+54 vt e 243) + 5 . /

T4, 8i F(t) = £~ 1{f(¢)}, demostrar que
(@) £-1{sf(a)} = —tF'(ty— Fit) (6) £ {a2f" ()} = 22F"(t) + 4L F(t) + 2F(D)
B L7 f"E) = 2F) + 2tF()

75, Demostrar que £~1{s2 f"(g) + F(0)} = —¢tF"{¢) — 2F'(¢).

TEQOREMA DE CONVOLUCION
o . _ 1 . 1 1
76. Utilizando el teorcmma de convolucioncaleylar (@} £-0{— & (b)) -ty - L
{4+ 3%a — 1) (e +2)2{(a—2)

Hesp. (a) Het—e=38, (b) Tolett —e 2 —dte— i)

77. Catecular ..(“11[

1 - 1 — -
ICERCES U Resp. Jlsent — eost + =)

78, Caleulor .c—lf o1 Resp. 1t cos2f + §sen Bt
Lis21 42]

o .
79. Calcular (@) £ 11m}, (8 £t m .

Resp. (@) J{(8— 1% sent — 3t cost!, (b)gtsen 2t — 2t cos 2
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80. Dcmostrar que F*:G* Hl — (F*Gi* H, es deciv, la acociatividud de la convolucidn.
81. Demosirar que {a) F*IG+ H = F*G+ F*H, (b)IF-Ci*"H-F*H}+G*H

B2. Demostrar quel*1*1* _*1(runosi=t""Y{n— 1}! donde n = 1,2, 3,

p ot t t
83. Demostrar que f f f Fiyas = f L= g du,
0 Yo Jo 0 2!

t r t H _
Demostrar que f f .. f F(din = f ¢—upni Fu) du.
o ve 0 p (-1
85. Demostrar direclamente el teorema de convolucién probande que

{fw e—m B(y) du} {J‘( 8 Glv) du}
¢

¢

84,

'S

fa) g(=)

I

f f e=15+v) Py} G(v) du dv
L] il

o [
—at Fu) G{t — u) di dt .
fo y {fo () Gt — ) u}

86. Medianie el leorema de convolucidn probar que

t
f senucos (t —uydu = isent
o et

.

7

E gla—b
87. Demostrar que EI AT o = 6@):1210{*(‘,_5“}'
0

" vu(t —u)

FRACCIONES PARCIALES
ds+ 16

g —
88. Haciendo uso de las fracciones parciales caleular {8} £~! {m} , (b)) £ {s;—-:} .

Resp, {a) 5ed — 2o~ (b) 1 —36—* + 3t

- g+1 - 112 — 28+ 6
B9. Calewlar (e} £ ‘{m}; > £ {mm}'

Resp. (@) Jo—t2 — Je~%/2, (b} Be2t —Fot/2 + 24—t

90. Caleul [ 27—12s 1] 8+ 16a—24
e L {('+4)(82+9) » B £ 20064 [

Resp (&) 3e~1f — BcoaBt, (b) }sendt + coslt — sen 2t

Sl. Caleular g-1J_—___8—1 sp. La—t - — 4ot
alcular £ {(8+3)(83+23+2)}. Resp. }e~F{deoat 3 sent) 4e

_ 82— 22+ 3 —1 |88 —3s2— 400 + 38
082. Caleular (8) £-1 {m} y ) £ {—(CLT} :

Resp. (o) {2e—1)e! + Fe~t, (b) (Bt+ 3je—2 — 2t

[CAP. 2
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82— 3
(8 + 2)(s — 3Ms2 1 2s+5)}'

93. Calcular £71 {

Resp. e — e~ — de-tcoa2 + Jhe ¢ sen2t

&

984, Calcular -1 ____—___]\
‘ {(‘F— 25+ 20s2+ 28 +2) | Resp. & sen t senh ¢

8 — g2
95. Calcular  g-1 {(s?:l)ﬂw(:?ﬁ} Resp. 4 sent + 4 teost —te™t

96, Haciendo uso de las fracciones parciales, desarrollar (a) elproblema 44, (b) el problema 71, (¢) el problema 73,
(d) el problema 76, {¢) el problema 77.

97. :Losproblemas 79 {(a) y 79 () pueden ser resueltos por fracciones parciales? Explicar.

FORMULA DEL DESARROLLO DE HEAVISIDE

#8. Usando la formula del desarrollo de Heaviside hallar (g) ¢-1

+ 37
{{s o0 3>f &) £~ ‘Us—zi?:ﬂ)(wa)}
Resp. {a) 3e— 2t — M, [B) B — Bp—t — Be-H

262 —Gg+5 |

= 77 v ;. Let — g2t [ )
33—632+118~—6J' Resp. e et g

99. Hallar .("1{

100. Hallar ¢! As+_5__} . 26t - S
allar .¢ {(8+1)(82+1)J . Resp. 267t  Asen¢ 2cjs/;//

101, Mediante la farmula de Heavisitle resolver {(a) el problema 76{(a), (&} el prohlema 77, (c) el problema 88, (d)
el problema 89, (e) el problema 90.

102, Hallar £~} {mmmi} . Comparar con el problema 91,

82— 38
e+ 2)(e — 3)s2+ 25+ b)

103. Hallar £~ J } Comparar con el problema 93,

104. Calcular .£-1 {(52 T ;)(32 T T 2)} . Comparar con el problema 94,

105. Supengamos que f(s) = P(s)/Q(s) donde P{s) y @(s} son polinomios coma en el problema 25, pero que, en este
caso GQLs) = 0 tiene una raiz o de multiplicidad m en tanto gue las testantes raices by, bg, ..., b, son todas
distintas entre si.

(a} Demostrar que

- P 4 A e A B B Ba
flay = Q) (!i—ﬂ)’”Jr (s —gjm—! + + s—_aJrs—bl +m;+ =

() Demostrar que A, = llm 1% 1\‘ T8 k{(s aym f(a)), k=12, ...,m

A m-1 Aztm»z

(¢) Demostrar que £~1{f(g})} = eﬂ‘{t'm]_—l), + 2 LR Am} T Byetit + et 4 Buebh
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. ]2 ~9a+19 - 2 +3
106. Haciendo uso del problema 105 calcular (o) . {————-——»(g =yt b} £ IO FER(

Resp. (a) (3t —2)et + 46~ 3¢, (b) tle—t—e 2

11a? — 4782 4 568 + 4

107. Calcular 'c_l{ (s -2 {a+2)

} . Resp. (22— t+B)e? + Ge— 2

108, Haciendo uso del problema 105 resolver (a) el problema 26, (5) el problema 44, {¢) el problema 71, (d) el pro-
blema 73, (e) el problema 76(b).

109. ; Se puede utilizar el método del problema 105 para resalver los problemas 79(a), v 79(h) ? Explicar.

28 —52 -1

- ¥ & -
110, Caleular £ {(s+ Ty

} usando el problems 105. Comparar con el problema 95.

111. Deducir una formula del deearrollo de Heaviside que sea aplicable al caso de factores cuadriticos repetidos,

40t + B2+ 652+ 83+ 2

-1
112. Hallar £ { o — 1)(82 T 28 + 2)2

} usando el método desarrollado en el problema 111.

Resp. et + et {{3—2t)coa? — 3sent}

FUNCION BETA J——
1 ] T az -
113. Calcular (@) J- 221 —x)2dx, (b) J. x84 - )2 dx, (c} J iy 44—yt dy
[ [ 0

Resp. (a) 16/316, (b) 4096/85, (c) 2r

1
114. Demostrar que f Vi—x22dxr = o/d
0

52 /2 T
115. Calcular (a) J- cosb g de, (b) f sen? e coste do, (¢} f sent g eoat 8 dg.
[i] 3 9

Resp. (a) 57/92, (b) ©/32, (¢) 32/128

116. Demosirar que

[ (@) M% si p es entero positivo par,

w2 "2 2446 ]
f senP@ de = r cosPs de =
Q ~a «def _
1 ()] 2 f-;-S (‘pp 1) si p es entero positivo impar.
“ gp—1
17. Dad e = 7 ! oy T —p) T
117. Dado gue J; i +zdr o p’r.demustr.ir gque I'(p) I'(l—p) wenpr donde 0 < p < 1.

[Sugerencia, haga z/(1 + x) = y.]

118, Vsando el problema 117 demastrar que yidy _ T

o 1441 2\/‘2.7'
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e H"I/E
118. Demaostrar que f Vtane de = =
[

EVALUACION DE INTEGRALES

120. Demostrar que [ senzldz =
o

§ri2,

121. Calcular f ﬁgﬂdz. Resp. =/2
o

T

122, Demostrar que J' x cogxd dz —_—.
0 W3 r(19)

2]

ng
mpdz—

* cogx
() J; pore dr =

124. Usando los resultados del problema 123, comprobar los resultados de los problemss 120, 121 y 122.

. “ T
123. Demostrar que si0 < p < 1, (a) J; TT(p) sen (pe /B

2 I'(p) cos (pw/2)

«©
125. (a) Demastrar que f e~ dx converge.
°

(b) Sit> 0, es -C{f zge*‘-’»’dz} = f L {xtetz*} dx ? T s
0 0

{¢) ;Elmétodo del problema 37 puede usarse para caleular la integral de la parte (a)? Explicar.

.

3 Vi
128. Calcular £—* {ET%} . Resp. lg{e'* — gt/? (cos iz——t - VfgsenTt)}

PROBLEMAS VARIOS
t
127. Calcular f Jolu) J( (£ —u) du. Resp. Jo(t)—cos t
¢
b
128, Demostrar que f {z—a)p(b—zde = (b—ap+retiBp+1,0+1)
a

|Sugerencia, baga x —a = (b —a)y.}

129. Calcular Resp. (a} v, (b)

¢ dy 54
———, (b b~ —1) de,
@ f e ® f VeaE e

130, Calevlar 1 {%{J’} . Resp {1 —cos(t— 1} UE—T1) ~ {1 — cos {t—2)} U{t — 2)
De 1 {e—:\/;} a— T
131. Demostrar que { N Vit

t
132 Demostrar que J; Jolw) sen(t —uy du = FeJ(2).

donde p>—1, ¢>—-1y b>a

2{r(1/4)}?

Ve

75




76

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140,

141.

142.

LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE [CAP. 2

1 — —Zns o . .
(@) Demostrar que la funcién fig) — '*; es cero para infinitos valores complejos de 5. ; Cuadles son es-
tos valores? (b) Hallar la transformada inversa de Laplace de f{s).
. , 1 t > 2r
Resp. (@) & = *i, 24 X34, ... b F(t) = o F(t) = U(t— 20)
esp. (@) ®) 0 0<¢t<2x '

Calcular £-141n (8 * @iﬂ) . Hesp. 1 Jolt)
28 !
: 163
Demostrar que f w( —uN dy = T,
0 27
Sea F(t) = 2 paratodos los valores irracionales de ¢, y F(¢) = ¢ para todos los valores racionales de . (a) De-

mostrar que £ {F(t)l = 2/s3, s > 0. (b) Diseutir el significado del resultado de la parte {a) en relacion
con la unicidad de la transformada inversa de Laplace.

Mueétre cémo el método de las series puede usarse para calcular {a) £7111/(s% 4 1H. (D) LU (1 + 178,
{c) L~ titan—1 (1/8)).

Hallar £~ 1{e~3-2¥Vs}.  Regp e~ 1/t —2) U(f — 3)

1
ve(t — 3)
Demeostrar que f wsentu g, —

[}

b
Trur 2

_ e p<ce<a

Si Fit)y=t~"v2, t>0 y G) = 10 . p>1’ demostrar gque
. o x 0<t<1

¥ -
) ) r — 2tan-lyit—1 t>1

i
VaFi-va| _ et L)
Verit Ve t

Demostrar que L1 {

Calcular .("1{ \fl}' Resp, t“”zl\/; + et ferﬁ

a

/2
143. Demosirar que (&) J sen (tsenZg) dd = 4 sen (4/2) Jy(#/2)
L}
wez
{b) f cos(tcos®g)dg = F cos(t/2) Jo(t/2).
°
144, Supéngase que L1 f(s¥ — F(t) ticne periode T > 0. Demostrar que
L)1 e=sT ) = F(t)ai0 <t < Tycerosit > T
1 ] 2 5 8 ht
—r)_ 2L o= = - = LA
145, (2} Demostrar que £ {38+ 1} zr 5 TR T
(b} Discutir la relacién del resultado en (a) v el del problema 127,




CAP. 2] LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE 7

1486. ; El desarrollo de Heaviside puede aplicarse ala funcion f(s) = 1/ (s cosh 8)? Explicar.
147. Demostrar que f Jole de = Udvr.
0

148. Demostrar que

S U - £ £
< '{E ““a} = T eyt e omet
= S U VE) — JyRem V)

149. Demostrar que

A | 2 ¢ ¢
(l{ECOB;} = 1_W+W_W+

150. Calcular {-1{ } Resp. t-120/7 — et fee {\VT)

1
1+vs

: 151. Demostrar que

- 1 N e
{1{8+e"} TS n!

donde [t] denota el mayor entero menor o igual a t. '

1 2 t £2 3 \
152. Demostrar que g£-1 {;Jn(ﬁ)} =1- [ + T +




Capitulo 3

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
CON COEFICIENTES CONSTANTES

La transformada de Laplace presenta gran utilidad para resolver ecuaciones diferenciales
con coeficientes constantes. Supongamos, por ejemplo, que queremos resolver la ecuacidu di-
ferencial de segundo orden

d*Y dY
W+“"(F+5Y = F(f)y o sea Y + oY + Y = F(1) (1

donde « y 3 son constantes sometidas a ciertas condiciones iniciales o condiciones de fron-

tera

Y(0) = A, Y0) =R (2)

donde A y B son constantes dadas. Tomando la transformada de Laplace a cada lado de (7)
y usando {2), obtenemos una ecuacién algebraica para determinar £LiY{(¢)l = y{(s). La
solucién requerida se obtiene al caleular la transformada inversa de Laplace de y(s). Este
método se puede extender ficilmente a ecuaciones diferenciales de orden superior. Véanse

los problemas 1-8. / -

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS CON COEFICIENTES!VARIABLES

La transformada de Laplace puede utilizarse también para resolver algunos tipos de ecua-
ciones diferenciales ordinarias cuvos coeficientes son variables. Una ecuacion especial en la
cual el método resulta particularmente util es aquella en la cual cada uno de sus términos es
de la forma

Yt (3)
cuya transformada de Laplace es
dm
(1) e L (YD) )

Véanse los teoremas 1-10 de la pagina 4 ¥ [-12 de la pégina 5.

Para los detalles de la solucién véanse los problemas 9-11.

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS SIMULTANEAS

La transformada de Laplace puede usarse también para resolver dos o mas ecuaciones
diferenciales simulténeas. El procedimiento es esencialmente el mismo que el descrito an-
teriormente. Véanse los problemas 12 ¥ 13.

78
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APLICACIONES A LA MECANICA

Supongamos que una masa m estd adhe- ]/P:if]i?:ﬁf'
rida a un resorte flexible fijado a un punto O, y Y |
la cual tiene la libertad de desplazarse sohre un /0 AAAAAMAAAA m
plano PQ sin rozamiento [véase la Fig. 3-1]. %m y 7 Q
/

Si X(¢), o X simplemente, denota el desplaza-
miento instantidneo de m, en el tiempo ¢, desde
gu posicidn de equilibrio o de repose, entonces
actuara sobre m una fuerza recuperadora —kX,
donde £k es una constante que depende del re-
sorte, llamada la constante del resorte. Esto se
deduce de la ley de Hooke la cual establece ex-
perimentalmente que la fuerza recuperadora
que actda sobre un resorte es proporcional al (b)
alargami=nto o extensidén del resorte desde su
posiciéon de equilibrio. De acuerdo con la ley Fig. 3-1
newtoniana que establece que la fuerza neta que
acta sobre m es igual a la masa por la acelera-
cién, la ecuacién del movimiento es

n@X

di?

= —kX o mX” + kX =0 (8)

5i, adicionalmente, existe una fuerza amortiguadora proporcional a la velocidad instan-
tanea de m, la ecuacidon del movimiento es

2
mifitif - —;.;x—p% o  mX"4+BX +kX = 0 6)

donde la constante de proporcionalidad g se llama la constante de amortiguacion.

Puede haber otra modificacién cuando actta sobre m una fuerza externa dada F{¢) que
depende del tiempo. En tal caso la ecuacién del movimiento sera

m-ﬁ% = —-kX — B% + T.(t} o mX” + ﬁX’ + ’GI — T(t) 9/’,__

El desplazamiento X (¢t) puede conocerse utilizando la transformada de Laplace para re-
solver las ecuaciones (5), (6), o {7} bajo las correspondientes condiciones fisicas inidiales.
Véanse los problemas 14, 15, 27 y 28.

APLICACIONES A LOS CIRCUITOS ELECTRICOS
Un circuito eléctrico simple (Fig. 3-2) consta

de los siguientes elementos de circuito conectados

en serie con un interruptor o llgue K:

L O

K
&— %
1. Un generador o bateria que produce una fuerza ~
electromotriz o f.e.m. E (voltios).

2. Una resistencia R (ohmios). R

i
1
)

3. Un inductor que tiene una inductancia L
(henrys), L

4. 1'n condensador con capacitancia C (faradios).

Los 2lementos de un circuito se representan simbd- Fig.)-2
licamente como en la Fig. 3-2.
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Cuando se baja el interruptor o llave K, en tal forma que el circuito queda cerrado, fluira
una carga GH{culombios) a las placas del condensador, La razén de tiempo de la carga del

a0 _

flujo, dada por G = I, se llama la corriente y se mide en amperios cuando ¢ se mide en

segundos.

En la prictica puede haber circuitos eléctricos mds complicados, como el que se muestra
en la Fig. 3-3.

K
N () ~ P
S -
P Cy
R § L ==,
B 1 D
Il
i
M »- ¥ | F Q
I
L
G
2 T
Fig.3-3

Un problema importante es el determinar las cargas de los condensadores y las corrien-
tes en funcidn del tiempo. Para hacer esto definimos la caide de potencial o caida de volta-
je atravésde un elemento del circunito.

{a) Caidade voltaje a través de una resistencia = RI = R %Lt)
2
(h) Caida de vollaje a través de un inductor = Lg—i - Lc:l—t?
(c) Caidade voltaje a través de un condensador = g
(d) Caida de voltaje a través de un generador = —Subida de voltaje = —E ’

L.as ecuaciones diferenciales se pueden encontrar utilizando las siguientes léyes de Kirchhoff.

Leyes de Kirchhoff

1. La suma algebraica de las corrientes que fluyen a través de un punto de unién [por
ejemplo A en la Fig. 3-3] es igual a cero.

2. La suma algebraica de las caidas de potencial, o caidas de voltaje, alrededor de cualquier
malla cerrada [tales como ABDFGHA o ABDFQPNMA de la Fig. 3-3] es igual a cero.

La aplicacion de estas leyes en e! circuito de la Fig. 3-2 es particularmente facil {(en rea-
lidad, la primera ley no es necesaria en este caso}. Encontramos que la ecuacion para deter-
minar Q es

d*Q dQ Q _
Lﬁ + R_df + e = E (8)
Al aplicar las leyes al circuito de la Fig. 3-3, aparecen dos ecuaciones simultdneas [véase el
problema 17].
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Notese la analogia entre las ecuaciones (7) y (8). Parece que la masa m corresponde a la
inductancia L, el desplazamiento X corresponde a la carga @ el factor de amortiguacion g
a la resistencia R, la constante del resorte k al reciproco de la capacitancia 1/C, ¥ la fuerza
¥ ala fuerza electromotriz E. En la prictica estas analogias son de gran utilidad.

APLICACIONES A LAS VIGAS

Supongamos que una viga cuyos extre-
mos estdn x = 0y x = { coincide con el eje
z (Fig. 3-4). Supongamos que hay una carga H“l““
vertical W{x) por unidad de longitud que ac- L —
taa transversalmente sobre la viga. Entonces
el eje de la viga tiene una deflexién transver-
sal ¥Y(z) en el punto x, la cual satisface la

ecuacion diferencial Y
ay W(r) Fig. 3-4
a = Ry O0<e<l ("

Esta deflexion transversal se llama a veces la curva de deflexidn o curva eldstica. La cantidad
El se llama la rigidez de la flexiin de la viga y la supondremos constante., [Realmente E
es el médulo de elasticidad de Young para esta viga e I es el momento de inercia de una
seccidn recia de la viga con relacién al eje]. Las cantidades ETY" (x) y EIY'"{(x) se llaman,
respectivamente, el momento flector y el esfuerzo secante en x. Nétese que en el eje Y se
elige como positive el sentido hacia abajo, de tal manera que las deflexiones son positivas
hacia ahajo.

Las condiciones de frontera asociadas a la ecuacién diferencial (9) dependen de la mane-
ra como esté apoyada la viga. Las mas comunes son:

1. Empotrada: Y=Y =0
2. - Articulada: Y=Y"=0

3. Apoyo simple: Y =Y =0

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

La transformada de Laplace es también de utilidad para resolver ciertos tipos de ecua-
ciones diferenciales parciales sujetas a ciertas condiciones de frontera; frecuentemente nos
referiremos a ellos con el nombre de problemas de frontera; en este capitulo trataremos algu-
nos problemas sencillos [véanse los problemas 22, 26 y 31]. En el capitulo 8 se hard una
discusién mas completa de los problemas de frontera, ya que en este punto tendremos la ven-
taja adicional de conocer la f6rmula de inversién compleja vista en el capitulo 6,
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Problemas resueltos

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDIN ARIAS CON COEFICIENTES
CONSTANTES

1. Resolver '+ Y=1¢ YO} =1, Y(0) = —2
Tomando la transformada de Leplace a ambos lados de la ecuacién diferencial y utilizando les condicio-
nes dadas, tendremos

, 1
£{YM + 2{yy = «£{t sy — sY(@0) — YO +y = 3
1
sy —e+ 2+y = 5
_ 1 g2
Entonces y = «£{¥} = T + Py
_ 1 1 L5 2
- gt 2+1 82+1 2+ 1
_ 1 L 3
= gt eyl T ®
Y = wfly o 3l L cat ~ Baent
¥ = L a2 | g2+1 8t + 1 - cod Bén
Comprobacién; ¥ =t + coat —3sent, ¥ =1 —sent — 3cost, Y' = —cost + 3 sen t. Entonces
Y+ Y=t YW =1, Y(0) = —2, luego la funcidn encontrada es la solucidn requerida.

Existe otro método, usande la integral de la convolucién, en el problema 7; en tal caso se hace a = 1,
Fit)y=1. 4

2 Resolver Y'' — 3Y' + 2Y = 4e¥, Y{0) = —3, Y'(®) = 5.
Tenemos que Ly - sg{Y + 20{YY = do{e

{2y ~ s Y(O) — Y'0)} — 3{sy —Y(O)} + 2y = aiz

{s% + 85 — B} ~ 8{ay + 3} +/4 sz

(2 —3s+2w + 38 — 4 =

-2
- 4 14 —3s
YV S @5t ne-8 | f-Sa+Z
~ —3£2+20s—24
{g—1y{s — 2)?
=T 4 4
- s—1+s—2+ {s — 2)2
_ _ =7 4 4 -
de maneraque ¥ = 7t {B—jl + g + _(3—2)9} = Tet + 4e2t + deedt

se puede comprobar que é&sta es la solucidn.
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3. Resolver V' + 2Y" 4+ 5Y = e-tsent, Y(0) = 0, Y'O) = 1.

83

Tenemos que L{Y7Y + 2.04Y) + 5L4YY = pfe-tsent)
1 1
2y — e Y(0) — Y)Y + 2{ay~ ¥ + 5 = =
8%y — e Y (0 {0} {ay — Y(0)} o P o P
1
2y — -1 2 — = -—
{a% —8(0) — 1} + 2(sy — 0} + by g
(22+2+6)y — 1 = L __
e2+28+2
y = 1 N 1
a2+ 28+6 (82 + 22 + 2}(z2 L 20 + 5)
- a2+ 2343
(824 28+ 2)(s2+ 23+ 5)
Entonces (por el problema 28, Pag, 60}
= -1 82 +2:+3 l N t + sen 2f
¥ £ {(82{r23+2)(82+2s+5” 3¢ (sen =n 26)

4. Resolver ¥ —3Y¥Y"+3Y'-Y =%, Y(M) =1, ¥’(0) =0, Y"(0) = -2

Tenemos que LAYy — d0{Y7) + 32{Y'} — £{YY = {8ty

{s%y — a2Y{0) — e Y'(0) — YV (D)) — 3{e2y — sV (0) — Y/ {0)} + 3{ey—Y(O)} — y —

Asi, (#3—3e24+ 381}y — 62 + 35 — 1 = P _21-)‘_,—5
a2—3rt+1 2
¥ w— 1y =1
_ 82—2+1i-¢ n 2
(s —1) (g —1)%
- -12-G-n-1 2
(g~ 1) (s —1)8
T
_ 1 _ 1 _ 1 . 2 T .
- 51 (g — 132 (s— 1) (s-—l)ﬂ/
t2at tet
ﬁnalmfflte Y = e — tet — - w0

\

5.  Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial del problema 4,

2
(s —1)3

En este caso las condiciones iniciales son arbitrarias, Si suponemas que Y{0) = 4 Y =B Y') = C, en-

contramos, como en el prohlema 4, que

(% —Ast—Ba—C) — sty —As By + Bay—A) — y = (T—:‘,T)s
As?+ (B—34)s+ 34 — 3B+ C 2
0 sea que ¥ 5 —19 + (s—1)8




84

7.

APLICACIONES A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES [CAP. 3

Como A, By ( son arbitrarias, también lo es el polinomic del numeradur del miembro derecho de la igualdad.
De esta manera podemos escribir

[ [
A R R R
y trasponer términos para encontrar la seluciin general requerida
(s Het
¥ = Ts' + cgtet + cget + T
thet

= egt? t+ egtet + oget + B0

donde las ¢, son constantes arbitrarias.
Se notard que una vez obtenida la solucién general, es més fécil encontrar ia solucién parlicular ya que
nos evitamos la dificultad de determinar las constantes del desarrolle en fracciones parciales.

Resolver Y"” +9Y = eos2t & Y(0)=1, Y{~/2) = -1

Como Y'(0) es desconocida, sea Y'(Q) = ¢ Entonces

LY+ 90{¥Y =  £{coslt}
sy — sY(0) — YO) + 9 = iy
(33+9}y - 8 — C = Eéﬂ

— gte B
¥ v Zi9 T BrOET D

g s

R VTP

8 [
219 T @+s8

4 s c g
= §<sz+9> R = TS

|
De manera que Y = %cos 3t + g-sen e + %cns 2t ‘\
\
Para determinar ¢, nétese que Y{z/2) = —1 de modoque —1 = —¢/3 —1/50 M{a ¢ = 12/5. Entonces
4 4 1
Yy = = 3 — + =
E’cos t + 5slen:‘hi 5cos,.‘?.t

[;‘

kY

Resolver Y +a*Y = F(f), Y(0) =1, ¥{0) = 2.

Tenemos que L{Y + a2L{YY = L{F{t)y = fla)
2y — a¥Y() — Y0 + a®y = fla)
sy — 8 + 2 + a¥y = fla)
de manera que y = ;;iz azf.(:}az
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Entonces, usando el teorema de la convalucién,

e )
£ | 82+ a2 T L gt + a2
= cosat — 2Senat + F(t)ts—en—m
[1 ] &
’ t
= cosat — Z3EnOL if F(u) sen aft — u) du
i ) a o

Nétese que en este caso realmente la transformacién de Laplace de F(t) no aparece en la solucion finail.

8. Hallar la solucién general de Y'' — a2Y = F{2).

Sea Y(0) = ¢;, Y (0} = cz. Tomando la transformada de Laplace, encontramas que

gy — e, — e — a2y = f(a)
o sea ¥ 86 + ¢y Fis)
8? — a? a2 — g2
€3 1 '
De manera que Y = e coshat + Esenhat + 2 [ F(u)senh aft —ux) du
<o

que es la solucidn general requerida, -

4
A coshat 4+ B senhet + II;J- F(u) senh e{f — u) du
- Jo
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS CON COEFICIENTES VARIABLES

9. Resolver tY""+Y'+4t¥Y =0, ¥(0) = 3, ¥Y(0) = 0.

Tenemos que LUYTY + £{Y + £ {dtYy = 0
o se -ty = vi0) — VO + (o - vy — 4
ds de

es decir, (82 .»,.4)% + gy = ©

i

~. +
Entonces AN dy + f ds = 90

k7l §5 14

. Y ¢
integrando Iny + {In(s2+4) — o 0 ¥ = m
Invirtiendo los términos Y = edy2y

Para determinar ¢ obsérvese que Y{0) = c¢Jy= ¢ = 3. De manera que

Y = 3J,20
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10. Resolver t¥Y”+2Y'+t¥Y =0, Y(0+) =1, Y(r) = 0.

Sea Y' (04} =c¢. Tomando la transformada de Laplace en cada término

— Sl — aYOH - YON) + ey - YOH) - 24 = o
o sea —aly' — 2y + 1+ 2y —2 -y = 0
i -1
decir, —(e2+1y — 1 = 0 ! o=
es decit, { i o ¥ F11
Integrando, ¥y ~ —tan—lg + A

Como y —+ 0 cuando s o, debemos tener que A = /2. Asj,
= I — tan~lg = tm'l"1
¥ P = P

Por el ejemplo siguiente al teorema 1-13. Pdg. 5,
1 send
= -1 -1z =
Y £ {tan s} n

que satisface Y(#) = Oy es, entonces, la solucién buscada.

11. Resolver Y”—-t¥Y'+Y =1, Y{0) =1, Y'(0) = 2,

Tenemos que LAY - LY + oY) = oy = :
. d 1
es decir, sy — o ¥(0) — YO + play—YON + ¥ = |
i
o sea &’v—s-—2+ay'+y+g}\—1
' Y
.\.\
Entonces ' + (@+2wy = s + 2 +‘\%\
. dy 2 _ 2 1
0 sea Eﬂ-+(8+;)# = l+;+;§

Un factor integrante es e-f (e+f)as _ WPt 2ing o g% Prionees
d s w21
integrando, ¥ = %B—WHJ‘(]_ + % + %) a2 g% 2y
= éa‘*"f(a’+23+1) a3t gy

o~ W [,,Hu‘ + 2%t 4 c]

[
@l g

2 8
+ = + ‘—,e—*"
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Para determinar ¢ téngase en cuenta que, por el desarrollo en serie,
1 2 [4
Y = §+E§+?(1*%82+ﬁ8‘—"')
. 1 et2 -
= -+ 5 ol — o2 4 o)
Como£~1{s*} =0, k = 0,1,2, ..., al invertir obtenemos,
Y = 1+ (¢c+2)t
Pero Y'(0) = % de tal suerte que ¢ = 0 y asi llegamos a la solucidn buscada
Y = 1+ 2t
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS SIMULTANEAS
aX
—dt— = 2X -3Y
12. Resolver dy con las condiciones X (0} = 8, Y(0) = 3.
— =Y -2X
di
Tomando la transformada de Laplace tenemos que si £ {X} = =, £4Y} = & entonces, -
sx — B = 2z — 3y osé;J {1y (s—2)x + 3y = B
sy —3 = y— 2z 0 sea 2y 2x+ (-1 = 3
Resolviendo (1) vy (2} simultéaneamente,
‘ 8 3
_ 3 s—1 o 789—1’? _ 8 —17 — 75 7737_
z = 2 —2 3 T s —38—4 -7 (z+1Me—4) a+ 1 s 4
2 g—1
e—2 8
_ L2 3 38 — 22 39-22 _ _b K
¥ T -z 3 T34  Gibe-&H  sFi s 4
2 8—1
Entonces = {7 1{z} Sﬁ\‘\f_‘j—;ﬁe“
Y = £ty = Bet — et
X+ Y +3X = 1be™!
. con las dici s X{0) =35 X' = —48,
13. Resolver {Y." _4X' +3Y = 15sen2t on Eon icione (0) o
~,
Yi0) = 27, Y'(0) = —55.
Tomando la transformada de Laplace, tendremos que
glr — 3(36Y — (—48) + sy — 27T + 3x = 15
s+ 1
30

sty — 8(27) — (—55) — 4{sx —35} + 3y =
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15
o sea (824+3)x + ay = 35&*21+B+1 n
doz 4 (@+3)y = 2Te — 195 + o @
—dsz + ( W= s Py
Resolviendo (1) y (£) simultdneamente,
15
35.8 — 21 + Py [}
- 30 2
270 — 195+ 57 #+3
" =
s+ 8 a
—4s 824+ 3
— 354 — 482 + 3008 — 63 n 15(s2 + 3) _ 30s
(g2 + 1){s2 + 9} (g + 1){(a2 + 1){s2 + 9) (82 + 1){a® + 4}(s2 + 9)
_ 80 45 3 2s
e+ 10 T avri T #ra
15
2 —
82+ 3 358 — 21 + st 1
30
-8 27a ~ 195 + Z1a
y =
8243 8
—4s 52+ 8
278° — bba? — 38 — 686 R 608 + 30(a24+ 3)
(o2 + 1)(s2 + 9) (o + 1)(a2 + 1)(e2 + D) (2 4+ 1)(eZ + 4)(a2 + 9)
_ 8% _ 80 _ 8 . 2
52+9 a+1 g+1 82+ 4
Entonces X = 73{z} = 30cost — 156en3t + 36—t + 2 con 2t
Y = 4 1{y} = 80ecoa8 — 60sent — Je—t + sen 2t

APLICACIONES A LA MECANICA

14. Una particula P de 2 gramos de masa se mueve sobre el eje X y es atraida hacia el ori-
gen con una fuerza numéricamente igual a 8X. Si estd inicialmente en reposo en X = 10,
hallar su posicién en cualquier tiempo posterior suponiendo que (g¢) no actiian otias
fuerzas, (b) acta una fuerza amortiguadora igual eces su velocidad instantdnea.

(a) Escojamos la direccién positiva hacia la derecha
[véase la Fig. 3-5}. Cuando X > 0, la fuerza ne- l-— X —
ta es hacia la izquierda {es decir, es negativa) y es- i X
tard dada por —RX. Cuando X < 0 la fuerza nela o P
es hacia la derecha (es decir, positiva) ¥ estard da-
da por —8X. Entonces, en cualquier caso la fuerza \ Fig. 33
neta €s —BX. Por la ley de Newton, '

{Masa) » {Aceleracion) = Fuerza neta

d2X
r = 8K

o .

a2X
O SEa o + 4X = 0 (n
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Las condiciones iniciales son:
Tomando la transformada de Laplace de (1), usando las condiciones (2) ¥ (3) Lenemos que, si x =
£ X},
103
s+ 4

gz — 108 + 4z = 0 0 x =
Entonces X = o7z} = 10coslt

En la Fig. 3-6 se muestra la grifica del movimiento. La amplitud {méximo desplazamiento des-
de {1} es 10. El periodo {tiempo para completar un ciclo) es =, La frecuercia (nimero de ciclos por segun-
do} es 1/#.

Perindo X
e———— ¢ H

(b}

o + ¢ 10
4

L t

aly
[SIEES

Fig.3-6 Fig. 3-7
Cuando X > Oy dX/dt > 0, P esti a la derecha y se mueve hacia la derecha. Entorices la fuerza amor-
tiguadora estd dirigida hacia la izquierda (es decir, es negativa) y su valor es —8dX/dt. Andlogamente,
cuande X < 0y dX/dt < 0, P estd a la izquierda y se mueve hacia la izquierda de tal suerte que la
fuerza amortiguadora estd dirigida hacia la derecha {es decir, es positiva} ¥ estd dada tamhién por
—BdX/dt. La fuerza amortiguadora es también —8d4X/dt para los casos X > O, dX/dt < 1,
y X < 0, dX/dt » 0. Entonces
{Masa) {Aceleracién) = Fuerza Neta

d2X aX

o sea ZW = -—-8X — Sm
. d2X dX _

es decir, e + 4 pr + 4X = 0 )

bajo las condiciones iniciales (5) X (0) = 10, () X' (0) = 0.

Tomando la transformada de Laplace de {4} y utilizando las condiciones {5) y (6), tenemos

22z — 108 + d(az—10) + 42 = O //
L
_ 108+ 40 T
o T wrasHd
_ _ _ o (10a+40)  __ [10(s+ 2y + 20
Entonces X = oz = £ 1{{@*2‘)?} = & '{—----(-8—1-2}27—}
1 1 |
= -1 r 2 -1
10.¢ 15+2} + 204 e+ 212 S
= 10e~2 + 20te—2 = 10e—2(1+2¢)

El grifico de X contra ¢t se muestra en la figura 3-7. Nétese que el movimiento es no oscilante. La
particula se aproxima a O pero nunca llega a alcanzarlo,
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15. Una particula de masa m se mueve sobre el eje X y es atraida hacia el origen O con una

fuerza numéricamente igual a kx, & > 0. También actda una fuerza amortiguadora
igual a pdX/dt, 3 > 0. Discutir el movimiento; considerar todos los casos, suponien-
do que X(0) = X,, X'(0) =

Laecuacidon del movimiento es [ . S ‘ _ ,dX
: 7 S
42X dX
0 sea wr + 213‘ + &2X = 0 . [£2]

donde a = A/2m, w? = k/m,

Al usar las condiciones iniciales, la transformada de Laplace de (I} da

gz — Xpg — Vo + 2alez— Xg) + ¥z = 0
”)
sy + (Vo +2aXg)
o wa T T T imsta
(8 + “)XO Vo + J:!Xo

AraR + ol —a? | (gtal fa?—al

Caso 1, w®—a? > 0.

En este caso
(Vo + axo)

Val —a?

El movimiento se¢ llama oscilatorio amortiguado [véase la Fig. 3-8]. La particula oscila alrededor de
0, v la magnitud de cada oscilacién va haciéndose menor cada vez. El perodo de la osgilacidn estd dado por
2x/Va? — of, v la frecuencia por Vw? — a2/207 La cantidad o/27(correspondiente al ca&{ a = 0, es decir,
sin amortiguacion) se llama la frecuencio natural \

v
v

X = o1z = Xue"""cos\/wz—nﬂt+ e~ gan v wl—alt

Cago 2, w2—a?2 = (.
En este caso

X = i)

o1 X Vo + X,
a+a 8+ a
/
Xpe—ot + (Vy+aXte =

Aqui la particula no oscila indefinidamente alrededor de O sine que E}Qproxima gradualmente a () sin
llegar a alcanzarlo. Este tipo de movimiento se llama movimiento criticamente amortiguedo, puesto que cual-
quier disminucién de la constante de amortiguacién § producird oscilaciones [véase la Fig. 3-9}.

Casoe 3, o2 —a? < 0.

En este caso

X = giix

1 (8 +a)X, Vo + aXy
CHerar— @) T aFar—@—ab)

Vo + aX,
Xgcosh ye2— 2t + %senh\/az—ust
a® —

El movimiento se llama sabre-amortiguade ¥ es no oscilatorio. La grifica es semejante a la del movi-
miento criticamente amortiguado [véase la Fig. 3-10].




CAP. 3] -APLICACIONES A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 91

X X X

~
~
\‘\-
"""-._
/-Y _

__.}!—-
L
-~
//
Movimiento oscilatorio ’ Movimiento criticamente Movimiento sobre-
ameortiguado ) - amortiguado amortiguado
Fig. 3-8 Fig. 3-8 Fig. 3-10

APLICACIONES A LOS CIRCUITOS ELECTRICOS

16. Un inductor de 2 henrys, una resistencia @
de 16 chmics y un condensador de 0,02
faradios se cone_ctan en gerie con una 2h 0,02 fd
fe.m. de E voltios. En t = 0 tanto la
carga del condensador como la corriente
del circuito valen cero. Encontrar la car- W"
ga y la corriente en cualquier tiempo 16 ohmios q\‘\}_ , g N
t > 0sifa) E = 300 (voltios), (b) E = Figs1t L& NG Rad B
100 sen 3t (voltios). - \\\ ~
Sean @ e / respectivamente la carga y corriente instantioeas en el tiempo ¢ Por las leyes d\ia\l'(irchhoff
tenemos dr Q “l
2&’ + 16I + lj,ﬂi = FK | )
y come [ = d@/dt, e ,’;
g . dQ - - .
2TE s 1600 + 50Q = & / @
hajo las condiciones iniciales @(0) = 0, I{0} = @ {0) = 0. /
~ /
(a) 8i E = 200, entonces (2} sera
a2Q aQ - '
g t 8@t 2Q = 150 ~—

Entonces, tomando la tranaformada de Laplace encontramos que

{82 — 2 Q0) — Q(0)} + Blag — QO)} + 25g = —

L]

g e I B Getas
0 7 = 8(a2 + Bg + 25} gt +8s+ 25
Bz 4+ 2

BT dE + 9

6la+4) 24
(s+4*+ 9 (6+43+9

Y

& |

@&

Entonces @ = 6 — Ge 4 cosdt — Be ¥sen X

_ 449 _ —at
I = i ble sen A
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(b} Si E = 100 sen 3t, entonces (2} es en este caso

29 | 49

- + 26Q@ = 50sen3t

di? dt

Tomando la transformada de Laplace encontramos que

150
2 —
(2 +Bs+26)g = T3
v ¢ = 150
(8% + 9)(e? + 8= 4 25)
_ 7 _1 1 _a ’ 1 L1 atd
T v6eE+9 52#+9  2W6((+47+9 B2 (z+4)2 +9
T
Asi que Q = %%sen 3 — -s—;-senst + :—ge‘“ sendt + %g-a‘“ cos 8¢
26 26
- =2 - Y a4t
£z (2 sen 3¢ 3 comdt) + B2 e—4t (3 con 3¢ + 2 sendt)
o ,_,,,-"”'/Sr entonces J = %g- = ;—:(2 cos 3t + 3sendt) — %e—“ {17 sen3t + 6 cos 3)

[CAP. 3

Para grandes valores de ¢, los términos de & o de fen que aparece e—# gon despreciables ¥ se llaman
los términos transitorios o la parte transitoria de la solucién. Los oiros términos se llaman los términos per-

manentes o la parte permanente de la solueidn.

17. Dada la malla eléctrica de la Fig. 3-12,
determinar las corrientes de las diferen-
tes ramas, si las corrientes iniciales va-
len cero. ’

110 voltios

80 ohmion
P-__WWWV__—O——J
La segunda ley de Kirchhoff [véase la Pég.

80] establece que la suma algebraica de las caidas 10 ohmios 3 2 henrys I 1
de voltaje o potencial alrededor de cunlquier ma- N——V\ANV\N—/W\—‘L’ K
ila cerrada es cern. Vamos a tecorrer las mallas

KLMNK y JKNPJ en el sentido de las agujas del 20 shmie D 4 benrys I
reloj, tal como se muestra en la figura. Al recorrer M L

estas mallas debemos considerar como positivas
las caidas de voltaje, cuando el recorrido es en un
sentido opuesto al de la corriente. Uns subida del
voltaje se considera como una caida de voltaje con
signo opuesto.

Fig. 312

Sen I la corriente en NPJK. En el nudo K esta corriente se divide It e {3 en tal forma que [ = fy + [a.

Esto es equivalente a la primera ley de Kirchhoff [véase la Pag. 80].

Aplicando la segunda ley de Kirchholf a las mallas KLMNK y JKNPJ tenemos, respectivamente,

dfy di,
—10f;y — 2-“&-'{ + 4—5 + 201,

1

1

30 — 110 o Il of
—'1+ 'd—t'+11

o bien

dI, di,

)

daly
dt

+ 20f, + 161,

bajo las condiciones I;(0) = J4(0) = 0,

BB
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Tomando la transformada de Laplace del sistema y utilizando las condiciones iniciales encontramos que
=54 — {#i, — (0} + 2{si, — Tp(0)} + 10i, = 0
{sf; — I;(0)} + 20§, + 1Biy, = 55/s
o sea (8+5y; — (2e+10H, = o0

(a+20)i, + 154, = 5b/a

Por la primera ecuacidén, i1 = 2is, de modo que la segunda ecuacién da

@tsm, = 5 o 2 = s(2a5-|5- 56) ;- ﬁs?
Entonces I, = 1 — eg-55t2
I, = 21, = 2 — ge—bst/z
I = I+, = 3 — 3e-55t2

/
s

S
AICACIONES A LAS VIGAS

18. Una viga fija en sus extremos x = 0y
= ! (Fig. 3-13) soporta una carga uni-
forme Wy por unidad de longitud. Ha-

llar la deflexién en cualguier punto.

La ecuacién diferencinl y las condiciones de

frontera son
. daty W,
i T FT

0<zs<l (1)

Fig. 3-13

Y{0)=0, Y"(0)=0, ¥(D =0, Y'(H=0 (2

Tomando la transformade de Laplace en los dos miembros de (7) tenemos que, si ¥ = w(o) = £ {Y(2)},

W,
sy — BF(0) — 2YN0) — a¥0) — Y0) = ET’: @
Empleando en (2) las dos primeras condiciones y las condiciones desconocidas Y'(0) = ¢;, ¥''(0) = ¢z, encon-
tramos que
_“ €2 W,
¥ 5 gt a7 Fs
Invirtiendo términos
_ eq28 Wy 2t eyxd Wzt
¥z} = cx + —3'!* + Efar = e + T + TaET
De ias dos dltimas condicienes de (2} obtenemos
L _ W, 1
1= 2Er ‘2 T TIEr
Asi, la deflexién buscada es
Y = Ukl fod 125 Wo 2 2
(x) = 24EI( x— 203 + x4y = 24’”:(1 2y + lx — 22
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19. Una viga voladiza [Fig. 3-14] asegura-

APLICACIONES A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES [CAP. 3

da en el extremo x = 0 y libre en el
extremo x = [, soporta una carga Wi{x)
por unidad de longitud dada por =
W
W(z) p O<a<l/2
0 2 <e<l
Hallar su deflexién.
Fig. 3-14
La ecuacién diferencial y las condiciones de
frontera son
dvy Wiz)
e = El 0<z<l (1
Yiop =0 Y@ =0 YD =0 Y"O=0 @

Para poder aplicar las transformadas de Laplace, extendemos la definicion de Wiz} de la siguiente manera;

W, 0<zx<2
Wiz) = o 3
) /.; {o 2> 12 @
En términos de la funcidn unitaria (i}liea/n-isiclé" W puede expresarse como
W) L Wolu@) — e - U2)) @)

Tomando las transformadas de Laplace de (I} tenemos que, 51y = ¥(s) = £ |¥{x)!, entonces

sy — SY0) — s2¥'(0) — sY™0) — YD) = _Z_;{l - Z-suz}

De las dos primeras condiciones de la farmula {#) v de las condiciones desconocidas ¥"'(0) = ¢4, Y0 = ca
encontramos que -

¥ o= =+ =+ Wo 1 — e—suzy
EJes

Invirtiendo los términos obtenemos
eyx? + L Wy 1 Wy (2 — 112

v = et YR o Eoq o e
Lo cual es equivalente a
& x2 1, Wy
31 + éch 4 m7x4 ﬂ(z(l/E
Yizy =
EE_FE 3+j?iqm_ﬂ7_'3, 12 > Uy
g e tomErt T wmEi Y z> U

Al utilizar las condiciones Y”{!) = 0, ¥"”({} = 0 encontramos que

W, Wyl
‘LT BET f2 = TRET
De manera que la deflexidn requerida es

W Wl W, W,

= e " R SR _ _
Yz} = ™~ wEi® toaaEr® o osagprT T VRV -2
Woll Wil Wa
wEr® T it toaaEmi® b<z<ift
O sea Y(:r) =
Wolt e Wl + W ad 2 oy
6572 ~ g T oaamr® T sl VP Y2<z<l
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20. Una viga tiene una carga concentrada P, que actia en el punto r = ¢. Demostrar que
este tipo de carga puede representarse por W(x) = Po8(x — a) donde 8 es la luncién

~el punto x = (/3 actia, verticalmente

delta de Dirac o funcién de impulso.

Considérese una carga uniforme W, por uni-

dad de Jongitud sobre Ia parte de la viga compren-

dida entre ¢ y @ + ¢ [Fig. 3-15]. Entonces la
carga total sobre esta parte de viga es

Wole bea] = Wye

Fig. 3-15
Comao esta carga total es igual a Py, tendremos que
<xr<
Wiy = [Pote a<z<at:
10 en cualquier olra parte

Fero, como ya se ha establecido, Ia representacidn del limite cuando « = 0 estd dada por

Wiz} = Pydiz—a)

De esta manera el resultado queda demosteado.

Una viga tiene empotrados sus extre-—"
mos en x = 0y x = [ [Fig. 3-16],Fn

hacia abajo, una carga concentrada P,.
Hallar la deflexién resultante. .
Por el problema 20, la carga concentrada en
1 = 1/3 puede representarse por Pol(x — [/3)
donde & es la funcién delta de Dirac o funcién de
impulse. Entonces, la ecuacién diferencial de la
deflexién y sus correspondientes condiciones de Fig. 3-16
frontern serdn:
iy

o = ﬁﬂ(z— /3)

Y{o) =0, Y=o, Yih =0, Y =0

Tomando transformadas de Laplace, si y = £ Y(x}! tendremos que,

P
sy — BV — Y0 — s ¥0) — Y0 = F;e—lm

Si tlamnamos Y'(0) = ¢; ¥ & Y{0) = ¢z, al usar las dos primeras condiciones de (2} encontramos que

N ¢y Py e—tssa
¥ = §7TA 7T B4
Al invertir obtendremos
122 caxd Py (x — 113y
= _—_— _— — M TR W —
Yz} et T ar t Er @~ 1/3)
que equivale a,
4o5? + jexd 0<ze<l/3
Y(z) = P,
Yozt + Jeyr® + sEr & — 3P V3 <a<t
De las dos \ltimas condiciones de (2) hallamos
_ 4Pyt _ —20P,
® T mEr’ = Er

(n

)

(3)

(4}

(5)
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Entonces la deflexién requerida es

i = ol MR Po o epug—us
= = mEr ~ wmer " oeere " YYUETU

2P, x2(3! — bx)
~—RET 0<a<ls
o sea Yy =
2P 22(3l — ba) P, ,
—ME-I_""g‘E_I(I—U?-) a<axl

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES
29. Dada cierta funcién U(x, t) definida para a Sx= b y t >0, hallar

sl _ j‘“‘ U : an  _ J"" _a 9l
@ .c{at} = e o .c{ﬁ} = [ Tat
suponiendo que I7 = U(x, t)) satisface las restriccioney apropiadas.
r’ \\.

%
i

N Y .V A |/
e __({—R} = J:'e "—ﬁdt = i ¢ “}}-dt

P-raty

F P
+ st Nz, d
IJ; e (z, t) t}

0

(a) Integrando por partes, tp‘ﬁdremos que

= J!im {c—" Ulx, t)

-

= -t [f(x, t) dt — Ulz,0
BJ; e (=, t) (z, O

= su(z,e) — Ulx,0) = su — Ulz,0)
donde ¥ = ulx,8) = £ {U(z, )} )

Hemos supuesto que {J(z, t} satisface las restricciones del teorema I-1, Pég. 2, cuando la considera-
mos como funcién de ¢.

(b} Al utilizar la regla de diferenciacién bojo el signo integral de Leibnitz, tendremos que

W (T = § (Cewva =
‘c{az} J;“ 3z ¥ T d;o"’U‘“ i

23. En referencia al problema 22, demostrar que

{a) .C{'—;;g} = gule,g) — sU(z,0) — Uz, 0)

a0 _ du
o {25 = E
ol

donde Uz, 0) = o

y u = uzs) = L{UEH

t=0

Sea V = al//3t. Entonces, como en la parie (a) del problema 22, tenemos que

s[aL{U} — Ule,0)) — Uiz, 0}
= st — sl{z, 00 — Uy, ®

Nitese la semejanza que hay entre los resultados de este problema y la parie (a) del problema 22 con los
tenremas I-6 y 1-9 de la Pdg. 4. Las extensiones son facilmente realizables.
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25.

Encontrar la solucion de

W _ U

i il 7 . —ar
e 7T U, Uiz, 0) Ge

8i I/ es acotada para x> 0, t > 0.

97

Tomando las transformadas de Laplace, con respecto a ¢, de las ecuaciones diferenciales parciales dadas,

y usando el feorema 22, encontraremos

du

i = 2Mouw — Uz, )} + u

du _
0 seR - — (2a+1Du = —12e¢73z

dx

{1}

por la condicion de frontera dada. Obsérvese que la transformada de Laplace ha convertido una ecuacidn di-

ferencial parcial en una ecuacidén diferencial ordinaria (1),

s . . —(2s+1) dx
Para resclver () multiplicarmnos sus dos miembros por el factor integran e'r
Entonces (I) se puede escribir como |
d i
- d_a:{u e—(2;lﬂ+/l)r} = _—12¢-(Zs+dx )
Integrando, obtenemos
ge  sthr = ,,,_64._37(25+4J: + e osea W = 6 e~ 3T 4 gpldst+liz
8+ 2 s+2

= g—{3a+1)z,

Ahora, como I7(z, t) es acotada para x — 0, debemos tener que u(x, s} debe ser acotada también cuando

x -, de tal suerte que se debe tomar ¢ = 0. Entonces

= b a

s+ 2

Asi, tomando la transformada inversa encontramos que
Ulx,t) = Ge 2t—3=

La cual, como puede comprobarse ficilmente, es la solucion buscada.

&l

Resolver au = 5t Ulx, 0) = 3 sen 2Zrx, U0,t) = 0, U(1, ) = 0donde’0 < x < 1,

ot
t >0

Tomando la transformada de Laplace de la ecuacién diferencial parcial, y usande los pfnb]emas 22 v

23, encontramos que

d?u d2u
au — Uz, 00 = PP ] Rl — 3sen 2nx
donde u = ufx, s} = LU, 1)1, La solucién general de (7] es
3
u = c,e",;i‘ + eye—¥sT 4 msen%rz

(n

{2)

Temando la transformada de Laplace de aquellas condicicnes de frontera en que aparece ¢, tendremos

LU0, 97 = »(0,8) =-0 y <{U1, 8} = »l,a) = 0

&
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286.

APLICACIONES A LAS ECUACIGNES DIFERENCIALES [CAP. 3

Utilizando la primera condicion [u@, ) = 0] de {3} en {2) tendremos

¢+ e = 0 (4)

Utilizando la segunda condicion [u{l, s) = 0] de {1} en {2} tendremos

e eV + e Ve = 0 (5

De {4} v {3) encontramos que ¢y = (, yea = 0 de manera que (2) serd

_ 3
U = Py sen 2oz (&)

de la cual, calculando la inversa, obtenemos

Fz,ty = 3e-4r¥gen 213;—-/' 7

[,
Este problema tiene una interesante inierpretacidn fisica. 51 éunsféeramns un sélido comprendido entre
los planos £ = 0 y x = 1 extendidos indefinidamente, la formula

2
17 kﬁ.U

T
es la ecuccién de condicidn de calor de este s6lido, donde IJ = U{x, t) es la temperatura en cualquier plano x
v en cualguier tiempo ¢ y £ es una constante de difusisn que depende del material del sélido. Las condiciones
de frontera [F0, 1) = 0 ¥ {1, ¢t} = 0 indican que las temperaturas se mantienen a cerd en z = Oyx =1,
en lanto que Uiz, 0) = 3 sen 27x represenia la temperatura inicial en cualquier parte cuando 0 < r < 1. El
resultado {7) rerd entonces la temperatura en cualquier parte del sdlido en cualquier tiempo ¢ > 0. En el capftulo
& se ilustran mas aplicaciones.

-

2
Hallar la solucién acotada de Z—? = %:5, x>0t > 0ytal que U0, ¢) = 1, Uz, 0)=0.

Tomando la transiormada de Laplace de la ecuacién diferencial parcial y la condicién U{0, £} encontra-
mos, respeclivamente, gue

2
o — U, 0) = % 0 i—;—m = 0 (0
1
¥ u(0,8 = 7 {2)

e {#) obtenemos que w = u{x, §) = CIE‘G: + czn*ﬁz. Como [f{x, £} debe ser acolada cuando x —w=, en-

tonces ufx, s} = itx, ¢} deberd serlo tembién cuando r + =. Entonces, al suponer que V3 2 ey,
¢y BefA necesariamente cere, de tal manera que,
ule,8) = €3 g Var (%))

De (2} v (3 obtenemos que ¢z = 1/s de manera que

- rr
ulr, 8) = e’
8
Utilizando el prohlema 43, Pig. 67, cblenemos
x o =
Uz, 4y = feer (’““) = = e~vt dy
2/t Vo Yieavn

En tétminos fisicos, esto represcntaria la temperatura en cualquier punto de un sélido “semi-infinito”
> 0 cuya carm r = 0 % mantiene a temperatura unitatia y cuye temperatura inicial es cero [véase el
problema 25].
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PROBLEMAS VARIOS

27." Supongamos que en el problema 14, Pig. 88, actia sobre la particula una fuerza T(i)
¥ que no hay fuerza amortiguadora. (a) Hallar la posicién de la particula en cualquier
tiempo si F (1) = Fo cosat. (b) Discutir el significado fisico de los resultados.

{a) 5ise tiene en cuenta la fuerza externa #(t), la ecuacién del movimiento es

22X . .
2 qae = —8X 4+ F ) (n
o sea ' 2X" 4+ 8X = (b @

Como antes, las condiciones iniciales son

X(0) = 10, XMW =0 {3)
Si F() = Faceosal, (2) toma la forma /"/
2X" + BX = Fjeosut {4)
Tomande la transformada de Lapince v usando las condiciones (3), si hacethnns x = £ X! encontramos
que,
v _ Fys
2{a2x — 8{(10) — 0} + Br = P g
Entonces, si «? # 4,
- MWs | (Fys (5)
244 @
10« Fo | & s L
0 sea ERE ST SVl Py R e ®
) Fy
de manera que & = £ '{r} = I10cos2t + — " (cos 2¢ — cos wt) {7}
2wk —4)
Si «?= 4, (5) serd de la forma
10 (Fo/2)8
¥ T OEYY (2~ a)F ®
¥ usando ¢l problema 13, Pag. 53, obtendremos que
Py
: X = o7&} = 10cos2t + ?tsenﬂ @

{b) Si «¥ = 40bien w= 2 es decir, si la frecuencia de la fuerza externa aplicada es tgunl a la frecuencia na-
tural del sistema, podemos observar en ln férmula (9) que las oscilaciones alrededor del punto de equilibrio
crecen indefinidamente. Este fendmeno se llama la resonancig y la frecuencia correspondiente a © = 2
se llama la frecuencia resonante. En tal caso, si hay una particula sujeta al resorte, el resorte se rompera.

28. Desarrollar el problema 27, ahora en los casos {a) Ft)y = FyU(t —a), (b) F(t) = Fo8(t).
(@} En este caso la ecuacién del movimiento es fecuacién (2) del problema 27]
2X" + BX = F Uit —a)
donde X {0) = 10, X"{0} = 0. Tomande transformadas de Laplace obtenemos que

Fye—nos

2{g2x — 10a) + &z
8




(b)

APLICACIONES A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES [CAP. 3

¥ 108 Fge 0
x = R e [
a2+ 4 2a(s2 + 1)
_ _10a + Foe—os |1 8
T e2+14 ] @ 2+ 4
entonces 10 cos 2t + JFgil — cos 2(t —a)} s? t>a
10 cos 2¢ sit<a

Luego el desplazamiento de la particula es el mismo que el del problema 27 hasta el tiempo ¢ = a,
después del cual cambia.

En este caso la ecuacién del movimiento es
2X" + 8X = Fy3(t), X{0) =10, X{0)=90
Tomando la transformada de Laplace encontramous

2(a2x - 108) +tﬂ"'§;‘\: Fq

0 sea x = 108 \'+ —an
T EFaV oz
De manera que X = 10cos2t + }Fgsenlt (1

Fisicamente hablando, aplicar la fuerza externa Fy 3({t) ex equivalente a aplicar una fuerza muy
grande durante un tiempe muy corto, ¥ no volver a aplicar fuerza alguna en ningn otro instante. El
efecto es el de producir un desplazamiento de mayor amplitud que el del problema 14. Esto puede verse
si esctibirnos (1) en la Torma

X = 100 + F3/16 cos (2t — ) =Y

10 Fyld

donde o8 ¢p = I sengp =
V100 + Fir16 V100 + F3/16

o sea, tan g = Fy/d0, de modo que la amplitud es V100 + Fi/e.

29. Sea Y= Yi({} una solucién de la ecuacin

Yo(l) + POY) + QOYE) = 0

Hallar la solucién general de Y"(t) + P(5) Y'(¢) + Q) Yty = R(t).

La ecuacion diferencial de la cual buscamos su soluciin general estd dada por

Y" + PY' + QY = R ¥

Como ¥ = Y, es una solucién de esta ecuacidn con el miembro derecho igual & cero, tenemaos que

Y + PY; + QY = 0 2)

Multiplicando Ya ecuacitn (1} por Y., la (2) por Yy restando, chienemos

Y, Y" — YY{ + P(Y, ¥ - YY) = RY, (1

lo cual puede escribirse en la forma

iy, ¥ YY) & PYY YY) = RY @
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30.

|
i

Un i}rf:tur inlegrante de esta ecuacién es

d [ra

o

e

Al multiplicar a (#) por este factor lo podremos expresar como

Pt P
fu{ Py v - YY,)} - Ry, (s
Entonces, integrando
ANy v — vy = [ Ry, a4 e )
0 sea YY; = e fra f RYle'fllmdt + ee Jpdi (7
donde ¢; es una constante de integracién,
Dividiendo los dos miembros de (7} por Y2, podemos escribi(l/
a7y de‘ e -fra
@ (?;) = o | RYie ! di\+ ef (®)

L
Integrando los dos miembros de (8) ¥ multiplicande por ¥, encontramos que, si ¢ s una constante de inte-
gracion,

-fra ]‘:n!
¢:u+c2}’]+}f1]l

¥ = er, l'“ [ RY, f""‘dt} dt (9

Esta es la solucidn general buscada. Para otro método véase el problema 103.

Hallar la solucién generalde (a) ¢Y" + 2¥' 4 tY - 0, (b)tY" 4 2Y + tY = cset.

(@) De acuerdo con el problema 10, una solucidn particular de la ecuacion diferencial dada es

sent
1

Yy =
Como dicha ecuacién dilerencial puede escribirse en ta forma (I del problema 29, en este caso con
=2/, @=1 R =190,
de la ecuacién {9) del problema 29 puede observarse que la solucién general es

I7Il‘lr|l

nif.lnr sent
Y f senEt/f’ dt + o™

sen €

t

Il

£ o
¢ f;—l csclt df + e

t sent g E
(—cot 4} + = = Atust-:BsEE_t

Il
a

donde hemos escritv ¢; = —A, ¢2 = B como constantes arbitrarias.

(b} Aqui usamos la ecuacion {5 del problema 23, en este caso con
= 2, @G =1, B = (esctift

¥ encontramos que

Y = é.szq%!@i — cost + ’i'?‘i'i‘ti“}‘,",{
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31. Resolver la ecuacién diferencial parcial

| 2 2
; £—4H+Y = 16x + 20senz

bajo las condiciones

Y(0,t) =0, ¥(=,t) = 16+, Ye(z,0) = 0, Y(z,0) = 16z + 12sen2x — 8sendx

Tumando la transformada de Laplace encontramos que

d2y 16z 20 sen ¢

aly — 8 ¥{z,0) — ¥,(x,0} — 4&? +y = — + )

0 sea, utilizando las condiciones dadas, que

dZy

Py —4(s®+1)x  Gsenx
dx?

L]

— 3asen 2z + 2#sen3x 4]

1
- (824 1y

¥(0,8) = 0,  ylmeo) = 3
Una solucién particular de (2} es de la forma
¥p = @z + begenx + ¢ sen2x + d sendz (4]",
Sustituvendo e igualando coeficientes de términes semejantes encontramos la solucion particular
162 20 sen 128 sen 2¢ Hs sendx
¥p s T oae+H T e T @)

La snlucién general de la ecuacién {2} cuye miembro derecho ha sido remplazado por cero [es deeir, la
solucidn complementaria] es
Ve - cle—lri\'a!-i'l:: + 028“ s+t (&)

De manera que la solucién general de (2) es

¥V = Wyt ¥ (7
Usando las condieiones (3) en {7) encontramos que
ete =0 g e BYSHLT oo gV LT = g

De donde ¢y = ¢g = 0. Asi

16z~ 20seng 128 sen 2z Be sen 3z

LA [ ,(,2+5)+ 2+ 17 82 4+ 87

Entonces tomando la transformada inversa de Laplace encontramos la solucion huscada

Yiz,t) = 16z + dsenz(l—cosVBt) + 12 sen2z cosy/17f — 8acen 3z con /371t

Problemas propuestos

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS CON COEFICIENTES CONSTANTES
Resolver cada una de las ecuaciones diferenciales siguientes usando transformadas de
Laplace y verificar las soluciones.

32, Y +4AY () = 9, Y{0)=0 YO =T Resp. Y(B) = &t + ZsenZt

33 YU - 87 4+ 2Y(t) = 4t + 124, ¥({0) =46, Y(0) = —1.
Resp. Y{t) = 3et — 262 4+ 2t + 3 + 2 ¢
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34,

35.

36.

7.

38.

39.

40,

41,

42,

43.

YUy — 4Y'(B) + BY (1) = 12562, Y(0) = ¥{0) = 0.
Resp. Y{t) = 2562+ 40t + 22 4 2 (2 sent — 11 coa t)

Yy + Y{f) = Beost, Y(0)= 1,. Yo = 1.
Resp. Y{f) = cost — 4'sent F . coat
~
A
YY" — Yy = o, Y{Or=0, Y0 =L?— 0, ¥'(0) = 0.
' ' 3
Resp. Y(1) = Jtet + fhomWt {9 cos?t + szﬂsen%t} -}
YO + 2Y7() + Y() = sent, Y0) = ¥'(0) = Y7(0) = ¥'"{0) = 0.
Resp. Y(t) = 4{(3— 1) sent — Bt cost}
Hallar la solucién general de la ecuacidn diferencial de: o

(z) problema 2, Pég. 82. {b) problema 3, Pég. 83. {¢) problema 6, Pdg. 84.
Resp. {@) ¥ = egqet + cye?t + {tet
(b) ¥ = e t(e;sen2f + ¢, cos Bt} + ée*‘aent /

Resolver Y"(t} + 9¥(¢) = 18t si Y(0) =0, Y(«/2) = 0. Resp. Y(t) = 2t + rsendt

Resolver Ylv(t) —16¥(t) = 30sent 8i Y(0)=0, Y'0O)=2, Y’z =0, Y= = —18.
Resp. ¥ = 2{sen2t — sent)

Resolver Y —4Y' 4+ 3Y = F(t) s1 Y(0) =1, ¥(0) = 0.

!
Resp. ¥ = ::?ef w— ledt + l,r (et — e Fit — u) du
2 z )
Rosolver la ecuacién diferencial .
Y4 4Y = F(, Y)=0, YO =1
donde  F(t} = 1 0<t<l.
0 t=1
Resp, Y{t}) = Jsen2t + Heos (2t —2) —cos 2t} pamat>1
y Yty = Jeen2t + L(l —cos2f) parai>1

103

) ¥ = ey/sen 3t + ¢; condt + } cos 2¢

Resolver el problema 42 si: (g) F{t) = U(t -~ 2}, [funcién escalonada unitaria de Heaviside]; (b) Fit) = &it},

[funcién delta de Dirac]; (¢) Flit) = 8¢ — 2).

Resp. (a) ¥ (#) %senm sit <2, §sen2t + 1{1 - cos (2t — 4)} sl t>2
(b) Yit} = sent, t>0
(6) Y{f) = lsenZt sit<2 J{senZt+sen(2t—4)}2 si £>2

H

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS CON COEFICIENTES VARIABLES

44,

45.

48.

47.

Resolver cada ecuacién utilizando transformadas de Laplace y comprobar las soluciones.

Y4ty —¥ = 0, YO =0 Y{0) =1 Resp Y=t¢
YT+ 1—2Y —2Y = 0, Y0 =1, Y =2 Resp. ¥ = 2t
V" + (i~ 1F' —¥ = 0, Y0 =5 F(=)=0. Resp. ¥ =5e—t

Hallar la solucion acotada de la ecuacién
£2Y" + ¥ + (#2—-1DF = 0
con la hipatesis Y(l) = 2. . Resp. 2J ()04 (1)
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS SIMULTANEAS

? 'y —
v+ez =t con las condicicnes Y{0) =3, Y () = -2, Z{lH =0.
Y"—2 = ¢t -

48. Resclver {
Resp. ¥ = 24 j12+ Jet — §sent + Jcont, Z =" 1\\; et + Fvent — Jeost

—Z'—2Y + 22 = sent  ,ywy _ vy = Z@) '= 0.
Y422 4+Y =

Resp. Y = let+ Aett — feost— Bsent + Jte—t, Z = jet — le¥t 4 Jile~t
k) [}

49, Hesolver {

X4 2Y" = ¢t
X+2-Y =1

Resp. X =1+e t—gat—g bt = 1l4et—pevt—ae ¥ donde o *(2 VE), b= -}(2+\/_)

50. Resolver { si X(0) = ¥{0) = ¥'(0) = 0.

51. Resolver el problema 49 con las condiciones Y(0) =0, ¥'(x) = 1, f"ﬂ’/—__o'

Y —Z = et
Resp. Y =Jglt), Z==J, () —e?*

52. Resolver {tY FEZHE = (=Dt g, que Y(0)=1, Z(0) = —1.

__ay [T — —t —
53. Resolver 8Y" + 32" = tet—Beost g4 ue Y(0) = —1, Y'0) =2, Z(0) =4, 2(0) = 0.
tY" — 2 = sent

Resp. Y = §2 +§t—§—fet, Z = g2+ fHhe i+ ptet +coat

54. Hallar la solucidn general del sistema de ecuaciones del problema 49.
Resp. Y = ey + ¢gsent + eycont + §£2 + Jet
z

1l

1 — e;8ent — cpcoat — 46°*

APLICACIONES A LA MECANICA

55. En referencia a la Fig. 3-1, Pdg. 75, supéngase que sobre una masa m eatd actuando una fuerza §(t), t > 0y
que no hay fuerzae amortiguadoras.

(a} Demosirar que si la masa parte del reposo a una distancia X = a del punte de equilibrio (X = 0), en-
tonces se puede determinar el desplazamiento X en cualquier tiempo £ > 0 de la ecuacion del movimiento

mX" + kX = Ft), X(0)=a X'W0=0
donde las tildes denotan derivadas con respecto a t.
(b) Hallar X en cualquier tiempo si F(t) = F, (constante) para ¢t > 0.

(¢) Hallar X en cualquier tiempo F(t} = Fge—o¢ donde o« > 0.

Fy k
Resp. (b) X a+ T 1 — cos —t
m

F Fovm/
@ X = a+m&2—lk(e'ﬂ‘—ws\fklmt)+ “m:,_'_k sen VEkim £

56. Desarrollar el problema 55 si F(t) — Fpsenwt, considerando los dos siguientes casos: (&) w = vVi/m, (b)
= /k/m. Discutir el significado fisico en cada caso.

57, Una particula se mueve sobre una recta en tal forma que su desplazamiento X desde un punto fijo 0, estd dado
en cualquier tiempo ¢ por
XUty + 4X() + 6X(§) = B80senbt
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58,

58.

60.

al.

63.

(a} 8icuando ¢ =0 la parlicula eslé en el reposo en X = 0, hallar su desplazamiento en cualquier tiempo
t> 0. -

-

(4) Hallar ia amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento derlill‘.léB de un largo tiempo.

{e} En el resultado de (z) ;cudl es el término transitorio ¥ cudl es eI’ término permanente?
(d) (Es este movimiento sobreamortiguado, criticamente amnrtigufdo o es oscilatorio amortiguade?

Resp. (@) X(t)=120-9% (cost 4 Tsent) — 2(zen i + cos 5t)

(h) Amplitud = 2 +Z, periodo = 2 5/5, frecuencia = 5/2x

(¢} Términotransitorio Ze=2 {cost 4 7 sent); término permanente —2(sen 5¢ 4+ cos 5r)

(d) Es oscilatorio amertiguade.
Supdngase que, en ¢ = 0, la masa m de la Fig. 3-1, PAg. 79, estd en reposo en su posicién de equilibrio X = 0.
Supéngase ademas que stbitamente se le aplica una fuerza que le comunica una velocidad instantdnea Vg di-

rigida hacia la derecha, fuerza que luego se quita. Demostrar que el desplazamiento de la masa de su posicién de
equilibrio es en cualquier tiempo ¢ > 0,

’m ! k T T
(@) L T Et -
/

8i no hay fuerza amortiguadora

20 - S L
(b] a e~ BtiZm donde Yy = ;H._ m

si hay una fuerza amortiguadora de magnitud X' (¢), donde 3 < 2vkm.

Desarrollar el problema 55 si: (a} F(t) = Fyu(t — T), [funcién escalonada unitaria de Heaviside] (b) F(t)
= Fgd(t — T) [funcion delta de Dirac]. Discutir el significado fisico en cada caso.

Resp. (@) X = aFgcosVk/mt si t<T ¥
X = oFjcosViimt + (Fyk){l — cosVkim{t—T)} si ¢t > T

M X = aFjcosvkimet si t<T y
X = aFjcosVhimt + (Fy/Vikm)sen Vkim(¢—T) si ¢> T
Supdngase que, en { = 0, la masa m de la Fig. 3-1, Pdg. 79, estd en reposo en su punto de equilibric y que se

le aplica una fuerza Fy 8(t). Hallar el desplazamiento en cualquier tiempo ¢ > 0 si (2) el sistema no es amor-
tiguada, (b} el sistema es criticamente amortiguado. Discutir el significado fisico en cada caso.

F F,
Resp. (a) ﬂisen\/klmt, (b) te—st/zm
T

Desde la superficie de la Tierra se lanza hacia ;n'iba una bola de masa m con una velocidad V. Demostmar que
alcanza una altura méxima igual a V3 /2¢ donde g ea la aceleracion debida a la gravedad.

Una masa m se mueve sobre el eje x bajo la influencia de una fuerza que es proporcional a su rapidez instants-
nea v de direccidn opuesta a la direccion del movimiento, Suponiendo que cuando ¢ = 0 la particula est4 loca-
lizada en X = a moviéndose hacia la derecha con una velocidad Vg, hallar la posicidn en la cual la masa esta

en reposa,

Una masa se mueve sobre el plano xy en tal forma que su posicién (x, ) en cualquier tiempe estd dada por

X"+ kY = o, Y+ kXX = 0
Si en el tiempo ¢ = 0 la particula sale del reposo en (2, b), hallar su posicién en cualquier tiempo t > 0.
aks + bk ak, — bk
Resp. X = _g___l) cogsVkikat + 2 .. cosh kykyt
2k, 2k,
ky + bk ak, — bk
Y = B 70 cos Vikkst — (L—-—l) cosh Viky t
2k, 2k,
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APLICACIONES A LOS CIRCUITOS ELECTRICOS

64.

67.

69.

70.

71,

T2,

73.

APLICACIONES A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES [CAP. 3

Se conectan en serie una registencia de R ohmios y un conden- / TN
sador de C faradios con un generador de E voltios [véase la | ®_
Fig. 3-17]. En t = 0 la carga del condensador es cero, Hallar \
la carga ¥ la corriente en cualquier tiempot > 0 si: (a) E = Eq.

constante. (b) B = Ega—9, a>0, / R c

Resp.{a} Q = CEo{1 —e ¥EC), I = (E /R)e—t/RC !

i

= _CE —at — g—t/RC
Q= y—gg T i -
\ K317
CE, /e—‘/RC '.
— —_ —at H
= 1—,,Rc< RC “"“) @« U/RC

Desarrolar el problema 64 en el caso en que E = Ep sen wt ¥ la cazga del condensador sea §p.

wky Ey [ cosut — (1/RC) sen uf
= 0 | —ure — — —
Resp. @ = {Q“ t RET llecﬂJ} oIS R{ o T 1/RCE o I = 40/t

Un inductor de L henrys ¥ un condensador de C faradios estdn conectados en serie con un generador de E voltios.
En ¢ =0 la carga del condensador y la corriente del eircuito son nulas. Hallar la carga del condensador en
cuglquier tiempo t >0 si: {a) E = Eyp constante; {b) E = Ege~0t, o> 0.

Resp. (3) @ = CEy{l —eos{t/VLC 1
E E,WC/L
% Q = f{;ﬁ:ifl}—c){e_m — cos (tIVEC)} + __—:2£1ch sen (tH/LC)

Desarrollar el problema 66en el caso E = Ep 8en wt, discutiendo los casos @) w# 1/vVICy (b) w= 1/VET,
explicando el significado fisico.

Desarrollar el problema 66 si E(f) es {(a) Eguit~ a) donde u(t —aj es la funcicn unitaria escalonada de Hea-
vieide, (b} Ey&(t) donde &(t)esla funcidn delta de Dirac,

Resp. (@) @ =0 8l ¢<a, ¥ CEO{I—cos(tECa>} si t>a
) Q = EyWC/Lsen(t/VLC)

Un inductor de 3 henrys estd en serie con una resistencia de 30 ohmios ¥ una f.e.m. de 150 voltios. Suponiendo
que en ¢ = 0 la corriente es cero, hallar la corriente en cualquier tiempo ¢ > 0. Resp, T = 5(1—e—10t),

Resolver el problema 69 si la [.e.m, es 150 sen 20¢. Resp. = sen 20t — 2cos 20t + 2~ 10¢

Hallar la carga del condensador y la corriente del circuito
{Fig..3-18] en cualquier tiempo después de cerrada la
liave en ¢ = 0. Supdngase que L, R, C, y E son constan-
tes v que la carga ¥ la corriente valen cero cuando't = 0.
Tratar todos los casos. L c

{a) Desarrollarel preblema71si E = E, sen wt.

1 R2

5) Demost h wsi o = g ¢T38
( ] emostrar que hay resonancia 51 o LC 2L2 "

{c) Discutirelcaso i =0.

‘A Avk
Fig.3-18

Un eircuito eléetrico consia de un inductor de L henrys en serie con un condcnsador de € farndios. En¢ = 0 se
aplica una f.c.m. dada por )
E) = EgtiT, 0<t< T,
0 1> T
Suponiendo que la corriente y la carga del condensador son nulas en t = 0, hallar la carga en cualquier tiempo
t>0
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CE
Resp. Q —To—“{t - VIC sen(t/VIC)) si 0<t< Ty y

CE, { t— Ty t—T, t
Q@ = ——~+T coa( ) + VILC BEn( ) — VLC sen } sit\:a T
T "\ VIC VLC

74. En el circuito el;ctri;;ode !ntL Fig. 3-19 tenemos que: ‘ @ Il
= sen ' -
Ry = 10 chmios |
— \ L
Ry = 10ohmios A -
L. = 1henry A C"L R, EE
€ = 0,01 faradio I r
Si la carga del condensador y las corrientes I, e [4 son
oulas en ¢ =0, hallar la carga del condensador en L
cualquier tiempo > 0. HE0

Resp. @ = sen 10t — 2 cos 10f+e~ 10t (sen 1042 cos 10t)
Fig. 3-19

APLICACIONES A LAS VIGAS

75. Una viga sostenida en sus extremos £ = 0 ¥ x = { soporta una carga uniforme Wy por unidad de longitud. De-
Woz2(l — )2

mostrar que la deflexién en cualguier puntoes  ¥{x) = k]

76. Desarrollar el problema 75 si la viga esld empotrada en el extremo x = 0 y articulada en el extremo z = 1.

77. Una viga en voladizo, empotrada en x = (0 y libre en r = !, soporta una carga uniforme W por unidad de

Wy xt .
longitud. Demostrar que la deflexion es Y(x) = Efﬁ'T(ma — d4ix + 812),

78, Una viga cuyos extreros estdn articulades en x = 0 ¥ x = [ tiene una carga dada por

W = [° 0<z<ls
Wo l/3<:¢<£

Hallar la deflexién.

79. Una viga en voladizo, empotrada en x = 0 y libre en x = I, soporta una carga concenirada Py en x = (.

Pyt
Demuostrar que la deflexién estd dada por Y{(x) = ﬁ {3 — x).

80. Desarrollar el problema 79 en el caso en que la carga esté en x = /2.

81. Una viga tiene sus extremos articulados en 1 =0 y x =1{ Si en x = [/2 actOa verticalmente hacia abajo
uns carga concentrada Py, demostrar que la deflexion es
Pyz

Yi@) = gl

(312 — 4=z%) 0L x <2
Para {/2 < z < [, la deflexién se ohtiene per simetria o remplazando x por [ —x.
82. Desarrollar ¢l problema 81 para el caso en que la viga esté empotrada en sus extremos.

83. Una viga tiene sus extremos articulados en x =0 y x = [. En ¢l punio 1 = {/3 actia verticalmente hacia
nbajo una carga concentrada Pp. Demostrar que la deflexién esti dada por

Py x{5i2 — 927} Py
Y(z) = —MEl + SEI (w — V3P Uz — UB)
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84, Una viga tiene sus exiremos articuladosen x = Oy x = (. La viga sppoTia una carga uniforme We por unidad
de longitud y tiene, ademds, una carga concentrada Fy que actjn en x = 1/2. {a) Hallar su deflexion.

(&) Discutir la forma en que puede obtenerse la solucion de (a) 4 partir de los probiemas 18 ¥ R1. Explicar.

85. Una viga cuyos exiremos estin empotrados en x = Oy x = | soporta una carga W(x) por unidad de longitud
dada por i
< (1741
Wiz = [ 0<z <‘H
W,z \ 2 <z ¥l

|
y ademds una carga concentrads en x = 1/3. Hallar su dt‘:ﬂexién.
\

Y
\
\

\
ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES \

2
86. Resolver %ﬁl = 2‘337[2]. o, 1) = 0, UG, 1) = 0, Ulz, 0) = 10 sen 4nx.

Resp. Ulx, t) = 10 e-320% sen 472

87. Resolver el problema 86 st Uz, 0 = 10 sen 47x — 5 sen €rx.

Resp. Uz, t) = 10e—520% gen dgx — 5 e~ 727 gen Brx
3y 2Y
B8, Resolver Tl = 93;2—, ¥0,8 =0, Y& =0 Yi 0 = 20 sen 2rx — 10 sen Orx.
Resp. Yiz t) = 20sen2rz cos Bxt — 10sen bz cos 16wt

89, Interprelar fisicamente (o) e} problema 86, (b) el problema 87, (c) el problema 33,

a 2
90. Resolver o = 3%35—1,{, U0, 0 = 0, Ute/2,6) = 0 si:

(a} Utz 0) = 30cos 5z, (b)) Ulx, 0) = 20 cos 9x — 5 cos 9z

Resp, {a) 30 e 75 cos bz, () Uix,8) = 20 e~ ¥t ooz 3x — 5 e~ M3t coa 9x

g1. Hacer uha interpretacion fisica de) problema 90.

” al! 2y .
92 (o) Hallar la solucién de i F—MJ’ g, ty =0, Ulr, t) =0 {J(x, 0} = 6 sen 1 —4 sen 2x.

() Dar una posible interpretacidn fisica de 1a solucidn.
Resp  (a) Ufx, t) = Be—5t sen r — 4e—8 sen 2x

2y a2t
93. Resolver 7 = 1659:—2—. Y, 0,t)=0 Y@ 8=0, Viz, 00 = 0, ¥, (x,0) = 12cosra + 16 cos 3zvx — Beos
Brx,

Resp. Yix,t) = 12 coswx sendnt + 16 cos 3rx sen 12wt — 8 cos brw sen 20t

94, Dar la solucién acotadn Yix, £),0 < 2 < 1, ¢t > O del problema de contorno

aYy Y
9 T w 1— et Yz, 0 = =
Resp. Y(x, )= x+1—e~t
95, Resolver la ecuacidén
Y ay
v x>0, t>0

sujeta a las condiciunes

¥(0,8) = i0senZt, VYir,0) = 0, Y (z,0) = 0, lim Yzt =0

Tkt
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PROBLEMAS VARIOS

#6. Mostrar gque la solucién de la ecuacién diferencial

YU - Y - F
sumetidaaque Y{0) = ayque ¥Y'(0) = b, es: \'\
5 t
Y&y = acoshkt + (b/'klsenh kt + % f F{u) senh k(t — u) du
. \\ St 0

97. Resolver Y*(¢t) + Y""(t} = 2sent, Yi0) = Y'(D) = 0,\}"'(0) =L Y'"{0) = —2.

Resp. ¥ = 12 — 2+ ¢t +sent + cost \\
\\
98. Hallar la solucién general de la ecuacidn diferencial del pmblelﬁi"zls.
T g2t
Resp. Y(t) = cleﬂj cht + epett

99, Hallar la solucién de la ecuacion
tY" — ¢+ 2 +3Y = ¢ -1

la cual tiene transformada de Laplace v es tal que Y{0) = 0.
100. ;Cuil es la solucton general de la ecuacion diferencial del problema 997

101. (2) Usando transformadas de Laplace demostrar que la solucién de

@y 2 ’
w'FkY = A cosot, Y0 =a YO =2
_ cos ul — cos ki)
es Y(f) = T + acoskt + {A/k) sen kt.

(b) Dar una interpretacién fisica a la parte (a) del problema.

X'+¥Y =¥+2Z
102. Resolver para X Y+2Z = X+2Z ssiX(00=2 Y(0)=—3 Z{0)=1.
X+Z =X+Y

Resp. X = #e~t2{3 cos (\/—3_ t/2) — 2\/§ sen (\/5 t/2)}
103. Desarrollar el problema 29 haciendu ¥ = V¥, donde V es una nueva variable dependiente.

104, Es posible aplicar ¢l método de las transformadas de Laplace para encontrar lasolucién general de

Y"+Y = sect
Explicar,

105. (a) Hallar la solucidn acotada de
{t— 1Y + 5—40Y — 4¥ = 0
talgue ¥(0) = 0. (b) ;Cudles la solucion de (a)?
—4

* t
Resp. {a) Y = Bett, (B) ¥ = g\t ‘ E%‘“ + cpett
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=
106. () Demostrar que I = J; le+:2 gz

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115,

116.

satisface la ecuacién diferencial

dl _ 1 T _
S = 2\;:- IOy = =/2

(b) Resolviendo la ecuacién diferencial de {a), demostrar que .

Iy = Es‘ feer 't |\
\
Sobre una particula que se mueve en una recta {el eje x) actia una fueria de repulsién que es proporcional a su
distancia instantdnea de un punto fijo ( de la recta. Si se coloca la pamqula a una distancia a de ) ¥ se le co-
munica una velocidad de magnitud Vy divigida hacia O, encontrar la nﬂmma distancia a que puede aproxi-
marse a 0.

Si la bola del problema 61 encuenira una resistencia del ai onrcional a su velocidad instanténea, demostrar
que la méixima altura gue puede alcanzar es .

m mig

-k;(kVu + mg — kg) — e

donde k es una constanle de proporcionalidad.

En ¢l circuito de la Fig. 3-18, Pag, 106, sup6ngase que la f.e.m. E es una funcidnde ¢y que L, R, ¥ { san constan-
tes. En el instantc t — 0 en gue se cierra la lave K, supdngase que la carga @ del condensador ¥ la corrieate [
valen cero. Demostrar que si R? < 4L/, entonces la corriente en cualquier tiempu ¢ > 0 eatard dada por

'

ey = % J; E{t—u) e‘““"ﬂ'<nos ol — E%;Se“ qu) du
donde o = VI/LC — R2/4L2.
Desarrollar el problema 109 si (e) R? = 4L/C, (b) R® > 4L/C.

Presentar analogias mecdnicas con: (a) el problema 64, {b) el problema 66, (¢) el problema 71.

Dar una analogia eléctrica con (@) el problema 55,
(&) el problema 57. Fit)
Dar una analogia mecdnica con el problema 74 en
la cual aparezcan masas conectadas por resortes.

Una particula de masa m se mueve sobre el eje x
bajo la influencia de una fuerza F(t), tal como se 0 T/2 T
indica en 1a Fig. 3-20. Si la particula parte del repo-

so en t = 0, determinar su posicién y su velocidad

en cualquier tiempo ¢ > 0. Fig. 3-20

Una viga empotrada en £ = 0 ¥y 1 = [ soporta una carga concentrada Py enel punto x = &, donde 0 < a < [.
Mostrar que la deflexién es

Py x2(I— a)®
!'_ﬁﬁﬁr—{3al~(2a+l)z} 0<z<a
¥{z) = )
Py z2(l - a) Py{x — o)
1W{3al (2a + Dz} + —EET— e<=x <l
Desarrollar el problema 115 en el caso en que la viga esté empotrada en x — Oy libreen x = [
Py 2*
. CET {3ea—2} O0<oc<o
Resp. Y(z) =
Py a?
—G-E—I(:ir— a) a<e<l
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117. Una viga que esta articulada en x = Oy x = ! soporta cargas concentradas Py en x = {/3y x = 2{/3. Ha-
Har la deflexién.

118. 8i una viga que soporta una carga W(z) por unidad de longitud reposa sobre un soporte elastico, la ecuacion dife-
rencial de su deflexion es,
El ey + kY = Wi
dxt
donde k se llama la carstarte eldstica del soporte. Supéngase que dicha viga, empotrada en sus extremos x = 0
¥ x = I, soporta una carga uniforme W; por unidad de longitud. Demostrar que el momento flectoren x = 0

estd dado por

ﬁ senh al — senaj" e
. 2a \ senh al + senal
donde a = VE/MEL
119, Daos circuitos eléctricos, Namados primario ¥ secun- \l., 7
dario, estin acoplados inductivamente como se — 2
muestra en la Fig. 3-21.
Primario Secundario
fal 8i M es la inductancia mutua, demostrar que
las corrientes I; e I» estdn dadas por M =
diy Bl 4 M di, £ R,
Loge + Bl v Moy = R, §
di, dl, L L
—= ol 1 3
Ly + Roly + M 0 P R

() 5ilascorrientes I; e Iz de los circuitos son nu- Fig. 3-21
las en el tiempo t = 0, demostrar que para
cualguier tiempo t > 0 estardn dadas por

LILQ—ME oy — @y xy T ag oy iy 1
1 _ EM ealtmeagl)
: - LILQ—ME( ag — oy

donde vy ¥y son las raices de la ecuacidn

(LyLy —~ MPa? + (LiRy+LyR))a + RyRy = 0

120. Discutir el problema 119 en el caso Ly Ly = M2,




Capitulo 4

ECUACIONES INTEGRALES

Ecuacidn integral es aquella que tiene lré forma
Yy = £ty + f K(u, t) ¥(u) du (r)

dounde F{¢) y K (u. t} son conocidas, @ y b son constantes dadas o funciones de ¢, y la funcién
Y{(¢) que aparece bajo el signo integral es la que se trata de determinar.

La funcién K (g, t) se Vlama el nicleo de la ecuacion integral. Sia, b, son constantes, la
ecuncion se llama ecuacion integral de Fredholm. Sia es constante y b = £, se tlama ecua-
cion integral de Volterra.

Es posible transformar una ecuacién diferencial lineal en una ecuacién integral. Véanse
los problemas 1-3 y 25.

ECUACIONES INTEGRALES DE TIPO CONVOLUTORIO

Una ecuacién integral de singular importancia por sus aplicaciones es

Y() = F(t) + j‘ K(t —u) Y(u) du (2)

Lil

Esta ecuacion es de tipo convoluterio y puede escribirse como
¥ty = F(t) + K(©)y* ¥ (¥)

Tomando la transformada de Laplace a ambos lados y suponiendo que existen £ VF{EM =
f(s) y L'K{(t) = k(s), enconiramos gue
_ )]
= + = J
) = fo) + KU o ¥l = TH

La solucién requerida puede encontrarse tomando inversas. Véanse los problemas 5 y 6.

112
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ECUACION INTEGRAL DE ABEL. PROBLEMA DE TAUTOCRONA

Una importante ecuacidn integral de tipo convultorio es la ecuacidn integral de Abel.

t
Y09 gu = Gt 3
i) R (t) @)
donde G(t) es dada y o es una constante tal que 0 < o < 1.

Una de las aplicaciones de la ecuacion integral de Abel es la de determinar la forma que
debe tener un alambre sin rozamiento, en un plano vertical, para que una cuenta ensartada
a él llegue a su punto més bajo en el mismo tiempo T independientemente del sitio del alam-
bre en el cual se coloca la cuenta. Este problema se llama el problema de la tautéderona v, co-
mo e mostrard més adelante, la forma del alambre es la de ur\}a cicloide {véanse los proble-
mas 7-9]. '

ECUACIONES INTEGRO-DIFERENCIALES

Eeuacidn integro-diferencial es aquella en la cual se presentan derivadas de la funcién
incognita Y(¢). Por ejemplo /,'

g

Yty = Y(t) + sent + J“/cés(t—u) Y(u) du (4)
0/

* es una ecuacién integro-diferencial. La solucién de dichas ecuaciones, sometidas a condiciones

iniciales dadas, frecuentemente puede obtenerse mediante transformadas de Laplace [véa-
se el problema 10].

ECUACIONES DE DIFERENCIAS

Una ecuacién que relaciona la funcion Y(t} con una o més funciones Y(t — a), donde
« es unga constante, se llama una ecuacidn de diferencias.

Ejemplo. Y{t})—4Y{t— 1) + 3¥(¢ — 2 =t es una ecuacién de diferencias.

En maltiples aplicac'iﬂnes se puede formular una ecuacién de diferencias de la cual pre-
tendemos que la funcién incdgnita Y (¢} resulte sometida a ciertas condiciones prescritas. La
determinacién de esta funcidn, es decir la solucién de la ecuacidn de diferencias, frecuente-
mente puede hacerse mediante el uso de la transformada de Laplace. Véase el problema 11.

Ciertas ecuaciones de diferencias en las cuales estin relacionados los términos de la
sucesion a,, @;, 23, por ejemplo a,4y — Hap+; + 62, = O donde a, =0, ¥y a; = 1, pueden
resolverse mediante transformadas de Laplace. Véanse los problemas 18, 19 y 24.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE DIFERENCIAS

Una ecuacién diferencial de diferencias es una ecuacion de diferencias en la cual se pre-
sentan derivadas de la funcién Y(¢}. Por gjemplo,

Yit)y = Y{@-1) + 2t (3)

es una ecuacidn diferencial de diferencias. Véase el pronlema 12.
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Es posible encontrar también ecuaciones integro-diferenciales de diferencias, las cuales
son ecuaciones diferenciales de diferencias en las cuales la funcién incégnita aparece bajo

el signo integral.

Problemas resueltos ~

ECUACIONES INTEGRALES

.
%

1. Transformar la ecuacion |

Yr(t) — 3Y'{t) + 2Y(f) = 4 sent, Y({0) =1, Y'(Q) = -2
en una ecuacion integral. y /
Método 1. ; s

Sea Y'(+) = ¥(t). Usando el problema 23, Pdg. 57, y las condiciones Y'{0} = 2y Y(0) =1,

t o
Yiey = f Viuydu — 2, Yty = J (t—u) Vi) due — 2¢ + 1
[ [

Asi, la ecuacidn diferencial se convierle en

t o
vy — af Viwdu + 6 + 2J (t—wViude — 4¢ + 2 = deent
1t 0

de la cual ohienemos

4
Vi) = dsent + 4t — 8 + f {3 — 20t~ u)} V{u) du
]
Método 2,
Integrando los dos miembros de la ecuacidn diferencial obtenemos
! t
f {Y"(u) — 8Y"(u) + 2Y(u)}du = f 4 senu du
[ Q
L
0 sed Yty — Y(0) — 3Y(t) + 3Y{0)} + 2[ Y(ydu = 4 — 4coat
“0

Utilizando las condiciones Y {0) = - 2y Y{0)} = §,

'
¥ — 3¥(t) + 2f Ydei = —1 — 4cost
[
Integrande nuevamente de 0 a ¢ obtenemos
1 ¢
Y — Y@) — 3f YO du + 2f (t—wY¥(u)du = —t — 4sent
o [
t
0 sea ¥it) 4 f {2{t—wu) ~3} Y(u)due = 1 =~ t — 4dsent
¢
e i
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2. Convertir la ecuacién diferencial
Y7’ + (1-H Yt} + e Y{t) = & - 5¢, Y(0y=-3, Y'(0)=4
€n una ecuacién integral,

Método I. ‘
Haciende Y"'{t) = V(t) y usando ¥'(0) = 4, Y} = —3 tenemos, como en &l problema 1, método 1, que

t it
¥ = J{; Viu)du + 4, Y = Jo (t—u) V{x)du + 4¢ — 8

Asi, la ecuacién diferencial se cunvierte en
' at .

vit)y + {l—t)f Viwydu + 41—t + c—‘J {t—uyV(uydu + dte~t — Ze—t = 3 '— B¢
[ u

que puede eacribirse : |
Vi) = & —t — 4 + 3e7t — 4dte b + f {t—1—et{t—u)} Viu) du
o .
Métoda 2.

Siguicndo el método 2 del problema, al integrar los dos miemhros de la ecuacién diferenciak obtenemos

" t ¢ t ,]
Jo Yy de + \j;“‘(l —-w) Yi(u) du + J; e 2 Y{u)du = Jl; {ud — bu) ?/u

Integrando por partes la segunda integral encontramos que

' C ! # b2
Yty — Y0} + <(1—-w)¥{u) + Yiu)d + ~u ¥i{u) d = 0 = =
{ u ] Jn w u} Jt; ‘ ) du 4 2
es decir, -
' * # e
Y@ — Yo + - ¥y — Yo + Yiu)du + “* ¥Y{u) d = - - 5
® = vo + a-ovw - Yo+ f Yoo Jue waw = G
it 33
o sea i + 1-0¥m + l Y(wdu + f o~uY(upduy = %— o
Jy I 2

QOtra integracién de @ a ¢ nos da

At 4 5 ]
Y - Y({0) + ft (1—u) Flu)du + ] (¢—w) Y(u)du + f (t—ule " Y(u)du = %—%’
o bt} (]

lo cual puede escribirse como

e 5 BH
Yit) + {l+t—2u+t{t—we ) Ymdu = ==

) a5 - T t—3

: 3. Expresar como una ecuacién integral la ecuacidén diferencial
Y'(t) — 4Y""(t) + 6X(t) — 4Y'(t) + ¥(t) = B cos2t
bajo las condiciones ¥(0)=-1, ¥'(0) =4, ¥Y"(0)=0, ¥Y"(0)=2.

Método I.
Sea Yiv(t) = ¥(#). Entonces, comuv en los problemss 1 v 2,

t t
Y = Viwydu + 2, Y"1y = (¢ —w) Viu) du + 2t
J; u) du Jl; u) Viu) du
1 t
oy & —w? = (t_up L -
v = MY Vigyde + ¢ + 4, ¥t} = fu g Viddu + 5 + 4t — 1
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Sustituyendo la ecuacién diferencial dada, ésla se transforma en

t
Vi) = 25 — 16 + 442 — «}ta + Zeoslt + f {4 — B(t—u) + 2(t —u) — k(e — P Vi(u) du
°

Métode 2.

Integrando sucesivamente de 0 a £, como en Jos segundos métodos de loa preblemas 1 y 2, obtenemos la
ecuacion integral

t
Y0 —J; (4— 8(t—w) + 2t —w) — Jt -0 Y0 due = S B‘%’ + Bt + oot

Tanto esta ecuacién integral como las obtenidas en los problemas 1y 2 son ecuaciones de Volterra; los li-
mites de integracién son 0 y t. En general, este tipo de ecuncién integral proviene de ecuaciones diferenciales
lineales en las cuales las condicienes se establecen sobre un solo punto. El problema 25 es ejemplo de una .
ecuacion integral de Fredholm que proviene de ecuaciones diferenciales lineales en las cuales se dan condicio-
nes sobre dos puntes. )

4. Convertir la ecuacién integral

Y(#) = Bt — 4 — Zsent +f {(t —w)? — 3(t —u) + 2} Y(u) du

en una ecuacion diferencial. K"') /
,/
Mediante la regla de Leibnite. , . Ve
d bit) _ J'b(l) 3K db da
3t . Klu, tydu = L, du + Kbt tigr — Kfa(t), ) 37 (1

Al derivar los dos miembros de la ecuacion integral dada,

¢ t
Y = 3 — Zeot + f 2(t — u) Yiu) du — af Y du + 2Y(0) ()
[ [
Una nueva derivacién da,
¢
Y'() = 2Zaent + ZI Yy du — 3¥{t) + 2¥Y'() (3)
[
y una ultima derivacién produce la ecuacién diferencial requerida
Yy = fceat + 2Y() — 3V + 2Y"(t) (4)
o yi# — 2Y” + 3¥" — 2Y = (Zcost

Al hacert = 0 en la ecuacién diferencial dada y en las ecuaciones (2) ¥ (3), obtenemos las condiciones iniciales

Yoy = —4, Y@ =-T YHoy = —2
Nétese que las condiciones iniciales estdn contenidas en lu ecuacién integral.

Es poaible convertir cualguier ecuacidn diferencial lineal en una ecuacion integral. Sin embargo, no toda
ecuacién integral puede convertirse en una ecuacion diferencial, pur ejempla,

14
Y(#) = coat + I In(x+t) ¥ix) du
. [}
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ECUACIONES INTEGRALES DE TIPO CONVOLUTORIO

¢
5. Resolver la ecuacién integral ¥{t) = £ + f Y(u) sen (t — u) du.
a

La ecuacién integral puede expresarse en la forma

¥{it) = ¢ + Y{t)* sent

Tomando la transformada de Laplace y usando el teorema de la convolucién encontramos que, si y = £ {V},

_ 2 ¥
O B F
i 2(s2 + 1) 2,2
resolviendo, v = . + =
2
de manera que ¥ = 2(%) + 2(5) = # + %ﬂ

Estn puede comprobarse mediante sustitucidn directa en la ecuacidn integral.

3
6. Resolver la ecuacidn integral f Yu) Y(t—wu)du = 16 sen 4t.
™

.
‘\\ /
/

Esta ecuacion puede escribirse en la forma
Ypr*¥() = 16 sety 4t
Tomando la transformada de Laplace obtenemos

54 _*8
fwant = o o we) = T 1E

Entonces Yty = £ H{ye)} = =BJy(4d)

Tanto Y{(2) = 8Jy(4t) como Y(&) = —8J,{4t) son soluciones.

ECUACION INTEGRAL DE ABEL. PROBLEMA DE LA TAUTOCRONA

RAC .
t—u

[3
7. Resolver f = 1+t + ¢
°

La ecuacion puede expresarse como

Yiy*¢12 = 1+ ¢ + ¢

Tomando la transformada de Laplace encontramns que

LT} o {tvy = £{1+t+8)
¥ (1/2) 11,2
? g’z T s + 82 T
1 1 1 2

¥ Y= e {m*me ,_s'ﬁ}
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o ; 1 -1/ I gesie |
Invirtiendo, Y o= rapvam e T orem
—1/2

= lummpaeesgeny = Lo @eor+sa)
” i

Esta ecuacion integral es un caso particular de la eciacidn integral de Abel,

Una cuenta estd condicionada a moverse
sobre un alambre sin rozamiento el cual ¥
estd en un plano vertical. Si la particula
parte del reposo desde cualquier punto del e, ) -
alambre y cae por la influencia de la gra- ’
vedad, encontrar el tiempo de descenso !
hasta el punto més bajo del alambre.

i
Supéngase que la cuenta tiene una masa m ¥ e Q(:u ) r
parte del reposo desde el punto P de coordenadas ¥ //
(4, v), como se muestra en la Fig. 4-1. Sea @, de coor- 5 x

denadas (x, ¥), un punto intermedio del alambre ¥
supongamos que el origen O es el punto mas bajo del
alambre, Sea ¢ la longitud del arco 0@. Del principio Fig. 4-1

de la conservacion de energia tenemos: _

Energia potencial en P~ Energia cinéticaen P = Energia potencial en @ 4 Energﬁ cinética en Q.
) don\2 I
dmgv -+ 0 = jmgy + m (?i_t
donde da/dt es la rapidez instantdnea de la particula en @ Entonces

2
(gi';—) = plv—uy)

utilizando el hecho de que o decrece cuando t crece,

d
== —y/oglv—y) ()

dat

El tiempo total empleado por la cuenta para ir desde P hasta O eat4d dado por

T 0 —do v do
r = Jo @ = ] Vesw -9 fovzy(v—m #

Cuando se da la forma de la curva, la longitud del arco puede expresarse en funcién de y y encontramos

que
do = Fly)dy (&]]
De estn manera {2} se transtorma en
R f"ny) dy
Y2z Yo V84 “

En general, T es funcidn de v, es decir, del punto de partida.

Hallar la forma que debe tener el alambre del problema 8 para que el tiempo en alcanzar
el punto mds bajo sea constante, es decir, independiente del punto de partida.

En este caso tenemos que hallar F(y} tal que

1 e
T = _J
Vag Yo Vv —y
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donde 7' es una constante, Esta ecuacion integral de tipo convolutoria es un caso particular de lu ecuacidn in-
tegral de Abel [véase la Pdg. 113} y puede escribirse

VIgT = Fagyry-n (@)

Tomando la transformada de Laplace y considerandoque £ {F(y)} = fia), ¢ {y~ V%) = D(§)/81/2 = x/fsti2,
tenemos

V2 T Ve Tv2g :
— = f® oz a flay = —— ;
g 8 Vrali2 /
La transformada inversa de Laplace estd dada por ) e
Fiyy = vy £ 1 - IVig yi© = Tvix =i -
Vr g7z Ve  I(172) -

Coma do _  yda?+dyr 14 (€ o ’
dy day dy /

tenemas que 1+ dzr2 Tz \'291,—1/2 e
a‘.y T
Vg 2gT? /
Si hacemos N o b = 9_2_ / @
T w .
2
(3 se puede escribir como 1 + (g;) = g o %E = ?

puesto que la pendiente debe ser positiva. Al integrar dedugimos que

T = [1{——_b_ydy+c @
¥

Haciendo y = b sen? ¢ esta [ormula puede escribirse

2
r = f wu-%senacosoda#-c
bsenls

= 2bf cosfoade + ¢ = b‘J‘ (L+cos28)de + ¢ = %(2.9 +sen 28) + ¢

Asi, las condiciones paramétricas de Ia curva requerida son

z = g(29+sen20) te ¥ = bsenig = 5(1—c0528)

Compo la curva debe pasar por el punto x = 0, ¥ = 0, deducimos que ¢ = 0. Entonees, haciendo

a_j:T ¥ ¢ = 2¢

las ecuaciones paramétricas son

T = alg+swene) ¥ = all —coss)

Esta es la ecuacién paramétrica de una cicloide [véase la Fig. 4-2). Para una constante dada 7' el alam-
bre tiene ln forma de la curva que se muestra en la figura. La cicloide es el lugar geométrico de un punto fijo
de una circunferencia que rueda sobre una recte dada [véase el problema 447,
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¥
P
/A\ LY ,A\\
*~ 4 \\ \\ // ~
\'-. .-"/ \‘\__ \'-___ -,’/ \"-____
> z
Fig.4-2
ECUACIONES INTEGRO-DIFERENCIALES S )
t
10. Resolver Y'(t) + 5.[ cos2(t—u} Yiu)du = 10 si Y(0)=2.
0
Esta ecuacion puede escribirse
Yty + Scos2t*F(t) = 10 .
Tomando la transformada de Laplace encontramos que
wo— YOy + 22 = 10

82+ 4 8 '

257 + 1082 + B + 40

O Sea que ¥ = a1 9)

Entonces, por el problema 44, Pig. 67,

Y = 5%(24 +, 120¢ + 30 cos 3t + 50 sen 3#)

MNétese que al integrar de 0 a ¢ ¥ al usar la condicién Y{(0) = 2, la ecuacién integro-diferencial puede con-
vertirse en la ecuacién integral :

-t
Fity + 5‘ (t—ulecos 2{t —u} Flu)du = 10t + 2
il

ECUACIONES DIFERENCIALES Y DE DIFERENCIAS
11. Resolver 3Y(¢) —4YU — 1} + Yt — 2) = ¢t si Y(t) = 0 para ¢ < Q.

Tomando la transformada de Laplace en ambos miembros obtenemos

1

§£{Y(f)} =~ 4L{F(t—-1) + L{¥Ye—-2} = it} = b n
Ahora, Li¥E—-1r = ‘m e S Yit—1) di
o
= ‘” e st 1) ¥iu) du [haciendo ¢ = u + 1]

s |
-l

= e f l e~ Yiu)du + eg—9 f e~ ¥iu) du
L =y

= e dy
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y oivE-2y = ]'we—n Y(t— 2 dt

1

j e~ st 2) ¥iu) e [haciendo t = u + 2}
2

i

u < 4
PR f ¢ Su Y(u] du .’. F 2sj e su Y(u) d?[

s o

e—Zsy

Como Yiu) = 0 cuando u < 0, tendremos que ;"’

I .0
j e~ Flu)du = 0 ¥ [ e~ Yuydu = 0O
' . |

_a x
2 -,

Entonces (I} se transforina en 3y — de Sy + e By = 3

o =
23 — de—" + e-25) w1l - e )3 — e )

o1 1}

28 (T= o™ 573

vy, ademds, y =

1 1 1 1 ')
22 \1—e5 3~ 53 :

= #{{1+e*‘+e‘2s+e‘3°+ ) -

(£
. - 1 B S P
Entonces Y = 3 + g & (1 3,,> (t—n)

donde {t] es el mayor entero menor o igual a f.

12. Resolver Y'(¢) + Y( — 1) = 2 8i Y(t) = Oparat =0.

"fomando la transformada de Laplace en los dos miembres obtenemos

L4y + o{y(e—1); = 2/s
Ahora, LYy = sL£f{¥} — YO = ey — 0 = sy
Y{t—1 = N et Y(t—1) dt
y £¥iE—1) fo

2= j e—sutl) ¥y du [haciendo ¢ = u + 1j
1

0 Ve
= e“J ewst ¥lu) du + e*‘J e Y(u) du
-1 ]

fad g_9y

121
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o
como Y(u} = 0 para u = 0, tenemos que J- e ™ ¥(uydu = 0. Entonces (I} puede escribirse
-1

2

—a —
8y + 7'y g + 2—%)

‘y =

E AL
@

Desarrollando en serie, tendremos que

y = 2 2
88 + ¢~ 1) 34(1\:!- e~ v/8)

_ E - e e~ % _ ;‘T:iu
= 54(1 ra T"’)

|
Dg—s Za—2s 2&,—3:

[CAP. 4

= 2

= P —_ 85 T —_ T + “ra

_ < e—ni

- 2ﬂ§n gntd

. - (E—mn+3 ¢z

Ahora {_;{ﬂ} - | @ral zx

gnti

de otra manera
Asi, 5i [t] denota el mayor entero menaor o igual a £, encontramos que
[l
v = (£ —njn+s
@ 2n§0 (n+3)1 @
13. En el problema 12 hallar {g) Y{4), (b} Y(x).
(a) Como [4) = 4, tenemos que
4
_ (4—mm+3 43 4 25 18 _
Y@y = 250 TEAST T gt ataita[ = 25626prox)
(b) Como [7] = 3, tenemos que
3
_ fr—n)=+3 L {r —1)¢ (v —2)3 (r — 3)8
Yo = 2“§° e 2 a7 + a + Al + 7l = 12,12 (aprox)

14. SiF(t) =rmparan=t <n+1,n=201223 ..., calcular . {F(£)}.

<ty = | ewrna
a

t 2 3
f 8- 0dt + f e~ rldt + J- e~ "te2di +
1 2

]
= loe* . T(e*’;e'“) + '3(8"""'—8”3'> P

8 .3

= 1 _:_s (l+re 2+ g2 4 ...y

1-—e-s 1 — 1—ems
8 1—re™ % a1l — re—?)
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l1-—-e*
15. Calcul B D —
5. Calcular .£ {3(1-~re“)}

Por el problema }4 tenemos que £ 71 {s(—i}gf—_‘)} = Fi{t}) = ¢ paran =t < w41,
Otro método.
Tenemos que
1— s . 1—e"= 1 \
8l —re—5) 8 1—re—s kS

L tre st e mt )

8 ;
/

1 2 3
f e~strddt + f e~strldt 4 f e Fridt +
I 2

q

I‘me‘“f‘ﬁ) dt
Jo °

donde F(t) =rfparanSt<n+1,n=0123,. ..

16. Calcular -t {(1 - 3_')3_'} .
8(1 —re—*)

Si L7 {f(8)} = F(t), entonces, por el tecrema 2-4, Pdg, 44,

L e fa) = {;"‘“” el

Asi, por el problema 15,

JA—emfe—1| _

£ fe——— 4L = F{t—1) = r* para nE=t—-1<=+1, n=0,123,...
81 — re—3%)

0, en forma equivalente

-c"{(:(l—"_‘ir?—f,—)i} =r1 par ASt<ntl, n=1,23,...

17. Sea Y(t) = suparan=¢t < n + ldondern = 0, 1, 2, .... Caleular(a) L{Y(E+1)
y (b) LIY{t+2)! en funcion de .£ {Y{£)] = u(s).

(2) Haciendo ¢ + 1 = u tenemos que

J‘xs*ﬂY(tJrl)dt = eafme"s"}’(u)du
1

o

LAY(E+1))

Y 1
e’f e Y{u) du — e’f e~ Yiu) du
[ [

1 #(] — g—*F
= etyls) — “'f e"Maydu = e"y(a) — Goel 7 e72
o 8

usando el hecho de que Y(t) = gy para 0 =S¢ « 1.
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{b) Haciendo ¢ + 2 = u tenemos que

LYt +2)} = fxrﬂ Yit+2) dt
“o

= g2 f e 5 Y(u) du
2

1

- 32’{[‘@8_5“ Yoy du — | = Y00 du — f en Y(u)éhg}
Jy 0 L

1 2
= eryls) — ez'zf e~ sug, du — ez-‘f e sup, du :
Loy 1 :

a, 681 — e7 %) ey e2(e—s — e~ %)
8 8

= emyle) —

e(1 — e~ *)ape? + a,)

= e¥yls) —

usando el hecho de que Y(#) = ao para 0 ¢ < 1y que Y(t) = a1 para 1= <';!:

18. Supongamos que las!, n = 0, 1, 2,.. ., denota la sucesion de términos constantes de-
finidos en forma recursiva por la ecuacién de diferencias

Ba+z — 5an+1 + Gan = D, G():O, ay = 1
Hallar una férmula para a. , es decir, resolver la ecuacion de diferencias paraaa .

Delinamos la funcién .
Y{t) = ay, ast<nt+l donde » = 0,1,2,...
Entonces la férmula recursiva se transforma en

Y(e+2) — 8Y{¢+1) + 6Y(t) = 0 (n

Tomande la transformada de Laplace en (1) ¥ usando los resultados del problema 17 en loa casos mg = 1,
a1 = 1 encontramos que

e yls) — L‘;e__’j — bBety(s) + €yle) = 0
D sea (2 ~Ber + ) y(s) = G—S(']:'_s—g_ﬂ
_ es(1 — e~ 2} _ el —e”%) 1 -
Entonces w(8) = se" —Bi T8 g {(e* — 3)es — 2)jL
el — e~%) 1 1 - loee) 1 1 ——1
— & |e—38 e-2[ 8 1—8ems 1 —2e7s ]

Al invertir, por el problema 15, encontramos que

e, = 3= — 2, n=1012 ..

Comprobacitn: Sia, = 8 — 21, entonces @y =0, a, = 1. Ademas,
Gpi3 — by, + 6a, = (@+2— 28+ — B(EnFL — 2Rl 4 B(3R — M

983" — 4428 — 163" + 10-2% + 6-38 — g2 = 0
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19. Resolver la ecuacidn de diferencias

Aury — Bany1 + 6a, — 47, ay = 0, a; =1

125

La unica diferencia entre este problema y el 18 es la presencia del término 4" en el miembro derechn. Es-

cribimos ia ecuacion en la forma
YV(t+2) — Y+ 1) + 6Y{#) = F{&)

donde Y(t)=e, F(t) =47 para n =t < n+1, 2 =10,1,2,....

W

Tomando la transformada de Laplace en los dos miembros de (I}, si encontramos que g(s} = .¢ {Y{#)},

25 — e_s — e —_— = ————1 e d
e y(8) 5 (1 — e %) Sefyis) + Byla) e
Luega
= _l=e7 l—es
ya) #led — S(eb —3) | s(e" — 2Hcr — BN1 — de~7)
_ el —em) jr 1 l]f o5 — 1 \\_‘_7
P ler—8 e 2 gles — 2)(es — B){e” — 4)
_ot-esf v 1 1 e—1fye g
- 8 |L—deF 12T s Je—2 -3 e-4f
oolmeef o1 e w2 1 L ap
T e |1 8es 1 Zes ] 1—2e% 1—3¢ ¢ T des

Entonces invirtiendo y usando loz resultados del problema 15 encontramos que
Y(t) = oy = 3 — 2n L+ _é « 9n — gn 4 é e 4n
- JE_ o 4n — % « On = &_{4n — 211)

20. Hallar a; en el problema 19.
Método 1. De la solucién (2) del problerna 19 tenemos:
ay = ${45—2%) = 496
Método 2. De la ecuacién diferencinl dada en el problema 19 tenemos que, para n = 0,

a; — Hay + 6ay = 1
como a =0, a; =1
a; = 1+ bay — 6ay = 6

Si m=1, a3 — b0y + 6a; — 4 de manera que

3 = 4 + ba; — 6a;, = 28

Si n=2, ay—6ag+6ay = 16 o sea

g, = 16 + bag — 6as = 16 + 5{28) — 6(6) = 120
Finalmente, 8i n = 3, ay — Sey + 6a; = 64, de modo que
ay = 64 + day — Bag = 64 + 5(120) — 6(28) = 496

|

(2)
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PROBLEMAS VARIOS
21. Resolver laecuacidon integral
3
Yy = een2t + [ Yu) YE-u)du .
9
Esta ecuacion se puede expresar en la forma
F( = }senlt + ¥(B*Y(H)

Tomando la transformada de Laplace y usanda el tearema de la convolucién encontramos que

1 . 1
ple) = o5+ e)? o {w@E-welt gy =0
Hesolviendo obtenemos e
- 1.1 _4 - 1,1 =
wa) = 3 T g4l e S T W
vai+ 4+
Asi, wo = %( : ’) 0
af+4
1/v¥eE+4—
¥ ¥e = E( “) (2
a2 +4
Mediante (2) hallamos la solucidn
Vit d -
Y = rl{%(u)} = Jyi2n ()
g2+ 4
El resultado (1) puede expresarse como
R e e R
z2\ Jra 2\ Verd
De manera que una segunda solucion serd
Yy = 8y — J(2¢t) 4)

donde  5(t) es la funcion delta de Dirac.

La solucion (3) es continua y acotada parat 2 0,

22 Caleular LIF(tHsiF{t) =nrn 2t <n+1,nrn=01223 ..
Tenemos que

cFen = [ ewF@a
1)

1 2 3
= “st{D)dt + —st{l}dt + —sti2yde + o
J; e s (0) J; € J; €

= (1.)<¥f) + (2)(&}&) + (3) (fi%ﬁ) 4 e

= e e () 4 ge—s 4 BeB + Me= 4 o1 0)
]
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Ahora, como para [x| <1,

1+ z+22 +a8 4+ 0 = 1
1—zx
al derivar tenemos que
_ 1
1 + 22 + 8af + T d—eR
Six =e"%
1
-1 —2s R — S
1 + 27 + 3e + EYRCD
De manera gue oiFy = Hl_%_')

{
S

23. Hallar .C“{E(lih#_‘)} en los cases {a) r #1, () r = L

{a) Por la férmula del binomio,

a=" _ et - —fx ...
—s(l—re") = a(1+ﬂa 54 rig + )

et —22 rlg—2s
ré + a

4 e

= UE—1) + ru(e—2) + RUE—3) + -

- 0]
Agi -1 8—' = Ft = rk
- < {s(l - re")} ® kgl
sit &1, ytomael valor0ait < L

Sinst<n+ 1 enelcasoen quer » L, (/} toma la forma

rtR o pom o= M2
r—1

{(b) Sir = 1encontramos que F{t} = n, n S t < n + 1. Esto coincide con el problema 22.

24. Resolver la ecuacién de diferencias

Bntz — Taw+1 + 10a. = 16m, =6 a=2

La ecuacién dada se puede escribir
¥{ie+2) — ¥ +1) + 10¥()) = F(t)

donde Y(t) =a, F(t} = l6pnparan=t <n+1,n =012, ..

Usando los problemas 17 y 22 encontramos que la iransformada de Laplace de ({) es

cuy(e) - LA MO ey + LD 4 qope = 411?:— 5

127

(1)

{2)

n
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— el — e”s){6er +2)  42e(1 — e %) 16—
Entonces  y(s) ale® — Byes — 2) RS Tpra S gt Y propy 3 prgn

_ e,(1—s—s){ 6 + 2 }
8 (ex — BY(e* — 2)
l1—e9 s
- (= ){(eﬁ—s)(s*—m}

6 1 ]
tor {(e-" — Ii{es — B)e* — 2)}

[

o efLmezs) [33 148
2 ef— 5§ et — 2

_ 1—es\ [ b/3 2/3 |

42( [ ){95—5 - e’?—EI

1 4 4/3 16/3
+ E{e-‘—lJre-'fS 88—2}

[y

_ 1—e ¥ 32/38 14/8
Ll 1 — Ba—-s 1— 2e—s

1—e—s { 0e- 28~ |
[ 4
1=

1_53 s T T 2e1)

(4/3)e=s _ (16/3)e=s]
s 1—be s 1—2 |

+ L
g

Ahora mediante los problemas 14 ¥y 22 encontramos que para n = 1 se tiene que
e, = %-5"—}:;-2"—"."0-5"*1+28-2“'1+4(1w.--1)-+—.a
= 4=2n — 3+5* + 4n + b

25. Si A es una constante, expresar la ecuacidon diferencial

Y + A¥(H) = 0, Y(0)=0, Y()=0
como una ecuacién integral.

Méilodn 1.
Sea ¥ (t)y = V(£);si Y (0) = ¢ encontramos que

! !
Yty = [; Viu) du + ¢, Yy = I {t—u) Viu) du + et
']

Come Y{(1) = 0, tendremos que

.l 1
J (l—wWV(urdu + ¢ = 0 o e = f (u~1) Viu) du

i u

[CAP. 4

4, i(snﬂn - }E.E(gn,”

tn
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Mediante ([),

t 1
Yi = J; (¢ —u) Vi) du + J; (tw —t) V(n) du

t t 1
(t—w) Vin) du + (tu—t) Vi) du + | (tu—1t) Vi) d
J; J; U ) du j: u) du

1]

t 1
f {(t—Du V(u) du + f (w— 1)t Viu) du
o t

1
Lo cual puede exponerse ¥t} = J K(t,u) Vi) du
]

{t—Lu u<t

1)t w>t’ [Nétese que T('(t, u) = K, t), es decir, que K(t, u) es simé-

donde K(t, u) = {
trical.

As), la ecuacion integral requerida es

1
vit)y + af K¢, ) Viydu = 0
[
1
o sea Yty = —?\f Kt uy V{u) du
[]

Método 2.

Integrando los dos miembros de la ecuacitn diferencial dada, entre 0 y t, enconiramos que
Yy — o + AJ‘t Yiupde = 0
[}
Otra integracidn entre 0 y ¢ nos da
Y{) — Y0y - ¥Y'(0)¢ + P\Jﬂ‘t (t—u) Y(uydu = 0 n
Como Y(0)} = 0, (I) serd
Yty = ¥t — kft (t—at) Y{u) du (2)
[
Haciendo ¢ = 1y usando el hecho de que Y(;‘) = {0, de {2) deducimos que
Yy = ?\J: (1 —u) ¥{u) du
Asi, (2) se transforma en

¥t

Il

-1 t
A t—tu) Y{u)du — ) t—au} ¥iu) d
S - ve s — 60 ¥
t 1 t
= X (—tu) ¥{u) du + X (f—tu) Ylu) du — {t —u) Y{u) d
J; u) du J: u) ¥Yiu) du J; u) Y{u) du
¢ t
= A u(l—¢ ¥Ylu)du + 2 (1~ u) ¥Y(u) du
S waoveienf

1
= -—;\J; K(t,u) Y{u) du

donde K%, u)

{(t—1ju u<t
(=1t u>t

Las ecuaciones integrales que hemos obtenido son ejemplos de la ecuaeidn integrat de Fredholm con nu-
cleo aimétrico.




130 APLICACIONES A LAS ECUACIONES INTEGRALES ¥ DE DIFERENCIAS [CAP, 4

Problemas propuestos

ECUACIONES INTEGRALES

Convertir cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales en una ecuacién integral.
'

26. YU(t) + 2¥U(n) - 8¥(h = B2 — 3t V{0 = -2, Y0 =3
Resp. V(B + [ (2 8+ Su) Viu) de = 582 4+ 20t - 22, Vi) = Yo
bl 8
N
o Y+ ‘ (2= Bt+4 Bu) Y(u) de = —2 — t + B2 - £
N
27, 2YU(y - AYUH — ZY() = et + Zeost, Y0} =4, YO} = 1. |

o) .
Resp. 2V + ‘ (2u—2t—8) Viu)du = 4e—t + 2cost -+ b — 2¢, Vit = Y
]

i
0 2¥{t) + ' (2u—2t—3) Y{u) du —= 6 — 10¢ + 4et — 2 cost
~o
28, Y(t) + BY() = dsent + Zoost, Y(0)=0, Y'(0)=—1, ¥Y"(0) =2
-l
Resp. V(1) + 4J (t—w? Vi) du = Bsent+ Zeost — 42 + 4, V()= ¥7(1)
a
!
0 Y(t]+4J (b—u)? Yin)de = 58%/2 + ¢ - 3 + 3ecost — 2sent
i
29, ¥ {t) +cost ¥Y{t} = & % Yo =-2 Y =0
el
Resp. V() + ] (t—wcost Viu)du = ¢ ¥+ Zeost, Vity = Y7
B
!
0 Y + f (t—u)cosit Y{updu = ¢ —3 + e
<o
30. YU — tYR) 4 2Y() = L+t Y0 =4, YO =2

L
Resp. V() -+ f (5 —t—wt?) Vi) du = 1+ 3t — 482 — 28, V() =Y"(t)
)

!
[ Yity — f (t—2u+ et —u Y{u)de = /2 + 1%/6 + 2t + 4

3L YN —2tYU(O 4+ (- Y() = 1+ 4at—20+ 0, YO =1 Y0)=0, YN0 =-2 Y0 =0

" )
Resp. VI#) + ; (Mt—w)3 @~ ) — 2Ht —w)} Vi) du = 0, Yie) =Y (8
hali]

“t
0 ¥y —- ; {2t — u) + 20t —u}® + F{E— w)? (1 — u?)) Yiu) du
~u

3 # ts 1
= - 2 — = T
1 -2+ 5+ 57~ 9z T 1680

Convertir cada una de las siguientes ecuaciones integrales en una ecuacion diferencial
con condiciones asociadas.

3
32. Yy = Decost + J (t —u) Y(n) due
o

Resp. Y5y — Y(B) = —5sent, ¥ =5 Y{0)=0
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:
33. Y({) = t9—3t+4—3f {t—w)? ¥(u) du
]

Resp. Y'"{f)y+6Y() = 0, Y({0)=4, Y'(0)=-3, Y'0)=2

t
34. YO + J- {t~upP +dit—u) —8) Y(u) du = et |
L]

Resp. Y'7(8) — 3¥"(8) + 4Y(0 + 2¥() = —e=t, Y(O)= 1, Y(0) =2, Y"(0) =8

35. Y(z)—f (t—wysect Y{u)du = ¢t
(1]

Resp. Y'(t) — 2tantY'(t) — (1+see) ¥(t) = —t— 2tant, ¥(0) =0, Y'(0) =1
Y
AN

t
36. Y(t}+J- B+t —ut—u—2 ¥ de = 0
[t}

Resp. Y1) + Bt—2Y" () + ¢ +10)Y'(t) + Y{t) = 0, Y@ =0, ¥Y(0)=0, Y"0) =0

ECUACIONES INTEGRALES DE TIPQ CONVOLUTORIO

¢
37. Resolver Y{(#) = t+ 2_[ co8 (t — u) Y(u) du.
0

Resp. ¥Y{(#) = t+ 2 + 2(t— 1)et

38. (e} Demostrar que la ecuacién. integral

¢
Yty = ¢+ } f (t—u)® Yiu) du
o
tiene como solucién ¥{t) = §{sen t + senh t).

{h) ;La solucién obtenida en {a) es unica? Explicar.

t
39. Hallar la solucién continua de 1a ecuacion diferencial [ Y Y(t—uydu = 2¥Y() + ¢t — 2.
o
Resp. Yit) =1

131

t
40, Demostrar que la tinica solucion de la ecuacién integral f Y(u)sen (¢t —uddu = ¥(t)eslatrivial Y(t) = 0.
]

e
41. Discutir las soluciones de la ecuacién integral ‘ Y) Git—uydue = Y(b).
*o

ECUACION INTEGRAL DE ABEL Y PROBLEMA DE LA TAUTOCRONA

t Yiu)
42. Resolver la ecnacidn integral r du = yi. Resp. Y(t) =
) Vi V. =4

43. Demostrarque la seluciin de la ecuacion integral

J“ Yiu) _ 13

G W T MY e T o),
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44.

45.

46.

47T,

48.

APLICACIONES A LAS ECUACIONES INTEGRALES ¥ DE DIFERENCIAS [CAP. 4
Una circunferencia de radio a [Fig. 4-3] rueda ¥
sobre el &je x. Demostrar que un punte fijo {}' de
dicha circunferencia, originalmente en contacto
con la recta en (3, describe la cicloide T T T T —
M
= - Ben ¢}, = — ~ .
z a(e Y a(1 — cos ¢) oL \\
que se muestra atrazosen la Fig. 4-3. / ﬂ \ s
/ V ‘Lx
a !
Demostrar que la curva del problema de la tautd- !

crona, Pég. 118 es una cicloide y discutir sus rela-
laciones con la curva del problema 4. Fig. 4-3

Demustrar que el tiempo empleado por la cuenta de los problemas B y 8 para rodar desde el punto mds alte P
del alambre hasta el mas bajo O [punto mis bajo de la cicloide] es «Vafyg.

8i 0 < « < 1, demostrar que la solucion de (tY(?)a du = F{t), suponiendo que F(0) = 0, es
0 (E—
L
Y = 20a7 f Friw) (t —w)o—1 du
T 0

Discutir las soluciones de la ecuacién integral del problema 47 si F(0) + 0. Ilustrar sus observaciones consi-

derando
4

¥ {u)

o {t— w2 = o1

ECUACIONES INTEGRO-DIFERENCIALES

49,

60.

bl1.

52.

t
Resolver f Yu) cos (¢t — u) du = Y'{(t) 8i YO} = L
[]

Resp. Y(¢) =1+ 4¢®

t

Resolver f Yy Yt —uwde = 248 8 Y0 =0
!

Resp. Y(t) = =1613/2//r

(2) Demostrar que la ecuacion integral del problema 49 puede expresarse comao la ecuacién integral
t
1 + f (t—u)Y(x) coa(t—u)du = T(¥)
°

(b) Resolver la ecuaeién integral de la parte {a).

t
Resolver f Yru Yt —wde = Y8 — Y(8) si Y0} = Y'(0) = 0.
0

Resp. Y{(t) =10

ECUACIONES DIFERENCIALES Y DE DIFERENCIAS

ba.

Resolver Y(¢) —3Y(t —1) + 2Y(t —2) = 1si Y(£) =0,¢ < 0.
Resp. ¥(f) = 2[0+2 — [} — 8
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54, Demostrar que la solucidén de ¥'(t) = 2Y(t —1) + ¢ st Y{t) = 0, ¢ < Oes

_oou 2a(f — pjr+1
U i T in+ 231

55. Resolver Y'(t) — Y(t — 1) = F{(t) donde Y(&) = 0, ¥Y'{t} = Opara ¢ =0y
=
Fiy = 0 t=0
2t t>0

[£4]
] _ (t— n)in+3
Res Y0 = 2 2 ST

B6. Resolver 3Y(¢) —5Y(t —1) + 2Y(t —2) = F(¢) si Y{t)=0,t <0, ¥

Flo = 0 t<O
2 t>0

Resp. Y(1) = '0{1-(§)n‘+1}(¢-n)z S

n=

57. Resolver las ecuaciones de diferencia
() 38,40 — 50, + 22, = 0 si ap=1, ¢ =0.
(®) agypt 25,y —3a, = 0 si =0, ¢, =1L
Resp. (a) 3(2/3»— 2, (b)) {1 - =8}

58, Los nimeros de Fibonacei se definen por la relacidn @gy 9 = @y + e, dondeag = 0, a1 = 1. (a) Cal-
cular los primeros diez numeros de Fibonacci. (&) Hallar una férmula para a,.

Resp. (@) 0,1,1,2.8,5,8,18, 21,88 () a, = %{(szﬁ)“_(;%ﬁ)"}

59. Resolver la ecuacion @gup — 4844, + da, = 0 donde ay=1, a;=4. Resp. &, = 2%(n+1)

60. Resolver la ecuacién @pia — 204, + 20, = 0 donde a3=0, aq; =1,

Resp. ay, = {(1+8% — {1 —d"}/24

681. (a) Resolver @p43— 28p4p — @ps1+ 28, = 0 si =0, a;=1, ag=1. (b) Hallar aje.
Rexp. () &, = *{2"_ (—1)7}, (b} ap =341

62, (a} Mostrar cémo se puede obtener una solucidn de 4,19 — 68,4, + 83, = 0 suponiendo que an = r®
donde r es una constante desconoeida. (#) Usando esle método resolver los problemas 57-61.

PROBLEMAS VARIOS

63. Demostrar que la ecuacién diferencial no lineal
Ye + {¥(B))2 = tseot, Yo =1 Y0 =-1

puede expresarse como la ecuacido integral

Y{t) + f (t—wy{¥{u)}2due = 8 — & — 2cost — tsent
[

r
64, Resolver f Ya) Y(t—w) de = 2Y(1) + 3* — 2t
[}

Resp. ¥Y(&) =t o Y{&) = 28(8) — ¢
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66.

66.

67.

68.

69.

70,

71.

72,

T3.

T4.

APLICACIO

NES A LAS ECUACIONES INTEGRALES Y DE DIFERENCIAS

Expresar como ecuacién integral a

Resp. V{#} = 2r +

Resolver Y(t) = ¢

vl
126+ Bcost—sent + [ (t—w Vwdu, donde V(B =Y"()

2

t
+ J; Yiu) Ji{t —u) du.

Resp. Y(t) = J#2+1) f " Tow) du + tdolt) — $2J5(0)
0

Encontrar una funcién

x
G{x) tal que J. G(u) G(x —u}du = Bfsenz — 2 cos ).
0

Resp. G(x) = * 4senx

'
Resolver f Yiw) Y(t—w) du = t+ 2¥(1).

o
Resp.

t 3
¥it) = Jl(t)—J- Jwdn o Y = 28(t)—J,(t)+J- Jolu) du
R} 0

Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes, usando los métodos de la transformada de Laplace.

() Gpyp—Boyyy +6a, = 2v+1, =190, a; = 1.

) ap4z+ 40, — G, = 24n—8, a =3, o, =5

Resp. (@) a, = &

Resolver (a4} a@,4+3 t
) eqiz—
Resp. (a2} a, =

an . Gedn+mwt i (B e = En2—dn+ 2+ (5"

2,1+t = n+2 =0 a,=0
8a,. + ba, = 27, ap =0, =0.

1@n— (-1 + =+ 1) () @, = § + Jpebr— §e2m

Resolver 8,13 — 28p4z — @n+y T 28, = n24+ 2, g,=0, =1 ay=1

Resp. e, = §+

§n — 33 + Juc2n — Fe2r — LR

[CAP. 4

(a) Mostrar cémo puede oblenerse una solucién particular del problema 69 (g) supeniende que an = A— Bn

donde A y B son constantes desconocidas. (b) Usando el re

sultado de la parte {a) y el método del problema 62,

mostrar cémo puede obtenerse la solucion del problema 8%(a). (c) {Cémo pueden utilizarse los métodos indi-

cados en las partes (a)

y (4) para poder hallar golucionek de los problemas €2(5), 70(a) y 71?7
|

ot
Hallar todas las funciones continuas que satisfagan j uF(uw) cos(E—u) du = te~t — sent,

Resp. F'(t) = ~2e™*

q

Demostrar que la ecuacidn diferencial no Iineal

YU + 2Y6 = Y3, Y =0 Y1)=0

puede expresarse mediante las ecuaciones integrales

¥ty

1 vl 1
= f (2t —2) Y(u)du + [ 2t ¥(u) du + J K(f, u) Y3(u) du
] 1 0

.ot o .1
a Yty = J; (2 —28)e20u—0 Flu)du — ‘ 2t O Yi(uydu + J e~ K(t, u) ¥3(u) du
* 0

donde K{t,w) = {

uft—1) n<t
Hu—1) w>t
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75. Resolver para Y(1): BY() —12Y(¢—~1) + 4¥(t—2) = F(t}) donde Y(t) = Oparat < Oy

Fly = {o t< 0
o=t t>0
1
Resp. Y(B) = *e“{l + [ﬁ (2—2—-}3"}
n=0
76. Si Y:‘{t) = ﬂ{Y —q [t} —~ Y,‘(t)} " = 1,2,3,...

Yoty = -8 Y1
donde Yn(0) = Oparan =1, 2, 3, , ¥o(0) = 1y 3 es una constante, hallar Y, {t).

Resp. Yo(t) = Btne ®

n!

77. Desarroliar el problema 76 en el caso en que la primera ecuacién se remplace por
Yolt) = BalYa_i(t) — ¥, (1) 2 =1,23,...

donde 81, 83, Bg,. . ., son constantes.
78. Demostrar directamente la propiedad tautocrdnica de la cicloide.

79. El problema de la baristécrona consiste en hallar la forma que debe tener un alambre sin rozamiento, en un
plano vertical, como se moestra en la figura 4-1 de ta Pag. 118, para que una cuenta colocada en P ruede hasta
() en el tiempo mas corto posible. La solucion de este problema es una cicloide como la de la figura 4-2 de la
Pag. 120. Demaostrar esta propiedad comparindola: {g} con una linen recta y (b} con una pardbola que una-
los puntos }y P. .
80. Hallar la forma que debe tener un alambre en un piano vertical para que una cuenta colocada en él, descienda
al punto mis bajo en un tiempo proporcional a ta componente vertical de su distancia con el punto mas bajo.

Resp. x =a{l —cos?g), v = $asen?s




Capitulo 5

SISTEMA DE NUMEROS COMPLEJOS A

Debido a que no existe nimero real x alguno que satisfaga la ecuacién polinomial x2 +
1 = 0, es necesario considerar el sistema de los numeros complejos.

Se puede considerar que un nimero complejo tiene la forma a + bi donde a y b son
nuimeros reales llamados las partes real o imaginaria, el = +—1 se llama la unided imagina-
ria. Dos nimeros complejos a + bi y ¢ + di gon iguales siy sélosia = cy b = d. Podemos
considerar al conjunto de los numeros reales como un subconjunto del conjunto de los nime-
ros complejos, en el caso en que b = 0. El complejo 0 + 0i corresponde al real O

Fl valor absoluto o médulo de @ + bi se define como |a + bf] = Va'+ b* . El conjuga-
do complejo de @ + bi estd definido por ¢ — bi. El conjugado complejo del ndmero com-
plejo z se denota por # o por z*.

Al desarrollar las operaciones entre nimeros complejos podemos operar como en el dlgebra
de los nimeros reales, remplazando a i? por —1 cada vez que aparezca. En lo nameros com-
plejos no estin definidas las desigualdades.

Desde el punto de vista axiomdtico es mas ventajoso considerar que un numere comple-
jo es un par ordenado (g, b) de numeros reales donde a v b obedecen a ciertas reglas opera-
cionales que, como se verd a su debidoe tiempe, son equivalentes a Jas que acabamos de enun-
ciar. Por ejemplo, definimos (g, b) + {c, d} = {a + ¢, b + d), (g, b}Mc, d) = {2c — bd, ac¢ +bcl,
mia, b) = (ma, mb), etc. Observamos que (o, b) = a(l, 0) + b{0, 1) y lo asociamos con
a + bi, donde i es el simbolo para (0, 1).

FORMA POLAR DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Si se toman escalas reales sobre dos ejes mutuamente perpendiculares X'0X y Y'Y
{los ejes x v ), como en la figura 5-1, podemos localizar cualquier punto del plano determina-
do por dichas rectas mediante parejas ordenadas {x, ¥) de numeros reales llamados las coor-
denadas de dichos puntos, los cuales se denotan por P, @, R, Sy Tenla Fig. 5-1.

Y1, X Y
P34
o-3,n  1°
P
, (=, ¥)
1 - ¥
T{2.5,0) #
X4 3 -2 1 0 T 2 3 4 X X 0 A X
-1
R(—2,5, —1,5). o .
5(2,-2)
4-3
Yy &
Fig. 51 Fig. 5-2
136
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.

Como un nimero complejo x + iy puede considerarse como un par ordenado (z, y), po-
demos entonces representar tales nameros por puntos del plano xy que se llama plano comple-
jo o disgrame de Argand. En la Fig. 5-2 vemos que

T = rcosd, Y = rsend (9]

donde r = vzZ F yT = |x + iy| y el dngulo 4 que forma la linea OF con la semirrecta po-
sitiva del eje x se llama la amplitud o el argumento. Se deduce que

2 = z 4+ iy = ricosd + isend) (2)

que se llama la forma polar del nimero complejo, r y & se llaman las ecsordenadas polares. A
veces es conveniente escribir cis fen vez de cos § + 7 sen 4.

OPERACIONES EN LA FORMA POLAR TEOREMA DE DE MOIVRE

Si 21 = = + iy = ri{costy +isends) ¥ Zo = ¥z + fYyx = ry(cosf: + isen fy),
se puede demostrar que
zize = rirafcos{f+8:) + ¢ sen(f: + 62)} &3]
z r1 .
é = 5, (cos (01— 6} + isen(d;— 6y)} @
22 = (r(cosd + isend)}* = r*cosng + isennf) (5)

donde n es cualquier nimero real. La ecuacion (5) se llama el teorema de De Moivre.
En términos de la formula de Euler

e® = cosd + tsend

podemos escribir (3), (4) y (5) en las sugestivas formas

212z = (@?)(raet®) = pyppeitt ey (6
fo_ mEN e (7)

Zo rae'h T2
zn — (reiﬂ)n — ¥ gind (8)

RAICES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Si n es un entero positivo, usando el teorema de De Moivre tenemos que

gt = {r{cosd + isend)}tn

yiin {cos(a +:""’) + isen (ﬁf_"_f)} k=0,1,283, ... ()

o, en forma equivalente,

tn nim — MEHIRM VL dFn i@+ ZkTdin
z (re®) {re } rine (16)

de donde se deduce que hay n valores diferentes para z'/* Es posible extender este resultado
al caso gmm,
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FUNCIONES'

Si a cada elemento z, variable, de un conjunto de complejos se le hace corresponder uno o
varios valores de una variable w, se dice que w estd relacionado con la variable compleja z, ¥
escribimos w = f{(z).

Una relacién es una funcigr si a cada valor de z le corresponde solamente un valor de u;
de otra manera se dice que la relacidn es multivoea o plurivoca. En general, podemos escri-
birw = flz) = uix, ¥) + fvlx, ¥), donde u ¥ v son funciones reales de x y de v.

Ejemplo. w = 22 = {z + iy)¥ = 1 — % + Zizyi= p + [rv de manera que u{z,y} = 22 — y2,

v{x,¥} = 2xy. Estas son llamadas respectivamente la parte real e imaginaria de w = z2.

A menos que se especifique lo contrario, supondremos siempre que f{z) es una funcién.
IUna relacion multivoca puede considerarse como una coleccién de funciones.

LIMITES Y CONTINUIDAD

Las definiciones de limite y continuidad en las funciones de variable compleja son ané-
logas a las de funciones de variable real. Se dice que [ es el limite de f(z) cuando z tiende a
2y si, dado cualquier ¢ >0, existe un §>>0 tal que | f(z) — I| < esiempre que 0< z — zo| < 8.

Analogamente, se dice que f(z) es cantinua en zo si, dado cualquier « > 0, existe algin
5 > 0tal que|f(z) — f(zo)] < ¢ cuando |z — 25| < 8. En otras palabras, f(z) es continua en
zo 81 lim f(z) = f(zo).

3"'2.

DERIVADAS .
Si f(2) es una funcién definida en alguna regién del plano z, la derivada de f(z) se denota
por '(z) ¥ se define como
lim

LETE

flz + az) — f(z) (n
Az

siempre y cuando exista el limite independientemente de la manera como Az -+ 0. Si existe
el imite {(I1) en z = 2z, entonces, se dice, f(z) es derivable er z,. Si dicho limite existe para
todo z tal que |2 — z| < & para algin 8 > 0, entonces f(z) se llama anolitica en 2. Si €l
limite existe para todos los elementos z de una regidn &, f(2) s¢ llama analitica en K. Para
que f(z) sea analitica, debe ser una funcidn continua; sin embargo, la reciproca no siempre es
cierta.

Las funciones elementales de variable compleja se definen como extensiones naturales
de las correspondientes de variable real. Cuando existe un desarrollo en serie para una funcién
de variable real f(x), podemos usar la serie comn definicién, simplemente remplazando a
x por z.

n . 2 3 5 7
Ejemplo 1. Definimos er = 1+z+—;vi+§T+ te-,  &enz = z—-;—!+§i——;—!+ e
22 2 26 .
cosz — 1 — 31 + i E + +-+ . De estas dos relaciones se deduce que @% = ¢t =

e {copy + (seny), vy oiras relaciones.

Ejemplo 2. 5i a vy b son numeros complejos, ab se deline como e?0 | Come e2kmi=1, se deduce que ¢ =
eiB+2kr) v definimos In z = In(rei®) = In r | (8 + Zkr). Tenemos entonces gue In z
es una relacidn multivoca y Jas varias funciones de las cuales se compone esta relacidn se laman
sus ramificaciones,
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;
Las reglas de la derivacion de las funciones de variable compleja son muy parecidas a

las de variable real, por gjemplo: a%(z") = nz" !, %{senz) = cosz, etc.

ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN
Una condicién necesaria y suficiente para que w = f(x) = u(x,¥) + rv{x, ¥} sea ana-
litica en una region R es que u y v satisfagan las ecimaeiones de Cauchy- Riemann
mo_w o wm__w
ér ~ oy’ dy @ oz (12)
[Véase el problema 12.] Si las derivadas parciales de (12) son continuas en K, las ecuacio-

nes son condiciones suficientes para que f(z) sea analitica en .

Si existen y son continuas las derivadas segundas de u y v con respecto a x y v, al deri-
var ({2) encontramos que

Fu | fu av
a?'*@ = 4, T?EE‘FW 0 (13}

De manera que las partes real e imaginaria satisfacen la ecuacién de Laplace en dos dimen-
siones. Las funciones que satisfacen la ecuacion de Laplace se llaman funciones armdnicas.

INTEGRALES DE LINEA

Sean C una curva en el plano xy que une los puntos (x1, ¥,) ¥ (x2, ¥v2) v, Py @ fun-
ciones de x y y. La integral

(I, 4y)
de:c + Qdy o Pdz + Qdy
[

(xy,uy)

se llama una integral de linea a lo largo de la curva C. Esto es una generalizacién de la in-
tegral del calculo elemental a las curvas. Como en el caso del cdlculo elemental, se pueden
definir como el limite de una suma. ‘

Dos importantes propiedades de las integrales de linea son:

(Tq, %) (x4}
L. Pde + Qdy = —f Pdr + Qdy

[ERTH (€% Y]

2. 81 {x3z, ¥2) es cualguier otro punto de C, entonces

(xy,¥g) {Tg. ¥3) (z4.43)
f Pdr + Qdy = Pdz + Qdy +f Pdz + Qdy

(T, ¥} (£ 9) (x3,¥3)

Si C es una curva simple cerrade (no se corta con ella misma en parte alguna) como en
la Fig. 5-3, la integral de linea a lo largo de C, recorrida en el sentido positivo o contrario al
reloj, se denota por

dez + Qdy
[

Para evaluacion de integrales de linea, véase el problema 15.
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I

TEQOREMA DE GREEN EN EL PLANO { ¥

Sea O una curva cerrada simple gue encierra
una regién K [veéase la Fig. 5-3]. Supongamos
gue P, @ vy sus derivadas parciales primeras con res-
pectoa x y y son continuas en Ry (. Se tiene enton-
ces que

x
. ‘e )
ipdz yQdy = {f (;ij%/ dir dy : .\‘
/  Fig.5-3
este resultado se lama el teorema de Green en el plana.
INTEGRALES
Si fix) es una funcién definida y continua en una regién ®, definimos la integral de
f(x) a lo largo de algin camino C en R desde un punto z; = 1 + i{y: hasta un puntoe
2z = x2 + iy: como
+ Xy, Hy) trg, Wad TXg. Ty}
J flzyde = f T (w4 ieddr Hidy) = j‘ wdr - vdy + 'ij‘ vdr + udy
« [ try, . e

Segun esta definicién, el concepto de integral de una funcion de variable compleja puede ha-
cerse depender del de integral de linea. Una definicién alternativa basada en el limile de
una suma, como en el caso de las funciones de variable real se formulard oportunamente, y
se demostrard su equivalencia can la anterior.

Las reglas de la integracién compleja son analogas a la de la integracién real; un impor-
tanie resultado es el siguiente:

!j;f(z)flz: = £|f(z)|"dz| = MJP ds = ML (14)

donde M es una cota superior de | f(2)| en C, es decir, |[f(z}] = M,y Les la longitud del cami-
no C.

TEQOREMA DE CAUCHY

Sea € una curva cerrada simple. Si f(z) es analitica en una regién y en su contorno C,
entonces

§ flzydz = 0 (15)
c
Este resultado se llama el teorema de Cauchy. [Véase el problema 18]
Dicho de otra manera, {i5) es equivalente a la afirmacién: El valor de f ’ flz)dz
es independiente del eamino que une a z, ¢on zp. Bl valor de dichas integrales esx F(z2) —
F(z: Ydonde F' (z) = f(2).

L/ Ejemplo. Como f(z) = 2z es analitica en todas partes tenemos que, para cualquier curva cerrada C,

¢szz = 0
e

SEN L+
Ademés, j grdz — 2| = (Q4ir- (@ = 2i+4
y
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FORMULAS INTEGRALES DE CAUCHY

5i f(z) es analilica dentro y sobre una curva simple cerrada C y @ es un punto interior

a {, entonces
f (Z}
flo) = 53 f dz (16)

donde € se recorre en el sentido positivo (contra-io al de las agujas del reloj).

Ademas, la n-ésima derivada de f{z) en z = a esta dada por o
! Ty
L@ = g f@ g, ‘ (17)

271 J. (z—a)*!

Estas son las llamadas férmulas integrales de Cauchy, Esta férmula es notable va que
si se conocen los valores de f(2) en un contorne €, se conocerdn también dentro de la region
acotada por C; ademds es posible calcular las diversas derivadas de f(z) dentro de la region.
Se deduce que si para una funcién de variable compleja existe su primera derivada, en-
tonces existirdn todas las derivadas de diferentes érdenes. Naturalmente, esto no es necesa-
riamente cierto en las funciones de variable real.

SERIES DE TAY LOR

Sea f(z) analitica en un circule de centro en z = a. Entonces para todos tos puntos z del
circulo la representacion de f(z) en serie de Tavlor esta dada por

Hzy = fla) + f(afz—a) + r (a)(z a)? + ﬂ%ﬂ(z—m)ﬂ + e (18)
[Véase el problema 29.}

PUNTOS SINGULARES -

Punto singular de una funcién f(z) es un valor de z en el cual f(z) deja de ser analitica,
8i f(z) es analitica en todas las partes de alguna regidén, excepto en un punto interior z = g,
@ es una singularidad aislade de f(z).

MEjemp]o. 5if(z) = G—_‘}—s)z, entonces z = 3 es una singularidad aislada de f{z).
POLOS
Sif(z) = z (z))l’ #{a) # 0, donde ¢(2) es analitica en una regién que contiene a

z = a y sl n es un entero positive, entonces f(z) tiene una singularidad aislada en z = a
el cual se llama pelo de orden n. 8i n = 1, el polo se llama polo simple; si n = 2 se llama
polo doble, elc.

tiene dos singularidades: un polo de orden 2 o polo doble en z = 3

g A —
\/Ejemplo 1. fiz} = (z—3)2(z + 1)

y un polo simple o de oedden 1 en z = -1,
. 32—1 _  §z—1 . . .
/E}cmplo 2, f(z) T4 - Grmeom tiene dos polos simples en z = = 2j,
Una funcién puede tener otros tipes de singularidades. Por ejemplo f(z) = +/7 tiene
L . . genz
un punto de ramificacion en z = ( [véase el problema 45]. La funcidn f(z) =

z
es finito, a esta singulari-

tiene una singularidad en z = 0. Sin embargo, como lim Sinz
x=t 0

dad la llamamos singularided evitable.

“hy
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SERIES DE LAURENT

Si f(2) tiene un polo de orden 1t en z = ¢ y es analitica en cualquier otro punto de algin
circulo de € de centro en a, entonces (z — a)" f(z) es analitica en todos los puntos de Cy tiene
serie de Taylor alrededor de z = ¢ de manera que

= _Gen o Gomrar o,y 871 - —a + - (I
flz) = Z—ay + - ap T + +oog tat m(z—a) + adz—a) + (19)
Esta se llama serie de Laurent para f(z). La parte ao + a; (2 —a) + a2 (2 — a)l + ... se

llama parte analitica, en tanto que el resto, consistente de potencias de inversos de z — a
: o

ge llama la perte principal. Mas generalmente diremos que las series > ax(z—a) son

series de Laurent en las cuales los términos con k < 0 constituyen la parte principal. Una
funcién analitica en una regién comprendida entre dos circunferencias concéntricas de
centro en z — a puede desarrollarse siempre en serie de Laurent [véase el problema 113].

De la serie de Laurent de una funcién f(z) es posible definir varios tipos de singularida-
des. Por ejemplo, cuando la parte principal de una serie de Laurent tiene un ndmero finito de
términos v @ -, » 0 en tanto queé @-.-i, G-n-2, ... son todos nulos, entonces z =a es
un polo de orden n. Si la parte principal tiene infinitos términos, z = a se llama una singu-
laridad esencial o un polo de orden rfinito.

1

Ejemplo. La funcion e¢/z2 = 1+ z + :211—22 + +++ tiene una singularidad esencial en z = 0.

RESIDUOS

Los coeficientes de (19) se pueden obtener de la manera acostumbrada escribiendo los
coeficientes para la serie de Taylor correspdndientes a (z — a)" f(z). En otros desarrollos el
coeficiente a—,, llamado residuo de f{z) en el polo z = g, es de considerable importancia. Pue-
de hallarse por la férmula

, !
G l‘ﬂﬁm{(z_a)ﬂf(zn (20)

donde # es el orden del polo. Para polos simples, el cilculo del residuo es particularmente
simple puesto que se reduce a

ey = !im (z—a)f(2) @2n

TEOREMA DE LOS RESIDUOS

Si f(z) es analitica en una regién K excepto en un polo de orden nenz =gy si Ces
cualquier curva cerrada simple en R y contiene a z — g, entonces f(z} tiene la forma (19).
Integrando (/8) ¥ usando el hecho de que

dz fo st n=l
—=_ = 22
iﬂ(z—a}" l2+i si m=1 (22)

[véase el problema 21], se deduce que

§ flayde = 2nia_, (23)
g

es decir, Ia integral de f(z) alrededor de un camino cerrado que encierra un solo alo de f(z)
es 27 por el residuo en el polo.
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Mais generalmente, tenemos el importante

Teorema., Si f(z) es analitica dentro y en la frontera C de una regién R, excepto en
un numero finito de polos a, b, ¢,... dentro de R cuyos residuos son respectivamente a-;,
b_1, ¢.q,..., entonces

ﬁf{z)dz = Zui(aoi+tboy eyt oer) (24)

es decir, la integral de f(z) es 2xi por la suma de los residuos de f(z} en los polos encerrados
por . El teorema de Cauchy y las férmulas integrales son casos especlales dp este resultado
que se llama el teorema de los residues.

EVALUACION DE INTEGRALES DEFINIDAS

El calculo de aigunas integrales puede llevarse a cabo mediante el uso del teorema de los
residuos cuando sean apropiados la funcién f(z} v el camino o contorno C; la eleccion de este
puede exigir mucho ingenio. Los siguientes tipos son los més comunes en la prictica.

j F(x)dx, F(z) es una funcién par.
0

Considérese f F(z)dz a lo largo de un contorno C que consiste de un segmento
(o

del eje x desde —R hasta + R y la semicircunferencia sobre el eje x que tenga el seg-
mento como didgmetro, Hégase R >o. [Véanse los problemas 37 y 38.]

2T

2. G{sen 9, cos g)d#, si 7 es una funcién racional de sen 4 y cos 8.
n
— -1 -1
Sea z = e Entonces sen § = > 2: , €05 f = z+zz y dz = ie®dd

0 d# = dz/fiz. La integral dada es equivalente a f F(z)dz donde C es la cir-
L&)

cunferencia unitaria con centro en el origen. [Véanse los problemas 39 y 40.]

3. F(x) {::i::} dz, si F(x) es una funcién racional,

Aqui consideramos f F(z)e** dz donde C es un contorno del mismo tipo que

[
el de la parte 1. [Véase el problema 42.]

4. Otras integrales en las cuales se escogen contornos particulares para cada caso.
[Véanse los problemas 43, 46.] :
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Problemas resueltos
NUMEROS COMPLEJOS
1. Desarrollar las operaciones indicadas.
(@) 4—20) +{—6+5) = 4—20—6+5i = 4— 6 (—2+5)i = -2+ 3

by (—7T+3)—(2—4i) = 743 —2+4 = 9+ T

() (3—2i¥1+3) = 3(1+3) —2i(1+38) = 3+9i— 20— 6 = 34 9i—2+6 = 9+ 1T

) ~5+5i _ —5+5i 43 _ {(-Bi50(4+3) _ —20 — 15¢ + 20i 4 152
43 4—3i 4+ 3 16 — 912 - 16+ 9
 —3B+5i _ B(=1+0 _ T, 1.
= = = 4+t =
25 25 5 ' B
(o LTI AR i— 14 () 4 R @ i1 it 14
1+74 1+4 - 1+1
i 1—i o oi—ir _itr 11
= {yi'1t=: T 1—& & Tz 2

(f) 13—4i]'4+3il = \/{3)2+(—4)2@é+(3)2 = (BY5 = 2b

0 |12 - 1135,‘ - \%—_Tilz_ Il”—igiﬂ - .:1% = VEFTCRP = §
2. Siz yz soncomplejos, demostrarque |21ze) = 21! |22
Sea z; = &y + iy, 2 = wg+ iy, Entonces
lozel = Nz tawdm g = | Ty2g — Yyita + iy T 22U |
= Vlwm -yl + oy tEa?® = Valzl + gyl + 28yt + 23y
= \/(_m?j--y‘;’)(r%* 1!23_) = va2+ #‘i’\ﬁﬂm = ayp bl izetial = 12l 2l

3. Resolver 22 — 22 — 4 = 0.

.as rajces racionales posibles son =1, *2, *4. Comprobamos que z = 9 pg una raiz; entonces la ecua-
cién dada puede escribirse comn {z — D2 + 22 + 2) = 0. Las soluciones de la ecuacidn cuadrdtica azt -+

fbivl b2 — dae —2x 4--8

9 ;paraa:1,b=2.c:2estodaz=———2——=
R ey s X5 "\
2

bz 4 ¢ = 0 sonz =

= 5 = -1=*%1i

E! cunjunto de soluciones es 2, —1 + i, —1—1i.

FORMA POLAR DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

4. FEaxpresar en forma polar () 3 + 3i, (b) — 1 + VI (6} — 1, (d) — 2 — 230 [Véase
la Fig. 5-4.]
{a} Amplitud # = 45" = ¥/4 radianes. Mddulo r — V3T 3 = /2. Entonces,

2+ 8 = ricosé + isens) 3VZ(cosw/d + isenwid) = IV2eisv/ = 8+/2 g4

(6) Amplitud # = 120 = 2or/3 radianes. Modulo r = i1t + (3 = v =2 Entonces

-1 = V8i = 2(cos2+/3 + imen2r/3) = Z2cislr/3 = 2e87
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¥
¥ v
20° \
=2 z
z
V3 L iy
1200 i 180° -2v/3
2 [ T - I x 4
(®) (c} ()
Fig. 5-4
(c} Amplitud ¢ = 180° = rradianes. Mdédulo r = +/(—1)2 + {02 = 1. Entonces
—1 = l{cosx + 1isenm) = cigr = g™
{d) Amplitud ¢ = 240" = 4v/3 radianes. Madulo r =+/{(—2)2 + (—2:;5)’ = 4, Entonces
—2 — 2V/8 = 4fcosdr/3 + isends/3) = dcisdr/3 = detmi¥
Calcular (a) (—1 + /39, (b) (-1 +9)”2.
(a) Por el problema 4{#) v el teorema de De Mnivre,
-1 + \/gi)“’ =  [2cos20/3 + {5en2:/3))10 = 2%cos 204/3 + § sen 20s/8)
= 1024{cos {2r/3 + 6r) + isen{Bs/3 + 6x)] = 1024{cos 2z/3 + i sen2z/3)
= 1024(—} + V8 = 512 + 512v/3i
(B)—1 44 = VZ(cos135° + isen185°) = V2 [cos{135° + k+360°) + i sen(185° + k- 860%)]
Entonces ¥
(14918 = (fEpn [m (Mﬁo_)
. 3 P,
. 135° ke @ -
+ isen (Lam_ﬁ‘;ﬂ)] . -
Los resultados para & =0, 1,2, son { g 2
V2 (cosd5° + isends), “5\ e
[} .
V2 (cos 165° + i sen 166,
W'(cos 28B6° + isen 285°) P

Los resultados para & = 3, 4, 5, 6, 7,.. . son repeticiones de
éstos. Estas raices complejas se representan geométricamente en el
plano complejo por los puntos P, Py, P; de la circunferencia de la
Fig. B-5.

Fig.5-3

Determinar el lugar geométrico de

(8) 22 =3, (b) |z—2 = jz+4, (c) |2~ 8 + |z+8| = 10.

(2) Métado 1. [z —2] =|x+iy— 2] = [x—2+iy} = vix—2 1 y2 = Sosea (x —2)2 + y2 = §,

que es una circunferencia de radio 3 con centro en (2, 0).

Método 2. |z — 2| es la distancia ¢ntre los nimeros complejos : = x + iy ¥ 2 + 0i. Si esta distancia
es siempre 3, el lugar geométrice es la circunferencia de radia 3 con centro en 2 + 0 o (2, 0).
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\
Métado 1. xt iy—2 = &+ iy +4l o ViEe—2#4 1;72 = V(x-]; 4)2 4+ y2. Elevando r}q cuadra-
do encontramos que 1 = —1, lo cual representa una Tinea recta. !
Método 2. El lugar geométrico es tal que las distancias desde cualguiera de sus puntos a jZ, 0l ya

( --4, ) son iguales. Entonces, dichn lugar geométrico es la perpendicular media del segmento gque uneé 4
(2,00 con (—4. 0}, 0 sea x = —L

Métoda 1. El lugar geométrico_estd dado por Vi - 3%+ ¥+ Vi - B+ ¥2 = 10 o

Vie — 3% 4 =10 — (z + 3? + y*. Elevando al cuadrado y simplificando, 25 + Ir =
S 51 2

5\/(1 4+ @ + }’2. Nuevamente elevando al cuadrado y simplificaodo obtenemos gg + ?:_6 = 1, que

es una elipse con semi-ejes mayor ¥ menor de longitudes 5y 4.
g ¥

Método 2. Tl lugar geamétricn buscado es ta} que la suma de las distancias de cualquiera de sus puntes
a (3,0) y (3, 0) es 10. Asi; el lugar geométrico cs una elipse cuyos focos son (- 3, 0 ¥ (3, 0} y cuyo eje
mayor tiene jongitud 10

Determinar la regién del plano z definida por

(a} |2] < 1.

Es el interior de un eirculo de radio 1. Véase la Fig. 5-6(a).

1<lz+2i =2
|z + 2i| es la distanciade z a 2i, de tal manera que |z + 2i| = lesuna circunferencia de radio 2 ¥

centro en - 2. Asi, 1 < |z — =] = 2 representa la region exteriora |z - 2| = 1 pero interior o sobre
|z — 2| = 2. Véase la Fig. 5-G(b).

7.'/3 = argz = 7,-{(2.

Obsérvese que si z — re??, entonces argz — 8. La region buscada es la parte infinita del plano com-
prendida entre las rectas ¢ = /5 v & = »/2, incluidas dichas rectas. Véase la Fig. h-6leh.

¥ Y,

8.

(a) (b} (c)
Fig.5-6

Expresar cada funcidon en la forma wlx, ¥) + ivix, ¥}, conuy v reales:

@) 2%, (b) 1/{1—z), (¢) e, (d) Inz

(2) w = 2% = (x+y)P = &+ Bx(iy) + 3a(iy)? + {fy) = =% + Bely — 3zt — P

(b} 1

= % — Sxp? + 322y — )

Entonces u(z, ) = 2% = 2zp%, viz,y) = Jaby — [Tl

1=z 1—fx-ip

I t-a+dy _ 1ozt Lo
T—a —dy. T—z by {L-mapbbgd s 1o

R e » 1_‘“ R T T )
_Enwonces  ulz, ¥ = T x)iﬁ-? vz, ¥) = '——u-—(l_:)"z T e
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i

(c) e = egdzti) — @dzpdiv = @37 (coady + isenBy) ¥ u = ¢ cogdy, v = € gen 34,1
E
? (dyInz = In(re®¥) = Inr+i8 = Invel+y® + itan1 y/z ¥ /

o= 4 In(aet+y?, v = tan—1yfx

Nétese que In z es una telacién multivoca (en este caso a un valor le corresponden inflinitost puestn
que # puede incrementarse en cualquier muitiple de 27 Kl valor principal del logaritmo se define como
aquet en el cual O = 8 < 2r ¥ se llama la rama principal de In 2.

9, Demostrar que (@) sen{z+1iy) = senxcoshy + icoszrsenhy
{b) cos(r+iy) = cosxcoshy — isenzsenhy,
Utilizando las farmulas eir = cogz + tsenz, €7¥ = coBz — fsenz, obtenemos
G etz . .
seng = o — 7% cogz = ot e’
2 2
entonces
R T +in) — g—ilz+iv) giz—¥ — g—ir+y
senz = sen(zx+idy) = : = .
2q 21
_ 1, . .
= E{{e ¥(cosz + 1senx) — e¥{coax — isenz)}
e¥ + e—!‘\\ . fov — g—¥ .
= (seng)\ ———; + 1icosx)| —— = sen coshy + icosx senhy
z / 3
Anilogamente,
. iz +iw) —iz+ )
cosz = cos(x+iy) ﬂ——;—e-—*
= et v+ e-imtvy = l{e~¥{coaz + isenx) + e¥(cosr — i senx)}
e¥ + e~ ¥ N (e" — g~V .
= (cosx)(—-T—> — i{sen x} \_—E——> = eosxcoshy — isenwmsenhy

DERIVADAS. ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN
10. Si Z es el conjugado de z, demostrar que no existe %5 en ninguna parte.

si dicho limite existe independientemente de la

o fatas) = @)
@

e d _
Por definicion E;f(z) =

Az
manersa como Az = Ar + Ay tiende a cero. Entonces
d _ ., z+Az—3% , Tt+iy+axr+iAy — z+ iy
FA A‘;To Az - Ai.:lTo Axr + iAy
Au=0
_ ., r — iy + Ar —tAy — (z—iy) _ Az — 1Ay
- AI;TO Az + 1Ay N A]_':Ell) Ax 4+ 1Ay
Ay=~—+0 ap—+0¢
. Siay = Oellimiees - lim Az _ .
: ' : Lodm
. e L Pt _—1«-3- H
5 ax = 0 elhm:teea lim ¥ _
ay=e0 1AY

“*Eslay dos formas de buscar liraites muiestrin-que el limite dereado depende-de la tiarnfn tomd Az - 0,
de tal suerte que la derivada no existe, es decir, que z en todas partes cs no enalitica.. :
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. 1+z dw . . - o
11. (a) Siw = f(z) = 1=z hallar 3z (6) Determinar en qué parte w es no\anahtma.
(a) Método L.
1+ {(z+ az) 14 2
- A
ctli_w = 1m 1= (z + Az) 1—z _  jim .. 2 %
z Ar—0 Az az=0 (1 —z— Azl —2) :
(1—_’,—2 con z 5= 1, independientemente de la manera como . Az — Q.
Método 2. Siz = Lsepueden aplicar las reglas usuales de la derivacién. Asi, por la regla de la derivada
de un cociente,
1-— 4 1+ 1+ 4 1
2 1+z) _ GoAghts - @ragloa g am -t o2
dzll—z (1— 2 1~ 2y 1—z2
(b) La funcién es analitica en todas partes excepto en z = 1, punto en el cual la derivada no existe; es decir,
la funcién es no analitica en z = L.
12.- Demostrar que una condicién necesaria para que w = fiz2) = ulx, ¥v) + tvix, y) sea
e ‘s . . - au av
analitica en una regién es que satisfaga las ecuaciones de Cauchy-Riemann iz = prl
L en dicha regién
3y~ 9z :
“ Como flz} = Fflx+iy) = ulz,y) + ivix,y), ienemos que
flz+azy = flz+ac+ily+ay)] = u.(:r+'AJ:, ¥+ Ay) + iviz+ Ax, y + Ay)
Entonces
lim fE+88) = fla) o ule oz ytdy) - wlzy) o+ He@@t Az ¥ + ay) — v(x, pi}
Ar=0Q Az Azasl . Ax + iAy

Au~0Q

Si Ay = 0, el limite requerido es

. wz + Az, y) — wlz, ) | vz + A, y) — wie, W) . du ay
AETO Az ki Az =z ti:
51 Ax = 0, el limite requerido es
i M@y AN T uzw) |, [wmyteaw —vewl _ Lo dv
An—+0 1Ay Ay } t oy ay
Si existe la derivada, estos limites deben coincidir, esto es,
au dv 1 du v Sdu v
w Tl T Twtw - Tmtwm
. ondrd que P = 20 B _du
entonces se tendrd que - w Y o Tage

Reciprocamente, podemos demostirar que si las primeras derivadas parciales deuyvconrespecton xyy
soh continuas en una regién, entonces las ecuaciones de Cauchy-Riemann constituyen una condicinn suficiente
para gque f(z) sea analilica alli

13. (a; Sif(z) = u(z,y) + i vix, v) es analitica en una regién R , demostrar que las familias
de curvas paramétricas u(x, v) = €, v v(x, y) = C; son familias ortogonales. (b} Ilustrar
este resultado con f(z} = 2*.

(2) Consideremos dos elementos particulares de estas familias u{x, ¥! = ug, v(x, ¥) = vy que se intersectan
en ¢l punto (xq, ¥5).
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d A
Como du = wu;dz + %,dy = 0, tenemos gue a-g— = —;:—. \\

Ademds, como dv = w.dx + v, dy = 0, g—: =

Cuando calculamos en (x4, yg), esto re-
presenta respectivamente las pendientes de
las dos curvas en su punto de interseccién.

Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
Ug = Uy, Uy = —bg, ¥ el\pmducto de las pen-
dientes en el punto (x,, yq} es igual a

By Uy
de tal suerte que dos elementos cualesquiera

de las respectivas familias son ortogonales;
asi que las dos familias sen ortogonales,

(b) Sif(z) = 22 entoncesu = x2 — y?, o = 21y,
Las grificas de algunos elementos de x? —
¥2 = (4, 24xy = Cy se muestran en la Fig. Fig. 5-7
5-7.

14. En aecrodindmica y mecdnica de los fluidos las funciones ¢ y ¢ en f{z) = ¢ + { ¢,
donde f{z) es analitica, se llaman respectivamente el potencial de velocidad y la funcidn
de flujo. Si ¢ = x* + 4x — y* + 2y, (a) caleular ¥ y (b) hallar f(z).

¢ d d
(¢) Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, g—: = %, ﬂ—i = —-a—z. Entonces
LU W _ -
(€8] o 2r + 4 (2) a 2y 2
Método 1. Integrande (1), . = Zzy + 4y + F(z).
Integrando (2, ¢ = 2y — 2z + G{y).
Estas funcienes son idénticas si F(r) = —2x + ¢, G{¥) = 4y + ¢ donde ¢ es una constante real. Asi,

v = 3xy + 4y — 2x | e

Méiodo 2.
Integrando {I), ¥ = 2xy + 4y t+ F(z}. Entonces, sustituyendo en (2}, 2y + F'(x) = 2y — 2 o sea
Fix}) = —2y F(x) = —2x + ¢. Entonces ¥ — 2xy + 4y — 2x + c.
(b} De {a),
flzy = o + i = 22 + dzr — y2 + 2y + {2xy tdy— 22 +¢)

= {r?—y?+ 2ixy) + Ho+iy) — 2ix+ i) + e
= 2+ 4z — 2iz F g

donde ¢y es una constante imeginaria pura.
+z

Esto puede realizarse tamhién al observar que 2 = x - Jy, z = x — iy de manera que & = 5
z—-Z

oh Al sustituir se nbtiene el resullado; los términos que contienen z desaparecen.
i

y:

w
B -
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R

INTEGRALES DE LINEA

1,2} \‘
15. Calcular f (#2—)dr + (32 +x)dy 2 lo largo de: (a) El segmento rectilineo que

0,1}
' vade (0, 1) a (1, 2). (b) Los segmentos rectilincos de (0, 1) a (1, I} y de (L, 1) a (1, 2).
(c) Laparibolax = ¢, y = £ + L
(a) Laecuacién del segmenio que une (@, 1) con (L, 2} enel planoxycsy = x + 1. Entonces dy = de y la inte-

gral de linen serd entonces

1 "1
I {#2—(z+)dr + {(z+1)2+ x)dz = J s+ 2x)de = 5/8
o

=0
(b1 A la largo del segmento rectilinen que vade (0. 1) a (1,1}, y = L dy =0 ¥la integral de lines es

1 1
f {(z2—1)dz + 1+ 2}y = f (22 - 1)dx = —2/8
(;

=0

A o largn del segmento rectilineo de (1, 1) a (1, 2), r = L dx = Oy la integral de linea es

2 2
f 1—0 + +ldy = J- ¥+ 1)dy = 10/3
=t 1
El valor buscado es entonces = —32/3 + 10/8 = 8/3.

(¢} Comot =0en (0,1} yt = 1en (1,2), la integral de linea es

1 1
I {2 —(e2+1))dt + {($2+12 + 8} 2tdt = J- (209 + 483+ 2824+ 2t —1)dt = 2
t=0 [}
TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO ¥
F
16. Demostrar el teorema de Green en ¢l plano para i
el caso en que C sea una curva cerrada simple B
con la propiedad de que cualguier recta paralela 4 ;
8 cualquiera de los ejes coordenados la cortaa lo ; |
mas en dos puntos. P IR 4 '
Sean y = Yj(x) la ecuacién de la curva AEBy y = i E I x
Yyix) la de AFB [véase la Fig. 58]. Si Res la region [4] e b
encerrada por C, tenemos
b ¥p(1) .
(f Boay = i [f : ‘;—de] dz Fig.5-8
® ¥ *=a =Y (x} 4
] Val1) b
= f Pz, ¥) dz = f [Plz,Yy) — Ple, ¥y)] dx
£=a ¥=Yyir) a ¢
b a
= —f P{z,Y)) dz — f Plz,Y) dz = —f P dz
a b [
Entonces (1) f Pdr = —fJ‘ oF dz dy
c 3 By
Mﬂogp@gq}e_sqan = X100 yz = X2l las peuaciones de las curvas EAF y FRFE respectivamente.

Entonces
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_gf %d: dy = fv;[

K lwl 5 I _ |
f ﬂl:iz] dy = f [Q(Xa v} — Xy, 9] dw

1=X,(x) dx
e f /-"‘
J; QX ¥ dy + f QX dy = § Qdy '
e c
Entoences (2} § Qdy = Jt[ ‘ﬁdz dy
o % Jdi

Sumando (1) y (2), f Pdz + Qdy If(ﬁ - 7)‘1 du.
[

l.a generalizacién a otras curvas cerradas simples puede hacerse facilmente.

17. Comprobar el teorema de Green en el plano W

para
_tf (2zy—xY)dz + (z+y)dy
c
donde C es la curva cerrada de la regién com- iy yoat
prendida pory = x2y ¥? = x. *
Las curvas planas y = x2 y ¥? = x se intersectan z
en {0, 00 y en (1, 1). La direccién positiva para recorrer
C es la que muestra la Fig. 5-9.
Fig. 5-9
Alolargodey = 2 laintegral de linea es
1 1
f {(2xMz?) — 22} dx + {x + (x¥)2}d{z?) = f (229 + 224+ 225 dzs = 1/6
=0 - @
Alolargodey? = x laintegral de linea es igual a
[ a
[ o - gman + wredd = f ez tnndy = s
¥=1 1
La integral de linea huscada vale = 7/6 —17/15 = 1/30.
[03-pwar = [ {fiern - oo}
zdy = e ¥ bl R ) » di dy
R
1 VT
f (1—-20dedy = f f (1 —2z) dy dx
R =0 “y=x2
1 Vi .t
= f (y — 2xy) de = J (2142 —223/2 - 22 + 228y dz = 1/30
=0 )}
y=z?

Luego queda comprobado el teorema de Green.

INTEGRALES, TEOREMA DE CAUCHY, FORMULAS INTEGRALES DE CAUChHY

2t4
18. Calcular j 2dz

1+i
{a) a lo largo de la parabola x = ¢, ¥ = t® donde 1 = ¢ =2,

(b) a lo largo del segmento rectilineo que une a 1 4 icon2 + 44,

{c} alolargo de los segmentos desde | 4 [ hasta 2 + i y luego de ahia 2 4 4i.
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tenemos que

v2 4
j 72 dz

L

(2,4) 02,00
r (z + )P {dx + idy) = J (2 — ¢? + Zizy)(dx + 1dy)
L) 1,1

it

(2,43 12,41
f {22 — y de ~ 2zydy + if 2ey dx + (2 — ) dy
4 v

1,12 1,11

Método 1.

e \
(a) Lospuntos(l, 1)y {2, 4) correspondenat = 1yt — 2 respéctivamante. Entonces las integrales de linea serdn:
i
; I

2 2 86
f {(t2 —t9) dt — 2012t dt} + if 1200 dt + (12 -t 20dl} = ——F — 6i
t=1 t=1

{&) El segmento que une (1, 1) y {2, 4) tiene como ecuacién y—1 = H (x—~1) osea y=3x—2. Encon-
tramos entonces que

.

{[22 ~ (32 — 2)?] d2 — 2x(3z — 2)3 dx}
1

+ iJ-d {Za(3z—2) dz + [ — Bz — 273} = -2 — 6
x=1

(¢} Desde 1 4 { hasta 2 4 ifosea, de (1,1)a(2,1)],y = L. dy ='0, y tendremos que

2 2
f (zz—l)dz+if 2rde = § + 3i

x=1 r=1
De 2 + ( hasta 2 + 4i [de (2,1) a (2, 4)], x = 2, dx = 0 ¥y tendremos que

4 4
J- —dydy + 'iJ- d-yddy = —30 — 97
- —_ L

y=1 y=1

Sumando, (;- + 3::) + (=80 — 95 = w% - 8,

Método 2.

Las integrales de linea son independientes del camino [véase ¢l problema 19); vimos asi cdmo coin-

cidieron los valores de las partes (a}, (#) ¥y {(c). En tal caso la integral puede calcularse directamente como
en variable real, como sigue;

2 +di 312+ (2 + 49)8 (1+1)8 86
tar = B = St - g = —F -6
J =z 3 li4s 3 3 3 o

i+

19, (a) Demostrar el teorema de Cauchy: Si f(z) es analitica dentro y en la frontera de una

region encerrada por una curva cerrada simple C, entonces f f(@)dz = 0.
c

P‘I
(b) Bajo estas condiciones demostrar que f(z)dz es independiente del camino que
une P, y P,. Py
(@) fdz = § ek iddetidy = & oude - vay + i) vdx + ud
s, J ) § var + wiy

Por el teorema de Green,

' ~ v du " du 3
iudz — vdy = ‘[f(—a—%;)da: dy, f vde + udy = ff(ﬁ—%)dm dy
R [y 5 /

donde % es5 la regién acotada por ¢.¢
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Iy
Como f(z) es analitica, g% = gg %;i I —';—: {problema 12), de tal manera que las integrales
valen cero; entonces § flzydz = 0. lemos supuesto en este proceso de derivacidn (lo mismo para
(o

las derivadas parciales) que las funciones son continuas.

(b) Consideremos dos caminos cualesquiera de Py & P, [véase Ia Figy-ﬁfl()}:—lld‘r’ el teorema de Cauchy,

frdz = o Py
#AP,BP, '
i Camine L
Entonces I flz)dz + f flaydz = 0
PiAP, Po8P,
o sea [ Hnyd: = — f ey dz = J‘ flo) dz
Pl'“’e PeBI, £y By

es decir, que integral a lo largo de Pt APz {(camino 1) = integral &
lo largo de £ BP2 {camino 2), de tal suerte que la integral es
independiente del camino que une a ) can Pa. Fig.5-10

Esto explica el resultado del problema 1R, ya que f{z] = 22
es analitica.

20. 8i f(z) es analitica dentro y en la frontera de una
regidn acotada por dos curvas cerradas C, v (s
[véase la Fig. 5-11), demostrar que

_§; fayde = _§; f(2) dz

Consirniyamos, como en la Fig. 5-11, un segmento AH
(Uamada corte de crice) que conecta un punto en Oy con ~ .
uno de (y[véase la Fig. 5-11}. Por el teorema de Cauchy 5
(problema 19,

floydz = 0 Fig. 5-11
AQPABRSTHA

¢ puesto que f(z) es analitica tanto en la regién sombreada como en su frontera, Entonces

Aa!;f(:)d: + Al!f(z) dz + BR!T'H ) dz + B! foyde = 0 ()
pemA_Bf flaydz = —B‘[ flz)dz.  Entonces, par (1)
s decir, £ @ dz = i 1) dz

Obsérvese que f(z) no necesita ser analitica dentro de la curva C,.

2 ‘Si n=1

0 sin=234 . donde C es una curva

dz
21. § Z—ar
(a) Demostrar que L E—ar {

cerrada simple que encierra una regign de la cual z = ¢ es un punto interior.

() ;Cudl es el valor de la integral sin = 0, —1, —2, —3,... 7
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(a) Sea C, una circunferencia de radio y centro en z = a
[véase la Fig. 5-12]. Como (z — a)—* es analitica dentro
y sobre la frontera de la regién comprendida entre C ¥
C;, por el problema 20 tenemos que

§ dz :; § dz |
clz~ar % Jo, @—ae) S
Para calcular esta dltima integral ndtese que sobre

C) ocurre que [z —al _coz—-a_ge‘ﬂydz = ieol® do. Fig.5-12
La integral serd igual a

L i 2w . ell—mdid |2m

f ol u';,f ea-miegy = _LETTTT - 9 gipel
o ¢ gind [ 0 =11 —m)ilo

21
5in = 1, la integral serd 1'-[ ds = 2ri.
o

(b} Paran =0, —1, —2,. .. elintegrandoesl, (z —a), (z — a}?,. vy esanalitica dentro de toda la regién
acotada por C; incluyendo z = g. Entonces, por el teorema de Cauchy, la integral es cero.

22. Calcular § E% donde C es {g) la circunferencia|z| =1, (b) la circunferencia |z24i| = 4.
¢

(a) Como z = 3 no es punto interior & {4} =1, la integral es cero (problema 19).

(b} Como z — 3es interior o |2+ 1 = 4, la integral es igual a 2¢i (problema 21}.

23. Si f(z) es analitica dentro y sobre la frontera de la regién acotada por una curva cerrada
simple C v a es cualquier punto dentro de la regién, demostrar que

o = 2 L0

De acuerdo con el prohlema 20 y la figura del problema 21 tenemos

f(z)_ dz = l(.zl. dz
c1—a c, T8
27
Haciendo z —a = ee'f, ln altima integral se convierteen 4 fla + ee®) dd. Pero, como f{z) es anali-
tica, entonces es continua. Asi, [
2 2 2w
lim i fla + eeifids = i'j lim fla + ) ds = if fla¥ds = 2xif(a}
=0 o 0 €=0 0

v el resultado es inmediato.

24. Calcular (a) f €82 3z, (b) § —% 4z donde Ces la circunferencia |z — 1| = 3.
c & —7w c z(z+1)

{a¢} Comov z = = estd adentro, ?1_1' COBZ Jz = coss = —1 haciendo flz) =coszya =rvenel
ei J. z— ¢
problema 23. Entonces § €OB% 4z = —2ri.
c&—7
. .- 1 1 et &F
(b} # — ¢ gz = § ez<~~ dzr = f—dz - §
Joa+1 o z z+1 o 2 l:,,,,.|.1dz
) = 2rie? — 2rie=! = 2ri{l —e7Y)
por el problema 23, va que, z = 0 ¥ 7 = —1 son punios interiores.
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- 2z — 3z 42 .
%5 Calcular %dz donde C es una curva cerrada simple que encierraa z = |.
C —
Método 1. Por la formula integrs{l de Cauchy, fv(g) = —”,(f -——”—z_] dz
\271 e (z —a)n FHl
Sin=2yflz) =5z —3z + 2;‘~e\ntunces PO - 10, Asi
522 — 3z +*3 T 5a2—32+12 .
10 = § # = _—--° = T
2_” P 1]‘3 dx o bA T dz 1071

Método 2. 52 —3z+ 2 =15(z -1} + 7(z— 1) + 4. Entonces,

Sz— 1R + Tz -1 +4 5

§ 529—-3z+2d _
(z—1)p - (z— 138
g ©d
= 55: =t Ti(z—jT)ﬂ <+ 4 (z‘_i"m = B2z + T(0) + 4(0)
N [N
= 10t

por el problemn 21,

ﬁ‘

SERIES Y SINGULARIDADES
26. Determinar los valores de z para los cuales converge cada una de las series dadas

z'l
= —55-. FEntonces

- & . L
@) Z ggm- Bl n-dsimo términe = u, = 45
i I zn+1 nt 2n lz'
il I TR 13- R T 7
Segun el criterio de la razén tenemos que la serie converge si | 2z | < 2y diverge si | z [ » 2. Cuando
2| = 2 el criterio de la razdn no se puede aplicar.
. b Zn 2 zln .
Sin embargo, la serie de los valores absolutos 3 | — 7| = =z 4 o converge si |z] = 2 puesto
=11 ™ =1 W
= g n=1 n
que B —5 converge.
n=1 ne
Asi, la serie converge {(absolutamente) para | z | = 2, es decir, en todos los puntos del circulo y la
circunferencia | z | = 2.
o ~1.,2m—
—1jp—1z2—1 z3 5
{b) (e Yl = e S — e, Tenemos que
2 Ty 317 B 4
-
Unqy (= )n ZZn +1 (2 — 1)1 g
i | = lim RPN L S = lim |- I
e | My | nwl ERFL T mDE T i am 2rz(2n+1)| 0
Fntences la serie, que representa sen z, converge para tedos jos valores de z
(z— L)" [nvr| (z—u”“ 3n e=~i
el E: Tenemos que lim | m | Jim g T 3

La serie converge si |z | < By divergesi|z—i]:
o
3 cin. Esta serie diverge yo que

Si|z—i} = 3 entonces z —i = 3e' vy la serie se convierte en

el término no tiende a cero cuando R—®
= 4.

Asi, la serie converge dentra del circulo pero no en la circunferencia . z .| =
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27. Demostrar que si 2 @.2z" €5 absolutamente convergente para |z| =R, cntonces of
n=o

uniformemente convergente para estos valores de z.
\
de niamervs complejos son analogac 2 las seriex

Las definiciones, teoremas ¥ demuost ral:i‘l:mes de lns serics
de numerns reales ' t"’
- ™,
- . \ S -
En particular, se dice que una =erc X #,{2) es gbeolitamente roONrerRENLE EN una eEIGN X , cuandn
w=0
e \‘.‘ L3
3 juplz}| converge en ¥. Podemos demostrar también que si 5 1(2)} ex converpenie en R. ealun-
n=t 0

=
= u,{2), es decir, que una serie ahsolutamente convergente es convergente.

ces también lo es

'u,(z)! cunvergente a una Fancién suma S(z) en una region K se dice que es

w

Ademss, una serie 2
n=0

uniformemente convergente en R si para cualquier ¢ > 0 se puede hallar un ¥ tal que

1S.2) — 5(z})] < ¢ paratodo n > N

donde N depende solamente de e ¥ no de la eleccion particular de z en K, v donde
Sz} = wmglz) + wylr) + -0+ wl2)

Un criterio importante para la convergencia uniforme es el siguiente: 5i pama tedo 2 en R podemos

encontrar constantes My tales que
M, converge

]

Yy

Iz} = M, ==0,1,2,... y

w
entonces E u,(2) converge uniformemente en R . Este s¢ llama el criterin de Weierstrass.
flgen

En este problema particular {enemos que

lapst] = ja B2 = M, x =012 ..

nu.zl converge unmi-

T s

-
Como por hipdtesis $ M, converge, del criteriv de Weierstrass se deduce que
e

formemente para |2] = K.

Localizar en el plano z todas las singularidades para cada funcibn; si las hay, decir de

qué tipo son.
—1 es un polo de orden 3.

22
(m) m.

28 —z+1 z — 4 es un polo de orden 2 {polo doble); 2

b -
() (z— 4P {z— iz — 1+ 2i)
polos de orden 1 {polos simples).

-2 =\4-% -222 .
i 3 =11

(c) zii—LZ?iZ'm’én' Como z2— 22 + 2 = Qcuando z = 3
= 'z — (—1 + iz — {—1 — ) = (z — L — iz — 1 — i)

podemos escribir 2% + 22 ~ 2

= —1+iyz=—1—1

La funcién tiene dos polos simples; 2
R . - . 1—esx

z = 0 parece ser una singularidad; sin embargo. como lim — = = 0, eésta

F ]

1-co8z

z

(d)
es una singularidad evitable.
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Otro método.
1 - 1 4 X ,-.
Como rT—z_ = ;{ (l—ﬁd_%‘g*_-”)lf = :‘Zz!-_:!‘;_""vem"sqm
z = 0 es una singularidad evitahle. i BN
() e-viE—1F o _ 1 1 ‘\

EES T Ty

Esta es ura serie de Laurent en la cual la parte principal tiene un nimern infinito de términos no
nulos, Entonces 2 = 1 es una singularidad esencial

N e
Fsta funcion ne tiene singularidad Mnita. Sin embargo, haciendn 2 = J/u, obtemos '™ que

tiene una singularidad esencial en v = 0. Concluimos que 7 = = es una singularidad esencial de e? .,

En general, cuando queremos determinar la naturaleza de una posible singularidad de f(z} en
z = =, hacemos z = 1/u y examinamos el comportamiento de la nueva funcién en u = &

29. Si f(z) es analitica en el circulo y la circunferencia de radio Ry centroena, ysi a + h
es cualgquier punto dentro de C, probar el tevrema de Taylor:

k? R
fle+h) = fla) + kfa) + 55f7(a) + 3,f’”(a) +
Por la férmula integrmal de Cauchy {(problema 23), tenemos que
- 1 f(z)ydz
f(a + ’l) i A z—_“;—_'—,l i1
Dividiendo,
1 —_ 1
i—e—h 7 (z—a) [L — kHz—a)]
LU PR L k= kil ! 7]

{r—a) l (z—m) + (z—a) ton (z —a)® + (z-—*d)"{z"a—h)f

Sustituyendo (2) en {/} y usando las [érmulas integrales de Cauchy tenemos gue

_ 1 L find: k£ fnds k:§ fiz)dz
Fla+ k) ol e + 5 P 2 —ap + + o7 ) Go—ap i + K,

2 L]
@+ Ar@ + g+ + Bpma 4 R,

= At fiz) dz
donde Rk, = § =

a)"+1{z—a—h)

Ahora si z estd sohre () My |z —a| = R, al utilizar la formula (74r de la pdg. 140

f(ﬂ k|

¥ teniendo en cuenia gue la longnud de C es 2zR obtenemos,

A+ M
R = 2T W o.p
Y LR 2=
Cuande »—+ =, (E,i—=0. Entonces B, =0 y el resultado es inmediato.

Si f(z) es analitica en una regién anular 7, = [z —aj = 1y, podemos generalizar la serie de Taylor
a la serie de Laurent [véase el problema 119]. En algunos casos coma el que muestra el problema ), la serie
de Laurent puede obienerse mediante la conncida sene de Taylor.
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30. Hallar la serie de Laurent alrededor de la singularidad indicada para cada una de las

signientes funciones. Identificar el tipo de singularidad y determinar la regién de con-
- vergencia de cada serie.

%
(a) e—; z=1. Sea 2z — 1 =u Entonces zr =14+ u ¥y [ N
z— 12 L \
o o el*w e e u | ud
GefE T o T ' T E{1+u+2—!+—}z\\ L }
_ € e e elz — 1) ez—12
= mmmptixtm T e tar  t
z = 1 en un pole de orden 2 0 polo doble.

La serie converge para todos los valores de z # 1.

{:3} Zcosl; z=40.
F4

1 _ 1 L 1. = g L.4. 1 1
resy, T ‘(1'21z2+4!z‘l_6!z“+ ) - 2 AT T T

z = 0 es una singularidad esencial.

La serie converge para todo z # 0.

senz

te) i 2=m Sea z—r = u. lintonces z =u#-+v ¥
senz _ senfuto) _ senu _ 1 u_~£ o
- u - wu N u 6!
_ ul ud _ {z—zr) Azt
R T T - Y THr t
z — o es una singularidad evitable. -

Ta serie converge para todos los valores de z

z

) m; z=-L Sea z + 1 = u. Entonces
z u—1 w—1
= = 1—utul—udt+ud— -
FPESVPER) wl + 1) a Gmurematado)

Il

R o

1
= -3yt 2 Al + 1R -

z = —1 es un peole de orden 1 0 polo simple.

La serie converge para todo z tal que 0 < |z + 1] < L

1

} m; z=0,—%.
Caso 1. z = 0. Usando el teorema del hinomio,
1 - 1 % (—3H=4) (2\? | (=3N—4)(=B) o
2z +2)% T Rzl + /2P - Sz{_l+{ 3( ) 2! (E) + 3! (2) + }
1 3 2 5

= = 2% 4 -

2 ey
2716 7 18 st

= 0 es un palo de arden 1 o polo simple.

La serie converge para O < |z} < 2.
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Caso 2. z = —2. 8ea z + 2 = u. Entonces
i 1 1 1 u , fuNE L [N e\t
d¥2F T w2 T Thea—wm 2u3{1+2 "'(E) +<§(Y) +(E> + }
- -1 _ 1 1 1 1

1 11
T2EVER 4 +OR  BE+m 18 32 t® -

2z = —2 es un polo de orden 1.

T.a serie converge para O < |z 4+ 2| < 2.

RESIDUOS Y TEOREMA DE LOS RESIDUOS

31. Si f{z) es analitica en todas partes, dentro y en la frontera de una regién limitada por
una curva cerrada simple C salvo en z =a, el cual es un polo de orden n tal que

— d—n Qni
0 = ooy * Goap T

donde a-.+ 0, demostrar que

CI)§ f{Z)dZ = 2ria_,

{(b)a-, = lim

(z)

(5)

s (n—ll)'dz" i{(z—a)y f(2)).

Usando el problema 21, al integrar tenemos que

ff(z)dz - f;%"* +j§

= Zmta_,

+

+ o + a{z—a) + afz—a) +

Como el tnico término que permancce es a_y, lo llamamos el residuv de f(z) en el polo z

Al multipticar por {z — a)" chtenemos la serie de Taylor,

z—a"flz) = a_, + G_yiq(z—a) +

+ a_{z—a)"1 + ...

Tamando la (n - 1}-ésima derivada a amhos lados y haciendo que z =+ a, obtenemos

. dn—1
(n—1a_, = =11_11":,az“—_l-{(z—t:t)";!"(z)}
de donde se concluye el resultado.

32. Determinar los residuos de cada funcién en los polos que se indican

{a

(z — (22 + 1)

2 L .
z = 2,1, —1. Estos son polos simples. EnLonces;

El residuoen z = 2 es ,11-.“; (z—2) {ETT)Z(ZEIT)} g
. . . 2 {2 1—2¢
ducenz = ies 1 - z = L =
El residuc en z = ies lim {z — i) {(1“2)(1_'0(24_?3} = o 5
. . . 2 2 1+2i
El resid - —ies 1 +e—0* L t
residuo en z [ es z__l.“}i (z+19 {(z—2)(z—ﬂ(=+t’)} {—t—2)}{—27) 10

a.

—L. dz + f {gg + ay(z—a) + ag(z~a)2 + --+}dz
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\f ) ;(_21—2)5; z=10,—-12. ¢ — 0 es un polo simple, z = —2 as un polo de orden 3. Entonces:
'
' Ei resid =0 lmzr o tar = 2 |
tesiduo en z =0es limz--pr 55 = g |
. 1 1 N
El residuc en z = —2 es zl_ln.nlz o d_ﬂ{(z+ 2)% . Zm} . /,n
_ g VRN C . 172y )
- ,_‘.ngdzﬂ F n Py RN 2 - -3

(Obsérvese que estos residuos pueden obtenerse también de lus goclicientes de 1jz y Lz + 2)
en las respectivas series de Laurent [véase el problema 30{e)].

t
{c} rz_ez_‘ﬁ: z =23, es un pole de arden 2 o polo doble. Entonces:
.
{ £14 d
El residuc es Eiunk%i(z— n2 - (zzf—:;))} = li_l"naa{zez‘) = 11_.mq (ot + ztext)

= €% + 3teM

(d) z = 5w, es un polo de arden L Entonces:

El residua es lim (z— Bry B2 - (lim 5:—55)( lim cosz) = (lim 1 )(—1)
F L1

3enz res5r SENZ = BT z— 57 COSZ
= (-1-1) = 1
Aqui hemos aplicado la regla de L’Hospital que, como puede demostrarse, es vélida en variable com-

pleje.

33. Si f(z) s analitica dentro y en la frontera de la regién comprendida por una curva
cerrada simple, excepto en algunos polos interiores a, b, ¢, ., demostrar que

§ fie)dz = 2 i lsuma de los residuos de f(z) en los polos a, b, ¢, etc.
[

Véase la Fig. 5-13.

Por un razenamiento similar al del prublema 20
(es decir, mediante la censtruccion de cortes de cruce
desde € hasta Cy, Ca, Cs, etc.), tenemos que

§f(z)dz = f f(z)dz + H2ydz +
Yo ey o,

Fig. 5-13

Para ¢l polo a,
a

flz) r_ﬁl_+...+_a'l+a + afz—a) +
{z—ajm (z—a) 0 !
Entonces en el problema 31, Hoyd: = 2mia_,.
Cl
b_. b_;

Analogamente, para el polo b, flzy = (7__!,)“ + -+ m) + by + bfz -8 + -

de manera que fzydz = 2rib_,
Cqg
Al continuar de esta manera vemos gue
§ flgydz = 2rila.y+b_y+ -1} = 2rilsuma de los residuod).
¢
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2
34. Calcular :f __edz donde C es dada por (a) |z| = 3/2, (b) |z
;
\ . . _ az _ = |
El residuo en el pole simple z = 1 es llj} {(z 1) PR 3)2} = 13 -
El residuo en el pole deble 2 = —3 es ) \:
4 e o (a—lpe—er _ —Bed
Jim g {“”’ [P ) PR 3)2} = N Teoe T T
(a) Como |z| = 3/2 encierra solamente el polo z = |,
la integral requerida = 27i (16) = %e
(b) Como |z| = 10 encierra los polos 2z = 1y z = —3,
la integral requerida — 2ri [ 5 — 22 ! ~ zile — be”d)
gral req m™\16~ 18 - 3

EVALUACION DE INTEGRALES DEFINIDAS

35. Si |f{z)] = % para z = Re® donde kb > 1y M

son ¢constantes, demostrar que lim f(zydz = 0
Rorw o/

donde T es el arco semicircular de radio R que
se muestra en la Fig. 5-14.

Por el resultado (7¢) de 1ln Pdg. 140 tenemos que -

U; f(z)dz| s fr sl = M.or = ZX Fig.5-14
puesto que la longitud del arco L = «R. Entonces
lim () dz | = 0 de modo que Hm f fizyde = 0
Heew R—vea J)
36. Demostrar que, si 2= Re®, |f(z)| =, k>1 si f(z) = 1 .
R" 1+
L = L = 2 si R es suficientemente

. " 1

= if = = = —_
Si z = Reff, iz 1+ Rigtis| = |Rigtig) — 1 Ri—1 ke
grande (digamos por ejemplo R > 2) para que M = 2, k — 4.

Obgérvese que se ha utilizado la desigualdad |z; + 24| = |2)] — |z,| donde z; = Riet®® y 2z, =1,

dx

37. Calcular f
o

+
=

1

\%

Considere § + donde C es el contorno cerrado del problema 35 consistente del segmento rec-

tilineo de —R a R y la semicircunferencia I, y el recorrido en el sentido positivo.
Como z* + 1 = 0 cuando # = 7if4, 37/4 39/ o77/4  ogins son polos simples de 1/(7_i - 1}.
Solamente los polog gmi/4 y edm/destdn dentro de la regidn. Usando la regla de I’Hospital,
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Residuo en evi’t = lim ) (& — ) gfll_ l
amemit ] z :
; I
- s.l]:?iﬂ‘d. a3 4 ¢

-

: I T P S— 1 J x - ITEE) i
Residua en e ;—}:zm"““ { -'34 ’,r
- -T/
1 1 . S
— li A = L anin
‘_,::l}im 4zt 1" !
ff
X I
. dz o it—fvi L 1p-smidy . TYE i
Asi e il 2ri{le dmitt 4 le-dald} - 3 (n
Sz
) "R iy v J. __'i’{__ _ 7VE (2} z
es decir, Jo. ¥ RN - 2

Tomando el limite cuandn B —w en los dos miembros de {2} y usando los resultados del problema 36

lenemns que

L ) j, dx 7__\/5

gm ) gt RS I U
* dx jw dx . . V2
. L L ral .
Como J‘_m 1 2 s o la integral requerida vale 1

. - rEdx _ T
38. Demostrar que J:m TP 125+ D) = =5

z2

Los polos de (24 1)2 {2+ 2z + 2) encerrados por el contorna € del problema 35 son 2z = i de orden
2y z = —1 + {deorden 1.
. ) 4 . 22 1 9 — 12
X , _ im A& Az e _
El residuo &n =z i es 2'11‘11[_ e ] (z—1) PRy ey Py Py ‘> 150
\ . . 2 3—4di
E! resid = 1 4 {es 3] 19— = = =
resiuo en @ doies im (2 D AT Tl —E 149 25
. : 2% dz [pi—1z | 3-4i] Ta
. [ ol . 2 -9 L B g R . = 1T
Entonces .‘ﬁ, (FTIEEE T 221 2 AT 2 [ 50
R " - 2
o [’ z? dx : j 2% dz _ =
Jop et 1Pt 2 +2) Jp (22+ 12 (=2 + 22+ 2) 80

Tomando ¢l limile cuando K —= ¥ observando que la segunda integral tiende a cern por el problema

45, obtenemos el resultade requerido.

2
39. Calcular J‘ J'q»—
s o + 3send
. 9 — o—if oz .
Sea z — ¢®. Hntonces seng = g 2: = Z 2: , dz = ie¥ds = izds de manera que
J‘E" ds _ § dafiz _ £ 2dz
s o+ 3seng Je 2 —z 1) 322+ 100z - 3
: : i

5+ 3(-~—~22 )

donde € es la circunlerencia de radio unidad con centro ¢n el origen, como sc muestra en la Fig. 5-14.
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Los polos de 3—2112T4J2 son los polos simples
z iz --
s = —10: = /—100 + 36
6
_ —10i 8
6
= —3i —#/3. .
Fig. 5-15
Solamente  i/3 estd en la region interior a C. ® \\‘
, e i 2 L 2 N
. If:s‘d_‘:“l en —if3 = lim ("’ + 3)(3zﬂ+ 108z = 3) = L Um Gream 4 Perlaresle
e L Hospital. e
Sl
Entonces § ﬁ#z_lcll)%_d = 2 (Tﬁ) = % es ¢l valor requerido.
W Z= -
2
cos 34 ™
40. Demostrar que f ——20T _dy = —,
d s b —4cosd 12
Joz—1 aig - 3i 3 - ,
Si z=e"¥ cosd = z{_z’ cos3s = 2o te® _ Atz s' dz = iz de.
2 2 2
Entonces fhr _cos3e ds = § _ Az o+ 2Ty ah/E dr -]-'-. § I .k S dz
) s 5 dcosp Jo 2+ z—1\ iz 2it. B2 1)z~ 2)
[ 4(7

donde C es el contorno det problema 39.

El integrande tiene un polo de orden 3 en z = 0 ¥ un polo simple z — } en la region encerrada por C.

i - . lim L Pl &+l |2l
El residuo en z = 0 es L]_]:nnm e {z Fr =T 2)} = R
. . 241 _ 65
El residuo en z = § es ZET‘E {(z—%) W} = -
1 B41 1, ./21 6] _ = R
Entonces .__.§ ot 4 = —=d = —aal = i3 como se queria de
mostrar, 2t e 232z — 1z — Z) 2 8 X 12
. M "
41. Si [f(z)| = Ry para z = R*?, donde £ > 0y M son constantes, demostrar que
lim emf(zydz = 0
R+ /T
donde I es el arco semicircular del contorno del problema 35 y m es una constante
positiva.
n .
Si 7z = Reif, f gmz fizy dz = f eimRe® £ Roit) (Reif dg,
r 0
T L .
Entonces f e'mReisf{Re"s) iRe da = [ &mRelf f(poit) (R ei8| dg
0 4

rw
= ' eimRcos® — mRwenf f{Reb) R0 da
“o
's
- f ¢ mReent If(Re0)| R de
0
w /2
= }% I. e~ mRsend dg = 2:_{] fﬂ g—mRsend dg
“a B o
I v
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Ahora, seng = 28/r para 0 = 8 £ #/2 (véase el problema 3, Cap. 7). Entonces la iltima integral

es menor o igual a "
AT
2 j etmrtirdy = IM (1 g-mmy

Cuando R — = esto se aproxima a cero puesto que m y & son positivos. Asi queda probado el resultado
requerido.

42. Demostrar gue J; %dm = %e*"‘, m > 0.

Considérese § z:i_':zl dz donde C es el contorno del problema 3h.
[

El integrando tiene poloa simples en z = = { pero Gnicamente z = | estd encerrado por C.
. . li . gl 1 e m
El residuo en z = 1 es qui (z—1) (z—_;)(m” — oF
simz e m _
Entonces ‘ﬁ' h dz = 21”( % ) = we"m
R . .
ell’ﬂz ennz
dr + j ——dz = e~ m
0w .f,ﬂx2+1 LB i
R " sen i imz
decir j COSTRE dx + -ij- IENRT dr + j L4 = e—m
s = = P 2F1 N
d EJ-H COSME 4 o4 J gimz d m
—_— . dx — G2 = e
e manera que s LT T

Tomando el lim R »« y usando el problema 41 para demostrar gue la integral a le largo de I' tiende
a cero, obtenemos el resultado buscado.

=
sena T

. Demostrar ue | Sas - 2.
emaostrar que . T X 2

El método del problema 42 nos lleva a consi-
derar la integral de e¢®*/z a lo largo del conlorno
del problema 35. Sin embargo, como z = (O per-
tenece a la trayectoria de integracién y como no
se puede integrar sobre un camino que pase por
una singularidad, debemos modificar dicho con-
torno para que no pase por z = { cambidndolo
por el contorno €' o sea el ABDEFGHJA, que se
muestra en la Fig. 5-16,

Como z = 0 estd por fuerade C', tenemos que Fig.5-16
elx
—dz = 0
o F
"oz v gt R i iz :
o j Cdx + ‘ﬁa'z +‘f Liall je—dz = 0
P gz . x F
la BRREFG

Remplazando x por —x en la primera integral, al combinar ésta con la tercera, obtenemos

R . - ; .
gir — g—ir ez iz
f -'—I— dx + f 7 dz + J ? dz = 0
“r ..
Hta BDEFG

R v plr i
o bien ) 2if Bhdr = - ‘ i — ‘f % dz
r * H
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Hacemos que r -+ O y A — «. Por el problema 41, la segunda integral de la derecha tiende a cero y con
la primera ocurre gue
. O giret? L 0
— lim r ire?ds = — lim jere™ dg - i

ity b Sy

puesio gue podemos tumat limite bajo el signo integral.

Tenemos entonces gue

«R 3

. . sen . sen T

Tim 21J ——dx = i 0 J- dr = 5

R . x PO 2
r—{

PROBLEMAS VARIOS

44. Consideremos una transformacién del plano z (plano xy) en el plano w (planc uv) defi-
nida por w = z?, consideremos también el tridngulo del plano z cuyos vértices son
A2, 1), B{4,1), C(4,3). (@) Demostrar que la imagen o aplicacidn de este triangulo
es un tridngulo curvilineo del plane uv. (b) Hallar los dngulos de este tridngulo curvi-
lineo y compararlos con los del tridngulo original.

{a) Como w — 22, tenemos que u = x2 — y2, v = 2xy son las ccuaciones de transformacion; entonces el
punto A(2, 1} del plano xy se aplica en el punte A'(3, 4} del planu uv (obsérvense las figuras)., Analoga-
mente, los puntos By C se aplican en B’ ¥ C' respectivamente. Los segmentos rectilineos AC, BC, AB,
del tridngulo ABC se aplican en los segmentos parabdlicos A'C', B’ C’, A'C' del tridngulo curvilineo A'B'C’
con las ecuaciones que hay escritas en las partes (a) ¥y (&) de la Fig. 5-17.

) C'(1.24)
¥
x
[
(a) L
Fig. 5-17
. ) dv 2 1
(&) La pendiente de la tangente s la curva v = 4(1 4 uen (3, 41es m = 5~ = = = 5-
did (5 4 Viea 4
La pendiente de la tangente a la curva u? = 20 + len (3,4} es My = %i = u = 3
13,4

En A' el dngulo # entre las dos curvas estd dado por

—m 3_
tang = 2 LI &

= = 54
T, — T Y i

Andlogamente, podemos ver que el angulo entre A’C" y B'C’ es =/4, en tanto que el angulo entre
A'B y B'C'es #/2. Resulta entonces que los dngulos del tridngulo curvilineo son iguales a los correspon-
dientes del tringulo original. En general, si w = f{2) es una transformacion tal que fiz) es analitica, el
angulo entre dos curvas del plano z que se intersectan en z = zgp tiene la misma magnitud ¥ sentido
(orientacién) que el angulo entre las imagenes de las dns curvas, siempre que ['{z9) 7 0. Esta se llama la
propiedad conforme de las funciones analiticas y por esta razén la transformacién w = f(z) s& lama una
transformaciér conforme o oplicecidn conforme.
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45,

46.

TEQORJIA DE VARIABLE COMPLEJA [CAP. 5

Consideramos la transformacion del plano z en el plano w definida por w = 'z Un
punto se mueve sobre la vircunferencia|z| — 1en sentido positive. Demostrar que cuando
el punto ha regresade por primera vez a su posicion de partida, su imagen atn no ha
regresado, pero cuando ha llegado por segunda vez, su imagen regresa por primera vez
a su posicién de parlida.

Gen 2 —eff. Entonces w — v Z = ei®’2, Supongamos que 8 = 0 corresponde a la posicion de partida.
Entonces z = 1 v w — 1 [correspondicnies a A y P en las partes {g) y (b) de la Fig. 5-18].

plano w

planoz

(a) (&)
Fig. 5-18

Cuando se ha realizado una revolucién completa en ef planu z, 8 = 2w, 2 = 1, pero w = el®/2 = ¢im = —1
de tal manera que el punto imagen no ha regresado aun a su punto de partida.

Sin embargo, después de dos revoluciones completas cn eiplanoz, 8 =dr,z=1yuw = pi#/2 = el = 1
de tal suerte que por primera vez ha retornadoe a su punto de parlida el punto imagen.

De lo anterior, se deduce que w no es una funcién sino una relacidn o valor doble de 2, es decir, que dado z,
hay dos valores para w. 5i queremus considerarla como una funcion debemos restringir 4. Podemos escoger
por ejemplo que ¢ = 8 < 2w, aungue hay ntrag posibilidades. Ksto representa una rama de la relacién a dohle
valor w = +7z. Si salimos de este intervalo encontramos una segunda rama, por ejemplo en 27 =8 < dw,
El puntu z = O alrededor del cual se efectia la rolacion se llama punto de ramificacidn. En ferma equiva-
lente podemos asegurar que fiz} = 'z es una funcién al imponerle la condiciéon de que no corte el eje ()x que
se llama una reeta-de ramificacion.

@

xP! ™
l+xdx = Senps’ 0<p <l

Demostrar que

zp- 1
o1tz
ramificacién, escogemos nn contorno (' como vl de la Fig. 5-19

en el cual AB y GH en realidad coinciden con el eje x, pero
se dibujan scparados para lograr ung mejor visualizacion,

dz. Como z = Qesun punto de

Consideremos

El infegrando tiene coma polo a z = - 1 que estd en-
cerrado por C.
El residuc en z=—1 —e™ es
lim (z+1) ! (emijr—1 (p—Dimi
im (2 - = eTiyp— B
T -1 1+z2
-1 ) )
Entonces 2 dr = Zpietp )W
Jol+z

omitiendn el integrando escribimos

I + J‘ + ‘[ + j = Z2pietr D7 Fig. 5-19
AH

BDEFG GH Hla
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Entonces tenemos gue

R — 2 . . i : L] : :
=1 J‘ (Rei®)r—1 (R dg " {pelmi)p—1 I‘ {reit)n—1 ireit dg .
F dx Uee'™)T “nerdy et \reT)  Cwren ad o _ lalp—11
[ i § 1T Rew ") T B ) T e Brietrm b

Aqui hemos utilizado z — xe®™ para la integral a lo largn de GH puesto que el argumento de z se incrementa
en 27 al recorrer la circunferencia BDEFG.

Tomando el limite cuando r =0 ¥y R == y teniendo en cuenta que la segunda y la cuarta integrales
tienden a cero, encontramos que

= p N
P 1 g2milp- 1) gn—1
dx % . dx = - eln— i
Jy 1tx * - 1+ = Zre
“ gp—1
© sea (1 — e¥rite—1d r T3pdr = 2rier v
Jy :
el . .
zp L wigl® 1mi ; .
de manera que J dxr = 2"'“3., R - x SN s
s l1t= 1 — e27itp— 1) wPTE — p- wm 5en P

Problemas propuestos

NUMEROS COMPLEJOS, FORMA POLAR

47.

48.

62,

53.

4.

Efectuar las operaciones indicadas:

. . . 5 10 . — 412
(@)2(5—3) — B(—2+1) + 5li— D) (c) Py + 115 (e} %—+—::|

) 131 {1+9(2+30d— 29
(B} {3~ 209 {d} <1+5> N THtzead—n

Resp. (@) 1—4i, (B) —9 —46i, (&) ¥ — Zi, (e =1, (e) 8, (N ¥~ %i

2y .
= ﬁ ,  {b} 28 = |z;|2 y decir qué restricciones hay.
T2

2]

Si z; ¥ za son complejos, probar que (a) ™
H]

Demostrar que {a) |2y + 2| = lzyl + |22, (B) |;t ozt oyl = gyl + Yzl 4+ |zal, {6 lzy —29' = |agf — |2l
Hallar todas las doluciones de 224 — 88— T:2—8z+6 = 0. Resp. 3, 4, —1 % H

Sean P; y Py los puntos del diagrama de Argand que representan a zq ¥ 22 respeciivamente. Constroyamaos
las lineas OF v (}Py, donde O cs el origen. Demostrar que 2, + 23 estd representado por ¢l punto Py, donde
0Py es la diagonal del paralelogramo con lados Py y (0F;. Esta se llama ia ley del paratetogramoe para la suma
entre nameros complejos. Por ésta y otras propiedades los complejos se pueden considerar coma vectores en dos
dimenaiones.

Interpretar geométricamente las desigualdades del problema 49.

Expresar en forma polar  (a) 'iﬁ +3i, by 224, (e) 1 — \/ﬁi, (d}y B, (&) —5i.
Resp. (r) 6 cis=/6, (&) 2\/5 cis 5774, (¢) 2cisbz/3, (d) Heis0, {e) §cis3r/2

: ! N a ° 4 g s L 12¢cis16°
Cajcular  (2) (2{cos 26 + isenZb 1 [8(cos 110° + i sen110°)], (b} T3 els 40502 ¢in 6297
Hesp. (@) —BVE + 524, (b)) —2i '
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55. Determinar v representar grificamente las raices que se indican a continuacidn:
(@) (Y2 + AVZHVS, (B) (-1, (o) (V3 — U5, (d) V4
Resp. (a) 2 cis15°, 2cis135°, 2 cis256°
(b} cis36°, cis 108°, cis 180° = -1, cis252°, cis 3247
() VZcis110°, VZ cis230°, V cin 350°
(dY cis22.5, cis 112,5°, cis 202,57, cis 292,5"

56. Siz, =r, cis #; ¥z, = rycis 85, demostrar {8} 2,2y = 773 cis (0, + 85), (B) 2,/z; = {ry/rs) cis (8, —#4).
Hacer las interpreiaciones geométricas.

FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD
57. Describir el lugar peométrica de {@} 'z4+2--3i = 6, (b} |z +2! = 2z—1l, (e} }e4+ 5 — -5 = 6.
Construir una hgura en cada ecaso.
Resp. (a) Circunferencia {x + 22 + (3 — 3* = 25, centro (—2, 3). radio 5.
(b) Circunferencia (x — 22 + v2 = 4, centro (2, 0), rudio 2.

(c) Rama de la hipérbola x2/9 — 32/16 = 1, donde 5 = 3.

58. Determinar la region del plano z correspondiente a:
(@ lz—2+i =4, B |zl =3, 0= argz = i, (e) lz— 3+ [z+38] < 10.
Construir Ja figura en cada caso.
Resp. (a) Parte esterior y frontera del circulo (s — 2)F 2 (v ~ D® = 16.
(4) Region del primer cuadrante acolada por 12 — x2 — 9, eleje ry larectay = x.

(c) Interior de la elipse x2 /25 — xv2/16 = 1

5%9. Expresar cada una de las siguientes funciones en Ja forma uix, v} + ivixr,y) donde o ¥ ¢ son reales.
(8} 22+ 2iz, (B) z/(8+2). (e} ', (d) In(i+2)
Resp. {a) & = x23—3xy?— 2y, v = 3e%y P+ 2x

22+ 3z + ¢ v = 3y
Etor Hyp2+9’ 26z +yi+9

() u= e FeoaZzy, v = ™ ¥ genlyy

) u=

Fl{0+2P+97, v=tan ¥+ 2k, k= 0,%1,22,. ..

() u 1+z

80. Uhilizando las definiciones, demostrar que {z} lim z2 = 23, {b) fiz) = 2% es conlinua en z = 7.
z— 2y

Bl. (a] Siz — wesuna raizde 25 = I distinta de 1, demostrar que la totalidad de las raices son 1, w, &%, o, &,
(b} Probarque 1 tw+ o+ A+ ot = 0.

()} Generalizar los resultados de las partes (@) ¥ (b) & la ecuacion = = 1.

DERIVADAS. ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

6L (g) Sia = fl2) = z ~ % calcular % directamente de la definicion.

(b} ;Paraqué valores finitos de z {(z) es no anslitica?

Resp. (a) 1 — 1/2%, (b) z=0

63. Considérese la funcién i == z4_ (@ Hallar las funciones reales 1 ¥ « tales que & = u + iv, (b} Demostrar que
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo el plano finito. (¢] Probar que u y « son funciones ar-
monicas. {dt Calcular du'dz. Resp. {a) u = 1 — 632+ 3, v = 4dxly — dxp? {d) 42
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64.

67.

Demostrar que f(z} = z|z| es no analitica en todas partes,

Demostrar gque f(z) = zi es analitica en cualquicr regién que no contenga a 2z = 2.

2

Si la parte imaginaria de un funcion analitica es 2c{1 —- ¥}, determinar ta) la parte real, (b} la funcién.
Resp. la) ¥2 — 1 — 2y 1 ¢, (B) 2iz — 22 4 ¢, donde ¢ es real.

Construir una funcidn analitica f(z} tal que su parte real sea »—= {(xcosy + v sen y) y que f{0) = 1.
Reap. ze -2 4 1

Demostrar que no puede haber funcién analilica cuya parte imaginara 1 — 2y,

Hallar f{z) tal que f(z}) = 42 — 3y fil + i} = —3i Resp. flz) = 222 — 32 + 3 — 4di

INTEGRALES DE LINEA

70.

71

Tz

4,2}
Calcular f {x +y)dx 1 {y — x) dv a lo largo de (g} la panibola y? — 1, (&) un segmento rectilineo,
ou.n
(¢} segmentos rectilineos de {1,1) a (1,21 y luepo a {4,2), (d) la curva 1 = 22 44+, y=t141
Resp. (a) 3473, (b) 11, (e} 14, {(d) 3273

Calcular f {Ix — v+ 40 dx + {5y + 3z — 6) dv alrededor del tridgngulo de vértices ©.0, 3,0, 3, 2) re-

corrido en la direccién positiva. Resp. 12

Cakular la integral de linca del ejemplo precedente, ahora alrededor de la circunferencia de radio 4 con centro
en {0, 0). Resp. 6z

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANQ. INDEPENDENCIA DEL CAMINO

73.

74.

75.

76.

77.

78,

Comprobar el teorema en el plano en f ir? — y3)dx (3T — 2xy) dy donde C es el cusdrado de vértices
c
en 0,00, (200, {2,2), ¥ {0, 2). Rexp. Yalor comin = 8

(a) Sea C una curva cerrada simple que encierra una region de drea A. Demostrar que siay, ag, a3, b1, be, By
s0n conslantes, entonces

f (axr+aytajdds + (biz+bay+bgddy = (b, —azdd
~c

(b)Y iBajo qué condiciones vale cero ln integral de la linea alrededor de cualquier caminoe C?  Resp. (bjay = by

Hallar el drea encerrada por la hipocicloide x2/3 yU3 _ g3
[Sugervncia. Las ecuaciones paramétricas son r — g cos? Ly = a sendt, 0=t =25} Hesp. 3xrat /8

Six = rcosd ¥y = rsen ¢ demostrar que 1 f rdy — vdx = -}f rids ¢ interpretar el resultado.

{a} Comprobar el tenrema de Green en el plano para f (x3 — x2y) dxr + xy*dy, donde C es la frontera
c

de la regin encerrada por las circunferencias x2 + v? _ 4y 12 4 ¥ = l16
(b} Calcular las integrales de linea de los problemas 71 y 72 mediante el teorema de Green.,
flesp. (o} Valor comim = 120

{z.1)

Demostrar que J- (Z2ry — y*+3)dz + (22— 4rp’) dy es independiente del camino que une a (1,0) y
.0

(2, 1}. () Calcular la integral de linea de la parte (a). Resp. (b) 5.
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INTEGRALES, TEOREMA DE CAUCHY, FORMULAS INTEGRALES DE CAUCHY

34i
79. Calcular .[ (8z + 3) dx:
1-zi
(a} a lo largo del camino 1 =2t + 1, y=4t2 —t —2donde 0=t = L
(b} a lo largo del segmento gue une 1—2i con 3+ 1.
{c) a lo large de los segmentos que van de 1 —2( a 14+ y luego a 3+ 4.

Resp. 17 + 19i en todos los casos

80. Calcular f {z2 — z + 2} dz, donde C es la mitad superior de ld ciccunferencia |2| = 1 recorrida en sentido
c
positivo. Resp, -—14/3
Bl. Calcular § 2—i5l_‘—5, donde C es la circunferencia (@) |z| = 2, (b) 1z — 3 = 2. Resp. {@) 0, (b) 5mi/2
Je
. 2
82, Calcular § (R J— dz, donde C es: (a} el cuadrado de vértices en —1 —i, —1+ i, —3 +{, -—3 —}
Je z+2)(z— 1)

{b) la circunferencia }z+i|=3, (¢) la circunferencia fz|= 2 Resp. (@) —8Bmxif3 {b) —2vi () 2%i/3

* H
83. Calcular  (a} # P?ledz, (b & (—:—i§1 dz donde ' es cualquier curva cerrada simple que encierra
Je T Jo 2

az=1 Resp. @) —2ri (b} wie/3

84. Demostrar las férmulas integrales de Cauchy.

[Sugerencia. Use la definicién de derivada y aplique la induccién matematica. ]

SERIES Y SINGULARIDADES
85. . Para qué valores de z converge cada serie?

@ 3 CEE gy 3 M o 3 cmrmiezer o

Resp, (@) Patatodo z {b} |z - ¢] <t {c)z=—1=xi

w©

B6. Demostrar que la serie =

¢4
— % e {(a) Absolutamente convergente, (b) Uniformemente convergente para
2| =1 noy mir+1) ¢

(z + &

=
87, Demostrar que la serie ,Eo or converge uniflortnemente dentro v sobre cualquier circunferencia de
radio R tal que [z +i| < R <2

88. En cada una de las siguientes funciones lucalizar todas las singularidades finitas; si las hay, identificar de qué

tipo son.
z—12 z 2241 1 sen{z — »/3) cosz
(e} 21 (b TESIE ) 5To. 73 (d) cos 2 {e) 32—, = N PRyl
Resp. (a) z=—§, polo de orden 4. (d) z =10 singularidad esencial,
(b) z =1, polo simple, z = —2 polo doble. (e} z = /3 singularidad evitable.
{¢) Polos simples z = —1 *®1. (f) z = =2 polos dobles.

89, En cada una de las siguientes funciones hallar la serie de Laurent alrededor de la singularidad indicada e iden-
tificar, en cada caso, el tipo de singularidad. Decir cudl es la region de convergeocia de cada serie.

co8 % 22
RS = 2g—1/2 gz = .z
{a) prat IRl (y z2e~ Ve, z=10 (e) ToirEr R z—=1
_ 1 z- T (z—==) (zfﬂ]"f”. " i
Resp. (a} = + 21 Y AT ,  polo simple, todo 2z ¥ 7
) 22 — z + 11 4 i _ 1 + - singularidad esencial, todo z + 0
2! 3tz 41 :2 51z8 ’ ’
1 7 9 9z —1) . o
[{=] 0 —1° -+ =1 + T =6 + ,  polb doble, 0 < |z - 1] < 4.
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RESIDUQOS — TEOREMA DE LOS RESIDUQOS
90. FEn cada una de las siguientes funciones, determinar los residuos en sus polos

2z 43 z—3 g¥t z
@ 2—g O zi5z © gom 9 @EIE

Rlesp, {a) z=2 74, z=-—21/4 (c) z=2; te
(b z=0; 8/25, z= -5, —B/ (d} z=i:0,z=—1;0
81. Hallar el residuo de e?¢ tan z en el polo simple z = 3= /2. Resp. —elst/2
92, Caleular 1dec da simpl i tados 1 los del int d
. u APESVPEEY onde C es una curva cerrada simple gue encierra tados los polos del integrando.

Resp. —Bwm!{

93. Si C es una curva derrada simple que encierra a z = =i, demostrar que
' q

zert
- (22 +1)2

dz = Jtsent
94. 8if(z) = P(2)/Q{z) donde P(z) ¥ g(z) son polinomios tales que el grado de P(z) es por lo menos dos menos que

el de Bz}, demostrar que § f(z) dz = 0, donde C encierra todos los polos de f{z).
c

CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

Usando la integracidn de contornos verificar gue:

2 dx “ dz =
95-I‘ﬂ;c—~:—w 1oo,r &z -
Jyo o1 /2 S, @1+ ) 9
2
2 de 2x J' © de b
96. L . o 101. LA
f_m 26 1 ab 35 ¢ s 2 —cosd NE)
97 rc dz  _ T 102 Jm do___ _ 453
TS (2242 32 “Jy (24 coss) 9
™
V= _r J‘ senfd 4. .. 7
= = . BN Y dp = T
88 J:, P 3 103 ) = dcoss B
£ am
de 3r
. —_——5 = —=a7" >0 104. f N —
99 J; = Fae B\/—E , @ o (I TeenZgp 2/2
b ne dé 2ran
105.f %:W, n=10,1,23.. 0<a<1
v
s _ (2a24 b3)x |
106.[ {c + beosgp (22— bI5/2’ a> ¥
»
x sen 2z _ we 4 f sen _ w(2e—3)
107..[; qu =" 110, | et 1 dzx = Te
» . —
1 cos27r9;d _ meT Ill.f senfz . _ r
o8 f i an = 7 e =
109J.m”9"‘“” de = 87 112, fwﬂa_”dg-, = 3=
gy w1 4 P 8
113. j‘: cl:::;lxz dx = 2cos;:{:r/2)' [Sugerencia: Considere £ c—‘;%]:;; dz, donde € es un rectdngulo de

vértices en (—R, 0), (R, O, (R, v}, (—R, 7). Luego haga que i - =]




172 TEORIA DE VARIABLE COMPLEJA (CAP. 5

PROBLEM AS VARIOS

114.Si z — rei® y flz) = ulr, §) F ivi{r, ), donde ry 8 son conrdenadas polares, demostrar que las ecuaciones de

Cauchy-Riemann son

dw _ lav o oav 1w
ar T 08’ ar r a8
115.8iw = flz)donde 2 = x | iv,w = u | fv ¥ [lz) es analitica, demostrar que el Jacobiano de la transfor-
macian es
a(u, v} ¢t 5
L 2)|2
o ) FAE)]
42,
116. Supongamos que F(x, ¥} se convierte en (¢, ¢} por la transformacion w = f(z). Tiernostrar que s %z 4
*
2 2, N2
% — 0, entonces en todos los puntos en que [ (z) =0, ?’hﬁ + :3_:3 = 0.
117. Demostrar que mediante la transformucion bilineal u = E:f——i—g, donde ad - be #= 9, los circulos del plano 2
-

se transforman en -irculus del plano w.

118, Si fiz) es analitica dentro y sobre la circunferencia |z —a| = R, demostrar la desigualdad de Cauchy,

n!M

@y = T

donde | fiz}| = M dentro del circulo. [Sugerenciz. Use las férmulas integrales de Cauchy.]

119, Sean (1 v C2 circunferencias concéntricas de centro en a y radios ry, ro respectivamente, donde ry < ro. Si
a + k es cualguier punto de la region anular comprendida entre € ¥ Uz y si f{z) es analitica en esta region.

demostrar el tearema de Leurent

flathy = 2 ah
-1 flz) dz
donde ay = 3 £ m
¢ es una curva cerrada en la regién anular y rodea a Ci.
. . 1 ftaydz 1 £ fH=)dz 1
l:bugerenaa. Exprese fla + h) — T iﬂ ;——WT}T) el ", - [aTh_‘; v desarrolle Py— de

dos maneras difere meai'

120. 1lallar oo desarrolio en serie de Laurent para la funeion flz) —~ _4_127{, 5 yue converge para 1< |z| <2y
diverge en cualquier otra parie. (= Wz )
, . A z _ 1 2 ) -1 . 1
[*"“é’"e”““' Escrba oy T T91 T idz i STUn | 15272 }
1 1 1 1 1 z z? Z3
Resp. @ At = z+l_§+T_§+




Capitulo 6

SERIES DE FOURIER
Sea F{x) una funcidon que satisface las siguientes condiciones: -
1. F(z) estd definida en el intervalo e < x < ¢ + 21.
2. F{x) y F'(x) son continuas seccionalmente en ¢ < x < ¢ + 2L
3. F(x + 20 = F(x}, es decir, F(x) es periddica con periodo 2, _ 7 o
Entonces, en cada punto de continuidad se tiene que *‘1‘\\ I a\n 4 /Iﬂ - (i“_}hl“‘%\’ lj&’ vy tl""j"}.h

Fz) = 2+ 2 an €08 28 4 buqen—\ ;T o
donde 2 ( Z 3 ‘!‘.l': g'— } X- J‘\ -‘)\ \J\IF‘\\ \ \
Gn = %_J:EHLF'(x) cosi’lr—{dx | N (E}T ( 3& \\:
A A ST ¢ SR T N
ba = %_j:HZ[F(z)sen'#dx ohe T L )‘l\&\‘;”‘f‘”hﬁ

En un punto de discontinuidad el miembro izquierdo de ({) se remplaza por 3/Fix + 0)
+ F{x —0), es decir, el valor medio en la discontinuidad.

La serie (1) en la cual los coeficientes estan dados por (2) se llama la serie de Fourier de
F(x). En muchos problemas se tiene que ¢ vale 0 o —-L Si { = =, F{x) tiene periodo 2r y
{1} ¥y (2) se pueden simplificar.

Las condiciones gue acabamos de establecer se llaman las condiciones de Dirichlet y son
condiciones suficientes (pero no necesarias) para la convergencia de series de Fourier.

FUNCIONES PARES E IMPARES

Se dice que una funcién F(x) es impar cuando F(—x) = —F(x). Agi, x*, x5 —3x* +
2x, sen x, tan 3x son funciones impares.

Se dice que una funcién F(x) es par cuando F(—zx) = F(z). Asi, x¥%, 2x% —4x® | b,
€08 x, * + e-zson funciones pares.

Las funciones que se muestran en las fguraq 6-1 ¥ 6-2 son impar y par respectivamente,
en tanto que la de la Fig. 6-3 no es impar ni par.

En las series de Fourier correspondientes a funciones impares aparecen sélo los términos
de la funcién seno. En las series de Fourier correspondientes a funciones pares aparecen sodlo

los términos del coseno {y posiblemente una constante que se puede considerar como un tér-
mine del coseno).
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U W:uil;m -
S, W | 11,

/4// | 7

'erinde
erindy
Periodo

P
P

Fig.6-1 Fig. 6-2 Fig.6-3

SERIES DE FOURIER EN SENO O COSENO, DE SEMI-PERIODO

Una serie de Fourier en seno o coseno, de semi-periodo, es aquella en la cual se presentan
términos del seno solamente o inicamente del coseno. Cuando se desea que una serie de semi-
periodo corresponda a una funcién dada, la funcién generalmente estd definida en el intervalo
{0, I) [que es la mitad del intervalo (—I, {):; de ahi el nombre de semi-periodo] y dicha
funcion serd, entonces, par o impar; asi quedard perfectamente definida en cualguier otro se-
mi-intervalo, por ejemplo en (—I, 0). En este caso tenemos que

2 - .
e, =0, b. = 1 f F{z)sen Ezitd:r para series en seno de semi-periodo l
[}

»

2 " . .
bn=0, a. = 7 f F(x) cosnilxda: para series en coseno de semi-periodo
4]

FORMA COMPLEJA DE UNA SERIE DE FOURIER

En notacién compleja, la serie de Fourier (1) con coeficientes dados por (2} puede expre-
sarse como

. £
£ e U
Fir) = 3 cogml E(N 3k (4)

al tomar ¢ = —1,

- %zf F(z) e e d (5)
e = -r\‘#t
Can b BT;;{\ FARRR N
1 : i

véase el problema 74.

IDENTIDAD DE PARSEVAL EN LAS SERIES DE F(_)!_]R]ER[ i e N
La identidad de Parseval establece que Q:\‘E] TE (e L (o4 ;’/
1 e = o o
1§ Feya = g+ T @b (6)
_ n=1

donde a. v bx estédn determinadas por (2).

Una consecuencia imporlante es:

. ! Ny -
,1‘1_1’11_[_[ F(x) seana: = 0
(7
. ' nrk
lim F(x) cos T dx = 0

e
-1

que se conoce como el teorema de Riemann.
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TRANSFORMADAS FINITAS DE FOURIER

La transformada finita de seno de Fourier de F(x), 0 < x < [ se define como
oy = | F@ sen 7 da 8)
1 .

donde n es un entero. La funcién F(x) se llama la inversq de la transformada finita de seno
de Fourier de f, (n} y estd definida por

F(x) = %ﬂ; f, (n)senfji (%

La transformada finita de coseno de Fourier de F(x1), 0. < x < [ se define como

o = f FaresEde (10)

donde n es un entero. La funcién F(x)} se llama la inversa de la transformada finita de coseno
de Fourier f_ (n) y estd dada por

1 0
F@) = 700 + 23 f i) cos2 13)
Véanse los problemas 9-11.

Las transformadas de Fourier son utiles -en la resolucién de ecuaciones diferenciales
[véase el problema 32].

INTEGRAL DE FOURIER

Supongamos que F(x) satisface las siguientes condiciones:
1. F({x) satisface las condiciones de Dirichlet en cada intervalo finito — = x =1

2. j |F(x)| dz converge, es decir, F(x) es absolutamente integrable en — = < x

< o,
Entonces, el teorema de la integral de Fourier establece que
Flx) = j‘ {A(A) cos Az + B()) seniz) di (12
0
donde
AN = % f F(z) cos rr dz
(13)
B}y = lf F(z)senaz dx
m -«
Esto puede expresarse en [orma equivalente como
F) = 21_ f f F(u) cos A(z —u) du dA (14)
T Vh=—o Jy=—w

El resultado (12) es valido si xr es un punto de continuidad de F(x). 8i r es un punto de
discontinuidad, dehemos remplazar a F{x) por #F(x+ 0} + F(x —0)! como en el
caso de las series de Fourier. Tal como sucede con las series de Fourier, las condiciones ante-
riores son suficientes pero no necesarias.
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La semejanza de (72) y (13) con los correspondientes resultados (1) y (2) para series de
Fourier es aparente. El miembro derecho de (12) se conoce como el desarrollo de la integral
de Fourier de F{x) o simplemente como la integral de Fourier.

FORMA COMPLEJA DE LAS INTEGRALES DE FOURIER

La integral de Fourier {12} de coeficientes {13) puede expresarse en forma compleja como

F(z)

21; J e d,\f Fiu) e du (15)

= 5 [ § Feecaua

Véase el problema 77.

TRANSFORMADAS DE FOURIER

De (15) se deduce gue si [00 - E .
P \u(_ . N E{.\‘ { W
flyy = f e e Py du )l\k\r\l‘\ ‘j Oi ) . (16)
F — 1 * thu ° K “‘] r‘ I o N \‘Q t
Fntonces w = o e fgda oA xf'\l\ ¢ U

que es F{x) al sustituir u por x.

La funcién f(A) se llama la trensformadea de Fourier de Fix) y usualmente se denota por
fla) = FIF(x). La funcién F(x) es la transformada (nversa de Fourler de f{A) v se de-
nota por F{z) = F7Uif(r)l Se dice también que (i7) es una férmula de inversion co-
rrespondiente a (16).

Obsérvese que las constantes que preceden los signos de integracién son arbitrarias; la
Gnica condicién es gue su producto sea 1/2x. Si cada una vale 1/\/2= obtenemos la lla-
mada forma simétrica. )

BT O e A lv
TRANSFORMADAS EN SENO Y COSENO DE FOURIER

La transformada (infinite) en seno de Fourier de F(x), 0 < z < =, se define como
f) = j F(u) sen A dut (18)
u

La funcién F(x) se llama la inversa de la transformada en seno de Fourier de fg (X)) y esla
dada por

Fx) = %fﬂmfs(a) senxx da (19

La trarsformade (infinite) en cusena de Fourier de F(x), 0 < x < =, se define como

( ,”‘(\\-‘f R) Ty = J; ) F(u) cos au du (20)
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La funcién F(x) se llama la inversa de la transformada en coseno de Fourier de f, (X)), ¥ es-

ta dada por : .
Flz) = % f f.(A) cos Az da @n
[1]

Véanse los problemas 18-20.

Las iransformadas de Fourier son utiles para resolver ecuaciones diferenciales [véase et
problema 33].

TEOREMA DE LA CONVOLUCION

La convolucion de dos funciones F{x) y G(z), donde — w0 < x < o, se define como

F*G = f FluyGlz—uwyde = Hz) (22)
Un resultado importante, conocido como el teorema de la convolucidn pare transformadas
de Fourler es el siguiente;
Teorema. Si H(x) eslaconvolucionde F{zx)y G (x), entonces

{ ,, Hz)e ™ ds = { f : F(m)e~mdz} { { G(z)e—wd;:} (23)

— o

0 FiF*Gy = F{F} F{G} (24)

es decir, la transformada de Fourier de la convolucidn de F y G es el producto de las transfor-
madas de Fourier de F y (.

IDENTIDAD DE PARSEVAL PAKA INTEGRALES DE FOURIER

Si la transformada de Fourier de F(x)} es f( o), entonces

f_ : PR de = 2—17 f_: R da 25)

EsLo st llama la identidad de Parseval para integrales de Fourier y es susceptible de generali-
zaciones véase el problema 80).

RELACIONES ENTRE LAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE Y FOURIER

Consideramos la funcion

e" oty t>0
FO = 9, t<0 (26)

Al sustituir A por v, en la formula (76) de la pdgina anterior, vemos que la transformada de
Fourier de F(t) es - "
FIF{E)) = f e Frint p(fy df = f e~ o(t) di 27
Q ]
donde s = x + iy, El miembro derecho de (27) es la transformada de Laplace de $(t}; este
resultado establece la relacién entre las transiormadas de Laplace ¥ Fourier, e indica ademads
la necesidad de considerar a s como una variable cumpleja x + 1y.
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Para indicar mejor esta relacion, notese que si F(¢)y G(¢) son nalas parat < 0, la con-
volucion de F y G dada por (22) puede expresarse como

FrGg = f F{u) G{t —u) du (28)
(1]
y (24) corresponde a
LIF*GY = £(FY L6} (29)

en concordancia con (17), Pég. 45.

Come para la transformada de Fourier existe una férmula de inversion {/7) correspon-
diente a (16), es natural pensar que hay una férmula de inversién andloga para la transfor-
mada de Laplace; en el capitulo 7 se deduce dicha fdrmula de inversion.

Problemas resueltos

SERIES DE FOURIER

' t
1. Demostrar que f sen #dm = J‘ cod '-ki:d:r = 0 si k=128, ....
-

. [
-}
bor o _ L kesf _ L o =
J.lsen—l-dx = T S5 3 L k‘_‘_coskr.—ka”cos( key = 0
7
I x !
J!cosﬁf?dw = Esenk—g » = Esenkr~£—;sen(—kn) = 0
! f
Mk it Ms Nz 0 m=n
2. Demostrar ({a} f cos—l—ﬁcos‘ﬂr—r—d:c = f sen ———_r{sen—ﬂidm =
; ! : l l I m=n
t
] > =X
1)) f senm—;r-cpSTdn: = 0
-1

donde m y n pueden tomar los valores 1, 2, 4, . ..

(a) Sabemos gue cos A cos B — dlcostA—H1 + cos{A + B), sen A sen B = 4icos(A — B —
cosld + Hy.

Entances, si m # n, tenemos, por el problema 1, que
At

-] ~! [ —_— - )
l cos T Gos L 4y = 1 J ! cos {m — nlrx 4+ oegsmAmmxl 5 o g
Jo I ! 2t ! 1

Andlogamente 8i m 95 1,

N ] _ Lo
I sen ~o % sen 7F ga 1 f ! eon (m = nlrz_ cos (ntnpz| g, = o
J, ! ! 2J ] i I
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Sim=n
! mrx nrE 1 (¢ 2
f cof =% poa — - dx = —f 1 + cos nvx) dz = 1
. ] t z2J ]
at t
en™E w2 e = (1P =
— I [3 2.J, {

Obsérvese que si m = n = { estas integrales son iguales a 2! y 0 respectivamente.

{4} Tenemos que sen A cos B = iisen(A—B) + sen{A + B)l, Entonces, por el peoblema 1, si m #n,

i 1 —
.f sen 27T o0 T dr = 1 S Gln) + sem fmimmzl o0 - g
- 3 1 2J_, i 1 '
Sim=n,
Wl 3
sen BT oo BT gp = 1 f Sen 2wz de = 0
5 l 1 2 1

=1

Los resuitados de fas partes (a) y {b) siguen valiendo cuande los limites de integracidn se remplazan
pore, ¢ 4+ 21 respectivamente.

3. 5ila serie A4 + E (a,. cosp—g%-i- b, sen n;—x) converge uniformemente -a f(x) en

=l

(—1i, D), demostrar que cuando n = 1, 2, 3,. . .,

1t Nrx 1t fnT _ @
() an = If..t Fz) cos ™[ dz, () ba = IJ"_] F(z) e 2 dz, (0) A = -

{a} Multiplicando
Flz) = A+ 3 (aucosnlﬂ + b,‘senﬂ’;E) (1)
»=1

pur cos m;rz e integrando de -{ a I, tenemos, par el problema 2,

J‘:[ F(s) cos m;:u dr = A J‘il cos m’;m dz L} (2)
= al  simwo
Asi, &, = %f{ F@)eos ™2z sim=123..

(b} Multiplicando (f) por scn m;z e integranda de —{ a [ obtenemos, haciendn uso del problema 2,

t t
-[tp(z)senm?xdz = A-[Isenm;mdz (3}
© ! L
+ 3 a..._f SEDm?x cus%dz + blf sen 25F gon TTE iy
n=1 -1 0 I {
= byl
!
A, b, = %f F(z)sen”‘;’dz sim=123,...
-1
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{¢) Integrando (7) de — a !y usando ¢l problema |, obtenemos

13 vi
f F(zyde = 2Al o A4 = % J F(x) dx
ey -t

L
Haciende m = 0 en &l resultado de la parte (q), encontramos &g = %f F{z)dz de mane-
i
ay
raque 4 = 5
Los resultados anteriores son vilidos también si los limites de integr.«wian —I [ se remplazan por
c,c — 2l

Obsérvese que en todo lo anterior es valido el intercambio de la sumatoria con la integral; esto se
debe a la hipétesis que las series convergen uniformemente a F(x) en {—{, 1], Alin en el caso en que no se
garantice esta hipétesis, los coeficientes amy bm e llaman coeficienles de Fourier, correspondientes a
F#(x) v la serie de Fourier correspondiente a estos valores de am ¥ by se Uama la sverie de Fourier correspon-
diente a F(x). Un interesanie problema es el de investigar las condiciones bajo las cunles esta serie con-
verye realmente a F{x). Son condiciones suficienles para tal convergencia lag condiciones de Dirichlet que
se enunciarin posteriormente [véanse loz problemas 12-17].

4. {(a) Hallar los coeficientes de Fourier correspondientes a la funcion

¢ 5<e<0 )
Fiz) = Periodo = 10
|3 0<x<b

{b) Escribir la serie de Fourier correspondiente.

(¢} ;Cémo podria definirse F{z}en x = —5, x = 0y x = 3 para que la serie de Fou-
rier converja a F(x) para —H = x =57

En la Fig. 6-4 aparece la grifica de F{x).
Fia),

w=— Periode -~

_———— — ————

3
* T
T T f r - ™
-15 -10 -5 3 10 15
Fig. 6-4
{a} Periodo = 21 = 10y i = 5. Como intervalo ¢ a ¢ + 2 escogemos al que va de —5 a & de manera que
¢ = —5, Entonees .
o+ 2 ~ 5
a, = %J‘ Fz) cosn";:ﬁdm = % [ Fi{x) eos %d.ﬂ
I -
=1 { I‘O {0} cos NTE dr o+ JJ {3} cos azE dx-‘L - 3 J'5 cos 725 dx
81/ 5 o 5] >+ 5
a Y
= g(* aen? . 1} si w0
. SJW [ 3 fﬁ
S =0, = = = - d; = = dr = -
in=10 ay, ity 5J, cos —g— g x 3
b - ! JHIHLF(:I!] sen S dw = 1 fﬁ F(x)sen B e
" iJ " 5.0, 5
1 o nrr s wTy 3 3 nrx
- T e t
= 1 mrr g f T :7[-L
H i J_E{O)Sen g o . : (B)sen 5 x} 5. sen —¢ dx
3 5 nrz 18 3(1 — cos nx)
= sl M T e
T P 5
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entonces la serie converge a F(x) para —0

(a)

SERIES E INTEGRALES DE FOURIER

La serie de Fourier correspondiente es

181

ap < Nek 3 a1 cosnr) X

-0 TE b - jinkd

5 §1<“ cos ™ 7 * o+ bysen I ) g * El P n7g
~ 3 . G T 1 Arx 1- 57':6
_2vn<se"5*sq""5+5

n5 +)

Como F(x) satisface las condicinnes de Dirichlet, podemos decir que la serie converge a F(x) en todos los

Fla+0) + Flz—0)

puntos de continuidad, v a o)

en los puntos de discontinuidad. En x =

—5, 0

¥ 5, los cuales son puntos de discontinuidad, la serie converge a {3 + 0)/2 = 3/2 comoa se ve en la

grafica. Si definimos F{x) como

“a/2 r= -5

{0 —bs<a<0
Fig) = < 3/2 r=10 Periodo = 10
’ w:i 0<x<h

372 x=5

h= g o

A

= b

La gnifica de F(x) con periodo 2x se muestra en la Fig. 6-5.

Desarrollar F(x) = x2, 0 < x < 2r en serie de Fourier si (a) el periodo es 2=, (b} el pe-
riodo no se especifica.

Esto es valido para 0 < x < 27. Fnx = 0y x = 2 la serie converge en 2o2.

Fix}
/ / 4 7 /
£ £ £ / /J’
7 /! ! rs
s s / 4r® / ’
‘ 7 d e //
.t/ _// // - - T
| | T i) | | |
—br —dr —2r 2r A 6
Fig.6-5
Periodo = 2{ = 27, luegn ! = ». Tomando ¢ = 0, ohtenemos
1 e b2 1 T
a, = n j F(x) cos —_ d:c = = J x? cos nx dx
. = J,
_ lf <qqnnx) (2)< cosn.c) n 2(—59:‘:ﬂ>‘>2“’ - ig' 0
T l s i o n
3
Sin=0 a = IJ 2ldx = 3—‘;-.
o+ 2 T
b, = % ‘ F(r)sen m;i de = 1- J x? sen nx dx
g o
1 ;r COB BT { sennx COS RE l & —d7
= 3)( > - (22:]( i + (2 —Tz-i—- J = T
s \ nt o
4r? < 4
Entonces Flzy = af = ;— + E ( 3 COSNE — 1_: sennx) .

(b} Si e} pericdo no se especifica, no cs posible determinar univacamente la serie de Fourier en general.
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FUNCIONES PARES E IMPARES. SERIES DE FOURIER DFE SENO Y
COSENO DE SEMI-PERIODO :
2
6. Si F(1) es par, demostrar que {a) an = 1 f F{x cosll%x dz, () ba=20,
[}

1 . @ 4 .
(a) 4 = %f P eos™2az = 1| P@eos™ Tz + %f Fla) cos 7 da
—1 -1 [}
Haciendo x = —u,
0 t "L
1 f L AP f R e -1 J e
i -IF(:;) o8 —; dr = 1), F(—u) coe\ T dae = 1), F(u) coa i du
ya que por definicién de funcién par, f{i—u} = f(u). Entonces
1 t L 1 ! nye 2 ! n
2, = IJ' F‘(u)cos%—‘idu +IJ' F{w]ccs%dz = ?f F’(z)cos%;ﬁdx
[ ¢ a
1 (! n 1 (° ner 1t nre
(k) b, = Tf F(z)sen 222 dz = —f Fiz)sen == ds + ; f F(#)sen o5 dz 1)
_ [ iJ_, { 1J, I
Si hacemos la transformacion x = —u en la integral det miemhro derecho de (1), ebtenemaos
1 0 Arx 1 ! nrid 1 ' n
7 J' F(z) sen —’;—dz = 3 J' F(—u) sen (—%) du = —73 f F(~u) sen-lﬂdu (2]
—t 0 [ fi}
1 L 1 ! nxk
= _ff F’(u)sénﬂ—’ry-du = .__f F{z) sen —— dx
; 1 TJ, I

hemos usado el hecho de que para una funcién par F{—u) = F(u) y en el ltimo pase, que la variable
muda de integracién u puede remplazarse por cualquier otro simholo, en particular por x. Asi, de (1) ¥

(2} tenemos que

1 t
b, = —%J[;F(x}sen%ﬁdx +%J; F(a:)senilzdz = 0

7. Desarrollar F(x}) = x, 0 < x < 2 en serie de semi-periodo (a) seno (b) coseno.

(a) Extendamos la definicién de la funcién dada a la funcién impar de periodo 4 que se muestra en la Fig.
6-6. Esta se llama la extensidn impar de F(x}. Entoncea 20 = 4,1 = 2

Fz)
’ V4 /
e 7 7/
Yy (4] rd z
T Pl T 7 I A T
- Pt -1y 3 VA s e
Vg rd 7 /
7/ 7/ Ve Ve
Fig.8-8
Aslan = 0y
2 : nrx 2 z AT
b, = T-I;F(z)g,en%dz = EJ‘; a:sen—é-gdz
_ -2 _mrey _ -4 _ nex\| [P _ —4
= {(z) (m_ cos 5 ) (1 (m senT)} ) e
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Entonces F{z)

o —4 nre
3 — cos ny sen ——
n=1 A7

2

4 fgeni® _ 1 8% 1 Bz
- 3 Ebe P 35(:‘112

(b)

F(=z)
,/\ N\ ~\ VA
, \ s N\ N 7 N
N s N N 7
W z
i T 1 [} T I
-8 —d - ] ol 4 [}
Fig.8-7
Asi, b, = 0,
2 J"l nre 2 fz nr
a, = = F(x)eos — de = < x coa —— dz
" tJ i 2./, 2 -
2 L 4 nrT 2
= {(z)(; sen —2“) - (1) (W 08 T)} R
= m = (coanr — 1) st w0
¥
Sin=0,ﬂu=jmd€l=2
~o
Entonces Fiz) = 1 + X —(1:05'1';:1-'—l)t:us’ilZE
; nirt 2
—_ 8 T 1 3rz 1 Brx
= 1 w*?G!GS"LZ-"Fﬁ(:t:lBT+§13,1:IST+ "')

Se notard que la funcidn dada F{z) = x, 0 < © < 2 csta "iguslmente bien representada’’ por las dos
series diferentes de (a) y (b}

IDENTIDAD DE PARSEVAL PARA LAS SERIES DE FOURIER
8.

Supeniendo que la serie de Fourier correspondiente a F(z) converge uniformemente a
flx) en (—I, {), demostrar la identidad de Parseval

1 I
1S were =

a;
5 + X2 (ai+bl)
suponiendo que existe el integrando. h

. ag &,
Si Fix) = ?-i- > (a“ cosp’;—x+ b, sen%), entonces multiplicando por F(x} e integrando
n=1

término a términe de —f a [ (lo cual es licilo puesto gque la serie es uniformernente convergente) obtencmos
! z
f {F(z)}t de "’; dx}

a, i - ' :
—‘EJ Flz)de + = {e, f Fiz) cos =X dy + b,‘f F(2) sen
-1 27, n=1 -t ¢ -t
(1}

al o
L+ L2 (@ + b
r=1

183

Extendemos la definicién de F(x) a la {uncién par de periodo 4 que se muestra en la Fig. 6-7. Esta se
llama la extensién par de F(x). Entonces 2] = 1, ¢ = 2,
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Hemos usado los resultados
~ nrx w )
[ Foreos™dn =t | Forwn"Fde ot | P@lde = @)
J_, . [ .

obtenidos de los coefieientes de Fourier.

Bl resultado requetide se sigue al dividir los dos miembros de (1) por ! La identidad de Parseval es valida
en condiciones menos fuerles gque las impuestas agui.

TRANSFORMADAS FINITAS DE FOURIER
9, Estableeer (a) la ecuacion (9) y (b) la ecuacién (17) de la Pag. 175.

{a}l Si F(z) es una funcidn impar en {—{, {} entonces

Flz) = ’El b,,sen% n
g (*F :
donde by = F Jo F(x) senﬁ’-’f{dz 2
Asi, si escribimos
i
f F(x) sen "";—"’ dxr = f,(n)
v
entonces b, = %f, (n) ¥ (I) se puede expresar, como gueriamos,
2 2 Ak
Fie) = T 3 /fufmwen 52 (3)
También podemos escribir Fi{z) = F '{f, ()}
{b) Si F{x} es una funcién impar en (—, {), entonces
Gy < nrz
F{z) = 5 + ﬂ§1 a, cos—r (4}
2
donde @G = 7 f F{x) (‘.os?%f- di (5)
[
Asi, si escribimos
L
f F(x) cos’?— de = f.(n)
]
entonces @y = %ft {0} v (4) se puede escribir, como queriamos,
1 2 < Rrr
Fa) = 100 + 7 21 fo (m} cos == (6)
Podemus también escribir F(x) = F_1{f. (m)}.
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10, Hallar (¢} la transformada finita de seno de Fourier v (h) la transformada finita de
coseno de Fourier de la funcién F(x) = 2x, 0 < x < 4.

{a} Como! = 4, tenemos que
: .4
folny = f Fz) senl‘-’lﬂdz = I 2xmn’1ﬂd¢
o Yo
- —cos mrafdy —sennxx/d\| ' _ 1 — caBnr
N {(2z) < nr/d ) 2) ( niz2/16 )} L = 32 ( T >
L .4
() Sin >0 f.inp = f Fiz) mi’lﬂdz = J 2% cos"—zﬁdx
0 ]
B senare/d —eos nrafd N [P cosnr — 1
- {(2:1:)( nw/4 ) (2)( nZr2/16 >} h 32( ntr? )
4
Sin =0, L) = f0) = f grdr = 16
. 0

11. Hallar F(x) si (e) F, {F(z)} = 16(-1)~Yn*, n = L1,2,3,..., donde0 < x < §;
(b) ¥ (F(x)} = sen(nz/2)/2n, n — 1,2,3,... y =/4 si =0, donde § < r < 2n.

(z) Aplicamos la ecuacion (3) del problema 9(a) en el caso { — 8 v obtenemos

F@) = ¥, ‘{W”‘“”"“'}

nd
2 o 16(—1r-1  qppz o (—lr-1 nex
R P B b
(&) Aplicamos la ecuacién (6) del problema 9{k) en el caso ! = 2z y obtenemos
— -1 ) sen (nr/2)
P = ¥, {T}
ol 2 el _ 1, 1 3 snir/n)
T oor 4 2 E 25 - 4 + 2r o2 n
CONVERGENCIA DE SERIES DE FOURIER
12, Demostrar que (a) 1 + cost + cos2t + --- + coaMt = s____;én(ﬂ_fﬁ-ﬁ-)t
) Zsénit
L sen(Miye,, _ 1 1 sen(M+g)¢ 1
(b — e dt = g, 5.
TJy  2séndt 2 T Z2séngt 2
(8} Tcnemos que cosnt sendt = Jlsen{n+ 3t — senin — 3.
Sumando de n = 1 a M,
sen jt{cont + coa2t + --- + cos Mt} = {scn$t —sengt) + {sendt — senfty

+ o+ {sen(M+ f} — sen (M — §)E}
= Hsen(M+ )t — sen ét}
Dividiendo por sen ¢ v sumando 4, llegamos al resultado buscado.

{h) Al integrar el resultado de la parte (2} de — v a 0 v de 0 a » respectivamente, obtenemaos los resultados
deseados, va que las integrales de todos los términos del coseno valen cero.




186 SERIES E INTEGRALES DE FOURIER [CAP. 6

13. Demostrar que si F(z) es seccionalmente continua, entonces
s *

lim F{z)sennz dr = lim Flxycosnzde = 0

LA —n B x —

. a?
Esto es consecuencia inmediata del problema 8 cuando [ = r, puesto que si la serie ?0 + E (a2 + b2y
es convergente, entonces lim a, = lim b, = 0.
feson

L]

Este resultado se conoce también con el nombre de tearema de Riemann,

14. Demostrar que lim F@)sen (M +dxdz = 0 si F(x) es seccionalmente con-
tinua. Mo Voy

Tenemos que

fﬁ F(z)sen(M +d)xdx = Jﬂr {Fiz)sen{x} cos Mz dz + Jﬂr {F(z) cos §z}sen Mz dx

Podemos concluir direclamente mediante el problema 13, al remplazar F(x) por F(x) ‘sen -&z y F(x) cos ﬁx
respectivamente, ya que son seccionalmente continuas cuando F{z) lo es.

También podemos demostrarlo tomando como limite de integracién @ y b en lugarde - vy =.

15. Suponiendo que [ — =, o sea, que la serie de Fourier correspondiente a F(x) tiene periodo
2! = 2x , demostrar que:

Sylz) = %+ i(ancosna: + ba.sennz) = j Fit + )SEH(M+%)¢ dt
n=1

Usando las formulas pata los coeficientes de Fourier en el caso ! = r, tenemos:

T L2
a,cosnr + b,sennz = (% f F(u) cobnu du) cosnx + (% f F(u)sen nu du) sen ne
“Y -
1 m
= =z f F(u) {cos nu cos ne + sennu sennx) du

= 1 _
= rJlFF(u)cosn{u x) du

. o6 1 "
Ademads, 5 - o f_ﬂ Fu) du

ha}

7 + E {@y coanz + b, sennx)

Entonces Splx)

— 1 . 1 M T
= 3 J—rF(ﬂ) du + = 'El J;" F{u) cos nlu — x) du

r M
= %f F{u){% + §1cosn(u—a:)} du

_ 1 f" F(u)aen(M+ﬁ-)(u—m)d

2 sen 4{u — )
por el problema 12. Haciendo 4 — x = ¢, tenemos
r—r t
Sulz) = 1 f Flt+ ,)w dt

Come el periodo del integrando es 27, podemos remptazar el intervalo — o — x, «— x por cualquier otro
intervalo de longitud 2, en particular — =, r. Asi obtenemos el resultado.
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16. Demostrar que

8.} — <F(x+0)+F(xh0)) _ _1J‘°

2

FPl+z)— Flz—0
( S wn it )sen(M+ it dt

-

1 ("/F(t+2) ~ F(z +0)
n ﬂ.[, ( —r )sen(M+1})tdt

Por el problema 12,

M ¢ M
Sulz) = j Fit+z “""‘ sea Mg o 1J Fe+z B, )
T 2sen it sen §¢
Multiplicando las integrales del problema 12(b) por F{x — 0) ¥ Fi{z + G} respectivamente,
- ”' M+ i)
Fz+0) + Flw—0) _ 1f et L T T it L PRoY
2 en 3t "Jy 2 sen 4t

Restando (2) de (f) obtenemos el resultade requerido,

17. Si F(x) y F' (1} son seccionalmente continuas en (—r, =), demostrar gue

Flz+0) + Fiz - 0)
e

Fit+z)—Fz+0)

La funcidon vs seccionalmente continuaen 0 < ¢ = ¢ puesto que #(x) es seccional-

R 2 sen&t
mente continua.
Ademas,
. Fi+ay—Fz+0) i F'(t+:l:)—F'(z+D). t _ . Fit+x)—Flz+0)
:ET+ 2sen B ,'.1'5‘+ t . Zsen it - :H'Jﬂ t

cxiste ya que por hipdlesis F*(x) es seccinnalmente continua de manera que existe fa derivada del miembro dere-
cho para cada =

Fit+2) — Flz+0)

es seccionalmente continua en 05 ¢ =< o,
2 sen %t

Entonces

F{t+a) — F(z +0)
Es.enit

Andlogamente, g8 seccionalmente continua en —x St <0,

Entonces, de los problemas 14 ¥ 16 se concluye que

lim Splz) — {w} = 0 0 sea lim Sy(x) = F'(Z—-"O)_j:M
M- = 2 Moz 2

LA INTEGRAL Y LA TRANSFORMADA DE FOURIER
1 Jz|<a
¢ jz|>a’

(b) Hacer la grifica de F(x) y de su transformada de Fourier paraa = 1.

18. (a) Hallar la transformada de Fourier de F(zx} = {

{#} La transformada de Fourier de F(x) es

0 a -
Ny = f Fu) e—bu du = f (Me—bugy = 0
- -a |,
= (B__,__""“ - ‘“’“) = ¥E0M Lo
[Ty A

Para X = 0, obteremos que f(R) = 2q.
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(k) Las gréficas de F(x}y f(x) paraa = 1 son, respectivamente

Fix) Fix)

3~ 3 -

4 2

t . .

] i L] P 4] P a
g ] T T T L2 =
-3 -2 -1 1 2 3 —ar —;v\Jv T ar

14

Fig.6-8 Fig.5-9

19. (¢) Usando el resuliade del problema 18 calcular f w dA.

)
senu

(b) Deducir el valor de f du.
n

(a) Por el teorema de la integral de Fourier tenemos que si

o

) = Flu)e—™» du  entomces F{x) = % J-w Fin) et d)

—=
Luego, por el problema 18,
1 2| < &

zif 2HMA s g, = J1/2 [5|=a "
T J A
[i] |x| > e
El miembro izquierdo de (f) es igual a
lJ" sen A coSAT g o 1f sen A sendx g (2)
T J N TS, kS

El integrando de la segunda integral de (2} es impar. de modo que su integral vale cero. Entonces, de
(1) ¥y (2) tenemos gue

w T |z] < a
f iﬂ’%’“ﬁ’ﬁ d = {2 ll=a 3)
o 0 jz| > a

(b) Siz =0ya =1 enelresultado de (@), tendremos

"“ sen A "% sen A P
—_ = - 4a = 5
Jﬁx N dx T o Jo iy 1 3

puesto que el integrando es par.

20. Si F(x) es una funcidn par, demostrar que:
(@ f) = 2_f Fiu) cosnu du,  (b) Fiz) = {0 cos az an.
o [+]
Tenemos gue

foy = J’; Fluye s = f F(w) cos hu du — 'iJ- F{u) sen Ay du (n

-
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{2) Silk(u)espar, F{u) cos hues pary F{u} sen hu es impar. Frlonces la segunda integral del miembro dere-
cho de (1) es cern ¥ el resultado puede escribirse

o = ZJ; F(u) cos Au du

{(b) De {a), Fl—n) = f{x) de manera que f{}) es una funcién par. Haciendo una demostracién esencialmente
igual a la de {a}, se ubtiene el resultado.

Un resuliado analogo es vélido para funciones impares y puede obtenerse al remplazar coseno POr 8€N0,

IDENTIDAD DE PARSEVAL PARA INTEGRALES DE FOURIER
21. Comprobar la identidad de Parseval para integrales de Fourier en las transformadas de
Fourier del problema 18.

Debemos demostrar que

e

Jowenra = L7 gopa

1 lz/<a sen A
donde F(z) = )y = 24—,
onae ( ) {D |:I:[ > a ¥ ) A
Listo es equivalente a
4 1 " 4sen?re
| ara = L [ detia g,
—a 2r e A2
o 2 @ . g
o sea J‘_w §el';zka & = 2]'“ sen?‘g)\af & =
. * sen? g ._ e
es decir J; 1z da "= 5

Haciendo e = w y usando el problema 111, de la Pag. 171, queda comprobadn. Este método puede usarse

g = SB“2 U .
tambrén para hallar Tdu en forma directs.
[

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LA INTEGRAL DE FOURIER

22, Presentar una demostracién heuristica del teorema de la integral de Fourier mediante
el use de una forma limite de una serie de Fourier.

a «
Sea Fe) = — + 3 (e,coe™® + b, oen ™2 n
2 n=1 l I
1 ! ™y 1 ! . Ao
donde @, = 3 Fu} cosTdu y b, = 7 F(u} sén T du.
1 0
Sustituvendo (véase el problema 15),
_ 1 ¢ 1 < ! nr
Fizy = = Py du + = 2 F(u) cos 5 (u— ) du (2}
2L ), [AFe=1 i

-
i suponemos que f |F(w)| d  converge, el primer término del miembro derecho de (2) tiende a
—w

cero cuando I—+=, en {anto que la parte restante se aproxima a

I

lim % gl f Fi{a) cosﬂ—; {#—z) du (3)
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23.

24,
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Este ultimo pasv es heuristico peru no rigureso.

Llamando Ax = #fl, (3) puede eseribirse como

Fizy = hm . E ax Finax) “h
Al ny
Aqui hemos expresado iy = :: f F(a) cos Ale — ) du (5)

Pero, ef limite (4) es igual 8

Flzy = f fiaydn = lfrd:\f Fu) cos M -~ x) du
0 T W ~=

que es la formula de la integral de Fourier.

Esta demostracion sirve tan solo pura obtener un posible resultado; para ser rigurosos debemos empezar

por considerar la integral.
1 f a'AJ Fu) cos Aln — x) dx
T 0 —

y examinar su convergencia. Este método se contempla en los probiemas 23-26.

seniv ] . SeNAT [
Demostrar que {a) hmf =——dv = 5, (B lim ———dy = ;.
2 P K 2
! senpv Mepny * seny =
(a) Sea Ar = y. Entonces, lim [ ——dy = lim ] —=dy = f —=dy - 5 bor
el problema 43, Pég. 164 *7* <0 v N oty Y i ¥
% sen av M sen "
(b) Sea v = —v. Entonces,  lim j de = lim f ®O¥ay = T,
Ao @ x=n Jy i 2

El tecrema de Riemann dice que si G(x) es seccionalmente continua en (g, b), entonces

b
lim G{x)senrxdx = 0

Aty
con un resultado similar para el coseno (véase el problema 81). Usando esto, demostrar
que
SEMATY

(2) lim F(a:+ vy dey = ;—F(a:+0)
1]
. ¢ senAv "
(&) lim F{z +v) - dv = §F‘(m—0)
A=

donde se supone que F(x) y ' (x} son seccionalmente continuas en (0, [) y (—1, 0} respec-
tivamente.
fa) Usando el problema 23{(g}, resulta demostrado siempre que

W ‘ ,
tim | {Fa+v - Pa+™ 2 = o
A—mwm oy
_ Flg+v)— Flz+0)
v
continua en (@, !, pues cl ]irr& F(t) exisle y f(x} e3 seccionalmente continua.
=0+

Esto se deduce del teorema de Riemann va gque G{v) es seccionalmente

{b) La demostracidn es andloga a la de la parte {(a), haciendo uso del problema 23(4).
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25. Si F(x) satisface la condicidon adicional de que j |F(x)| dz converge, demostrar que

M) A
@ lim  Fla+0)* 24y = 2Pz +0), (b) lim f Flz+9)22 % dy = ZF(z-0).
=~ ;m 0
Tenemos que ;
f Flr+v) 22 gy = _f Fle+ ) 22M a4 _f Fz+ v) 222 gy 9
° v ° v i v
@ i o
f Fe+0) 2 g = f Fla+0) 222 gy + f Fe -+ 0) E02M g, @
() v ° v 1 v
Sustrayendo,
_f (Flz+v) — Flz + 0222 gy =)
(1]

L = . w
_f {F(.—.+u)—f(x+on@dv + f Flz +v) 2222 gy - f F(x+0)$d
] L t

$i denotamos las integrales de (3) por [, f;, 73, e Iy respectivamente, tenemos que [ = Iy + Ip + Iz de

modo que
M = 4L+ [T + 1L @
L]
Ahora [y = f Flo +v) 222 Mldy = %J‘ |F{z + v}| dv
| [}
Ademas [l = [Fe+ o) | f %"”dvl
1
Comeo f IFz)| dz ¥ f s% dv son convergentes, podemos escoger | suficientemente grande
o

para que {f3] = ¢/3, |I3] = /3. También podemos escoger i suficientemente grande para que |Ij| = /3.
De (4) tenemos que |[f| < e para ¥ ! convenientemente grandes; el resultado es inmediate.

Este resultado se obtiene por un razonamiento andlogo al de la parte (a).

26. Demostrar la férmula de la integral de Fourier cuando F(x) satisface las condiciones
estahlecidas en la pdgina 175.

= 7

1 = -
Tenemos que probar gque llm 1 f J- F(u) cos iz —u)dudy = ﬂg:ﬂ__—i)-zl-_ﬁ'(z_ﬂ}
A=O¥ H=—ax

Como f Fu) cos Az —u) du| = f [F(u)l du  que es convergente, del criterio de Weier-
-
strass para integrales se deduce gue f F(u) cos A(x —u) du  converge absoluta y uniformemente para

todo A. Asi, podemos cambiar el orden de integracién y obtenemos

@ t
1 f d?\f F{u) coa Mz — u) du ”l J::imi'(u) duj::o o Mz — u) du

1 fw Fi) sen l(u — x) due

I

L) U=—ww H—x
= 1_[ Fla+ 022 4
r = —
- IJ Fla+ )“””" i_f F(a+v)“““’dv

0
donde u = xr + w.

Haciendo que [ - «, vemos, por el problema 24, que la integral dada converge a
com# se esperaba.

Flz+0)+ F(z—0)
—_

B |
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PROBLEMAS VARIOS

27. Desarrotlar F(x) = sen x, 0 < x < w, en serie de coseno de Fourier.
: Una serie de Fourier cansistente séle de términos del cosenc se obtiene unicaments paru una funeion par.
Entonces podemos extender Ja detinicion de F(x) de tal suarle gue resulte par (véase la yrifica discontinua de
Ia Fig. 6-10). Con esta extension, F(x] queda definida en un intervalo de longitud 2w Toemando ¢omo perioda

27, tendremos que 2 = 27, 0sea [ = T,
F{x)
- - P i
~ s AN ” A s \ I'd
Ny N/ \ ’ 7
v N " ki
Y | 7] | 1
2z i T 2r
Fig. 5-10
Por e} problema 6, ba = 0y
i r
a, = gf F(m)cos?d:: = Zf sen x cos nx dr
LJ, Ty
1 7 ) _ _ 1] cosintlix , ros(n —1)_L T
= ;-[]{sen(z+nz)+sen(:: nx)tde = v{ P + i Ju
11 —cos{n+1)r r cos(n—1lxr — 1 _ lJitcoans _ 1+ u:.ﬂsmr1
- n+ 1 n—1 - n ot 1 n—1 f
_ =21 + cosng) .
= R TR sion¥ 1,
v ) 2w
Para n = 1, e = gj- senz coax dz = Zsen' = 0
T J, T 2
" T
Para n = 0, gy = 2 f senzdzx = rz-(—cos::) = é
= J, * o x
<« {1+
Entonces F(zy = 22 2 (—ﬂmcosm
T T a=2 n 1
_ 2 4 { cos 2z cos 4z cos Bz .
= a7 ;<22—1 tE-1 Teo1 T )
® oS AT T
8. Demostrar que f drn = ze7% zZ0,
2 1 s A2+1 2 ?
Sea F{z) = e—z en el teorema de la integral de Fourier,
Flz) = 2 Jﬂ €08 A% d)\f Fiu) cos hu du
T 0 @
Entonaes 2 f cos A g J e~tpeogandu = €%
ko
Q [+]
Como J e~ YeosAu du = th 1 tenemos gue
]
2 (" cosaz _ oz - ]" £03 AX _ Tz
T"J; )\2+1d>‘ = e 0 sea J, ,\3+1dl = ge
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29.

30.

31.

32.

= 1-x 0=x=1
Resolver la ecuacidn de la integral f F(xycosrxdr = .

w
Sen J- F{z)cosrz dz = f(A} vy escojamos f{(A) =
0
rema de la integral de Fourjer,

. Entonces, por el teo-

1-x 0=r51
0 r>1

2(1 — cosx)
rx?

- 1
fFlzy = gf fXyeosrzdr = %f {1 —Acosrzdrn =
o 0

Hallar (a} la transformada finita de seuo de Fourier y (b) la transformada finita de cose-
no de Fourier de 3l//gz donde U es una funcion de x y ¢, para 0 < x < I, & > 0.

(@) Pordefinicion, la transformada finita de seno de Fourier de 80//32 es, al integrar por partes,

I " . .
f a—qsenm dy = Ulx,?) gen 2ZE T r Uz, £) cos 7% dx
0 0% I [ 1 Jo i
aly
o sea Ts{g;} = 4% F AU}

(b) La transformada finita de coseno de Fourier es

tau Rrz . nrx |t e nex
f = CDB—T der = Uzt cOST ) T ‘Iu Uiz, ) seanm
al ne
o sea 7. {—aw} = TRV} - (UOH — ULHeosns)

Resolver el problema 30 para la funcion 8*U/6x%

Sustituyendo U por 80U/3x en los resultados del problema 30, encontramos que

o i - iy

UL R + V0,0 — UL) cosnr)

(l

ax? T3

(b) ?-c{ﬂ} = _% Ts{w} — {U,0,8) — ULl &) cos nr}

n2g?
= - —[2— Tc {U} - {U_-,_-(U, t) - U.t”r t] cos n“'}

donde Uz denota la derivada parcial con respeclo a x.

Usandoe transformadas finitas de Fourier, resolver

ald a0 _ _ _

w5 = Ta vty =0, U4,t) =0, Uz,0) = 2x N
donde 00 < x < 4, t > 0.

Tomando la transformada finita de seno de Fourier (con. { = 4} a ambos lados de la ecuacién diferencial
parcial, obtenemos
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4
alv N2 azu nrz
< sea——dz = —zsen —— do
2
J i 4 AT 4
Escribiendo 2 = F{U} v usando el problema 31ia) con las condiciones L/{0, £) — 0, LY@, £} = 0, en-
contramaos
du  _ nir?
@ - T 1e {0

donde & = u(n, ).

Tomando la transformada finita de seno de Foorier de la condicién Uf(x, 1) = 2x obtenemecs, como en el
problema 10(a),

32{1 — cos nr)

u(n,0) = F,{2z} = ()
nr
Resolviendo la ecuacion diferencial (/), encontramos que si ¢ es upa conslante arbitraria
u = u{m,t) = ece nIwH/1E @

Como e = u{n, 0), de (2) ¥ (1) tendremos

3201 — cosnn) o prrrene
nr

u

Asi, por €] problema #{a), la inversa de la transformada de sean de Fourier es,

~nini/18

Ule,t) = b 32(1 — ::ros nr) .

2
4 a=1 n

16 § (1- cos'mr) g nZnTLA18

T n=l n

Fisicamente, {/(x, t) representa la temperatura en cualquier punto 1 en cualquier tiempn ¢ de un sdlido
limitado por los planos x = 0y x = 4. Las condiciones 17(0, t) = Oy UU(4, t) = 0 expresan que los extremos se
mantienen a temperatura nula, en tanto que Lf(x, O} = 2z significa que la temperatura inicial es funcién de x.
Andlogamente, el sélido puede remplazarse por una barra sobre el eje £ con extremos en x — 0y x = 4 cuya
superficie estd aislada.

all U . ..
33. Resolver FTRRT L x>0, t>0, sometida a las condiciones
1 0<2e<1
v =0, Um0 = 1 oy U
Tomande la transfurmada de seno de Fourier a ambos ladoes de la ecuacion diferencial parcial dada, ob-
tenemos
ol o ]
J‘ aUsen axds = l. g Usenhz dx (1)
at . ax2
0 °
Entonces si u = uhit) = ] Uz, t) sen Az dx
)
r = =
que se convierte en du aw senaz — AU cosdz - AZJ‘ U senhz dx
dt ax o o
= AUt — Au @)

integrando por partes el miembro derecho de (1) hajo la hipditesis de que U/ ¥y dU/ax tienden a cero cuando
T—rw,
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Can las condicinnes impuestas a {/(x, 0}, al tomar la transformada de Fourier tenemos que

ulr,0) = f Uz, 0) sen Az dx
0
1 e,
= f sen AT di = !___(‘oﬂ )
n

Resolviendo (2) sometido a las condiciones (3) y L0, ) — 0, encontramos que

wih f) = 1;;2,9'5,5 At

Tomanda la inversa de la transformada de seno de Fourier, hallamos 1a solucién requerida

Uz, ty = EJ' -l;g‘-}-e"‘"senka:dx
0

Fisicamente, ¢ste representaria la temperatura de un sélido en r > 0 fvéase el prohlema 32},

Problemas propuestos

SERIES DE FOURIER, FUNCIONES PARES E IMPARES, SERIES SENO Y COSENO DE FOURIER

34. Hacer la grifica de cada una de las siguientes funciones y hallar sus correspondientes series de Fourier utilizando
las propiedades de las funciones pares e impares cuando sean aplicables,

(@) Flz) = [ 8 0<a<2 Periodo 4 (6) F(®) =4z, 0 <z <10, Periodo 10
1-8 2<e<d
—r ~AZz=0 ‘ 2r 0=zr<3 )
b F = Periodo 8 dy Fix) = Periode 6
(B Fiz) {9: 0=x=4 (@ Fx) 0 —3<z<0
16§ (1—-cosnn) nrz _0 g1 mem
Resp.  (a) o ngl n sen— {c) 20 - ﬂgl Ly

_ B 4 (1—coswns) tax 3 < | Bleos nr — 1) Arz _ Goosny  Max
by 2 o El s cog— g {d) 3 + n§1 {—__ni’r? o8~ 07y

85. En cada una de las partes del problema 34, localizar las discontinuidades de Fix} y decir a qué valores converge
la serie en estas discontinuidades.
Resp. {a) 2 = 0,*2, =4, ...; 0 (¢} @ = 0,10, 20, ,.,; 20
(b} No hay discontinuidades. (d) © = *=3, 9, %15, ...: 3

36. Desarrollar F(z) = 2-x 0<e<d
x—~06 4<xz<8

16 or 1 8z, 1 x|
Resp. 2 Lcos—I-I 73 cos 1 ~+ 3 cos 1 + J,-

en serie de Fourier de periodo 8.

37. {a) Desarmollar F{x) = cos x, 0 <x < &, en serie de seno de Fourier.
(b} ;Coémo podria definirse Fix) en x = 0y x — vpara que la serie converjaa F{x) en 0 Sz =77

8 S #sen 2nx N .
sp. (a) — fubafaliteliniont k1 F = Fig}) =0
Resp. (a) " "21 dn? 71 (A {0} (=)
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38. (z) Desarrollar en serie de Fourier F(x) = cos x, 0 < x <  siel periodo es r; (b} comparar con el resultado del
problema 37, explicando las semejanzas y diferencias si las hay.
Resp. La misma respuesta del problema 37.

<o <d
39. Desarrollar Fi(z) = * Oea cn serie (a) de seno, (h) de coseno.
88—z 4<=z<8

Resp. (a.) s 2 —ﬂsrn—scnﬁ (b) 18 2 2cosnr/l — cosr — 1Y . ArZ
=1 2 B n2 8

40, Demosirar que, para 0 Sz = 7,

2 cos 2x dz cos Bx

(6) z(r—=z) = %—( E +°°;2 + =gt >
8 fsenzx sen dx sen bx

b ze—z) = ;( 1% + 33 +T+ >

41, Usando el problema 40, demostrar que

1 _ ot < (=L _ 2 o (1t g8

(@) E:? =% W ..gl 2 T 120 O S ea—e T ome
1,1 1 1,1 1 o N2
42. Demostrar que ﬁ+§5_§_'ﬁ+§+ﬁ- = -

IDENTIDAD DE PARSEVAL PARA SERIES DE FOURIER

43. Haciendo uso del problema 40 y de la identidad de Parseval, demostrar que

2 8

@3 L= w3tz

n=1 nt 90"’ W= o 945
44. Demostrar que 1 4 1 + 1 4. = i 8. [Sugerencia. Use el problema 27.]
12 « 32 32.52 BZ-72 16
~ 1 L < 1 P
. D 3 —_— = o et = T
45. Demostrarave (@) B gy = 550 @ 2 Gr7 = g6

5 . 1 1 1 _ 4?39
46, Demaostrar gue TR ART +22.32.42 + TRVERrS N——_—— 5 -

TRANSFORMADNA FINITA DE FOURIER

47. Hallar (2) la transformada finita de seno de Fourier y (&) la transfornada finita de coseno de Fourier de F(x) = 1
dende 0 < ¢ < L Hesp. () T(1 — cos no)fra (B) Osin = 1,23 .;lsin=10

48. Hallar (g} la transformada finita de seno de Fourier y (b)) la transformada finita de coseno de Fourier de
Fix) = x2 donde O < 1 < {.

i

Resp. (a) (cosmr- 1) — E(:ﬂsi‘rl--r sin—=1,23, .[3 sin=0 (] 2—13(6051&7-1)
. = . \ :
49, Hallar Fx) si F, {F(z)) = L%—"—" donde 0 < 1 < 7. Resp. = X (1 cos8 "»fr) sen n
niw P ] n?
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50. Hallar F(x) si F.{F(z)} = W paran =1, 2, 3, y2/rmparan = 0,donde 0 < x < 4.
T

1 83 3 [senns/2 — cosnn nT
Resp. o 4 7 ,‘%l (ﬁzﬂrl—) csy
51, S fmy = SO ponar @) FOUGGY 0y (B) FOU{fm) si0 <z o<1
' 2n+1)2 ' s " )
. o cos (2n/3) . 5 C0s {2nr/3)
Resp. (@) 2 ”%l et E sen nyr by 1 + 2 "E;.] BT ARE €08 Nrx

TNTEGRALES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER
1/2¢ |x| =«
0 lz| > ¢

(k) Determinar el limite de esta transformada cuando ¢ = 0+ y discutir el resultada.

52. {(a) Hallar la transformada de Fourier de F(z)} = {

Kesp. {a) ?E;J.'\ﬁ, 1

1—22 |2 <1

53. (a) Hallar la transformada de Fourier de Fix) = {0 FESE

(b) Caleular J' (w) cos 2 d.

T3
a Fu

Resp, (@) 4(,\ cos)\—sen?\). (b} %

A8
; . 1 0=2x<1 .
. 54. Si Flx) = 0 N hallar (a} 1a transformada de seno de Fourier, (b} la transformada de coseno
de Faurier de F(x).
En cada caso obtener ta grafica de F(z) y de su transformada.’ Resp.  {a) lﬁ:{ﬂ' (b) SETM
55. (a) Calcular la transformada de seno de Fourier de e~%, z = 0.
(6} Usando el resultado de {a}, demosirar que f ?::—TIE dr = % e m m>0
@

(;:') Desde €l punto de vista del teorema de la integral de Fourier, explicar por qué el resultado de (b) no es va-
lido para m = 0.

Resp. (@) A(1 +22)

66, Resolver para Y{z) la ecuacién integral

- 1 0st<1
J ¥Y(z)senxt dz = 2 1=¢<2
¢ 0 t=2
y comprobar directamente la solucidn. Resp. ¥z} = (2+ 2cosx — 4 cosa2z)/nx

IDENTIDAD DE PARSEVAL PARA INTEGRALES DE FOURIER

= dz Y . .
57, Caleular  (a) l. ——, (b I‘ ——— usando la identidad de Farseval
Jy &L J, =1

[Sugerencia. Use las transformadas de seno y coseno de Fourier de e~3, & > 0)] Resp. (a) =/4, (b) n/4

o _ 2 L 4
5B. Usando el problema 54 demostrar que (a) J- (14-:03—-E> de = %, {b) f Ef-]-;z—xdz = %
2 0

" {x cos x — sen z)?
T dz e
26 15

59. Demuestre que ]
i
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PROBLEMAS VARIOS
60. Si —s<x<m y ¥ 0%, =2, ..., demostrar que

rsenak _ seng 2 senlx sendzr _

2 senar 12 — o2 22 — g2 32— a?

6l. S5i —r < z < r , demostrar que

y r senha2 _ senx _ 2scn P 3 sendx
(a 2 senhar T a4 12 ol + 22 a2l + 32

b) Ecosh ax _ 1 _ atoBT + acod 2z
{ 2 senhar 2« a2+ 1 aZ + 22

62. {a) Demostrar que si a 0, =1, =2, ..., entonces

” 1 Za 2a P "

sener = s eI + 222 23

(b) Demostrar que si 0 < a < 1, entonces

-

g1 ’ lypa—1 — g—@ _ 1 24 . 2a _
.’; lJr:it“iz - J; 1+ z = = I a2 — 12 o2 — 22 a
(¢) Usando {a) v {b) demostrar que Me) T1—a) = =

sen a¥

[Sugerencia. Para {a} desarrolle F(z) = coseaZ, —x < r=xz en seric de Fourier. Para (b) escriba
la integral dada comeo una suma de integrales de 0alydelaa; haga x = 1/v en la dltima integral.

1

_ = — 2 g3 P
1-#5*1 z+at— 2+ g

Luego use la férmula

63, Si0 < x < »,demostrar T;l{%ﬁ} = }xlz— z).

64. Hallar (o) F,{a8U/az3} vy (&) F. {330 /ax3}.

65, Demostrar que

(@) Fe Y (x)} Ll

il

() FA¥i(x)}

66. () Utilizando la transformeda finita de Fourier, resolver

w8

e = X 0<e<d, t>0

U, =0, Udt) =0, Ulz,0) = 3senmz — 2 sen brx

{4) Hacer una interpretacion fisica posible del problema y de su solucidn.

Resp. () Ufz,#) = Be 2 tsennz — Ze~507% genbrx
T 2
67. Resolver % = 13?(;” 0<gx <6, t>0, sometida a las condiciones

vo,g = 0, UGH =0,  Umo = 40 2S2<?
0 3<z<$

e interpretarla fisicamente.

-
Resp. Uiz, t) = X z{l___M‘:@l} e‘“’ﬂ"tf“sen’_‘.gﬁ
n=t

nr

[CAP.

Bl g (V) — DY) + (CDMY@) O+ Iy

B g V@) + SO + IRV = (X0 F (DT YD)
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68.

69.

70.

7L

T2,

3.

74,

75,

76,

77.

78.

(a} Al resolver el problema

! 217
a.L = dl 06, t>0
it it

Lr"‘(o’ t) = 0’ ('::'(6, t) =0, L"(J;‘,D) = ap
ieudl transformada (senc o cosenc) le parece mds conveniente? Explicar.

(b) Hallar ta solucinn del peoblema (2},

.,
Resp. () 6 4 22 % <ﬁ ) =R o 1T

ow—1

Una cuerds de longitud = estd somelida a tensidn entre Ios puntos x = Uy x = v subre el eje x, con sus extre-
mos en dichos puntos. Cuando se le comunica una pequefia vibracion transversal, el desplazamiento ¥ (x, ¢} des-

de cualguier punto del eje x estd dado, para el tiempo ¢, por g = az% doude a? = T/p, T = tensidn,
P = masa por unidad de longitud, at ax

(a} Usando transformadas finitas de Fourier, haliar una solucién de esta ecuacidn {llamada ecuacion de onda)
con a? = 4, y que satisface los condiciones Y0, t) = 0, Yir, t) = 0, ¥(x, 0) = 0,1 sen x + 0,01 sen 4x,
Yedr, ) — Opara®) < x < o, ¢ > 0.

(b} Interpretar fisicamente las condiciones de frontera de la parte {2) ¥ su solucion.

Resp () Yi{x, t} = 0,1 sen x cos 2t + 0,01 sen 4x cos 8¢
#Y _ 8% . . _ _
(@) Resolver el problema de {rontera FToi 9-6}2 gometido a las condiciones ¥{0,# = 0, Y(2, &) = 0,

Yiz,0) = 0,05x(2 —2), ¥,(x,00 =0, donde 0 <2< 2 ¢>0., (b) Haceruna interpretacion fisica.

) . o Lo - _1 _ 2n — gz . 2w — 1t
Resp. (a) Yin, ) = - gi G 1y oen 5 ¢os 2

2
Resolver el problema de frontera ‘;—? = ‘3:2], Uty = 1, Ulr,t) = 3, Uz, 0 = 2, donde
O <t mt >0
e 4
Kesp. Ux, ) — 1 + ., > ACOBMT ot oz
w

n=1 nw

Interpretar {isicamente el problema 71

Resulver el problema M intercambiande las condicieones de Trontera para Yix, 0 ¥ ¥ {x, 0), es decit, ¥z, 01 = 0,
Y (x, 0) = 0,056x(2 — r), y dar unu interpretacidn fisica.

) . . 3,2 1 (20 - Tlpx A(2n — 1)zt
Resp. Y(w, ) — == - sen se il
P ! Aot 2, B T3
Demostrar los resuliados () y {5) de la pagina 174.
. . 1zl <1
Comprobar el teorema de convolucién en las funciones Ftz) = Glx) = o o >1 .
x

Eseribir ln identidad de Parseval en forma compleja utilizando los resultados {4} ¥ (5) de la Pag. 174,

Demostrar el resultado {15) de 1a Pég. 176.

Demaostrar los resultados {(/9) ¥ (2/) de las paginas 176 v 177 respectivamente. .
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79.

B0.

81.

82,

83.

B84,

85,

SERIES E INTEGRALES DE FOURIER [CAP. &
Dermostrar los resultados (21) ¥ (24) de la Pag. 177.
- w
[Sugerencia. 5i fQx) = f e B Py du y glh) = f e~ v G(v) dv, entunces
fex)y = _f f - iiutv) P(y) G(v) du dv
— —c0
Se hace ahora la transformacidn u + v = &.]
8i F(X) y g(}) son respectivamente las transformadas de Fourier de F(x) y (G(x), demostrar gque
[ re@@e = 5§ o) awid
—@ —m
donde I barra significa el conjugado del compleje.
Demostrar el teorema de Riemann (véase el problema 24).
{e) Mostrar como se usa la transformada de Fourier para resolver
all azu
o T Zome  *70
si UW0,8 =0, Uz,0) = 7%, y Ulz, thes acotada.
{6) Dar una interpretacién fisica.
2 As‘” ¢ gen Ar
Resp. Uz, &) = I dx
p. Uiz, i) —=T1
( ol U .z
a) Resolver 5= 26?’ v,y =0, U,0)=¢ 5 >0, U(z, t} es acotada cuando x > 0, ¢ > 0.
(4) Hacer una interpretacion [isica.
2 re—2tsen Az
Resp. Uz, ) = I dr
p. Ulz,f) I
2 <z=
Resclver %[tl = %z—g, U0,y =10, Ulx0) = {: 0=z ; i , Ul(x t) es acotadacuando x > 0, ¢ > 0.
x
27/ —
Resp. Ulx,t) = — sen’ + cosh — 1 e=*'t coahz dr
TJy A a2
(e} Demostrar que la solucién del problema 33 puede expresarse como
2 273Vt 12V
U, ty = ‘V,tf e=vt dy — ff e~ dv
T (1-2)/2V1
R 2
(b} Demostrar directamente que la funcion de la parte (g} satisface a %(;I = %z_lz] y a las condiciones del

preblema 33.




Capitulo 7

FORMULA DE INVERSION COMPLEJA
Si f(s) = LIF(t}), entonces £7'1f(5}} estd dada por

1 Yt o
Bty = 5= j et f(3) ds, t>0 (1)
TI'?r Rt 4

y F(t) = O parat < 0. Este resultado se llama la inversicn integral compleja o formule de inver-
sign compleju. También se conoce como la firmula intcgral de Bromwich. Este resultado
ofrece un método directo para obtener la transformada inversa de Laplace de una funcién
dada f{(s).

La integracion de (1) se realiza a lo largo de un segmento s = ¥ del pMano complejo donde
$ = x + ty. El numero real v se escoge en tal forma que s = y quede a la derecha de todas las
singularidades (polos, puntos de ramificacién o singularidades esenciales); aparte de esta con-

dicion ¥ es arbitraria,
CONTORNO DE BROM WICH

En la practica, la integral (1) se calcula
mediante la integral curvilinea y+iT

1
7 ﬁ e f(s) de 2 x

donde C es el contorne de la figura 7-1. Este
contorno, lamado cortorno de Bromuwich, se
compone del segmento AB v el arco BJKLA de vy ~iT
una circunferencia de radio R con ceniro en el A
origen (. .

Si representamos el arco BJKLA por T,
puesio que T = VE2—42,  por (1}, se deduce Fig.7-1
que

Fi&y = lim l—f et f(s) ds )

atonJ

lim {2%—1 _£ et f(s) ds — er—%fl et f(s) ds}

UTILIZACION DEL TEOREMA DEL RESIDUO PARA HALLAR
TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE

Supongamos que las dnicas singularidades de f(s} son polos, todos ellos a la izquierda de
la recta s = v, para alguna constante real . Supongamos ademas que la integral (3) a lo
largo de T tiende a cero cuando R -, Entonces, por el teorema del residuo, (3) toma la

forma
201
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F(t)

I

suma de residuos de e= f{s) en los polas de f(s) (4)

= E residuos de et f(s) en los polos de f(s).

UNA CONDICION SUFICIENTE PARA QUE TIENDA A CERO
LA INTEGRAL ALREDEDOR DE T

Para la validez del resultado (£} bay gue suponer que la integral alrededor de I' en (3)
tiende a cero cuando R-»«. Una condicion suficiente para que se cumpla esta hipdtesis se
da en el

Teorema 7-1. Si es posible hallar constantes M= 0y hk > 0lales que

M
s} < &= (5)
en todo el conjunto T {(donde s = Re™ ), entonces la integral alrededor de T de e* f(s)
tiende a cero cuando R -, es decir,
;im . etfisyds = 0 (6)

La condicién (5) se satisface siempre si f(s} = P{s)/Q(s) donde P(s} y Q(s) son poli-
nomios en los cuales el grado de P(s) es menor que el de Q(s). Véase el problema 15,

Este resultado es valido si f(s) tiene otras singularidades fuera de polos.

MODIFICACION DEL CONTORNO DE
BROMWICH EN EL CASO DE PUNTOS ¥
DE RAMIFICACION B

Si f(s) tiene puntos de ramificacién, los resul- B

. . y+iT
tados anteriores pueden extenderse a ellos si el
contorno de Bromwich es modificade conveniente- €
mente. Por ejemplo, si f(s) tiene un solo punto de E J £
ramificacién en s = 0, se puede usar el contorno de L e/
la figura 7-2." En esta figura, BDE v LNA repre-
sentan arcos de una circunferencia de radio R con y—iT
centro en el origen (, y HJK es el arco de una 4
circunferencia de radio € con centro en (). Para los
detalles de la evaluacidn de transformadas inversas Fig. 7-£
de Laplace en tales casos, véase el problema 9.

CASO DE INFINITAS SINGULARIDADES

Deseamos hallar la transformada inversa de Laplace de una funcién que tenga infinitas
singularidades aisladas; es posible aplicar los métedos anteriores, En este caso la parte curva
del contorno de Bromwich se escoge de tal manera que tenga como radio R, y que encierre
tan s6lo un numero finito de singularidades sin pasar por ninguna singularidad. La trans-
formada inversa de Laplace requerida se encuentra al tomar un limite conveniente cuando
m-—ce, Véanse los problemas 13 y 14.
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Problemas resueltos

FORMULA DE INVERSION COMPLEJA

1. Establecer la validez de la férmula de inversién compleja.

Por ta definicion, tenemos gue  f(g) = [‘ ¢~ F(y) du. Entonces
“y
1 ¥+iT 2y HIT e
lim - f e f(syds = liin 9 J f est—su F(a) du ds
Torw i ¥ —iT Term o7 Sy gr Jy
Haciendo s = y + iv, d3 = idy, se¢ transforma en
T Ed -
lim L vt ’ giut dyf e~ [o v )] du = L e [2rev () t2 0
Tme2r g » ' ' 2 0 t<0
[Py t>o0
10 t<0

por el teorema de la integral de Fourier [véase el Cap. 6]. Asai, encontramos que

PRRE
Fo = b etrads e>0
como se esperaba. Yo

En la demostracién anterior se ha supuesto que e~ " F(u} es ahsolutamente integrable en (0, = ), es
L]
decir, que [‘ e~7" |[F{u) du converge, para que sea licito aplicar el tecrema de la integral de Fourier.
N

o
Para que esta condicién se cumpla e suficiente que F(t) sea de orden exponencial y donde el namero real y
se escoge de tal manera que la recta del plano complejo s = ¥ esté a la derecha de todas las singularidades
de f{s}). Aparte de esta condicién, ¥ se puede escoper arbitrariamente.

2. Sea I' la parte curva BJPKQLA del contorne "
de Bromwich [Fig. 7-3] cuya ecuacién es J
s=Re®, 6 =6=2r—0, es decir, el arco
de una circunferencia de radio A y centro
en el origen (). Supongamos que schre T se

f
verifica que K %o
!
Q
L

%
e
H

M d
Ifis}l < gk
donde & > 0y M son constantes. Demostrar
que
lim et flayda = 0
Rwrow /[

Fig.7-3

8i Iy, Ty, 'y ¥ T,y representan respeclivamente los
arcos, BJ, JPK, KQL y LA, tendremos que

Cotfeds = wpmds +  etrods + | etseds + | etsie)d
.’Fe 8) de jl:l est f(8) ds "(;'2 Jrse {g) Jn ) de

Entonces, si s¢ logra demostrar que coda una de las integrales del lado derecho tiende a cero cuando B —w
habremos demostrado el resultado requerido. Para esto consideremos las cuatro integrales.

Caso 1. Integral sobre Ty, o sea, sobre Bd.
Como g = Re¥, #, = ¢ = /2, tendremos, a lo largo de Iy,

~ i N
I = J et fla} ds = f Rt f(Ret0) iReit do
r

1 "y
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1A

~ ik
j ' et cos 3t |alé R wn e24) [f(Rei)| |iRei| do

"ty

Entonces :f1|

It

wiz
’- gl R cos ane ‘I(RE‘BN R de
~ 8y

Tid g
M J‘" etReos®)t gy = R‘:{_l I gRse0 83t doy
0

ok —1 =
K o

1A

Aqui hemos usado la condicion dada If(g)] £ M/R*® sobre Ty, y la transformacién & = /2 — ¢, donde

by = /2 —8g = sen”! {v/R).
Come sen ¢ = sen ¢ = cos gy = /&, la dltima integral es igual o menor que

M Mertgy M et ¥

by
Rk—-fj; etds = g = gt E

Pero cuando R —=, esta dltima cantidad liende a cera [esto puede verse al obscrvar, por ejemplo, que

sen- 1(y/R) == y/R para grandes valores de K] Asi, Aim L =0

Caso 2. lntegral sobhre Ty o JPHK.

Como 8 = Re®, n/2 =8 =1, a lo largo de Ty, tenemos que

- m
L = [ et fls)ds = f R (R ) iRe? dg

YT, /2

Entonces, como en el caso 1, obtenemas

M

b vy i
2] f elRcoaflt gdg = — [ g—(Raend)t do

a2 ¢

| =

haciende 8 = »/2 + ¢.

Ahora, sen ¢ = 2¢/7 para 0 = ¢ = x/2 |véase el problema 3), de manera que la ditima integral es

menor o igual que

M 7 -
- - g _ ot
=1 ) ¢ IRotiv dg = ST (1 — e kY
que tiende a cero cuando B — =. Asi, lim I, = 0.
Roes o

Caso 3. La integral sobre I'y o sea KQ.

Este caso puede tratarse en forma anmdloga al caso 2 [véase el problema 58(b}].

Caso 4. La integral sobre I'y o sca LA,

Este caso se puede Lratar en forma andloga al caso 1, [véase ¢l prohlema 58{4)].

Demostrar que seng= 2¢/= para 0= ¢ = /2.

P{x/2,1}

Método I. Demostracion grafica.

De la figura 7-4, en la curva (2@ representa un
arco de la curva sinusoidal y = sen & yy = 2@/7repre-

————

genta la recta (}F; geoméinicamerte es evidente que Q &
sen ¢ = 2¢/r para 0 = ¢ = #/2 0 /2 P
Métode 2. Demosiracién analitica. Fig. 7-4
Consideramos  Fig) = %—2 Tenemos que
daF . _ peosg —aeng
o= Py = feme i 4
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Si Gi{p) = ¢cosg — sing, entonces

dae;
de

= G'l¢} = — ¢send @)

Asi, para 0 = ¢ < #/2, G'(¢) = 0 luego G{a) es una funcion decreciente. Como (7(0) = 0, se deduce gque
((p) =0. Entonces, por (J) vemos que F'(g) = 0, o sea, que F(¢) es una funcidn decreciente. Definimos
Fioy = iin}) F(g) — 1, vemos que F{#) decrece de 1 a 2/ 7 cuando  va de 0 a 7/2. Asi,

I

1 sne . 2

n =

de donde se deduce el resultado requerido.

UTILIZACION DEL TEOREMA DEL RESIDUO PARA ENCONTRAR
TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE

4, Supongamos que lag tnicas singularidades de f(s) son polos situados todos ellos a la
izquierda de la recta s = ¥ para alguna constante real y. Supongamos ademds que f(s)
satisface la condicién dada en el problema 2. Demostrar que la transformada inversa de
Laplace de f(s} estd dada por F(f) = suma de los reziduos de ¢* en todos los polos de

fis).
1

1 ¥ +iT 1
Tenemos gue 5 £ et flayds = 5 est f(s) ds + 2.1 J; est fig) ds

donde C es el contorno de Bromwich del problema 2 ¥ T es el arco circular BJPKQLA de la figura 7-3. Por el

teorema del mesiduo,

:9_11' § est fg) ds = suma de los residuos de est {(s) en todos los polos dentro de C.
L ¢ -

= & residuos dentro de C.

1 ¥ +iIT 1
Asi, = [ est fimyds = S mesiduos dentro de € — e, j e%t f(z) ds
o T

Tomando ¢l limite cuando R — o, por el problema 2, encontramos que

F(t) = suma de residuos de ¢%¢ f{s) en todos los polos de f(s).

satisface la condicién del problema 2.

5. (¢) Demostrar que f(s) = siz

(b) Hallar el residuo de en el polo s - 2.

1
{c) Calecular .{’1{3_2} usando la formula de inversion compleja.

() Para s = Re' tenemos que
_ I 1 ‘ - 1 _ 1
s—28| = IRew—z| = TRew-2z T F—-2

A
Wi
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para R suficientemente grande {por ejemplo B > 4). Asi, la condicion del problema 2 se satisface cuando
k= 1, M = 2. Notese que al establecer Lo anterior se wtilizé la desigualdad |7y — 22! & |2} — |2z) [véase
¢l problema 49(c), Pég. 167].

(b} EI residuo en el pole simple s = 2 es
st
i — = 21
i 0-0(;%) =

(¢} Por el problema 4 y los resultados de las partes (g} v {h), vemos que

(*'{812} — puma de residus de e3f f{s) = ¥

Obsérvese que en este caso el contorno se e3coge de tal modo gue v es cualquier nimero real mayor que
2 y el contorno encierra el polo 5 = 2.

6. Calcular £t { usando el método de los residuos.

11
{8+ 1)z — 232
Como se requiere gue la funcidn, cuya transformada inversa de Laplace se busca, satisfaga la condicidn

(5) del teorerma de Ia Pdg, 202 [esto se puede establecer directamente coma en el problema b, o usando el pro-
blema 15, Pag. 2121, tenemos que

_ 1 L I v o5t de
(l{{sﬂ){a—zwj B 2m‘.£ 8+ 1)z — 2)2

— e

_1_§ et ds
2ri J. (5 + 1)z — 2)°

st

= % residuos de PESTES enlospolos ¢ = —Tys = Z
Ahora, e residuo en el polo s = --1 es
R
y el residuo en el polo doble 5 = 2 es
i s &l {amamml] — Imalil
= 1.._.]-“2(‘3_4'(15%}52 = %tez: _ %gzt
Entonces 4“{m} = ¥ residuo = %e'l + %tu‘ﬂ - %gﬂt

7. Calcular {“{W;?;T)z}_

Como ¢n ¢l problema 6, la inversa buscada es la suma de los residuos de

pest

(s + 1P (a—1)%

en los polos s = —1y s — 1 los cuales son de ordenes tres y dos respectivamente.
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Ahora, el regiduo en s = —1 es

im L P 3 sest
RELPEY dsﬂ[{’ MR Py vy 1)2}

y el residuoen s = 1es

FORMULAS DE INVERSION COMPLEJA

1 B[ gent -
m 2 g [(a - 1)2] -

1
gt —
Fera-26)

.1 d get , d T gest _ 1 _
Eﬂﬂa[“‘”zm} o G G| < feey
: 1
Entonces (-l{m} = = residuos = -llse“(l—%z) + Ee*(Et—l)
8. Calcular ! J'r—l-ll
) 1(32-}-1)” )
Tenemos que - 1 - ES .1 - = 1 -
(82 +1)2 {(e + ii(a — 112 (s+92(s—12

La inversa buscada es la suma de los residuos de

est

G+iPEE—iP

en los polos s = { ¥y 5 = —i que son ambos de orden 2.

Ahora, el residuo en s =1 es

b oy [‘“ - "‘)zm?f"ﬁﬂ = gt - et
v el residuo en 8§ = —1 es '
x]_i.nlj% {(s+ e 1.)‘2’“;3 75)‘—3] = —ptemi o+ %ie'"
que puede obtenerse también del residuo en s = ¢ al remplazar i por —i. Entonces
3 residuos = —%t(e"t + ey — %i(e“ — g~ it}

2

Compérese con el problema 1B, Pag. 54.

TRANSFORMADAS INVERSAS DE
LAPLACE DE FUNCIONES CON
PUNTOS DE RAMIFICACION

9.

~aVs
Hallar (“’{e 5 } utilizando la fér-

mula de inversién compleja.

Por la farmula de inversidn compleja, la trans-
formada inversa de Laplace buscada esté dada por

av e
Fit)y = EI-TJ . et )

3 -

Como s = 0 es un punto de ramificacion del inte-
grando, consideramos

1
—ltcost + Eseni

%{'sent — fcost)

¥
D
8
¥ +iT
R
‘{E
E >\J x
L I 4 J
y—il
N
Fig. 7-3

207
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L §t_e“"“”*ds S R iy
2t e g 2ri 8
AD BDR
1 le—u\r est— a¥s
+ 2ri f s + 2_171. f ds
£
1 esl‘*u\‘ﬁ esl—n\"_
+ =— J‘ ds + ___J‘
2ri

KL LNA

donde C es el contorno de la figura 7-5 que consta de la recta AB (s — T ), de los arcos BDE ¥ 1.NA del circulo

de radio R v centro en el origen, ¥ del arco HJK de un ¢ircu

lo de radio e y ceniro en O

Como la tnica singularidad del integrado, s = 0, no estd dentro de C, la integral de la izquierda es cero
en virtud del tecrema de Cauchy. Ademas, el integrando satisface la condicién del problema 2 [véase el pro-

blema 61] de manera que al Lomar el limite ¢ mado
a cero. Se deduce gue

R »w las integrales a lo large de ADE ¥ LNA tienden

1 est—uV¥s 1 yHio st-ava
Fi) R!.l—l»noc 2ri f 8 ¢ 251 S y—in 8 ds
=0 AR
st'-uV'; ext—ﬂ\f; rt—n!f;
A et e e
em 0 EH HIK KL
Alo largo de EH, & = ze™, V& = VEer/2 = iz ycomesvade —Ra —e, zva de R a ¢, Tene-

mos entonces que

est—a Vs
3

J- esz—uv’?d _ J- ¢
§ —i

EH

Andlogamente, a lo largo de KL, ¢ = ze~™, Vs =

x va de e a R. Entonces,

de  —=

€ ew-:l—ai'lr;
. dr
g T

Vrze ™2 = —yg y como s vade ¢ a —R,

gsl—a\f; -R eat—a\f; R e—xt + ai\E
ds = ds = L . dx
K ¢ Ve # e #
A lo largo de AJK, 8 = e y tenemos que
est—avs _”eee"ﬂt—a\/:eiﬂﬂ L.
A ds = eeif do

HIK

ij:

Asi, (2) se convierte en

el

'l' . .
geetft — aveeidr? gg

. dr + ivr_veu’iﬂt — a¥eeiti2 d&}
€T

w

eu-"f’: — aveels2 dﬂ}

T

v— T . — ‘l
1J e(e‘ﬂt — aVeelis2 daj\

1 e gext—aivy R g—rt 4 0ivz
Oy = - lim o= [ e T dr 4+
R+ 271 |Jp x o
el
My at(gaiVE — g 0iVE .-
- fl.mL{j et E = ) g,y
R—+w 27 . x .
€0
1 R —xi
— lim 3= 2ef e T eenaveE gy +
Ko 271 ¢ x .
€med)

Como se puede tomar el limite bajo el signo integral, tenemos que

-
lim geeffr— e g9 = f 1de = =2
e 0 ™
1 (et
Asi, encontramos gue Fiy = 1 - > f e_:_%?_\{—gdz (3)

0

Esto puede escribirse (véase el problema 10) como

Fity = 1 — fer {a/2yt)

= feer (a/2V1) (4)
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lf“e"‘senav?
10. Demostrar que 2 J, p dz = fer (a/2v/1)

v, mediante esto, establecer el
resultado final (4) del problema 9.

Haciendo r = «2, la integral requerida toma la forma

2 ¥ p—ult SeN gq
Fi - = g T an du

Derivando con respecto a a y usanda el prohlema 183, Pdg. 41,

i = z f e~ % pomqu dy = 2 (}E. e—cﬁm) = L g—at/at
aa = J T2t V=t
Entonces, usando el hecho que T = 0 cuando a = 0,
a 1 [ a2Vt
I = f —— et dy = — f e~ du = fer {8/2V/1)
o Vrt Vi o

¥ el resultado gueda establecido.

11. Hatlar .£-!{e"2V7),

Si LIF( f(s), lenemos que LIF({) =

= sf(s) — FQO} = sf(st si FO = 0. Entonces si
LTUfs) = F(fy y FiO) = 0, entonees L~ Us f(s} = F ().

Por los problemas 9 y 10 tenemos que

Fit) = feer (@/21) = 1

de manera que F{0) = 0y

My = LR =

Entonces se deduce que

L7HemaVey = Py =

|

J’ 2 0/2Ve o
‘il \/_T‘_J; € du

“

- O ¢-3/8 g—atidt

2r

TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE DE FUNCIONES
CON INFINITAS SINGULARIDADES

. h
12. Hallar todas las singularidades de f(3) = % donde 0 < = < 1.

Diehido a la presenciu de 5, parece que s — D es un punio de temificacién. Esto noes cierlo; puede verse que

cosh z\'s

fsy = _ 1+ (mve)¥El 4+ (xve )il + -
g cosh Vr gll + (VB2 + (V8)ifdl 4+ ---}

_ 1 4+ x2e/21 + xlsBAT A .
s{l + 8f2! + g4l + ---}

de lo cual resulta evidente que no hay punto de ramificaeién en s = 0. Sin embargo, en 5 = 0 hay un polo simple.
La funcidn f{s) ticne también infinitos poles dados por las raices de la ecuacion

s L e Vs
coshys = £+t e '

= 0
2
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13.
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Estos ocurren cuando 2V = —1 = gmi+ike
de donde Vs = (k+ $ind o

Estos son polos simples [véase el problema 56].

Asi, f(s) tiene polos simples en

|CAP. 7

$=0Y 6= 5n, donde 8, = —(n— §}%% n = 1,28, ..

Hallar £~ {%} donde 0 < x < L.

Esta inversa puede hallarse haciendo uso del
contorno de Bromwich de la Fig. 7-6, La recta AB se
escoge en tal forma que permanezca a la derecha de
todos los polos, los cuales, como se ve en el problema
12, son

=0y s=a,=—(n—§P% n=123. ..

El contorno de Bromwich se escoge en tal forma
que la parte curva BDEFGHA sea un arco de circun-
ferencia I, con centro en el origen y radio

Rm = miz?

donde m es un entero positivo. Esta eleceidn nos ase-
gura que el contorno no pasa per ninguno de los poios.

Ahora hallamos los residuos de

ast cosh 2y
s cosh 8

en los polos. Tenemos:

El residuc en s = 0 es lﬂ (s —0) i

El residuc en 8 = —(n—})%% n = 1,2,3,...

lim (z—3,) [ coshaval snn;{

ey | acoshva |

= lim {
s=+5, |

4(_1]n
w{Zn— 1}

8i Cm esel contornode la Fig. 7-6, entonces

Bri

1‘_(§ e*‘fcosh-:::\f.?_'d‘El . ]_I_i_l
¢, &coshys ) s

=]

M1

a coshya J

es

n

= 1

Fig. -6

§—8 lim 5t cosh :r\/E]r
cosh Ve | 85, 8

i (
T 2+

1]
=

Tomando el ¥imite cuando m — o y ohservandoque la integral alrededor de V',

encontramos que
ljcosh:cfl - 14 4 G
18 cosh V3| o=t
= 1433
E ugl

=
n—1

2n—1

e -7

—_ —1177
e~ In— 1T ang

1 b lim % cosh /8
senhﬁ)(l&\fi)} 5= 5, 4

—in— Bt
e—(n lA)n'tcos(n—%)T,-g;

PRI 35 |
1¢ (n=11%5"t gog (m— §)ww

tiende a cero [véase el problema 54],
o0s (n — L)z

(2r — ljrz
2
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senh sz
14. Hallar T donde 0 .
< 5% cosh sa ded<z<a
La funcién f(g) = _senh sz _ tiene polos en 8 = 0 y en los valores de s para los cuales cosh sq = 0
. 82 cosh aa '
es decir,
T = & = (k+§ila k =0, %1, £2, ...
Debido a la presencia de s2, pareceria como si s = O fuera un polo de orden dos. Sin embargo, nl ohservar
que cerca & § = 0,
senh ax - 8x + (ax)3/3! + (sx}®/B! + .-
8% cosh 2o #2{l + (ee)2/21 + (sa)i/fd! + .-}

x + 222331 + a'5f/b]
a1l + s%a/21 + s/l + oo}

vemos que s = 1 es un pole de arden 1, o ses un polo simple. Los polos 3, sun también simples [véase el
problema 5§].

Procediendo ¢como en el problema 13, obtenemos los residucs de e* f(s) en dichos polos.

FEl residuo en s = 0 es

lim {3 — 0y J 2t nhewl ’nm senh sz j“m ent - .
Py 52 cosh sa S 5 ls_.n coah sa

usando la regla de L’Hospital,

El residuo en s — 55 es

lim (2~ s,) {e“ senh ax}

S g 52 cosh ¥a

/ lim L l { lim & senh s:}

s 5, COSH qu P 8%

¢
{lim 1 }{lim ¢t senh sx}
s s, e3enh so gobmy gt

]

1f

B 1 etk T ¥Imitfa | gen (k4 $iva/e
T wisen{k+ Dir ~ (k + §)eaifod

a(—1)% etk +¥Winit/a gen (k + §)rs/a
220k + 4

Con un procedimiento conveniente de limite similar al que se uséd en el problema 13, al tomar la suma
de los residups obtenemos ¢l resultado buscado,

—1 ] _senhsx L (L)t ek TS sen (i + f)rela
< 82 cosh za = F Ll =i (k+ 4P
2a 3 {(—1)" cos (r— Lirtfe sén{n — -})rr:l!fa.
= x + —F = 3
=1 (ﬂ' - %)'
Ba < (—1)n (2n — Dz (2n — Ljzt
= xr -+ ;E =z by 1}2 sen T £os f.’-ﬂ:- —
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PROBLEMAS VARIOS

15. Sea f{s} = P{(s)/Q{s) donde P(s) y @(s) son polinomios tales que el grado de P{s)
es menor que el de §(s). Demostrar que f(s) satisface la condicién dei problema 2.

Sean Pie) — g™ + gml 4+ o0 4 a,
Qe = Bpsm + bl o+ - by

donde @y % 0, by 0 y 0 Sm < n. Entonces, si s = Rei®, tenemos que

o = o s i AR L
B 1) Bost + bt + oo+ + by
aﬂRmemi\‘) + a'iRm le(m-—i)i0_+ e

b Rnen® + b Rn—1eln—L)ie Y ¥ e,

_ || 1 |1+ (@ /e R)e— 1 + (aa RAe=%8 + v + (a,fe Ry
= By | Brm ! T + (b/b,B)eid + (3,2/?032)97219 FE (b“fbvﬁnlg—m'a
Llamemos A el maximo de |ay/ay|, \ay/ayl, . .., [en/2gl.

v B el maximo de [by/byl, jbafbyl, ..., 10a/Bl

Entonces
bt} : a2 ; Tm : A A A
—— i —2i6 —mif < 2 2. e
1+%Re‘+uums‘+ +a gl =1+R+R2+ + E=
A 1 1
= — —_ _— N
:1+R(1+R+R2+ )
s 1+ e <z
para R > A+ L
Ademis, 1+ il.,evia + ot gmme 4 4+ 2 —nig
bft bR? byl
by by b
2 — e p—2i8 . A a—wif
z 1 |bﬂRe + buRge id + + buR"e b
B B B
= 1‘(?*?* +ﬁ>
B 1 1
= —_— = —_— —_—
z 1 R<1+32+R2+ )
B 1
z - —— = =
2 1-fF-1 ¢

para R > 2B+ 1.

Asi, para R mayor que A + 1 0 que 2B — 1, tenemos que

1 1 . M

&,
T v

by

donde M es cualquier constante mayor que Zlag/by] ¥y & = n — m E 1, Esto demuestra el resultado.

|f(3)l = BE

cosh /s

} donde 0 < x < a.
s cosh ay/'s

16. Hallar .C‘l{

{a) Métode I. Por el problema 13, tenemos que

{—1 M] = 1 + iE (;lﬂ B-—gznwl)!.ﬁ”gcua(27!.—1]-;;-:;
¢ cosh Ve | Tamt2n—1 3
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Sustituyende s por ks obtenemos, por la propiedad del cambio de escala de la Psg. 44,

Sofeoshavks )1 f
1kseosh\/ﬁj k]\

49 U o @ x|
- gl 2"71 e—2n Pattiik epy 2 -—"J

”

Al multiplicar ambos miembros por B v ul sustitnir k por a2y 1 por x/a, llegamos al resultado desecado

o cosh;r,\/il - il é (— 1)" - = 1 g (20— Lea
1scoshu\/§j 7o -1 Ja

Método 2. Podemos usar directamente la férmula de inversion como en el problema 13.

cosh ax

1—1
17. Hallar .\%—ﬁcoshsb

} donde 0 < x < b.

. _ _cosh gx
Sea Fl8) = & eoshst

k =0, 1, %2 [las raices de cosh sb — 0] son polos simples. Procediendo como en el problema 13,
obtenemos: El mstduo de e® f(s) en 5 = sk es

Entences s — { es un polo de orden 3, en tanto que s = sx = (2% | Lhrif2h,

lim {5 —s )J“f- COSh—T}

5= g [ 83 cosh sb )
f i Sy J 5 rosh s
= lim —. % L) iy £ voshse
Isin:k cosh sh} l\is’k 83 }
_ i o, piERt LR aagh (28 1 Dein/2b
bsenh (2k + 1)74/2 U2k A+ wi/2038

(771)k b2 el2k + Diwit/2b C;JS (2k + L)
@k~ 1)® 2h

Para hallar el residuo en s = 0, escribimos

%t cosh gz 1 spe f-l Poate2/2) + gipdjq) - l
= iy e 4 22 ;
8% cosh sb 3( te 2! " )11 + B2 seA - ]
1 a2 27 g N @b st
1 &2 522 82h2 7
T {1 + st + 3 + B T 3 + J}

Asi, ¢l residuo [que es el coeficiente de 175 en esta serie| es 182 + 22 — b2).

El residuo en s = 0 se puede obtencr calculando

1 “J/ _ oy & cosh sx |
hm 827 &8 l{s » s? cosh sb

La transformada inversa de Laplace buscada es la suma de los residues anteriores y vale

Rh2 “ (_1:.!.: 2N | Liwiisen ) l’Q_i'f - 1) =1

He+x2 pn o+ P N PRI eos ==
1562 3 (- 1)» (2 — 1)zt {2n — 1yza
— 2 bt BTy — I i ' LiTE
= ittt h2) A Ty v cos ap CO& ap

que ¢s la formula 123 de la tabla de la Pag. 252,
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18. A un circuito eléctrico, figura 7-8, se le aplica un voltaje periddico E(t} en forma
de “onda cuadrada” como el de la figura 7-7. Suponiendo que la corriente es cero
en el tiempo ¢ = 0, jcudnto vale la corriente un tiempo posterior?

E(t)
._._'WVIEW_—-I-—
Fo | 1 | r_
' I i |
l:a ]:2a ia«» %14(1 : Cﬁb EL
Fig. 7-7 Fig. 1-8
La ecuacién diferencial para la corriente J{t) en el circuito es
L4 L r = B donde I0)=0 5

Tomando transformadas de Laplace y usando la férmula 135 de la Pég. 253, ohtenemos

T T o E, ag ~ Ey as
Lel + RI = Ttanh—z— o Is) = I tanh -
donde T(s) = £ {f()).  Asi,
B, { 1 ag
It = =L 1= h == @
@ T < {s(a TR A g
La funcién f{z) = ;(:]m--_T_:lwﬁ:,—[')t:a.nh%li tiene un polo simple en § = —R/L y polos simples en

s = sg = (2 + lwifa, & = 0, 1, .. donde cosh {as/2) = 0. {Compdrese con el problema 17.] El
tanh (as/2) )

valor 5 = 0 no es un polo, puesto que lim
FE g

table,

es finita. Asi, s = 0 es una singularidad evi-

Siguiendo el proceso de los problemas 13 y 17 obtenemos los residuos de est f(5) en los polos. Hallamos asi:

El residue en s = —R/L es
L ol
PR = = g—RY/L h 2t
s-wl]P}I (o + BIL) {a( + R/L) tanh % } E® tenh 57

El residuo en & = 5, = (28k + l)wi/a e
N g5t a8
slln;l* (8 — &) {m tanh 2}
L1 ; eit sopnh (2af2)
R E— 1 AL S S’

{JL"L zosh (as/2)} {51."3,‘ ata + B/LY }

1 1 esttsen h (28, /2)

{a/Z) senn (28, /2) | | awlew + R/L)

9pl2k + 1)mitia
2k + Dri{(2k + 1)=i/e + R/IL}
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Entonces, la suma de los residuos es

L own R = D2k L Ditte
o AL t h .{ . .
RE Y x 2 =2k T D {2k - Viaida £ RILY

L aR al sen{2n — Dirtla — (2n— 1)L cos (Zn— lirt/e
—_ — Rt h_
R tan o ,IE. 2o - 1){02BT L (2n — 112210}

Asi, de (@) deducimos el resultado buscads

I = %e—mu tanh 2B 2B0 % aRsen 20 1irtha ~_(2n—1)zL cos (2n — ljt/a
2L L 2 (20 — 1H{a?R2 + (2n — 1)272L2)

que puede escribirse también en la forma

E, 28, = 20— 1)r -
1 = e minggun@f oy She g seni®n - letla - g,
B 2L #le =0 (Bn— 1){eR? + (2n — 1)Z2LE1172

donde ¢, = tan—!{{2n— DsL/aR}).

Problemas propuestos
FORMULA DE INVERSION COMPLEJA Y USO DEL TEOREMA DEL RESIDUO

19, Utilizando ta formula de inversién compleja calcular.

J _ j 1 | . f 1 l
(@) £ le +|? } ) « l“sf-l-n?j (@ L7 [s+1{sz+1)J

Resp. {a) cosat, (B) (scnat)/a, (c) Jisent—cost pe~?

20. Utilizando la formula de inversion compleja, hallar las transformadas inversas de Laplace de
(@) Vs + 1) (b) L1/8%(a% 1 1).
Resp. (@) te™t, (b} Ittt cost — 1

21. {a} Demostrar que f(s) = GE%S'F. 3 satisface las condiciones de la férmula de inversion. (b) Hallar
L1 {f(a}}. Resp. (b) o2t —pt
22. Calcular .0 ! {-—L justificando todos los 808
- E 1(32+4)2 ] A pascs. W
flesp. lsen 2t 4+ }t cos 2
1 R
a1 3 Spipe ¢ v
23. {(a) Calcular £ {mj justificando los pasos y ) %
(b) comprobar su respuesta.
24. (a)} Caleular 5 da  alrededor del contorno
2 i (32
C' que se muestra en la figura adyamnte donde 8 =3y y > 1.
() Dar una interpretacion a su respuesta dentro de Loda Fig. 7-9

la teoria conocida de la teoria de la transformada de Laplace.
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] . .
25. Usando la férmula de inversién, evaluar £7? {{?_Fm} donde a ¥ b son constantes positivas arbi-
trarias.

26. Usando la férmula de inversién resolver: (o) El problema 13, Pég. 53; {b) Ei problema 25, Pag. 58; (¢) El pro-
blema 28, Pag. 60; (d) El problema 110, Pag. ™.

TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE DE FUNCIONES CON PUNTOS DE RAMIFICACION

27, Calcular 27! {e~ Y5} usando la formula de inversién compleja.

28, Caleular £-1 {%} mediante la férmula de inversién.
-1

29, Demostrar que £~} {——lﬁ} = fer V’E usando la formula de inversion compleja.

sys+1

30. Calcular (—l{kitl} usando la férmula de inversidén compleja.

31. (a) Usando la férmula de inversién compleja calcular 71 {8-173} y (b) comprobar su respuesta por oiro

método.
32. Caleular £-1{In{l + 1/s)} mediante la férmula de inversién. Resp. (1 — e t)/t
33. Calcular £-1{In(l + 1/s%)} mediante la férmula de inversion. Resp. 2(1 — cos I}t

TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE DE FUNCIONES CON INFINITAS SINGULARIDADES

34. Hallar .c—l{ﬁ} usando la formula de inversién compleja.
_ 1 4 [ i 1 3t 1 Bt
5. De it 1 = - = il Ao} = = g — st
3 mostrar que o {8 coshs} 1 - {cos 3 3 €Sy + e } .

sZgenh 8 72 .=y n?

368, Hallar {_’{—1—-—}. Resp. 4t* + % = (7”“(1_c05nrt)

37, Haciendo uso de la férmula de inversién compleja demostrar que

- 1 _ teE—of 2¢2 o (=1j* nrt

)= - we—as == LAY nrl

< {B’a senh us} [l ) ol ngj s Ty

38. Demostrar que £-14 o L1 = senw(ita) 1 % _cos{2n— 1)rt/2a .
4 < {(5‘2 + 92)(1 +e- me)} 2w K a ng‘l @ — (21!. ot 1)272/40.2

PROBLEMAS VARIOS

39. Caleular (2) £~ {1/(a—1)1}, (b) .£-1{e~25/(g —1)4}, utilizando la férmula de inversién compleja.

2 _
40. Calcular £°1 {(‘%ﬁ} utilizande la integral de linea. Resp. tcost
- 8 1 '
41, Calcular £™1 {W} Resp. IE{BH' cost + (&3 — 3t) sen £}
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42.

43.

44,

45,

46

47.

48.

49.

50.

51.

52,

53.

64.

54,

3s — 1 . . . . . ,
mediante la [Grmula de inversién compleja ¥ comprobar por otro método

sfa—112(s+1)

el resultado obtenido.

Caleular 471 Jl

.. 1 . ..
(2} Demostrar que la funcidn f(s) = T cosh s satistace las condiciones del teorema 7-1.

- 1 85 _(Zhr Zn 1
Apar - L = — .
(h) Demosirar que £ {m} = 2 gl En— l)g ( 2 7t

Discutir la relacidn entre los resultados de los problemas 43(h) v 35.

Caleular £71 {5"*—'1;-*1} por la férmula de inversidn compleja justificando todos los pasos.

Resp. Y(sen ¢ cosht cost seoh )

{n) Demostrar que si x > 0,

L1 113: .Iv:} = e—aVolt pog (wt — 2V 0/2) — L JM ue” ! sen zﬁ du
52+ ™
n

b R

(b) Demostrar que la integral de la parte (2) es insignifieante para grandes valores de &,

w
Demostrar que para 0 < ¢ < 1, Se0hex 4 (Z1)" cos{2n - l)gz/2
e p 8% cosh & T n=1 2n—1 a2+ (2n— 1)x2/4

Calcular £71 {ﬂ{} .

senhzys 2 w (—1)*~ 1 sen{2n — Dirz/2

Demostrar que para 0 < x < 1, mﬁ = = s F (2n—1)%%/4
Demostrar gque
~1JIn{l -+ 1/62) = l—cos(t+a) | 1 4a? 2n—1)at
1 T L8] = SR TS 1
< { 1+ e 2m i+a El S S VER e
Demastrar que para 0 < x < a,
ljsenh v’_(a—x)\ _ a-z _ 2 ﬁ e—ninttiat | mpx
l senhyaa j - @ T on=1 sen

Usando la formula de inversion, desarrollar: (a) el problema 3{g), Pag. 48; (&) el problema 9a), Pag. 51;
{c} el problema 14, Pdg. 53. :

Usando la formula de inversién, resolver Y{¥}!) — n4¥{(t) = sen at + ¢—at sometida a las eondiciones
Y0) =2 YO =0 Y0 = —1, Y"{0) =

Demostrar que la integral alrededor de I del problema 13 tiende a cero cuando R~ =,

Utilizande la formula de inversién compleja demostrar: (a) El teorema 2-3, Pag. 43; (b) el teorema 2-5, Pig.
4, (¢} el tearema 2-1, Pag. 45.
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bé.

57.

58,

59,

61.

62,

63.

64.

FORMULAS DE INVERSION COMPLEJA [CAP. 7

Demostrar que las singularidades calculadas en: {e) ¢l problema 12 ¥ (b} en el problema 14 son polos sim-
ples. [Sugerencia. Use el hecho de que si s = @ e3 una raiz doble de g(s} = 0, entonces s = a Liene que
ser una raiz simple de g'(s} = 0.]

¥ +im st
{a) Calcular —1— —f ¢ dg donde ¥ > 0. (b} ;Como pucde comprobar su respucsia?
¥

2ri ) . Ve t1

Resp. t~12e~3r sit > QG;osit < 0
Cumpletar las demostraciones de: (a) El caso 3 y (b} el caso 4 del problema 2.

Un voltaje E{t} en forma de semionda sinusoidal rectificada, como el que imdica en Ia figura 7-10 se aplica
en el circuito eléctrico de la figura 7-11. Suponiendo que la carga del condensador y la corriente valen cero en
{ = 0, demostrar que la carga del condensador en cualquier tiempo posterior estd dada por

Qu = wEy 7By [senwt — senult + T senaf — senqft + T)
~ LT%a%t 2LT | wla? — w2)(1 — cos T) alw? — 221 — cog al)

28, & cos 2rnt/T
LT2 = (W — drn¥/ T2 {a? — 4r2n3/T3)

donde «? = L/LC, a? = #%/T2 ¥y aw#a

E(t)

”IT'_ /\ | / | ® o=

r/z T ar/e

Fig.7-18 Fig. 7-11

Desarrollar el problema 59 en el caso en que @ = w ¥ discutir el significado fisico de sus resultados.

Comprobar el teorema 7-1, para ¥a funecién e~ ¢¥s/a, >0  {véase el problema 9].

Hallar £—1 {W%%j} , donde a > 0, mediante el uso de la formula de inversién y comprobar su

resultado por un método diferente.

o« 3w
Demostrar que £ 1{e— s} = 3 —f v2 g—tv? - v/2 Sen‘/; dv. .
w
0

Generalizar el resultado del problema 63.

Un resorte de rigidez & ¥ de masa despreciuble estd suspendido verticalmente de un punto fijo ¥ soporta una
masa mt en su punio mis bajo. A la masa m se le comunica una vibracidn alargando el resorte une distancia
zy ¥ solténdolo, En cada momenio en que la masa estd en su punto més bajo, comenzando desde ¢t = @, se

le aplica una unidad de imputsc. Hallar la posicién de la masa en cualquier tiempo £ > 0 ¥ hacer la discusién
Maica.




Capitulo 8

PROBLEMAS DE VALOR FRONTERA QUE INVOLUCRAN
ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Varios problemas de la ciencia y la ingenieria al ser formulados matemdticamente con-
ducen a ecuaciones dilerenciales parciales que involucran una o mas funciones incégnitas
junto con ciertas condiciones, provenientes de situaciones fisicas, para dichas funciones.

Las condiciones se llaman condiciones de frontera. El problema de encontrar soluciones
para una ecuacidn que satisface ciertas condiciones de frontera se Hama un prablema de va-
lor frontera.

ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES IMPORTANTES

aw _ , »U

1. Ecuacion de econduccion del ealor —
ot dx?

en una dimensidn

{/{x, t} es la {emperatura de un sé6lido en el punto x en un tiempo t. La constan-
te k, llamada difusion, es igual a K/cp donde la conductividad térmica K, el calor
especifico ¢ ¥ la densidad (masa por unidad de volumen) p se suponen constantes. La
cantidad de calor por unidad de drea conducida a través de un plano en la unidad de
tiempo estd dada por —KU; (x, ¢). ’

2. Ecuacion de onda en una #Y LY

. .. P =
dimension a2 dx?

Se aplica a vibraciones transversales
pequenas de una cuerda flexible tensa lo-
calizada inicialmente sobre el eje x y pues-
ta en movimiento [véase Fig. 8-1]. La
variahle Y(x, t) es el desplazamiento de
cualquier punto x de la cuerda en el tiem-
po t. La constante ¢, = T/p, dande T
es la tension (constante) v I es la masa Fig. §-1
por unidad de longitud (constante) de la
cuerda.

3. Vibraciones longitudinales i e — &Y
at?

de¢ una viga

Esta ecuacién describe el movimiento
de una viga (Fig. 8-2) que puede vihrar
longitudinalmente (es decir, en la direc-
cion x). La variable Y{z, t) es el desplaza-
miento longitudinal desde la posicion de
equilibrio del corte seccional en x. La cons- Fig. 8-2
taute ¢ = gE/p donde g es la ccelera-
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cién de la graveded, E es el mdduly de elasticidad (esfuerso dividido por alargamien-
to) que depende de las propiedades de ja viga, pes la densidad (masa por unidad de
volumen) de la viga.

Nétese que ésta es la misma ecuacién gue para una cuerda vibrante.

Vibraciones transversales Y 2 Y
axt

= = 0
de una viga at

Esta ecuacion describe el movimiento de una viga {localirada inicialmente sobre el
eje x, véase la Fig. 8-3) la cual vibra transversalmente (o sea en direccién perpendicular
al eje x). En este caso, Y(x, [} es el desplazamienlo transversal o de flexién sobre cualquier
punto x en cualquier tiempo t. La constante
b* = Elg/p donde E es el modulo de elas-
ticidad, [ es el momente de inercia de cual-
quier seccion transversal con relacion al eje
x, g es )a aceleracion de la gravedad y p es la
masa por unidad de longitud. En el easo en
que se aplica una fuerza transversal externa Fig. 8-3
F(z, t), el miembro derecho de la ecuacidén se
remplaza por &% F{x, {)/EL

r ~aFT T
Conduecién del calor Wy /‘Ltj , 1%)
af are roar

en un cilindro

Ulx, t) es la temperatura en cualquier tiempo ¢ de un punto del sélido cilindrico que
estd a una distancia r del eje x. Aqui se supone que el flujo de calor se presenta solamen-
te en direccidn radial. ’

|
Lineas de e RI — LCE
transmision 3% ot
ol al
w - GE-C%
Son ecuaciones simultdneas para la co- )
rriente [y el voitaje E de una linea de traps- ot ‘
misién {Fig. 8-4] en cualquier posicién x !
. - ETHL O
y cualquier tiempo f. Las constantes I, L, sencrador
¢ y ¢ son respectivamente la resistencia, la b
E

inductancia, la conductividad y la capaci-
dad por unidad de longitud. El extremo
r = 0 se llama el extremo emisor. Cualguier
otro valor de x puede considerarse como ex- Fig. 84
tremo receptor.

PROBLEMAS EN DOS Y TRES DIMENSIONES

Es posible generalizar muchas de las ecuaciones anleriores para aplicarlas a problemas

en dos y tres dimensiones. Por ejemplo, si Z(x, ¥, t) es &l desplazamiento transversal de cual-
quier punto {x, y} de una membrana que se halla sobre el plano xy, en cualquier tiempo t,

entonces las vibraciones de esta membrana, supuesias pequenas, obedecen a la ecuacidon

7 L S A
—_— = — )
at® \ da= oy

(N
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= a'vi @

3 2 2
Analogamente, o g (324, e d q’)

Fra o T T a2
donde V?$ se llama el laplaciano de &(r, y,2, 1), y (2) es la ecuacién para las vibraciones de
una membrana pulsante en tres dimensiones,
La ecuacion general para la conduccién del calor en un sélido tridimensional, suponiendo
constantes la conductividad térmica, la densidad y el calor especifico, es
allr U | U 52U s
at ( oxt ay? az% ) kvt (3)

La ecuacién para una temperatura estacionaria [donde {/ es independiente del tiempo, es
decir, 9l//dt = 0], es
SV, PU L FU

- —— 2 —
6&:2+8y2+az” = VU =0 (4}

que se llama la ecuacién de Laplace. Esta sirve también como ecuacién para el potencial
eléctrico (o gravitacional) debido a la distribucién de carga (0 masa} en los puntos ca que no
hay carga {0 masa).

SOLUCION DE PROBLEMAS DE VALOR FRONTERA MEDIANTE
TRANSFORMADAS DE LAPLACE

Al hacer uso de la transformacién de Laplace {con respecto a t o x) en un problema de
valor frontera en una dimensién, las ecuaciones diferenciales parciales pueden transformarse
en ordinarias. La seolucién puede obtenerse resolviendc esta ecuaciéon ordinaria e invirtiendo,
bien sea por la férmula de inversién, o bien per cualquiera de los otros métodos considerados
previamente. :

Para problemas en dos dimensiones es a veces conveniente aplicar dos veces la transfor-
mada de Laplace (por ejemple, primero con respecto a ¢ y luego con respecto a x) y llegar a
una ecuacion diferencial ordinaria. En tal caso, la solucién se encuentra por una doble inver-
sigin, Este proceso se conoce con el nombre de transformacidn iterade de Laplace. Puede apli-
carse una técnica similar en problemas de tres (0 méas) dimensiones. Los problemas de valor
frontera pueden resolverse a veces mediante el uso combinado de transformadas de Fourier
y Laplace [véase el problema 14].

Problemas resueltos

CONDUCCION DE CALOR

1. Un sélide semi-infinite x > O [Fig. 8-5] esta
inicialmente 4 la temperatura cero. En el tiem-
pe ¢ = 0 se le aplica y se le mantiene una tem-
peratura constante IJ, > 0 en la cara x = 0.
Hallar la temperatura de cualquier punto séli-
do en cualguier tiempo posterior ¢ > 0.

El problema de valor frontera para la determinacion
de la temperatura U(x, ¢} en cualquier punto x y en cual-
quier tiempo ¢ es Fig. 8-5
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4
U R 2U $20, 470
atb fxt

Ulz,0) = 0, U0,8 = Uy |V < M
lg Gltima condicidn indica que la temperatura es constante para todo 1 ¥ todo £, tal como lo exige el problema.

Tomando transformadas de Laplace encontrames que

due w8

su — Ulx,0 = kaxT o TR < 1 n
g
donde (0,80 = L£{UWO.H = ra ()
y u = ulx, 5} se necesita que sea acotado.
Resolviendo (I} enconiramos que
u(z,a) = cmmr + ‘::ze—"rST“”r

Kscogemos ry = 0 para que u resulte acotado cuando r — = ¥ tendremos entonces que

w{x,8) = ege Y3k (3)
Por (2) tenemos que ¢z = L/g/s, de manera que

wlr,8) = ?e‘m‘

Entonces, por el problema 9, Pég. 207, y por el problema 10, Pag. 209, encontramos que

2 xr2 vkt
Ule, ) = U, feer (z/2VkE) = Uo{l — ,_J‘ e v du
v Jy

)

2. Desarrollarel problema 1 sient = 0 la temperatura que se aplica esta dada por G(¢}, ¢ > 0.
El problema de valor frontera es en este caso €l mizmo que el anterior salvo por el hecho de que la con-

dicién de frontera L0, t) = [y se remplaza por (7(0, 1) = ((t). Entonces si la transformada de Laplace de
G(t) es g{s), por la formula (3) del problema 1 encontramos que ¢z = g{s) dc manera que

wix,8) = g{sye Va/k=

Ahorg, por el probiema 11, Pag. 209,

_F_ £ 9/2 g fdkt

AveT

i

£ {em Yok )

Entonces, por el teorema de la convolucidn,

t
Uz, ty = f L -2 gtk Gt — w) du
a

2y ke

el
— P Gt — o ldv
Vo v akv

E

haciende v = x2/4ku.
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3. Una barra de longitud [ [Fig. 8-6] estd a temperatura constante [/, . Cuande ¢t = 0,
al extremo x = ! se le aplica sdbitamente una temperatura constante U/, y al extremo
z = 0 se le aisla. Suponiendo que la superficie de la barra estd aislada, hallar la tem-
peratura de cualquier punto x de la barra en cualquier tiempo ¢ > 0.

Aisluda

Fig. 84

El problema de valor frontera es

w2

o <<l t>0

U, 0) = Uy, T 0,8) =0, ULy =10,

Tomando transformadas de Laplace,

i U
R BB S
U
uw(0,8) = 0, w8 = s—' 2)
La solucion general de (1) es
U
u = e coshvalkx + epsenhVelbe + j'—ﬂ

Por la primera condicién de (2) encontramos que ¢a = 0; asi,

Uy
u = ¢ coshvaks + r
Por la segunda condicidn de (2),
U, i, U, -0,
h Veskl —_ = — 6 =
o cosh Vo/ki + & 8 ° ! # cosh Vark!
U h v alk
Asi, wit, 8} = I - UU)M
B s cosh ya/ki

La inversa del primer miembro es Uy. Por la férmula de inversién compleja encanirames que la inversa del
segundo miembro, a menos del factor constante [y — Uyp, viene dada por

1 ’”‘B" cosh Velk x
2ri y—im & cosh Vs/ki

Como en el problema 13, Pag. 210, se puede demostrar facilmente que esto es igual a la suma de todos Yos re-
siduos del integrando en las singularidades que son polos simples y que estos se presentan en

ds

g =0, velkl = (n—4)ot R o= 0,x1,+2, ...

 {2n— 1Y%

7 n=1,23..
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Ahora:
¢ o8t
El residuc en s = Des lim (8) f e cosh f/k:r) = 1
sl “ s coshyaelki
— 12,2
El residus en & = ——(Z—T%E = 8, e8
. ast cosh v's/k sk =
lim (s —s,)
st Sa s cosh \/’s/kl
8=, '
= Iim —- l im “ mhh\"s/ t
i, Loqh\/??‘ g“-“u 8
= 1[1|m —t — b J lim M’L~ﬂl

| = . (senh v/a/k D2y ks ), ¥ s J

4(71)71 ,g—f:!nf112.7"1«‘!.-"‘;(z £a5 (2}1 *1_)’,7_6

En—11m 2i

usando ta regla de L'Hospital. Asi obtenemos
LU U & (o , _ o
T — 7 — _vs Cron 1R g (BT UrE
Uix, 1 [N - & o1 g e oS 2

LA CUERDA VIBRANTE
4. Una cuerda infinilamente larga con uno de sus extremos en x = 0 esta inicialmente

en reposo sobre el eje x. El extremo x = 0 se somete a un demlazam;enm transversal
periédico dado por A, sen wt, £ > 0. Halldr ¢l desplazamiento de cualquier punto de

la cuerda en cualguier tiempo.

Fig. 8-7

Si Vi, t) es el desplazamiento transversal de la cuerds en cunlyuier punto x on cualquier tiempo ¢, en-

tonces el prablema de valor frontera es
2y 2 Y
EIC ar?

w0, £ 0
Yo 0) = 0, Y (o) = 0, Y0,0 = Aysenwt, |[Yir,t) < M

donde la ultima condicion aspecifica que el desplazamicntn es acotado.

Tomando transformadas de Laplace encontramos que, si #(x,8) = £ 1¥ix, 81},
vy evir o — Yo — arld . A
83y g Yir, 01 Y, (e, m @ o seaq ] et 0
nw
w0, t) T A (x. s) s acotada
& w=

(1

(2

(3

)
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La solucién general de la ecuacién diferencial es

y(z’ 8) = 8, esTia 4 [ g—¥xfa
Por la condicién de acotacién es necesario que ¢; = (0. Entonces
y(w, 8 = ege /0

Por la primera condicién de (4}, c2 = Agw /(s + w?). Entonces
Agw
Wzd = gpEet
Agsen ot — zfa) t>z/a
0 t< xfa

Asi Yz, t) = {

Esto significa fisicamente que un punto x de la cuerda permanece en reposo hasta el tiempo ¢ = x/a. Des-
pués tendrd un movimiento idéntico al del extremo x = 0 pero retardado en un tiempo ¢ = x/fa. La cons-
tante a es la wlocidad con la cual viaja la onda.

Una cuerda tensa eldstica y flexible tiene [ijos sus extremosenx = 0y x = {. Al tiempo
t — 0 se le da a la cuerda la forma definida por F{x} = px({l — xJ, donde pes una
constante, v luego se le suelta. Hallar el desplazamiento de cualquier punto x de la cuer-
da en cualquier tiempo ¢ > Q.

El problema de valor frontera es

2 22y
%éi: az-a;;g 0<z<L t>0

Y@,6 = 0, Y@t =0, Y0 = wi-z), Y0 =0

Tomando transformadas de Laplace encontramos que, si y(x,8) = £ {¥(=, t}},
: a2y
2y — a¥(z,0) — Y, {(z,0) = azd—aﬁ
diy e N pBx(l— )
o e W Tt T T e U
donde ¥(0,8} = 0, (e} =0 (2)
La solucién general de (I) es
= ¢ eosh®E + geenhZE 4 weil=z) ol 3
¥ = o cosh - 2 o p P (3)
De las condiciones (2) deducimos que
.. 2d% 2% /1 —coshslfa\ _ _ 2aZa
o = 5 2 = —a ( wonballa = 3 tanh si/2a (4)

2 _ — 2
de esta manera i) se convierte en ¥y = 20’ cosh s{2x — I/2a pell—x) .2%

8 cosh sl/2a 8
Usando residuos (problema 17, Pdg. 213} enconlramos que

LY 2
Yie,t) = &% Jci + (g-’;a—l) - (%) }

_ 52a% (i)2 i (=1} cos (in — 1)w(2z — 1) c05(211 - L)mrat

A \2a) S @17 i ]
+ pE(l—x) — afpt?
_ o B 1 (2n— llzx (2n — Dxat
© sea Y{z,t}) = i ng,l Enip sen : cga 7
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VIBRACIONES DE VIGAS

6.

APLICACIONES A LOS PROBLEMAS DE YALOR FRONTERA [CGAP. 8

Una viga de longitud [ cuyo extremo x = 0
esta fijo, como se muestra en ta Fig, 8-8,
se halla inicialmente en reposo. En el ex-
tremo libre se le aplica longitudinalmente
una fuerza constante F, por unidad de
area. Hallar el desplazamiento longitudi- Fig. 5-8
nal de cualgquier punto x de la viga en ’
cualquier tiempo ¢t > Q.

x = 1

Si Yix, t) es el desplazamiento longitudinal de cualquier punto x de la viga en el tiempo ¢, el prohlema

de valor frontera es
@y L 02
“ae i

Yir,00 = 0, Yi(e,0p = 0, yio, )y = 0, Y. (Lt) = Fy/E

o<zl t>0

donde E es el modulo de Young.

Tomando transformadas de Laplace encontramos que, si y{z, 9) = . {¥(x, 1)},
_ . cm = 2% st
stylz, 8) s¥Yix, 0 YV ie,(h = & prs o e R a
y{0,8) = 0, w, (8 = Fy/Es (1]
Resolviendo la ecuacién diferencial encontramos qoe
ylr, 8} = ¢ coshisz/e) + e senh(sx/c)
Por la primera condicién de (1), ¢p = 0; ash, |
wlx,s) = e, senh(sefe)
vz, 8) = ey{s/e) cosh (sicfe)
Por la segunda condicién de (7], tenemos que
eFy
¢, (3/¢) cosh (slfe} = F,/Ex o ey = 7 conh Gl
' ¢Fu  senh (srfe)
Ent = . Einantl 2
ntonces wx,s) B 3 rosh (s/e) (2}
Luego, pot el problema 14, Pag. 211,
Fo & % (—im Br—lrzx __ (Ir— Vael
BT w2 oy (20 = Diret
Viz, 8 BT S o™ % g (3
En la viga del problema anierior, determinar ¢l movimiento del extremo libre x — [ en

funcidon del tiempo ¢

Por fa férmula (2) del problema 6, para x = ! obtenemos

eF,
wies) = ©_senh (s//c)
E 5% rosh {alfe)
Pero, por el problema 92, Fig. 2 o la férmula 134, Pag. 253, ésta es la transformada de Laplace de la onda
triangular de Ls Fig. § ¢ jue describe el movimiento del extrernn x = { en funcidn de ¢
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Yl t)

2R E

dlfe 8l/e 12i/e

Fig. 8-9

8. A una viga semi-infinita, la cual se halla inicialmente en reposo sobre el eje x, se le co-
munica un desplazamiento transversal h en el tiempo ¢ = 0 sobre el extremo x = 0.
Determinar el desplazamiento transversal Y{x, t) de cualquier posicién z > 0 en cual-
quier tiempo t > 0.

El problema de valor frontera es

Ll T S
W+bax4 = 0 x>0, £>0 (N
Y0 =0, ¥, (2,0 =0, Y08 =~h Y. 08=0 |¥&i <M 2)

Tomando transformadas de Laplace, obtenemos

2ye,8) — e ¥{x,0) — ¥,(x,0) + bﬁa‘i—;% = 0 a %+gy = 0
y(0,8) = his, ¥ A0,8) = 0', y(x,8) es acntada %]
La solucién general de la ecuacion diferencial es
wiz,8) = V(e cosVal2hz + o senVa/2bx) + e V32T (o, cos VE/Zhx + e sen Ve/2b 2)
Por la condicién, ¢1 = ¢z = O asi que
ylx,8) = & ¥ {g; cos Vsi2hx + e48en Va/2b 5}

Por la primern y segunda condiciones de acolacién de (3), encontramos que c4 = 0¥ cg = /s de modo gue

wx,8) = sic" Vsi2b 1 egs V8/2b x
La transformada inversa de Taplace es, por la férmula de ¥
inversign compleja, D
i _ B
Yie, ) — 1 P st Vsi2h e aog y/a/2h @ da ¥ +iT

2xi v & R

Para caleular esto usamos el contorno de la Fig. 8-10 ya que E
s = 0 es un punte de ramificacion, Procediendo como en el pro- L K _/
blema 9, Pag. 207, al umitir el integrando, oblenemos

_ ) 1 . .
Yiz, 8y = _nh-.":c 5 { J + f + I } ) N
KL

=0 Kt NIk
' Fig. 8-10

ol
-,
L
®

y—iT

FY
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A lo largo de EH, 8 = we™, g = iu v encontramos que

J' _ J"hc—ur—iv‘wzhrcosh wizhz 4,
It u

En
Alo largo de KL, 8= e ", V3= —iyu y obtenemos
. R )
l _ J‘ he—ut + YU/ T cogh Vus2b o du
. £

U

KL

Entonces de HJK, & = e y obtenemos

a7
iy — 1 . T
r = J b pcetft = Veetli2b oo VS TR 2 dp

HIK ™

Entonces (4) se convierte en

¢ =

Yz, t) = hWJ,1~

. o

I’“’e*"f sen vVa/2b x cosh vu/2b x a'*u}

"

Haciendo u/2b = v? escribimos

Yz, = k{l _ E“-me"%“zfsen vx cosh vx de
! L J

E v

Este resuliado puede también expresarse en términos de integrales de Fresnel [véanseelproblema6by las
formulas 10y 1L, Pag. 255] como ’

; 3 Vot
Y{e,y = h il -4 ’ = J. (cos w? + senw?) dwl
W 0 J

LINEAS DE TRANSMISION

9.

Una linea de transmisién de inductancia y cenductancia por unidad de longitud des-
preciables tiene un voltaje en su extremo emisor, x = 0, dado por

-
E(O,t) — Ey 0<t<T
0 t>T
Hallar el voltaje Edx, ¢) ¥ la corriente I(x, t) sobre cualquier punito x > ¢ en cualquier
puntot > 0.
Si tomamos L = 0 y (G = 0, las ecuaciones de la linea de transmisidn serdn
B . _oiE
w - B o5 = Oy 0

Las condicivnes de frontern son
[Ey, 0<t<T

E{x,00 = 0, Hz,0 = 0, E@0,% = 10 e T

Bzt < M

Tomande transformadas de Laplace, si usamos las notaciones £ {E{z, )} = E(:v, sy, £ {Hz, ) = T(x, 8},
tenemos que

d'g' od ri? L =~ X
E = *RI, EE = C{BE—E'_().’..U)}
. dE T a7 P
es decir, i BRI, T CsE 2)

Derivando las primeras ecuaciones de (2) con respecto a z eliminamos /; obtenemos asi

a2E a1 ~ BE
— —r%l - RCeE fac)
de2 B dx Ceks ° a2

~ RCsE = 0 3)
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La solucién general de (3) es

E(x,s) = ¢ eVRTsz | g, e~ VROsx
por la condicidn de acotacién, ¢; = 0. Entonces .
E(m,s) = ¢ e=VRCsz (4)

Escribames E(0, ¢) = Gt) vy £ {E(0, )} = E(O,S) = g(s). Entonces, por (4}, ca = gis}; asi

E(e,s) = gise VAGir {5
Usando cl teorema de la convolucidn como en el problema 2,
“t
E(z t) = ’ Mu—wz e RET A Gt — u) du
Yoo 2w
Ahora como

Gio—w) = B0 0<t-u<T o t=T=u<t

10 t—u > T w < t—T

se¢ deduce que sif > T,

o Re
E@xt)y = J z umHI g ROTY A By

t T 2\/—
2K, VROV T
= f e v du (tomando RC#2/4u = o)
V7 YaVRe T
I 2 ¥ RCZVI—T 2 T¥YRC2YTE )
= E, f e P dp — r e~ vt dv{x
]\/«: 0 Ve ]
Jter\ C\f Fer(x RC)l
Vi—T/ 2Vt /|
Entantoque, 810 <! < T,
| ZE %
Ez,ty = ’ M/RC?*"”(’. RCsHw g dy = ——"’ﬁ e~ v dy
b VT Vi v rVRCr2vE
= Byl — fer (;/RC/2V/E)}
= By feer {/RC/2VT)
= -1 i
Como [ = Far’ al derivar obtenemos que
r
E“x Ff SA72 pm ROSZ AL o<t T
HER 2\/_
B‘O F[t—ﬂfz e HUXTAL . (p — Ty 302 L.-Hr'.r!,'w't—’r] t> T
2y N E
PROBLEMAS VARIOS
10. (a) Resolver el problema de valor frontera
al/ U
= e =
m L x>0 t>0

Ule,0) = Th, Ud0,t) = —ali(0,8), |[Uzf)] < M

(b) Dar una interpretacion del problema en términos de flujos calorificos.
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La motivacién del problema eatd en considerar un sélido
conductor semi-infinito cuya temperatura inicial es U/, y en
el cual ccurre radiacion en un medio x < 0 a temperatura cera.
Se supone que esta radiacion es tal que el flujo en lacarax = 0
es proporcional a la diferencia en temperaturas de la cara x - [\]
v el medio 1 < 0, es decir,

Rarliacinn

Qi 2,

U.0,8) = —alUQ,8—0 = —eU0,8

Para obtener la solucién, tomamos transformadas de
Laplace; asi encontramos

P s _ Uy
su — Uy = kEE 0 sea 7 Rt e 1)
u (0,8) = —au0,a), 1{x, s} es acotada (2)

La solucion general de la ecuacién diferencial es

o o Uy
wlz,8) = e e¥VET 4 gpem ¥olkT 4 —=

Por la condicién de acotacidn, ¢y = 0. Entonces
— U,
w(x, 80 =  tpe” sikr 4 -

alUy
s(VE—a)

Por la primera condicion de (2), ¢g = asi,

u(gg,s) _ _ie—m: + ﬂ
#(V3 ~ a) s

Ahora usando la férmula de inversién compleja,

: o Varkz
Ulx,ty = Uy + allp o700 —0v—
83 —a)
ally ("714= gnt—m:
W) S
Tl i E(ﬁ—a)

Omitiendo el integrando, como en el problema 8, tenemos que

Uy +

veix o VTR
pf e < el [ [0 f 0
Vomie a(Va—a) e EH HIK XL

A lo largo de EH, s = ue™, ¥ = [+'u y obtenemos

es—ut—i sfk T
[ =i
, 7 u{ivu — a)

El
Alolargo de KL, 5 = we™ ™, W& = —IVT ¥ nbtenemos
R g~ut+ivsikz
L[l
KL £ u(—iu — a)

A lo largo de HJK, s —e€’® y oblenemos

' T geeils — Veetikx
j = J- —_———— i ds
. Vee®’? — o
HIK
Usando los resultndos de {3) vemos que
LJ"”’”’"‘M’@ _ 1 N lfwe-u:[ﬁcoszﬁ — asenzvu du
2ri v iw B(VE — o) a o, ¥ u + a?
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11.

1

Entonces Uiz, t) = a_U"'J g ut Iiﬁ coszVE — «sen I‘/t—t] d‘l.;
[

U u 1 al

- 2eU, j‘xe—"’f UCcoBTY — o BEREY | 4.
T o z ¥ 4+ o

siouw =12
Una cuerda tensa y flexible tiene sus extremos sobre el eje x-en lospuntos x =0y z = 1.
En el tiempo ¢t = 0 se somete a la cuerda a que tome la forma definida por F{x),0 < x <1
y se le deja libre, Hallar el desplazamiento en cualquier punto x de la cuerda en cualquier
tiempo t > 0.
El problema de valor frontera es
a2y _ LY
CE T 0<z<1, t>0 N
Y0, 8) = 0, Y(1,t} = 0, Yix,0) = F(z), Y, (2,00 = 0 2)
En vez de la ecuacian (!} es convenienle considerar
ik S
a2 o
" la solucién final se obtiene al sustituir ¢ por at [véase el problema 43],
Tomandu transformadas de Laplace nbtenemes
2 Y ) — Ym0 = oF PY_ 9y = —sFi)
sty — & ¥z, 0) Hx0) = o osea Lo — ety = —8Fle )
y(0, &) = 0, w(,8 =0 1}
La solucién gencral de {3} [problema 8, Pdg. 85]es
I
y(x,8) = ¢ coshsey + cysenhax — J‘ Fu) senh a{z — u) du
o
Por la primera condicién de (4), ¢; = (; asi,
I
ylx,8) = cysenhsz — f F(u) senh g{x — u} du (5)
o
Por la segunda condicidn de (),
1
0 = e¢ysenhs — [ Fu}senh 8(1 — u) du
0
o sen f Fi )senh (1 — 1) du
senhs
Asi, (5) se transforma en
k2
Wz, 5) j Flw) fenhe( —w senhex 4, _ _f Fu) senh stz — u) du
senh g ¢
La primera integral se puede expresar cumo suma de dos integrales, una de 0 a x ¥ la olra de xr a 1. Entonces
ylz,8) = f Fu) fsnnhn(l—u)w — senhelx—u) s du + f p(u)se"h“ﬂM du
0 1 senh & senh 8
f F(ﬂ)senh #(1 — r}senh su 4 f Fla )senh 8(l - u)senhar ,
senh s senh s
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Tenemos que encnntrar ahora la transformada inversa de Lapluce. Por la férmula de inversién complela,
Ia inversa del primer término es

L_ yrie {f F(w) %ol — ) senh su senh 8(1 — ) senh s du}ds

2ai renh 8

Como esto es igual a la suma de los tesiduos en los polos simples 5 = ni, encontramos la inversa requerida

— O8Ny =1

T x = z
3 gnoit f Fla) 01— Flsennz g, = % {f F{u) sen nou du} sen nxx co8 nrt
n=+w 0 1]

. Andlogamente, la inversa del segundo término es

12,

« 1
= {f Fu) sennzu du} 5eN nE T €08 Nl
n=1

x

Sumando hallamos

w i
Yiz,t) = = {f F{u) sennru du} sen ®a T COB Mwd
n=1 o

¥ si remplazamos ¢t por at, tendremos

@ 1
Yz, ) = "21 {f Fu) sennru du} sen nrd ¢os Hrat
= a

Un cilindro cireular infinitamente largo y de ra-
dic unidad tiene una temperatura inicial cons-
tante T. En ¢t = 0 se le aplica y se le mantiene
una temperatura de 0°C en su superficie. Hallar
la temperatura de cualquier punto del cilindro
en cualguier tiempo posterior ¢,

Si (r,, 2} son las coordenadas cilindricas de cualquier
punte del cilindro ¥ éste tiene coino eje al eje z [véase Fig.
B-12], es claro que la temperatura es independiente de ¢
y de z; por consiguiente podemos denotarla por Ulr,t). El
problema de valor frontera es

W (PU 13U
P az T or

) 0<r<1 8}

U, =0, Ur0)=T, [Urt <M (2 Fig. 8-12

En vez de (/) es conveniente considerar la ecuacidn

U _ U 13U
at  — ar? r ar
y remplazar en ! por ki.

Tomando las transformadas de Laplace

2 d d
auw — Ufr,0) = ZTI;_I—%E; o gea %4_%%«_3“: -T
u(l, g} = 0, u{l,s) = 0, uir, sy es acotada

La solucién general de esta ecuacion es, en términos de funciones de Bessel,
- . T
wir, 8} = e doier) + o Y{iar + 5

Como Y, (i vFF) estéd acotada cuando r = 0, tenemos gue tomar ¢; = 0.
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13.

, T
Entonces uir,s) = e Jylivary + 5

Como ui{l, sy = 0, encontramos que

. T T
ey Sy(Ws) - == = 0 O sea e = ——
S : #Ja(iV3)
, T T J,(iVe7)
Asi, wr,g) = - - —————
§ 8Jy(1V3E)
Por la Tdrmula de inversién, :
i gst Jo(iyg
Uit = T — gl j _: de
L sdpliva)
Ahora J (i ) tiene ceros simples cuando i vF— Aphg .- Any--- - Asi, el integrando tiene polos sim-
plesen s — —3%, n =1,2,3, ... ¥y también en s = 0. Puede demusirarse ademés que el integrando satisface

las condiciones del problema 2, Pag. 23, de modo que se puede usar el método de los residuos.

Tenemos:

El residuo del integrandv en s = 0 es

st Jo (Ve v)
lim g————— = 1
520 gJy(VE)

Fl residun del integrando en s = —32 e

est gy (iVar) { . s+ a2 . et Jn(iv'?‘rn
—_— = }{ lim PR
gos - A

im —_—
sl o2t J(iVE)

lim (8 + 2
su—)\g( ) s'.fu(iv’;)

J
. 1 e 2t gy (A7)
= lim
{sﬁ—wa(imvzﬁ}{ -\ }

Za=rat Iy (o)
a1 (0y)

Fara calcular ¢l limite hemos usado la regla de T.'Hospilal ¥ el hecho de que Jg (%) = —J(u), Entonces,

2 2 Mt (nr)
U, - r_7 _ o o\t
(r, t) {1 ,,gl An J](;'\n) }

P L)
= or ¥ U elan)
=1 Aadi(A)

Remplazando ¢ por &t obtenemos la solucidn requerida

=z emkMtT(A,T)
Uir,ty = 2r § 700
7.8 2 TN T

Una barra aislada semi-infinita que coincide con la parte positiva del eje x estd inicial-
menie a temperatura cere, En ¢t = 0 se genera instantdneamente una cantlidad de calor
en el punto x = ¢, donde ¢ >> 0. Hallar la temperatura de cualquier punto de la barra
en cualquier tiempo ¢ > (.

La ecuacion de la conduccién de calor en la barra es

A i
'L':)T = k(-.'.’.tz x>0, t>0 )
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My
El hecho de que la cantidad de calor se genere instanténeamente e¢n el punte x — o se puede representar por la
condicién de frontera

Ule,t) = @Q&(1) @)

donde & es una constante y §{¢) es la funcion delta de Dirac. Ademads, como la temperatura inicial es cern, ¥
cualquier temperatura estd acotada, se tendrd que

Ulx,0) = 0, [z, )] < M (&)

Tomando las transformadas de Laplace de (I) ¥ (2) ¥ usando la primera condicién de (3) encontramos que

_ au d2w  su  _
su — Ulx, 0y = kd:ﬂ o sen = kR - 0 (4)
u(a,5) = @ (5}
Por (4), u(z,8) = clemz + cge Velkr
y por la cendicidn de acotacién c; = 0; asi,
Wz, 5) = eye—Vuksz (6}
Per (3), ule,8) = ee Yiko = Q  nosea ¢; = QeVsika
asi, wz,8) = @ e—(z—ay¥s/k (7)

Usando el problema 11, Pag. 209, invertimos y encontramos la temperatura buscada

Uz, ) = 2 g [z /dkt (8}

2wkt

La fuente puntual x = ¢ se llama fuente de calor de potencia §.

Una placa semi-infinita de espesor = [véase Fig. 8-13] tiene aisladas sus caras. Los
bordes semi-infinitos se mantienen a 0°C en tanto que el borde finito se mantiene a
100°C. Suponiendo que la temperatura inicial es de 0°C, hallar la temperatura de cual-
quier punto en cualquier tiempo.

Suponiendo que la difusidén wale uno, el problema de v
valor frontera para determinar la temperatira es

au At | U

ET R t
Uvig,mt) = 0 (2)
Ulr,9,8) = 0 (1)
Uz, 0,00 = 0 (4} _ x
U060 = 100 (5) 100°C
| ey, B)) < M (6)
donde 0 < g <7, y>0, t>0, Fig. 3-13
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Tomendo la transformada de Laplace de la ecuacian (1) y utilizando la condicién {4}, encontramos gue si
u=uix,y s} = £ {U(xl ¥, t)})

2y Py

= aE T (7

Multiplicando (7) por sen rx e integrando de 0 a = |o sea, tomando la transformada de seno, Pag, 175}, en-

contramos que

T a2u - .
f é—Zsenm:dx +f ﬁsenm:dx = [ 8t sen nT dx
o F o ¥ o
T
0 sea, si w = J u senne dx,
¥
e & -~
U + nulr,y, 8 cosnr + nu(d,y,8 + o = au &

Por las condiciones (2) y (3} de las transformadas de Laplaee, tenemos

w(ty,8) = 0, u(r, y,8) = 0

. i 2 ~
¥ (8) se convierle en d—yz- — m:+aNu = 0
Esta ecuacidn tiene como solucién 3 = A e¥Y™ts 4 pgouvnits

Como T es acotado cuando y — =, debemos tener que A = [; asi,

W o= Be ¥Wnits (&3]
Por la condicidn (5)
T
win, 0,8 = f 100 nnzdr = LQ_Q(—I — cosmr)
PO . ] n
Ahora, haciendo ¥ = 0 en (9), encontramos gue
B = 100 /1 — cos m.-)
8 ,
o sen T = M(l — cusmr) g ¥Vnivs
] n

Por la férmula de inversion sene de Fourier [Pag. 175], tenemos

Sen nT [#)
T a=1 8

2 i ﬂq(lhcosmr) LT
n

Tenemos que obtener ahora la transformada inversa de Laplace de estn expresién. Sabemos que

- ¥ —y2
Lo {emw¥T} = g uat
2v/ i3
de manera que LoV {gmwVatal o ¥ e W/t g nte
2V nte
—yvVatnt 3
Entonces L1 Q:} — f ¥ P AL
g 0 2y

2 r* — (P + ntyd /dp?)
— g (PE AP g

'/; w2V

haciendo y2/4v = p2,
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Invirtiendo (JO1 término 8 término y usando esle altimo resuttadn, encontrumos

o
e, 9, 8] = 400 i (1 TLos R "‘”) sen 1w o Pt REEARY) gy,
X, Yy 1) - 573 —

T m—i n en

Problemas propuestos

CONDUCCION DE CALOR
15. Un sélido semi-infinito, x>0, tiene su temperatura inicial igual a cero. Se le aplica un flujo conslante de calor A

en su cara 1 — 0 en tal forma que —KU.{0.1) = A. Demostrar que la temperatura de dicha cara, después de

: A
un tiempo ! €s = _
v K\ =

16. Hallar la temperatura del sdlido del problema 15 en cualquier punto x > 0.

Resp. %{v‘kt!r g7 WKL — Ax fcer (xR}

17. Un silido 0=x=! estd aislade en sus dos extremos x = 0y x = L Si la temperatura inicial es jgual a
ax{l — 1), con @ constante, hallar la temperatura de cualquier punto 1 en cualguier tiempe ¢
al? al? r,*-!kn%r?l/l?

2nmx
Resp. — — — E_ . Laiind
esp a 2 2 cos =

18. (a) Usando transformadas de Laplace resolver el prohlema de valor frontera

ol a2
— = . — 1
o T UBg + 1 0<z<10, t>0

(1o, = 20, U, 0,8 = 0, U(x,0) = 50

(b} Dar una interpretacion de este problema en términus de flujos de calor.

8400 2 (I _con_qyiats (2 — D
= — 9.2 Lavl _ 2n—17%w? /1800 (2n — ljrx
Resp. (a) Uz, t) = 220 227 + — A e e cos o
129 e (17 - ioa—1%%/1800 (2 — Dwx
ﬁ ,21 om—1° cos 20
7 2
19. (a) Resolver U s, t>0
at ax?

. 0,t =0 MNe,0) = e %, [/(x, t) acotado

(b} Dar la interpretacién de este problema cn términos de flujos de calor,
2t oV

vrdy

Resp. Uz, t) = e~% — g U T gy,

20. (a) En un sélido semi-infinito x > U se mantiene su cara r =0 a temperatura Ugcoswt, t > 0. 5i la
temperatura inicial cs cerv eu todas partes, dermostrar que la temperatura de cualquier punlo x > 0 en
cualquier tiempo ¢ > 0 es

U - —ut g
Ui, ) = Uge VorBz cos {ut — ValZkz) — T"f ue—ut senevufk g,

0 u? + of

() Demostrar que para grandes valores de ¢ la integral del resultado de la parte {a) es despreciable.
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21, Un sdlide semi-infinito, x =0, estd inicialmente a temperatura cero. Cuando ¢ =0 la cara x = 0 se eleva
ingtantdneamente a una temperatura T, ¥ se mantiene a esta temperatura por un tiempo (g; luego esta tem-
peratura se reduce instanldneamente a cero. Demostrar gue, después de que ha transcurrido un tiempo adicio-
nal t;, la temperatura es méxima a una distancia dada por x = 2v/ktyla 2 donde R es la constante de
difusién, que se supone constante.

22, Cuande ¢ = 0, un solido semi-infinito, r > 0, que estéd a temperatura cero se somete a un flujo calorifico sinu-
soidal aplicado sobre la cara x =0 en tal forma que —K {7,(0,t) = A + B senwt, ¢ > 0. Demostrar que la
temperatura de la cara estd dada, en cualguier Liempo posterior, por

X - Vi ¥

2vk 2

: \/gé AR 23@ i (f ©05 wir? d-vj sen wé — <f sen wird dt‘) coB th
Kyz K o ; a J

L

23. Hallar la temperatura del sélido del problema 22 en cualquier punte x > 0,

LA CUERDA VIBRANTE ek

24. (a) Resolver el problema del valor frontera
i d 2y
— - - ~
EYER e O e <, >0

Y (0,0 =0, Yim &t =k, Y0 =0, Y (0 =0

(#) Interpretar fisicamente la parte (z).

Resp. Yo, ) = gh 2 2(:1)?1 sen (51— iz sen (20— 1)t
T o=l o B

235, HResolver el problema de valor {ronlera.
Yo = Yoo~ g D<o t>0
YO, =0 TFbH=0 Y@ =p2t-—2, Y (50 =20
e interpretarlo fisicamente.

_'“2“-:;[” ok 1 5 8en(2n— 1)z cos {Zn — 1)t

- 1 - _—
Resp. Tz, 1) spr{z —r) + ; 2= Th

26. Una cuerda tensa, flexible y eldstica tiene sus extremos fijos en x = vy x = {. Bn f = 0 se desplaza su punto
fijo a una distancia b y se deja libre. Hallar ¢l desplazamiento resultante en cualquier tiempo ¢ > 0.

B % (=11 (@ —1jr (23— Dt

Resp. Y(x,t) = BER oy ) sen ; COS ;
2 2
27. (a) Resolver ‘:;T}; = p2 Z;_: x>0, t>0

¥.i0,t) = A senwt, Y{x,0) = 0, Yi(x,00 = 0

{b) Dar una interpretacién fisica de este prohlema.

Resp. (&) Yz, t) —= %g{cos ot —mla) — 1} si L xla vy 0 si tE rla

VIBRACIONES EN LAS VIGAS

28. Tlna viga de longitud { tiene fijo su extremo x = 0 y libre e} extremo x = . Su extremo x = I recibe un des-
plazamiento longitudinal instantineo de longitud «, ¥ gueda libre. Demostrar que el desplazamiento resul-
tante de cualquier punio x en el tiempo ¢ estd dado por

ox | 2a 5 (=1

Yig, )y = & 42 F sen

Arx nwet
——c
{ T oa=1 #n { 7
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29,

30.

31.

32,

APLICACIONES A LOS PROBLEMAS DE VALOR FRONTERA [CAP. 8

Una viga tiene sus extremos colgando en x = 0y x = [, Cuando ¢ = 0 la viga es golpeada con una velocidad
traneversal V, sen mx/l. Hallar ¢l despiazamiento transversal de cualguiera de sus puntos en cualquier tiempo
posterior.

Desarrollar el problema 29 cuando la velocidad transversal es Vy x(t - x).

Una viga de longitud { tiene colgados sus extremos. Demostrar que las frecuencias naturales de sus oscilaciones

trunsversales estin dadas por
2 E]
— Rr g _
fo = e\, n=123...

Una viga eldstica semi-infinita se estd moviendo en relacién a su extremo infinito a una velocidad v, cuando
uno de lus extremos es frenado bruscamente, mientras gque el otro permanece libre. (2) Explicar, con referencia
a este problema, el significado de lo que se escribe a continuacion y, (b) resolver el problema del valor frontera
que regulta.

Yoz, t) = Y (xt) z>0, t>0
Y{z,00 = 0, Yoz, 0) = —wv Yo, = 0, lim ¥Y_(z,t = 0
I=+w
Resp. (b) Y{z,t) = —vgrfe si t>xfa y —vet si t = a/a

LINEAS DE TRANSMISION

a3.

34.

36.

36.

37.

Una linea de transmisién semi-infinita, de inductancia y conductancia por unidad de fongitud despreciables,
tiene voltaje y corriente iguales a cero. Cuando t = 0 se aplica un voltaje E; en el extremo emisor x = 0.
{2) Demostrar que el voltaje en cualguier punto x > ¢ ¥ cualquier tiempo ¢t > @ esta dade por

Eiz,t) = Eg feer (xVRC/2V1)

y {b) que la corriente correspondiente es

e, t) = E'ﬁ gg—s,‘z o ROzt
ovr YV B

En ¢l problema 33 demostrar que la corriente, en un tiempo especifico ¢, tiene un maximo en la posicion 2t/RC
del extremo receptor.

Una linea de transmisién semi-infinita, de resistencia y conductancia por unidad de longitud despreciables, tiene
voltaje inicial y corriente iguales a cero. Cuando t = 0 se aplica un vollaje Eg((} en el extremo emisor x = 0.
(@) Demostrar que el voltaje en cualquier pesicion x > 0 es
Eyt ~2VLC) t>a/IC
Ex,t) =
0 t < o/ILC

y (b) que la correspondiente corrienle es
VC/L Ey(t — 2/LC) t > oy LC
t < z/LC

Supéngase que la linea de transmisién del problema 35 es tal que R/L = (/. Demostrar que cl voltaje estd
dado por

Iz,8) =

e~aVREE(t — 2VLC)  t > 2/LC
t < o/LC

y comparar este resultado con el del problema 35, ; Cudl es la corrienie en este caso?

Eiz,8) =

{a) Una linea de tranamision de conductancia y resistencia despreciables tiene su exiremo emisoren x =0y
el receptar en 1 = . Se le aplica un vollaje £, en el extremo eniisor y se mantiene abierto un circuito en
el extremo receptor de modo que la corriente es cero. Suponiendo gue el voltaje ¥ la corriente injciales valen
ceto, demostear gue el voltaje ¥ la corriente de cualquier posicién 1 en cualquier tiempe ¢ > 0 estdn dados
por .
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Ey cosh VL/IC (- x)

Bz, ) =
cosh VI/C !
He) = EyzWL/C senh VLIC (I — x)

cosh V L/C

{b} Discutir el significado del hecho de que el voltaje ¥ la corriente de {g) son independientes del tiempo,

38. (a) Discutirel problema 37 en el caso en que la resistencia ¥ la capacitancia sean despreciables, pero no la indue-
tancia ni la conductancia; demostrar que en este caso

. . n— 1wz {8n — 1)zt
Ex ) = £, {1 - ﬂgl Z'n s i o LT }

(b) 7Cuél es la corriente en este caso? Discutir la convergencia de la serie obtenida y explicar su significado,

»

PROBLEM AS VARIOS

39. {a) Resolver el problema de valor frontera

27 22U
- F-’-Zz 0<g<1, t>0

oo,y = 0, v,y =0, U(x, 0y = 2 — 22

() Dar una interpretacién fisica a la parte (a).

4 = —uinlt
= X e sennrx
™ n=1 .ns

Resp. Uz, 1) = z(1—2x) — -5 E(l - Efﬂzw!t)sen nrs o sea Ulx, £) =

40. Desarroliar el problema 39 cuando la condicién U0, t) = 0 se remplaza por Uz (0,¢) = 0.

_ 5 1 B & e—rzn—:)“vr”m (21— Dz
Resp. Ulx,t) = g~ 222 + 59:3 - .-_2u§1 T cos 5~ -

G4 o o fIm— w4 2n— 1jrw
y gl BT cos T 5

41, TUn solido 0 < x < [ estd inicialmente & temperatura cevo. A la cara x = 0 se le da una temperatura o, 1 =

G(t), t > 0, en tanto que el extremo x = { se mantiene a 0°C. Demostrar gue la temperatura en cualquier
punio r y tiempo ¢ es

= t
Uz, t) = 21—2' = [ﬂf L Ty du} son n;;_q:_
= 0

42, Desarrollar el problema 41 si el extremo x = [ estd aislado.

2
43, Demostrar que resolver un problema de valor frontera con la ecuacion %—U = k:—l: es eguivalente a resolver
x
. . L o _ U
el mismo problema remplazande la ecuacién por T v remplazar luego t por ki.

44. En un sélido 0 < x < [ se mantienen en cero las temperaturas de sus extremos, y su temperatura inicial es
F{x}. Demosirar que la temperatura de cualquier punto x en cualquier tiempo ¢ es

23 { .
Uir,t) = 2 3 ¢ *wtsenlZZ f Fu) sen ™7 gy,
[ Ay tJ {
46. Hallar una solucién acotada de
ab > .
xh_r+a_y = xeTH 0<z<1, y>0
gue satisfaga  ¢(x.0) = 7, 0 <Lz <1 Resp. #x, 1) = xe ¥ (143
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46. Una cuerda tensionada entre 1 = 0 ¥y x = { es desplazada en su centro una distancia I y luegoe se sueita.
Hallar el desplazamiento resultante, con relacién a su punte de equilibrio, de cualgquier punto x en cualquier
tiempo ¢.

Resp. Y=z, 1) = SD E 2sen LS nrat

{

cO5

1

47. Muesire cémo un problema de lineas de transmisién con inductancia y conductancia por unidad de longitud
despreciables es equivalente a un problema de conduceion de calor.

48, Resolver el problema de valor frontera

i¥+ —+Y=z x>0, t>0
donde Y{0,¢) =0, Y(r,0 =0 Resp. Yz, t) = dz(l — e~ %)
L 4 #2Y .
49, Demostrar que resolver un problema de valor frontera, en que apurcce la ecuacién T a? B es eqgui-
.. aY _ 8%y
valente a resolver el problema remplazando la ecuacién por =z Y remplazar luego t por at.
x
50. Demostrar que un problema de lineas de transmisién en la
cual la resistencia v la conductancia son despreciables es ']
equivalente al problema de la vibracién de una cuerda.
51. Una cucrda estd lensionada entre x = 0 y r = L El extre-
ma 1 = 0 se somete & un desplazamiento transversal regido
por Y{, t) = F{t), donde F(t} es una funcidn del tiempo 0°C | 0°C
pre-fijada; el extremo x — ! permanece fijo. Hallar ] des-
plazamiento transversal
T
.. . . . L (0,0) . (a, 0}
52. Una placa semi-infinila tiene espesor 7 [véase Fig. 8-14] Aislada

v sus caras aisladas. Los bordes semi-infinites se mantie-

nen a 0°C y el borde finito estd aislado. Si la temperatura

inicial es de 100°C, hallar la temperatura de cualguicr punto Fig. 8-14
en cualquier tiempo.

53. Un sdlido 0 < 1 < I, estd inicialmente a una temperatura constante y sus extremos 2 = 0y x = | se man-
tienen a temperalura cero. Demostrar que la lemperatura de cualguier punto x estd dada en cualguier tiempo
{ por

Ulx, = U, fer 2V + U S —1)md fer nlf:q) — fer (anr)
o ’ (2\@) 2 ){ (2\/!:_1 “Uavee

54. Una viga tiene sus extremos colgando en 1 = ¢ ¥ x — (. En el tiempo ¢ = 0 se le aplica en forma instantinea
una carga transversal concentrada de magnitud & sohre el punto medio. Demostrar que el desplazamiento
transversal resultante de cualguier punto 1 de la viga viene dado, en cualguier punto ¢ > {, por

2wl {sen rxfl sen Jox /1 4 sen Srx/l 1. }

wx
Yim ) = 3gi4P-#" — SEi|T 10 T om 5

si 0 < 1 « 1/2y el resultado para /2 < x < { se ubliene por simetria.

55, Demostrar que el problema de [rtontera
v 2u
Gt T a2 ol <<, t>0
v = Uy, ULty = Uy Uiz, 0)

tiene como solucién

Uysenh a(l—x) + U, senhax ] AR ¢ 7 - U
U,y = asenhel==) & Thsonhe? y Br s 3 ATacosnr = V), mra
senh al 5 o + menl/l2 I
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54,

B7.

b8.

59.

61,

62.

63.

64.

Mostrar como el problema 55 puede interpretarse como un prohlema de flujo de calor en el eual una barta
de longitud ! puede irradiar calor ¢n sus alrededores.

Una fuerza transversal dada por F(x) = z(x— 1z} aclha en cada punto x de una viga que estd chlgada en
sug extremos x — 0y r = 7. 8i el desplazamiento trensversal inicial ¥ la velocidad valen cero, hallar el dea-
plazamiento transversal un tiempo posterior f.

Una linea de transmision semi-infinita de inductancia y conductancia por unidad de longitud despreciables
tiene un voltaje aplicado en su extremo emisor x = 0 dade por E(Q, t) = E,cos wt, > 0. Suponiendo que
el voltaje y corriente iniciales valen cero, {g) demostrar que, después de un largo tiempao, el voltaje en cualquier
punto x eatd dado por

Eix,§) = [E, e YvBC/2T oog(yt — YuRC/21x)

¥ (b) demostrar que la corriente correspondiente es

Kz, t) = EgVwC/iR e YoRC/2 pog{wt — VuRC/2z — o/4)

Una cuerda semi-infinita estd inicialmente eu reposo sobre el eje x ¥ tiene fijo su extremo x = 0. Cuando
t = 0, a cada punto x de la cuerda se le da una velocidad inicial definida por F(x}, x > 0. Hallar el despla-
zamiento resultante de cada punto x en el tiempo t > 0.

Una fuerza transversal concentrada £ = Fpsen wt, t > 0, se aplica en el punto medic de una viga que estd
colgando de sus extremos 1 = 0y x = L. Demostrar que el desplazamiento transversal resultante es

Yot bF,senwt |3 { sen oy /b senh 2y w/b
z, = - -
4ET @ | cos a2V coah I o/2VE

2bF, 1 = .
_ 1] sen nr/2 sen ™% con bnplt
2Bl 1= n2(w? — b2nirifi) t [

sid < x < /2; el resultado para 1/2 < 1 < [ se obtiene por simetria. Discutir cudl es el significado fisico
5i w= bn®r¥/{2para algin n = 1, 2, 3, ... .

Hallar la temperatura estacionaria en el cuadrado de la figura 8-15 v
si las caras planas estin aisladas y los Jados se mantienen a las tem-
peraturas constantes indicadas. e
0, 1)—— (1,1)

iz, v) — 4T i sen{2n — vz senh(2n — L)zl — )

Resp.
T a1 {21 — 1) senh (Zn — 1)w

Desarrollar el problema 62 coando los lados 8¢ dejan a temperaturas

constantes Ty, Ty, Ty, T4. z

00 T°C (L0

Supéngase que cn el problema 62 la temperatura inicial cs de 0°C.
;Cudl seria ja temperatura para cualquier punto del cuadrado en Fig. 8-15
cualquier tiempn?

Una viga de longitud { tiene su exiremo x = { fijos. Cuando ¢ — 0, al extremo 1 se le da un desplazamiento
longitudinal P y se le deja libre. Demostrar que el desplazamiento longitudinal resultante de cualquier punto
x viene dado, en cualguier tiempo ¢, por

Yz, t) = D{U{t—x/al - ’U(t—?i&tE) + u(s—??-}f) - }

donde U es la funcidn escalonada de Heaviside. Diseutir la solucidn graficamente.

"'l
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85.

66.

67.

68.

69,

70.

APLICACIONES A LOS PRUBLEMAS DE VALOR FRONTERA

Nos solidos conductores semi-tnfinitos, x < ¢ ¥ x = O [Fig
8-16] tienen conductividades térmicas v difusividades dadas

respectivamente por Ky, k1, Kz, kz. Las tempernturas iniciales
constantes de estos sdlidos son, respectivamente, Uy y Ug. De-
mostrar que la temperalura de cualyuier punto del zélido x > 0 x<9
en cualquier tiempo ¢ cs Ky Ry
=1 | ® N\ U
ety = U, =+ —— <1 + ofer (" —
(=7 : Fa LT T vt/ )
Y N A N N K Tty
donde o = K\Vk/Kk,. |19 LE _\7%4” A
Sugerencin. Las ecuaciones de conduccidn del ealor son % =
au alr ., U . . .
lez—E, x <0y 5 = "‘:2352" z > 0; s¢ necesita ademés

i Uz, ty = 1L Ulx, t i U (x,t) =
we fiy Ve =l U0 v g 00 = e
- -G he Tl
ﬂammmu] . .
\”«\,\ ’l_:.)""

bl

Verificar el resultado del final del problema 8, Pag. 228.

Un cilindro circular infinito de radio unitario tiene temperatura inicial cero. He aplica un flujo constante A
a su superficie convexa. Demostrar que la temperatura de los punios que estdn a una distancia r del eje esid
dada, en el tiempo ¢, por

o B Jo )

24
k )\5‘]0("::]

; = Ay R o :
Uit = p{l—8ke— 20 +

n—1

dunde A, son las raices positivas de

Jyin) = 0.

En un cilindro de radio y peso unitaries se mantienen a cero sus extremos circulares y su superficie convexa
s¢ mantiene a temperatura Ug. Suponiendo gue el eje del cilindre coincide con el ej€ 2, demostrar que la tem-
peratura estacionaria a cualquier distancia r del ejc 7z es

’
41U,

Eir, 2) sen{Zn — )=z I {(2n — 1)rr}

s w21 201 I {(2n— Lir}
{a) Resolver el prohlema de valor frontera
a2y i 4
- b J—
S e =0 D<x<l, £20
}’?{.01 t) = Oy Y(Ir fH = U, Y(I, D) =0 Yt (I,O) =0, YJI(lQ t} =10 Ef 1{__\:: (D: t) - Pu sen wl
(h) interpretando fisicamente
br af [y — 5 1 —
Resp. (@) Yix t) = bl% sen. _J'se_@_{l_mx]_\l“«:}b _ sen (1 — z} \/7 7"’”)1[
2Bl | senh1Vw/b senl Vb |
2ePull § sennzz/l sen bzt

B 72T n(e T by

Unu linea de transmisién semi-infinita, de induclancia despreciable, tiene voltaje inicial y corriente iguates
a cero, Cuande + — 0 se aplica un voltaje constaote Eg en el extremo emisor x — 0. Demnstrar que el vol-
{aje en cualguier punto x es, en cualguier tiempo t > 0,

VT 3 RO
Bir,ty = 1B, {tﬁx\mu fer ( % . ‘!_!I‘\{?)
- pzVER for (ﬁ + L “{tt \l}' B, cosh eVGR
p /

i Cuadl es la corriente correspondiente?




Apéndice A

TABLA DE LAS PROPIEDADES GENERALES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

fls) = J; me-ﬂ F(t) dt
fia) F(t)

1. afi(z) + bfals) eF(t) + BF,(t)

2. Fs/m) a Fi{at)

a fla—a} 03t F(t)

4. e=as f(s) ut—a) = {;’" tma 1

5. a f(s) — F(0) F{t)

&, 8 f(s) — s F(0) — F'(0) F(1)

7. |snfis) = s"~1F(0) — a2 F(0) — - — FO-D(g) Fimiy)

8. Fis) —tF(t)

9. f(s) £ F(t)
10. ftm){g) (—1ym F(¢)
1. 1ls) j't F(w) du

-3 “a

12. 9 _J: - -J: Fu)dun = ‘: %T_l)f’;'!_lmu)du
13. Hs) 9is) | [ﬂl PG GGt — ) du

243




244 TABLA DE LAS PROPIEDADES GENERALES DE LA TRANSFORMADA  '[Apéndice A
DE LAPLACH
f(s) Fit)
14. . j Fla) du P
. , "
1 .T
15. = Jﬂ e=su F(u) du F() = Fit+T)
16. flvs) L Jm oM B (1) gy
g Vet i} .
17. % fit/s) r Jy(2Vut) Flay du
2y
18, St A/e) vt [T, @) Bl du
o
. it
19, ﬂ:——z‘:—}lﬂl J Jy 2y ult — ) } Fla) du
0
20. e fu“ €S () du Fi#)
filn &) T i)
2. sins _’U i+ 1) du
Pis) g Dleg) .
. Q(s) LS Q) o
P(g) = Polinomio de grado menor gque »,
Q) = (8 —al{s—~ag) - (8w
donde ap,ay, ..., 2, son todas distintas
R -

N
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TABLA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE ESPECIALES

fl&) Pty
1. % 1
2. % ¢
3, = 7 =123 .. (,Tt;;T =1
4. ;1; n>0 %
5. 1 eat
F—a
6. (s_la)" n=123.. (‘%'_if;—: ot=1
7. m __la}n >0 tn;(;;’“t
8. g2 -!]: a? “nuat
9. pes i p cos at
10. (s — 5;2 + a? EELT;EE |
11. G‘E—b);ﬁ—;? €bt cog af
13. ;5—_3——;5 cosh af
14, (s;b)lz_ - e"’se;h at
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fl8) Fit)
38— b bt
15. B —af 0E —a? eb cosh at
1 ot — put
. —_—— #*b = -
16 E-oE-b b —a
[ habt — aewt
B e 7= AR L
7 g s SR A b—a
18 1 senat — at cos at
' (82 + a2 2a8
8 t senat
19. (82 + a?)2 2a
a2 sen at + at cosaf
0. (8% + a2 2a
2 e cos et — Yai senat
- (82 + a?)2 } :
52 — g?
22. ——(52 2 t cos et
23 1 af cosh af — =enh af
. (st — a?)2 a3
£ t senh at
24. (82 — a2)? 2a
25 52 senh at + at cosh at
‘ (82 — a2)2 2a
&3
26, T cosh et + lat senl‘lat
82 + a?
27, T 2% t cosh at
28 1 (3 — a?? senal — 3at cos at
) (82 + a2)® Ba®
3 tsen at — at? cos af
29. (82 + q2)? Bad
30 &2 (1 + a2t?) sen at — af cosaf
) (82 + a#)3 g3
n g3 3t sen at + at? cos af
) (82 + a2)% Ba
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fia) Fit)
22 gt {3 —a®®) senat + Sat cosatb
- (8% + a2)? 8a
—
a3 #s (B — a%t?) cos at — Taf senai
' (82 + a?)® 8
382 — a? 2 sen at
34. (T aEp o
5% — Ba%s
35. ____[82 Toi 442 conat
a! — Gals? + ot 143
36. W gt? cosat
8% — alg 8 sen ot
37. (a2 + )t 24a
is 1 (3 + 02t2) senhat — 3at coshat
. {82 — n2)3 8a’
8 at? cosh et ~ f senhat
39, a2 a8 Ba?
40 72 " atcoshat + (a2t2 — 1) senh qt
. (57 — a) Ba®
—
a &3 3tsenh at + at? cosh at
) (82 —a?)? 8a
42 g4 (3 + a2¢2) senh et + Bat cosh at
) {82 — q2)? ) 8a
43 &5 {B + a?t?) cosh at + 7at senhat
* {82 — a2)? 8
252 + g2 2 senhat
44. (82 — a2 2a -
23 + Jais
45. m}-ﬁ itg cosh at
g 4+ Ba2s2 + ot "
46. e 4% coah at
ad 4+ gla t? senh gf
4. (82 — a2yt 24a
1 gat/2 Viat V3at
48. Tt at oz {\/5 sen —g— — cog 5 + g—u:/s}
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A
f(s) F(ty
g cmq | \/‘J af fﬂ X
49, EJ—:FF ] [de] + V’:B - 3{[[.’2}.
e 1/ _a o2 WERTAY
50- a8 + ol g\f o 2o Ty
1 e-m | V3at . \,@at
51. P Sui” { Ratit — cos —p— — \fﬂst&:n—ﬁ2 }
8 g /e f V3at Vaat 1
52. J 2 -lﬁsen 5 8T + @ "‘“"ZJ
_ 8 L/ e —ats2 Vit
53. 3 — af 3<ﬁ + 2e-ut2 cog 3 )
1 1
54, pranappr 7.5 (senat coshat — cos at senh at)
8 senat senhat
55. gt + dat P
g2
56. gt + 4at 2_111(59'11 at cosh at + cos at senh at)
58
57. A cos at cosh at
1
58. @ at 2—3;5(aenh af — senat)
59 _8 _]_ hat —
: @ — at G {cosh @ cos at)
&2
60. Py ill;(senh at + sen at)
. .
61, ;43?(17‘ Heoshat | cos af)
62 1 o bt — p—at
ve+a + ya+ b 2(b — apy/ =t3
63 1 fer y at
i satea Va
64, 1 eat fer Yol
Vvai{s—r) Ve
1 (1 N
65. o at — pelt
Vei—a+ b ¢ {'ﬁ be"" fer (b‘ﬁ]}
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A Fis) F(t}
1
&6, ‘/;2_:—;2, Tolat)
1
67. :‘/ﬁ Tylat}
v‘ 2 3 n
68, (8_‘;—% n>—1 an J, (at}
82+ a
e g2 — 2210
69, L‘»F;T—;} n> -1 an I, (af)
s — o
eb(x - ¥atta?)
70. T Jolayt(t +2b))
Vveita
7t 5:520_! f Jolavt2—b2) t>b
) Ve 4 a? 1 0 t< b
1 tJy(at)
72. T ik Rkt
(8% + a2)irt a
3
73. ET e t Jolaty
52
74. mé Jylaty — atJ,{at)
i ti{at)
75'. (a2 — a2yif a
g
76. [aﬂ——ﬁ)&‘_fﬁ tIg(at)
2
77. {32_‘“‘12}35 lgiat) + atl,{at)
: —
1 e s _ - B
= Fih=n, n=t<n+l, n=012...
78. sles — 1) 8l —e~3) (B ==, = " *
Veéase también la férmula 141, Pag, 254
1 B P oW .
79. gles — 1) s(l —re—®) Fo = kgl "
donde [t] = mayorentero = ¢
) ef—1 l—e* - —
= F(t) = ro, =<kl n=01,2 ...
80. g(es — 1) 8(1 — re— %) 0 =r " B n=0
Véase tumbién la formula 143, Pdg. 254
81 e~ als cos 2\/&
' Ve Vvt




250

TABLA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE ESPECJIALES

[Apéndice B

fis} Fit}
82 oo sen 2t
. PEIp) Vra
—ars ‘t n/g
83. ‘Znil n>—1 (;) 7, 2Vat)
a G ozt
84.
' Vot
@ — a4
85. —avs e
¢ 2y
— _ﬂr
86. 1-emn? fer (a/2VT)
[}
—eVy
87. g : foer (@/2/1)
—aVs
g8, € s eblbt+a) fopy (bﬁ + __E'_>
V3 (Vi + b) 2Vt
e—m‘\fs_ -——1—---—."00 n g—ul/dalt
89. e . Torami), v VR du
gt+a g—bt — g—at
(%) e
1. _ln [—(82 :"‘_az}fﬂzl Ic (at)
I
92. In [{s + a)le] Ie (at)
g
93, _lytins) Int
8
¥ = constante de Euler = 0,5772156 . .
94, In 82+ a2 2 (cos af — cos bi)
32+ b2 t
95. =, r+Ins? In2t
y = censtante de Euler = 0,5772156. .
06, Ing —{lnt+vy)
3
y = constante de Kuler = 0,5772156
97. In? g (Int 4+ y2 - A2
3

constante de Huler = 05772158, ..

~
i
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i &) Fity
08, '+ 1) ;‘l‘gn l1l)Ines > —1 i In b
99. tan—1 (afe) sé‘:cﬁ

100. tan—: (a/s) Is (at)
‘s —9vat
101. es ; e
N7 cer (Vide ) N
102. &5 foar (g/24) 2o o
Vr
2/da? o,
103. 77 feer (s/2a) ff":r (s/2a} ler (af)
104 e fcer Vas 1
' Vs Vet t a)
105. eus e (as) %_+1_E
106 1 ]:cos ad J’E — Is(as) > — senas lc{aa) _1
. M L2 b - t? + ui
107. sén as J{% — Is (as)} + cos as Ic (a8) ﬁ
ioa. cOS ag {% — TIs (as)l — senad lc (as)
J tan—1 (t/w)
F )
109. sen as{g - Is (as)} + cosae Ic (aa) i] 2t
P i
) 2 . .
110. [% —1s (as)] + 1s?(as) 1 (tﬁ +2a2)
€T
111, 0 NAt)
12, 1 5(t)
113. g S(t—a)
114, e ;as Ut ~ a)

Véase también el problema 139, Pig. 2
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252
! fis) Fiy
senhsr PN R I U
115. e u - = ”21 [T osen = cos
senh sz 4y (s gee Y (28 Lt
116. 4 cosh se =2 el SN 9 e g
cosh s» t 2% (=1 nTx azt
e A R S A ws . nez
117. s sernhag f ! e cos Ny
xoshar A ey @e Dre B Tt
118 8 vosh s¢ 1 s 2n-1 o8 e o8 20
19 _senhsx et 2o (L ome o Het
' ¢ genhaa T «
senh ax B g =k (@a— gz [Zr—1izt
120. T oosh e z + ' T;_,l e 12 sen B cos a2
7(‘25!] s tj N 2a {. { L» A If/ B et
121. 2 senh sa 2u 22 w2 cos "\1 cus T,:)
rosh sx Ba 4 (— 1) (2n — Nrx 2 - list
oy Buog _mlM e e LU R
122. 22 cosh Ra ¢t 72 = i2n - 1P wos 2a men 20
cosh sx Tr? 4k g 16¢2 & {(—1)n (2n — bjzx 12n - Iixt
_co: JL gl gl — e v _ (an — 2/od L=l
123. ' cosh sa i 2% = al) =3 HE:‘I (2n ~ 13 ¢ 2 o 2a
124. senh2VE 2 S (—lnne wEn sen ¥
senhay's LoaES| a
cosh xV's o N s s 2n - Drx
e - — = {2y — —zn U TiteE . - =
125. cosh aVs poc "2.1 (—1) (In—1) e co8 o
hxvs 2 & 2 {2n — Nz
126. _SennTve = —qyn—1 g f2n — piEE St RtLEd
V@ cosh ey'® @ ,,E:'l (-1) sen 2a
cosh rv's 2 5 . P
127. S LR 3 e can T
128. ;‘..e_ﬁnh 1‘\/} z 3 tl)'t g MR gy iy
s senhays i} T = B a
cosh rv/5 4 & (=1 , } (20— ix
129, jolendl, S 1 4+ = AT AT - rae—Rtdat e & ...._)“ x
s cosh /s = ,.E:'l 2. T1° cos 1
hzvs ot 20 o (=L "
130. _Sen LI T — g RN gan 2L
s2 senhay's P ngl o e ") sen —
cosh xv's 1602 & (1" ) ) - _
131. _rtoshayJa 1 PP —g? b — e ! AP R RL P PE L] (_ZH. Lirx
s cosh aV/s : @ =2 @ 1P ? cos 2a
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f(s) Ft)
132 oliz/d) 1-2% e~ Wstat Jy (,z/la)
) g JyliaVs) n=1 A J1(Nn)
donde Ay, Ag, ... son las raices positivas de Jo(A) = 0
JolizVe) « g AtatJ (a zfa)
1323 Lol Jei—a?) + ot o+ 22
62 Jy liayE) a=1 AT R
donde Ay, Az, ... son las raices positivas de Jo(h) =0
Funcién de onda triangular
L a8 F(t)
134, ast tanh (?) 1
¢ 2a e 6a ‘
Funcién de onds cuadrada
Fe
7 1+ r .
135. L tann (%2 [ | o ! i
’ 2 ! ! : : |
:n iza 13a :441 :.’m ¢
-1 ! | | I [
Funcion de onda sinusoidal rectificada
Fity
i ag
R LR — 1
136, P coth < 3 )
0 a 2a 3a ¢
Funcion de onda sinusaidal semi-rectificada
Fit)
Ta
137. W T O = e m) ! /\ /
a 2a 3o 4a ¢
Funcién de onda dentada
Fit)
1 g—as
138. as? T §I— =) 1 / / /
!
1 1 | |
Pl P
a 2a 3u 4o
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fg) Ft)
' Funcion unidad de Heaviside U{{ — &)
Fih
g—nd 1- [t
139. 2 :
|
Yéase también la férmula 114, 0 J .
Pag. 251 2
Funcién pulsacién
Fi)
140 el —eme) ! :__=
) s | |
| b
L L t
o @ ate
Funcién escalonada
Fit) L
3 o
1 i
143 ST — ) ] —
1
Véase también ta f6rmula 78,
Pdg. 249 o T T T T !
a 2a da 4a
Fiy==2 n=t<atl, n=01%...
Fit) i
4 ]
142. grter® 3+ |
(1 — e~ #)2 a !
1
1 ———
0 1 T T F
1 2 3
Fity=r, a=t<nt+tl n=012...
Fit) .
143 Loemr " "
' a(l - re9) !
| 3% —
Véase también la férmula 80,
Piag. 249 { T T T 3
1 2 3
=T
Pty = senfxtia) 0=t=a
t>a
144 ra{l + e~ Fley
' a‘s? + ¥ 1
[} by t
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TABLA DE FUNCIONES ESPECIALES

L

1. Funcién gama .
Tn} = f ul~la—e du, n >0
o
2, Funcién beta
St
Blm,m) = J am-1{1—ypm-1gy = T@EM o o,
0 I'(m+ n)
3. Funcion de Bessel
2
J - L= )y _ = &
) BTt D) JL %enT 2 T AT DI T D
4. Funciéon de Besscl modificada
2 ; .
= i—= J (1 = zn d -+ ! P
Lz i da (iz) FTn+ 1) {1 Yot VTt et
6. Funcién de error ,
2 -
fer () = #J‘ e~ dy
Vi g
6. Funcién complementaria de ercror
2 -
feee(t) = 1 — fer{t) = — f e " gy
Vi .
7. Iniegral exponencial
lefty = [ %
Jooou
8. Integral seno .
s = J sen u
[
9, Integral coseno
iy = [ cosuay
L u
10. Integral senc de Fresnetl
-t
Sty = J sen u? du
[
11, Integral coseno de Fresnel )
iy = r cos u? du
Yo
12. Polinomios de Laguerre
el
Ln(t) F {_{t:“ﬂe_t)‘ 7 = 0,12 .,.
265
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1, 10-12
equilibrio, posicion de, 79, 213
f.e.m., 79
Funciones impares, 173, 174, 182-184
Funciones nulas, 9, 27, 42
relaciones con la transformada inversa de Laplace,
42
transformadas de Laplace de, 10
Funcicnes periGdicas, transformadas de Laplace de,
5,19, 20

Green, teorema en el plano de, 140, 150, 151
demostracion del, 150, 151

Generador, 79

Generatriz, funcion de funciones de Bessel, 7

Heaviside, formula del desarrolle de, 46, 47, 61, 62
demostracion de la, 61, 52
cxtensionas de la, 73, 74

Heaviside, funcidn unitaria de, 8, 26, 50, 254
transformada de Laplace de la, 10, 26

Henrys, 79

Hipocicloide, 169

Hespital, regla de (véase L’Hospital, regla de)
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Imagen, 1656
Imaginaria, parte, 136
Imaginaria, unidad, 136
Impulso, funciones de, 8, 9, 26, 27, 95
(véase también, funcion delta de Dirac)
Impulso unitario, funcién de, 8, 9, 26, 27, 95
{véase tambidn, funcidn delta de Dirac)
Independencia del camino, 140, 152, 153
Induccién matemsdtica, 1517
Induccién mutua, 111
Inductancia {induccién), 79
de una linea de transmisién, 220
mutua, 111
Inductor, 79
demaosiracidn del, 20
generalizacion del, 6
valor inicial, teorema de, 5, 20, 21
Integral del coseno, 8, 24, 25, 255
transformada de Laplace de la, 10, 25
Integral del seno, 8, 24, 25, 255
transformada de Laplace, 10, 24, 25
Integrales, evaluacién de, 7, 27, 28, 47, 63, 64
curvilineas, 139, 140, 150
de funciones de una variable compleja, 140, 151-156
Fourier (véase integrales de Fourier)
Fresnel, 228
transformadas de Laplace, de, 44, 52, 53
Integrales definidas, cdlculo de, 143, 161-165
Integral exponencial, 8, 24, 25, 255
transformada de Laplace de la, 10, 25
Interruptor de un circuito eléctrico, 79
Inversion compleja, formula de, 46, 201, 203, 205
condiciones para la validez de la, 202, 203, 205, 212
demostracién de la, 203
para funciones con infinitas singularidades, 202,
209, 211, 212, 213
puntos de ramificacién y, 202, 207, 208
residuos ¥, 205-207
Jacobiano, 56, 172

Kirchhoff, leves de, 80, 91, 92

Laguerre, polinomios de, 39, 255

Laplace, ecuacidn de, 139, 221

Laurent, series de, 142, 158, 150, 172
clasificacion de singularidades por, 158, 158
leorema de, 172

Leibnitz, regla de, 17

Lerch, teorema de, 42

Limite de funciones de variable campleja, 138
a derecha ¥ a izquierda, 2

Linea integral de, 139, 140, 150

Linealidad, 3, 12, 13, 43, 48, 49
de ia transformada de Laplace, 43, 48, 49
de la transformada inversa de Laplace, 43, 48, 49

L’Hospital, regla de, 161, 162

Llave (interruptor) de un circuito eléctrico, 79
Maximo entero menor gue ¢, 121, 122

Mecdnica, aplicaciones a la, 73, 88-91
Membranas, vibraciones de, 220, 221
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Maodulo de elasticidad, 220
Momento flector, A1
Moavimiento eriticamente amortiguado, 90, 91
Movimienlo no ascilatorio, 89
Movimiento oscilatorio, 30, 91, 5‘9
amorliguado, 90, 91
Movimientoe sobr¢-amortiguado, 90, 91
Multiplicacion, por a", 45, 53-55
port*, 5,17, 18
Multivocas, relaciones, 138

Newlon, tey de, 79, BR
Niclen de un ecuacién integral, 112
simétrico, 129

Chm, 79

Qnda cuadrada, 214, 253

Onda, ecuacién de, 219

Operador lineal, transformada inversa de Laplace co-

mo un, 43

transformada de Lnplace como un, 3

Operador, transformada inversa de Laplace, 42
transformada de Laplace, 3

QOrden de un pole, 141

Orden exponencial, funciones de, 2, 4, 28, 42

Par, extension, 183
funcidn, 173, 174, 182, 184
Paralelogramo, ley del, 167
Pareja ordenada, 136, 137
Parseval, identidad para integrales de Fourier, 177,
182
para series de Fourier, 174, 183, 184
Parte analitica de una serie de Laurent, 142
Parte principal de una serie de Laurent, 142
Parte tenl, 136
Periedo, 89
de un movimiento oscilatorio amortiguado, 90
Placas, conduccién de calor en, 234-236
Polas, 141
de orden infinito, 142
Potencial, caidn de, B0
Potencial de velocidad, 149
Potencial eléctrico, 221
Potencial eléctricn o gravitacional, 221,
velocidad del 149
Potencial gravitatorio, 221
Principios dc clasticidad de viga, 111
Pulsante, funcién, 254
Puntos singulares, 141

Radiacidn, 230
Raices de los complejus, 137, 145
representacion geométrica de la, 145
Rama principal, 147
Ramas de dos relacioncs multivocas, 138, 166
Ramificacién, linea de, 156
Hamificacién, puntos de, 141, 166
férmula de inversién compleja, 202, 207, 208
Razén, criteriv de la, 155

Receptor de una linca de transmision, 2940
Recursion, férmula de, 124
Rectificadora, enda sinusoidal, 253
Reposo, posicion de {véase poacion de equilibrio)
Residuo, teorema del, 142, 143, 159-161
demostracion del, 160, 161
Residuos, 142, 159-161
y Is férmula de inversién compleja, 205-207
Resislencia, 79
dc una linea de transmisién, 220
Resonancia, 99
Resonante, freeuencia, Y9
Restauradora, fuerza, 79
Riemann, Tuncion sela de, 41

Ricmann, teorema de, 174, 186, 190

Salto en una discontiuuidad, 4
Secundario, circuito, 111
Semi-infinito, viga, 227, 724
cuerda, 224, 225
linea de tranamisidn, 220, 228, 220
placa, 234-236
Semi-onds sinusvidal rectificada, 20, 218, 25]
Semi-periodo, series de Fourier de, 174, 182, 183
Serie coseno (véase series de Fourier de semi-periodo}
Serie, circuito eléctrico, 79, 91, 92
Series, convergencia de, 155
de funciones de variable compleja, 155-159
de Taylor, 14, 1567
Series, desarrollos en, 138
métodos para hallar transformadas inversas de La-
place, 6, 23, 24, 29
Simétrica, forma de las transformadas dc Fourier, 176
Simétrico, nucleo, 129
Simple, polo, 141
Simultanens, ecuaciones diferenciales, 78, 87, 88, 220,
298, 229
Singularidad aislada, 141
Singularidades, 155, 159
aisladas, 141
esenciales, 142, 137
y la férmula de inversién compleja, 202, 205-213
Solucién general de una eeuacién diferencial, 83-85,
100, 161
Stirling, férmula de, 7
Suficiencia, condiciones para la existencia de trans-
formadas de Laplace, 1
demostracidn de, 28

Tablas de la transformada inversa de Laplace, 43,
245-254
de fungiones especiates, 9, 255
de la transformada de Laplace, 1, 9, 10, 243-254
Tautdcrona, problerna de la, 113, 117-120
Taylor, series de, 141
teorema de, 157
Temperatura, 98, 212 (véase también, conduccitn del
calor)
estacionaria, 221
Tension de una cuerda, 219
Tensicnado, 220
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Térmica, conductividad, 219, 221
Términos estacionarios, 92
Transformada de Founer, 176, 187-195
coseno, 176, 177
de derivadas, 193 ]
ecuaciones difercnciales parciales resueltas mediante
las, 193-195, 221, 224-236
finitas, 175, 184, 187
forma simétrica de las, 176
inversaa de las, 175-177
relaciones con las transformadas de Laplace, 177,
178, 203
seno, 176, 177
teorema de la convolucién para, 177
Transformada de Laplace, 1-41
comportamiento cuoando s -+, &
de derivadas, 4, 15, 16, 96
definicién de la, 1
de funciones elementales, 1, 10-12
de funcienes especiales, 9, 10
de inteprales, 44, 52, 53
existencia de la, 1, 23 .
inversa, (péase Laplace, transformada inversa de)
iterada, 221
métodos para hallarla, 6
notacion, 1
propiedades de Ia, 3-6
relaciones con la transformada de Fourier, 177, 178,
203
solucién de ecuaciones diferenciales mediante la, 78,
81-87, 9698, 102
Transformadas de Laplace, iteradas, 221
Transformada de Laplace, operador, 3
Transformadn inversa de Fourier, 175177
Transformada inversa de Laplace, 42-77
de derivadas, 44, 52, 53
definicion de, 42
de funciones con infinitas singularidades, 209-211,
212, 213
de integrales, 4, 16
formula de inversién para (véose Térmula de inver-
sion compleja)
métodos para hallarla, 46
operador, 42
propiedades de la, 43-45
unicidad de la, 42
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Transitorics, lérminos, 92
Transmision, lineas de, #20, 228 220
Triaungular, onda, 226, 227, 253

Unicidad de la transformada inversa de Laplace, 42
Uniforme, convergencia, 156
criterio M de Weierstrass para la, 156
las series de Fourier y la, 179, 183
Unitaria escalonada, funcidn, 8 (véase Heaviside,
funcién unitaria de)
Utilizacién para hallar transformadas inversas de La-
place, 201, 202, 205, 207

Valor absoluto, 136
Valor final, teorema del, 6, 20, 21
demosiracion del, 20
generalizacién del, 6,
Valor principal, 147
Vectores, 167
Vibraciones de una viga, 219, 220, 226-228
de una cuerda, 199, 219, 220, 224, 225, 231, 232
de una membrana, 220
de un resorte, 79
Yibraciones longitudinales de una viga, 219, 220, 226,
227
Vigas, aplicaciones a las, B1, 93-96
curva de deflexidn o curva eldstica de las, Bl
en voladizo, 34
sobre bases eldsticas, 111
vibraciones de las, 210, 220, 226-228
Voladizo, viga en, 94
Voltaje, caida de, 80
Volterra, ecuacién integral de, 112
Voltio, 79

X, eje, 136

Y, eje, 136
Young, médulo de elasticidad de, 81, 220

Zeta, funcidén de Riemann, 41




* |La teorfa de las transformadas o transformaciones de Laplace,
conocida también con el nombre de célculo operacional, ha venido a
constituir en los Ultimos afios una parte esencial de la matemética
requerida por los ingenieros, flsicos, matematicos y otros cientificos.

¢ [ste libro estéd destinado a ser utilizado como texto en un curso
formal de teorfa de las transformadas de Laplace y sus aplicaciones.

e Cada capitulo comienza con el enunciado claro de las definiciones,
principios y teoremas, con ilustraciones y material descriptivo; conjuntos
graduados de problemas resueltos y propuestos. Los problemas resueltos,
constituyen parte esencial del texto, contienen una insistente repeticion
de los principios basicos, lo cual es efectivo y vital para el aprendizaje.
Hay demostraciones de teoremas y deducciones de férmulas. El gran
nimero de problemas propuestos, con sus respuestas, constituye material
de revisibn completo para cada capltulo.

® Entre los temas tratados estan las propiedades de la transformada
de Laplace y su inversa, junto con sus aplicaciones a las ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, a las ecuaciones integrales, a las
ecuaciones de diferencias y a los problemas de frontera.
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