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Prefacio

El propésito de este libro es ayudar a los estudiantes a comprender y utilizar el calculo. Todo se ha hecho con
el fin de facilitar la comprensién del mismo, especialmente a los estudiantes con antecedentes limitados en
matematicas o para aquellos que han olvidado su entrenamiento en matematicas. Los temas incluyen todos los
materiales de los cursos estandar en calculo elemental e intermedio.

La exposicién directa y concisa tipicas de las Series de Schaum se han ampliado en un gran niimero de
ejemplos, seguidos por muchos problemas resueltos cuidadosamente. Al seleccionar estos problemas se ha
intentado anticipar las dificultades que normalmente afronta el principiante. Ademas, cada capitulo concluye
con un grupo de ejercicios complementarios con sus soluciones.

En esta quinta edicién se han incrementado el nimero de los problemas resueltos y de los complementarios.
Ademais, se ha hecho un gran esfuerzo por tratar puntos delicados del dlgebra y de la trigonometria que pueden
confundir al estudiante. El autor considera que una gran parte de los errores que los estudiantes cometen en el
curso de célculo no se deben a una deficiencia en la comprension de los principios del cdlculo sino a su debili-
dad en el dlgebra o en la geometria que estudiaron en bachillerato.

Se recomienda a los estudiantes a que no pasen al siguiente capitulo sino hasta estar seguros de dominar los
temas del capitulo que estdn estudiando. Una buena prueba para determinar ese dominio es resolver adecuada-
mente los problemas complementarios.

El autor agradece a todas las personas que le han escrito para enviarle correcciones y sugerencias, en parti-
cular a Danielle Cing-Mars, Lawrence Collins, L. D. De Jonge, Konrad Duch, Stephanie, Happs Lindsey Oh y
Stephen T. B. Soffer. También se agradece al editor, Charles Wall, por su apoyo y paciencia en la elaboracién
de esta edicion.

Elliot Mendelson
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Sistemas de coordenadas lineales.
Valor absoluto. Desigualdades

Un sistema de coordenadas lineales

Un sistema de coordenadas lineales es una representacién grafica de los nimeros reales (R) como puntos en
una linea recta. A cada nimero le corresponde uno y sélo un punto, y a cada punto le corresponde uno y sélo
un nimero.

Para establecer un sistema de coordenadas lineales en una recta es necesario: 1. seleccionar cualquier punto
de la recta como el origen y asignar a ese punto el nimero 0; 2. determinar una direccién positiva en la recta e
indicarla mediante una flecha; 3. tomar una distancia fija como unidad de medida. Si x es un niimero positivo,
el punto correspondiente a x se obtiene avanzando una distancia de x unidades a partir del origen en direccién
positiva. Si x es negativo, el punto correspondiente a x se halla desplazdandose una distancia de —x unidades
desde el origen en direccidn negativa (fig. 1.1.) Por ejemplo, si x = -2, entonces —x = 2 y el punto correspon-
diente queda a 2 unidades del origen en direccion negativa.

| | |
T T T T T
-4 -3 =52 -2 -32 -1 0 12 1 V2 2
Fig. 1.1.

4
Y

©w 4
~

El nimero asignado a un punto por un sistema de coordenadas se denomina coordenada de ese punto. En
adelante, se hablara como si no hubiera distincién entre un punto y su coordenada. Asi, al mencionar, por ejem-
plo, el “punto 3” se entenderd el “punto con coordenada 3”.

El valor absoluto Ix| de un nimero x se define como sigue:

X sixescerooun nimero positivo
Ixl=7_x sixes un nimero negativo

Por ejemplo, 14l =4, |-31 = —(=3) =3 y [0l= 0. Observe que si x es un niimero negativo, entonces —x es positivo.
Asf, Ixl = 0 para todo x.
Las propiedades siguientes se cumplen para cualesquiera nimeros x y y.

1.1) |xl=Ixl
Cuando x =0, l-xI = -0l = 10 = Ixl.
Cuando x >0, -x <0y l-=xl = —(=x) = x = Ixl.
Cuando x <0, =x >0y I—xl = —x = Ixl.
1.2) Ix—-yl=Ily—x
Esto se sigue de (1.1), yaque y —x =—(x — y).
(1.3) Ixl = cimplica que x = *c.
Por ejemplo, si lxl = 2, entonces x = +2. Para la demostracién se supone que Ixl = c.
Six>0,x=lxl=c.Six<0,-x=Ixl =c; entonces x = —(—x) = —c.
14) IxP=x?
Six20,lxl=xylkP=x%Six <0, lxl = —xy IxI* = (=x)> = x%
1.5) Ioyl=x-1yl
Por (1.4), lxyl> = (xy)? = x2y? = IxPlyl> = (Ixl - Iyl)2.
Como los valores absolutos son no negativos, al obtener la raiz cuadrada queda lxyl = Ix - Iyl



CAPITULO 1 Sistemas de coordenadas lineales

(1.6) |§| ::)yc—: siy#0

Por (1.5), W%‘ = ‘y : §| = Ixl. Se divide entre yl.

(1.7)  Ixl=lyl implica que x = *y
Suponga que Ixl = [yl. Siy =0, Ixl =10l =0 y por (1.3) se obtiene x = 0. Si y # 0, entonces por (1.6) se
tiene que
|£| =l
y Iyl
Asf, por (1.3) x/y = 1. Por tanto, x = £y.
(1.8) Seac=0. Entonces, Ixl < ¢ siy sélo si —c <x < c (fig. 1.2).
Suponga que x < 0; entonces |x| = x. Asimismo, puesto que ¢ < 0, —c <0 < x. En consecuencia, Ixl < ¢
si y s6lo si —c < x < ¢. Ahora suponga que x < 0. Entonces Ix| = —x. También, x < 0 < c. Ademds, —x <
¢ siy solo si —¢ < x. (Al multiplicar o dividir una desigualdad por un nimero negativo se invierte la
desigualdad.) Por ende, IxI < c siy sélosi—c<x<c.

(1.9) Seac 20. Entonces Ixl < ¢ siy sélo si —¢ < x < ¢ (fig. 1.2). En este caso el razonamiento es similar al
de (1.8).

[x|<c |x|<c

| Py > O | O >
| hd |

—c 0 c —-c 0 c

Fig. 1.2

(1.10) —Ixl < x <l
Six20,x =1l Six<O0, Ixl =-xy, por tanto, x = —Ixl.

(1.11) Ix + yl < Ixl + Iyl (desigualdad triangular)
Por (1.8), —Ixl < x < Ixl y -yl <y < Iyl. Al sumar se obtiene —(Ix| + Iyl) < x + y < Ixl + Iyl. Entonces, por
(1.8) Ix + yl < Ixl + Iyl. [En (1.8) se remplaza ¢ por Ixl+ Iyl y x por x + y.]

En un sistema de coordenadas dado sobre una recta, sean P, y P, los puntos sobre ésta que tienen coorde-
nadas x, y x, (fig. 1.3). Entonces
(1.12) Ix, — x,l = P,P, = distancia entre P, y P,.
Esto resulta claro cuando 0 < x, < x, y cuando x, < x, < 0. Cuando x, < 0 < x, y ademads se representa
el origen con la letra O, entonces PP, = P,O + OP, = (—x)) + X, = x, — x; = lx, — x| = lx; — x,.
Como caso especial de (1.12), cuando P, es el origen y (x, = 0):
(1.13) x| = distancia entre P, y el origen.

o

P2
|
T

3<__

X

Fig. 1.3

Intervalos finitos

Seaa<b.

El intervalo abierto (a, b) se define como el conjunto de todos los nlimeros que hay entre a y b, es decir, el
conjunto de todos los x tales que a < x < b. Se usard el término intervalo abierto y la notacioén (a, b) también
para todos los puntos entre los puntos con coordenadas a y b en una recta. Observe que el intervalo abierto (a,
b) no contiene los puntos extremos a'y b (fig. 1.4).

El intervalo cerrado [a, b] se define como el conjunto de todos los nimeros que hay entre a y b o iguales aa
0 b, es decir, el conjunto de todos los x tales que a <x < b. Como en el caso de los intervalos abiertos, se utiliza
la misma terminologia y notacién de los puntos en una recta. Observe que el intervalo cerrado [a, b] si contiene
ambos puntos extremos (terminales) a y b (fig. 1.4).




—

O O ® ®
a b a b
Intervalo abierto (a, b): a < x < b; Intervalo cerrado [a, b]: a <x<b
Fig. 1.4

Por intervalo semiabierto se entiende un intervalo abierto (g, b) junto con uno de sus puntos extremos. Hay
dos de esos intervalos: [a, b) es el conjunto de todos los x tales que a < x < by (a, b] es el conjunto de todos
los x talesque a <x<b

Intervalos infinitos
Sea (a, =) el conjunto de todos los x tales que a < x.
Sea [a, =) el conjunto de todos los x tales que a < x.
Sea (—eo, b) el conjunto de todos los x tales que x < b.
Sea (—eo, b] el conjunto de todos los x tales que x < b.

Desigualdades
Toda desigualdad —como 2x — 3 > 0 0 5 < 3x + 10 £ 16— determina un intervalo. Resolver una desigualdad
significa determinar el intervalo correspondiente de los nimeros que la satisfacen.

EJEMPLO 1.1. Resuelva 2x — 3 > 0.
2x-3>0
2x >3 (Sumando 3)
x>3 (Dividiendo entre 2)

P . 3
Asi, el intervalo correspondiente es (5 > °°)

EJEMPLO 1.2. Resuelva 5 <3x + 10 < 16.
5<3x+10<16
-5<3x<6 (Restando 10)

_% <x<?2 (Dividiendo entre 3)
Asi, el intervalo correspondiente es (—%, 2 ] .

EJEMPLO 1.3. Resuelva 2x +3 <7
2x+3<7
-2x<4 (Restando 3)
x>-2  (Dividiendo entre —2)

(Observe que cuando se divide entre un nimero negativo la desigualdad se invierte.) Asi, el intervalo correspon-
diente es (-2, ).

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Describa y represente los intervalos siguientes y exprese su notacion de intervalos: a) =3 <x<5; b) 2<x <6;
) 4<x20;d)x>5e)x<2;)3x-4<8;,¢9) 1 <5-3x<11.

a) Todos los nimeros mayores que —3 y menores que 5; la notacion de intervalos es (-3, 5):

-3 5

Sajeaul| Sepeusp.1009 ap sewasiS T 0TNLIdYI



CAPITULO 1 Sistemas de coordenadas lineales

b) Todos los nimeros iguales 0 mayores que 2 y menores o iguales que 6: [2, 6]:

@ ® >
2 6

¢) Todos los nimeros mayores que —4 y menores o iguales que 0: (-4, 0]:

@ >
—4 0

d) Todos los nimeros mayores que 5: (5, oo):

\

5

e) Todos los nimeros menores o iguales que 2: (—eo, 2]:

L g >
2

H 3x—-4<8equivale a 3x < 12y, por consiguiente, a x < 4. Asi, se obtiene (—eo, 4]:

O >
4

g 1<5-3x<11
-4 <-3x<6 (restando 5)

-2<x< % (dividiendo entre —3; observe que las desigualdades se invierten).

Por ende, se obtiene (—2, %) :

B an
Describa y represente los intervalos determinados por las desigualdades siguientes: a) Ixl < 2; b) Ixl > 3;
)lx=3l<l;d)Ix-21<8>0;e) Ix+21<3; ) 0<lx -4l <d>0.

a) Por la propiedad (1.9), esto equivale a -2 < x < 2, que define el intervalo abierto (-2, 2).

O >

-2 2

b) Por la propiedad (1.8), lxl < 3 equivale a —3 < x < 3. Al tomar las negaciones, |x| > 3 equivale a x < -3, 0
bien, x > 3, lo que define la unién de los intervalos (—eo, —=3) y (3, o0).

Y

O
%

-3 3

¢) Por la propiedad (1.12), se dice que la distancia entre x y 3 es menor que 1, lo que equivale a2 <x < 4.
Esto define el intervalo abierto (2, 4).

2 4
Cabe también observar que |x — 3| < 1 equivale a —1 < x -3 < 1. Al sumar 3 se obtiene 2 < x < 4.

d) Esto indica que la distancia entre x y 2 es menor que 9, 0 que 2 — 8 <x <2 + 9, lo que define el intervalo
abierto (2 — 8, 2 + 8). Este intervalo se denomina vecindad & de 2:

O O—>
O T
2-6 2 2+6



e) lx+2l<3equivalea-3 <x+2 < 3. Al restar 2 se obtiene —5 < x < 1, lo que define el intervalo abierto
(-5, 1):

-5 1

/) Ladesigualdad |x — 4l < § determina el intervalo 4 — 8 < x <4 + d. La condicién adicional 0 < |x — 4l
dice que x # 4. Por tanto, se obtiene la unién de los dos intervalos (4 — 8, 4) y (4, 4 + 8). El resultado se
denomina vecindad & de 4:

—O0 O >
4-5 4 4+s

Describa y trace un diagrama de los intervalos determinados por las desigualdades siguientes: a) 15 — x| < 3; b)
2x-3l<5;c)1-4xl< 1.

a) Como I5 — x| = Ix -5, se tiene que |x — 51 < 3, equivalente a =3 < x -5 < 3. Sumando 5 se obtiene 2 < x <
8, que define el intervalo [2, 8]:

@ L >
2 8

b) 12x -3l <5 equivale a -5 < 2x — 3 < 5. Sumando 3 se obtiene -2 < 2x < 8; entonces, al dividir entre 2
resulta —1 < x <4, lo que define el intervalo abierto (-1, 4):

-1 4
¢) Como |1 —4xl = 4x — 11, se tiene que [4x —11< J, que equivale a —% <4x—1< . Al sumar 1 se obtiene

1 <4x <3 . Dividiendo entre 4 se obtiene § < x < 3, que define el intervalo (é , %)

1% % >

1/8 3/8

Resuelva las desigualdades siguientes y trace la grafica de las soluciones: a) 18x — 3x?> > 0; b) (x + 3)(x — 2)
(x—=4)<0;¢c)(x+1)x-3)>0.

a) Sea 18x —3x?=3x(6 — x) = 0; se obtiene x = 0 y x = 6. Hay que determinar el signo de 18x — 3x? en cada
uno de los intervalos x <0, 0 <x < 6 y x > 6 para establecer donde 18x — 3x*> > 0. Observe que es negativo
cuando x < 0 (ya que x es negativo y 6 —x es positivo). Se vuelve positivo cuando se pasa de izquierda
a derecha por 0 (puesto que x cambia de signo, pero 6 — x sigue siendo positivo) y se vuelve negativo
cuando pasa por 6 (ya que x sigue siendo positivo, pero 6 — x cambia a negativo). Por ende, es positivo
cuando y sélo cuando 0 > x < 6.

0 6
b) Los puntos criticos son x = -3, x =2 y x = 4. Advierta que (x + 3)(x — 2)(x — 4) es negativo para x < -3
(pues cada uno de los factores es negativo) y que cambia de signo cuando pasa por cada uno de los puntos
cruciales. Por tanto, es negativo para x < -3 y para 2 < x < 4:

O

-3 2 4

¢) Observe que (x + 1)? siempre es positivo (salvo en x = —1, donde es 0). Por tanto, (x + 1)(x —3) >0
cuando y sélo cuando x — 3 > 0, es decir, para x > 3:

O >
3
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CAPITULO 1 Sistemas de coordenadas lineales

5. Resuelval3x—71=8.
Por (1.3), 13x — 71 = 8 si y sdlo si 3x — 7 = £8. Entonces hay que resolver 3x —7=8y 3x—7=-8. Se
obtiene x=50 X =—1.

2x+ 1
x+3

6. Resuelva > 3.

Caso I: x + 3 > 0. Al multiplicar por x + 3 se obtiene 2x + 1 > 3x + 9, lo que se reduce a —8 > x. Sin
embargo, como x + 3 > 0, es probable que x > —3. Entonces este caso no tiene solucion.

Caso 2: x + 3 < 0. Al multiplicar por x + 3 se obtiene 2x + 1 >3 + 9. (La desigualdad se invierte porque se
multiplicé por un nimero negativo.) Esto resulta —8 < x. Puesto que x + 3 <0, se tiene que x < -3. Luego, las
unicas soluciones son -8 < x < 3.

7. Resuelva ‘%—3| <5.

La desigualdad equivale a —5 < 2—3 < 5. Se suma 3 para obtener —2 < 2/x < 8, y se divide entre 2 para
obtener —1 < 1/x < 4.

Caso I: x > 0. Se multiplica por x para llegar a —x < 1 < 4x. Entonces, x > i y x > —1; estas dos
desigualdades son equivalentes a una sola desigualdad: x > 1.

Caso 2: x < 0. Se multiplica por x para obtener —x > 1 > 4x. (Observe que se invirtieron las desigualdades al
multiplicar por un nimero negativo x.) Entonces, X <1y x <—1. Estas dos desigualdades equivalen a x < 1.

Por ende, las soluciones son x > % 0 x < -1, la unién de dos intervalos infinitos (% s oo) y (—oo, —1).

8. Resuelva [2x - 51> 3.
Se soluciona primero la negacion 12x — 51 < 3, la cual equivale a -3 < 2x — 5 < 3. Se suma 5 para obtener

2 < 2x < 8y se divide entre 2 para obtener 1 < x < 4. Como ésta es la solucién de la negacion, la desigualdad
original tiene la soluciéon x <1 o x > 4.

9. Resuelva x> < 3x + 10.
x><3x+ 10
xX2-3x-10<0 (restando 3x + 10)
x=5x+2)<0

Los nidmeros cruciales son -2y 5. (x — 5)(x + 2) > 0 cuando x < -2 (ya que tanto x — 5 como x + 2 son
negativas); resulta negativa cuando pasa por —2 (ya que x + 2 cambia de signo) y luego se vuelve positiva
cuando pasa por 5 (ya que x — 5 cambia de signo). Asi, las soluciones son -2 < x < 5.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

10. Describa y trace la gréfica del conjunto determinado por cada una de las condiciones siguientes:

a) 5<x<0 b) x<0

c) -2<x<3 d x=>1

e) <3 H k=5

g k-21<3 h) Ix-31>1

i) O<lx-2l<1 D 0<kk+3I<+
k) Ix-21>1

Respuestas: e)—3<x<3;j)x25obien,xS—S;g)%<x<%;h)x>—20bien,x<—4;i)x¢2y1<x<3;
HD—E<x<-likx=30bien,x<1



11.

12.

13.

Describa y trace la gréfica del conjunto determinado por cada una de estas condiciones:
a) 13x-71 <2
b) l4x-11 21
o [E-2/<4
3
d) 3 2/<4
X
1
e) 24+—[>1
X
4
=<3
X

Respuestas: a)3<x<3;b)x=10bien, x<0;¢)-6<x<18;d) x <—3 0bien, x>1; ) x>0 o bien,

x<—10bien,—%<x<0;f)x>§obien,x<—§

Describa y trace la grafica del conjunto determinado por cada una de las condiciones siguientes:
a) x(x-5)<0
b) x-2)(x-6)>0
c) b+ 1Hx-2)<0
d) x(x-2)(x+3)>0
e) x+2)x+3)x+4)<0
H =D+ Dx-2)x+3)>0
g (x—=1P%x+4)>0
h) (x=3)(x+5x-4)?*<0
0 (x=2)’>0
J) x+1)y¥<0
k (x-2Px+1)<0
D (x=1Px+1)*<0
m) Bx—-1)R2x+3)>0
n) (x-4)2x-3)<0

Respuestas: a)0<x<5;b)x>6o0bien,x<2;c)-1<x<2;d)x>20bien,-3<x<0;¢)-3<x<-20
bien,x<—-4;f)x>2obien,-1 <x<lobien,x<-3;g)x>-4yx#1;h)-5<x<3;i)x>2;
j)x<—1;k)—1<x<2;l)x<1yx;t—l;m)x>%obien,x<—%;n)%<x<4

Describa y trace la grafica del conjunto determinado por cada una de las condiciones que siguen:

a) x*<4

by x*29

c) (x-2)<16
d) 2x+1)72>1
e) xX*+3x-4>0
H x*+6x+8<0
g) xX*<5x+14
h) 2x*>x+6

i) 6>+ 13x<5
7 X +3x2> 10x

Respuestas: a)-2<x<2;b)x=3o0bien, x<-3;¢)-2<x<6;d)x>0o0bien, x<-1;¢e) x> 1 o bien,
x>-4;H)-4<x<-2;9)2<x<7;h)x>2o0bien, x<—%;i)—%<x<%;j)—5<x<00x>2
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14.

15.

16.

CAPITULO 1

Resuelva:
2x—1
a) —4<2-x<7 py <3
X
3x—1 2x—1
>3 >2
D 53 A .

Sistemas de coordenadas lineales

<1

) x+2

X
x+2

<2

Respuestas: a) =5 <x<6;b)x>00bien,x<—1;c)x>—2;d)—%<x<—%;e)x<00bien,0<x<l;

flx<—4obien,x=>-1

Resuelva:
a) l4x-51=3
b) Ix+6l=2

c) Bx—-4l=12x+1l
d) Ix+1l=Ix+2l
e) Ix+11=3x-1
H Ix+1<Bx-1l
g) Bx—-4l=12x+ 1l

Respuestas: a)x=2obien, Xx=1%;b)x=-4o0bien,x=-8;c)x=50bien, x=3;d) x=-3;e)x=1;/) x>

1 o bien, x < 0; g) x> 5 o bien, x < 2

Pruebe:

a) I = Ixl?

b) Ix"l = IxI" para todo entero n
&) xi=vx"

d) Ix—yl<lxl+ Iyl

e) lx—yl>Illxl—Iyll

[Sugerencia: en e), pruebe que lx — yl = Ixl — Iyl y lx — yl = Iyl — Ixl.]



Sistema de coordenadas
rectangulares

Ejes de coordenadas

En un plano P, se escoge un par de rectas perpendiculares. Si una de ellas es horizontal, entonces la otra sera
vertical. La recta horizontal se designa como eje x y la vertical como eje y (fig. 2.1).

—_ -

Fig. 2.1

Ahora se toma un sistema de coordenadas lineales sobre el eje x y uno sobre el eje y que satisfacen las con-
diciones siguientes: el origen de cada sistema de coordenadas es el punto O, donde se cortan los ejes. El eje x
estd orientado de izquierda a derecha y el eje y de abajo arriba. La parte del eje x con coordenadas positivas se
denomina eje x positivo y la parte del eje y con coordenadas positivas se designa eje y positivo.

Debemos establecer una correspondencia entre los puntos del plano Py pares de nimeros reales.

Coordenadas

Considere el punto P del plano (figura 2.1). La recta vertical que pasa por P corta el eje x en un tinico punto;
sea a la coordenada de este punto sobre el eje x. El nlimero a se denomina coordenada x de P (o la abscisa de
P). Larecta horizontal que pasa por P corta el eje y en un solo punto; sea b la coordenada de este punto sobre el
eje y. El niimero b se denomina coordenada y de P (o la ordenada de P). Asi, todo punto P tiene un par tinico
(a, b) de nimeros reales asociado con €l. A su vez, cada par (a, b) de nlimeros reales estd asociado con un punto
Unico en el plano.

Las coordenadas de varios puntos se indican en la figura 2.2. En aras de la simplicidad, se han limitado a
enteros.

—



CAPITULO 2 Sistemas de coordenadas rectangulares

y
A
8
-37e T
6 —
5=
4l 0.4
3 ®(3,3)
-4,2)®@ 2
1+ (6,0)
| | | | | | | | | P’y r_
-4 -3 2 -10 1 2 3 4 5 6
-1
-2
30~ (0,-4)
3.-4e oy ® (4. -4
-5
Fig. 2.2
EJEMPLO 2.1. En el sistema de coordenadas de la figura 2.3, para hallar el punto correspondiente a las coorde-

nadas (2, 3) se comienza en el origen, se desplaza dos unidades a la derecha y luego tres unidades hacia arriba.

y
A
4 —
3k (2,3
[
®(4,2) 2+ l
f I
I 1+ I
I I
| I I I I | I .
<4 3 2 -1 0 1 2 3
-3,-)e -1k
2+
3+
Fig. 2.3

Para encontrar el punto de coordenadas (—4, 2) se empieza en el origen, se desplaza cuatro unidades a la izquierda
y luego dos unidades hacia arriba.

Para hallar el punto con coordenadas (-3, 1) se comienza en el origen y se desplaza tres unidades a la izquierda
y luego una hacia abajo.

El orden de estos desplazamientos no es importante. Por ejemplo, el punto (2, 3) también puede encontrarse em-
pezando en el origen y avanzando tres unidades hacia arriba y luego dos a la derecha.



Cuadrantes

Suponga que se ha establecido un sistema de coordenadas en el plano %. Entonces todo el plano %, salvo los
ejes de coordenadas, puede dividirse en cuatro partes iguales, denominadas cuadrantes. Todos los puntos con
ambas coordenadas positivas conforman el primer cuadrante, llamado cuadrante 1, en la esquina superior de-
recha (fig. 2.4). El cuadrante 11 consta de todos los puntos con coordenada x negativa y coordenada y positiva.
Los cuadrantes 111 y IV también se presentan en la figura 2.4.

A
11 I
(= +) (+, +)
(-1,2)®¢ 21
1 ®(3, 1)
| | | | | | >
-3 =2 -1 0 1 2 3
(-2, -1)® -1 =
2 02, -2)
111 v
(=-) (+, )
Fig. 2.4

Los puntos sobre el eje x tienen coordenadas de la forma (a, 0). El eje y consta de los puntos con coordenadas

de la forma (0, b).
Dado un sistema de coordenadas, es habitual referirse al punto con coordenadas (a, b) como “el punto (a,
b)”. Por ejemplo, se puede decir que “el punto (0, 1) queda sobre el eje y”.

Formula de la distancia

La distancia P, P, que hay entre los puntos P, y P, con coordenadas (x,, y,) y (x,, ¥,) en un sistema de coorde-

nadas (fig. 2.5) se obtiene mediante la siguiente férmula de la distancia:

ﬁz\/(xl_)‘2)2"'())1_)’2)2 2.1

Py(x3,5,)

Vo —— ‘#Rz(xz’yl)
Pi(xp,y) |

A 1 A

\

X X2

Fig. 2.5
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CAPITULO 2 Sistemas de coordenadas rectangulares

Para observar esto, sea R el punto donde la recta vertical que pasa por P, corta la recta horizontal que pasa
por P,. La coordenada x de R es x,, lo mismo que para la de P,. La coordenada y de R es y,, la misma que
la de P,. Por el teorema de Pitdgoras, (PP,)> = (PR)*+ (P,R)*. Si A, y A, son las proyecciones de P, y P,
sobre el eje x, los segmentos P,R y A,A, son lados opuestos de un rectangulo, de manera que PI_R = m Pero
AjA, = |x; = x| por la propiedad (1.12); por consiguiente, PR = Ix,— x,|. De igual forma PR = ly,—y,l. Por
tanto, (PP)* =Ix,— x> + Iy, = y,)* = (x,— x,)* + (v, — ¥,)*

Mediante la raiz cuadrada se obtiene la férmula de la distancia. (Puede observarse que la formula también
es valida cuando P, y P, quedan en la misma recta vertical u horizontal.)

EJEMPLO 2.2.
a) Ladistanciaentre (2,5)y (7, 17) es

J2 =72+ =172 =52+ (-12)>=25+144 =169 =13
b) Ladistanciaentre (1,4)y (5,2) es

JAZ5 1 (@=2) =47 + 27 = V16+4=20=4/5=2.5

Formulas del punto medio

El punto M(x, y), que es el punto medio del segmento que une los puntos P,(x;, ¥,) y P,(x,, ¥,), tiene las coor-
denadas

=xl+x2 =y1+y2
2 Y=73

Asi, las coordenadas de los puntos medios son los promedios de las coordenadas de los puntos extremos o
terminales (fig. 2.6).

(2.2)

Py(x5, y,)

Pi(xy, y))

- — — ——

>

o — ——
S

e ————
Q

=
N

Fig. 2.6

Para observar esto, sean A, B, C las proyecciones de P, M'y P, en el eje x. Las coordenadas xde A, By C
son xy, X y x,. En virtud de que las rectas P\/A, MB y P,C son paralelas, los cocientes M /MP, 'y AB/BC son
iguales. Entonces, PM = MP, y AB= BC .Como AB=x—-x, yBC=x,—x

X=X, =Xx,—X
2x =x,+x,

_Ntx,
2

(La misma ecuaci6n es valida cuando P, estd a la izquierda de P,, caso en el que AB = X —xy BC =x— X,).
De forma similar, y = (y, + y,)/2.



EJEMPLO 2.3.
a) El punto medio del segmento que une (2,9) y (4, 3) es (

2+4
2 9

b) El punto intermedio entre (-5, 1) y (1, 4) es (_ 2+ 1, HT“J = (—2 ,%)

9+3
T)=<3’ 2

Demostraciones o pruebas de los teoremas geométricos

Demostraciones de los teoremas geométricos pueden darse mds facilmente usando las coordenadas que me-
diante deducciones a partir de axiomas y teoremas derivados con anterioridad. Las pruebas o demostraciones
mediante coordenadas se denominan analiticas, a diferencia de las pruebas a partir de axiomas, que se llaman
sintéticas.

EJEMPLO 2.4, Pruebe analiticamente que el segmento que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo
equivale a la mitad de la longitud del tercer lado. Construya un sistema de coordenadas de manera que el tercer lado
AB quede en el eje x positivo, A sea el origen y el tercer vértice C quede por encima del eje x como en la figura 2.7.

C(u, v)

(0, 0) (b, 0)

Fig. 2.7
Sea b la coordenada x de B (en otras palabras, sea b= AB ). Tenga C las coordenadas (u, v). Sean M, y M, los

puntos medios de los lados AC'y BC, respectivamente. Por las férmulas del punto medio (2.2), las coordenadas de M,
son (ﬂ, %) y las de M, son (u_‘zFb, %) Mediante la férmula de la distancia (2.1)

2
——  |(u u+bY (v 1/2_ (b]z_b
Mle—J(z——z)+(§‘§) —\/7 =3

que es la mitad de la longitud del lado AB.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demuestre que la distancia entre un punto P(x, y) y el origen es /x 2+ y>.
Como el origen tiene coordenadas (0, 0), la férmula de la distancia da \/(x—O )2 +(y—0)2 :Jx 2+ y2

2. (Eltridangulo con vértices A(1, 5), B(4,2) y C(5, 6) es isosceles?

AB=J0—4P+(5 -2 =3P +(3°=J/9+9 =118

AC=J(1=57+(5 —6)=\Jc4)+ (-1’ =16 +1 =17

BC=\(4-51+2-6)>==1)+(-9>=J1+16 =17

Como AC=BC, el tridngulo es issceles.
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CAPITULO 2 Sistemas de coordenadas rectangulares

(El tridngulo con vértices A(-5, 6), B(2, 3) y C(5, 10) es un tridngulo rectangulo?

AB =J(=5-2)"+ (6-3)’ = /(=7 + (3)’ =/49+ 9 = /58

AC = J5-57 + (6-10) = /(-10)* + (—4)? = V100 +16 = /116

BC =257+ (3=10y = /(-3 + (7)> =9 +49 = /58

Como AC’= AB’+BC’, el inverso del teorema de Pitdgoras dice que AABC es un tridngulo rectdngulo, con
un dngulo recto en B; de hecho, como AB=BC, AABC es un tridngulo rectdngulo isdsceles.

Pruebe analiticamente que si las medianas de dos lados de un tridngulo son iguales, entonces esos lados son
iguales. (La mediana de un tridngulo es un segmento de recta que une un vértice con el punto medio del lado
opuesto.)

En AABC, sean M, y M, los puntos medios de los lados AC y BC, respectivamente. Construya un sistema
de coordenadas de manera que A sea el origen, B se sitde en el eje x positivo y C quede por encima del eje
x (fig. 2.8). Supén que AM, = BM . Debe probar que AC=BC. Sea b la coordenada x de B, y sean (u, v) las
coordenadas de C. Entonces, por las férmulas del punto medio, M, tiene coordenadas (% %) y M, tiene las
coordenadas (“32.£).
Por tanto,

C(u, v)

Fig. 2.8

(52 ()= () + (5] = (2] - 5)
2 2 2 2 2 2

Por consiguiente, w +’sz= <”7—4zb)2 + ”TZ y, en consecuencia, (u + b)> = (u — 2b)*. Asi, u + b = £(u — 2b). Si
u+b=u-2b,entonces b =-2by, por tanto, b = 0, lo que es imposible porque A # B. Por tanto, u + b = — (u
—2b) = —u + 2b, de donde 2u = b. Ahora BC=J(u—b) + 0> = Ju - 2u)+ v* = J~up+ v’ =Ju> + 0> y
AC =+Ju?+v*. Por tanto, AC = BC.

Como AM, = BM,

Halle las coordenadas (x, y) del punto Q sobre el segmento de recta que une P,(1, 2) y P,(6, 7), tal que Q
divida el segmento en la razén 2:3, es decir, tal que P, Q/QP, = 2.

Sean las proyecciones de P,, Q 'y P, sobre el eje x A;, Q' y A,, respectivamente, con coordenadas 1, x y 6,
correspondientemente (fig. 2.9). Ahora A,Q"/Q’A, = P Q/QP, = 2. (Cuando dos rectas son cortadas por tres




rectas paralelas, los segmentos correspondientes son proporcionales.) Pero A Q’=x—1 y Q’A,=6—x . Luego,
=1-2 y al multiplicar en cruz se obtiene 3x — 3 = 12 — 2x. Por ende, 5x = 15, de donde x = 3.
Por un razonamiento similar, %:%, de donde se sigue que y = 4.

 Pa6,7)

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

6. Enlafigura 2.10 halle las coordenadas de los puntos A, B, C, E'y F.

y
A
- Ee
- Ce
o e I
Ae -
| | | | | | | | | | | | >
=5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1eB
De 2+
Fig. 2.10

Respuesta: A=(-2,1);B=(0,-1); C=(1,3);D=(4,-2); E=(4,4); F=(7,2).

7. Dibuje un sistema de coordenadas y muestre los puntos que corresponden a las coordenadas siguientes: (2,
_3)9 (35 3)7 (_19 ])’ (2a _2)’ (09 3)’ (37 0)’ (_25 3)

8. Halle la distancia entre estos pares de puntos:
a) 3,49y@3,6) b) 2,5y2,-2) o) 3Dy 1

B (2.3)y (5.7 ) (2.4)y(3,0 H (=2 5)y@-n
Respuestas: a)2;b) 7;¢) 1;d) 5; e) J41; /) %\/ﬁ
9. Dibuje un triangulo con vértices A(2, 5) B(2, -5) y C(=3, 5), y calcule su drea.

Respuesta: Area = 25 unidades cuadradas (u?)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

CAPITULO 2 Sistemas de coordenadas rectangulares

Si(2,2),(2,-4)y (5, 2) son tres vértices de un rectangulo, halle el cuarto vértice.

Respuesta:  (5,—4)

Si los puntos (2, 4) y (1, 3) son vértices opuestos de un rectangulo cuyos lados son paralelos a los ejes de
coordenadas (es decir, a los ejes x y y), halle los otros dos vértices.

Respuesta:  (-1,4)y (2, 3)
Determine si los siguientes trios de puntos son vértices de un tridngulo isdsceles:

a) (4,3),(1,4), (3, 10) b) (-1,1),(3,3),(1,-1) c) (2,4),(5,2),(6,5)

Respuestas:  a) no; b) si; ¢) no.

Determine si los siguientes trios de puntos son los vértices de un tridngulo rectdngulo. Con los que formen el
tridngulo, calcule el 4rea de éste.

a) (10, 6), (3, 3), (6,-4) b) (3,1),(,-2),(-3,-1) ¢) (5,-2),(0,3),(2,4)

Respuestas: — a) si, drea =29 u?;, b) no; ¢) si, area = % u?

Halle el perimetro del tridngulo con vértices A(4, 9), B(-3, 2) y C(8, 5).

Respuesta: 72 + /170 + 24/53

Encuentre el o los valores de y para los que (6, y) equidista de (4, 2) y (9, 7).

Respuesta: 5

Halle los puntos medios de los segmentos de recta con los siguientes puntos extremos o terminales:

a) 2,-3)y(7,4) b) (% 2) y@4,1) O 5.0 y(L4
Respuestas: a) (%, %), b) (%, %) . o) (1 +2\/§ i 2)

Halle el punto (x, y) tal que (2, 4) sea el punto medio del segmento de recta que une (x, y) y (1, 5).

Respuesta: (3, 3)

Determine el punto equidistante de los puntos A(-1, 7), B(6, 6) y C(5, —1).

52 153
R ta: =, ==
espuesta ( 55’ 50 )

Pruebe analiticamente que el punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es equidistante de los

tres vértices.

Demuestre analiticamente que la suma de los cuadrados de la distancia de cualquier punto P a dos vértices de
un rectangulo es igual a la suma de cuadrados de sus distancias a los otros vértices.



21.

22,

23.

24.

25.

Pruebe analiticamente que la suma de los cuadrados de los cuatro lados de un paralelogramo es igual a la suma
de los cuadrados de las diagonales.

Pruebe analiticamente que la suma de los cuadrados de las medianas de un tridngulo es igual a tres cuartos de
la suma de los cuadrados de los lados.

Pruebe analiticamente que los segmentos de recta que unen los puntos medios de los lados opuestos del
cuadrilatero se bisecan uno a otro.

Pruebe que las coordenadas (x, y) del punto Q dividen los segmentos de la recta P (x,, y,) a P,(x,, ¥,) en la
razén r,:r, y estan determinadas por las formulas

I’x +rxl _rly2+r2y1
hn T

(Sugerencia: use el razonamiento del problema 5.)

Halle las coordenadas del punto Q en el segmento P, P, tal que @/ Q_Pz = % sia) P,=(0,0), P,=(7,9);
b)yP,=(-1,0),P,=(0,7);¢c) P,=(-7,-2), P,=(2,7);d) P,=(1,3), P,=(4,2).

Respuestas:  a) (%,2); b) (_%, _); c)( _s, 28) d)(193 392)
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Rectas

Inclinaciéon de una recta

La inclinacién de una recta se mide por un nimero llamado pendiente de la recta. Sea &£ unarectay P,(x;, y,) y
P,(x,, y,) dos puntos de &£. La pendiente de & se define como el nimero m = y 22 La pendiente es el cociente
de un cambio en la coordenada y y el correspondiente cambio en la coordenada x1 (fig. 3.1).

Fig. 3.1

Para que la definicion de pendiente cobre sentido es necesario comprobar que el niimero m es independiente
de la eleccion de los puntos P, y P,. Si se selecciona otro par, digamos P5(x;, y3) ¥ P.(x4, y,), debe resultar el
mismo valor de m. En la figura 3.2 (véase pig.19), el tridngulo P,P,T es semejante al tridngulo P,P,Q; por
tanto,

oP, TP, Gy 2N Va7 Y5

PQ PT %=X X=X

Asi, P, y P, determinan la misma pendiente que P;y P,.

EJEMPLO 3.1. La pendiente de la recta que une los puntos (1, 2) y (4, 6) de la figura 3.3 (véase pag.19) es §=2-4.
Por tanto, cuando el punto sobre la recta se mueve tres unidades a la derecha, avanza cuatro unidades hacia arriba.
Ademds, la pendiente no se ve afectada por el orden en el que se dan los puntos: $=%==-4. En general, 222321~

—X X=X

El signo de la pendiente
El signo de la pendiente tiene significado. Por ejemplo, considere una recta &£ que asciende a medida que va
hacia la derecha, como en la figura 3.4(a). Puesto que y, >y, y x, > xy, se tiene que m = *=-> 0. La pendiente
de & es positiva.

Ahora considere una recta & que baja a medida que va hacia la derecha, como en la figura 3.4(b). Ahi, y, <
¥, €n tanto que x, > x,, por lo que m = y 222l <0 La pendiente de & es negativa.

@ —



A y
Py(x,, ¥2) A
Pl(xl, yl)
———0
| Py(xy ys)
|
|
I Lo TR R R B B >
I > X N 5
/ ————— =T L
Py(x3, y3)
Fig. 3.2 Fig. 3.3

Sea la recta & horizontal, como en la figura 3.4(c). Ahi y, = y,, de manera que y, — y, = 0. Ademds, x, — x, #
0. Por tanto, m = %_X‘:O. La pendiente de ¥ es cero.

La recta & es vertical en la figura 3.4(d), donde se observa que y, — y, > 0, mientras que x, — x, = 0. Por
consiguiente, la expresion il :ij no esta definida. La pendiente no estd definida para una recta vertical &. (A

veces esta situacion se describe diciendo que la pendiente de & es “infinita”.)

y

y gg A

A
Py(x,, y,) P](xl>\
PI(XIy \'&(xz, ¥,)
- X

(a) ()

y ¥ <

b P5(x5, ¥,)

Pl(xl’yl) Pz(xza yz)

» Py (xy, yy)

X

(©) ()
Fig. 3.4

Pendiente e inclinacion

Se considera cualquier recta & con pendiente positiva que pase por un punto P,(x;, y;) como la recta mostrada
en la figura 3.5. Se escoge un punto P,(x,, y,) en & de manera que x, —x, = 1. Entonces, la pendiente m de &£ es
igual a la distancia AP,. A medida que se inclina la recta, A_P2 aumenta sin limite, como se muestra en la figura
3.6(a). Asf, la pendiente de & aumenta sin limite a partir de 0 (cuando & es horizontal) a + oo (cuando la recta
es vertical). Mediante un razonamiento similar, en la figura 3.6(b) se muestra que a medida que la pendiente
negativa de la recta se inclina, la pendiente decrece a partir de O (cuando la recta es horizontal) a — e (cuando
la recta es vertical).
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CAPITULO 3 Rectas

y
A
4
Py(xy, y2)
P](Xp yl)
| |
| |
L 1] .
Xy X3 '
Fig. 3.5
y
A
m= -2
m=-1
m=-}
0 \ X
(@) )
Fig. 3.6

Ecuaciones de rectas
Sea & una recta que pasa por un punto P,(x,, y,) y tiene pendiente m, como se muestra en la figura 3.7(a). Para
cualquier otro punto P(x, y) sobre la recta, la pendiente m es, por definicidn, el cociente de y —y, y x — x,. Asi,
para todo punto (x, y) en &,

_Y™N
m—x_x1 3.1

Alainversa, si P(x, y) no estd en la recta &, como se presenta en la figura 3.7(b), entonces la pendiente =3
de larecta PP, es diferente de la pendiente m de &; por tanto, la ecuacién (3.1) no es vdlida para los puntos que
no estdan en &£. Asi, la recta & consta sélo de los puntos (x, y) que satisfacen la ecuacién (3.1). En este caso se

dice que & es la gréfica de la ecuacion (3.1).

y y &
A 7 A

P(x, y) P(x, y)

P[(x]»yl) Pl(xl’ yl)

(a) ()

Fig. 3.7



La ecuacion punto—pendiente

La ecuacién punto—pendiente de una recta & es toda ecuacién de la forma (3.1). Si la pendiente m de & es
conocida, entonces cada punto (x, y,) de & da una ecuacién punto—pendiente de &. Por tanto, hay infinitas
ecuaciones punto—pendiente para &. La ecuacién (3.1) equivale a y — y, = m(x — x;).

EJEMPLO 3.2. a) La recta que pasa por el punto (2, 5) con pendiente 3 tiene una ecuacién punto—pendiente 2=3 = 3.
b) Sea & la recta que pasa por los puntos (3, —1) y (2, 3). Su pendiente es m = 3{5}” = % = —4. Dos ecuaciones

punto—pendiente de &£ son 2% = -4y 273 = _4,

x=3 X

Ecuacion punto-interseccion

Si se multiplica la ecuacién (3.1) por x — x; se obtiene la ecuacién y — y, = m(x — x;), que puede reducirse pri-
mero ay —y, = mx —mx, y luego a y = mx + (y, — mx,). Sea b el nimero y, — mx,. Entonces, la ecuacién para
la recta & se vuelve

y=mx+b 3.2)

La ecuacién (3.2) produce el valor y = b cuando x = 0, asi que el punto (0, b) estd en &£. Por ende, b es la
coordenada y de la interseccion de &£ y el eje y, como se muestra en la figura 3.8. El niimero b se denomina la
interseccion de & con el eje y, y la ecuacion (3.2) recibe el nombre de ecuacion punto—interseccion de &.

y
A

()

Fig. 3.8

EJEMPLO 3.3. La recta que pasa por los puntos (2, 3) y (4, 9) tiene pendiente

_9-3_6_

4—223

Su ecuacién punto—interseccion tiene la forma y = 3x + b. Como el punto (2, 3) estd sobre la recta, (2, 3)
debe satisfacer esta ecuacion. La sustitucién da 3 = 3(2) + b, de la que resulta que b = 3. Asi, la ecuacién
punto—interseccion es y = 3x — 3.

Otro método para hallar esta ecuacién consiste en escribir una ecuacién punto—pendiente de la recta, como

y=3
x=2

= 3. Luego se multiplica por x — 2 y se suma 3, con lo que resulta y = 3x — 3.

Rectas paralelas

Sean ¥, y &, rectas paralelas no verticales y A, y A, los puntos en los que &, y &, cortan el eje y, como en la
figura 3.9(a). Ademas, sea B, una unidad a la derecha de A, y B, una unidad a la derecha de A,. Sean C, y C,
las intersecciones de las verticales que pasan por B, y B, con &, y &,. Ahora, el tridngulo A, B,C, es congruente
con el tridngulo A,B,C, (por el teorema de congruencia dangulo—lado—angulo). Por ende, E =B,C, y

B,C, _ B,C,
1

Pendiente de £ = = = pendiente de £,

1

Asi, las rectas paralelas tienen pendientes iguales.
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CAPITULO 3 Rectas

> X X
(&)
/Azt B

(a) (b)
Fig. 3.9

Reciprocamente, supén que dos rectas diferentes &, y &, no son paralelas y se hallan en el punto P, como en
la figura 3.9(b). Si &, y &, tuvieran igual pendiente entonces serian la misma recta. Por tanto, &, y &, tienen
pendientes diferentes.

Teorema 3.1. Dos rectas no verticales distintas son paralelas si y sélo si sus pendientes son iguales.

EJEMPLO 3.4. Halle la ecuacién punto—interseccion de la recta &£ que pasa por (4, 1) y es paralela a la recta Jil
que tiene por ecuacion 4x — 2y = 5.

Al despejar y en la dltima ecuacion se observa que .l tiene la ecuacién punto—interseccion y = 2x — 3. Por tanto,
JL tiene pendiente 2. La pendiente de la recta paralela & también debe ser 2, de manera que la ecuacién punto—inter-
seccion de & presenta la forma y = 2x + b. Puesto que (4, 1) queda en &£, se puede escribir 1 = 2(4) + b. Por ende, b
= -7 y la ecuacién punto—intersecciéon de &£ es y = 2x — 7.

Rectas perpendiculares
En el problema 5 se debe probar lo siguiente.

Teorema 3.2. Dos rectas no verticales son perpendiculares si y sélo si el producto de sus pendientes es —1.

Sim, y m, son las pendientes de las rectas perpendiculares, entonces m,m, = —1. Esto equivale a m, =— mL;
por tanto, las pendientes de rectas perpendiculares son cada una la reciproca negativa de la otra. !

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halle la pendiente de la recta de ecuacion 3x — 4y = 8. Trace la recta. ;Los puntos (6, 2) y (12, 7) estdn en ella?

Al resolver para y en la ecuacién se obtiene y =3 x —2. Esta es la ecuacién punto—interseccion; la pendiente
es 3 y la interseccién con el eje y es —2.

Al sustituir 0 por x se observa muestra que la recta pasa por el punto (0, —2). Para trazar la recta se necesita
otro punto. Si se remplaza x por 4 en la ecuacién punto—interseccién resulta y =3 (4)— 2 =1, de manera que
(4, 1) también queda sobre la recta, como se presenta en la figura 3.10. (También es posible hallar otros puntos
sobre la recta si se sustituye x por un nimero diferente de 4.)

Para probar si (6, 2) queda sobre la recta, se sustituye x por 6 y y por 2 en la ecuacién original 3x — 4y = 8.
Los dos lados resultan diferentes; por tanto, (6, 2) no estd sobre la recta. El mismo procedimiento demuestra
que (12, 7) queda en la recta.



“.1

|

o

)

(98]

o
\
=

F | | | | | Ly
-2 -1 0 1 2 3 4
-2
/// (0.-2)
-1t
Fig. 3.10 Fig. 3.11

La recta & es la mediatriz del segmento de recta que une los puntos A(-1, 2) y B(3, 4), como se muestra en la
figura 3.11. Halle una ecuacién para &£.

& pasa por el punto medio M del segmento AB. Por las férmulas del punto medio (2.2), las coordenadas

de M son (1, 3). La pendiente de la recta que pasa por Ay B es % =2 =1 Seam la pendiente de &. Por el

teorema 3.2, m =—1, donde m = 2.
La ecuacién punto—interseccion para & tiene la forma y = —2x + b. Como M(1, 3) queda en &, se tiene que
3=-2(1) + b. Por ende, b = 5 y la ecuacién punto—interseccion de & es y = —2x + 3.

Determine si los puntos A(1, —1), B(3, 2) y C(7, 8) son colineales, es decir, si se hallan en la misma recta.

A, By C son colineales si y s6lo si la recta AB es idéntica a la recta AC, lo que significa que la pendiente
de AB es igual a la de AC. Las pendientes de AB'y AC son 2352 =2 y 60 = 2 = 3 Por tanto, A, By C son
colineales.

Pruebe analiticamente que la figura obtenida al unir los puntos medios de los lados consecutivos de un
cuadrildtero es un paralelogramo.

Coloque el cuadrilatero con vértices consecutivos A, B, C y D en un sistema de coordenadas de manera
que A sea el origen, B quede en el eje x positivo y C'y D queden por encima del eje x (fig. 3.12 en la siguiente
pagina). Sea b la coordenada x de B, (u, v) las coordenadas de C, y (x, y) las coordenadas de D. Entonces, por
la férmula del punto medio (2.2), los puntos medios M,, M,, My y M, de los lados AB, BC, CD y DA tienen
coordenadas (5. o), (452, 4], (x4, 212) y (1. 3), respectivamente. Hay que mostrar que M,, M,, M; y M, es un
paralelogramo. Para hacerlo, basta probar que las rectas M,M, y M;M, son paralelas y que las rectas M,M; y
MM, también lo son. Se calcula entonces las pendientes de tales rectas:

v_g v y e v
Pendiente (M, M,) = p—p == Pendiente (M, M,)= 52 =—0 =
2 2 2 2772 2
ytv o Y 20
Pendiente (M,M,) = x+1/2l u%rb = x%b = xzb Pendiente (M, M,) = )% 5= xfb
2 2 2 272

Puesto que la pendiente de (M, M,) = pendiente de (M M,), M\M, y M;M, son paralelas. Como la
pendiente (M,M;) = pendiente de (M\M,), M,M,y MM, también son paralelas. Por tanto, M,M,M-M, es un
paralelogramo.
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CAPITULO 3 Rectas

Fig. 3.12

Pruebe el teorema 3.2.
Suponga primero que &, y &, son rectas perpendiculares no verticales con pendientes m, y m,. Debe

demostrar que m,m, = —1. Sean M, y M, las rectas que pasan por el origen O y que son paralelas a &£,y &,
como se observa en la figura 3.13(a). La pendiente de M, es m y la pendiente de M, es m, (por el teorema 3.1).

Ademds, M, y M, son perpendiculares, ya que &, y &, son perpendiculares.

y

y £,
A

A Ml

B(1, m,)

/ AL, my)

(a) (b)
Fig. 3.13

Ahora, sea A el punto M, con coordenada x igual a 1, y sea B el punto en M, con coordenada x igual a
1, como se presenta en la figura 3.13(b). La ecuacién punto—interseccién de M, es y = m x; por tanto, la
coordenada y de A es m;, ya que su coordenada x es 1. De igual forma, la coordenada y de B es m,. Por la

férmula de la distancia (2.1),

OB =[(1-0)* +(m, — 07 = [l+m?

OA = (1= 0) +(m, — 0)* = [1+ m}

BA= J(1-17 +(my—m, Y = Jm,—m )’
Entonces, por el teorema de Pitdgoras para el tridngulo rectingulo BOA,
BA'= 0B + OA"
o (my—m,=1+m;)+A+m})
m; =2m,m, +m} =2+ m; +m}

mym, =—1



Ahora, reciprocamente, suponga que m,m, = —1, donde m, y m, son las pendientes de las rectas no
verticales £, y &,. Entonces, &, no es paralela a &,. (De lo contrario, por el teorema 3.1, m, = m, y, por tanto,
m} =—1, lo que contradice el hecho de que el cuadrado de un nimero real nunca es negativo.) Debe mostrarse
que £, y &, son perpendiculares. Sea P la interseccién de &, y &, (fig. 3.14). Sea &, la recta que pasa por
P que es perpendicular a &,. Si m, es la pendiente de &, entonces, por la primera parte de la demostracion,
mmy = -1y, por consiguiente, m,m; = m;m,. Como m,;m, = —1, entonces m, # 0; por tanto, m; = m,. Como &£,
y &, pasan por el mismo punto P y tiene la misma pendiente, entonces deben coincidir. Puesto que &, y &,
son perpendiculares, &, y &, también lo son.

y
A
¢, ¥,
$3
P
//A >
Fig. 3.14

Pruebe que si a y b no son ambos cero, entonces la ecuacion ax + by = ¢ es la ecuacion de una recta y,
reciprocamente, toda recta tiene una ecuacion de esa forma.

Suponga que b # 0. Entonces, si se despeja y en la ecuacion ax + by = ¢ se obtiene la ecuacién punto—
interseccion y = (—a/b) x + ¢/b de una recta. Si b = 0, en consecuencia a # 0, y la ecuacion ax + by = ¢ se
reduce a ax = c; esto equivale a x = ¢/a, la ecuacién de una recta vertical.

Reciprocamente, toda recta no vertical tiene una ecuacion punto—interseccion y = mx + b, la cual equivale a
—mx +y = b, una ecuacion de la forma deseada. Una recta vertical tiene una ecuacién de la forma x = ¢, la cual
también es una ecuacion de la forma requeridacona=1y b =0.

Demuestra que la recta y = x forma un dngulo de 45° con el eje x positivo; es decir, el angulo BOA en la figura
3.15 tiene 45°.

A(l, 1)

B

Fig. 3.15

Sea A el punto sobre la recta y = x con coordenadas (1, 1). Se traza una perpendicular AB al eje x positivo.
Entonces, AB=1y OB =1. Por tanto, el dngulo OAB = dngulo BOA, ya que son los dngulos de la base del
tridngulo isdsceles BOA. Por consiguiente, el angulo OBA es recto:

Angulo OAB + dngulo BOA = 180° — dngulo OBA = 180° — 90° = 90°

Puesto que el dngulo BOA = 4ngulo OAB, cada uno tiene 45°.
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8. Pruebe que l? dislsanclia d de un punto P(x,, y,) a una recta & con una ecuacion ax + by = ¢ estd dada por la
formula d = 222

Sea J 1a recta que pasa por Py es perpendicular a £. Entonces, .l corta a & en algin punto Q de
coordenadas (u, v) como se muestra en la figura 3.16. Claramente, d es la longitud P_Q, de manera que si se
puede hallar u y v, entonces resulta posible calcular d mediante la férmula de la distancia. La pendiente de &

es —alb. Por el teorema 3.2, la pendiente de Jl es b/a. Asi, la ecua(:lon punto—pendlente de JM es < - i . :%

Luego, u y v son las soluciones del par de ecuaciones au + bv = ¢ y b . Tediosos calculos matematlcos
ofrecen la solucién -
_ac+b’x; +aby, oo bc — abx, — a*y,
a*+ b’ Y a’+b?
P A M

P(x;, x,)

O(u, v)

e
e \

Fig. 3.16

Y

La férmula de la distancia junto con célculos adicionales da,

lax, + by, — cl

d=PQ=(x—uy -0, -vf = —=—=

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

9. Halle una ecuacién punto—pendiente para la recta que pasa por cada uno de los siguientes pares de puntos: @)
(3,6)y(2,-4);b) (8,5 y (4,0);¢) (1,3) yelorigen; d) (2,4) y (-2, 4).
y—06

0 =10: 1) 2= g_% o)L= 3_3 023 4 0.

Respuestas: a)

10. Halle la ecuacién punto—interseccion de cada recta que:

a) Pasa por los putos (4, -2) y (1, 7)

b) Tiene pendiente 3 e interseccion con el eje y igual a 4

¢) Pasa por los puntos (-1, 0) y (0, 3)

d) Pasapor (2,-3)y es paralela al eje x

e) Pasapor (2, 3) y sube 4 unidades por cada unidad que aumenta en x

) Pasapor (-2, 2) y baja 2 unidades por cada unidad que aumenta en x
g) Pasapor (3,-4) y es paralela a la recta con ecuacién 5x — 2y = 4

h) Pasa por el origen y es paralela a la recta con ecuacién y =2

i) Pasapor (-2, 5) y es perpendicular a la recta de ecuacion 4x + 8y =3
J) Pasapor el origen y es perpendicular a la recta de ecuacion 3x — 2y =1
k) Pasapor (2, 1)y es perpendicular a la recta de ecuacion x = 2

) Pasa por el origen y es bisectriz del angulo entre los ejes positivos x y y

Respuestas: a)y=-3x+10;b)y=3x+3;¢)y=3x+3;d)y=-3;e)y=4x-5Hy=-2x-2; )
y=3x=Fiy=0;)y=2x+9)y==3x: k) y=1D)y=x



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

a) Describa las rectas que tienen ecuaciones de la forma x = a.
b) Describa las rectas que tienen ecuaciones de la forma y = b.
¢) Describa la recta de la ecuacion y = —x.

a) Halle las pendientes y las intersecciones con el eje y de las rectas que tienen las ecuaciones siguientes:
Dy=3x-2;i)2x-5y=3;ii) y=4x-3;iv) y=-3;v) 5+ s = 1.

b) Encuentre las coordenadas de un punto distinto de (0, ) en cada una de las rectas del inciso a).

Respuestas: ai)ym=3,b=-2;iiym=%iiiym=4,b=-3;iv)ym=0,b=-3;v)ym=—%,b=2;bi) (1, 1); ii)
(=6, -3); iii) (1, 1); iv) (1,-3); v) (3, 0)

Si el punto (3, k) estd en la recta con pendiente m = —2 y pasa por el punto (2, 5), halle k.

Respuesta: k=3

(El punto (3, —2) estd en la recta que pasa por los puntos (8, 0) y (-7, —6)?
Respuesta:  si.

Utilice las pendientes para determinar si los puntos (7, —1), (10, 1) y (6, 7) son los vértices de un tridngulo
rectangulo.

Respuesta:  silo son.

Utilice las pendientes para determinar si (8, 0), (=1, -2), (-2, 3) y (7, 5) son los vértices de un paralelogramo.

Respuesta:  silo son.

(En qué condiciones son colineales los puntos (u, v + w), (v, u + w) y (w, u + v)?

Respuesta:  siempre.

Halle k de manera que los puntos A(7, 3), B(-1, 0) y C(k, —2) sean los vértices de un tridngulo rectangulo con
angulo recto en B.

Respuesta: k=1

Determine si los pares de rectas siguientes son paralelas, perpendiculares o ninguna de las dos.

a) y=3x+2yy=3x-2
by y=2x-4yy=3x+5
¢) 3x-2y=5y2x+3y=4
d) 6x+3y=1y4x+2y=3
e) x=3yy=-+4

H Sx+4y=1ydx+5y=2
g x=-"2yx=7.

Respuestas: a) paralelas; b) ninguna de las dos; ¢) perpendiculares; d) paralelas; e) perpendiculares; f)
ninguna de las dos; g) paralelas

Trace la recta determinada por la ecuacién 2x + 5y = 10. Establezca si los puntos (10, 2) y (12, 3) pertenecen a
esa recta.
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CAPITULO 3 Rectas

21. ;Para qué valores de k tendra la recta kx — 3y = 4k las propiedades siguientes: @) pendiente 1; b) interseccion
con el eje y de 2; ¢) pasa por el punto (2, 4); d) es paralela a la recta 2x — 4y = 1; e) es perpendicular a la recta
x—6y=2?

Respuestas: a)k=3;b)k=-3;c)k=-6;d) k=3;e) k=-18.

22. Describa geométricamente las familias de rectas @) y =mx — 3y b) y = 4x + b, donde m y b son nimeros reales
cualesquiera.

Respuesta:  a) rectas con interseccion con el eje y = 3; b) rectas con pendiente 4.

23. Enel tridngulo con vértices A(0, 0), B(2, 0) y C(3, 3), halle las ecuaciones para a) la mediana de B al punto
medio del lado opuesto; b) la mediatriz del lado BC, y c) la altura de B al lado opuesto.

Respuestas: a)y=-3x+6;b)x+3y=T;c)y=—x+2



Circulos

Ecuaciones de los circulos

Para que un punto P(x, y) esté en el circulo con centro C(a, b) y radio r, la distancia PC debe ser igual a r
(fig. 4.1). Por la férmula de la distancia (2.1),

PC =/(x—a)*+(y—b)?

Por consiguiente, P estd en el circulo si y sélo si
(x—a’+(@y-b32=r? 4.1)
La ecuacion (4.1) se denomina ecuacion estdndar del circulo con centro en (a, b) y radio r.

Y

e —

A // \\ P(x# y)
s
/ AN
/ \
/ r \
[ \
' |
\ C(a, b) /
\ /
\
N o
~ Pl o
Fig. 4.1

EJEMPLO 4.1.
a) El circulo con centro (3, 1) y radio 2 tiene la ecuacién (x —3)2 + (y — 1)2=4.
b) El circulo con centro (2, —1) y radio 3 tiene la ecuacién (x —2)> + (y + 1)>=9.
¢) (Cudl es el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacién (x — 4) + (y — 5) = 25?
Por (4.1), ésta es la ecuacion del circulo con centro en (4, 5) y radio 5. Se dice que ese circulo es la grdfica de la
ecuacién dada, es decir, el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacién.
d) La gréfica de la ecuacion (x + 3)* + y*> = 2 es el circulo con centro en (-3, 0) y radio \/E .

Ecuacion estandar de un circulo
La ecuacion estdndar de un circulo con centro en el origen (0, 0) y radio r es

XHyr=r “4.2)

Por ejemplo, x> + y* = 1 es la ecuacién del circulo con centro en el origen y radio 1. La grafica de x*> + y* =
5 es el circulo con centro en el origen y radio J5.

— e



CAPITULO 4 Circulos

La ecuacion de un circulo algunas veces aparece disfrazada. Por ejemplo, la ecuacion
X+ +8x—-6y+21=0 (4.3)
resulta ser equivalente a
(x+4)P+(y-37=4 4.4)
La ecuacion (4.4) es la ecuacidn estdndar de un circulo con centro en (-4, 3) y radio 2.
La ecuacién (4.4) se desarrolla a partir de (4.3) mediante un proceso denominado completar el cuadrado.

En términos generales, el proceso implica hallar el nimero que debe agregarse a la suma x* + Ax para obtener

un cuadrado.

2 2 2
Aqui se observa que (x+%) =x>+Ax+ (%) . Por tanto, en general, se debe agregar (%J ax? + Ax para obte-

ner el cuadrado (w% 2. Por ejemplo, para obtener un cuadrado de x* + 8x se suma (%)2, o sea, 16. El resultado,

x%+8x + 16, es igual a (x + 4)%. Este es el proceso de completar el cuadrado.
Considere la ecuacion (4.3) original: x> + y* + 8x — 6y + 21 = 0. Con el fin de completar el cuadrado en x? + 8x
se suma 16. Para completar el cuadrado en y*> — 6y se suma (— g)z, lo que da 9. Pero como se agregaron 16y 9 al

miembro (lado) izquierdo de la ecuacién, también deben sumarse al miembro derecho, con lo que se obtiene

(2+8x+16)+ (1> -6y+9)+21=16+9
Esto equivale a

(x+472+ (-3 +21=25

y al restar 21 de ambos miembros se llega a (4.4).

EJEMPLO 4.2.  Considere la ecuacion x> + y> — 4x — 10y + 20 = 0. Al completar el cuadrado se obtiene
(P +4x+4)+ (- 10y +25)+20=4+25
x=2+@»-5?%*=9
Entonces, la ecuacion original es la de un circulo con centro en (2, 5) y radio 3.

El proceso de completar el cuadrado puede aplicarse a toda ecuacion de la forma

X +y*+Ax+By+C=0 4.5)
para obtener AN BY: i g
(.X‘FE) +(y+7) +C=T+T
o JAY Ly BY AB-4C
) YT )T 4 (4.6)

Hay tres casos que dependen de si A> + B2 — 4C es positivo, cero o negativo.

Caso 1: A2 + B> - 4C > 0. Aqui, (4.6) es la ecuacién estdndar de un circulo con centro en (—%—%) y radio
JA*+ B -4AC
-z

Caso 2: A2+ B?>-4C =0. Una suma de cuadrados de dos cantidades es cero si y sé6lo si cada una de las can-
. . . A . A

tidades es cero. Por tanto, (4.6) equivale a la conjuncion de las ecuaciones x + 5 =0y y + § =0 en este caso, y
la tinica solucién de (4.6) es el punto (—%,—g). Asi, la gréfica de (4.5) es un solo punto, que puede considerarse
un circulo degenerado de radio 0.

Caso 3: A% + B? - 4C < 0. La suma de dos cuadrados no puede ser negativa, de manera que en este caso
(4.5) no tiene solucién.

Se puede demostrar que todo circulo tiene una ecuacién de la forma (4.5). Si su centro es (a, b) y su radio
es r, entonces su ecuacion estandar es

x—arX+@y-b32=r
Al desarrollar se obtiene x*> — 2ax + a®> + y>* = 2by + b>* =12, 0

X2+ y?=2ax - 2by + (a®> + b* - r*) = 0.



PROBLEMAS RESUELTOS

1. Identifique las gréaficas de a) 2x* + 2y* —4x+y+ 1=0;b) X> + y> -4y + 7= 0; c)x* + y* = 6x -2y + 10 = 0.

a) Primero divida entre 2, para obtener x> + y> — 2x + +y + £ =0. Luego complete los cuadrados
g

16

1

1
(P=2x+D)+(? +2y+ 6)+— 16

-

+
=17
16

ox|°°

_i
16

ol

-1+ (== -1 =1
Por tanto, la grafica es el circulo con centro (1, —%) y radio 3.
b) Complete el cuadrado:
X+ (y-2)2+7=4
X+ (y-272=-3
Puesto que el miembro derecho es negativo, no existen puntos en la grafica.
c¢) Complete el cuadrado:
(x=32+@-12+10=9+1
(x=372+(-1*=0

La tnica solucion es el punto (3, 1).

2. Halle la ecuacién estandar del circulo con centro en C(2, 3) que pasa por el punto P(—1, 5).
El radio del circulo es la distancia

CP=J(5-37 +(-1-2) =22 + (37 =/4+9 =13

de manera que la ecuacion estdndar es (x —2)* + (y — 3)> = 13.

3. Halle la ecuacién estandar del circulo que pasa por los puntos P(3, 8), 0(9,6) y R(13, -2).
Primer método: el circulo tiene una ecuacién de la forma x*> + y* + Ax + By + C = 0. Sustituya los valores de

xy yen el punto P para obtener 9 + 64 + 34+ 8B+ C=00
3A+8B+ C=-73 €))
Un procedimiento similar para los puntos Q y R da las ecuaciones
9A+ 6B+ C=-117 2
13A-2B+ C=-173 3)
Se elimina C de (1) y (2) al restar (2) de (1):
—-6A+2B=44 o -3A +B=22 4
Se elimina C de (1) y (3) al restar (3) de (1):
—-10A+10B=100 o -A+B=10 )

Se elimina B de (4) y (5) al restar (5) menos (4), con lo que se obtiene A = —6. Se sustituye este valor en (5)
para hallar que B = 4. Luego se resuelve para Cen (1): C=—
Asi, la ecuacién original para el circulo es x> + y> — 6x + 4y —87 = 0. Al completar los cuadrados se obtiene

x=3+@+22=87+9+4=100

Por ende, el circulo tiene centro (3, -2) y radio 10.
Segundo método: la mediatriz de cualquier cuerda de un circulo pasa por el centro de éste. Por tanto, la
mediatriz & de la cuerda PQ cortaré la mediatriz M de la cuerda QR en el centro del circulo (fig. 4.2).

soinaJ19 v 071N1IdVYY



CAPITULO 4 Circulos

y
A P(3, 8) 7

009, 6)

e

Fig. 4.2

La pendiente de la recta PQ es —1. Luego, por el teorema 3.2 la pendiente de &£ es 3. Asimismo, &£ pasa
por el punto medio (6, 7) del segmento PQ. Luego, una ecuacién punto—pendiente de & es 1= = 3y, por
tanto, su ecuacioén punto—interseccion es y = 3x — 11. De igual forma, la pendiente de la recta QR es -2y,
por consiguiente, la pendiente de Jl es +. Puesto que Jl pasa por el punto medio (11, 2) del segmento OR,
tiene una ecuacién punto—pendiente de 2==1, lo que da la ecuacién punto—interseccién y =1 x—21 y se puede
escribir
7

1.7
3x—-11= )

de lo que se obtiene que x = 3. Por tanto,
y=3x-11=33)-11=-2

Luego, el centro se halla en (3, —2). El radio es la distancia entre el centro y el punto (3, 8):

JE2=8) +(3-3)7 =[(-10)? =/100 = 10

Asi, la ecuacién estandar del circulo es (x — 3)? + (y + 2)? = 100.

4. Halle el centro y el radio del circulo que pasa por P(1, 1) y es tangente a la recta y = 2x — 3 en el punto Q(3, 3)
(fig. 4.3).

Fig. 4.3



La recta & perpendicular a y = 2x — 3 en (3, 3) debe pasar por el centro del circulo. Por el teorema 3.2,
la pendiente de &£ es —+. Por consiguiente, la ecuacion punto—interseccién de & tiene la forma y=—+x+b.
Como (3, 3) estd en &, tenemos que 3=—+(3) + b; por ende, b= y la ecuacién de L es y = —Ix+3.

La mediatriz Jl de la cuerda PQ de la figura 4.3 también pasa por el centro del circulo, de manera que la
interseccién de & y J serd el centro del circulo. La pendiente de PQ es 1. Entonces, por el teorema 3.2 la
pendiente de Jl es —1. Luego, JL tiene la ecuacién punto—interseccién y = —x + b”. Como el punto medio (2, 2)
de la cuerda PQ es un punto en ./, se tiene que 2 = —(2) + b’; por ende, b’ =4 y la ecuacién de M es y = —x + 4.
Debes hallar la solucién comin de y = —x + 4 y y = —+ x + 3. Si se establece la igualdad

1,9
—x+4= )

resulta x = —1. Por tanto, y = —x + 4 = 5, y el centro C del circulo es (-1, 5). El radio es la distancia
PC=J(-1-3)> +(5-3)> =/16 + 4 =+/20 . La ecuaci6n estandar del circulo es, entonces, (x + 1)? + (y — 5)> = 20.

Halle la ecuacién estdndar de todo circulo que pase por los puntos P(1,-1) y O(3, 1) y sea tangente a la recta
y=-3x.

__Sea C(c, d) el centro de uno de los circulos, y sea A el punto de tangencia (fig. 4.4). Entonces, puesto que
CP = CQ, se tiene que

CPP=CQ* 0 (c=1P+(d+12=(c-372+(d-1)7

Desarrollado y simplificado se obtiene

c+d=2 (1)
y = =3x y
A
—
N
s \ 0B, 1)
*———\
e \\
// j AN -
/ / \
\\{"// \\
| PA.=D \
C(c, d) ,
!
A /
/
/
7/
7
//

—_——

Fig. 4.4

Ademis, CP = CA y por la férmula del problema 8 en el capitulo 3, CA = 33:—0‘1. Si establecemos

la igualdad CP? = CA? resulta (c — 1)? + (d +1 = 3<% Al sustituir (1) en el miembro derecho y al
multiplicarlo por 10 se obtiene

10[(c =1+ (d+ 1)l =Q2c+2), dedonde 3c*+5d°-14c+10d+8=0
Por (1) se puede remplazar d por 2 — ¢ para obtener

2¢2-11lc+12=0 o 2c-3)(c-4=0

Por tanto, ¢ =3 o ¢ = 4. Entonces (1) da dos soluciones: c =3, d=+y ¢ =4, d =-2. Como el radio CA = 33:—0'1,
estas soluciones producen radios de % = @ y ITOO =4/10. Por ende, hay dos circulos de ese tipo y sus

ecuaciones estandar son

soind1y - ¥ 07IN1IdYd



CAPITULO 4 Circulos

(x—%) +(y—%) =2y -4 H2P=10

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

6.

10.

11.

12.

Halle las ecuaciones estandar de los circulos que satisfagan las condiciones siguientes:

a) Centroen (3, 5) y radio 2.

b) Centro en (4, —1) y radio 1.

¢) Centro en (5, 0) y radio /3.

d) Centro en (-2, -2) y radio 542,

e) Centro en (-2, 3) y que pasa por (3, —=2).
/) Centroen (6, 1) y que pasa por el origen.

Respuestas: a) (x—3)2+(y—-52=4;b) x—-4)2+ @+ 1)*=1;¢) x=52+y*=3;d) (x + 2 + (y + 2)> = 50;
) (x+2)+(y-30=50;/) (x-6)°+ (y—1)=37

Identifique las gréficas de estas ecuaciones:

a) xX*+y*+16x-12y+10=0.
b) xX*+y*—4x+5y+10=0.
¢) X*+y*+x-y+=0.

d) 4x*+4y*+8y-3=0.

e) X*+y*—x-2y+3=0.

H x2+y2+\/ﬂ—2=0.

Respuestas:  a) circulo con centro en (=8, 6) y radio 310, b) circulo con centro en (2,—3) y radio %; ¢)
circulo con centro en (—%,%) y radio £; d) circulo con centro en (0, —1) y radio Z; e) grifica
vacia; f) circulo con centro en (—2/2,0) y radio +/5/2.

Halle las ecuaciones estandar de los circulos que pasan por a) (-2, 1), (1,4)y (-3,2); ) (0, 1), (2,3)y
(1L1++/3):0) (6, 1), (2, -5) y (1, =4): d) (2, 3), (-6,-3) y (1. 4).

Respuestas:  a) (x+ 12+ (y—=3)>=5D0) x =22+ (y—-1P=4;¢0) x—4)2+(y+2)*=13;d) (x + 2)* + y* = 25.

(Para qué valores de k el circulo (x + 2k)? + (y — 3k)*> = 10 pasa por el punto (1, 0)?

Respuesta: k=%ok=-1

Halle las ecuaciones estdndar de los circulos de radio 2, tangentes a ambas rectas x =1y y =3.
Respuestas: (x+ 172+ (y—-12=4;(x+ 1>+ -52=4 -3+ -1 =4, (x-3>+(y-572=4
Halle el valor de k, de manera que x* + y* + 4x — 6y + k = 0 sea la ecuacién de un circulo de radio 5.

Respuesta:  k=-12

Halle la ecuacidn estandar del circulo que tiene como didmetro el segmento que une (2, -3) y (6, 5).

Respuesta: (x—4)*+ (y—-1)*=20



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Halle la ecuacidn estandar de todo circulo que pase por el origen, tenga radio 5 y cuya coordenada y de su
centro sea —4.

Respuesta: (x—=3*+(y+4?=250(x+3)2+(y+4)*=25

Halle la ecuacidn estandar del circulo que pasa por los puntos (8, =5) y (-1, 4) y cuyo centro se encuentre en la
recta 2x + 3y =3.

Respuesta: (x-3)*+ (y+1)?=41

Halle la ecuacidn estandar del circulo con centro (3, 5), tangente a la recta 12x — 5y + 2 = 0.

Respuesta:  (x-3)>+(y-5)=1

Halle la ecuacién estdandar del circulo que pasa por el punto (1, 3 + V2) y es tangente a larectax +y=2en (2, 0).

Respuesta:  (x—5)*+(y-3)*=18

Pruebe analiticamente que un dngulo inscrito en un semicirculo es un dngulo recto (fig. 4.5).

Halle la longitud de una tangente que va de (6, -2) al circulo (x — 1)* + (y — 3)*> = 1 (fig. 4.6).

Respuesta: 7

N

(6,-2)

Fig. 4.5 Fig. 4.6

Halle las ecuaciones estdndar de los circulos que pasan por (2, 3) y son tangentes a ambas rectas 3x — 4y = —1
y4x+3y=7.

, 2, 2 6Y 12y
Respuesta:  (x—2)*+y*(y—-8)=25y x-z| +|ly-% =1

Halle las ecuaciones estdndar de los circulos que tienen sus centros en la recta 4x + 3y = 8 y son tangentes a
ambasrectasx + y=-2y 7x—y =-6.

Respuesta:  (x—1*+y*=2y(x+4)*+(y-8)*=18

Halle la ecuacién estandar del circulo concéntrico con el circulo x*> + y? — 2x — 8y + 1 = 0 y es tangente a la
recta2x —y =3.

Respuesta: (x—1)>+(y—-4)*=5
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22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29

30.

31.

32.

CAPITULO 4 Circulos

Halle las ecuaciones estandar de los circulos que tienen radio 10 y son tangentes al circulo x* + y? = 25 en el
punto (3, 4).

Respuesta:  (x—9)*+ (y—12)>=100y (x+ 3>+ (y + 4)> =100

Halle las distancias mdxima y minima del punto (7, 12) al circulo x* + y? + 2x + 6y — 15 = 0.

Respuestas: 22y 12

Sean €6, y 6, dos circulos que se interesecan y estdn determinados por las ecuaciones x> + y> + Ax + B;y + C; =0
y x>+ y* + Ayx + B,y + C, = 0. Para todo ndmero k # —1, muestra que
X+ +Ax+By+C +k(+y*+Ax+By+C)=0

es la ecuacion de un circulo que pasa por los puntos de interseccion 6, y 6,. Demuestra, reciprocamente, que
cada uno de los circulos puede representarse por una de tales ecuaciones para un k conveniente.

Halle la ecuacidn estandar del circulo que pasa por el punto (-3, 1) y que contiene los puntos de interseccion
deloscirculos x> +y? +5x =1y X2+ y*+y=7.

Respuesta  (usa el problema 24): (x + )+ (y +

Halle las ecuaciones estandar de los circulos que tienen centros en la recta 5x — 2y = —21 y son tangentes a
ambos ejes de coordenadas.

Respuestas: (x+77P+(y+7)7?=49y (x+3)>+(y-3)>=9

a) Sidos circulos x> + >+ Ax + By + C, =0y x> + y* + A,x + B,y + C, = 0 se cortan en dos puntos, halle una
ecuacion de la recta que pasa por sus puntos de interseccion.

b) Pruebe que si dos circulos se cortan en dos puntos, entonces la recta que pasa por sus puntos de
interseccion es perpendicular a la recta que pasa por sus centros.

Respuestas: a) (A, —A)x+ (B, -B,)y+(C,—C,) =0

Halle los puntos de interseccion de los circulos x> + y* + 8y —64 =0y x>+ y* — 6x— 16 = 0.

24,24)

Respuesta:  (8,0)y ( 1575

. Halle las ecuaciones de las rectas que pasan por (4, 10) y son tangentes al circulo x> + y*> — 4y — 36 = 0.

Respuesta: y=-3x+22yx-3y+26=0.

(cG = calculadora graficadora). Utilice una graficadora para dibujar los circulos de los problemas 7(d), 10, 14,
y 15. (Nota: puede ser necesario resolver para y, es decir, despejar y.)

(CG) a) Utilice una graficadora para sombrear el interior del circulo con centro en el origen y radio 3.

b) Usa una graficadora para sombrear el exterior del circulo x> + (y — 2)*> = 1.

(CG) Utilice una graficadora para representar las desigualdades siguientes:

a) (x—172+y*<4;b)x*+y*—6x—-8y>0.



Ecuaciones y sus graficas

La grafica de una ecuacion

La gréfica de una ecuacién que tiene como unicas variables x y y consta de todos los puntos (x, y) que satisfacen
la ecuacion.

EJEMPLO 5.1. a) (Cudl es la grifica de la ecuacién 2x —y = 3?

La ecuacion equivale a y = 2x — 3, 0 sea, la ecuacion punto-interseccion de la recta con pendiente 2 e interseccion
con el eje y de -3.
b) (Cudl es la grifica de la ecuacién x* + y* —2x + 4y —4 = 0?

Al completar el cuadro se observa que la ecuacién dada equivale a la ecuacion (x — 1)> + (y + 2)> = 9. Por tanto,
la grafica es el circulo con centro (1, —2) y radio 3.

Parabolas

Considere la ecuacién y = x% Si se sustituyen algunos valores de x y se calculan los valores asociados de y se ob-
tienen los resultados tabulados en la figura 5.1. Es posible ubicar los puntos correspondientes como se muestra
en la figura. Tales puntos sugieren una curva pronunciada, que pertenece a la familia de curvas llamadas pard-
bolas. En especial, las gréficas de las ecuaciones de la forma y = cx?, donde ¢ es una constante diferente de cero
(no nula), son parabolas, igual que otras curvas obtenidas a partir de ellas mediante traslaciones y rotaciones.

y
A
- 10
X y L g
3 9 (=x, ) = (=X, y)
2 4 -6
1 1 -
0 0 -4
—1 1 -
) 4 -2
_3 9 -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -
-3 2 -1 0 1 2 3

Fig. 5.1

En la figura 5.1 se observa que la grafica de y = x* contiene el origen (0, 0), pero sus demds puntos quedan
por encima del eje x, ya que x? es positivo salvo cuando x = 0. Cuando x es positivo y crece, y también crece sin
limite. Por tanto, en el primer cuadrante la grafica se mueve hacia arriba sin limite a medida que avanza hacia
la derecha. Como (—x)? = x%, se tiene que todo punto (x, y) estd en la gréfica en el primer cuadrante; luego, el
punto (—x, y) también estd en la grafica en el segundo cuadrante. Asf, la grafica es simétrica respecto al eje y.
El eje y se denomina eje de simetria de esta pardbola.

——a



CAPITULO 5 Ecuaciones y sus gréficas

Elipses

Para trazar la gréafica de la ecuacién "9—2 + % = 1, de nuevo se calculan algunos valores y se ubican los puntos
correspondientes, como se muestra en la figura 5.2. La grafica sugerida por esos puntos, que también se dibuja
en la figura, es un miembro de la familia de curvas denominadas elipses.

En particular, la grafica de una ecuacién de la forma Z—i + 5= = 1 es una elipse, igual que toda curva obtenida
de ésta mediante traslacion o rotacion.

Observe que, a diferencia de las parabolas, las elipses estdn acotadas. De hecho, si (x, y) estd en la grafica de
"9—2 + % = 1, entonces % < "9—2 + % =1, y, por tanto, x> < 9. En consecuencia, -3 < x < 3. Luego, la gréfica queda
entre las rectas verticales x = -3 y x = 3. El punto que se sittia mas a la derecha es (3, 0), y el que queda més a la
izquierda es (=3, 0). Con un razonamiento similar se demuestra que la grafica queda entre las rectas horizontales
y=-2yy=2,yque su punto mas bajo es (0, —2) y el mas alto es (0, 2). En el primer cuadrante, como x crece
de 0 a3, ydecrece de 2 a0. Si (x, y) es cualquier punto en la gréfica, entonces (—x, y) también estd en la grafica.
Por tanto, ésta es simétrica respecto al eje y. De manera similar, si (x, y) estd en la grafica, también lo esta (x,

—y) v, por ende, la grafica es simétrica respecto al eje x.

¥
X y A
3 0
2 |+3V5=
1 |=$3V2= =1
0

Wi Wi |4

55"

ol +o
- =
o

|
)
I+ I+

|
(5]
o ¢

Fig. 5.2

2 2 ., . .
Cuando a = b, la elipse = + 7= = L es el circulo con la ecuacién x? + y* = @, es decir, un circulo con centro
en el origen y radio igual a a. Por ende, los circulos son casos especiales de elipses.

Hipérbolas

Considere la grafica de la ecuacion %2 - %2 = 1. Algunos de los puntos en esta grafica se tabulan y se ubican en
la figura 5.3. Estos puntos sugieren la curva que se muestra en la figura, la cual es un miembro de una familia
de curvas denominadas hipérbolas. Las gréficas de las ecuaciones de la forma = — 5> = 1 son hipérbolas, como lo

son todas las curvas obtenidas de éstas mediante traslaciones o rotaciones.

y
A

X y

+3 0

+4 =3IV~ =+176
+5 =8~ +276

*6 2V 3= %346

Fig. 5.3



2 2 2 2
Observe ahora la hipérbola % - yT =1 de manera mas detallada. Como % =1+ yT =1, entonces x> 2 9y, por

tanto, |xl = 3. De ello se deduce que no hay puntos en la grafica entre las rectas verticales x =-3 y x = 3. Si (x, y)
estd en la gréfica, entonces (—x, y) también lo estd; asi, la grafica es simétrica respecto al eje y. De igual forma

lo es respecto al eje x. En el primer cuadrante, al crecer x, y crece sin limite.

Fig. 5.4

Al observar las lineas punteadas en la figura 5.3 se advierte que éstas son las rectas y=%x y y=—%x,

denominadas asintotas de la hipérbola; en este caso, los puntos sobre la hipérbola se acercan cada vez méds a
. . . . . 2 2

estas asintotas a medida que se alejan del origen. En general, las asintotas de la hipérbola ;—2 — 3= = 1 son las

rectasy=%xyy=—§x.

Secciones conicas

Las pardabolas, las elipses y las hipérbolas forman una clase de curvas llamada secciones conicas. Las conicas
pueden definirse geométricamente como las intersecciones de planos con la superficie de un cono circular recto,
como se observa en la figura 5.4.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Trace la gréfica de la curva cuibica y = x°.
La gréfica pasa por el origen (0, 0). También, para cualquier punto (x, y) en la grafica, x y y tienen el mismo
signo; entonces, la grifica queda en los cuadrantes primero y tercero. En el primer cuadrante, a medida que x
aumenta, y aumenta sin limite. Ademds, si (x, y) estd en la gréfica, (—x, —y) también lo estd. Como el origen es
el punto medio del segmento que une los puntos (x, y) y (—x, —y), la grafica es simétrica respecto al origen. Se
tabulan algunos puntos en ella y se ubican en la figura 5.5; esos puntos sugieren una curva pronunciada en la

figura.

seayelb sns A sauoioend3 G 01NLIdYI



CAPITULO 5 Ecuaciones y sus gréficas

y
X y 8 -
0 0 6
12 1/8 4+
1 1 2
372 27/8 - I B
) g 4 3 - 1203 4
~12 -1/8 |
-1 -1
32 | 28 i
-2 -8 N
Fig. 5.5

Trace la gréfica de la ecuacién y = —x.

Si (x, y) estd en la gréfica de la pardbola y = x* (fig. 5.1), entonces (x, —y) estd en la grafica de y = —x?, y
viceversa. Asi, la gréfica de y = —x? es el reflejo de la grafica y = x* en el eje x. El resultado es la pardbola
mostrada en la figura 5.6.

Trace la gréifica de x = y*.

Esta grifica se obtiene de la pardbola y = x? al intercambiar los papeles de x y y. La curva resultante es una
pardbola con el eje x como eje de simetria y su “nariz” en el origen (fig. 5.7). Un punto (x, y) estd en la grafica
de x = y? siy sblo si (y, x) estd en la grafica de y = x>. Como el segmento que une los puntos (x, y) y (y, x) es

x+y x+y

perpendicular a la recta diagonal y = x (;por qué?) y el punto medio ( =, =5 ) de ese segmento estd sobre la
recta y = x (fig. 5.8), la pardbola x = y* se obtiene de la pardbola y = x> por reflexién en la recta y = x.

Fig. 5.6 y

X ® (v, %)

Fig. 5.7 Fig. 5.8



Sea & una recta y F un punto que no estd en £. Demuestre que el conjunto de todos los puntos equidistantes
de F'y ¥ es una parébola.

Se construye un sistema de coordenadas tal que F quede en el eje y positivo y el eje x sea paraleloa £y a
medio camino entre F'y & (fig. 5.9). Sea 2p la distancia entre F'y &. Entonces, & tiene la ecuaciony =—p 'y
las coordenadas de F son (0, p).

Considere un punto arbitrario P(x, y). Su distancia a & es ly + pl y su distancia a F es \/x> + (y — p)* . Asi,
para que el punto sea equidistante de F'y &£ es necesario que ly + pl = /x*> + (y — p)* . Al elevar al cuadrado da
(v + p)* = X2+ (y — p), de donde se obtiene que 4py = x* Esta es una ecuacién de una pardbola con el eje y
como su eje de simetria. El punto F se denomina foco de la parabola, y la recta & se llama directriz. La cuerda
AB que pasa por el foco y es paralela a & se conoce como lado recto (latus rectum). La “nariz” de la pardbola
en (0, 0) es su vértice.

P(x, y)

Fig. 5.9

Halle la longitud del lado recto de la pardbola 4py = x%.
La coordenada y de los puntos extremos (terminales) A y B del lado recto (fig. 5.9) es p. Entonces, en estos
puntos, 4p? = x? y, por tanto, x = 2p. Asi, la longitud AB del lado recto es 4p.

Halle el foco, la directriz y la longitud del lado recto de la pardbola y = £ x* también trace su gréfica.

La ecuaci6n de la pardbola puede escribirse como 2y = x% Por ende, 4p =2 y p = . Por consiguiente,
el foco queda en (0, $), la ecuacién de la directriz es y = — 1 y la longitud del lado recto es 2. La gréfica se
muestra en la figura 5.10.

Fig. 5.10

Sean F'y F' dos puntos distintos a una distancia 2¢ uno del otro. Demuestre que el conjunto de todos los
puntos P(x, y) tales que PF + PF’ =2a, con a > ¢, forman una elipse.

seayelb sns £ sauoioend3 G 01NLIdYI



10.

CAPITULO 5 Ecuaciones y sus gréficas

Construya un sistema de coordenadas tal que el eje x pase por F'y F’, el origen sea el punto medio del
segmento FF'y F quede en el eje positivo x. Entonces, las coordenadas de F'y F'son (c, 0) y (—c, 0) (fig.
5.11). Luego, la condicién PF + PF’ = 2a equivale a \/(x — ¢)* + y* +/(x +¢)* +y*> =2a.

y
A
P(x, y) B(0, 5)
Al-a, )\ F'(-c,0) O Fle, 0) ] Ata, 0) -
B'(0, -b)
Fig. 5.11

Después de reorganizar y elevar al cuadrado dos veces (para eliminar las raices cuadradas) y realizar las
operaciones indicadas se obtiene

(@® - Ax* + a*y* = a*(d®> - ?) 5.1

Puesto que a > ¢, a> — ¢ > 0. Sea b=+/a* — ¢*. Entonces (5.1) se transforma en b*x* + a?y* = a*b?, lo que
puede reescribirse como ;‘—i + Z—i =1, es decir, la ecuacion de una elipse.

Cuando y = 0, x> = ¢?; entonces la elipse corta el eje x en los puntos A'(—a, 0) y A(a, 0), llamados los
vértices de la elipse (figura 5.11). El segmento A'A se denomina eje mayor; el segmento OA se llama eje
semimayor 'y tiene una longitud de a. El origen es el centro de la elipse. F'y F'son los focos (cada uno es
un foco). Cuando x = 0, y* = b2. En consecuencia, la elipse corta el eje y en los puntos B'(0, —b) y B(0, b).

El segmento B'B se conoce como eje menor; el segmento OB recibe el nombre de eje semimenor 'y tiene
una longitud de b. Observe que b=+/a> — > <+Ja> = a. Por ende, ¢l eje semimenor es mds pequefio que el
semimayor. La relacion bdsica entre a, b y ¢ es a®> = b* + 2.

La excentricidad de una elipse se define como e = c/a. Advierta que 0 < ¢ < 1. Ademas,
e=~Ja? —b?la= \/ 1—(bla)* . Asi, cuando e es muy pequefia b/a estd muy cerca de 1, el eje menor se aproxima
en tamafio al eje mayor y la elipse esta cerca de ser un circulo. Por otra parte, cuando e estd préximo a 1, b/a
se aproxima a cero, el eje menor es muy pequefio en comparacion con el mayor, la elipse resulta muy “plana”.

Identifique la grdfica de la ecuacion 9x* + 16y* = 144.
La ecuacion equivale a x/16 + y*/9 = 1. Asi, la gréfica es una elipse con eje semimayor de longitud a = 4
y eje semimenor de longitud b = 3 (fig. 5.12 en la pagina siguiente). Los vértices son (-4, 0) y (4, 0). Como

c=+a? - b* =J16 -9 =/7, la excentricidad e es c/a=/7/4 = 0.6614.

Identifique la grdfica de la ecuacion 25x* + 4y* = 100.

La ecuacion equivale a x/4 + y*/25 = 1, una elipse. Como el denominador de y* es mayor que el
denominador de x?, la grifica es una elipse con el eje mayor sobre el eje y y el eje menor sobre el eje x (fig.
5.13 en la pagina siguiente). Los vértices quedan en (0, =5) y (0, 5). Luego, como ¢ =+a> — b? =21, la
excentricidad es +/21/5=0.9165.

Sean F'y F’ puntos distintos, a una distancia de 2c uno del otro. Halle el conjunto de todos los puntos P(x, y)
tales que |PF - PF’| =2a, para todo a < c.




A
3 5
F
! | o ! (
J 72 |
3 -5
Fig. 5.12 Fig. 5.13

Escoja un sistema de coordenadas tal que el eje x pase por F'y F' con el origen como el punto medio del
segmento FF'y con F en el eje x positivo (fig. 5.14). Las coordenadas de F'y F'son (c, 0) y (—c, 0). Entonces,
la condicion dada equivale a \/(x —c)P+y - \/(x +¢)? + y* = £2a. Después de las operaciones necesarias para
eliminar las raices cuadradas se obtiene

(% — a®)x* — a*y* = a¥(c? — @) (1)

Como ¢ >a, ¢?—a?>>0. Seab=+/c* —a* (observe que a® + b*> = ¢?). Entonces (1) se vuelve b*x* — a>y* =
2

a*b?, 1o que se reescribe como Z—z - Z—z =1, la ecuacioén de la hipérbola.

Cuando y =0, x = ta. En este caso la hipérbola corta el eje x en los puntos A'(—a, 0) y A(a, 0), denominados
vértices de la hipérbola. Las asintotas son y = + 2 x. El segmento A'A se llama eje transverso. El segmento que
une los puntos (0, —b) y (0, b) recibe el nombre de eje conjugado. El centro de la hipérbola es el origen. Los
puntos F'y F'se llaman focos. La excentricidad se define como e=<= @ = 1+(§)2. Comoc>a,e>1.
Cuando e estd proximo a 1, b es muy pequefio respecto a a y la hipérbola tiene una “nariz”” muy puntiaguda;
cuando e es muy larga, b es muy larga respecto a a y la hipérbola resulta muy “plana”.

Fig. 5.14
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CAPITULO 5 Ecuaciones y sus gréficas

11. Identifique la gréfica de la ecuacién 25x> — 16y* = 400.
Esta ecuacion equivale a % - 3—; =1, que es la ecuacién de una hipérbola con el eje x como su eje
transverso, los vértices (-4, 0) y (4, 0) y las asintotas y=+3x (fig. 5.15).

Fig. 5.15

12. Identifique la gréfica de la ecuacién y> — 4x> = 4,
La ecuacion equivale a %2 - XTZ =1, que es la de una hipérbola, con los papeles de x y y intercambiados,
de manera que el eje transverso es el eje y, el eje conjugado es el eje x y los vértices son (0, 2) y (0, 2). Las

asintotas son x =t+y o, de forma equivalente, y = £2x (fig. 5.16).

13. Identifique la gréfica de la ecuacién y = (x — 1)~
Un punto (u, v) estd en la grafica de y = (x — 1)* si y s6lo si (u — 1, v) estd en la grafica de y = x%. Por tanto,
la grafica deseada se obtiene de la pardbola y = x> moviendo cada punto de la pardbola una unidad a la derecha
(fig. 5.17).

_1\2 92
14. Identifique la grafica de la ecuacion (Sl + % =1.
Un punto (u, v) estd en la gréfica si y s6lo si el punto (1 — 1, v — 2) estd en la gréfica de la ecuacion x*/4 +
¥*9 = 1. Entonces la grafica deseada se obtiene al mover la elipse x*/4 + y*/9 = 1 una unidad a la derecha y dos

y
A

Fig. 5.16



15.

16.

unidades hacia arriba (fig. 5.18). El centro de la elipse queda en (1, 2), el eje mayor se sitia sobre la recta x =
1 y el eje menor queda sobre la recta y = 2.

(Como se relaciona la grafica de una ecuacioén F(x —a, y — b) = 0 con la gréfica de la ecuacion F(x, y) = 0?

Un punto (u, v) estd en la grafica de F(x —a, y— b) =0 si y s6lo si el punto (v —a, v — b) estd en la grafica
de F(x, y) = 0. Entonces, en la grafica de F(x — a, y — b) = 0 se obtiene al mover cada punto de la gréifica de
F(x, y) = 0 a unidades a la derecha y b unidades hacia arriba. (Si a es negativo, se mueve el punto lal unidades
a la izquierda. Si b es negativo, se mueve el punto |bl unidades hacia abajo.) Tal movimiento se denomina
traslacion.

Identifique la gréfica de la ecuacién y = x> — 2x.

Al completar el cuadrado en x se llega a y + 1 = (x — 1)%. Con base en los resultados del problema 15, la
grafica se obtiene mediante una traslacion de la pardbola y = x? de manera que el nuevo vértice es (1, —1)
[observe que y + 1 es y — (—=1)], como se muestra en la figura 5.19.

y y
A (1,5)

>

(-1,2) (1,2) 3,2)

(1, =1)

Fig. 5.18 L

Fig. 5.19

17. Identifique la gréfica de 4x*> — 9y* — 16x + 18y — 29 = 0.

Mediante factorizacion se tiene que 4(x> — 4x) — 9(y* — 2y) — 29 = 0, y luego al completar el cuadrado en x y

en y se produce 4(x — 2)* — 9(y — 1)? = 36. Al dividir entre 36 se obtiene @ - % =1. Segtn los resultados

del problema 15, la grifica de esta ecuacion se obtiene trasladando la hipérbola %z - {Tz =1 dos unidades a la

derecha y una unidad hacia arriba, de manera que el nuevo centro de simetria de la hipérbola sea (2, 1) (fig. 5.20).

A

Fig. 5.20
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CAPITULO 5 Ecuaciones y sus gréficas

18. Trace la grafica de la ecuacién xy = 1.

Algunos puntos de la gréifica se tabulan y se ubican en la figura 5.21. La curva sugerida por esos puntos se
muestra como una linea punteada. Puede demostrarse que esta curva es una hipérbola con la recta y = x como
eje transverso, la recta y = —x como eje conjugado, los vértices (-1, —1) y (1, 1) y los ejes x y y como asintotas.
De igual forma, la gréfica de toda ecuacion xy = d, donde d es una constante positiva, es una hipérbola con
Yy =X como eje transverso, y = —x como eje conjugado y con los ejes de coordenadas como asintotas. Tales
hipérbolas se denominan hipérbolas equildteras. Pueden mostrarse como rotaciones de hipérbolas de la forma
xXla* —yHa® = 1.

A
|
are
|
* Y e
|
3 1/3 \
2 12 Y Y
1 \
1/2 2 1 \\
13 3 W \\.\\_.‘__
1/4 4 | | | | | | ] >~
—1/4 4 _———0—\\.\ 0 1 2 3
~1/3 -3 T --1
-172 -2 \
-1 -1 \* L,
-2 -1/2 \
-3 -1/3 o L5
|
|
-4
Fig. 5.21
PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS
19. a) Enuna misma hoja de papel, trace las graficas de las pardbolas siguientes:
i) y=2x2 i) y=3x* i) y=4x* iv) y=1x? V) y=1x?

b) (CG = calculadora graficadora) Utilice una graficadora para comparar las respuestas del inciso a).

20. a) Enuna misma hoja de papel, trace las grificas de las pardbolas siguientes e indique los puntos de
interseccion:

i) y=x i) y=-x* i) x=)y* v) x=-y*
b) (cc) Utilice una graficadora para comprobar las respuestas del inciso a).

21. Trace las gréficas de las ecuaciones siguientes:

a) y=x"-1 b) y=x-2) c) y=(x+13=2
d) y=-x e) y=—(x-1) hH oy=—-(-1+2

22. (CG) Utilice una graficadora para responder el problema 21.



23.

24.

25.

26.

27.

28.

Identifique y trace las gréficas de las ecuaciones siguientes:

a) yY-2=1 b) 25x* +36y* = 900 € 22—y =4
d) xy=4 e) dxt+4y’=1 H 8x=y
g) 10y=x h) 42 +9y°=16 i xy=-1
D 3y -x=9

Respuestas: a) hipérbola, eje y como eje transverso, vértices (0, £1), asintotas y = tx; b) elipse, vértices
(£6, 0) focos (£+/11,0); ¢) hipérbola, eje x como eje transverso, vértices (*2, 0), asintotas
y =+x+/2x; d) hipérbola, y = x como eje transverso, vértices (2, 2) y (-2, —2), ejes X y y como
asintotas; e) circulo, centro (0, 0 ), radio %; f) pardbola, vértice (0, 0), foco (2, 0), directriz x
=-2; g) pardbola, vértice (0, 0), foco (0, 3), directriz y =—3; h) elipse, vértices (2, 0), focos
(£24/5,0); i) hipérbola, y = —x como eje transverso, vértices (—1, 1) y (1, 1), ejes x y y como
asintotas; j) hipérbola, eje y como eje transverso, vértices (0, +J/3 ), asintotas y = +x/3x/3.

(ce) Utilice una graficadora para trazar las gréficas del problema 23.

Identifique y trace las gréficas de las ecuaciones siguientes:

a) 4x*-3y’+8x+12y-4=0 b) 5x*+y*-20x+6y+25=0 ¢) xX*—-6x-4y+5=0

d) 2xX*+y*—4dx+4y+6=0 e) 3xX2+2y*+12x—-4y+15=0 H x-DHor+2)=1

g) xy—3x—2y+5=0 [Sugerencia: compare con el inciso f)] h) 4x*+y*+8x+4y+4=0
i) 2x*-8x—-y+11=0 J) 25x% +16y* — 100x — 32y - 284 =0

Respuestas: a) gréafica vacia; b) elipse, centro en (2, —3); ¢) pardbola, vértice en (3, —1); d) un solo punto
(1, -2); e) grafica vacia; f) hipérbola, centro en (1, —2); g) hipérbola, centro en (2, 3); &) elipse,
centro en (-1, 2); i) pardbola, vértice en (2, 3); j) elipse, centro en (2, 1).

(cc) Utilice una graficadora para trazar las gréaficas del problema 25.

Halle el foco, la directriz y la longitud del lado recto de las pardbolas siguientes:
a) 10x?=3y b) 2y*=3x ¢) dy=x*+4x+8 d) 8y=-x*

Respuestas: a) foco en (0, 3), directriz y = — 3, lado recto 15;; b) foco en (3,0), directriz x = —2, lado recto 3;
c) foco en (-2, 2), directriz y = 0, lado recto 4; d) foco en (0, —2), directriz y = 2, lado recto 8.

Halle la ecuacién para cada pardbola que satisfaga estas condiciones:

a) Focoen (0, -3), directrizy =3 b) Focoen (6, 0), directriz x =2
c¢) Focoen (1, 4), directriz y =0 d) Vértice en (1, 2), focoen (1, 4)
e) Veértice en (3, 0), directrizy =0

/) Vértice en el origen, eje y como eje de simetria; contiene el punto (3, 18)

g) Vértice en (3, 5), eje de simetria paralelo al eje y; contiene el punto (5, 7)

h) Eje de simetria paralelo al eje x, contiene los puntos (0, 1), (3, 2), (1, 3)

i) Lado recto (latus rectum) es el segmento que une (2, 4) y (6, 4), contiene el punto (8, 1)

J) Contiene los puntos (1, 10) y (2, 4), el eje de simetria es vertical, el vértice estd en larecta4x -3y =06

Respuestas:  a) 12y =-x%b) 8(x —4)=y%¢)8(y-2)=(x- 1% d)8(y-2)=(x-1)%e) 8(x-3) =y y=

2% 8) 2y =5) = (x =371 h) 2(x —B)=—=5(y— %) ) 4y -5 =-(x - 4% ) y-2=2(x-3)°0
. 2
bien, y— & =26(x-4)".
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29.

30.

31.

32.

33.

CAPITULO 5 Ecuaciones y sus gréficas

Halle la ecuacién para cada elipse que satisfaga las condiciones siguientes:

a) Centro en el origen, un foco en (0, 5) y longitud del eje semimayor, 13

b) Centro en el origen, eje mayor sobre el eje y; contiene los puntos (1,2+/3) y (+,\15)
¢) Centroen (2, 4), foco en (7, 4), contiene el punto (5, 8)

d) Centroen (0, 1), un vértice en (6, 1), excentricidad %

e) Focosen (0, +4), contiene el punto (£, 1)

/) Focos (0, £9), eje semimenor de longitud 12

N S G N C CRTON a) S C) ARNG St | UTONPUNC) G
Respuestas: ) 1z + 1o =1 ) g+ 1g=1i0) g5+ g “lidzgt Ty Shar gy =k
xZ y2
Digg*a5=!

Halle una ecuacién para cada hipérbola que satisfaga las condiciones que siguen:

a) Centro en el origen, con x como eje transverso; contiene los puntos (6,4) y (-3, 1)
b) Centro en el origen y un vértice en (3, 0); una asintota es y=$x

¢) Tiene asintotas y=++/2x, contiene el punto (1, 2)

d) Centro en el origen, un foco en (4, 0), un vértice en (3, 0)

y
4

5 2 2 2
Respuestas: a) % A »b) % -

TN ST A S S
: =105 -x=1:d) 5 - =1

Halle una ecuacién de la hipérbola que conste de todos los puntos P(x, y) tales que |PF — PF’l=24/2, donde

F=W2.2)y F'=(=V2,-2).

Respuesta:  xy=1

x2

(CG) Utilice una graficadora para trazar la hipérbola 9

2
- yT =1 y con asintotas y = i%x.

(CG) Use una graficadora para trazar las elipses x> + 4y> =1y (x = 3)> + 4(y — 2)> = 1. ;Cémo se obtiene la
ultima grafica a partir del primero?



Funciones

Se dice que una cantidad y es una funcion de otra cantidad x si el valor de y queda determinado por el valor de
x. Si f'simboliza la funcién, entonces la dependencia de y en x se indica mediante la férmula y = f(x). La letra x
se denomina variable independiente y la letra y variable dependiente. La variable independiente también recibe
el nombre de argumento de la funcién y la variable dependiente valor de la funcién.

Por ejemplo, el drea A de un cuadrado es una funcién de la longitud s de un lado del cuadrado, y esa fun-
cion puede expresarse mediante la formula A = 5. En este caso, s es la variable independiente y A la variable
dependiente.

El dominio de una funcién es el conjunto de nimeros al que puede aplicdrsele la funcién, es decir, el con-
junto de nimeros que se asignan a la variable independiente. El rango de una funcidn se refiere al conjunto de
nimeros que la funcién asocia con los nimeros del dominio.

EJEMPLO 6.1. La férmula f{x) = x> determina una funcién f por medio de la cual a cada ndimero real x se asigna
su cuadrado. El dominio consta de todos los niimeros reales. Se puede observar que el rango comprende todos los
nimeros reales no negativos. De hecho, cada valor x* es no negativo. Reciprocamente, si r es cualquier nimero real
no negativo, entonces r aparece como un valor cuando la funcién se aplica a Jr, como r= (\/; ).

EJEMPLO 6.2. Sea g la funcién definida por la férmula g(x) = x> — 4x + 2 para todos los nimeros reales. Luego,

g)=(1yY -4 +2=1-4+2=-1

g(-2)=(22-4(-2)+2=4+8+2=14

También, para cualquier nimero a, gla + 1> —4(a+ 1) +2=a*>+2a+1-4a-4+2=a>-2a- 1.

EJEMPLO 6.3. a) Sea la funcién h(x) = 18x — 3x? definida para todos los nimeros reales x. Entonces, el dominio
es el conjunto de todos los nimeros reales. b) El area A de cierto rectdngulo, uno de cuyos lados tiene longitud x, se
calcula con A = 18x — 3x2. Tanto x como A deben ser positivas. Ahora, al completar el cuadrado se obtiene

A=3(2—6x)=3[(x-3)?—9] =27 - 3(x - 3)

Como A >0, 3(x-3)*<27, (x—3)*<9, |x— 3| < 3. Porende, -3 <x—3 < 3,0 <x < 6. Luego, la funcién que
determina A tiene en su dominio el intervalo abierto (0, 6). La grafica de A = 27 — 3(x — 3)? es la pardbola que aparece
en la figura 6.1. A partir de la grifica se observa que el rango de la funcién es el intervalo semiabierto (0, 27).

Asi, la funcién del inciso b) estd dada por la misma férmula que la funcién del inciso a), pero el dominio de la
primera es un subconjunto apropiado del dominio de la segunda.



CAPITULO 6 Funciones

27+

Fig. 6.1
La gréfica de una funcidn f se define como la gréfica de la ecuacién y = f{x).

EJEMPLO 6.4. a) Considere la funcion f(x) = |x|. Su gréfica es la de la ecuacién y = |x| y se indica en la figura 6.2.
Observe que f(x) = x cuando x > 0, mientras que f(x) = —x cuando x < 0. El dominio de f consta de todos los nimeros
reales. (En general, si una funcion estd dada por una formula, si no se dice lo contrario, se supondrd que el dominio
consta de todos los niimeros para los que se define la formula.) En la gréfica de la figura 6.2 se observa que el rango
de la funcidén consta de todos los nimeros reales no negativos. (En general, el rango de una funcion es el conjunto
de coordenadas y de todos los puntos de la grdfica de una funcion.) b) La formula g(x) = 2x + 3 define una funcién
g, cuya grafica es la de la ecuacion y = 2x + 3, que es la linea recta con pendiente 2 e interseccion con el eje y en 3.
El conjunto de todos los niimeros reales es tanto el dominio como el rango de g.

y
A
A\ }f *//'5~
X
Fig. 6.2
EJEMPLO 6.5. Sea una funcién g definida de esta manera:
x? si2<x<4
8= .
x+1 sil<x<2

Una funcién expresada de esta forma ;estd definida por casos. Observe que el dominio de g es el intervalo cerrado
[1,4].

En una rigurosa aplicacion de las matematicas, una funcién f'se define como un conjunto de pares ordenados
tales que si (x, y) y (x, z) estan en el conjunto f, entonces y = z. Sin embargo, esta definicién oscurece el signi-
ficado intuitivo de la nocién de funcién.
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Dada f(x)= % halle: @) £(0); b) f(=1); ¢) fQa); d) f(1/x); €) f(x + h).

X2

0-1 1 -1-1 2 2a-1
A [O=575="3 b fD=Tr5=-7% 0 fea=75s
1/x-1 x—-x2 x+h-1 x+h-1
SO = = 1y & &= T P s o+ T2
Sif(x)=2’“,demuestreque:a)f(x+3)—f(x—1)=ﬁf(x),yb)%=ﬂ4).
x+3
@) fl+3) = flx-D=2" =222 P = fx) b L a2 =)

Determine los dominios de las funciones:

a) y=+4-x by y=+x*-16 ©) yzﬁ
1 X

D y=ug 9 y=7ig

a) Como y debe ser real, 4 — x*> > 0, o bien, x*> < 4. El dominio es el intervalo -2 < x < 2.

b) Aqui, x> —16 >0, o bien, x> > 16. El dominio consta de los intervalos x < -4y x > 4.

c¢) La funcién se define para cada valor de x excepto 2.

d) La funcién se define para x = +3.
e) Como x? + 4 = 0 para todo x, el dominio es el conjunto de todos los nimeros reales.

Trace la grafica de la funcién definida como sigue:
fix)=5cuando0<x <1
fix)y=15cuando 2 <x <3

Determine el dominio y el rango de la funcién.
La gréfica se muestra en la figura 6.3. El dominio es el conjunto de todos los nimeros reales positivos y el
rango es el conjunto de enteros 5, 10, 15, 20, ...

fix)=10cuando 1 <x <2
f(x) =20 cuando 3 <x <4, etc.

y
25 |- O ———-
20 - Omm
15 O————
10 [0 S——
50m == ———
1 1 1 1 1 x
1 2 3 4 5
Fig. 6.3

Se requieren 2000 pies de alambre para cercar un terreno rectangular. Si una de las dimensiones del terreno es
X (en pies), exprese su drea y (en pies cuadrados) como funcién de x y determine el dominio de la funcién.

Como una dimension es x, la otra es +(2000— 2x) =1000 — x . Entonces el drea es y = x(1 000 —x) y el
dominio de esta funcién es 0 < x < 1000.

Exprese la longitud / de la cuerda de un circulo de radio 8 como funcidn de su distancia x del centro del
circulo. Determine el dominio de la funcidn.

souopun4{ 9 0INLIdVI



CAPITULO 6 Funciones

En la figura 6.4 se observa que 3/ =+/64 — x?, de manera que [ = 24/64 — x*. El dominio es el intervalo 0 < x < 8.

/b

Fig. 6.4

De cada esquina de un cuadrado de hojalata de 12 pulgadas de lado se retiran pequefios cuadrados de x
(pulgadas) de lado y los extremos se doblan para formar una caja abierta (figura 6.5). Exprese el volumen V de
la caja (en pulgadas cubicas) como funcién de x y determine el dominio de la funcién.

Fig. 6.5

La caja tiene una base cuadrada de lado 12 — 2x y una altura de x. Entonces, el volumen de la caja es
V =x(12 — 2x)* = 4x(6 — x)*. El dominio es el intervalo 0 < x < 6.

A medida que x crece sobre su dominio, V aumenta por un tiempo y luego decrece. Por consiguiente, entre
las cajas que pueden construirse hay una con un volumen mas grande, digamos, M. Para determinar M es
necesario ubicar el valor preciso de x en el que V deja de aumentar. Este problema se estudiard en un capitulo
posterior.

Si fix) = x* + 2x, halle w e interprete el resultado.

fla+h)—f(a) _[(a+h)*+2a+h)]—(a*+2a)
h B h
En la gréfica de la funcién (fig. 6.6), localice los puntos P y Q cuyas abscisas respectivas sona 'y a + h. La
ordenada de P es fla) y la de Q es fla + h). Entonces

f(a+h)— f(a) _diferencia de ordenadas
h ~ diferencia de abscisas

=2a+2+h

= pendiente de PQ

y

Qa + h, fla+ 1) s

0 [<fla+ ) *){(u)

=L

Fig. 6.6

Pa, fla))




Sea f(x) = x* - 2x + 3. Evalde a) f(3); b) fi-3); ¢) fi=x); d) flx + 2); €) flx = 2); ) flx + h); &) flx + h) = fix); h)
fGx+h) = fx)
A .

a) f3)=3-23)+3=9-6+3=6

b) f(-3)=(3-2(-3)+3=9+6+3=18

¢) flx)=(=x)?-2(=x)+3=x>+2x+3

d) fx+2)=(x+2P-2x+2)+3=x>+4x+4-2x-4+3=x>+2x+3

e) f(x-2)=(x-2P-2(x-2)+3=x>-4x+4-2x+4+3=x>-6x+ 11

N fx+h)=(x+h?-2x+h)+3=x?+2hx+h>-2x-2h+3=x>+(2h-2)x + (h*-=2h + 3)

Q) fx+h) —fl)-[P2+QRh-2x+ (WP -2h+3)] - (P -2x+3)=2hx+ h*-2h=hQ2x+h-2)

fG+h)—f(x) hQx+h-2)
h - h

10. Trace la grafica de la funcién f(x)=+/4 — x* y hace su dominio y su rango.
La gréfica de fes la de la ecuacion y = /4 — x?. Para los puntos de esta grafica, y> = 4 — x%; es decir x> + y* = 4.
La gréfica de esta ultima ecuacion es el circulo con centro en el origen y radio 2. Como y=+/4—x* 20, la
gréfica deseada es la mitad superior de ese circulo. En la figura 6.7 se muestra que el dominio es el intervalo
—2 <x <2, en tanto que el rango es el intervalo 0 <y < 2.

=2x+h-2

D)

-2 0 2

Fig. 6.7

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS
11. Sif(x) = x> — 4x + 6, halle a) f(0); b) f(3); ¢) fi—2). Demuestre que f()= f(Z) y A2 — h) =2 + h).

Respuestas: a) —6; b) 3; c) 18

_ 1
12. Si f(x)= §—+i halla a) f(0); b) f(1); ¢) f(-2). Demuestre que f(;) =—f(x)y f(—%) = —ﬁ.

Respuestas: a)—1; b)0; ¢)3

13. Sif(x) = x> — x, pruebe que fix + 1) = f(—x).

14. Si fix) = 1/x, demuestre que f(a)— f(b) = f(ba_ba).

15. Siy=f(x)= %, pruebe que x = f(y)

souopund 9 0INLIdVI



16.

17.

18.

19.

20.

21.

CAPITULO 6 Funciones

Determine el dominio de cada una de las funciones siguientes:

a) y=x*+4 b) y=+x*+4 ) y=Jx*—-4 d)y y= x3

X+

2x _ 1 x* -1 _ | x
9 YTGEGED RN ® Y= NovETx

Respuestas: a), b)y g) todos los valores de x; ¢) |x| 22; d)x#-3; e)x=#-1,2; )-3<x<3; h)0<x<2

Calcule en estos casos:

fla+h) - fla)
h

a) f(x):xizcuand0a¢2ya+h=2

by f(x)=+x—4 cuandoa>4ya+h=>4

c) f(x)=ﬁcuand0a¢—1ya+h¢—l

-1 - 1 . 1
Da—a+h-2" D arhcaivaca O @rn@rin

Respuestas:

Trace las graficas de las funciones siguientes y halle sus dominios y rangos:

x—1 si0<x<1
— 2 —
9 foy=-r+l b 1&) {2)( sil<x
¢) f(x) = [x] = el mayor entero menor o igual que x
24
B f0=""5 ¢ fy=5-x D Fy=—ax
g fl=x-3| h)  flix)=4/x i) fx) =
X six=>0
N fx)=x—|x k) f)= { .
2 six<0

Respuestas: a) dominio, todos los nimeros; rango, y < 1
b) dominio, x > 0; rango, -1 <y <0 o bien,y >2
¢) dominio, todos los nimeros; rango, todos los enteros
d) dominio, x # 2; rango, y # 4
e) dominio, todos los nimeros; rango, y <5
/) dominio, x > 0; rango, y <0
g) dominio, todos los nimeros; rango, y > 0
h) dominio, x # 0; rango, y # 0
i) dominio, x # 0; rango, {-1, 1}
J) dominio, todos los nimeros; rango, y <0
k) dominio, todos los nimeros; rango, y = 0

(cG) Utilice una graficadora para comprobar las respuestas del problema 18.

S+ =)
h

Evalde la expresién para las funciones f que siguen:

a) fi)=3x-x b) f)=+2x
¢) flx)y=3x-5 d) fl)y=x-2

Respuestas: a)3 —-2x—h; b) ¢)3; d)3x*+3xh+h?

2
J2(x+h) +42x

Halle una férmula para la funcién f cuya grafica conste de todos los puntos que satisfacen cada una de las
ecuaciones siguientes (es decir, resuelva para y en cada ecuacion):

2+y

a) Xy+4x-2=0 b) =37 €) 4x’—4dxy+y*=0



22,

23.

24.

25.

B fo =220 fy = 2x

x+1

2—4x

x5

Respuestas: a) f(x)=

Trace la grafica de estas funciones y halle su dominio y su rango:

2—x si0<x<2

x> -4
b) g)= ) h(x)=4 x-2

x—1 si3<x<4 4

x+2 si—l<x<0 Six=2

a) f(X)={

X si0<x<1 six=2

Respuestas: a) dominio = (-1, 1], rango = [0, 2)
b) dominio = (0, 2) U [3, 4), rango = (0, 3)
¢) dominio y rango = conjunto de todos los nimeros reales

(cG) Compruebe las respuestas del problema 22 con una graficadora.

En cada uno de los casos que siguen, defina una funcién que tenga el conjunto % como dominio y el conjunto
PR como rango: a) D =(0,2) y R=(1,7); b)) D =(0, 1) y R (1, ).

1
I-x

Respuestas: a) una de las funciones es f{x) =3x + I; b) una de las funciones es f(x)=

a) Pruebe el criterio de la recta vertical: un conjunto de puntos en el plano xy es la grafica de una funcién si y
solo si el conjunto interseca toda recta vertical, a 1o sumo, en un punto.

b) Determine si cada conjunto de puntos en la figura 6.8 es la grafica de una funcidn.

Respuesta:  Sélo () es la grafica de una funcion.

~
\_ 1/

@ ®)

(©) (d)

Fig. 6.8

souopund 9 0INLIdVI



Limites

Limite de una funcion
Si f'es una funcion, entonces se dice que

A es el limite de f(x) cuando X se aproxima a a

si el valor de f(x) se acerca arbitrariamente a A cuando x se aproxima a a. En notacién matemadtica esto se
expresa asi:

lim f(x)=A

Por ejemplo, 1im,_,; x> =9, ya que x* se aproxima arbitrariamente a 9 a medida que x se aproxima a 3 tanto como
se desee. La definicién puede plantearse en lenguaje matematico mds preciso de la manera siguiente: lim,_,,, f(x)
=A siy s6lo si, para cualquier niimero positivo seleccionado , aunque sea pequefio, existe un nimero positivo
€ tal que siempre que 0 < Ix — al < d, entonces If (x) — Al < €.

Lo fundamental de la definicion se ilustra en la figura 7.1. Después que se ha seleccionado € [es decir, des-
pués de seleccionar el intervalo ii)], & se puede hallar [o sea, el intervalo i) puede determinarse] de modo que
siempre que x T a estd en el intervalo i), por ejemplo en x,, entonces f(x) estd en el intervalo if), en f(x,). Es
importante sefialar que el que lim,_,, f(x) = A sea verdad no depende del valor de f(x) cuando x = a. De hecho,

f(x) ni siquiera necesita estar definida cuando x = a.

Xo f(xo)
O O O r —O0 O— f(x)
a—3 a a+d A — € A A+ e
() (i)
Fig. 7.1
EJEMPLO 7.1. 1{1121 );2 __24 =4, aunque );2 __24 no esta definida cuando x = 2. Como
X -4 _ (x=2)x+2)_
x=2 " x=2 =x+2

2

se observa que ); —5 se aproxima a 4 cuando x se aproxima a 2.

EJEMPLO 7.2.  Usemos la definicion precisa de limite para demostrar que lim,_,, (4x—5)=3 IXLIIZI (4x—5)=3. Sea
€ > 0. Se debe producir un & > 0 tal que siempre que 0 < lx — 2| < 3, entonces l(4x - 5) -3l < €.

En primer lugar, observe que [(4x —5) =3I =14x - 81 =4 |x - 2I.

Si se toma & como € /4, entonces siempre que 0 < Ix - 21 < 8, (4x—-5) -3 =4lx-2l<4d=€.



Limites por la derecha y por la izquierda

A continuacion se explicard qué son los limites laterales de f(x) cuando x se aproxima a a por el lado derecho
o por el izquierdo. Por 1im,_, - f(x) = A se entiende que f estd definida en algin intervalo abierto (c, a) y f(x)
se aproxima a A cuando x se acerca a a por valores menores que a, es decir, cuando x tiende hacia a por la iz-
quierda. De igual forma, lim,_, .+ f(x) = A significa que f estd definida en algtin intervalo (a, d) y f(x) tiende a A
cuando x se aproxima a a por la derecha. Si f esta definida en un intervalo a la izquierda de a y en un intervalo
a la derecha de a, entonces la afirmacién lim,_,, f(x) = A equivale a la conjuncién de las dos afirmaciones
lim,_, - f(x) =Ay lim,_,+ f(x) = A. Mas adelante vera ejemplos donde la existencia del limite por la izquierda
no implica la existencia del limite por la derecha y a la inversa.

Cuando una funcién estd definida s6lo en un lado de un punto a, entonces lim,_,, f(x) = A es idéntico al limite
lateral, si existe. Por ejemplo, si f(x) =+/x , entonces f esta definida s6lo a la derecha de cero. Por tanto, como
lim,_,+x=0 también escribimos lim,_,+x =0. Claro que lim,_,- +/x = 0 no existe, ya que vx no esté definida
cuando x < 0. Este es un ejemplo en que la existencia de un limite lateral no implica la existencia de un limite
del otro lado. Como otro ejemplo interesante, considere la funcién g(x) =+/1/x, que estd definida s6lo para x > 0.
En este caso, lim,_,,+ JI/x no existe, ya que 1/x aumenta mds y més sin limite cuando x tiende a cero por la
derecha. Por consiguiente, 1im,_,,v/I/x no existe.

EJEMPLO 7.3. La funcién f(x) =./9 —x? tiene el intervalo -3 < x < 3 como dominio. Si a es cualquier nimero
del intervalo (-3, 3), entonces lim,_,, /9 — x* existe y es igual a \/9 — a*>. Ahora considere a = 3. Sea x que tiende a
3 por la izquierda; entonces lim,_,; /9 — x. Para x > 3, \/9 — x? no estd definida, ya que 9 — x? es negativa. Por tanto,

lim,_;4/9 — x* =lim,_; \/9 — x* = 0. De igual forma, lim, ,; \/9 — x> = lim, 5+ /9 —x* = 0.

Teoremas sobre limites

Los teoremas siguientes son intuitivamente claros. Las demostraciones de algunos de ellos estian dadas en el
problema 11.

Teorema 7.1. Si f(x) = ¢, una constante, entonces !Clll’ll f(x)=c.

Para los cinco teoremas siguientes, se supone que lxlg} fx)=Ay lxlf(: g(x)=B.
Teorema 7.2. lAl_rLl c-flx)= cll;r?f(x) =CcA.

Teorema 7.3. 1)1_r}ral [f(x)tg)]= ll;r?f(x) + l)l_r}ral glx)=A%B

Teorema 7.4. lgg [f(x0)gx)]= lel'_r)rdlf(x) . 111)51 gx)=A-B.

(fe) _MmS) s
Teorema 7.5. lgl,} (g(x) = Yfmgm) ~ B si B#0.

Teorema 7.6. limy/f(x) = »/lim f(x) = ¢/A, si YA estd definida.

Infinito
Sea

lim £(x) = +oo

que significa que cuando x tiende a a, a la postre f(x) poco a poco se vuelve mayor que cualquier nimero posi-

tivo previamente determinado, por grande que fuere. En este caso, f(x) tiende a +oo cuando x se aproxima a a.
ds exactamente lim X) = +oo siy s6lo si para cualquier nimero positivo M existe un nimero positivo

M t te 1im,_,, + 1 1 tivo M exist tivo &

tal que siempre que 0 < |x — al < J, entonces f(x) > M.
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07 CAPITULO 7 Limites

De igual modo,
lim f(x) =+eo

significa que, cuando x tiende a a, a la postre f(x) se vuelve menor que cualquier nimero negativo previamente
asignado. En tal caso, se dice que f(x) tiende a —eo cuando x tiende a a.
Sea

lim f(x)=—oo
X—a
lo cual significa que cuando x tiende a a, |f(x)| progresivamente se vuelve mayor que todo nimero positivo
previamente asignado. Por tanto, lim,_,, f(x) = oo si y s6lo si lim,_,, If(x)| =+oe.
Estas definiciones se extienden a los limites por la derecha y por la izquierda.

1 _ md = co
EJEMPLO 7.4.  a)lim-5 =eo b)lxlilll(x 1)2 o) lim~

EJEMPLO 7.5.

a) hml +eo, Cuando x tiende a 0 por la derecha (es decir, por medio de nimeros positivos), 1/x es positivo
y poco a poco se vuelve mayor que cualquier nimero previamente asignado.

b) h’m% = —o. Cuando x tiende a O por la izquierda (es decir, mediante nimeros negativos), 1/x es negativo y
x—0" . . . .
poco a poco se vuelve menor que cualquier nimero previamente asignado.

Los conceptos de limite ya mencionados pueden extenderse de forma obvia al caso en que la variable tiende
a +o0 0 —o. Por ejemplo,

lim f(x)=A

X—>+oo

significa que f(x) tiende a a cuando x — +eo, 0, en términos mas exactos, dado cualquier € positivo, existe
un nimero N tal que siempre que x > N, entonces |f(x) — Al < €. Se pueden dar definiciones similares para las
afirmaciones lim,_, _, f(x) = A, lim,_,,_, f(x) = 400, lim_, _ f(x) = —oo, lim,_,, f(x) = —c0 y lim,_, _, f(x) = +eo.

x—+00 X X—>+00

EJEMPLO 7.6. Iim l—O y lim (2+ 1) 2.

Advertencia: cuando lim,_,, f(x) = oo y lim,_,, g (x) = Zeo, los teoremas 7.3 a 7.5 no tienen sentido y no pueden
utilizarse.

Por ejemplo, liml2 =tooy 11’mi4 = o0, pero
x>0 X x50 X

1/x?
-0 1/x* _!cl—r)lgx =0

Nota: se afirma que un limite, como 1im,_,, f(x) o lim_,,., f(x) existe cuando el h’mite es un nimero real, pero
no cuando el limite es +eo, —co 0 eo. Por ejemplo, como lim,_, —’ =4, se dice que lim,_,, *= 4 existe. Sin embargo,
aunque 1im,_,, & = +eo, n0 se dice que lim,_,, 12 existe.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Compruebe los siguientes cdlculos sobre limites:
a) lxil1215x:5£f1121 x=5-2=10
b) lxillzl(2x+3)=2£1’£121x+1X1’£1213=2~2+3=7
c) 13121()(2—4x+1):4—8+1:—3



) 1in31(x—2) 1
& limiT5= im(+2)" 5
e) hmx_4 4 4 =0

-2 x24T 4+ 4
i) hm\/25 x2 = [lim (25— x3) =/9=3

x—4
[Nota: de estos problemas no infiera que hm f(x) siempre sea f(a).]
=25 _
2 lim 2 = ’511)1115 (x=5)=

x—==5 5

Compruebe los cédlculos siguientes sobre limites:
xX— 4 1 _1
a) lim-5= H4(x+3)( —H~im3=7
La lelSlOIl entre x — 4 antes de pasar al limite es valida porque x # 4 cuando x — 4; por tanto, x — 4 nunca
es cero.

(x—3)(x? +3x+9)_ x2+3x+9_2

b) {‘i‘}x 9 _1333 G=3)0r3)  imS—r =7
2
T il ) S P e Y L Y e S PN el PN M AN
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Aqui, y de nuevo en los problemas 4 y 5, & es una variable, de manera que puede pensarse que se esta
tratando con funciones de dos variables. Sin embargo, el hecho de que x sea variable no tiene relevancia en
estos problemas; por el momento, x puede considerarse una constante.

— 2 2
4—x* . 4-x>)B+vx*+5) _ (4 x)(3+\/x +5) hm(3+\/ﬁ) 6

Iim =Iim
D M3 Jr+5 o2 3-J2 453+ +5) i

(x-1D(x+2)_ x+2
e) 1)5‘( 1)2 =l = ima

= oo ; NO existe limite

En los siguientes problemas a) a c), puede mterpretar hm como lim o hm , sin importar cudl de los dos sea.

X—+00

Compruebe los limites.

a i 3x-2 lim 3-2/x 3-0 1

M ox+7 T A9+ 7k T 9+0 3

b) lim 6x* + 2x+1 — lim 6+2x +1/* _6+0+0_6
S —3xt4 53+ 4% 5-040 5
lm X2+ x=2 i 1/x+1/x2—2/x3_0_0

AL N vy el R
h 2x3 2x

d)  Mm o7y =lim e =

2x3 2x

e 1 = = 40

) lim = lim =

H lHm (x°=7x*=2x+5)=lim »° l—z——2+i = +o0 ya que
X—>+00 _X—>+°° X x4 xS - y q
, 7 2 5 .
}i?l, 1_;_7-{_? :(1_0_0+0):lyxllﬂ,x5=+°°

g) lim (x5—7x4—2x+5):11’m x{l—z——24+is)=—oo,yaque

vy Parers x*x
tim (1-Z -2+ 3)=(1-0-0+0)=1 y lim* = oo
Dado f(x) = x* — 3x, halla mw
Como f(x) = x> — 3x, se tiene que f(x + h) = (x + h)> = 3(x+ h) y
f(x+h) FO) o 0+ 2 2 =3x=3h) = (¢ =3x) _

11—»0 11—>0 h h—0

=£ing(2x+h—3)=2x—3

2hx+h*—3h
h
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CAPITULO 7 Limites

Dado f(x)=+/5x+1, halla cuando x > —%

h~>()

a)

b)

a)
b)

)

e)

f(X+h) f(x) lim\/5x+5h+1—\/5x+1

h—0 h

\/5x+5h+1—\/5x+1 5x+5h+1++/5x+1
=|im h Ssx+5n+1+5x+1

lim X +5h+ D - (Sx+1)
= l1im
10 h(x5x+5h+1 ++/5x+1)

— lim S -
=0 JSx+5h+1+/5x+1  2/5x+1

En cada uno de los casos siguientes, de a) a ¢), determine los puntos x = a para los cuales cada
denominador es cero. Luego observe qué pasa con y cuando x — a~ y cuando x — a*y comprueba las
soluciones dadas.

(cG = calculadora graficadora) Compruebe las respuestas del inciso anterior) con una graficadora.

vy =f(x)=2/x; el denominador es cero cuando x = 0. Cuando x — 07, y — —oo; cuando x — 0, y — +eo.

=f) =5 +3)(X 37: El denominador es cero para x = -3 y x = 2. Cuando x — —37, y — —oo; cuando
x% —3* ¥y — 4oo; cuando x — 27, y — —oo; cuando x — 2%, y —> oo,
y=f(x)= W’(;_l) el denominador es cero para x =-2y x = 1. Cuando x — —2-, y — —eo; cuando
X — 2%,y — +oo; cuando x — 17, y — +e0; cuando x — 1%, y — —oo,
y=f(x)= % el denominador es cero para x = 3. Cuando x — 37, y — +eo; cuando x — 3%,
Y —> oo,

y=f(x)= w el denominador es cero para x = 3. Cuando x — 37, y — +oo; cuando x — 37,
y = —ee.

Para cada una de las funciones del problema 6, determine qué sucede con y cuando x — —eo y x — +co.

a)

b)

)
d)

e)

Cuando x — oo, y =2/x — 0. Cuando x < 0, y < 0. Por tanto, cuando x — —eo, y — 0. De igual forma,
cuando x — +eo, y — 0*.
Al dividir el numerador y el denominador de % entre x? (la mas alta potencia de x en el
denominador) se obtiene
1/x—1/x*
1+ 3/x)(1-2/x)
Por tanto, cuando x — oo,
0-0 _0
(1 +0)1-0) 1
Cuando x — —eo, los factores x — 1, x + 3 y x — 2 son negativos y, por consiguiente, y — 0. Cuando x — +oo,
tales factores son positivos, por lo que y — 0*.

=0

Similar a b).

+2)(x-1 242 _ 14 1x-22 c . .
. o )(;)z ) = ; _+6); o= ]+6/,f( +9//§2 , después de dividir el numerador y el denominador entre x? (la potencia
mis alta de x en el denominador). Por consiguiente, como x — Feo, y — 129=0 = 1 = 1. El denominador

(x — 3)? siempre es no negativo. Cuando x — —o, tanto x + 2 como x — 1 son negativos y su producto es
positivo; por tanto, y — 1*. Cuando x — oo, tanto x + 2 como x — 1 son positivos, igual que su producto;
por ende, y — 1*.

Doy o == 142 - oas l;; 2x - después de dividir el numerador entre x (la potencia mds alta de x en el

denommador) Cuando x — teo, 2/x y 3/x tienden a 0, y —x — 1 se aproxima a teo. Luego, el denominador
se acerca a 1 y el numerador tlende a teo. Cuando x — —oo, x + 2 y x — 3 son negativos y 1 —x es positivo;
entonces, y — +eo. Cuando x — +o0, x + 2 'y x — 3 son positivos y 1 — x es negativo; por ende, y — —oo.




10.

11.

12.

13.

Analice la funcién del problema 4 del capitulo 6 cuando x — a~ y cuando x — a* cuando a es cualquier entero
positivo.

Considere, como caso tipico, a = 2. Cuando x — 27, f(x) — 10; cuando x — 2*, f(x) — 15. Entonces,
1111'21 f(x) no existe. En general, el limite no existe para todos los enteros positivos. (Sin embargo, observe que

hm f()= hm f(x)=5, yaque f(x) no esta definida para x < 0.)

Utilice la definicion precisa para demostrar que 1%1} (x*+3x)=10.

Sea € > 0. Observe que (x —2)* =x>—4x + 4jy entonces x> +3x—10=(x -2+ Tx - 14 =(x-2)*+ 7(x
—2). Por tanto, I(x> + 3x) — 10l = I(x — 2)> + 7(x — 2)| < Ix — 2I* + 7Ix — 2I. Si se selecciona & como el minimo de
1y €/8, entonces &* < 8y, por consiguiente, 0 < lx — 2| < & implica I(x* + 3x) — 10l < &* + 70 <5+ 70 =80 < €.

Si hm g(x)= B #0, demuestre que existe un ndimero positivo d tal que 0 < lx — al < & implica lg (x)| > 'B'

Con € =1BI/2 se obtiene un d positivo tal que 0 < Ix — al < §, y entonces |g(x) — Bl < |BI/2. Ahora, si
0 < lx —al < 9, entonces IBl = Ig(x) + (B — g(x))I < Ig(x)! + |BI/2 y, por consiguiente, |BI/2 < Ig(x)l.

Suponga que i) lim f(x) = A y ii) lim g(x) = B. Pruebe:

a) lim[f(x)+g(x)]=A+B b) lim f(x)g(x)=AB ) lxlil} chgx; B siB#0

a) Seae >0.Entonces, €/2 > 0. Por i) y ii), existen 9, y 9, positivos tales que 0 < Ix — al < §; implica que
If(x) —al<e/2y0<lx—al <§, implica que Ig(x) — Bl < €/2. Sea d el minimo de §, y d,. Entonces, para 0
<lx—al <8, If(x) - Al < €/2 y Ig(x) — Bl < €/2. Por consiguiente, para 0 < lx — al < 3,

If(x) + g(x) = (A + B)l = I(f(x) = A)l + (g(x) - B)I

Slf(x)_mJf|(8’()C)—BI<§+%:

b) Seae >0. Escoja € * como el minimode €/3y 1y e/(3IBl) (si B#0),y €/(3lAl) (si A # 0). Observe que
(e*)?<ex*, yaque €* <1. Ademds |Ble * < €/3 y lAle * < €/3. Por i) y ii), existe un §, y un 9§, positivos
tales que 0 < lx — al < 8, implica que If(x) — Al < € * y 0 < Ix — al < §, implica que Ig(x) — Bl < € *. Sea 0 el
minimo de §, y d,. Ahora, para 0 < Ix —al < d.

IF(08(x) — ABI = I(f(x) — A)(g() — B) + BY'(x) — 4) + A(g() - B)
<I(f0) - A)(g() — B)l + BF(x) - A)l + A((x) ~ B)l
=1(f(x) — A)ll(g(x) — B)l + IBII(f(x) — A)l + All(g(x) — B)

(€’ +IBle +1Ale' <€ +3+3 < 3+3+§

+. Sea € > 0. Entonces, B*€/2 > 0, por lo cual existe un §,
IBI €

¢) Por el inciso b), basta mostrar que lim,_,,, - =
positivo tal que 0 < Ix — al < 8, implica que Ig(x) Bl < ==
Por el problema 10, existe un 8, positivo tal que 0 < Ix aI < 9, implica que Ig(x)l > IBI/2. Sea b el
minimo de 8, y 8,; entonces 0 < lx — al < & implica que
|1 _1|_B-g®)l_1Bre 2

|e ~B|TTBlIgl =~ 2 B €

Pruebe que para cualquier funcién polinomial
fX) =ax"+a, X'+ ... +ax+a, lim f(x)= f(a)

Esto se deduce de los teoremas 7.1-7.4 y el hecho obvio de que limx = a.

x—a

Pruebe las generalizaciones siguientes de los resultados del problema 3. Sean f(x) = a,x" + a,_ X' + ...+ a,x +
ayy gx) =bx* + b_x*' + ... + byx + b, dos polinomios

S _a, A
a) lim - sin=k
) Mmoo b,
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fx) .
b) x1~1>+°° 2(0) =0 sin<k
c) llr}; o) - teo sin > k. (Es +eo siy sélo si a, y b, tienen el mismo signo.)
£ f(-x) _ H 4 n—k
d 1 m _g(x) = oo si n > k [EI signo correcto es el de a,b(—1)"*.]
14. Pruebe que a) }g}ﬁ =—oo; b) hm =1;¢) l—lgoﬁ =+oco.

a)

b)

9

Sea M cualquier nimero negatlvo. Se selecciona & positivo e igual al minimode 1y ﬁ Suponga que x
<2y 0<lx-2l<d. Entonces, Ix—2|‘<5*<5<m Por tanto, - z>|M| —M . Pero (x — 2)* < 0. Por

o1 L1
consiguiente, 55 =— =55 <M.

Sea € cualquier nimero positivo, y sea M = 1/e. Suponga que x > M. Por ende,
1 1_1

|_x |1 1
[x+1 | |x+1] x+1<x<M

=€

Sea M cualquier nimero positivo. Suponga que x > M + 1. Entonces, 7= 2 XT =x>M.

15. Evalde: @) 1im X p) lim . ) 1 B
-0t X X x—0 X

a)
b)

)

bl _ i 1=1
X x—0"

Cuando x < 0, x| = —x; por tanto, hm bl _ 11’1})1 —-1=-1
x—=0"
x| x|

lim X no existe, ya que hrn # lim =& bd
=0 X X =0t X

Cuando x > 0, Ixl = x; por ende, hm

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

16. Evalde los limites siguientes:

a)
b)

c)
d)
e)
D
9
h)
)
b))

k)

hng (x?—4x)

lim (x* +2x* -3x—4)

x—-1

lim (Bx-1)?
x—l (X + 1)3
3¢ -3
lim 3 +3=
x—1
%Eg x2—1
—4

£sz —5x+6

lim x 2+3x+2
o1 X2 +4x+3

oo x=2
1x15>121x2—4
Iim x—2
-2 \Jx2 -4
P x—2
9{}2] x2—4
11,m(x+h)3—x’



17.

18.

19.

20.

21.

1mx——1
=l \x?+3-2

Respuestas: a) —4;b) 0;¢)+;d) 05 e) +; /) —4; g) L h) L, i) 0; ) o, no existe el limite; k) 3x% 1) 2.

Evalde los limites siguientes:

Tx° —4x° +2x—13
a xlirgo —3x% +x¥ = 5x2+2x

14x3 —5x+27
by lim =520

2x° +12x+5
) xllrpoo Tx*+6

2x3+7
4 lim 5557

e) lim (3x*—-25x*-12x-17)

X—+00

P lim (3x° —25x —12x—17)

X——00

g) lim (Bx*-25x*-8)

X——00

Respuestas: a) —%; b) 0; ¢) +o0; d) —oo; e) +o0; f) —o0; g) +o0

Evalie estos limites:

2x+3
a) lm 2375

2x2+1
b) x]~1>r+2<>6+.x 3x?

c¢) lim
) x~>+0<>.x +5

. x2+5x+6
d) xll}}loc x+1

x+3
e) Xllwx» x> +5x+6

33
plim i

33
8 lim 55

Respuestas: a) +;b) —2;¢) 0;d) +e0;¢) 0; ) 1; g) -1

Halle lim /(4 * 1) =(@)

h—0

para las funciones f'de los problemas 11,12, 13, 15y 16a, b, d, g) del capitulo 6.

16a) 2a, b)

Respuestas:  11)2a—4;12) —=—=; 13) 2a - 1; 15) — (4

(a +1)2’ 5)2’

(cG) Investigue el comportamiento de
six>0

f= {x+1 six<0

cuando x — 0. Trace una grafica y compruébela con una graficadora.

Respuesta: 11’1})1 f(x)=0; lim f(x)=1; lin(} f(x) no existe.
x—0% x—0" x>

Utilice el teorema 7.4 y la induccién matematica con el fin de probar que hmx = q" para todos los enteros
positivos n.

3 4
Trr Y@ Y @i
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22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

CAPITULO 7 Limites

Para f(x) = 5x — 6, halle 8 > 0 tal que, siempre que 0 > lx — 4| < 9, entonces |f(x) — 14| < €, cuando a) €= % y
b) e =0.001.

Respuestas: a) %; b) 0.0002.

Utilice la definicion precisa de limite para probar que:
a) 111131 S5x=15
b) lin} x*=4

) linzl()c2 -3x+5)=3

Use la definicion para probar:
a) liml=c
=0 X

. X _o
by lim 77=

Sean f(x), g(x) y h(x) tales que 1) f(x) < g(x) < h(x) para todos los valores en ciertos intervalos a la izquierda
y ala derecha de a, y 2) lim,_,, f(x) = lim,_,, h(x) = A. Pruebe que lim__,, g(x) = A. (Sugerencia: para € > 0,
existe & > 0 tal que siempre que 0 < Ix — al < §, entonces If(x) — Al < € y lh(x) — Al < € 'y, por consiguiente, A
—e<f(x)<g)<hx)<A+¢€).

Pruebe que si f(x) < M para todo x en un intervalo abierto que contiene a a y que si lim f(x) = A, entonces a < M.
xX—a

(Sugerencia: suponga que a > M. Escoja €= %(A — M) y llegue a una contradiccion.)
(CG) Utilice una graficadora para confirmar los limites encontrados en los problemas 14, e, f), 2a, b, d), 16 y 18.

a) Demuestre que 1im (x —/x* —1) = 0. (Sugerencia: multiplique y divida entre x ++/x* —1.)

2 2
b) Demuestre que la hipérbola % - % =1 se aproxima arbitrariamente a la asintota y = %x cuando x tiende a oo.

a) Halle lir%—mi_\/g. (Sugerencia: multiplique el numerador y el denominador por vx+3 + J3 J)

b) (CG) Utilice una graficadora para confirmar el resultado del inciso a).

Sea fix) =v/x — 1 six>4y f(x) = x> —4x + 1 si x < 4. Halle

a)  lim f(x) by lim f(x) ¢) lim f(x)
Respuestas: a) 1;b) 1;¢) 1

Seagx)=10x—7six>1ygkx)=3x+2six< 1. Halla

a)  lim g(x) b) lim g(x) ¢) 1im g(x)

Respuestas: a) 3; b) 5; ¢) no existe



Continuidad

Funcion continua
Una funcién se define como continua en X, si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. f(x,) esta definida
2. lim f(x)existe

X=X

3. Iim £ = f(x)

Por ejemplo, f(x) =x* + 1 es continua en 2 ya que 1im,_,, f(x) =5 =f(2). La primera condicién implica que
una funcién puede ser continua s6lo en los puntos de su dominio. Entonces, f(x)=+/4 —x* no es continua en 3
porque f(3) no esta definida.

Sea f'una funcién definida en un intervalo (a, x,) a la izquierda de x,, y un intervalo (x,, ») a la derecha de x,,
o ambos intervalos. Se dice que f es discontinua en x, si f no es continua en x,, es decir, si fallan una o mas
condiciones de las tres condiciones indicadas no se cumple.

EJEMPLO 8.1. a) f)=+ 1 5 €s discontinua en 2 porque f(2) no esté definida y tambi€n porque Igl} f(x) no existe
(ya que lim,_,, f(x)=cc), como se muestra en la figura 8.1.

IIy I

I

|

I

o |

—_— 2 x

I

|

I
Fig. 8.1

b) f(x)= ’; ~+ es discontinua en 2 porque f(2) no estéd definida. Sin embargo, lim,_, f(x) = lfmx_ﬂ% =
Iim,_,, (x + 2) = 4, de manera que se cumple la segunda condicién.

Se dice que la discontinuidad en 2 del ejemplo 8.1b) es removible porque si se redefiniera la funcién f en
x =2 como 4, entonces la funcién redefinida g seria continua en 2. Observe que g(x) = x + 2 para todo x. Las
x4

gréficas de f(x) = == y g(x) = x + 2 son idénticas salvo en x = 2, donde la primera tiene un “hueco” (fig. 8.2).
Eliminar la discontinuidad consiste simplemente en llenar ese “hueco”.
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Fig. 8.2

La discontinuidad en 2 en el ejemplo 8.1a) no es removible. Al redefinir el valor de fen 2 no cambia el hecho
de que lim, L no existe.

=2 Y2

También se dice que la discontinuidad de una funcién f en x, es removible cuando f(x,) estd definida y al
cambiar el valor de la funcién en x, produce una funcién que es continua en x,,.

EJEMPLO 8.2. Defina una funcién f de la manera siguiente:
x> six#2
FO=0 ix=2

En este caso lim,_,, f(x) = 4, pero f(2) = 0. Por tanto, la tercera condicién no se cumple, de modo que f tiene una
discontinuidad en 2. Pero si se cambia el valor de fen 2 por 4, entonces se obtiene una funcién 4 tal que h(x) = x* para
todo x, y & es continua en 2. Por consiguiente, la discontinuidad de fen 2 es removible.

EJEMPLO 8.3. Sea f'la funcion tal que f(x) = Lﬁ para todo x = 0. La grafica de f se muestra en la figura 8.3. f'es
discontinua en 0 porque f(0) no estd definida. Ademas,

. “1im X — . — 1im =X — _
fipf@=lime=t vyl feo=lim=r=-1

Luego lim, - f(x) # 1im,_+ f(x). Por tanto, la discontinuidad de f'en O no es removible.

La clase de discontinuidad que aparece en el ejemplo 8.3 se denomina discontinuidad de salto. En general, una
funcién f tiene una discontinuidad de salto en x; si tanto lim,_,- f(x) como lim,_,+ f(x) existen y lim, - f(x) =
Iim,_,+ f(x). Tal discontinuidad no es removible.

Fig. 8.3.

EJEMPLO 8.4. La funcidn del problema 4 del capitulo 6 tiene una discontinuidad de salto en cada entero positivo.

Las propiedades de los limites conducen a las propiedades correspondientes de continuidad.



Teorema 8.1. Suponga que f'y g son continuas en x,. Entonces:

a) La funcién constante i(x) = ¢ para todo x es continua en todo x,,.

b) cfes continua en x,, para cualquier constante c. (Recuerde: cf tiene el valor ¢ - f(x) para cada argumento x.)
¢) f+ gescontinua en x,,.

d) f- gescontinua en x,,.

e) fgescontinua en x,.

/) flg es continua en x si g(x,) = 0.

g) Q/? es continua en x, si #/ f(x,) estd definida.

Estos resultados provienen de los teoremas 7.1 a 7.6. Por ejemplo, c¢) se cumple porque

lim (f(x)+g(0) = lim /() + lim g() = £(x,) + 8(x,)

Teorema 8.2. La funcién identidad /(x) = x es continua en todo x,,.

Esto se deduce del hecho de que lim x = x,.

X=X

Se dice que una funcién fes continua en un conjunto A si f'es continua en todo punto A. Ademds, si tan sélo
se dice que f'es continua, significa que f'es continua en todo niimero real.

La idea intuitiva original tras la nocién de continuidad suponia que la grafica de una funcién continua era
“continua” en el sentido intuitivo de que era posible trazarla sin levantar el 1dpiz del papel. Por consiguiente,
la gréfica no podria contener ningtin “hueco” o “salto”. Sin embargo, la definicién precisa de continuidad va
mds alld de tal nocidn intuitiva original; algunas funciones continuas muy complicadas no podrian dibujarse
en una hoja de papel.

Teorema 8.3. Toda funcién polinomial
fX)=ax"+a, X'+ ..+ ax+a,

es continua.

Esta es una consecuencia del teorema 8.1(a-¢) y del teorema 8.2.

EJEMPLO 8.5. Como un caso del teorema 8.3, considere la funcién x* + 2x + 3. Observe que, por el teorema 8.2,
la funcidn identidad x es continua y, por tanto, por el teorema 8.1(e), x* es continua, y por el teorema 8.1b), —2x
es continua. Por el teorema 8.1a), la funcién constante 3 es continua. Finalmente, por el teorema 8.1¢), x> — 2x + 3 es
continua.

Teorema 8.4.  Toda funcién racional H(x) = %,

conjunto de todos los puntos en los que g(x) = 0.

donde f(x) y g(x) son funciones polinomiales, es continua en el

Esto proviene de los teoremas 8.1(f) y 8.3. Como ejemplos, la funcién H (x) === es continua en todos los

puntos excepto 1 y —1, y la funciéon G(x) = ;;Jl es continua en todos los puntos (ya que x> + 1 nunca es 0).

Se debe utilizar una nocién especial de continuidad respecto a un intervalo cerrado [a, b]. En primer lugar, se
dice que una funcion f es continua a la derecha en a si f(a) estd definida, existe lim,_, + f(x) y lim,_, + f(x) =
f(a). Se dice que f es continua a la izquierda en b si f(b) esta definida, existe lim,_,,- f(x) y lim,_, - f(x) = f(b).

Definicién. fes continua en [a, b] si fes continua en cada punto de un intervalo abierto (a, b), f es continua a la
derecha en a y es continua a la izquierda en b.

Observe que si f'es continua en [a, b], no depende de ningtn valor de f, fuera de [a, b]. También advierta
que cada funcién continua (es decir, una funcién continua en todos los nimeros reales) debe serlo en cualquier
intervalo cerrado. En especial, toda funcién polinomial es continua en todo intervalo cerrado.

Se pretende analizar en profundidad ciertas propiedades sobre las funciones continuas que se utilizaran, pero
esas demostraciones van mas alld del objetivo de esta obra.
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CAPITULO 8 Continuidad

Teorema 8.5. Teorema del valor intermedio. Si fes continua en [a, b] y f(a) = f(b), entonces, para todo nimero
c entre f(a) y f(b), existe por lo menos un nimero x, en el intervalo abierto (a, b) para el cual f(x,) = c.

La figura 8.4a) es una ilustracién del teorema 8.5, ya que en ella se muestra que la continuidad a lo largo
del intervalo es esencial para la validez del teorema. El resultado siguiente es un caso especial del teorema del
valor intermedio.

o~ —— =

. /'/ 0
|
b) f(x) = O tiene tres raices
entrex=ayx=>b
Fig. 8.4
y
A
|
a I -
o b .
> X
a) b) f(x) = O no tiene raiz
entrex=ayx=>b
Fig. 8.5
Corolario 8.6. Si f'es continua en [a, b] y f(b) tiene signos opuestos, entonces la ecuacion f(x) = 0 tiene al menos

una raiz en el intervalo abierto (a, b) y, por consiguiente, la grafica de f corta el eje x por 1o menos una sola vez entre
ay b (fig. 8.4b)).

Teorema 8.7. Teorema del valor extremo. Si fes continua en [a, b], entonces ftoma un valor minimo m y un valor
maximo M en el intervalo.

Como ilustracién del teorema del valor extremo observa la figura 8.6a), donde el valor minimo m ocurre en
x = ¢y el valor maximo M en x = d. En este caso, tanto ¢ como b estdn dentro del intervalo. Por otra parte,
en la figura 8.6b) el valor minimo m ocurre en el punto extremo x = a y el valor maximo M dentro del intervalo.
Para comprobar que la continuidad es necesaria para que el teorema del valor extremo sea verdadero, considere
la funcién cuya grafica se presenta en la figura 8.6¢). Existe discontinuidad en ¢ dentro del intervalo; la funcién
tiene un valor minimo en el punto extremo izquierdo x = a, pero la funcién no tiene valor maximo.
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(a)

coh—_—————
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(b)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
c

~F———

(c)
Fig. 8.6

Otra propiedad util de las funciones de continuidad estd dada por el resultado siguiente.

Teorema 8.8.
c—-0<x<c+ 9, entonces f(x) > 0.

Si f es continua en ¢ y f(c¢) > 0, entonces existe un nimero positivo 9 tal que, cuando

Este teorema se ilustra en la figura 8.7. Para ver una demostracién, consulte el problema 3.

flc+3d)
o)
fle=38)

T 0
—

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halle las discontinuidades de las funciones siguientes. Determine si son removibles. Si no lo son, establezca si
son discontinuidades de salto. (cG = calculadora graficadora) Compruebe las respuestas mostrando la gréfica

de la funcién en una graficadora.
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CAPITULO 8 Continuidad

a) f(x)= 2 Discontinuidad no removible en x = 0
X

_ —1
b) f(x)—m

c) f(x)= % Discontinuidad no removible en x = 3

Discontinuidades no removibles en x = -3y x =2

3
d) f(x)= );2;_297 Tiene una discontinuidad removible en x = 3. [Observe que x* — 27

= (x — 3)(x? + 3x + 9).] También tiene una discontinuidad no
removible en x = -3
e) f(x)= % Tiene una discontinuidad removible en x = 2. Observe que
- 2
4—x* 3+4x +5:3+\/m

3-Jx2+53+/x2+5

2
H f)= x(;_—l)—22 Tiene una discontinuidad no removible en x = 1
g) f(x) = [x] =el mayor entero < x Tiene una discontinuidad de salto en cada entero
h) f(x)=x-[x] Tiene una discontinuidad no removible en cada entero
0 fX)=3x3-T*+4x-2 Un polinomio no tiene discontinuidades
. 0 six=0 . .. .
D flx)= { 2 six20 Discontinuidad removible en x =0
X six<0
k)y f(x)=4x? si0<x<1 Sin discontinuidades

2—x six2>1

2. Demuestre que la existencia de lmhl f(x) M implica que f'es continua en x = a.
lmyuXﬂa+m—fw»:H@fﬁii%ilﬁﬁJJ=

Ilim A =1lim

x—h x—h

Hmf(a""hlz_f(a)

x—h

flath=f@ ,_,
h

Pero

lfn;l (fla+h)— f(a) = 11’11;1f(a +h)—11’n}}f(a)= h’nslf(a+h)—f(a).
Por tanto, h’g}f(a +h)= f(a). Observe que H_I}l]’lf(a +h)= h’g}f(x). Asi, linllf(x) = f(a).

3. Pruebe el teorema 8.8.
Por la continuidad de fen c, HIIII f(x)=f(c). Sise toma € = f(c)/2 > 0, existe un & positivo tal que 0 < |x — |

< & implica que |f(x) — f(c)| < f(c)/2. La dltima desigualdad también es verdadera cuando x = ¢. Luego, |x — | < &
implica |f(x) — f(c)| < f(c)/2. Esta tltima implica que —f(c)/2 < f(x) — f(c) < f(c)/2. Al sumar f(c) a la
desigualdad de la izquierda se obtiene f(c)/2 < f(x).

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

4. Determine las discontinuidades de las funciones siguientes y establezca por qué la funcién no es continua en
tales puntos. (cG) Compruebe las respuestas representando la funcion en una graficadora.

_ x2=3x-10 _Jx+3 six22
Q fO="=57 b) f(x)_{x2+l six<?2



4—x six<3

) f)y=x-x d) fx)=qx=2 si0<x<3
x—=1 six<0

0 f=y P se=Ees s
g S =x'-Tx ) f(x):x2)125—x4+6
DW= D fw=EE

Respuestas:
a) Discontinuidad removible en x = —2. [Observe que x> — 3x — 10 = (x + 2)(x - 5).]
b), c¢), g) Ninguna
d) Discontinuidad de salto en x =0
e) Discontinuidades removibles en x = £1
/) Discontinuidades removibles en x = 3, x = -5. [Observe que x> + 2x - 5=(x +5)(x - 3) y X* + x> = 17x +
15=x+5)x-3)(x-1).]
h) Discontinuidad removible en x = 2 y discontinuidad no removible en x = 3
i) Discontinuidad removible en x = —1 y discontinuidad no removible en x = -3
j) Discontinuidad removible en x = 2 y discontinuidad no removible en x = -2
k) Discontinuidad removible en x = 1 y discontinuidad no removible en x = —1

Demuestre que f(x) = Ixl es continua.

Si la figura 8.5a) es la grafica de f(x)= %

x=7yquealli c=10.

, demuestre que existe una discontinuidad removible en

Pruebe: si f'es continua en el intervalo [a, b] y ¢ es un nimero en (a, b) tal que f(c) < 0, entonces existe un
ntimero positivo § tal que, siempre que ¢ — 8 < x < ¢ + d, entonces f(x) < 0.
(Sugerencia: aplique el teorema 8.8a -f.)

Trace las graficas de las funciones siguientes y determine si son continuas en el intervalo cerrado [0, 1]:

-1 six<0 1 Gix>0
a) f(x)=4 0 si0<x<1 b) f(x)=4x

1 six>1 1 six<0

—x2 six<0 .

= = <

c) f(x) {xz x>0 d) f(x)=1si0<x<1

x six<0
e) f(x)=40 si0<x<l

x six>1

Respuestas: a) Si; b) No, no es continua a la derecha en 0; ¢) S{; d) No, no estd definida en 0; ¢) No, no es
continua a la izquierda en 1.
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La derivada

Notacion delta

Sea funa funcién. Es usual asignarle a x cualquier argumento de f, y a y el valor correspondiente de f. Por tanto,
y = f(x). Considere cualquier nimero x, en el dominio de f. Sea Ax (se lee “delta x””) un pequefio cambio en el
valor de x, de x, a x, + Ax, y sea Ay (se lee “delta y”) el cambio correspondiente en el valor de y, por lo que
Ay = f(x, + Ax) — f(x,). Entonces la razén

Ay _cambioeny_ f(x,+Ax)— f(x,)
Ax ~ cambio enx Ax

se denomina tasa o razon de cambio promedio de la funcion f en el intervalo que va de x; a x, + Ax.

EJEMPLO 9.1. Sea y =f(x) = x> + 2x. Se empieza en x, = 1, cambia x a 1.5. Entonces Ax = 0.5. El cambio corres-

pondiente en y es Ay = f(1.5) — f(1) = 5.25 — 3 = 2.25. Por tanto, la tasa de cambio promedio de y en el intervalo que

hayentre x=1yx=15es & =22 =435,

La derivada

Siy =f(x) y x, estd en el dominio de f, entonces, por la tasa de cambio instantdnea de f en x, se entiende el
Iimite de la tasa promedio de cambio entre x, y x, + Ax cuando Ax se aproxima a 0:

B _ gy A0~ 5

lim —=
Ax—0 AX A0

siempre que este limite exista. Tal limite se denomina derivada de fen x,,.

Notacion para derivadas
Considere la derivada de f en un punto arbitrario x en su dominio:

lim 22—y SOFAD (0
A0 AX A0 Ax

El valor de la derivada es una funcién de x y se indicard mediante cualquiera de las expresiones siguientes:
=D =y d =g A
Dy= =y =r(0=gy=4-f()=lim =

El valor f'(a) de la derivada de f en un punto especifico a en ocasiones se indica mediante

dy
dx| _

a



—

Diferenciabilidad

Una funcién es diferenciable en un punto x, si la derivada de la funcién existe en ese punto. El problema 2 del
capitulo 8 demuestra que la diferenciabilidad implica continuidad y que lo contrario es falso, como se muestra
en el problema 11.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Daday=f(x) = x*+ 5x — 8, halle Ay y Ay/Ax cuando x cambia @) de xy=l ax, =x,+ Ax=12,yb)dex,=1a
x, =0.8.

a) Ar=x-x=12-1=02y Ay =f(x,+ Ax) - f(x,) = f(1.2) — f(1) = -0.56 — (~2) = 1.44. Entonces,

Ay 144 _
Ax- 02 -2 N
y _

b) Av=08-1=-02y Ay=/(0.8)~f(1)=3.36 - (-2) = ~1.36. Lucgo, L = % =6.8.

Geométricamente, Ay/Ax en a) es la pendiente de la recta secante que une los puntos (1, -2) y (1.2, -0.56) de
la pardbola y = x> + 5x — 8. En b), es la pendiente de la recta secante que une los puntos (0.8, -3.36) y (1, -2)
de la misma pardbola.

2. Lasleyes de la fisica indican que si un cuerpo (es decir, un objeto material) cae libremente a una distancia
de s pies en 7 segundos, entonces s = 1672, Halle As/At cuando ¢ cambia de ¢, a 7, + At. Utilice el resultado para
encontrar As/At cuando ¢ cambia: a)de 3a3.5,h)de3a3.2,yc)de3 a3.l.

2 _ 2 2
%J“’oﬂ? 1644 :3”0“2,16(”) =321, +16 At

a) Aqui, 1,=3,Ar=0.5y As/At =32(3) + 16(0.5) = 104 pies/segundo
b) Aqui, t,=3,Ar=0.2y As/At =32(3) + 16(0.2) = 99.2 pies/segundo

¢) Aqui, f,=3, Ar=0.1, y As/At = 97.6 pies/segundo
Como As es el desplazamiento del cuerpo del tiempo ¢ = 7, hasta t = ¢, + At,

%: %&;ﬁnfmt() = velocidad promedio del cuerpo en el intervalo de tiempo

3. Halle dy/dx, con y = x* — x> — 4. Encuentre también el valor de dy/dx cuando a) x =4, b) x =0, ¢c) x =—1.
y+AY=(x+Ax)® - (x + Ax)* -4
= x° + 3x%(Ax) + 3x(Ax)* + (Ax)® — x* — 2x(Ax) — (Ax)* - 4
Ay = (3x* = 2x)Ax + (Bx — 1)(Ax)* + (Ax)?

Ay a0 _ 2
Ax—3x 2x+Bx—DAx+(Ax)

% = Iim [3x% — 2x + Bx— DAx + (Ax)?] = 32 — 2x
Ax—0

dy

d d
o @ y y

=3(4)* -2(4)=40 b) Tl = 3(0)* -2(0)=0 ) ol = 3(-1)*-2(-1)=5

4 0 x=—1
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CAPITULO 9 La derivada

4. Halle la derivada de y = f(x) = x> + 3x + 5.
Ay = f(x + Ax) — f(x) = [(x + Ax)> + 3(x + Ax) + 5] = [x* + 3x + 5]
= [x? + 2xAx + (Ax)? + 3x + 3Ax + 5] — [x* + 3x + 5] = 2xAx + (Ax)> + 3Ax
=(2x + Ax + 3)Ax

Ay _
E—2X+AX+3

Por tanto, ﬂ: Iim 2x+Ax+3)=2x+3.
dx Ao

5. Encuentre la derivadade y= f(x) = e l yenx= lyx=3.

_ _ 1 1 _(x=2)—(x+Ax-2)
Ay=fEH A== AN =2 " 7-2 " (=D +Ax-2)
_ —Ax
T (x=2)(x+Ax-2)
Ay -1

Ax x=2)(x+Ax—2)

dy . -1 _ -l
o S TG A=) o2

dy -1 dy -1 1

Entonces,

Enx= l,a—mz—l.EnX=3,E=(3_2)2 =

6. Halle la derivada de f(x)= g;;i .

2(x+Ax)—-3

S+ A =3 A+ 4

_2x+2Ax-3 2x-3
Jat A0 == 3 3Ax 74 " 3xr4

_CBx+DI2x=3)+2Ax]-(2x-3)[(Bx+4)+3Ax]
- Bx+4)3x+3Ax+4)

(6x+8—-6x+9)Ax 17Ax

T Bx+HBx+3Ax+4)  Gx+H3x+3Ax+4)

fx+A0)-f(o) _ 17
Ax Gx+HBx+3Ax+4)

o 17 _ 17
S = i e G+ 3Ax+4) ~ Gx+ 4y

7. Halle la derivada de y= f(x)=+/2x+1.
y+Ay=Q2x+2Ax+1)"?
Ay=Q2x+2Ax+1)"? - 2x+1)"?

QCx+2Ax+D"2+2x+ 1"
QCx+2Ax+1D"2+2x+1)"?

=[x +2Ax+ 1) = 2x+1)"2]

2x+2Ax+1)-(2x+1) 2Ax

T Xt 2AX+ D)+ 2x+ D)7 T 2x+2Ax+ )72+ 2x + D)7

Ay 2

Ax T 2x+2Ax+ D+ (2x+ D7

2 1

& = lim =
dx a0 Cx+2Ax+ D72+ 2x+ D" 2x+1)"?




8. Encuentre la derivada de f(x) = x'. Analice f"(0).
f(x+Ax)=(x+ Ax)"?
fx+An) - f(x)=(x+ A" —x'7?

B [(x_,’_Ax)lB _xl/3][(x+ Ax)2/3 +xl/3(x+Ax)l/3 +x2/3]
- (X+AX)2/3 +x1/3(x+ Ax)1/3 +x2B

fOr+AY) = f(x) _ 1
Ax (X+AX)2/3 +x1/3(x+ Ax)l/s +x2/3

YN 1 1 __1
f (x)_gl_l}o (X+AX)2/3 +x1/3(x+ Ax)1/3 +x2/3 - 3x2/3

La derivada no existe en x = 0 porque alli el denominador es cero. Observe que la funcién f es continua
enx=0.

9. Interprete dy/dx geométricamente.
En la figura 9.1 se observa que Ay/Ax es la pendiente de la recta secante que une un punto arbitrario pero
fijo P(x, y) y un punto proximo Q(x + Ax, y + Ay) de la curva. Cuando Ax — 0, P permanece fijo mientras Q
se mueve a lo largo de la curva hacia P, y la recta PQ gira alrededor de P hacia su posicion limite, la recta
tangente PT a la curva en P. Asi, dy/dx da la pendiente de la recta tangente en P a la curva y = f(x).

y
A

y = fx)

O(x + Ax, y + Ay)

Fig. 9.1

Por ejemplo, el problema 3 sefiala que la pendiente de la cibica y = x* — x> — 4 es m = 40 en el punto x = 4;
estoes,m=0enel punto x=0; y m=5enel punto x =—1.

10. Halle ds/dt para la funcién del problema 2 e interprete el resultado.

As _ ds _ 1« -
A 32t, +16 At. Por tanto, i 1}210 (32t, +16At)=32t,

Cuando At — 0, As/At da la velocidad promedio del cuerpo para intervalos de tiempo At cada vez mas
cortos. Entonces puede ds/dt considerarse como la velocidad instantdnea v del cuerpo en el tiempo #,.

Por ejemplo, en ¢ = 3, v = 32(3) = 96 pies/segundo. En general, si un objeto se mueve en linea recta y su
posicidn sobre la recta tiene la coordenada s en el tiempo 7, entonces su velocidad instantdnea en el tiempo 7 es
ds/dt (consulte el capitulo 19).

11. Halle f'(x) cuando f(x) = |x].

La funcién es continua para todos los valores de x. Para x <0, f(x) =—xy

“CHA)—(=x) _ o A
A =lim—=1lim-1=-1

’ 7
x)= lim
f ( ) Ax—0 Ax—0 Ax—0
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12.

13.

CAPITULO 9 La derivada

De igual forma, para x > 0, f(x) = x, y

e A
~lim £ = lim -1

F/(x)= lim

Ax—0

(x+Ax)—x
Ax

Enx:O,f(x)=0y££r%—f(o+A£_f(0)=lim%xl.

Ax—0

Cuando Ax — 0, A _ =AY _ _} 5 1. Pero cuando Ax — 0-, A _—Ax _ ) 51 Por tanto, la
) . Ax = Ax Ax  Ax

derivada no existe en x = 0.
Puesto que la funcién es continua en 0, se demuestra que la continuidad no implica diferenciabilidad.

Calcule €= % - % para la funcién de a) problema 3 y b) problema 5. Compruebe que € — 0 cuando Ax — 0.

a) € =[3x*=2x+ Bx— DAx + (Ax)?] - (3x? = 2x) = Bx — | + Ax)Ax
b) e= -1 -1 =)+ (x+Ax-2) 1
T =2 (x+Ax-2) (x-2 7 (x=2*(x+Ax-2)  (x—2(x+Ax-2)

Ambos tienden a cero cuando Ax — 0.

Ax

d
Interprete geométricamente Ay = d_z Ax + € Ax del problema 12.

Enlafigura9.1, Ay=RQy % Ax = PR tan ZTPR = RS; asi, € Ax = SQ. Para el cambio Ax en x a partir
de P(x, y), Ay es el cambio correspondiente en y a lo largo de la curva, mientras que % Ax es el cambio
correspondiente en y a lo largo de la tangente PT. Como su diferencia € Ax es un mdltiplo de (Ax)? tiende a
cero mas rapido que Ax, y % Ax puede utilizarse como una aproximacién de Ay cuando |Ax| es pequeiio.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

14.

15.

16.

17.

Halle Ay y Ay/Ax, dado

a) y=2x-3yxcambiade3.3a3.5
b) y=x*>+4xyxcambiade 0.7 a0.85
¢) y=2/xyxcambiade0.75a0.5

Respuestas: a) 0.4y 2;b)0.8325y 5.55; ¢) % y —%
Halle Ay, dado y =x*> - 3x + 5, x =5 y Ax =-0.01. Entonces, ;cudl es el valor de y cuando x = 4.99?

Respuesta: Ay =-0.0699; y = 14.9301.

Indique la velocidad promedio (repase el problema 2), dado a) s = (37> + 5) pies y # cambia de 2 a 3 segundos.
b) s = (21 + 5t — 3) pies y t cambia de 2 a 5 segundos.

Respuestas: a) 15 pies/segundo; b) 19 pies/segundo

Encuentre el incremento en el volumen de un balén esférico cuando su radio se incrementa: @) de ra r + Ar
pulgadas; b) de 2 a 3 pulgadas. (Vale la pena recordar que el volumen de una esfera se obtiene con la férmula
V=4%nrr’)

Respuestas:  a) %7[ [3r2 + 3rAr+ (Ar)z]Ar pulg?; b) 776 7 pulg?



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Halle la derivada de cada una de las funciones siguientes:

a) y=4x-3 b) y=4-3x ) y=x*+2x-3

d)y y=1/x* e) y=2x-1/2x+1) N y=1+2x)/(1-2x)

g y=x h) y=1/Jx i) y=+1+2x

) y=12+x

Respuestas: ) 4: b)—3;¢) 20+ 1 d)2s e) =4t oL py L5 L1 .
’ ’ ’ ’ T Rx+ D7 (1=2x 0 o 2xx T 1+ 2x

ho 1
D722+

Halle la pendiente tangente a las curvas siguientes en el punto x = 1 (repase el problema 9):

- __4 _2_
a) y=8-5x* by y=117 ) 713

Respuestas: a)—-10; b) —1; ¢) —%

(CG) Utilice una graficadora para comprobar las respuestas al problema 19. (Trace la curva y la tangente que
se encontro.)

Busque las coordenadas del vértice (es decir, el punto critico) de la pardbola y = x*> — 4x + 1, aprovechando
que, en el vértice, la pendiente de la tangente es cero (relea el problema 9). (cG) Compruebe la respuesta con
una graficadora.

Respuesta:  (2,-3)

Halle la pendiente m de las tangentes a la pardbola y = —x? + 5x — 6 en sus puntos de interseccién con el eje x.

Respuestas: enx=2,m=1;enx=3, m=-1

Cuando un objeto se mueve en linea recta y su coordenada sobre dicha recta es s en un tiempo ¢ (donde s se
mide en pies y 7 en segundos), halle la velocidad en el tiempo 7 = 2 en los casos siguientes:

a) s=+3t b) s=£+37 c) s=A/t+2

Respuestas: a) 7 pies/segundos; b) 0 pies/segundos; c) + pies/segundos

Demuestre que la tasa instantanea de cambio de volumen V de un cubo respecto a su lado x (medido en
pulgadas) es 12 pulg’/pulg cuando x = 2 pulgadas.
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Reglas para derivar
funciones

Derivacion

Recuérdese que una funcion f es diferenciable (o derivable) en x, si existe la derivada f”(x,). Se dice que una
funcién es diferenciable en un conjunto si lo es en cada punto de ese mismo conjunto. Si se afirma que una fun-
cion es diferenciable significa que lo es en todo nimero real. El proceso de hallar la derivada de una funcién
se denomina diferenciacion.

Teorema 10.1. Férmulas de derivacion. En las formulas siguientes se presupone que u, v 'y w son funciones
diferenciables en x; también se presupone que ¢ y m son constantes.

1. %(6) =0 (La derivada de una constante es cero.)
2. %(x) =1 (La derivada de la funcién identidad es 1.)

3. %(cu) = c% (Derivada de una constante por una funcidn.)

d _du , dv
4. I u+v+..)= Tt (Regla de la suma.)
5. %(u -v)= j—’; - % (Regla de la diferencia.)
6. %(uv) = u% + v%’ (Regla del producto.)
ydu_ dv
7. %(%) = _dx dx siempre que v # 0 (Regla del cociente.)
d(1)__1 g
8. dx(x)_ 7 siempre que x #0.
9. %( x")=mx"" (Regla de potencias.)

Observe que la férmula 8 es un caso especial de la férmula 9 cuando m = —1. Las demostraciones aparecen en los
problemas 1 a 4.
EJEMPLO 10.1. D(*+7x+5)=D(x*+D/(7x) + D(5)  (Regla de la suma.)

=3x*+7D(x)+0  (Reglas de potencias y férmulas 3y 1.)

=3x>+7 (Férmula 2.)

Todo polinomio es diferenciable, y su derivada puede calcularse mediante la regla de la suma, la regla de poten-
cias y las férmulas 1y 3.

@ —



Funciones compuestas. La regla de la cadena

La funcion compuesta f° g de las funciones g y f se define asi: (f° g)(x) = f(g(x)). La funcién g se aplica primero
y luego f - g se denomina funcion interna 'y f funcion externa. f° g se conoce como la funcion compuesta de g

yf

EJEMPLO 10.2.  Seaf(x) =x>y g(x) =x + 1. Entonces:
(fo o)) =f(gx) =fx+1)=(x+ 1) =x"+2x + 1
(g NH@) =g(f(x) = gx)* =x*+ 1

Asf, en este caso, fog#ge°f.

Cuando f'y g son diferenciables también lo es su compuesta f ° g. Hay dos procedimientos para hallar la
derivada de f. g. El primer método consiste en calcular una férmula explicita para f(g(x)) y derivarla.

EJEMPLO 10.3. Sif(x) =x*+3y g(x) =2x+ 1, entonces:

y=f(gx)=fCx+1)=Q2x+ 1’ +3=4+4x+4 y =8x+4

&S

Por tanto, D (f° g) = 8x + 4.

El segundo método para calcular la derivada de una funcién compuesta se basa en la regla siguiente.

Regla de la cadena
D (f(g(x))) =f(g(x) - g'(x)

Entonces, la derivada de f° g es el producto de la derivada de la funcion externa f (evaluada en g(x)) y la de-
rivada de la funcién interna (evaluada en x). Se presupone que g es diferenciable en x y que f es diferenciable

en g(x).

EJEMPLO 10.4. En el ejemplo 10.3, f(x) = 2x y g’(x) = 2. Asi, por la regla de la cadena,
D,(f(g(x)) =f"(g(x)) - g'(x) =2g(x) - 2=4g(x) =4(2x + 1) =8x + 4

Formulacion alternativa de la regla de la cadena
Sea u = g(x) y y = f(u). Entonces, la funcién compuesta de gy fes y = f(u) = f(g(x)), y se tiene la férmula

dy _dydu

5= i d (Regla de la cadena.)

EJEMPLO 10.5. Seay=u’yu=4x>-2x+5. Asi, la funcién compuesta y = (4x*> — 2x + 5)° tiene la derivada

dy _dydu _ 30600y =34y - 28x—
= oA = 3 (8x—2) = 3(4x° — 24+ 5)(8x —2)

Advertencia: en la formulacion alternativa de la regla de la cadena, % = %% la y de la izquierda representa la fun-

cién compuesta de x, mientras que la y de la derecha sefiala la funcion original de u. Asimismo, las dos ocurrencias
de u tienen significados diferentes. Esta confusion de notacién se compensa con la simplicidad de la formulacién
alternativa.

Funciones inversas

Dos funciones fy g tales que g(f(x)) =xy f(g(y)) =y son funciones inversas. Estas funciones invierten el efecto
una de la otra. Dada una ecuacién cualquiera y = f(x), se puede hallar una férmula para la inversa de f despe-
jando x en la ecuacién en términos de y.
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CAPITULO 10 Reglas para derivar funciones

EJEMPLO 10.6.

a) Sea f(x) =x+ 1. Al despejar x en la ecuacién y = x + 1 se obtiene x = y — 1. Entonces la inversa g de f'esta
dada por la férmula g(y) = y — 1. Se observa que g invierte el efecto de f'y finvierte el efecto de g.

b) Sea f(x) = —x. Al despejar x en y = —x se obtiene x = —y. Por tanto, g(y) = —y es la inversa de f. En este caso,
la inversa de f es la misma funcién que f.

¢) Sea f(x)=+/x. La funcién festé definida s6lo para nimeros no negativos, y su rango es el conjunto de los
nimeros no negativos. Si se despeja x en y = Jx se obtiene x = %, de manera que g(y) = y*. Como g es la
inversa de f; g estd definida sélo para nimeros no negativos, ya que los valores de f son los nimeros no
negativos. [Puesto que y = f(g(y)), si se permitiera que g se definiera para nimeros negativos, se tendria
-1 =f(g(-1)) =f(1) = 1, que es una contradiccion.]

d) Lainversa de f(x) = 2x — 1 es la funcién g(y) = y+1

Notacion
La inversa de f se denota /.

Esta notacién no debe confundirse con la notacién exponencial para elevar un nimero a la potencia —1. El
contexto generalmente indica cudl es el significado especifico.

No toda funcidn tiene funcién inversa. Por ejemplo, la funcién f(x) = x? no posee una inversa. Como f(1) =
1 =f(~1), una funcién inversa g tendria que satisfacer g(1) = 1 y g(1) =—1, lo cual es imposible. [Sin embargo,
si se restringe la funcién f(x) = x* al dominio x 2> 0, entonces la funcién g(y) = \/§ seria una funcién inversa
def]

La condicién que una funcién f debe satisfacer para tener una inversa es que sea uno a uno, es decir, que
para todo x, y x,, si X, # x,, entonces f(x,) # f(x,). De manera equivalente, f es uno a uno si y sélo si, para todo
X,y Xy, 81 f(x)) = f(x,), entonces x, = x,

EJEMPLO 10.7. Demostremos que la funcion f(x) = 3x + 2 es uno a uno. Suponga que f(x,) = f(x,). Entonces,
3x, + 2 =3x,+ 2, 3x, = 3x,, x; = X,. Por tanto, f'es uno a uno. Para hallar la inversa de dicha funcién, se despeja x en
y=3x+2,y se obtiene x = ‘;—2 Asi, f1(y) = %2 (En general, si se puede despejar x en y = f(x) en términos de y,
entonces se sabe que f'es uno a uno.)

Teorema 10.2. Formula de la diferenciacién para funciones inversas. Sea funo auno y continua en el intervalo
(a, b). Entonces:
a) Elrango de fes intervalo I (posiblemente infinito) y f es creciente o decreciente. Ademds, f~! es continua
en /.

b) Si fes diferenciable en x y f"(x,) # 0, entonces f~' es diferenciable en y, =f(x,) y (f ™)' (¥, Esta

ultima ecuacion a veces se escribe

1
)=o)

dx _ 1
dy  dy
dx

donde x =f~(y).

Para la demostracion, véase el problema 69.

EJEMPLO 10.8.

a) Seay f(x) x? para x > 0. Entonces, x = f(y) = f Como Zf( = 2x, entonces dy = 2Ix = ﬁ Por ende,

D),(\/; ) = [Observe que éste es un caso especial del teorema 8.1(9) cuando m = 1.]

b) Sea y f(x) x* para todo x. Entonces, x= f~'(y) = \/_ y!3 para todo y. Como Y = 3x2, entonces

dy = ﬁ = m Esto se cumple para todo y # 0. [Advierta que f~'(0) =0y f/(0) = 3)(0)2 =0.]



—

Derivadas superiores

Si y = f(x) es diferenciable, su derivada y” también se denomina primera derivada de f. Si y’ es diferenciable,
su derivada se llama segunda derivada de f. Si esta segunda derivada es diferenciable, entonces su derivada se
denomina fercera derivada de f, y asi sucesivamente.

Notacion
Primera derivada v, (%), %, D.y
. P d’y
Segunda derivada v, f7(x), e D?y
. 7 7 d_3y 3
Tercera derivada v, (%), Pk D?y
n-ésima derivada ¥, ), %, Dyy

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demuestre el teorema 10.1 (1 a 3): 1. i(c)=0; 2. %(x)—l 3. a (cu) cg
Recuerde que di f)= AHOM
1 o= lim 5 = lim0=0
2 o= fim CERDE i = i =1
3 %(cu) BT cu(x+ AAx))C— cu(x) _ gg})c u(x+ AAX))C_ u(x)

e u(x+Ax)— u(x)
—ci}g}) Ax dx

2. Demuestre el teorema 10 14,6y7):
dv

4. —(u+1/+ )— et
dv d_u
6. (uv) udx+vdx
du dv
d(u)_Tdx "ax
7. dx(v)_ e siempre que v #0

4. Basta probar esto s6lo para dos sumandos, u y v. Sea f(x) = u + v; entonces,

sauojouny Jeatiap eted sej6ay 0T 01NLIAVI

fx+Ax)— f(x) _ u(x+An) +o(x+ Ax) — u(x) —v(x)

Ax Ax
u(x + Ax) — u(x) v(x+ Ax) —v(x)
Ax Ax
Al tomar el limite cuando Ax — 0 se obtiene —(u +v)="+ g;

6. Seaf(x) = uv. Entonces,
fx+Ax)— f(x) _ u(x+ Ax)v(x + Ax) — u(x)v(x)
Ax - Ax

_[u(x+ Axv(x + Ax) —v(xX)u(x + Ax)] + [v(x0)u(x + Ax) — u(x)v(x)]
- Ax

v(x+ Ax) —v(x)
Ax

=u(x+ Ax) +v(x)

u(x+ Ax)—u(x)
Ax



CAPITULO 10 Reglas para derivar funciones

Al tomar el limite cuando Ax — 0 se obtiene

4 () = u(x)-L R .
¢ W) = u(x)Z-0(0) + () Ju(x) =u s+ v

Se observa que iimo u(x+ Ax) = u(x) porque la diferenciabilidad de # implica su continuidad.

_u(x)
T o(x)’
u(x+Ax)  u(x)
Jx+A)—f(x) _ v(x+Ax) v(x) _ ulx+ Axv(x)—u(x)v(x + Ax)
Ax - Ax - Ax{v(x)v(x+ Ax)}

7. Sea entonces, f(x):%

_ [u(x+ Axp(x) — u(x)v(x)] = [u(xv(x + Ax) —u(x)v(x)]

Ax[o(x)v(x + Ax)]
~ v@ow_ u(x) v(x+ AAX))C_U(X)
a v(x)v(x+ Ax)
d d du _ dv
v(x)S=u(x) —u(x)—v(x) veE-—us-
y para Ax =0, %f(x) - %(%) - - [v(x)]? & - dxvz .

3. Demuestre el teorema 10.1 (9): D, (x™) = mx™!, cuando m es un entero no negativo.
Aplique induccién matemadtica. Cuando m = 0,

D (x" =D (") =Dy(1)=0=0xx"=mx"!
Se presupone que la férmula es verdadera para m. Entonces, por la regla del producto,
D (x™") = D (x" X x) = X"D,(x) + xD (x™) = x" X 1 + x X mx™"!
=x"+mx"=(m+ 1)x"

Por tanto, la formula se cumple para m + 1.

4. Demuestre el teorema 10.1 (9): D, (x") = mx""!, cuando m es un entero negativo.
Sea m = —k, donde k es un entero positivo. Entonces, por la regla del cociente y el problema 3,

D.(x")=D (x*)=D, (%)

XD, ()=1-D (x*) _ xk.0— kxt!
= () - = 2k

xk*l
— _k x2k — _kx—k—] — mm—l

5. Derive y =4 + 2x — 3x? — 5x° — 8x* + 9x°.

D ()4 2(1) = 3(2x) — 5(3x2) — 8(4xY) + 9(5x*) = 2 — 6x — 15x% — 32 + 455

dx

6. Derivey=%+%+%=x’]+3x’2+2x’3.
ﬂ__ 2 A~ 3 AN 2 o3 a1 6 6
P +3(2x7)+2(-B3x ) =—x7—-6x7 —6x7" = g S,

7. Derive y = 2x"2 + 6x1% — 2532,

% — 2(%)671/2) + 6(%x72/3) _ 2(%xl/2) — x*l/Z + 2x72/3 _ 3xl/2 — #‘f‘ % _ 3x1/2



8. Derivey=—Fr+- 0= 35— —Jr =204 600 - 20 4

PIE
ZE’C 2( ;x’3/2)+6(—%)64”3)—2(—%)6’5’2)—4(—%)(’7/4)

2

3 3
n T

+
x5/2 x7/4

_ ~ _ - 1
— B2 D3 4 352 4 3y 7/4:_T/2_
X X

9. Derive y=3/3x> — % =(3x%)" — (5x)7"2.

dy . 5 _
=T P60 (~3)6026)= R T2E0607 " Pox  2xax

10. Demuestre la regla de la cadena de potencias: D (y") = my"™'D.y.

Esta es sencillamente la regla de la cadena, donde la funcién externa es f(x) = x" y la funcién interna es y.

11. Derive s = (> — 3)*.

Por la regla de la cadena de potencias, <>~ ds =4(1> - 3)*(2t) = 8t(t* — 3)°.

12. Derivea)z—( o 3 V) =3(a* =y b) f(x)=x2+6x+3 =(x*+6x+3)"%
@) =32 -y @ =y =320 -y )= %

x+3

2 d (2 +6x+3) =4+ 6x+3) 22+ 6) = =2t
Jx2+6x+3)

b) f'(x)=+(x*+6x+3)"

13. Derive y = (x* + 4)>(2x> - 1)3.
Utilice la regla del producto y la regla de la cadena de potencias:

=(x*+ 4)2 (Zx -1D*+(2x3 - 1)3 (x +4)?
=(x2+4)2(3)(2x> - 1)? %(2)63 -D+2x3=1)32)(x*+ 4)%()62 +4)

=(x?+4)2(3)2x* = D*(6x*) + (2x° = 1)*(2)(x* + 4)(2x)
=2x(x* +4)2x* - 1)*(13x* +36x - 2)

. _3-2x
14. Derive y= TTox
Utilice la regla del cociente:
d d
_ (3+2X)a(3—2)6)—(3—2)(3)%(34'2)6) (3+2x)( 2) (3 zx)(z) ~12
Y (B+2x) (G+2x) B+ 2x)
x? X2

15. DeriVey: \/4_x2 = (4_x2)1/2 .

ay =) e l@-y g0 - s - 20

dx 4—x? B 4-x?
(4 x2)1/2(2x)+x3(4 xz)_|/2 (4 x2)”2 2X(4—X2)+x3 _ 8.X—.x3
4— X (4 x2)1/2 - (4 _x2)3/2 - (4_x2)3/2

16. Halle E’ dado x = y\/1—y*.
La regla del producto,

dr_y Lo yyieay -y = 1220
dy 2 - 2
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

CAPITULO 10 Reglas para derivar funciones

Por el teorema 10.2,

dy 1 1=y

dx ~ dxldy T 1-2y?

Halle la pendiente de la recta tangente a la curva x = y* — 4y en los puntos donde la curva corta el eje y.
i 1
Los puntos de interseccién son (0, 0) y (0, 4). Se tlene que =2y — 4y, por tanto, 2 F= = iy = 3y-3-

En (0, 0) la pendiente es —+, y en (0, 4) la pendiente es +.

Derive la regla de la cadena: D (f(g(x))) =f'(g(x) - g'(x)).
Sea H=fog.Seay=g(x)y K =g(x+ h)— g(x). También, sea F(t) = M —f"(y) parat#0.
Como lim,_, F (1) = 0, sea F(0) = 0. Entonces, f(y + £) — f(y) = t(F (¢) + f'(y)) para todo ¢. Cuando ¢ = K.
JO+K) —f(y)=KEFEK) +f )
fglx + M) —f(g(x) = K(F(K) + ()

w G FE)+ ()

K _ 8t —g _
Ahora, fim g =M= =&

Por tanto,

Como %11}% K=0, }gl(} F(K) = 0. Entonces,
H(x) =f (g (x) =f(gx)g'(x).

ﬂ _ M2 —1 _ 3.2
Halle ac dado y = pEa yu=:/x*+2.
dy _ 4u du _ 2x _2x
du = @E+? Y dx T3+ 3u?
Entonces,
dy _dydu _  4u  2x 8x

dx " dudx T W2+1)? 3 Bu(?+1)?

Un punto se mueve a lo largo de la curva y = x* — 3x + 5 de manera que x = 3+/7 + 3, donde  es tiempo. ;A
qué tasa cambia y cuando t = 4?
Hay que hallar el valor de dy/dt cuando t = 4. Primero, dy/dx = 3(x* — 1) y dx/dt =1/ (4\/? ). Por tanto,
dy _dydx _3(x*-1)
dr dedt T 4r

dy 3(16-1) _45
— 1 —_—
Cuandor=4,x=5+4+3=4,y Y= a0 @ "8 unidades por unidad de tiempo.

Un punto se mueve en el plano de acuerdo con las ecuaciones x = > + 2t y y = 2¢* — 6¢. Halle dy/dx cuando ¢ =
0,2y5.

Como en la primera ecuacidn es posible despejar ¢ y este resultado puede sustituirse por ¢ en la segunda
ecuacion, y es una funcién de x. Se tiene dy/dt = 61> — 6. Como dx/dt = 2t + 2, al aplicar el teorema 8.2 se
obtiene dt/dx = 1/(2t + 2). Entonces,

dy dy dr
pra ke Gl 2(t+l)
Los valores requeridos de dy/dx son -3 ent=0,3ent=2y 12ent=>35.

=3(t-1)

Seay=x?—4xy x=+/2t2+1. Halle dy/dt cuando ¢ = JE .
dy _ 2t
&2y G

Entonces,
ntonees dy _dydx _ 4t(x=2)

dr —dxdt ~ 22 +D)"

Cuandor=+/2, x=+/5y dy 4\/_(\\//_5— 2) 4\5/5(5_2\/5).




23.

24.

25.

Demuestre que la funcién f(x) = x> + 3x> — 8x + 2 tiene derivadas de todo orden y héllelas.

f(x)=3x%+6x -8, f"(x) =6x + 6, f”(x) = 6 y todas las derivadas de orden superior son cero.

Investigue las derivadas sucesivas de f(x) =x*3 enx = 0.

F@=42"y f=0)=0

[rx)=gx70 =52 4y f7(0) no existe

f™(0) no existe paran > 2.

Sea f(x)=

lo que sugiere que f™(x) = 2(n!)(1 — x)"™*D, Este resultado puede establecerse mediante induccién matematica

=2(1-x)™'. Halle la férmula para f™(x).
F) =211 =0)?*(=1) =21 =x)? =2(11)(1 - x)~

J700) =2(INE2)(1 - 07 (=1) =221 - x)7

J70) =2@2D(E3)(A -0 =1 =26D0 -0

demostrando que si f®(x) = 2(k!)(1 — x)"*D, entonces

FED) = 20k k + D1 = x)*2(=1) = 2[(k + 1)!](1 —x)*+

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

26. Demuestre el teorema 10.1 (5): D(u —v) =Du — D,v.

Respuesta:

Dw-v)=D(u+ (—v))=Du+D(-v)=Du+ D ((-1)v)=Du+ (-1)D,v=Du— D, por el
teorema 8.1 (4, 3)

En los problemas 27 a 45, halle la derivada.

27. y=xX+5x* - 10x>+ 6 Respuesta: % =5x(x> +4x2—4)

28, y=3x"2—x¥2 4212 Respuesta: % Nl 3Jx = 1x?

29, y= 2)1c2 %z%x‘z +4x712 Respuesta: %=—%_XTZ/2

30. y=+/2x+2Jx Respuesta: y' = (1++/2)/\2x

31. f(r)= \/— % Respuesta: f'(t)= —tm':#

32. y=(1-5x)° Respuesta: y' =-30(1 - 5x)°

33. f()=CBx—-x+1)* Respuesta: f'(x) =12(1 = x)Bx - x>+ 1)}
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CAPITULO 10 Reglas para derivar funciones

34, y=G +4x-x)” Respuesta: y'= (2 —x)ly
35. 9= 3’;1% Respuesta: Z—? = ﬁ
36. y= (IL)S Respuesta: 'y’ = LA‘G

+x (1+x)
37. y=2x2—x Respuesta: y’ = %
38. f(x)= xf3-2x% Respuesta: f'(x)= %4;;
39. y=(x—1)\/m Respuesta: %=%
40. 7= # Respuesta: 5—5‘) = m
41. y= m Respuesta: y’ 1

. 4x1++/x

42. fx)= 21 Respuesta: f'(x)=——L
f() x+1 4 f() (x+1)m
43. y=(2+3)*2x*-5)° Respuesta: y" = 2x(x* + 3)3(2x* — 5)2(17x3 + 27x - 20)
_1*+2 .ds _ 10t
4. 5= 3_, Respuesta: - G- t2)2
1\ , 36X (X =1)°
45. y=(2xx3 n l) Respuesta: 'y ZW

46. Para cada una de las funciones siguientes, calcule dy/dx por dos métodos y compruebe que los resultados son

iguales:
1
— 3 —
a)x=(1+2y) b)x—2+y
En los problemas 47 a 50, use la regla de la cadena para hallar %
47. y:u—l’u:\/; Respuesta: Q=+
u+1 dx  [x(1+Jx)?
48. y=uP+4,u=x>+2x Respuesta: % =6x*(x+2)%(x+1)
49. y=+1+u,u=+x Respuesta: véase el problema 42.
50. y=+/u,u=0(3-20),v=x Respuesta: véase el problema 39.
. dy dydudv
(S’ugerencta. E = E%E)



En los problemas 51 a 54, halle la derivada indicada.

51, y=3x*-2x*+x-5;y"
1w

52, y= ek Y

53. f(x)=+2-3x%; 1"

54. y= X 0y

Vx—1

Respuesta:

Respuesta: y

Respuesta:

Respuesta:

V7 =T72x

@ _ 105
- 16x9/2

” _ 6
f ()C) - (2 _ 3x2)3/2

En los problemas 55 y 56, halle una férmula para la n-ésima derivada.

1
55. yZ?

6. 10= 5

57. Siy=f(u)y u= g(x), demuestre que
o Ly_dv du dy (d_u)2

dx* " du dx? +du2 dx

dx® ~ du di du® dx* dx = du’

by dy_4dy du+3d2y d’u du+dy(du)

dx __ Y d3
"oy Yar

dx _
dy

58. A partir de == 1,, derive =%

Respuesta:

Respuesta:

/ ”n

300"

O’ )5

D" [(m+ D]

(n) —
yn n+2

n - n 3" (n !)
FO = i e

En los problemas 59 a 64, determine si la funcién dada tiene inversa; si la tiene, halle una férmula para la

inversa f~! y calcule su derivada.

59. f(x) = 1/x

60. f(x)=+x+4

61. f(x)=+x-5

62. f(x)=x>+2

63. f(x)=x°

64. f(x )_ x+2

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

x=f(y) = y; dldy = —x*> = —1/y*
x=f"(y) =3y - 12; dx/dy = 3.
x=f10) =y +5; dxldy=2y=2/x-5

no tiene funcién inversa.

x= 1=y & o =gy

2y+1_d_x= 5
y=2'dy (y-2y

x=f1y=-
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CAPITULO 10 Reglas para derivar funciones

. Halle los puntos en los que la funcién f(x) = Ix + 2l es diferenciable.

Respuesta: ~ Todos los puntos excepto x = -2

. (CG) Utilice una graficadora para trazar la grafica de la pardbola y = x> y la curva y = x> — 2x|. Halle todos los
puntos de discontinuidad de la dltima curva.

Respuesta: x=0yx=2

. Halle una férmula de la n-ésima derivada de las funciones siguientes: a) f(x) = ﬁ ;b)) f(x)= Jx.

Respuestas: a) ™ (x)=(-=1)"" G fré!)nﬂ
b) f(n)(x) — (_1)n+1 3-5-7- 2n . (2}1 — 3) x7(2’171>/2

. Encuentre la segunda derivada de las funciones siguientes:

a) f(x)=2x-7 b) f(x)3x*+5x-10
O f=—1g B f)=\T-x

2 1 1
Respuestas: a) 0; b) 6; ¢) m; d) A=

. Demuestre el teorema 10.2.

Respuesta:

a) Sugerencias: use el teorema del valor intermedio para demostrar que el rango es un intervalo. Que f'es
creciente o decreciente se deduce por un argumento que utiliza los teoremas del valor extremo y del valor
intermedio. La continuidad de ! se deriva entonces con facilidad.

ST =00 _ 1 _ 1
Y=Y ST =FUT G FO=f(x)
F7 =170 )

Por la continuidad de f, cuando y — y,, x — x,, y se obtiene (f)’(y,

b)

1
)=o)



Derivacion implicita

Funciones implicitas

Una ecuacion f(x, y) = 0 define a y como una funcion implicita de x. E1 dominio de esa funcién implicitamente
definida consta de las x para las que existe una tnica y tal que f(x, y) = 0.

EJEMPLO 11.1.
a) Se puede despejar y en la ecuacién xy + x — 2y — 1 = 0, para obtener y = 1=%. Esta funcién estd definida
parax #2.

b) Laecuacién 4x? + 9y* — 36 = 0 no determina una funcién y tnica. Si se despeja y en la ecuacion se
tiene que y =+%+/9 — x2. Hemos de considerar que la ecuacion define implicitamente dos funciones,
y=3vJ9—-x*y y=-249—x?. Cada una de estas funciones estd definida para Ixl < 3. La elipse
determinada por la ecuacidn original es la unién de las gréficas de las dos funciones.

Si y es una funcién definida implicitamente por una ecuacién f(x, y) = 0, la derivada y” puede hallarse de
dos formas:

1. Se despejay en la ecuacién y se calcula y” directamente. Salvo para ecuaciones muy sencillas, este método
resulta casi siempre imposible o impractico.

2. Se considera y como funcidn de x, se derivan ambos miembros de la ecuacion original f(x, y) =0y se des-
peja ¥’ en la ecuacion resultante. Este proceso de derivacién se conoce como derivacion implicita.

EJEMPLO 11.2.

a) Halle y’, dado xy + x — 2y — 1 = 0. Por derivacién implicita, xy’+ yD,(x) — 2y’ — D (1) = D(0). Asi, xy" +
y—2y" =0. Al despejar y se obtiene: y’ = ;ji En este caso, en el ejemplo 11.1a) se demuestra que es
posible remplazar y por 1=£ y hallar y” en términos sélo de x. Resulta evidente que también hubiera sido

1-x

fécil derivar y + =5 mediante la regla del cociente. Sin embargo, en la mayoria de los casos, no se puede

despejar y 0 y” en términos sélo de x.

b) Dado 4x> + 9y*> — 36 = 0, halle y’ cuando x = /5. Por medio de la derivacién implicita se tiene que 4D (x%)
+9D,(y*) — D,(36) = D(0). Asi, 4(2x) + 9(2yy") = 0. [Observe que D,(y*) = 2yy’ por la regla de la cadena
de potencias.] Al despejar y” queda y” = —4x/9y. Cuando x = /5, y=x4%. Para la funcién y correspondiente
al arco superior de la elipse [consulte el ejemplo 11.15)], y=—%y y’ =—/5/3. Para la funcién y
correspondiente al arco inferior de la elipse, y=—%y y’ = —/5/3.

Derivadas de orden superior

Las derivadas de orden superior pueden calcularse mediante derivaciéon implicita o por una combinacién de
derivacion directa e implicita.

EJEMPLO 11.3.  Enel ejemplo 11.2a), y' = ét—i Entonces,
”_ "o 1+y _(2—x)y'—(l+y)(—l)
r1=0,00=0,(314)-
Q-n( 12 )14
_ -0y +lty 2-x)" 7Y 242y
T Q2= (2-x) T Q2-xy



M CAPITULO 11 Derivacién implicita

EJEMPLO 11.4. Halle el valor de y” en el punto (-1, 1) de la curva x?y + 3y -4 =0.

Se deriva implicitamente respecto a x dos veces. Primero, x>y + 2xy + 3y’ = 0, y luego x?y” + 2xy" + 2xy’
+ 2y + 3y” = 0. Se podria despejar y’ en la primera ecuacién y luego despejar ¥ en la segunda ecuacién. Sin
embargo, como soélo se desea evaluar y” en el punto particular (-1, 1), se sustituye x =—1, y = 1 en la primera
ecuacion para hallar y’ = 1, y luego se sustituye x =—1, y =1y y’ =1 en la segunda ecuacion para llegar a y” — 1
—1+2+3y” =0, de lo que se obtiene y”" = 0. Este método evita calculos algebraicos confusos.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halley’, dado que x*y — xy* + x*> + y* = 0.
D,(x’y) = D(xy*) + D,(x*) + D,(43) =0
X3y + yD (x*) — xD,(y*) — y*D,(x) + 2x + 2yy’ =0
X2y + 2xy —x(2yy") —y? + 2x + 2yy" =0
(P =2xy+2y)y +2xy—y*+2x=0

y2 —2xy—2x

Y =x2—2xy+2y

2. Six’-xy+y*=3,encuentre y'y y”.

Dx(xz) - Dx(x)’) + Dx(yz) = O

2x—xy —y+2yy' =0

2x—
Por tanto, y’ = xx_ zi . Entonces,

V= (x=2y)D,(2x~y)=(2x=y)D,(x = 2y)

(x=2y)’
_(x=2y)2-y)-Q2x=y)A-2y)
(x=2y)*
_ 2x—xy —4y+2yy’ —2x+4xy’+y—-2yy"  3xy'—3y
B (x—2y)’ o (x-2y)
2x—yY_
_ 3x(x_2y) 3 _ 3xQ2x—y)=3y(x—2y) _ 6(x*—xy+y?)
(x=2yy (x—2y)y T (x=2y)
__ 18
(x=2y)’

3. Dado X’y + xy* =2, halle y’ y y” en el punto (1, 1).

Mediante doble derivacién implicita queda
Xy +3x%y +x(3y*Y) +y* =0
y X3y + 3x%y + 3x%Y + 6xy + 3xy%y” + y'[6xyy” + 3y*] + 3y*" = 0.

Al sustituir x = 1 y y = 1 en la primera ecuacion se obtiene y" = —1. Entonces, si se remplazax=1, y =
1yy" =-1 en la segunda ecuacién se obtiene y” = 0.



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

4.

10.

11.

12.

Halle y” dado @) x + xy + y=2; b) X* = 3xy + y* = 1.

o 201+ " 4x
Respuestas: a) y” = ﬁ; b)y =- O? _yx)s .

Encuentre y’, y”, " en a) el punto (2, 1) en x> — y* — x = 1; b) el punto (1, 1) en x* + 3x%y — 6xy* + 2y* = 0.

Respuestas: a)3,—%,%:b) 1,0,0.

Halle la pendiente de la tangente en un punto (x,, y,) de a) bx? + a®>y?> = a*b*; b) b*x* — a*y* = a*b?
) X} +y*—6x*y =0.
b*x,

2.
ay,

2 2
bxo_c 4xyy, — X,

b ; .
)azyo ) yg_zxg

Respuestas: a) —

Demuestre que las tangentes a las curvas 5y — 2x + y* —x2y =0 y 2y + 5x + x* — x*y? = 0 se cortan en el origen
en angulos rectos.

a) El érea total de la superficie de una caja rectangular con base cuadrada de lado y y altura x estd dada
por S = 2y? + 4xy. S es constante. Halle dy/dx sin despejar y.

b) El érea total de la superficie de un cilindro recto de radio r y altura / estd dada por S = 27r? + 27rh.
S es constante. Calcule dr/dh.

-
2r+h -’

Respuestas: a) —Fyy; b) —

”

Y
[1+ON° P

P

En el circulo x* + y* = r?, demuestre que

Dado S = x(x + 2y) y V = mx?y, demuestre que dS/dx = 2n(x — y) cuando V es una constante, y dV/dx = —mx
(x —y) cuando S es una constante.

Deduce la férmula D, (x") = mx™! del teorema 10.1(9) cuando m = p/g, donde p y ¢ son enteros diferentes de
cero. Se presupone que x”¢ es diferenciable. (Sugerencia: sea y = x”. Entonces, y? = x”. Ahora puede utilizar la
derivacion implicita.)

(c) Emplee derivacién implicita para hallar una ecuacién de la recta tangente a /x + \/5 =4 en4,4)y
compruebe su respuesta en una graficadora.

Respuesta:  y=-x+8.
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Rectas tangentes y normales

En la figura 12.1a) se presenta un ejemplo de la grafica de una funcién continua f. Si P es un punto de la grafica
que tiene abscisa x, entonces las coordenadas de P son (x, f(x)). Sea Q un punto cercano que tiene la abscisa x
+ Ax. Entonces las coordenadas de Q son (x + Ax, f(x + Ax)). La recta PQ tiene pendiente W. Cuando Q
se aproxima a P a lo largo de la gréfica, las rectas PQ se acercan mds y mds a la recta tangente 7 de la grafica
en P (fig. 12.1b)). Por tanto, la pendiente de PQ se aproxima a la pendiente de la tangente. Asfi, la pendiente de
la tangente es 1im,, o 0+49-/®  que es la derivada S ().

\

(a)

Fig. 12.1

(b)

Si la pendiente m de la tangente en un punto de la curva y = f(x) es cero, entonces la curva tiene una tan-
gente horizontal en ese punto, igual que en los puntos A, C'y E de la figura 12.2. En general, si la derivada de
Jfes men un punto (x,, y,), la ecuacién punto-pendiente de la tangente es y — y, = m(x — x,,). Si f es continua
en x,, pero lim, , f'(x) = e, entonces la curva tiene una tangente vertical en x,, asi como en los puntos By D

de la figura 12.2.

e

Fig. 12.2



La recta normal a una curva en uno de sus puntos (x,, y,) es la recta que pasa por ese punto y es perpendicular
a la tangente en ese mismo punto. Recuérdese que una perpendicular a una recta con pendiente m diferente de
cero tiene pendiente —1/m. Por tanto, si m # 0 es la pendiente de la tangente, entonces y — y, = —(1/m)(x — x,) es
una ecuacion punto-pendiente de la recta normal. Si la tangente es horizontal, entonces la normal es vertical y
tiene la ecuacidn x = x,,. Si la tangente es vertical, entonces la normal es horizontal y tiene la ecuacion y = y,,.

Angulos de interseccion
Los angulos de interseccién de dos curvas se definen como los dngulos formados por las rectas tangentes a las
curvas en su punto de interseccion.

Para determinar los dngulos de interseccion de las dos curvas:

1. Seresuelven simultdneamente las ecuaciones de las curvas para hallar los puntos de interseccién.
2. Se determinan las pendientes m, y m, de las rectas tangentes a las dos curvas en cada punto de interseccion.

Sim, = m,, el &ngulo de interseccién es 0°, y si m, = —1/m,, el angulo de interseccion es 90°; de lo contrario,
el angulo de interseccién ¢ puede hallarse con la férmula
m,—m,

tang = ———+=
0 1+mm,

¢ es el angulo agudo de interseccién cuando tan ¢ > 0, y 180° — ¢ es el angulo agudo de interseccion cuando
tan ¢ < 0.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halle las ecuaciones de las rectas tangente y normal a y = f(x) = x* — 2x2 + 4 en (2, 4).
f'(x) = 3x% — 4x. Asi, la pendiente de la tangente en (2, 4) es m = f’(2) = 4, y una ecuacién de la recta
tangente es y — 4 = 4(x — 2). La ecuacion punto-interseccion es y = 4x — 4.
Una ecuacién de la recta normal en (2, 4) es y — 4 = —+(x — 2). Su ecuacién punto-interseccién es
y=—4x+3%.

2. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a x> + 3xy + y*=5en (1, 1).
Por diferenciacion implicita, 2x + 3xy” + 3y + 2yy’= 0, de manera que, y'= — g;:;i . Entonces la pendiente de
la tangente en (1, 1) es —1. Una ecuacion de la tangente es y — 1 = —(x — 1). Su ecuacion punto-interseccion es y

=—x + 2. Una ecuacién de la recta normales y— 1 =x—1,0sea, y = x.

3. Halle las ecuaciones de las rectas tangentes con pendiente m = —2 a la elipse 4x? + 9y* = 40.
Por derivacion implicita, y” = —4x/9y, de manera que en el punto de tangencia (x,, yo), m =—4x,/9y, = —4%.
Entonces, y, = 2x,,.
Como el punto esté en la elipse, 4x2 +9y2 = 40. Entonces, 4x; +9(2x,)* =40. Por tanto, x2 =1y x, = *1.
Los puntos requeridos son (1, 2) y (-1, -2).
En (1, 2), una ecuacion de la recta tangente es y—2=—3(x—1).
En (-1, —2), una ecuacién de la recta tangente es y+2=—%(x+1).

4. Halle una ecuacién de las rectas tangentes a la hipérbola x> — y> = 16 que pasen por el punto (2, -2).
Por derivacién implicita, 2x — 2yy” = 0 y, por tanto, y” = x/y, de manera que en el punto de tangencia (x,,
¥o), la pendiente de la tangente serd x,/y,. Por otra parte, como la tangente debe pasar por (x,, y) y (2, -2), la

. 2
pendiente es ;‘;tz
. 0 +2
Asi, i_g = _iziz Por tanto, X5 — 2x, = ¥; +2Y,. Luego, 2x, + 2y, = x2 - y2 =16, 1o que dax, + y,= 8 y, en

consecuencia, y, = 8 — x,.
Si se sustituye 8 — x, por y, en x; — y; =16 y se despeja x,, se obtiene x, = 5. Luego, y, = 3; por ende, una
ecuacion de la recta tangente es y —3 =3 (x - 5).
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5.

CAPITULO 12 Rectas tangentes y normales

Halle los puntos de tangencia de las rectas tangentes horizontal y vertical a la curva x> — xy + y* = 27.

Por derivacién implicita, 2x — xy” — y + 2yy” = 0, donde y” = ;y_—zi .

Para las tangentes horizontales la pendiente debe ser cero. Entonces, el numerador y — 2x de y” debe ser
cero, lo cual da y = 2x. Al sustituir 2x por y en la ecuacién de la curva se tiene x> = 9, de modo que los puntos
de tangencia son (3, 6) y (-3, -0).

Para las tangentes verticales la pendiente debe ser infinita. Asi, el denominador 2y — x de y” debe ser cero,
lo cual da x = 2y. Al remplazar x en la ecuacion de la curva se obtiene y* = 9. Por consiguiente, los puntos de

tangencia son (6, 3) y (-6, =3).

Halle las ecuaciones de las rectas verticales que cortan las curvas a) y = x* + 2x> —4x + 5y b) 3y = 2x* + 9x* —
3x — 3 en puntos donde las tangentes a las dos curvas son paralelas.

Sea x = x, una de tales rectas. Las tangentes en x, tienen pendientes:

Para a): y' =3x> + 4x —4;en xo, m; =3x2 +4x,—4 .

Para b): 3y" = 6x> + 18x — 3; en x,, m, = 2x7 +6x,— 1.

Como m, = m,, 3x; +4x, —4=2x; +6x, — 1. Entonces x; —2x,—3=0, (x, - 3)(x, + 1) = 0. Por tanto, x, =
3 0 x,=—1. Asi, las rectas verticales sonx =3y x =—1.

a) Demuestre que la ecuacién punto-interseccion de la tangente con pendiente m # 0 a la pardbola y* = 4px es
y =mx + p/m.

b) Demuestre que una ecuacion de la recta tangente a la elipse b%x* + a?y* = a®b? en el punto P(x,, y,) sobre la
elipse es bxxyx + a?yy = a*b.

a) y' =2ply. Sea Py(x,, y,) el punto de tangencia. Entonces, y3 =4 px, y m = 2ply,; por ende, y, = 2p/m'y

X, =+yi/p = p/m*. La ecuacién de la recta tangente es y — 2p/m = m(x — p/m?), lo que se reduce a y = mx +

plm. ,

2 ., bex,

b) y = —ZT’;. EnPy,m=- azy". Una ecuacién de la recta tangente es y — y, = —az—y“ (x =x,), la cual se reduce a
0 0

b x,x+a’y,y =b*x; +a’y} = a*b* [porque (x,, y,) satisface la ecuacion de la elipse].

b2x,

Demuestre que en el punto Py(x,, y,) de la hipérbola bx> — a*y* = a*b?, 1a recta tangente biseca el dngulo
incluido entre los radios focales de P,,.

En P, la pendiente de la tangente a la hipérbola es b%x,/a’y, y las pendientes de los radios focales PyF”y
PF (fig. 12.3) son y/(x, + ¢) y yo/(x, — ¢), respectivamente. Ahora

b’x, Yo
an = a*y, Xx,+c _ (b*x2 —a*y3) + bcx, _ a*b? +bcx, _ b*(a* +cx,) _ b
14 b’x, Y (@ +b*)x,y, +a*cy, cxyy, +a‘cy, cy,(a*+cx)) oy,

2
ay, xo+c

242 _ 4242 — 4212 2 2 — 2
como b’x; —a’y, =a’b® ya*+b*=cy

yo bx,
an = Xy, ay, _ b*cxy — (b*x} —a*y}) _ b*cx, — a’b? _ b
1+ b*x, ¥, (@ +b*)x,y, —a’cy, c*xy, —a*cy, <Y,

a*x, X, +c
Entonces, o, = B porque tan o = tan [3.

~<

Po(xq, ¥o)

B X
(—c, O)F' 0/ F(c, 0)

Fig. 12.3



10.

11.

Uno de los puntos de interseccion de las curvas a) y*> = 4x 'y b) 2x* = 12 — 5y es (1, 2). Halle el dngulo agudo de
interseccion de las curvas en ese punto.
Para a), y’ = 2/y. Para b) y’ = —4x/5. Entonces, en (1, 2), m, = 1 y m, = —+. Luego,

m—-—m, 1+4%
tang=——2=—2

ST =9
I+mm, 1-%

Asi, ¢ = 83° 40’ es el dngulo agudo de interseccion.

Halle los angulos de interseccion de las curvas a) 2x* + y> =20y b) 4y* — x> =8.

Al despejar simultineamente se obtiene y* = 4, y = 2. Entonces, los puntos de interseccién son (i2\/§ , 2)
y (i2\/§, —2). Para a), y’ = -2x/y, y para b), y’ = x/4y. En el punto (2\/5, 2), m, = 22 y m,= %\/5 Como
m,m, = —1, el dngulo de interseccion tiene 90° (es decir, las curvas son ortogonales). Por simetria, las curvas
son ortogonales en cada uno de sus puntos de interseccion.

El cable de suspension de un puente estd unido a pilares de soporte que distan 250 pies uno de otro, y cuelga
en forma de una pardbola con el punto mds bajo a 50 pies por debajo del punto de suspension. Halle el dngulo
entre el cable y el pilar.

Tome el origen en el vértice de la pardbola, como en la figura 12.4. La ecuacién de la pardbola es y = ¢ x
y V' =4x/625.

En (125, 50), m = 4(125)/625 = 0.8000 y 6 = 38° 40". Por ende, el dngulo requerido es ¢ = 90° — 6 = 51° 20"

2

y
A

(125, 50)

Fig. 12.4

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

12.

13.

14.

15.

Examine las rectas tangentes horizontales y verticales de x> + 4xy + 16y? = 27.

Respuestas: tangentes horizontales en (3, —3)y (=3, 3). Tangentes verticales en (6, —3)y (-6, —3).
Halle las ecuaciones de las rectas tangentes y normal a x> — y?> = 7 en el punto (4, -3).
Respuesta:  4x +3y=Ty3x—4y=24.

(En qué puntos de la curva y = x*> + 5 es su recta tangente: a) paralela a la recta 12x — y = 17; b) perpendicular
alarectax + 3y =27

Respuestas: a) (2, 13), (-2,-3); b) (1, 6), (-1, 4).

Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a 9x*> + 16y*> = 52 que sean paralelas a la recta 9x — 8y = 1.

Respuesta:  9x — 8y = £26.

sajeww.ou A sajuabue} se3ody  ZT 0 INLIdYI



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

CAPITULO 12 Rectas tangentes y normales

Determine las ecuaciones de las rectas tangentes a la hipérbola xy = 1 que pasan por el punto (-1, 1).

Respuestas: y= (2\/5 -3)x+ 22 -2 y= —(2\/5 +3)x— 242 -2.

Para la parabola y* = 4px, demuestre que una ecuacion de la tangente en uno de sus puntos P(x,, y,) €8 y,y =
2p(x + x;).

Para la elipse b°x? + a®y? = a*b*, demuestre que las ecuaciones de sus rectas tangentes de pendiente m son
y=mxxta*m®+b*.

Para la hipérbola b°x?> — a*y* = a*b?, demuestre que @) una ecuacion de la recta tangente en uno de sus puntos
P(xy, o) €8 b*xyx — a’yyy = a*b?;, y b) las ecuaciones de sus tangentes con pendiente m son y = mx +/a*m? — b?.

Demuestre que la recta normal a una pardbola en uno de sus puntos P biseca el dngulo formado por el radio
focal de Py la recta que pasa por Py es paralela al eje de la pardbola.

Pruebe que toda tangente a una pardbola, con excepcion del vértice, corta la directriz y el lado recto
(producido si es necesario) en puntos equidistantes del foco.

Demuestre que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a una pardbola trazada desde
cualquier punto sobre su directriz pasa por el foco.

Pruebe que la recta normal a una elipse en cualquiera de sus puntos P es bisectriz del dangulo comprendido
entre los radios focales de P.

Demuestre que @) la suma de las intersecciones con los ejes coordenados de toda tangente a </x + \/§ =Ja es

constante; y que b) la suma de los cuadrados de las intersecciones con los ejes coordenados de toda tangente a

X3 + y?3 = a?2 es constante.

Halle los dngulos agudos de interseccion de los circulos x> —4x +y> =0y x> + y> = 8.
Respuesta:  45°.

Demuestre que las curvas y = x* + 2 y y = 2x + 2 tienen una tangente comdn en el punto (0, 2) y se cortan en
el punto (2, 10) en un dngulo ¢ tal que tan ¢ = 37.

Demuestre que la elipse 4x2 + 9y = 45 y la hipérbola x> — 4y> = 5 son ortogonales (es decir, se cortan en
angulo recto).

Halle la ecuacion de las rectas tangente y normal a la pardbola y = 4x? en el punto (-1, 4).
Respuestas: y+8x+4=0;8y—-x-33=0.

(En qué puntos de la curva y = 2x* + 13x? + 5x + 9 pasa su tangente por el origen?

Respuesta: x=-3,-1, 3.



Teorema del valor medio. Funciones
crecientes y decrecientes

Maximo y minimo relativos

Una funcioén f tiene un mdximo relativo en x, si f(x,) = f(x) para toda x en algun intervalo abierto que contenga
a x, (y para el que f(x) esté definida). En otras palabras, el valor de fen x, es mayor o igual a todos los valores
de f'en los puntos préximos. De la misma forma, f tiene un minimo relativo en x, si f(x) < f(x) para toda x en un
intervalo abierto que contenga x,, (y para el que esté definida f(x)). En otras palabras, el valor de fen x, es menor
o igual que todos los valores de f en los puntos proximos. Por extremo relativo de f se entiende un maximo
relativo o un minimo relativo de f.

Teorema 13.1. Si f tiene un extremo relativo en un punto x, en el que f(x,) estd definida, entonces f”(x,) = 0.

De esta manera, si f'es diferenciable en un punto en el que tiene un extremo relativo, entonces la gréfica de f'tiene
una tangente horizontal en ese punto. En la figura 13.1 hay tangentes horizontales en los puntos A y B, donde f
logra un valor maximo relativo y un valor minimo relativo, respectivamente. Repase el problema 5 para obtener una
demostracion del teorema 13.1.

Fig. 13.1

Teorema 13.2. Teorema de Rolle. Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en el intervalo
abierto (a, b). Se presupone que f(a) = f(b) = 0. Entonces f”(x) = 0 para al menos un punto x, en (a, b).

Lo anterior significa que si la grafica de una funcién continua corta el eje x en x =a y x = b, y la funcién
es diferenciable entre a y b, entonces existe al menos un punto en la grifica entre a y b donde la tangente es
horizontal. En la figura 13.2 se muestra ese punto. En el problema 6 se demuestra el teorema de Rolle.

—»



CAPITULO 13 Teorema del valor medio. Funciones crecientes y decrecientes

y

A
|
|
|
|
|
|
|
|
L > X

ol Ta (0, 0) bl
Fig. 13.2
Corolario 13.3. Teorema generalizado de Rolle. Sea g continua en el intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en

el intervalo abierto (a, b). Se presupone que g(a) = g(b). Entonces g’(x,) = 0 al menos para un punto x, en (a, b).

Observe en la figura 13.3 un ejemplo en el que hay exactamente un punto de éstos. Se advierte que el coro-
lario 13.3 proviene del teorema de Rolle si f(x) = g(x) — g(a).

Q2
S~ —— = —

Fig. 13.3

Teorema 13.4. Ley de la media o teorema del valor medio.* Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y dife-
renciable en el intervalo abierto (a, b). Asi, existe al menos un punto x, en (a, b) para el cual

fO)—fla _ .,
By e A CTY

Observe la figura 13.4. En el problema 7 se presenta la demostracién. En términos geométricos, la conclusion
indica que existe algtin punto dentro del intervalo donde la pendiente f”(x,) de la recta tangente es igual a la

pendiente (f(b) — f(a))/(b — a) de la recta P, P, que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) de la grafica. En ese punto
la tangente es paralela a P,P,, ya que sus pendientes son iguales.

0 a X,

Fig. 13.4

! La ley de la media también se denomina Teorema del valor medio para derivadas.



—

Teorema 13.5. Teorema del valor medio extendido. Se presupone que f(x) y g(x) son continuas en [a, b] y dife-
renciables en (a, b). También se presupone que g’(x) # 0, para toda x en (a, b). Entonces, existe al menos un punto x,

en (a, b) para el que
fB)=f@ _ f(x)
gb)y—gla) — g'(xy) -
Puede ver una demostracion en el problema 13. Advierta que el teorema del valor medio es un caso especial
cuando g(x) = x.

Teorema 13.6. Teorema del valor medio de orden superior. Sif'y sus primeras n — 1 derivadas son continuas en
[a, b] y f™(x) existe en (a, b), entonces hay al menos un x, en (a, b) tal que

f®=f@+ L0+ L0 ap s -

ey
L@ g S ( 0)
oy G- ar (b —ay
(Para obtener una demostracion, repase el problema 14.)
Cuando b se remplaza por x, la formula 1 se vuelve
f@0=f@+ LD )+ LD (e
- A ( ) (2)
fn (Cl) 0 n
s O L e R
para algtin x,, entre a y x.
En el caso especial cuando a = 0, la férmula (2) se vuelve
0 ”(0
fo=ro+ L0 —fz(! LS
3)

£ (0) f “(x, )
CE R nl

para algtn x, entre 0 y x.

Funciones crecientes y decrecientes

Una funcidn fes creciente en un intervalo si u < v implica que f(«) < f(v) para toda u y v en el intervalo. De igual
forma, f'es decreciente en un intervalo si u < v implica que f(«) > f(v) para toda u y v en el intervalo.

Teorema 13.7. a) Sif” es positiva en un intervalo, entonces f es creciente en ese intervalo. b) Si f” es negativa en
un intervalo, entonces f es decreciente en ese intervalo.

Para obtener la demostracion, repase el problema 9.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halle el valor de x, enunciado en el teorema de Rolle para f(x) = x* — 12x en el intervalo 0 < x < 243 .
Observe que f(0)= f(2\/§ )=0.Sif’(x) =3x*— 12 =0, entonces x = 2. Luego, x, = 2 es el valor enunciado.

. : : _x*—4x _x*—4x . 9
2. ;Seaplica el teorema de Rolle a las funciones a) f(x) = =5 Y b) f(x)= 3 o0 el intervalo (0, 4)?

a) f(x) =0 cuando x =0 o x =4. Como ftiene una discontinuidad en x = 2, un punto en [0, 4], el teorema no se
aplica.
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CAPITULO 13 Teorema del valor medio. Funciones crecientes y decrecientes

b) f(x) =0 cuando x = 0 o0 x = 4. ftiene una discontinuidad en x = -2, un punto que no esta en [0, 4]. Ademas,
f(x) = (&% + 4x — 8)/(x + 2)? existe en todo punto excepto cuando x = —2. Asi, se aplica el teorema y
x, = 2(~/3 1), la raiz positiva de x> + 4x — 8 = 0.

Halle el valor de x, enunciado en el teorema del valor medio cuando f(x) =3x>+4x-3ya=1yb=3.
fl@=f(1)=4,f(b)=f(3)=36,f"(x,) =6x,+ 4y b—a=2.Asi, 6x, + 4 =3%* = 16. Por tanto, x, = 2.

Determine un valor x, enunciado en el teorema del valor medio extendido cuando f(x) =3x+ 2y g(x) = x>+ 1,
en (1, 4].
Se debe hallar x, de manera que

fO)—fl@ _f@-fD_14-5_3_ ) _ 3

gb)—gla) ~ g@—g) 17-2"5" g(x) 2%,

Entonces, x, = %

Demuestre el teorema 13.1: si f tiene un extremo relativo en un punto x, en el que f”(x,) estd definida, entonces

f'(x)=0.
Considérese el caso de un maximo relativo. Como f'tiene un maximo relativo en x,, entonces para un
|Ax| suficientemente pequefio, f(x, + Ax) < f(x,), de modo que f(x, + Ax) — f(x,) < 0. Luego, cuando Ax <0,

f(x() +A-x)_f(x()) >0- Asi
Ax

= tim L2+ 80 )

SACH +AX) fO)

AXA)O’

Cuando Ax, >0, S (% +Ax) = f(x)

. Por tanto,
Ax <0

f,(-xo) — ETO f(x() + AAX; - f('xo)

o LG+ AD = flx)

A,\~>0* Ax

Como f(x,) 20y f’(x,) <0, entonces f”(x,) = 0.

Demuestre el teorema de Rolle (teorema 13.2): si f'es continua en el intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en
el intervalo abierto (a, b), y si f(a) =f(b) = 0, entonces f”(x,) = 0 para algin punto x, en (a, b).

Si f(x) = 0 a lo largo del intervalo cerrado [a, b], entonces f’(x) = 0 para toda x en (a, b). Por otra parte,
si f(x) es positivo (negativo) en algin punto en (a, b), entonces, por el teorema del valor extremo (teorema
8.7), f tiene un valor maximo (minimo) en algtn punto x, en [a, b]. Ese valor mdximo (minimo) debe ser
positivo (negativo) y, por consiguiente, x, queda en (a, b), ya que f(a) = f(b) = 0. Entonces, f tiene un maximo
(minimo) relativo en x,. Por el teorema 13.1, f’(x,) = 0.

Demuestre el teorema del valor medio (teorema 13.4): sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y
diferenciable en el intervalo abierto (a, b). Entonces, existe por lo menos un punto x, en (a, b) para el cual

(b)-f(a) ’
= ()
Sea F(x) = f(x)— fla) - L P =L@ ().

De esta manera, F(a) =0 = F (b). Luego, el teorema de Rolle se aplica a F en [a, b]. Por tanto, para algtin
X, en (a, b), F'(xo) 0.

(b) f (a)



10.

11.

12.

13.

14.

Demuestre que si g es creciente en un intervalo, —g es decreciente en ese mismo intervalo.
Se presupone que u < v. Entonces, g(u) < g(v). Por ende, —g(u) > —g(v).

Demuestre el teorema 13.7: a) si f” es positiva en un intervalo, entonces f es creciente en ese intervalo. b) Si f*
es negativa en un intervalo, f es decreciente en ese intervalo.
a) Sean a 'y b dos puntos cualesquiera en un intervalo con a < b. Por el teorema del valor medio, para
) ) ) ' -
% =f ’(x[]) algdn punto x, en (a, b). Como x, estd en el intervalo, f”(x,) > 0. Entonces, %
Pero a < b; por consiguiente, b — a > 0. Luego, f(b) — f(a) > 0. Asi, f(a) < f(D).

>0.

b) Sea g =—f. Entonces g’ es positiva en el intervalo. Por el inciso a), g es creciente en el intervalo. Entonces, f
es decreciente en el intervalo.

Demuestre que f(x) = x> + 20x — 6 es una funcidn creciente para todos los valores de x.
f'(x) = 5x* + 20 > 0 para toda x. Entonces, por el teorema 13.7a), f es creciente en todos los puntos.

Pruebe que f(x) = 1 — x> — x” es una funcién decreciente para todos los valores de x.

f'(x) = =3x* — 7x° < 0 para toda x # 0. Por tanto, por el teorema 13.7b), f es decreciente en todo intervalo
que no contenga 0. Observe que si x < 0, f(x) > 1 =f(0), y si x>0, f(0) = 1 > f(x). Luego, fes decreciente para
todos los niimeros reales.

Demuestre que f(x) = 4x* + x — 3 = 0 tiene exactamente una solucién verdadera.

f(0)=-3y f(1) =2. El teorema del valor intermedio extendido establece que f(x) = 0 tiene una solucién en
(0, 1). Como f(x) = 12x* + 1 > 0, f'es una funcién creciente. Por tanto, no puede haber dos valores de x para
los cuales f(x) = 0.

Demuestre el teorema del valor medio extendido (teorema 13.5): si f(x) y g(x) son continuas en [a, b] y

diferenciables en (a, b), y g'(x) # 0 para toda x en (a, b), entonces existe al menos un punto x, en (a, b) para el
1 fO)-fla) _ 1 Sx)
2b)-gl@) ~ gx)

Supéngase que g(b) = g(a). Por el teorema generalizado de Rolle, g’(x) = 0 para alguna x en (a, b), lo que
contradice la hipétesis. Entonces, g(b) # g(a).

Sea F(x) = f(x)— f(b) - %(w) —g))

En consecuencia, F(a)=0=F(() y F'(x)=f(x)—

cua

)~ f@
50— g &
f0)- f@) ,

De acuerdo con el teorema de Rolle, existe x, en (a, b) para el cual f'(x,) — m g'(x,)=0.

Pruebe el teorema del valor medio de orden superior (teorema 13.6): si f'y sus primeras n — 1 derivadas son
continuas en [a, b] y f™(x) existe en (a, b), entonces hay al menos una x, en (a, b) tal que

16)= 1@+ L0 -+ L300 -ap +r L8 -y + L) gy 1)
Sea K una constante definida por
1®)= f@+ L0 -0+ LDt —ap + + LD - 0y + Ko -ay @

y considere que

F = £ - fby+ L% (x)(b— n+ L0 ”(x)(b— X2+ +{; Ug‘,)(b X+ K (b= )"
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15.

CAPITULO 13 Teorema del valor medio. Funciones crecientes y decrecientes

Ahora F(a) =0 por (2), y F(b) = 0. Por el teorema de Rolle, existe x, en (a, b) tal que

F/(50) = ) + ()b = x,) = (e )]+ [ T200) (2 = e 0= x@}

(n) (n=1)
+eet [%(b —x,) - %(b - xO)nz:|_ Kn(b—x,)""

PAEN)
“n-1)!

f(n) (-x())

n!

(b—x)" = Kn(b—-x,)""'=0

Entonces, K = y (2) se vuelve (1).

Si f’(x) = 0 para toda x en (a, b), entonces f es constante en (a, b).
Sean u y v dos puntos cualesquiera en (a, b), con u < v. Por el teorema del valor medio, existe x, en (u, v)
para el cual W =f"(x,). Por hipétesis, f”(x,) = 0. Entonces, f(v) — f(u) = 0 y, por consiguiente, f(v) = f(u).

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Si f(x) = x*—4x + 3 en [1, 3], halle un valor prescrito por el teorema de Rolle.
Respuesta:  x,="2.
Halle un valor enunciado por el teorema del valor medio, dado:

a) y=x*en|0, 6]. Respuesta: x,= 23 .

b) y=ax’+bx+cen[x}x,]. Respuesta: x,=+(x, +x,) .

Si f’(x) = g’(x) para toda x en (a, b), demuestre que existe una constante K tal que f(x) = g(x) + K para toda x
en (a, b). [Sugerencia: D (f(x) — g(x)) =0 en (a, b). Por el problema 15, existe una constante K tal que

Jf(x) - g(x)=Ken (a, b).]

Halle un valor x, prescrito por el teorema del valor medio cuando f(x) = x> + 2x — 3, g(x) = x> —4x + 6 en el
intervalo [0, 1].

Respuesta: % .

Demuestre que x> + px + ¢ = 0 tiene @) una raiz real si p > 0, y b) tres raices reales si 4p* + 27¢> < 0.

Pruebe que f(x)= ?;13 no tiene ni un maximo relativo ni un minimo relativo. (Sugerencia: utilice el teorema
13.1.)
Demuestre que f(x) = 5x* + 11x — 20 = 0 tiene exactamente una solucidn real.



23. a) (Dodnde son crecientes y donde decrecientes las funciones siguientes? Trace las graficas.

24.

25.

b) (cG) Compruebe las respuestas del inciso anterior mediante una graficadora.

0 f(x)=3x+5 Respuesta:
i) f(x)=-7x+20 Respuesta:
i) f(x)=x*+6x-11 Respuesta:
iv) f(x)=5+8x—x? Respuesta:
v) f(x)= Ja—x2 Respuesta:
vi) f)=|x-2|+3 Respuesta:
vii) f(x)=—~ Respuesta:

x*—4

creciente en todas partes.

decreciente en todas partes.

decreciente en (-0, —3), creciente en (=3, +oo).
creciente en (—oo, 4), decreciente en (4, +oo).
creciente en (-2, 0), decreciente en (0, 2).

decreciente en (—eo, 2), creciente en (2, +oo).

decreciente en (—eo, =2), (-2, 2), (2, +e0); nunca creciente.

(cG) Utilice una graficadora para estimar los intervalos en los que f(x) = x> + 2x> — 6x + 1 es creciente y los

intervalos en los que es decreciente.

Para las funciones siguientes determine si es aplicable el teorema de Rolle. Si lo es, halle los valores

anunciados.

a) f(x)=x**-2en[-3, 3] Respuesta:
b) f(x)=|x*—4|en [0, 8] Respuesta:
¢) f(x)=[]x*-4|en ][0, 1] Respuesta:

d) fo)= x2;3—x—4 en[-1,4] Respuesta:

-5

No; no diferenciable en x = 0.
No; no diferenciable en x = 2.
No. f(0) #f(1).
Si.x,=5-6.
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Valores maximos y minimos

Numeros criticos

Un niimero x, en el dominio de ftal que f"(x,) = 0 0 f”(x,) no esté definido se llama niimero critico de f.

Recuérdese (teorema 13.1) que si f tiene un extremo relativo en x, y f”(x,) estd definida, entonces f"(x,) = 0
y, por tanto, x, es un ndmero critico de f. Sin embargo, observe que la condicién f'(x,) = 0 no garantiza que f
tenga un extremo relativo en x,. Por ejemplo, si f(x) = x*, entonces f”(x) = 3x? y, por consiguiente, 0 es un nimero
critico de f; pero f no tiene un maximo relativo ni un minimo relativo en 0 (fig. 5.5).

EJEMPLO 14.1.

a) Seaf(x) =7x*>-3x+ 5. Entonces, f'(x) = 14x — 3. Al igualar f”(x) a cero, f'(x) = 0, y resolver se llega a que el
tinico nimero critico de fes 7.

b) Seaf(x)=x*—-2x*+x+ 1. Entonces, f"(x) = 3x> — 4x + 1. Al despejar f’(x) = 0, se halla que los nimeros
criticos son 1y 1. ) 5

¢) Sea f(x) = x*". Entonces, f’(x)= §x‘” 3= TR Como f7(0) no est4 definida, 0 es el tinico nimero critico de f.

Es indispensable hallar algunas condiciones que permitan concluir que una funcién f tiene un maximo o un
minimo relativo en un nimero critico dado.

Criterio de la segunda derivada para extremos relativos
Supdngase que f'(x,) = 0y que f”(x,) existe. Luego, si

) f”(x,) <0, entonces f tiene un maximo relativo en x,
ii) f”(x,) >0, entonces f tiene un minimo relativo en x,

iii) f”(x,) =0, entonces se ignora qué pasa en x,.

En el problema 9 se proporciona una demostracion. Para ver que el inciso iii) es valido se consideran tres
funciones: f(x) = x*, g(x) = —x*y h(x) = x*. Como f’(x) = 45, g'(x) = —-4x> y I'(x) = 3%, 0 es un nimero critico
de las tres funciones. Como f”(x) = 12x%, g”(x) = —12x* y h”’(x) = 6x, la segunda derivada de las tres funciones
es 0 en 0. Sin embargo, f tiene un minimo relativo en 0, g tiene un médximo relativo en 0 y 4 no tiene un maximo
ni un minimo relativo en 0.

EJEMPLO 14.2.

a) Considere la funcién f(x) = 7x> — 3x + 5 del ejemplo 1a). El tinico valor critico fue 7. Como f”(x) = 14, (&
= 14 > 0. Entonces, el criterio de la segunda derivada dice que f tiene un minimo relativo en .

b) Considere la funcién f(x) = x* — 2x> + x + 1 del ejemplo 1b). Observe que f”(x) = 6x — 4. En los niimeros criticos
lyL,f7(1)=2>0yf”($)=2>0. Por tanto, f tiene un minimo relativo en 1 y un maximo relativo en <.

¢) Enelejemplo l¢), f(x) = x**y f'(x) =  x'°. El dnico niimero critico es 0, donde f” no esté definida. Por tanto,
f”(0) no esté definida y el criterio de la segunda derivada no es aplicable.

Si no se puede utilizar o resulta inconveniente el criterio de la segunda derivada, ya sea porque la segunda
derivada es 0 o porque no existe o es dificil de calcular, se puede aplicar el criterio siguiente, sin perder de vista
que f’(x) es la pendiente de la tangente a la grafica de fen x.

@ —



Criterio de la primera derivada
Supdngase que f(x,) = 0.

Caso {+, -}

Si f” es positiva en un intervalo abierto inmediatamente a la izquierda de x,, y negativa en un intervalo abierto
justo a la derecha de x,, entonces f tiene un maximo relativo en x, [fig. 14.1(a)].

Caso {—, +}

Si f” es negativa en un intervalo abierto justo a la izquierda de x,, y positiva en un intervalo abierto justo a la
derecha de x,, entonces f tiene un minimo relativo en x, [fig. 14.1(D)].

Casos {+, +} y {—, -}

Si f” tiene el mismo signo en intervalos abiertos justo a la izquierda y justo a la derecha de x,, entonces f no
tiene un maximo ni un minimo relativo en x, [fig. 14.1(c-d)].
Para ver una demostracién del criterio de la primera derivada, repase el problema 8.

A

X X0
(a) (b)
| |
o X,
(c) (d)

Fig. 14.1

EJEMPLO 14.3. Considere tres funciones f(x) = x*, g(x) = —x* y h(x) = x3, ya analizadas. En su nimero critico 0,
el criterio de la segunda derivada no resulta aplicable porque la segunda derivada es 0. Entonces, se intenta el criterio
de la primera derivada.

a) f'(x) =4x%. Alaizquierdade 0, x <0, y asi, f’(x) <0. A la derecha de 0, x > 0, por lo que f’(x) > 0. Luego, se
presenta el caso {—, +} y f debe tener un minimo relativo en 0.

b) g'(x) =-4x>. A laizquierda de 0, x < 0, implica que g’(x) > 0. A la derecha de 0, x > 0, y entonces g’(x) < 0.
Luego, aparece el caso {+, —} y g debe tener un maximo relativo en 0.

¢) h(x)=3x% h'(x) >0, aambos lados de 0. Entonces, se tiene el caso {+, +} y & no presenta un maximo ni un
minimo relativo en 0. Existe un punto de inflexion en x = 0.

Puede comprobar estos resultados en las graficas de las funciones.
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CAPITULO 14 Valores maximos y minimos

Maximo y minimo absolutos

Un mdximo absoluto de una funcién f en un conjunto S ocurre en x, en S si f(x) < f(x,) para toda x en S. Un
minimo absoluto de una funcién fen un conjunto S ocurre en x, en S si f(x) = f(x,) para toda x en S.

Método tabular para hallar el maximo y el minimo absolutos

Sea f continua en [a, b] y diferenciable en (a, b). Por el teorema del valor extremo, se sabe que f tiene un
maximo y un minimo absolutos en [a, b]. Aqui se proporciona un método tabular para determinar qué son y
dénde ocurren (fig. 14.2).

x f)
Cq f(cl)
¢ fley)
c, [,
a f@
b f)
Fig. 14.2

Primero se hallan los nimeros criticos (si los hay) ¢, ¢,,... de fen (a, b). Segundo, se anotan estos nimeros
en una tabla, junto con los puntos extremos a y b del intervalo. Tercero, se calcula el valor de f para todos los
numeros de la tabla.

Entonces:

1. El valor mds grande de estos valores es el mdximo absoluto de f'en [a, b].
2. El valor més pequeifio de estos valores es el minimo absoluto de fen [a, b].

EJEMPLO 14.4. Halle el mdximo y el minimo absolutos de f(x) =x* —x*—x + 2 en [0, 2].

f/(x)=3x*-2x—1=3x+ 1)(x— 1). Por tanto, los niimeros criticos son x =— 1y x = 1. El tinico niimero critico
en [0, 2] es 1. En la tabla de la figura 14.3 se observa que el valor mdximo de f'en [0, 2] es 4, el cual se alcanza en el
punto extremo derecho 2, y el valor minimo es 1, alcanzado en 1.

x| f@)
1 1
0 2
2 4
Fig. 14.3

Es evidente por qué el método funciona. Por el teorema del valor extremo, f alcanza valores maximos y mi-
nimos en el intervalo cerrado [a, b]. Si cualquiera de tales valores ocurre en un punto extremo o terminal, ese
valor aparecerd en la tabla, y como en realidad es un maximo o un minimo, aparecerd como el valor mis grande
0 mds pequefio. Si se asume un maximo o un minimo en el punto x, dentro del intervalo, f tiene un miximo o
un minimo relativo en x, y, segtn el teorema 13.1, f"(x,) = 0. Asi, x, serd un ndmero critico y aparecerd en la
tabla, de manera que el valor mdximo o minimo correspondiente f(x,) serd el mas grande o el mds pequefio en
la columna de la derecha.

Teorema 14.1. Supoéngase que f es una funcién continua definida en un intervalo J. El intervalo J puede ser un
intervalo finito o infinito. Si f tiene un extremo relativo inico dentro de J, entonces ese extremo relativo también es
un extremo absoluto en J.

Para explicar el porqué de lo anterior, observe la figura 14.4, donde se supone que ftiene un extremo tnico,
un maximo relativo en c. Considere cualquier otro nimero d en J. La grafica se mueve hacia abajo a ambos lados



de c. De esta manera, si f(d) fuera mayor que f(c), entonces, por el teorema del valor extremo para el intervalo
cerrado con puntos extremos c y d, f tendria un minimo absoluto en algtin punto u entre ¢ y d. (u podria no ser
igual a c 0 a d.) Por consiguiente, ftendria un minimo relativo en u, lo que contradiria la hipétesis de que ftiene
un extremo relativo sélo en c. Es posible ampliar este argumento al caso en el que ftiene un minimo relativo en
c aplicando el resultado que se acaba de obtener para —f.

>

Fig. 14.4

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Localice los maximos o minimos absolutos de las siguientes funciones en sus dominios:
a) y=-=x4b)y=(x-3)%0)y=~N25-4x’;d)y=~x—-4.

a) y=-x*tiene un maximo absoluto (que es 0), cuando x = 0, ya que y < 0 cuando x # 0. No tiene minimo
relativo, puesto que su rango es (—eo, 0). La gréfica es una pardbola que se abre hacia abajo, con vértice en
0, 0).

b) y=(x-3)?tiene un minimo absoluto, 0, cuando x = 3, pues y > 0 cuando x # 3. No tiene maximo absoluto,
pues su rango es (0, +o). La grafica es una pardbola que se abre hacia arriba, con vértice en (3, 0).

¢) y=+/25-4x" tiene en 5 su maximo absoluto, cuando x = 0, ya que 25 — 4x? < 25 cuando x # 0. 0 es su
minimo absoluto, cuando x = 3. La grafica es la mitad superior de una elipse.

d) y=+/x—4 muestra a 0 como su minimo absoluto cuando x = 4. No tiene mdximo absoluto. Su grifica es
la mitad superior de una pardbola con vértice en (4, 0) y x como su eje de simetria.

2. Sea f(x)=+x*+4x*—6x+8. Halle a) los nimeros criticos de f; b) los puntos en los que f tiene un maximo o
minimo relativo; ¢) los intervalos en los que f'es creciente o decreciente.

a) f/(x)=x>+x-6=(x+3)(x-2). Al despejar f”(x) = 0 se obtienen los nimeros criticos -3 y 2.

b) f”(x)=2x+ 1. Luego, f”(-3) =-5< 0y f”(2) = 5. Asi, por el criterio de la segunda derivada, f tiene un
méximo relativo en x = -3, donde f(-3) = 4. Por el criterio de la segunda derivada, f tiene un minimo
relativo en x = 2, donde f(2) = %.

¢) Considere f'(x) = (x + 3)(x — 2). Cuando x > 2, f’(x) > 0. Para -3 < x < 2, f(x) < 0. Para x < -3, f’(x) > 0.
Asi, por el teorema 13.7, fes creciente para x < -3y 2 <x, y decreciente para -3 < x < 2.

En la figura 14.5 se muestra un dibujo de parte de la grifica de f. Observe que f no tiene maximo ni minimo
absolutos.
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CAPITULO 14 Valores maximos y minimos

y
(-3,432) A

o (2,2/3)
L

Fig. 14.5

Sea f(x) = x* + 2x* — 3x2 — 4x + 4. Halle a) los niimeros criticos de f; b) los puntos en los que ftiene un extremo
relativo; ¢) los intervalos en los que f es creciente o decreciente.

a) Seaf'(x) =4x* + 6x* — 6x — 4. Es claro que x = 1 es un cero de f”(x). Al dividir f’(x) entre x — 1 se obtiene
4x* + 10x + 4, que se factoriza 2(2x* + 5x + 2) = 2(2x + 1)(x + 2). Asi, f/(x) = 2(x — D2x + 1)(x + 2), y los
ndmeros criticos son 1, — % y 2.

b) f’(x)=12x*+ 12x — 6 = 6(2x* + 2x — 1). Mediante el criterio de la segunda derivada, se hallai)enx =1,
f7(1) =18 > 0, y existe un minimo relativo; ii) en x = — % f (= %) =-9 < (0, de manera que hay un
maximo relativo; iif) en x = -2, f/(-2) = 18 > 0, que sefiala un minimo relativo.

¢) f'(x)>0cuando x > 1, f'(x) < 0 cuando —1 < x <1, f/(x) > 0 cuando —2 < x < —3, y f’(x) < 0 cuando x <
—2. Por tanto, fes creciente cuando x > 1, o bien, 2 < x < —%, y decreciente cuando —% <x<lox<-2.

La grafica aparece en la figura 14.6.

y
(112, 81/16)y, A

(-2,0) (1,0)

Fig. 14.6

. . 1 . . .
Analice los extremos relativos de f(x) = Y halle los intervalos en los que f'es creciente o decreciente.

f(x) =(x=2)", de manera que f'(x) = —(x —2)?=— ﬁ Entonces, f” nunca es 0 y el dnico nimero donde
/" no estd definida es 2, que no se encuentra en el dominio de f. Por tanto, f no tiene nimeros criticos. Asf, f
no tiene extremos relativos. Observe que f”(x) < O para x # 2. Luego, f es decreciente para x < 2 y para x > 2.
Existe una discontinuidad no removible en x = 2. La gréfica se muestra en la figura 14.7.

y
A

Fig. 14.7



5.

6.

10.

Localice los extremos relativos de f(x) = 2 + x** y los intervalos en los que fes creciente o decreciente.

f'(x)= %x“” = 3le . Entonces, x = 0 es un nimero critico, ya que f’(0) no estd definida (pero O se halla en
el dominio de f). Observe que f”(x) tiende a e cuando x se aproxima a 0. Si x < 0, f"(x) es negativa, por lo que
fes decreciente. Cuando x > 0, f”(x) es positiva y, por tanto, f es creciente. La grafica se presenta en la figura
14.8. ftiene un minimo absoluto en x = 0.

\

o0

©,2)

Fig. 14.8

Utilice el criterio de la segunda derivada para analizar los extremos relativos de las funciones siguientes:
250

a) f(x) =x(12 = 2x)% b) f(x) = x> + =,

a) f(x)=x(2)(12 = 2x)(=2) + (12 = 2x)* = (12 — 2x)(12 — 6x) = 12(x — 6)(x — 2). Entonces, 6 y 2 son los
ndmeros criticos. f”(x) = 12(2x — 8) = 24(x — 4). Luego, f”(6) =48 > 0, y f”'(2) = —48 < 0. Por tanto, f
tiene un minimo relativo en x = 6 y un maximo relativo en x = 2.

by f(0)= 2x_zso 2( 125)

500/x. Como f"(5) =6 >0, ftiene un minimo relativo en x = 5.

Entonces, el dnico nimero critico es 5 (donde x* — 125 = 0). f(x) =2 +

Determine los extremos relativos de f(x) = (x — 2)*.
f'(x)= 3 2)2,3 . Aqui, 2 es el unico ndmero critico. Como f”(2) no estd definida, /”(2) no estara

definida. Entonces, debe intentarse con el criterio de la primera derivada. Para x < 2, f’(x) < 0, y para x > 2,
f'(x) > 0. Asi, se tiene el caso {—, +} del criterio de la primera derivada, y f tiene un minimo relativo en x = 2.

Demuestre el criterio de la primera derivada.

Sea f”(x,) = 0. Considérese el caso {+, —}: si f* es positiva en un intervalo abierto inmediatamente a la
izquierda de x, y negativa en un intervalo abierto inmediatamente a la derecha de x,, entonces f tiene un
maximo relativo en x,. El teorema 13.8 permite observar que f” es positiva en un intervalo abierto justo a la
izquierda de x,, f es creciente en ese intervalo, y que f” es negativa en un intervalo abierto justo a la derecha de
X,, fes decreciente en ese intervalo. Por tanto, f tiene un maximo relativo en x,. El caso {—, +} procede del caso
{+, —} aplicado a —f. En el caso {+, +}, f serd creciente en un intervalo alrededor de x,, y en el caso {—, -} f
sera decreciente en un intervalo alrededor de x,. Entonces, en ambos casos f no tiene maximo ni minimo
relativos en x,.

Demuestre el criterio de la segunda derivada: si f(x) es diferenciable en un intervalo abierto que contiene
un valor critico x, de f, y " (x,) existe y f”'(x,) es positiva (negativa), entonces f tiene un minimo (maximo)
relativo en x,.

Sea f”(x,) > 0. Entonces, por el teorema 13.8, f” es creciente en x,. Como f”(x,) = 0, esto implica que f*
es negativa cuando estd préxima y a la izquierda de x,, y f” es positiva cuando estd préxima y a la derecha de
X,- En consecuencia, se tiene el caso {—, +} del criterio de la primera derivada y, por tanto, f tiene un minimo
relativo en x,. En la situacién opuesta, donde f”'(x,) < 0, el resultado que acaba de comprobar se aplica a la

funcidén g(x) = —f(x). Asi, g tiene un minimo relativo en x,, y, por consiguiente, f tiene un maximo relativo en x,.

Entre los niimeros reales positivos u y v cuya suma resulta en 50, halle la seleccion de u# y de v que haga su
producto P lo mds grande posible.

P =u(50 — u). Aqui, u es cualquier niimero positivo menor que 50. Pero también se puede permitir que u
sea 0 0 50, ya que en tales casos, P = 0 que, con certeza, no sera el valor mas grande posible. Entonces, P es

: IeA $T 0NLIdVI
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11.

12.

13.

CAPITULO 14 Valores maximos y minimos

una funcién continua u(50 — u), definida en [0, 50]. P = 50u — u?> también es siempre diferenciable, y dP/du =
50 — 2u. dP/du = 0 resulta en un niimero critico tnico u = 25. Por el método tabular (figura 14.9), se observa
que el valor maximo de P es 625, cuando u = 25 (y, por tanto, v = 50 — u = 25).

u P
25 | 625
0 0
50 0
Fig. 14.9

Divida el nimero 120 en dos partes tales que el producto P de una parte y el cuadrado de la otra constituya un
maximo.

Sea x una parte y 120 — x la otra. Entonces, P = (120 — x)x> y 0 < x < 120. Como dP/dx = 3x(80 — x), los
ntmeros criticos son 0 y 80. Con el método tabular se halla P(0) = 0, P(80) =256 000 y P(120) = 0. Por tanto,
el valor maximo ocurre cuando x = 80, y las partes requeridas son 80 y 40.

Una hoja de papel para un cartel debe tener 18 pies cuadrados de drea. Los margenes superior e inferior han de
ser de 9 pulgadas, y los margenes de los lados, de 6 pulgadas. ;Cudles deberian ser las dimensiones de la hoja
para maximizar el drea impresa?

Sea x una dimension medida en pies. Entonces 18/x es la otra dimensidn (fig. 14.10). La tnica restriccién

PR . dA
en x es que x > 0. El drea impresa en pies cuadrados es A = (x — 1) (%—%) Y& = i—? - %
3/4
1/2 18/x

X

Fig. 14.10

Al resolver dA/dx = 0 se obtiene el nimero critico x = 2\/5 . Como d*A/dx* = -36/x* es negativa cuando
x=2+/3, el criterio de la segunda derivada indica que A tiene un maximo relativo en x = 24/3 . Como 2./3 es
el tnico nimero critico en el intervalo (0, +e0), el teorema 14.1 establece que A tiene un maximo absoluto en
x= 2J§ . Entonces, un lado mide 2\/§ pies y el otro mide ﬁ = 3\/5 pies.

A las 9 AMm, el barco B se encuentra 65 millas al este del barco A. El barco B navega hacia el Oeste a 10 millas
por hora y A hacia el Sur a 15 millas por hora. Si contindan en sus cursos respectivos, ;cudndo estardn mds
cerca el uno del otro y cudn cerca (fig. 14.11)?

Sean A, y B, las posiciones de los barcos a las 9 aAM, y A, y B, sus posiciones ¢ horas mas tarde. La distancia
recorrida en ¢ horas por A es de 15¢ millas, y por B, de 10z millas. La distancia D entre los barcos estd
determinada por D? = (15¢)* + (65 — 10r)>. Entonces,

dD _ _10A(—10)- dD _ 325t—650
2D = 2(150)(15)+ 265~ 101)(~10); por tanto, 4P _ 325 =650,

Ay B, B,
65— 10t 10¢

15t

Fig. 14.11
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15.

16.

Al resolver dD/dt = 0 se obtiene el nimero critico # = 2. Como D > 0y 325¢ — 650 es negativo a la izquierda
de 2 y positivo a la derecha de 2, el caso (—, +) del criterio de la primera derivada indica que 7 = 2 produce un
minimo relativo para D. Como ¢ = 2 es el tnico nimero critico, el teorema 14.1 implica que existe un minimo
absoluto en ¢ = 2.

Tomando 7 = 2 en D* = (151) + (65 — 10£)? da D = 15+/13 millas. Por tanto, los barcos estan mds cerca a las
11 AM, a 15\/§ millas de distancia uno del otro.

Se quiere construir un contenedor cilindrico de metal cuya base circular tenga una capacidad de 64 pulgadas
cubicas. Halle sus dimensiones de manera que la cantidad de metal requerido (drea de la superficie) sea
minima cuando el contenedor sea a) una lata abierta y b) una lata cerrada.

Sean ry h el radio de la base y la altura en pulgadas, respectivamente, A la cantidad de metal y V el
volumen del contenedor.

a) Aqui V=mr’h =64,y A =2nrh+ nr’. Para expresar A como funcién de una variable se despeja & en la
primera relacién (porque es mds fécil) y se sustituye en la segunda; se obtiene

3_
A=2nr— 64 +717r2—128 y d—A=—@+2n’r=—2(m’2 64)
wr? dr r r
y el nimero critico es r = 4/%/;. Entonces, h=64/7r? = 4/3/5. Luego, r=h= 4/%/; pulgadas.

Ahora dA/dr > 0 a la derecha del nimero critico, y dA/dr < 0 a la izquierda de éste. Asi, por el criterio
de la primera derivada se tiene un minimo relativo. Como no hay otro nimero critico, dicho minimo
relativo es un minimo absoluto.

b) Aqui de nuevo V = 1r*h = 64, pero A = 21rh + 21r? = 2nr(64/nr?) + 21r? = 128/r + 21, Entonces,
dA _ 128 _Amr=32)
ar = —+4nr= p
y el niimero critico es r = 23/4/r. Luego, h = 64/nr* = 43/4/x. Por consiguiente, h = 2r = 43/4/1
pulgadas. Como en el inciso a), es posible demostrar que se ha hallado un minimo absoluto.

El costo total de producir x radios por dfa es $(4x? + 35x + 25) y el precio por unidad para la venta es
$(50 - 1 x).

a) (Cudl deberia ser la produccidn diaria para obtener una utilidad total maxima?
b) Muestre que el costo de producir un radio es un minimo relativo de esa produccién.

a) Lautilidad sobre la venta de x radios por dfa es P = x(50 — 4 x) — (+ x? + 35x + 25) . Entonces, dP/dx = 15
— 3x/2; al resolver dP/dx = O se obtiene el nimero critico x = 10.
Como d*Pldx* =—3 <0, el criterio de la segunda derivada muestra que se ha hallado un méximo
relativo. Como x = 10 es el tnico nimero critico, el maximo relativo es un maximo absoluto. Luego, la
produccién diaria que maximiza la utilidad es de 10 radios por dia.

2
b) El costo de producir un radio es C = M ‘11 +35+ == 25 . Entonces,

dCldx = 0 se obtiene el nimero critico x = 10
Como d>Cldx> = 50/x* > 0 cuando x = 10, se ha hallado un minimo relativo. Puesto que hay s6lo un
numero critico, éste debe ser un minimo absoluto.

25

dac — =< al resolver
x?

=1
dx 4

El valor del combustible que consume una locomotora es proporcional al cuadrado de la velocidad y cuesta
$25 por hora para una velocidad de 25 millas por hora (mi/h). Otros costos ascienden a $100 por hora, sin
tener en cuenta la velocidad. Halle la velocidad que minimiza el costo por milla.

Sea v la velocidad requerida y C el costo total por milla. El costo del combustible por hora es k¢?, donde k
es una constante por determinar. Cuando v = 25 mi/h, k¢? = 625k = 25; por tanto, k = 1/25.

costo en $/h v?/25+100 _ v 4100
~Velocidad enmi/h — v 257 v
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17.

18.

19.

CAPITULO 14 Valores maximos y minimos

Entonces,
dC _ 1 100 (v 50)(v+50)

dv 25 0? 2507

Puesto que v > 0, el tinico ndmero critico relevante es v = 50. Como d*C/dv? = 200/¢* > 0 cuando v = 50, el
criterio de la segunda derivada indica que C tiene un minimo relativo en v = 50. Como » = 50 es el tnico
numero critico en (0, +o), el teorema 14.1 establece que C tiene un minimo absoluto en v = 50. Asf, la
velocidad més econémica es 50 millas por hora.

Un hombre en un bote de remos situado en P (fig. 14.12) a 5 millas en linea recta del punto A mds cercano
a una costa, desea llegar al punto B, a 6 millas de A a lo largo de la costa, en el tiempo mds corto. ;Dénde
deberfa desembarcar si puede remar a 2 millas por hora y caminar a 4 millas por hora?

P
5 J25 + x°
C B
A X 6—x
Fig. 14.12

Sea Cel punto entre A y B donde el hombre desembarca, y sea AC = x. La distancia remada es
PC =+/25+ x? y el tiempo necesario para remar es 7, distancia — “252* 2 . La distancia caminada es CB =6 —x, y

rapidez
el tiempo que se necesita para caminar es t, = (6 — x)/4. Por tanto, el tiempo total necesario equivale a

\/25+x dr X 1 _ 2x—+25+x?

6 X
. Entonces, == — ==
4 dx " o5+ 4 45+

1=t +t,=

El nimero critico obtenido de la igualdad 2x —/25+x* =0 es x = %\/g ~2.89. Luego, deberia
desembarcar en un punto aproximado de 2.89 millas de A hacia B. (;C6mo se sabe que este punto da el tiempo
mds corto?)

Un campo rectangular, uno de cuyos bordes limita un rio que corre en linea recta, serd cercado con alambre. Si
no se necesita cercar a lo largo del rio, muestra la cantidad minima de alambre que se precisaria si la longitud
del campo es dos veces su ancho.

Sea x la longitud del campo y y su ancho. El drea del campo es A = xy. El alambre necesario es F = x + 2y,
y dFldx =1+ 2 dy/dx. Cuando dF/dx = 0, dy/dx =—1.

También, dA/dx = 0 = y + x dy/dx. Entonces, y—+x=0 y x = 2y, como se requiere.

Para ver que se ha minimizado F, observe que dy/dx =-y*A'y

d*F _,d%y _ y dy 1(_1)_ Yy dy__1
prs 2dx 2(2Adx —4A 2—2A>Ocuando =

Ahora use el criterio de la segunda derivada y la unicidad del nimero critico.

Halle las dimensiones de un cono circular recto de volumen minimo V que puede circunscribirse en una esfera
cuyo radio es 8 pulgadas.
Sea x el radio de la base del cono, y y + 8 la altura de este dltimo (fig. 14.13). De los tridngulos rectdngulos
semejantes ABC y AED se tiene que
xX__Y+8 2 G4y +8)
g~ o4 y, por tanto, x° = V64

También

nx*(y+8)  64n(y+8)? Entonces dV _ 64n(y+8)(y—24) '

V=""5"="30-9) © Ay T 3-8y



Fig. 14.13

El niimero critico relevante es y = 24, de manera que la altura del cono es y + 8 = 32 pulgadas y el radio de la
base es 84/2 pulgadas. (;C6mo se sabe que el volumen se ha minimizado?)

20. Halle las dimensiones del rectdngulo de drea maxima A que puede inscribirse en la parte de la pardbola y* =

4px que interseca la recta x = a.
Sea PBB’P’ de la figura 14.14 el rectiangulo, y (x, y) las coordenadas de P. Entonces,

ya—x) =2y am 2 e ay— 2Ly dA_,, 3
A=2y(a x)—Zy(a 4p)—2ay 2 y dy—Za i

Al resolver dA/dy = 0 se obtiene el niimero critico y = ,/4ap/3 . Las dimensiones del rectdngulo son
2y=%3ap y a—x=a— (y"4p) = 2al3.

Como d’Aldy* = -3ylp < 0, el criterio de la segunda derivada y la unicidad del ndmero critico garantizan
que se ha hallado el drea maxima.

21. Halle la altura del cilindro circular recto de volumen méximo V que puede inscribirse en una esfera de radio R

(fig. 14.15).
A
-

Fig. 14.15

JEA vT 0INLIdVI
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CAPITULO 14 Valores maximos y minimos

Sea r el radio de la base y 2h la altura del cilindro. Segiin la geometria, V = 2nr?h y » + h> = R%. Entonces,

d_V:2n'( 2 dh

dh _
ar ar +2rh) y 2r+2h=-=0

dr

De la tdltima relacion <= dh _ =—T entonces, av _ 27r(—— + 2rh) Cuando V es un maximo, v _ 0, del cual
dr h d h dr
rr=2h
Asi, R? =/ + h? = 212 + h?, de manera que 1= R/\/3 y la altura del cilindro es 2 = 2R/\/3 . El criterio de
la segunda derivada puede utilizarse para verificar que se ha hallado un valor maximo de V.

22. La pared de un edificio se apuntalard mediante una viga apoyada sobre una pared paralela de 10 pies de altura,
situada a 8 pies del edificio. Halle la longitud L de la viga mds corta que puede utilizarse.
Observe la figura 14.16. Sea x la distancia del pie de la viga al pie de la pared paralela, y sea y la distancia

(en pies) del piso a la parte superior de la viga. Entonces, L = \/(x +8)* + y*.

Fig. 14.16

También, de tridngulos semejantes, 1y0 X ; 8 Y, por tanto, y = Lx-i-fﬁ) . Por consiguiente,

2
= oy 100G _x8 g

x[(x* +100)"* + x(x + 8)(x* + 100) 1= (x+8)(x* +100)" _ x> —800
dx X x*/x? +100

El nimero critico relevante es x = 23/100. La longitud de la viga mds corta es

23100 +8 /75 -
220 2 [43/10000 + 100 = (/100 +4)** pies
00 ( ) p

El criterio de la primera derivada y el teorema 14.1 garantizan que en realidad se ha hallado la longitud mas
corta.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

23. Analice cada uno de los valores maximos y minimos relativos mediante el criterio de la primera derivada.

a) f)=x*+2x-3 Respuesta: x =—1 produce el minimo relativo —4.

b) f(x)=3+2x+x* Respuesta: x =1 produce el maximo relativo 4.

¢) f)=x*+2x>-4x-38 Respuesta: x =% produce el minimo relativo — %; x = -2
produce el maximo relativo O.

d) f(x)=x*-6x*+9x-38 Respuesta: x =1 produce el mdximo relativo —4; x = 3 produce el

minimo relativo —8.
e) f(x)=2-x)? Respuesta: ni mdximo ni minimo relativos.



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

H fx)=(x>—-4)? Respuesta: x =0 produce el maximo relativo 16; x = =2 produce
el minimo relativo 0.

g f(x)=(x-4H*x+3)° Respuesta: x =0 produce el maximo relativo 6912; x = 4 produce
el minimo relativo 0; x = =3 produce nada.

h) f(x)=x+48/x Respuesta: x = -2 produce el maximo relativo —32; x = 2 produce
el minimo relativo 32.

D) fx)=x— D" +2)% Respuesta: x = -2 produce el maximo relativo 0; x = 0 produce el

minimo relativo —3/4; x = 1 produce nada.

Analice las funciones del problema 23a-f) para determinar, mediante el criterio de la segunda derivada, valores
mdximos o minimos relativos.

. - a+a,+-+a
Demuestre que y = (a, — x)*> + (a, — x)> + ... + (a, — x)* tiene un minimo absoluto cuando x = +—2———"

n
Analice los valores maximos y minimos absolutos en el intervalo dado:
a) y=-x*en-2<x<2 Respuesta: maximo (=0) en x =0.
b) y=(x-3)en0<x<4 Respuesta: maximo (=9) en x = 0; minimo (= 0) en x = 3.
¢) y=+25-4x>en-2<x<2 Respuesta: méaximo (= 5) en x = 0; minimo (= 3) en x = £2.
d) y=+Jx—4 end4<x<29 Respuesta: maximo (=5) en x = 29; minimo (= 0) en x = 4.

La suma de dos nimeros positivos es 20. Halle los nimeros si: @) su producto es un maximo; b) la suma de sus
cuadrados es un minimo; ¢) el producto del cuadrado de uno y el cubo del otro es un maximo.

Respuestas: a) 10, 10; b) 10, 10; ¢) 8, 12.

El producto de dos nimeros positivos es 16. Halle los nimeros cuando &) su suma es minima; b) la suma de
uno y el cuadrado del otro es minima.

Respuestas: a)4,4;b) 8, 2.

Se va a construir una caja rectangular abierta con extremos cuadrados para que tenga una capacidad de 6400
pies cuibicos, a un costo de $0.75/pie cuadrado para la base y $0.25/pie cuadrado para los lados. Halle las
dimensiones mds econémicas.

Respuesta: 20 x 20 x 16.

Una pared de 8 pies de altura dista 33 pies de una casa. Halle la escalera més corta que llegue del piso a la
casa cuando se inclina sobre la pared.

Respuesta: 15% pies.

Una compaiiia ofrece el siguiente plan de cargos: $30 por mil pedidos de 50 000 o menos, con un descuento
de 374 ¢ por cada millar que esté por encima de los 50 000. Halle el tamafio del pedido que consiga que los

recibos de la compaiifa sean un maximo.

Respuesta: 65 000.
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37.

38.

39.

40.

41.

CAPITULO 14 Valores maximos y minimos

Halle una ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, 4) que corta, en el primer cuadrante, un tridngulo de
drea minima.

Respuesta:  4x +3y—-24=0.

(En qué punto del primer cuadrante de la pardbola y = 4 — x* 1a recta tangente, junto con los ejes coordenados,
determinan un tridngulo de drea minima?

Respuesta: (24313, 813).

Halle la distancia minima del punto (4, 2) a la pardbola y* = 8x.

Respuesta: 242

a) Analice los valores mdximos y minimos de y en 2x> — 4xy + 3y> — 8x + 8y — 1 = 0. b) (cG) Verifique la
respuesta para a) con una graficadora.

Respuesta:  a) maximo en (5, 3); b) minimo en (-1, -3).

(cG) Halle el méximo y el minimo absolutos de f(x) = x° — 3x> — 8x — 3 en [-1, 2] con precisién de tres cifras
decimales.

Respuesta:  maximo 1.191 en x = —0.866; minimo —14.786 en x = 1.338.

Una corriente eléctrica, cuando fluye en una bobina circular de radio r, ejerce una fuerza F = ﬁ en un
1

imdn pequefio ubicado a una distancia x sobre el centro de la bobina. Demuestre que F' es mdxima cuando x = 5 7.

El trabajo realizado por una célula voltaica de fuerza electromotriz constante E y resistencia interna constante
r al pasar una corriente estacionaria por una resistencia externa R es proporcional a E>’R/(r + R)>. Demuestre
que el trabajo realizado es maximo cuando R = r.

. . 2 g2 . .
Una recta tangente se dibuja a la elipse 5= + f—6 =1, de manera que la parte intersecada por los ejes
coordenados es un minimo. Demuestre que su longitud es 9.

. L - . . 2 )2 . .
Un rectdngulo estd inscrito en la elipse 55 + % =1 con sus lados paralelos a los ejes de la elipse. Halle las
dimensiones del rectdngulo de a) drea maxima y b) perimetro mdximo que pueda inscribirse de esta manera.

Respuestas:  a) 205/2 x 1542 ; b) 32 x 18.

Halle el radio R del cono circular recto de volumen maximo que pueda inscribirse en una esfera de radio r.
(Recuérdese: el volumen de un cono circular recto de radio R y altura i es 3 wR?h.)

Respuesta: R= %rﬁ .



42. Un cilindro circular recto esta inscrito en un cono circular recto de radio . Halle el radio R del cilindro si a) su
volumen es un maximo; b) su drea lateral es un maximo. (Recuérdese: el volumen de un cilindro circular recto
de radio R y altura h es TR?h y su drea lateral es 2nRA.)

Respuestas: a)R=32r;b)R=1r.

43. Demuestre que una carpa cénica de volumen dado necesitard la cantidad minima de material cuando su altura
h es /2 por el radio r de la base. [Advierta primero que el drea de la superficie A = (> + h?).]

44. Demuestre que el tridngulo equildtero de altura 3r es el tridngulo isésceles de drea minima que se circunscribe
en un circulo de radio r.

45. Determine las dimensiones de un cilindro circular recto de maxima 4rea de superficie lateral que puede
inscribirse en una esfera de radio 8.

Respuesta:  h=2r= 8/2.

Investigue la posibilidad de inscribir un cilindro circular recto de area total maxima (incluidos su pico y su
base) en un cono circular recto de radio ry altura A.

=

46

Respuesta:  si h>2r, radio del cilindro = %( 7

_r'
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Trazo de curvas.
Concavidad. Simetria

Concavidad
Desde un punto de vista intuitivo, el arco de una curva es concavo hacia arriba si tiene la forma de una taza [fig.
15.1a)] y que es concavo hacia abajo si tiene la forma de una cipula [fig. 15.15)]. Sin embargo, es posible una
definicién mds precisa. Un arco es concavo hacia arriba si para cada x,, el arco queda por encima de la tangente
en x, en algtn intervalo abierto alrededor de x,. De igual modo, un arco es concavo hacia abajo si para cada x,,
el arco queda por debajo de la tangente en x, en algtin intervalo abierto alrededor de x,.

La mayor parte de las curvas son combinaciones de céncava hacia arriba y concava hacia abajo. Por ejemplo,
en la figura 15.1¢) la curva es concava hacia abajo de A a By de C a D, pero céncava hacia arriba de B a C.

(@) (b) (©)

Concava hacia arriba Concava hacia abajo

Fig. 15.1

La segunda derivada de findica la concavidad de la gréfica de f.

Teorema 15.1.
a) Sif”(x) >0 paraxen (a, b), entonces la grafica de f'es concava hacia arriba para a < x < b.
b) Sif”(x) <0 paraxen (a, b), entonces la grafica de f'es concava hacia abajo para a < x < b.

Repase la demostracién en el problema 17.

EJEMPLO 15.1.

a) Sea f(x) = x%. Entonces, f”(x) = 2x, f”(x) = 2. Como f”'(x) > 0 para toda x, la grafica de f es siempre céncava
hacia arriba. Esto se debe a que la gréfica sefiala una pardbola que se abre hacia arriba.

b) Sea f(x)=y=+1-x> Deahique y* =1 —x2 x* +y* = 1. Entonces, la grifica es la mitad superior del circulo
unitario con centro en el origen. Mediante derivacién implicita se obtiene x + yy” = 0 y, en consecuencia,
L+yy” +(")*=0.Asi, y”" =—[1 + (y")*]/y. Como y > 0 (excepto en x = 1), y”” < 0. Por tanto, la grifica siem-
pre es concava hacia abajo, es decir, que es lo que cabia esperar.

Puntos de inflexion
Un punto de inflexién en una curva y = f(x) es un punto en el que la concavidad cambia, de manera que la curva
resulta céncava hacia arriba en un lado y céncava hacia abajo en el otro lado del punto. Entonces, si y” existe

@ —




en un intervalo abierto que contiene a x,, entonces y” < 0 en un lado de x, y y”” > 0 en el otro lado. Por ende, si
y” es continua en x,, entonces y”” = 0 en x,. Esto desemboca en el teorema siguiente.

Teorema 15.2. Si la gréfica de ftiene un punto de inflexién en x, y f” existe en un intervalo abierto que contiene
ax,yf” es continua en x,, entonces f”’(x,) = 0.

EJEMPLO 15.2.

a) Seaf(x) = x*. Entonces, f’(x) = 3x2, f”(x) = 6x. Asi, f”(x) < 0 parax < 0, y f”(x) > 0 para x > 0. Por tanto, la
grafica de f tiene un punto de inflexién en x = 0 (fig. 5.5). Observe que f”(0) = 0, como lo determina el teo-
rema 15.2.

b) Sea f(x) = x* Entonces, f’(x) = 4x°, y f”(x) = 12x% Al resolver f”’(x) = 0 resulta x = 0. Sin embargo, la grafica
de fno tiene un punto de inflexién en x = 0. Es concava hacia arriba en todos los puntos. Con este ejemplo se
muestra que f”(x,) = 0 no implica necesariamente que hay un punto de inflexién en x,,.

¢) Sea f(x)=4x*+ $x2—6x+8. Al resolver f”(x) = 2x + 1 = 0 se halla que la gréfica tiene un punto de in-
flexion en (—+,4%). Observe que éste es en realidad un punto de inflexién porque f”'(x) < 0 para x <—+y f”(x)

> 0 para x >— 1 (fig. 14.5).

Asintotas verticales

Una recta vertical x = x, tal que f(x) tiende a +o0 0 a —eo cuando x se aproxima a x,, desde la izquierda o desde
la derecha, se denomina asinfota vertical de la gréafica de f. Si f(x) tiene la forma g(x)/h(x), donde g y & son
funciones continuas, entonces la grafica de f tiene una asintota vertical x = x,, para toda x, tal que h(x,) = 0 (y

8(x) #0).

Asintotas horizontales
Una recta horizontal y = y, se denomina asintota horizontal de la graficade fsi Iim f(x) =y, 0 lim f(x) = y,. Asi,
X—>—o0 X—>+o0

la grafica se aproxima a una asintota horizontal cuando se mueve cada vez mas a la izquierda o a la derecha.

EJEMPLO 15.3.

a) Seaf(x) =1 Entonces, la grafica de ftiene una asintota vertical en x = 0, a la que se aproxima tanto por la
derecha como por la izquierda. La recta y = 0 (o sea, el eje x) es una asintota horizontal tanto en la izquierda
como en la derecha (fig. 5.21).

b) Seaf(x) = —L5. En consecuencia, x = 2 es una asintota vertical de la gréfica de f, a la que se aproxima tanto
desde la derecha como desde la izquierda. La recta y = 0 es una asintota horizontal, a la cual se aproxima tanto
en la izquierda como en la derecha (fig. 14.7).

¢) Seaf(x)= #&H) Entonces, la grafica de ftiene asintotas verticales en x = 1 y x =-3. Larecta y = 0 es una
asintota horizontal, a la que se aproxima tanto en la izquierda como en la derecha.

d) Seaf(x)= ’X‘f;‘. Por consiguiente, la gréafica de f tiene una asintota vertical en x = 3, a la que se aproxima desde
la izquierda y desde la derecha. La recta y = 1 es una asintota horizontal, a la cual se aproxima tanto por la iz-
quierda como por la derecha.

Simetria
Dos puntos Py Q son simétricos respecto a una recta [ si [ es la mediatriz del segmento de recta que une Py
Q [fig. 15.2a)].
Dos puntos Py Q son simétricos respecto a un punto B si B es el punto medio del segmento que une Py Q.
Una curva es simétrica respecto a una recta / (respectivamente, al punto B) si, para cualquier punto P en la
curva, existe otro punto Q en la curva tal que P y Q sean simétricos respecto a / (respectivamente, al punto B)
[fig. 15.2b-¢)].

Si una curva es simétrica respecto a una recta /, entonces / se denomina un eje de simetria de la curva. Por
ejemplo, toda recta que pase por el centro de un circulo es un eje de simetria de €ste.
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CAPITULO 15 Trazo de curvas. Concavidad. Simetria

(@) (b) (©)

Fig. 15.2

[ &
(=X, -y)

(a) (&) ()

Fig. 15.3

Los puntos (x, y) y (=x, ¥) son simétricos respecto al eje y, y los puntos (x, y) y (x, —y) son simétricos respecto
al eje x. Los puntos (x, y) y (—x, —y) son simétricos respecto al origen [fig. 15.3a-¢)].
Considérese la grafica de una ecuacién F'(x, y) = 0. Entonces:

i) La grafica es simétrica respecto al eje y si 'y sélo si F(x, y) = 0 implica que F(-x, y) = 0.
ii) La grafica es simétrica respecto al eje x si y sélo si F'(x, y) = 0 implica que F(x, —y) =0.
iii) La grafica es simétrica respecto al origen si y s6lo si F'(x, y) = 0 implica que F (—x, —y) = 0.

EJEMPLO 15.4.

a) La pardbola y = x* es simétrica al eje y.
b) La parabola x = y* es simétrica respecto a% eje x. "
2 2
¢) Uncirculo x> + y* = %, una elipse Z—z + Z—z =1 y una hipérbola ;—2 - Z—z =1 son simétricas respecto al eje y, al
eje x 'y al origen.

EJEMPLO 15.5. Un punto P(a, b) es simétrico al punto Q(b, a) respecto a la recta y = x. Para comprobarlo,
primero se observa que la recta PQ tiene pendiente —1. Como la recta y = x tiene pendiente 1, la recta PQ es perpen-
dicular a la recta y = x. Ademds, el punto medio del segmento que une a Py a Q es (%b,”%), que estd en la recta
y = x. Por tanto, la recta y = x es la mediatriz de dicho segmento.



Funciones inversa y simetria

Dos curvas C, y C, son simétricas una con la otra respecto de una recta [ si, para cualquier punto P en una de
las curvas, el punto Q que es simétrico a P respecto a / se halla en la otra curva (es decir, si al “reflejar” una
de las curvas en la recta [, el resultado es la otra curva).

Teorema 15.3. Considérese cualquier funcién f uno a uno y su funcién inversa f'. Entonces, las graficas de f'y
/7! son simétricas una con la otra respecto de la recta y = x.

Para verlo, sean (a, b) que estén en la grifica de f. Entonces, f(a) = b. Por tanto, f~'(b) = a, o sea, (b, a) estd
en la grifica de f'. En el ejemplo 15.5, (a, b) y (b, a) son simétricos respecto a la recta y = x.

EJEMPLO 15.6.

a) Sif(x)=2x, entonces f'(x)=4x. Por tanto, las rectas y = 2x y y = +x son simétricas respecto a la recta y = x.

b) Sea C, la pardbola que es la grifica de la ecuacién y = x%, y sea C, la pardbola que es la grafica de la ecuacién
x =y% Entonces C, y C, son simétricos respecto a la recta y = x, puesto que la ecuacion x = y? proviene de la
ecuacion y = x? al intercambiar x y y.

Funciones pares e impares

Una funcioén fes par si para toda x en su dominio —x también estd en su dominio y f(—x) = f(x). A la vez, f'es
una funcién impar si para toda x en su dominio —x también estd en su dominio y f(—x) = —f(x).

EJEMPLO 15.7. Cualquier polinomio de la forma 3x° — 8x* + 7, que supone sélo potencias pares de x, determina
una funcién par. Todo polinomio, como 5x° + 2x> — 4x* + 3x, que implica s6lo potencias impares de x, determina una
funcién impar.

Una funcién f'es par si y sélo si su gréifica es simétrica respecto al eje y. De hecho, supdngase que f'es par y
(x, y) estd en su grafica. Entonces, y = f(x). Luego, y = f(—x) y, por consiguiente, (—x, y) estd en la grafica. Asi,
la gréfica es simétrica respecto al eje y. Lo contrario se deja como problema [el problema 16a)].

Una funcién f es impar si y s6lo si su gréifica es simétrica respecto al origen. De hecho, supéngase que f'es
impary (x, y) estd en su grafica. Asi, y = f(x). Por tanto, —y = f(—x), y por consiguiente, (—x, —y) estd en la gréfica.
Asi, la gréfica es simétrica respecto al origen. Lo contrario se deja como problema [el problema 16b)].

Sugerencias para trazar el grafico de y = f(x)

1. Calcule y’y, si es conveniente, y”.

2. Utilice y’ para hallar cualquier ndmero critico (donde y” =0, 0 y” no estd definida y y esté definida).
Determine si estos niimeros criticos producen un méximo o minimo relativos mediante el criterio de la
segunda o de la primera derivada.

3. Utilice y’ para determinar los intervalos en los que y es creciente (cuando y” > 0) o decreciente (cuando
vy’ <0).

4. Utilice y” para determinar dénde la grafica es céncava hacia arriba (cuando y” > 0) o céncava hacia
abajo (cuando y” < 0). Verifique los puntos donde y” = 0 para determinar si son o no puntos de inflexién
(siy”>0enunladoyy” <0 en el otro lado del punto).

5. Busque las asintotas verticales. Si y = % , existe una asintota vertical x = x si h(x,) =0y g(x,) # 0.

6. Busque las asintotas horizontales. Si lim f(x) = y,, entonces y = y, es una asintota horizontal a la dere-
cha. Si lim f(x)=y,, entonces y = yoxe?i'ina asintota horizontal a la izquierda.

7. Determine el comportamiento de “al infinito”. Si lfm f(x) =+oo (respectivamente, —e), entonces la
curva se mueve hacia arriba (respectivamente, hacxﬁgbajo) sin limite a la derecha. De igual forma, si
lim f(x) =+oo (respectivamente, —eo), por consiguiente, la curva se mueve hacia arriba (respectivamente,

hacia abajo), sin limite a la izquierda.

8. Halle las intersecciones con el eje y (es decir, donde x = 0) y las intersecciones con el eje x (o sea, donde
y=0).

9. Indique los puntos pico, donde y’ tiende a un valor desde la izquierda y a otro valor desde la derecha. Un
ejemplo es el origen en la grafica de y = Ixl.
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@7 CAPITULO 15 Trazo de curvas. Concavidad. Simetria

10. Indique toda cuispide, donde y’ tiende a +oo desde ambos lados o donde y” se aproxima a —eo desde
ambos lados. Un ejemplo es el origen de la grifica y = Vixl.
11. Halle toda asintota oblicua y = mx + b tal que hm ( f(x)—(mx+b))=0 o hm ( f(x)—(mx+b))=0.Una

asintota oblicua es la que no es vertical ni horizontal.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halle la concavidad y los puntos de inflexién de y = 3x* — 10x* — 12x% + 12x - 7.
Se tiene que

v =12x° - 30x2 - 24x + 12
v =36x>—-60x—-24=12Cx+ 1)(x-2)

Seay” =0y se resuelve para obtener los posibles puntos de inflexién posibles x = — % y 2. Entonces:

Cuando x<—1% y” =+, y el arco es céncavo hacia arriba.
Cuando—1<x<?2 y”" =—, y el arco es cncavo hacia abajo.
Cuando x > 2 y” =+, y el arco es concavo hacia arriba.

Los puntos de inflexi6n son (—+,—3%) y (2, —63), ya que y” cambia de signo en x = — Ty x = 2 (fig. 15.4).

y

\/ x
(=173, -322/27)

(2,-63)

Fig. 15.4

2. Analice la concavidad y los puntos de inflexién de y = x* — 6x + 2 y trace la grafica.
Se tiene que y” = 12x2. Por el teorema 15.2, el posible punto de inflexién estd en x = 0. En los intervalos x
<0yx>0,y” es positiva, y los arcos en ambos lados de x = 0 son céncavos hacia arriba. El punto (0, 2) no es
un punto de inflexién. Sea y” = 4x* — 6 = 0, y se halla el nimero critico x = 3/3/2 . En este punto y” = 12x2> 0
y se tiene un minimo relativo por el criterio de la segunda derivada. Como existe s6lo un niimero critico, hay
un minimo absoluto en este punto (donde x ~ 1.45y y ~ =3.15 (fig. 15.5).

y

©,2)

Fig. 15.5



Analice la concavidad y los puntos de inflexién de y = 3x + (x + 2)*° y luego trace la grafica.

y'=3+ W yy’'= 25(;—+62)7’5' El posible punto de inflexién estd en x = —2. Cuando x > -2, y” resulta
negativa y el arco es concavo hacia abajo. Cuando x < -2, y” es positiva y el arco es céncavo hacia arriba. Por
tanto, existe un punto de inflexién en x = -2, donde y = -6 (fig. 15.6). Como y’ > 0 (excepto en x =-2), y es
una funcién creciente y no hay extremos relativos.

y

/

(=2,-6)

Fig. 15.6

Sif”(xy) =0y f”(xy) #0, entonces hay un punto de inflexién en x,.
Como f”(x,) =0, f””(x,) es o positivo o negativo. Por tanto, f” es creciente o decreciente en x,. Como
"(x,) =0, f” tiene signos opuestos a la izquierda y a la derecha de x,. Entonces, la curva tendrd concavidad
0 g P q y 0
opuesta en los lados de x, y habra un punto de inflexion en x,.

Halle las ecuaciones de las tangentes en los puntos de inflexién de y = f(x) = x* — 6x> + 12x2 — 8x.
Existe un punto de inflexién en x = x, cuando f”(x,) = 0y f”’(x,) # 0. Aqui,

f(x)=4x - 18x> +24x -8
() =122 - 36x + 24 = 12(x — 1)(x - 2)
f7(x) =24x - 36 =12(2x - 3)

Los posibles puntos de inflexion estdn en x =1 y x =2. Como f”’(1) # 0y f”’(2) # 0, los puntos (1, -1) y
(2, 0) son puntos de inflexion.
En (1, -1), la pendiente de la recta tangente es m =f’(1) = 2 y su ecuacién es

y=y,=mx-x) o y+1=2(x-1) o y=2x-3

En (2, 0), la pendiente es f’(2) = 0 y la ecuacién de la recta tangente es y = 0.

Trace la gréfica de y = f(x) = 2x* = 5x2 + 4x - 7.

f(x)=6x>—10x+4, f"(x) =12x - 10, y f"’(x) = 12. Ahora, 12x — 10> 0 cuando x > 2,y 12x— 10 <0
cuando x < 2. Por tanto, la gréfica de f es concava hacia arriba cuando x > £ y es céncava hacia abajo cuando
x <2. Luego, hay un punto de inflexién en x = £. Puesto que f'(x) = 2(3x% - 5x + 2) = 2(3x — 2)(x — 1), los
ntimeros criticos son x =%y x = 1. Puesto que f”(3)=-2<0 y f”(1) = 2, existe un maximo relativo en x = %
(donde y=-18 ~ —5.96 ~—-5.96) y un minimo relativo en x = 1 (donde y = -6) (fig. 15.7).

27

2
Trace la grificade y = f(x)= xx— 5

_x*—4+4 _ x*-
X—

4 4 4 ’_ _L "_L
y — 5 t4=5 =X+2+1 "5 Luego,y'=1 G-22 VY TG

-2 x=2
Al resolver y” = 0 se obtienen los nimeros criticos x =4 y x = 0. Como f”(4)=1> 0y f”(0) =-1 <0, hay
un minimo relativo en x = 4 (donde y = 8) y un mdximo relativo en x = 0 (donde y = 0). Como y” nunca es 0,

no hay puntos de inflexion. La recta x = 2 es una asintota vertical. La recta y = x + 2 es una asintota oblicua en
ambos lados, porque en la curva, y — (x + 2) = —*5 — 0 cuando x — +eo (fig. 15.8).

BIJ33UIS "PEPIARILOY) *SeAIND 3P 0z8J] GT 0TNLIdYD



CAPITULO 15 Trazo de curvas. Concavidad. Simetria
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Trace la gréfica de g(x) = 2x3 — 9x? + 36.
g'(x) =6x2— 18x = 6x(x — 3) y g"(x) = 12x — 18 = 6(2x — 3). Entonces, los niimeros criticos son x = 0
(donde y = 36) y x =3 (donde y =9). Como g”(0) =-18 <0y g"”(3) = 18 > 0, existe un maximo relativo en
x =0y un minimo relativo en x = 3. Al igualar g” (x) = 0 se obtiene x = 3, donde existe un punto de inflexién,
ya que g”(x) = 6(2x — 3) cambia de signoen x = 3.
g(x) = 4o0 cuando x — +oo, y g(x) — —eo cuando x — —oo. Como g(—1) =29 y g(-2) = -16, el teorema del
valor intermedio implica que hay un cero x, de g entre —1 y —2. (Una graficadora muestra x, ~ —1.70.) Este
es el dnico cero porque g es creciente hasta el punto (0, 36), decreciente desde (0, 36) hasta (3, 9) y luego

creciente desde (3, 9) (fig. 15.9).



36

\

Fig. 15.9

. _ x2
Trace la gréificade y = =) =6
Hay asintotas verticalesenx =2y x=6.

, 2x(x=2)(x—6)—2x*(x—4) _ 8x(3—x)
= (x—27(x—6) T -27(x-6)

»_ (x— 2)2(x —6)*(24 —16x) — 8x(3 — x)(2)(x — 2)(x — 6)(2x —8)
r e (x—2)*(x—6)°

 8(2x* —9x? +36)
 (x=2 (x-6)°

Los ndmeros criticos son x = 0 (donde y = 0) y x = 3 (donde y = -3). Los cdlculos demuestran que y”’(0) >
0y y”(3) <0. Por tanto, hay un minimo relativo en x = 0 y un maximo relativo en x = 3. Como y — 1 cuando
X — Foo, larecta y = 1 es una asintota horizontal tanto en la izquierda como en la derecha. Si y”” = 0, entonces
se obtiene g(x) = 2x* — 9x? + 36 = 0. Por el resultado del problema anterior (el 8), se advierte que se tiene un
punto de inflexién tnico x, ~ —1.70 (donde y ~ 0.10) (fig. 15.10).

A

-3 —

9

Fig. 15.10
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CAPITULO 15 Trazo de curvas. Concavidad. Simetria

10. Trace la gréfica de y*(x* — 4) = x*.
¥ = xzxj4. Entonces, y=+ \/;2‘2—_4. La curva existe sélo para x> > 4, es decir, para x > 2 0 x < -2, més el
punto aislado (0, 0).
La curva es simétrica respecto a ambos ejes coordenados y al origen. Por ello, a partir de este momento se
considera sélo el primer cuadrante. Entonces,
3 _ 2
El tnico nimero critico es 2\/5 (donde y =4). Como y” > 0, la grifica es concava hacia arriba y existe un

minimo relativo en (2+/2, 4). Las rectas x = 2 y x = —2 son asintotas verticales. El resto de la grafica en otros
cuadrantes se obtiene mediante reflexion en los ejes y en el origen. Se advierte que también existe una asintota
oblicua y = x, ya que y* — x? = x¥/(x? = 4) — x? = 4/(x*> — 4) — 0 cuando x — Feo. Por simetria, y = —x asimismo
es una asintota (fig. 15.11).
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PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

11. Analice las funciones del problema 23a-f) del capitulo 14.

Respuestas:

a) No hay punto de inflexién; céncava hacia arriba en todas partes.

b) No hay punto de inflexién; concava hacia abajo en todas partes.

¢) Punto de inflexién en x = —%; céncava hacia arriba para x > —3; céncava hacia abajo para x < —3.
d) Punto de inflexién en x = 2; concava hacia arriba para x > 2, céncava hacia abajo para x < 2.

e) Punto de inflexién en x = 2; cédncava hacia abajo para x > 2, concava hacia arriba para x < 2.

/) Punto de inflexién en x =+ # concava hacia arriba para x > % yx<-— ¥ céncava hacia abajo para

12. Demuestre: si f(x) = ax® + bx* + cx + d tiene dos nimeros criticos, su promedio es la abscisa en el punto de
inflexion. Si hay sélo un nimero critico, es la abscisa en el punto de inflexion.

13

Analice y trace las graficas de las ecuaciones siguientes:
a) xy=(x*-9)?

Respuesta:  simétrica respecto al origen, asintota vertical x = 0, minimo relativo en (3, 0), mdximo relativo
en (=3, 0), sin puntos de inflexién, céncava hacia arriba para x > 0.



14.

15.

16

4
X
b =
) Y -2
Respuesta:  simétrica respecto al eje y, asintotas verticales x = £1, minimo relativo en (0, 0), maximos
relativos en (£+/2—4), sin puntos de inflexién, céncava hacia arriba para |xl < 2.

2
X
Respuesta:  asintota vertical x = 0, minimo relativo en (1, 3), punto de inflexién en (—Q/E ,0), concava hacia

) y=x’+

arriba para x < —3/2 y x > 0.

d) yY=6x2-x

Respuesta:  maximo relativo en (4, 234 ), minimo relativo en (0, 0), donde hay una “cispide”, punto de
inflexion en (6, 0), concava hacia arriba para x > 6, asintota oblicua y = —x + 2 a la izquierda y a
la derecha.

x2

e) y= 1+ ﬁ

Respuesta:  asintota vertical x = 1, maximo relativo en (0, 1), minimo relativo en (2, 5), cncava hacia arriba
para x > 1 y hacia abajo para x < 1, no hay puntos de inflexién, creciente parax <0y x> 2,
decreciente para0 <x < 1y 1 <x <2, asintota oblicua y = x + 2.

_ X
Ny 241
Respuesta:  Simétrica respecto al origen, maximo relativo en (1, %), minimo relativo en (=1, —%) creciente

—1 <x < 1, céncava hacia arriba en —/3 < x <0 y x >+/3, céncava hacia abajo en x < —/3 y
0 < x<+/3, puntos de inflexién en x =0 y x = +/3, asintota horizontal y =0 en ambos lados.

g y=xa-1
Respuesta:  definida para x > 1, creciente, c6ncava hacia arriba para x > y hacia abajo para x < 4, punto de
inflexién en (4, 4/3).

h) y=x32-x
Respuesta:  méximo relativo en x = 3, creciente para x < 3, concava hacia abajo para x < 3, punto de
inflexién en (3, -3).
x+1
x2
Respuesta:  asintota vertical x = 0, asintota horizontal y = 0 en ambos lados, mfnimo relativo (-2, —+),

i y=

creciente para —2 < x < (0, concava hacia arriba -3 < x <0 y x > 0, punto de inflexion en (-3, -2,
y — +eo cuando x — 0.

Demuestre que toda funcién F(x) que esté definida para toda x puede expresarse de una y sélo una forma
como la suma de una funcién par y una funcién impar. [Pista: sea E(x) =+ (F(x)+ F(-x)).]

Halle una ecuacion de la nueva curva C, que se obtiene cuando la gréfica de la curva C con una ecuacién
x2—=3xy + 2y* = 1 se refleja en a) el eje x, b) el eje y, ¢) el origen.

Respuestas: a) x* — 3xy + 2y* = 1; b) igual que a); ¢) el mismo C.

a) Si la gréfica de fes simétrica respecto al eje y, demuestre que f'es par. b) Si la gréifica de f'es simétrica
respecto al origen, entonces demuestre que f es impar. [Pista: para a), si x estd en el dominio de f; (x, f(x)) estd
en la grafica y, por tanto, (—x, f(x)) estd en la grafica. Entonces, f(—x) = f(x).]
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17.

18.

19.

CAPITULO 15 Trazo de curvas. Concavidad. Simetria

Demuestre el teorema 15.1: @) Si f”(x) > 0 para x en (a, b), entonces la gréfica de fes concava hacia arriba
paraa <x<b. b) Sif”(x) <0 para x en (a, b), entonces la grifica de f es concava hacia abajo para a < x < b.

[Para a), sea x, que pertenece a (a, b). Como f”(x,) > 0, f” es creciente en algtn intervalo abierto I que
contiene a x,. Sea que x esté en [ y x > x,. Por el teorema del valor medio, f(x) — f(x,) = f'(x")(x — x,) para algdin
x* con x, < x* < x. Como f” es creciente, f'(x,) <f’(x*). Entonces f(x) = f"(x*)(x — xo) + f(x0) > f"(x)(x — xp)

+ f(xy). Pero y = f"(x)(x — x,) + f(x,) s una ecuacién de la tangente en x,. Un argumento similar funciona
cuando x < x,,. Luego, la curva queda por encima de la recta tangente y, por tanto, es concava hacia arriba.]

(ce) Utilice una graficadora para trazar la grafica de f(x) = x* — 3x? + 4x — 2. Demuestre analiticamente que f
es creciente y que existe un punto de inflexién en (-1, 3). Use la calculadora para trazar la grafica de /'y
y =x, y observe que las gréficas de f'y de /! son simétricas respecto a y = x.

. . ’ 2 2. z
(cG) Trate de dibujar la grafica de y = m por métodos estandar y luego use la graficadora para obtener
informacion adicional (como la ubicacion de toda asintota vertical).



Repaso de trigonometria

Medida del angulo

La unidad tradicional para medir los dngulos es el grado. Una rotacién completa la forman 360 grados. Sin
embargo, una unidad diferente, el radian, es mas ttil en cédlculo. Considérese un circulo de radio 1 con centro
en el punto C (fig. 16.1). Sean CA y CB dos radios para los que el arco AB del circulo tiene una longitud de 1.
Entonces, un radidn se toma como la medida de un angulo central ACB.

//"“\\ A
~

//

/ 1 !

/
/
|
| C 1 | B
\

\ /
\ /
N /

\ /
~ P
Fig. 16.1

Si u es el nimero de grados en un 4ngulo ACB, entonces la razén de u a 360° es igual a la razén de AB con
la circunferencia 2. Como AB =1, u/360 = 1/21 y, por consiguiente, u = 180/m. Asi,

1 radian = % grados. @))
Si  mide aproximadamente 3.14, entonces 1 radidn equivale a aproximadamente 57.3 grados. Al multiplicar

la ecuacién (1) por ©/180, se obtiene:

=T iadi
lgrado = 180 radianes 2)
En la tabla de la figura 16.2 se muestra el equivalente en radianes de algunas medidas importantes en gra-
dos.
Ahora tomese cualquier circulo de radio r con centro O (fig. 16.3). Sea ZDOE que contiene 0 radianes y sea
s la longitud del arco DE. La razén de 0 al nimero 2n radianes en una rotacion completa es igual a la razén de
s a toda la circunferencia 2mr. Entonces, 0/21 = s/2wr. Por consiguiente,

s=r0 (3)

—



CAPITULO 16 Repaso de trigonometria

Grados Radianes

™

30 3
™
il D

45 2 s
s

60 3
™

90 3 \ ) -

180 0y
3

270 -5

360 21

Fig. 16.2 Fig. 16.3

Angulos dirigidos

Si se piensa que un dngulo es generado por una rotacion, entonces su medida se contard como positiva si la
rotacion va contra el sentido de las manecillas del reloj y negativa si la rotacién avanza en el sentido de las
manecillas del reloj. Obsérvese, por ejemplo, dngulos de 1/2 radianes y —m/2 radianes en la figura 16.4. Se per-
miten dngulos de mds de una rotaciéon completa. En la figura 16.5, por ejemplo, se muestra un dngulo que va
en sentido contrario a las manecillas del reloj, generado por una rotacién completa mds otro cuarto de rotacion,
lo que produce un dngulo de 21 + 7/2 = 57/2 radianes, y un dngulo de 37 radianes producido por giro y medio
en direccién contraria a las manecillas del reloj.

e

- - —radlanes +15vueltas +13vueltas
= rddlanes o o
( 90°) Sur
(90°) + 5 radianes +3 radianes
Fig. 16.4 Fig. 16.5

Funciones seno y coseno

Considérese un sistema de coordenadas con origen en O y un punto A en (1, 0). Se rota la flecha OA por un
angulo de 0 grados hacia una nueva posicién OB. Entonces (fig. 16.6):

1. cos 0 esta definido como la coordenada x del punto B.
2. sen 0 estd definido como la coordenada y del punto B.

—_— -

B(cos 6, sen §) @ — >~a
\\
1
\
0
\ \
1
o 1 A(1,0) x

Fig. 16.6



EJEMPLO 16.1.

a) Si 0 =m/2,1a posicién final B es (0, 1). Por tanto, cos (m/2) =0y sen (7/2) = 1.

b) Si 0 =m, entonces B es (-1, 0). Por ende, cos t=-1ysent=0.

¢) Si 0=3m/2, entonces B es (0, —1). Asi, cos (3n/2) =0y sen (37/2) =-1.

d) Si0=000=2m, entonces B es (1, 0). Por tanto, cos 0 =1 ysen 0 =0, y cos 2n =1 y sen 21t = 0.

Se observa que estas definiciones coinciden con las definiciones tradicionales en el caso de un dngulo agudo
de un tridngulo. Sea 6 un dngulo agudo de un tridngulo rectangulo DEF'y sea AOBG un tridngulo semejante con
hipotenusa 1 (fig. 16.7). Como los tridngulos son semejantes, BG / BO = EF | ED, es decir, BG = b/c vy, de igual
forma OG = a/c. Entonces, cos 8 = a/c y sen 8 = b/c. Esto es lo mismo que las definiciones tradicionales:
lado adyacente 0= lado opuesto

cos6= hipotenusa ¥ " hipotenusa
Fig. 16.7
y
Lado B(cos 0, sen 0)
opuesto, b ~
N
AN
\
\
Yol \
¢ \
\
\
' I
D Lado F 0o a g AL 0) ;
C

adyacente, a

Ahora es posible utilizar los valores obtenidos de la trigonometria del bachillerato [véase el problema
22a-c)]. En la tabla 16.1 se muestran los valores mads utiles.
Primero se presentan algunas consecuencias simples de las definiciones.
(16.1) cos (B +2m) =cos By sen (0 +2m)=sen 6.
Esto se cumple porque una rotacién completa adicional de 27 radianes implica regresar al mismo

punto.
Tabla 16.1
)
Radianes Grados cos 6 sen 0
0 0 1 0
/6 30 NEYY) 172
/4 45 V272 V212
/3 60 12 J372
/2 90 0 1
T 180 -1 0

3m/2 270 0 -1
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(16.2)
(16.3)

CAPITULO 16 Repaso de trigonometria

cos (—0) = cos Oy sen (—0) = —sen 0 (fig. 16.8).
sen? B + cos? O = 1 [De acuerdo con la notacién tradicional, sen® 0 y cos? 6 significa (sen 0)* y
(cos ©)%]
En la figura 16.6, 1 = OB =+/cos26+sen’6 por el problema 1 del capitulo 2. (16.3) implica que
sen’0=1-cos?0ycos’0=1-sen?0.

(=1 (+, 1)

(16.4)
(16.5)

(=) (+,-)

Fig. 16.8 Fig. 16.9

En los cuatro cuadrantes, el seno y el coseno tienen los signos que aparecen en la figura 16.9.

Para cualquier punto A(x, y) diferente del origen O, sea r su distancia del origen, y sea 6 la medida
en radianes del dngulo desde el eje x positivo a la derecha OA (fig. 16.10). El par (r, 6) se denomina
coordenadas polares de A. Entonces, x = r cos 0y y = r sen 0 (repase el problema 8).

Para la derivacion de férmulas mds complicadas se dependera del resultado siguiente:

(16.6)
(16.7)

(16.8)

(16.9)

(16.10)

(16.11)

(16.12)

(16.13)

cos (u — v) = cOs u Cos v + sen u sen v

Constiltese la demostracion en el problema 11.

cos (1 + v) = cos u cos v — sen u sen v

Sustituya v por —v en (16.6) y use (16.2).

cos (/2 —v)=sen vy sen (/2 — v) = cos v

Remplace u por /2 en (16.6) y utilice cos (1/2) = 0y sen (1/2) = 1, lo cual resulta en cos (1/2 — v) =
sen v. En esta férmula, sustituya v por (7/2 — v) para obtener cos v = sen (/2 — v).

sen (u + v) = sen u cos v + COS u sen v

Por (16.6) y (16.8),

sen (u + v) = cos [/2 — (u—v)] = cos [(W/2 — u) — v]
=cos (/2 — u) cos v + sen (7/2 — u) sen v = sen u COS ¥ + COS U Sen v.

sen (1 — ) = sen u cos v — CoS U sen v

Remplace v por —v en (16.9) y utilice (16.2).

cos 2u = cos’u —sen*u=2cos*u—1=1-2sen’u

Sustituya » por u en (16.7) para obtener cos 2u = cos?u — sen’u. Use sen’u = 1 — cos’u 'y cos’u = 1
— sen®u para obtener las otras dos formas.

sen 2u =2 sen u cos u

Remplace v por u en (16.9).

2(u) _ 1+cosu
Ccos (2)— 0

_ b 2
cosu—cos(2 2)—2cos (2) 1



por (16.11). Ahora se resuelve para cos? (%)

y
A(x, y)

Fig. 16.10

o(u)_I-cosu
(16.14) sen (2)— >

Por (16.3) y (16.13)

fuY_ o ofu)_, l+cosu 1l—cosu
sen (2)—1 cos (2)—1 5 = >

(16.15) a) (Ley de cosenos). En todo tridngulo AABC (fig. 16.11),
¢ =a*+ b*—2ab cos 0
Para ver una demostracion, repase el problema 11a).
b) (Ley de los senos)

senA _ senB_senC
a b c

donde sen A es sen (£BAC), y de igual forma para sen By sen C.

—_——— — — — — =
S
[

5=}

—_—— —

a
Q
s~

Fig. 16.11
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% CAPITULO 16 Repaso de trigonometria
PROBLEMAS RESUELTOS

1. Convierta las medidas siguientes de grados en radianes: a) 54°; b) 120°.

a) 54°=54 (@ radlanes) 1?6 7 radianes.

b) 120"—120( radlanes) =2r radianes.

180 3

2. Convierta las medidas siguientes de radianes en grados: a) 2?” radianes; b) 5?” radianes; ¢) 2 radianes.

a) 257[ radianes = 2—”( 180 grados ) =72°.

9}

b) 5?ﬂlr;;ldizjlnes: 5?7(( 120 grados ) =150°.

c) 2 radianes=2(180 grados ) (36())

3. @) Enun circulo de radio r = 3 centimetros (cm), ;qué longitud de arco s a lo largo de la circunferencia
corresponde al dngulo central 0 de 7/6 radianes?

b) En un circulo de radio r = 4 pies, ;/qué angulo central corresponde a una longitud de arco de 8 pies?
Se sabe que s = r0, donde 0 se mide en radianes.

_qfm\_~& P

a) s= 3(—6 ) =5 centimetros.
—(s)=8_ -

b) 9—(r)—4—2rad1anes.

4. ;Cuadles rotaciones entre 0 y 2r radianes tienen el mismo efecto que las rotaciones con las medidas siguientes?

a) 1;” radianes; b) 405°; ¢) —§ radianes; d) —5m radianes.

a) 1}‘” 27t+ 4 . Asi, la rotacién equivalente es 34 radianes.

b) 405°=(360 + 45)°. Por consiguiente, la rotacion equivalente es 45°.
c) -3t 2 = STE Entonces, la rotacién equivalente es ST” radianes.

d) -5m + 61 = 1. Asi, la rotacién equivalente es 7 radianes.

5. Halle sen 0 si 0 es un angulo agudo tal que cos 6 = %
Por (16.3), (%)2+ sen’ 6 =1. Luego, sen?0 = % y, por tanto, sen@ =+2. Como 6 es agudo, sen 8 es positivo.
Entonces, senf = 2.
6. Demuestre que sen (T —0) =sen 0 y cos (1 — 0) =—cos 6.

Por (16.10), sen(t — 0) = sen m cos 0 — cos m sen 0 = (0) cos 0 — (—1) sen 6 = sen 6. Por (16.6), cos (1 — 6)
=cosmcos 0+ senTsen 6= (-1)cos 6+ (0) sen O =—cos 6.

7. Calcule estos valores: a) sen 2m/3; b) sen 71/3; c¢) cos 97; d) sen 390°; e) cos 3n/4; f) cos w/12; g) sen /8;
h) sen 19°.
N3

7

Wy

a) Por el problema 6, senzTﬂ = sen(n' — %) =sen

Ir _ ) _genE_N3
b) Por (16.1), sen 3 —sen(27r+ 3)—sen3 =5
c¢) Por (16.1), cos 9m =cos (T + 8n) =cosm=—1.

d) Por (16.1), sen 390° = sen (30 + 360)° = sen 30°= 4.
n_ 2

3m _ T\ T N2
e) Por el problema 6, cosT—cos(n 4)— cosy=—"5".

[\S)



10.

11.

32 _N2+46
g

/AN N A TN U 4 Top® 182 ~N32
f) COS12—COS(3 4)—COS3COS4+SCII3S€H4 2 2 + 2 2
2

J(m\_1=cos(m/4) _1-(2/2) _2-42 T _
g) Por (16.14), sen (8)_ 0 = o) =7 .Portanto,seng_i—2

.. - 2-+/2
0< % < %, sen % es positivo y, por consiguiente, sen% = T\/_

h) 19° no puede expresarse en términos de dngulos mas comunes (como 30°, 45°, 60°), de tal forma que
cualquiera de las formulas sea aplicable. Entonces debe usarse la tabla de los senos que se encuentra en el
apéndice A, la cual da 0.3256; ésta es una aproximacion correcta a cuatro cifras decimales.

Demuestre el resultado de (16.5): si (r, 0) son coordenadas polares de (x, y), entonces x =r cos 8y y =rsen 0.

Sea D el pie de la perpendicular que va de A(x, y) al eje x (fig. 16.12). Sea F el punto en el rayo OA a una
distancia unitaria del origen. Entonces, F' = (cos 0, sen 0). Si E es el pie de la perpendicular que va desde
hasta el eje x, por consiguiente OF = cos@ y FE =sen6. Como AADO es semejante al AFEO (por el criterio
AA), se tiene que:

p X r Y
= === === es decir. =—=—,
’ ’ 1 senf

Por tanto, x = r cos 0 y y = r sen 6. Cuando A(x, y) esta en uno de los otros cuadrantes, la demostracién
puede reducirse al caso donde A estd en el primer cuadrante. Cuando A estd en el eje x o en el eje y, el caso es
muy facil.

AY
Ax, y)
|
|
|
r F |
I |
I |
I |
‘n N
o E D X
Fig. 16.12

Halle las coordenadas rectangulares del punto con coordenadas polares r = 3, 6 = 1/6.

_ —3c0sZE =3¥3 vy~ rsenf=3sen® = 3(L)= 3
Por (16.5), x = rcos@ = 3cos 6 =3 5 yy—rse:n9—3sen2 —3(2)— 5
Halle las coordenadas polares del punto (1, \/§ ).
Por (16.5), r> =x*> + y*=1 + 3 = 4. Entonces, r = 2. Por ende, cos@:%:%y sen@ = %: g Luego,
==
3

a) Demuestre la ley de cosenos [16.15a)]. b) Demuestre la ley de los senos [16.15b)].

a) Observe la figura 16.11. Tome un sistema de coordenadas con C como origen y B en el eje x positivo.
Entonces, B tiene las coordenadas (a, 0). Sean (x, y) las coordenadas de A. Por (16.5),x=bcos 0y
vy = b sen 0. Por la formula de la distancia (2.1),

c=J(x=a) +(y=0) =[(x—a) +*
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CAPITULO 16 Repaso de trigonometria

Por consiguiente,
A =(x-a)*+y*=(bcos 0 -a)+ (bsen )
=b? cos? 0 — 2ab cos 0 + a> + b* sen? O [Algebra: (u — v)? = u? — 2uv + 7).
=a’>+ b? (cos® 0 + sen® ©) — 2ab cos O
=a?+ b*> - 2ab cos 0 [por (16.3)].

b) Observe la figura 16.13. Sea D el pie de la perpendicular que va de A al lado BC, y sea h = AD. Entonces,
senB=AD/AB=h/c . Luego, h = c sen By asi el drea de AABC =L (base x altura ) = Lah = Lacsen B
(verifique que esto también se cumple cuando ZB es obtuso). De igual forma, +bhcsen A= drea de AABC
=2absenC. Por tanto, Lac sen B = bc sen A = S ab sen C. Al dividir entre 1 abc se obtiene la ley de los

SE€nos.

|

Iy
|

(D
D

a C

Fig. 16.13

12. Pruebe la identidad (16.6): cos (u — v) = cOS u COS v + Sen u sen v.

Considérese el caso en que 0 < v < u < v+ 7 (fig. 16.14). Por la ley de cosenos, BC?> = 1% + 12— 2(1)(1) cos
(£BOC). Asi,

(cos u —cos v)* + (sen u — sen v)> =2 — 2 cos (u—v)
cos’u —2 cos ucos v+ cos’>v+sen*u—2senusenv+sen’v=2-2cos (u—v)
(cos?u + sen®u) + (cos>v + sen®v) — 2(cos u cos v+ sen u sen v) =2 — 2 cos (u — v)
1+1-2(cosucosv+senusenv)=2-2cos (u—v)

COS 1 COS v + sen u sen v = cos (i — v)

Todos los casos pueden derivarse del caso anterior.

C(cos u, sen u)
B(cos v, sen v)

Fig. 16.14



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

13. Convierta las medidas siguientes de radianes en grados: a) 4 radianes; b) ©/10 radianes; ¢) 117/12 radianes.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Respuestas: a) (720/m)°; b) 18°; ¢) 165°.

Convierta estas medidas de grados en radianes: a) 9°; b) 75°; ¢) (90/m)°.

Respuestas: a) m/20 radianes; b) 5nt/12 radianes; ¢) 1/2 radian.

Remitase a la notacion de la figura 16.3. @) Si r=7y 0 = n/14, halle s; b) si 6 =30° y s = 2, halle r.

Respuestas: a) /2; b) 12/m.

Halle el angulo de rotacidn entre 0 y 21 que provoca el mismo efecto que las rotaciones siguientes: a) 17n/4;

b) 375°; ¢) —n/3; d) —Tm/2.

Respuestas: a) w/4; b) 15°; ¢) 57/3; d) m/2.

Evalie: a) cos (47/3); b) sen (117/6); c¢) cos 210°; d) sen 315°; e) cos 75°; f) sen 73°.

Respuestas: a) —1;b) —%; ¢) —lzﬁ; d) —g ;e) vz;f; ) aproximadamente 0.9563.

Sea 0 un dngulo agudo y sen = £. Evalde a) cos 0; b) sen 20; c) cos 20; d) cos %

Respuestas: a) %; b) %; c) %; dyN8+ 2\/B.
4

Sea 6 un dngulo en el tercer cuadrante (T < 0 < 37” )y cos@ =—+. Halle a) sen 6; b) cos 26; ¢) sen (% ).

Respuestas: a) — 2 b) L ) (3y10) .
57725 o

En AABC, AB=5,AC=17y cos(LABC)= % Halle BC.

Respuesta: 4\/5 .

Demuestre la identidad senf _

1—co0s26

cos® ~ sen26

Derive los valores siguientes: @) sen

T oeE N2 en T —cosE =L oy senZE = cos = V3
4 =C0sy="5 ,b)sen6—cos3—2,c)sen3—cos6— 5

[Sugerencias: a) Observe un tridngulo rectdngulo isésceles AABC.

b) Considere un tridngulo equildtero AABC de lado 1. La recta AD que va de A al punto medio D del
lado BC es perpendicular a BC. Por ende, BD = 4. Como sen4- = cos &= L;’ABD contiene 3 radianes,
cos(m/3)= BD/AB = (1/2)/1=%. Por (16.8), sen(m/6) = cos(n/2 — 1/6) = cos (n/3).

¢) sen*(mw/3)=1-cos*(w/3)=1-

1

7

=3 . Entonces, sen (77/3) =£§ y sen (/3) == (7/6) = sen (7/3) por (16.8).]
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Derivacion de funciones
trigonométricas

Continuidad de cos x y sen x

Es claro que el cos x y el sen x son funciones continuas, es decir, que para todo 6,

lim cos (B+h)=cos€ y limsen (0+h)=send
h—0 h—0

Para comprobarlo, observe en la figura 17.1 que cuando £ se aproxima a 0, el punto C tiende al punto B. Por
tanto, la coordenada x de C [que es cos (0 + k)] tiende a la coordenada x de B (que es cos 6), y la coordenada y
de C [que es sen (0 + h)] tiende a la coordenada y de B (que es sen 6).

_ (cos(6 + h), sen(0 + h))
S
e S N
V; N\ (cos 6, sen 6)
h
l/ 1 2\
! i
1
\ /
\ /
\ /
\ /
\\ V2
~_1_--
Fig. 17.1

Para hallar la derivada de sen x y cos x se necesitan los limites siguientes:

17.1) 19111(}@ -1

5

(17.2) 1iml=cos®_
0 0

6—

Para ver una demostracién de (17.1), revise el problema 1. A partir de (17.1), (17.2) se deriva de la manera

siguiente:

Por tanto,

@ —

1—cos@ _1-cos@ 1+cosB_ 1—cos’6
0 0 1+cos@® O(+cosB)

__sen’0 _sen@ sen O
T O(+cosB)” O 1+cosO°

. 1-—cos@_,. sen@ ;. senf® _, senO _, O _, n_
=g Mg IMTicosd 1 Trcos0 | T41- 11050




(17.3) D, (senx)=cosx
(17.4) D, (cos x) =-sen x

Para ver una demostracién de (17.3), repase el problema 2. A partir de (17.3) se puede deducir (17.4), con
la ayuda de la regla de la cadena y (16.8), de esta manera:

D (cosx) =D, (sen(% - x)) = cos(% - x) -(-1)=—senx

Grafica de sen x

Como sen (x + 27m) = sen x, s6lo se debe construir la grafica para 0 < x < 27. Al igualar D, (sen x) = cos x =0
y observando que cos x = 0 en [0, 27| cuando y s6lo cuando x = /2 0 x = 37/2, se hallan los nimeros criticos
m/2 y 3m/2. Como D?(sen x) = D, (cosx)=—sen x, y —sen (m/2) =—-1 <0y —sen (37/2) = 1 > 0, el criterio de la
segunda derivada implica que existe un maximo relativo en (7/2, 1) y un minimo relativo en (37/2, —1). Puesto
que D, (sen x) = cos x es positivo en el primer y cuarto cuadrantes, sen x es creciente para 0 < x < 7/2 y para
3m/2 < x < 2m. En virtud de que D?(senx) =—senx es positivo en el tercer y cuarto cuadrantes, la grifica es
concava hacia arriba para 7 < x < 27. Asi, habrd un punto de inflexién en (r, 0), asi como en (0, 0) y (2, 0).
Parte de la grafica se muestra en la figura 17.2.

Grafica de cos x

Obsérvese que sen (/2 + x) = sen (71/2) cos x + cos (m/2) sen x = 1 - cos x + 0 - sen x = cos x. Asi, la grafica de
cos x puede trazarse moviendo la gréifica de sen x en 71/2 unidades a la izquierda, como se muestra en la figura
17.3.

I
N
I

a
/7

s

7
’
/

/

!

h |
SIS

|

—

T =)
=NEN
ENE R
SIS
SIERS

|9
=g

a

o8]

K

\

\

\
N
N
N
AN
¥
a
=

y=senx
Fig. 17.2
y
/’_._‘\
/// \\\
N
\\ /// \\\
AYY 1 | I — 1 1 # 1 Y
N - T 0| zzm 1\ 3 =« J/3n 2n Sm x
AN 2 643 2 \4 S 2 N
N 7 ~
\\ //
~o 1+ -
y=cosx
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CAPITULO 17 Derivacién de funciones trigonométricas

Las gréficas de y = sen x y y = cos x constan de ondas repetidas, y cada una de ellas se extiende por un inter-
valo de longitud 2. La longitud (periodo) y la altura (amplitud) de las ondas pueden cambiarse al multiplicar
el argumento y el valor, respectivamente, por constantes.

EJEMPLO 17.1. Sea y = cos 3x. La gréfica se muestra en la figura 17.4. Como cos 3(x + 27/3) = cos (3x + 2m)
= cos 3x, la funcién es de periodo p = 27/3. Por tanto, la longitud de cada onda es 27t/3. El nimero de ondas sobre
un intervalo de longitud 27 (correspondiente a una rotacién completa del rayo que determina el dngulo x) es 3. Este
numero se denomina la frecuencia f de cos 3x. En general, pf = (longitud de cada onda) X (nimero de ondas en un
intervalo de 2m) = 2. Por ende, f= 2n/p.

NN N N N/
NV VA AWAAWAR

|
)
@[
|
SIE]
|
wlar
|
SE
L
T =)
o E]
6-
[SRE

Fig. 17.4

Para toda b > 0, las funciones sen bx y cos bx tienen una frecuencia b y un periodo 27/b.

EJEMPLO 17.2. y =2 sen x. La gréfica de esta funcién (fig. 17.5) se obtiene de la de y = sen x al duplicar los
valores de y. El periodo y la frecuencia son similares a los de y = sen x, es decir, p = 2ry f= 1. La amplitud, es decir,
la altura mdxima de cada onda, es 2.

y
2_
1r /
3n -T _T 0 n b4 3n i X
"3 2 2 2
1k
2k
Fig. 17.5

EJEMPLO 17.3 En general, si b > 0, entonces y = A sen bx 'y y = A cos bx tienen periodo 27/b, frecuencia b y
amplitud Al. En la figura 17.6 se presenta la grafica de y = 1.5 sen 4x.



Fig. 17.6

Otras funciones trigonométricas

senx

Tangente  tanx=
cosx

cosx _ 1
senx tanx

Cotangente cotx =

Secante secx =
CcoS X

1

Cosecante cosec x =

senx
Derivadas
(17.5) D, (tan x) = sec® x
(17.6) D, (cot x) = —cosec? x
(17.7) D, (sec x) =tan x sec x
(17.8) D, (cosec x) = —cot x cosec x
Para obtener las demostraciones, repase el problema 3.
Otras relaciones
(17.9) tan’x+ 1 =sec’x
2 2 2
tan2x+1=sen2x _sen x+zcos X _ l2 —sec’x
cos” x cos? x cos® x

(17.10) tan (x + m) =tan x y cot (x + ) = cot x
Entonces, tan x y cot x tienen un periodo 7. Repase el problema 4.

(17.11) tan (—x) =—tan x y cot (—x) = —cot x

sen(—x) _ —senx _ _senx _
cos(—x) cosx COSX

tan (—x) = —tan x, y de igual forma para cot x
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CAPITULO 17 Derivacién de funciones trigonométricas

Grafica de y = tan x

Como tan x tiene un periodo 7, basta determinar la grafica en —n/2, m/2). Puesto que tan(—x) = —tan x, hay que
trazar sélo la grafica en (0, 7/2) y luego reflejarla en el origen. Como tan x = (sen x)/(cos x), habra asintotas
verticales en x = /2 y x = —m/2. Por (17.5), D, (tan x) > 0 y, por tanto, tan x es creciente.

D?(tanx) = D (sec® x)=2sec x(tan xsec x) = 2tan xsec> x.

Asi, la gréfica es concava hacia arriba cuando tan x > 0, es decir, para 0 < x < 71/2, y existe un punto de
inflexién en (0, 0). Algunos valores especiales de tan x se indican en la tabla 17.1 y la gréafica aparece en la
figura 17.7.

Para un angulo agudo 6 de un rectdngulo,

sen@ _ lado opuesto  lado adyacente _ lado opuesto

tan@ = cos® ~ hipotenusa ~  hipotenusa ~ lado adyacente
Tabla 17.1
x tan x
0 0
x V3
z 3 0.58
r
z 1
% J3~1.73

NI:]
|
v..a|:|
|
EEln
a|a
EEla
..al:l—
1.

Nl

Fig. 17.7



Grafica de y = sec x
Como sec x = 1/(cos x), la grafica tendrd una asintota vertical x = x, para todo x, tal que cos x, = 0, es decir, para
x = (2n + 1)n/2, donde n es cualquier entero. Igual que cos x, sec x tiene un periodo de 27, y se puede centrar
la atencion en (-, 7). Nétese que [sec x| = 1, como |cos x| < 1. Al ser D, (sec x) = tan x sec x = 0, se hallan los
nuimeros criticos en x =0y x = 7, y el criterio de la primera derivada establece que existe un minimo relativo
en x = 0 y un maximo relativo en x = 7.

Como

D?(secx) = D_(tan xsec x) = tan x(tan x sec x) + sec x(sec” x) = sec x(tan* x + sec” x)

no hay puntos de inflexién y la curva es cdncava hacia arriba para —/2 < x < /2. La gréfica se muestra en la
figura 17.8.

| T | |
| | | |
| | | |
| AT |
| | | |
| | | |
| Iy | |
| | | |
L L
3_1-r| - _1| o 1| ™ 3ql X
2 2| 2| 2
| I |
| P! | |
| | | |
| | 21 |
| | | |
| | | |
| | | |
Fig. 17.8

f\ngulos entre curvas
Por el dngulo de inclinacion de una recta no vertical L se entiende el dngulo o mds pequefio que se forma en
sentido contrario al de las manecillas del reloj desde el eje x positivo a la recta (fig. 17.9). Si m es la pendiente
de L, entonces m = tan o. [Se comprueba en la figura 17.10, donde se considera que la recta L’ es paralela a L
y, por consiguiente, tiene la misma pendiente m.

Entonces, m = (sen or— 0)/(cos ot — 0) = (sen «)/(cos &) = tan o.]

y @ 2 y y
A
2/
-7 T T~ g P(cos a, sen a)
7
/ AN
/ 1 \

a / \
a | (0,0) ‘\ @ \
} > X
/ ! \ ) \ /'
\ /

Fig. 17.9 Fig. 17.10

Por un dngulo entre dos curvas en un punto de interseccion P se entiende el mas pequefio de los dos dngulos
comprendidos entre las tangentes a las curvas en P (repase los problemas 17 y 18).
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@i CAPITULO 17 Derivacién de funciones trigonométricas

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Pruebe (17.1): im0 — 1.
6—0 0

Como @ = %, se debe considerar s6lo 8 > 0. En la figura 17.11, sea 6 = ZAOB un angulo central
pequefio positivo de un circulo de radio OA = OB = 1. Sea C el pie de la perpendicular trazada desde B hasta
OA. Obsérseve que OC = cos 8y CB = sen 0. Sea D la interseccién de OB con el arco de un circulo con centro
en O y radio OC. Entonces,

Area del sector COD < drea de ACOB < drea del sector AOB

DB

0 Ccl |A

OC = cos 0, CB = sen 0

Fig. 17.11

Notese que el drea del sector COD =46cos*0 y el area del sector AOB =+0. [Si Wes el drea de un sector
determinado por un dngulo central 6 de un circulo de radio r, entonces W/(drea del circulo) = 6/2x. Asi, W/rr?
= 0/2ny, por tanto, W = 10r2.]
Entonces, 1 S 1 1

7 Ocos Osjsene cos 579

Al dividir entre $0cosf > 0 se obtiene

2. Pruebe (17.3): D, (sen x) = cos x.
Aqui se utilizaran (17.1) y (17.2).

Sea y = sen x. Entonces, y + Ay =sen (x + Ax) y
Ay = sen(x + Ax) —sen x = cos x sen Ax + sen x cos Ax — sen x

=cos xsen Ax + sen x (cos Ax—1)

dy .. Ay .. ( sen Ax cosAx—l)
ax = lim = fim|cos SR reen B LT

_ . sen Ax . cosAx—1

= (cos0 Jim SR+ (en) Jim 55—

= (cos x)(1) + (sen x)(0) = cos x

3. Demuestre a) D, (tan x) = sec® x (17.5); b) D, (sec x) = tan x sec x (17.7).

a) %(tam):%(

senx | _ COSXCOS X —sen x(—sen x)
Ccos X cos® x

_cos’x+semrx __ 1

= s—=sec’ x
cos®x cos®x




b) Derivando ambos lados de (17.9), tan? x + 1 = sec? x, mediante la regla de la cadena se obtiene
2 tan x sec? x = 2 sec x D,(sec x).

Por tanto, D, (sec x) = tan x sec x.

Pruebe (17.10): tan(x + ) = tan x.
sen (X + /1) = sen x COS 7T+ COS X Sen 7T = —sen x
COS (X + 7T) = COS X COS T — Sen x sen T = —CoS X

Entonces
’ sen(x+7m) _ —senx _ senx

cos(x+7m)  —cosx cosx

tan(x+ 1) = =tanx

tany — tano

Deduzca tan (u —v) = T+ tann tano

sen (u—v) _ senucosv—cosusen v
cos (u—v) cosucoswv+senusen v

tan (u—v) =

seénu _ senv

=-COSU__COSV_({jvida el numerador y el denominador entre cos u cos v

+ senu senv
cosu cosv

_ tanu—tanvy
1+ tanutanv

Calcule las derivadas de las funciones siguientes: a) 2 cos 7x; b) sen® (2x); ¢) tan (5x); d) sec (1/x).

a) D, (2cos 7x)=2(—sen 7x)(7) =—14 sen 7x

b) D, (sen® (2x)) = 3(sen® (2x))(cos (2x))(2) = 6 sen”(2x) cos (2x)

¢) D, (tan (5x)) = (sec? (5x))(5) = 5 sec? (5x)

d) D, (sec (1/x)) = tan (1/x) sec (1/x)(=1/x?) = —(1/x?) tan (1/x) sec (1/x)

Halle todas las soluciones de la ecuacién cos x = &
Al resolver (4)? + y> =1, se observa que los tinicos puntos en el circulo unitario con abscisa + son (%, @

2

Como cos x tiene periodo 27, las soluciones son /3 + 27ntn y Sni/3 + 27n, donde n es cualquier nimero entero.

sen Sx; b) lfm sen 3x. tan x
2x

Calcule los limites siguientes:  a) lim ;
10 x—0 sen 7x

¢) lim
x—0

lim senSx :HmjsenSx =§1’mm=%(l):%

a)

=0 2X —0 2 Sx 2us0 U
. sen3x ;. sen3x _7x 3 _3, senu ..  _u
b) lxl_r}(}sen7x T o0 3x sen7x 77 },13(} u },l_rgsenu
_3 =3
=5 ()=
C) Iim tan x =lim sen x 1 = lim sen x Iim 1
=0 X -0 X COoS X -0 X u—0 COS X
==1

Sea y = x sen x. Halle y””’.
Y =xcosx+senx
vy’ = x(—sen x) + cos x + cOS x =—x sen x + 2 cos x
Y = —x cos x—sen x —2 sen x = —x oS x — 3 sen x

1 —%) Los dngulos centrales correspondientes son 7/3 'y 57/3. Estas son, entonces, soluciones en [0, 2x].
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CAPITULO 17 Derivacién de funciones trigonométricas

10. Seay =tan? (3x —2). Halle y”.
v =2tan (3x—2) sec> Bx—2) - 3 =06 tan (3x - 2) sec? (3x—2)
v’ =6[tan (3x —2) - 2 sec (3x—2) - sec (3x—2) tan (3x—2) - 3 + sec? (Bx —2)sec’> 3x —2) - 3]
=36 tan> (3x — 2) sec® (3x —2) + 18 sec* (3x—2)

11. Seay=sen(x + y). Halle y".
y=cos(x+y) - -(1+y)=cos(x+y)+cosx+y)-0O).

Al despejar y’ ( )
, _ cos(x+y
T 1-cos(x+y)

12. Seaseny + cos x = 1. Halle y”.

sen x
cosy

cosy-y'—senx= 0. Entonces y'=

,_ cosycosx—sen x(—seny)-y’ cosxcosy+senxseny -y
Y cos’y cos’y

_ cosxcosy+senxseny (sen x)/(cosy)  cosxcos?y+sen’x seny
cos’y cos®y

13. Un piloto se dirige a un sitio en la Tierra frente a €l. Si el avidn, a 2 millas de altura, vuela a 240 millas/hora
(mi/h), ¢cudn rapido debe girar el visor cuando el dngulo entre la trayectoria del avidn y la linea de la visual es
de 30°? (Fig. 17.12.)

%:—2401111/11 y x=2cotf

De la ultima ecuacion, % = -2 cosec? 6%. Asi, —240 =-2(4) [:;,—? cuando 6 = 30°

do _ -3
- 30rad/h = o grados /s

240 mi/h
0

0 x

Fig. 17.12

14. Trace la gréfica de f(x) = sen x + cos x.

f(x) tiene un periodo de 2. Por tanto, se debe considerar sélo el intervalo [0, 27]. f’(x) = cos x —sen x, y
f”(x) =—(sen x + cos x). Los nimeros criticos ocurren donde cos x = sen x o tan x = 1, x = /4 0 x = 57/4.

fr(mld)= —(\/5/2 + \/5/2) =—/2 < 0. Entonces, existe un maximo relativo en, x = 7/4, y= V2.

f’(5rld)= —(—\/5/2 - \/5/2) =+/2 > 0. Es decir, se presenta un minimo relativo en x =57/4,y = 2.
Los puntos de inflexién ocurren cuando f”(x) = —(sen x + cos x) =0, sen x = —cos x, tanx = -1, x =37m/4 0
x=7m/4,y=0 (fig. 17.13).

va |
1

RS
I

Vit

Fig. 17.13



15. Trace la gréfica de f(x) = cos x — cos” x.
Jf'(x) = —sen x — 2(cos x)(—sen x) = (sen x)(2 cos x — 1)

f”(x) = (sen x)(-2 sen x) + (2 cos x — 1)(cos x)
=2(cos®>x —sen’>x) —cos x =4 cos’ x —cos x — 2

Como f'tiene un periodo 27 s6lo debe considerarse [, 7], y como f'es par, Unicamente debe prestarse
atencion a [0, 7). Los nimeros criticos son las soluciones en [0, 7] de sen x =0 0 2 cos x — 1 = 0. La primera
ecuacion tiene soluciones 0 y 7, y la segunda equivale a cos x = 4, la cual tiene la solucién /3. f/(0) = 1 > 0;
entonces, hay un minimo relativo en (0, 0). /() = 3 > 0; luego, existe un minimo relativo en (7, -2).

f” % =—-2<0; por tanto, hay un maximo relativo en (5, ). Hay puntos de inflexién entre 0y Zy entre Zy 7
que pueden hallarse mediante la férmula cuadratica para resolver 4 cos? x — cos x — 2 = 0 para cos x utilizando
después una tablas de cosenos o una calculadora para aproximar x (fig. 17.14).

wla -
[SIE]

Fig. 17.14

16. Halle los extremos absolutos de f(x) = sen x + x en [0, 27].

f'(x) =cos x + 1. Sea f’(x) = 0, con lo que se obtiene cos x = -1y, por tanto, el tinico ndmero critico en
[0, 27] es x = 7. Se tabula z'y los dos puntos extremos 0 y 27zy se calculan los valores de f(x):

x Six)
T T
2r 2

Por consiguiente, el maximo absoluto 27 se obtiene en x = 27, y el minimo absoluto 0 en x = 0.

17. Halle el dngulo en el que las rectas £ ,: y=x+1 y £,:y=-3x+5 se cortan.

Sean o y o, los dngulos de inclinacién de &£, y &£, (fig. 17.15), y sean m, y m, las pendientes respectivas.
Entonces, tan oy =m, = 1 y tan o, = m, = -3. o, — ¢, es el dngulo de interseccidn. Ahora, por el problema 5,

tano, —tanoy;, — m, —m, -3-1

l+tane, tanc,  1+mm,  1+(=3)(1)

tan(o, — o)) =

e
==5=2
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CAPITULO 17 Derivacién de funciones trigonométricas

De una calculadora graficadora se obtiene o, — &, ~ 63.4°.

Loy Y

\ .

Fig. 17.15

18. Halle el dngulo «entre las pardbolas y = x>y x =y*en (1, 1).

3
Como D, (x*) =2xy D, (\/;) = ﬁ las pendientes en (1, 1) son 2y +. Por tanto, tano = = % = % .

Entonces, mediante una calculadora graficadora se aproxima «ra 36.9°.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

19. Demuestre que cot (x + 1) = cot x, sec (x + 27) = sec x y cosec (x + 27r) = cosec Xx.

20. Halle el periodo p, la frecuencia f'y la amplitud A de 5 sen (x/3) y trace su grafica.

Respuesta:  p= 67r,f=%,A =5

21. Encuentre todas las soluciones de cos x = 0.

Respuesta: x=2n+ 1)% para todo entero en n.

22. Halle todas las soluciones de tan x = 1

Respuesta: x=(4n+ l)% para todo entero en n.

23. Trace la gréfica de f(x) = %'

Respuesta:  véase la figura 17.16.



24. Deduzca la féormula tan(u +v) =

%)
3°73
TN T TN
3 3
(5-%)
3°7°3

Fig. 17.16.

tanu + tanv

1—tanutanv

25. Halley'.
a) y=sen 3x+ cos 2x Respuesta: y" =3 cos 3x — 2 sen 2x
b) y=tan (x?) Respuesta: y" = 2x sec? (x?)
¢) y=tan’x Respuesta: y' =2 tan x sec? x
d) y=cot(l-2x% Respuesta: y" = 4x cosec*(1 — 2x?)
e) y=x*senx Respuesta: y' = x* cos x + 2x sen x
CoS X . s _ —XSENX—COSX
== R ta. =
H oy e espuesta: vy s
26. Evalie:
. senax. . sen’(2x)
) 0 senbx’ ) -0 xsen’(3x)

27.

28.

29.

Respuestas: a) %; b) %

Six =A sen kt + B cos kt, demuestre que ‘CIZ—;;C =—k2x.

a) Siy =3 sen (2x + 3), demuestre que y”" + 4y = 0. b) Si y = sen x + 2 cos x, demuestre que y””’ + y” +y = 0.

i) Analice y dibuje lo siguiente en el intervalo 0 < x < 2. ii) (CG) Comprueba las respuestas del inciso
anterior con una graficadora.

a) y=<sen2x

b) y=cos’x—cosx

¢) y=x-2senx

d) y=senx(l+cosx)
e) y=4cos*x—3cosx

Respuestas: a) maximo en x = m/4, 5m/4; minimo en x = 37/4, 7m/4; punto de inflexién en x = 0, /2, 7, 37/2.
b) méximo en x =0, 7 minimo en x = 71/3, 571/3; punto de inflexién en x = 32° 327, 126° 23,
233°37,327°28".
¢) maximo en x = 571/3; minimo en x = 71/3; punto de inflexién en x = 0, 7.
d) maximo en x = 71/3; minimo en x = 571/3; punto de inflexién en x = 0, 7, 104° 297, 255° 31"
e) maximo en x =0, 271/3, 47/3; minimo en x = 71/3, m, 57/3; punto de inflexion en x = 71/2,
3n/2, ml6, S1/6, Tr/6, 111/6.
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®7 CAPITULO 17 Derivacién de funciones trigonométricas

30. Si el dngulo de elevacion del Sol es 45° y decrece a ¥ radianes por hora, ;a qué velocidad se alarga la sombra
proyectada en el suelo por un poste de 50 pies de altura?

Respuesta: 25 pies/hora.

31. Use la derivacién implicita para hallar y”: a) tan y = x%; b) cos (xy) = 2y.

_ysen(xy)

Respuestas: a)y” =2xcos>y; b) y' = .
24 xsen (xy)



Funciones trigonométricas inversas

Las funciones seno y coseno, ademads de otras funciones trigonométricas, no son uno a uno, por lo que no tienen
funciones inversas. Sin embargo, es posible restringir el dominio de las funciones trigonométricas de forma tal
que se vuelvan uno a uno.

En la grafica de y = sen x (fig. 17.2) se muestra que en el intervalo —nt/2 < x < 7t/2 la restriccion de sen x es uno
a uno. De esta manera, se define sen"'x como la funcién inversa correspondiente. El dominio de dicha funcién
es [-1, 1], el cual es el rango de sen x. Asi,

1. sen!(x)=ysiysélosiseny=ux.
. El dominio de sen! x es [-1, 1].
3. Elrango de sen™ x es [-7/2, w/2].

La gréfica de sen™! x se obtiene de la gréfica de sen x por reflexién en la recta y = x (fig. 18.1).

SYE]

_m
2
y=sen'x

Fig. 18.1

EJEMPLO 18.1. En general, sen”! x = el nimero y en [-1/2, /2] tal que sen y = x. En particular, sen™ 0 = 0,
sen 1 =m/2, sen” (=1) = —n/2, sen™'(4) = /6, sen”' (v/2/2) = /4 , sen” (+/3/2) = /3. También, sen (-3) =7 /6.
En general, sen”!(-x) = —sen™' x, ya que sen (-y) = —sen y.

La derivada de sen x

Sea y = sen™' x. Como sen x es derivable, sen™! x es derivable por el teorema 10.2. Ahora, sen y = x y, enton-
ces, por derivacion implicita, (cos y)y” = 1. Por tanto, y” = 1/(cos y). Pero cos? y = 1 —sen? y = 1 — x%. Asi,
cosy =*+/1—x? . Por definicién de sen™! x, y estd en el intervalo [-1/2, /2] y por consiguiente, cos y > 0.

—



CAPITULO 18 Funciones trigonométricas inversas

Entonces, cosy=+/1—x. Por ende, y' = Asf, se ha demostrado que

1
N

(18.1) D _(sen'x)=
1—x2

Funcidn coseno inversa

Si se restringe el dominio de cos x a [0, 7], se obtiene una funcién uno a uno (con rango [-1, 1]). Por ello, es

posible definir cos™ x como la inversa de esa restriccion.

1. cos™(x)=ysiysélosicosy=ux.
2. El dominio de cos™ xes [-1, 1].
3. Elrango de cos™ xes [0, w].

La gréfica de cos™ x se muestra en la figura 18.2 y se obtiene mediante reflexién de la grifica de y = cos x
enlarectay=ux.

3

-1 0 1

y=cos!x

Fig. 18.2

Un argumento similar al anterior para (18.1) demuestra que

(18.2) D (cos™x)=- !

- X

2

Funcion tangente inversa
Al restringir el dominio de tan x al intervalo (—m/2, /2) se obtiene una funcién uno a uno (con rango en el
conjunto de todos los nimeros reales), cuya inversa es tan™' x. Entonces:

1. tan’!(x)=ysiysélositany=x.
2. El dominio de tan™" x es (—oo, +o0).
3. Elrango de tan™! x es (-1/2, 7/2).

EJEMPLO 18.2. En general, tan™' x = al ndmero y en (-1/2, /2) tal que tan y = x. En particular, tan™ 0 = 0,
tan™' 1 = /4, tan"' (\/3) = /3, tan' (+/3/3) = /6. Como tan(—x) = —tan x, se sigue que tan™' (—x) = —tan™' x. Por
ejemplo, tan™" (1) = —m/4.

La gréfica de y = tan™' x aparece en la figura 18.3. Se obtiene de la grifica de y = tan x reflejada en la recta
y =x. Notese que y = /2 es una asintota horizontal a la derecha y y = —m/2 es una asintota horizontal a la iz-
quierda.



y=tan 'x

Fig. 18.3

. D Tx)=——
(18.3)  (tan™' x) 52
De hecho, si y = tan™! x, entonces tan y = x y, por derivacién implicita, (sec?> y)y” = 1. Entonces,

1 1 1
“sec’y 1+tan’y 1+x>°

’

y

Las inversas de cot x, sec x y cosec x se definen en forma similar.
cot~'x. Se restringe cot x a (0, 7). Entonces, el dominio de cot™ x es (—oo, +0) y
y=cot'x siysélosi coty=x
: D (cot'x)=———
(184) D, (cot” x)=—7——
La demostracién es similar a la de (18.3). Las graficas de cot x y cot™ x se muestran en la figura 18.4.

y y

A A
| N
|
|
|
| k)
| 2
|
|
|

> X > X
0 T L 0
2 |
|
|
: ‘b)y=cot’1x
|
|
|
|
a) y = cot x

Fig. 18.4
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CAPITULO 18 Funciones trigonométricas inversas

seclx. Se restringe sec x a la unién de [0, 7/2) y [, 3w/2). Entonces el dominio de sec™ x consta de toda y tal
quelyl=1ly
y=sec!x siysolosi secy=x
1
xJx? =1

Consulta la demostracion en el problema 1. La gréfica de sec x aparece en la figura 17.8, y la de sec! x en
la figura 18.5.

(18.5) D (sec™'x)=

y=sec!x
Fig. 18.5
cosec'x. Se restringe cosec x a la unién de (0, /2] y (, 3m/2]. Entonces el dominio de cosec™ x consta de toda
ytalquely|>1y

y=coseclx siysélosi cosecy=x
1

xvx? =1

La demostracién es similar a la de (18.5). Las graficas de cosec x y cosec™ x se muestran en la figura 18.6.

(18.6) D (cosec™'x)=—

y
A
N 3m
A 2
/1 I /
/| I
! | /f  —_——_—————— e ———— —— — — — —
/| I
/| I
// | | -
| | 30
3 d | |
| |
0 I | I |, ! ! .
L | 3w | = 1 0 1 T
2 | 2 |
-1 | | .

| \ | b) = cosec™! x
| o
| Vo
| Vo
| Vo
| \ |
I \I

a) = cosec x

Fig. 18.6



—

Las selecciones aparentemente arbitrarias de los dominios para las funciones trigonométricas inversas se
hicieron a fin de obtener férmulas simples para las derivadas.

No debe confundirse la notacion para las funciones trigonométricas inversas con notacién exponencial. Por
ejemplo, sen™' x no es lo mismo que (sen x)~!. Para evitar la posibilidad de tal confusién, se puede utilizar la
siguiente notacion alternativa en las funciones trigonométricas inversas:

arc sen x = sen”' x, arc cos x =cos™' x, etcétera.

PROBLEMAS RESUELTOS

_ 1
1. D tre (18.5): D (sec™ x) = ———.
emuestre (18.5): D ( ) o

Sea y = sec”! x. Entonces, sec y = x y, por derivacién implicita, tan y sec y (y”) = 1. Ahora, tan? y =
sec?y—1=x>—1; asi, tany = ++/x*> — 1 . Por definicién de sec™ x, y estd en [0, w/2) o en [, 31/2) y, por
consiguiente, tan y es positiva. Por ende, tan y =+/x> — 1. Entonces,

,_ 1 _ 1
T tanysecy  yx2—1

y
En los problemas 2 a 8, halle la primera derivada y’.

2. y=sen! (2x-3).
Por (18.1) y la regla de la cadena,

2 B 1
J12x—4x2-8  3x—-x2-2

7’

- !
N s T

D (2x-3)=

3. y=cos! ().

’ 1 2x
Por (18.2) y laregla de la cadena, y’ = —ﬁD (x)?*=-
1-(x?)? ° 1-x*
4. y=tan (3x?).
Por (18.3) y la regla de la cadena, y’ = —WDXG)H) = 1+63x4
_ 1 1+ X
S. y=cot (_l—x)
Por (18.4) y la regla de la cadena,
e T L e e T
1+( + x) 1+( + x)
1-x 1-x
2 1

T 0= +(1+x)? 1+«

6. y=xJa*—x? +a23en“(§)

v =x[+(a* = x*) " (20)]+ (@® — ) + a? S % =2/a* - x?

J1—=(x/a)?
7. y=x COSeC'I(%)+\/1—x2 para0<x< 1.
1

= l# —ll l L 2\12 _ -1(_)
V=X + cosec (x)+2(1 x*)"2(—2x) = cosec e
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CAPITULO 18 Funciones trigonométricas inversas

8. y= %tan“ (—tanx).

,_ 1 1 (b ) 1 a? b ., sec? x
—| —————D (Ztanx||=———5———seC’ X = 5>
b 275\ g ab a* +b*tan’ x a a’ + b*tan® x
1+ 5tanx

_ 1
a’cos® x +b*sen’x

9. Seay’senx+y=tan' x. Halle y’.

Por derivacién implicita, 2yy’senx + y? cosx +y’ = ;xz Por tanto,

1+
y'(2ysenx+1)=

i +1x2 — y*cos x y entonces,
, 1=+ x%)y*cosx
T 1+x> 2y senx+1)

y

10. Evalie a) sen™'(—/2/2) ; b) cos™! (1); ¢) cos™' (0); d) cos™'(1); e) tan‘l(—\/g);j) sec™! (2); g) sec™! (-2).
a) sen”'(—v2/2)=—sen(v2/2=-7/4
b) cos™' (1) =0, puesto que cos (0) =1 y O estd en [0, ]
¢) cos™ (0) =m/2, ya que cos (m/2) =0y (n/2) estd en [0, 7]
d) cos'(3)=n/3
e) tan”'(—V3)=—tan"'(\/3)=-7/3
H  sec! (2)=n/3, yaque

my__ 1 _1_
see 3)‘ cos(l3) " 172
1 1 )
g) sec”! (=2) = 4n/3, porque (47 / 3)= os@n73) = _—% =-2 y4n/3 estd en [T, 3T/29)

11. Demuestre que sen™! x + cos™ x = %

_ _ 1 1 .
D (sen” x+cos™ x) = - =0. s s
 (sen™ x + cos™' x) m m Entonces, por el problema 15 del capitulo 13, sen™! x + cos™ x es

b4
una constante. Como gen~' 0+ cos~' 0 = 0 + % = % , esa constante es 5.

12. @) Demuestre sen(sen! (y)) = y; b) determine sen™ (sen T); ¢) pruebe que sen™! (sen x) = x si y s6lo si x estd en
[-n2, m/2].
a) Esto resulta directamente de la definicién de sen™ ().

b) sen!(senm)=sen!'0=0.

¢) sen’'yesigual al ndmero x en [-1/2, /2] tal que sen x = y. Asi, si x estd en [-1/2, /2], sen”! (sen x) = x.
Si x no estd en [-7t/2, /2], entonces sen™' (sen x) # x, ya que, por definicién, sen™! (sen x) debe estar en
[-m/2, /2].

13. Evalie a) cos(2sen'(2)); b) sen(cos™ (—3)).
a) Por (16.11), cos(2sen"(2)) =1—2sen*Gen'(3))=1-2(2)*=1-£=1%

25+
b) sen*(cos™(—2))=1-cos*(cos(—=2)=1-(-3)2=%.
Por tanto, sen(cos™' (—3)) = +./7 /4. Puesto que cos™'(—3) estd en el segundo cuadrante,
sen(cos™'(—2)) > 0. Entonces, sen(cos™ (—2)) =/7/4.



14.

El borde inferior de un mural de 12 pies de altura esta situado a 6 pies por encima de los ojos de un
observador. De acuerdo con el supuesto de que la vista mds favorable se obtiene cuando el angulo subtendido
por el mural y los ojos es un maximo, ;a qué distancia de la pared deberia pararse el observador?

Sea 0 el dngulo subtendido y x la distancia desde la pared. De la figura 18.7, tan (0 + ¢) = 18/x, tan ¢ = 6/x,

y

_tan(@+¢)—tang  (18/x)—(6/x) _  12x
T 1+tan(@+ ¢)tand ~ 1+ (18/x)(6/x) ~ x> +108

tan 6 = tan[(6 + ¢) — ¢]

¢
X
Fig. 18.7
Entonces,
I 12x) 46 12(-x* +108)
6= tan (x2+108 Y dx T ¥ +360x2 + 11664

El niimero critico x = 6+/3 ~ 10.4 . Por el critico de la primera derivada, esto resulta en un maximo relativo.
El observador deberia pararse aproximadamente a 10.4 pies frente a la pared.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

15. Evalie @) sen (—/3/2); b) cos™ (+/3/2); ¢) cos™ (=/3/2); d) tan™ (—/3/3) ; €) sec' (+/2); ) sec™ (—/2).
RN AN SDRNY NS SR g3
Respuestas: a) 3 b) o ) 6" d) 6 ¢ 4 ) 4
16. Demuestre que tan™' x +cot™ x = % .
En los problemas 17 a 24 halle y’.
17. y =sen’!(3x) Respuesta: 3
Y P 1-9x?
18 =cos"(lx) Respuesta: — I
- 2 P ToJA-x?
(3 __3
19. y=tan (x) Respuesta: =49
20. y=sen! (x-1) Respuesta: L
2x — x?

21.

y=x?cos™ (2) Respuesta: Zx(cos‘ (2) + )
X X 2

sesJanu seal3puiouobly sauoouny 8T 0 INLIdYI



22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

CAPITULO 18 Funciones trigonométricas inversas

2

y= ~ —sen"'(x—a) Respuesta: m

y=(x—a)J2ax—x* +a’*sen”! (x ; a ) Respuesta: 2+/2ax — x*
[2_

y= xx2 4 +Lsec ! (Lx) Respuesta: ﬁ

Prueba las formulas (18.2), (18.4) y (18.6).

Sea 6=cos™' (). Halle a) sen 6; b) cos 0; ¢) tan 0; d) cot 8; ) sec 0; f) cosec 0; g) cos 20; /) sen 20.

3[ 3( 25, 5. 12J§
0D RSO TN~ 3503

Respuestas:
Sea 6 =sen”'(—+). Halla @) sen 0; b) cos 0; ¢) tan 0; d) cot 0; ) sec 0; f) cosec 0; g) cos 20; /) sen 20.
Respuestas: a) — %,b) 2\/—, \/— v d) 2\/6 e) 51\/2— ;D59 25,/1 —i

2tan6

Demuestre tan 26 = .
1—tan’6

Evalde a) cos(sen” l(1 1)) b) tan(sec"( +); ¢) sen(cos™! (—)+ sec '4); d) cos '(cos?’—”).

2
YT, ZJ_ 2L V15 7
11 9750 "o 92

Respuestas:

Halle el dominio y el rango de la funcién f(x) = sen(sec™' x).

Respuesta:  dominio Ix| > 1; rango (-1, 1)

a) (Para qué valores de x es verdadero tan™ (tan x) = x?

b) (CG) Comprueba la respuesta del inciso anterior con una graficadora para trazar la grafica de y = tan™ (tan
X) — X.

Respuesta:  a) —% <x< %

Se desea colocar una luz directamente sobre el centro de un sitio circular de 30 pies de radio, a una altura
tal que el borde reciba la maxima iluminacién. Halle la altura si la intensidad / en cualquier punto del borde
es directamente proporcional al coseno del dngulo de incidencia (dngulo entre el rayo de luz y la vertical) e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia de la fuente.

(Sugerencia: sea x la altura requerida, y la distancia de la luz al punto del borde, y 6 el dngulo de
kx
(x* +900)*> )

incidencia. Entonces, [ = kC(;se

Respuesta: 1542 pies

X

Demuestre que sen™' x = tanl( = )para [xl < 1. Analice qué sucede cuando Ixl = 1.

1—x



34.

35.

36.

(CG) Evalde sen™'(2) mediante una calculadora graficadora.

Respuesta: 0.6435

a) Halle sec (tan™'(3)); b) determine la férmula algebraica para sec (tan™' (2x)). ¢) (CG) Compruebe sus
respuestas a los incisos anteriores con una graficadora.

Respuestas: a) “;4 s b)N1+4x2

Pruebe a) sec™ x = cos™ (%) parax > 1; b) sec™' x =27 — cos™ (%) parax < -1.
[La féormula del inciso a) se cumple en general para Ixl > 1, si se hubiera definido sec™! x como la inversa
de la restriccion de sec x para (—-n/2, /2). Sin embargo, si se hubiera hecho esto, la férmula para D (sec™! x)

habria sido 1/(IxI+/x*—1) en lugar de la férmula més simple 1/(x+/x2—1).]
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Movimientos rectilineo y circular

Movimiento rectilineo

El movimiento rectilineo es el de un objeto en linea recta. Si existe un sistema de coordenadas en esa recta 'y s
representa la coordenada del objeto en cualquier instante ¢, entonces la posicion del objeto estd dada por una
funcién s = f(¥) (fig. 19.1).

Fig. 19.1

La posicion en un momento ¢ + At, muy cercano a t, es f(t + Ar). La “distancia” que recorre el objeto entre el
instante ¢ y el instante t + At es f(t + Af) — f(¢). El tiempo que el objeto ha recorrido es At. Entonces, la velocidad
media durante este periodo de tiempo es

f+An—f()
At
(Obsérvese que la “distancia” puede ser negativa cuando el objeto se mueve a la izquierda a lo largo del eje s.
Asi, la velocidad media puede ser positiva, negativa o cero.)
Cuando At tiende a cero, esta velocidad media se aproxima a lo que se conoce como velocidad instantdnea
v en el tiempo ¢. Entonces,

= f'()

Por tanto, la velocidad instantdnea v es la derivada de la funcién de la posicion s, es decir, v = ds/dt.

El signo de la velocidad instantdnea » indica en qué direccion se mueve el objeto a lo largo de larecta. Si v =
ds/dt > 0 en un intervalo de tiempo, entonces, por el teorema 13.7a), se sabe que s debe ser creciente, es decir,
el objeto se desplaza en direccidn de s creciente a lo largo de la recta. Si v = ds/dt < 0, entonces el objeto se esta
moviendo en la direccién de s decreciente.

La rapidez instantdnea se define como el valor absoluto de la velocidad. Asi, la rapidez indica cuén rdpido
se mueve el objeto, pero no su direccién. En un automévil, el velocimetro sefiala la rapidez instantdnea a la que
se desplaza el auto.

La aceleracion a de un objeto que se mueve en linea recta estd definida por la razén a la que cambia la ve-
locidad, es decir, la derivada de la velocidad:

_ i LA 10

At—0

ge dv _d’s
T dt T dr?
EJEMPLO 19.1. Sea la posicion de un automdévil en una autopista dada por la ecuacién s = f(r) = > — 5¢, donde

s se mide en millas y 7 en horas. Asi, la velocidad v = 2¢ — 5 millas por hora (mi/h) y su aceleracién a = 2 mi/h®. Por
tanto, su velocidad es creciente a una razén de 2 millas por hora por hora.

@ —



Cuando un objeto que se mueve en linea recta cambia de direccidn, su velocidad v = 0. Un cambio de direc-
ci6n ocurre cuando la posicidn s llega a un extremo relativo, y esto sucede sélo cuando ds/dt = 0. (Sin embargo,
lo contrario es falso; ds/dt = 0 no siempre indica un extremo relativo. Un ejemplo es s =2 en ¢ = 0.)

EJEMPLO 19.2. Supdngase que un objeto se mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la ecuacion s = f{t) =
(t — 2)%, donde s se mide en pies y 7 en segundos. (La gréfica de f aparece en la figura 19.2.) Entonces, v = f'(¢)
=2(t-2) pies/s y a =2 pies/s>. Parat < 2, v < 0 y el objeto se mueve a la izquierda (fig. 19.3). Parar>2,v>0yel
objeto se mueve a la derecha. El objeto cambia de direccién en ¢ = 2, donde v = 0. Nétese que si bien la velocidad v
es 0 en el momento 7 = 2, el objeto se estd moviendo en ese instante, no estd en reposo. Cuando se dice que un objeto
estd en reposo significa que su posicion es constante durante todo un intervalo de tiempo.

N

Fig. 19.2 Fig. 19.3

Movimiento bajo la influencia de la gravedad
Si un objeto ha sido lanzado hacia arriba o hacia abajo, o tan sélo a partir de un estado de reposo, y la tinica fuerza
que actda sobre €l es la gravitacional de la Tierra, el movimiento rectilineo resultante se denomina caida libre.
Al colocar un sistema de coordenadas en una recta vertical sobre la que se mueve un objeto, se considera
que este eje s se dirige hacia arriba (fig. 19.4) y que el nivel de la Tierra (la superficie del planeta) corresponde
a s = 0. Segun la fisica, la aceleracion a es una constante aproximadamente igual a —32 pies/s?. (En el sistema
métrico, esta constante es —9.8 m/s2.) Observe que la aceleracion es negativa porque la fuerza de la gravedad de
la Tierra hace que la velocidad se reduzca.

Como % = a =—32 se tiene que:

19.1) v=v,-32t s

donde v, es la velocidad inicial cuando ¢t = 0." Ahora, v = T por lo tanto,
19.2) s=sy+ vt — 167

donde s, es la posicion inicial, el valor de s cuando ¢ = 0.

sk

s
A

Tierra

Fig. 19.4

De hecho, D(v,—32t) =-32 = Dv. Entonces, por el problema 18 del capitulo 13, vy v, — 32¢ difieren por una constante. Como
vy v, — 32t son iguales cuando ¢ = 0, tal diferencia constante es 0.

™ En efecto, D/(s, + vyt — 161°) = v, — 32t = Ds. Entonces, por el problema 18 del capitulo 13, sy s, + v,¢ — 16¢* difieren por una
constante. Como s y s, + vyt — 16£% son iguales cuando ¢ = 0, esa diferencia constante es 0.
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@i CAPITULO 19 Movimientos rectilineo y circular

Movimiento circular

El movimiento de una particula P a lo largo de un circulo queda completamente definido por la ecuacién 6 =
f(t), donde O es el angulo central (en radianes) barrido en el instante ¢ por una recta que une a P con el centro
del circulo. Las coordenadas x y y de P estdn dadas por x =7 cos 0y y = r sen 0.

de
Por velocidad angular ® de P en el instante ¢ se entiende a

do d*6

Por aceleracion angular o. de P en el instante ¢ se entiende VAR

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Un cuerpo se mueve a lo largo de una recta segtn la ley s = %ﬂ —2¢. Determina su velocidad y aceleracion al
cabo de 2 segundos.

v= % =32 -2; por tanto, cuando ¢ = 2, v =3(2)* =2 =4 pies/s.

a= z—l; =3¢, por consiguiente, cuando ¢ = 2, a = 3(2) = 6 pies/s>.

2. Latrayectoria de una particula que se mueve en linea recta estd dada por s = # — 61> + 91 + 4.

a) Halle sy acuando v =0.

b) Halle sy vcuando a=0.

¢) (Cudndo s es creciente?

d) (Cuando v es creciente?

e) (Cudndo cambia la direccién del movimiento?
Se tiene que

v=%=3t2 12049 =3(t = 1)(t - 3), a=%=6(r—2)
a) Cuandov=0,t=1y3.Cuandot=1,s=8ya=-6.Cuandor=3,s=4ya=6.
b) Cuandoa=0,t=2.Ent=2,s=6yv=-3.
¢) ses creciente cuando v > 0, es decir, cuando < 1 y > 3.
d) wves creciente cuando a > 0, es decir, cuando 7 > 2.
e) Ladireccion del movimiento cambia cuando v =0y a = 0. Del inciso a) se tiene que la direccién cambia
cuandot=1yr=3.

3.  Un cuerpo se mueve a lo largo de una recta horizontal de acuerdo con la ecuacion s = f(r) = £ — 9¢* + 241.

a) (Cudndo s es creciente y cuando decreciente?

b) (Cuando v es creciente y cuiando decreciente?

¢) Halle la distancia total recorrida en los primeros 5 segundos de movimiento.
Se tiene que

_ds _qpn —3(F =D\ — _dv _ o
U_dt_3t 18t+24=3(t-2)(t—4), a—dt—6(t 3)

a) s es creciente cuando v > 0, es decir, cuando 1 <2y t > 4.
s es decreciente cuando v < 0, es decir, cuando 2 < 7 < 4.
b) wes creciente cuando a > 0, es decir, cuando 7 > 3.
v es decreciente cuando a < 0, es decir, cuando ¢ < 3.

¢) Cuandot=0,s =0y el cuerpo estd en O. El movimiento inicial es a la derecha (v > 0) durante los
primeros 2 segundos; cuando ¢ = 2, el cuerpo estd s = f(2) = 20 pies de O.
Durante los siguientes 2 segundos, se mueve a la izquierda, después de los cuales estd a s = f(4) = 16
pies de O.
Luego se mueve a la derecha y después de 5 segundos de movimiento estd s = f{5) = 20 pies de O. La
distancia total recorrida es 20 + 4 + 4 = 28 pies (fig. 19.5).



——

Fig. 19.5

Una particula se mueve en una recta horizontal a s = f{r) = * — 6 + 12> — 107 + 3.

a) (Cudndo es creciente la rapidez y cudndo decreciente?

b) (Cuando cambia la direccidon del movimiento?

c) Halle la distancia total recorrida en los primeros 3 segundos de movimiento.
Aqui,

v=%=4t3—18t2+24t—10=2(t—1)2(21—5), a=%=12(r—1)(t—2)

a) wvcambiade signoent=2.5,yacambiadesignoent=1,7=2.
Parat<1,v<0ya>0.Comoa>0,ves creciente. Como v < 0, la rapidez |v| = —v es decreciente.
Paral <t<2,v<0ya<0.Comoa<0,wves decreciente. Puesto que v <0, la rapidez || = —v es
creciente.

Para2 <t<2.5,v<0ya>0.Como en el primer caso, la rapidez es decreciente.
Parat>2.5,v>0ya>0,wves creciente. Como v > 0, la rapidez || = v es creciente.

b) Ladireccién del movimiento cambia en ¢t = 2.5, ya que por el criterio de la segunda derivada s tiene un
extremo relativo alli.

¢) Cuandot=0, s =3y laparticula estd 3 unidades a la derecha de O. El movimiento es hacia la izquierda
hasta que 7 = 2.5, después de lo cual estd a % unidades a la izquierda de O. Cuando t =3, s = 0; la
particula se ha movido % unidades a la derecha. La distancia total recorrida es 3+ 2L + 2Z = 3 unidades
(fig. 19.6).

27/16
Fig. 19.6

Una piedra, lanzada verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 112 pies/segundo (pies/s), se
mueve de acuerdo con la ecuacién s = 1127 — 16/, donde s es la distancia del punto de partida. Calcule a) la
velocidad y la aceleracion cuando ¢ = 3 y cuando 7 = 4, y b) la maxima altura alcanzada. c¢) {Cudndo estard a
96 pies de altura?

Se tiene que v = ds/dt = 112 - 32t y a = dv/dt = -32.

a) Ent=3,v=16ya=-32. La piedra estd subiendo a 16 pies/s.
Ent=4,v=-16y a=-32. La piedra estd cayendo a 16 pies/s.

b) En el punto mds alto del movimiento, v = 0. Al despejar v =0 = 112 — 32z resulta en = 3.5. En ese
instante s = 196 pies.

¢) Sea96 =112t 167, 1o que resultaen # — 7t + 6 = 0, de donde t = 1 y 6. Al cabo de 1 segundo de
movimiento la piedra se halla a una altura de 96 pies y estd subiendo, pues v > 0. Al cabo de 6 segundos
se encuentra a la misma altura pero estd cayendo, ya que v < 0.

Una particula rota en sentido contrario al de las manecillas del reloj a partir del reposo, de acuerdo con

0= %, donde 0 estd en radianes y ¢ en segundos. Calcule el desplazamiento angular 0, la velocidad angular
o y la aceleracién angular o al cabo de 10 segundos.

. _do _3 | _ _do_6t _06 2
6—50 t=10 rad, w_dt_SO 1=>5 rad/s, o= dt_SO_Srad/s
En t =0, se lanza una piedra desde un edificio de 1024 pies de altura. ;Cudndo toca el suelo la piedra y con
qué velocidad? Determine también la rapidez en millas por hora.
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CAPITULO 19 Movimientos rectilineo y circular

Como s, = 1024 y v, = 0, la ecuacién (19.2) se vuelve s = 1024 — 167, y el tiempo en el que la piedra golpea
la tierra es la solucién de 1024 — 1672 = 0. Esto se reduce a > = 64, lo que da ¢ = £8. Como el movimiento ocurre
cuando 7 >0, t = 8. La ecuacion (19.1) es v = —-32¢, lo que resulta en v = —32(8) = —256 pies/s cuando = §, es
decir, el momento en el que la piedra choca con la tierra. (La velocidad es negativa porque la piedra se estd
moviendo hacia abajo.) La rapidez es 256 pies/s. Para cambiar a millas por hora se realiza lo siguiente:

x pies por segundo = 60x pies por minuto = 60(60x) pies por hora

15

= 3600x 1 itjas por hora = ¥ millas por hora.

~ 5280

Luego,
(19.3) x pies porsegundos=-13 xmillas por hora.

En especial, cuando x = 256, se obtiene 1745 millas por hora.

Si se dispara un cohete verticalmente hacia arriba desde tierra con una velocidad inicial de 192 pies/s, ;cuando
alcanza su altura maxima y cudl es esa altura? También establezca cudnto tarda en llegar a tierra nuevamente y
con qué rapidez lo hace.

Las ecuaciones (19.1) y (19.2) son v = 192 — 32t y s = 192 — 16. A la altura méaxima, v = 0 y, por tanto, t = 6.
Esto significa que se toma 6 segundos para llegar a la altura médxima, que es 192(6) — 16(6)*> = 576 pies. El cohete
regresa a nivel del suelo cuando 0 = 1927 — 167, es decir, cuando 7 = 12. En consecuencia, tardé 6 segundos para
llegar al suelo nuevamente, mismo tiempo al que empled para alcanzar la altura maxima. La velocidad cuando
t=12es 192 — 32(12) =-192 pies/s. Entonces, su rapidez final es la misma que su rapidez inicial.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

10.

11.

12.

13.

Demuestre que si un objeto se mueve en linea recta, su rapidez es creciente cuando su velocidad v y su
aceleracion a tienen el mismo signo, y su rapidez es decreciente cuando v y a tienen signo opuesto. (Sugerencia:
larapidez S = |¢|. Cuando v >0, S = vy dS/dt = dv/dt = a. Cuando v < 0, S =—v'y dS/dt = —dv/dt = —a.)

Un objeto se mueve en linea recta de acuerdo con la ecuacién s = 2 — 6¢% + 9¢, en unidades de pies y segundos.
Determine su posicion, direccion y velocidad, asf como si su rapidez es creciente o decreciente cuando a) t = +;
bt=3c0)t=5%d =4

Respuestas:

a) s=%Tt pies; movimiento a la derecha con v = 1 pies/s; rapidez decreciente.
b) s=4% pies; movimiento a la izquierda con v = —< pies/s; rapidez creciente.
¢) s=1% pies; movimiento a la izquierda con v = —% pies/s; rapidez decreciente.
d) s =4 pies; movimiento a la derecha con v =9 pies/s; rapidez creciente.

La distancia de una locomotora respecto de un punto fijo sobre una via recta en el instante 7 es 3* — 441> — 4472,
(Cudndo va en reversa?

Respuesta: 3 <t<8

Examina, como en el problema 2, cada uno de los siguientes movimientos en linea recta: a) s = £ — 97 + 24t,
b)ys=£-32+3t+3;¢)s =212+ 18t —5; d) s = 3t* — 28 + 907> — 108t.

Respuesta:  los cambios de direccion ocurrenen t =2y =4 en a), no hay cambiosen b), ent=1yt=3en
c)yent=1end).

Un objeto se mueve verticalmente hacia arriba desde el suelo de acuerdo con la ecuacion s = 647 — 16£%.
Demuestre que ha perdido la mitad de su velocidad en los primeros 48 pies de ascenso.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Se lanza una bola verticalmente hacia arriba desde el borde de un tejado que estd a 112 pies de altura, de tal
forma que eventualmente caiga a la calle. Si se mueve de modo que la distancia s del tejado en el instante ¢
estd dada por s = 947 — 162, halle a) la posicién de la bola, su velocidad y la direccién del movimiento cuando
t =2,y b) su velocidad cuando golpea la calle (s en pies, y ¢ en segundos).

Respuestas: a) 240 pies por encima de la calle, 32 pies/s hacia arriba; b) —128 pies/s.

Una rueda gira 0 radianes en 7 segundos de manera que 6 = 1287 — 1272. Encuentre la velocidad y la
aceleracion angular al cabo de 3 segundos.

Respuestas: ® = 56 rad/s; o, = —24 rad/s?

Se lanza una piedra en un pozo de 144 pies de profundidad. ;Cuando tocara la piedra el fondo del pozo?

Respuesta:  después de 3 segundos

(Con qué rapidez, en millas por hora, un objeto lanzado desde lo alto de un edificio de 10 pisos tocard el
suelo? Supéngase que cada piso del edificio tiene 10 pies de altura.

Respuesta: 54 mi/h

Un automdvil se mueve por una autopista recta. Si su posicion estd dada por s = 82 — 12/ + 6t — 1, con s en
millas y ¢ en horas, ;cudl es la distancia que recorrede r=0ar=1?

Respuesta: 2 millas

Responda a la misma pregunta que en el problema 18, excepto que s =5t — >y el auto vade r=0ar=3.

Respuesta: 6.5 millas

Se lanza una piedra en linea recta desde el suelo. ;Cudl es su velocidad inicial, en pies por segundo, si golped
el suelo después de 15 segundos?

Respuesta: 240 pies/s

(cG) Sea la posicion s de un objeto que se mueve en linea recta dada por la ecuacién s = #* — 32 + 2¢. Utilice
una graficadora para calcular cudndo cambia de direccién el objeto, cudndo se mueve a la derecha y cudando a
la izquierda. Trate de hallar las férmulas exactas correspondientes.

Respuesta:  cambia de direccion en t = —1.3660, 0.3660 y 1. El objeto se mueve a la izquierda para ¢ <
—1.3660 y para 0.3660 < 7 < 1. Los valores exactos de 7 en los que el objeto cambia de direccién
—1+./3
2

sonly

(cG) Un objeto se mueve en linea recta de acuerdo con la ecuacién s = 37 — 2. Otro objeto avanza a lo largo
de la misma recta de acuerdo con la ecuacién s = £ — 2 + 1. Utilice la calculadora graficadora para calcular
a) cuando ocupan la misma posicién y b) cudndo tienen la misma velocidad. ¢) En el instante en que alcanzan
la misma posicidn, ¢se estdn moviendo en la misma direccién?

Respuestas: a) 0.3473 y 1.5321; b) t = £1; ¢) direcciones opuestas en ambas intersecciones.
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Razones

Si una cantidad y es una funcién del tiempo ¢, la razén de cambio de y respecto al tiempo estd dada por dy/dt.
Cuando dos o mds cantidades, todas funciones del tiempo ¢, estan relacionadas por una ecuacion, la relacién de
sus razones de cambio puede hallarse derivando ambos lados de la ecuacion.

EJEMPLO 20.1. Una escalera de 25 pies reposa sobre una pared vertical (fig. 20.1). Si la base de la escalera res-
bala y se aleja de la base de la pared a 3 pies/s, ;cudn rapido baja la parte superior de la escalera cuando la base de la
misma estd a 7 pies de la pared?

- X

Fig. 20.1

Sea x la distancia de la base de la escalera a la base de la pared, y sea y la distancia de la parte superior de la
escalera a la base de la pared. Como la base de la escalera se aleja de la base de la pared a una razén de 3 pies/s,
dx/dt = 3, hay que hallar dy/dt cuando x = 7. Por el teorema de Pitagoras,

X+ =(25)° =625 (1

Esta es la relacién entre x y y. Al derivar ambos miembros respecto a ¢ se obtiene

dx dy
2x—+2yE—

dr 0

Como dx/dt = 3, 6x + 2y dy/dt = 0, donde
dy
3x+ Y= 0 2)
Esta es la ecuacion deseada para dy/dr. Ahora, para este problema en particular, x = 7. Al sustituir x por 7 en la
ecuacion (1) se tiene 49 + y? = 625, y> = 576, y = 24. En la ecuacién (2), al remplazar x y y por 7 y 24 se obtiene

21+ 24 dyldt = 0. Por tanto, dy/dt = — . Como dy/dt < 0, se concluye que la parte superior de la escalera resbala
por la pared a una razén de § pies/s, cuando la base de la escalera estd a 7 pies de la base de la pared.

@ —
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. El gas escapa de un globo esférico a razén de 2 pies*/min. ;Cuén rdpido decrece el drea del globo cuando el
radio es de 12 pies?
Una esfera de radio r tiene el volumen V =4 7r* y superficie S = 4mr2. Por hipétesis, dV/dt = 2. Ahora,
dVldt = 4mr? drldt. Entonces, -2 = 412 drldt, por tanto, dr/dt = —1/(21r?). Ademas, dS/dt = 8nr dr/dt. Por
consiguiente, dS/dr =-8rnr/2nr’ =—4/r . Asi, cuando r = 12, dS/dt = —+5 = —%. Es decir, la superficie estd

decreciendo a una razén de § pies¥min.

2. De un dep6sito conico sale agua a una razén de 1 pulg®/s. Si el radio de la base del depdsito es de 4 pulgadas
y la altura de 8 pulgadas, determine la razén a la que el nivel del agua desciende cuando estd a 2 pulgadas de
la parte superior. (La férmula para el volumen V de un cono es 4 1%k, donde r es el radio de la base y & es la

altura.)
Sea r el radio y & la altura de la superficie del agua en el instante 7, y sea V el volumen del agua en el cono

(fig. 20.2.) Por tridngulos semejantes, /4 = h/8, donde r=1h .

_

8
Fig. 20.2
Entonces,
V=3inr’h=5nh*. Asi, ‘Z—‘t/ = %nhz%.
Por hipétesis, dV/dt = —1. Luego,
—1=4nh? %, lo que resulta en % = 7;—;:2

Ahora, cuando el nivel del agua estd a 2 pulgadas de la parte superior del depdsito, 7 = 8 —2 = 6. Por tanto, en
ese momento, dh/ dt = —35-, y, entonces, el nivel del agua estd bajando a una razén de - pulg/s.

3. Laarena que cae de un ducto forma un monticulo c6nico cuya altura es siempre igual a 4 del radio de la base.
a) (Cudn rdpido se incrementa el volumen cuando el radio de la base es de 3 pies y aumenta a una razén de 3
pulg/min? b) (Cudn rapido aumenta el radio cuando estd a 6 pies y el volumen se incrementa a una razén de
24 pies*/min?

Sea r el radio de la base y & la altura del monticulo en el instante . Entonces,

_4 1oy 4 s dav _4  odr
h—3r yV—3n'rh—9n:r.Porende, =3 g

a) Cuando r =3y dr/dr =4, dVidt = 3r pies’/min.
b) Cuando r= 06y dV/dt =24, drldt = 1/(2r) pies/min.

4. El barco A navega hacia el sur a 16 millas/hora, y el barco B, situado a 32 millas al sur de A, navega hacia
el este a 12 millas/hora. a) (A qué razdén se acercan o separan al cabo de 1 hora? b) {Después de 2 horas? ¢)
(Cudndo dejan de acercarse y a qué distancia se encuentran en ese momento?
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CAPITULO 20 Razones

Sean A, y B, las posiciones iniciales de los barcos, y A, y B, sus posiciones ¢ horas més tarde. Sea D la
distancia entre ellos ¢ horas mds tarde. Entonces (fig. 20.3):

D= (321607 + (121 y 20‘2—? =2(32 = 161)(—16) + 2(12£)(12) = 2(400¢ — 512).

Ay

16t

32— 16t

B, 12t B

|

Fig. 20.3
dD _ 400r—512
Por tanto, 7
a) Cuandot=1,D=20y ‘2—? =-5.6 . Se acercan a 5.6 millas/hora.
dD

b) Cuandor=2,D=24y =12. Se alejan a 12 millas/hora.

dr
¢) Dejan de acercarse entre si cuando CZ—? =0, es decir, cuando 7 = 3}2 =1.28 h, momento en el que estdn a
D =19.2 millas de distancia.

Dos lados paralelos de un rectangulo se alargan a una razén de 2 pulgadas/s, mientras que los otros dos lados
se acortan de tal forma que la figura sigue siendo un rectangulo con édrea constante A = 50 pulg?. ;Cuadl es
la razén de cambio del perimetro P, cuando la longitud de un lado creciente es de a) 5 pulgadas? b) ;10
pulgadas? c¢) ;Cudles son las dimensiones cuando el perimetro termina de decrecer?

Sea x la longitud de los lados que se alargan, y y la longitud de los otros lados, en el instante 7. Entonces,

_ d_l’_d_xﬂ)__ dA _ dy dx
P=20+). dt_z(dt+dt o AZ=30 =g Y =0

a) Cuandox =35,y =10y dx/dt =2. Entonces,

dpP
5% +10(2)=0. Luego, % =—4 vy s 2(2 —4)=—4 pulgadas/s (decreciente)
b) Cuando x =10, y =15y dx/dt = 2. Entonces,
10% +5(2) =0 . Por tanto, % =-1 y % =2(2—-1)=2 pulgadas/s (decreciente)

¢) El perimetro dejard de crecer cuando dP/dt = 0, es decir, cuando dy/dt = —dx/dt = —2. Entonces, x(-2) +
y(2) = 0, y el rectdngulo es un cuadrado de lado x = y=5+2 pulgadas.

El radio de una esfera es r cuando el tiempo es ¢ segundos. Halle el radio cuando la razén de cambio del area
de la superficie y la razén de cambio del radio son iguales.
El drea de superficie S = 41?; por tanto, dS/dt = 8nr dr/dt. Cuando dS/dt = dr/dt, 8nr =1y el radio r = 1/8T.

Un peso W estd atado a una cuerda de 50 pies de longitud que pasa por una polea en un punto P, a 20 pies
sobre el suelo. El otro extremo de la cuerda estd amarrado a un camién en un punto A, a 2 pies del suelo, como
se muestra en la figura 20.4. Si el camion se aleja a una razén de 9 pies/s, ;cudn rapido sube el peso cuando
estd a 6 pies sobre el suelo?



20 — x
&

T , .

Fig. 20.4

Sea x la distancia que ha subido el peso, y y la distancia horizontal desde el punto A, donde la cuerda esta
amarrada al camion, a la recta vertical que pasa por la polea. Se debe hallar dx/dt cuando dy/dt =9y x = 6.
Ahora

dy _30+xdx

— 2 2
=30+ x)*—(18)* y =y dr

_ _ 30+ 6 d
Cuando x = 6, y =183 y dy/dt = 9. Entonces, 9 = 1893 dt de donde dt \/_ pies/s.

Un foco L esta suspendido a H pies sobre la calle. Un objeto de / pies de altura en O, directamente bajo la luz
del foco, se mueve en linea recta a lo largo de la calle a v pies/s. Determine la férmula de la velocidad V del
extremo de la sombra reflejada por el objeto en la calle a 7 segundos (fig. 20.5).

%
H
h
oLt T
I y l
Fig. 20.5

Después de ¢ segundos, el objeto se ha movido a una distancia vz. Sea y la distancia de la punta de la
sombra desde O. Por tridngulos semejantes, (y — vf)/y = h/H. Por tanto,

_ _Hut . _dy_ Hv _ 1
y_H—h y, €n consecuencia, V_dt_H—h_l—(h/H) v

Entonces, la velocidad de la punta de la sombra es proporcional a la velocidad del objeto, ya que el factor
de proporcionalidad depende de la razén A/H. Cuando h — 0, V — v, mientras que cuando 7 — H, V — +eo.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Un recipiente rectangular tiene 8 pies de longitud, 2 pies de ancho y 4 pies de profundidad. Si el agua fluye a
una razén de 2 pies*/min, ;cudn rdpido sube a la superficie cuando el agua tiene 1 pie de profundidad?

Respuesta: ¢ pies/min
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11.
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16.

17.

18.

CAPITULO 20 Razones

Un liquido fluye dentro de un tanque cilindrico vertical de 6 pies de radio a una razén de 8 pies*/min. ;Cudn
rdpido sube a la superficie?

o, .
Respuesta: 3 pies/min

Un hombre de 5 pies de altura camina a una razén de 4 pies/s. Si se aleja de la luz de un foco que estd a
20 pies por encima de la calle, a) ;a qué razén se mueve la punta de la sombra? b) ;A qué razén cambia la
longitud de la sombra?

Respuestas: — a) £ pies/s; b) 4 pies/s

Un globo sube verticalmente sobre un punto A del suelo a una razén de 15 pies/s. Un punto B del suelo queda
a 30 pies de A. Cuando el globo estd a 40 pies de A, ;a qué razén cambia su distancia de B?

Respuesta: 12 pies/s

Una escalera de 20 pies de longitud se apoya contra una casa. Si el pie de la escalera se aleja de la casa a una
razon de 2 pies/s, halle con qué velocidad a) la parte superior de la escalera se resbala por la pared, y
b) disminuye la pendiente de la escalera cuando el pie de la misma esta a 12 pies de la casa.

Respuestas: a) 3 pies/s; b) & pies/s

De un tanque cénico de 3 pies de radio y 10 pies de profundidad se saca agua a razén de 4 pies’/min. ;Cuédn
rapido baja el nivel cuando la profundidad del agua es de 6 pies? ;Cudn rdpido disminuye el radio de la
superficie del agua?

Respuestas:  100/817 pies/min; 10/277 pies/min

Una barcaza, cuya cubierta estd 10 pies por debajo del nivel del puerto, es arrastrada mediante un cable atado a
la cubierta que pasa por un aro situado en el puerto. Cuando la lancha estd a 24 pies de distancia y se aproxima
al puerto a 2 pies/s, ;a qué velocidad se estd tirando del cable? (Desprecie cualquier comba en el cable.)

Respuesta: & pies/s

Un niflo ha elevado una cometa a una altura de 150 pies. Si la cometa se aleja horizontalmente del nifio a 20
pies/s, (a qué velocidad estd soltando la cuerda cuando la cometa estd a 250 pies de é1?

Respuesta: 16 pies/s

Un tren que parte a las 11:00 Am viaja hacia el este a 45 millas/hora, mientras que otro, que sale a mediodia
del mismo punto, viaja hacia el sur a 60 millas/hora. ;A qué velocidad se separan a las 3 pm?

Respuesta:  105+/2/2 millas/hora

Un foco esta en el extremo superior de un poste de 80 pies de altura. Se deja caer una bola desde un punto
situado a 20 pies del foco y a su misma altura. Si se considera que la bola cae de acuerdo con la ecuacién
s =162, ;con qué velocidad se mueve la sombra de la bola en el suelo 1 segundo mds tarde?

Respuesta: 200 pies/s



19.

20.

21.

22,

23.

24.

El barco A estd a 15 millas al este de O y se mueve hacia el oeste a 20 millas/hora; el barco B estd a 60 millas
al sur de O y se mueve hacia el norte a 15 millas/hora. a) ;Se acercan o se alejan después de una hora y a qué
razén? b) ;Después de 3 horas? ¢) Cuando estdn mas cerca el uno del otro?

Respuestas:  a) acercandose, 115/+/82 millas/hora; b) separandose, 9/10/2 millas/hora; ¢) 1 h 55 minutos

El agua se estd fugando a una razén de 10 pies’/min de una cisterna agrietada, cuya forma es la de un cono de
16 pies de profundidad y 8 pies de didmetro en la parte superior. Cuando el agua tiene 12 pies de profundidad,
se observa que el nivel del agua sube a 4 pulgadas/min. ;A qué razén se estd fugando el agua?

Respuesta: (10 — 31) pies’/min

Una solucién pasa por un filtro cénico de 24 pulgadas de profundidad y 16 pulgadas en la parte superior, hacia
una vasija cilindrica de 12 pulgadas de didmetro. ;A qué razén sube el nivel de la solucién en el cilindro si,
cuando la profundidad de la solucién en el filtro es de 12 pulgadas, su nivel cae a una razén de 1 pulgada/min?

Respuesta: 4+ pulgadas/min

El petrdleo de un buque cisterna se esta fugando en forma de una pelicula circular sobre la superficie del agua.
Si el radio del circulo aumenta a una razén de 3 metros por minuto, ;a qué velocidad se incrementa el drea del
circulo cuando el radio es de 200 metros?

Respuesta: 120077 m*/min

Un punto se mueve sobre la hipérbola x> — 4y? = 36, de forma tal que la coordenada x aumenta a una razén
constante de 20 unidades por segundo. ;A qué razén cambia la coordenada y en el punto (10, 4)?

Respuesta: 50 unidades/s

Si un punto se mueve por la curva y = x? — 2x, ;en qué punto cambia la coordenada y dos veces tan rapido
como la coordenada x?

Respuesta: (2, 0)
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Diferenciales.
Método de Newton

Si una funcién f es diferenciable en x, entonces f’(x) = 1im,,_,, Ay/Ax, donde Ay = f{x + Ax) — f{x). Por tanto,

para los valores de Ax cercanos a 0, Ay/Ax estard préximo a f”(x). Esto se escribe con frecuencia como Ay/Ax
~ f’(x), donde

Ay ~ f'(x) Ax ey
Esto implica que
Jlx + Ax) ~ A fix) + f/(x)Ax 2
La férmula (2) puede utilizarse para aproximar valores de una funcion.

EJEMPLO 21.1. Estime el valor de +/16.2. Sea f(x)=+/x, x = 16 y Ax = 0.2. Entonces, x + Ax = 16.2,
Fx+Ax) =162y f(x)=16 =4 Como f'(x)=D, (x"*)=4x""2 =1/(2Jx)=1/(2J/16) =1, 1a férmula (2) se

vuelve,
J162 ~4+ %(0.2) = 4.025

(Esta aproximacion no es vélida sino hasta tres cifras decimales. Para cuatro cifras decimales el valor correcto es
4.0249, que puede comprobarse en una calculadora graficadora.)

EJEMPLO 21.2. Estime el valor de sen (0.1). En este caso, f{x) = sen x, x =0y Ax =0.1. Entonces, x + Ax=0.1,
Sfix + Ax) =sen (0.1) y fix) = sen 0 = 0. Como f”(x) = cos x = cos 0 = 1, la férmula 21.2 da

sen (0.1) ~0+ 1(0.1)=0.1

El valor real es 0.0998, corregido a cuatro cifras decimales. Observe que el método utilizado para este problema
muestra que sen u puede aproximarse en u para los valores de u cercanos a 0.

Una limitacién de la férmula (21.2) consiste en que no se tiene informacion sobre cudn buena es la aproxi-
macién. Por ejemplo, si se busca que la aproximacion sea correcta en cuatro cifras decimales, no se sabe cuian
pequeno deberia escogerse Ax.

La diferencial
El producto del miembro derecho de la ecuacidon (21.1) se llama diferencial de f'y se representa mediante df.

Definicion
La diferencial df de f se define por
df =f"(x)Ax

@ —



Obsérvese que df es una funcién de dos variables, x y Ax. Si Ax es pequeiia, entonces la férmula (1) se
vuelve

fx + Ax) - fix) ~ df 3)

Esta férmula se ilustra en la figura 21.1. La recta & es tangente a la grafica de fen P; entonces, su pendiente
es f’(x). Por ende, f'(x) = RT/PR=RT/Ax . Luego, RT = f"(x)Ax = df . Para todo Ax pequeiio, Q es proximo
a P en la gréfica y, por tanto, RT ~ @, es decir, df ~ flx + Ax) — f(x), que es la férmula (21.3).

O(x+Ax, f(x+Ax))

Fig. 21.1

Cuando la funcién festa dada por una féormula, digamos f{x) = tan x, entonces suele escribirse df como d(tan
x). Por consiguiente

d (tan x) = df = f"(x)Ax = sec® x Ax
De igual forma, d(x* — 2x) = (3x* — 2)Ax. En especial si fix) = x,
dx=df =f'(x)Ax = (1)Ax = Ax

Como dx = Ax, se obtiene df = f’(x)dx. Cuando Ax # 0, la divisién entre Ax resulta en dffdx = f(x). Cuando f(x)
se escribe como y, entonces df se escribe como dy y se obtiene la notacién tradicional dy/dx para la derivada.
Si u y v son funciones y ¢ es constante, entonces las férmulas siguientes son facilmente derivables:

dic)=0 d(cu) =c du dlu+v)=du+dv

d(uv) = u do + v du d(_)u

Método de Newton
Supdngase que se sabe que x, estd proximo a una solucién de la ecuacién

flx)=0 “)

donde fes una funcién derivable. Entonces, la recta tangente J a la gréafica de fen el punto con coordenada
X = X, ordinariamente cortard el eje x en un punto cuya coordenada x, estd mds proxima a la solucion de (4) de
lo que lo esta x, (fig. 21.2).
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CAPITULO 21 Diferenciales. Método de Newton

Fig. 21.2
Una ecuacién punto-pendiente de la recta I es
y = flxg) = f(xo)(x = xo)
ya que f’(x,) es la pendiente de J. Si I corta el eje x en (x;, 0), entonces

0 — flxg) = f"(xp)(x; — Xo)

Si f’(x,) #0, X, =%, =— ]{’(())Cc(;))
Por tanto, X, =x,— }c ,(();0))
0

Ahora se aplica el mismo razonamiento, pero comenzando con x, en lugar de x,. El resultado es un nimero
X, que deberia ser més préximo a la solucién de (4) que x,, donde x, = x, — f(x,)/f"(x,). Si se repitiera este pro-
cedimiento, se obtendria una secuencia de nimeros x, x,, x,..., X,,... determinada por la férmula

£ =1, — )

Esto se conoce como el método de Newton para hallar cada vez mejores aproximaciones a una solucién de
la ecuacion f{x) = 0. Sin embargo, el método no siempre funciona (algunos ejemplos de las dificultades que
pueden presentarse se muestran en los problemas 23 y 24).

EJEMPLO 21.3. Es posible aproximar NEY aplicando el método de Newton a la funcién f{x) = x> — 3. Aqui, f'(x) =
2xy (5) se lee
x2=-3 2x2—-(x2-3) x2+3
ot T T T 2x T 2x ©)

n

Sea 1 la primera aproximacion x,, ya que se sabe que 1< +/3 < 2. Sustituyendo sucesivamente n =0, 1, 2,...
en (6)*, se obtiene

X, =132i =2

X =%=%= 175

X, =%= 1732142857

L (732142857243 o

47 2(1.732142857)

(1732050 81)% +3
X5 = 721732050 81)

=1.732050 808

_(1.732050808)* + 3
Y6 = T2(1.732 050 808)
Como la calculadora dio x4 = x5, no se puede ir mas alld, y se ha obtenido la aproximacién J3 ~1.732 050 808,
que de hecho es correcta para el nimero indicado de cifras decimales.

=1.732 050 808

*  Los célculos son tan tediosos que deberfa utilizarse una calculadora, preferentemente programable.



PROBLEMAS RESUELTOS

1. Utilice la férmula (2) para aproximar: a) </124; b) sen 61°.
a) Sea f(x)= 124, x =125 y Ax =—1. Entonces, x + Ax = 124, f(x + Ax) =/124 y f(x) =125 =5.

Como
1 1 1 _ 1

f'(x) — Dx(x1/3) — %X_ZB —

1 1. L
3(125% 73 52775
La férmula (2) resulta en </124 ~ 5+ (3)(—1) =5— - = 3 ~ 4.9867. (Con cuatro cifras decimales, la

respuesta correcta puede mostrarse como 4.9866.)

b) Seaf(x) =senx, x =n/3 y Ax =1/180. Entonces, x + Ax = 61°, filx + Ax) =sen 61°y f(x)= J3/2 . Como
f/(x)=cosx=cos(r/3) =%, 1a férmula (2) da

o 3 1\( _
sen61° ~ L4 (7)(@) ~0.8660 + 0.0087 = 0.8747

(Para cuatro cifras decimales, la respuesta correcta puede mostrarse como 0.8746.)

2. Aproxime el cambio en el volumen V de un cubo de lado x si el lado se aumenta 1%.
En este caso, Ax es 0.01x, fix) = V=x>y f’(x) = 3x% Por la férmula (1), el incremento es aproximadamente
(3x%)(0.01x) = 0.03x°. (Entonces, el volumen aumenta 3% aproximadamente.)

3. Halle dy para cada una de las funciones siguientes y = f(x):
a) y=x*+4x>-5x+6.
dy = d(x®) + d(4x*) — d(5x) + d(6) = (3x* + 8x - 5) dx
b) y=(2x+5)*"
dy=3Q2x*+5)"2d2x* +5) =3 (2x* + 5)"2(6x%dx) = 9x*(2x° + 5)"?dx

o) y= X ;—2 2-’_x3+ 1
dy= (P +3)d(x* +2x+ 1) — (3 +2x+ Dd(x> +3)
(x*+3)?
_ (x* +3)(3x + 2)dx — (x> + 2x + 1)(2x) dx _ X +7x2=2x+6 I
(C +3) (x> +3)

d) y=cos?2x+ sen 3x.
dy =2 cos 2xd (cos 2x) + d(sen 3x)
= (2 cos 2x)(-2 sen 2x dx) + 3 cos 3x dx
=—4 sen 2x cos 2x dx + 3 cos 3x dx
= (-2 sen 4x + 3 cos 3x) dx

4. Utilice diferenciales para hallar %:

a) xy+x-2y=5.
d(xy) + dx —d(2y) = d(5)
xdy + ydx + dx —2dy =0
x=2dy+ @+ Ddx=0

dy  y+l1
dx = x-=2

p 2x_3_g
y X

z(ydxy—zxdy) B 3(xdyx—zydx): 0

uoyma|y 9p opo3|A "sejeiousisyigd  Te 0TNLIdVI



CAPITULO 21 Diferenciales. Método de Newton

2x(y dx —x dy) = 3y*(xdy—ydx)=0
(2x%y + 3y¥)dx — (2x* + 3y*x)dy = 0
dy _y2x*+3y*) _y
dx — x(2x*+3y*)  x

¢) x=3cosB-cos30, y=23sen6—sen 36.
dx = (—3sen 6 + 3sen3 0)d0, dy = (3cos 0 — 3cos 36)d6

dy _ cos6—cos30
dx ~ —sen 0+ sen360

5. Aproxime las raices (reales) de x* + 2x — 5 =0.
Trace las gréficas de y = x* y y =5 — 2x en los mismos ejes; observe que debe haber una raiz, la cual queda
entre 1 y 2. Se aplica el método de Newton, con x, = 1. Entonces, fix) = x>+ 2x -5y f(x) =3x>+ 2. La

ecuacion 5 se vuelve
xX4+2x, -5 2x2+5
X, =X =

T 324 T 3x2+2

Entonces, ;
X = g = 14
x, ~ 1.330 964 467
x;~1.328 272 82
x;~ 1.328 268 856
x5~ 1.328 268 856
Una calculadora da la respuesta 1.328 2689, exacta para el nimero indicado de cifras. Por tanto, la
respuesta obtenida mediante el método de Newton es correcta hasta al menos siete cifras decimales.

6. Aproxime las raices de 2 cos x — x> = 0.
Al trazar las graficas de y = 2 cos x y y = x%, observe que hay dos raices reales, préximas a 1 y —1. (Como
la funcién 2 cos x — x? es par, si r es una raiz, la otra raiz es —r.) Se aplica el método de Newton con x, = 1.
Entonces, f(x) =2 cos x — x> y f(x) = -2 sen x — 2x = —2(x + sen x). La ecuacién (5) se vuelve

L 2cosx, —x2  x?+2(x, senx, +cosx,)
X =X —_ =
w2 x, +senx, 2(x, +senx, )

Entonces
x, ~1.021 885 93
x, ~1.021 689 97
x; ~ 1.021 689 954
x, ~ 1.021 689 954

Una graficadora produce 1.021 69, correcto para el nimero indicado de cifras decimales, de manera que la
respuesta obtenida mediante el método de Newton es precisa al menos con cinco cifras decimales.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

7. Utilice la férmula (2) para aproximar a) Y17 ; b) 1020, ¢) cos 59°; d) tan 44°.

Respuestas: a) 2.031 25; b) 3.996 88; ¢) 0.5151; d) 0.9651.

8. Utilice la férmula (1) para aproximar el cambio en a) x* cuando x cambia de 5 a 5.01; b) % cuando x cambia de
1a0.98.

Respuestas: a) 0.75; b) 0.02



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Una placa circular se dilata por la accion del calor de manera que su radio se incrementa de 5 a 5.06 pulgadas.
Calcule el incremento del area.

Respuesta:  0.6m pulgadas® ~ 1.88 pulgadas?.

El radio de una bola de hielo se reduce de 10 a 9.8 pulgadas. Calcule la reduccién en a) el volumen; b) el drea
de la superficie.

Respuestas:  a) 80m pulgadas®; b) 16w pulgadas®.

La velocidad adquirida por un objeto que cae libremente una distancia /4 pies a partir del reposo estd dada por
v =+/64.4h pies/s. Calcule el error en v debido a un error de 0.5 pies al medir 2 como 100 pies.

Respuesta: 0.2 pies/s.

Si un aviador vuela alrededor del mundo a una altura de 2 millas sobre el ecuador, calcule cuantas millas mas
recorrerd que una persona que viaje a lo largo del ecuador.

Respuesta:  12.6 millas.

Se desea medir el radio de un circulo y se va a calcular su drea. Si el radio puede medirse con una precision de
0.001 pulgadas y el drea debe tener una aproximacién de 0.1 pulgadas?, calcule el radio méaximo para el que
puede utilizarse este proceso.

Respuesta: 16 pulgadas.

SipV =20y p se mide como 5 +£0.02, calcule V.

Respuesta: 'V =420.016.

Si F =1/ y F se mide como 4 +0.05, estime r.

Respuesta:  r=0.520.003.

Calcule el cambio en la superficie total de un cono circular recto cuando a) el radio r permanece constante
mientras la altura 4 cambia en poca cantidad Ah; b) la altura permanece constante mientras el radio cambia
muy poco Ar.

2 2
Respuestas: a) wrh Ah/\r? + h* ; b) ﬂ(%+ Zr) Ar.

Halle dy para:

a) y=05-x) Respuesta: —3(5 — x)*dx.

b) y= senx Respuesta: XE03X —SeNX COS)CZ— SeY 1.
X x

¢) y=cos'(2x) Respuesta: ﬁdx.

d) y=cos(bx?) Respuesta: —2bx sen (bx*)dx.

uoyma|y 9p opoig|A "sejeiousdoyid  Te 0TNLIdVI
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19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

CAPITULO 21 Diferenciales. Método de Newton

Halle dy/dx en los ejemplos siguientes, por medio de diferenciales:

2
a) 2xy’+3x%y=1 Respuesta: —%
b) xy=sen(x—y) Respuesta: cos(x=y)—y

cos(x—y)+x

(CG) Utilice el método de Newton para hallar las soluciones a estas ecuaciones, con cuatro cifras decimales:

a) ¥+3x+1=0 Respuesta: —0.3222.
b) x—-cosx=0 Respuesta: 0.7391.
¢) X¥*+2x*-4=0 Respuesta: 1.1304.

(CG) Aplique el método de Newton para aproximar con cuatro cifras decimales:

a) i/g Respuesta: 1.3161.
by 247 Respuesta: 3.0098.

a) Compruebe que el método de Newton para calcular </r de la ecuacién x,,, = %(xn + xL)
b) (CG) Aplique el inciso a) para aproximar /5 con cuatro decimales.

Respuesta:  b) 2.2361.

(CG) Demuestre que x* + x> — 3 = 0 tiene una sola solucién en (1, 2) y aplique el método de Newton para
aproximar hasta cuatro decimales.

Respuesta:  1.1746.

Demuestre que el método de Newton no funciona si se aplica la ecuacién x'* = 0, con x, = 1.

Pruebe que el método de Newton no da aproximaciones a las soluciones de las ecuaciones siguientes,
comenzando con los valores iniciales dados y explique por qué no funciona en tales casos.

a) ¥*-3x*+3x+2=0,conx,=1.
b) ¥*-3x*+x-1=0,conx,=1.
x=2 parax =2
o) f(x)= , con x, = 3.
—~2-x parax <2

(CG) Aproxime rutilizando el método de Newton para hallar una solucién de cos x + 1 = 0.

Respuesta:  3.141 592 654. (Observe cuanto demora la respuesta para estabilizarse.)

(CG) Utilice el método de Newton para calcular la tnica solucién positiva de cosx = =-.

D=

Respuesta:  1.029 866 529.



Antiderivadas

Si F’(x) = f(x), entonces F se denomina una antiderivada de f.

EJEMPLO 22.1.  x*es una antiderivada de 3x%, pues D,(x*) = 3x% Pero x* + 5 también es una antiderivada de 3x?
yaque D (5) =0.

(I) En general, si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces F(x) + C también es una antiderivada de f(x), donde
C es cualquier constante.

(IT) De igual forma, si F'(x) es una antiderivada de f(x) y si G(x) es cualquier otra antiderivada de f(x), entonces
G(x) = F(x) + C, para alguna constante C.

La propiedad (IT) se desprende del problema 13 del capitulo 18, ya que F'(x) = f(x) = G'(x).
De las propiedades (I) y (I) se observa que, si F'(x) es una antiderivada de f(x), entonces las antiderivadas de f(x)
son precisamente tales funciones de la forma F(x) + C, para una constante arbitraria C.

Notacion. J. f(x)dx denotard cualquier antiderivada de f(x). En esta notacion, f(x) se denomina el integrando.

Terminologia. Una antiderivada J f(x)dx también se denomina una integral indefinida.

Mais adelante se proporcionard una explicacién de la notacién peculiar J f(x)dx (incluida la presencia de la dife-
rencial dx).

EJEMPLO 22.2. a) dex:%x2+c;b) I—senxdx=cosx+C.

Leyes de las antiderivadas

Ley 1.
Ley 2.
Ley 3.

Ley 4.

Ley s.

Ley 6.

Ley 7.

Joax=c.

Jrax=x+c.

Jadxzax+C,

Jxr dx = %+ C para cualquier nimero racional r # —1.

r+l

(4) sigue del hecho que D, (m) = x"parar#—1.

j af(x)dx=a j F(x)dx.

Se observa que D, (aj f(x)dx) = aD, (j F0x) dx) = af(x).

[+ gedx = [ f(x)+dx+ [ g(x)ax.

Se observa que D, ([ f(0)dx+ [ gnydx)= D, ([ Fodx)+ D, ([ sdx) = £+ g,
J(r@-gdx=[ fxydx- [ gx).

Se observa que D, (j fyde- [ g(x) dx) =D, (j f(x)dx) -D. ( | g(x)dx) = f(x)— g(x).

—a»



CAPITULO 22 Antiderivadas

EJEMPLO 22.3.
473

a) f«’/;dx=jx”3dx=ﬁ7+c=%x‘“3+c por la ley (4).

b) I%dx=jx’2dx=f—ill+c=—%+c por la ley (4).

4
d) f(x2 +4)dx= ijdx+ j4dx= %)ﬁ +4x+C por las leyes (6), (4) y (2).

19) I7x3dx = 7J.x3dx = 7(x_4) +C=ZIx*+C porlasleyes (5)y (4).

o) [Gx*—axydx=[3x°dx— [4xdr=3[x"dx—4[xdr=3(}x")-4(x*)+ C=3x"—22* +C.
EJEMPLO 22.4. Las leyes (3) a (7) permiten calcular la antiderivada de todo polinomio. Por ejemplo,
j(6x8 — 200+ Tx +B)dx = 6(4x°) = 2(Ex%) + T(2x%) +Bx+ C
=2 -3+ 15 +3x+C
Ley 8. Férmula abreviada I

1 1 ] :
ro’ = r+ ara todo nimero racional r # —1.
[0y g’ dx = — gty +C P

. 1 1
Para la comprobacién, D_ (m(g(x))’“ ) = D [(g(x)*']= m(r+ D(g(x)) g’ (x)=(g(x))" g’(x) por la

r+1

regla de la cadena para potencias.

EJEMPLO 22.5. J'(%x* +7Px de=L(tx} +7) +C.
Para comprobarlo, sea g(x) = ($x* +7) y r =5 en la férmula abreviada I.

€
5/3

En este caso, se tuvo que insertar un factor de 2 en el integrando para poder utilizar la férmula abreviada I.

EJEMPLO 22.6. (2 + 1) xdx=1 [ + 1" 2xdr= %( )(x2 FIRHC= (3 4R 4 C
Ley 9. Método de sustitucion
[ Fetngydx = [ fu)du

donde u se sustituye por g(x) después de evaluar el lado derecho. La “sustitucion” se realiza en el lado izquierdo
con u = g(x) y du = g’(x)dx. (Para ver una justificacion, repase el problema 21.)

EJEMPLO 22.7

a) Halle [ xsen(x*)dx.
Sea u = x2. Entonces du = 2x dx. Luego, xdx = +du. Por sustitucién

J.x sen (x2)dx = J'sen u ($)du =% (—cosu) + C=—Lcos(x?) + C
b) Halle [sen(x/2)dx.

Sea u =+ . Entonces du = +dx. Por tanto, dx = 2 du. Por sustitucion,

Jsen(%)dx = J.(sen u)2du= 2jsenu du=2(—cosu)+C = —2COS(%) +C

Notese que la férmula abreviada I es un caso especial del método de sustitucion, con u = g(x). La ventaja de
la férmula abreviada I es que evita el tedio de realizar la sustitucion.



—

Las férmulas conocidas para las derivadas de funciones trigonométricas y de funciones trigonométricas

inversas dan las férmulas siguientes para las antiderivadas:

Jsenxdx =—cosx+C
Jcos xdx=senx+C
Jseczxdx= tanx+ C
_[tanxsecxdx =secx+C
Jcoseczxdx =—cotx+C

Jcotx csecxdx =—cosecx+ C

dx=sen”'x+C

_[ 1
V1= x?

Jﬁdx =tan'x+C

1
———dx=sec'x+C
'[xm see X

1 (x
J.—mdx=sen I(EJ'FC

paraa >0

paraa >0

paraa >0

PROBLEMAS RESUELTOS

En los problemas 1 a 8, evalde la antiderivada.
1. J‘x"’dx =1ix"+C [Ley (4)]

2. J‘%=J‘x"”dx=}5x’5+c=—5—is+C [Ley (4)]

3. [ede=[dtde=gze+C=3@D +C  [Ley (4]
1 (.- _ 1 _ 23
4. J%/x_zdx—jx 2’3dx—1/3x”3+C—3x/;+C [Ley (4)]
5. [@x —5x+3)dx=2]xdv—5[xdx+ [3dx
=2(3x)-5Fx) +3x+C=2x-3x*+3x+C

6. [(1-xxd=[(1-xndv= (x> - x")dx

(rge (w32 ge_ 1 30 1 _s5p

—J.x dx jx dx—3/2x 55 % +C

— 2,32 2 ,.5/2 — 3/2 (1 1
=5XT —%5X +C=2x g—gx)‘f'c

[Leyes (3)-(7)]

[Leyes (4)y (7)]

sepealiapiiuy 22 071N1IdVYI
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

CAPITULO 22

j(3s +4)2ds = j(9s2 + 245 +16)ds

=9(Ls%)+24(157) +165 + C =35> + 1252 + 165+ C [Leyes (3)-(6)]
Obsérvese que hubiera sido mds facil por medio de la férmula abreviada I:
[Bs+4yds =1 [(Bs+473ds =4 (435 +4)) + C=(H)Bs +4) +C
J‘—x3 + i)zcz —4 gy = _[(x +5-4x)dx=%x*+5x— 4(}1x")+ C
[Leyes (3)-(7)] =4x2+5x+ % e

Use la férmula abreviada I en los problemas 9 a 15.
[ +223s7)ds = 4(s* +2) + C
[ +2yPxde=1 [ +2)3x%dx = %(712(;& +2)2 ) +C=3(F+2)" +C

4 1

8x? _ 8 3 —3 _gL 3 = [N S —
jmdx_3j(x*+2) *3x2dx_3(_2(x*+2)2)+c— st

C

J' x2dx _%j(x3+2)—1/43x2dx=%(L(x3+2)3/4)+C=%(x3 +2)3/4+C

Yo+2 3/4
j3xmdx=—%J—4xmdx
z—%.[—4x(1—2x2)”2dx=—%(ﬁ(l—2x2)3’2)+C
——L(1-20)2 +C
JRT=%xdx=-4 [ (- 22y (-2x)dx
- —%(4#/3(1 - x2)4/3)+ C=—3(1-x)""+C

J‘sen2 xcosxdx = J(senx)2 cosxdx=%(senx)’ +C=%sen’x+C

En los problemas 16 a 18, aplique el método de sustitucion.

jeost g,
Jx
Sea u =+/x = x"". Entonces, du = + x"2dx. Luego, 2du = %dx. Asi,
X

ICOS\/;dxz2J‘cosudu=ZSenM+C=253n(\/;)+C
Jx

[xsec?(4x? = 5)dx.
Sea u = 4x> — 5. Entonces, du = 8x dx, y +du = x dx. Asi,

jxsec2(4x2 -5)dx= %Isec2 udu=4tanu+C=4tan(4x* -5+ C

jx2\/x+ldx.

Sea u =x + 1. Entonces, du = dx y x = u — 1. Luego,

Antiderivadas



19.

20.

szx/mdx = J(u —1)2Ju du= _[(uz —2u+ Du'?du
= j(us’z =2 +u")du=2u""? - 2(Hu* +3u’? + C
=2’ ($u* - 2u+H+C
=2(x+ D)’ [F(x+ D> -2(x+D+3]+C
Se lanza una piedra desde el suelo hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies/segundo (pie/s).

a) (Cuando alcanza su maxima altura? b) ;Cudl es la mdxima altura? ¢) ;Cudndo toca el suelo? d) ;Cudl es la

velocidad cuando llega al suelo? J
En problemas de caida libre, v = Ja drys= Iv dt porque a = d—’; yv= % Como a = -32 pies/s?,

v=[-32d1=-32+C,
Seat =0, y se observa que C, = v, la velocidad inicial en ¢ = 0. Entonces, v = —32¢ + v,. Por consiguiente,
s= (=32t 40 di =161+, +C,

Sea =0, y se observa que C, = s, la posicién inicial en ¢ = 0. Por tanto,
s==16 + vyt + s,
En este problema, s, = 0y v, = 64. Entonces,

v=-32t+ 64, s=-16+ 641

a) A la altura maxima ds _ v =0.Asi, -32t+ 64 =0y, por ende, t = 2 segundos.

> dt
b) Cuando r =2, s =—16(2)> + 64(2) = 64 pies, la altura maxima.
¢) Cuando la piedra llega al suelo, 0 = s = —1672 + 64¢. Al dividir entre ¢, 0 = —16¢ + 64 y, por tanto, t = 4.
d) Cuando t =4, v =-32(4) + 64 = —64 pies/s.

Halle la ecuacién de la curva que pasa por el punto (3, 2) y que tiene pendiente 5x> — x + 1 en cada punto (x, y).

Como la pendiente es la derivada, dy/dx = 5x* — x + 1, entonces
y= J(sz —x+D)dyr=3x-tx*+x+C

Como (3, 2) estd en la curva, 2=3(3)* = +(3)* +3+ C=45-2+3+ C. Por consiguiente, C =—%. Por tanto,
la ecuacién de la curva es
3

0
“lw

y=3x—Ltx*+x-

21. Justifique el método de sustitucion: J.f(g(x))g’(x)dx = _[.f(u) du.

Aqui, u = g(x) y duldx = g’(x). Por la regla de la cadena,
D, ([ £ du)=D, (] £ du)- L = pay- 4 = f (o) g'()

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 22 a 44, evalde la antiderivada indicada.

2
22. f(l-'-—x)dx Respuesta:  2x"*(1+3x++x)+C
\/; 3 5

sepealiapiiuy 22 071N1IdVYI



2

w

24.

25.

26

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33

34.

35

36

37

3

oo

2
. J‘(fx+]2))2€) dx Respuesta:
J cos3x dx Respuesta:
'[ Siré: 26;'])7 Respuesta:

CAPITULO 22

x2

x+1+C

Isen3x+C

secy+C

. J.Hfé% (Sugerencia: multiplique el numerador y el denominador por 1 — cos x.)

Respuesta:  —cot x + cosec x + C

j (tan2x + sec 2x)*dx Respuesta:

J. dx Respuesta:
V4 —-x?

dx
9+ x?

J'—ZS dxl o (Sugerencia: factorice 16 fuera de radical.)
—16x
Respuesta:  4sen” (%) +C

Respuesta:  +tan™ (%) +C

Respuesta:

tan 2x + sec 2x —x + C

sen”! (%) +C
Ltan™! (%) +C

j% (Sugerencia: factorice el 4 del denominador o haga la sustitucion u = 2x)

Isen () +C

_"—4@; 5 (Sugerencia: factorice el 4 del radical o haga la sustitucién u = 2x)
x/4x? —
Respuesta: %sec‘1 (%) +C
x2dx . . ,
. _[ g (Sugerencia: sustituya u = x°) Respuesta:
J' X dx . . o, .
13 (Sugerencia: sustituya u = x*) Respuesta:

. J‘L Respuesta:
xxt =1

3 A2
. 3x* —4x +3xdx

a1 Respuesta:

secx tan x dx )

. m Respuesta:
(x+3)dx

Respuesta:
J1-x? P

g tan™! (—XQ;’B ) +C

Lcos™! (%) +C

2
3L _dx+dtan x+C

+tan™! (—2 sgcx ) +C

—J1-x*>+3sen'x+C

Antiderivadas



dx
39 Jx2+10x+30
a0, [—&—
204+ 8x —x?
41 dx

CJ2xr+2x+5

a2. | dx

V28 —12x — x?

3. [

J5—4x—x?

4. [AEZ_ gy

Vdx—x?

En los problemas 45 a 52 utilice la férmula abreviada L.

45. [(x-2)"dx
a6. | ﬁ
4. [
48. [3x—Tdx
49. [V2=3x dx

50. j (2% +3)Px dx

51. J'1/1+y4y3 dy

X dx
2 [y

En los problemas 53 a 64 utilice cualquier método.

53. f (x—1)%x dx

54, j (x> —x)*(2x = 1) dx

5 J' (x+1)dx

VX2 +2x—-4

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

gtam’1 (—(x +55)\/§ ) +C

sen”! (xg4)+ C
+tan™! (_2x3+ 1)+ C

—5-4x—x? +sen’](x'§2)+C

a2 +4sen’1(x£2)+C

2(x=2y%+C
2Jx+3+C
2@x-1)"2+C
~2(2-3x)"2+C
+=Q2x2+3)"*+C
s(1+yH)"+C

-1
ddp ¢

Txt=2x+5x2+C
T(x?=-x)+C

V¥t +2x-4+C
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CAPITULO 22 Antiderivadas

2
IM dx Respuesta:  2(1+~/x)*+C
Jx
J‘ (x+1)(x—-2) dx Respuesta: x5 _ 23 4y 4 C=2x"2(LxP —1x—2)+ C
Jx

J‘ sec3xtan3x dx Respuesta:  +sec3x+C
J’ cosec? (2x) dx Respuesta: —+cot2x+C
J‘x sec?(x?) dx Respuesta: Ltan(x?)+ C
J‘tan2 xdx Respuesta: tanx—x+ C
jcos“x sen x dx Respuesta: —+cos’x+C
JL Respuesta: sen™ x5 +C

N5 —x? 5

sec” x dx o
—dan’x Respuesta: +sen™(2tanx)+ C

Se lanza una piedra hacia arriba desde el borde de un edificio, a 120 pies de altura, con una velocidad inicial
de 96 pies/segundo (pie/s). a) {Cuando alcanzard su altura maxima? b) ;Cuadl sera su altura maxima?
¢) {Cuando tocard el suelo? d) ;Con qué rapidez llegara al suelo?

Respuestas: a) t=3s; b) 264 pies; c) % ~7.06s; d) ~129.98 pies/s

Un objeto se desplaza sobre el eje x con aceleracion a = 3¢ — 2 pies/s®. En el instante 7 = 0, estd en el origen
y se mueve con una velocidad de 5 pies/s en direccion negativa. a) Halle una férmula para su velocidad v. b)
Encuentre la férmula para su posicion x. ¢) Cuando y dénde cambia de direccién? d) ;En qué instantes se
mueve hacia la derecha?

Q=3 -2-5:b)x=3—1> =5t ¢) 2i3\/34 “d)t> 2+3\/34 0f< 2—3\/34

Respuestas:

Un cohete lanzado hacia arriba desde el suelo regresa a éste 8 segundos (s) mds tarde. a) ;Cudl fue la
velocidad inicial? b) ;Cudl fue su maxima altura?

Respuestas: a) 128 pies/s; b) 256 pies

En una via recta, un conductor frena cuando el auto va a 55 millas por hora (mi/h). Los frenos producen una
desaceleracion constante de 11 pies/s®. a) {Cudndo parard el auto? b) ;Cudnto se desplazara después de haber
presionado los frenos?

Respuestas: a) 5 segundos; b) 137.5 pies

Halle la ecuacién de la curva que pasa por el punto (3, 7) y que tiene pendiente 4x> — 3 en (x, y).

Respuesta:  y=4x>-3x-20



I:a integral definida.
Area bajo una curva

Notacion sigma

La letra griega maytscula X (sigma) representa la suma repetida.

EJEMPLO 23.1.

5

a) Y, j=1+2+3+4+5=15.
Jj=1
3

by P Qi+D=1+3+5+7.

i=0

10
©) Yi2=22+437+-+(10)%
i=2

4
d) ZCosjﬂ: =CoSTT +cos2m +cos3m + cos4rm.
j=1

En general, si fes una funcién definida en los enteros y si n y k son enteros tales que n > k, entonces:

N fG)=f)+ flk+ D)+ + f(n)
Jj=k

Area bajo una curva

Supdngase que f es una funcioén tal que f(x) = 0 para toda x en el intervalo cerrado [a, b]. Su grafica es una
curva que queda sobre o por encima del eje x (fig. 23.1). Se tiene la idea intuitiva del drea A de la regién R
bajo la gréfica, encima del eje x y entre las rectas verticales x = a y x = b. Se especificard un método para
evaluar A.

Se escogen los puntos x;, X,,..., X,_; entre a y b. Sea x, = a y x, = b. Luego (fig. 23.2),

a=Xy<X<X<..<X,,<XxX,=b

El intervalo [a, b] se divide en n subintervalos [x,, x,], [x;, x,],-.., [X,
se simbolizan con A,x, Ayx,..., A, x. Por tanto, si 1 <k <n,

x,]. Las longitudes de estos intervalos

n—1»

Apx =X — X



CAPITULO 23 La integral definida. Area bajo una curva

Fig. 23.1
y
T /
N
AA [AA| AA AA AA
Ax [Ax| Apx A, x
X0 XX X3 Xpo1 o Xy X
a b
Fig. 23.2

Se trazan los segmentos de recta vertical x = x, desde el eje x hasta la gréfica, con lo que se divide la regién R
en n franjas. Si A A representa el drea de la franja k-ésima se obtiene

A=Y AA
k=1

Es posible aproximar el 4rea A, A de la manera siguiente: se selecciona cualquier punto x; en el subintervalo
k-ésimo [x; , x;]. Se traza el segmento de recta vertical que va desde el punto x; sobre el eje x hasta la grafica
(obsérvense las lineas punteadas de la figura 23.3); la longitud de este segmento es f(x;). El rectdngulo con
base A, x y altura f(x;) tiene el drea f(x;)Akx, que es aproximadamente el drea A; A de la franja k-ésima. Por
tanto, el area total A bajo la curva es aproximadamente la suma

if(x;)Akx:f(xl*) Ax+ fxs) Ax+-+f(x) A x (D
k=1
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La aproximacién mejora cada vez que se divide el intervalo [a, b] en mds y mds subintervalos y cuando las
longitudes de €stos se hacen mucho mas pequeiias. Si las aproximaciones sucesivas pueden hacerse tan proxi-
mas a un nimero especifico como se desee, entonces ese niimero se representara por

b
J. f(x)dx
y se denominara la integral definida de f desde a hasta b. Ese niimero no existe en todos los casos, pero si existe,

por e]emplo cuando la funcién fes continua en [a, b]. Cuando '[ f(x) dx existe, su valor es igual al drea A bajo
la curva.*

b
En la notacién J f(x) dx, b se denomina limite superior y a se llama limite inferior de la integral definida.

Para cualquier funcién (no necesariamente no negativa) f en [a, b], pueden definirse las sumas de la forma
(1) sin utilizar la nocion de 4rea. Si hay un nimero al que puedan aproximarse tales sumas tanto como se desee,
a medida que n se vuelve mds y mds grande y cuando el maximo de las longitudes A, x tiende a 0, entonces ese

nlimero se representa por I f(x)dxy se denomina integral definida de fen [a, b].

Cuando J f(x) dx existe, se dice que fes integrable en [a, D].

Supodngase, sin verificacion, que J f(x) dx existe para toda funcion f que sea continua en [a, b]. Si se desea
evaluarJ f(x) dx basta hallar el limite de una secuencia de sumas (1) para las cuales el nimero n de subinter-
valos tiende a infinito y las longitudes méaximas de los subintervalos se aproximan a 0.

EJEMPLO 23.2. Demuéstrese entonces que

L”ldx:b—a )

Seaa =x,<x, <x,<..<x,, <Xx,=buna subdivision de [a, b]. Entonces, una suma correspondiente (1) es
Zf(xz)Akx = Z Ax (porque f(x) = 1 para toda x)
k=1 k=1
=b-a

b
Como toda suma de aproximacién es b — a, j ldx=b-a.
a

*  Laintegral definida también se denomina integral de Riemann de fen [a, b], y 1a suma (1) se conoce como la suma
Riemann para fen [a, b].
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CAPITULO 23 La integral definida. Area bajo una curva

Otro argumento seria utilizar el hecho de que la regidén que estd bajo la gréafica de la funcién constante 1y

b
por encima del eje x, entre x = a y x = b, es un rectangulo con base b —a y altura 1 (fig. 23.4). Entonces, J 1dx,
el drea de dicho rectangulo, es b — a. ‘
y

Fig. 23.4

b
EJEMPLO 23.3. Calculaj X dx.

Seaa =x,<x, <x,<...<X, <X,=Dbuna subdivision de [a, b] en n subintervalos iguales. Luego, cada A, x = (b
— a)/n. Represente (b — a)/n mediante Ax. Entonces, x, =a + Ax, x, =a +2 Axy, en general, x, =a + k Ax.
En el k-ésimo subintervalo, [x,_, x,], escoge Xi como el extremo (terminal) derecho x;. Asi, una suma de aproximacion
(1) tiene la forma

O Ax=Y xeAx=Y (a+kAx)Ax
k=1 k=1

n

= i(a Ax + k(Ax)*) = ia Ax+Y k(Ax)?
k=1

k=1 k=1

=’l(an)+(Ax)2gk=n(ab;a)+(b;a)2("(”2+l))

_ _ l _\nn +1
=alb—a)+ 2(1) a) e
. - o, nn+l)
Aqui se ha utilizado el hecho de que z k= 5 (repase el problema 5).
k=1

Ahora, cuandon — oo, (n+ 1)/n=1+ 1/n — 1 + 0 = 1. Por tanto, el limite de las sumas de aproximacién es

a(b—a)+%(b—a)2=(b—a)(a+bga)=(b—a)(a;b)=%(b2—a2)

b
Luego, J. xdx=3(b*-ad?).

b
En el capitulo siguiente se presenta un método para calcular L S (x) dx que evitard el tipo de cdlculo tedioso
utilizado en este ejemplo.

Propiedades de la integral definida

J:c f(x)dxzcj:f(x)dx (3)

Esto resulta del hecho de que una suma de aproximacion 2 of (xF ) Ax para Jb of (x) dx esigual a ¢ veces la suma
=1 a

n b
de aproximacién 2 S Ax paraJ- f(x) dx, y la misma relacion se cumple para los limites correspondientes.

[\~ dr=—]" fo)dx @)

Este es el caso especial de (3) cuando ¢ = —1.

[+ gende= [ rodx+ [ g ax )



—

Esto es resultado de que una sumatoria 2 (f(xp)+g(xp)) Ax para .[ (f(x)+ g(x)) dx es igual a la sumatoria
2 fxp) A x+ 2 g(xi) Ax de sumatorlas de aproximacion para J S dxy J g(x) dx.

k=1 k=1

[[ro-gendr=[" feodx- [ g ax (©)

Como f{x) — g(x) = fx) + (—g(x)), esto se sigue de (5) y (4).
Si a < ¢ < b, entonces f es integrable en [a, b] si s6lo y si es integrable en [a, c] y [c, b]. Ademds, si fes
integrable en [a, D],

[[reoax=["fooav+ [ rooax )

Esto es obvio cuando f{x) = 0 y se interpretan los integrales como 4reas. El resultado general se obtiene de
observar las sumas de aproximacion correspondientes, aunque el caso en el que uno de los subintervalos de [a,
b] que contiene ¢ requiera algtin razonamiento adicional.

b
Se ha definido j f(x) dx s6lo cuando a < b. Se puede ampliar la definicién a todos los casos posibles de la

manera siguiente:
i) j F(x)dx=0
i) [ fo)dr= —j" £(x) dx cuando a < b
En particular, siempre se tiene que:
[ fydr=-]' fx)dxparatodo cy d ®)

Se puede comprobar de inmediato que las leyes (2) a (6), la ecuacién (7) y el resultado del ejemplo 3 son
validos para limites superior e inferior arbitrarios en las integrales.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Seafi(x) <0 paratoda x en [a, b]. Sea A el drea entre la grafica de f'y el eje x, desde x = a hasta x = b (fig. 23.5).
b
Demuestre que Jc f(x)dx=-A

Yy =fx)
Fig. 23.5

Sea B el area entre la grafica de —f'y el eje x, desde x = a hasta x = b. Por simetria, B = A. Pero

j" Fx)dr=— j” £(x) dx por (4).

Como jb— f()di=B j" f(x)dx=—B=-A

BAINd eun ofeq eaJy “epjuyop [eiba3ul 7 €2 0TNLIdYI



CAPITULO 23 La integral definida. Area bajo una curva

Considere una funcion f que, entre a y b, asume tanto valores positivos como negativos. Por ejemplo, sea su
b

gréafica como la de la figura 23.6. Entonces, _[ f(x) dx es la diferencia entre la suma de las dreas por encima
a

del eje x y por debajo de la grafica y entre la suma de las dreas debajo del eje x y por encima de la grafica. En
el caso de la grafica mostrada en la figura 23.6,

f:f(X) dx=(A +A, +A)— (A, +A,)

Fig. 23.6

Para comprobarlo, aplique (7) y el problema 1:

jb F(x) dx= j Fx) dx+ j F) dx+ j F(x) dx +j F(x) dx +jb F)dx=A—A,+A,—A, +A,

Sean f'y g integrables en [a, b]. Demuestre lo siguiente:

@) Siftx)>0en [a, b, entonces j” F(x) dx 0.

b) Sifix) < g(x)en [a, b, entonces j” F)dx< jh ¢(x) dx.

¢) Sim <f(x) £ M para toda x en [a, b], entonces m(b —a) < J.:f(x) dx<Mb-a).

a) Como toda suma de aproximacion 2 f(x) A,x 20, resulta que
k=1

jb F)dx>0

b) gx)—f(x) 20en [a, b]. Entonces, por a), ‘[b(g(x) — f(x))dx=0. Por (6), Ibg(x) dx — J.bf(x) dx >0 . Por
consiguiente, “ ‘ ‘

[ roars| g0 ax

b b b b b
19) Porb),_[ mdej fx)dx SJ M dx. Peropor(Z)y(3)J. mdx:m.[ ldx=m(b—-a)y

IbM dx = M_[bl dx =M (b—a) . En consecuencia,
mb-a)< [ fx) dx<M(b-a)

1
Evalie _[O x?dx.
Esta es el 4rea bajo la pardbola y = x2 desde x = 0 hasta x = 1. Divida [0, 1] en # subintervalos iguales.

Luego, cada A, x = 1/n, en el k-€simo subintervalo [%5] sea x, el extremo derecho k/n. Por consiguiente,

la suma de aproximacion (1) es
3 ropaa=3 (4] (4= k3w
k=1 k=1 n n S

Ahora, 2 k2= W (revise el problema 12). Por tanto,

k=1



g,f(xZ) Akx=#”(”+l)6(2”“) =%(”;‘)(Z"n+1)
=%(1+%)(2+%)

1
Entonces, las sumas de aproximacién tienden a (1+0)(2+0) =+, cuando n — . Por ende, .[0 x>dx=%.En
el capitulo siguiente se deducird un método mds simple para obtener el mismo resultado.

nn+1)
2

Demuestre la férmula 2 k= utilizada en el ejemplo 3.

k=1
Al invertir el orden de los sumandos en

Nk=1+243+-+n-2)+(n-D+n
k=1
se obtiene

Nk=n+m-D+n-2)++3+2+1

k=1
Al sumar las dos ecuaciones se obtiene
22k=(n+1)+(n+1)+(n+1)+~~~+(n+1)+(n+1)+(n+1)=n(n+1)

k=1
porque la suma en cada columna es n + 1. Por tanto, al dividir entre 2 se obtiene

n 1)
k= n(n+ .
Lh="5

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

10.

11.

Calcule: a) J143 dx; b) fzx dx; ¢) JOI 3x%dx.

Respuestas: a)3(4—1)=9;b) +(5* = (-2)) =3 0) 3(H) =1

Halle el drea bajo la pardbola y = x*> — 2x + 2, por encima del eje x y entre x=0y x = 1.
Respuesta:  +—-2[+(1>-0%)]+2(1-0)=4%

Evalie J.: (Bx+4)dx.

Respuesta:  3((3)(6* —2%))+4(6—2) =64

Para la funcién f graficada en la figura 23.7, expresa J: f(x) dx en términos de las dreas A}, A, y A;.

Respuesta: A, —A, + A,

Demuestre que 3 < .[]4 x> dx <192 [Sugerencia: repase el problema 3c).]

1
Evallief 1—x2 dx . (Sugerencia: halle el drea correspondiente por razonamiento geométrico.
GNI=x7dx (Sug p p g )

Respuesta:  m/4
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CAPITULO 23 La integral definida. Area bajo una curva

y
A, A3
X
0 3
A,
Fig. 23.7
12. Utilice la induccién matemadtica para demostrar la férmula 2 k*= W del problema 4.

k=1
(Compruébelo cuando n = 1 y luego demuestre que, si se cumple para n, se cumple paran + 1.)

100 18

2 . 2
13. Evalde a) Zcos%; b)Y (4j+1);0c) 24J§ d) Y 2%
=0 i=0

j=1 =1

Respuestas: a)> Bﬁ - b) 15; ) 20 200; d) 4218

6
14. Sea la gréfica de fentre x =1 y x = 6 como el de la figura 23.8. Evalde _[1 f(x)dx.

Respuesta:  1-3+

=
0w

2]

Fig. 23.8

b
15. Sifes continua en [a, b], fix) 20 en [a, b] y fix,) > 0 para algln x, en [a, b], demuestre que L f(x)dx>0,
[Sugerencia: por la continuidad de f, f(x)>1 f(x,)>0 para toda x en algin subintervalo [c, d]. Use la
férmula (7) y el problema 3a, c).]



Teorema fundamental
del calculo

Teorema del valor medio para integrales
Sea f continua en [a, b]. Asi, existe ¢ en [a, b] tal que

[ fodx=b-a)fe) 4.1)

Para comprobarlo, sean m y M los valores maximos y minimos de fen [a, b]. Se aplica entonces el problema
3c) del capitulo 23 para obtener

1
b—a

mb—a)< jbf(x) dx<M(b-a) vy, porconsiguiente, m < '[bf(x) dx<M

Luego, por el teorema del valor intermedio, ﬁ J. ’ f(x)dx= f(c) paraalgin c en [a, b].

Valor promedio de una funcion en un intervalo cerrado

Sea f definida en [a, b]. Cuando f puede asumir infinitamente muchos valores en [a, b], no es posible hablar de
promedio de todos los valores de f. Mds bien, se divide [a, b] en n subintervalos iguales, cada uno de longitud

b-a . Lo (o . .
Ax= - Se selecciona un punto arbitrario x, en el k-ésimo subintervalo, de manera que el promedio de los

valores f(x}), f(x3),...,f(x}) es

fOD+ O+ + f(x) 1< .
. —;;ﬂxk)

Cuando 7 es grande, este valor es un buen estimado “del valor promedio de f'en [a, b]”. Sin embargo, como

I 1 &, .
w2 SO0 = g L DA

b
Cuando n — oo, la suma de la derecha tiende a j f(x) dx. De ahi surge la definicién siguiente.

1

b
Definicion. El valor promedio de fen [a, b] es h—a f f(x)dx.

Sea f continua en [a, b]. Si x estd en [a, b], entonces J. f(t) dt es una funcién de x, y:
a

Dx( [ro dt)= f(x) (24.2)

En el problema 4 hallard una demostracion.



CAPITULO 24 Teorema fundamental del célculo

Teorema fundamental del calculo

Sea fcontinua en [a, b] y sea F(x)= J‘ f(x) dx, es decir, F es una antiderivada de f. Entonces,
b
[ 0 dx=F@®) - Fla) (24.3)

Obsérvese que por (24.2), r f(t)dty F(x) tienen la misma derivada, f{x). Por tanto, como se advierte en el

problema 18 del capitulo 13, hay una constante K tal que Lx f(t)dt =F(x)+ K. Cuando x = a, se obtiene
Fla)+K = j F(t)dt =0 luego, K =—F(a)
Por tanto, _[: f(t)dt = F(x)— F(a). Cuando x = b, se tiene
[ rwydi=F)-F@

La ecuacién (24.3) brinda una forma simple de calcular J f(x) dx cuando se puede hallar una antiderivada

F de f. La expresion F(b) — F(a) a la derecha de 24.3 a menudo se abrevia como F (x)] Entonces, el teorema
fundamental del cdlculo puede escribirse como sigue:

I: f(x)dx= J.f(x) dx]z

EJEMPLO 24.1.

i) La complicada evaluacién de jbxdx en el ejemplo 23.3 del capitulo 23 puede sustituirse por la siguiente, que
es mds simple: ‘

b b
.[ xdy=3x’] =40 —1a’ =3(0* - a?)
i) Los cdlculos tediosos de J' x*dx del problema 4 del capitulo 23 pueden remplazarse por
! 1
Joxz dxz%xﬂo =1pP-103=1

b b
iii) En general, J. x"dx = ﬁx’“] = ﬁ(b’*1 —a™") parar=-1

Cambio de variable en una integral definida

Al calcular una integral definida mediante el teorema fundamental se requiere una antiderivada j f(x)dx. En
el capitulo 22 se observé que una sustituciéon de una nueva variable u algunas veces es ttil al hallar J f(x)dx.

Cuando la sustitucién también se hace en la integral definida, los limites de integracién deben sustituirse por
los valores correspondientes de u.

9
EJEMPLO 24.2. Evalia L J5x+4 dx.

Sea u = 5x + 4. Entonces, du = 5dx. Cuando x =1, u =9, y cuando x = 9, u = 49. Por tanto,

[VExT 7 dr= [ utdu=1]" " du

=1(%u¥? )]:9 (por el teorena fundamental)

=5 (4972 = 97) = [(/49)' - (9)’]
=57 -3)=50316) =4

Consulta la justificacién de este método en el problema 5.



PROBLEMAS RESUELTOS

/2
1. Evalde IO sen’ xcos x dx.

.[senz xcos x dx =+sen’ x por la férmula abreviada 1. Asi, por el teorema fundamental,

/2 /2 T 3
Jl) sc:n2)c005)cd)c=%sen%c]O =1 (seni) —(sen0)* |=3(1°-0*) =14

2. Halle el drea bajo la grafica de f(x) = ﬁ, por encima del eje x, y entre O y 1.

El 4rea es J

1 1
oa%#h=wW%9L=ww%9—ww%m=%—0=%

3. Halle el valor promedio de f(x) =4 — x2en [0, 2].
El valor promedio es

2
[T fyde=4 [ 4= dx =%(4x—%3):| =4((8-4)-0-0)]=%

4. Demuestre la férmula (24.2): D, (LX f@ dt) =f(x).
Sea h(x) = r f(t) dt. Entonces:

W+ Ax)~h()= [ @y di- [ poy dr
= j o) dt+ J'A f(t)dt - j f@)dt (por 23.7)

_ Jx+Axf(t) dt
para algiin x" entre x y x + Ax (por el
=Ax- f(x") teorema del valor medio para integrales)

Asf, W = f(x") y, por consiguiente,

= lfm f(x")

Ax—0

D,([! £t = D,y = pim HOEED=H)

i

x—0

Pero cuando Ax — 0, x + Ax — x y, por ello, x* — x (como x” estd entre x y x + Ax). Entonces, fes
continua, lim,, _, , f(x") = f(x).

b
5. Justifique un cambio de variable en una integral definida en el siguiente sentido preciso. DadaJ. f(x)dx, sea
x = g(u) donde, cuando x varia de a a b, u crece o decrece de ¢ a d (véase la figura 24.1 para el caso en que u
es creciente). Demuestre que

b d
[ rede= [ fewns @ du

(El lado derecho se obtiene al sustituir g(u) por x, g’(u) du por dx, y cambiar los limites de integracién desde a
ybhastacyd.)

x= g(”)

Fig. 24.1
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CAPITULO 24 Teorema fundamental del célculo

Sea F(x) = f f(x) dx, es decir, F'(x) = f(x). Por la regla de la cadena,
D, (F(g))=F'(gw))- g'(u) = f(g(u))g’(u) Asi, Jf (g(u)g’(u) du = F(g(u),

Entonces, por el teorema fundamental,
d
.

J/ Feg @ du=Fgy] = Flg(d) - Flg(e)
= F(b)- F(@)= ]| f(x)d

6. a) Sifesunafuncién par, demuestre que, paraa >0, a >0, .[_a f(x)dx= 2_[: f(x)dx.
b) Si fes una funcién impar, demuestre que, para a >0, a > 0, f f(x)dx=0.

Sea u = —x. Entonces, du = —dx, y

0 0 0 a
[ fde=| fewndu==] fuydu= | f(-u)du
Al rescribir # como x en la dltima integral queda:

[ roav=]revax *)
Luego,
[\ f@ax=]" fwax+ [ rode (por237)

= [, fende+ [ fodr (por()

= [ fen+ fdx [por 23.5)]
a) Sifes par, f(—x) + f(x) = 2f(x); luego j f(x)dx= jo 2f(x)dx=2 jo f(x)dx .
b) Sifesimpar, f(-x) + f(x) = 0; luego f F(x) dx = jo”o dx= oj:1 dx=0.

7. Regla del trapecio

a) Seaf(x)=0en [a, b]. Divida [a, b] en n partes iguales, cada una de longitud Ax = b ; a por medio de
los puntos xy, x,,..., x,_;. [fig. 24.2a)]. Demuestre la siguiente regla, llamada regla del trapecio:

n—1

[[ oo dx~ %(f(a) +2) )+ f(b)]

b) Use la regla del trapecio con n = 10 para aproximar jo x2 dx.

a) El area de la franja que estd sobre [x,_,, x,] es aproximadamente el area del trapecio ABCD en la figura
24.2b), ¥ Ax(f(x, )+ f(x,) .* (Recuérdese que x, = a y x, = b.) Entonces, el drea bajo la curva se
aproxima por la suma de las dreas de trapecios.

AX [ Fy)+ FOIHLFC) + £+t L)+ £ = A2 @+ 23 £ + £ )

A e

) SO
Ax | Ax | Ax Ax ; A D
X X X3 X, X X,
(a) (b)

Fig. 24.2

“Recuérdese que el drea de un trapecio de altura /'y bases b, y b, es +h(b, +b,).



b) Conn=10,a=0,b=1,Ax=1; y x, =15 se obtiene

ede ooy K)ol 2§y
[ dv= 5| 0*+ 22165+ |= 20| To0 2K+

S
= 20[100(285)+1:|

=0.335

El valor exacto es ¥ [por el ejemplo 24.1ii) anterior].

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 8 a 22, utilice el teorema fundamental del calculo para evaluar la integral definida.

8.

9.

10.

11.

12

13

14

15

16

17

18

19

20.

f_ll (2% = x*) dx

-1 1
[ ) ax

IS

3rn/4
J sen x dx
/2
2
. j0(2+x)dx
2
. fo(z—x)2 dx
3
.f0(3—2x+x2)dx
2
. L(l—ﬁ)tdt
4
) L (- uWu du
. JIS\/1+3x dx

. JOZ x2(x*+1) dx

s
. fomdx
folx(l—&ydx

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

(por el problema 12 del capitulo 23)

4

3

10
9

[,

w|oo
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CAPITULO 24 Teorema fundamental del célculo

21. jg4dx Respuesta: 6

4 x?-15
22 J'Mseni dt Respuesta: 4
-, 5 D :

En los problemas 23 a 26, utilice el problema 6a, b).

2 dx .
23. le 2+ dx Respuesta: T
2
24, J‘z(x3—x5)dx Respuesta: 0
25. [“sentd Respuesta: 0
. ‘Lseng by espuesta:
n/2
26. J’ 08X dx Respuesta: 2

27. Prucbe D, (jb 1) dt) = f(x).

28. Demuestre Dx(-[hi:)f(t) dt)zf(g(x))gf(x)—f(h(x))h'(x).

En los problemas 29 a 32, use los problemas 27 y 28 y la férmula (24.2) para hallar la derivada indicada.

29. D, (flxsent dt) Respuesta: sen x
0
30. D, (f t? dt) Respuesta: —x*
31. D, (JO P dt) Respuesta:  sen® x cos x
4x
32. D, (_[ cost dt) Respuesta: 4 cos 4x — 2x cos x?

33. Calcule el valor promedio de las funciones siguientes en los intervalos indicados.

a) f(x)= Ix en [0, 1] Respuesta: S

6
b) f(x)=sec’xon [O,%] Respuesta: ¥
¢) flx)y=3x*-1en[-1,4] Respuesta: 12
d) flx)=senx—cosxen [0, ] Respuesta: %

3
34. Utilice el método de cambio de variable para hallar J”z\/2x +3 xdx.

Respuesta: %

35. Un objeto se mueve a lo largo del eje x durante un periodo de tiempo 7. Si su posicion inicial es x, y su
XX

posicion final es x,, demuestre que su velocidad promedio fue de



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

Sea _Jeosx parax<0 pyapge [ F(x) dx. Respuesta: =
S {l—x para x>0’ J.’”’Z 2
e If 1 5 d 5
Evalie /EBEL =17 & Respuesta: 37
(Regla del punto medio) En una suma de aproximacién (23.1) 2 Sf(x;)A x, sise selecciona x; como el punto

k=1
medio del k-ésimo subintervalo, la suma se obtiene por la regla del punto medio. Aplique la regla del punto medio

1
ara aproximar | x? dx, mediante una divisién en cinco subintervalos iguales, y compare con el resultado
0
exacto de 1.

Respuesta:  0.33

(Regla de Simpson) Si se divide [a, b] en n subintervalos iguales, donde n es par, la siguiente suma de

b
aproximacion para _[ f(x) dx,

b3—n_a [fx)+4f(x)+2f () +4F(x)+2f(x)+---+4f(x, )+ f(x,)]

se obtiene por la regla de Simpson. Salvo por el primero y en el dltimo términos, los coeficientes constan de 4
y 2 alternados. (La idea basica es utilizar pardbolas como arcos de aproximacion en lugar de segmentos de
recta como en la regla del trapecio. La regla de Simpson generalmente es mucho mas precisa que la regla del
punto medio o la regla del trapecio.) 1

Aplica la regla de Simpson para aproximar a) fo x?dx yb) _[Oﬂsenx dx, con n =4,y compara los resultados

con las respuestas obtenidas por el teorema fundamental.

Respuestas: a) L, que es el nimero exacto; b) %(2\/5 +1)~ 2.0046 comparado con 2.

Considere .[01 x* dx. a) Demuestre que el teorema fundamental da la respuesta L. b) (CG) Con n = 10, aproxime
(con cuatro cifras decimales) la integral por las reglas del trapecio, del punto medio y de Simpson.

Respuesta:  regla del trapecio: 0.2525; del punto medio: 0.2488; de Simpson: 0.2500.

Evalde:
a) lim l(cosﬁ + cosz—7r +.. 4 cosﬂ)
n—+e N n n n

m L 2( 2( )y, o) O 2
b) ,}LIEQM[SGC (6n)+sec (26n)+ +sec ((n 1)6n)+3]

Respuestas: a) (a) %j: cosx dx =0; (b) j:/ﬁ sec?x dx = g

2
a) Use una sustitucion para evaluar _[] it 1 dx (con ocho cifras decimales).

b) (CG) Utilice una graficadora para calcular la integral de a).

Respuestas:  (a) 2(2—/2)~ 0.39052429; (b) 0.39052429

/4
(CG) Calcule JO xsen®(tanx) dx (con cuatro cifras decimales).

Respuesta:  0.0262

2
(CG) Considere _[] X3 x° +2x* —1 dx. Calcule (con seis cifras decimales) su valor mediante las reglas del

trapecio y la de Simpson (ambas con n = 4) y compare con el valor dado por una graficadora.

Respuestas: regla del trapecio: 3.599492; de Simpson: 3.571557; calculadora graficadora: 3.571639
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El logaritmo natural

La forma tradicional de definir un logaritmo, log b, es referirlo como el nimero « tal que a* = b. Por ejemplo,
log,,100 = 2 porque 102 = 100. Sin embargo, esta definicion tiene un vacio tedrico. El defecto consiste en que
no se ha definido todavia a“ cuando u es un nimero racional, por ejemplo, V2 o 1. Este vacio puede llenarse,
pero ello necesitaria un desvio.” También se podria tomar un método distinto que a la postre resultaria en de-
finiciones 16gicamente irrefutables de las funciones logaritmicas y exponenciales. Una desventaja temporal es
que la motivacién para la definicidn inicial no serd obvia.

El logaritmo natural
Ya estd familiarizado con la férmula

r+l

X
J.x dx=m+C (con r#-1)

El problema sigue siendo determinar qué sucede cuando r = —1, es decir, encontrar la antiderivada de x".
En la figura 25.1 se muestra la grafica de y = 1/¢, para ¢t > (. Se trata de una rama de la hipérbola. Para x >
1, la integral definida
x]
J 7

es el valor del drea que estd bajo la curva y = 1/t y por encima del eje ¢, entre r = 1 y t = x.
Definicion
x1
=] = >0
Inx= [ —drparax

La funcién In x se denomina logaritmo natural. Las razones para llamarlo logaritmo se aclarardn posterior-
mente. Por (24.2),

(25.1) Dx(lnx)=% parax >0

y=1/t

drea = Inx

1
1
1
1
1
1

Fig. 25.1

En algunos textos de calculo tan sélo se ignora esta dificultad. Se considera que a" estd definida cuando a > 0y u es cualquier
ndmero real y que las reglas exponenciales usuales son vilidas.

@ —



Por tanto, el logaritmo natural es la antiderivada de x™!, pero sélo en el intervalo (0, +0). A continuacién se
construird una antiderivada en (25.5) para todo x # 0.

Propiedades del logaritmo natural

(252) 1In1=0, porqueln 1= jf%d; —0
(25.3) Six>1,entoncesInx>0
Esto es cierto en virtud de que J‘lxédt representa un area, o por el problema 15 del capitulo 23.
(254) SiO<x<1,entonceslnx<0
Inx= J:%dt = —Jt%dt por (23.8). Ahora, para0 <x < 1,si x <t < 1, entonces 1/t > 0y, por consi-

1]
guiente, por el problema 15 del capitulo 23, L ;dt > 0.

1
(25.5) a) D (Inlxl)= < parax # 0
b) I%dlen IXl+C  parax#0

El argumento es simple. Para x > 0, x| = x y, entonces, D, (In Ixl) = D, (In x) = 1/x por (25.1). Para x < 0, Ixl =
—x y, entonces,

D (Inlxl)=D (In(-x))= D, (nu)D (u) (regla de la cadena, con u = —x > 0)

1 1 1
=(;)<‘D=$=;

EJEMPLO 25.1. D (Inl3x+2l)= ﬁ D (3x+2) (Regla de la cadena)

3
T 3x+2

25.6) Inuv=Inu+Inv

Notese que 1
D (In(ax))= o D (ax) (porlareglade la cadenay (25.1))

1 1
=a(a)=;= Dx(lnx)

Por tanto, In (ax) = In x + K para alguna constante K (por el problema 18 del capitulo 13). Cuando x = 1,
Ina=1In1+K=0+ K =K. Entonces, In (ax) =In x + In a. Al sustituir a y x por u y v se obtiene (25.6).

(25.7) ln(%) =Inu—Inv
En (25.6), se remplaza u por %
(25.8) lnl =—Inv
v
En (25.7), se sustituye u por 1 y se utiliza (25.2).
(25.9) In(x") = r In x para todo nimero racional ry x > 0.

Por la regla de la cadena, D (In (x")) = %(rx"‘) = % =D (rInx). Entonces, por el problema 18 del

capitulo 13, In(x") = r In x + K para alguna constante K. Cuandox=1,Inl =rIn1 + K. ComoIn 1 =
0, K =0, lo que resulta en (25.9).
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CAPITULO 25 EI logaritmo natural

EJEMPLO 25.2. InY2x=5=In(2x-5)" =+In (2x-5).

(25.10)

(25.11)

(25.12)

(25.13)

(25.14)

(25.15)

In x es una funcion creciente.

D (Inx)= % >0 como x > (. Ahora se utiliza el teorema 13.7.

In # =1n v implica que u = v.
Esta es una consecuencia directa de (25.10). Si u # v, entonces u < v 0 bien, v < u y, por consiguiente, In u
<lnvolnv<Inu.

Lomo<t

2

El 4rea bajo la graficade y = 1/t, entre t = 1 y t = 2, y por encima del eje , es mayor que el drea + del rec-
tangulo con base [1, 2] y altura £, (fig. 25.2). También es menor que el 4rea 1 del rectdngulo con base
[1,2] y altura 1. (Un argumento mds riguroso utilizaria los problemas 3c) y 15 del capitulo 23.)

<
e ———— ——

—_—

—_——

Fig. 25.2

Iim Inx =+

X—>+oo
Sea k cualquier entero positivo. Entonces, para x > 2%,

Inx>1In(2**)=2kIn2>2k(L)=k

por (25.10) y (25.9). Entonces, cuando x — +eo, In x excederd a la postre a veces excede todo entero positivo.

Iim Inx = —oo

x—07"

Sea u = 1/x. Cuando x — 0%, u — +oo. Por tanto,

lim Inx = lim 1n(l) =lim—Inu (por (25.8))
u U—>+oo

x—=0* U—>+oo

=—IlimIny =—eo (por (25.13))

g'(x)
g(x) |
Por la regla de la cadena y (25.5a), D (Inlg(x)l) = 200 g’ (x).

Férmula abreviada II: J dx=Inlg(x)I+C

EJEMPLO 25.3.

2x
a) delenlxz+1I+C=1n(x2+l)+C



—

El signo del valor absoluto se eliminé porque x> + 1 > 0. En el futuro, se hard esto sin mencionarlo
explicitamente.

x? 1 3x? I
b) Imdngfmdnglnlx +5+C

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Evalde a) jtanxdx; b) J.cotxdx; c) jsecxdx.

sen x —sen x
a) Itanxdx=.[ =—J dx
cosx cosx

=—Inlcosx|+C por la férmula abreviada II.

=—In|——|+C=—(~Inlsecxl)+ C =1Inlsecxl+C
secx
(25.16) [tanxdy=Inlsecxi+C
b) Jcotx dx = j cosx =Inlsenx|+C Por la férmula abreviada II.

(25.17) jcotxdx =Inlsenx|+C

secx + tanx
= <=
secx + tanx

c) J‘secxdx=.|.se

sec? x +secx tan x .
= J dx=Inlsecx +tanxl+C Por la férmula abreviada II.

secx + tanx
(25.18) jsecxdx =Inlsecx+tanxl+C

2. (CG) Calcule el valor de In 2.
Una graficadora da un valor de In 2 ~ 0.6931471806. M4s adelante se hallard otro método para calcular In 2.

3. (CQG) Trace la graficade y =1n x.
Una graficadora entrega la grafica mostrada en la figura 25.3. Nétese que por (25.10), In x es creciente. Por
(25.13), 1a grafica crece sin limite a la derecha, y por (25.14) el eje negativo y es una asintota vertical. Como

DX(Inx)=D (x")=—x7= —% <0

la grafica es concava hacia abajo. Por (25.13) y (25.14), el teorema del valor intermedio, el rango de In x es el
conjunto de todos los nlimeros reales.

[}
w
&
w
o
N
=

Fig. 25.3
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CAPITULO 25 EI logaritmo natural

Halle @) D, (In(x* + 7x)); b) D,(In(cos 2x)); ¢) D,(cos (In 2x)).

a) D_(In(x*+7x))= ﬁ(@c2 +7) = ifl——;zc

b) D (In(cos2x)) = ﬁ( —sen2x)(2) = — 2;6;122;
=-2tan2x

¢) D, (cos (In2x)) = (—sen (In 2x))( )(2) __sen (1;1 2x)

Halle las antiderivadas siguientes. Use la férmula abreviada II cuando sea posible.

1 ) 45’ . 4 X
o Jgrsdes b3S o [$55dn @) [

NN S S TP
a) [glgdi=g [gtgdr=4mBx-3+C

8
b 15 dr= 2B dr=4In B -2+ C
x—4 ; _f[_x _ 4
) Jx +5d Ix2+5dx Ix2+5dx

2x = X
J. 2+5dx 4 tan (\/5)

45
tan”'| == |+ C
()
d) Complete el cuadrado en el denominador: J <
Seau=x-2,du=dx.

J(x—§)2+1dx=1511d”_j 2+1d’”J i1

=Iln@?+D)+2tan"'u+C=LIn (x> —4x+5)+2tan"'(x - 2)+ C

_1 2
—711’1()( +5)—

dx.

X _ X
2—4x+5dx_J(x—2)2+1

x(1—x2)2
i . . (1 +x2)1/2 ‘ )
Primero se obtienen los logaritmos naturales de los valores absolutos de ambos miembros:

Derivacion logaritmica. Halle la derivada de y =

x(1—x?)?

A+ =1Inlx(1—x2)2—In I(1+ x2)"2|

Inhyl=In|——=5

=Inkl+Inl(1-x*)*l—+In 1+ x?)
=Inlxl+2Inll—x2l—%1In 1+ x?)

Abhora se obtienen las derivadas de ambos lados:

1, 1 4x X
;y—; 2(2) 21+ T2 (2x)= __—2__

o1 4x  x \_x(-x?)’(1  4x  x
O N T e (o Lo N S

1
Demuestre que 1— < <Inx <x—1 parax>0. (Cuando x # 1, las desigualdades estrictas se cumplen.)

Cuando x > 1, 1/t es una funcién decreciente en [1, x] y entonces su minimo en [1, x] es 1/x y su maximo es
1. Asi, por los problemas 3c¢) y 15 del capitulo 23,

1 x1 1
;(x—l)<lnx=_l.1 ;dt<x—1 luego, 1—;<1nx<x—1.



ParaO<x<1, —% es creciente en [x, 1]. Entonces, por los problemas 3c) y 15 del capitulo 23,

1 x ] 1 1
—;(l—x)<lnx=.[1 ?dt:.[x(|—7)dt<—l(l—x)

1 . .
Por tanto, 1— < <Inx<x-—1.Cuando x = 1, los tres términos son iguales a 0.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

8.

Halle las derivadas de las funciones siguientes.

a) y=In(x+3)?=2In(x+3)

, 2
Respuesta: y’ = 53
b) y=(n(x + 3))*
. ,_ I 2In(x+3)
Respuesta: 'y —21n(x+3)x+3_ 3

¢) y=In[(x*+ 2)()C2 +3)] =In(x* + 2) + In(x* + 3)
x?2 N 2x
x*+2 x*+3

Respuesta:  y’ = 3x?) + e (2 )=

*+2
4

d) yzan;CT)z:Inx“ —In(3x—4)> =4Inx—2In 3x - 4)
2 4 6

, 4
Respuesta:  y' = < m(:’,) =< =7

e) y=Insen5Sx

1
Respuesta:  y" = sen5x cos(5x)(5) =5cotS5x

H y=In(x++1+x?)

I 220 T2V (14 422

1

Respue*ﬁa: y = x+(1+x2)1/2 - x+(1+x2)1/2 (1+x2)|/2

g) y:1n\/3—x2—ln(3 xz)”z—lln(3 x2)

Respuesta:  y’ = ; 3= 2( -2x )——

h) y=xlnx-x

Respuesta: y" =Inx

i) y=In(In(tan x))

., tanx+cotx
Respuesta: y’ = “In(any)

- JI+x2

Halle las antiderivadas siguientes. Use la férmula abreviada II cuando sea posible.

a) J.%dx

Respuesta: = Inlxl+C

xS
RN T

Respuesta:  +1Inlx’ —11+C
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10.

11.

12.

V1
c) J‘L”dx
X
Respuesta: use la formula abreviada I: 2(Inx +3)*2 +C
D |3

Respuesta: Inlln x|+ C

sen3x
2 J‘ 1- cos3x

xInx

Respuesta:  +1nll—cos3xl+C

2xt = x?
p [
Respuesta: x> —Inlxl+C

2) J-lnx

Respuesta:  +(In x)>+C

L J' dx
RN TN
Respuesta: —2Inll—/xI+C

Utilice la derivacién logaritmica para calcular y’.
a) y=x*v2-x?
4
Respuesta:  y" =x*\J2—x*| —— x2 42— -2
x 2-x 2«
b) y_(x—1)5\4/x+2
NEE
Respuesta: y’ = > +l ! ol
puestas Y =N YT T 372 T 41
Nx? +3cosx
(3x-5)*
R ta: ' = L—t _;
espuesta:  y'=y| 5z -tanx—z—=

5

2

C) y=

2x+3
2x-3

Respuesta: y' = —4)3—}]_9

d) y=4%

Exprese en términos de In 2 y In 3: a) In(37); b) In 2—27

Respuestas: a)71In3; b)In2-31In3

Exprese en términos de In 2 y In 5: a) In 50; b) ln Y ¢) In+/5; d) ln%

Respuestas: a)Iln2+21In5; b)-21n2; ¢) 7 In5; d)-(3In2+1n5)

CAPITULO 25 E/ logaritmo natural



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Halle el drea bajo la curva y = % y sobre el eje x, entre x =2y x = 4.

Respuesta:  1n 2

Halle el valor promedio de % en [3, 5].
S W
Respuesta: 3 In 3

Aplique la derivacién implicita para hallar y”: @) y* =1In (x* + y%); b) 3y —2x =1+ In xy.

, yx+1

2
Respuestas: a)y' =——2 - b))y =
D )y VO +y —1) )y Cy—1

1,.2+h
hln—2 .

Respuesta: %

Evalie Iim
h—0

Compruebe la férmula jcosec x dx =1nlcosec x — cotxl+C.

(CG) Aproxime In2 = J}z%dt con seis cifras decimales por a) la regla del trapecio; b) la regla del punto medio;

¢) laregla de Simpson, en cada caso con n = 10.

Respuestas: a) 0.693771; b) 0.692835; ¢) 0.693147

(CG) Aplique el método de Newton para aproximar la raiz de x> + In x = 2 a cuatro cifras decimales.

Respuesta:  1.3141
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Funciones exponencialesy

logaritmicas

En el capitulo 25 aprendi6 que el logaritmo natural In x es una funcién derivable creciente cuyo dominio es el
conjunto de todos los ndimeros reales positivos y su rango el conjunto de todos los nimeros reales. Como es
creciente, es una funcién uno a uno y, por tanto, tiene una funcién inversa, la cual se denomina e*.

Definicion
e*es la inversa de In x.

Se deduce que el dominio de e* es el conjunto de todos los nimeros reales y su rango el conjunto de todos
los niimeros reales positivos. Como e* es la inversa de In x, la gréifica de e* puede obtenerse por reflexion de la

de In x en la recta y = x (fig. 26.1).

Fig. 26.1

Esta notacién puede resultar confusa. No deberia presuponerse de la notacién que e* es una potencia ordi-
naria de una base e con exponente x. Aunque mas adelante es este capitulo se hallard que esto es cierto, todavia

no se sabe.

Propiedades de e*

(26.1) e*> 0 paratodo x

El rango de e* es el conjunto de todos los niimeros reales positivos.

(26.2) In(eM)=x
(26.3) e =x

Las propiedades (26.2) y (26.3) se deducen de que e* y In x son inversas una de la otra.

@ —



(26.4) ¢* es una funcion creciente.
Sea u < v. Como u = In(e*) y v = In(e"), In (e*). Pero como In x es creciente, e“ < e”. [Si e’ < e“, enton-
ces In (¢¥) <1n (e).]

(26.5) D(e")=e"
Sea y = e*. Entonces, In y = x. Por derivacién implicita, %y' =1y, por tanto, y’ = y = ¢*. Para ver un

. 1
argumento mads riguroso, sea f{x) = In x y f !(y) = ¢. Nétese que f’(x) = < Por el teorema 10.2b),

(f‘l)’(y)=m, es decir, D,(¢)=1h=e’

EJEMPLO 26.1. D (e**) =D, (e")D(u) (Reglade la cadena, con u = sen x)

= ¢"(cos x) = €*"* (cos x)

(26.6) Je" dx=e+C

EJEMPLO 26.2. Para hallar jxe*z dx, sea u = x?, du = 2xdx.Entonces,
J‘xe"zdx = 7J€“du =te'+C=%e" +C

(26.7) _[e’xdx = +C
Sea u = —x, du = —dx. Entonces, J.e"‘dx = —J e'du=—e"+C=—e*+C.
26.8) =1
Por (26.3), 1 = ¢! = ¢°.
(26.9) et =ete’
In(e***) = u + v = In(e") + In(e’) = In(e“e’) por (25.6). Por tanto, e“** = e“e’ porque In x es una funcién
uno a uno.

(26.10) e =<

(26.11) ¢’ = o

Se remplaza u por 0 en (26.10) y se aplica (26.8).
(26.12) x < ¢* para todo x.

Por el problema 7 del capitulo 25, In x < x — 1 < x. Por (26.3) y (26.4), x = e"* < ¢*.
(26.13) 1lim e* = +oo

x—>Hoo

Esto se deduce de (26.4) y (26.12).
(26.14) h'r{l e =0

Sea u = —x. Cuando x — —eo, 4 —> + oo y por (26.13) ¢ — +oo. Entonces, por (26.11),

1
ef=e"=—=>0.
e
Ahora puede aclararse el misterio de la letra e en la expresién e*.
Definicion
Sea e el nimero tal que Ine = 1.

Como 1n x es una funcién uno a uno que va del conjunto de todos los niimeros reales positivos al conjunto de
todos los niimeros reales, debe haber exactamente un nimero x tal que In x = 1. Ese nimero se denomina e.

Como, por (25.12),In2<1<2In2=1n4, se sabe que 2 <e < 4.

(26.15) (CG) e~2.718281828
Este cdlculo puede obtenerse con una graficadora. Mas tarde se indicard cémo aproximar e con cualquier grado
de precision.
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CAPITULO 26 Funciones exponenciales y logaritmicas

Ahora se puede demostrar que la notacién e* no estd errada, es decir, que ¢* en realidad es una potencia de
e. Primero, esto puede probarse para los x enteros positivos mediante inducciéon matemadtica. [De hecho, por
(23.6), e = "¢ = ¢!, Asi, por (26.9), ¢! = e"e! = e"e para todo n entero positivo y, por tanto, si se supone me-
diante hipétesis inductiva que e” representa el producto de e por si mismo n veces, entonces ¢! es el producto
de e por si mismo n + 1 veces.] Por (26.8), ¢° = 1, lo que corresponde a la definicién estdndar de ¢°. Si n es un
entero positivo, e ordinariamente se definiria mediante 1/e”, lo cual es idéntico al valor de la funcién dada por
(26.11). Si k y n son enteros positivos, entonces la potencia ¢¥" se define ordinariamente como 4fe*. Ahora, de
hecho, por (26.9), el producto e¥"e* ... e, donde hay n factores, es igual a e¥n+kin = ok Agi el valor de
la funcién e¥" es idéntico a la raiz n—ésima de ¢*. En fracciones negativas, de nuevo se aplica (26.11) para ver
que el valor de la funcién e* es idéntico al valor especificado por la definicién comun. Por ende, el valor de la
funcién e* es la potencia usual de e cuando x es cualquier nimero racional. Como nuestra funcién e* es continua,
el valor de e* cuando x es irracional es el limite deseado de e” para los niimeros racionales r que tienden a x.

La gréfica de y = e* aparece en la figura 26.2. Por (26.13), la grafica crece sin limite a la derecha y, por
(26.14), el eje x negativo es una asintota horizontal a la izquierda. Como D?(e*) = D (e*) = ¢* > 0, la grafica es
concava hacia arriba en todas partes. La grafica de y = e~ también se muestra en la figura 26.2. Se obtiene de
la grafica de y = e por reflexion en el eje y.
(26.16) ¢* =1lim (1+%)"

n—>-+oo

Para ver una demostracion, repase el problema 5.
(26.17) e=1lim (1+1)"
Este es un caso especial de (26.16) cuando x = 1. Se puede utilizar esta férmula para aproximar e,

aunque la convergencia a e resulta mas bien lenta. Por ejemplo, cuando n = 1 000, se obtiene 2.7169,
y cuando n = 10 000, se tiene 2.7181, que es correcto sélo con tres cifras decimales.

y

y:g)r y:e,r

0,1

Fig. 26.2

Funcion exponencial general
Sea a > 0. Entonces es posible definir a* como sigue:

Definicion
at = exlna
Notese que esto concuerda con la definicion de e*, ya que cuandoa =e,Ina = 1.

(26.18) D (a*) =(Ina) a".
De hecho,

D (e*1In a) = D'(e")Du (Regla de la cadena con u = x In a)
=e¢“(Ina) = e*Ina(ln a) = a*(In a)

EJEMPLO 26.3. D29 =(In?2)2".



1
(26.19) Ja' dy=p—a"+C

Esta es una consecuencia directa de (26.18).

EJEMPLO 26.4. flO-‘ =ﬁ10x +C

Se pueden derivar las propiedades comunes de las potencias.
(26.20) a°=1
@ = OMa = 0=
(26.21) a*** = a“a’
G = g Ina — gulnarvlna — gulnagring — gugy
u
(2622) @ =2
Por (26.21), a**a’ = a“** = g*. Ahora, se divide entre a’.

(26.23)

Q
¢
Il

|

Se remplaza u por 0 en (26.22) y se usa (26.20)
(26.24) a" = (a)”

(au)v — evln(a") — el/(u(lna)) — e(m))lna =q"

(26.25) (ab)" = a"b"

aubu = et In aptt Inb — et Ina+ulnb — gu(ln a+lnb) — euln(ab) = (ab)u

Recuérdese que D,(x") = rx'! para niimeros racionales r. Ahora se puede demostrar la férmula para todo
nimero real r.
(26.26) D (x") = rx™!
Como x" = e""*,

D.(x") = D(e""*) = D, (e")D, (1) (Regla de la cadena con u = rIn x)
— plt l — r l — x_r — r—1
=e (r(x)) =r(x )(x)_ i

Funciones logaritmicas generales
Sea a > 0. Se desea definir una funcién log,x que desempefie el papel del logaritmo tradicional para la base a.

Inx
Si y = log,x, entonces @’ = x y, por consiguiente, In(¢*) =Inx, ylna=Inx, y= Tha
Definicion
log x=in¥
0g, X =1

(26.27) y=log, x equivale a @* = x

Inx
yzlogax®y=m<:>ylna:1nx

Shh(@)=Inxo a =x (& esel simbolo de siy solo si.)

Entonces, la funcién logaritmica general con base a es la inversa de la funcién exponencial general con
base a.

(26.28) a“=* = x
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(26.29) log,(a*)=x
Esto se deduce de (26.27). Véase el problema 6.

Las propiedades usuales de los logaritmos pueden derivarse con facilidad. Véase el problema 7.

CAPITULO 26 Funciones exponenciales y logaritmicas

Inx Inx
Ine 1
sentido usual, con base e.

Nétese que log, x =

= In x. Por ende, el logaritmo natural resulta ser un logaritmo en el

PROBLEMAS RESUELTOS

Evalte a) In(e?); b) e’™2; ¢) e™32; e) 1%

a) 1In(e?) =3, por (26.2)

b) €= (eM2)7 =27 =128, por (26.24) y (26.3)
In3

¢) emr=Co= e% por (26.10)

d) 1v=en = ¢ = ¢ = 1, por (26.8)

Halle las derivadas de a) e**'; b) 5*; ¢) 3x™; d) x%e*.

a) D(e¥*) = e¥*1(3) = 3e¥*!, por la regla de la cadena
b) D.(5%) =D,5")D(u) (regla de la cadena con u = 3x)
= (In 5)5%(3), por (26.18)
=3(In 5) 5*
¢) D, (3x™) =3(mx™") = 3mx™!, por (26.26)
d) D(x%") = x*D,(e") + e*D(x?), por la regla del producto
= x%* + e'(2x) = xe*(x + 2)

Halle las antiderivadas siguientes: a) '[3(2") dx; b) '[xze"3dx.

X — X — 1 X — 3 X
a) [329)dx=3[2 dy=3752 +C=152"+C

1
b) Seau=x* du=3x*dx. Entonces, szex3dx = gJ‘e"du =

le“ +C=%e"3+ C

Despeje x en las ecuaciones siguientes: a) In x* =2; b) In(In x) = 0; ¢) e*' =3; d) e*— 3e*=2.

En general, In A = BequivaleaA=ef,yec=DaC=InD.

a) Inx*=3Inx. Portanto,Inx*=2da3Inx=2,Inx=%,x=¢">.
b) In(Inx)=0equivale aln x=¢"=1, que a su vez equivale ax=e' = ¢.

In3+1

¢) e*!'=3equivalea2x—1=1In3,yluegoax= D)

d) Multiplique ambos lados por e*: e* — 3 = 2¢*, ¢** — 2¢* — 3 = 0. Sea u = ¢*, con lo que se obtiene la
ecuacion cuadrética u? — 2u — 3 = 0; (u - 3)(u + 1) = 0, con soluciones u =3 y u = 1. Por tanto, e* =3 o
e* =—1. El ultimo resultado es imposible, ya que e¢* siempre es positiva. En consecuencia, e* =3y x = In 3.

Demuestre (26.16): ¢* = lim (1 + Z) .
n—>+oo n

n
u
Seaa, = (1 + ;) . Entonces,

Ina, =n 1n(|1 +%)= M(M)

uln

In(1+u/n)—1Inl

La expresion
P uln

) es un cociente de diferencia para D,(In x) en x = 1, con Ax = u/n.

Cuando n — +eo, u/n — 0. Entonces, ese cociente de diferencia tiende a D _(In )c)|X:1 = (1/)c)|x:l =1. Por tanto,

. . . 1
lim Ina, = u(1)= u. Entonces, lim a, = lime """ = ¢".
N—>teo

n—>+eo n—>teo



6. Demuestre (26.28) g'* = x y (26.29) log,(a*) = x.
Al sustituir log, x por y en (26.27) se obtiene a'*%«* = x.
Al remplazar @’ por x en (26.27) se obtiene y = log,(a*).

7. Deduzca las propiedades siguientes de log, x:

a) log,1=0.
Inl 0
logal=m=m=0.
b) log,a=1.
1 _Ina _
Ogaa lna_

c¢) log, uv=1log, u +log, v.
log uv:ln_uv:—lnu+lnv :ln_u+ln_v:log u+log v
“ Ina Ina Ina Ina a a
d) log, % =log, u—log,v.
Se remplaza u en c) por %
H log, (w)=rlog, u.
In(u") rlnu

log, (u") = Tna —m:rlogau.
11
8 D.(og,x)=1——.
Inx 1 11
D}C (lOga )C) = D}C (m) = mDA (ln )C) = m;

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

8. Calcule las derivadas de las funciones siguientes:

a) y=e> Respuesta: y’ = 5e>
b) y=en¥ Respuesta: Y =3 sec?(3x) e
c) y=er s Respuesta: y’ =—e™(cos x + sen x)
d) y=3~ Respuesta: y' =—2x(In3)3™
eX
e) y=sen(e") Respuesta: = —
Y V1—e*
N y=e Respuesta: y’ = e
g y=x* Respuesta: ¥ =x*(1 +1In x)
1 6x
h) y=log,,(3x>-5) Respuesta: y’ = 0T =5
9. Halle las antiderivadas siguientes:
1

2x . 2x

a) JS dx Respuesta: 3In3 3>+ C
e]/x
b) .[ 2 dx Respuesta: —e' + C
X +l 4

) J(eX +1)*e*dx Respuesta: % +C

dx .
d) Je" T Respuesta: x—1In(e*+ 1)+ C

1/x? N
e) Je —dx Respuesta: —%e'* +C

X
hi) J‘eix ey Respuesta:  — %e"z*z +C
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10.

11.

12.

13.

14.

CAPITULO 2

9) J(e* +1)%dx Respuesta:
h) j(e* —x)dx Respuesta:
2x
1)) -[ezf——i-de Respuesta:
“dx
— Respuesta:
J‘ /1 _ er
k) J (5 dx Respuesta:
log,, x .
0 J — dx Respuesta:
(Funciones hiperbélicas) Defina
et —e X +e "
senh x = 5 coshx= 5 tanh x

Deduzca los resultados siguientes:

a)
b)
)

D (senhx)=coshxy D/coshx)=senhux.

D, (tan h x) = sec h> x y D (sec h x) = —sec h x tan h x.
cosh’x—senh?x=1

sen h(x + y)=senhxcoshy+coshxsenhy.
cosh(x+y)=coshxcoshy+senhxsenhy.
senh2x=2senhxcoshux.
cosh2x=cosh’>x+senh?x=2cos h>x

6 Funciones exponenciales y logaritmicas

te* +2e¢" +x+C
e+l

+C

e.\’
e+1

Lln(e* +3)+ C

sen’!(e¥) + C

3 +C

1 Inl
o 1O(ln)c)2+C— 5 (loglox)2+C

—1=2senh’>x+ 1.

(CG) Trace la grafica de y = 2 cos h(x/2)(denominada “catenaria”) y halle su punto minimo.

Respuesta: (0, 2)

Despeje x en las ecuaciones siguientes:

a) e¥=2 Respuesta:
b) In(x") =-1 Respuesta:
¢) In(lInx)=2 Respuesta:
d) e*—4e*=3 Respuesta:
e) e+ 12¢e*=17 Respuesta:
H 5=7 Respuesta:
g) log,(x+3)=5 Respuesta:
h) log, x* +log, x=4 Respuesta:
i) log,(2%) =20 Respuesta:
J) ex—-Te*=8 Respuesta:
k) x'=x3 Respuesta:
Evald L el — ehz

walde 0 iy St )l

Respuestas: a) 1;b) 0

e2+1Inx

Evalie a) J ) ——=dx; b) .[ ——dx

Respuestas: a) In%; b) 3

1In2
e
e
2In2

2In2yIn3

In7
5= =log,7

29
J16
5
-31In2
1y3

(CG) Aplique el método de Newton para aproximar (con cuatro cifras decimales) una solucién de e* = —

Respuesta:

0.5671



o,
(CG) Use la regla de Simpson con n = 4 para aproximar _[0 e*'? dx a cuatro cifras decimales.

Respuesta: 0.8556

n
. . , . o~ ~ 7’ r
Si se paga interés a r por ciento por afio y se aumenta n veces al afio, entonces P ddlares se vuelven P(l + W)
después de un afio. Si n — +eo, se dice que el interés se compone continuamente (es decir, se trata
de interés compuesto).

a) Si se incrementa continuamente r por ciento anual, demuestre que P se convierte Pe”'% délares después de
un afio, y Pe™'% ddlares después de 7 afios.

b) Si r por ciento se incrementa continuamente, jen cuantos aflos se duplicara cierto monto de dinero?

¢) (cG) Calcule con dos cifras decimales cudntos afios tomaria duplicar cierta cantidad de dinero si se
incrementa continuamente a 6% anual.

d) (cG) Compare el resultado de incrementar continuamente a 5% con el obtenido al incrementar una vez al afio.

100(In2) 69.31
r

Respuestas: b) ; ¢) aproximadamente 11.55 afios;

d) después de un afio un délar se vuelve 1.05 ddlares cuando se incrementa una vez al afio, y
aproximadamente 1.0512 délares cuando se incrementa continuamente.

. Halle (log,e) - In 10

Respuesta: 1

Escriba como un solo logaritmo con base a: 3 log, 2 + log, 40 —log, 16

Respuesta: log, 20

(cG) Calcule log, 7 con ocho cifras decimales.

Respuesta: 2.80735492
. Demuestre que log, x = (log, x)(log, a).

(cG) Trace la grafica de y = e=*'2. Indique los extremos absolutos, los puntos de inflexion, las asintotas y
cualquier simetria.

Respuesta: maximo absoluto en (0, 1), puntos de inflexién en x = £1, el eje x es una asintota horizontal a la
izquierda y a la derecha, simétrica respecto al eje y.

Dado e — x + y>= 1, halle % por derivacién implicita.
1—ye

R ta: ~———

espuesta 3y % xe®

. (cG) Trace la grafica de y =senhx = %

Respuesta: In(e*+e™) + C

Evaltie J.idx.

et +et

Respuesta: In(e*+e™) + C

25. Aplique la derivacion logaritmica para hallar la derivada de y = x*~,

Respuesta: Lzlnx)
X
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Regla de LHopital

fx)

Los limites de la forma lim 20 pueden evaluarse mediante el siguiente teorema en los casos indeterminados
donde tanto f(x) como g(x) tienden a 0, o ambas tienden a teo.

Regla de L’hopital

Si fix) y g(x), o ambas tienden a 0, o ambas tienden a teo, entonces,

@ e P

m——==lim=
8(x) g'(x)
Aqui, “lim” equivale a
Iim, lim, Iim, Iim, Iim
X—>+o0 X—>—o0 x—a x—a* x—a”

Si desea consultar un esbozo de la demostracion, repase los problemas 1, 11 y 12. Se considera, en el caso de
los tres ultimos tipos de limites, que g’(x) # 0 para x que esté suficientemente préximo a a, y en el caso de los
primeros dos limites, que g’(x) = 0 para los valores de x suficientemente grandes o suficientemente pequefios.
(Las afirmaciones correspondientes sobre g(x) # O se siguen del teorema de Rolle.)

EJEMPLO 27.1. Como In x tiende a +eo cuando x tiende a +eo, la regla de L’Hopital implica que

Jim X g WX ey Lo
x40 X X—>4oo 1 X400 X

EJEMPLO 27.2. Como e¢* tiende a +o cuando x tiende a +eo, la regla de L’Hdpital implica que

—lim 1-=0

e’ xote e B

EJEMPLO 27.3. Se sabe, por el problema 13a) del capitulo 7, que

. 3x2+5x-8_3
P—g}w Ix*=2x+1"7

Puesto que 3x> + 5x — 8 y 7x* — 2x + 1 tienden a +o cuando x tiende a +eo, la regla de L’Hopital indica que

. 3x>+5x—-8 _ ... 6x+5
}1—{2« 7x2—2x+1_xh—glm 14x-2




y otra aplicacion de la regla sefiala que

lim 6x+5 = lim 6_6_

X—>+oo l4x 2 e 14 14

J|w

EJEMPLO 27.4. Como tan x tiende a 0 cuando x tiende a 0, la regla de L’Hopital implica que

LR I U ST S
>0 X x50 0 costx 1

Tipo indeterminado O - «

Si fix) tiende a 0 y g(x) tiende a *oo, no se sabe cémo determinar lim f(x)g(x) A veces este problema puede
transformarse para conseguir que la regla de L.'Hopital sea aplicable.

EJEMPLO 27.5. Cuando x tiende a 0 desde la derecha, In x tiende a —eo. Entonces, no se sabe cémo hallar 11’151 x Inx.
Pero cuando x tiende a 0 desde la derecha, 1/x tiende a +eo. Asf, por la regla de L’ Hopital,

Inx _ Ax e
ligxinx= ligy 0= i =i =0

Tipo indeterminado o — «

Si fix) y g(x) tienden a e no se sabe qué sucede con lim (f{x) — g(x)). En ocasiones el problema puede transfor-
marse en un problema tipo L’Hopital.

EJEMPLO 27.6. lin(}(cosecx - %) es un problema de este tipo. Pero
Paed

x>0 x—0 \S€Nn X X x—0 XS€n x

lim (cosecx - %) = lim (L 1 ) — l{m X=senx

1—cosx

Como x — sen x y x sen x ambos tienden a 0, se aplica la regla de L’Hopital y se obtiene l L Ry a—— Aqui,
tanto el numerador como el denominador tienden a 0 y por la regla de L’Hopital resulta
. sen x __ 0 _0_
IXILI& —xsenx+cosx+cosx O+1+1" 2 =0
Tipos indeterminados 0°, °y 1~
Si lim y es uno de estos tipos, entonces lim (In y) serd del tipo 0 - co.
EJEMPLO 27.7. En lirg Xy =x*"* esdel tipo 0°y no se sabe qué sucede en el limite. Pero y =sen x Inx = colgez "

y In x y cosec x tienden a *eo. Entonces, por la regla de L’Hdpital,

. 2 . senx senx
hmlny— lim —Ux __ lim — S X — _
x—0" —COSEC X COt X x—50* XCOSX x—0" X COSX

=—1Ii m —_— hm tanx =—(1)(0)=0

x—0*

Aqui se utilizé el hecho de que l_frr(}((sen x)/x) =1 (problema 1 del capitulo 17). Ahora, como 11151 Iny=0,

lim y=lim e =¢° =1
x=0" x—0*
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% CAPITULO 27 Regla de L’Hépital

EJEMPLO 27.8. En lir(I)l+ [Inxl*, y=lnxI* es de tipo ==°, y no es claro qué pasa en el limite. Pero In y=x Inlln xI= lnilllljd

y tanto In [In xI como 1/x tienden a +eo. Entonces, por la regla de L’Hopital se obtiene
1 R DU P
sy ny= i i) /()= - =0

Iim —— = 0. Por tanto, hm y=lime™ =¢’=1
x—=0* lIl x—0*

ya que

EJEMPLO 27.9.  Enlim D y = x = es de tipo 17y no puede verse qué sucede en el limite. Pero Iny = )lcn_x

y tanto el numerador como el denominador tienden a 0. Entonces, por la regla de L’Hdopital se obtiene

1/ =1. Por tanto, hm y=lime"=¢'=¢

x—l

hm Iny= hm

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demuestre la forma siguiente % de la regla de L’Hopital: Sean f(x) y g(x) son diferenciables, g’(x) # 0 en algin

’

intervalo abierto (a, b) y lim f(x)=0= lim g(x). Entonces, ll;m+ gsz) existe,

S . f(x)
P—EE g(x) Xh—g} g'(x)

Como lim f(x)=0= lim g(x), se considera que fla) y g(a) estan definidas y que f(a) = g(a) = 0. Al

remplazar b por x en el teorema del valor medio extendido (teorema 13.5) y utilizando el hecho de que fla) =
g(a) =0 se obtiene

f) _ f@) = fl@) _ f'(xy)
g(x) g —gla) — g'(x,)
para algin x, con a < x, < x. Entonces, x, — a* cuando x — a*. Por tanto,

o SO )
x—a* g(x) x—a" § (x)

También se puede obtener la forma % de la regla de L’Hopital para }ir? (simplemente por ser u = —x), y

entonces los resultados para lim y }gﬁl dan la forma% de la regla de L’Hopital para !gf(}

l 1 n
2. Por los ejemplos 1 y 2 se sabe ya que hm —=0y hm e_x = (0. Demuestre ademas que hm % =0y
lim X ? = 0 para todo n entero posmvo.
X—>+oo

Use la inducciéon matemdtica. Considere estos resultados para un n = 1. Por la regla de L’Hopital,

lim (In )c)”+1 (n + 1)(ln x)"(1/x)

X—>eo X vﬁ#oo

D (w4 10)=0

=(n+1)lim
De igual forma,

ooxmt L (n+Dx”
lim =lim ~——

X—teo € X—>too

=(n+1)lim if—::(n+1)(0)=0

3. Aplique la regla de L’Hopital una o mds veces para evaluar los limites siguientes. Compruebe en todos los
casos que se cumplen los supuestos apropiados.

+sen2x
lim XSenex
a) x50 Xx—sen2x’



b)

d)

e)

. e 142c0s2x _ 1+2(1) _
Se obtiene 1}3} 1-2cos2x ~ 1-2(1) ~
lim €1

=0t X

Se obtiene ll_)rg} % =1 11_}r(r)1 % = o0 por el ejemplo 27.2.

=3.

i efter—x2-2
m ———>———-—=.
x50 sen‘x—x
X _ p—X __ X o™X
Se obtiene lfm =¢—¢ 2x =]fm £=¢ 2x .
50 28ENXCOSX —2X 10 Sen2x —2x

Mediante la aplicacion repetida de la regla de L"Hopital se obtiene:

P Tte =2 . ef—e"
lim £ =1lim =
x50 2€082x—2 .50 —4sen2x

c et +e _1+1 2 1
i R cos2x ~ —8() ~ 8~ 4
lim —Senx

x—ut m

Se obtiene lim SEES

___COSXx __ _ i _ 2 _
N =]~ Am 2(x - ) cosx = 0.

. Insenx
x>0+ Intan x

. cos x)/(senx) .

lim {cosv)/enx) _ lim cos*x=1

Queda w0t (sec®x)/(tanx)  x-0* :
. cotx

lrg(} cot2x’

El uso directo de la regla de L"Hopital

|eydoH,7 9p e/63y L2 01NLIAVI

2
. —cosec’ X 4. 2 cosec” x (cot x)

lgr(} 2 cosec?(2x) *am0 (cosec? (Zx))(cot 2x)

lleva a limites atin mas complicados, pero, si cambia de cot a tan, se obtiene

2 2
Jfm SO _ gy 02X _ g, 266C°(20) _5ye, cos’x _51_o
x>0 COt2x x50 tanx .0 sec’x =0 C08%(2x) 1

lim x%1n x.

x—0*
Este es del tipo 0 - o. Entonces, la regla de L’ Hopital puede aplicarse de la siguiente manera:
In x 1/x

Iim — = lim =Ilim-1x>=0
x—0" 1/x2 x—0* —2/X3 x—0* 2

Iim (1 - tanx)sec?2x.

x—r/4

Este es del tipo 0 - eo. Sin embargo, es igual a

~1—tanx _ ;. —sec’x _ =2 _
x1—1>IIB4 cos2x  iomi4 —2sen2x -2 =1
. a 1
Aqui se utiliz6 el valor cos % = —.
( ! ZING) )
1im(l— 1 )
=0\ X e —1
Este es del tipo co —eo, pero resulta igual a
Lo —1—-x_ e -1 . e* __ 1 1
933 x(e* —1) _lxlil(} xe* +e* —1 _IXI—I}(} xe* +2e*  0+2° 2

Iim(cosec x — cot x).
x—0

Este es del tipo oo — oo, pero resulta igual a

h’m( 1 _cosx)zlim 1=cosx _ g, Senx _

x—0\Seénx  Ssenx x—>0  Senx x—0 COSX

Iim (tanx)<s~.

x—(ml2)”

Este es del tipo =", Sea y = (tan x)°**, entonces In y = (cos x)(In tan x) = Intanx

secx



CAPITULO 27 Regla de L’Hépital

Por tanto,

Iim Iny= 1i Intanx _ hm (sec” x/tanx)/(secxtanx)= lim Cosx =0 =1
x—=(m/2)” x—(n/2)- SECX x—=(m/2 x—=(m/2)” sen X 1

) lim —\M
X—>+oo X
/ 2
X = lim 2 ; X

Se obtiene lim
x~>+w\/ + x X—>+oo

es de uso alguno. Pero,

y se estd girando en un circulo. Por ende, la regla de L’'Hopital no

2 2
1im Y2 g (2420 g 24
X—>too X—>+oo X X—>+eo X
0+1=1

Haga una critica sobre el siguiente uso de la regla de L’Hopital:

X—x?—x-2 _ 3x*=2x—=1_1. 6x=2_, 6
o A ar—2 M 37 —6x+3 i Gy i 6=
La segunda ecuacién es un uso incorrecto de la regla de L’Hbpital, ya que 11m Bx*=2x-1)=7y
hm (3x* —6x+3)=3. Entonces, el limite correcto serfa Z.

(cG) Trace la grafica de y = xe™ = X

Véase la figura 27.1. Por el ejemplo 2, ILII+1 vy =0. Entonces, el eje x positivo es una asintota horizontal.
Como lim e~ = +oo, lim y = —eo. y'=e*(l-x) y y”=e*(x—2). Entonces, x = 1 es un nimero critico. Por

el criterio de la segunda derivada, existe un méximo relativo en (1, 1/¢) porque y” < 0 en x = 1. La gréfica es
concava hacia abajo para x < 2 (donde y” < 0) y céncava hacia arriba para x > 2 (donde y”” > 0). (2, 2/¢?) es un
punto de inflexién. La graficadora proporciona los estimados 1/e ~ 0.37 y 2/e? ~ 0.27.

e~ 12,2¢72)
/T—\I‘\-
/// 1 2 x

Fig. 27.1

(cG) Trace la grafica de y = x In x.
Véase la figura 27.2. La gréfica esta definida s6lo para x > 0. Claramente, lfm | y = oo, Por el ejemplo 5,

lim y=0.Como y’ =1+ Inxyy”’=1/x>0, el ndmero critico en x = 1/¢ (donde y" = 0) resulta, por el criterio

x—0*

de la segunda derivada, un minimo relativo en (1/e, —1/e). La gréfica es concava hacia arriba en todas partes.

Fig. 27.2



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

7. Demuestre que lim x"e* = 0 para todo x entero positivo.

X——oo

T

8. Halle lim xsen--.

Respuesta: w

9. Trace las graficas de las funciones siguientes: @) y=x—1Inx; b) y=

Respuesta: véase figura 27.3

Inx.
-

() y=x%€"

(a)

- —de

T T T
2-V2 -2 2+V2

()
Fig. 27.3

10. Evalde los limites siguientes:

a) lim =256 556 by lim X =256 _3,

x4 lim ===
D lim = O tim =
o tim M= D G
J) lim 8x4_xzx=%1n2 k) lim %:
m) i P ] m lim Cos2x-cosx 3

c)

)

D

0)

(b)

lim
x—3 )CZ - 9

hf e"—l_l

x> =3x _

1

2

0 tan2x 2

Iim
x>0 Senx

Iim
x>0 Insecx

lim 10X

=0
X—>+4o0 \/;

er _ e—Zx

Insec2x _
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11.

12.

CAPITULO 27 Regla de L’Hépital

csc6x_l Ii Sx+2Inx x4t +x2

p) —>ir csc2x 3 O r o lim S =0
. Incotx e +3x% _ 1 x_ _
D i S0 0l e 9 i € ~Doosx=1
V) lin} x%e* =0 w) lin(} xcosecx=1 X) 11m cosec TxInx=-1/7
y) lim e ®¥gec?x=0 z)  1lim (x —sen x) cosec® x = -1 a’) lim ( 4 __1 ) =1
=i x>0 6 2 \x2—4 x-=-2 4
b)) lim (l - L) =0 ¢’)  lim (sec’ x —tan®x) = oo d) lim (L S ) =1
=0 \X Senx x~>—7r x—l1 Inx x—1 2
N o (42 __1 N 1im (Anx L |_y AN Tt r —
¢) EE(} (x2 1—cosx)_ 3 ) er?w( X Jx g) }Lronx 1
) lg(} (cosx)* =1 i) lgré (e" +3x)"r =¢* i) }1;120 (I—-e™) =1/e
k) hm (senx—cosx)™ =1/e 1) 11m (tanx)™" =1 m’) 11’1111 X = g
Yy lim (14 1) = ) lim 2 =0 Y 1fm €2t =0
0 i 410 = ) lim 3= p) i s
’ P In’ x _ ’ . In'0% _
q) }Lr?m x* 0 r) xlg?m x> 0
s’) lim efl=el) _ —lim € 1fm 1=€¢ -

T+ 0In(I—x) 220 T+x 20 I—x)

Compruebe el diagrama de la demostracién de la forma% de la regla de L’Hopital en +eo. Sean f{x) y g(x) son

derivables y g’(x) # 0 para todo x > ¢, y lim f(x)=0= lim g(x). Entonces,
X—>+oo xX—>+oo

6 lim L&

xoree 81(X)

. S _ S
existe }H?m g(x) Lm g'(x)

Demostracion: sea F(u) = f(1/u) y G(u) = g(1/u). Entonces, por el problema 1 paraa — 0"y con F'y G en
lugarde fy g,

S&) o F) .. F'(w)
lim -0 = im G = im o)

(f"(/u) - (=1/u*)) S ) _ S )
= ) (D)~ o (W) — M 7o)

Llene los vacios en la demostracion de la forma — de laregla de L’Hopital en el caso lim. (Los otros casos se

obtienen facilmente como en la forma =) Sean f(x) y g(x) derivables y g’(x) # 0 en algun intervalo abierto
(a, b) y que lim f(x)=teo= lim g(x). Entonces,

—1im L&) Jf(x) ME))
K=l iy exise lim iy =lim

Demostracion: Sea € >0y se escoge ¢ de manera que IK — (f'(x)/g’(x)l < €/2 paraa < x < c¢. Sea d en (a, ¢).
Sea a <y <d. Por el teorema del valor medio extendido, existe un x™ tal que

f@@-fQ) _ f/&)
gd)—g(y)  g'x")

y<x'<d y



13.

14.

Entonces,

[= S
<5 entonces, <5

‘K_ S - f)
g(d)—g(y)

e\ - 53/ (-563)

Ahora se tiene que y — a*. Como g(y) — teo y fid) y g(d) son constantes, f(d)/g(y) > 0y 1 — g(d)/g(y) — 1.
Asi, para y préximo a a,

k-1

<e. Portanto, lim SO =K
8y

y—a* 8(y)

(CG) En los casos siguientes intente hallar el limite por métodos analiticos y luego compruébelo calculando el
Iimite en una graficadora:

a) lim x'*; Respuesta: 0
x—0*

b) lim x"¥; Respuesta: 1
X—>+o0

c) lfn(} (I-cosx); Respuesta: 1;
X

d) lim (\/xz +3x — x) Respuesta:  d) %
X—>+oo

La corriente en un circuito con resistencia R, inductancia L y fuerza electromotriz constante E en el instante ¢

estd dada por i = %(1 — e ®/L). Obtenga una férmula para calcular i cuando R estd muy préxima a cero.

. Et
R ta: ==
espuesta: =
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Crecimiento y decrecimiento
exponencial

Considérese una cantidad y que varia con el tiempo y que

dy _
To=ky (28.1)

para alguna constante k. Sea F(r) = y/e". Entonces, por la regla del cociente,

dF  eé"Dy—yD,e" e"ky—yek 0
ar 2K = o2k = e =0

Por tanto, F(z) debe ser una constante C. (;Por qué?) Entonces, y/e¥ = C'y, por ende, y = Ce¥. Para evaluar C,
seat=0. Asi, y(0) = Ce’ = C(1) = C. Si se designa y(0) por y,, entonces C = y, y se ha obtenido la forma general
de la solucion a la ecuacion (28.1):

¥ =yoe! (28.2)

Si k > 0, entonces y crece exponencialmente y k es la constante de crecimiento. Si k < 0, entonces y decrece
exponencialmente y k es la constante de decrecimiento. La constante y, se denomina valor inicial.

n n

Del problema 2 del capitulo 27 se sabe que lim u_u =0. Asi, cuando k> 0, Iim % = 0. Luego, una cantidad

U—>+o0 € t—>+oo

que crece exponencialmente lo hace mucho més rdpido que cualquier potencia de . En muchos procesos na-
turales, como el crecimiento bacteriano o el decrecimiento radiactivo, las cantidades aumentan o disminuyen
a una razén exponencial.

Vida media

Considérese que una cantidad y de cierta sustancia decrece exponencialmente, con un decrecimiento constante
k. Sea y, la cantidad en el instante 7 = 0. ;{En qué momento T quedard sélo a la mitad de la cantidad original?

Por (28.2) se llega a la ecuacién y = y,e®. Por tanto, en el instante 7,
7Y = Yoo
Lot
In($)=In(e")=kT
—In2=kT (28.3)

In2
T == (28.4)



Notese que el mismo valor 7T se obtiene para toda cantidad original y,. T recibe el nombre de vida media de
la sustancia. Se relaciona con la constante de decrecimiento k por la ecuacién (28.3). Por ello, si se conoce el
valor de k o de T es posible calcular el valor de la otra. Ademas, nétese que en (28.4), k < 0, asi que 7> 0.

El valor de k puede obtenerse por experimento. Para un valor inicial dado y, y un tiempo positivo especifico
1), se observa el valor de y, se sustituye en la ecuacién (28.2) y se despeja o resuelve para k.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Lavida media T del radio es 1690 afios. ;Cudnto quedard de un gramo de radio después de 1000 afios?

De (28.3), k= —% =— 112920 y la cantidad de radio estd dada por y = ye 2716 Se observa que y, = 1,

por lo que al sustituir 1000 por ¢ se obtiene

y= e—(ln 2) 1000/1690 _ e%93.1/1690 —~ 6—0.4101 ~0.6636 gramos

Asi, quedaran aproximadamente 663.6 miligramos al cabo de 1000 afios.

2. Si20% de una sustancia radiactiva desaparece en un afio, halle su vida media 7. Suponga que el decrecimiento
es exponencial.
Por (28.2), 0.8y, = y,*" = y,e*. Entonces, 0.8 = ¢*, donde k= 1n (0.8) = In(%¢) =In4 — 1n 5. De (28.4),

—_In2__In2 i
T= T Th5-Ind 3.1063 afios.

3. Suponga que el nimero de bacterias en un cultivo crece exponencialmente con una constante de crecimiento
de 0.02, con el tiempo medido en horas. (Aunque el nimero de bacterias debe ser un entero no negativo, el
supuesto de que el nimero es una cantidad continua siempre parece llevar a los resultados que se verifican
experimentalmente.)

a) (Cudntas bacterias estardn presentes después de 1 hora si eran 1000 inicialmente?

b) Dadas las misma 1000 bacterias iniciales, jen cudntas horas habrd 100 000 bacterias?

a) De (28.2), y = 1000¢* ~ 1000(1.0202) = 1020.2 ~ 1020

b) De (28.2),
100 000 = 1000£*%
100 = 002
In 100 = 0.02¢

2 In 10 = 0.027 (como In 100 = In(10)> = 2 In 10)
t=1001n 10 ~ 100(2.0326) = 203.26 horas

Nota: a veces, en lugar de dar un crecimiento constante, como k = 0.02, se da una razén de crecimiento
correspondiente por una unidad de tiempo (en este caso, 2% por hora). Esto no es muy exacto. Una razén de
crecimiento de r% por unidad de tiempo es aproximadamente lo mismo que un valor de k = 0.0r cuando r es
relativamente pequefia (por ejemplo, r < 3). De hecho, con una razén de crecimiento de 7%, y =y, (1 + 0.0r)
después de una unidad de tiempo. Como y = y,e* cuando ¢ = 1, queda 1 + 0.0r = ¢* y, por consiguiente,
k=1n(1 + 0.0r). Esto es préximo a 0.0r, ya que In (1 + x) ~ x para x pequefias positivas. (Por ejemplo, In
1.02 ~ 0.0198 y In 1.03 ~ 0.02956). Por ello, en numerosos textos se interpreta con frecuencia una razén de
crecimiento de 7% como k = 0.0r.

4. Siuna cantidad y crece o decrece exponencialmente, halle una férmula para obtener el valor promedio de y
durante el intervalo [0, b]. 1 ) ,
Por definicién, el valor promedio y, = mfo ydt= ﬁjo ky dt (donde k es la constante de crecimiento o

decrecimiento). Por (28.1), ky = % y, por ende, y, = b_lk :%
%

1
o ar A=Y= y(0)=y(b)— y,. Luego, y, =7-0(b) = y,)

dt. Por el teorema fundamental del célculo,

[B12U3U0AX3 03U3IWII3423p A 03UBIWIFE4) 82 0TNLIAYD



CAPITULO 28 Crecimiento y decrecimiento exponencial

Si la poblacién de un pais es 100 millones de personas y crece exponencialmente con una constante k = In 2,
calcule con exactitud la poblacion dentro de cinco afios.

Por (28.2), la poblacién y = y,e* = 103125 = 108(e'"2)* = 108(2°%) = 32(10%). Por tanto, la poblacién llegara
a 3.2 miles de millones de personas en cinco afios.

Vida media del carbono. Cierto isétopo “C de carbono se presenta en los organismos vivos en una
proporcion fija del carbono ordinario. Cuando el organismo muere, su '“C decrece exponencialmente y su vida
media es de 5730 afios. Considérese que una pieza de carbon vegetal proveniente de un incendio forestal se
encontrd en una cueva y contiene s6lo 9% de '*C esperando en un trozo de madera de un drbol vivo. (Esta cifra
se obtiene al medir la cantidad de carbono ordinario en el pedazo de carbdn vegetal.) ;Hace cuanto se quemé
la madera para formar el carbén vegetal?

Si y es la cantidad de '*C presente en el trozo de carbon vegetal, se tiene que y = y,¢¥. La cantidad presente
es 0.09y, = y,e*7, donde T es el tiempo transcurrido. Entonces, 0.09 = ¢*%, In (0.09) = k1, 7= (In (0.09))/k. Como
la vida media 7= 5730 y k = (In 2)/T = —(In 2)/5730, se obtiene

S 5730 1n(0.09) _ 5730 (In100 — In9) ~19906 afios
In2 In2

Ley del enfriamiento de Newton. La razén de cambio de la temperatura de un objeto es proporcional a la
diferencia entre temperatura del objeto y la del medio que lo rodea.

Suponga que un refrigerador se mantiene a una temperatura constante de 45 °F y que se coloca un objeto
con temperatura de 80 °F dentro de €l. Si la temperatura del objeto cae de 80 °F a 70 °F en 15 minutos, ;en
cudnto tiempo la temperatura del objeto bajard a 60 °F?

Sea u la temperatura del objeto. Entonces, por la ley del enfriamiento de Newton, du/dt = k(u — 45) para
alguna constante k (negativa). Sea y = u — 45. Asi, dy/dt = dul/dt = ky. Entonces, por (28.2), y = y,e*. Como u
tiene inicialmente 80 °F, y, = 80 — 45 = 35. Asi, y = 35¢* cuando ¢t = 15, u =70 y y = 25. Por tanto, 25 = 35¢",
5 =7e"*y, por consiguiente, 15k =In (3)=1n5—1n7. Entonces, k = & (In5—In7). Cuando la temperatura del
objeto es de 60 °F, y = 15. Por ende, 15 = 35¢%, 3 = 7e*, 3 = TeM y, por consiguiente, kt =In(3)=1n3—1In7.
Entonces,

(= In3—-In7 _In3-In7

T =15 n5—1n7 ~ 37.7727 minutos

En consecuencia, se necesitan aproximadamente 22.7727 minutos para que la temperatura del objeto baje de
70 °F a 60 °F.

Interés compuesto: Suponga que los ahorros de una cuenta ganan intereses a una tasa de r% anual. Al cabo de

t
un aflo, una cantidad de P ddlares se volveria P(l + ﬁ) dolares, y después de ¢ afios se convertira P(l + ﬁ)
délares. No obstante, si se calcula el interés n veces al afio en lugar de una vez al afio, entonces en cada

periodo la tasa de interés seria (r/n)%; después de ¢ afios, habran pasado nt de tales periodos y el monto final

nt
seria P(l + ﬁ) . Si n — +eo, entonces el interés se compone continuamente. En tal caso, la cantidad final seria

) r nt ) r n ‘ oot
JLTmP(l + W) =P 31&1@(1 + m) = Pe por (26.16)

Se depositan 100 ddlares en una cuenta de ahorros que paga una tasa de interés de 4% anual. Después de
cinco afios, cuanto habra en la cuenta si:
a) (Elinterés se calcula una vez al afo?
b) (Elinterés se calcula trimestralmente (es decir, cuatro veces por afio)?

¢) (Elinterés se compone continuamente?

a) 100(1.04)° ~ 121.6653 ddlares
b) 100(1.01)* ~ 122.0190 délares
¢) 10044 = 100e"2 ~ 122.1403 ddlares



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Supdngase que en una reaccion quimica cierta sustancia se descompone a una razén proporcional a la cantidad
presente. Considere que una cantidad inicial de 10 000 gramos se reduce a 1000 gramos en cinco horas.
(Cuanto quedard de una cantidad inicial de 20 000 gramos después de 15 horas?

Respuesta: 20 gramos

Un contenedor con capacidad médxima de 25 000 insectos tiene inicialmente 1000 de ellos. Si la poblacién
crece exponencialmente con una constante de crecimiento de (In 5)/10 insectos por dia, ;en cudntos dias estard
lleno el contenedor?

Respuesta: 20 dias

La vida media del radio es de 1690 afos. ;Cudnto radio quedard de 32 gramos de radio al cabo de 6760 afos?

Respuesta: 2 gramos

Si una poblacién crece exponencialmente y se incrementa a una razén de 2.5% por afio, halle la constante de
crecimiento k.

Respuesta:  1In 1.025 ~ 0.0247

Una solucién de agua salada contiene inicialmente 5 libras de sal en 10 galones de liquido. Si el agua fluye a
razon de + gal/min y la mezcla fluye a la misma razén, ;jcuénta sal habra al cabo de 20 minutos?

. ds_1( S _ e
Respuesta: i _i(ﬁ) . Cuando t =20, S = 5¢ 1.83951b

Los insectos de un cercado crecen exponencialmente de forma tal que su poblacién se duplica en cuatro horas.
Después de 12 horas, /cudntas veces aumentard el nimero inicial de insectos?

Respuesta: 8

(CG) Si la poblacién mundial en 1990 fue de de 4.5 miles de millones de personas y crece exponencialmente
con una constante de crecimiento k = (In 3)/8, calcule la poblacién mundial en los afios a) 2014, b) 2020.

Respuestas: a) 111.5 miles de millones; ») 277.0 miles de millones

(CG) Si un termdémetro con una lectura de 65 °F se saca al aire donde la temperatura es de 25 °F constante, la
lectura decrece a 50 °F en 2.0 minutos.

a) Halle la lectura del termdmetro después de un minuto mas.
b) (Cudnto tiempo mas transcurrird (después de 3.0 minutos) para que el termémetro marque 32 °F?

Aplique la ley del enfriamiento de Newton.

Respuestas: a) 45 °F; b) aproximadamente 4.4 minutos mds

(CG) Bajo interés compuesto continuo a una razén de r% por afio;

a) (Cudnto toma en duplicarse una cantidad de dinero P?
b) Siuna cantidad P se duplica en nueve afios, ;cudnto es r?
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18.

19.

20.

21.

CAPITULO 28 Crecimiento y decrecimiento exponencial

¢) Sir=38, ;cudnto debe depositarse ahora para que haya $100 000 en 17 afios?

1001n2 ~ @ ; b) aproximadamente 7.7; ¢) aproximadamente $25 666

Respuestas: a)

Un objeto se enfria de 120 °F a 95 °F en media hora cuando estd rodeado por aire a una temperatura de 70 °F.
Aplique la ley del enfriamiento de Newton para hallar su temperatura al cabo de media hora mas.

Respuesta:  82.5 °F

Si una cantidad de dinero que recibe un interés de 8% anual se descompone continuamente, ;cudl es la tasa de
rendimiento anual equivalente?

Respuesta:  aproximadamente 8.33%

(Cuanto se toma en decrecer 90% de un elemento radiactivo cobalto 60, si su vida media es 5.3 afios?

Respuesta:  aproximadamente 17.6 afios
Una sustancia radiactiva decrece exponencialmente. Si se comienza con una cantidad inicial de y,, ;cudl es la
cantidad promedio presente durante la primera vida media?

Yo

2In2

Respuesta:



Aplicaciones de integracion I:
Areay longitud de arco

Area entre una curva y el eje y

Ya se ha expuesto el procedimiento para hallar el 4rea de una regiéon como la que se muestra en la figura 29.1,
limitada por debajo por el eje x, por encima por una curva y = f(x), y que queda entre x = a y x = b. El drea es

la integral definida J-b f(x)dx.

Fig. 29.1

Ahora, considérese la regién que aparece en la figura 29.2, limitada a la izquierda por el eje y, a la derecha
por una curva x = g(y), y que queda entre y = ¢ y y = d. Entonces, por un argumento similar al del caso mostrado

d
en la figura 29.1, el 4rea de la regidn es la integral definida J. g(y)dy.

Fig. 29.2



CAPITULO 29 Aplicaciones de integracion I: Area y longitud de arco

EJEMPLO 29.1. Considere la regién limitada a la derecha por la pardbola x = 4 — y?, a la izquierda por el eje y, y
2

por encima y por debajo pory =2y y=-1 (fig. 29.3). Entonces, el drea de esta region es J._l (4 — y*)dy. Por el teorema

fundamental del cdlculo, se tiene que

4y =1y)F =B -(4-(-4)=12-%=12-3=9

Fig. 29.3

Area entre curvas
Sean f'y g funciones continuas tales que g(x) < f(x) para a < x < b. Entonces, la curva y = f(x) queda por encima
de la curva y = g(x) entre x =a y x = b. El drea A de la regién que yace entre las dos curvas y que queda entre

Xx=ay x=Db se obtiene con la férmula

A= [l (f0- gt (29.1)

Para comprender por qué la férmula se cumple, primero observe un caso especial donde 0 < g(x) < f(x) para
a < x < b (fig. 29.4). Claramente el drea es la diferencia entre dos dreas, el drea A, de la region bajo la curva
y = f(x) y por encima del eje x, y el drea A, de la region bajo la curva y = g(x) y por encima del eje x. Como

A= fde y 4, = [ g,
A:@—&:fﬂmﬁ—fgmﬂ

= [ (f@)-g@)dx por (23.6)

Fig. 29.4



Ahora se estudiara el caso general (fig. 29.5), en el que una o ambas curvas y = fix) y y = g(x) pueden que-
dar por debajo del eje x. Sea m < 0 el minimo absoluto de g en [a, b]. Se elevan ambas curvas Iml unidades.
Las nuevas graficas, que se muestran en la figura 29.6, se hallan sobre el eje x y comprenden la misma drea A
que las gréficas originales. La curva superior es la grafica de y = f(x) + Iml, en tanto que la inferior es lade y =
g(x) + Iml. Por tanto, por el caso especial anterior,

A= [ +ImD~(gx) +1mDydx = [ (f(x) - () dx

f—\-/ y = flx) + Iml
r\./ : 1
i X : A !
a / b | '
| i A+ Iml
a b X
Fig. 29.5 Fig. 29.6

EJEMPLO 29.2. Halle el drea A de la regién R bajo la recta y = 4 x + 2, por encima de la pardbola y = x> y entre
el eje y y x =1 (véase la region sombreada de la figura 29.7). Por (29.1),

(L in) - _(Lz _Ls)]l_(l _1)_ _0)=3 .24 4 _23
A—JO((2x+2) x)dx— b+ 40)| =(fr2-4)-0r0-0=Fe P - -3

Fig. 29.7

Longitud de arco

Sea f diferenciable en [a, b]. Considere la parte de la grafica de fde (a, fla)) a (b, f(b)). Halle una férmula para
la longitud L de esta curva. Divida [a, b] en n subintervalos iguales, cada uno de longitud Ax. A cada punto
X, en esta subdivisién le coraesponde un punto (P (x, fx,) en la curva (fig. 29.8). Para los n grandes, la suma

BPR+PP,+...+P P = z P_ P, de las longitudes de los segmentos de recta P,_ P, es una aproximacion a
k=1

la longitud de la curva.
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CAPITULO 29 Aplicaciones de integracion I: Area y longitud de arco

Fig. 29.8

Por la férmula de la distancia (2.1),

PP = \/(xk —x )+ (f(x) = f(x,))°

Ahora, x, — x;_; = Ax, y por el teorema del valor medio (teorema 13.4)
S = f o) = (= x ) f () = (Ax) f/(xp)

para algtin x; en (x,_,, x,). Luego,

P b= \/(AXY +(AX)? (f"(x))F = 1+ (x)))(Ax)?

= 1+ (/) J(Ax)? = J1+ (f/(x))* Ax

Entonces,

BB =Y 1+ (f(x)) Ax
k=1

b
La suma de la derecha es una suma de aproximacion para la integral definida J J1+ (f(x))*dx. Por con-
siguiente, cuando n — +eo, se obtiene la formula de la longitud de arco: !

n
k=1

b b
L= j 1+ (f/ () dx = j 1+ () dx (29.2)

EJEMPLO 29.3. Halle la longitud de arco Lde lacurvay=x¥*dex=0ax=>5.

Por (29.2), como y’ =3 x"2 =3 /x,

L= T+ (/7 dx=] T+ 3xdx
0 0 4

S .
=4 JO 1+5x)"2 (%)dx =320+ 5x)7 2] (por la férmula abreviada I y el teorema fundamental del célculo)

o

=5 - =GR -D=%



PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halle el drea limitada por la pardbola x = 8 + 2y — y?, el eje y y las rectas y = -1y y = 3.
Observe, completando el cuadrado, que x =—(y> -2y - 8) =—((y = 1)>=-9)=9-(y-1)>’= @A -y)2 + ).
Por tanto, el vértice de la pardbola es (9, 1) y la parabola corta el eje y en y =4 y y = -2. Se desea saber el drea
de la region sombreada de la figura 29.9, dada por

3 2 2 1 3 ’ 1 92
[@r2y-d=@y+y-dn] =@4+9-9-s+1-1==

-1

y
4

3

-“"‘h“_wﬁ,- xy)
Ay E -
— x

=7 T-"‘

i, 3 E—

Fig. 29.9

2. Halle el area de la region comprendida entre las curvas y = sen x y y = cos x de x = 0 a x = 7w/4 (fig. 29.10).
Las curvas se intersecan en (7/4, /2/2), y 0 < sen x < cos x para 0 < x < 74 (fig. 29.10). Por tanto, el 4rea es

j:/4(cosx—senx)dx = (senx + cosx)]m4 = (g + g)— O+DH=+2-1

0

=

ISEX)

Fig. 29.10

3. Halle el drea de la regidn limitada por las pardbolas y = 6x — x> y y = x* — 2x.
Al despejar x en 6x — x> = x> — 2x se observa que las pardbolas se cortan cuando x = 0 y x = 4, es decir, en
(0,0) y (4, 8) (fig. 29.11). Completando el cuadrado, la primera parébola tiene la ecuacién y =9 — (x — 3)%
por consiguiente, su vértice estd en (3, 9) y se abre hacia abajo. De igual forma, la segunda pardbola tiene la
ecuacion y = (x — 1)> — 1; en consecuencia, su vértice estd en (1, —1) y se abre hacia arriba. Observe que la
primera pardbola queda por encima de la segunda en la region dada. Por (29.1), el drea requerida es

[[(6x—22)~ (2 ~ 20 dr= [ 8x - 2 dx = @~ %x3)]z =(64-128)- 81

62 011N11dVJ
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CAPITULO 29 Aplicaciones de integracion I: Area y longitud de arco

Y y=x2—2x

“4,8)

y=6x—x2

Fig. 29.11

Halle el drea de la regi6n limitada por la pardbola y* = 4x y larecta y = 2x — 4.

Despejando las ecuaciones simultdneamente se obtiene (2x — 4)> =4x, x> —4x+4 =x, x> - 5x+ 4 =0,
(x = 1)(x —4) = 0. Por tanto, las curvas se cortan cuando x = 1 o x = 4, es decir, en (1, -2) y (4, 4) (fig. 29.12).
Notese que ninguna de las curvas estd por encima de la otra en toda la regién. En consecuencia, es mejor
tomar y como variable independiente y rescribir las curvas como x =1 y? y x=24(y+4). La recta siempre estd
a la derecha de la pardbola.

El 4rea se obtiene integrando a lo largo del eje y:

[Go+n-tyay=1] @y+8-y)dy

=12 +8y— 4] =116 +32- %)~ (4-16+4)=9

4.4

(1,-2)

Fig. 29.12

Determine el drea de la regién que se halla entre la curva y = x> — 6x2 + 8x y el eje x.

Como x> — 6x% + 8x = x(x* — 6x + 8) = x(x — 2)(x —4), lacurva cortael eje xenx =0, x=2yx=4. La
gréfica es similar a la curva mostrada en la figura 29.13. (Aplicando la férmula cuadrdtica a y” se encuentra
que los valores méximo y minimo ocurren en x =2 + 2./3 .) Como la parte de la regién con 2 < x < 4 queda
por debajo del eje x es preciso calcular las dos integrales separadas, una respecto ayentre x=0yx =2,y la
otra respecto a —y entre x = 2 y x = 4. Asi, el drea requerida es

2
j;(ﬁ — 62 +8x)dx — j;(xs —6x% +8x)dr = (L x* — 21 +4x2)] St m2 + 4] =44 4=8
0



7.

8.

Fig. 29.13

. . . . . 4
Observe que si hubiera cometido el error de calcular simplemente la integral _[ (x3 —6x% +8x)dx, se
. . . 0
hubiera obtenido la respuesta incorrecta, que es 0.

Establezca el drea encerrada por la curva y* = x? — x*,
La curva es simétrica respecto a los ejes de coordenadas. Por tanto, el drea requerida es cuatro veces la

parte que yace en el primer cuadrante (fig. 29.14). En el primer cuadrante, y=vx> —x* = xJ1-x*> yla
curva corta el eje x en x = 0 y x = 1. Entonces, el drea requerida es
4_[(:x\/l “Xdx=—2 jol (1= X2 (=2x) dx
= —2(%)(1 —x2)¥2 ]; (por la férmula abreviada I)
=—4(0- 1) =—4(-) =4
y
X
0,
Fig. 29.14
Halle la longitud de arco de lacurvax=3y*?~1dey=0ay=4. . D\
Se pueden invertir los papeles de x y de y en la férmula de la longitud de arco (29.2): L = j 1+ (d_y) d
dc 9 , ‘
Como o2 y2

4 4 4
L=[ JI+8ydy =4[ A+ Ddy=#@E0+ 5" ] =5 (82 — 1) = 558282 - 1)

Halle la longitud de arco de la curva 24xy =x* + 48 de x =2 a x = 4.
y=+4;x* +2x7!. Por tanto, y’ =L x> — 2/x2. Entonces,
4
oY =dxt —4+—
4 2
I+ ) =4x* +%+—4=(§x2 +—2)
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9.

CAPITULO 29 Aplicaciones de integracion I: Area y longitud de arco

Por consiguiente,

-
=

(8]
+

L= j; T+ (/) dx= j;(

=(dx -2 = (44

~—
|
—
-
|
—
N
Il
o|3

. . . a
Determine la longitud de arco de la catenaria y = z(e” “4+e¥e)y dex=0ax=a.
y' =4(e* + ™) y, por ende,

1+ (y’)Z =1+%(62x/a _ 2+ e—Zx/a)z %(ex/u + e—x/a)Z

Entonces,
a
a
=5(e=e?)
0

L _ %J.a(e“a + e—x/a)dx — %(ex/a _ 6‘7'\‘/0)]

0

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

10.

11.

12.

Halle el drea de la regién que queda por encima del eje x y debajo de la pardbola y = 4x — x2.

Respuesta: %

Establezca el drea de la region limitada por la pardbola y = x> — 7x + 6, el eje x y las rectas x =2y x = 6.

56

Respuesta: 3

Determine el drea de la region limitada por las curvas dadas.

a) y=x4y=0,x=2,x=5 Respuesta: 39

by y=xy=0,x=1,x=3 Respuesta: 20

C) y:4x—x2’y:()’x:1,x:3 Respuesta: 5

d x=1+y,x=10 Respuesta: 36
e) x=3y"-9,x=0,y=0,y=1 Respuesta: 8
D x=y"+4y,x=0 Respuesta: %
g y=9-x,y=x+3 Respuesta: 12
h)y y=2-x4y=—x Respuesta: %
i) y=x’-4,y=8-2x" Respuesta: 32
J) oy=xt—4x? y=4x* Respuesta: 32+/2
2
k) y=e,y=e*x=0,x=2 Respuesta: 22 j;
-1
) y=e"+e y=0,x=2a Respuesta: 2a( ¢ . )
m) xy=12,y=0,x=1,x=¢* Respuesta: 24
1 b3
n) y= T72)= 0,x==1 Respuesta: 5
0) y=tanx,x=0,x= % Respuesta: +1In2
p) y=25-x%256x =3y% 16y = 9x? Respuesta: %



13. Halle la longitud del arco indicado de las curvas siguientes.

a) y=8xdex=1lax=8 Respuesta: (104\/E - 125)/27
by 6xy=x*+3dex=1lax=2 Respuesta: 1%

¢) 27y*=4(x-2)*de (2,0)a (11, 63 Respuesta: 14

d y=ix*—Lilnxdex=lax=e Respuesta:  Le* -1

e) y=Incosxdex= % ax= % Respuesta: In ! -:/%/5)

H B+yB=4dex=1ax=38 Respuesta: 9

14. (CG) Calcule la longitud de arco de la curva y = sen x de x = 0 a x = 7 con una exactitud de cuatro decimales.
(Aplique la regla de Simpson con n = 10.)

Respuesta:  3.8202
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Aplicaciones
de integracion II: volumen

Un sélido de revolucion se obtiene al girar una region en un plano alrededor de una recta que no corta la region.
La recta sobre la que se lleva a cabo la rotacion se denomina eje de revolucion.

Sea f una funcién continua tal que f{x) > 0 para a < x < b. Considere la region R bajo la gréfica de f, por
encima del eje x y entre x = a y x = b (fig. 30.1). Si R gira en torno al eje x, el sélido resultante es un sélido de
revolucion. En la figura 30.2 se muestran las regiones generadoras %R para algunos sélidos comunes.

y = /)

[

Fig. 30.1

Formula del disco
El volumen V del sé6lido de revolucion obtenido al girar la region %R de la figura 30.1 en torno al eje x estd dado

por
b b .
V= :rj (f(x)’dx=r j y2dx (Férmula del disco)
Ay Ay Ay
x=f()
R R
R
.XL X‘ x‘
2 . h . =r r o
(a) Cono (b) Cilindro (c) Esfera
Fig. 30.2

@ —



En el problema 9 hallara un diagrama de la demostracion de esta férmula.

De igual forma, cuando el eje de rotacion es el eje y la regién que estd girando queda entre ese eje y una
curvax =g(y)yentre y=cyy=d (fig. 30.3), entonces el volumen V del sélido de revolucidn se obtiene con
la férmula

d b
V= n’f (g(y)*dy =7z'J x*dy (Férmula del disco)
y
d x =g
X
c
Fig. 30.3
EJEMPLO 30.1. Considérese un sélido de revolucién obtenido al girar en torno al eje x la regién en el primer

cuadrante, limitada por la pardbola y* = 8x y la recta x = 2 (fig. 30.4). Mediante la férmula del disco, el volumen es

2
ver[ ydv=n[ 8xdc= ﬂ(4x2)] — (16— 0) =167
0 0 0

Y (2,4)
//‘ / \\
A \
1\ \
1 [ \
1 [ |
1 1 | 1
ot x
1 [ !
\ vl !
\ V! !
VI !
v /
N A
2.-4
Fig. 30.4
EJEMPLO 30.2. Considérese un sélido de revolucion obtenido al girar en torno al eje y la region limitada por la

pardbola y = 4x? y las rectas x = 0 y y = 16 (fig. 30.5). Para determinar su volumen, se utiliza la versién de la férmula
del disco en la que se integra a lo largo del eje y. Asi,

16
16 16 T T
V=r| vdy=r]| %dy=§y2]0 = 2(256-0)=327

0
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CAPITULO 30 Aplicaciones de integracién II: volumen

>

16

12

Método de washer

Supéngase que 0 < g(x) < f{x) para a < x b. Considere la regién entre x = a y x = b que queda entre y = g(x) y
y = fix) (fig. 30.6). Entonces, el volumen V del s6lido de revolucion obtenido al girar esta regién sobre el eje x
se obtiene con la formula

V= nf’[( F(0))* = (g(x))?*|dx (Férmula de washer)”
y
y =)
y=28W
1 L X
a b
Fig. 30.6

La justificacion es clara. El volumen deseado es la diferencia de dos volimenes, los volimenes n_[b (f(x))*dx
del sélido de revolucidn generado al girar en torno al eje x la region que se halla debajo de y = fix), y ;1 volumen
/4 Lh (g(x))*dx del sélido de revolucién producido al girar alrededor del eje x la regién que se encuentra debajo
de y = g(x).

Una férmula semejante

V= 71'Jj[( FON = (g())?]dy (Férmula de washer)

se cumple cuando la regién queda entre dos curvas x =f{y) yx=g(y) yentre y=cy y =d, y se gira en torno al
eje y. (Se supone que 0 < g(y) <f(y) parac<y<d.)

*  La palabra washer (arandela) se usa porque cada delgada franja vertical de la regién que se gira produce un sélido parecido a
una parte de las cafierfas llamada arandela.



A
d.
y =Ax)
|
I
i o |
I I
I I
I I
] ) e
a b -
Fig. 30.7
EJEMPLO 30.3. Considere un sélido de revolucién obtenido al girar en torno al eje x la regién limitada por las

curvas y =4x% x =0y y = 16 (la misma regién que en la figura 30.5). Aqui la curva superior es y = 16 y la inferior,
y = 4x% Asi, por la férmula de washer,

V= nj02[162 — (4x2)*] dx = njoz[zsé— 16x4] dx = n(256x—mx5)]z = n(51

5 512)_20487r
5 _512) _ 20487

5 5

Método de capas cilindricas

Considérese el sélido de revolucién obtenido al girar en torno al eje y la region & en el primer cuadrante
entre el eje x y la curva y = f(x), y que yace entre x = a 'y x = b (fig. 30.7). Entonces, el volumen del s6lido
esta dado por

V= 2ﬂjbxf (x)dx= ZEbey dx (Férmula de capas cilindricas)

En el problema 10 se ofrece la justificacién de esta férmula.
Una férmula similar se cumple cuando los papeles de x y y se invierten, es decir, la regiéon 2 en el primer
cuadrante entre el eje y y la curva x = f(y), y que queda entre y = c y y = d, gira alrededor del eje x

d d
V=21 yf() dy=2x[ yxdy

EJEMPLO 30.4. Gire en torno del eje y la regién que estéd por encima del eje x y por debajo de y = 2x?, y entre x
=0y x=35. Por la formula de capas cilindricas, el s6lido resultante tiene el volumen

5 _ 5 2 _ S i NP _
27:]0 xy dx_znjo x(2x )dx_47zj0x dx=n (x| =6257

Observe que el volumen hubiera podido calcularse mediante la formula de washer, pero el cdlculo hubiera
sido un tanto mds complicado.

Diferencia de la formula de capas

Sea 0 < g(x) < fix) en un intervalo [a, b] con a > 0. Sea R la regién del primer cuadrante que estd entre las
curvas y = flx) y y = g(x) y entre x = a y x = b. Entonces el volumen del sélido de revolucién obtenido al girar
R alrededor del eje y se obtiene con

V= 27t'|.hx( f(x)—g(x))dx (Diferencia de la féormula de capas)

uawinjon :JJ ugloel6ajul ap sauojoeddy  0€ 0INLIdVI



CAPITULO 30 Aplicaciones de integracién II: volumen

Esto se deduce obviamente de la férmula de capas cilindricas, ya que el volumen requerido es la diferencia de
los dos volimenes obtenidos mediante la férmula de capas cilindricas. Nétese que una féormula similar es valida
cuando los papeles de x y y se invierten.

EJEMPLO 30.5. Considere la regién del primer cuadrante limitada por encima por y = x?, por debajo por y = x*
y que queda entre x = 0 y x = 1. Cuando se le gira en torno al eje y, esta regién genera un sélido de revolucion cuyo
volumen, de acuerdo con la diferencia de la férmula de capas, es

[u—

1
Yooy (s gy (l a1 5) - (l_l)—ﬂ
2nj0x(x x)dx_znjo(x x)de=2m|gxt -2 | =21 =15

Formula de la seccion transversal (formula de las rebanadas)

Supéngase que un sélido queda por completo entre el plano perpendicular al eje x en x = a y el plano perpen-
dicular al eje x en x = b. Para cada x tal que a < x < b, supdngase que el plano perpendicular al eje x en ese valor
de x corta el s6lido en una region de drea A(x) (fig. 30.8). Entonces, el volumen V del sélido estd dado por

b
V= j A(x) dx (Férmula de la seccidn transversal)?

En el problema 11 se ofrece una comprobacion.

Fig. 30.8

EJEMPLO 30.6. Suponga que la mitad de un salami de longitud # es tal que una seccién transversal perpendicular
al eje del salami, a una distancia x del extremo O, es un circulo de radio \/x (fig. 30.9). Por tanto, el 4drea A(x) de la
seccién transversal es 7(x/x)? = 7rx. Asf, con la férmula de la seccién transversal se obtiene

h
ot ot m, _ﬂhz
V—JOA(x)dx—_[On'xdx—ix ]o— 5

Fig. 30.9

1 Esta formula también se conoce como la formula de las rebanadas porque cada drea de corte transversal A(x) se obtiene cor-
tando el s6lido en rebanadas.



PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halle el volumen de un cono de altura h, cuya base tiene radio r.
El cono se genera al girar en torno al eje x la regién que se halla entre la recta y = %x yelejex, entrex =0
y x = h [fig. 30.2a)]. Por la férmula del disco, el volumen del cono es

h
e vde= e ae= B ()| =B (0)=4mh

2. Determine el volumen de un cilindro de altura & y radio r.
El cilindro se genera cuando se gira en torno al eje x la regién que yace entre la recta y = r y el eje x, entre
x =0y x=h[fig. 30.2b)]. Por la férmula del disco, el volumen del cilindro es

h h i
V= n_[o yidx = n"[o rldx= n'rzx] =7nr’h

0

3. Determine el volumen de una esfera de radio r.

La esfera se genera al girar alrededor del eje x la region que se halla entre el semicirculo y=+/r* —x? y el
eje x, entre x = —ry x = r [fig. 30.2¢)]. Por la simetria respecto al eje y se puede emplear la parte de la regién
comprendida entre x = 0 y x = r y luego duplicar el resultado. Asf, por la férmula del disco, el volumen de la
esfera es

V= 27r.[0ry2dx =27r.|.0r(r2 —x*)dx=2rm (rzx—%ﬁ)]; =2r (r3 - ”3_3) = Zn(%ﬂ) = %nﬂ

4. Sea %R laregién comprendida entre el eje x, la curva y = x° y la recta x = 2 (fig. 30.10).

a) Halle el volumen del sélido obtenido al girar Z en torno al eje x.
b) Determine el volumen del sélido obtenido al girar % alrededor del eje y.

y
A
8_
6_
4_
2_
1_
| | >
I 2 3 =
Fig. 30.10

a) Con la férmula del disco se obtiene el volumen

(e P de e e (P xb g = T 7 | = 1287
V—n'JOy dx—njo(x)dx—njox dx—7x =7
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CAPITULO 30 Aplicaciones de integracion II: volumen

b) (Primera solucion) Con la formula de capas cilindricas resulta el volumen

_ 2 _ 2 3 _ 24 (l 5) 2_6471'
v_2nj0xydx_2nj0x(x)dx_znjox dx=2m|5x )] =5

(Segunda solucion) Al integrar a lo largo del eje y y utilizar la férmula de washer se obtiene el volumen
8 2 8 3 5\ 3 647
V= njo [22 - (3/;) ]dy = njo [4-y%]dy= n(4y - gy%)]o = n(32 - (3)32) ==

Halle el volumen del sélido obtenido al girar alrededor del eje y la regién que esté en el primer cuadrante
dentro del circulo x> + y*=r*yentre y=a y y = r (donde 0 < a < r) (fig. 30.11). (El sélido es una “tapa polar”
de una esfera de radio r.)

Fig. 30.11

Al integrar a lo largo del eje y, al usar la férmula del disco se obtiene el volumen

V= ﬁjrxzdy =7z"r(r2 —y)dy= n'(rzy—éﬁ)]; = n(%ﬂ - (rza —%a3)) =2 (Q2r -3rra+a’)

Halle el volumen del sélido obtenido al girar en torno al eje y la regién que se encuentra en el primer
cuadrante y estd limitada por arriba, por la pardbola y = 2 — x? y por debajo, por la pardbola y = x* (fig. 30.12)

Fig. 30.12



Las curvas se intersecan en (1, 1). Por la diferencia de la férmula de capas cilindricas, el volumen es

1
V= 27:]01x((2—x2)— X2 dr= 47rj0‘(x— 2y dx = 4m(Lx? —%x“)] —4r(i-N=n

0

Considere la regiéon % acotada por la pardbola y = 4x? y las rectas x = 0 y y = 16 (fig. 30.5). Encuentre el
volumen del sélido obtenido al girar % en torno a la recta y = -2.

La solucién de este problema se reduce al caso de una revolucién en torno al eje x. Se sube la region
9 verticalmente a una distancia de 2 unidades. Esto cambia % en una regién %R * acotada por debajo por
la pardbola y = 4x + 2, a la izquierda por el eje y, y por encima por la recta y = 18 (fig. 30.13). Entonces,
el solido de revolucion original tiene el mismo volumen que el sélido de revolucién obtenido al girar #*
alrededor del eje x. El dltimo volumen se obtiene mediante la férmula de washer:

V= njj(lgz — (42 +2)) dx = nj;(256— 16x* —16x% — 4) dx

= 71'(252)6—%)55 - %XB)](Z) = 71-(504_%_ 1_28) _ 5318:n

Como en el problema 7, considérese la region % acotada por la pardbola y = 4x? y las rectas x =0y y = 16 (fig.
30.5). Halle el volumen del s6lido obtenido al girar % en torno de la recta x = —1.

18

Fig. 30.13

Para resolver este problema, se reduce al caso de una revolucién sobre el eje y. Se mueve la region R a la
derecha una distancia equivalente a 1 unidad. Esto convierte a % en una regién % acotada a la derecha por
la pardbola y = 4(x — 1), por encima por y = 16 y a la izquierda por x = 1 (fig. 30.14). El volumen deseado
es el mismo que el obtenido cuando se gira #* alrededor del eje y. El dltimo volumen se obtuvo mediante la
diferencia de la férmula de capas cilindricas:

V= 27rj13x(16—4(x— 1)?) dy = 27rfx(16—4x2 +8x—4) dx

=27 [ (16x— 42+ 827 — 4x) do=27(8x — x* + 520 - 2%) |

1

=27[(72-81+72-18)- (8- 1+4-2)]=12
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CAPITULO 30 Aplicaciones de integracion II: volumen

Y
A
IS
16—
41~
! ! > x
1 2 3
Fig. 30.14

Justifique la férmula del disco V = njb( F () dx.
Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos iguales, cada uno de longitud Ax= b_Ta (fig. 30.15).

Considere el volumen V; obtenido al girar la regién R, por encima del i-ésimo subintervalo en torno al eje x.
Sim; y M, son el minimo absoluto y el mdximo absoluto de f en el i-€simo intervalo, entonces V; queda entre el
volumen de un cilindro de radio m; y altura Ax y el volumen de un cilindro de radio M, y altura Ax. Luego,

V. . .
m?Ax <V, <tM?Ax y, por tanto, m? < ﬂTlx < M?. (Se ha supuesto que el volumen de un cilindro de radio
ry altura h es wr2h.) Por consiguiente, por el teorema del valor medio intermedio para la funcién continua

* . . V & *
(flx))?, existe un x; en el i-€simo subintervalo tal que n'Tlx = ( f(x; ))2 y. porello, V, = 7r( fx ))zAx. Entonces,

V= Z‘Vi = ﬂzl'( o) Ax Haciendo n — + o, se obtiene la férmula del disco.

S

Ax

PO

=

Fig. 30.15



10. Justifique la férmula de capas cilindricas: V = 271'J.b xf (x) dx.

Se divide [a, b] en n subintervalos iguales, cada uno de longitud Ax (fig. 30.16). Sea R, la regién por
encima del i-ésimo subintervalo. Sea x; el punto medio Xii % gel j-ésimo intervalo. El sélido obtenido al
girar la regién R, en torno al eje y es aproximadamente el s6lido obtenido al girar el rectdngulo con base Ax
y altura y’ = f(x;). Este tltimo s6lido es una capa cilindrica, es decir, queda entre los cilindros obtenidos al
girar los rectdngulos con la misma altura f(x;) y con base [0, x, ;] y [0, x;]. Por tanto, tiene volumen

o f() = mxl f () = f () = x2,)
=xf(x)(x, —x, )(x, +x,_)=mf(x)2x NAx)=27x; f(x Ax)
Luego, el V total se aproxima por 271'2 x, f(x))Ax , el cual tiende a 271:be f(x)dx cuando n — + oo,
i=1 “
11. Justifique la férmula de la seccion transversal: V = '[b A(x) dx.

Se divide [a, b] en n subintervalos iguales [x,_;, x;], y se elige un punto x; en [x,_, x;]. Si n es grande, Ax es
pequeiio y la pieza de sélido entre x,_; y x; estard proxima a un disco (no circular) de grosor Ax y drea de base
A(x)) (fig. 30.17). Este disco tiene el volumen A(x;) Ax. Entonces, V se aproxima mediante EA(x;‘ )AXx, que

i=1

tiende a JbA(x) dx cuando n — + oo,

y
A

Yif~——~— >~ /"~

Ax

[

ab-——mmeme

"
Xiop X

S

Fig. 30.17
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®7 CAPITULO 30 Aplicaciones de integracion II: volumen

12. Un solido tiene una base circular con radio de 4 unidades. Halle el volumen del sélido si cada seccion plana
perpendicular a un didmetro fijo en particular es un tridangulo equilétero.
Se toma el circulo como en la figura 30.18, con el didmetro fijo sobre el eje x. La ecuacion del
circulo es x? + y?> = 16. La seccidn transversal ABC del sélido es un tridngulo equilétero de lado 2y y drea
A(X) =3 V2= J3(16 - x). Entonces, por la férmula de la seccién transversal,

V=VB] 6 xds= B l16r40)] =245

13. Un sélido tiene una base una forma de un elipse con eje mayor 10 y eje menor 8. Determine su volumen si
cada seccion perpendicular al eje mayor es un tridngulo isésceles con altura 6.

2
Se toma la elipse como en la figura 30.19, con la ecuacién ;—; + {—6 =1. La secciéon ABC es un tridngulo

isosceles con base 2y, altura 6 y drea A(x) =6y = 6(%\/ 25— x? ) . Por tanto,

v=2[ J25-2dv=60r

Fig. 30.18

5
(Nétese que J 5\/25 — x2dx es el drea de la mitad superior del circulo x> + y*> = 25 y, por tanto, es igual a

25m/2.)
Z
C
N AT,
4 o y o .
y
A
y
Fig. 30.19

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

14. Considere la regién R acotada por la parabola y* = 8x y la recta x = 2 (fig. 30.4).
a) Determine el volumen del sélido generado al girar % en torno al eje y.
b) Halle el volumen del s6lido generado al girar & alrededor de la recta x = 2.

Respuestas: a) 125877 . b) 2?271'




15. Establezca el volumen del sélido generado al girar la region ubicada entre el eje x y la pardbola y = 4x — x*
alrededor de la recta y = 6.

14087

R ta:
espuesta 5

16. Encuentre el volumen del toro (rosquilla) generado cuando el circulo (x — a)* + y* = b* gira en torno al eje y,
con0<b<a.

Respuesta: 2m*ab*

17. Considere la regién % acotada por y = —x>—3x + 6 y x + y = 3. Halle el volumen del sélido generado cuando
9 gira en torno a:

a) Elejex.
b) Larectax=3.

Respuestas: a) %; b) %

En los problemas 18 a 26, determine el volumen generado cuando la region indicada gira en torno a la recta dada.

Aplique la férmula del disco.
18. Laregion acotada por y =2x% y =0y x =5, en torno al eje x.

Respuesta: 25007

19. Laregidn acotada por x> —y?> = 16, y = 0 y x = 8, alrededor del eje x.

Respuesta: @

20. Laregion acotada por y =4x*, x =0y y =16, en torno a y = 16 (fig. 30.5).

40967

Respuesta: 15

21. Laregi6n acotada por y>=x3, y =0y x = 2, alrededor del eje x.
Respuesta: 4m

22. Laregion acotada pory=x’, y=0y x=2,entorno a x = 2.

lor
5

Respuesta:

23. Laregi6n dentro de la curva y* = x*(1 — x?), en torno al eje x.

4r

Respuesta: 35

24. Laregion dentro de la elipse 4x> + 9y? = 36, alrededor del eje x.

Respuesta: 16m

25. Laregién dentro de la elipse 4x” + 9y? = 36, alrededor del eje y.

Respuesta: 24w
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CAPITULO 30 Aplicaciones de integracién II: volumen

26. Laregion dentro la pardbolax =9 —y? y entre y =x— 7 y el eje y, en torno al eje y.

Respuesta: @

En los problemas 27 a 32, halle el volumen del sélido generado por el giro de la region indicada en torno a la recta
dada. Aplique la férmula de washer.
27. Laregi6n acotada por y =2x%, y =0, x=0y x =5, en torno del eje y.

Respuesta: 625n

28. Laregién acotada por x* —y* =16, y = 0 y x = 8, alrededor del eje y.

Respuesta: 12831

29. Laregion acotada por y = x>, x =0y y =8, alrededor de x = 2.

Respuesta: %

30. Laregion acotada por y = x*y y = 4x — x2, en torno al eje x.

Respuesta: 32r

3

31. Laregion acotada pory=x>y y=4x—x% entornoay = 6.

4n
3

Respuesta:

32. Laregion acotada porx =9 —y?>y y =x -7, alrededor de x = 4.

Respuesta: %

En los problemas 33 a 37, determine el volumen del sélido generado por el giro de la region indicada alrededor de
la recta dada. Use la férmula de capas cilindricas.

33. Laregi6n acotada pory=2x%,y=0,x=0y x =5, en torno a x = 6.

Respuesta: 375

34. Laregion acotada por y = x>,y =0y x =2, alrededor de y = 8.

Respuesta: %

35. Laregion acotada por y = x>, y = 4x — x%, entorno ax = 5.

4n
3

Respuesta:

36. Laregion acotada por y = x> — 5x + 6y y y = 0, alrededor del eje y.

Respuesta: S

6



37. Laregion acotada por x=9 —y%, y=x-7y x =0, alrededor de y = 3.

Respuesta: %

En los problemas 38 a 42, halle el volumen generado por el giro de la regién indicada alrededor de la recta dada.

Use el método mds apropiado.
38. Laregién acotada por y=e*’,y=0,x =0y x = 1, alrededor del eje y.

Respuesta: w(1 —e™)

39.

La region acotada por y = 2x%, y =2x + 4, en torno a x = 2.

Respuesta: 27n

40. Laregion acotada por y=2x,y=0y x = 1, alrededor del eje y.
Respuesta: 47”

41. Laregi6n acotada por y = x? y x = %, en torno al eje x.
Respuesta: %

42. Laregion acotada por xy =4y y = (x — 3)?, alrededor del eje x.
Respuesta: 27?7[

43.

44.

45.

46.

47.

Halle el volumen del tronco de un cono cuya base inferior tiene radio R, la base superior de radio r y la altura
es h.

Respuesta: %ﬂh(r2 +7rR+ R?)

Un sdélido tiene una base circular con radio de 4 unidades. Halle su volumen si todo plano perpendicular a
un didmetro fijo (el eje x en la figura 30.18) es @) un semicirculo; b) un cuadrado; ¢) un tridngulo rectangulo
isdsceles con hipotenusa en el plano de la base.

256

Respuestas: a) %; b) %; c) 3

Un sélido tiene una base en forma de elipse con eje mayor 10 y eje menor 8. Determine su volumen si toda
seccion perpendicular al eje mayor es un tridngulo rectdngulo isdsceles con un cateto en el plano de la base.

640

Respuesta: 3

La base de un sdlido es la regién que ubicada en el primer cuadrante y estd acotada por la recta 4x + 5y =20y

los ejes coordenados. Halle su volumen si toda seccion plana perpendicular al eje x es un semicirculo.
Respuesta: M)T”

La base de un sélido es un circulo x> + y* = 16x, y toda seccién plana perpendicular al eje x es un rectingulo
cuya altura es el doble de la distancia del plano de la seccién al origen. Determine su volumen.

Respuesta: 1024m

UaLIN|OA :J] UQI2BI633UI 3P Sau0lovdldy  0€ 0T1NLIdYI



48.

49.

50.

CAPITULO 30 Aplicaciones de integracion II: volumen

La seccion de cierto sélido cortado por un plano perpendicular al eje x es un circulo con los extremos de un
didmetro que yace en las parabolas y* = 4x y x> = 4y. Halle su volumen.

65617

Respuesta: 230

La seccion de cierto sélido cortado por un plano perpendicular al eje x es un cuadrado con extremos de una
diagonal en las pardbolas y? = 4x y x> = 4y. Establezca su volumen.

144

Respuesta: 35

Se perfora un hoyo con radio de 1 unidad en una esfera cuyo radio equivale a 3 unidades; el eje del hoyo es el
didmetro de la esfera. Halle el volumen de la parte restante de la esfera.

Respuesta: %



Técnicas de integracion I:
Integracion por partes

Si u y v son funciones, al aplicar la regla del producto se obtiene
D (uv)=uv"+vu’

que puede reescribirse en términos de antiderivadas de la manera siguiente:
uy = Juv' dx+ J.vu’ dx

Abhora, _[uv' dx puede escribirse como Ju vy Ivu’ dx puede representarse como _[v du.” Entonces,
uy = Ju dv+ Iv du y, por tanto,
fu dv=uv— Jv du (Integracion por partes)

El propésito de la integracion por partes es remplazar una integracion “dificil” J.u dv por una integracion “facil”
vdu.

EJEMPLO 31.1.  Halle _[x Inx dx.

Para utilizar la formula de la integracion por partes hay que dividir el integrando x In x dx en dos “partes” u 'y dv,
de modo que se pueda hallar facilmente v por integracién y también resulte facil hallar Jv du. En este ejemplo, sea

u=1Inxy dv =x dx. Entonces, se tiene que v=+x? y se observa que du = %dx Luego, al aplicar la férmula de la
integracion por partes resulta:

Jx Inx dx= J.u dv=uv— _[v du=(Inx)+x*)— J.%x2 (%dx)
=1x? lnx—%‘[x dx=1x’Inx-4+x*+C
=4x’2lnx-1)+C

La integracion por partes puede ser mas facil de aplicar si se forma un rectdngulo como el siguiente para el
ejemplo 1:

u=Inx dv=xdx

du=—dx v=4%x?

¥ fu’ dx = fu dv, donde, después de la integracion de la derecha, la variable v se remplaza por la funcién correspondiente de x. De

hecho, por la regla de la cadena D ([u dv) = D,(fu dv) - D,y = u - v/. Por ende, [u dv = [uv’ dx. De igual forma, v du = [vi dx.

—



CAPITULO 31 Técnicas de integracion I: integracion por partes

En la primera fila se colocan u y dv; en la segunda, los resultados de calcular du y v. El resultado deseado
de la férmula de integracion por partes uv — | v du puede obtenerse si se multiplica primero la esquina superior
izquierda u por la esquina inferior derecha v, y luego se resta la integral del producto v du de las dos entradas
vy du en la segunda fila.

EJEMPLO 31.2.  Halle Jxe" dx.

Sea u =xy dv = e*. Ahora se esquematiza en un rectingulo como éste

u=x dv=e‘dx
du=dx v=e*

Luego, Ixe”dx =uy— fv du = xe* — Je“ dx=xe* —e* +C

=e*(x-1)+C

EJEMPLO 31.3.  Halle J'ex cos x dx.

Sea u = ey dv =cos x dx. Con ello se elabora el rectdngulo

u=e" dv =cosx dx
du=e"dx v=senx

Entonces, Je“ cosxdx= uy— .[ vdu=e*senx— '[e‘ senx dx (1)

Abhora se tiene el problema de hallar je"’senx dx , que parece ser tan dificil como la integral original je“ cosx dx.

Sin embargo, se intenta hallar J.e*' sen x dx mediante otra integracién por partes. Esta vez, sea u = ¢* y dv = sen x dx.

u=e* dv =senx dx
du=e*dx v=-—cosx

Asi, J.ex senx dx =—e* cosx — J.—e" cosx dx
=—e*cosx + J.ex cosx dx
Al sustituir lo anterior en la férmula (1) resulta:
_[e" cos x dx = e*senx — (—e* cosx + _[e*‘ COS X dx)
=e'senx + e* cosx — Je‘ cosx dx

Sumado j e* cos x dx en ambos lados se obtiene ZIe’ cosx dx = e* sen x + e* cos x. Entonces,
Je" cosx dx =%(e*senx + e* cosx)
Se debe sumar una constante arbitraria:
Je" cosx dx=<(esenx+e*cosx)+C

Observe que para resolver este ejemplo se necesitd de la aplicacion iterada de la integracion por partes.
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halle '[x3e"2dx.

Sea u = x>y dv = xe* dx. Observe que v puede evaluarse mediante la sustitucién w = x2. (Se obtiene

2
v= %Iewdw= Ter=1e)

2
u=x> dv = xe* dx

2
du=2xdx v=%e*

Por tanto
’ _[)c3e)(2 dx =1 x%" — ‘[xe"zdx

—1,2,x 1 ,x%
=5x’e" —%e" +C
=le? (X2 -D+C

2. Determine Iln(xz +2) dx.
Seau=1In(x*+2)ydv=dx

u=In(x>+2) dv=dx

du = 2x

= dx v=x
x2+2

Asi, 2
st jln(x2 +2)dx = xIn(x* +2) — ZJﬁdx

=xIn(x® +2)— 2j(1 - xz—z_l_z)dx

4 gl o x
=xIn(x?+2)-2x+—=tan'| == |+ C
vin(e D) -2k o (ﬁ)

=x(In(x* +2) - 2) + 2+/2 tan™! (%J +C

\8)

3. Resuelva jlnx dx.
Seau=Inxydv=dx

u=Inx dv=dx

du=ldx V=X
X

Ent
ntonces, j1nxdx=x1nx—f1dx=xlnx—x+c

=x(Inx-1)+C

4. Resuelva jx sen x dx.
Se tienen tres opciones: @) u = x sen x, dv =dx; b) u =sen x, dv =x dx; ¢) u = x, dv = sen x dx.

a) Seau=xsenx,dv=dx.Entonces, du = (sen x +x cos x) dx, v=x,y

jxsenxdx=x~xsenx—_[x(senx+xcosx)dx

Puesto que la integral resultante no es tan simple como la original, esta opcién se descarta.
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CAPITULO 31 Técnicas de integracion I: integracién por partes

b) Seau=senx, dv=x dx. Entonces, du =cos xdx,v=45x>y
Jx sen x dx = 1x? sen x— f%xz cos x dx

Como la integral resultante no es tan simple como la original, esta opcién también se descarta.

c¢) Seau=ux,dv=senxdx. Entonces du =dx,v=-cosxy

Ixsenxdx:—xcosx—j—cosxdx:—xcosx+senx+C

5. Halle sz In x dx.

Sea u =In x, dv = x* dx. Entonces, du = %, y= x? y

> X (A X a1
J.x lnxdx—31nx J. ="Inx jxdx—3lnx 9 +C

6. Resuelva J’sen’1 x dx.

Seau=sen'x, dv=dx

Por tanto

jsen“xdx:xsen“x—J X dx

J1—x?

=xsen x+ %j 1— x2)"2(=2x)dx

=xsen'x+1(2(1-x)"?)+C (por la férmula abreviada I)

=xsen' x+(1-x)"?+C=xsem' x+1-x*+C

7. Resuelva J’tan’1 x dx.

Seau=tan"' x, dv =dx

u=tan"'x dv =dx

-1 -
du—1+x2dx v=x

Por ende,

-1 _ . X _ a1 2x
J‘tan xdx=x tan”' x J1+x2dx—xtan T e dx

=xtan' x—+In(1+x*)+C (por la férmula abreviada II)

8. Halle jsec3 x dx.

Sea u = sec x, dv = sec? x dx

U=secx dv =sec? x dx
du=secxtanx dx v=tanx




Asi, _[sec3 x dx=secxtanx — _[secxtan2 x dx
=secxtanx — jsecx(secz x—1)dx
=secxtanx — jsec3 x dx +J.secx dx

=secxtanx — J.sec3 x dx + Inlsecx + tan x|

Por consiguiente, 2.[ sec’ x dx =secxtanx + InIsecx + tan x|

Asf, Jsec3xdx:%(secxtanx+1n|secx+tanx|)+C

9. Halle J.xz senx dx.

Sea u = x%, dv = sen x dx. Asi, du = 2x dx y v = —cos x. Entonces,
J.xzsenx dx=—x*cosx — j—2x cosx dx
=—x2cosx + ZIxcosx dx
Ahora se aplica la integracion por partes a _[xcosx dx, conu=xYydv=cos xdx, con lo que se obtiene

chosxzxsenx—jsenxdx:xsenx+cosx

Por tanto, fx2 sen x dx =—x? cos x + 2(x sen x + cos x) + C

10. Haueijerdx.

Sea u = x3, dv = e* dx. Entonces, du =3x> dx,v=+e** 'y
Jx3ez"dx =Lxde? — %J‘xzez"dx
Para la integral resultante, sea u = x? y dv = ¢ dx. Entonces, du =2x dx, v=te** y
J.x3e“dx =tx’e™ — %(% x2e* — jxe“dx) =Ltx%e? —$x%* + %J-xe“dx
Para la integral resultante, sea u = x y dv = ¢** dx. Entonces, du =dx,v==1e>y

J‘x3e“dx =1xde? —3x%¥ + %(% xe* —+ J‘ ez"dx) =txle? —3x%e +3xe* -3 +C

11. Derive la siguiente formula reduccion para J sen” x dx.

nmfl _ 1 .
.[sen’” xdx=-58 ,’);cosx + mm J.sen’" 2xdx

Sea u =sen”™! xy dv=sen x dx

u=sen"'x dv =sen x dx
du=(m-1Dsen"?xdx v=—cosx
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% CAPITULO 31 Técnicas de integracion I: integracién por partes

Asi, Jsen"‘ X dx=—cos xsen"" x + (m — I)J‘sen""zxcos2 x dx
=—cos xsen"'x + (m — I)J‘sen"‘*2 x (1 —sen®x) dx
=—cosxsen"!' x+(m—1) J.sen"’*2 xdx—(m-—1) “‘sen"‘*2 xdx
Por tanto, mJ.sen’” X dx=—cos x sen"'x +(m— 1)_[ sen”2x dx

y al dividir entre m se obtiene la férmula requerida.

12. Aplique la férmula de la reduccion del problema 11 para hallar J.sen2 X dx.

Cuando m = 2 se tiene

sen xcos x

Isenzxdx=— 5

+ %J.sen0 x dx

__sen XCOS X n
=-—s 2Jldx

sen xCos x X —sen xCcos x
T+%+C=f+c

13. Aplique la férmula de la reduccion del problema 11 para hallar jsen3 X dx.

Cuando m = 3 se obtiene

sen’ xcos x

J.sen3 xdx=— 3

+%Jsenxdx

sen’ xcos x

=—T—%cosx+c

=—%(2+senzx)+c

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 14 a 21, use la integracién por partes para comprobar las férmulas indicadas.

14. chosx dc=xsenx+cosx+C

15.

16.

17.

18.

19.

J‘)csec2 3xdx=%xtan3x—$Inlsecxl+C
Jcos" 2x dx=xcos" 2x—11-4x* +C
than" xdx=+(x*+Dtan"' x—+x+C
sze‘3x dx=—%e*(x*+3x+3)+C

Jx3senx dx =—x?cosx+3x%senx +6xcosx —6senx + C



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

fxsm"(xz)dx—zx sem'(x?) ++4/1—-x* +C
J‘ln_zxdxz_lnx+1+c
x x

2 2 "
Demuestre que .[0 xsennx dx= —Tﬂ: para algun entero n positivo.

Demuestre la férmula de reduccién siguiente:

+

n=2 _
J.sec”xdxz tan);lsecl X 1’11 %J.sec”*xdx

Aplique el problema 23 para hallar fsec“ X dx.

Respuesta: % tan x(sec> x+2)+C

Pruebe la férmula de reduccion:

x? _ 1 (_ X dx
J‘(a2 + x2)" e = 2n—2( (a® + x*)! +J‘(a2 +x2)"‘1)

Aplique el problema 25 para hallar J‘ @ 2 2)2

. l_ X l 71x
Respuesta: 2( a2+x2+at )+C

Demuestre _[x” Inxdx= [(m+1) (nx—-1)]+ C para #—1.

( 1)2

1

Pruebe la férmula de reduccion J.x”e‘”dx = Ex”e‘” - %Jx”’le‘“dx.

Utilice el problema 28 y el ejemplo 31.2 de este capitulo para demostrar que szexdx =e*(x*=2x+2)+C.
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Técnicas de integracion II:
integrandos trigonométricos
y sustituciones trigonomeétricas

Integrandos trigonométricos

1. Considérense las integrales de la forma, jsenk xcos" x dx, con k y n enteros no negativos.

Tipo 1. Al menos uno de entre sen x y cos x se presenta en una potencia impar. Entonces es factible la
sustitucion de una funcién por la otra.

EJEMPLO 32.1. Jsen3 x cos? x dx.

Sea u = cos x. Entonces, du = —sen x dx. Por tanto,
Jsen3 xcos? x dx = _[sen2 xcos? x sen x dx
= J(l —cos? x)cos? x sen x dx

=—[a-wyu? du=[@' - u*)du

= uS—

u'+C=4cos’x—4tcos’x+C

Gl
Gl

EJEMPLO 32.2. jsen4xcos7 xdx.

Sea u = sen x. Entonces, du = cos x dx y
jsen4 xcos’ xdx= Jsen“ xcos® xcos x dx
= ju“(l —u?)du= J.u“(l —3u? +3u* —u®)du
= J(us —3ub +3u® —u'") du

_ 1,6 _
_6u
1

<

u ++u’ —Lu''+C

=tsen® x —3sen’ x + Lsen’ x — Lsen' x + C

EJEMPLO 32.3. jsenSx dv.

Sea u = cos x. Entonces, du =—-sen x dx y

@ —



jsenS xdx= _[sen“ X sen x dx = J(l —cos? x)? sen x dx
=—j(1— w2y du =—f(1 —2u® +u*) du

=—u-3u++tu’)+C

=—1cos’ x+3%cos’ x—cosx+C

Tipo 2. Ambas potencias de sen x y cos x son pares. Esto siempre supone un calculo mas tedioso mediante
las identidades

2

1+ cos2x ) 1—cos2x
cos’x=——>——y =

3 sen” x 5

EJEMPLO 32.4.

Jcoszx sen*x dx = J.(cos2 x)(sen® x)? dx

_ ([1+cos2x 1-cos2x)
= [ ge) a

_ J‘(1+cost)(l—Zcos2x+cos2 2x)dx
= 2 4

= %J'(l(l —2c0s2x + cos? 2x) + (cos 2x)(1 — 2cos 2x + cos® 2x)) dx
= %J.(l —20082x + cos? 2x + cos 2x — 2.cos? 2x + cos’ 2x) dx
- %I(l — cos2x — cos? 2x + cos’ 2x) dx

= %(J.I dx — Jcost dx — J'cos2 2x dx + J.cos3 2x dx)

= %(x - sen22x - J. 1+ c§s4x dx + J(cos 2x)(1 —sen® 2x) dx)
=%(x—%—%(x+ser}%)+.[0052xdx—% u’? du) [donde u = sen 2x]
:%(x_%_%_seré4x+se1122x_%sen;2x)+c
i

_ x _sendx sen32x+c

16 64 48

2. Considérense las integrales de la formaj tan* xsec” x dx, con k y n enteros no negativos. Cabe recordar que
sec’x =1 + tan® x.

Tipo 1. n es par: se sustituye u = tan x.

EJEMPLO 32.5. ftan2 xsect xdx.
Sea u = tan x, du = sec” x dx. Entonces,

jtanz xsec* x dx = Jtanz x(1+ tan? x)sec? x dx = juz(l +u?)du

=J.(u4 +u?)du=1u’ +1ud +C=Ltan’ x + $tan® x + C
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CAPITULO 32 Técnicas de integracion II: integrandos trigonométricos

Tipo 2. n es impar y K es impar: se sustituye u = sec x.

EJEMPLO 32.6. J’tan3 xsecx dx.

Sea u = sec x, du = sec x tan x dx. Entonces,
_[tan3 xsec xdx = _[tan2 x sec x tan x dx = J(secz x—1) sec x tan x dx

=J.(u2—l)du=%u3—u+C=§sec3x—secx+C

Tipo 3. n es impar y k es par. Este caso generalmente requiere un calculo tedioso.

EJEMPLO 32.7.

_[tan2 xsecxdx= .[(secz x—1)secxdx= j(sec3 x—secx) dx

1 .
= (secxtanx + Inlsec.x + tanx|) — In Isec x + tan x| + C (por el problema 8 del capitulo 31)

=1 (secxtanx — In Isec x + tanxl) + C

3. Considérense integrales de la forma sen JAx cos Bx dx, jsen Ax sen Bx dx,y jcos Ax cos Bx dx. Se necesi-
taran las identidades

sen Ax cos Bx = 5 (sen (A + B) x + sen (A — B)x)
sen Ax sen Bx =+ (cos (A — B) x — cos (A + B)x)
cos Ax cos Bx =4 (cos (A — B) x + cos (A + B)x)

EJEMPLO 32.8.
[sen 7 x cos 3x dx = [4 (sen (7 +3)x + sen (7 - 3)x) dx = [ 1 (sen 10x + sen 4x) dx

=2 (—15cos10x — +cos4x) + C=—75(2cos10x + 5cos4x) + C

EJEMPLO 32.9.
Jsen 7 x sen 3x dx = [ (cos(7 - 3)x + cos(7 + 3)x) dx = [ 4 (cos 4x — cos 10x) dx
=1 (4 sen 4x — 55 sen 10x) + C= 45 (5 sen 4x — 2 sen 10x) + C
EJEMPLO 32.10.
J'cos 7 xcos 3x dx= J'% (cos(7=3)x+cos(7+3)x) dx = J.% (cos 4x — cos 10x) dx

=1 (4 sen 4x + 55 sen 10x) + C = 75 (5 sen 4x + 2 sen 10x) + C

Sustituciones trigonométricas

Hay tres clases principales de sustituciones trigonométricas. En seguida se explica cada una mediante un ejem-
plo tipico.

EJEMPLO 32.11. Resuclva j __dx
X34+ X2

Sea x =2 tan 6, es decir, 6 = tan"'(x/2). Asi,

dx=2sec’0d0 yJ4+x2 =J4+4tan?0 =21+ tan? 0 = 2/sec? 6 =2 IsecH!



Por definicion de la tangente inversa, —t/2 < < 1/2. Asi, cos >0y, por tanto, sec 6>0. Luego, sec0 =lsecl=/4 + x*/2.
Por ende,

j dx B ,[ 2sec? 6 d6
24+ 2 ¢ 4tan? 6(2secH)

I(sen@)‘z cos6 do

_lfsecede_lfcosede
“4) @n’0 " 4J) sen’0
1

_1(_ -1 —_
=4(—(send)™)+C= 4sen9+C

Ahora debe evaluarse sen 6.

tan@ _ _ x/2  __ x
secd  Jarx2 Ja+rx?

Método geométrico: traza el tridngulo rectangulo que aparece en la figura 32.1. Con base en €l observe que
senf = x/+/4 + x* . (NGtese que también se cumple para 6 < 0.)

Método analitico: sen@ =

dx 4+ x?
Por tanto, Jx2J4+x2 e +C
ux$ X
6
2
Fig. 32.1

Este ejemplo ilustra la regla general siguiente:

Estrategia 1. Si+va’+x* se presenta en un integrado, pruebe a usar la sustitucién x = a tan 6.

dx
EJEMPLO 32.12. Halle _[—
x2/9 — x2

Sea x = 3 sen 6, es decir, 6 = sen”!(x/3). Entonces, dx =3 cos 0d0y

J9— x% =/9—9sen? 6 =3+/sen20 = 3+/cos? O = 3lcos bl

Por definicién de la inversa de seno, —1t/2 < 0 < 7/2 y, por consiguiente, cos 0 > 0. Asi, cos@ =lcosOl=~/9 — x*/3.

Ahora,
_ 3cos @ db 2
I x2J9—x2 -[ 9sen’ 6 (3cosH) 9 J.cosec 046
__1 1 cosO _19-x*/3 _149-x?
= 9cot9+C “9eeno T€= 9" 33 tC="99 5 *t€
Este ejemplo ilustra el método general siguiente:
Estrategia II. Si+a* —x? se presenta en un integrado, pruebe usar la sustitucién x = a sen 6.

2
EJEMPLO 32.13. Resuelva Jﬁ dx
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@i CAPITULO 32 Técnicas de integracion II: integrandos trigonométricos

Sea x = 2 sec 6, es decir, 8 = sec”!(x/2). Entonces, dx =2 sec 6d0y

2 =4 =J4sec?0— 4 =2/sec? 6 — 1 = 2/tan? 6 = 2ltan 6|

Por definicion de la inversa de secante, 6 esta en el primer o tercer cuadrante y, por consiguiente, tan 6 > 0. Entonces,
tan@ = ItanOl=+/x> — 4 /2. Ahora,

x> _ r4sec’O(2secHtan0)
J.\/xz_4 dx—.[ 2tan6 a0

= 4_[ sec? 6 dO =2(secOtanO + In IsecO + tan Ol + C) (por el problema 8 del capitulo 31)

2(1—”2_4 + V362_4)+C

X
2" 2 2t 3
=x\'x;‘4 +21n|x+\';2_4|+C

+1In

2 _
== o v+ 4|+ K donde K =C-2In2

Este ejemplo ilustra el método general que sigue:

Estrategia III. Si«/x*—a® se presenta en un integrado, trate de usar la sustitucién x = a sec 6.

PROBLEMAS RESUELTOS

En los problemas 1 a 23, compruebe las soluciones dadas. Recuerde las identidades

senu==%(1—cos2u) cos*ut(1+cos2u) sen2x=2sen xcosx

1. Jsenzxdx=j%(l—cost)dxz%(x—%sen2x)+C=%(x—senxcosx)+C.
2. Jcos2(3x)dx=_[%(l+cos 6x) dx=+(x+ Lsen6x)+ C.
3. Jsen3 xdx= jsenz x sen x dx = J(l — cos? x) sen x dx

= Jsenx dx + _[cosz x(—senx) dx

=—cosx++cos’x+C (por la férmula abreviada I).

4. Jsenz xcosPx dx = Jsenz xcos?xcosx dx
= Jsenz x(1—sen? x)cosx dx
= jsenz xcosx dx — Jsen“ xcosx dx

=1Isen*x—Lsen’ x+ C (por la férmula abreviada I).



5. jsen3 (3x)cos’ (3x) dx = j(l — c0s? (3x)) cos® (3x)sen (3x) dx
= jc0s5 (3x)sen(3x)dx — J.cos7 (3x)sen3x dx

—% cos’ (3x)(=3sen (3x)) dx + % Jcos7 (3x)(=3sen(3x))dx

=—114cos® (3x) +++cos® (3x)+ C  (por la férmula abreviada I)

=--(3cos® (3x)—4cos® (3x)+C

6. Jcos3 (%) dx= _[(1 - senz(%))cos§ dx

= J-(l —sen” (%))cos% dx = J‘cos% dx — Jsenz (%) cos%dx

= 3sen% - 3J.sen2 (%)(%cos%) dx

= 3sen% - 3%56&(%) +C (por la férmula abreviada I)

= 3sen% - sen3(§) +C

7. J.sen4 xdx= J.(senz x)2dx = %J‘(l —cos(2x))* dx

= %jl dx — % cos(2x) dx + %‘[cos2 (2x)dx

= %x — %sen(Zx) + %J(l + cos4x)) dx
=+x—4sen 2x)++(x++4sen (4x))+C

=3x—Z4sen (2x) + &5sen(4x) + C

8. fsenzxcosz xdx= %Jlsen2 2x)dx= %I(l — cos(4x)) dx

F(x—Fsen(4x)) + C = x —Frsen(4x) + C

9. J.sen4 (3x)cos?(3x) dx = I(sen2(3x) cos*(3x))sen*(3x) dx
= %Jsen2 (6x)(1— cos(6x)) dx
= %J.sen2 (6x) dx — % Jsenz (6x)cos(6x) dx

= %J.(l —cos(12x)) dx — %J.SGHZ (6x)(6¢os(6x)) dx

= (x — &sen(12x)) — tizsen’® (6x) + C  (por la férmula abreviada I)

= x — ghzsen (12x)) — thysen’ (6x) + C
10. J.sen 3 x sen 2x dx =J. (cos(3x —2x) — cos (3x + 2x)) dx

5 J(cos X —cos 5x)) dx = % (sen x — + sen 5x) + C

— 1 1
=3 senx— 5 senSx)+C

S021439UWou0biJ) sopueibajul ([T Uoloelbajul ap Sealudg] 2< 0'|n_|_IdV3



CAPITULO 32 Técnicas de integracion II: integrandos trigonométricos

11. Jsen 3xcos5x dx= J%(sen(3x —5x) +sen(3x + 5x)) dx

= % J. (sen(—2x) +sen (8x)) dx = % J (—sen(2x) +sen (8x)) dx

=1 ($cos(2x) — +cos(8x)) + C =+ cos(2x) — & cos(8x)+ C

12. jcos 4xcos2x dx = _[(cos (2x) + cos(6x)) dx

1
2

=1 (+sen(2x) + +sen(6x)) + C = +sen (2x) + {5 sen(6x) + C

13. J‘m dx= ﬁjsen(%)dx (por sen’ (%) = l—c%)
= \/5(—2008(%)) +C= —Zﬁcos(%) +C

3x)| 1+cos(3x)

14. J(l + cos3x)¥? dx = 2J§jcos3 (%)dx puesto que cosz(T) = 5

dx
15.
j JI=sen2x

1—cos (E—zx)
=%J‘L puesto que Senz(%_ x)=+
sen (%—x)
=%jcosec(%—x) a’x:—gln cosec (%—x)—cot(%— x) +C

16. jtan“ xdx= _[tan2 xtan? x dx = Jtanz x(sec? x—1) dx
= Itanz xsec? x dx — J‘tanzx dx
=1tan® x - J.(sec2 x—1)dx (por la férmula abreviada I)

=+tan’ x—(tanx—x)+ C

=+tan’ x—tanx+x+C



17. Jtan5 xdx= jtan3 xtan® x dx = J‘tan3 x(sec®? x—1)dx
= J.tan3 xsec? x dx — J‘tan3 dx
=Zttan* x - .[tan x(sec> x—1)dx (por la férmula abreviada I)
=ftan* x — Itanxsecz xdx+ J.tanx dx
=ttan* x—ttan’x +Inlsecxl + C  (por la férmula abreviada I)
18. J.sec4 2x)dx= Jsecz (2x)sec?(2x) dx
= _[secz (2x)(1 + tan*(2x) dx
= J'sec2 (2x) dx + J'sec2 (2x)tan®(2x) dx
=L tan(2x) + £ [ tan? (2x)(2sec? (2x)) dx

=1tan(2x) + ++tan®*(2x) + C  (por la férmula abreviada I)

=+tan(2x) + +tan’*(2x) + C
19. [tan’ (3x)sec’ (3x) dx = [ tan’ (Bx)(1 + tan* (3x)) sec? (3x) dx
= Jtan3 (Bx)sec?(3x) dx + Jtans (3x)sec?(3x) dx
=4tan* (3x) + L tan®(Bx) + C
=& tan*(3x) + frtan® (3x) + C
20. [cot*(2x) dx = [ cot(2x)(cosec? (2x) - 1) dx
=—tcot?(2x) + + In Icosec* 2x)I + C
21. fcot“ (3x)dx = jcoﬁ (3x)(cosec? (3x) — 1) dx
= J.cotQ (3x) cosec? (3x) dx — Jcot2 (3x) dx
=—4cot’(3x) — J.(cosec2 (Bx)—1) dx
=—%cot’(3x) ++cot(3x) + x+ C
22. _[cosec"’ x dx = cosec? x(1 + cot® x)* dx
= Jcosecz xdx+2 jcotz x cosec? x dx + jcot“ x cosec® x dx
=—cotx—2%cot* x—tcot’ x+ C
23. J'cot3 x cosec’ x dx = J‘cot2 x cosec’ cosec x cot x dx
= .[(cosecz x — 1) cosec* x cosec x cot x dx
= jcosecé X cosec x cot x dx — J.cosec4 X cosec x cot x dx

=—21cosec’ x + 1 cosec’ x + C
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CAPITULO 32 Técnicas de integracion II: integrandos trigonométricos

24. Resuelva J-—v9—x4x? dx.

Jo—dx? = 2\/% —x? . Entonces, sea x =3 sen 0. Luego,

dx=3c0s0d0 'y J9—4x? =9—-9sen?0 =3/cos? 6 = 3lcosOl=3cosb

Por tanto,

— 42 3

.[ J9—4x* di = j 3cos€(2 cos0)do _ 3,[ cos> ede: 3J‘ 1—sen’6 40
X 3senf send sen®
= 3J.(cosec 6 — sen 0) d6 = 3 Inlcosec 6 — cot 6 | +360cos+C
Pero,
__1 _3 _cosf _\9-4x/3 _ \J9—4x2

cosec@-sene =5 Y 0= T w3 T i

Entonces,

_ 2 _ _ 2
[P dx:3ln|3 D dx |+\/9—4x2 +K  donde K=C-3In2
dx
25. Resuelva | —=——.
J‘ X9 —4x?
Sea x = 3tan® (fig. 32.2). Entonces, dx = 3sec?0 y /9 —4x> =3sec@. Por consiguiente,

J' dx B J 3sec20dO
xJ9+4x2 7 (Ftan6)(3sech)

= %J.cosec 0d6 =+ 1nlcosec 6 — cotOl + C

B lln‘\/9+4x2 -3
X

-3

o

9 — 4x?
2x

Fig. 32.2

_042)\32
26. Hallej%dx.

Sea x =% sen 0 (fig. 32.3). Entonces, dx = $c0s0d6 y /16 —9x? = 4cos. Por tanto,

(16 —9x?)3? (64 cos® 0)(+cos0db)
[ = [0
X === sen® 0
729

= 21i63 cot* Bcosec® 0dO = —%cot5 0+C

_042)5/2 04252
=_E(M 9x%) _ 1 d6-9x%) +C

80 2430 80



3x

[’}
V16 -9x*
Fig. 32.3

x2dx _ x2dx
27. HalleJ-\/zx_xz _I\/l—(x—l)f

Sea x — 1 = sen 0 (fig. 32.4). Entonces, dx = cos 6 d6'y /2x — x* = cos6. Por tanto,

2
J\/szdx : =J'(1+sen9) cosO dO
xX—x

cos6
= _[(1+ sen 0)2dO = J(%+ 2sen 6 — 1 cos20) db
=30-2cosO—+sen260+C
=3sem!(x—1)—24/2x— x> —L(x—DV2x—x> +C
=3sem!(x—)—Lt(x+3)V2x—x> +C

0
V=2
Fig. 32.4

dx

_ dx
28. Resuelva J. (4x2 “2dx+ 27)3/2 - .[ (4(x _ 3)2 _ 9)3/2 .

Sea x —3 = 3sec (fig. 32.5). Entonces, dx=3secOtan0d0 y +/4x* —24x+ 27 =3tanb. Luego,

dx J‘%secetanGdB

= -1
J(4x2 — 4y + 27)3/2 - 27 tan’ O =18 JCOSGCG cotf do

1

1 x=3
=——scosecO+C=—5g—F———
18 9 Jax* —24x+27

+C (delafigura 32.5)

» Va4 — 24x + 27

3

Fig. 32.5.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

29. jcosz xdx=%x++sen2x+C

30. jsen3 2x dx=+cos*2x—+cos 2x+ C
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

CAPITULO 32 Técnicas de integracion II: integrandos trigonométricos

J‘sen4 2xdx=3x—1Lsendx+ Zsen 8x+ C

jcos“ Txde=3x+Lsenx+ &sen 2x+C

Isen7 x dx=4cos” x—2cos’ x+cos’ x—cosx+ C
J‘cosﬁ%x dx =i x+ +senx + 5sen 2x — & se’ x + C
J‘sen2 xcos® xdx =4sen® x — Zsen’x + +sen’ x + C
jsen3 xcos? x dx=+cos’ x—Ltcos* x+ C

Isen3 xcos® x dx = 4gcos* 2x — ftcos 2x + C

Isen“ xcos* x dx =z (3x —sendx + tsen 8x + C

Jsen 2xcos 4x dx=+cos 2x — 5 cos 6x+ C

jcos 3xcos 2x dx=4senx + fysen5x+ C

Jsen 5xsenx dx = 4sen 4x — tzsen6x + C

cos® x dx

=senx++sen’x+ C
1—-senx

2/3
Jde =—Zcot x+C

sen®” x
3
J.wg?x =cosec x —+cosec’ x + C
sen” x
J‘x(cos3 x? —sen® x?)dx = {5 (senx? + cos x?)(4 + sen2x*) + C
Jtan3 xdx=+tan® x + Inlcos x|+ C
J‘tan3 3x sec 3x dx=4sec®3x —+sec 3x+ C

J'tan“’2 xsec* x dx=4tan¥? x + 3 tan”? x + C

jtan“x sec* x dx=+tan” x+Lttan’ x + C



50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

=]

59.

60.

61.

62

J.cot3 x dx=—%cot?> x —Inlsen x|+ C
J.c0t3x cosect x dx =—+ cot* x —¢cot® x + C
Icot3 x cosec® x dx = —+cosec® x +4 cosec® + C

fcosec“ 2x dx=—%cot 2x — tcot’ 2x+ C

4
secx _ 1 1
.[(tanx) dx = 3tan’ x tanx+c

J cot’ x
cosec x

dx=-senx—cosec x+ C

J’tanx\/secx dx=2secx +C

dx _ X
[ =anC

J‘\/25x—x2 de=51In 5—\/2)65—)62

+425-x2+C

J‘ dx _ _Na*=x? +C
xz\/az_xz - a’x

[Vrr +ddy=1xJ +4 +2In(x + 2 +4)+C

Xde _ X _ 71(£)
J'(az—xz)3’2_\/a2_x2 sen” |- +C

N e L —21n|x+\/x2—4|+C

63. J.—“xz;cﬂdx=\/x2+a2 +%1n V&' +x* —a | ¢

64

65

66

67

Jat+x? +a

x2dx 3

_ X
. (4_x2)5/2 - 12(4_x2)3/2 +C

dx X
. = +C
I (@ +x*)" " g2 a2+ x2

f de ___9-x* -

29— x2 9x

: j%:%x\/ﬁ—m +8Infv+ Va7 —16|+C
e
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®7 CAPITULO 32 Técnicas de integracion II: integrandos trigonométricos

68. J.x3\/a2 —x*dx=%(a*>—x*)"* - %z(az - x4+ C

dx
69, | —=——=In(x—2+Jx*—4x+13)+C
J xr—4x+13 n * * )

J‘ dx __x=2
x4 fax—x?

70 +C

7 1(1) X
O+ - @3 5o TC

En los problemas 72 y 73, aplique primero integracion por partes.
72. J.x sen' x dv=+Q2x*> - Dsen!' x+ L xV1-x* +C

73. jxcos-l xdr=12x>—1)cos” x—tx/lI—x* +C



Técnicas de integracion I111:
integracion por fracciones parciales

En este capitulo se expondra un método general para hallar las antiderivadas de la forma J % dx, donde N(x)

Nx)
D(x)
D(x) el denominador.] A guisa de ejemplo considere

y D(x) son polinomios. Una funcién de la forma se denomina funcion racional. [N(x) es el numerador y

Supénganse dos restricciones, pero ninguna de ellas limita la aplicabilidad de este método: i) el primer
coeficiente (el coeficiente de la potencia mds alta de x) en D(x) es +1; ii) N(x) es de grado menor que D(x). Un
coeficiente N(x)/D(x) que satisfaga ii) se denomina funcién racional propia. Observe que las restricciones i) y
ii) no son esenciales.

N(x) es 2x°
D(x) 5x8+3x—4"

EJEMPLO 33.1. Considérese el caso donde
embargo, se observa que

Aqui, la primera restriccion no se satisface. Sin

2x3

S S WU W SR> SR
5x3+3x—4dx_5jx8+%x—%dx

La integral del lado derecho satisface las restricciones i) y ii).

5
EJEMPLO 33.2. Considere el caso donde N(x) es w Aqui, la segunda restriccion no satisface. Pero se puede
o D(x) x*+3

dividir N(x) entre D(x):

2xX°+7 _ 5 o5 18x+7

x> +3 =200 = 6xt x2+3

2X5+7 _l 4 _ 2 18X+7

Por tanto, -[x2+3 dx =75 x*=3x% + 13

155:37 dx, la cual satisface las restricciones.

Un polinomio es irreductible si no es el producto de dos polinomios de grado menor.

Todo polinomio lineal f(x) = ax + b es irreductible automaticamente, ya que los polinomios de grados me-
nores que f{x) son constantes y f{(x) no es el producto de dos constantes.

Ahora considérese cualquier polinomio cuadratico g(x) = ax> + bx + c. Entonces,

y el problema se reduce a evaluar J.

g(x) es irreducible si y s6lo si b* — 4ac < 0.

—e»



CAPITULO 33 Técnicas de integracion III: integracién por fracciones parciales

Para comprobar esto, sea g(x) reducible. Entonces, g(x) = (Ax + B)(Cx + D). Por consiguiente, x = -B/A y x =
—D/C son raices de f{x). Con la férmula cuadratica

_—b*xb*>-4ac

* 2a

se deberian obtener tales raices. Por tanto, b*> — 4ac no puede ser negativa. Considérese reciprocamente que
b>—4ac 2 0. Asi, con la férmula cuadratica se obtienen dos raices de g(x). Pero si r es una raiz de g(x), se tiene
que g(x) es divisible entre x — r.* Por consiguiente, g(x) es reducible.

EJEMPLO 33.3.
a) x*+ 4 es irreductible, ya que b* — 4ac =0-4(1)(4) =-16 < 0.
b) x*+x—4 esreducible, yaque b>—4ac=1-4(1)(-4)=17=0.

Se considerara sin prueba alguna la siguiente propiedad equitativa de los polinomios con coeficientes reales.

Teorema 33.1. Todo polinomio D(x) con 1 como coeficiente principal puede expresarse como producto de facto-
res lineales de la forma x — a y de factores cuadrdticos irreductibles de la forma x> + bx + ¢. (Se permite la repeticion
de factores.)

EJEMPLO 33.4.
a) X—dx=x(x*-4)=x(x-2)(x+2)

b) X*+4x=x(x*+4) (x*+ 4 es irreductible)

) ¥*-9=(x*-3)+3)=@x-B)x+B)*+3) (x*+ 3 es irreductible)
d) X¥-32-x+3=(x+1Dx-2)?

Método de fracciones parciales

. N(x N(x . . . .
Considere que se desea evaluar %dx, donde % es una funcidn racional propia y D(x) tiene 1 como
coeficiente principal. Primero se escribe D(x) con producto de factores lineales y cuadraticos irreductibles.
El método dependerd de esta factorizacidn. Se considerardn varios casos; en cada uno de ellos se explicarad

primero el método por medio de un ejemplo y luego se planteard el procedimiento general.

Caso |
D(x) es un producto de factores lineales distintos.

EJEMPLO 33.5.  Resuelva [ _4X
x*—4

En este caso, D(x) = x> —4 = (x — 2)(x + 2). Se escribe

1 __A L. B
x-2)(x+2) x-2 x+2

Supdngase que A y B son ciertas constantes, que se deben evaluar ahora. Se eliminan los denominadores multipli-
cando ambos lados por (x — 2)(x + 2):

1=A(x+2)+B(x-2) (D

Primero se sustituye x por =2 en (1): 1 = A(0) + B(—4) = —4B. Entonces, B=—1.
Luego, se sustituye x por 2 en (1): 1 = A(4) + B(0) = 4A. En estas condiciones A = % . Por tanto,

1 _1_ 1 1 1
x=2)(x+2) 4x-2 4x+2

* En general, si un polinomio A(x) tiene r como raiz, entonces A(x) debe ser divisible entre x — r.



) de _((1_1__1 |
Asf, s [(E -1 +2)dx— Inlx—2l-4Inlx+21+C

=+(nlx-2l-Inlx+2h)+C
_ 1 x—2
= 4ln}m‘+c

(x+1)dx

EJEMPLO 33.6. Resuelva | 22—
x*+x?—6x

Al factorizar el denominador se obtiene x(x*> + x — 6) = x(x — 2)(x + 3). El integrando es — Xl Sere-
L. x(x=2)(x+3)
presenta de la forma siguiente:
x+1 _A B C

X —2)x+3) x x—27%-3

Se eliminan los denominadores multiplicando por x(x — 2)(x + 3):
x+1=Ax-2)(x+3)+Bx(x+3)+ Cx(x-2) )

Seax=0en (2): 1 = A(-2)(3) + B(0)(3) + C(0)(-2) = —6A. Luego, A=—1.
Seax=2en (2): 3=A(0)(5) + B(2)(5) + C(2)(0) = 10B. Por ende, B = 3.
Seax=-3en (2): -2 = A(-5)(0) + B(-3)(0) + C(-3)(-5) = 15C. Entonces, C = —+%.

. (x+l)dX_(_llil_ll)
Ast, -[x + x* —6x J 6x " dx

—fhnlxl+Inlx+2l—-&Inlx+31+C

Regla general para el caso |

Se representa el integrando como una suma de términos de la forma por cada factor lineal x — a del de-

x—a
nominador, donde A es una constante desconocida. Se despejan las constantes. Al integrar se obtiene una suma
de términos de la forma A In Ix — al.

Observacion: supdngase sin prueba alguna que el integrando siempre tiene una representacion de la clase re-
querida. Todo problema en particular puede comprobarse al final del célculo.

Caso Il
D(x) es un producto de factores lineales, algunos de los cuales se presentan mas de una vez.

(3x+5)dx

EJEMPLO 33.7.  Halle [ =27 -
X7 —=X"—=X

Primero se factoriza el denominador*
XB=xX—x+1=@x+Dx-1)7?
Luego, se representa el integrando # como una suma, de esta forma:
X =xP—x+

3x+5 __A | B C
X =x>=x+1 x+1 x-1 (x-1)?

¥ Al tratar de hallar los factores lineales de un denominador que es un polinomio con coeficientes integrales, se prueba cada uno

de los divisores r del término constante para ver si es una raiz del polinomio. Si lo es, entonces x — r es un factor del polinomio.

En el ejemplo dado, el término constante es 1. Sus dos divisores, 1 y —1, resultan ser raices.
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CAPITULO 33 Técnicas de integracion I1I: integracién por fracciones parciales

Se observa que para el factor (x — 1) esto ocurre dos veces, y que hay términos tanto con (x — 1) como con (x — 1) en
el denominador. Ahora se eliminan los denominadores multiplicando ambos miembros por (x + 1)(x — 1)*:

3x+5=Ax-1P+Bx+1)+Cx+1) (D

Sea x = 1. Entonces, 8 = (0)A + (2)(0)B + (2)C = 2C. Luego, C =4.
Sea x = —1. Entonces, 2 = (4)A + (0)(=2)B + (0)C = 4A. Por tanto, A = 1.

Para hallar B se comparan los coeficientes de x> a ambos lados de (1). A la izquierdaes Oy ala derechaes A + B.
Por tanto, A + B=0. Como A =%, B=—4. Entonces,

345 11 1.1 ., 1
X—x?—x+1 2x+1 2x-1 "(x-2)?
Por tanto,
Bx+5dx | 1 3 dx
e L LY R IR Fete
Por la férmula abreviada I,
dx BT N |
j(x_l)2_j(x D2dx=—(x=1)" =——

Bx+5)dx 1 1 T 1
—x3—x2—x+1_zln|x+1| fInlx-11 -4——+C

Entonces,
x—1

[x+11 4 s

[x=11  x-1

In

=

(x+1)dx
EJEMPLO 33.8. Resuelva Yoo
. (x+1 Lo
Se representa el integrando ———-— de la forma siguiente:
x(x—2)
x+) _A, B, C_ D L
x(x=2)? " x Tttt (x=2)?

Los denominadores se eliminan multiplicando por x3(x — 2)*:
x+1=Ax%(x—-2)*+ Bx(x - 2)* + C(x - 2)*+ Dx*(x - 2) + EX*

Sea x = 0. Entonces, 1 =4C. Asi, C =+.

Sea x = 2. Por tanto, 3 = 8E. Luego, E =%.

Se comparan los coeficientes de x. Entonces, | =4B —4C. Como C=+, B=1%

Se comparan los coeficientes de x°. Entonces, 0 =4A - 4B +4C.Como B=1y C=+4, A=1.

Se comparan los coeficientes de x*. Entonces, 0 =A + D. Como A=+, D=-1.

{ 4D 11 11 11 11 3 1
Ast, P2 dx T2 tAy T dx-2t8Go2y
e+Dde 1 O S O N S TP
e x3(x_2)2—4lnlxl 78R 4lnl)c 21-3 _2+C




Regla general para el caso Il
Para cada factor lineal repetido (x — r) que se presenta k veces en el denominador, se utiliza
A - . .
L2 4. k__ como parte de la representacion del integrando. Cada factor lineal que ocurre

+ . + _—
x—r (x—=r) (x=r)k
s6lo una vez se maneja como en el caso L.

Caso Il
D(x) es un producto de uno o mas factores cuadraticos irreductibles distintos y posiblemente también algunos
factores lineales (que pueden presentarse mas de una vez).

Regla general para el caso Il
Los factores lineales se manejan como en los casos I y II. Por cada factor cuadritico irreductible x* + bx + ¢ se
Ax+B

————— en la representaci6n del integrando.
x*+bx+c

coloca un término

x(x2+ D(x*+2)
El integrando se representa de esta forma:

EJEMPLO 33.9. Resuelva

(x-1)  _A, Bx+C, Dx+E
x(x*+D(x?+2)  x  x*+1  x*+2

Se eliminan los denominadores multiplicando por x(x? + 1)(x* + 2)
x—1=A0*+ D(?+2) + (Bx + Ox(x* + 2) + (Dx + E)x(x* + 1)
Se multiplica a la derecha:
x-1=(A+B+D)x*+ B+E)X*+BA+C+D)x*+ (2QC+E)x+2A
Al comparar los coeficientes se obtiene:
2A =-1, 2C+E=1, 3A+C+D=0, B+E=0, A+B+D=0
Por tanto, A = -1y, en consecuencia, C + D =3, B+ D = 1. De las dos tltimas ecuaciones, C—B=1.De 2C + E =

1yB+E=0,seobtiene 2C— B =1. Ahora,de C—B=1yde2C-B=1sellegaa C =0. Por tanto, de C— B =1,
B =-1. Entonces, de B + D = § se obtiene D = 3. Finalmente,de B+ E=0, E=1.

Asi,
(x-1 __11__x 13x+2
x(x* +D(x* +2) 2x xX*+1 2x2+2
(x-Ddx [ x 1(3x+2
Por tanto, J—x(x2+l)(x2+2)_ +Inlxl I_x2+l dx+2'[x2+2dx
Ahora [ dr=L -2 dr=4m@ +1) (por la férmula abreviada IT)
, Rl v kUL C por la férmula abreviada
Ademis, ?cjzcj-_% dx =Jx23i 2 d+ J x22+ 2 dx
37 2 A X222 af X
=3 x2+2dx+\/§tan (\/5) SIn(x +2)+\/§tan (\/5)
Por consiguiente, j% =—IInlxl++In(x2+1)+ %tan-1 (%) +C
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% CAPITULO 33 Técnicas de integracion I1I: integracién por fracciones parciales

Caso IV
D(x) es un producto de cero o mas factores lineales y uno o mas factores cuadréticos irreductibles.

Regla general para el caso IV
Los factores lineales se manejan como en los casos I 'y II. Por cada factor cuadratico irreductible x> + bx + ¢ que
se presente a la k-ésima potencia, se inserta como parte de la representacion del integrando:

Ax+ B, Ax+B, Ax+B,
+ + [P + _— K
x2+bx+c (x>+bx+c)? (x?+bx+o)t

EJEMPLO 33.10.  Halle | (2)2‘ ++1)32 dx.

a 20 +3 _Ax+B, Cx+D Enonces,
G212 X2 +1 (1)

233 +3=Ax+B)(*+ 1)+ Cx+D=Ax*+Bx>*+ (A + C)x +(B+ D)

Se comparan los coeficientes: A =0,B=2,A+ C=0,B+ D =3.Portanto, C=0, D = 1. Asi,

1
.[(x +1)2‘b‘ k= +1dx+f(x2+1)2dx

=2tan™! x+_[(2+1)2dx
En la segunda integral, sea x = tan 6. Entonces,
1 sec’ 6 d6 5
j(xz 1) I vy jcos 6 dO =+%(0 +senfcos0)
_1 tand \_ 1(, x )
= 2(9+ tan29+1)‘ 2(‘” R
i 2x +3 5 -1 l X
Asi, f(x +1)2dx 5 tan x+2—x2+1+c

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Resuelva -[xf—_xx_l dx.

El integrando es una fraccién impropia. Por division,

xt = —x—1_ x+1 x4+l
X3 —x? x—x? 2(x—1
. x+1 _A B C .
Se:t:scr1be:—x2(x_l)—x+x2 +_x—1 se obtiene

x+1=Ax(x— 1)+ B(x—1) + Cx?



Parax=0,1=-ByB=-1.Parax=1,2=C.Parax=2,3=2A+ B+4Cy A =-2. Entonces,

St e a [ o

X —X

=t +2mix-L omi-n+ =10 Lion ij‘w

2 X 2
X dx
2. Halle m
S X -4 + B . Se eliminan los denominadores:

AT 2)(x+3) x+2 x+3

x=Ax+3)+B(x+2)

Sea x =-2. Entonces, —2 = A. Sea x = -3. Entonces —3 = —B. Luego, B = 3.

xdx 5 1 gi3 |

(x+2)(x+3) © x+2 T3l

=—2Inlx+21+3Inlx+ 31+ C=—-In((x +2)*)+In(lx+31)* +C

(x+3)°
In G +2) +C
X2 +2
3. Resuelva m
Sea x(xi2—-;()%—1) %+ xTBZ + % Se eliminan los denominadores:

X+2=Ax+2)(x—-1)+Bx(x—1)+ Cx(x +2)

Sea x = 0; entonces 2 = —2A. Luego, A =—1. Sea x = -2; entonces 6 = 6B. Luego, B = 1. Sea x = 1; entonces, 3

=3C. Luego, C = 1. Por tanto,

Jwiaamnd=f e friga [

+C

=—Inlxl+Inlx+2l+Inlx—11+C=1n W‘

esuelva (x T 2)(X— 1)3

(x +xz)(-;1_ 5 = xl-?- 5+ xli Tt x SI)Z + x _D1)3. Se eliminan los denominadores:

X+1=Ax-1P+Bx+2)x—1?+Cx+2)(x—1)+ D(x +2)

Sea x = —2; entonces, —7 = —27A. Luego A = Sea x=1; entonces 2 =3D. Luego, D =2. Ahora se comparan
los coeficientes de x*. Asi, 1 = A + B, ya que A 27 yB= ﬁ Se comparan los coeﬁmentes de x2. Entonces

0=—3A+C,yaqueA=%,yC=%

X1 L20(_1 70 1 20 1
Entonces, I(x+2)(x—1)3 =2 i 27Ix—ldx+9j(x—l)2 dx+3j(x—1)3 dx

-1 20 01— _11 1 1
=z Inlet 20+ Zolnle— 11 —g—— alyron 1)2+c
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5. Hanefw e

xt+3x2+2

CAPITULO 33 Técnicas de integracion I1I: integracién por fracciones parciales

3 2
¥+ 332+ 2= (2 + 1) + 2). Se escribe XFX +x+2_Ax+B  Cx+D y se obtiene

xt+3x2+2 x2+1  x*+2

X+ +x+2=Ax+B)(x*+2)+ (Cx + D)(x*+ 1)

=A+OxF+B+D)x*+2A+C)x+ (2B + D)

Por consiguiente, A+ C=1,B+D=1,2A+ C=1y 2B+ D =2. Al despejar simultdneamente se obtiene
A=0,B=1,C=1yD=0. Entonces,

X +x>+x+2 , 1 X
J xt+3x2+2 dx—jx2+1dx+jx2+2dx

=tan'x+3In(x*+2)+C

6. Halle.[x —x*+4x3— 4x>+ 8x — 4dx

(x*+2)
X —x*+4x'—4x?+8x—-4 _Ax+B_ Cx+D | Ex+F
= E
Se escribe T 12) pE) + o +2) + w12 ntonces,

X —xt+4x8° -4+ 8x—4=(Ax+ B)(xX* + 2> (Cx + D)(:* +2) + Ex + F

=AX +Bx*+ (4A + O)x* + (4B + D)x* + (4A + 2C + E)x
+(4B+2D +F)

dedondeA=1,B=-1,C=0,D=0, E=4, F=0. Asi, la integral dada es igual a

'[(x—l)dx xdx _J' xdx _(_dx xdx
¥ +2 (2+2) Jxr+2 I +2 (x2+2)

Por la férmula abreviada II,

2xdx |
xX2+2° 2

J'xdx_l

—_ 2
422 ZIn(x*+2)

y por la férmula abreviada I,

Entonces,

d. ES T
J.(xx+);)3 = %,f(xz +2)7(2x) dx = ;(_ T +2)7 == ‘1‘ (x? ‘}‘ 2y
—x'+4x —4x’+8x—4 , _ 1 o () - L c
jx x* (;+2)73C X=% dx= ln(x2+2)— 5 t‘r‘ml(xlz)_(x2+2)2-’-

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 7 a 25 evalde las integrales dadas.

dx  _1; |x=3
x2—9_6lnx+3
dx
8 [ _
I —3x—-4

f—x —Z;x 1 dx=1n
X+

1/2 (x + 2)3/2

‘+C

Linjoe+ Dr-4yf+ €

+C

x—1



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20

21.

22,

23.

24

25.

I+

J
J

s
J

o=ty
J

J

l

J
J

-]

dx llnl

x+1|+C

X2+7x+6 "5 |

X+6|

A= e xk Inf(x+ 2)x— 4)° [+ C

J‘Z
x2

cosx(1+cos®x)

(2+ tan? B) sec’ 6
1+tan’ 0

CoSx

dO=1nll+tan@ | +Ltan’

NG}

|

2tanf —1

NG

|+

—2x-8
%—lnlx A-—2-4C
ﬁ ——%x ~3x-In(l-2)° -T2 i 1x)2 +C
x3dix=ln|\/x2+1|+C
(); trxl)(: x++33) dr=InJx*+3 +tan"'x+ C
X o2eddr—xdd o= desn ¢
(ixff;z =In(¥’+ D+ —o—+C
2)(Cx+-:€4;; 4 = In(x?+ 4)+%tan" (%)*—x;ﬁ-k c
)E ;—fl_)zl dx—lnﬁ—%tan"x—%ﬁ+€
= J(rx8x+§)?x ++21)§+1dx In Ix(_fl);xi xiﬁ%ml(zf/%l}’c
sy I 2T (x +21J s tan (%J e
. +7(); szf- 2-;22(?:1)22596 dav= x? +lx+ 2 x23+1 +lnx2xj;41- 7t C
P fix3ex =%+ %111 e f3‘+ C (Sugerencia: sea e* = u.)

sen.x dx 1n| 1+ cos’ x I +C (Sugerencia: sea cos x = u.)
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Técnicas de integracion IV:
sustituciones miscelaneas

I. Se presupone que en una funcién racional una variable se remplaza por uno de los radicales siguientes:

1. ¥ ax+b. Entonces, la sustitucion ax + b = 7" producird una funcion racional (repase los problemas 1 a
3).

2. \Jg+ px+x? .Aqui, la sustitucién g + px + x> = (z — x)? resultard en una funcion racional (consulte el
problema 4).

3. \/q+ px—x* = \/(a+x)(ﬂ—x). En este caso, la sustitucién ¢ + px — x* = (o0 + x)*z? producird una
funcién racional (problema 5).

II. Se presupone que en una funcién racional algunas variables se remplazan por sen x, por cos x 0 por ambas.
Entonces, la sustitucion x = 2 tan~'z resultard en una integral de una funcidn racional de z.

Ello se debe a que

z 1-z° 2dz
1+z%° 1+z%° dx_l+zz

(34.1)

(Repase el problema 6 para ver una derivacion de las primeras dos ecuaciones.)
En el resultado final, se sustituye z por tan (x/2) (repase los problemas 7 a 10).

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Resuelvaj dx
xV1l—x

Sea l —x =72 Entonces, x=1 7%, dx=-2zdzy

J' dx [ —2zdz _sz

wWi-x -9z 1-z

2

Por integracién por fracciones parciales se obtiene:

dz  _ 1+z dx  _ |1—\/1—x|
_ZJI_ZZ_—ln1_Z‘+C.P0rtanto,.[x\/1_x_ln|1+\/l_x|+

dx
2. Resuelva | ——=——.
-[ (x=2)J/x+2
Seax + 2 =7z% Entonces, x=72—-2,dx=2zdze
2zdz dz

dx _
'[(X—Z)\/x+2 _-[z(zz—4)_ 2—4

@ —



Por integracion por fracciones parciales queda:

de _1,]z 1 lxt2-2]
2-“z2—4_21n|2+ tC=a! NS ET N

3. Halle f dx

X2 A

Sea x = z*. Entonces, dx =4z dz e

e [ e] 25

:4I(Z2_Z—_1)1+1dz=4j—(z"DZ(Z_“;D” 4j(z+1+—) 2

=42 +z+Inlz— 1)+ C=2Jx +4¥x +4Inx -+ C

4. Halle j

dx
xJx2+x+2

Sea x2 + x + 2 = (z — x)>. Entonces,

_72-2 _2*+z+2dz 3 _2+z+2
=¥ BT T a0 VORIt

22+ z+2)

dx (1+22)° dz _ 1
Jx\/x +x+2_IZ 27 +z+2 _2-[ -2 \/_ln
1+2z 1+27

|\/x +x+2+x— \/—|
|Jx +x+2+x+\/—|

z=2]|,
2|

L
\/_
La ecuacion 2_[ dz__ % I f

X dx

5. Resuelve | — ==~ .
esuelve G dr )"

Sea 5 —4x —x>= (5 +x)(1 —x) = (1 — x)°z% Entonces,

2 _
=223 e B F a5

1+z2° (1+z>)*°
=5 12z
1+ 1+ _L(_i)
e G- e x2)3/2 ] 26~ =551 2z )%
(I+2°)°
=L(z+§)+czi+c
I8\ z 95— 4x—x°
6. Dado z= tan(%), es decir, x = 2 tan"'z, muestre que
)
senx:IJZrZZz y cosx:hZz
1+cosx _ 2(1): 1 _ 1 __1
Como 2 OSN2) T sec?(x/2) T T+ an’(x/2) 1+2°

|+ C se obtuvo mediante integracion por fracciones parciales.
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CAPITULO 34 Técnicas de integracion 1V: sustituciones miscelaneas

. . 1—
al despejar cos x se obtiene cosx = -

72 1= 172 . Tamb1en

senx = ZSen( )Cos(x/Z) , tan(x/2) _ ., tan(x/2) 2z

sec2(x/2) ~ “1+tan?(x/2) 1+ 72

7. Resuelva [—dx
1+senx—cosx

Sea x = tan™! z. Mediante las ecuaciones (34.1) se tiene que

_2
dx _J‘ 14+ 72

= d
I4senx—cosx J . 2z _1-2 ‘

1+72 1+7°

_ dz  _((1__1 _ _
_Jz(1+z) _j(z 1+Z)dz Inlzl~In Il +21+C = In| = ‘+c
tan(x/2)
= o | T ¢
8. Halle [__dx
3—2cosx
Sea x =2 tan™! z. Por medio de las ecuaciones (34.1), resulta
2
j T+ —dz= J. ZdZ2=—tan"(z\/_)+C
1— 1+ 5z
3-2
1+ z?
2\/— tan™! (\/—tan(%)) +C
9. Resuelve L.
2+cosx
Sea x =2 tan™" z. Al utilizar las ecuaciones (34.1) resulta
2
dx 1z 2dz _ 2 ( z) 23 ](ﬁ (x))
= dz= - tan”'| == |+ C==—=—tan'| =—tan|=| [+ C
.[2+cosx jz+1—z2 3+ 3 3 3 3 2
1+z
10. Resuelve [ dx
5+4senx
Sea x =2 tan™! z. Mediante las ecuaciones (34.1) se obtiene
2
dx  _ J‘ 1+7° _ ,[ 2dz
S5+4senx 272 T J)5487+572
S+4-=—
1+z
Y PO A1) (L0024
J(Z+4)2+25 5 tan”™ ( 3 +C= 3 +C

11. Use la sustitucion 1 — x* = z? para resolver J.xS\/l —x*dx .

La sustituciéon da x> =1-22, 3x>dx=-2z dz e

J'xS\/I —x3dx= Jx3\/l —x3(x*dx)= j(l —7)z(—%zdz) ——— (1-2z*)z*dz

z

=—%(; 2 )+c———(1 PP 4300+ C



12.Use x= % para hallar J.—“xxszdx

La sustitucién resulta en dx = —dz/z>, Nx— x> =Jz—1/z e

z—l(_g

J.\/xx_ztﬁ dsz. z Z2)=—JszTldz

1/z*

Sea z — 1 = s> Entonces,

5 3

—[ez=T dz==[(s* + 1)(s)(2s ds) = —2(% + %) +C

— _2[ (z —51)5/2 " (z —31)3/2 :| veo _2[ (1-x)" . (1-x)"” :| ie

5x5/2 3x3/2

13. Halle j d—f.
X

172 x1/3

Sea u = x°, asi que x = u, dx =6u° du, x'* = u’ y x'* = u?; entonces, se obtiene
6uwdu _ [ u’ _ (2_ __1 ) _(l sl o2y )
—u3+u2—6".—u+1du—6ju u+1 S| du=6 U —Hu +u—Inlu+1|+C

=22 = 3x1/3 4 x5 — In xS +11+C

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 14 a 39, evalde la integral dada.

14. j Jx dx=2Jx —2tan"'Jx + C

1+x

1 =2In(1+/x)+C

wn

J’ dx
"I+

dx
. | —F—=2Jx+2-6InB3+x+2)+C
16. [z =22 - 6ne /i)

1-3x+2 4
| ==—=dx=—x+5[3x+2-In(0++/3x+2)]+C
17 1+/3x+2 e 3[ * g w2l

18

i jﬁ:lnp\/ﬁ—xﬂ +2x-1+C

=2tan'(Vx*+x—-1+x)+C

19

dx
) J)cx/)c2+x—1

20. j—dx =sen™ (_Zx —1 ) +C

N6+ x—x? 5
32
21, [N o B0 ¢

6x°

=2(x+ D)2 —4(x+ D" + 4In(1+ (x + D)+ C

2

]

_[ dx
CJx+ D+ (x+ DV
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CAPITULO 34 Técnicas de integracion IV: sustituciones misceldneas

e _ 2 2unG) el

23. 2+senx=ﬁt5jln NG C
sy [dx _ 3, tandx-2-V3] .
" J1-2senx” 3 |anix-2+3|
dx __ _ 1, [|3tanfx+1]|

25. 3+5senx 4 n| tandx+3 |+C
_dx L
26. J‘senx—cosx—l_lnltanzx 1|+C
_dx 1. . Stan(x/2)+3
27. J5+SSenx_2tan ) +C
28 M_ﬂln|tan2%x+3_2\/§|+
" sen’x 4 Tan? dx 434242
dx _ ]
29 —1n|l+tan7x|+c

30

* J1+senx+cosx

. J’#‘bﬁ)sx = %tan’1 (\/gtan(%)) +C

31. jsenﬁ dx =-2x cos</x +2seny/x + C

32. J’L =—sen’! (I_—X) +C (Sugerencia: seax =1/z.)
x3x2+2x-1 2x
(e*=2)e* , | . . . _

33. de =e¢*=3In(e*+1)+C (Sugerencia: sea e+ 1 =2.)

34. J‘%dx =cosx+In(1-cosx)+C (Sugerencia: sea cos x = z.)

2

35. sz\/ix_ = =— 44xx +C (sugerencia: sea x = 2/7.)
_dx 1 1,..9(2

36. Jx2(4+x2) =-3,; Tgtan (x)+C

37 [V1+xde=41+x)"? - 41+Jx)"? +C

38

39.

40.

41.

; J‘ dx _ 21+ x iC
31=x) = G+4x)1-x 3Jl+x—1—x

172
X — 1 ,.13/10 1 ,.11/10 1,.9/10 1 ,.7/10 14172 1 ,.3/10 1/10 -1 1/10
J‘de—l()[ﬁx — 17X +ox'T —FX ++x2 =XV 4 X —tan T (X)) + C

(Sugerencia: sea u = x''°)

J . . . 13
(CG) Utilice una graficadora para aproximar (con ocho cifras decimales) J” 3sen+dx y compare el resultado
con el valor obtenido por los métodos presentados en este capitulo. 0 cosx

4
(CG) Use una graficadora para aproximar (con ocho cifras decimales) L \/dx_l y compare el resultado con
el valor obtenido por los métodos presentados en este capitulo. VX



Integrales impropias

b
Para definir una integral definida J f(x)dx es suficiente que a y b sean niimeros reales y que f(x) sea continua

en [a, b]. Se deben estudiar ahora dos clases de integrales, denominadas integrales impropias.

Limites de integracion infinitos

0 ] st [ s

Véase los problemas 1 a3y 5a6.
b b
b) | flrydy=1lim | f(x)dx

Véase el problema 4.

o |7 rwar=["rwar+ [ f@ar

Esto siempre que existan ambos limites a la derecha (véase el problema 7).

Discontinuidades del integrando

a) Sifes continua en [a, b] pero discontinua desde la derecha en a, entonces
b b
[ fydx=1im [ " f(x)dx
Véase el problema 16.
b) Si fes continua en [a, b] pero no es continua desde la izquierda en b, entonces
b u
[ reodx= lim [ " Fxyax
Véase los problemas 9, 10, 12, 14 y 15.
¢) Sifes continua en [a, b] excepto en el punto c en (a, b), entonces
b u b
[ fydx=1im " f(x)dx+ 1im j F(x)dx

siempre que ambas integrales a la derecha existan. Véase los problemas 11y 13.

Cuando el limite definido como una integral impropia existe, entonces la integral es convergente. En el caso
opuesto, la integral es divergente. Si la integral es divergente, entonces es igual a +eo (respectivamente —eo) si
el limite que define la integral impropia tiende a +eo (correspondientemente, —oo).

—



% CAPITULO 35 Integrales impropias
PROBLEMAS RESUELTOS

1. Resuelva J'lm xdex

Nota: la integral fwx—lzdx puede interpretarse como el drea de la region bajo la curva y = 1/x* y por encima del

eje x, para x > 1. Entonces, una region infinita (en el sentido de no ser acotada) puede tener un drea finita.
]
2. Resuelva J. —dx.
1ox

j“" L =1im j‘ldx =1im lnx]
1 X 1 X

Cc—>too Cc—>too |

= 1im — (In¢ — 0) = +oo

es decir, la integral diverge hacia +eo.

3. Demuestre que '[IM prdx converge para p > 1 y diverge hacia +eo para p < 1.

Jﬂw de= Iim cidxz Iim 1 1
xP xP \

1 c—stood | oo | — P xP!

. P 1 I \__1 IR |
Sea p > 1. Entonces, se tiene que }qum l—p(cl"l 1)— 1_p(O = =1

Por el problema 2, ya se sabe que '[:« %dx diverge hacia +oo. Sea p < 1. Entonces,

. 1 1 _ 1 1 - -
tin (25 (grr-1)=lim e D=t yaque 1-p>0

4. Resuelva _[i e™dx parar> 0.

[ erde=1im

oo

0 P U
I. e”™dx=1lim —e”‘]

=00

=Lyma—e=Llag-og=1
—rhm(l e )_r(l 0)=

c——o0 r
5. Evalide _[:o x2—1+4dx

o] Y c ] —’l—li
) ?:z“—giop:zﬁ—gizwn(ﬂ]

—tm Lltan-t (<) ol=L(Z)_Z
= lim 2(”‘“ (2) 0)‘ 2(2)‘ 4
4o
6. Halle JO e“senxdx.
J:a e *senxdx = lim (: e *senxdx
= lim (=4 e *(senx + cos x))] (por integracién por partes)
oo 0

= lim [(— e “(senc + cosc)) + £]
o0



Cuando ¢ — +eo, ¢ — 0, mientras que sen ¢ y cos c¢ oscilan entre —1 y 1. Por tanto, lim e “(senc+cosc)=0y,
B . Cc—>+oo
por consiguiente,

foo
JO e*senxdx =1+

7. Resuelva [~ _dx __ [ _e'dx
.Lo e+ e J._w e +1

J*““ edx Ii J’” e*dx

=1 .
0 e 41 Siedo e +1

o
=lim [~ —du
oo 1 U +1

(por la sustitucién de u = e*)

= lim tan™' u] = lim (tan"'(¢°) — tan~'(1))

oo 1 oo

— lim [tan- ey~ )= & _ 70 _
—JL“;(ta“ (€ 4) 274

ENE

De igual forma,

J‘O e“dx Ii JO e*dx
T =1 T
e+ ] e de e +1

1
2d” = lim tan™ u:|
u®+1 oo ¢

=1im |

oo

— 14 n_ 1N = _ 14 Y=L _o=2
_hm(4 tan (e))—4 lim tan” (¢) =X — 0= 1

oo

Luego,
J‘*"" dx :J"‘” e*dx JO e*dx
~ e e Jo e+l Jewer+1
T, ,rT_T
)

8. Determine el drea de la region que queda a la derecha de x = 3 y entre la curva y = le_ 7Y el eje x.

El area es

3ox2—17 coreds a2 —1

J‘*”“ dx lim [ dx

l x=17 . ., . .
7 lim In-— 1]3 (por integracién de fracciones parciales)

1—(1/c)
1+ /)

Int

T 2k

lim (m = 1_ 1n%) = Liim (ln

=4(nl+1n2)=102

9. Evalde r dx
0

9— x>

El integrado es discontinuo en x = 3. Entonces,

u

Soodx e (Y dx o —l(l)
.[o lo— 2 _L}ngljo [9— 2 —}LI?SCH 3 X

= 1i L) —sen! 0] = 1f L) -
—Jl_)rgg(sen (3) sen 0)—11Lr§1(sen (3) O)

pa

=sen”' 1=

NS}
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CAPITULO 35 Integrales impropias

10. Obtenga JOZ 2d

X
_x.

El integrado es discontinuo en x = 2

2 _dx . dx
-[02 x_ul%z -[o 2—x —11m—1n(2 x)]

= lirg —(n2-u)—1n 2))=+oo

Por tanto, la integral diverge hacia +oo.

11. Resuelvar( dxl)z.
0 (x—

El integrado es discontinuo en x = 1, el cual esta dentro de (0, 4) (fig. 35.1).

copde o1
lﬂ’ﬁjo(x—l)flﬂ? x—1:|0

=1fII]} (u -(- 1))—11m (ﬁ+1)=

u— u—1"

4 4
Por tanto, Jo (xi—xl)z es divergente. (No se tiene que considerar }g? I para todo. A fin de que sea

dx
o (x—1)°
JO G a_lxl)_2 convergente, tanto ll’mJ. G- )2 como lim deben existir.)

4
u—1* L (}C ixl)z

y y
i A \
I
i
i
I
I
I
i
I
I
I
|
; >~ x
0 [
_ . |
T T T T g
0 1 2 3 4 :
Fig. 35.1 Fig. 35.2
12. Determine el drea de la regién comprendida entre la curva y=—2— el ejex, x =0y x = 1 (fig.35.2)
VI=x?

El area es

Jolﬁdx u—)]J’\/—

=Ilim - = (1 xH)V2(=2x)dx

u—1"

= ll’r{l -(- xz)”z:l (por la férmula abreviada I)
u—1" )

—llm—[\ll u? —11=1

u—1



13. Resuelva

L

El integrado es discontinuo en x = 1, que queda dentro de (0, 4).

. u dx Y u s
A )y ey T, e D

=lim (=1 | = lm =" ~1)=—3
Por otra parte,

lim

AL— i ¢ _1\I13
U1’ Jo%/m_}ggj.o(x ' dx

4
=lim3(r= 7 | = 1im 3100 - @ - - 11=$35
u—1* 0 u—I*

Por tanto,

= Iim

4
J‘O Jx— u—1" 03x_1 u%]*J; \/x_l_
=30 -1

/2
14. Resuelva JO sec x dx.

El integrado es discontinuo en x = %

m/2 , u
jo secxdx= lim | secxdx

u—mn/2”J0

11m In(secx + tan x)]
u—ml2

= lim [In(secu + tanu) — In(1+ 0)]

u—m/2”

llm In(secu + tanu) = +oo

u—ml2

ya que, hm secu=+e0y lim tanu =+oo

u—n/2 u—m/2”

/2
Entonces, jo secxdx diverge hacia +eo.

/2
15. Resuelva .[ —COSX__ 7.
0 J1—senx

El integrado es discontinuo en x = %

/2 u
J‘ COSX 1 h’mJ CoSX
u—m/2”

J1—senx 0 J1—senx

lim — (1 —senx)"?(—cosx)dx

u—m/2”

u—m/2”

Iim —2(1— senx)”z] = anlzf_ 2[(1—sen w)’> —1]=2

seidoduwi sajelbaiu] G 0INLIAYI



% CAPITULO 35 Integrales impropias

16. Evalde jo%dx

El integrado es discontinuo en x = 0.

1
j L v =1im —dx— lim— l]

u—0* u—0" X

=1fm—(1—l)=+oo
u

u—0*

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

17. Evalde las integrales siguientes:

¥ Idx - c) .[4\/41_xdx=
2 1

D J et o [\ gdi=n L2

g) J.(x 2)2/3=63/5 h) J._ll%=+oo i) IOIHde=—1

7 joxlnxdx=—%

18. Halle el drea de la region comprendida entre la curva indicada y sus asintotas:

’b 2=4—X; 2 1
)y x )y x(1—x)

4
a) y2:4fx2

Respuestas: a) 4m; b) 4m; ¢) 21

19. Evalde las integrales dadas:

+oo 0 1 +oo 7}(
a) J‘l %=1 b) J‘-w(4‘—1xx)2=z ) J‘0 ¢erdv=1
6 dx  _ = dx _ 1 eV 2
d) L« 4-x)? st 9 |, xIn>x "~ In2 h L Jx e
oo 5 +oo 0
g) 'L' xe ¥dx=0 h) Lc ﬁ:% i) Lﬂ xe* dx=-1

1) J: Xerde=6

20. Halle el area de la region comprendida entre la curva indicada y su asintota:

1b)y= X ; — ypX212
iR v AR

a) y=
Respuestas: a) 4w; b) 1;¢) 2

21. Determine el drea de las regiones siguientes:

a) Por encima del eje x, bajo y= e 1_ 7Ya la derecha de x = 3.

b) Por encima del eje x, bajo y = +)2 y ala derecha de x =2

x(x—1

Respuestas: a)+In5;b) 1 —1n2



22,

23.

24,

25.

26.

27.

Demuestre que las areas de las regiones siguientes son infinitas:

a) Por encima del eje x, bajo y= — desde x = -2 hasta x = 2.

4
b) Por encima del eje x, bajo xy = 9 y ala derecha de x = 1.

Demuestre que el drea de la region en el primer cuadrante bajo y = e es 1, y que el volumen generado al girar

dicha region en torno al eje x es %

Establezca la longitud de arco indicado: a) 9y* = x(3 — x)%, una onda; b) x** + y** = ¢*3, toda la longitud,
¢) 9y* = x*(2x + 3), una onda.

Respuestas: a) 44/3 unidades; b) 6a unidades; ¢) 2¢/3 unidades

Demuestre que J'b( dx by converge para p < 1 y diverge hacia +eo parap = 1.
X—

Sea 0 < f{x) < g(x) para a < x < b. Considere que h’r? f(x)=+oy ll’IlI} g(x)=+eo (fig. 35.3). No es dificil

b b b
demostrar que si f g(x)dx converge, entonces _[ f(x)dx también lo hace y, de forma equivalente, si _[ f(x)dx

no converge, entonces J g(x)dx tampoco lo hace. Un resultado semejante se cumple para a < x < b, con lim

x—a*

remplazando a lim.
x—b

y

Y T

0 1 >
a > X
Fig. 35.3
A guisa de ejemplo, considere J(: % Para0<x<1,
—(1— 2 _ 1.1 1
=(1-0)d+x)(1+x*)<4(1-x) y T <=+
(' dx ' dx
Como Z-[om no converge, tampoco lo hace JO .
Ahora considere II dX _ Para0<x<1, Como J L converge, entonces __dx
0x2+/x X2+ \/— \/— Jx ’ 0x2+/x

también lo hace.

Determine si cada una de las integrales siguientes converge:

e*dx T4 CosX . T4 cos x
0 (<0 ] s o [
Respuestas: a)y c) convergen

Sea 0 < f(x) < g(x) para x = a. Considere también que hm f (x)= hm g(x) 0 (fig. 35.4). No es dificil demostrar
que, 51J. g(x)dx converge, J. f(x)dx también lo hace (y de forma equivalente, que s1_[ f(x)dx no converge,

entonces J. g(x)dx tampoco lo hace).
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28.

CAPITULO 35 Integrales impropias

Fig. 35.4

Como ejemplo, considere j IML Parax>1,

It +2x+6

también lo hace.

— 1L 1 puestoque r”ﬂ converge,

Xt +2x+6 X 1ox?

o

entonces f __dx
1 Jx*+2x+6

Determine si converge o no cada una de las integrales siguientes:

e dx

a) Ewﬁ; b [ eravo | N

Respuesta:  todas convergen

Defina la funcién gama I'(¢) = J.me”le”‘dx para ¢ > 0. Puede demostrarse que I'(¢) es convergente. (Esto se deja
como tarea para el estudiante.)

a) Pruebe que I'(1) = 1.
b) Pruebe que I'(2) = 1. (Sugerencia: aplique integracion por partes.)
¢) Pruebe que I'(# + 1) =1 I'(¢) para toda ¢ > 0. (Sugerencia: use integracion por partes.)

d) Use la respuesta del inciso ¢) para demostrar que I'(n + 1) = n! para todo entero positivo n. (Recuerde:



Aplicaciones de la integracion I111:
area de una superficie de revolucion

Si un arco de una curva gira en torno de una recta que no corta el arco, entonces la superficie resultante se
denomina superficie de revolucion. Por drea de superficie de tal superficie se entiende el area de su superficie
externa.

Sea funa funcién continua en [a, b] que es diferenciable en (a, b) y tal que f(x) = 0 para a < x < b. Entonces,
el area de superficie S de la superficie de revolucion generada al girar la grafica de fen [a, b] alrededor del eje
X se obtiene con la férmula

b d 2 b
S=277:Ly 1+(d—)yc) dx=2nL FEOT+ (£ ()2 dx (36.1)

Véase en el problema 11 una justificacion de esta féormula.

Hay otra férmula como la (36.1) que se obtiene cuando se intercambian los papeles de x y de y. Sea g una
funcién continua en [c, d] que es diferenciable en (¢, d) y tal que g(y) = 0 para ¢ <y < d. Entonces, el area de
superficie S de la superficie de revolucion creada por el giro de la grafica de g en [c, d] alrededor del eje y se
obtiene con la férmula:

2
S= 27zjjx 1+ (%) dy = 2njj eIT @) dy (36.2)

Asimismo, si una curva estd dada por ecuaciones paramétricas x = f{u), y = g(u) (véase el capitulo 37), y si el
arco desde u = u, hasta u = u, se gira en torno del eje x, entonces el drea de superficie de la superficie de revo-
lucidn resultante estd dada por la formula

w |(dxY  (dyY
S=27t_[u1 y (E) + (d—u] du (36.3)

En este caso se ha supuesto que f'y g son continuas en [u,, u,] y diferenciables en (u,, u,), y que y = g(u) 20 en
[u,, u,]. Otra férmula de este tipo se cumple en el caso de una revolucién en torno al eje y.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Determine el drea S de la superficie de revolucién creada al girar alrededor del eje x el arco de la parabola
y=12xdex=0ax=3.

Por derivacion implicita,

&&
1]
< |
<«
—_
+
~—
=
N——
v
Il
<
%)
|+
(O8]
o



CAPITULO 36 Aplicaciones de la integracion III: drea de una superficie de revolucion

Por (36.1)
S=2x j N2 27zj J12x+36 dx
=27(8(12x + 36)%)] =24(2\2 - )m
2. Determine el drea S de la superficie de revolucion creada al girar alrededor del eje yel arcode x=y*dey=0a
y=1.

le; 3y? y I+ ( Z;) =1+9y"*. Entonces, por (36.2)

S=27r.|:x1/1+9y4dy= 27r'|.;y31/1+9y“dy
=219y Gey)dy

2 B
=153+ 9y %]

T
8
_ _
= 2510410 - 1)

3. Establezca el drea de la superficie de revolucién creada cuando gira en torno al eje x el arcode y> +4x=21Iny
dey=1ay=3.
dx _ 2
S = 27(_[ y 1+(d ) dy= 27r.[ y—dy ﬂj 1+ y>)dy=

4. Halle el drea de la superficie de revolucion creada al girar un lazo de la curva 8a?y? = a*x* — x* alrededor del
eje x (fig. 36.1).

y
4 X
(0]
Fig. 36.1
2
. dy _ a’x=2x3 dx ) _ (a> —2x*)* _ (3a® —2x?%)?
AqUI, E— 8&12)) l+(dy) =1 8a2(a2_x2)_8a2(a2_x2)
Por tanto s=2z["2 1+(dy) de=on [N X322 g
d 2a\2  2a2a - x?

= ﬁj‘;(Saz —2x*)xdx = %n’az

5. Establezca el drea de la superficie de revolucién creada al girar en torno al eje x la elipse 2 1 6 yT =1

1 2 2
s=2n' y—“6y+xdx=£j4 J64 =3 dx
4 4y 2J4

(N—mwzsm (x*rm _8n(1+#n)

ZI

4



Halle el drea de la superficie de revolucién que se crea al girar alrededor del eje x la hipocicloide x = cos? 6,
y=asen’ 6.

La superficie requerida se forma por el giro del arco de 6 =0 a 6 =r. Se tiene que 39 =—3acos*0Osend,

dy A\ (DY oo g
70 =3a sen 9c0s9y(%) + 70 =9a? cos? Bsen’ 6 . Entonces,

P 2
S:2(27r)_[OAy (%) (219) do = 2(271')_[ (asen®0)3acos Osenb dO

_Ld’m (unidades cuadradas)

5

Halle el drea de la superficie de revolucién creada cuando se gira la cardioide x = cos 30 — cos 20, y =2 sen0
—sen 20 alrededor del eje x.

La superficie requerida se forma por el giro del arco de 6 =0 a 0 = &t (fig. 36.2). Se tiene que

d0__2sen9+23en20 %—20050 2c0s26,
y
A
0 »
0=m =0 > X
Fig. 36.2
y
2
( d)é) (2%) =8(1—senBsen20 — cosOcos20) =8(1 - cosH)

Entonces,

S= 271'.[:( 2senf —sen 20)(2\/5\/ 1—cosB)do

T

= Sﬁnj.:sen 6(1 — cos0)”:do = (%n(l —cos0)” ):|

0

_ 128z

5 (unidades al cuadrado)

Demuestre que el drea de la superficie de un cilindro de radio r y altura h es 2mrh.
La superﬁcie se crea cuando se gira alrededor del eje x la curvay =1 de x =0 ax = h. Como % =0,
X

1_'_(3))) =1 . Entonces, por (36.1),

h
S= ZEJ:rdx = 2ﬂ(rx)]0 =2nrh

Demuestre que el drea de la superficie de una esfera de radio r es 47r2.
El drea de la superficie se crea al girar en torno al eje x el semicirculo y=+/r> —x* de x=—-rax=r. Por
simetria, éste es el doble del drea de la superficie de x =0 a x = r. Como y* = 1> — x2,

d

y dy _ x dyy . x2_X+y? 2
i —2x Y, por tanto, pr y 1+(dx) —1+y2_ ——=—

y

2y—=

ugIaNjoN3J 3p 91o1y4adns eun ap BaJg :II] UIdBI633u] Bl 3p sauooedljdy  9¢ 0TNLIdYI



CAPITULO 36 Aplicaciones de la integracion I1I: drea de una superficie de revolucion

En consecuencia, por (36.1)

r 2 r r
S=2- 271'_[0 y I;—z dx = 47rr.[0 ldx= 47rrx]O =47r’

10. a) Demuestre que el drea de la superficie de un cono con base r y altura inclinada s (fig. 36.3) es mrs.
b) Demuestre que el drea de la superficie del tronco de un cono con bases r, y r, y altura inclinada u (fig.

36.4) es (r, + ry)u. (Observe que el tronco se obtiene al girar la altura de la pendiente en torno de la base
del tridngulo.)

u

r r O

Fig. 36.3 Fig. 36.4

1
1
)

a) Se corta el cono a lo largo de una altura inclinada y se abre como parte de un circulo de radio s (como
se muestra en la figura 36.5). Observe que la parte de la circunferencia cortada por esta regién es 27r (la
circunferencia de la base del cono). Ahora, el drea deseada S es la diferencia entre s> (el area del circulo

en la figura 36.5) y el drea A, de un sector circular con angulo central 6. El drea A, es %(nﬁ) = %Gsz .

Como el arco cortado por 0 es 21s — 27r, se obtiene 6 = M .Asi, A, = (s — r)s. Por lo tanto,

S = 1s> — (s — r)s = 7rs unidades al cuadrado.

<

Fig. 36.5

. . . u, u +u
b) De los tridngulos semejantes en la figura 36.4 se obtiene T‘ = ‘r— Entonces, rou, = ryu, + rju. Por
1 2
ru . . .
p L - Ahora, por el resultado del inciso a), el drea de la superficie de un tronco es 7r,(u, + u)
2N
— Ty = T(r, — r)u, + Tru = Tru + Tru = T(r, + r,)u unidades al cuadrado.

tanto, u, =



—e

11. Esboce una comprobacion de la férmula (36.1).
b—a

Supéngase que [a, b] se divide en n subintervalos iguales. [x,_,, x], cada uno de longitud Ax = .El
area de superficie total S es la suma de las dreas de superficie S, creadas por los arcos entre los puntos [x;_;,
fxD]y [x fix)], cada uno de los cuales es aproximado por el drea de superficie generada por el segmento de
recta entre [x,_;, fix,_ )]y [x, fix)]. La Gltima es el drea de un tronco de un cono. En la notacién de la figura
36.6, esto es, en virtud del problema 10b):

oG I\ o7 =2a{ LT o

Ahora, w, donde el promedio de f(x,_,) y f(x,) estd entre estos dos valores y por el teorema del

2
valor intermedio, es igual a f (x;) para algin x; en (x,;, x,). También, J(Ax) + (Ay)2 =,[1+ (%) Ax . Por

el teorema del valor medio, A _ f’(x,’f) para algtin x} en (x,,, x,). Entonces, S se aproxima por la suma
a 2
> 2mf () 1+ (£ (xf)) Ax
k=1

b
y es posible demostrar que esta suma puede realizarse arbitrariamente proxima a 271"[ Fl) 1+ ( f ’(x))2 dx.’
Por tanto, la dltima es igual a S. ‘

(xk,f(xk))
V' (4%’ — Awy)
Ay
(o1 S (1)) : Ar :
: : .
X-1 Xy
Fig. 36.6

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 12 a 20, determine el drea de la superficie de revolucion creada cuando gira el arco indicado
alrededor del eje indicado.

12. y=mxdex=0ax=2;ejex Respuesta:  4mm~/1+m?

¥ En general, puede probarse el resultado siguiente: teorema de Bliss. Sean /'y g son continuas en [a, b]. Se divide [a, b] en
subintervalos [x,_, x;], con a = x, < x, < ... <x, < by sea Ax =x;,—x,,. En cada [x,_,, x;], se escoge xz y x,’: . Entonces, la
n

suma de la aproximacién z f (x;: ) g(x,’f)A . X puede hacerse arbitrariamente préxima a Jb f(x)g(x)dx cuandon — +eo y

. = . .
haciendo que las longitudes maximas de los subintervalos tiendan a 0.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

CAPITULO 36 Aplicaciones de la integracion III: drea de una superficie de revolucion

yz%x3 dex=0ax=3;¢ejex
y=+x* dex=0ax=3;ejey

Un lazo de 8y* = x* (1 — x?); eje x
y=x/6+12xdex=1ax=2;¢ejey
y=Inxdex=1ax=7;ejey

Un lazo de 9y* = x(3 — x)*; eje y

Un arcode x=a (60— sen 0), y=a(l —cos 0); eje x

x:e’cost,y:e’sentdet:Oatz%

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta

Respuesta:

m(82+/82 - 1)/9

%ﬂl:9\/8_2+]n(9+ JS_Z)]

INE

15
(T+ln2)7r

[34J§ +1n(3+ 2J§)]n

2871\3/5

: 64ma’/3

2m\2(2e +1)/5

Determine el drea de la superficie de una zona cortada en una esfera de radio r por dos planos paralelos, cada

uno a una distancia de ~a del centro.

Respuesta:  2mar

Determine el drea de la superficie de un toro (rosquilla) creada al girar el circulo x*> + (y — b)*> = a? en torno al

eje x. Considere que 0 < a < b.

Respuesta:  4w’ab



Representacion parameétrica de
curvas

Ecuaciones paramétricas

Si las coordenadas (x, y) de un punto P en una curva estan definidas como funciones x = f(u) y y = g(«) de una
tercera variable o pardmetro, u, las ecuaciones x = flu) y y = g(u) se denominan ecuaciones paramétricas de
la curva.

EJEMPLO 37.1

a) x=cos 0y y=4sen? 0 son ecuaciones paramétricas, con parametro 6, de la pardbola 4x> + y = 4, ya que 4x* +
y=4cos* 0+ 4sen”> =4,

b) x=41r yy=4-7esotrarepresentacion paramétrica, con pardmetro ¢, de la misma curva.

Noétese que el primer conjunto de ecuaciones paramétricas representa sélo una parte de la pardbola [fig.
37.1a)], en tanto que la segunda representa toda la curva [fig. 37.1 b)].

(b)

Fig. 37.1

EJEMPLO 37.2

a) Las ecuaciones x = rcos Oy y = r sen 0 representan el circulo de radio r con centro en el origen, como x* + y*
=r?cos? O+ r? sen’ 0 = r? (cos® 0 + sen’ 0) = 2. El pardmetro 6 puede considerarse el dngulo del eje x positivo
al segmento desde el origen hasta el punto P en el circulo (fig. 37.2).

b) Lasecuaciones x =a + rcos 8y y=b + rsen 0 representan el circulo de radio r con centro en (a, b), ya que
(x—a)*+ (y—b)>=r*>cos? 0+ 1> sen® 6 = r* (cos® 6 + sen” B) = r%.

—



M CAPITULO 37 Representacién paramétrica de curvas

P(x, y)

\
=

Fig. 37.2

Supdngase que una curva se define mediante un par de ecuaciones paramétricas x = f{u) y y = g(«). Entonces,

2
la primera y la segunda derivada % y % estan dadas por las férmulas siguientes:

dy_(dv) [ dv
dx ~\ du du
dy _dy dx

Esto se sigue de la férmula de la regla de la cadena = de du

ey_(d () fdv
dx* | dul dx du

. . d (dy
Esto se sigue de la férmula de la regla de la cadena d_u(a)

(37.1) Primera derivada

(37.2) Segunda derivada

_ &y dx
T A du’

Longitud de arco para una curva paramétrica

Si una curva estd definida por ecuaciones paramétricas x = f(r) y y = g(#), entonces la longitud del arco de la
curva entre los puntos correspondientes a los valores pardmetro ¢, y 7, es

oo l(dxY dy :
L= . (E) +(E) dt

Esta férmula puede comprobarse por un argumento semejante al de la férmula de la longitud de arco
(29.2).

PROBLEMAS RESUELTOS

dy d*y .
1. HalleEny);51x=t—sent,y=1—cost.

dx
dt

sen
l—cost’

d
—1—costy D —sent. Por G7.0). 5=

€ Entonces,

d(dy)_(1—cos t)(cos t)—(sent)(sen t)
dx

dt B (1-cos 1)?

_cost—(cos?t+sen’t)  cost—1 1

(1—cos t)? T (1-cost)? cost—1




Por tanto, por (37.2)

dy 1 _ 1
dx? _cost—l/(l_COSI)__(l—cost)2

@, d?y ‘ —
2. Resuelva -~ e six=e'cost,y=e'sent.
dx _ dy cos ¢ +sent
Y "(cost—sent) y—- i = "(cos t +sen t). Por (37. 1), dx = osi—seni’ Entonces,

d(dy (cos t —sen t)? — (cos t +sen r)(—sent — cos )
dr\ dx (cos t —sen t)?

_(cost—sent)* +(cost+sent)’  2(cos’t+sen’t)
(cos ¢ —sen £)? (cos t —sen t)?

_ 2
" (cos t —sen t)?

Asi, por (37.2),

2

d’y 2
e'(cost—sent)

—=—/e’ (cost—sent)=

dx*  (cos t—sen t)?

3. Encuentre una ecuacién de la tangente a la curva x = Vi y=1- % en el punto donde ¢ = 4.

% 2\1/— y Z); =1+ 2113,2 Por (37. 1) D _oJr + . Entonces, la pendiente de la tangente cuando ¢ = 4 es
24 +4 =" Cuando t=4,x=2yy=1. Unaecuacién de la tangente es y — 3 = 2 (x—2).

4. Laposicion de una particula que se mueve a lo largo de una curva esta dada en el tiempo ¢ por las ecuaciones
paramétricas x =2 —3 cos #, y = 3 + 2 sen ¢, donde x y y se miden en pies y 7 en segundos (fig. 37.3). Obsérvese
que (x—2)*++(y—3)* =1, de manera que la curva es una elipse. Determine: a) la razén de cambio en
tiempo de x cuando ¢ = 7/3; b) la razén de cambio en tiempo de y cuando ¢ = 57/3; ¢) la razén de cambio en
tiempo del d4ngulo de inclinacién 0 de la tangente cuando ¢ = 27/3.

d d
ﬂ =3senty d_)t) =2cos t. Entonces, tan@ = d_fc =Zcott,

dr —
a) Cuando ¢ —% dx 3\/— pies/s
d
b) Cuandot= STE, d_)t} =2(+)= 1 pies/s

de _ —3csc’t  —besc’t
Ydr T 1+4cott’t T 9+4cot’t”

¢) O=tan"'(3cot t). Entonces

Fig. 37.3
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5.

6.

CAPITULO 37 Representacion paramétrica de curvas

—6(2/\/3)?
Cuando 7 = 2;- Cé? ﬁ = %4{ Luego, el angulo de inclinacién de la tangente es decreciente

a razén de 4t radianes por segundo.

Determine la longitud de arcode lacurvax=r*yy=rder=0ar=4.

dx 2 dy _ =3y (dx) + ﬂ2=4t2+9t4=4t2(l+2t2)
dr > dt dt dt 4" )

Entonces,

4 4
= jo 2t 1+%f2df=%j0 A +2)2(31) dt

=42(1+3)7] =437 - 1)

Halle 1a longitud de un arco de la cicloide x=0—sen 6, y=1-cos Oentre 6=0y 6 =2m.

dx

2
70 =1-cos0 d—gzsene y (ﬂ) + (dy) =(1-c0s0)? +sen’ 0 =2(1 — cos0) = 4sen? (g) Entonces,

do do

4 0 0 2
L= 2J.0 sen(j)de = —4003(5)] =—4(cosm —cos0)=8

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 7 a 11, determine a) )

7. x=2+4+ty=1+¢ Respuestas: a) 2t; b) 2

8. x=t+1l/t,y=t+1 Respuestas:  a) /(2 — 1); b) 28/(> — 1)?
9. x=2sent,y=cos?2t Respuestas: a) -2 sen t; b) —1

10. x=cos’ 6, y=sen* 0 Respuestas:  a) —tan 6; b) 1/(3cos* 0 sen 6)
11. x=a(cos ¢+ ¢ sen ¢), y = a(sen ¢ — ¢ cos ¢) Respuestas:  a) tan ¢; b) 1/(a¢ cos® @)

12. Establezca la pendiente de la curva x = e cos 2t, y = e sen 2¢ en el punto 7 = 0.

13.

14.

Respuesta: -2

Determine las coordenadas rectangulares del punto mds alto de la curva x = 96z, y = 961 — 167, (Sugerencia:
halle 7 para el y mdximo).

Respuesta: (288, 144)

Determine las ecuaciones de la tangente y la normal de las curvas siguientes en los puntos determinados por el
valor dado del pardmetro:

a) x=3e,y=5¢"ent=0
b) x=acos*6,y=asen*BOen 9:%
Respuestas: a) 3y +5x=30,5y—-3x=16;b) 2x+2y=a,y=x



15.

16.

Encuentre una ecuacion de la tangente en cualquier punto P(x, y) de la curva x = a cos® t, y = a sen® . Muestre
que la longitud del segmento de la tangente cortada por los ejes de coordenadas es a.

Respuesta:  xsent +ycost= %sen 2t

Para la curvax =2 — 1, y = £ — t, halle los puntos en los que la tangente es @) horizontal y b) vertical.
Demuestre que en el punto donde la curva se corta a si misma, las dos tangentes son perpendiculares entre si.

Respuesta: a)t= ig; b)yt=0

En los problemas 17 a 20, encuentre la longitud del arco especificado de la curva dada.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

Elcirculox=acos 6,y=asen 8de 6=0a 0=2m.

Respuesta:  2ma

x=¢e'cost,y=e'sentder=0ar=4.

Respuesta: NOIGES)

x=Iny1+7*,y=tan'tder=0ar=1.

Respuesta:  In(1+ 2 )

x=2cos B+ cos20+1,y=2sen 0+ sen 26.

Respuesta: 16

La posicion de un punto en el instante 7 estd dado como x = +¢%, y = 4 (61 +9)*> . Determine la distancia que se
desplazael puntode r=0ar=4.

Respuesta: 20

Identifique las curvas dadas por las ecuaciones paramétricas siguientes y escriba las ecuaciones para las curvas
en términos de x y y:

a) x=3t+5,y=4t-1 Respuesta: linea recta: 4x — 3y = 23
by x=t+2,y=¢ Respuesta: pardbola: y = (x —2)?

¢) x=t-2,y= t—LZ Respuesta:  hipérbola: y = %+ 1

d) x=5cost,y=5sent Respuesta: circulo: x* + y* =25

(CG) Use una graficadora para hallar las graficas de las curvas parametricas siguientes:

a) x=0+sen6,y=1-cos 0 (cicloide)

b) x=3cos’0,y=3sen’ 0 (hipocicloide)

¢) x=2coth y=2sen’0 (bruja de Agnesi)
36 36>

d) x= a+6° y= a+0% (folio de Descartes)
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Curvatura

Derivada de la longitud de un arco

Sea y = f(x) que tiene una primera derivada continua. Sea A(x,, y,) un punto fijo en su grafica (fig. 38.1) y sea s
la longitud de arco medida desde A hasta cualquier otro punto P(x, y) en la curva. Se sabe que, por la férmula

(29.2),
1 LY
S = J‘xo 1+(E) dx

si se selecciona s para que crezca con x. Sea Q(x + Ax, y + Ay) un punto en la curva cercano a P. Sea As la
longitud de arco de P a Q. Entonces,

ds As dy :
— =i — =+ _
dx nglo Ax — 1+( )

y de forma semejante,

ds As dx Y
— =1 — =+ _
dy =AM Ry = 1+(dy)

El signo mas o menos se obtiene en la primera férmula segiin s aumente o disminuya al crecer x, y en la segunda

férmula segtn s aumente o disminuya al crecer y.

y
A

O + Ax,y + Ay)\

Fig. 38.1

Cuando una curva estd definida por ecuaciones paramétricas x = flu) y y = g(u),

ds . As dx Y dy :
du = AT A = (w) +(W)

Aqui, el signo mds o menos se obtiene seglin s aumente o disminuya al crecer u.

@ —



Para evitar la repeticion de signos ambiguos, se supondrd de aqui en adelante que la direccién en cada arco
se ha fijado de manera que la derivada de la longitud de arco sea positiva.

Curvatura
La curvatura K de una curva y = f{x) en cualquier punto P de ella se define como la razén de cambio de la
direccion de la curva en P, es decir, del dngulo de inclinacién 7 de la tangente en P, respecto a la longitud del
arco s (fig. 38.2). Intuitivamente, la curvatura indica cuan rapido estd girando la tangente. Asi, la curvatura es
grande cuando la curva se dobla de forma pronunciada.

y
A

o
Fig. 38.2
Como férmulas de curvatura se obtienen:
4 A &y
P [
k= ds _Er_{}) As — PR g (38.1)
(1 +(_y) J
dx
o en términos de y,
d*x
T2
K= (38.2)

Para ver una demostracién repase el problema 13.
K se define a veces como positiva. Si suponemos esto, entonces el signo de K deberia ignorarse en lo sucesivo.

El radio de curvatura

. . 1| .
El radio de curvatura R en el punto P sobre una curva se define mediante R = ‘? , siempre que K # 0.
El circulo de curvatura
El circulo de curvatura, o circulo osculador de una curva en el punto P, es el circulo de radio R, que se encuentra
en el lado concavo de la curva y tangente a P (fig. 38.3).

y
A

Fig. 38.3
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mi CAPITULO 38 Curvatura

Para construir el circulo de curvatura, en el lado céncavo de la curva se traza la linea normal al punto P y en
él se tiende un segmento PC de longitud R. El punto C es el centro del circulo requerido.

El centro de curvatura
El centro de curvatura para un punto P(x, y) de una curva es el centro C del circulo de curvatura P. Las coorde-
nadas (o, ) del centro de curvatura se obtienen con

dzy/dx dzy/dx2

oa=x—

0 por

dx ) dx (dx)z
= —— |1+ 5
C I

=t gy PTY T T day

En el problema 9 se brindan m4s detalles.

La evoluta

La evoluta de una curva es el lugar geométrico de los centros de curvatura de la curva dada (problemas 11 y
12).

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Encuentre :ﬁ en P(x, y) en la pardbola y = 3x%.

ds 2 _

= 1+( ) = J1+(6x)2 =/1+36x2
2. Determme Zs en P(x, y) en la elipse x* + 4y* = 8.

Como 2x+8y—— Zy 0, Zg; 4_xy y % = _4_xy' Entonces,

L (DY Zqp x X6 3230 ds _ [32-3x°
dx 16y~ 16y  32—4x Y dx \32-4x°

1+(ﬂ)2=1+ 16y _ X +16y> _ 243y g5 [243)°

dy XX 2 2-yr Y iy TN 2=y

3. Halle Zg en P(x, y)enlacurvax=sec Oyy =tan 6.

2 2
ds _ (ﬂ) +(%) = /sec?Otan? 0 + sec* O = IsecHl \/tan? 6 + sec? O

do do



Las coordenadas (x, y) en pies de una particula mévil P estan dadas porx =cost— 1y y=2sen ¢+ 1, donde ¢
es el tiempo en segundos. ;A qué velocidad se mueve P a lo largo de la curva cuando a) t = 57/6, b) t = 57/3,
¢) P se desplaza a su velocidad maxima y a su velocidad minima?

2
%: (%) +(Zt) =+Jsen?r +4cos?t =+/1+3cos’¢

_sm ds_ (3B
a) Cuando = 3 7 1+3(4]— > pies/s .

b) Cuando ¢ = 577: % =1+ 3(%] = pies/s
¢) SeaS=<>=41+3cos’t. Entonces, ZS M . Al despejar % =0 se tienen los ndmeros criticos

t=0, n/2, ny3mn/2.

Cuando =0y 7, la velocidad == ds =/1+3(1)= 2 pies/s es maxima. Cuando ¢ = 7/2 y 37/2, la velocidad

dr
ds
@ = =,/1+3(0) =1 pies/s es minima. La curva se muestra en la figura 38.4.
| y
t= 27T A

Determine la curvatura de la pardbola y> = 12x en los puntos: a) (3, 6); b) (3, =3); c) (0, 0).

2
ﬂ=§; entonces, 1+(ﬂ) —1+36 4y _ iﬂ:—?’—?
y dx

dx ydx y? dx ¥
dy dy _ 1 _-1/6 _ 2
a) En(3,6): 1+(dx) =2 y W__g,entonces,l(_ 32 =4
2 2
(3,3 14 (D) 2 d’y _4 _4/3 45
b) Enla 14+ i =5y g 3,entonces,K 52 75

¢) En(0,0), dynoes‘[adeﬁmda Perog %] 0, 1+(Z;)—1 Ldiyzzzé y K:-%.

Encuentre la curvatura de la cicloide x = w —sen 8y y = 1 — cos 6 en el punto mas alto de un arco (fig. 38.5).

einenin) 8¢ 0INLIAYI



CAPITULO 38 Curvatura

Para determinar el punto mas alto en el intervalo 0 < x < 27, dy/d6 = sen 6, de manera que el valor critico
en el intervalo es x = 7. Como d?y/d®* = cos 6 < 0 cuando 6 = 7, el punto 6 = 7 es un punto méaximo relativo y
constituye el punto mas alto de la curva en el intervalo.

Para hallar la curvatura,

dx _q_ dy _ dy _ senf ﬂ_i( sen6 )d_@__ 1

dg ~ 1~ cos0, do =50 T T-cos0’ 7= 40\ T=cosB) dx = (1=cos)
_ ﬂ_ sz_ 1 K=-1

En 6=m, dx_o’ﬁ__zy 7

Encuentre la curvatura de la cisoide y*(2 — x) = x* en el punto (1, 1) (fig. 38.6).

> <

(1, 1)

Fig. 38.6
Al derivar implicitamente la ecuacién dada respecto a x se obtiene

=2+ (2-x) 2yy' =347 )

“2yy"+ (2 —0)2yy" + (2 - X)2(y)* — 2yy' = 6x 2

De (1), parax=y=1,-1+2y'=3yy'=2. De forma semejante, de (2), parax=y =1y y'=2, se tiene que
y" = 3. Entonces, K =3/(1+4)¥> =35/25 .

Encuentre el punto de médxima curvatura en la curvay = In x.

y_1 &y _ 1 __=x _ ,dK_ 22-1
b x Y 5= = Entonces, K = 1+ x2)7" y & A+
o 1 . 1 In2
El valor critico es, por tanto, x = —=. EI punto requerido es | —=,— === |.
p 2 p q (\/E 2 )

Establezca las coordenadas del centro de curvatura C de la curva y = f{(x) en un punto P(x, y), donde y'# 0
(fig. 38.3).

El centro de curvatura C(o, ) queda: (1) en la recta normal en P y (2) a una distancia R de P medida hacia
el lado céncavo de la curva. Con estas condiciones se obtienen, respectivamente,

SN T I | R &
ﬁ y= y'(a x) y (O( x) +(ﬂ y) R (y//)z

De la primera, o, — x = —y’(3 — y). Al sustituir en la segunda se obtiene

273 "o
8-yt =EGEE y portanto, gy =202




Para determinar el signo correcto, nétese que cuando la curva es céncava hacia arriba, y"” > 0, y como
C estd por encima de P, B —y > 0. Entonces, el signo apropiado en este caso es +. (Demuestre que el signo
también es + cuando y" < 0.) Entonces,

1+(y)?

’ n2
B=y+ % y azx_y[1+§,y)]

y

10. Determine la ecuacion del circulo de curvatura de 2xy + x + y = 4 en el punto (1, 1).

Al derivar se obtiene 2y + 2xy’'+ 1 +y'=0. En (1, 1), y'=-1y 1 + (¥)*> = 2. Al derivar de nuevo se obtiene
4y'+2xy"+y"=0.En (1, 1), y" = %. Entonces,

K:%, R:%, a:l—%:%, B=1+7r=3
La ecuacion requeridaes (x — 0)> + (y = B’ =R’ 0 (x—3)*+(y—3)>=2 .
11. Determine la ecuacion de la evoluta de la pardbola y? = 12x.
En P(x, y):
& _6_\3 1+(ﬂ)2:1+3_6:1+; &y _ 36__ 3
&=y &)= Ty T @ T Ty T
Entonces
S 171 S N 3 L I
y
s

Las ecuaciones 0. = 3x + 6 y B = —y%/36 pueden considerarse ecuaciones paramétricas de la evoluta con x y
v, ligadas por la ecuacién de la pardbola, como pardmetros. Sin embargo, es relativamente sencillo eliminar los

pardmetros. Asf, x = (0. — 6)/3 y y =—3/36f3, y al sustituir en la ecuacién de la pardbola queda

B6B)** =4(a.—6) o 81B*=4(o—6)°

En la figura 38.7 se presentan la pardbola y su evoluta.

Fig. 38.7
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CAPITULO 38

12. Determine la ecuacion de la evoluta de la curva x = cos 0+ O sen 6, y = sen 6 — 6 cos 0.

En P(x, y):

dx _ &y _ dy _ d’y _ sec’® _sec’®

de—ecose, de—esene, P =tané, 7 " Bcos6- 6
Entonces

_ . tan@sec’f _ _
a=x (sec* 0)/0 =x —0sen6 =cosO
y
sec’ 6

ﬁ=y+W:y+GCOSGZSCHG

y o= cos 6, B =sen 6 son ecuaciones paramétricas de la evoluta (fig. 38.8).

y

\
&e}é\‘%\\ ‘

1

d .
Evoluta QJI
(circulo)

Fig. 38.8

13. Compruebe la formula (38.1)

tan 7 es la pendiente de la recta tangente y, por tanto,

% =tant. Entonces, %(a) = %(%) %
En consecuencia,

d(dr) di_op dt
dx( ) =sec’ T

dx | ds ds
Esto da
Ay 1 [ (#)].d
dx? 2 dx ds’
1+(%
dx
de donde
dry
dt dx?

Curvatura



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 14 a 16, halle 45 y 45
n los problemas 14 a aedxydy
ds 5 ds 5
14. > +y*=25 Respuesta: ——= o=
Y P A" s dy T 5y
23 Lods ds _ N4+
15. y*=x Respuesta: p i 4+9x, &= Byr
dg‘ ds 1/3
16. x*P +yPR =ag*’ Respuesta: === (alx)"?, % = (Z)
y P A dy y
ds
En los problemas 17 a 18, encuentre o
_ Cods _ xt+1
17. 6xy=x*+3 Respuesta: ;== 22
2 3 . dS‘ —
18. 27ay*=4(x—a) Respuesta: o Jx+2a)/3a
En los problemas 19 a 22, encuentre %
19. x=£~,y="r Respuesta: 4 +9t>
20. x=2cost,y=3sent Respuesta: J4+5cos’t
21. x=cost,y=sent Respuesta: 1
22. x=cos’t,y=sen’t Respuesta: 3sen2t

23. Halle la curvatura de cada curva en los puntos dados:

a) y=x3enx=0,x=1,x=-2 b) x*=4dayenx=0,x=2a
c) y=senxenx=0,x=1rx d y=e“enx=0

Respuestas: a) 0, 2/2, —4~/17/289; b) 1/2a,J2/8a; ¢) 0, -1; d) -2

24. Demuestre: a) que la curvatura de una linea recta es 0; ) que la curvatura de un circulo es numéricamente el
reciproco de su radio.

25. Determine los puntos de maxima curvatura de a) y = e*; b) y=$x>.

Respuesta:  a) x=—+In2;b) x= 51%

26. Halle el radio de la curvatura de

a) xX*+xy>-6y>=0en (3, 3).
b) x=2atan 0,y =atan’®Oen (x,y).
¢) x=acos* 0, y=asen*Oen (x,y).

Respuestas: a) 5J5:b) 2a |sec® 6]; ¢) 2a(sen* 6 + cos* H)*?

eimeadng 8¢ 01NLIdVI



27.

28.

29.

CAPITULO 38 Curvatura

Determine el centro de la curvatura de a) problema 26a); b) y = sen x en un punto maximo.

Respuestas: a) C(-7, 8); b) C(%, ())

Encuentre la ecuacién del circulo de curvatura de la pardbola y*> = 12x en los puntos (0, 0) y (3, 6).

Respuesta:  (x—6)* +y*=36; (x— 15)* + (y + 6)> = 288

Determine la ecuacién del circulo de la evoluta de a) 6% + a*y* = a*b?; b) x¥* + y3 + a¥*; ¢) x =2 cos t + cos 2t,
y=2sent+sen2t.

Respuestas:  a) (a0)? + (bB)** = (a> — b»*>; b) (o + B)* + (0. — B)** = 2a*"; ¢) =% (2cost —cos2s),
B=1(2sent—sen2rt)



Vectores en un plano

Escalares y vectores

Cantidades como el tiempo, la temperatura y la rapidez, que tienen sélo magnitud, se denominan escalares. Por
otra parte, cantidades como la fuerza, la velocidad y la aceleracién, que tienen tanto magnitud como direccion,
se denominan vectores. Los vectores se representan geométricamente por segmentos de recta dirigidos (flechas).
La direccion de la flecha (el angulo que forma con alguna recta dirigida fija en el plano) es la del vector, y la
longitud de la flecha representa la magnitud del vector.

Los escalares se denotardn con letras, a, b, c,... en tipo ordinario; los vectores se simbolizardn con letras en
negritas a, b, c..., 0 mediante una expresion OP [donde se considera que el vector va de O a P [fig. 39.1a)]. La
magnitud (longitud) de un vector a u OP se representa por lal o por |IOPI.

Dos vectores a y b son iguales (lo que se escribe a = b) si tienen la misma direccién y magnitud. Un vector
cuya magnitud es la de a, pero cuya direccion es opuesta a la de a, se denomina negativo de a y se representa
como -a [fig. 39.1a)].

Si a es un vector y k es un escalar positivo, entonces ka se define como un vector cuya direccién es la de a
y cuya magnitud es k veces la de a. Si k es un escalar negativo, entonces ka tiene direccion opuestaaladeay
su magnitud es Ikl veces la de a.

También se considera que un vector cero 0 con magnitud 0 y sin direccion se define-0=0,0a=0y k0 = 0.

A menos que se indique de otro modo, un vector dado carece de una posicién fija en el plano, por lo que
puede moverse en desplazamiento paralelo como se desee. En particular, si a y b son dos vectores [figura
39.1b)], pueden colocarse de manera que tengan un punto inicial o final comun P [figura 39.1¢)] o de forma
que el punto inicial de b coincida con el punto terminal o extremo de a [figura 39.1d)].

P
B
A b
a —a b
//r y
a A
a
P a
P
0 a=>b

(@) ) (© (@)

B

Fig. 39.1

Suma y diferencia de dos vectores

Siay b son los vectores de la figura 39.1b), su suma a + b se obtiene de cualquiera de estas dos formas, ambas
equivalentes:

1. Trazando los vectores como en la figura 39.1¢) y completando el paralelogramo PAQB de la figura 39.2a).
El vector PQ es la suma requerida.

2. Trazando los vectores como en la figura 39.1d) y completando el tridngulo PAB de la figura 39.2b). Ahi el
vector PB es la suma requerida.

De la figura 39.2b) se deduce que es posible desplazar tres vectores para formar un tridngulo, siempre que
uno de ellos sea la suma o el negativo de la suma de los otros dos.

—e»



CAPITULO 39 Vectores en un plano

(b) (c) (d)
Fig. 39.2
Si ay b son los vectores de la figura 39.1b), su diferencia a — b se halla por cualquiera de estas dos formas
equivalentes:

1. Delarelacién a—b =a + (-b) como en la figura 39.2¢).
2. Trazando los vectores como en la figura 39.1¢) y completando el tridngulo. En la figura 39.2d), el vector

BA=a-b.

Si a, by ¢ son vectores, las leyes siguientes son validas:
Propiedad (39.1) (ley conmutativa) a+b=b+a
Propiedad (39.2) (ley asociativa) a+(b+c)=(a+b)+c
Propiedad (39.3) (ley distributiva) k(a+b)=ka+ kb

Véase los problemas 1 a 4.

Componentes de un vector
En la figura 39.3a), sea a = PQ un vector y sean PM y PN otras dos rectas cualesquiera dirigidas hasta P. Se
construye el paralelogramo PAQB. Entonces

a=PA +PB

y se dice que a se ha resuelto en las direcciones PM y PN. PA y PB se llamaran las componentes de un vector
de a en el par de direcciones PM y PN.

Considérese el siguiente vector a en un sistema de coordenadas rectangulares [figura 39.3b)], que tiene las
mismas unidades de medida en los dos ejes. Se representa con i el vector que va de (0, 0) a (1, 0) y con j el
vector que va de (0, 0) a (0, 1). La direccién de i es la del eje positivo x y la de j es la del eje positivo y, y ambos
son vectores unitarios, es decir, vectores de magnitud 1.

Desde el punto inicial P y el punto terminal Q de a se trazan las perpendiculares al eje x, que lo cortan en M
y N, respectivamente, y al eje y, que lo cortan en Sy 7, respectivamente. Ahora, MN = a,i, cuando a, positivo,
y ST = a,j, con a, negativo. Entonces: MN = RQ = a,i, ST =PR = a,j, y

a=qji+a,j (39.1)
A
N
a,) a
\ 4  /
T~~~ 0
©, 1) i |
. 1
i3, 0) al -
0i M N

(a) (b)

Fig. 39.3



Sean a,iy a,j las componentes vectoriales de a.” Los escalares a, y a, se denominaran componentes escala-
res (0 componentes x y componentes y o, simplemente, componentes) de a. Notese que 0 = Oi + 0j.

La direccién de a estd dada por el dngulo 6, con 0 < 6 < 27, medido en sentido contrario al de las manecillas
del reloj desde el eje x positivo hasta el vector. Entonces,

lal=/a? + a2 (39.2)

tan = % (39.3)
1

con el cuadrante de 8 determinado por

a,=lalcos 6, a,=lalsen 6

Sia=a,i+ a,jyb=D>bi+ b,j, entonces se cumple lo siguiente:

Propiedad (39.4) a=bsiysélosia,=b,ya,=b,
Propiedad (39.5) ka = ka\i + ka,j

Propiedad (39.6) a+b=(a, +b)i+ (a,+Db,)j
Propiedad (39.7) a-b=(a,-b)i+ (a,—b,)j

Producto escalar (o producto punto)

El producto escalar (o producto punto) de vectores a 'y b esta definido por

ax b = lallbl cos 6 (39.4)

donde 6 es el dngulo mas pequefio entre dos vectores cuando se trazan con un punto inicial comun (fig. 39.4).

También se define: ax0=0xa=0.

B
b
0 A
P a
Fig. 39.4

A partir de las definiciones es posible demostrar las propiedades siguientes del producto escalar:

Propiedad (39.8) (ley conmutativa) axb=bxa

Propiedad (39.9) axa=laPyla|=va-a

Propiedad (39.10) axb=0siysoélosi(a=00b=0o0aes perpendicular a b)
Propiedad (39.11) ixi=jxj=1yixj=0

Propiedad (39.12) axb=(ai+aj)*x b+ b,j)=ab, +a,b,

Propiedad (39.13) (ley distributiva) ax(b+c)=axb+axc

Propiedad (39.14) (@a+b)x(c+d)=axc+axd+bxc+bxd

“ No es necesario indicar un par de direcciones (como OM y OT), ya que quedan determinadas por el sistema de coordenadas.
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CAPITULO 39 Vectores en un plano

Proyecciones escalar y vectorial

En la ecuacion (39.1), el escalar a, se denomina proyeccion escalar de a sobre cualquier vector cuya direccion
sea la del eje x positivo, en tanto que el vector a,i es la proyeccion vectorial de a sobre cualquier vector cuya
direccién sea la del eje x positivo. En general, para cualquier vector b no cero y cualquier vector a, se define

b como la proyeccion escalar de a en b b )b como la proyeccion vectorial de a en b (repase el
a. Bl proy >y |a- Pl bl proy p

problema 7). Nétese que cuando b tiene la direccion del eje x positivo, Tl =i

Propiedad (39.15) axb es el producto de la longitud de a y la proyeccién escalar de b en a. De igual forma,
a x b es el producto de la longitud de b y la proyeccién escalar de a en b (fig. 39.5).

Derivacion de funciones vectoriales
Considere que la curva de la figura 39.6 se define por las ecuaciones paramétricas x = f{u) y y = g(u). El vector

r=xi+yj = floi + guw)j

que une el origen al punto P(X, y) de la curva se denomina vector de posicion o radio vector de P. Es una funcién
de u. [De aqui en adelante, utilizaremos la letra r exclusivamente para los vectores de posicion. Asi, a = 3i + 4j
es el vector “libre”, mientras que r = 3i + 4j es el vector que une el origen con P(3, 4).]

La derivada dr de la funcioén r respecto a u se define como lim IM
du Au0 Au
El célculo directo da:
dr dx, .
G (39:5)

Sea s la longitud de arco medida desde un punto fijo P, de la curva de manera que s aumenta con u. Si Tes

. dr . o
el angulo que forma —— con el eje x positivo, entonces

du
_( ) /() oy ;
tanT = ( il i la pendiente de la curva en P

y

A dr

dy . dr.

du T du

P, S dx
— du
r
X

o

Fig. 39.6



— e

Ademis, % es un vector de magnitud
dr dx )’ P ds
cuya direccion es la de la tangente a la curva en P. Es usual representar este vector con P como su punto ini-

cial.
Si ahora la variable escalar u se toma como la longitud de arco s, entonces la ecuacién (39.5) se vuelve

_dr_dc. dy,
=T a )

39.7)
2 2

La direccion de t es 7, mientras que su magnitud es (ﬁ) + (ﬁ) , lo que resulta igual a 1. Entonces,
t = dr/ds es un vector tangente unitario a la curva en P.

Asi, t es un vector unitario, t y dt/ds son perpendiculares (problema 10). Se representa con n un vector unita-
rio en P que tiene la direccion dt/ds. Cuando P se mueve a lo largo de la curva que se muestra en la figura 39.7,
la magnitud t permanece constante; por tanto, dt/ds mide la razén de cambio de la direccién de t. Entonces, la
magnitud de dt/ds en P es el valor absoluto de la curvatura en P, es decir, ldt/ds| = K], y

dt
& =IKIn (39.8)
Ay
n

_ P!

r

x‘

5 >

Fig. 39.7

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Compruebe quea+b=D>b +a.
De la figura39.8,a+b=PQ=Db +a.

Fig. 39.8

2. Compruebe que (a+b)+c=a+ (b +c).
De la figura 39.9, PC =PB + BC = (a + b) + ¢. También PC=PA + AC=a + (b + ¢).
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CAPITULO 39 Vectores en un plano

Fig. 39.9

Sean a, b y c tres vectores que comienzan desde P tales que sus puntos finales, A, By C, quedan en una recta,
como se muestra en la figura 39.10. Si C biseca a BA en la razén x:y, donde x + y = 1, demuestre que ¢ = xa + yb.

Observe que

c=PB+BC=b+x(a-b)=xa+(1-x)b=xa+yb

Como ejemplo, si C biseca a BA, entonces c=1+(a+b) yBC=ZL(a—b).

Fig. 39.10

Demuestre que las diagonales de un paralelogramo se bisecan entre si.

Sean las diagonales que se intersecan en Q como se muestra en la figura 39.11. Como PB = PQ + QB =
PQ - BQ, hay nimeros positivos x y y tales que b =x(a + b) —y(a—b) = (x—y)a + (x + y)b. Entonces, x + y =
1yx—y=0.Portanto, x=y=7%,y Q es el punto medio de cada diagonal.

c

Fig. 39.11

Para los vectores a = 3i + 4j y b = 2i — j, determine la magnitud y la direccion de a) ay b; b)a+b;c) b —a.

a) Paraa=3i+4j:lal=/a? +a} =3*+4? =5;tanB=a,/a,=% y cos@ =a,/lal =% ; entonces, O es un
angulo del primer cuadrante y es 53° 8.

Parab=2i—j: Ibl=4+1=4/5; tanf=—1y cosf=2//5 ; 6=360° - 26° 34" = 333°26’.



b) a+b=(3i+4j) + (2i—j) = 5i + 3j. Entonces, la + bl =+/52 + 32 =+/34. Como tan6 = $ycosO =%,

6=30°58".
¢) b-a=(2i-j)— (3i+4j)=—i-5j. Entonces, Ib —al = +/26. Como tan 6= 5y cos8 = —1/~/26 , 6 =258°
41",

6. Demuestre que la mediana a la base de un tridngulo is6sceles es perpendicular a la base (fig. 39—12, donde lal = Ibl).

Fig. 39.12

Del problema 3, como m biseca la base, m =1 (a+b) . Entonces,
m-(b—-a)=%(a+b)-(b—a)
=l(@-b-a-a+b-b-b-a)=%(-b-a-a)=0
Por tanto, la mediana es perpendicular a la base.

7. Sib es un vector no cero, descompdn un vector a en componentes a, y a,, paralelo y perpendicular,
respectivamente, a b.

En la figura 39.13 se tiene que a = a, + a,, a, = cb y a, X b = 0. Por tanto, a, =a —a, = a — cb. Ademas,

a,xb=(a-cb)xb=axb-cbl’?=0,donde c= Tb'lg). Entonces,
‘b _ _ a-b
al:Cb:?be y az—a—cb—a—wb

Elescalara- 2 esla proyeccién escalar de a en b. El vector (a . %) % es la proyeccion vectorial de a en b.

Ibl

a

Fig. 39.13

8. Descomponga a = 4i + 3j en las componentes a, y a,, paralela y perpendicular, respectivamente, a b = 3i + j.

a-b_12+3_3
Del problema 7, ¢ = BE - 10 "~ 2 Entonces,

a,=cb=3%i+3j y a,=a—a, =—}i+3j
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CAPITULO 39 Vectores en un plano

9. Sia=fi(wi+/fi(u)jyb=g i+ g,(n)j, muestre que —— i (a b)= da b+ a Z}:

Por la propiedad 39.12, a x b = (fi(w)i + f,(w)j) X (g,(w)i + g,(w)j) =f,g, + f>&». Entonces,

b= G+ f s G e 2
()22
(dﬁﬁﬁ ) (gi+g.d)+ (£, i+ f,wj)- ( +%j)
=8 sy A2

10. Sia=f,(wi + f,(u)j es de magnitud constante diferente de cero, muestra que a - da _ =0 vy, por tanto, cuando

du
da no es cero, a 'y Za son perpendiculares.

du
Sea lal = ¢. Entonces, a X a = ¢2. Por el problema 9,
da da
du(aa) a+ad Zadu =0
Entonces, a -% =0.

11. Dado r = (cos? 0)i + (sen? 8)j, para 0 < 0 < 71/2, halle t.

Puesto que %cosze =—2cosfOsenf =—sen20 y Wsen2 6 =2senBcosfO =sen20, la ecuacion (39.5) da

dr

- =—(sen20)i+(sen20)j

En consecuencia, por la ecuacion (39.6)

_|dr|_ |dr dr
%“d@‘ 0 dg =2 sen20

por la propiedad 39.12. Entonces,

12. Dadox=acos® 0, y=asen®0,0< 6<n/2, halle t y n cuando 6 = n/4.

Se tiene que r = a(cos® 0)i + a(sen? 0)j. Entonces,

dr

- =—3a(cos? O)(send)i+3a(sen’ O)(cos6)j y d@ ‘d@‘ 3asenBcos O
Por tanto,
t=49r- %fb—e = —(cos)i+(senB)j y % = ((senB)i+ (cos6) j)%

_ 1 . 1 .
= 3acos0 ' T 3asend?




13.

14.

15.

En 0 = n/4,

oLy Lgdt V2, V2 _‘ﬂ‘_L _Ldt_ 11
RN RN - £ S VR i S Ik PR T 7 L
Demuestre que el vector a = ai + bj es perpendicular a la recta ax + by + ¢ = 0.
Sean P,(x;, y,) y P,(x,, ¥,) dos puntos distintos sobre la recta. Entonces, ax, + by, + c=0y ax, + by, + ¢ =
0. Al restar la primera y la segunda se obtiene

a(x, —x) + b(y,—y)) =0 (D

Ahora
a(x, —x;) + b(y, — y,) = (ai + bj) X [(x; — x)i + (v, — y)ij]

=axPPp,

Por (1), el lado izquierdo es cero. Entonces, a es perpendicular (normal) a la recta.

Use métodos vectoriales para hallar:

a) Laecuacién de la recta que pasa por P,(2, 3) y es perpendicular a la rectax + 2y + 5 = 0.

b) La ecuacion de la recta que pasa por P,(2, 3) y P,(5,-1).
Tome P(x, y) como otro punto en la recta requerida.

a) Porel problema 13, el vector a =i + 2j es normal a la recta x + 2y + 5 = 0. Entonces P\P = (x — 2)i +
(y—3)j es paralela a a si (x — 2)i + (y — 3)j = k(i + 2j) para algtin k escalar. Al igualar los componentes
se obtiene x — 2 = ky y — 3 = 2k. Si se elimina &, se tiene la ecuacion requeriday — 3 =2(x — 2), o el
equivalente, 2x —y—1=0.

b) Setiene PP =(x-2)i+ (y-3)jyP,P,=3i-4j. Ahora a = 4i + 3j es perpendicular a P,P, y, por tanto, a
PP Entonces, 0 =a x P,P = (4i + 3j) X [(x — 2)i + (y — 3)j] y, de forma equivalente, 4x + 3y — 17 = 0.

Emplee métodos vectoriales para hallar la distancia del punto P,(2, 3) desde la recta 3x + 4y — 12 = 0.

En un punto conveniente sobre la recta, como A(4, 0), se construye el vector a = 3i + 4j perpendicular a la
recta. La distancia requerida es d = IAP,| cos 0 en la figura 39.14. Ahora a X AP, = lal IAP,| cos 6 = lald. Por
tanto,

_a AR Gitd)) (2i+3) _ 6+12_6
lal 5 5 5

d

A4, O)/

Fig. 39.14

16. El trabajo realizado por una fuerza expresada como vector b al mover un objeto a lo largo del vector a se

define como el producto de magnitud b en la direccion de a y la distancia que se desplazo el objeto. Halle el
trabajo realizado al mover un objeto a lo largo del vector a = 3i + 4j si la fuerza aplicada es b = 2i + j.

El trabajo realizado es

(magnitud de b en la direccion de a) X (distancia movida) = (Iblcos 6) lal =b x a = (2i + j) X (3i + 4j) = 10
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CAPITULO 39 Vectores en un plano

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

17. Dados los vectores a, b y ¢ de la figura 39.15, construya: a) 2a; b) =3b; c¢) a+2b;d)a+b —c; e) a—2b + 3c.

18. Demuestre que la recta que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es paralela a la del tercer lado
y equivale a la mitad de su longitud (fig. 39.16).

19. Sia, b, ¢, d son lados consecutivos de un cuadrildtero (fig. 39.17), pruebe que a + b + ¢ + d = 0 (Sugerencia:
sean Py Q dos vértices no consecutivos.) Exprese PQ de dos formas.

Fig. 39.15 Fig. 39.16

Fig. 39.17

20. Demuestre que si se unen los puntos medios de los lados consecutivos de un cuadrildtero cualquiera, el
cuadrildtero resultante es un paralelogramo (fig. 39.18).

21. Use la figura 39.19, donde lal = Ibl es el radio de un circulo y pruebe que el dngulo inscrito en un semicirculo
es un dngulo recto.

Q
!
o
v
S

Fig. 39.19

22. Halle la longitud de cada uno de los vectores siguientes y el dngulo que forman con el eje x positivo: a) i + j;

b)—-i+j;0)i+3j;d)i—+/3j

Respuestas: a)x/z Gz%ﬂ;b)\/i, 02%; 02,0=£:d)2, 92%



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Demuestre que si se obtiene u al girar el vector unitario i en sentido contrario al de las manecillas del reloj en
torno del origen hasta el dngulo 6, entonces u =1i cos 6 + j sen 6.

Aplique la ley de los cosenos en tridngulos para obtener a - b =lallbl cos@ = 4 (lal* + Ibl> —lcl?).

Escriba cada uno de los vectores siguientes en la forma ai + bj:

a) El vector que une el origen con P(2, —3).

b) El vector que une P,(2, 3) a P,(4, 2).

¢) El vector que une P,(4, 2) a P,(2, 3).

d) El vector unitario en la direccion de 3i + 4j.
e) El vector con magnitud 6 y direccién 120°.

Respuestas: a) 2i—3j; b) 2i—j; ¢) 2i+ j; d) 2i+4j; e) -3i+3/3]

Aplique métodos vectoriales para deducir la férmula de la distancia entre P,(x,, ¥,) y Py(x,, y,).

Dados 0(0, 0), A(3, 1) y B(1, 5) como vértices del paralelogramo OAPB, halle las coordenadas de P.

Respuesta: (4, 6)

a) Determine k de forma que a = 3i + 2j y b =1 + kj sean perpendiculares. b) Escriba un vector perpendicular
aa=2i+35j.

Demuestre las propiedades (39.8) a (39.15).
Determine la proyeccion vectorial y la proyeccion escalar de ben a, dado: a)a=i-2jyb=-3i+j;b)a=

2i+3jyb=10i+2j.

Respuestas: a) —i + 2j, —/5; b) 4i + 6j, 213

Demuestre que tres vectores a, b, ¢, después de desplazamientos paralelos, formaran un tridngulo siempre que:

a) uno de ellos sea la suma de los otros dos, 0 b)) a+ b + ¢ =0.

Pruebe que a = 3i — 6j, b =4i + 2j y ¢ = —7i + 4j son los lados de un tridngulo rectingulo. Compruebe que:
el punto medio de la hipotenusa equidista de los vértices.

Halle el vector unitario tangente t = dr/ds, dado: a) r = 4i cos O+ 4j sen 0; b) r = €% + ¢7%; ¢) r = 0i + 6.
egi—e‘ej ) i+20j
e
\/eze +e20 \/1+492

Respuestas: a) —isen 6+ j cos 6; b)

a) Determine n para la curva del problema 33a); b) calcule n para la curva del problema 33c¢); ¢) encuentre
tyndadas x=cos 0+ 0Osen Oy y=sen 8- 6cos 6.

26 ;. 1
+46>  J1+462

Respuestas: a) =1icos 60— j sen 6; b) 7 J;o)t=icos O+ jsen O, n=—isen O+ jcos @
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Movimiento curvilineo

Velocidad en el movimiento curvilineo

Considere un punto P(x, y) que se mueve a lo largo de una curva con las ecuaciones x = f{f) y y = g(t), donde ¢
es el tiempo. Al derivar el vector de posicidn se obtiene

r =i+ (40.1)
respecto a t, se obtiene el vector velocidad

_dr _dx. dy., . .
v=—r=itorj=vitej (40.2)

_dx _dy
donde U= YU =

La magnitud de v se denomina rapidez y estd dada por

vi=+v-v = v} +v] =%

La direccién de v en P estd en la tangente a la curva en P, como se muestra en la figura 40.1. Si T representa
la direccién de v (el dngulo entre v y el €je x positivo), entonces tan 7= v,/v,, y el cuadrante es determinado por
v, =|v|cos Ty v, =|v|sen T.

\ 4
Y
=

Fig. 40.1

Aceleracion en el movimiento curvilineo
Al derivar (40.2) respecto a f se obtiene el vector de aceleracion:
o dv _dr_dx, &y

Tdr T dr? T dr? T dr?

j=aitaj (40.3)

@ —



2 2
donde a = % ya,= % . La magnitud de a se obtiene con

lal=va-a = [a’+a]

La direccién ¢ de a estd dada por tan ¢ = a,/a,, y el cuadrante es determinado por a, = |a| cos ¢ y a, = |a| sen ¢
(fig. 40.2).

Fig. 40.2

Componentes tangencial y normal de la aceleracion
Por la ecuacion (39.7),

dr_drds_ ds
dt —ds dt ™ " dt

- (40.4)

Ent _dv_ ds dtds_ d’s dt(ds ’
nHonees, =gt taaT e o\ @

d*s dsY
-t = 40.5
tdt2+|Kln(dt) (40.5)
por (39.8).

La ecuacioén (40.5) descompone el vector aceleracién en P a lo largo de los vectores tangente y normal. Las
componentes se llaman a, y a,, respectivamente, y para sus magnitudes se tiene que

1o L(dsY _ v
ylal=R\a ) =R

donde R es el radio de curvatura de la curva P (fig. 40.3).

En virtud de que lal’=a} +a’ = a’ + a, se obtiene

2

S
dt?

la,| =

2 _qal2 _ 2
a:=lal> —a;

como segunda forma de determinar |a,,|.

0 071N1IdVJ
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CAPITULO 40 Movimiento curvilineo

Fig. 40.3

=tbt=%

PROBLEMAS RESUELTOS
Analice el movimiento descrito por las ecuaciones x = cos 27t, y = 3 sen 27t. Determine la magnitud y la

1.
direccion de los vectores de velocidad y aceleracion cuando a) ¢
El movimiento es a lo largo de la elipse 9x? + y* = 9. Comenzando (en ¢ = 0) en (1, 0), el punto en

movimiento recorre la curva en sentido contrario al de las manecillas del reloj:
r = xi+ yj=(cos2mt)i+ (3sen2rnt)j

V= % =vi+v j=—(2msen2m)i+ (67 cos2mr)j

a= fl—j = a,i+a,j= (47> cos 27)i—(127sen270)j
v=—\3ri+31j y a=-27%-6377

Ivl=v-v = (=/37) +(3r)* =237

a) Ent=
B U1
tan‘L'—Ux— V3, cost= vi= 2
Luego, 7= 120°.
lal = a-a = [(-272)? + (=6/37%)* =471
5 S
tang= " =33, cosp=ir= N

Entonces, ¢ =259°6°.
v=\Bri-37j y a=2m%+6\31%

by Enr=%
lvi=23m, tant=—3cosT=1

S

1L

Por tanto, 7= 3
lal=477% tan@p=3+3, cosp=
NG p=33 =55



2.

Entonces, ¢ =79°6".

5, —10V6)

Fig. 40.4

Un punto recorre en sentido contrario al de las manecillas del reloj el circulo x* + y* = 625 a velocidad |v| = 15.
Halle 7, |a|, y ¢ en: a) el punto (20, 15) y b) el punto (5,-104/6) . Apoye su labor en la figura 40.4.

Al utilizar las ecuaciones paramétricas x = 25 cos 0y y = 25 sen 0 se tiene que en P(x, y):

r=(25cos )i+ (25sen 0)j
_dr __ i ind6

V== [(—25sen B)i + (25 cos 0)j] d
=(-15senB)i+15cos 0)j
—dv _y_ - ind6

a=-,-= [(—15 cos B)i — (15 senB)j] d
=(-9cos0)i—(9sen 0)j

ya que |v| = 15 equivale a una rapidez angular constante de ‘Zl—? = %

a) Enel punto (20, 15), senf@=2y cos@ = £. Asi,
v=-9i+12j, tant=-%, cost=-2. Entonces 7=126°52’

a=—2Li-2j, lal =9, tanp=2, cos = +. Entonces ¢@=216°52’

b) En el punto (5, —10\/6) ,senf = —%\/g y cosO = 1. Luego,
v=6y6i+3j, tant=+/6/12, cosT=2+/6. Entonces T= 11° 32’

a=-2i+8./6j, lal=9, tanp=-26, cosp=—1. Entonces p=101°32’

Una particula se mueve sobre el arco del primer cuadrante de x* = 8y de manera que v, = 2. Halle |v|, 7, |a|] y ¢
en el punto (4, 2).
Al utilizar las ecuaciones paramétricas x = 46, y = 262, se tiene que

— 407 2% _ 440 . de .
r=40i+20%j vy v_4dtl+49dt']

0 07IN1IdVJ
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CAPITULO 40 Movimiento curvilineo

Como v, —46‘16 =2 ‘ltE 1ese obtiene
—;. i —_L.
v 91+2J y a iR

En el punto (4, 2), 6 = 1. Entonces,
v=2i+2j, IvI=2J2, tant=1, cost=1+2. Portanto, 1=+7

a=—i, lal=1, tangp=0, cos¢p=-1. Porende ¢=m

Determine las magnitudes de las componentes tangencial y normal de aceleracién para el movimiento x = ¢
cos ty y = e'sen ¢ en cualquier instante .

Se tiene:
r=xi+ yj= (e cos Di + (¢ sen 1)j
v = ¢'(cos t —sen 1)i + e'(sen £ + cos 1)j

a =-2¢(sen 1)i + 2¢'(cos 1)j

Entonces, |a| = 2¢'. También, % =lvl=+/2¢' yla,l= d’s|_ J2e' . Finalmente,

2
dt?
la,|=[lal? —a? =/2¢

Una particula se desplaza de izquierda a derecha a lo largo de la parabola y = x? con rapidez constante 5.
Determine la magnitud de las componentes tangencial y normal de la aceleracién en (1, 1).

ds

Como la rapidez es constante la,| =

(1+0))" _5J5 '

es, entonces, R = =
b 9 Iy//l 2

=0.En(l,1),y'=2x=2yy"=2.Elradio de curvatura en (1, 1)

Por tanto, la,| = R =25 .

La fuerza centrifuga F' (en libras) ejercida por una particula en movimiento de peso W (en libras) en un punto

de su trayectoria estd dada por la ecuacion F = W la,|. Halle la fuerza centrifuga ejercida por una particula

que pesa 5 libras en los extremos de los ejes mayor y menor cuando realiza la trayectoria eliptica x = 20 cos t,
= 15 sen 1, con medidas en pies y segundos. Sea g = 32 pies/s>.

En este caso se tiene:
r = (20 cos 1)i + (15 sen 1)j
v = (=20 sen 0i + (15 cos 1)j
a =-20(cos 7)i— 15(sen 1)j

Entonces,

ds

ar =|vI=+/400sen?s + 225 cos*t s _ 175 sent cost

Y d” T 400 sent + 225 cos't

En los extremos del eje mayor (=00t = m):

lal=20, la,l _‘ili =0, la|=+20"-0>=20 y F=+(20)=%1libras
En los extremos del eje menor ( ) :

la| =15, |a|=0, |a|=15 y F=+(15)=2% libras



Sean las ecuaciones del movimiento de un proyectil x = vt cos w, y =v,f sen Y —+ 12, donde v, es la velocidad
inicial, y es el dngulo de proyeccidn, g = 32 pies/s?, y x y y estdn medidos en pies y ¢ en segundos. Determine
a) la ecuacion de movimiento en coordenadas rectangulares; b) el rango; c) el angulo de proyeccién para el
rango maximo, y d) la rapidez y la direccién del proyectil después de 5 segundos de vuelo si v, = 500 pies/s y
v =45° (fig. 40.5).

y

Yo

¥

X
o
Fig. 40.5
a) Se despeja en la primera ecuacién r = —=>— vy se sustituye en la segunda:
U, cos Y

2 2
= X -1 X = &
Y= vocosylsem// zg(vocosy/) xtany 2v; cos’y

b) Sedespejareny=uv,tseny—+gt* =0y setiene =0y 7= (2v, sen W)/g. Para la dltima, se obtiene

2u,seny  vgsen 2y
8 g

Rango=x=v,cosy

202 cos?2
c) Para que x sea un méximo,j—i/:%wzo;por tanto, cos 2y=0y Yy =+47.

d) Parav,=500y ¥ =%m, x=25042¢ yy=2502¢—16¢ . Entonces,

v, =2502 'y v, =25042-32t
Cuando 1 =5, v, =250y2y v, = 2502 — 160 . Luego,

v
tantT = ”—y =0.5475 . Entonces, 7=28°42"y Ivl= v} +v] =403 pies/s

X

Un punto P se mueve en un circulo x = r cos 3, y = r sen 3, con rapidez constante v. Demuestre que si el radio
vector de P se mueve con velocidad angular @y aceleracién angular o, a) v = r, y b) a=ryo* + o .

dp ap

a) vx=—rsenﬂw=—ra)senﬂ y vy:rcosﬁwzrwcosﬂ
Entonces, v= \/vf to] = \/( risen’ B+ r? cos’ B)w* =ro
dv d
b) a = th =—r@ cosﬂd—?— rsenﬂ”él—(;) =—rw’cos f — racsenf
dv dp d
=2 —_ &P a0 _ _ .02
a,=— re senf3 T +rcosf i re? sen B+ rocos B

Luego, a:\/af,+a\2_ = (@ +a) =o' +o?

0¥ 01NLIdVI
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CAPITULO 40 Movimiento curvilineo

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Determine la magnitud y la direccién de la velocidad y la aceleracion en el instante ¢, dados:

a) x=e,y=e"—4e'+3;ent=0 Respuesta: a)IVI:\/§,1'=296"34’; laj=1,¢=0

by x=2-t,y=2F-t;ent=1 Respuesta:  b) 1vI=+/26, 7=101° 19", la| =12, p=1 7

¢) x=cos3t,y=sent,ent=+7 Respuesta: c)|v|=\/§,‘c= 161° 34" Ia|=x/ﬂ,¢=353°40’
d) x=e'cost,y=e'sent;ent=0 Respuesta: d)\vl=+2, T=1r; la|=2, =737

Una particula se mueve sobre el arco del primer cuadrante de la pardbola y* = 12x con v, = 15. Halle v, [v| y T,
ya,a,lal,y ¢en(3,06).

Respuesta: v, =15, vl= 15v2, 7= +m;a,=0,a,=-75/2, |a|=75/2, ¢ = 37/2

Una particula se mueve a lo largo de la curva y = x*/3 con v, = 2 en todo momento. Halle la magnitud y la
direccidn de la velocidad y la aceleracién cuando x = 3.

Respuesta: |v=2/82, 1=83°40; |a| =24, p=11

Una particula se mueve alrededor de un circulo de 6 pies de radio a una rapidez constante de 4 pies/s.
Determine la magnitud de su aceleracion en cualquier posicion.

Respuesta: |a| =0, |a| = |a,| = 8/3 pies/s’

Determine la magnitud y la direccién de la velocidad y la aceleracion, asi como las magnitudes de las
componentes tangencial y normal de aceleracion en el instante ¢, para el movimiento:

a) x=3t,y=9r-3"ent=2
b) x=cost+tsent,y=sent—tcost,ent=1

Respuestas: a) lvl= W2, 1="Tn/4; la| =6, ¢ =3m/2; la,| =la,l= 32 ;
by[v|=1,7=1;lal=/2, $= 102°18"; |a| = |a,| = 1

Una particula se mueve a lo largo de la curva y = 4 x* — 4 de manera que x = 4r*, para t > 0. Halle v, v, [v| y 7,
a,a,|aly ¢;|a|y |a,| cuando £ = 1.

Respuesta: v,=1,0,=0,|v|=1,7=0:a,=1,a,=2, lal= J5, ¢ =063°26; |a|=1,|a,|=2

Una particula se mueve a lo largo de y = 2x — x? con v, = 4 en todo momento. Calcule las magnitudes de las
componentes tangencial y normal de aceleracién en la posicién a) (1, 1) y b) (2, 0).

Respuestas: a) |a| =0, |a,|=32;b) lal=64/ J5, la,|= 3245

Si una particula se mueve en un circulo de acuerdo con las ecuaciones x = r cos @r, y = r sen ®r, demuestre
que su rapidez es r.

Demuestre que si una particula se mueve con rapidez constante, entonces sus vectores velocidad y aceleracion
son perpendiculares y reciprocamente pruebe que si sus vectores velocidad y aceleracion son perpendiculares,
entonces su rapidez es constante.



Coordenadas polares

La posicién de un punto P en un plano puede describirse por sus coordenadas (x, y) respecto de un sistema de
coordenadas rectangulares. Su posicién también puede determinarse al seleccionar un punto fijo O, especifi-
cando la distancia dirigida p= OP 'y el dngulo € que forma OP con una semirrecta fija OX (fig. 41.1). Este es
el sistema de coordenadas polares. El punto O se denomina polo y OX, eje polar.

P(p. 6)

Fig. 41.1

A cada par de nimeros (p, ) le corresponde un punto tnico. Lo contrario no es cierto. Por ejemplo, (1, 0)
y (1, 27) describe el mismo punto en el eje polar y a una distancia 1 del polo. Ese mismo punto también co-
rresponde a (-1, 7). [Cuando p es negativo, el punto correspondiente a (p, 6) se obtiene de esta forma: el eje
polar OX se gira @radianes (en sentido contrario al de las manecillas del reloj si @es positivo, y en el sentido
de las manecillas si @es negativo) hasta una nueva posicion OX'y luego se mueve |pl unidades en la semirrecta
opuesta a OX'.]

En general, un punto P con coordenadas polares (p, €) también puede describirse por (p, 8+ 2nn) y
(-=p, 6£(2n + 1)7), donde n es cualquier entero no negativo. Ademads, el polo mismo corresponde a (0, 6), con
@ arbitrario.

EJEMPLO 41.1.  En la figura 41.2 se muestran varios puntos y sus coordenadas polares. Observe que las coorde-

nadas polares del punto C son (1, 37”)

Una ecuacion polar de la forma p = f(6) o F(p, 6) = 0 determina una curva, que consta de todos los puntos
que corresponden a los pares (p, 6) que satisfacen la ecuacién. Por ejemplo, la ecuacién p = 2 determina el
circulo con centro en el polo y radio 2. La ecuacién p = -2 determina el mismo conjunto de puntos. En general,

T
l(2,7)

(1,3m) T
4 (1.7

-
1,0)

& (1,37
Cm( 2)

Fig. 41.2 @



CAPITULO 41 Coordenadas polares

una ecuacién p = ¢, donde ¢ es una constante, determina el circulo con centro en el polo y radio Icl. Una ecua-
cién €= c designa la recta que pasa por el polo y que se obtiene al girar el eje polar ¢ radianes. Por ejemplo, &
= 772 es la recta que pasa por el polo y es perpendicular al eje polar.

Coordenadas polares y rectangulares

Dados el polo y el eje polar, se establece un sistema de coordenadas rectangulares donde el eje polar es el eje
X positivo y el eje y es perpendicular al eje x en el polo (fig. 41.3). Asi, el polo se halla en el origen del sistema
rectangular. Si un punto P tiene coordenadas rectangulares (x, y) y coordenadas polares (p, ), entonces,

x=pcos @ y y=psend (41.1)
Estas ecuaciones implican
p=r+y y =1 (41.2)
YA
i (P(x.y)
7
_____________ /o | .
01 x
Fig. 41.3

EJEMPLO 41.2. Considérese la curva polar p = cos 6. Al multiplicar por p se obtiene p* = p cos 6. Por tanto, x*
+ y? = x se cumple para las coordenadas rectangulares de los puntos sobre la curva. Ello equivale a x> —x +y* =0, y

al completar el cuadrado respecto a x se obtiene (x —+)? + y> = & . Por consiguiente, la curva es el circulo con centro
en (4, 0) y radio 3. Nétese que cuando @ varfa de 0 a 7/2, el semicirculo superior se traza de (1, 0) a (0, 0), y luego
cuando @varfa de % a zel semicirculo inferior se dibuja de (0, 0) de vuelta a (1, 0). Todo este trayecto se traza una
vez mas cuando @varia de 7a 2z Como cos ftiene un periodo de 27, se ha descrito completamente la curva.

EJEMPLO 41.3. Considérese la parabola y = x*. En coordenadas polares, se obtiene p sen 8= p? cos* 8y, por
consiguiente, p = tan @sec 6, que es una ecuacion polar de la pardbola.

Algunas curvas polares tipicas

a) Cardioide: p=1 + sen O (fig. 41.4a).

b) Caracol: p=1+ 2 cos O(fig. 41.4 b).

¢) Rosa con tres pétalos: p=cos 38 (fig. 41.4c¢).
d) Lemniscata: o> = cos 20 (fig. 41.4d).

En un punto P sobre una curva polar, el dngulo yque va del radio vector OP a la tangente PT a la curva (fig.
41.5) se calcula con la férmula:

P

L., donde p'= dp (413)

dae
tanl//zp%: %

Para ver una demostracién de esta férmula, véase el problema 1. La tangente { es muy importante en las
coordenadas polares, similar a la de la pendiente de la tangente en las coordenadas rectangulares.



(@) ()

(©)

@)
Fig. 41.4

Angulo de inclinacion
El dngulo de inclinacién 7de la tangente a una curva en un punto P(p, 6) de ésta se encuentra dado por:

pcos@+ p'senf

—psenf +p’'cosH (@1.4)

tant =

Para leer una demostracion de esta ecuacién véase el problema 4.

Puntos de interseccion

Algunos o todos los puntos de interseccion de dos curvas polares p=f,(6) y p=1,(6) (o ecuaciones equivalentes)
pueden hallarse despejando

£1(0) =1,(6) (41.5)

saJejod sepeusaplo0) T 0INLIAYI



CAPITULO 41 Coordenadas polares

P(p, 0)
p ¥
.
0 i \ x
T
Fig. 41.5

EJEMPLO 41.4. Determine los puntos de interseccion de p=1+sen 8y p=5—3 sen 6.

Al hacer 1 + sen =5 —3 sen dse obtiene sen &= 1. Entonces, p=2y 6 = Z. Eldnico punto de interseccion es
2— . Nétese que no es necesario indicar el nimero infinito de los otros pares que de51gnan el mismo punto.

Como un punto puede representarse por mds de un par de coordenadas polares, la interseccién de dos curvas
puede contener puntos para los cuales ningtin par de coordenadas polares satisfaga (41.5).

EJEMPLO 41.5. Determine los puntos de interseccion de p=2sen2 8y p=1.
La solucién de la ecuacién 2 sen 20= 1 es sen260 =+ y, por tanto, dentro de [0, 27), 8= Z, 3z, Lz Uz Se han
hallado cuatro puntos de interseccién: (1, 75), (1, 3%), (1, Ly y (1, 1), Pero el circulo p =1 también puede represen-
9z 23

HyE

Iz 1z

tarse como p = —1. Ahora, despejando 2 sen 26 = —1 se obtiene sen26 = —1, por lo que 6 =14, 1, . Asi, se

obtienen cuatro puntos mas de interseccion (=1, 7%), (-1, ), (-1, ) y (-1, 5 =
Cuando el polo es un punto de interseccion, puede no aparecer entre las soluciones de (41.5). El polo es un
punto de interseccion cuando existe 6, y & tal que f,(6)) = 0 =£,(6).

EJEMPLO 41.6. Determine los puntos de interseccién de p=sen 8y p = cos 6.

De la ecuacién sen €= cos @ se obtienen los puntos de interseccion (—‘ZQ ff) (—L —E) Sin embargo, ambas
curvas contienen el polo. En p = sen 6, el polo tiene coordenadas (0, 0), mientras que en p = cos 6, el polo tiene
coordenadas (0, %).

EJEMPLO 41.7. Determine los puntos de interseccion de p = cos 28y p = cos 6.
De la ecuacion cos 26= cos 8y observando que cos 20 =2 cos*’6d— 1 se obtiene 2 cos®> —cos 6—1=0y, por

consiguiente, (cos €— 1)(2 cos 8+ 1)=0. Asi, cos =10 cosf =—1. Luego, =0, 2%, 2z, lo que resulta en los puntos
de interseccion (1, 0), ( 53 ) y (—l %7—7) Pero el polo también es un punto de interseccion, que aparece cuando

0, 5 Zyen p=cos 28y cuando (0, &) en p = cos 6.

Angulo de interseccion
El dngulo de interseccion, @, de dos curvas en un punto comiin P(p, 6) que no sea el polo estd dado por

tany, —tany,
AN 0= T an Y, tany,

(41.6)

donde ¥, y ¥ son los dngulos que van desde el radio vector OP hasta las rectas tangentes respectivas de las curvas
en P (fig. 41.6). Esta féormula proviene de la identidad trigonométrica para tan (¥ — ¥5), ya que ¢= ¥ — ¥.

C,
¢,
P( . 0)

¥

T, T,

Fig. 41.6
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EJEMPLO 41.8.  Determine los dngulos (agudos) de interseccién de p=cos 28y p = cos 6.
Los puntos de interseccion se hallaron en el ejemplo 7. También se necesita tan ] y tan ¥;. Para p = cos 6, con
la férmula (41.3) se obtiene tan ; = —cot 6. Para p = cos 26, la férmula (41.3) resulta en tan ¥, = —+cot26 .
En el punto (1, 0), tan y; = —cot 0 = = y de igual forma, tan ¥, = co. Entonces Y, = Y/, = % y, por tanto, ¢= 0.
1 2 3
En el punto (—7, Tﬂ), tany, = \/T§ ytany, = _\/T— . Entonces, por (41.6),

_(313)+(3/6) _3/3
@ne=""T"q6) -5

y, por consiguiente, el dngulo agudo de interseccion ¢ = 46° 6'. Por simetria, éste también es el dngulo agudo de

interseccién en el punto (_E’ 4?”)

En el polo, en p=cos 6, el polo estd dado por 6 = LZI En p=cos 26, el polo esta dado por 0 = % y o= 34_” Asi,

en el polo hay dos intersecciones y el dngulo agudo es de % en ambas.

La derivada de la longitud de arco
La derivada de la longitud de arco estd dada por

ds
TO:W (41.7)

d
donde p'= d_g y se entiende que s aumenta con 6. En el problema 20 se presenta la demostracion correspon-
diente.

Curvatura
La curvatura de una curva polar estd dada por

2 20’ 2 _ ”

En el problema 17 se presenta la demostracion respectiva.

PROBLEMAS RESUELTOS

, tany = pd8 — P ap
1. Deduzca la férmula (41.3): tany = p dp~p’ donde p 0
En la figura 41.7, Q(p + Ap, 6+ A6) es un punto en la curva proximo a P. Con base en el tridngulo
rectangulo PSQ,
sen A@
anA=SP ___SP___ psen A _ psen AGQ _ P~—A0
T SO T 00-08S p+Ap—pcosAB T p(1—cosAO)+Ap T 1—cosAO , AP
P7a6 "9

Cuando Q — P alo largo de la curva, A6 — 0, 0Q — OP, PQ — PTy LA — L.

Fig. 41.7
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CAPITULO 41 Coordenadas polares

Cuando A9 —s 0, 140 4 1-cos A§

AQ y A — 0. Entonces, ) o
tanl//= gé%tanlzm=p%

En los problemas 2 y 3 use la férmula (41.3) para determinar tan ¥/ para la curva dada en el punto indicado.

2. p=2+cos fen 9=%(ﬁg.41.8).
En 9:%, p=2+4%=3 p'=—senf=—

3 _p__5
YTl
y
A

/TN

Fig. 41.8
3. p=2sen36en 6="7 (fig. 41.9).

En =", p=2%=\/§, p'=6cos30=6(—%)=—3\/§ ytanl//z%:—%.
y
T

Q
4
=

Fig. 41.9

pcosf + p'send

4. Compruebe la formula (41.4): tanT = m

De la figura41.7, 7= w+ 0y

do , senf

tany +tan@ pdp+cose
1—tanytan6 — 1— .46 senf
dp cos6

tan T = tan(y + 0) =

dp
~ pcose+d—0sen0_ pcosB+ p'send

—psenf +p' cosO

Z—gcose — psenf
5. Demuestre que si p = f{(6) pasa por el polo y 6, es tal que f{§,) = 0, entonces la direccién de la tangente a la
curva en el polo (0, 6) es 6, (fig. 41.10).

En (0, 6), p=0,y p'=f(6).Sip'#0

tant =

pcos@+ p'send 0+ f(6)sen, — tan®
—psenO@+p’cos® 0+ f'(6,)cos6, anb

Si p'=0,



. f'(B)senf _
tan7 = 313911 F(0)cos0 tan 6,

Fig. 41.10

En los problemas 6 a 8, determine la pendiente de la curva indicada en el punto dado.

6. p=1-cos fen 0=%(fig. 41.11).

P
7
r—\ N
o
Fig. 41.11
En 92%,
sen #=1, cos #=0, p=1, p'=sen =1
y

_ pcosO@+p'senf  1-0+1-1 _
tanT_—psen9+p'cosG_—1-1+1-0_ !
7. p=cos38fen el polo (fig. 41.12).

Cuando p=0, cos 36= 0. Entonces 30 = %,

~-1/3.

S
-

3 Sm, g
20 V0=

%, %, Por el problema 5, tant = 13, y

Fig. 41.12

8. pb=aen 9=%.

,, 9
En 0="7, senf=%, cos6=4, p==-9y p=—£ =7 Entonces,

pcos@+p'send 3.3
—psen@+p’cosd [3r+3

tant =

saJejod sepeuaploo) Ty 0INLIAVI



CAPITULO 41 Coordenadas polares

9. Investigue p =1 + sen @para las tangentes horizontales y verticales (fig. 41.13).

a)

Fig. 41.13

En P(p, 6):

_ (14+senB)cosB +cosBOsend cos6(1+ 2senB)

tant= —(I+senB)send +cos?@  (senf+1)(2senf —1)

Se establece cos &1 + 2 sen &) =0 y al resolver para (despejar) x se obtiene 6 = %, 377r, 7?” y %
También se establece (sen @+ 1)(2 sen &— 1) =0y al despejar se obtiene 6 = 37” % y 5?72:

. . T
Para 0= % existe una tangente horizontal en (2, 7).

_Izx 1z , 1 7x), (1 1z
Para 6= 67 6 hay tangentes horizontales en(2 6 )y (2 6 )

3

Para 6= % y 5?” hay tangentes verticales en (% , 8) y (é 5—”)

276

Para 6= 377[, por el problema 5, existe una tangente vertical en el polo.

10. Demuestre que el dngulo que forma el radio vector a cualquier punto de la cardioide p = a(1 — cos ) con la
curva, es la mitad del que forma el radio vector con el eje polar.
En cualquier punto P(p, 6) sobre la cardioide

P _1-cosf _.. 0

p'=asen @y tanl//=7 senf 5

Entonces, =16
En los problemas 11 a 13, determine los dngulos de interseccion del par de curvas dadas.

11. p=3cos 6, p=1+cos O(fig. 41.14).

Fig. 41.14
Al despejar 3 cos €= 1 + cos @para los puntos de interseccion se obtiene ( ,

3 5w
y |3 »737) Las curvas
también se intersecan en el polo.

\S1[o8)
W[y

Para p=3 cos 6: p'=-3send y tan y; =-cotd

Para p=1+ cos 6: p'=-sen @ y tany,=-— 1 :;10930




En 6= % tany, = ~14/3 , tan Y, = -3 y tan (p:ﬁ . El dngulo agudo de interseccién en (% , %) y, por

etrd (1 5_77) fid
simetra, en (5 , 37| es ¢

En el polo, un diagrama o el resultado del problema 5 muestra que las curvas son ortogonales.

12. p=sec’$6, p=3csc?+
Al despejar sec” 56 =3 cosec?+ 6 para los puntos de interseccién, se obtiene (4, 2?71') y (4, %)

Para p=sec’*$0: p'=sec*+0tan10 y tany, = cot+0
Para p=3cosec’$ 6: p'=-3cosec?+ 0 cot16 y tany, =—tan+0

En 6= ZT”, tany, = 1/4/3 , tan T, = -3 y @=+ 1, las curvas son ortogonales. De igual forma, las curvas
son ortogonales en 6 = 477[

13. p=sen26, p=cos G(fig. 41.15).
ﬁ, g) y (—g, 5—7[) y el polo.

Las curvas se intersecan en los puntos 5 3
Para p=sen 26 p' =2cos26 y tany, = 4 tan 20
Para p=cos & p'=-sen & y tan Y, =—cot @

En 6= % tany, = J3/2, tan v, = -3y tan¢ = —3+/3. El dngulo agudo de interseccién en el punto
(% %) es @=tan™' 33 =79°6". De igual forma, en 6 = 5?%, tany, = —J3/2, tan Yy, = J3 y el dngulo de

interseccién es tan™' 34/3 .
En el polo, los dngulos de interseccién son 0y %

y

Y
=

Fig. 41.15

ds
En los problemas 14 a 16, determine 20 &0 el punto P(p, 6).

14. p=cos 26

p'=-2sen20 y %=\/p2+(p’)2=\/005220+4sen220=\/1+3sen220

15. p(1 +cos ) =4
Derivando se obtiene —p sen 8+ p'(1 + cos 6) = 0. Entonces,

,_ _psen® _ 4senf ds _ [ m_ 42
p_1+cos9_(l+cos(9)2 Y a6 ~ VP +(p") ~ (1+cos8)*?
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CAPITULO 41 Coordenadas polares

16. p=sen’ (%) (También evaluar % en 0= % J)

p' =sen’$60cosi6 'y %=\/sen"%6+sen4%900s2%6=sen2%0
En 0=17,ds/dO=sen’ tm=1%
p*+2(p') -
17. C be la fi la(41.8): K = —
ompruebe la férmula (41.8): [+ () ]3,2
%. Ahora, 7= 6+ yy, por tanto,
dr _do , dy _do  dy do _ d_(H l//)

Por definicion K =

G ds T ds T ds T dods _ds\ T de
donde v =tan™ (%) También

dy _[(p') —pp"V(p")* _ (P —pp". dy _,, (p)—pp" _p*+2p) —pp”
20 = T+ (plp' ¢ = Sy entonces 1+— 70 =1+ P ) = P+ (o)

do(,, dv\_1+dyido _ 1+dyid0 _ p*+2p) = pp"
df do - ds /dO - \/p2+(pv)2 - [pz +(p')2]3/2

Asi, K ==~

18. Sea p=2 + sen 6. Determine la curvatura en el punto P(p, 6).

_ P> +2(p")? —pp" _ (2+senf)? +2cos? O+ (senf)(2 +senf) _ 6(1 +send)

(P> +(p)*P? [(2 +senB)? + cos? O] " (5+4senf)>?
19. Sea p(1 —cos @) = 1. Determine la curvatura en 6 = % y 6= 4T7r
’ —sen6 —cos0 2sen’ 6 entonces K =sen’ Q

p =(1—c0s0)2 y P (1 cos0)2+(l cos 0)3’
_m o (LY_V2, 4z NEA G
EnQ—Z,K—(\/E)_‘l,enO—:;,K (2)_38 .

20. Compruebe la férmula (41.7): d9 =p*+(p")*.

Sea p una funcién de 6. De x = pcos 8y y = p sen Gse obtiene dx/df=—psen 8+ (cos 6) p’ y dy/ldO= p
cos 8+ (sen ) p’. Por tanto,

2
(%) =[p*sen* O+ (p')* cos> O —2pp'senBcosb]
y
dy 2
(d_G) =[p?cos* 6+ (p')*sen’ O+ 2pp'senfcosb]
Asi,

(-4 =

Como s crece con % >0y se obtiene la férmula (41.7).
21. Para p = cos 26, determine % en 0=-". (Supéngase, como es usual, que s aumenta con 6.)
,_dp

P'=29 =-2sen26 . Por la formula 41.7),

= Jc0s?(20) + 4 sen?(26) = /1 + 3sen’(26)

=1+ 3sen*(7/2) =2



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 22 a 25, determine tan y para la curva dada en los puntos indicados.

22. p=3—sen fen O=0, O=3n/4 Respuesta: —3; 32 —1

23. p=a(l —cos 6) en O=T/4, 6=3m/2 Respuesta: 2 —1; -1

24. p(1—cos @) =aen O=T/3, O=5m/4 Respuesta: —/3/3 ; 1++/2
25. p*=4sen26en 6=51/12, 8=2n/3 Respuesta: -3 ;3

En los problemas 26 a 29, determine tan 7 para la curva dada en el punto indicado.

26. p=2+sen fen O=m/6 Respuesta: —3-/3
27. p*=9cos26en O=7/6 Respuesta: 0

28. p=sen’®(@3)en 6=m/2 Respuesta: -3
29. 2p(1 —sen @) =3 en O= /4 Respuesta: 1++/2

30. Investigue p = sen 26 para hallar las tangentes horizontales y verticales.

Respuesta:  tangentes horizontales en: 6= 0, m, 54° 44', 125° 16/, 234° 44', 305° 16"; tangentes verticales en
@=m/2,3n/2,35° 16", 144° 44',215° 16', 324° 44",

En los problemas 31 a 33, determine los dngulos agudos de interseccion de cada par de curvas.

31. p=sen 6, p=sen2d Respuesta: ¢=79°6"en 8=m/3y 5n/3; ¢=0en el polo
32, p= J2sen®, p? = cos 26 Respuesta: ¢=m/3 en 8=1/6, 51/6; ¢ = 1/4 en el polo
33. p*=16sen 26, p* =4 cosec 260 Respuesta: ¢=m/3 en cada interseccién

34. Demuestre que cada par de curvas se cortan en dngulo recto en todos los puntos de interseccion.

a) p=4cos 6, p=4sen @ byp=el, p=e?
¢)prcos20=4, PP sen26=9 dyp=1+cos 8 p=1-cos @

35. Determine el dngulo de interseccién de las tangentes a p =2 — 4 sen & en el polo.

Respuesta:  2m/3
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CAPITULO 41 Coordenadas polares

36. Determine la curvatura de cada una de estas curvas en P(p, 6): a) p=¢% b) p=sen & ¢c) p> =4 cos 26, d) p=
3 sen €+ 4 cos 6.

Respuesta: a) 1/(\2€%), b) 2; ¢) 3$Jco0s26; d) 2

37. Determine 6% para la curva p=a cos 6.

Respuesta: a

38. Encuentre % para la curva p = a(l + cos 6).

Respuesta: a2 +2cosO

39. Supéngase que una particula se mueve a lo largo de una curva p = f{6) con su posicién en cualquier instante ¢
dada por p = g(1), 8= h(?).

2
a) Multiplique la ecuaciéon (%) =p?+(p’)* obtenida en el problema 20 por (d@) para que resulte

dr
<[] =]+ 14]
v _(dt) =P \a) T\
1
b) A partir de tany = pdp pjﬁ%; obtenga sem//—B‘Zite ycosy =" df

En los problemas 40 a 43, determine todos los puntos de interseccion de las ecuaciones indicadas.

40. p=3cos 6 p=3sen @ Respuesta: (0, 0), ( \/E Z )

41. p=cos 6, p=1-cos 8 Respuesta: (0, 0), (% %) (% —%)

42. p=6,p=rx Respuesta: (m, n), (—m, —7)

43. p=sen26, p=rcos 28 Respuesta: (0, 0), (J_ (2”“)”) paran=0,1,2,3,4,5

44. (CG) Trace las curvas de los problemas 40 a 43, determine sus grdficas en una graficadora y compruebe las
respuestas a los problemas 40 a 43.

45. (CG) Trace las graficas de las ecuaciones siguientes y luego compruebe las respuestas con una graficadora:

a) p=2cos4b b) p=2sen56 c) p=4sen2d
2

d) p=2(1—COS@ e) p:m f) pzzé

g) p=2-secd h) PZ%

[En los incisos g) y &) busque las asintotas. ]

46. Cambie las siguientes ecuaciones rectangulares en ecuaciones polares y trace las gréficas:

a) X*—4x+y*=0 b) 4x=y> ) xy=1
d) x=a e) y=b H y=mx+b



47.

48.

49.

Respuestas: a) p=4cos 8 b) p=4 cot Ocosec & ¢) p* =sec Gcosec 6 d) p=asec & ¢) p=b cosec 6,

_ b
Hp= senf — m cos@

(CG) Cambie las siguientes ecuaciones polares en coordenadas rectangulares y luego trace la grafica. Haga la
comprobacion con una calculadora graficadora: a) p=2c sen 6, b) p= 6, ¢c) p="T sec 6.

Respuestas:  a) x>+ (y—c)?=c%: b) y=xtan(y/x*> +y*);¢c) x=7

a) Demuestre que la distancia entre dos puntos con coordenadas polares (p,, 6) y (p,, &) es

Jpi+p2—2p,p,cos(6,—6,)

b) Cuando 6, = 6,, ja cuanto se simplifica la distancia? Explique por qué.
Respuesta: |p, — p,

¢) Cuando 6, -6, = % , cudl es el resultado al usar la férmula? Explique la importancia del resultado.
Respuesta: /Py + P
n

d) Determine la distancia entre los puntos con coordenadas polares (1, 0) y (1, Z)'

Respuesta: 2-2

a) Sea f una funcién continua tal que f{6) > 0 para < €< f. Sea A el drea de la regién acotada por las rectas
0= oy 0= f,y la curva polar p = f(8). Deduzca la férmula A = % _[;B (f(6))*do = % _[5 p’d6 . (Sugerencia:
divida [, f] en n partes iguales, cada una igual a A@. Cada subregién resultante tiene un drea aproximada a
$AB(f(6,))*, donde 6 estd en el i~€simo subintervalo.)

b) Determine el drea dentro de la cardioide p=1 + sen 6.

c¢) Establezca el area de un pétalo de la rosa con tres pétalos, p = cos 36. (Sugerencia: integre de —% a % 2
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Sucesiones infinitas

Sucesiones infinitas

Una sucesion infinita (s,) es una funcién cuyo dominio es el conjunto de enteros positivos; s, s el valor de esta
funcién para un entero n positivo dado. A veces se indica (s,) con s6lo escribir los primeros términos de la
sucesion sy, S,, S3,..., §,... En este capitulo se considerardn sélo las sucesiones en las que los valores s, sean
nimeros reales.

EJEMPLO 42.1

1 6 11 1
a) <n>eslasuce51on1,1,2,3,...,n,...
1Y iond L 1 1
b) <(2)>eslasuce510n2,4,8,...,2,,,...
¢) (n* eslasucesion de cuadrados 1, 4,9, 16, ..., n?, ...
d) (2n) es la sucesion de enteros positivos pares 2,4, 6, 8, ..., 2n,...

e) (2n- 1) es la sucesién de enteros impares positivos 1, 3, 5, 7,...

Limite de una sucesion

Si {s,) es una sucesion infinita y L es un ndimero, entonces que lim,_,, s, = L si s, se aproxima arbitrariamente
a L cuando 7 crece sin limite.

Desde un punto de vista mds preciso, lim,_,,., s, = L significa que para todo nimero real positivo € > 0,
hay un entero positivo n, tal que, cuando n = n,, se tiene ls, — LI < €. Para ilustrar lo que esto significa, se
colocan los puntos L, L — € y L + € en una recta numérica (fig. 42.1), donde € es algtin niimero real positivo.
Ahora, si se colocan los puntos s,, s,, 5s,... en la recta numérica, tarde o temprano habrd un indice n, tal que

8,00 Suoats Spos2s Spass - - - Y todos los términos subsiguientes de la sucesion quedaréan dentro del intervalo (L - €,
L+e).
S % Sm S+ 1
| | | Py | | o
I 1 1 | 1 1 hd
L-e L L+e
Fig. 42.1

Si lim,_,.. s, = L, entonces la sucesion {s,) converge a L. Si existe un ndmero L tal que (s,) converge a L,
entonces (s, es convergente. Cuando (s,) no es convergente, entonces es divergente.

EJEMPLO 42.2. <%> es convergente, porque lim,,_,. .. % = (0. Para comprobarlo, se observa que % puede aproxi-
marse arbitrariamente a 0 haciendo a n lo suficientemente grande. Esto se explica al observar que 1—10= 0.1, ﬁ =0.01,
ﬁ =0.001 y asf sucesivamente. Para comprobar que la definicién precisa se satisface, sea € un nimero positivo
cualquiera. Se toma 1, como el entero positivo mds pequefio mayor que % Entonces % < n,. Por tanto, si n > n,
Lo,

n—>+oo

— 1 Lo .
entonces n > % Y, por consiguiente, .- < €. Asi, sin=n, I% — 0l < €. Con esto se comprueba que 1im,

@ —



EJEMPLO 42.3. (2n) es una sucesion divergente, ya que 1im,,_,,.. 2n # L para cada ndmero real L. De hecho, 2n
aumenta arbitrariamente cuando n crece.

Se escribe lim,,_,... 5, = +oo si s, se vuelve arbitrariamente grande cuando n crece. En tal caso, (s,) diverge a
+co. Dicho con mayor precision, lim,_,,., s, = +eo si y sélo si, para cualquier nimero c, sin importar cuan grande
sea, existe un nimero positivo n, tal que, cuando n 2 n,, se tiene que s, > c.

De igual forma, se escribe lim,_,,., s, = —oo si s, se vuelve arbitrariamente pequefio cuando n crece. En tal

n

caso, {s,) diverge a —eo. Mejor dicho, 1im s, = —= 1y sdlo si, para cualquier nimero ¢, sin importar cuin

n—+eo Yn
pequefio sea, existe un entero positivo n, tal que, cuando n > n,, se tiene que s, < c.
Se escribird lim,_,... s, = o= si lim,_,,., |s | = +eo, es decir, la magnitud de s, crece arbitrariamente cuando n
crece.

EJEMPLO 42.4. a)lim,_,,. 2n=+oo; b) lim, ,,.. (1—n)* =—o; ) lim,_,,.. (—1)"(n*) = «. Nétese que en el inciso
¢), la sucesioén no converge a +eo ni a —oo.

EJEMPLO 42.5. La sucesion ((—1)") es divergente, pero no diverge a +eo ni a — ni a . Sus valores oscilan entre
ly-1.

Una sucesion (s,) estd acotada por encima si hay niimero c tal que s, < ¢ para todo n y se entiende que (s,
estd acotada por debajo si existe un nimero b tal que b < s, para todo n. Una sucesion {s,) estd acotada (limi-
tada) si estéd limitada tanto por encima como por debajo. Es claro que una sucesion (s,) estd acotada si y s6lo si
hay un ndmero d tal que Is,| < d para todo n.

EJEMPLO 42.6. a) La sucesion (2n) estd acotada por debajo (por ejemplo, por 0), pero no estd acotada por en-
cima. b) la sucesion {(-1)") estd acotada. Observe que ((—1)") es —1, 1, —1,... Entonces, I(~=1)" < 1 para toda n.

Teorema 42.1. Toda la sucesién convergente es acotada.

En el problema 5 se presenta una demostracion.

El reciproco del teorema 42.1 es falso. Por ejemplo, la sucesion ((—1)") es acotada pero no convergente.

Las operaciones aritméticas estdndar sobre sucesiones convergentes resultan en sucesiones convergentes,
como lo demuestran los resultados siguientes intuitivamente obvios.

Teorema 42.2. lim,,..s =cylim,,,. t =d.Entonces:

a) lim,_,. k= k,donde k es una constante.
b) lim,_,. ks, = kc, donde k es una constante.
¢ lim,_, . (s, +t)=c+d

d lim,_. . (s,—t)=c—d

e) lim,,, . .(st)=cd

n'n

H lim,_. (s /t )=cld siempre que d =0y t,# 0 para todo n.

Para ver las demostraciones de los incisos c) y e), repase el problema 10.
Los siguientes hechos sobre sucesiones son intuitivamente claros.

Teorema 42.3. Silim,_,,.. s, =c ys, %0 para todo n, entonces lim 1 0.

n—>+oo

Para ver una demostracion, consulte el problema 7.

Teorema 42.4

n —

a) Silal>1, entonces lim,_,,., a" =co.
En particular, si a > 1, entonces lim,_,,, a" = +oo.

b) Silrl <1, entonces lim,_,,., r" =0.

En el problema 8 puede consultar las demostraciones respectivas.
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CAPITULO 42 Sucesiones infinitas

TEOREMA 42.5. (Teorema del sandwich o teorema de intercalacion.) lim, .. s =L=Um,,,. u,y existe un
entero m tal que s, <, < u, para todo n = m, entonces lim, _,,.. ¢, = L.

Para ver una demostracion, repase el problema 11.

Corolario 42.6.  Silim,_,,.. u, =0y hay un nimero m tal que Iz, < lu,| para todo n > m, entonces lim,_,... t, =0.

Esta es una consecuencia del teorema 42.5 y el hecho de que lim,_,,.. a, =0 equivale a lim,_,,., la,| = 0.

EJEMPLO 42.7. lim,_,.,.. (=1)" % = 0. Para comprobarlo, use el corolario 42.6, observando que |[(—=1)" nl_2 S% y
lim, ,..L=0.

n
Teorema 42.7. Sea f'una funcién continua en c y sea lim,_, .. s, = ¢, donde todos los términos s, estdn en el do-

minio de f. Entonces lim,_,,.. f(s,)= f(c).

Véase el problema 33.

Es evidente que si una sucesion converge o no, no se verd afectada si se borran, suman o alteran un nlimero
finito de términos en su comienzo. La convergencia depende de qué sucede “en el largo plazo”.

Es necesario ampliar la nocién de sucesiones infinitas al caso donde se permite que el dominio de una su-
cesion sea el conjunto de enteros no negativos o cualquier conjunto que conste de todos los enteros mayores o
iguales que un entero fijo. Por ejemplo, si se toma el dominio como el conjunto de enteros no negativos, enton-

ces (2n + 1) indicaria la sucesién de enteros impares positivos, y (1/2") representaria la sucesién, 1,%,%,%, . -

Sucesiones monéotonas

a) Una sucesion (s,) es no decreciente si s, < s,,, para todo n.

n+l
b) Una sucesion (s,) es creciente si s, < s,,, para todo n.
¢) Una sucesion (s,) es no creciente si s, 2 s,,, para todo n.
d) Una sucesion (s,) es decreciente si s, > s,,, para todo n.
e) Una sucesion es mondtona si es no decreciente o no creciente.

Claramente, toda sucesion creciente es no decreciente (pero no reciprocamente), y toda sucesion decreciente
es no creciente (pero no reciprocamente).

EJEMPLO 42.8. a) Lasucesion 1, 1, 2, 2, 3, 3,4, 4, ... es no decreciente, pero no creciente. b) —1, -1, -2, -2, -3,
-3,-4, -4, ... es no creciente, pero no decreciente.

Una propiedad bésica e importante del sistema de nimeros reales estd dada por el siguiente resultado. Su
demostracién va mds alld del objetivo de esta obra.
Teorema 42.8. Toda sucesién mondtona acotada es convergente.

Hay varios métodos para mostrar que una sucesién {s,) es no decreciente, creciente, no creciente o decre-
ciente. En el caso siguiente, la propiedad (s,) es creciente.

Método 1: Demuestre que s,,, — s, > 0.

3 Entonces, s 3(n+1D) _3n+3

EJEMPLO 42.9. Considere s, = In+1 S T A+ D+1 - An+s

. Por tanto,

_3n+3 3n _ (12n? +15n+3)—(12n* +15n)

Sun T T 4y 5  dn+l (n+5)@n+1)

N

ntl

_ 3
= @n+5@n+n 0

yaqued4n+5>0y4n+1>0.

Meétodo 2: Cuando todo s, > 0, demuestre que s,,,/s, > 1.



EJEMPLO 42.10. Use el mismo ejemplo s, ﬁ anterior,

>1,

£:(3n+3)/( 3n ):3n+34n+1:12n2+15n+3
S 4n+5)/ \4n+1 3n 4n+5 12n*+15n

n

yaque 12n2 + 15n+ 3> 12n* + 151> 0.

Método 3: Halle una funcion diferenciable f(x) tal que f(n) = s,, para todo n, y demuestre que f'(x) > 0 para
todo x > 1 (y, por tanto, que f es una funcion creciente para x 2 1).

EJEMPLO 42.11.  Considere de nuevo s, = In 3 . Sea: f(x)= 3 s’ > 0 para todo x.

T @x+1

PROBLEMAS RESUELTOS

1. En cada una de las sucesiones siguientes, escriba la férmula para el t€érmino n—€simo y determine el limite (si
existe). Supéngase que n =1, 2, 3,...

0 hdbb b 1334
o) 1—%,% —i,%,—%,... d) 0.9,0.99,0.999, 0.9999,.
e) sen%, sen 7, sen%r, sen 27, senSTﬂ,,,, ¥ %, (% 2, (%)3, (%)4’
D 5,=77lim 5;=0

b s, = gl gt (1o)==t =10

_1\nt+l _1\n+l
c) s, = ( ln) ; lim ( 1’2 = 0. Esto es intuitivamente claro, pero también puede aplicarse el teorema 42.3 a

n—>+eo

la sucesion {(—1)"*'n), como 11'm (="' n=oo,

d s, =1- 10n,hm( 1(1),1)_ 1-lim —=1-0=1.

noo e 10"

Nétese que lim =0 en virtud del teorema 42.4D).

e 10"
e) s, =sen % Obsérvese que la sucesion consta de repeticiones del ciclo 1, 0, —1, 0 y no tiene limite.

n+1\" . (n+1)" _ .. 1\ _
N s, = ( P ) lim (T) = lim (1+n) =e por (26.17).

s
n—>+oo n—>+oo

2. Evalde lim,_,.. s, en los casos siguientes:

_5n’-4n+13

2
D %=1 b 5= 5 )

n*—2n-9

a) Recuérdese que lim,_, ., W g por el problema 13 del capitulo 7. Asi,

Sn*—4n+13 _ 5
" 32 95 -7 3
del mismo grado.

lim Un resultado semejante se cumple cuando s, es un cociente de los polinomios

— 2 _
b) Recuérdese que lim,_,, .. % i % = too,

Un resultado semejante se obtiene cuando s, es una funcién racional cuyo numerador tiene un grado

= +oo por el problema 13 del capitulo 7. Entonces, lim

mayor que el denominador (y cuyos primeros coeficientes son del mismo signo).

¢) Recuérdese que lim,,_,,_, x33—xZ—tc7—9 =0 por el problema 13 del capitulo 7. Asi, lim,_,,., % =0.El

mismo resultado se cumple cuando s, es una funcién racional cuyo denominador tiene grado mayor que el
numerador.
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CAPITULO 42 Sucesiones infinitas

Para cada una de las sucesiones siguientes, determine si es no decreciente, creciente, no creciente, decreciente

o ninguna de las anteriores. Luego determine su limite, si existe.

_5n-2 _n _ L
a) S T T3 b) sn_zn ) Sn_3"

(Tx+3)5) = (5x=2)(T) _ 29
(7Tx+3)? (Tx+3
Por tanto, f(x) es una funcién creciente y, por ende, (s,) es una sucesion creciente.
—x(Inx)2* 1-x(In2)
22x - 2}5
Como In 2 >—; [por (25.12)], x(In 2) > % 21, cuando x > 2. Luego, 1 — x(In 2) < 0 cuando x > 2 y, por tanto,

a) Sea f(x)= 7 +3 Entonces, f'(x)=

b) Sea f(x)==-. Entonces, [~ (x)—

f'(x) <0 cuando x > 2. Entonces, f(x) es decreciente para x > 2, y ello implica que s, es decreciente para n > 2.
Noétese que s, =+ =3, . Asf, (s,) es no creciente. Ahora se halla el limite. Por la regla de L’Hopital,

X im 5=
lim 5= lim =0y, de estamanera, lfm =0
0 Spal _ (L)/(L) =1 1. Por tanto (s,) es decreciente
s, 3)f\3) 3 o
El teorema 42.4b) indica que lim % =1lim (%) =0

1-3-5-7---2n-1)
2468 - (n)
De acuerdo con el teorema 42.8, (s,) es acotada, como 0 < s, < 1. Ahora se demostrard que (s,) es
decreciente. Observe que

Demuestre que la sucesién s, = es convergente.

_1:3:5-7-Qn+1l) _ 20+l
T2 468 (2n+2) 1 2n+2

e}

<s,

Demuestre el teorema 42.1: toda sucesién convergente (s,) es acotada.
Sea hm,HJ,w ., =L .Setoma e = 1. Entonces, hay un entero positivo 7, tal que, siempre que n = n,, se tiene
que ls, — LI < 1. Por ende, para n = n,, mediante la desigualdad triangular se obtiene

Is,l =I(s, — L) + LI <ls, — LI + ILI < 1 + ILI

Si se toma M como el maximo de 1 + ILl'y s 1, Is, 1, Is,1, . . . ,|S”(|) , se obtiene Is,| < M para todo n. Asi, (s,) es
acotada.

n!
2n
nl_1.2:3---n_134  n_n
Puesto que WEY A 279D > > 5 paran> 4, 1a sucesion no es acotada. Entonces, por el
teorema 42.1, la sucesién no puede ser convergente.

Demuestre que la sucesién < > es divergente.

Pruebe el teorema 42.3: silim, _,,.. s, =eo y s, # = 0 para todo n, entonces lim, ., sl” =0.

Considere todo € > 0. Como lim, _,,.. s, = oo, existe alglin entero positivo m tal que, cuando n > m,

L_OHL
s}l s)l

Is | > 1 y, por tanto, <e. Entonces, lim L:()
n € n—>+oo S"

Pruebe el teorema 42.4: a) si lal > 1, entonces lim,_,,.. a" =eo; b) Silrl <1, entonces lim,_,,.. r" =0.

a) SeaM>O0ysealal=1+b. Entonces, b >0. Ahoralal"=(1 +b)"=1+nb+ .. >1+nb>Mcuandon2%.

b) Seaa=1/r.Comolrl<1,lal> 1. Por el inciso a), lim,_,,.. a" = <. Por tanto, lim, ,, ( 1 1 ) =o. Entonces,
por el teorema 42.3, 1im,,_,,., " =0.



9. Demuestre: 1im 1_ 0.

n—>+oo 2”

lim,_,,.. 2" = o por el teorema 42.4a). Asi, lim,_,.,.. 2—1,1 =0 por el teorema 42.3.

10. Pruebe el teorema 42.2¢) y e).

Sea Iim, s, =cylim,_, .t =d.

n—too Mp

¢) lim,_,. (s, +1,)=c+d.Seae > 0. Entonces existen enteros m, y m, tales que ls, — cl < €/2 paran = m,
y lt, — dl < €/2 para n = m,. Sea m el maximo de m, y m,. Entonces, paran =m, s, —cl<e/2ylt,—dl <
€/2. Por lo tanto, para n > m,

I(s,+t)—(c+d) =1I(s,—c)+(t, —d)l < s, —cl+It, —dI <§+%:e

e) lim,,... (st )=cd. Como (s,) resulta convergente, es acotada, por el teorema 42.1 y, por tanto, hay un
nimero positivo M tal que Is,| < M para todo n. Sea € > 0. Si d = 0, existe un entero m, tal que ls, — cl <
€/2ldl para n = m, y, por consiguiente, |dlls, — cl < €/2 para n 2 m,. Si d = 0, entonces se puede seleccionar
m,; =1y, sin embargo, se tendria ldlls, — c| < €/2 para n > m,. También existe un m, tal que lt, — dl < € /2M
para n = m,. Sea m el maximo de m, y m,. Sin=m,

Is,t, —cdl =ls,(t,— d) + d(s, — o)l < s, (¢, — DI + ld(s, — ¢

= —dl+ldls —cl <M|=S-|+E=€¢
Is llz, —dl+Idlls, —cl (2M 5
11. Demuestre el teorema de intercalacion: si lim,_,,.. s, = L = lim,_,,.. u, y existe un entero m tal que s, < t, < u,,
para todo n > m, entonces lim 7, = L.
n—+oo
Sea € > 0. Existe un entero m, > m tal que ls, — Ll < €/4 y lu, — Ll < € /4 para n > m,. Ahora supéngase que
n=m,.Comos,<t,<u,lt,—s,|<lu,-s, Pero
e, —s) =lu, —L)+(L—-s) <lu,—~ Ll +IL—s|<S$+S$=5
n n n n n n 4 4 2
Asi, It, — s,| < €/2. Por tanto,

m-u:m—%uuflmsm—m+m—U<§+§<e

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 12 a 29, determine para cada sucesion (s, si es acotada o no y si es no decreciente, creciente,
no creciente o decreciente. Indique asimismo si es convergente y, si es posible, establezca su limite. (Nota: si la
sucesion tiene un limite finito, debe ser acotada; en cambio, si tiene un limite infinito, debe ser no acotada.)

12. <n + 2> Respuesta: no decreciente, creciente para n = 2; limite +oo
13. <sen%> Respuesta: acotada; sin limite
14. (n?) Respuesta: creciente, limite +oo
! . .
15. <%> Respuesta: creciente para n > 10; limite +oo

16. <thn> Respuesta: decreciente para n > 3; limite 0
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CAPITULO 42 Sucesiones infinitas

17. A+ (=Dmh) Respuesta: acotada; sin limite

18. <1n n:lr 1> Respuesta: decreciente; limite 0

19. <%> Respuesta: no creciente; decreciente para n > 2; limite 0
20. (/n) Respuesta: decreciente para n = 3; limite 1
21. <n3fZ> Respuesta: creciente; limite 3

22. <COS %> Respuesta: creciente, limite 1

23. <n;4_’12-;i 3> Respuesta: decreciente; limite O

24. <segn> Respuesta: limite O

25. (Jn+1—=+/n) Respuesta: decreciente; limite O

26. <3n21 4> Respuesta: decreciente; limite O

27. <nsen%> Respuesta: creciente, limite T

28. <ﬁ> Respuesta: creciente, limite + oo

29. <’:l—';> Respuesta: creciente; limite + oo

En los problemas 30 a 32, encuentre la férmula plausible para una sucesion cuyos primeros términos estan dados.
Determine el limite (si existe) de la sucesion.

3 9 27 81 cs =3 limi oo
30. 1, >4 68 Respuesta: s, BT _1),el limite es +
31. -1,1,-1,1,-1,1,... Respuesta: s, = (—1)"; sin limite
32. %, %, 17—1, %, %, .. Respuesta: s, = g}’;:; ; decreciente, el limite es §

33. Demuestre el teorema 42.7. [Sugerencia: sea € > 0. Escoja d> 0 tal que, para x en el dominio de f para el cual
Ix — ¢l < &, se tiene que If (x) — f(c)l < €. Seleccionar m de manera que n > m implique Is, — ¢l < &.]



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Demuestre que lim,_,,., {/1/n” =1 para p > 0. (Sugerencia: n”™ = ¢?min)

n’+5

(CG) Use una graficadora para analizar s, = paran=1an=>5. Luego determine analiticamente el

~ Jant +n

comportamiento de la sucesion.

Respuesta:  decreciente, el limite es +

5
(CG) Use una graficadora para analizar s, = g—" para n = 1 hasta n = 10. Luego determine analiticamente el
comportamiento de la sucesion.

Respuesta:  decreciente para n > 7; el limite es O

Demuestre que lim,_,,.. a, =0 equivale a lim,_,.. la,1=0.
Sis,>0 donyli 2= b I =Jc
is,>0paratodonylim, .. s>=c,pruebe quelim, ... s, =+/c .

(CG) Defina s, por recursion de la siguiente manera: s, =2y s, , = %(sn + %) paran 1.

n
a) Use una graficadora para calcular s, paran =2,..., 5.
b) Demuestre que si lim,_,,., s, existe, entonces lim,_,.., 5, = V2.
¢) Demuestre que lim,_, .. s, existe.

L L o .
Defina s, por recursion de la siguiente manera: s, =3y s, =+(s, +6) paran>1.

a) Demuestre que s, < 6 para todo n.
b) Demuestre que (s,) es creciente.
¢) Demuestre que lim, ... s, existe.
d) Evaluar lim, ... s,.

Respuesta:  d) 6

Pruebe el teorema 42.2, incisos a), b), d) y ).
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Series infinitas

Sea (s, una sucesion infinita. Se puede formar la sucesion infinita de sumas parciales {s,) como sigue:

S, =3
S, =8, +5,

Si=8,+585,+ 5,

S, =8, +85,+ -+,

Generalmente se designa la sucesion (s,) mediante la notacién
ZSn=s1+s2+ e S, e
Los nimeros sy, $,, ..., S,... se¢ denominaran zérminos de la serie.

n—+eo n

Si S es un nimero tal que lim S, =S, entonces la serie Z S, converge y S recibe el nombre de suma de

la serie. Casi siempre se representa S mediante 2 S,

n=l1

Si no existe ningtin nimero S tal que lim,,_,... S, = S, entonces la serie Z S, diverge. Silim,,,,. S, =—,la
+oo

serie divelrgeg° +o0 y se escribe ZSn = 4o0. De igual forma, si lim,,_,,.. S, = —eo, entonces la serie diverge a —oo

. n=1
y se escribe ZS,, = —oo,

n=1

EJEMPLO 43.1. Considere la sucesion {(—1)**"). Los términos son s, = 1, s, =1, s; = 1, s, = —1 y asi sucesiva-
mente. Por tanto, las sumas parciales comienzancon S, =1,S,=1+(-1)=0,S;=1+ D)+ (1)=1,8, =1+ (-1 +
(1) + (=1) = 0 y contindan alternado unos y ceros. Por consiguiente, 1im,,_,,.. S, no existe y la serie diverge (pero no
a +o0 0 —0),

Series geométricas

Considere la sucesién {ar*™"), que consta de los términos a, ar, ar’, ar’,...
La serie 2 ar™! se denomina serie geométrica con razon r'y primer término a. Su n—€sima suma parcial S,
estd dada por

S, =a+ar+ar*+ - +ar!

Multiplique por r: rS,=ar+ar*+ - +ar' + ar'
Reste: S,—rS,=a—ar
Por tanto, 1-nS,=a(l-r")
g = a(l—r")
n 1-r

@ —



Ahora todo depende de larazén r. Silrl < 1, entonces lim,,_,,.. 7* = 0 [por el teorema 42.4D)] y, por consiguiente,
lim,,_,,.. S, = a/(1-r). Si lrl > 1, entonces lim,,_,,.. 7" = oo [por el teorema 42.2a)] y, por tanto, lim,,_,,., S, = oo.
(Una excepcidn baladi se presenta cuando a = 0. En este caso, todos los términos son 0, la serie converge y su
suma es 0.) Estos resultados se resumen en seguida.

Teorema 43.1.  Dada la serie geométrica Z ar:

a) Silr <1, la serie converge y tiene suma %
b) Silrl>1ya#0,laserie diverge a oo.

con razén r =+ y primer término a = 1:

n—1

EJEMPLO 43.2.  Témese la serie geométrica Y, (3)
I+5+4+4+-
oo
Por el teorema 43.1a), la serie converge y tiene suma 1_—1@) = % =2. Asi, z (Hr'=2.
2 2 n=1

Se puede multiplicar una serie an por una constante ¢ para obtener una nueva serie chm y se pueden sumar

dos series Es,, y Zt,, para obtener una nueva serie Z(s,l +1,).

Teorema 43.2.  Si ¢ # 0, entonces chn converge si y solo si Zs,, converge. Ademds, en el caso de convergencia,

+oo +oo
Ses, =S,

n=l1 n=1

Para obtener este resultado, denétase por 7, = cs, + ¢s, + ... + cs, la n—€sima suma parcial de la serie chn.
Entonces, T, = ¢S, es la n—ésima suma parcial de Zs,l. Luego, lim,,_,,., T, existe si y s6lo si existe lim,,_,,., S, y,
cuando los limites existen, lim,,_,,.. 7, = ¢ lim,,_,,.. S,. Esto resulta por el teorema 43.2.

Teorema 43.3.  Supdngase que dos series Zs,, y Zt,, convergen ambas. Entonces, su suma Z(sn + t,) también
converge y

+oo +oo oo
z‘(s’1 +1,) =2sn + Ztﬂ
n=1 n=1 n=1

Para comprobarlo, sean S, y 7, la n—€sima suma parcial de Zs,, y ZIH, respectivamente. Entonces, la n—€sima
suma parcial U, de Z(S” + t,) se observa facilmente como S, + T,. Luego, lim,,_,,  U,=1im,_,,_S,+1lim,_,,. T,.
Esto resulta por el teorema 43.3.

Corolario 43.4. Supoéngase que dos series an y Zt,, ambas convergen. Entonces, su diferencia Z(sn —t,) tam-
bién converge y

+oo +oo +oo

Z(sn - tn) = an - ztn

n=1 n=1 n=1

Esto se deduce directamente de los teoremas 43.2 y 43.3. S6lo obsérvese que Z(sn —t,) es la suma de an
y la serie Z(—l)t,,.

Teorema 43.5.  Si ZS,, converge, entonces lim,,_,... s,= 0.
400
Para comprobarlo, sea z s, = S. Esto significa que lim,,_,,.. S, = S, donde, como es usual, S, es la n—€sima
n=l1
suma parcial de la serie. También se tiene que lim,,_,,.. S, , = S. Pero s, =S, — S,_;. Entonces, lim,,_,,_ s, =

lim, .. S, - lim, .. S, ,=S—-S=0.

Corolario 43.6. (Teorema de divergencia.)  Silim,_,. s, no existe o lim,,_,... s, # 0, entonces Zs,, diverge.

Esta es la consecuencia 16gica inmediata del teorema 43.5.
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% CAPITULO 43 Series infinitas

EJEMPLO 43.3. La serie $+%+2+5+---diverge.
Aqui, 5, = 257. Como lim,,_,,.. 525 = % # 0, el teorema de divergencia implica que la serie diverge.

El reciproco del teorema 43.5 no es vélido: lim,,_,,., s, = 0 no implica que an converja. Esto se muestra
mediante el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 43.4. Considere la famosa serie armonica 2%=1+%+%+%+%+~-. Ahora analice las siguientes
sumas parciales de esta serie:
S2:1+%
S4=1+%+%+%>1+%+%+%=1+% %=1+%
Sy=S,tstetTtg> S, tntgtatg=S,+5=5+%
>1+%
516=Sg+%+%+ﬁ+%+%+ﬁ+%+%
SR RS TS R S TS U S
>1+%

Si se continda de esta forma se obtendria Sy, > 1+3, S, >1+$ y, en general, S, >1+ /2 cuando k > 1. Esto signi-
fica que lim,,_,,., S, = +eo y, por lo tanto, la serie diverge. Pero observe que lim,,_,,., s, = 1im,,_,,.. 1/n = 0.

Observacion: la convergencia o la divergencia no se ve afectada por la adicién o eliminacién de un nimero
finito de términos al comienzo de una serie. Por ejemplo, si se borran los primeros k términos de una serie y la
suma de los términos borrados es ¢, entonces cada nueva suma parcial T, tendrd la forma S, — ¢. (Por ejemplo,
T, es S,,, —c.) Pero lim,,_,,.. (S,,, — ¢) existe si y s6lo si lim,,_,,.. S, existe, y lim,, ,,.. S, existe si y sélo si
lim S, existe.

N—>+oo

Notacion: suele resultar ttil tratar las series en las que los términos de (S,) tienen indices enteros no negati-

VOS: Sy, 1, S5, S3,.... Entonces, las sumas parciales S, también comenzarian con S, = s,, y la suma de una serie
oo

convergente se representarl'a como z S,

n=0
PROBLEMAS RESUELTOS
L 101 1
1. Determine si la serie g+ syt toor es convergente.
Esta es una serie geométrica con razén r = Ly el primer término ¢ = 1. Como Irl= |§| <1.El teorema 43.1a)
. . a __1/5 _1/5_1
dice que la serie converge y que su sumaesﬁ—l_(l/s)—é‘/s—4
: 1 1 1 1 :
2. Analice la serie 175 + 5 3ty gt gt para hallar la convergencia.
A 1 , 1 1 e .
El n—€simo término es nn ) Esto es igual a P Por lo tanto, la n—€sima suma parcial
D B B B S
5512 23 32 45 T e
(L) (L 1) (L 1), (1_1 1 1
‘(1 2)*(2 3)*(3 4)*(4 5)+ +( n+l)




10.

11.

Asi, lim S = 1lim (1 - %) =1-0=1. En estas condiciones, la serie converge y su suma es 1.

n—s+eo n—s+oo +1

Se sabe que la serie geométrica 1+ 4+ ++1+++--- converge a S = 2. Analice la serie resultante cuando a)
sus primeros términos se suprimen; b) los términos 3, 2 y 5 se agregan al comienzo de la serie.

i i Strica L 4L ... foL /16 _1/16 _ 1
a) La serie resultante es una serie geométrica 1¢ + 35 +--- con razén 7. Converge a —a/2) " 12 "8

Observe que esto es lo mismo que S—(1+ 3+ 4+ =2-(§) =

b) Lanueva seriees 3+2+5+1+++++ 4+ +---. Las nuevas sumas parciales son las antiguas més (3 + 2
+ 5). Como las sumas parciales antiguas convergen a 2, las nuevas convergen a 2 + 10 = 12. Entonces, la
nueva serie resulta convergente y su suma es 12.

Demuestre que la serie £ + 3+ 7+ {2 +--- diverge.

= 2"2: 1_ =1- % Como lim 2—ln =0, resulta que lim s, =1-0=1=0. Asi, por el teorema de
n—>+oo n—s+oo

divergencia, la serie diverge.

Aqui, s,

Analice la serie 9— 12+ 16— & + 3% — ... para hallar la convergencia.
Esta es una serie geométrica con razén r = —%. Como Irl = £ > 1, el teorema 43.1b) indica que la serie

diverge.

(= 1) D N U T
Evaluez =1 2+4+8+16 .
Esta es una serie geométrica con razén r =—1 y el primer término es a = 1. Como Irl=+ <1, la serie
converge y su suma es % = % = # %

Demuestre que el decimal infinito 0.999... es igual a 1.

9.9 9
0.999-- =15+ 150 * T000

Por tanto, converge a la suma

+---. Esta es una serie geométrica con el primer término g = g y razén r = 4.

a __9/10 _9/10 _,
T—r  1=(/10) _9/10

1 1 1
Analice la serle1 3 3 5+5_+ﬁ+

Aqui, s S S— Observe que 1 :l( 1 ___1
U5 =2~ D2n+ 1) Mo —D2n+D)  2\2n—1 2n+1

parcial S, es
(1 1\, 1(1 1\, 1(1 1 1 1 L \_1f,_ 1
7(T‘§)+§(§‘§)+2(5 7)+ +2(2n—1_2n+1)_2(1 2n+1)

Entonces, lim S, = 4. Luego, la serie converge a +.
n—>+oo

). Por tanto, la n—€sima suma

Analice la serie 3+~3 +3B3+43+---.

s, = Y3 =3Vn =03 yego, lim s, =€’ =10 Por el teorema de divergencia, la serie diverge.

n—>+oo

3 o 1 1 1 1
Analice la serie 5+t + 5+ 15+
Esta serie se obtiene de la serie armonica al borrar los primeros nueve términos. Como la serie arménica
diverge, entonces este serie también lo hace.

(Paradoja de Zenon) Aquiles (A) y una tortuga (7) tienen una carrera. T arranca 1000 pies adelante, pero A
corre a 10 pies/s, mientras que 7" s6lo a 0.01 pies/s. Cuando A alcanza el punto de partida de 7, T ha avanzado
una distancia corta, etcétera. Zenon decia que A nunca alcanzaria a 7. Demuestre que si lo hard.

Cuando A llega al punto de partida de 7 han pasado 100 segundos y 7 se ha movido 0.01(100) = 1 pie. A
recorre ese pie adicional en 0.1 segundos, pero 7 se ha movido 0.01(0.1) = 0.001 pies mas. A necesita 0.0001
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CAPITULO 43 Series infinitas

segundos para recorrer esa distancia, pero 7, entre tanto, se ha movido 0.01(0.0001) = 0.000001 pies, etcétera.
El limite de la distancia entre A y T tiende a 0. EI tiempo implicado es 100 + 0.1 + 0.0001 + 0.0000001 +...,
que es una serie geométrica con primer término a = 100 y razén r = 1/1000. Su suma es

a 100 100 _ 100000

T—r ~ T—(1/1000) ~ 999/1000 999

lo que constituye un poco mas de 100 segundos. La paradoja surge de la division artificial del hecho en
infinitamente muchos pasos cada vez mas y mds cortos.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Analice cada una de las series geométricas siguientes. Si la serie converge, halle su suma.

a) 4-1+4—%+-- Respuesta: S=%¢
by 1+3+5+2Z+--. Respuesta:  Diverge
o) 1-1+5-FL+-- Respuesta: S=7%
d) l+e'+e?+e’+... Respuesta: S = ﬁ

Una bola de caucho cae de una altura de 10 pies. Cuando golpea el suelo, rebota hacia arriba tres cuartos de la
altura anterior. ;Cudl es la distancia total recorrida por la bola antes que se detenga?

Respuesta: 70 pies

1 1 1 1
Analice la serie 2 n(n+4) 15726 371"
Respuesta: S=%
Analice la serie z 1 =1 1 1 ..
nn+Dm+2) 1-2-.3 2-3-4 3-4.5
Respuesta:  S=14
4o
Evalie Z s, cuando s, es la siguiente:
n=1
@ 37 D) w2y ) nn+3) D Gy
Respuestas: a)+;b)3;c) 1 d) 1
Demuestre que cada una de las series diverge:
a 3+3+1+3+-- b) 2+2+32+42+-- ¢) %+L2+%+%+...
2 3 4 1
+ e+t —_—_—
d) etgt+umtq e) Z Jn+Jdn—1

Evalde lo siguiente:

S0 1 - 2n+1
@ (577 2% ) Xy

n=0 n=1 n=1



19.

20.

21.

oo foo 4o
2" +3" 2! Nl
d) gn 6) 3n f) z 3n
n=0 n=1 n=1
too 2 3 +oo —~1)" . it 23)1
D Vo k) 2(523 D X

J) 21

Respuestas: a) g b) +eo; ¢) 11 d) 1 ) 11 f) +o0; @) oot h) =353 1) 8, j) +eo

(CG) En los problemas 1 a 6, use una calculadora en las primeras diez sumas parciales y determine con
cudntas cifras decimales es correcta la décima suma parcial de la suma de la serie.

+oo
(CG) a) Si Ixl < 1, ;cudl funcidn esta representada por Zx” =l+x+x2+x>3+-2

n=0
b) Use una graficadora para graficar 1 + x + x> + x* + ... + x° en el intervalo (-1, 1) y compare la gréfica con

la de la funcién en el inciso a).

1
—-X

Respuesta:  a) 1

En cada punto siguiente, determine los valores de x para los cuales converge la serie indicada; luego halle la
funcidn representada por la suma de la serie para tales valores de x.
+oo +oo +oo X n +oo x—1 n
a) ZS (3x)" b) Z(;(x =2) ) ZS(E) d) Za(—z )
2

) 1 1 . 1. 2
Respuestas: a)|x|<3,m,b)1<x<33_x,c)|xl<2,2_x,d) 1<x<3,3_x
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Series con términos positivos.
Criterio de la integral.
Criterios de comparacion

Series con términos positivos

Si todos los términos de una serie an son positivos, entonces la serie se denomina serie positiva.
Para una serie positiva Zs,,, la sucesién de sumas parciales (S,) es una sucesién creciente porque S,,, =S, +
S,41 > S,. Con esto se llega al siguiente resultado til.

Teorema 44.1. Una serie positiva zs,, converge si y sélo si la sucesion de sumas parciales (s,) es acotada.

Para comprobarlo, observe primero que si Zs,, converge, entonces, por definicién, (S,) converge y, por tanto,
por el teorema 42.1, (S,) es acotada. Reciprocamente, si {(S,) es acotada. Por el contrario, si {S,) es acotada, en-
tonces, como también es creciente, por el teorema 42.8 se deduce que (S,) converge, es decir, ZSn converge.

Teorema 44.2. (Criterio de la integral.) Sea an una serie positiva y sea f{x) una funcién continua positiva decre-
ciente en [1, +o0) tal que f(n) = s, para todo entero positivo n. Entonces:

Zs,, converge si y solo si _[:w f(x)dx converge.

De la figura 44.1 se observa que Ln fxdx<s, +s,+-+s,,=S _,.Si an converge, entonces (S,) es aco-
tada; asi _[lu Jf(x) dx serd acotada para todo u > 1y, por tanto, J.rm f(x)dx converge. Reciprocamente, de la figura
44.1 se tiene que s, + 5, +---+5, < Jln f(x)dx y, por consiguiente, S < Jln f(x)dx+s,. En estas condiciones,

+oo
s1 -[1 f(x)dx converge, entonces S, < : f(x)dx+s, yenconsecuencia (S, serd acotada. Asi, por el teorema

44.1, Esn converge, con lo que se demuestra el teorema 44.2.

@ ] L i 4 5 =2 n=1 "

Fig. 44.1



Inn
EJEMPLO 44.1. ZT diverge.

1
Sea f(x)= % Ahora,

j”" DX e = 1im j“ln—xdx = lim %(mx)ﬂ = lim £ ((Inu)* = 0) = +oo
1 X X U—>+oo 1 U—>+o0

U—>+too

Por tanto, por el criterio de la integral ZlnTn diverge.
1
EJEMPLO 44.2. >’ converge.

Sea f(x) =—. Ahora

j+ L gx=1im "—dx_hm —l] = lim —(l—1)=1
1 X u

U—>+eo J1 U—>+oo

1
Asf, por criterio de la integral 27 converge.

Observacion: el criterio de la integral puede extenderse facilmente al caso en que el limite inferior de la
integral se cambia de 1 a cualquier entero positivo.

Teorema 44.3. (Criterios de comparacion.) Sean Zan y an dos series positivas tales que existe un m entero
positivo para el cual g, < b, para todo entero k > m. Asi:

1. Si Zb” converge, entonces Za,, también converge.
2. Si Za” diverge, entonces an también diverge.

Se podria asumir en la deduccidn del teorema 44.3 que m = 1, ya que la convergencia no se ve afectada al
borrar un niimero finito de términos al comienzo de una serie. Observe también que el numeral 2 de la lista de
arriba es una consecuencia logica del numeral 1. Para probar este tltimo, supdngase que an converge. Sea

=b,+ b, + ... + b, la n-ésima suma parcial para an, yseaA,=a,+a,+ ... +a,lan-ésima suma parcial
para Zan Entonces, A, < B,, pues a, < b, para todo k. Como an converge, se deduce por el teorema 44.1 que
la sucesion (B,) es acotada. En virtud de que A, < B,, para todo n, se deduce que la sucesion (A,) es acotada.
Entonces, por el teorema 44.1, Zan converge. Esto demuestra el teorema 44.3.

EJEMPLO 44.3. Z# converge.

+5

ﬁ yb, = Lz Asf, a, < b, para toda n. Por el ejemplo 2, Zn]_z converge. Entonces, por el criterio de

comparacion, znz—l—FS

Seaa, =

converge.

EJEMPLO 44.4. ZT1+5 diverge.

1 _ 1 1 1 .
Seaa, =4,y b, = 3,55 Ahora, a,<b,n=5. (Para comprobarlo observe que 5 — 4n 3715 equivale a 3n + 5

<4n, que equlvale a 5 < n.) Recuérdese que la serie armdnica 2 diverge (por el ejemplo 4 del capitulo 43). Por

tanto, z in diverge por el teorema 43.2. El criterio de comparacién implica que Z In + 5 diverge.

A veces, como en el ejemplo 44.4, es preciso realizar maniobras complicadas para aplicar el criterio de
comparacion. El resultado siguiente brinda una herramienta mucho mas flexible.

Teorema 44 4. (Criterio de comparacion por paso al limite.) Sean Za y Zb dos series positivas tales que

=1im - existe y 0 < L < +o0. Entonces, Za,, converge si y solo si Zb converge.
n—>+oo b
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W CAPITULO 44 Series con términos positivos

Supdngase que Eb,, converge. Sea ¢ un nimero positivo tal que L < c¢. Entonces existe un entero positivo m
tal que a,/b, < c para todo n = m. Por tanto, a, < cb, para todo n > m. Pero como Zcb,, converge, Zcbn también

lo hace. Por consiguiente, por el criterio de comparacién Za,, converge. Reciprocamente, si Zan converge, en-

tonces, an también lo hace. (De hecho, lim,_, ... a—" =7 0 y es posible emplear el mismo tipo de argumento

que se acaba de dar.)

EJEMPLO 44.5. Y I =I1E4 Giverge,

Cuando se trata con los cocientes de polinomios, una regla practica es ignorar todo salvo los primeros términos.

En este caso, se tiene 3 _3. % Se intenta una comparacion por paso al limite con % Ahora

n® 7
i [ | = v =5
Como 2% diverge, el criterio de comparacién por paso al limite dice que % diverge.
EJEMPLO 44.6 Y, \/nSn72 converge.
Mediante la regla practica dada en el ejemplo 44.5 respecto a los primeros términos, se observa que \7-:—6 = fl—’z = n%

Entonces, se intenta una comparacwn por paso al limite con L

lim Sn 2 11 iim Sn —2n?
ke Jn® —4n? +7 "—”"“ Jn® —4n? +7

Se divide el numerador y el denominador entre n’. Nétese que en el denominador se obtendria

n—g\/n6—4n2+ = nb—4p? +7 = l—r;i4+7

1
Jn®

El resultado seria

2
5_%
lim 4” = :%:5
n—>+oo
=t

Por tanto, como se sabe por el ejemplo 44.2 que 2 converge, el criterio de comparacion por paso al limite implica

quez \/L converge.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Considere la serie anp donde p es una constante. Se trata de la denominada serie p. Entonces:
a) Sip>1,laserie ZL converge.

b) Sip<1,laserie 2 - diverge.

Podria suponerse que p # 1, ya que se conoce que la serie armonica Z% diverge. También podria
suponerse que p > 0; si p <0, lim,_,,., nll’ # 0y el teorema de divergencia implica que la serie diverge. Se

aplica el criterio de la integral con f(x)=1/x”. (f(x) es positiva y decreciente en [1, +o0).) Ahora,

.[1 —dx—h jlx—dx—llm xli;:[{

U—>+oo u—tes 1

lfp 1
_uh~>+ee(1— _l—p).




1—
a) p>1.Entonces,p—1>0y.Asilim, . u"” =1im,_,_ u% =0. Luego, lim (1”_; - l—lp)z > 1_ T

Por el criterio de la integral zn% converge.

ul*p 1 . .
— — | =+o0 y por el criterio de
l-p 1- 17) yP

b) p<1.Entonces, 1 —p>0ylim, ,, u'” =+, Luego, lim,,,. (
la integral Z nL” diverge.

En los problemas 2 a 7 determine la convergencia en las series dadas.

S N
\/§ V7 1 1
RS NSk Sea f(x)= NSk En [1, + o0), fix) > 0y fes decreciente.

o

- 1 =1i _dx i L[ _ 1\
Jll \/Zx—ldx_z}g?wﬁ zx_]_}LTWQJI(Zx D" (2)dx

= lim L(2)(2x - 1)“2] =1lim (Qu—1)" —1)=+oo
U—>+o0 1 U—>+oo

En consecuencia, la serie diverge por el criterio de la integral.

1
AT R

1 1
n+2

UJ|>—~

1 . .
7,3 €8 convergente, ya que es una serie p con p = 3 > 1. Por tanto, por el criterio de

- 1
comparacion, Zm es convergente.

1,11
TR TR TR
1 1 1 1 1 . o
s, = Observe que ;7= =T 33 < FaT paran 2>2. Como 2 , T €8 una serie geomeétrica

1 - .
convergente (con razén r = 7), ZW es convergente por el criterio de comparacion.

2+ i + 347 + i
_n+l U " L. n _ 1
S, =5 se la comparacion por paso al limite con PO
3 2
lim AL/ L g AT
n—teo N n n—>+oo n
+1
Se sabe que z converge. Entonces, por el criterio de comparacién por paso al limite, 2 3converge.
1+ L + 3% + l +-
s = L Ahora - L < L y ZL es una serie geométrica convergente (r = 1). Entonces
nT o 't neneeees n ~ 2nl n=l 2/ ’

I . 1
por el criterio de comparacion, ZF converge.

22+1+32+1+42+1

S R S I EN
2+1 . P |
sn=Z3+1.Use la comparacion por paso al limite conZ—3:Z:

. n+1\/1|_.. n+n_
}qum[(n3+1)/nj|_}gl+lm n’+1 =1
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10.

11.

CAPITULO 44 Series con términos positivos

Se sabe que la serie armdnica z diverge. Entonces, por el criterio de comparacién por paso al limite
n

dlverge.

1 1 1
2inZ "33 " 4Ind
s = 1 estd definida paran > 2.
" nlnn

[7 g [Py ln(lnu)] — 1fm (In (Inz) — In (In2)) = +oo
U—>+oo

2 xInx  uSre 2 xInx  uSie

Por tanto, la serie diverge por el criterio de la integral.

. . 1 . . . .
(Cuantos términos de z el bastan para obtener una exactitud de dos cifras decimales (es decir, un error <
5/10%)?
Si se utilizan k términos, se requiere que el error

k

Y-k

;;M;

Lzﬁrm%dx=“lfm J.ulzdx=lfm—l:| = lim —(%—l)

kX

1_5 __1

=% <10° ~ 200

Por tanto, 200 < k. Entonces, es suficiente utilizar 201 términos de la serie. (Puede emplear una graficadora
201

para hallar 2— ~1.64.)

Supéngase que z s, converge en virtud del criterio de la integral aplicada a f(x) y, para cada n, el error (o
residuo), R, después de k términos se define como

+oo k +oo 400
ZSH - ZSH. Entonces R, = 2 s, < jk f(x)dx.
n= n=1 n=k+1

400

1 . . . .
Halle una cota en el error cuando zn_z es aproximada por los primeros cinco términos

n=1
1,1, 1,1 _ 5269
1+4+9+16+25 3600~14636

El error R, < L Fdx =1=0.2.

Supdngase que an y ch son series positivas, Zc,, converge y s, < ¢, para todo n. Entonces el error R,
después de k términos es

4

IEDIEDIED

n=1 n=k+1 n=k+1

(Por lo menos cudntos términos se necesitan para calcular Z con un error < 0.00001?

n’+1
1 1 < 1 1
En este caso s, = Py A . Es suficiente tener HXI(:I 5 < 0.00001. Ahora, nzk‘iln— <J, x—dx =I5
Entonces, se necesita 1 <0.00001 = De forma equivalente, 100 000 < 4k*, 25 000 < k*, k> 13.

4k* = 100 000 000



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Para los problemas 12 a 43, determine si la serie converge.

2. Y s

B. Yo
4 Y

15 3

2n
16. 2, D)+ 2)(n+3)

1

~

1
D Neresid

18. Y1

-2
19. ”n3

Inn
20. n*+2

21. Zn sen(%)

2. 2%

3. Y5
24. Zh‘T:

1
25. 2 1+Inn

n+l

26. 2 nJ3n—2

27.

=

1
Z ninnlin (Inn) (paran 23)

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

. 3
converge; comparacion con ZF

. ) . o 1
diverge; comparacién por paso al limite con "

. . . P 1
diverge; comparacién por paso al limite con P
converge; criterio de la integral

.. L. 1
converge; comparacion por paso al limite con ey
. P 1
converge; comparaci6n por paso al limite con 2,75
- - 1
converge; comparacién por paso al limite con 2, -5
) - P 1
converge; comparacién por paso al limite con ey
) - P 1
converge; comparacién paso al limite con P
diverge; teorema de divergencia
diverge; serie p, p=3<1
comparacioncon 3 7.2
converge; comparacion con 2, 7,5, 712

. .. Inn
diverge; comparacién con "

. . - 1
diverge; comparacién con W

. . . 1
diverge; comparacién por paso al limite con —\/;

diverge; criterio de la integral
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28.

29.

30.

31.

32.

33, 2

34.

35.

36.

37.

38.

39.

CAPITULO 44 Series con términos positivos

(para n = 3) Respuesta: converge; criterio de la integral

1
Z nlnn (In (Inn))?

1111
ettt t

L o 1
Respuesta: s ; converge; comparacion por paso al limite con 27

__ 1
RCTERIEN
3 .3 .3
3+21/3—"_31/3-"_4_”3+

Respuesta: s, = %; diverge; serie p, p=4<1

1,1, 1

I+s+g+3+

Respuesta: s, 4 3 diverge; comparacién por paso al limite con z 1
1.1 1 1

2733745675678 "

1 - o 1
@ ; converge; comparacién por paso al limite con ZF

Respuesta: s, = n+D(n+2)---(2

2.3 4 5
3ttty t

Respuesta: s, = Z+31 ; converge; comparacion por paso al limite con 23%
7+ 2~122 * 3-123 "3 124 *
Respuesta: s, = %n ; converge; comparacion con 2 o
L L N B
13%24%35%7%
Respuesta: s, = P (’; -:12) diverge; comparacién por paso al limite con 2 1
l+3%+ 3 +§i4+~-.
Respuesta: s, = ﬁ; converge; comparacioén con 2#
1+ 2—12 + 35% + 4% +-

1 - 1
Respuesm: S, = W—ZW; converge; comparacion con 27

3,4.,5,

+5+70 717

+1 . .. . .
Respuesta: s, = h; diverge; comparacién por paso al limite con Z%

l\)

4,246, 2468
38

2
5753 1175.8.11-14

) 2 i 4 2\n
Respuesta: s =—=———""2_; converge; comparacién con E $)
n . n E



40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

47.

3.5, 749 4.
2710730 e T
Respuesta: s, = i?:; converge; comparacion por paso al limite con Zn_lz

3410, 20, 66

24108 T30

3
Respuesta: s, = :4 :1123 ; diverge; comparacion por paso al limite con z%

1 ., _2 ., 3 ., 4

LI R e e Sy R

. . o 1
Respuesta: s ; diverge; comparacién por paso al limite con ZE

_ n
" (m+1)?-n

1 1 1 1
2312 +33_22 +43_32 +53_42 +--

1 . . 1
P S .
Respuesta: » = a+ 1)7 —n2 > COTVETEE; Comparacion por paso al limite con E 3

(CG) Estime el error cuando:

+oo
a 1 es aproximada por la suma de sus primeros seis términos.
3" +1
=1
n+w 1
b) 24"—4-3 es aproximada por la suma de sus primeros seis términos.
n=1

Respuestas: a) 0.0007; b) 0.00009

(CG) a) Calcule el error cuando la serie geométrica z% es aproximada por la suma de sus primeros seis

términos.

b) (Cuantos términos son suficientes para calcular la suma si el error permisible es 0.00005?

Respuestas: a) 0.047; b) 16

+oo
(CG) a) ;Cuantos términos es suficiente aproximar Zn%‘ con un error < 0.001?

n=1

oo
b) Determine un limite en el error si se aproxima 2,%4 por la sexta suma parcial

oo n=1
c¢) (Cudlesl i 16 1 1 ial id ifras decimales?
Glual es la aproximacion a - por la sexta suma parcial, corregida a cuatro cifras decimales’
n

n=1

Respuestas: a) 7; b) 0.0015; ¢) 1.0811

(CG) Sea S,, 1a n-ésima suma parcial 1+ % +- 4 % de la serie armonica divergente.

a) Demuestrequeln(n+ 1)< S, <1 +1Inn.
b) SeaE,=S,-Inn. Demuestre que {E,) es acotada y decreciente.
¢) Demuestre que (E,) converge. Su limite se representa con Yy se denomina la constante de Euler.

d) Use una graficadora para aproximar E, a ocho cifras decimales.

Respuestas: d) 0.57771608 (de hecho, y~ 0.57721566).
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48.

49.

50.

51.

CAPITULO 44 Series con términos positivos

(Extension del criterio de comparacion por paso al limite.) Supdngase que Zs,, y Zt,, son series positivas.
Demuestre

P .
a) lim t—” =0y Et,, converge, entonces an también lo hace.

n—+eo [,

s . -
b) lim ti =+4ocoy an diverge, entonces an también lo hace.

(Inn)*
n3

Aplique la extensién del criterio de comparacién por paso al limite para determinar si 2 converge.

Respuesta:  converge; use Z# y el problema 48a).
Supdngase que an es una serie positiva y lim,_,,.. ns, existe y es positivo. Demuestre que an diverge.

(Sugerencia: compare por paso al limite con Z(%))

Supoéngase que Zs,, y Zt,, son series convergentes positivas. Demuestre que Zs,, t, converge.



Series alternadas. Convergencia
absoluta y condicional.
Criterio del razén

Series alternadas

Una serie cuyos términos son alternativamente positivos y negativos es una serie alternada. Se puede escribir
de la forma

Z(—l)"“an =a,—ay,+ay;—a,+das— ...
donde a, son todos positivos.

Teorema 45.1. Teorema de las series alternadas. Sea E(—l)”*‘ a, una serie alternada. Supdngase que: 1. la su-
cesion {a,) es decreciente; 2. Iim,_,,.. a, = 0. Entonces:

L Z(—l)"“an converge a una suma A.

II. SiA,eslan—€sima suma parcial y R, = A — A, es el error correspondiente, entonces IR,| < a,,, (es decir, el
error es menor en magnitud que el primer término omitido).

I. Como {a,) es decreciente, d,,,; > dy,,, ¥, POr tanto, d,,,, — d,,,, > 0. Entonces,
Anwr = (a1 = @) + (a3 — ay) +++ (g1 — Goy) + (Ai) — o)
= Agy + (g1 = Gopia) > Ay, >0
Entonces, la sucesion (A,,) es creciente. También,
Ay =a; = (ay = a3) = (a4 = as5) == (g0 — Ay y) — Ay < A4

Por tanto, (A,,) es acotada. Luego, por el teorema 42.8, (A,,) converge al limite L. Ahora A,,,, = A,, + dy,.,,.
Por consiguiente,

lim A, ,,=1lim A, +1im a,,,,=L+0=L
n—>+oo n—>+oo

n—>+oo
Asi pues, lim,_,,.. A, = Ly, por tanto, Z(—l)”“an converge.

IL Ry, = (ayu — opid) + (Apez — Qard) +> 0y Ry = Gy — (Aoar — Gr13) — (Qag — Qapys) =< . PoT tanto, IR,,|
< ay,,. Para indices impares, R,.; = ~(Ay2 = @ay13) — (@opg = Qopas) =< 0y Ry =~y + (Ao — Qo) +
(Aye5 — Uopeg) +++-> —y,,,. Por tanto, IR,,,,| < a,,,,. Asi, para todo k, IR/ < a,,,.

—a»



CAPITULO 45 Series alternadas

EJEMPLO 45.1. La serie armonica alternada

1,1 1,1 1
I=2%374%57 6"
converge en virtud del teorema de la serie alternada. Por el numeral II de ese teorema, la magnitud IR, del error
después de n términos es menor que ﬁ Si se desea un error menor que 0.1, es suficiente tomar ﬁ <0.1= % s
que equivale a 10 <n + 1. Entonces, n > 9. Asi, debe usarse
-ty 1 1 1,1 1, 1_1879
A =1 >t3 3t5 617 8192520 0.7456
Definicion. Considérese una serie arbitraria Zs,,.

ZS,, es absolutamente convergente si E|S,,| es convergente.

ZSn es condicionalmente convergente si es convergente pero no absolutamente convergente.

EJEMPLO 45.2. La serie armoénica alternada 2‘(—1)”+1 % es condicionalmente convergente.

EJEMPLO 45.3 La serie 2{(—1)"+1 Lz es absolutamente convergente.
n

Es necesario enunciar dos resultados significativos sobre la convergencia absoluta y condicional. En adelante,
por reorganizacion de una serie se entenderd una serie obtenida de una serie dada mediante la reorganizacién o reor-
denamiento de sus términos (es decir, cambiando el orden en el que se presentan los términos).

1. Si Zs,, es absolutamente convergente, entonces toda reorganizacion de an es convergente y tiene la misma

suma que Es,,.
2. Si Zs,, es condicionalmente convergente y si ¢ es cualquier nimero real o +oo 0 —co, entonces hay una reorga-

nizacion de an con suma c.

Teorema 45.2.  Si una serie es absolutamente convergente, entonces es convergente.
En el problema 1 puede verse la demostracion.

Observe que una serie positiva es absolutamente convergente si y sélo si es convergente.
El siguiente es probablemente el mds ttil de todos los criterios de convergencia.

Teorema 45.3. El criterio de la razon.  Sea an una serie cualquiera.

N

1. Silim [“|=r<1, entonces ZS,, es absolutamente convergente.

n—teo | S

A S .
2. Silim |~ =ry (r>10r=+), entonces Esn, diverge.

n—teo | S,

.1 N L. . . . .
3. Si lim |-/ =1, entonces no se puede deducir ninguna conclusién sobre la convergencia o divergencia de E S

n—teo | §

n

Para ver una demostracion, repase el problema 14.

Teorema 45.4. El criterio de la raiz. Sea an una serie cualquiera.

1. SiSilim gls | =r <1, entonces an es absolutamente convergente.

n—-+oo

2. Silim gfls | =r y (r>1 0 r=+eo), entonces zsn es absolutamente divergente.
N—>+oo

3. Silim z/ls | =1, entonces no se puede deducir ninguna conclusién sobre la convergencia o divergencia de E S
N—>+oo

En el problema 15 puede ver una demostracién.



—e»

EJEMPLO 45.4. Considere una serie Z . Entonces, lim,_,,.. §/ls |=1m,_,,. %= 0. Por el criterio de la raiz,

la serie converge absolutamente.

PROBLEMAS RESUELTOS

1.

Demuestre que si an es absolutamente convergente, entonces es convergente.
0<s,+Is,<2ls,l. Como lenl converge, ZZIS,,I también lo hace. Luego, por el criterio de comparacion,
Z(sn + Is,l) converge. Por tanto, an = an((s,, + Is,l) — Is,I) converge por el corolario 43.4.

En los problemas 2 a 13, determine si la serie indicada converge absolutamente, condicionalmente o no converge.

11,1 1
275710 7 *
— n+l 1 .z . L
s, =(— 1) Py + T+ 2477 31 converge por comparacion con la serie p convergente 2 pEx Entonces,
Z( ) — PE absolutamente convergente.
12,3 _4
e e e e T

s, = (=D :—,,. La serie zel,, converge por el criterio de la integral [utilizando f(x)= ex7]. Por tanto,

z (=Dt ei” es absolutamente convergente.

1,1

Nty
1
NS

alternadas. Pero Z - es divergente, ya que es una serie p con p=14<1.

+

-
-
B

n+l

s, =(-1

~

1 .. . . . .
Como < N es una sucesion decreciente, la serie converge en virtud del teorema de series

1,1 1
1 >ta 8+-~.

Laserie -4+ 1 -1+ es una serie geométrica con razén r = 4. Como Irl < 1, converge y, por tanto, la

serie dada es absolutamente convergente.

_2,.3_ 4
1 3 + 73 +-
5, = (-1 2L 3T- Se aplica el criterio de la razén:
e S |_n+l / n _n+l 1 S| 1
}LI_I}M s, - 3n /3nl T 3 EntonCeS, : = 3 <1

Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente.

n+l 1
s, =(=1) n+1 n+1

con la serie p convergente 2 5. Por tanto, la serie es absolutamente convergente.

— . Entonces le | converge por comparacion

—. Preste atencion a le I 1s,1=

s, = (=D n+ll . Observe que<

n+2n

1 > x+1
nt 2 ) esuna sucesion decreciente (como D (m) < O). Por

tanto, la serie dada es convergente por el teorema de series alternadas. Sin embargo, Is, | > R Entonces,

. . 1 . . ..
lenl diverge por comparacién con z;. Es decir, la serie dada resulta condicionalmente convergente.

sepeulsjje solieS Gk 0TNLIdVI



CAPITULO 45 Series alternadas

2% 25
9. 2_§+§_T+.“
2n-1
s, = (=D ﬁ Se aplica el criterio de la razon:
an _ 22n+1 22n71 _ 4
s, | Cn+D!/ Cn-1D!" 2n+D(2n)

sn+l

=0y, por consiguiente, la serie es absolutamente convergente.

Por tanto, 1im
N—>+oo

n

1 4 9 16
10. = - + - +--
2 2241 341 4 +1
2 2
s, = (=D n3”+ T Como <# es una sucesion decreciente para n > 2, la serie dada converge por el
teorema de series alternadas. La serie Els,,l es divergente por la comparacion por paso al limite con Z% Por
tanto, la serie dada es condicionalmente convergente.
11. 1 2 3 4

2T I el

n : 2 . 1 .
s, = (D! pEaE 2|S,,| es convergente por la comparacién por paso al limite con Zn—z Por ello, la serie

dada es absolutamente convergente.

11 L1
R. 15 22 33 1.0 "

s, = (=D ﬁ Se aplica el criterio de la razén:

Sn+l — + L — n . l
s, | m+1)2" /) n2"  n+1 2
. S, .
Asi, hrflm = % < 1. Entonces, la serie dada es absolutamente convergente.
n—

3

2D G

Se aplica el criterio de la razén:
80| _ (n+17 /w2 =(n+1)3( 1 )
|5, | +2)!) (n+D)! n n+2

= (. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente.

13

P N
Asi, lim |-

n—s+eo

14. Justifique el criterio de la razén (teorema 45.3)

Sn+l

a) Sea lim

n—steo

=r<1. Se selecciona ¢ tal que r < ¢ < 1. Entonces, existe un entero m tal que si n > m,

Sn+]

<t. Por tanto,

n

s, < s, |, 8,00l <tls, ) < As,), oo sl < s

Pero Zﬁlsml es una serie geométrica convergente (con razén < 1). Luego, por el criterio de comparacion,

ZIS,,I converge. Asi, ZS,, es absolutamente convergente.

s
b) Sea lim |-
n—+oo | S

=ryr>1o0r=+co. Se selecciona r de manera que 1 < ¢ < r. Existe un entero positivo m tal

sn+]

que sin > m, > t. Por tanto,

n

Is,.i1 = 1ls,], 5,00l 2 tls, ) 2 Pls, ), .. s, > Fls,



Por consiguiente lim s, =co y, por el teorema de divergencia, Zs,, diverge.
n—+eo

Sn+1

) Considerez % lim

n—>+oo

=lim ( 1 )/l = lim ——=1. En este caso, la serie diverge. Ahora
n+1 +1

n—>+oo n n—tee N

considere z Wz

Sn+]

sn

lim

n—>+oo

—1im | —L /L :Hm( n )2:1
N—>+oo (fl+1)2 I’l2 notee \ 11+ 1

En este caso, la serie converge.

. Justifique el criterio de la raiz (teorema 45.4).
a) Supdngase que 1im, ... #/ls,| =r <1 . Se selecciona  de manera que r < ¢ < 1. Entonces, existe un niimero
positivo m tal que §/ls,| <t para n > m. Por tanto, Is,| < ¢ para n > m. Por consiguiente, ZIS,,I converge por

comparacion con la serie geométrica convergente Zt". Entonces, an es absolutamente convergente.
b) Supéngase que lim,_,,.. 4/ls,| =r y r>1 0 r = +oo. Se selecciona t de manera que 1 < 7 < r. Para algiin entero

positivo m, 4/ls,| >t para n > m. Entonces, ls,| 2 # para n > m. Como lim,_,.., t" = +oo, lim,_, ., 5, = . Por

consiguiente, por el teorema de divergencia, Zs,, diverge.

¢) Considere z% y Z# En ambos casos, lim, ... #/ls, | =1. (Nétese que lim,_,,.. n™" = lim,_,,., e """ = 1),

En los problemas 16 a 22, aplique el criterio de la razén para probar la convergencia de las series.

+ 2434,

@|w

W[
w
(O8]

-1
—3<1

sn+l
sYl

Spi _n+1/n _1n+l

= = . Entonces, lim
s 3n+1 3n 3 n P e

n

Asi, la serie converge por el criterio de la razon.

1,20, 3" 4!
§+3—2+3—3+3—4+
_nl S _ (04 DV /0l _n+1
S T Entonces, s, 3 3 T3
Luego, lim Suet | oo y la serie diverge por el criterio de la razon.
n—>+oo
12,123 ,12-3-4
3 T35 13577
_ n! Sl _ (n+1)! n! _n+l
S =135 n—T) BMONCes, S = A /T35 D 2t T
Asfi, Iim et | % < 1. Por tanto, la serie converge por el criterio de la razon.
N—>+oo
31,41 .51, .
. 2+24+342+443+ .
_n+l 1 S _(n+2 1\ /(n+1 1 \_1nn+2)
S =75 gwT - Entonces, ¢ _(n+l4”)/( n 4”")_4(n+1)2'
Asi, lim Sut | % < 1. Por tanto, la serie converge por el criterio de la razon.

22+1+32+1+42+1

SR RS I S I ER

+

=L+l Sun _ (D’ +1 [/p2 41 (n+1)?+ D’ +1)
S, 41 Luego, s (rlprl/ el (it D))

n

S

S

sepeulsjje salieS Gk 0TNLIdVI



21.

22,

CAPITULO 45 Series alternadas

. |s o . . . .
Entonces, lim |[-2L|=1. Por ende, el criterio de la raz6n no arroja conclusién alguna. Sin embargo, la

n—+eo n

S L. 1 ..
comparacion por paso al limite con Zﬁ muestra que la serie diverge.

Z n3"
n+D!"
S _ (D3 [ p3 _n+l 3 Entonces, lim [-2:L=0
s, n+2)! / (n+1)! n n+2° e
Por tanto, la serie converge por criterio de la razén.
nll
m.
St _ (n D™ n_”_(n+1)”_( l)" e St |
s,  (m+D!/ "\ n | 1+n - Entonces, ,}g& =e>1

Por tanto, la serie diverge por el criterio de la razén.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 23 a 40, determine si la serie alternada indicada es absolutamente convergente, condicionalmente
convergente o divergente.

23.

24

25

26

27

28

29

30

31

32

2 (=Dt % Respuesta: absolutamente convergente
z (=1 ﬁ Respuesta: condicionalmente convergente
1\t n . 3
Z( 1) P Respuesta: divergente
2 (=11 % Respuesta: condicionalmente convergente
2 (=11 ﬁ Respuesta: condicionalmente convergente
1 .
- — Respuesta: divergente
2 P g
Z (=1 1 Respuesta: absolutamente convergente
2n—1)°
z (=11 -l Respuesta: condicionalmente convergente

Jnn+1)

n+ 1 .
z (=D CES Respuesta: absolutamente convergente

2 (=11 ﬁ Respuesta: absolutamente convergente



33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

2(—1)n+1 (nl‘)2 Respuesta: absolutamente convergente
2‘(—1)”+l n2n+ 0 Respuesta: condicionalmente convergente
2
N (1 n4n—+2 Respuesta: absolutamente convergente
4
2 (—1)"“n(%) Respuesta: absolutamente convergente
*-3
_1 n+l n . .
> (-1 pr—— Respuesta: divergente
z (=1 nz—t] Respuesta: absolutamente convergente
3
Z,(—l)"+l ZIZH Respuesta: absolutamente convergente
ZM Respuesta: absolutamente convergente
n
(CG) (Cuantos términos de 2(—1)"“ % seran suficientes para obtener una aproximacion dentro de 0.0005 de

la suma real? Determine la aproximacion.

)
Respuesta:  n=6: 144 0.632

(CG) (Cuantos términos de Z(—l)"“ 1 bastaran para obtener una aproximacién de la suma real con

2n-1)!
un error < 0.001? Determine tal aproximacion.

Respuesta:  n=3;0.842

(CG) (Cuantos términos de z‘(—l)"+1 % bastardn para obtener una aproximacion de la suma real con un error
< 0.001? Determine la aproximacion.

Respuesta:  n=1000; 0.693

En los problemas 44 a 49, determinar si la serie converge.

12
44. 2?217.1))! Respuesta: convergente
45. 2% Respuesta: divergente
46. 2 2y Respuesta: divergente

47. z% Respuesta: convergente

sepeulsjje salieS Gk 0TNLIdVI



CAPITULO 45 Series alternadas

48. Z(nj——nZ)” Respuesta: convergente
49. Z(n’j_ 1) Respuesta: divergente

50. Determine si 2(—1)"” (Mn+1—=+/n) es absolutamente convergente, condicionalmente convergente o
divergente.

Respuesta:  condicionalmente convergente

En los problemas 51 y 52, determine el nimero de términos que bastan para aproximar la suma de la serie indicada
con precision de cuatro cifras decimales (es decir, con un error < 5/10°) y calcule la aproximacién.

51. (CG) 2(—1)"“% Respuesta: n=6;0.9721
n=1
oo

52. (CG) 2(—1)"+1m Respuesta: n=4;0.8415
n=1 °

53. Sealrl<1

a) Demuestre que Zm” =r+2r7+ 3 + 4r* + ... converge.

+oo
b) Demuestre que an” =" (Sugerencia: sea S = r + 2> + 31> + 4r* +-, multiplique esta ecuaci6n
n=1

(1=r

por ry reste el resultado de la ecuacion original).

+oo
c) Demuestre que 2% =2.

n=1



Serie de potencias

Serie de potencias
Una serie infinita

Ean(x—c)”=a0+a,(x—c)+a2(x—c)2+-~- (46.1)

n=0

se denomina serie de potencias en x en torno a ¢ con coeficientes {(a,). Un caso especial e importante

oo
2 ax"=a,+ax+ax*+-- (46.2)
n=0

es una serie de potencias en torno a 0.
Para un valor de x dado, la serie (46.1) converge o diverge. Por tanto, (46.1) determina una funcién f cuyo

dominio es el conjunto de todos los x para los cuales (46.1) converge y cuyo valor f{x) correspondiente es la
suma de la serie.

Noétese que (46.1) converge cuando x = c.

EJEMPLO 46.1. La serie de potencias en torno a 0

+oo
2x”=1+x+x2+---
n=0

es una serie geométrica con razon r = x. Asi, converge para lxl < 1 y su suma es 1 Entonces, el dominio de la

L . . 1-x
funcién correspondiente es un intervalo en torno a 0.

oo

Teorema 46.1. Supéngase que la serie de potencias 2 a,(x—c)" converge para x, # c. Por tanto, converge
. n= . 2, Py

absolutamente para todo x tal que Ix — ¢l < Ix, — ¢l (es decir, para todo x que esté mds proximo a ¢ que x,).

Repase el problema 4 para ver una demostracion.

oo

Teorema 46.2. Para una serie de potencias z o (x—c)", uno de los tres casos siguientes es verdadero:
=

a) Converge para todo x.

b) Converge para todo x en un intervalo abierto (¢ — R;, ¢ + R,) alrededor de ¢, pero no fuera del intervalo cerrado
[c=R,,c+R,].

¢) Converge sélo para x = c.
. . too .
Por intervalo de convergencia de E o (x—c)" se entiende:
=

En el caso a): (—oo, +eo)
Enel caso b): (c-R,,c+R))
En el caso ¢): {c}



CAPITULO 46 Serie de potencias

+oo
Por radio de convergencia de 2 oG (x—c)" se entiende:
i

En el caso a) o
En el caso b) R,
Enelcasoc)0
Nota: en el caso b), si la serie de potencias no converge en ninguno de los puntos finales de su intervalo de

convergencia en uno o en ambos puntos finales, depende de la serie dada.
Para ver una demostracion del teorema 46.2, repase el problema 5.

EJEMPLO 46.2. La serie de potencias

f(x—n2)" —(x=2)+ (x—22)2 +(x—32)3 +

es una serie de potencias en torno a 2. Se utiliza el criterio de la razén para hallar el intervalo de convergencia

sn+l

S __ Nn+l _Dn
"“|: lx — 2| /Ix 2" _ +1 lx—2l. Entonces, lim =Ix-2l.

| s n+1 n n e

n n

Entonces, por el criterio de la razén, la serie converge absolutamente para lx — 2| < 1. La dltima desigualdad
equivale a -1 <x -2 <1, que a su vez equivale a 1 <x < 3. Por tanto, el intervalo de convergencia es (1, 3) y el
radio de convergencia es 1. En el punto terminal x = 1, la serie se convierte en z [(=D"/n], lo que converge por
el teorema de series alternadas. En el punto terminal x = 3, la serie se convierte en z (1/ n), la serie arménica
divergente. Entonces, la serie de potencias converge para 1 <x < 3.

EJEMPLO 46.3. La serie de potencias

+°°xn x 3
Zm=1+x 2—+ + -

n=0

il

es una serie en torno a 0. (Recuérdese que 0! = 1.) Se utiliza el criterio de la razon:

N

ntl
Sy

Sn+1
S,

=0.

n+l n
__lxl " _ _Id Entonces, lim
(n+D!/ n! " n+l e

Asi, por el criterio de la razén, la serie converge (absolutamente) para todo x. Su intervalo de convergencia es (-oo,
+e0) y su radio de convergencia es oo.

EJEMPLO 46.4. La serie de potencias
oo
Yonlxt =1+ x+21x% +310° + -+
n=0

es una serie de potencias en torno a 0. Se utiliza de nuevo el criterio de la razén:

Sy | _ (D!t
|5, | n!lxl"

sn+l

=m+1)Ixl. Entonces, lim =400
n—+oo

n

excepto cuando x = 0. Asi, la serie converge sélo para x = 0. Su “intervalo” (degenerado) de convergencia es {0} y
su radio de convergencia es 0.



Convergencia uniforme

Sea (f,) una sucesion de funciones, todas definidas en un conjunto A. Sea fla funcién definida en A. Entonces,
(f,) converge uniformemente a f en A si para todo € > 0 existe un entero m positivo tal que para cadaxen Ay
todon>m, If,(x) - fix)l < €.

Teorema 46.3. Si una serie de potencias 2 a,(x — c)"converge para x, # ¢ y d < Ix, — cl, entonces la sucesién de

sumas parciales (S,(x)), donde 2 ,(x—c)", converge uniformemente a 2 a,(x—c)" en el intervalo que consta

de todos los x tal que Ix — cl < d. Por tanto, la convergencia es uniforme en Cualquler intervalo estrictamente dentro del

intervalo de convergencia.
Se remite al lector a libros mds avanzados para hallar una demostracién de este resultado.

Teorema 46.4. Si {f,) converge uniformemente a f en un conjunto A y cada f, es continuo en A, entonces f es
continuo en A.
En el problema 6 se ofrece una demostracion.

Corolario 46.5.  La funcién definida por una serie de potencias z a,(x—c)" es continua en todos los puntos
dentro de su intervalo de convergencia.
Esto se deduce de los teoremas 46.3 y 46.4.

Teorema 46.6. Integracion de series de potencias. Sea f la funcién definida por una serie de potencias

oo
z G (x—c¢)" en su intervalo de convergencia (con radio de convergencia R,). Entonces:
n=\

a) [ reodx= Za ("n f)ll +K  para l—cl<R, (46.3)

donde el intervalo de convergencia de la serie de potencias en el miembro derecho de la férmula (46.3) es el
mismo que el de la serie original. K es una constante de integracion arbitraria. Nétese que la antiderivada de
[ se obtiene por integracion término a término de una serie de potencias dada.

b) Siay bestin en el intervalo de convergencia, entonces:

. T
j' F(x)dx = ;(a (J‘;Tc)ll)} (46.4)

a

b . . ., P . , .
Asf, I f(x)dx se obtiene por integracion término a término.
a

Una demostracion del teorema 46.6 debe consultarse en un libro mas avanzado.

Teorema 46.7. Derivacion de serie de potencias. Sea f la funcion definida por una serie de potencias

o
E G a (x—c)" ensuintervalo de convergencia (con radio de convergencia R,). Entonces, fes derivable en ese intervalo y
n=!

f(x)= inan (x—=o)"! para Ilx—cl<R, (46.5)

n=0

Por consiguiente, la derivada f” se obtiene mediante derivacién término a término de la serie de potencias. El intervalo
de convergencia de la serie de potencias del miembro derecho de la férmula (46.5) serd el mismo que para la serie de
potencias original.

Para una demostracion, el lector debe remitirse a textos mas avanzados.

selouajod ap 9149S 9 0TINLIAVI



CAPITULO 46 Serie de potencias

EJEMPLO 46.5.  Ya se sabe, por el ejemplo 46.1, que para Ixl < 1,

oo
l_lx:z)c”:1+x+x2+x3+~~~+x”+-~~ (46.6)
n=0
Abhora, D, (ﬁ) = ﬁ Entonces, por el teorema 46.7,
ﬁ=l+2x+3x2+---+nx”"+m para Ixl < 1
+oo +oo
= an”“ = Z(n +1Dx"

n=1 n=0

EJEMPLO 46.6.  Se sabe que
ﬁ:Zx"=1+x+x2+x3+~~-+x"+~~~ para Ixl < 1

n=0

Se remplaza x por —x (lo cual es permisible, ya que |-x| = Ix| < 1). El resultado es

=Y = Y =Tk = (46.7)
n=0 n=0

Por el teorema 46.6a), se puede integrar término a término:

dx <
Trx= 2D

n+l

+1

+oo n
+K= 2(_1)n—1 x7+ K para lxl < 1

n=1

X
n

400
— _ n71X_"
In [1+x] =Y (- —+K  para ki<l

n=1

Con x =0y observando que In 1 =0, se advierte que K = 0.

También se observa que para Ixl < 1, se tiene que -1 <x<1,0< 1+ x <2y, por consiguiente, |1 +xl =1 + x.
Por tanto,

_"“"’ _ rtfl-x_”
In(1+x)=Y (-1 - parald<1

n=1

RO - S S (R
=X—5x +3x 7 + (46.8)
El criterio de la raz6n muestra que esta serie converge.
Si se remplaza x por x — 1 se obtiene
Inx= i‘:(—l)”’1 (€2ud Vil paralx—1l< 1 (46.9)
P .

n=1

Se observa que Ix — 11 < 1 equivale a 0 < x < 2.
Asf, In x es definible por una serie de potencias dentro de (0, 2).

Teorema 46.8. Teorema de Abel. Supdngase que la serie de potencias Z:Oan (x—c)" tiene un intervalo finito de
convergencia lx — ¢l < R, y sea f una funcién cuyos valores en ese intervalo estan dados por tal serie de potencias. Si
la serie de potencias también converge en el punto terminal de la derecha b = ¢ + R, del intervalo de convergencia,
entonces 1im,_,,_ f(x) existe y es igual a la suma de la serie en b. El resultado andlogo se cumple en el punto terminal
de la izquierda a = ¢ — R,.

Si desea consultar una demostracion, la encontrard en libros mas avanzados.



EJEMPLO 46.7. Esta es una continuacion del ejemplo 46.6. Por la formula (46.8)
— N 1\ ;&ZL
1n(1+x)—n2:{( byt 2 para x| < 1

En el punto terminal de la derecha x = 1 del intervalo de convergencia, la serie de potencias se convierte en la
serie armoénica alternada convergente

N 1
PN IR EIEE TR R

n=1

Por el teorema de Abel, esta serie es igual al 11’1111 In(1+ x)=1In2. Entonces,

In2=1-4+++-3+-- (46.10)
EJEMPLO 46.8. Empiece de nuevo con
ﬁ=2x”=l+x+x2+x3+m+x" para lxl < 1
n=0
Se remplaza x por —x? para obtener
= Y Iy =t - (46.11)

n=0

Como |-x?l < 1 equivale a Ixl < 1, (46.11) se cumple para Ixl < 1.
Ahora, por el teorema 46.6a), la antiderivada tan™! x de i +1 ~ puede obtenerse mediante integracion término a
X

término:

= 2n+1
1o 1y X
tan x—;:o( 1) 1 + K paralxl<1

=K+x—3x0+4ix° 41"+

Aqui, K es la constante de integracion. Si x =0y se observa que tan! 0 = 0, se deduce que K = 0. Por tanto,

Feo 2n+1
tan*‘x=2(—1)” 2xn+1 =x—Lx 4l —lxT 4 (46.12)
n=0

En el punto terminal de la derecha x = 1 del intervalo de convergencia, la serie en (46.12) se convierte en

la cual converge en virtud del teorema de las series alternadas. Entonces, por el teorema de Abel,

1-—

o

+%—%+~~~=}fj§tan’](x)=tan"lz% (46.13)
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W CAPITULO 46 Serie de potencias

EJEMPLO 46.9. Se sabe por el ejemplo 46.3 que 2 7 converge para todo x. Sea f(x)= z X 7 para todo x. Por
derivacion término a término (teorema 46.7), n=0 i

’ _ < x"! _ < X_” _
fr= ;—(n_ 0= 2=/ ®
Observe que f(0) = 1. Por consiguiente, por la férmula (28.2), f(x) = e*. Asi,

):l_,; para todo x (46.14)

DM

e’ =

]
o

n

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Determine el intervalo de convergencia de la serie de potencias

i(x—nz)n :(x_2)+(x—22)2 +(x—32)3 .

n=1

e identifique la funcién representada por esta serie de potencias.
Aplique el criterio de la razén:

=Ilx-2I

I I e A . S,
| = x—2I. Luego, Iim |
|'s, |~ n+l nn + 1 & sl

Por tanto, el intervalo de convergencia es |x — 2| < 1. (Esto equivale a —1 <x —2 < 1, que a su vez equivale
a 1 <x<3.) En el punto terminal de la derecha x = 3, la serie es la serie armonica divergente, y en el punto
terminal izquierdo x = 1, la serie es la negativa de la serie armoénica alternada convergente. Por tanto, la serie
converge para | <x < 3.

n

oo n +oo
Sea h(x)= z (x —nZ) . Por el teorema 46.7, h'(x) = Z(x 2)""!. Esta es una serie geométrica con
n=1

primer termmo 1 y cociente (x — 2); entonces, Su suma es ﬁ 3 1 = Por ende, h'(x)= ﬁ . Por

ende, h(x)__[3_x=—lnl3 xI+ C Ahora,
=332 20y —mB-2+C=0.  Asi.C=0

Ademads, como x < 3 en el intervalo de convergencia, 3 —x > 0 y, por consiguiente, |13 — x| = 3 — x. Por tanto,
h(x) =-In(3 — x).

En los problemas 2 y 3, determine el intervalo de convergencia de la serie dada y el comportamiento en los
puntos terminales (si hay alguno).

= X3
2. Z SN S <) ot
Aplique el criterio de la razén:

) n+l n 2 .
| 5 IxI2 =( 1 ) Ix . En consecuencia, lim |2
s (n+1) n n+1 n>te

n

=lxl.

Por tanto, el intervalo de convergencia es Ixl < 1. El radio de convergencia es 1. En x = 1, se obtiene la serie p
convergente con p = 2. En x = —1, la serie converge por el criterio de series alternadas. Asf, la serie converge
para—-1 <x<1.

+o0

3. Z(X:/L;l)n :(x+1)+%+%+




Aplique el criterio de la razén:

Sn+l

S|+ /ix+1r _ [(n .
|s |— NCES) \/; = n+1lx+1l. Por tanto, }LIEL S

n

=Ix+1l.

Asi, el intervalo de convergencia es |x + 11 < 1, lo cual equivale a—1 <x + 1 < 1, lo que a su vez equivale a -2
< x < 0. El radio de convergencia es 1. En el punto terminal (o punto extremo) de la derecha x = O se obtiene la
+o0 +oo

. . . . -1)"

serie p divergente 2% En el punto extremo x = -2 se obtiene la serie alternada Z ( \/—) , la cual converge
= n n

=1
por el teorema de series alternadas. Asi, la serie converge para —2 < x < 0.

n=1

Demuestre el teorema (46.1).
Como Zan (x, — )" converge, lim,_, .. a, (x,— c¢)" = 0 por el teorema (43.5). Por tanto, hay un nimero
positivo M tal que la,| Ix, — cI" < M para todo n, por el teorema (42.1). Supdngase que |x — cl < |x, — cl. Sea

lx —cl

r= <lI. Entonces, la,llx — cI" = la,llx, — cl'r" < Mr"
lx, —cl " o
0

Luego, ZIa” (x — ¢)"l es convergente por comparacion con la serie geométrica convergente z Mr". Asi,

Z a,(x—c)" es absolutamente convergente.

Demuestre el teorema (46.2).

Sélo es posible aqui un argumento muy intuitivo. Supéngase que ninguno de los casos a) y ¢) se cumple.
Como el caso a) no se cumple, la serie de potencias no converge para algtin x # ¢. Como el caso ¢) no
se cumple, la serie converge para algin x # ¢. El teorema (46.1) implica que hay un intervalo (¢ — K, ¢ +
K) alrededor de ¢ donde la serie converge. El intervalo de convergencia es el maximo de dicho intervalo.
[Mediante el teorema (46.1), se toma el “minimo limite superior” R, de todo K tal que la serie converge en (¢
- K, ¢ + K). Entonces, (¢ — R,, ¢ + R)) es el intervalo deseado.]

Demuestre el teorema (46.4).

Supéngase que x estd en A y € > 0. Como (f,) converge uniformemente a f'en A, existe un entero positivo
m tal que si n > m, entonces If,(y) — f(y)| < €/3 para todo y en A. Como f,, es continua en x, existe & > 0 tal que
para todo x* en A, si Ix* — x| < 9, luego If,,(x*) — f,.(x)| < €/3. Por tanto, si lx* —xl < §,

IF() = FOI=I(f () = £, (D) + (, (x7) = £, () + (f, () = f())
SIFGT) = £, GO+, () = £, )1+, () = f(x)

S+

<3

wm

€
+&=¢
3

Esto prueba la continuidad de fen x.

b b
Si {f,) converge uniformemente a fen [a, b] y cada f, es continuo en [a, b], entonces j f(x)dx=1lim j [ (x)dx.

Supdngase que € > 0. Existe un entero positivo m tal que si n > m, entonces | £.(x) = f(x)l< —E— para
todo x en [a, b]. Por tanto, | I f,(x) — f(x)l dx <€ . Entonces, ! h—n

U:f(x) dx— j:’fn(x) dx‘ - Uﬂb(fn (0 — f(x)) dx| < L"Ufn(x) — f()ldx<e paran >m

. Demuestre que la funcién f definida por una serie de potencias es continua en su intervalo de convergencia

(corolario 46.5).
f(x)=1im,_,.,.. S, (x)y la convergencia es uniforme por el teorema (46.3). Cada S,(x), que es un polinomio,

es continuo. Por tanto, fes continuo por el teorema (46.4).

sejouajod ap 9149S 9 0TINLIAVI



10.

11.

12.

13.

14.

CAPITULO 46 Serie de potencias

. Encuentre una serie de potencias en torno a 0 que represente la funcion 7——= 1 + 7. (En qué intervalo es vélida la

representacion?
Por la férmula (46. 11) = 2( 1)"x?" para lxl < 1. Por tanto,

n=0

T 2( 1) x> para |xl<1

La serie diverge en ambos puntos terminales x =1y x =—1.
En los problemas 10y 11, aplique el criterio de la razén para determinar el intervalo de convergencia e
indique qué sucede en los puntos terminales (si hay alguno).

_n_
10)1 X

_ Il
~10°

sn+l

sn

sn+l|_ (m+1) I/ pxe _(n_{_l)M
’ S, |_ 10+ 0 \"n )10 Por tanto, JLTN

Entonces, el intervalo de convergencia es Ixl/10 < 1, o sea, cuando Ixl < 10. Este es el intervalo de
convergencia. La serie diverge en ambos puntos terminales +10.

xX—-r
311 ( )
S+1| (n+DIx—ma" /plx—gl" _n+l lx—szl o S | x—ml
= = Por tanto,  lim |[-**~|= ———.
s, 3l 3" n 3 iren| S, 3
Asi, el intervalo de convergencia es lx — 7l < 3. La serie diverge en ambos puntos terminales.
v)z
Encuentre el intervalo de convergencia de 2 o
Aplique el criterio de la razén:
[5,0 ] @+ D) /(@) 1 (n+1) S| Il
= = Por tan lim =—.
s, |7 @nt2)! Qm! - @a+easn M Portanto.fim S H="y

Entonces, el intervalo de convergencia es Ixl < 4.

Encuentre una serie de potencias en torno a 0 que represente I xx3.

+oo
Empiece con —lx = Zx” para |xl < 1. Remplace x por x*

1

3n para Ixl<1

(ya que I¥’l < 1 equivale a Ixl < 1). Se multiplica por x:

oo
i * =2x3”+‘ para Ixl<1
e

En los problemas 14 a 16, halle las férmulas simples para la funcién f(x) representada por la serie de potencias
indicada.

+oo

=5 =S 1o 1x
n=0

Por tanto, f(x)= %.



15.

16.

17.

18.

19.

1,3 1,6 1.9
X FeX +gxT

+oo 3n +oo
Sea f(x)= Zé—n . Luego, f’'(x)= Zx“" =x2+x+x5+--n
n=l1 n=l1

Esta es una serie geométrica con cociente x°. Entonces, converge para Ix’l < 1, que equivale a Ixl < 1. Por

2 2
tanto, f’(x) =17 X — para lxl < 1. Por consiguiente, f(x)= j 7 fx dx=—1Inll1—x3 + C. Pero, f(0) = 0, por lo

3
que C = 0. Asimismo, 1 —x* > 0 para Ixl < 1. Por tanto,

fx)=—tIn(1-x*) para Ixl<L

X424+ 30 +4x7 +
El criterio de la raz6n muestra que la serie converge para Ixl < 1. Sea

too
g(x)=x+2x3 +3x° +4x7 +...:2nx2n71
n=l1

oo
Entonces, 2g(x) = 2 2nx?>"'. Por ende, al obtener las antiderivadas,

n=l1

+oo 5 oo
2_[ g)dx=K + sz” =K+ lf_xz (ya que sz" es una serie geométrica con cociente x2).
n=1

n=1

Ahora se deriva:

2
2g(x)=D, (lf_xz) = (1_2%)2, gx)= ﬁ para lxl < 1

172
(CG) Aproxime J. de con una precisién de dos cifras decimales (es decir, con un error < 5/10%).

0
Por la férmula (46.8), In(1+x) =x—+x? ++x* — 4+ x* +--- para Ixl < 1, entonces

+oo noyn
le_%ﬁ%xz_%xqm: D"x

X s n+l

Por el teorema (46.6b),

1/2
nin(1+x) ,  SED ot | S (=D 1
J.o X dx_;n+1n+l , _nz::;(n+1)2w

que es una serie alternada convergente.

A fin de obtener una aproximacién con error menor que 5/10% se debe hallar # tal que el primer término

omitido —1 1 5 _ 1 Asi, hay que obtener 200 < (n + 1)?2"*!. Por ensayo y error se muestra que
(I’l+1)2 2= ()3 200 Yy q ( ) yoy q
n 2> 3. Por tanto, se pueden utilizar los términos correspondientes an =0, 1, 2:

11, 1_65_
2716 72 144 7O
Esta respuesta se confirma mediante una graficadora, con la que se obtiene 0.44841421 como una
aproximacion.

+oo
Encuentre la funcion definida por 22” x".
n=0
Esta es una serie geométrica con razén r = 2x y primer término 1. Por tanto, converge para 12x| < 1, es decir,

para |xl < 4y su suma es

1-2x°

Halle el intervalo de convergencia de X
Z‘ In(n+1)

Aplique el criterio de la razén:

St | Lt W In(+l)

5, |"In(+2)/ In+D)  In(n+2) .
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20.

21.

22,

CAPITULO 46 Serie de potencias

n+l

Por la regla de L’Hopital, lim

n—>+oo

=Ixl. Por tanto, el intervalo de convergencia estd dado por Ixl < 1. (Para

x =1, se tiene que Zﬁ, que como se sabe, es divergente. Para x = —1, se obtiene la serie alternada
n

convergente 2 In (}’11-2 1)

Aproxime é con un error menor que 0.0001.

Por la férmula (46.14),

= zx—n para todo x. Por tanto, 1_ o 2 (=1
< n! e <

Por el teorema de la serie alternada, se busca el n minimo tal que 1/n! <0.0001 = 1/10 000, es decir, 10 000 <
n!. Por ensayo y error se muestra que n = 8. Entonces, se deben utilizar los términos correspondientes a n = 0,
1,...,7:

1 1,1 1 . 1 1 _103
=1+ 5 =8+ 54120 * 720 ~ 5040 — 280 ~ 03677

(Una graficadora da la respuesta 0.3678794412, corregida con diez cifras decimales.)

Aproxime J ~dy con dos cifras decimales de precision, es decir, con un error < 5/10° = 0.005.
0

Por la férmula (46.14),

—+< xn

- too
_l n
e’ = T para todo x. Por tanto, e = z ( ,) X para todo x.
n=0 n n=0 n:

Por el teorema (46.6b),

e (=D x2m Feo
J- dx = 2 n! 2n+1:| e

Se puede aplicar el teorema de las series alternadas. La magnitud del primer término omitido m

deberia ser < 0.005 = 1/200. Entonces, 200 < (2n + 1)n! Por ensayo y error se muestra que n > 4. Por tanto, se
deberian utilizar los primeros cuatro términos, es decir, los correspondientes an =0, 1, 2, 3:

1,1 1 _26
1= 3+75- 25 =52~ 0.743

(Una graficadora da la aproximacion 0.74682413, corregida con ocho cifras decimales.)

1

Encuentre una expansion de serie de potencias para 3 " torno a 0.

X-}-3:% (x/31)+1 Porlaformula(467) Z;( Drxt=1—-x+x*—x>+- para Ixl < 1.
Por tanto, '
Luego, e i 3= g(—l)" 3%1 para Ixl<3

La serie diverge en x = 3.



—

23. Encuentre una expansion de serie de potencias para % entornoa l.

1_; j L— N 1\ 0

X TFG=0) Por la formula (46.7), 17— = E,( 1)"x" para lxl < 1. Por tanto,
l_é_ oo e B
x_1+(x_1)_n2=o'( I'(x—1)" para lx—1I<1

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

En los problemas 24 a 31, determine el intervalo de convergencia de la serie de potencias indicada.

24. an” Respuesta: -1<x<1
25. zn(r)zc—:-l) Respuesta: —1<x<1
xﬂ
. 5<
26. 5 Respuesta: -5<x<35

2n

X o
27. 2 nn+1)(n+2) Respuesta: —1<x<1

n+l

28. Z(ln();—+1))2 Respuesta: —-1<x<1
29. 2# Respuesta: —-1<x<1
30. z(x;# Respuesta: 3<x<5

31. 2(3)6,5;"2)" Respuesta: —1<x<%

32. Exprese ¢* como una serie de potencias en torno a 0.

2,

oo
Respuesta: z o
n=0 :

33. Exprese ¢”? como una serie de potencias en torno a 2.
N
R : > (x=2)"
espuesta Z& > (n!)(x )

34. Exprese In x como una serie de potencias en torno a 2.

too (_1)n+1
Respuesta: In2+ 2 poT (x=2)
n=1
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35.

36.

37.

38.

CAPITULO 46 Serie de potencias
(CG) Encuentre In (0.97) con una precision de siete cifras decimales. (Sugerencia: use la serie de potencias

paraln (1 — x) en torno a 0.)

Respuesta:  —0.0304592

(Cuantos términos deben utilizarse en la serie de potencias para In (1 + x) en torno a O para hallar In 1.02 con
un error < 0.00000005?

Respuesta: tres

(CG) Use una serie de potencias para calcular ¢ con exactitud de cuatro cifras decimales.

Respuesta:  0.1353

dx

+x*

(CG) Evaltie j :

1/ « o s . .
con precisidn de cuatro cifras decimales.
0

Respuesta:  0.4940

En los problemas 39 y 40, determine el intervalo de convergencia de la serie indicada.

40.

41.

42,

43.

44.

x}’l
. 2 — Respuesta: (—co, +00)

n=1 n
o0

n! _,
z To™* Respuesta: x=0
n=0

X —X . .

Exprese x = € +€7 como una serie de potencias en torno a 0.

2

Respuesta: 2 ()26—’21”)‘

n=0
. . ., . . ., x ey
Encuentre una serie de potencias en torno a 0 para la funcién de distribucién normal | e/2dr.
0

2n+l1

N G VA
Respuesta: Z(; 127 20+ 1

1+x
1—x"

Encuentre una expansion de la serie de potencias en torno a 0 para In

& onl

Respuesta: 2y ——r
Z; 2n+1

(CG) Aproxime tan™' 4 con precision de dos cifras decimales.

Respuesta:  0.46



45.

46.

47.

48.

4oo
Demuestre que el reciproco del teorema de Abel no es vilido, es decir, si f(x) = Zanx” para Ixl < r, donde r
n=0

oo
es el radio de convergencia de la serie de potencia y lim f(x) existe, entonces Zanr" no necesita converger.
1 xX—=r" =0

(Sugerencia: analizar f(x)= <

oo
Encuentre una férmula simple para la funcion f{x) representada por anx".
n=l1
ox(x+D
Respuesta: 1—x)

n

oo
Encuentre una férmula simple para la funcién f(x) representada por Z(nf—l)n
n=2

Respuesta:  x+ (1 —x) In (1 —x)

a) Demuestre que a xx)z :an" para Ixl > 1. (Sugerencia: use el ejemplo 46.5.)
n=1
2x%

oo
Toxr =Z n(n—1)x" para Ixl < 1. [Sugerencia: primero divida la serie entre x, integre,
n=2

factorice x, utilice el inciso a) y luego derive.]

b) Demuestre que

x(x +1)
(1-x)*

oo
¢) Demuestre que =z n’x" para lxl < 1.
n=1

d) Evaliey 5%y 3 4.
n=1

n=1

Respuesta: d)2y6
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Series de Taylor y de Maclaurin.
Formula de Taylor con residuo

Series de Taylor y de Maclaurin
Sea funa funcién infinitamente derivable en x = ¢, es decir, las derivadas f*(c) existen para todo entero po-
sitivo n.

La serie de Taylor para f en torno a c es la serie de potencias

+oo
Zan(x—c "=a,+a,(x—c)ta,(x—c)* +
n=0

_f"O )(0)

donde a, = para todo n. Observe que ¥ se toma como la funcién fen si, de modo que a, = f(c).

La serie de Maclaurm para fes la serie de Taylor para f'en torno a 0, es decir, la serie de potencias

n — 2 e
Y ax"=a,+ax+a,x*+
n=0

O

donde a, = para todo n.

EJEMPLO 47.1. La serie de Maclaurin para sen x.
Sea f(x) = sen x. Entonces
f'(x) =cos x,
f7(x) =—sen x

24

f7(x) =—cos x

Como f®(x) = sen x, las derivadas adicionales repiten este ciclo de cuatro funciones. Como sen 0 =0y cos 0 = 1,

_1\k
f@0(0) =0y f*(0) = (1)~ Por tanto, a,, =0y a,,,, = % Entonces, la serie de Maclaurin para sen x es
(Gl )Y SE R S S 1
Z(2k+1)v TR R T

Una aplicacion del criterio de la razon muestra que esta serie converge para todo x. No se sabe que sen x sea igual
a su serie de Maclaurin. Lo demostraremos mds adelante.

EJEMPLO 47.2. Halle la serie de Maclaurin para f(x) = ﬁ

f= ()= f7 ()=

1 _2
(1-x)?*" (1-x)?*"

Fro=gtst rw=ri2

(1 X)“ '



! (0 . .
Obsérvese el patron: f™(x) = (’ZW Por tanto, a, = f nf ) _ 1 para todo n, y la serie de Maclaurin para 1—1x es
e — !
zx”. En este caso, ya se sabe que T—x¢s igual a su serie de Maclaurin para Ixl < 1.
n=0
Teorema 47.1. Si f(x)= Zb (x —c¢)" para algun X # ¢, entonces esta serie es la serie de Taylor para f, es decir,
O]
b, = 1760 ( ) para todo n. En partlcular si f(x)= 2 b, x" para algin x # 0, entonces esta serie es la serie de Maclaurin

n=0

para f.
+oo
Supdngase que f (x)= Zb (x —c¢)" para algtn x # c. Entonces, f(c) = b,. Por derivacion término a t€rmino (teo-

rema 46.7) f'(x) = an (x c)" ! en el intervalo de convergencia de Zb (x—c¢)". Por tanto, f’(c) = b,. Derivando
n=0 f”(c)

de nuevo se obtlene f "(x)= Zn(n— Db, (x —c)**. Entonces, ”(c) = 2b, y, por consiguiente, b, =

n=0
+oo

Derivando nuevamente se obtiene f”(x) = Zn(n —D(n—-2)b,(x —c)"*. Luego f”(c) = 3!b; y, por consiguiente,

b, = S "’( ) "0

. Iterando este procedimiento se obtiene

_ 7

; Py paratodon >0

Asi, la serie es la serie de Taylor para f.

EJEMPLO 47.3. Ya se sabe por la formula (46.8) que

i n
In(l+x)=Y (="'~ paral <1
n=1

it n
Por tanto, por el teorema 47.1, la serie 2(_1)"_1 % debe ser la serie de Maclaurin para In (1 + x). No es necesario

n=1
pasar por el laborioso proceso de calcular la serie de Maclaurin para In (1 + x) directamente a partir de la definicién
de la serie de Maclaurin.

EJEMPLO 47.4. Sif(x)= determlne FE47(0).

Se sabe que 1_1 = Zx” para |xl < 1. Por tanto, por el teorema 47.1, el coeficiente de x", o sea 1, es igual a

(n) n=0 (47)
f_g()) . Entonces, paran =47, 1= f 0 475(')) y, por consiguiente, f“7(0) = (47)!.
n! !

Teorema 47.2. Formula de Taylor con residuo. Sea f una funcién tal que su (n + 1)-ésima derivada f**! existe
en (0, B). Supéngase también que ¢ y x existen en (0, ). Entonces, existe alglin x” entre ¢ y x tal que

106 L LE)

=10+ fe-o+ 5P @mep o Do+ LB (- o

z f(k)(C)(x C)l‘ +R (_x) (471)

(n+1
Aqui, R (x) = %( x —c)™! se denomina el término residuo o el error.

El teorema 47.2 puede deducirse del teorema 13.6 (el teorema del valor medio de orden superior).
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CAPITULO 47 Series de Taylor y de Maclaurin. Férmula de Taylor con residuo

Aplicaciones de la formula de Taylor con residuo

I. Muestra de que ciertas funciones estdn representadas por su serie de Taylor mediante la demostracion de
que Iim R, (x) =0
N—>+oo

A partir de la férmula de Taylor (47.1),

n (k)
R0 =f0-3 Loy
k=0 :

Silim,_,,.. R, (x) = 0 entonces

n (k) +oo (k)
fo=1im 3 LD oy =3 LDy
k=0 : k=0 :

es decir, f(x) es igual a su serie de Taylor.

n n

. d < X
Observacion: lim P 0 para todo d. Para comprobarlo, recuérdese que E 71 converge para todo x. Por
n—+oeo . .
n=0

ende, por el teorema (43.5), lim,_,,.. % =( paratodo x.

EJEMPLO 47.5. sen x es igual a su serie de Maclaurin.
Cuando f{x) = sen x, entonces toda derivada f*)(x) es cualquiera de éstas: sen x, cos x, —sen x 0 —COS X y, por
consiguiente, [f™(x)l < 1. Asi,

3 f(n+l)(x*) _ < |(x_c)n+l|
R, =1 = 9" =~
.. . ., [(x=c)" | , .. .
Por la observacién anterior, 1im,_,,., “mEDl 0. Por tanto, lim,_,,.. R (x) = 0. Por consiguiente, sen x es igual
a su serie de Maclaurin: ’
& (=F . 3 5 7
ST SRR TR B @2

I1. Valores de aproximacion de funciones integrales
Use una cota en R,(x) para obtener una cota en el error cuando se aproxima la suma de una serie infinita
mediante una suma parcial.

EJEMPLO 47.6. Aproxime e con cuatro cifras decimales, es decir, con un error < 0.00005. El resultado preliminar
es e < 3. Para comprobarlo, nétese que, como e* = Z& PR
N 1,.1.,1.,1
e=e¢' = 2 m=1+1+2—!+§+4—!+§+---
1,1 1 1
<1+1+§+2—2+7+2—4+'“

= S S W )
=1+ =l gy =1+2=3

Ahora, para la funcién f(x) = e*, se desea hacer la magnitud del error R,(1) < 0.00005. Por la férmula de Taylor
con residuo, con x = 1,

frE)

R, (D=3

s donde 0 <x* < 1




Como D (€9 = ¢, f*D(x) = ¢* para todo x. Por tanto, f™*V(x") = ¢*. Entonces ¢* es una funcién creciente, ¢* < e' = e

<3 <e'=e<3.Asf, IR (DI< —=— DT Como se desea hacer del error < 0.00005, basta tener

_3 < i _3 < !

TES 0.00005, es decir, o 1)' 30000 OOO , 60000 <(n+1)!.
Por ensayo y error se muestra que se cumple para n = 8. Entonces, se puede utilizar la suma parcial z— ~1.7183.

n=0
Teorema 47.3. La serie binomial. Supoéngase que r # 0. Entonces,
+x)" =1+ Z, rir = 1(r= zr)”' oront 1)x” para lxl< 1
SRRt LGS (R T (473)

Se aplica el criterio de la razén a la serie dada:

[$,0] |r(r—1)(r—2)~--(r—n)x””/r(r—l)(r—2)~~-(r—n+1)x"|
|

[s, | | (n+1)! n!
Asi,
tim [t = o [C2 0
n—+es| S, n~>+oo| n+1 |

Por tanto, la serie converge para Ixl < 1. Para ver un esbozo de la demostracién de que la serie es igual a (1 + x)”
repase el problema 31.

Notese que si r es un entero positivo k, entonces los coeficientes de x" para n > k son 0 y se obtiene la féormula
binomial

k
(I+x)k =Y n,(k n),x

n=0

EJEMPLO 47.7. Redefina /1 + x como una serie de potencias en torno a 0. Esta es la serie binomial para r = 1.

Jrr=1+12 1/2 (1/2)571/2) e (1/2)(—14!2)(—3/2) e

L2 2)‘(1—!3/ 2)(=5/2) a

N . T (47.4)

_ 1
=l+Fx-g ¥ +q6 — 758

Ly

EJEMPLO 47.8. Encuentre una extension de la serie de potencias en torno a 0 para \/11_
—-Xx

Se toma la serie binomial para r =—+, y luego se remplaza x por —x:

1 -1/2 1/2)(=3/2 1/2)(=3/2)(=5/2
\/l_x=1+ 1’ (—X)+( )( )( ) ( )( 3' )( )( x)3+
1-3:-5---2n—1)
— anr T

&1-3.5--2n—=1)

=1+

n=1
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% CAPITULO 47 Series de Taylor y de Maclaurin. Férmula de Taylor con residuo

+oo +o0 +o0
Teorema 47.4. Si f(x)= Zanx" paralxl <R,y g(x)= anx" para |xl < R,, entonces f(x)g(x)= ZCHX" para x|
n=0 " n=0 n=0
<minimo (R}, R,), donde c, = Zakbn_k.
k=0
Puede consultar una demostracion en una obra mas avanzada. El teorema 47.4 garantiza que si fy g tienen exten-
siones de series de potencias, entonces también las tiene su producto.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Encuentre una extension de serie de potencias en torno a 0 para cos x.
Se sabe por el ejemplo 47.5 que

3
senx = Z(Z(k-li-)l)' 2"“=x—%+)§—5!—);—7!+~-- para todo x.

Entonces, por el teorema (46.7), es posible derivar término a término:

Sk

_ X xt
COSY= 20 aRyT 2T

x6 d
a+~-~ para todo x.

2. Encuentre una serie de poten01as en torno a = 2 para sen x.

Use la identidad de sen x = cos (x - 7). En consecuencia, por el problema 1,

evs= S o4 b o -

3. Sea f(x) = tan"'x. Evalde f¥(0).
Se sabe por la férmula (46.12) que

2n+1

tan”' x = 2( 1)”

—x—%x3+%x5—%x7 para Ixl < 1

38
Por tanto, por el teorema (47.1), el coeficiente de x*® en esta serie de potencias es igual a f (3;;((‘)). Pero el
coeficiente de x* es 0. Entonces, f*¥(0) = 0. (38)!

4. Halle las extensiones de la serie de potencias en torno a 0 para las funciones siguientes:
a) cos(x?) b) xe™ ¢) 131+x

a) cosx= % ((211<))' x2¢ por el problema 1. Por ende, cos(x?) = Z (2k))' x*

oo k
b) Se sabe que ¢* = 2 F' Entonces, e* = 2 112, x* . Por tanto,
k=0 : k=0 :

+m(1k +oo )n12n1

—2x — _)
¢ ; 3 Z eI

¢) Esta es la serie binomial para r = —+.

Vifl+x= ( 1/3)2(' 4/3) 24 (= 1/3)(—4;{3)(—7/3) 5

+ (—1/3)(—4/3)577/3)(—10/3) 4

:1+§(_1)n(147(3n—2))xn

3"n!



Encuentre los primeros cinco términos de la serie de Maclaurin para e*(sen x).

Método 1: sea fix) = e* (sen x). Entonces,

f'(x) =e*(senx + cosx), f”(x)=2e*(cosx), [ (x)=2e"(cosx—senx)

f@P(x)=—4de*(senx), 'y  fO(x)=—4e*(senx+ cosx)

™m0
Por tanto, como a, = % seobtiene ay=1,a,=1,a,=1,a,=%, a,=0y a;=—;. Asi,
‘senx)= x4 a2 + X X
*(senx)= XX
e‘(senx)=x+x 3730
. 3 % 5 ) .
Meétodo 2 e*(senx) =1+ x + 3' . )(x 37 ? —---]. Si se multiplica de acuerdo con la regla

expuesta en el teorema (47.4), se obtlene el mismo resultado anterior. Por ejemplo, ¢ =55 — 15+ 15 = — 35 -

3 5 .
Se sabe que senx = x — -+ % — ... (Para qué valores de x al aproximar sen x por x se produce un error de <

!
0.005? 3

[x? .
< XT (Aqui, If¥(x)I £ 1, ya que /@ es — cos x.) Por tanto, se requiere lxI*/6 < 0.005, que

|R2(X)| — ‘f@;('x*) x3

equivale a lxI* < 0.03. Entonces, se quiere Ix|<3/0.03 ~0.31.

Si se aproxima sen x por x — ? para Ixl < 0.5, ;cudl es un limite en el error?
Como sen x es igual a una serie alternada para todo x, el error serd menor que la magnitud del primer

término omitido, en este caso IxI’/5!. Cuando lxl < 0.5, el error serd menor que %(0.5)5 ~0.00026..

Aproxime _[ SELX Jx con un error menor que 0.005.

D X X x
senx = z(2k+1)' Zk‘_x_§+___!+...

senx _ N _(=DY o _ _x L xt X0
Por tanto, e —Zg(%_‘_l)!x =1 3 + 31 ] +
- senx ;. _ (D"t
Por consiguiente, f dx Z (2k + l)y X dx= 2 (2k +D12k+1 1

_ (=DF 1
2(2k+l)'2k+1

1 1
Qk+1)! 2k +1
200 < (2k + 1)!(2k + 1). Esto resulta verdadero para k > 2. Por ende, se necesita 1 — 15 = 1% ~ 0.9.

Esta es una serie alternada. Se debe hallar k de manera que <0.005 o, de forma equivalente,

Halle una serie de potencias en torno a 0 para sen™ x.
Por la férmula (47.5),

1 <!-35--2n-1
=1+ )y —— 2 para Ixl < 1
1—x &~ 2:4-6---(2n)
Remplace x por ¢
1 < 1-3:5---2n-1)
=1+ ) —F——— 21" paralfl <1
_p2 nz:;f 2-4-6---(2n)

onpisaJ Uod JojAel ap enwig4 ‘uiinejaeyy ap A Jojfey ap saLidS L 01NLIdYI



M CAPITULO 47 Series de Taylor y de Maclaurin. Férmula de Taylor con residuo

Entonces, para Ixl < 1,
31-3-5---2n—1) y2+

L1
sen x_jo /—1_ 2-4-6---(2n) 2n+1

10. Halle la serie de Maclaurin para las funciones siguientes: a) sen (x°); b) sen’x.

Recuerde que si una funcién tiene una extension de la serie de potencias en un intervalo en torno a O,
entonces esa serie es la serie de Maclaurin de la funcion.

a) senx= 2 e k + 1)| x*¥*1! para todo x. Por tanto, sen(x*) = z (2(k 1_)1)‘ 6k+3 y esta es la serie de Maclaurin

para sen(x3)

1—cos(2x) (=DF2*+ (=Dkrzr .
2 2 2k
b) sen’x= —s = (1 E eI E 0] —/=—~—x* por el problema 1. Entonces, la serie de

_1 k+1 22]( 1
Maclaurin para sen? x es Z(ET)')C '
k=1 ’

11. Determine los primeros cuatro términos no cero (no nulos) de la serie de Maclaurin para f(x) = sec x.
Serfa muy tedioso calcular las derivadas sucesivas. Mejor, como sec x cos x = 1, se puede proceder de

4oo
forma diferente. Supéngase que x = Zanx". Entonces,

(Ser B

R DAY § T Sl l i L I
(a, + a,x + a,x*> + a;x* + )(1 2+24 720+ )—1

Ahora se “multiplica”, se comparan coeficientes en ambos miembros de la ecuacion y se despeja a,,

— — — 1. — ) _ 5. _ 61
a,=1,a,=0,a,=5;a,=0;a, =5r;a,=0;a, =77

Entonces,

_1al S 4y 0l 6
secx—1+2x +24x +720x +-

2 4 6
Otro método consiste en efectuar una “division larga” de 1 entre 1 — % + ;—4 - 7)670 +

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

12. Encuentre la serie de Maclaurin para las funciones siguientes:

a) sen (x°); b) 14-#5; c) cos? x.

Respuestas:  a) z (2(k-1i-)1)' 10645, ) z( x5 ¢) 14 2( ?;kz)z‘k 1 -

13. Halle la serie de Taylor para In x en torno a 2.

N n— ()C — 2)”
Respuesta: 1n2+ z (=D e

n=1

14. Determine los primeros tres términos diferentes de cero de la serie de Maclaurin para a) sen X b) e cos x.

Respuestas:  a)x—x>++x*+--;b) I+ x—$x* +---



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Calcule los primeros tres términos diferentes de cero de la serie de Maclaurin para tan x.

Respuesta: x+4+x* +&x°+--

Calcular los primeros tres términos diferentes de cero de la serie de Maclaurin para sen™! x.

Respuesta:  x+£x> +35x° +---

Halle la serie de Taylor para cos x en torno a % [Sugerencia: use una identidad para cos (% + (x - %))]
Respuesta: %i Ezllc))kv ( %)n 23 2 (2(k @ED! kl)' ( %)M

(CG) Use la serie de potencias para aproximar JO mn%dx

Respuesta: 0.4872

. . . 2 In(1+ x . .
(CG) Use la serie de potencias para aproximar J’O %dx correctamente con cuatro cifras decimales.

Respuesta: 0.4484

. . . 1 .
(CG) Use la serie de potencias para aproximar fo 31+ x?dx correctamente con cuatro decimales.
Respuesta: 1.0948

(CG) (Cudl es un limite en el error si se aproxima e* por 1+ x+ 4 x? para lxl < 0.05? (Puede utilizar ¢*%
< 1.06.)

Respuesta:  0.0000221

(CG) (Cuadl es un limite en el error si se aproxima In (1 + x) por x para lxl <0.05?

Respuesta:  0.00125

(CG) Use la serie de Taylor para sen x en torno a % 3 T afin de aproximar sen 62° correctamente con cinco cifras

decimales.
Respuesta:  0.88295

(CG) (En qué intervalo puede seleccionar el dngulo si los valores de cos x se calculardn empleando tres
términos de su serie de Taylor en torno a % y el error no debe exceder de 0.00005?

Respuesta: ‘x - %‘ <0.0669

(CG) Use la serie de potencias para calcular con una precisién de cuatro cifras decimales: a) ¢%; b) sen 32°; ¢)

cos 36°.

Respuesta:  a) 0.1353; b) 0.5299; ¢) 0.8090

(CG) (Para qué rango de x se puede:

a) Remplazar ¢* por 1+ x++x7 si el error permisible es 0.0005?

b) Sustituir sen x por x — ¢+ x* + 745 x° si el error permisible es 0.00005?

Respuesta: a) Ixl < 0.1; b) Ixl < 47°
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

CAPITULO 47 Series de Taylor y de Maclaurin. Férmula de Taylor con residuo

__ pCosx

x2

senx
—e .

Use la serie de potencias para evaluar a) lim,_,, < o b)lim, ,, <

Respuestas: a) —; b)

\—
NS

(CG) Use la serie de potencias para evaluar:

/2
a) JO (1—$sen’x)™"2dx (con precision de tres cifras decimales).

1
b) .[ cos+/x dx (con precision de cinco cifras decimales).
0

1/2
c) dx (con precision de cuatro cifras decimales).
o 1+x*

Respuestas: a) 1.854; b) 0.76355; ¢) 0.4940

(CG) Use la serie de potencias para aproximar la longitud de la curva y=4x* de x =0 a x = 0.5, con precision
de cuatro cifras decimales.

Respuesta:  0.5031

(CG) Use la serie de potencias para aproximar el drea comprendida entre la curva y = sen(x?) y el eje x de x =0
ax =1, con precision de cuatro cifras decimales.

Respuesta:  0.3103

Demuestre que la extension de la serie binomial en el teorema (47.3) es correcta.

[Sugerencia: sea y=1+ ) r(r=Dr= 23 — r=n+D 1 Use la derivacion término a término para hallar la
rdx ]
1+x

. dy Mody oy o e o oo pdy
serie para -y demuestre que - Tix Luego, derive y = (1 + x)". Use “variables separables”; _[7 = _[

Redefina el polinomio f{x) = x* — 11x* + 43x> — 60x + 14 como una serie de potencias en torno a 3 y halle

j:z F(x)dx.

Respuesta:  1.185



Derivadas parciales

Funciones de varias variables
Si se asigna un nimero real z a cada punto (x, y) de una parte del plano xy, se dice que z es dada como una
funcion, z =f(x, y), de las variables independientes x y y. El conjunto de todos los puntos (x, y, z) que satisfacen
z = f(x, ) es una superficie en espacio tridimensional. De forma semejante pueden definirse las funciones w =
fix, v, z,...) de tres o mds variables independientes, aunque no se tenga ninguna representacion geométrica.
Hay un nimero notable de diferencias entre el cdlculo de una y de dos variables. Sin embargo, el cdlculo de
las funciones de tres o mds variables difiere s6lo levemente del de las funciones de dos variables. El estudio
aqui se limitard, fundamentalmente, a las funciones de dos variables.

Limites
Por un disco abierto con centro en (a, b) se entiende el conjunto de puntos (x, y) dentro de una distancia fija de
da(a, b), es decir, una distancia tal que /(x —a)> + (y—b)*> < 6. Por disco borrado (arandela) en torno a (a, b)
se entiende un disco abierto sin su centro (a, b).

Sea funa funcién de dos variables y supéngase que hay puntos en el dominio de f préximos arbitrariamente
a (a, b). Decir que f(x, y) tiene limite L cuando (x, y) tiende a (a, ) significa intuitivamente que f(x, y) puede
aproximarse arbitrariamente a L cuando (x, y) estd suficientemente proximo a (a, b). Mds exactamente,

<x,y1>1—1>1<1a.b>f(x’y )=L
si, para todo € > 0, existe un § > 0 tal que para todo (x, y) en el dominio de f'y en el disco borrado (arandela)
de radio 6 alrededor de (a, b), Ifix, y) — LI < €. Esto equivale a afirmar que para todo € > 0 existe un § > 0 tal
que 0 <\/(x—a)*+(y—b)*> <6 implica [f(x, y) — LI < € para todo (x, y) en el dominio de f. Nétese que no se
ha supuesto que f{a, b) estd definido.
Las leyes para los limites andlogas a las de las funciones de una variable (teoremas 7.1 a 7.6) también se
cumplen aqui con demostraciones semejantes.

EJEMPLO 48.1. Al utilizar estas leyes estdndar para los limites se observa que
P 3xy* 1 _ 330, _ 9,3 _2
(x,yl)lg(13,1)(7+y+ 2xy - T+1 + 2(3)(1)_ 8 + 27 8
EJEMPLO 48.2. En algunos casos estas leyes estandar no son suficientes.

2

lim % = 0. Con las reglas sobre limites generales se obtendria Q, que es indeterminado.
(x)—=(0,0) X~ + Y 0

Por ello, es necesario un argumento més evolucionado. Supéngase que € > 0. Ahora,

Demuestre que

2

3 3 2 2
Ixz)iyyz - =|x2?y2|=3|x||x2y+y2|ss|x|s3 X +y?<36=¢

si se selecciona 0 = /3 y se supone que 0 < /x> +y> <.



CAPITULO 48 Derivadas parciales

2 2

EJEMPLO 48.3. Demuestre que (IT}%@}OTO)W& no existe. o

Sea (x, y) — (0, 0) a lo largo del eje x, donde y = 0. Entonces %yz = i—z 2= 1. I;Zntoncez:s, el limite a lo largo del
eje x es 1. Ahora sea (x, y) — (0, 0) a lo largo del eje y, donde x = 0. Entonces iz Iiz = —% =—1. Luego, el limite a
lo largo del eje y es —1. Por tanto, no puede haber limite comtn cuando 1 tiende a (0, 0) y el limite no existe.

2 2\2

. X .
EJEMPLO 48.4. Demuestre que ) l)lrI(lO 0)( no existe.
x,y)—(0,

x2 + y2 2 5\2
Aqui no se puede utilizar el mismo argumento que el del ejemplo 48.3, porque (;—;;ﬁz) tiende a 1 cuando (x,

y) tiende a (0, 0) tanto a lo largo del eje x como del eje y. Sin embargo, si (x, y) tienden a (0, 0) a lo largo de la recta
2.2 5 2\2 2 2\2
Y (X =x") _ A=y _ :
e ) = (x2 T xz) =0. Por tanto, ( ) ) — 0 alo largo de y = x. Como esto es diferente
del limite 1 aproximado a lo largo del eje x, no existe limite cuando (x, y) — (0, 0).

y = x. Entonces, (

Continuidad

Sea f una funcién de dos variables y se supone que hay puntos en el dominio de f arbitrariamente proxi-
mos a (a, b). Entonces f es continua en (a, b) si 'y solo si f estd definida en (a, b), lim , f(x,y) existe, y
lim  f(x,y)= f(a,b). e

(x,v)=(a,b)

Se dice que f es continua en un conjunto A si f'es continua en cada punto de A.

Esta es una generalizacion para dos variables de la definicién de continuidad para las funciones de una varia-
ble. Las propiedades bésicas de las funciones continuas de una variable (teorema 8.1) se transfieren facilmente a
dos variables. Ademds, todo polinomio en dos variables, tales que 7x> — 3xy* — y* + 2xy? + 5, es continuo en todos
los puntos. Toda funcién continua de una variable también es continua como una funcién de dos variables.

Las nociones de limite y continuidad tienen generalizaciones obvias a funciones de tres o mds variables.

Derivadas parciales

Sea z = f(x, y) una funcién de dos variables. Si x varia mientras que y permanece fija, z se vuelve una funcién
de x. Entonces, su derivada respecto a x

SO+ Ax,y) = f(x.y)

RI—EIO Ax
. . . . dz _of
se denomina la (primera) derivada parcial de frespecto a x y se denota con f, (x, y) o P o e

De igual forma, si y varia en tanto que x se mantiene fija, la (primera) derivada parcial de frespecto a y es

_aZ_af_ . f(x,y"‘Ay)_f(x,)’)
ﬁv(x’Y)—a_y‘a_y‘lii% Ay

EJEMPLO 48.5. Sea f(x, y) = x* sen y. Entonces f,(x, y) = 2x sen y y f,(x, y) = x> cos y.
Se observa que, cuando se calcula f,, a y se le trata temporalmente como una constante, y cuando se calcula f,, a
x se le trata temporalmente como una constante. '
Las derivadas parciales tienen interpretaciones geométricas simples. Se considera la superficie z = fix, y) en la
figura 48.1. Por el punto P(x, y, z), existe una curva APB que es la interseccion con la superficie del plano que pasa
por P paralelo al plano xz (el plano determinado por el eje x y el eje z). De igual forma, CPD es la curva que pasa por
Py que es la interseccion con la superficie z = f(x, y) del plano que pasa por P paralelo al plano yz. Cuando x variay y

se mantiene fija, P se mueve a lo largo de la curva APB, y el valor de a—i en (x, y) es la pendiente de la recta tangente
ala curva APB en P. De igual forma, cuando y varia mientras x se mantiene fija, P se mueve a lo largo de la curva

CPD, y el valor de g—; en (x, y) es la pendiente de la recta tangente a la curva CPD en P.



Fig. 48.1

Derivadas parciales de orden superior

Se pueden extraer las derivadas parciales respecto a x y y de % para llegar a

0’z 0z 0%z
o =Sl = ax(ax)

De igual forma, de g—f} se obtiene

82 ( 0z ) 9’z
=D =5\ 9] Y dgy T Y= ik
Teorema 48.1. Supdngase que f,, y f,, existen y son continuas en un disco abierto. Entonces, f,, = f,, en cada punto

del disco.
En el problema 30 se presenta una demostracion.

EJEMPLO 48.6. Compruebe el teorema 48.1 para f(x, y) = x*(sen yx).

fx, y) = x*(cos yx)(y) + 2x(sen yx) = x[xy(cos yx) + 2sen yx]

fi(x, y) = x*(cos yx)x + x*(cos yx)

fi(x, y) = x[x(y(=sen yx)(x) + cos yx) + 2(cos yx)(x)]

= x*[—xy sen yx + 3 cos yx]

fo(x, y) = x*(=sen yx)(y) + 3x* cos yx = x*[-xy sen yx + 3 cos yx]

Las derivadas parciales también pueden definirse para funciones de tres o mds variables. Se cumple un
analogo del teorema 48.1 para dos ordenamientos cualesquiera de los subindices dados.
Noétese que las derivadas parciales pueden no existir cuando los limites requeridos no existen.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Evaliea) lUm (2xy*-7x*y*);b) lim XCOS( x;y ) .
()-(2)

(x,y)=(7,0)

Como se aplican las leyes de limite estdndar, los limites son:

a) 2(3)2)*-7(3)*(2)* =96 — 252 = -156; b) ﬂcos%—#

2

2. Evalie) lim —*—.
(x;)—>(00)x +y

Cuando (x, y) — (0, 0) alo largo del eje y, x =0 Yoo =0—-0.

y ayax fyx( )’)_ay

sojeldled sepealiod 8y 0TNLIAVYI
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CAPITULO 48 Derivadas parciales

2 2
Cuando(x,y)—>(0,0)alolargodelejex,y:ny—=%=l—>1.

2 2
L. . X+
Por tanto, el limite no existe. Y

Evalie lim ——2—.
=00 [x2 + y2
Cuando Ixl=+/x? < /x? +y?,

/—xzxj_ y_2 ‘5 lyl— 0 cuando (x, y) = (0, 0). Entonces,

lim Y.

(,9)=0,0) [x2 + y?

La funcién f(x,y) = w es continua en todos los puntos salvo en (0, 0) y en la recta y = —x, donde no
estd definida. ;Puede definirse f{0, 0) de manera que la nueva funcién sea continua?
Cuando (x, y) — (0, 0), x + y — 0y, por consiguiente, %—J}y) — 1, yaque lulg(} %: 1. Entonces, si

0, 0) =1, la nueva funcién serd continua en (0, 0). Asi que la discontinuidad original era removible.

En los problemas 5 a 9, halle las primeras derivadas parciales.

7=2x>=3xy + 4%

Al tratar y como una constante y derivando respecto a x resulta 9z _ 4x—3y.
ox
Al tratar x como una constante y derivando respecto a y resulta 9z _ —3x+8y.
dy
2 2
y X 2
Al tratar y como una constante y derivando respecto a x se obtiene % —2x y_2 .
x Yy X
Al tratar x como una constante y derivando respecto a y resulta % = _X_z + 2y
'y y X
z =sen(2x + 3y).
92 _ 5 0s(2x 4+ 3 92 _3005(2x 43
o cos(2x +3y) y oy cos(2x +3y)
z = tan”!(x%y) + tan~'(xy?).
_ 2y .y o % _x 20
ox lT+x*y? " 1+x%y* dy l+x*y*  1+x%y*

x2+xy

i=e€

i — x>ty i — x2+xy
Pl 2x+y) y ay—xe

El 4rea de un tridngulo estd dada por K = +absenC . Cuando a = 20, b =30 y C = 30°, determine:

a) Larazon de cambio de K respecto a a, cuando b y C son constantes.
b) Larazén de cambio de K respecto a C, cuando a y b son constantes.
c¢) Larazén de cambio de b respecto a a, cuando Ky C son constantes.

a) %—5 =1hsenC=1(30)(sen30°) =4

b) g—lé =1ab cosC = £(20)(30)(cos30°) = 150/3
o bo2K_,0b__ 2Kk _ 2l2absenC) _ p_ 3
asenC Y Qa a*senC a*senC a 2



En los problemas 11 a 13, encuentre las primeras derivadas parciales de z respecto a las variables independientes x
yy.

11. x*+y?+ 722 =25. [Esta es la ecuacién de una esfera de radio 5 y centro en (0, 0, 0).]

Se deriva implicitamente respecto a x, tomando y como una constante, para obtener:

2x+2z5= dz _ =0. Por tanto, dz__x
0x ox z
Se deriva implicitamente respecto a y, tomando x como una constante:
2y+2z g; 0. Por ende, g—f} = —%
12. xX*(2y + 32) + y*(3x — 42) + 22(x — 2y) = xyz.
Se deriva implicitamente respecto x:
2 aZ aZ

282 Y
2x(2y+3z)+ 3x i +3y* — Yo +2z(x — 2y)a +z? —yz+)cya

2 2
Al resolver para 92 ge obtiene: 92 = — Axy+6xz+3y"+2" - yz .
ox ox 3x2 —4y? +2xz—4yz— xy

Se deriva implicitamente respecto a y:

2x2 +3x2 gz +2y(Bx—47) — 4y % +22(x— 2y) 22 = xz4xy g—i

2 _ _ 2 _
Al resolver para 92 se obtiene: 92 = — 2x2 + 6]?) 8yz=22" —xz
dy dy 3x2 —4y* +2xz—4yz— xy

13. xy+yz+zx=1.

dz , .0z ) y+z

Al derivar respecto a x se obtiene y+ +x5>+z=0; por tanto, & — _ 2T <
P * YT ox T ox P ox x+y

Al derivar respecto a y se obtiene x + y== 9z +z+x=" 9z _ 0; por tanto dz__xtz .
dy dy “dy  x+y

or dr 90 96

14. Considérese x y y como variables independientes. Encuente <— ax’ 3y’ ox’ dy cuando x = e* cos 6, y = ¢¥ sen 6.

Primero se derivan las relaciones dadas respecto a x:

— 2r i 2 8_0 — 3r ar a_e
1=2¢* cosO ox ¢ sen6 o y 0=3e"senf5— o + ¢ cos o
oar _ cosf 00 _  3senf

L I Iven simultidneamen I ner 5— R e e
uego se resuelven simultdneamente para obtene o~ T (2 +se?0) y P 27 (2 +5e20)

Ahora se derivan las relaciones dadas respecto a y:

— 2r i_ 2r 8_9 _ 3r i 3r 8_0
0=2¢* cosO Ay e*’senf 3y y 1=3¢’send ay+e cos6 dy

or _ senf a0 _ 2cosO
Entonces, se resuelve simultdneamente para obtener =— By (2 +sen’0) y Jy - T (2+se )’

15. Determine las pendientes de las tangentes a las curvas que cortan en la superficie z = 3x> + 4y* — 6 los planos
que pasan por el punto (1, 1, 1) y son paralelos a los planos xz y yz.

El plano x = 1, paralelo al plano yz, interseca la superficie en la curva z = 4y> — 3, x = 1. Entonces,

g—; =8y =28(1) =8 es la pendiente requerida.
El plano y = 1, paralelo al plano xz, interseca la superficie en la curva z = 3x* + 2, y = 1. Entonces,
9z

=6x =6 es la pendiente requerida.

ox
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CAPITULO 48 Derivadas parciales

En los problemas 16 y 17, encuentre todas las segundas derivadas parciales de z y compruebe el teorema 48.1.

16. z=x>+3xy +)~

9z _ 9’z _
ox =2x+3y, ox2 "~ o

92 _3y 40y, ﬁ=i(a—§)=2, 'z =i(ﬁ)=3

B 9y>  dy oxdy ox\dy
Ob o’z _ dz
serve que Jyox ~ axdy
17. Z=XCOSy—ycCOsX.
3 ¥ (%)
ox = COSy+ ysenx, ox> ax(ax)_ycosx
2
aij}azx =a;ay(g_)zc):—seny+senx
%y cons, P20 (%)
- XSeny— Cosx, o = ay(ay) XCOSy
a?czazy 2%(3_;) =—seny-+senx

Ob 9’z — 2%z .
serve que Jyox -~ axy

18. Seaf(x, y, 7) = x cos (yz). Halle todas las derivadas parciales de primero, segundo y tercer orden.

f;r = COS(yZ)’ fxx = 07 f;;x =z SCH(YZ)’ fzx =y Sen(yz)

S, ==xzsen(yz), f,, =-xz*cos(yz), fiy =—zsen(yz)
Sy =—=x(zy cos(yz) + sen(yz))
f.=—xy sen(yz), f.. = —xy* cos(yz), fie =~y sen(yz)

Sy = —x(zy cos(yz) + sen(yz))
Observe que f, =f. yf.=fy . =1
Jfou=0, [y = =0, Jo=fe=0
Joy =22 c0s(y2), Jo: =fiy = —(2y cos(yz) + sen(yz))
Je ==? c0s(yz)
Jyy =x2° sen (y2), S =0, Sy =i = =27 cOS(y2)
Soxe = free = =z cos(yz) + sen(yz))
Soye =froy = —x(=2% sen(yz) + z cos(yz) + z cos (yz))
= xz(zy sen(yz) — 2cos(yz))
fre: = —x(=y?z sen(yz) + 2y cos(yz))
= xy(z sen(yz) — 2cos(yz))
fie =Xy’ sen(y2), fou =0, Jay = fou = —(zy cos(yz) + sen(yz))
Jow =F =y c08(y2)
Sy = —x(=2% sen(yz) + 2z cos(yz)) = xz(zy sen(yz) — 2cos(yz))
foye =faoy = —x(=2y sen(yz) + y cos(yz) +y cos (y2))
= xy(zy sen(yz) — 2cos(yz))
Observe que, en el tercer orden, dos reordenamientos cualesquiera de subindices serdn iguales. Por
ejemplo, f,. = fry = fiw = = foy = fo = —(2y cOs(y2) + sen(yz)).



aza

19. Determine si las funciones siguientes son soluciones de la ecuacion de Laplace == pre 8_ =

2
a) %:e‘cosy, Erl f =e“cosy
2
g_; =-—e*seny, _gy2 =—e*cosy
2 2
Entonces, 375 + % 0

2
b 3¢ =2 5=

c) az

0’z | 9’z
Entonces, =% P + = 0 =0.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

b) 2=

En los problemas 20 a 24, evalte los limites dados.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

. x—2
lim 5 Y
(x.))>(-1.2) X=+y

lim 2
(x,)—(0,0) x2 + y

h 3xy

Iim ———
(. 1)5(0,0 2x% + y?

2

s

1m 2 4
(x,9)—(0,0) X~ +y

h x> +y?

lim —]———
=200 x? +y* +4 -2

Determine si cada una de las funciones siguientes puede definirse en (0, 0) de manera que sean continuas:

y? x-y
@ x2+y? b) x+y

Respuestas:  a) no; b) no; ¢) si; d) no.

<)

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

X+
x2+y?

=0:

) z=x-y

_3

3
sin limite
sin limite

sin limite

x+y
x*+y?
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26.

27.

28.

29.

30.

CAPITULO 48 Derivadas parciales

Para cada una de las funciones z siguientes, determlne Jz Y g;
_ 2 2 . 9z _ 9z _
a) z=x"+3xy+y Respuesta: P =2x+3y; y =3x+2y
_Xx_y S O9z_ 1 2y 0z 2x_ 1
b) z= T Respuesta: ax Y + X7 3y VX
¢) z=sen 3x cos4y Respuesta: g—i =3cos 3x cosdy; g—; = —4sen 3x sendy
—tan-1[ 2 . 0z _ _y L0z __ X
d) z=tan ( . ) Respuesta: Pyl 7 ay Tty
e) x> —4y?+9z2=36 Respuesta: g)zc gf} 491;]
3%y + 6xyz =0 Respuesta: izzy(x_@;i=x(x_2z>
H 7 =35y +6xyz - s 2xy dy 22 +2xy
g) yz+xz+xy=0 Respuesta: 9z __Y*tz.dz__ xiz

dx x4y dy  x+y

9z d*2z %z y 9’z
0x>’ dyox’ dxdy ~ dy*

Para cada una de las funciones z siguientes, halle

I’z _y. 9%z _ 0% 9%z _
— 9,2 _ 2 . 9<% _
a) z=2x>-5xy+y Respuesta: o 4; T = -5; s =2
Xy Lz 6y, oz _ 9z (L__) Pz _ 6x
b) z= T Respuesta: ppe e axay E)yax A 3_))2_7
¢) z=sen3x cosdy Respuesta: % =-9z; a?:ay aayaz =—12cos 3x sendy; g 5=-16z
~ 2 2 2 92 92 —x2
—tan-' (2 ) - ﬂ: 0’z Xy Z Z Y
d) z=tan (x Respuesta pre ay (x Ty )2 5 8x8y ayax 2y
- 202 Pz, 0%z _
a) Siz=—""— x—y , demuestre que x e +2xyaxa +y? 02 =0.
b) Siz=e"cos Byy ==o, demuestre que g_z % 0.
g Oz 0z _dz,
c) Siz=e’(sen x + cos y), demuestre que PR + N o

d) Siz=senaxsenby senkt/a® +b*, demuestre que (3 F=k? ( gx g—;i)

Para la féormula de los gases ( p+ %)(v —b)=ct,donde a, b y ¢ son constantes, demuestre que
v

dp _2aw-b)—(p+alv’w’ gy _ c?
o~ v’ —-b) ot (p+alv)P —2a@ - b)

ot _v—b 9P _

dp ¢ owoop

Complete la representacion siguiente de una demostracion del teorema (48.1). Supdngase que f,, y f,, existen
y son continuas en un disco abierto. Entonces, demuestre que f, (a, b) = f, (a, b) en cada punto (a, b) del disco.
SeaA,=(fla+h, b+ h)—f(a+h, b)) - (fla, b+ h)—fla, b)) para h suficientemente pequefio y # 0. Sea



31.

F(x) = fx, b+ h) — f(x, b). Entonces, A, = F(a + h) — F(a). Aplique el teorema del valor medio para obtener a"
entre a 'y a + h, de manera que F(a + h) — F(a) = F'(a")h = [f(a", b + h) — f(a", b)]h, y aplique el teorema del
valor medio para obtener b" entre by b + h de manera que f,(a*, b + h) — f,(a", b) = f, (a", b")h. Entonces,

ooy A . o s
Ah=h2fw(a,b)y1‘1§3h—;: lim f (a", b")=f,(a, b)

(a",b")—>(a,b)

Por un argumento semejante utilizando A, = (fla + h, b + h) — fla, b + h)) — (f(a + h, b) — fla, b)) y el teorema
del valor medio, se obtiene

. A,
iy =)

Demuestre que el teorema (48.1) ya no se cumple si se elimina el supuesto de continuidad para f,, y f,,. Use la
funcidn siguiente:

2 _ 42
fx y)= xy)(cxfyy) si(x,y)# (0, 0)
0 si(x,y)=(0, 0)

[Halle las férmulas para f,(x, y) y f,(x, y) para (x, y) = (0, 0); evalde £,(0, 0) y £,(0, 0) y luego £,,(0, 0) y £,.(0, 0).]
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Diferencial total.
Diferenciahbilidad.
Reglas de la cadena

Diferencial total

Sea z = f(x, y). Sean Ax y Ay nimeros cualesquiera. Ax y Ay se denominan incrementos de X'y y, respecti-
vamente. Para estos incrementos de x y y, el cambio correspondiente en z, que se representa como Az, estd
definido por

Az=flx+Ax, y + Ay) - f(x, y) (49.1)
La diferencial total dz estd definida por:

dz = gfc Ax+ ?)Z A= £.(6,) Ax+ f,(x,y) Ay (49.2)

Nétese que si z =f(x, y) = x, entonces g =1ly gy =0y, por consiguiente, dz = Ax. Entonces, dx = Ax. De igual

forma, dy = Ay. Por tanto, la ecuacién (49.2) se convierte en

d—%dx+ dy = f,(x,y)dx+ f (x,y) dy (49.3)

Notacion: dz también se denota df.

Estas definiciones pueden extenderse a funciones de tres 0 mds variables. Por ejemplo, si u = f(x, y, 2),
entonces se obtiene:
du

du—gdx+—dy+—dz

=f. ey, de+ [ (x,y,2)dy+ f.(x,y,2) dz

EJEMPLO 49.1. Sea z =x cos y — 2x* + 3. Entonces, gz

=cosy—4xy g =—xseny. Asi, la diferencial total para
zesdz=(cosy—4x)dx—(xseny)dy.

En el caso de una funcién de una variable y = f(x), se utilizé el principio de aproximacion Ay ~ f'(x) Ax =
dy para estimar los valores de f. Sin embargo, en el caso de una funcién z = f(x, y) de dos variables, la funcién
f debe satisfacer una condicion especial para hacer buenas posibles aproximaciones.

@ —



Diferenciabilidad
Se dice que una funcién z = f(x, y) es diferenciable en (a, b) si existen las funciones €, y €, tales que

Az=f (a, b) Ax+f),(a, b) Ay+e Ax+e, Ay (49.4)

lim €= 1Ilm €,=0
(Ax,Ay)—(0,0) (Ax,Ay)—(0,0)

Nétese que la féormula (49.4) puede escribirse como
Az=dz+e Ax+eg, Ay (49.5)

Se dice que z = f(x, y) es diferenciable en un conjunto A si es diferenciable en cada punto de A.
Como en el caso de una variable, la diferenciabilidad implica continuidad (véase el problema 23).

EJEMPLO 49.2.  Observe que z =f(x, y) = x + 2)” es diferenciable en todos los puntos (a, b). Note también que
filx, y) = 1y fi(x, y) = 4y. Entonces,
Az=f(a+ Ax,b+Ay)— f(a,b)=a + Ax+2(b +Ay)® —a—2b
=Ax+ 4bAy + 2(Ay)2 = f;(a, b) Ax + fy(a’ b)Ay + (sz) Ay

Seae, =0ye,=2Ay.

Definicion. Por conjunto abierto en un plano se entiende un conjunto A de puntos en el plano tales que cada punto
de A pertenece a un disco abierto que estd incluido en A.

Un ejemplo de conjunto abierto es un disco abierto y el interior de un rectdngulo.

Teorema 49.1. Supdngase que f(x, y) es tal que f, y f, son continuas en un conjunto abierto A. Entonces, f es
diferenciable en A.

En el problema 43 se presenta la demostracion.

=. Por el teorema

EJEMPLO 49.3.  Seaz=f(x,y)=+/9—x? —y*. Entonces, f = —x yf, = )
’ \/9—x2—y2 ’ \/9—x2—y

(49.1), fes diferenciable en el disco abierto de radio 3 y centro en el origen (0, 0) (donde los denominadores de f, y
/f, existen y son continuos). En ese disco, X2+ y* <9 témese el punto (a, b) = (1, 2) y evalie el cambio Az cuando se
mueve de (1, 2) a (1.03, 2.01). Por tanto, Ax = 0.03 y Ay = 0.01. Aproxime Az por

dz=f.(1,2)Ax+ £,(1,2) Ay=‘71(0.03)+‘72(0.01) =-0.025

La diferencia real Az es \/9 —(1.03)> = (2.01)> =\/9—1-4 ~1.9746 — 2=-0.0254..

Reglas de la cadena

La regla de la cadena (2 — 1)
Sea z = f(x, y), donde f es diferenciable, y sea x = g(f) y y = h(f), donde g y & son funciones diferenciables de
una variable. Entonces, z = f(g(?), h(?)) es una funcién diferenciable de una variable y

dz _dz dx  dz dy
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CAPITULO 49 Diferencial total. Diferenciabilidad. Reglas de la cadena

Advertencia: nétese el doble significado de z, x y y en (49.6). En th, z significa f(g(?), h(?)), en tanto que
0z

0z 0z dx
en Y a_y’ z significa f(x, y). En ErR es una variable independiente, mientras que en €T~ significa g(f). De

igual forma, y tiene dos significados.
Para demostrar (49.6) observe primero que, por (49.4),

Az—g Ax+g Ay+e Ax+e, Ay

Entonces,

Az 8zAx+%&+ Ax+ Ay
T ox Ar - dy At SAr TSR A

Si At — 0, se obtiene

dz Bzdx

Tx dr 8_

dx
%+O(Ax)+O(Ay)—%dI gidy

(Nétese que g y & son diferenciables y por ello continuas. Por consiguiente, como At — 0, Ax > 0y Ay - 0
y, por tanto, €, > 0y A, = 0.)

EJEMPLO 49.4. Seaz=xy+senxyseax==ryy=cost Observe que g— =y+cosxy % =x.Ademds, % =2t
b
Y dr

Por la férmula (49.6),

=—sent. Ahora, como funcién de ¢, z = > cos t + sen (%).

dz.

i (v + cosx)2t + x(—sent) = (cost + cos(1?))2t — t?sent

En este ejemplo en particular, puede comprobar el resultado calculando D(#* cos  + sen (2)).

La regla de la cadena (2 — 2)
Sea z =f(x, y), donde fes diferenciable, y sea x = g(t, s) y y = h(t, s), donde g y & son funciones diferenciables.
Entonces, z = f(g(t, s), h(t, s)) es una funcién diferenciable y

dz _dz dx dz dy dz _dz dx  dz dy

F o tayar Y 3 oxos oyos “49.7)

Aqui, como en la regla de la cadena anterior, los simbolos z, x y y tienen dos significados obvios.
Esta regla de la cadena puede considerarse un caso especial de la regla de la cadena (2 — 1). Por ejemplo,

la derivada parcial 3 puede considerarse una derivada ordinaria fl_t’ porque s se trata como una constante. Por
4 4
consiguiente, la férmula para 5" (49.7) es la misma férmula para 5 " (49.6).

ay

o
EJEMPLO 49.5. Seaz=e"senyyx=1syy=t+2s. Ahora, gz e'seny, gx 57, az =e'cosy Y5/ =1. Por

tanto, por (49.7) Y

% = (e* sen y)s2+ (e* cos y) + e* (s2sen y + cos y)= e (s2sen(z + 2s) + cos (f + 2s))

De igual forma,

% =2(e* sen y)ts+ 2(e* cos y) = 2e* (tssen y + cos y) = 2¢*’ (ts sen(t + 2s) + cos (t + 2s))



—®

Las generalizaciones de la regla de la cadena (49.47) se cumplen para los casos (m — n), donde z = f(x, y,...)
es una funcién de m variables y cada una de ellas es una funcién de un conjunto de n variables.

Derivacion implicita
Supdngase que la ecuacion F (x, y, z) = 0 define z implicitamente como funcién de x y y. Entonces, por la regla
de la cadena (3 — 2), si se derivan ambos miembros de la ecuacién respecto a x se obtiene

oF ox OF ay JoF dz

x ox Jy PR =0
Como
ox Iy JoF OF oz
TR e i =P T

aF oF 0z . OF
De igual forma, 8 8 8 =0. Luego, s1a—Z¢O,

dz _ OF/dx dz _ JF/dy

ox  9Floz Y 9y OF/oz 49.8)

. ", Jdz _ F, oz F

Esto también puede escribirse como P _Fz y E —FZ
EJEMPLO 49.6. La ecuacién xy + yz° + xz = 0 determina z como funcién de x y y. Sea F(x, y, z) = Xy + yz° + XZ.

Como F,=x+3yz%, F, =y +z,y F,=x+ 2% (49.8) implica que

dz___y+z dz__ _x+2'
ox  x+3yz° Y- dy  x+3y7’

PROBLEMAS RESUELTOS

En los problemas 1 y 2 determine la diferencia total.

1. z=Xy+xH*+x)?°

Se tiene g—i =3x%y+2x072+y  y % =x*+2x%y + 3xy?

Entonces, dz—gzdx+azdy Bx?y +2xy> + y¥) dx + (X3 + 2x%y +3xy?) dy

2. z=xseny-ysenx

: 92 _any— 9z _ _
Se tiene op SSeny—yeosx - XCOSy —senx
Entonces, dz = gz dx + dy (seny — ycosx) dx + (xcosy —senx) dy

3.  Compare dz y Az, dado z = x> + 2xy — 3y~

g—§=2x+2y y g—§= 2x—6y. Entonces dz=2(x+y)dx+2(x—3y)dy
También, Az=[(x +dx)* +2(x + dx)(y + dy) = 3(y +dy)* | - (x* + 2xy = 3y?)

=2(x+y)dx +2(x—3y)dy + (dx)* + 2 dx dy — 3(dy)*

Asi, dz y Az difieren por (dx)* + 2 dx dy — 3(dy)*.
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CAPITULO 49 Diferencial total. Diferenciabilidad. Reglas de la cadena

Aproxime el drea de un rectangulo de dimensiones 35.02 por 24.97 unidades.

Para las dimensiones x por y, el area A = xy, de modo que dA = %4 dx + %;‘ dy =ydx+xdy.Con

x=35,dx=0.02,y=25y dy=-0.03 se tiene A = 35(25) =875 y dA = 25(0.02) + 35(-0.03) = -0.55. El drea
es aproximadamente A + dA = 874.45 unidades cuadradas. El drea real es 874.4494.

Calcule la variacidn en la hipotenusa de un tridngulo rectangulo con catetos de 6 y 8 pulgadas cuando el cateto
mads corto se alarga + pulgadas y el mds largo se encoge + pulgadas.
Sean x, y y z los catetos menor, mayor y la hipotenusa del tridngulo, respectivamente. Entonces,

m’ a x dz___ ) &= adeazdy:deydy

X \/xz—i-yz’ dy Je+y?’ ox x4+ y?

6(H+8(-%) _ 1
c+8 20

Cuandox=6,y=28,dx=+ydy=—1%, entonces dz =
alarga aproximadamente 5; pulgadas.

pulgadas. Por tanto, la hipotenusa se

La potencia consumida en una resistencia eléctrica se calcula con P = %2 watts. Si £ =200 voltiosy R =8
ohmios, ;cudnto cambia la potencia si £ disminuye en 5 voltios y R en 0.2 ohmios?
Se tiene que
P _2E OoP_ E g _2E p E
OE R’ OR R™ dP_RdE 7dR
Cuando E =200, R =8, dE =-5y dR =-0.2, entonces
dP = @(—5) (200) (—0.2)=-250+125=—125

La potencia disminuye aproximadamente 125 watts.

Las dimensiones de un bloque rectangular de madera son 10, 12 y 20 pulgadas, con un posible error de 0.05 en
cada una de las medidas. Determine, aproximadamente, el maximo error en el drea de superficie del bloque y
el porcentaje de error en el drea producido por esos errores en las medidas individuales.

El drea de superficie es S = 2(xy + yz + zx); entonces,

ds:%—idw dy+ dz 2y +2)de+20x+2)dy + 20y +x) de

El maximo error en S ocurre cuando los errores en las longitudes de los lados son del mismo signo; por
ejemplo, positivos. Asi,

dS =2(12 +20)(0.05) + 2(10 + 20)(0.05) + 2(12 + 10)(0.05) = 8.4 pulgadas®

El porcentaje de error es (error/area)(100) = (8.4/1120)(100) = 0.75%.

En la féormula R = E/C, determine el maximo error y el porcentaje de error si C = 20 con un posible error de
0.1 y E =120 con un posible error de 0.05.
Aqui,

OR oR 1 _£
dR = S5 dE +55dC = ¢ dE dc

El error maximo ocurrird cuando dE = 0.05 y dC = -0.1; entonces, dR = 02(())5 }‘%8 (=0.1)=0.0325 es

0.0325 0325

aproximadamente el error maximo. El porcentaje de error es T(IOO) =——2==(100)=0.40625=0.41%.



9.

10.

11.

12.

13.

14.

Dos lados de un tridngulo miden 150 y 200 pies, y el angulo que forman es de 60°. Si los posibles errores son
0.2 pies al medir los lados y 1° en el angulo, ;cudl es el maximo error posible en el cdlculo del area?

Aqui,

- L 0A _1 0A_ 1 0A _ 1
A—zxysenQ o 2ysen@ ay—zxsene 00 2xycos(9

dA =+ ysenOdx ++xsenfdy ++ xycos0dO
Cuando x = 150, y =200, 6 =60° dx=0.2, dy = 0.2 y d6 = 1° = /80, entonces,

= 2(200)(sen60°)(0.2) + 5 (150)(sen60°)(0.2) + 5 (250)(200)(cos 60°)(7r/180) = 161.21 pies>

Halla dz/dt, dado z = x* + 3xy + 5y x =sen t, y = cos L.

Como
9z _ 9z _ dr _ dy __
i =2x+3y, B =3x+10y, a0 = cost, i sent
se tiene que dz _ 0z dx + 5= d_ =(2x+3y)cost —(3x +10y) sent

‘dr  ox dr ' Oy dr

Halla dz/dt, dado z = In(x*> + y*); x = ¢, y = €'.
Como

=, So=—e,

9z __ 2x oz _ 2y e _ ., Ay
ox x*+y*’ dy x*P+y*’ dt dt

se tiene que dZ dz dx | dz dy 2X gyt 2y el e
x

axd1+8ydt X%+ y?

az

I dado z =f(x, y) = x>+ 2xy + 4y, y = ™.

Encuentre ==

% =f.+/ % =2x+2y)+2x+8)ae™ =2(x + y)+2a(x +4y)e™

Halle @) %y b) % dado 7 = f(x, y) = xy* + ya%, y = In x.
dx dy
a) Aqui x es la variable independiente:
dz %+g—fﬂ—(y +2xy)+(2xy+x2)—=y +2xy+2y+x

b) Aqui y es la variable independiente:
dz _9f de o

N awd Ty

&y = x —(yz+2)cy)x+(2xy+x2)=)cy2+2xzy+2xy+)c2

La altura de un cono circular recto es de 15 pulgadas y crece a razén de 0.2 pulgadas por minuto (pulg/min).
El radio de la base mide 10 pulgadas y disminuye a razén de 0.3 pulg/min. ;Con qué rapidez estd cambiando
el volumen?

Sea x el radio y y la altura del cono (figura 49.1). De V =4 7x%y. y considerando x y y como funciones de
tiempo 7, se tiene que

4 %‘; d %‘; Zty %(2xy@+ X2 dy) Z1210)(15)-0.3) +102(0.2)] =~ L% pulgadas’/min
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CAPITULO 49 Diferencial total. Diferenciabilidad. Reglas de la cadena

Fig. 49.1

e 2
15. Un punto P se mueve a lo largo de la curva que es la interseccion de las superficies =~ 16~ % =zyx’+y*=5,

con x, yy z expresados en pulgadas. Si x aumenta a razén de 0.2 pulgadas por minuto, ;con qué rapidez estd
cambiando z cuando x =27

_xx Y dz _dzdx  dzdy _xdx_2ydy R S _ .
De z= 169 >5%¢ obtiene = _8 _ay Go8d Y d Como x* + y*=5, y==%1 cuando x = 2;
ambién la derivacion da x +y
dy __xde_ 2 _ S
Cuandoy =1, =~ i v - 02)=-04 y =3 (0 2)— 9( 0.4)= 6 pulgadas/minuto.
_ 14y xdc _ dz _2 _2, _5 :
Cuandoy =-1, Y 04y 7 =38 0.2) 9( 1)(0.4)= 36 pulgadas/minuto.

16. HallegzygZ dadoz=x*+xy+y5x=2r+s,y=r-2s.

Aqui
%=2x+y, g—;=x+2y, %:2, %:1, %:1, 3? )
Entonces,
% gidr, gz D x4 y)(2)+ (x+ 29)(1) = 5x + 4y
y
LB LD at )+ (4 2D =

17. Halle g” ggy gz, dado u=x>+2y*+ 2z x=psen Bcos 0,y =psen Bsen b, z=p cos f.

gz 3’; g;; + gx gz + gbzt gf) 2xsenfBcos6 + 4ysenfsen 6 +4z cos B

3% gﬁi 32 * % gl); + oL 8[23 2xpcos fcosO +4ypcos Bsen6—4zpsen

9
gg gL; g)é + gz az + g’; (’% —2xpsenfBsend +4ypsenffcosO

18. Resuelva %, dadou=f(x,y,20)=xy+yz+zx,y —% =x2,

du _of [ dy O d 1

il aya-i-a—ZE:(y+z)+(x+z)(——2)+(y+x)2x y+z+2x(x+y)—xJrZ




19. Use la derivacion implicita [férmula (49.8)] para hallar gz y gz dado F(x,y,2) =x>+3xy -2y +3xz + 22 =0.
9z __E _ 2x+3y+3z oz__F _ 3x-dy
o~ F 3x+2z T N T 2

20. Use la derivacion implicita [férmula (49.8)] para hallar gz y gz , dado sen xy + sen yz + sen zx = 1.

Sea F(x, y, z) = sen xy + sen yz + sen zx — 1; entonces,
JoF oF JoF
2 = + 2 = + 2 - +
o yCOSXy+ZCoszx, Jy XCOSXxy+zcosyz, 9 YCOSYyZ + X COS Zx

y 0z _ OF[Qx _ _ycosxy+zcoszx gz _ OF/dy  xcosxy+zcosyz
ox  0F/dz  ycosyz+xcoszx’ dy  OF/dz  ycosyz+Xcoszx

21. Sean u y v estan definidas como funciones de xy y por las ecuaciones f(x, y, u, v) =x + y> + 2uv =0 y g(x, y,

u,V)sz—xy+y2+u2+V Ohallea)a yav,b)ayygz

a) Alderivar fy g parcialmente respecto a x se obtiene

Jdu v Jdu v
1+2va +2uax 0 y 2x— y+2ua +2V8x 0
Al resolver estas relaciones simultineamente para g“ 3 se tiene que
du _ vtuly—2x) dv _vQ@x—y)—u
ox  2u*-v?) y ox  2u*-v?)
b) Derivando f'y g parcialmente respecto a y se obtiene
Jdu Jdv _ Jdu Jdv
2y+2va +21,ta =0 y x+2y+2uay+2vay =0
ou _ u(x—2y)+2vy v _v(2y—x)—2uy
Entonces, ay  2u*—v?) y dy 2w’ —-v?)

22. Dadouw?’—v*+2x+3y=0yuv+x—-y= Oencuentrea)a“ gv g; g—; )Bx ay g—f g‘)})

a) Aquixy y se consideran variables independientes. Al derivar parcialmente las ecuaciones dadas respecto a
X se obtiene

Ju Jv Jdu Jv
2148——2\/a +2=0 y va—+ua—+1 0
du _ u+v dv_ v-u

Se resuelven estas relaciones simultdneamente para obtener <= = — S Y=
oax ul+v ox  u’+v

Al derivar parcialmente las ecuaciones dadas respecto a y se tiene

2,21 au aV +3=0 au av 1=0

"oy L T

ou __2v—3u av 2u+3v
Se resuelven simultdneamente para llegar a 5— " 2 +v2) R TETOR

b) Aquiuy v se consideran variables independientes. Se derivan parcialmente las ecuaciones dadas respecto
auy se obtiene

0x 40y _ ox 9y _
2u+28u+38u_0 y +au_8u 0
Entonces,
ox _ 2u+3v y dy 20— M)
ou 5 ou_ 5
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CAPITULO 49 Diferencial total. Diferenciabilidad. Reglas de la cadena

Se derivan las ecuaciones dadas respecto a v y se obtiene

_ ox L9y ox 9y
2v+2a +3a =0 y ’”av 3 =0
E ox _2v—3u 9y _ 2u(u+v)
ntonces, 2 = y = s

23. Demuestre que la diferenciabilidad de z = f(x, y) en (a, b) implica que f es continua en (a, b).
De (49.4), Az = (f(a, b) + € ) Ax + (f,(a, b) + €,) Ay, donde  lim € = lim €, =0. Por tanto,

Ar.d)—>0.0) " (Ax.Ay)—(0.0)
Az — 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0), lo que implica que f'es continua en (a, b).

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

24. Halle la diferencia total de las funciones siguientes:

a) z=xy +2xy° Respuesta: dz = (3x> + 2y?) dx + (x> + 6y*) dy
oy L gg= X yde
b) 6=tan ( 2 ) Respuesta:  d6==—5— %
c) z=ev’ Respuesta: dz =2z(x dx -y dy)
) (ydx — xdy)
d) z=x(2+y>) Respuesta: dz = W

25. Use diferenciales para aproximar a) el volumen de una caja con base cuadrada de lado 8.005 y altura 9.996
pies; b) la diagonal de una caja rectangular de dimensiones 3.03 por 5.98 por 6.01 pies.

Respuestas:  a) 640.544 pies*; b) 9.003 pies

26. Aproxime el mdximo error posible y el porcentaje de error cuando z se calcula mediante la formula dada:

a) z=mr*h; r=5+0.05h=12+0.1 Respuesta:  8.51; 2.8%
by 1/z=1/f+1/g;f=410.01,g=810.02 Respuesta:  0.0067; 0.25%
c) z=ylx;x=18%20.1,y=24%0.1 Respuesta: 0.13; 10%

27. Halle el porcentaje maximo aproximado de error en:

a) ®=3/g/b sihay un error posible de 1% en la medida de g y +% de error en la medida de b.

(Sugerencia: Inw=+(Ing — Inb); %‘) (d_g_@) ‘ =0.00 %‘= 0.005.)
Respuesta:  0.005
b) g =2s/f si hay un posible error de 1% en la medida de s y 4% de error en la medida de .

Respuesta:  0.015

28. Encuentre du/dt dado:
a) u=xy4x=26y=37
Respuesta:  6xy*(2yt + 3x)
b) u=xcosy+ysenux;x=sen?2t,y=cos 2t
Respuesta:  2(cosy +y cos x) cos 2t — 2(—x sen y + sen x) sen 2¢
c) u=xy+yz+zx=e,y=e’,z=€e+e’

Respuesta:  (x+2y+2)e' —2x +y + z)e”



29.

30.

31.

32.

33.

34.

En cierto instante el radio de un cilindro circular recto mide 6 pulgadas y aumenta a razén de 0.2 pulgadas
por segundo (pulg/s), mientras que la altura es de 8 pulgadas y decrece a razén de 0.4 pulg/s. Determine la
variacion respecto al tiempo, a) del volumen y b) de la superficie en ese instante.

Respuesta:  a) 4.8 pulg’/s; b) 3.27 pulg?/s

Una particula se mueve en un plano de manera tal que en el instante ¢ su abscisa y su ordenada estan dadas por
x=2+3t,y=1£+4conxy yexpresados en pies y t en minutos. ;Cémo cambia la distancia de la particula al
origen cuando t = 1?

Respuesta: 5/\/5 pies/minuto

Un punto se mueve a lo largo de la curva de interseccién de x2 + 3xy + 3y? = z2 con el plano x — 2y + 4 = 0.
Cuando x = 2 y aumenta a razén de 3 unidades por segundo (unidades/s), encuente a) cémo cambia y, b) como
cambia z y ¢) la rapidez del punto.

Respuestas: a) creciendo a 3/2 unidades/s; b) creciendo a 75/14 unidades/s en (2, 3, 7) y decreciendo en
75/14 unidades/s en (2, 3, =7); ¢) 6.3 unidades/s

Halle 0z/0s y dz/dt dado

a) z=x"=2y’, x=3s+2f,y=3s -2t Respuesta:  6(x —2y); 4(x + 2y)

b) z=x+3xy+)y’, x=sens+cost, y=sens—cost Respuesta:  5(x +y) cos s; (x —y) sen t

) z=xX*+2 x=¢e—¢e,y=¢e'+¢ Respuesta:  2(x + 2y)e*; 2(2y — x)e'

d) z=sen(4x+5y),x=s+t,y=s5s—1t Respuesta: 9 cos(4x + 5y); —cos(4x + 5y)

e) z=eY, x=5>+2st,y=2st + 1> Respuesta:  2e”[tx + (s + 1)y]; 2e”[(s + D)x + sy]

a) Seanu=f(x,y)yx=rcos 6,y=rsen 0; demuestre que
ou ou\ _(ou\ i(a_)
(ax) +(ay) (3] + -3
b) Sean u =f(x,y)yx=rcoshs,y=rsenh s; pruebe que
(3-8
ox dy) ~\or 2\ os

a) Siz=f(x+ oy)+ g(x — ay), demuestre que g Z Lz (Sugerencia: escriba z = f(u) + g(v), u = x + ox,

_Z
v=Xx-—0Qy.) 9

b) Sea z = x"f(y/x); demuestre que x dz/dx + ydz/dy = nz.

c) Seaz=f(x,y)yx=g(),y=h(t); demuestre que, sujeto a las condiciones de continuidad,
i%:ﬁng+2&gh+ﬂ4hﬁ+fg”+ﬁ”’
d) Seaz=f(x,y); x=g(r,s),y=h(r,s); demuestre que, sujeto a las condiciones de continuidad,

8

- f)c\'(gr)z + zfrygrhr +f}y(hr)2 +fxgn +fvhn

= f.8,8, [, (gh,+8gh )+ f hh +fg. +fh,

a_Sg - f“ (gx)2 + 2f;‘,\’gi‘hA + f)’,\' (hx)z + f:\'gsx + f;/hsx
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CAPITULO 49 Diferencial total. Diferenciabilidad. Reglas de la cadena

35. Una funcion f(x, y) se llama homogénea de orden n si f(x, ty) = t'f (x, y). [Por ejemplo, f(x, y) = x> + 2xy + 3)*
es homogénea de orden 2; f(x, y) = x sen (y/x) + y cos (y/x) es homogénea de orden 1.] Derive f(zx, ty) = 'f(x,
y) respecto a ¢ y remplace ¢ por 1 para demostrar que xf, + yf, = nf. Compruebe esta férmula mediante los dos
ejemplos dados. Ver también el problema 34b).

ou _dv ,du__dv

36. Siz=¢u,v),donde u=f(x,y)yv=gx,y),ysi =22y T = , demuestre que
dx dy ~ dy ox

Pu_ Pu_ v, v _ ¢ 9’9 _ (8_14)2 (@)2}(8% 82¢)

D ety Taer T 0 P gty = an) o) flae T

37. Encuentre 9z y 9z , dado
dox ° dy

9z _3x.0z_4y

a) 3x%+4y* =522 =60 Respuesta: ox 52° 9y 3z
S S =2 R ;o xtyrde gr x4yt
b) X +y*+ 2%+ 2xy + 4yz + 8zx =20 espuesta ox  4x+2y+z 9y 4x+2y+z
¢) x+3y+2z=Inz Respuesta: g_i: 1—Z2z ?g_;: 1gz2z
d) z=e"cos (y+2) Respuesta: 9z _ Z .0z _ —e'sen(y+2z)

ox  l+e'sen(y+z)° 9y 1+esen(y+2)
e) sen(x+y)+sen(y+z)+sen(z+x)=1

dz __cos(x+y)+cos(z+x). dz _ cos(x+y)+cos(y+z)
ox ~ cos(y+z)+cos(z+x) dy  cos(y+z)+cos(z+x)

Respuesta:

38. Encuentre todas las primeras y segundas derivadas parciales de z, dado x> + 2yz + 2zx = 1.

. 0z_ x+z.0z_ .z 0% _X—y+2z 92 _ x+2z 9z __ 2z
Respuesta: - 5% = Xty 0y x+y o> (x+y)? Coxdy (x+y)?2° 92 (x+y)?
xIydz_

39. Sea F(x,y, z) = 0; demuestre que dy 0z dx

df dg dy _df 9
40. Sea f(x,y) =0y g(z, x) = 0; demuestre que a—{)a—ia—}z; = B_£8_§

41. Halle las primeras derivadas de u y v respecto a x y y y las primeras derivadas parciales de x y y respecto a u y
v,dado2u —v+x>+xy=0,u+2v+xy—y*=0.

.o Qu__1 O _Ln v 0u_ 1 s du_ 4y-—x.
Respuesta: o= 5(4x+3y), o 5(2x v); y 5(2y 3x),a_v_T,
ox __ Ay-x  dy_ y=2x o« 3x-2y dy —4x -3y

ou 202 —2xy—y2) du  2(x2—2xy—y?) v 2(x* —2xy—y2) ov  2(x> — 2xy—?)
42, Seau=x+y+z,v=x*+y"+72, yw=x>+y> + 7. Demuestre que
ox_ ¢ W x+z 9z _ 1
du (x=y)x-2)" dv 2(x=-y)y-2)° ow 3(x-2z)(y—2)

43. Rellene los vacios en la representacion siguiente de una demostracion del teorema (49.1). Suponga que f(x, y)
es tal que f, y f; son continuas en un conjunto abierto A. Muestre que f es diferenciable en A.

Existe x* entre a y a + Ax tal que
fla+ Ax, b) —f(a, b) =f(x*, b) Ax
y existe y* entre by b + Ay tal que
fla+Ax, b+ Ay) —f(a+ Ax, b) =f(a + Ax, y*) Ay



Entonces,
Az =f(a+ Ax, b+ Ay) — f(a, b)
=[f(a + Ax, b) — f(a, b)] + [f(a + Ax, b + Ay) — f(a + Ax, b)]
= f(x*, b) Ax + fi(a + Ax, y*)Ay
Sea €, =f(x*, y) - fla, b) y €,=f(a+ Ax, y*) — f (a, D). Luego,
Az=f(a,b) Ax+f(a,b) Ay+€,Ax+€, Ay

Para mostrar que €; — 0y €, — 0, use la continuidad de f, y f;.
44. Muestre que la continuidad de f(x, y) no implica diferenciabilidad, aunque f, y f, existan. Use la funcién

xy .
f(X,y)= x2 +y2 S1 (x’y)¢(01 0)
0 si(x,y)=(0,0)
[Sugerencia: muestre que f no es continua en (0, 0) y, por consiguiente, no es diferenciable. Muestre la

existencia de f,(0, 0) y £,(0, 0) por un célculo directo.]

45. Encuentre una funcion f(x, y) tal que £,(0, 0) = £,(0, 0) = 0, y fno es continua en (0, 0). Esto muestra que la

2

existencia de las primeras derivadas parciales no implica continuidad. [Sugerencia: defina f(x,y) = 2&

para (x, y) # (0, 0) y £(0, 0) = 0.] Y
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Vectores en el espacio

Igual que en el plano (véase el capitulo 39), un vector en el espacio es una cantidad que tiene magnitud y di-
reccién. Tres vectores a, b y ¢, que no estén en un mismo plano ni sean paralelos y que comiencen de un punto
comun, forman un sistema de giro a la derecha (dextrégiro) o triada si c tiene la direccién en la que avanza
un sacacorchos al girarlo por el dngulo mds pequeiio en la direccién de a hacia b, como se indica en la figura
50.1. Noétese que, visto desde un punto en ¢, la rotacién sobre el angulo mds pequefio de a a b se verd en sentido
contrario al de las manecillas del reloj.

P(x, y, 2)
-
“k
v Jp >y
0
A y B
b
a
X
Fig. 50.1 Fig. 50.2

Seleccionemos un sistema de coordenadas rectangular derecho (dextrégiro) en el espacio y sean i, j y k los
vectores unitarios a lo largo de los ejes positivos x, y y z, respectivamente, como en la figura 50.2. Los ejes de
coordenadas dividen el espacio en ocho partes denominadas octantes. Por ejemplo, el primer octante consta de
todos los puntos (x, y, z) paralosque x >0,y>0y z>0.

Como en el capitulo 39, todo vector a puede expresarse como

a=aji+aj+ak

Si P(x, y, z) es un punto en el espacio (figura 50.2), el vector r que va desde el origen O hasta P se denomina
vector de posicion de Py se puede escribir como

r=0P=0B +BP=0A + AB + BP =xi + yj + zk (50.1)



El édlgebra de vectores expuesta en el capitulo 39 se cumple aqui s6lo con los cambios que la diferencia en
dimensiones requiere. Por ejemplo, sia=a,i+ a,j + a;ky b=>bi+ b, + b;k, entonces,

ka = ka1 + ka, j + kas;k para k cualquier escalar
a=bsiysélosia, =b,a,=b,ya;=>b;4

atb=(a, £b)i+(a,xb)j+ (a;xbyk

a - b =lallbl cos 6, donde 6 es el dngulo mds pequefio entre ay b
i-i=j-j=k-k=1lei-j=j-k=k-i=0

lal=va - a=.a+a+a
a-b=0siysélosia=00b=0o0ay b son perpendiculares

De (50.1), tenemos que

Irl=vr.r=x*+y*+2 (50.2)

como la distancia del punto P(x, y, z) al origen. También, si P,(x,, y;, 2;) Y P.(x,, ¥», 2,) son dos puntos cuales-
quiera (fig. 50.3), entonces

PP,=PB+BP,=PA+AB+BP,=(,—x)i+(—-y)j+ (z—-z)k

IPP,I=/(x, = x)*+ (3, — y)* + (2, — 7,)° (50.3)

es la férmula ya conocida para la distancia entre dos puntos (véanse los problemas 1 a 3).

Py(xy, ¥5, 25)

(xsy,Z) A
I 1V J1e <1

> >

J

Fig. 50.3 Fig. 50.4

Cosenos directores de un vector

Sean a = a,i + a,j + a;k vectores que forman los dngulos o, By ¥, respectivamente, con los ejes positivos x, y y
z, como se indica en la figura 50.4. De

i-a=lillal cos ov=lal cos o, j-a=lalcos B,k-a=lalcosy

010edsa [9 U3 5340399\  0G 0TTINLIAYI



CAPITULO 50 Vectores en el espacio

se obtiene

a, k.a a
— COSY =—7=
lal’ 4

i.a_q
coSOl = ——— —
lal lal

j-a
= — COS = —=
lal lal”’ B lal

Estos son los cosenos directores de a. Como

2 2 2
a; +a2 +a3

ar

cos® o+ cos® B+ cos? y =

el vector u =1icos o + j cos B+ Kk cos y es un vector unitario paralelo a a.

Determinantes
Se supone que se conocen bien los determinantes de 2 X 2 y 3 x 3. En particular,

c
fl=a

i

d e
g h

a b
c d

e f

|+c
h i

g 1

_b‘d f

=0 &

a
‘:ad—bc y d
8

La expansion del determinante de 3 x 3 va “a lo largo de la primera fila”. Esto es igual a las expansiones
apropiadas a lo largo de las otras filas y hacia abajo en las columnas.

Vector perpendicular a dos vectores
Sean

a=aji+a,j+akyb=>bi+b,j+bk

dos vectores no paralelos con punto inicial comtin P. Mediante un célculo sencillo puede demostrarse que

i j Kk
c=[2 Blic B Yie D Blk=le, g, a (50.4)
b2 b? b3 bl bl b2 bl b b

es perpendicular (normal a) tanto a a como a b y, por ende, al plano de estos vectores.
En los problemas 5 y 6 se demuestra que

Icl = lallbl sen 8 = area de un paralelogramo con lados a y b no paralelos

Si ay b son paralelos, entonces b = ka y con (50.4) se demuestra que ¢ = 0; es decir, ¢ es el vector cero. El
vector cero, por definicidn, tiene magnitud O y direccion sin especificar.

Producto vectorial de dos vectores
Se toma

a=aji+a,j+akyb=>bi+b,j+bk

con punto inicial Py represéntese con n el vector unitario normal al plano de a y b, dirigido de forma tal que a,
b y n (en ese orden) formen una triada derecha (dextrégira) en P, como en la figura 50.5. El producto vectorial
o producto cruzado de a 'y b se define como

ax b = lallbl sen O n (50.6)



donde 6 de nuevo es el dngulo mds pequefio entre a y b. Asi, a X b es un vector perpendicular tanto a a como

ab.
En el problema 6 se muestra que la x bl = lallbl sen 0 es el 4area del paralelogramo que tiene a y b como lados

no paralelos.
Siay b son paralelos, entonces 0 =00y axb =0. Asi,

ixizjxj=kxk=0 (50.7)

aXb

Fig. 50.5
En la figura (50.5), si se invierte el orden de a y b, entonces n debe remplazarse por —n; entonces,
bxa=-(axb) (50.9)
Los ejes de coordenadas se escogieron como un sistema derecho (dextrdgiro), de lo que se sigue que
ixj=k jxk=i kxi=j
jxi=-k kxj=- ixk=-j (50.9)
En el problema 8 se prueba que para todo vector a, b y ¢, la ley distributiva
(@a+b)xc=(axc)+(bxc) (50.10)

Al multiplicar (50.10) por —1 y al utilizar (50.8) se obtiene la ley distributiva correspondiente

cx(a+b)=(cxa)+(cxb) (50.11)
Entonces también,
(@a+b)x(c+d)=axc+axd+bxc+bxd (50.12)
i j Kk
y axb=|a, a, a, (50.13)
bl b2 b3

(Véanse los problemas 9y 10.)
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CAPITULO 50 Vectores en el espacio

Triple producto escalar

En la figura 50.6, sea 0 el dangulo menor entre b y ¢ y sea ¢ el dngulo mds pequefio entre a y b X ¢. Dendtese

con & la altura 'y con A el drea de la base del paralelepipedo. Entonces, el triple producto escalar es, por defi-
nicion,

a-(bxc)=a- Ibllcl sen 8 n = lallbllcl sen 6 cos ¢ = (lal cos¢)(Ibllcl sen 8) = hA

= volumen del paralelepipedo

Puede demostrarse (véase el problema 11) que

a, 4, a4,
a-(bxe)=b b, by|=(axb)-c (50.14)
G 6 G
(b ’,I
“ A h ’,I
n cv
-6 A -
o £
Fig. 50.6

Ademas

Cl C2 C3 al a2 a}
c-(axb)=|a, a, a)=|b, b, b|=a-(bxc)
b b, by | ¢, c

S

en tanto que

bl b2 b3 al 612 a}
b-(axc)=|a, a, a=-|b, b, bj=-a-(bxc)
I [
De igual forma se tiene que
a-(bxc)=c-(axb)=b-(cxa) (50.15)
y
a-(bxe)=-b-(axc)=-c-(bxa)=-a-(cxb) (50.16)

De la definicién de a - (b X ¢) como un volumen se sigue que si a, b y ¢ son coplanares, entonces a - (b X ¢) =
0y alainversa.

Los paréntesis en a - (b X ¢) y (a X b) - ¢ no son necesarios. Por ejemplo, a - b X ¢ puede interpretarse s6lo
comoa-(bxc)o(a-b)xc.Peroa-besunescalar, asi que (a - b) X ¢ no tiene sentido (véase el problema 12).



Triple producto vectorial
En el problema 13 observe que

ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)c (50.17)
Igualmente,
(axb)xc=(@-chb-(b-c)a (50.18)

Asi, excepto cuando b es perpendicular tanto a a como a ¢, a X (b X ¢) # (a X b) X ¢ y usar paréntesis es indis-
pensable.

Linea recta

Una recta en el espacio que pasa por un punto Py(x,, vy, Z,) puede definirse como el conjunto de todos los puntos
P(x, y, z) tales que PP es paralelo a una direccién dada a = a|i + a,j + a;k. Sean r; y r los vectores posicién
de P,y P (figura 50.7). Entonces,

r — r, = ka donde k es una variable escalar (50.19)
es la ecuacion vectorial de la recta PP,. Al escribir (50.19) como
(x = xi + (y = yo)j + (2 — 20k = k(@i + a, j + a;K)

entonces separamos los componentes para obtener

X —xy=ka,,y—y,=ka,, z—z,=ka,

Fig. 50.7
y eliminando & se obtiene
X=X Y7V _27% (50.20)
a, a, a,

como en las ecuaciones de la recta en coordenadas rectangulares. Aqui, [a,, a,, a;] es un conjunto de niimeros
a, a, a
1 2 3

Tal’Tal *Tal | €S Un conjunto de cosenos directores de la recta.

direccionales para la recta y
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% CAPITULO 50 Vectores en el espacio

Si cualquiera de los nimeros a,, a,, a; es cero, el numerador correspondiente en (50.20) debe ser cero. Por

ejemplo, si a, = 0 pero a,, a; # 0, las ecuaciones de la recta son
—x,=0 =N 7%
X=X, y o o

El plano
Un plano en el espacio que pasa por un punto Py(x,, o, Zo) puede definirse como el lugar de todas las rectas
que pasan por P,y son perpendiculares (normales) a una recta dada (direccién) a = Ai + Bj + Ck (figura 50.8).
Sea P(x, y, z) cualquier otro punto en el plano. Entonces, r — r, = P P es perpendicular a a y la ecuacién del
plano es

(r-ry)-a=0 (50.21)

Fig. 50.8

En coordenadas rectangulares esto se convierte en

[((x=x)i+ (@ —y)i+(@Z—z)Kk] - (Ai+Bj+ Ck)=0
0 Ax—xy) + By —y) + Cz—2) =0
0 Ax+By+Cz+D=0 (50.22)

donde D = —(Ax, + By, + Cz,).

Reciprocamente, sea Py(x,, Yo, Zo) un punto en la superficie Ax + By + Cz + D = 0. Entonces, también Ax, +
By, + Cz, + D = 0. Si se resta la segunda de estas ecuaciones de la primera se obtiene A(x — x,) + B(y — y,) +
C(z—z9) =(Ai+ Bj + CK) - [(x —xp)i+ (y — yp)j + (z — z9)k] = 0 y el vector constante Ai + Bj + Ck es normal a
la superficie en cada uno de sus puntos. Por tanto, la superficie es un plano.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Determine la distancia del punto P (1, 2, 3) a a) el origen, b) el eje x, ¢) el eje z, d) el plano xy, y ¢) el punto
P,(3,-15).
En la figura 50.9,
a) r=0P, =i+ 2j + 3k; por tanto, |r| m: J14.
b) AP, = AB + BP, = 2j + 3k; por tanto, |AP,| =/4+9 =/13.
¢) DP, = DE + EP, = 2j + i; por tanto, [DP,| =+/5.
d) BP, =3k, asi que IBP,1 =3
) PP,=(3 - )i+ (-1 -2)j + (5-3)k = 2i — 3j + 2k; por tanto, [P,P,| =4 +9+4 =/17.



2.

3.

4.

S.

e

X

Fig. 50.9

Encuentre el angulo 6 entre los vectores que unen O con P,(1, 2, 3) y P,(2, -3, -1).
Sear, =0P, =i+ 2j+ 3k yr,=0P, =2i-3j - k. Entonces,
I, T 12)+2(=3)+3(-1) 1
cosf =12 = —_1L
Ir, IIr, | 1414 2 y

Determine el angulo oo = ZBAC del tridngulo ABC (figura 50.10) cuyos vértices son A(1, 0, 1), B(2, -1, 1),
C(=2,1,0).

0=120°

C
a
B b A
Fig. 50.10
Seaa=AC=-3i+j—kyb=AB=i-j. Entonces,
ab_-3-1 o= 148°31",

SO =Talbl = 22 Y

Determine los cosenos directores de a = 3i + 12j + 4k

i _ia_3 _da_12 ~ka_4
Los cosenos directores son cos o = al = 13,(:0313— al =137 =Tl T 13

Sia=aji+a,j+akyb=>bi+b,j+ bk son dos vectores que salen del punto Py si
ey a, o af, e a,
c_bZ b3l+bl b3J+ bl bZk

demuestre que Il = lallbl sen 6, donde 6 es el dangulo mds pequefio entre a 'y b.

a-b

Se tiene que cos 6= talbl Y

lallbl " lallbl

sen@—\/l (a~b)2_\/(af+a§+a§)(bf+b22+b32)—(albl+a2b2+a3b3)2 _ el
“\" Ulallbl ) —

Por tanto, Icl = lallbl sen 6, como se pidio.
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M CAPITULO 50 Vectores en el espacio

6. Halle el drea de un paralelogramo cuyos lados no paralelos son a y b.

De la figura 50.11, 4 = Ibl sen Oy el area es i = lal = lallbl sen 6.

7. Sean a, y a,, respectivamente, las componentes de a, paralela y perpendicular a b, como se indica en la figura
50.12. Demuestre que a, xb=axbya, xb=0.

Si B es angulo entre a y b, entonces la,| = lal cos 8y la,l = lal sen 6. Como a, a, y b son coplanares,

a, X b =la,llbl sen ¢ n = lal sen 6 Ibln = lallbl sen 6n=a X b
Como a, y b son paralelos, a; X b =0.

8. Demuestre que (a+b) xc=(axc)+ (bXxc)

En la figura 50.13, el punto inicial P de los vectores a, b y ¢ estd en el plano de papel, en tanto que
sus puntos terminales se hallan por encima de este plano. Los vectores a, y b son, respectivamente, las
componentes de a y b perpendiculares a c. Entonces, a;, b;, a, + b, a, X ¢, b, X cy (a; + b)) X ¢ todos estdn en
el plano de papel.

Fig. 50.11 Fig. 50.12

Fig. 50.13

En los tridngulos PRS 'y PMQ,

RS b xc bl bl MQ
PR " la, xcl " la,llel " la,| ~ PM



Por tanto, PRS y PMQ son semejantes. Ahora, PR es perpendicular a PM y RS es perpendicular a MQ; por
ende, PS es perpendicular a PQ y PS = PQ x c. Asi, como PS = PQ x ¢ = PR + RS, tenemos que

(a,+b)xe=(a, xc)+ (b, Xc)

Por el problema 7, a, y b, pueden remplazarse por a y b, respectivamente, para obtener el resultado

solicitado.
i j k
9. Cuandoa=aqaji+a,j+akyb=>bji+b,j+ bk, demuestrequeaxb=|a, a, a,|
Se tiene, por la ley distributiva b, b, b,

axb=(ai+aj+ak)x(di+b,j+bk)
=aiXxX (bi+b,j+bK)+ajxbi+b,j+bk)+akx(bi+b,j+bk)
= (a,bk —a,b3j) + (—ab K + a,bsi) + (asbyj — asb,i)
= (ayh3 — asby)i — (a,by — asb))j + (a,b, — a,b)k

[
=

J
a
b

8]
3

SR
R

SR

1

o

10. Deduzca la ley de los senos de la trigonometria plana.

Considere el triangulo ABC, cuyos lados a, b, ¢ son las magnitudes a, b, ¢, respectivamente, y cuyos
angulos interiores son ¢, 3, ¥. Tenemos que

a+b+c=0
Entonces, aXx(@a+b+c)=axb+axc=0 0 axb=cxa
y bx(a+b+c¢c)=bxa+bxc=0 0 bxc=axb
Asi, axb=bxc=cxa,
de forma que lalb sen Y= Ibllclsen o = Icllalsen 3
o ab sen y=bc sen o= ca sen 3

seny seno _senp
c a b

y

11. Seaa=gji+a,j+akyb=>bji+b,j+bkyc=cji+c,j+ c;k; demuestre que

a, a, a,
a-(bxe)=|b, b, Db,
G G G
Por (50.13),
i j k
a-(bxe)=(aji+ayj+ak)-\b b, b,
G 6 G

= (@i + ayj + a;K) - [(byc; — bscy)i + (bscy — bicy)j + (D¢, — bye K]

a, a4, 4
= a,(byc3 — bscy) + ay(bse, — bics) + az(byc, — bye) =|b, b, b,
¢ ¢, C

1 3

12. Demuestre que a- (axc)=0
Por (50.14),a-(axc¢)=(axa)-¢=0
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13.

14.

15.

CAPITULO 50 Vectores en el espacio

Para los vectores a, b y ¢ del problema 11, demuestre que ax (b x¢) =(a-c)b—(a- b)c.

Aqui
i j k
ax(xec)=(aitajtak)x|b b, b,
C, C C

1 2 3

= (aji+a,j+ a;K) X [(bycs — bscy)i + (bsey — bicy)j + (byc, — bye K]

i j k
= a a, a,
byc;—byc, by, —bc; bic,—by,

=i(a,b ¢, — aybycy — azbyey + asbics) + j(asbycs — asbse, — aibic, + abycy)
+ k(a\bsc; — aibic; — aybyc,)

=ib,(a,c, + ayc, + ascy) + jby(a,c, + axc, + ayc;) + kby(ac, + axe, + ascy)
— [ic\(a,b, + a,b, + asby) + jey(a,b, + ayb, + asby) + kes(a, b, + axb, + ashy)]

=(bji+bj+bk)a-c)—(ci+c,j+ck)a-b)
=b(a-c)—c(a-b)=(@-cb—-(a:b)c

Si [, y I, son dos rectas en el espacio que no se intersecan, pruebe que la distancia d mds corta entre ellas es
la distancia desde cualquier punto en /, al plano /, y es paralelo a /;; es decir, demuestre que si P, es un punto
en [, y P, es un punto en /,, entonces, aparte el signo, d es la proyeccion escalar de P,P, en una perpendicular
comunal, y L.

Sea [, que pasa por P,(x,, y,, z;) en la direccion a = a,i + a,j + a;K, y sea [, que pasa por P,(x,, y,, 2,) en la
direccion b = bji + b,j + b;k.

Entonces, PP, = (x, — x)i + (y, — y))j + (z, — z))k y el vector a X b es perpendicular tanto a /, como a /,.
Asi,

_|PP,-(ax b
=] Taxbl

(r,-r)-(axb)|

d laxbl |

Escriba la ecuacion de la recta que pasa por Py(1, 2, 3) y es paralela a a = 2i — j — 4k. ;Cuales de los puntos
AQG,1,-1), B(2l42,4), C(2, 0, 1) se hallan sobre esa recta?

De (50.19), la ecuacién vectorial es
(xi + yj + zK) — (i + 2j + 3k) = k(2i — j — 4k)

x-=Di+(y-2)j+((z-3)k=k(2i-j-4k) (1)

Las ecuaciones rectangulares (o cartesianas) son

x=1_y=2_z-3 2)
2 -1 —4

Al usar (2) es facil comprobar que A y B estdn en la recta, en tanto que C no lo esta.
En la ecuacién vectorial (1), un punto P(x, y, z) en la recta se halla dando a k un valor y comparando las
componentes. El punto A estd en la recta porque

B-Di+(1-2)j+ (-1-3)k=~k(2i-j—4k)



cuando k = 1. [gualmente, B se halla en la recta porque

—di+Lj+k=k(2i—j—4k)

cuando k = — 4. El punto C no estd en la recta ya que

i-2j-2k=k(2i-j—4k)
para ningun valor de k.

16. Escriba la ecuacién del plano que pasa por

a) Py(1,2,3)yesparaleloa3x—2y+4z-5=0

b) Py1,2,3)y P,3,-2, 1)y es perpendicular al plano 3x -2y +4z-5=0

¢) Py1,2,3), P,(3,-2, 1)y P,(5,0,-4)

Sea P(x, y, z) un punto general en el plano requerido.

a) Aqui a=3i-2j+ 4k es normal al plano dado y al plano requerido. La ecuacion vectorial de este dltimo
es (r—ry) - a=0y la ecuacién cartesiana es

3x-1)-2(y-2)+4(z-3)=0
0 3x-2y+4z-11=0

b) Aquir,—r,=2i-4j-2kya=3i-2j+ 4k son paralelas al plano requerido, de manera que (r, — ry) X
a es normal a ese plano. Su ecuacidn vectorial es (r, —r,) - [(r; — ry) X a] = 0. La ecuacién rectangular (o
cartesiana) es

i j k
(r-ry)- 2 =4 =2/ =[(x—Di+(y-2)j+(z—3)k] - [-20i — 14j + 8K]
3 2 4

=-20x-1)-14(y -2)+8(z—-3)=0
o 20x+ 14y—-8z-24=0.

¢) Aquir, —r,=2i-4j-2kyr,—-r,=4i=2j- 7k son paralelas al plano requerido, de manera que
(r; —ry) X (r, — ry) es normal a éste. La ecuacion vectorial es (r; —ry) X [(r; —ry) X (r,—1ry)] =0y la
ecuacion rectangular (o cartesiana) es

i j k
(r—1)) |2 —4 =2/ =[(x=Di+-2)j+z—3)K]-[-24i + 6j + 12K]
4 -2 -7

=24(x - 1) +6(y—2)+12(z=3)=0

0 4dx+y+2z-12=0

17. Halle la distancia d mds corta entre el punto Py(1, 2, 3) y el plano [ dado por la ecuacién 3x — 2y + 5z — 10 = 0.

Una normal al plano es a = 3i — 2j + 5k. Toma P (2, 3, 2) como un punto convincente en ][. Entonces, salvo
por el signo, d es la proyeccion escalar de P (P, en a. Por tanto,

| -r-al |G+i-k)-Gi-2j+5K)|_ 2
S I B I T B
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PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

Encuentre la longitud de a) el vector a = 2i + 3j + k; b) del vector b = 3i — 5j + 9Kk; ¢) del vector ¢, que une
P(3,4,5) con Py(1, -2, 3).

Respuestas: a) J14; b)\115;¢) 2J11

Para los vectores del problema 18:

a) Demuestre que a y b son perpendiculares.
b) Halle el 4ngulo mds pequefio entreay c, y entre by c.

¢) Determine los dngulos que b forma con los ejes de coordenadas.

Respuestas: b) 165° 147, 85° 10"; ¢) 73° 45’, 117° 47’, 32° 56
Demuestre quei-i=j-j=k-k=1ei-j=j-k=k-i=0.

Escriba un vector unitario en la direccion de a y un vector unitario en la direccion de b del problema 18.

J_ 3J_ J_ 9

3 . 5 .
k; b - + k
) J115 ! J115 J J115

Respuestas: a)

Halle los dngulos interiores B y y del tridngulo del problema 3.

Respuesta: [ =22°12";y=9° 16

Para el cubo mostrado en la figura 50.14, determine a) el 4ngulo entre su diagonal y un lado, b) el dngulo entre
su diagonal y una diagonal de una cara.

Respuestas:  a) 54° 447; b) 35° 16’

Fig. 50.14

Demuestre que la proyeccion escalar de b en a estd dada por ﬂ.

lal



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Pruebe que el vector ¢ de (50.4) es perpendicular tanto a a como a b.

Dados a=1i+j, b=1i-2kyc=2i+ 3j+ 4k, confirme las ecuaciones siguientes:
a) axb=-=2i+2j-c b) bxc=06i-8j+3k

c) cxa=-4i+4j+k d) (a+b)x(a-b)=4i-4j+2k

e) ax(axb)=0 H ax(bxc)y=-=2

g) ax(bxc)=3i-3j-14k h) cx(axb)=-11i-6j+ 10k

Determine el drea del tridngulo cuyos vértices son A(1, 2, 3), B(2,-1, 1) y C(-2, 1, -1)
(Sugerencia: IAB X ACI = dos veces el area.)

Respuesta: 5 NG

Determine el volumen del paralelepipedo cuyos lados son OA, OBy OC para A(1, 2,3), B(1,1,2)y C(2, 1, 1).

Respuesta: 2

Seanu=axb, v=>bXxc, w=cXa; demuestre que

a) uxc=vxa=wxb
b) axu=bxu=0,bxXxv=cxv=0,cxw=axw=0

¢) ux(@xw)=[ax(bxc)]?

Demuestre que (a+b) X [(b+¢)x(c+a)]=2a X (bXc).
Encuentre el menor dngulo de interseccion de los planos 5x — 14y + 2z -8 =0y 10x - 11y + 2z + 15=0.
[Sugerencia: halle el angulo entre sus normales.]

Respuesta:  22° 25

Escriba la ecuacion vectorial de la recta de interseccion de los planosx +y—z-5=0y4x—-y—-z+2=0.

Respuesta:  (x— Di+ (y—5)j + (z— 1)k = k(-2i — 3j — 5k), donde Py(1, 5, 1) es un punto en la recta.

Determine la distancia mds corta entre la recta que pasa por A(2, -1, —1) y B(6, -8, 0) y la recta que pasa por
C(2,1,2)y D0, 2, -1).

Respuesta: \/g /6

Defina una recta que pasa por Py(x,, y,, o) como el lugar de todos los puntos P(x, y, z) tales P,P y OP, son
perpendiculares. Pruebe que su ecuacién vectorial es (r —ry) X r, =0

Halle las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por Py(2,-3,5) y

a) Esperpendiculara 7x —4y + 2z -8 =0
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

CAPITULO 50 Vectores en el espacio

b) Esparalelaalarectax—y+2z+4=0,2x+3y+6z=-12=0
¢) Que pasa por P(3, 6,-2)

x—2:)’+3:z—5_b)x—2_y+3 z-5. )x—2:)’+3:z—5

Respuestas: a) 7 ) > = 1 9 =

2 - 2 =5 €

Halle la ecuacidn del plano:

a) Que pasa por Py(1,2,3)yesparaleloaa=2i+j—kyb=3i+6j-2k.
b) Que pasa por Py(2,-3,2)ylarectabx+4y+3z+5=0,2x+y+7-2=0.
¢) Que pasa por Py(2,-1,-1)y P,(1, 2, 3) y es perpendicular a 2x + 3y — 5z — 6 = 0.

Respuestas: a)4x+y+9z-33=0;b) 16x+7y+82-27=0;¢)9x—-y+3z-16=0

Sirg=i+j+k,r, =2i+3j+4kyr,=3i+5j+ 7k son tres vectores de posicion, muestre que r, X r; + r; X
r, + I, X ry = 0. ;Qué puede decir de los puntos terminales de estos vectores?

Respuesta:  son colineales

Si Py, P, y P, son tres puntos no colineales y r,, r, y r, son sus vectores de posicion, jcudl es la posicion de
I, X I, + I Xr,+T,Xr,respecto al plano P,P,P,?

Respuesta: normal

Demuestre: a) ax (bxc¢)+bXx(cxa)+cexX(axb)=0
b)y(axb)-(exd)=(a-c)b-d)—(a-d)b-c).
Pruebe: a) las perpendiculares levantadas en los puntos medios de los lados de un tridngulo se cortan en un

punto; b) las perpendiculares trazadas desde los vectores hasta los lados opuestos (prolongados si es necesario)
de un tridngulo se cortan en un punto.

Sean A(1, 2, 3), B(2,-1,5) y C(4, 1, 3) tres vértices del paralelogramo ABCD. Halle a) las coordenadas de D;
b) el area ABCD y c) el area de la proyeccion ortogonal de ABCD en cada plano de coordenadas.

Respuestas: a) D(3, 4, 1); b) 24/26; ¢) 8, 6,2

Demuestre que el drea de un paralelogramo en el espacio es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de
las dreas de las proyecciones del paralelogramo sobre los planos de coordenadas.



Superficies y curvas en el espacio

Planos

Se sabe por la férmula (50.22) que la ecuacion de un plano tiene la forma Ax + By + Cz + D = 0, donde Ai +
Bj + Ck es un vector no cero perpendicular al plano. El plano pasa por el origen (0, 0, 0) cuando y s6lo cuando
D=0.

Esferas
De la férmula de la distancia (50.3), se observa que una ecuacion de una esfera con radio r y centro (a, b, c) es

x—a)+O-Db’+(@z—-c)=r
Asfi, una esfera con centro en el origen (0, 0, 0) y radio r tiene la ecuacién

Xy +2=r

Superficies cilindricas

Una ecuacién F(x, y) = 0 define ordinariamente una curva € en el plano xy. Ahora, si un punto (x, y) satisface
esta ecuacion, entonces para cualquier z el punto (x, y, z) en el espacio también satisface la ecuacién. Por tanto,
F(x, y) = 0 determina la superficie cilindrica obtenida al mover la curva € paralela al eje z. Por ejemplo, la
ecuacién x> + y* = 4 determina un circulo en el plano xy con radio 2 y centro en el origen. Si se mueve este cir-
culo paralelo al eje z, se obtiene un cilindro circular recto. De esta manera, lo que ordinariamente se denomina
un cilindro es un caso especial de una superficie cilindrica.

De igual forma, una ecuacién F(y, z) = 0 determina la superficie cilindrica obtenida al mover la curva en el
plano yz definida por F(y, z) = 0 paralela al eje x. Una ecuacién F(x, z) = 0 determina la superficie cilindrica al
mover la curva en el plano xz definida por F(x, z) = 0 paralela al eje y.

Dicho con mayor precision, las superficies cilindricas definidas antes se denominan superficies cilindricas
rectas. Otras superficies cilindricas pueden obtenerse al mover la curva dada paralela a la recta que no sea
perpendicular al plano de la curva.

EJEMPLO 51.1. La ecuacién z = x* determina una superficie cilindrica generada al mover la pardbola z = x> que
queda en el plano xz paralelo al eje y.

Ahora se veran ejemplos de las superficies determinadas por las ecuaciones de segundo grado en x, y y z.
Tales superficie se llaman superficies cuadrdticas. Para imaginarlas es de gran ayuda la descripcion de sus
intersecciones con los planos paralelos a los planos de coordenadas. Tales intersecciones reciben el nombre de
trazas.

—



@_ CAPITULO 51 Superficies y curvas en el espacio

Elipsoide

2 2
x2+%+%=1

Las trazas no triviales son elipses (fig. 51.1). En general, la ecuacién de un elipsoide tiene la forma

2 2 2
Zz
». 2z

57 c2:1 (@>0,b>0yc>0)

+

:L| =

Cuando a = b = ¢ se obtiene una esfera.

Fig. 51.1

Paraboloide eliptico

z=x2+y?

La superficie queda por encima del plano xy. Las trazas paralelas al plano xy (para un z fijo positivo) son cir-
culos. Las trazas paralelas al plano xz o yz son parabolas (fig. 51.2). En general, la ecuacién de un paraboloide
eliptico tiene la forma

y2
+75 (@>0,b>0,c>0)

YRS
S

e
c

y las trazas paralelas al plano xy son elipses. Cuando a = b, se obtienen un paraboloide circular, como en el
ejemplo dado.

Fig. 51.2



Cono eliptico

2=+

Véase la figura 51.3. Esto es una par de conos ordinarios, que se encuentran en el origen. Las trazas paralelas al
plano xy son circulos. Las trazas paralelas al plano xz o yz son hipérbolas. En general, la ecuacién de un cono
eliptico tiene la forma

ZZ x2 N
2 al

[S]

(@>0,b>0yc>0)

<<

y las trazas paralelas al plano xy son elipses. Cuando a = b, se obtiene un cono circular recto, como en el ejem-
plo dado.

Fig. 51.3

Paraboloide hiperbolico

7=2y"—x2

Véase la figura 51.4. La superficie semeja una silla de montar. Las trazas paralelas al plano xy son hipérbolas.
Las otras trazas son pardbolas. En general, la ecuacién de un paraboloide hiperbdlico tiene la forma

2 2
§=§+% @>0,b>0yc#0)
. 1
Enel ejemplodado,c=1,a=1yb=—F.
jemp c a y 2

Hiperboloide de una hoja

2
x2+y2—%=1

Véase la figura 51.5. Las trazas paralelas al plano xy son circulos y las otras trazas son hipérbolas. En general,
un hiperboloide de una hoja tiene una ecuacién de la forma

2 2 2
z
tor——=1

::N| =
<
(o)
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M CAPITULO 51 Superficies y curvas en el espacio

y las trazas paralelas al plano xy son elipses.

Fig. 51.4
Z

y

Fig. 51.5

Hiperboloide de dos hojas
2 2 2
X Y
4 9 9

Véase la figura 51.6. Las trazas paralelas al plano xy son circulos y las otras trazas son hipérbolas. En general,
un hiperboloide de dos hojas tiene una ecuacién de la forma

y2
—S——-33=1 (a@a>0,b>0,c>0)

y las trazas paralelas al plano xy son elipses.

En general, se entiende que las ecuaciones dadas anteriormente para varias superficies cuadraticas, por permu-
2 2 2
L . . . . . . 2 X
tacion de las variables x, y, z producen las superficies cuadrdticas del mismo tipo. Por ejemplo, % L ET 1
también determina un hiperboloide de dos hojas.



Recta tangente y plano normal a una curva en el espacio
Una curva en el espacio puede definirse paramétricamente por las ecuaciones

x=f1), y=g(, z=nh) (51.1)

Fig. 51.6

En el punto Py(x,, v, zo) de la curva (determinada por = 1,), las ecuaciones de la tangente son

X=X V=YV 2%
dldi =~ dyldi ~ dTdi (51.2)

y las ecuaciones del plano normal (el plano que pasa por P, perpendicular a la recta tangente alli) es
dx dy dz
E(x_xo)'kﬁ(y_yo)_{'z(z_zo)_O (513)

Véase la figura 51.7. Tanto en (51.2) como en (51.3) se entiende que la derivada ha sido evaluada en el punto
P, (véase los problemas 1y 2).

Recta tangente

Plano normal
P(x,y,2)

Py(xg + Ax, yg, + Ay, zy + Az) 7]

R(x,y,2)

Po(x()» Yo Zo)

1
1
1
1

Fig. 51.7

Plano tangente y recta normal a una superficie

La ecuacion del plano tangente a la superficie F(x, y, z) = 0 en uno de sus puntos P(x,, Yo, Zo) €S

oF oF oF
o XX d)+ 5 (2= 2) =0 (51.4)
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CAPITULO 51 Superficies y curvas en el espacio

y las ecuaciones de la recta normal en P, son

X=X — Y=Yy — X%y
OF /0ox  OF/dy JF/oz

(51.5)

en el entendido de que las derivadas parciales se han evaluado en el punto P, (fig. 51.8) (véase los problemas
3a9).

Recta normal

Plano tangente

Fig. 51.8
Una curva en el espacio también puede definirse por un par de ecuaciones
Fx,y,2)=0 G(x,y,2)=0 (51.6)

En el punto Py(x,, y,, 2o) de la curva, las ecuaciones de la recta tangente son

X=X — Y~ Yo — 27 2%
OF OF| |OF OF| |OF OF
dy 0dz 0z Ox ox dy (51.7)

o | (16 a6 |oc o6
dy 0oz dz  ox dx 9y

y la ecuacién del plano normal es

OF OF OF OF OF OF

> %% % | ow|

G 36|F T 9|V o ag|ET W =0 (51.8)
dy 0z 0z  ox. ox  dy

En (51.7) y (51.8) se entiende que todas las derivadas parciales se han evaluado en el punto P, (véase los
problemas 10y 11).

Superficie de revolucion

Sea la gréifica de y = f(x) en el plano xy que gira en torno al eje x. Cuando un punto (x,, ¥,) gira en la gréifica, un
punto resultante (x,, y, z) tiene la distancia y, al punto (x,, 0, 0). Entonces, al elevar al cuadrado dicha distancia
se obtiene

(g —x0)* + y* + 22 = (yp)* = (f(xy))* y. por consiguiente, y*+ z* = (f(x,))

Entonces, la ecuacion de la superficie de revolucion es

¥+ 22 = (fix))? (51.9)



PROBLEMAS RESUELTOS

1.

Deduzca (51.2) y (51.3) para la recta tangente y el plano normal a la curva en el espacio x =f(t), y = g(), z =
h(?) en el punto Py(x,, y,, Z,) determinado por el valor 7 = t,. Remitase a la figura 51.7.

Sea P,'(x, + Ax, y, + Ay, z, + Az) determinado por ¢ = t, + At, otro punto de la curva. Cuando P," = P, a lo
largo de la curva, la cuerda PP, tiende hacia la recta tangente a la curva en P, como posicion limite.

Un conjunto simple de nimeros direccionales para la cuerda PP, es [Ax, Ay, Az], pero se utilizard

Ax Ay Az | g , Ax Ay Az dx dy dz : v

ax =) 22| Entonces, cuando Py — Py, At > 0y | &=, —= =% £2 — 25| un conjunto de ndmeros
[At’At’At 0 0 YA A A |7 de v dr e !
direccionales de la recta tangente en P,. Ahora, si P(x, y, z) es un punto arbitrario en esta tangente, entonces
[x — X0, ¥ — ¥0» 2 — Zo] €s un conjunto de nimeros direccionales de P,P. Luego, como los conjuntos de niimeros
direccionales son proporcionales, las ecuaciones de la recta tangente en P, son

X=X, Y=Y, 2Z—2%

dx/di ~dyldr dzldt

Si R(x, y, z) es un punto arbitrario en el plano normal en P,, entonces, como PR y P,P son perpendiculares,
la ecuacion del plano normal en P, es

dx dy dz _
(x=x) g T =)t (@=2) =0
Encuentre las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a:

a) Lacurvax=t,y=ryz=~fenelpuntor=1.

b) Lacurvax=1-2,y=3"+ 1y z=2¢ enel punto donde atraviesa el plano yz.

a) Enelpuntor=1,0(1,1, 1), a=b % 2t=2y ZZ =37 =3 . Utilizando (51.2) se tiene, para las
ecuaciones de la tangente, X= i 1_Y ; l_z g 1; utilizando (51.3) resulta la ecuacién del plano normal

x-D+20-D+3(z-1)=x+2y+3z-6=0.
b) La curva dada atraviesa el plano yz en el punto donde x =¢— 2 = 0, es decir, en el punto t =2 o (0,

13, 16). En este punto, % , ddf 6r=12y ZZ 61> =24 . Las ecuaciones de la recta tangente son

%: y1—213 =2 2416 y la ecuacién del plano normal es x + 12(y — 13) + 24(z — 16) = x + 12y + 247 — 540 = 0.

Deduzca (51.4) y (51.5) para el plano tangente a la superficie F(x, y, z) = 0 en el punto Py(x,, Yy, Zo)- Remitase
alafigura 51.8.

Sean x = (1), y = g(t) y z = h(¢) las ecuaciones paramétricas de cualquier curva en la superficie F(x, y, z) =0
y que pasa por el punto P,. Entonces, en P,

OF dx ( OF dy , OF dz _
oxdi Voydr Togar =0

en el entendido de que todas las derivadas han sido evaluadas en P,.
Esta relacion expresa el hecho de que la recta que pasa por P, con nimeros direccionales [%,%,%] es
JOF oF OoF
perpendicular a la recta que pasa por P, que tiene nimeros direccionales | 5, ay 2z | . El primer conjunto de
nimeros direccionales pertenece a la tangente a la curva, la cual queda en el plano tangente de la superficie. El
segundo conjunto define la recta normal a la superficie en P,. Las ecuaciones de esta normal son
X=X, Y=Y, 72— 27,

OF /ox ~ oF /dy ~ oF /9z
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CAPITULO 51 Superficies y curvas en el espacio

y la ecuacidn del plano tangente en P, es
OF v+ Oy 9F
o KX+ Jy =y +5, @ 7)=0

En los problemas 4 y 5, halle las ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la superficie dada en el
punto indicado.

z=3x2+2y’- 115 (2, 1, 3).

Sea F(x, y,2) = 3 + 2y — 7~ 11 = 0. En (2, 1,3),%—I;=6x—12%—F—4y 4y%F _1.La ecuacién del

plano tangente es 12(x —2) +4(y—1)—-(z-3)=00 12x + 4y — 7z =25.

x=2_y-1_z-3

La ecuacion de la recta normal es = = .
12 4 -1

F(x,y,z) =x*+3y* -4z 4+ 3xy — 10yz + 4x - 5z -22=0; (1, -2, 1).

En (1,-2, 1),% =2x>+3y+4=0, % =6y+3x-10z=-19y %F -8z — 10y — 5 =7. La ecuacién del
plano tangente es O(x— 1) = 19(y +2) + 7(z—= 1) =00 19y -7z + 45 = 0.

Las ecuaciones de la recta normal sonx— 1 =0y =—= y+2 Il P 1,7y +19z-5=0.

-19 7
z2 2 72
Demuestre que la ecuacién del plano tangente a la superficie ~ i % = =1 en el punto Py(x, Yo, 2o) €S
X W Fo
at b
OF _2% 9F _ 2% OF __ 2%

En P,, x- @ oy B S . La ecuacién del plano tangente es
2x,

—(xr—x)- 2 (y=yp)- 2(Z 79)=0.

. XX, W, 2 Xo Yo Zo
Esto se convierte en a_20 - b_20 - C—ZO = a—g - b—g - c_ =1, ya que P, estd en la superficie.

Demuestre que las superficies F(x, y,2) = x>+ 4y - 472 -4=0y G(x, y,2) = x>+ y*+ 22— 6x - 6y + 27+ 10 =
0 son tangentes en el punto (2, 1, 1).

Se mostrard que las dos superficies tienen el mismo plano tangente en el punto dado. En (2, 1, 1),

L _2xg, %—§=8y—8, aaf 8z=-8
9G _ 9G _5, 6= 9G _ _
y 8x_2x 6=-2, ay_2y 6=-4, az—21+2—4

Como los conjuntos de nimeros direccionales [4, 8, —8] y [-2, —4, 4] de las rectas normales de las dos
superficies son proporcionales, las superficies tienen el plano tangente comun

1x-2)+20-1)=2(z-1)=0 0 x+2y—-2z=2

Demuestre que las superficies F(x, y, z) = xy + yz—4zx =0y G(x, y, z) = 32— 5x + y = 0 se intersecan en
angulo recto en el punto (1, 2, 1).

Ha de mostrarse que los planos tangentes a las superficies en el punto son perpendiculares o, lo que es
igual, que las rectas normales en el punto son perpendiculares. En (1, 2, 1),

%F y—dz=-2, %I; x—7=2, %—— —4x=-2



10.

11.

Un conjunto de nimeros direccionales para la recta normal a F(x, y, z) =0 es [[,, m;, n,] =[1, -1, 1]. Enel
mismo punto,

J9G _ _ JG _ Cp
P 5, ay—l, 9 =6z=06

Un conjunto de nimeros direccionales para la recta normal a G(x, y, z) = 0 es [L,, m,, n,] =[5, 1, 6].

Como L, + mym, + nyn, = 1(=5) + (-1)1 + 1(6) = 0, estas direcciones son perpendiculares.

Demuestre que las superficies F(x, v, 7) = 3x% + 4y + 822 =36 = 0y G(x, y, 7) = x> + 2y* — 47> — 6 = 0 se cortan

en el dngulo recto.

En cualquier punto Py(X, Yo, Z,) sobre las dos superficies %—5 = 6x0,%—§ =8Y,.y % =16¢z,; por tanto, [3x,,

4y,, 82,] es un conjunto de nimeros direccionales para la normal a la superficie F(x, y, z) = 0 en P,. De igual

forma, [x,, 2y,, —4z,] es un conjunto de nimeros direccionales para la recta normal a G(x, y, z) = 0 en P,
Ahora, como

6(x2+2y2 —4z2)—(3x2 +4y2 +822)=6(6)—36=0,

estas direcciones son perpendiculares.

Deduzca (51.7) y (51.8) para la recta tangente y el plano normal a la curva en el espacio C: F(x, y, z) = 0, G(x,
v, z) = 0 en uno de sus puntos Py(Xo, Yo, 2o)-

irecci OF oF OF | | 9G dG JG ;
En P,, las direcciones [ 9x° Jy oz ]y[ ox " Jy " oz :| son normales, respectivamente, a los planos

tangentes de las superficies F(x, y, z) = 0y G(x, y, 7) = 0. Como la direccién

AF 13y OF |3z
3G 13z G/ ax

OF /dx OF /9dy
oG /dy 9G/dz ’

oG /dx JG/ay

‘aF/az oF / ox

es perpendicular a cada una de estas direcciones, es la de la recta tangente a C en P,. Por tanto, las ecuaciones
de la recta tangente son

X=X _ Y~ Y _ 7%
OF /dy OF/0z| |0F/dz OF/dx| |0F/dx OF/dy
dG/dy 9dG/dzl |0G/dz dG/ox| |0G/dx 9G/dy

y la ecuacién del plano normal es

JoF / 9z OF /odx
0G /dz 0G/ox

JoF /dx JF/dy

AF Iy IF/dz ~
‘ (y_y°)+‘aG/8x 3G 19y G~ =0

oG /dy dG/dz

(x—x0)+‘

Halle las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva x>+ y* +z> =14, x + y+ z=6¢enel
punto (1, 2, 3).
Sean F(x,y,2) =x>+y*+ 22— 14=0yG(x,y,z2)=x+y+z-6=0.En (1, 2, 3),

OF /dy OF/0dz| |2y 2z |4 o_
oG /dy 0G/dzl 1

‘BF/BZ oF / 9x

2 4
oG/ 0z dG/dx

1 1‘:_2

6 2 OF /ox OF /dy
1 177 [0G/ox 9G /9y

Con [1, -2, 1] como un conjunto de nimeros direccionales de la tangente, sus ecuaciones son
x—1_y=2
1 -2

= Z13.Laecuaciéndelplanonormales x=-1D-2y-2)+(z-3)=x-2y+2z=0.
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12.

13.

14.

CAPITULO 51 Superficies y curvas en el espacio

Determine las ecuaciones de las superficies de revolucion generadas al girar la curva dada alrededor del eje
indicado: a) y = x* en torno al eje x; b) y = % en torno al eje y; ¢) z =4y en torno al eje y.

En cada caso, se utiliza una forma apropiada de (51.9): a) y* + 22 =x* b) x> + 7°= #; c) X+ 2 =16y~

Identifique el lugar geométrico de los puntos (x, y, z) que equidistan del punto (0, —1, 0) y el plano y = 1.

Al elevar al cuadrado las distancias se obtiene x> + (y + 12) + z2 = (y — 1)?, donde x*> + z2 = -4y, un
paraboloide circular.

Identifique la superficie 4x> — y? + z> — 8x + 2y + 2z + 3 = 0 completando los cuadrados.
Se obtiene

4 -2x) - (¥ =2y) + (2 +22)+3=0
Ax—1P—(=1P+@ +1)2+3=4
4x-1)-G-1D2+(z+1)1=1

Se trata de un hiperboloide de una hoja con centro en (1, 1, —1,)

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

15.

16.

17.

18.

19.

Determine las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva dada en el punto indicado:

a) x=2t,y=0z=0;t=1 Respuesta: xgzzyT_lzzT_l;Zx+2y+3z—9=0
b) x=te,y=¢€,z=1t,t=0 Respuesta: %:yT_lz%;;x+y+z—l=0
c)x=tcost,y=tsent,z=1t1t=0 Respuesta: x=2z,y=0;x+z=0

Demuestre que las curvasa) x=2—t,y=-1/t,z=2yb)x=1+ 6,y =sen -1, 7= 2 cos Hse intersecan en
angulo recto en P(1, —1, 2). Obtenga las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal de cada curva en P.

Respuesta:  a) x__llzy—ll_lzZzz;x—y—4z+6:0;b)x—y:2,z=2;x+y:0

Demuestre que las rectas tangentes a la hélice x = a cos ¢, y = a sen t y z = bt se encuentran en el plano xy en el
mismo dngulo.

Demuestre que la longitud de la curva (51.1) desde el punto ¢ = 7, hasta el punto ¢ = ¢, estd dada por

[l +(2) + (%)

Halle la longitud de la hélice del problema 17det=0a =1,

Respuesta: a*+b*t,

Encuentre las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva dada en el punto indicado:
a) X¥+2y*+272=573x-2y-2z=0;(1,1,1)

b) 9x*+4y*-36z=0,3x+y+z-72-1=0;(2,-3,2)

¢) 4Z=xy, > +y*=8z2,2,1)



20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

Respuestas: a) xglzy;l:Z__81;2x+7y—8z—1=0; b)x12=y+2,y+3:0;x+z—4=0;

C) szzy__lz,z—I:O;x—y:O

Encuentre las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficie dada en el punto indicado:

a) X*+y*+72=14;(1,-2,3) Respuesta: x—2y +3z=14; xl—l = y_+22 = 153

b) X +y* + 22 =r% (X, ¥, 21) Respuesta: x,x +y,y + 2,2 =17 x;xl = y;yl =04
©) X +27=3y%(2,-2,-2) Respuesta: x +3y—2z=0; x;2 =1 y; 2_ IZ_+22

d) 2xX*+2xy+y*+z+1=0;(1,-2,-3) Respuesta: z—2y=1;x-1 :O,Lzz:%

e) z=xy; (3,-4,-12) Respuesta: 4x -3y +z=12; x13 = yj34 = Z+112

a) Demuestre que la suma de las intersecciones del plano tangente a la superficie x'? + y"? + 72 = a'? en
cualquiera de sus puntos es a.

b) Pruebe que la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las intersecciones del plano tangente a la
superficie x* + y*3 + 723 = @*? en cualquiera de sus puntos es a.

Demuestre que cada par de superficies es tangente en el punto indicado:

a) xX*+y*+72=18,xy=9;(3, 3,0).
b) X*+y*+72-8x—-8y—-6z+24=0,x>+3y*+22=9; (2,1, 1).

Pruebe que cada par de superficies es perpendicular en el punto indicado:

a) X*+2yP-472=8,4x*—y*+272=14; (2,2, 1).
b) X*+y*+72=50,x*+y*-10z+25=0;(3, 4, 5).

Demuestre que cada una de las superficies a) 14x2 + 11y? + 822 =66, b) 322 - 5x +y=0,y c)xy + yz—4zx =0

es perpendicular a las otras dos en el punto (1, 2, 1).

Identifique las superficies siguientes:

a) 36y*-x>+3672=09.
b) S5y=-722+x.
¢) X*+4y?—4z72-6x-16y-16z+5=0.

Respuesta:  a) hiperboloide de una hoja (en torno al eje x); b) paraboloide hiperbélico; ¢) hiperboloide de
una hoja, con centro en (3, 2, -2)

Halle la ecuacién de una curva que, cuando gira en torno a un eje adecuado, resulta en el paraboloide y? + 72
-2x=0.

Respuesta: y=+/2x 0 z=+/2x, en torno al eje x.

Determine la ecuacién de la superficie obtenida al girar la curva indicada en torno al eje dado. Identifique el
tipo de superficie: a) x = y* en torno al eje x; b) x = 2y en torno al eje x.

2
Respuesta:  a) x = y* + 72 (paraboloide circular); b) y* + 72 = XT (cono circular recto).
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448

Derivadas direccionales.
Valores maximos y minimos

Derivadas direccionales

Sea P(x, y, z) un punto en una superficie z = f(x, y). Por P pasan los planos paralelos a los planos xz y yz, que
cortan la superficie en los arcos PRy PS, y cortan el plano xy en las rectas P#M y PN, como se muestra en la
figura 52.1. Observe que P* es la base de P, que es perpendicular al plano xy. Las derivadas parciales % y g—;,
evaluadas en P:(x, y) dan, respectivamente, las razones de cambio de z = P#P cuando y y cuando x se mantienen
fijas. Dicho de otro modo, dan las variaciones de z en las direcciones paralelas a los ejes x y y. Estas razones de
cambio son las pendientes de las tangentes de las curvas PRy PSen P.

z

Figura 52.1

Considere ahora un plano que pasa por P, que es perpendicular al plano xy y que forma un dngulo 6 con ele
eje x. Se que corte la superficie en la curva PQ y el plano xy en la recta P+L. La derivada direccional de f(x, y)
en P* en la direccion 6 estd dada por

%z%cos0+g—;sen0 (52.1)

La direccion 0 es la direccion del vector (cos 0)i + (sen 0)j.
Con la derivada direccional se obtiene la razén de cambio de z = P#P en la direccién de P+*L; esto es igual
a la pendiente de la tangente a la curva PQ en P (véase el problema 1).



La derivada direccional en un punto P es una funcién de 6. Mds adelante se verd que existe una direccion,
determinada por un vector denominado gradiente de f en P (véase el capitulo 53), para el cual la derivada
direccional en P tiene un valor mdximo. Ese valor mdximo es la pendiente de la tangente mas inclinada que
pueda trazarse a la superficie en P.

Para una funcién w = F(x, y, z), la derivada direccional en P(x, y, z) en la direccién determinada por los
dngulos o, B, v estd dada por

dr E)F

+8F ﬂ+8F
a5 = o Cos 3y O cosy

Por la direccién determinada por o, B y 7y se entiende la direccién del vector (cos )i + (cos B)j + (cos Yk.

Valores maximos y minimos relativos

Supdngase que z = f(x, y) tiene un valor mdximo (o0 minimo) relativo en Py(x,, ¥,, Z,)- Todo plano que pasa por
P, perpendicular al plano xy cortara la superficie en una curva que tenga un punto maximo (o minimo) relativo

en P,. Asi, la derivada direcciona g—{ccose—k %sen@ de z = fix, y) debe ser igual a cero en P,. En particular,
cuando =0, sen 6=0y cos 6= 1, de manera que gf 0. Cuando 6= = ,sen =1y cos =0, de modo que
I
BN = 0. Por tanto, se llega al teorema siguiente.
Teorema 52.1. Si z = f(x, y) tiene un extremo relativo en Py(x, Yo, 2) ¥ % y % existe en (x,, y,), entonces 8l =
y gf 0 en (xq, yo)-

y

Vale la pena mencionar, sin la demostracion correspondiente, las siguientes condiciones suficientes para la exis-
tencia de un maximo o minimo relativos.

Teorema 52.2. Sea z = f(x, y) que tiene primera y segunda derivada en un conjunto abierto incluido un punto (x,,
2 2 2
¥o) en el cual =— F =0y=- s =0. Se define A = f f 0 *f . Supéngase que A < 0 en (x,, y,). Entonces:
ox dy dx dy ox? )\ oy?
2 2
‘ un minimo relativo en (,, y,)  si g { g—{ 0
z=f(x, y) tiene
*f  I*f

un maximo relativo en (x,, y,)  S! e + P2 <0

Si A >0, no hay un mdximo ni un minimo relativo en (x,, y,).
Si A =0, no se tiene informacion.

Valores maximos y minimos absolutos

Sea A un conjunto de puntos en el plano xy. Se dice que A estd acotado si A estd incluida en algtn disco. Por
complemento de A en el plano xy se entiende el conjunto de todos los puntos en el plano xy que no estd en A.
Se dice que A es cerrado si el complemento de A es un conjunto abierto.

EJEMPLO 52.1. Los siguientes son ejemplos de conjuntos cerrados y acotados.

a) Todo disco cerrado D, es decir, el conjunto de todos los puntos cuya distancia al punto fijo sea menor o igual
que algtn ndmero r fijo positivo. (Nétese que el complemento de D es abierto porque cualquier punto que no
esté en D puede ser rodeado por un disco abierto que no tenga puntos en D.)

b) Elinterior y el limite de todo rectangulo. Mds generalmente, el interior y el limite de toda “curva simple ce-
rrada”, es decir, una curva que no se interseque a si misma salvo en sus puntos inicial y terminal.
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®7 CAPITULO 52 Derivadas direccionales. Valores maximos y minimos

Teorema 52.3. Sea f(x, y) una funcién continua en un conjunto cerrado y acotado A. Entonces f tiene un valor
mdximo absoluto y un valor minimo absoluto en A.

Una demostracién del teorema 52.3 remite al lector a textos mds avanzados. Para tres o mds variables puede
deducirse un resultado andlogo.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Deduzca la formula (52.1)
En la figura 52.1, sea P#*(x + Ax, y + Ay) un segundo punto en P*L y dendtese por As la distancia PP,
Supdngase que z = f(x, y) posee primeras derivadas parciales continuas y se obtiene, por el teorema 49.1,

_ 0z 9z
Az= P Ax+ dy Ay+e Ax+e, Ay

donde €, y €, = 0 cuando Ax y Ay — 0. La razén promedio de cambio entre los puntos P y P es

Az dzAx L0z AY , _ Ax,_ Ay
axAs+ayA+e'As+€2As

gz cosO + gz senf+€ cos6 +¢€,send

donde O es el dngulo que la recta P#P+* forma con el eje x. Ahora, sea P#* — P* a lo largo de P+L. La
derivada direccional en P+*, es decir, la razon de cambio instantanea de z, es entonces
dz _ 0

yr B)Zc cosO + g; senf

2. Encuentre la derivada direccional de z = x> — 6y* en P* (7, 2) en la direccién a) 6 = 45° b) 6 = 135°.
La derivada direccional en cualquier punto P#(x, y) en la direccion 6 es

dz _ 9dz
ds ~ ox

cos6+ gz senf=2x cosf—12ysend

a) En Px(7,2)en ladireccion 6 =45°,

= 2(7)(32) - 122)(42) = =542

b) En P*(7,2)en la direccién 6 = 135°,

& =27~ 442) - 1204 V2) =-19V2

3. Encuentre la derivada direccional de z = ye* en P+#(0, 3) en la direccion a) 6 = 30° b) 6 = 120°.
Aqui, dz/ds = ye* cos 0 + ¢* sen 0.

a) En (0, 3) en la direccién 0 = 30° dz/ds = 3(1) (1+/3)+ L =L (33 +1).

b) En (0, 3) en la direccién 0= 120° dz/ds = 3(1)(-1) + L3 =1 (-3 +/3).
64
x2+y?+2’
centro de la placa. En el punto (1, 2), determine la razén de cambio de 7 en la direccién 0 = 7/3.

4. Latemperatura T de una placa circular en un punto (x, y) esta dada por 7T = donde el origen es el



Se tiene que

dT _ 64(2x) 0 64(2y)

ds = TGy 2y O80T gy send

ireccion =% dT _ 128 1 256 N3 __64
En (1, 2) en la direccién 9_3’ds_ 19 73 49 2 = 49(1+2\/§).

El potencial eléctrico V en un punto (x, y) estd dado por V =1n /x> + y*>. Determine la razon de cambio de V
en el punto (3, 4) segin la direccion del punto (2, 6).
Aqui,
dv__ x
ds — x*+y*
Como 6 es un angulo del segundo cuadrante y tan 8= (6 —4)/(2 - 3)=-2, cos 0 =—1 INA y sen 0= 2/4/5.
dv _ 3 ( 1 ) 4 2 5

Por tanto, (3, 4) en la direccién indicada —— s ~25| "= +2—5f_ 5

J5

cosO+ 2y 5>-sen @
xX*+y

Encuentre la derivada direccional méxima para la superficie y el punto del problema 2.
En P*(7, 2) en la direccion 6, dz/ds = 14 cos 6 — 24 sen 6.

Para hallar el valor de 0 para el cual % es un maximo, sea j (%) —14 sen@— 24 cos 0= 0.. Entonces,
tan 6=—24 =—Ly 0 es un dngulo del segundo o del cuarto cuadrante. Para el dngulo del segundo cuadrante

sen 0=12/4/193 y cos =—7/1/193. Para el angulo del cuarto cuadrante, sen § =—12/4/193 y cos 8="7/1/193.
2
Como %(dz) 20 (=14 sen0—24 cos 60) =—14 cos 6 + 24 sen6 es negativo para el dngulo del cuarto
dz 12 S
cuadrante, la derivada direccional maxima es 5= =14 24 ——== |=2+/193, y la direccion es
dz (\/193) ( \/193) Y

0=300°15".

Encuentre la derivada direccional mdxima para la funcién y el punto del problema 3.
En P#(0, 3) en la direccion 0, dz/ds = 3 cos 6 + sen 6.

Para hallar el valor de 6 para el cual ZZ €s un maximo, sea j@ (f) =-3senf + cos 0 =0. Entonces,

tan 6=%1y Oesun angulo del primer o del tercer cuadrante.
d? (dz

d6% \ds i ;

cuadrante, la derivada direccional maxima es 5~ =3—+— la direccién es 6= 18° 26,
u A% X s 710 m =10, y i

Como — 5 ) 20 (=3 sen @+ cos 6) = -3 cos 6 — senB es negativo para el dngulo del primer

En el problema 5, demuestre que V cambia mds rapidamente a lo largo del conjunto de rectas radiales que
pasan por el origen.

En cualquier punto (x,, y,) en la direccién 6, Cfi‘s/ 5-cos0 + y—zsene. Ahora V cambia més
1 1 1
d(dv\___ X Y _ g Y/OTHY) W,
rapidamente cuando dQ( ds )— Ay senO+ e cosQ— 0y, entonces, tan 6 = % T2+ ylz) = %, CAsi,

0 es el angulo de inclinacion de la recta que une el origen y el punto (x,, y,).

Halle la derivada direccional de F(x, y, z) = xy + 2xz — y* + 2 en el punto (1, -2, 1) a lo largo de la curva x =1,

y=1-3,z=1en ladireccion de z creciente.
Un conjunto de nimeros direccionales da la tangente a la curva en (1, -2, 1) es [1, 1, 2]; los cosenos
directores son [1/ J6, 1/J6, 216 ] La derivada direccional es

%—Fcosa+%—§cos[3+ cosy = O\/_+5\/1—+4\/2€ 138/—
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10.

11.

12.

CAPITULO 52 Derivadas direccionales. Valores maximos y minimos

Analice los valores maximos y minimos de f{x, y) = x> + y> — 4x + 6y + 25.

Las condiciones gf =2x—-4=0 Y3y 8f =2y + 6 =0 se satisfacen cuando x =2 y y = -3. Como

fix,y) = (2 —4x+4)+(y2+6y+9)+25—4—9=(x—2)2+(y+3)3+12

es evidente que f(2, —3) = 12 es el valor minimo absoluto de la funcién. Geométricamente, (2, -3, 12) es el
punto minimo de la superficie z = x2 + y* — 4x + 6y + 25. Claramente, f(x, y) no tiene valor maximo absoluto.

Analice los valores maximos y minimos de f{x, y) = x> + y* + 3xy.

Se utilizara el teorema 52.2. Las condiciones g_{c =3(x2+y)=0y gi =3(y* + x) = 0 se satisfacen cuando
x=0yy=0ycuandox=-1yy=-1. 4

En (0, 0), a—f =6x=0, a?:gy =3y (2) S = 6y = 0. Entonces,

2f Y ()
(axay) (Bx 7 )=9>0
y (0, 0) no resulta en un minimo ni un maximo relativo.

Pf_ o Of _y Of

En (-1, 1),?— Xy y8y2 =—06. Entonces,
3% f 2_ 2f\( 9 f f  if
(axay) (axz)(a =-27<0 y a—+w<0

Por tanto, f(—1, —1) = 1 es el valor mdximo relativo de la funcién.
Claramente, no hay valores méximos ni minimos absolutos. (Cuando y = 0, f(x, y) = x* pueden hacerse
arbitrariamente grande o pequefio.)

Divida 120 en tres partes no negativas tales que la suma de los productos tomados de dos en dos sea maxima.

Sean x, y,y 120 — (x + y) las tres partes. La funcién por ser analizada es S = xy + (x + y)(120 — x — y). Como
0 <x+y<120, el dominio de la funcién consta del tridngulo s6lido mostrado en la figura 52.2. El teorema
52.3 garantiza un maximo absoluto.

yﬂ
120
o,
X
A
N
<
0 120 e
Figura 52.2
Ahora,
9S _ 4+ (120 ~120-2
o =Y tA20-x—y) —(x+y)=120-2x -y
y

g_i =x+(120—x—y) = (x+y)=120—x—2y



13.

14.

15.

Al igualar 0S/0x = 9S/dy = 0 resulta 2x + y = 120 y x + 2y = 120.

La solucién simultdnea da x = 40, y =40 y 120 —(x + 4) = 40 como las tres partes, y S = 3(40%) = 4800.
Entonces, si el maximo absoluto ocurre en el interior del tridngulo, el teorema 52.1 indica que se ha hallado.
Aln es necesario revisar el limite del tridngulo. Cuando y =0, § = x(120 — x). Entonces, dS/dx = 120 — 2x y el
numero critico es x = 60. El valor mdximo correspondiente de S es 60(60) = 3600, que es < 4800. Un resultado
semejante se cumple cuando x = 0. Finalmente, en la hipotenusa, donde y = 120 —x, § = x(120 — x) y se
obtiene de nuevo un maximo de 3600. Por consiguiente, el mdximo absoluto es 4800 y x =y = z = 40.

Determine el punto del plano 2x — y + 2z = 16 mds préximo al origen.

Sea (x, y, ) el punto requerido; entonces, el cuadrado de su distancia al origen es D = x> + y> + z2. Como
también 2x —y + 2z = 16, se tiene que y = 2x + 27— 16 y D = x* + (2x + 2z — 16)* + 7%

Luego, las condiciones dD/dy = 2x + 4(2x + 2z — 16) = 0 y dD/dz = 4(2x + 2z — 16) + 2z = 0 equivalen
aSx+4z=32y4x+5z=32,y x=z=43 Como se sabe que existe un punto para el cual D es un minimo,

32 16 32 es ese punto.

Demuestre que un paralelepipedo rectangular de volumen médximo V con drea de superficie constante S es un
cubo.

Sean x, y y z las dimensiones. Entonces, V =xyzy S = 2(xy + yz + 2x).

Pueden despejarse z en la segunda relacion y sustituirse en la primera, para expresar V como funcién de x y
v. Es preferible evitar este paso simplemente tratando z como una funcién de x y y. Entonces,

av 0z v oz
ox —yZ+xya s ay —xz+xya
aS _ dz , 0z aS _ 0z , 0z
ax—O 2(y+z+xa +y8x) ay—O 2()c+z+xa +yay)

sustituir en las primeras se llega a las

De las dos ultimas ecuaciones, 82 _ytz i Xtz LAl
ox

x+y’ 9y  x+y

.. a_v_ O+2) 6 9V _ xy(x+2)
condiciones =yz— Xy =0y5— 9y —x+y

=0. Asi, x = y = z, como se solicito.

=0, las cuales se reducen a y*(z —x) =0y x(z - y)

Determine el volumen V del paralelepipedo rectangular mas grande que puede inscribirse en el elipsoide
X iYLz Z =1
a’

Sea P(x, v, z) un vértice en el primer octante. Entonces, V = 8xyz. Considere z como una funcion de las
variables independientes x y y dada por la ecuacion del elipsoide. Las condiciones necesarias para un maximo
son:

aa—¥:8(yz+xygz) 0 y aa—‘y/=8(xz+xyg—;)=0 ey

De la ecuacidn del elipsoide se obtiene E + izz % =0y % + E% =0. Se elimina dz/dx y dz/dy entre

estas relaciones y (1) para obtener

2,2 2 2
%Z 8( C);Zy):o y a—VZS(xZ—_cxy )=0

y finalmente,
x2_2Z2_Y 2

Se combina (2) con la ecuacién del elipsoide para obtener x = a3/3, y=bJ3/3 yz=c J3/3. Entonces,
V = 8xyz = (8+/3/9)abc unidades cibicas.
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W CAPITULO 52 Derivadas direccionales. Valores maximos y minimos
PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

Encuentre las derivadas direccionales de la funcién dada en el punto indicado en la direccion sefialada.
@) =ty G D, 0=%.

b) z=x*-3xy+)%(2,1),0=tan"'(3).

) z=y+xcosxy, (0,0),6=7.

d) z=2x+3xy—)? (1, 1), hacia (2, 1).

Respuestas: a) +(7+533); b) 21J13/13; ¢) +(1+/3); d) 11J/5/5

Encuentre la derivada direccional mdxima para cada una de las funciones del problema 16 en el punto
indicado.

Respuestas:  a) J74; b) 3J10; ¢) V25 d) 26

Demuestre que la derivada direccional méxima de V=1n /x> + y* del problema § es constante a lo largo de
todo circulo x* + y* = 12,

Sobre una colina representada por z = 8 — 4x? — 2y?, encuentre a) la direccién de la maxima pendiente en (1, 1,
2) y b) la direccion de la linea de nivel (direccidn para la cual z = constante). Nétese que las direcciones son
mutuamente perpendiculares.

Respuestas:  a) tan™' (3), tercer cuadrante; b) tan™'(-2)
Demuestre que la suma de los cuadrados de las derivadas direccionales de z = f(x, y) en cualquiera de sus

puntos es constante para cualquier par de direcciones perpendiculares y es igual al cuadrado de la derivada
direccional maxima.

Dadas z =f(x, y) y w = g(x, y) tales que dz/0x = dw/dy y dz/dy = —dw/dx. Si 0, y 6, son dos direcciones
mutuamente perpendiculares, pruebe que en cualquier punto P(x, y), dz/ds, = ow/ds, y d7/0s, = ow/0ds,.

Determine la derivada direccional de la funcién dada en el punto indicada y en la direccién sefialada:

a) xy'z,(2,1,3),[1,-2,2].
by x*+y*+ 2% (1,1, 1) hacia (2, 3, 4).
¢) xX*+y*—2xz (1, 3,2),alolargo de x* + y* — 2xz = 6, 3x* — y* + 3z = 0 en la direccién de z creciente.

Respuestas: a)—L; b) 6J/14/7; ¢) 0

Analice los valores maximos y minimos relativos para cada una de las funciones siguientes:

a) z=2x+4y-x*—y*-3 Respuesta: maximo =2 cuandox= 1,y=2
b) z=x>+y>—3xy Respuesta: minimo =-1 cuandox=1,y=1
¢) z=x>+2xy + 2y? Respuesta: minimo =0 cuandox=0,y=0
d)y z=(x-y)(1-xy) Respuesta: ni maximo ni minimo

e) z=2x*+y*+6xy+ 10x-6y+5 Respuesta: ni maximo ni minimo

N z2=3x-3y-2°-xy* + 2%y +)? Respuesta: minimo =—+/6 cuando

x=-+6/6, y=1/6/3; maximo =6
cuando x=+/6/6, y:—\/6/3.

g z=xy2x+4y+1) Respuesta: maximo = 5 cuando x=—+, y=—

Nl—‘

Halle nimeros positivos x, y, z tales que

a) x+y+z= 18y xyz es un maximo b) xyz =27y x+y+ zesun minimo
¢) x+y+z=20y xyz> es un maximo d) x+y+z=12y xy*z’ es un maximo

Respuestas: a)x=y=z=6;b)x=y=z=3;c)x=y=5,z=10;d)x=2,y=4,2=6



25.

26.

27.

28.

29.

Encuentre el valor minimo del cuadrado de la distancia del origen al plano Ax + By + Cz+ D = 0.

Respuesta:  D*(A*+ B>+ C?)

a) El édrea de la superficie de una caja rectangular sin tapa es de 108 pies?. Halle su mdximo volumen
posible.

b) El volumen de una caja rectangular sin tapa es de 500 pies®. Halle su drea de superficie minima.

Respuestas: a) 108 pies®; b) 300 pies?

Encuentre el punto en z = xy — 1 mds préximo al origen.

Respuesta:  (0,0,-1)

Encuentre la ecuacién del plano que pasa por (1, 1, 2) y que corta el minimo volumen en el primer octante.

Respuesta:  2x+2y+z7=06

Determine los valores de p y ¢ de manera que la suma S de los cuadrados de las distancias verticales de los
puntos (0, 2), (1,3) y (2, 5) alarecta y = px + ¢ sea un minimo. [Sugerencia: S=(q—-2)*+(p+q-3)>+(2p +
q—>5)1]

11

Respuesta:  p =3, g=4
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Derivacion e integracion
de vectores

Derivacion vectorial
Sean

r=1ifi(0) + J2(0) + Kf(0) = ify + 1, + Kfs
s=ig,(t) +]g,(t) + kg;(t) = ig, +]jg, + kg;
u =ih(t) + jhy(t) + khy(¢) = ih, + jh, + kb,

vectores cuyas componentes son funciones de una sola variable escalar ¢, con primeras y segundas derivadas
continuas.
Es posible mostrar, como en el capitulo 39 para vectores en el plano, que

ds

T (53.1)

d _dar o
dt(r's)_dt's r

Asimismo, a partir de las propiedades de los determinantes cuyas entradas son funciones de una sola variable,
se tiene que

d d i j k i j k| |i j Kk
Guxo=Gln B OAl=lw B LR
8 & &| & & &| |1& & &

dr ds
_Exs+rxz (53.2)

d d d d
y E[r-(sxu)]=d—§-(sxu)+r-(£xu)+r-(sx%) (53.3)

Estas férmulas se pueden verificar desarrollando los productos antes de derivar.
De (53.2) se deduce que

d dr d
E[rx(sxu)]=Ex(sxu)+rxg(sxu)
dr ds du
=Ex(sxu)+r x(Exu)+rx(st) (53.4)



Curvas en el espacio
Considere la curva en el espacio

x=fn), y=g(0), z=h() (53.5)
donde f(1), g(t) y h(¢) tienen primeras y segundas derivadas continuas. Sea el siguiente el vector de posicion de
un punto general variable P(x, y, z) de la curva:

r=xi+yj+zk

B} dr o . .
Como en el capitulo 39, t = s S el vector unitario tangente a la curva. Si R es el vector de posicién de un punto

(X, Y, Z) en la tangente en P, la ecuacion vectorial de esta recta es (véase el capitulo 50)
R —r =kt parauna variable escalar k (53.6)
y las ecuaciones en las coordenadas rectangulares son

X-x Y-y Z-z
dx/ds ~ dylds ~ dzlds’

dx dy dz
donde [%, d_i’ %:| es un conjunto de cosenos directores de la recta. En la correspondiente ecuacién (51.2) se
o . ) . dx dy dz
utiliz6 un conjunto de nimeros directores ar dr dr
La ecuacion vectorial del plano normal a la curva en P estd dada por
R-1)-t=0 (53.7)

donde R es el vector posicién de un punto general del plano.
) dt . . . L
De nuevo, como en el capitulo 39, g €8 un vector perpendicular a t. Sin es un vector unitario con direccién

dt
——, entonces
ds

dt

% =|Kn,

donde IKI es la magnitud de la curvatura en P. El vector unitario

1 dt

= % (53.8)

se denomina normal principal a la curva en P,
El vector unitario b en P, definido por

b=txn (53.9)

recibe el nombre de binormal en P. Los tres vectores t, n y b forman en P una triada a la derecha (dextrégira)
de vectores ortogonales entre si (véanse los problemas 1y 2).

En un punto general P de una curva en el espacio (fig. 53.1), los vectores t, n y b determinan tres planos
perpendiculares entre si:

1. El plano osculador, que contiene a t y n, de ecuacion (R—r)-b=0
2. El plano normal, que contiene an y b, de ecuacion (R—-r) - t=0

3. El plano rectificador, que contiene a t y b, de ecuacién (R—r) -n=0
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®7 CAPITULO 53 Derivacién e integracion de vectores

/— Plano oscilador

Plano normal

Fig. 53.1

En cada ecuacidn, R es el vector de posicién de un punto general en el plano en particular.

Superficies
Sea F(x, y, z) = 0 la ecuacion de una superficie (véase el capitulo 51). Una representacion paramétrica resulta
cuando x, y y z se escriben como funciones de dos variables independientes o pardmetros u y v; por ejemplo,

x=fiu,v), y=Lfu,v), z=fu,v) (53.10)

Cuando u se sustituye por un valor constante u,, (53.10) se convierte en

x=fi(uy, v), y=filug, v), z=fi(uy, v) (53.11)

la ecuacién de una curva en el espacio (curva u) que estd sobre la superficie. De igual modo, cuando v se rem-
plaza por una constante v, (53.10) se convierte en

x=fi(u, vy), y=pHwu, vy, z=fiu, vy (53.12)

la ecuacién de otra curva en el espacio (curva u) sobre la superficie. Las dos curvas se intersecan en un punto
de la superficie obtenido al sustituir u = u, y v = v,, simultineamente, en (53.10).
El vector de posicién de un punto general P de la superficie estd dado por

=i+ yj + 2K = ify(u, 0) + if(u, v) + Kfu, V) (52.13)

Supdngase que (53.11) y (53.12) son las curvas u y v que pasan por P. Entonces, en P,

a _.d . 0 0
%—1%]’1(%,z/)+,]%fz(u0,v)+k%f3(u0,1/)
es un vector tangente a la curva u, y

ar .9 . 0 d



— >

es un vector tangente a la curva v. Las dos tangentes determinan un plano que es el plano tangente a la super-
. . . r or o
ficie en P (fig. 53.2). Evidentemente, una normal a este plano estd dada por M X PR La normal unitaria a la

superficie en P esta definida por

Br or
u av_

n= o o (53.14)
du’ Jdv

o

/'rT

Recta normal | o
Plano tangente

ir

Fig. 53.2

Si R es el vector de posicion de un punto general sobre la normal a la superficie en P, su ecuacién vectorial es

or or
(R-r)= k(a av)

Si R es el vector de posicién de un punto general en el plano tangente a la superficie en P, su ecuacion vectorial
es

(53.15)

(R—r)- (ar glr}) 0 (53.16)

(Véase el problema 3.)

El operador V
En el capitulo 52, la derivada direccional de z = f{x, y) en un punto arbitrario (x, y) y en una direccién que forma
un dngulo @con el eje x positivo se expresa como

% gﬁ 059+a—§sen9
Se escribe
%cose+g—§sen6 ( g—f+_] gf) - (icos@+ jsenb) (53.17)

Ahora a =1 cos @+ j sen fes un vector unitario cuya direccién forma un dngulo @ con el eje x positivo. El

otro factor en el miembro derecho de (53.17), cuando se escribe como (l aa +j 3 ) f, indicada la definicién
de un operador diferencial vectorial V (del), definido por
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CAPITULO 53 Derivacién e integracion de vectores

9 0

V=igtigs (53.18)

o  .of

En el andlisis vectorial, V = ia+ 'la_y se denomina gradiente de f o grad f. De (53.17) deducimos que la

componente de Vfen la direccién de un vector unitario a es la derivada direccional de f'en la direccion de a.
Sea r = xi + yj el vector de posicién de P(x, y). Como

df of dx oJf dy )f )f dx . dy
ds " oxds " oyds (a“a) ( @ " 8s)
dr
=Vf -
y ‘%‘ =|Vfl cos 0,

af

dr
donde ¢ es el dngulo entre los vectores Vfy — a5 5¢ desprende que 5SS maximo cuando cos ¢ = 1, es decir,
dr
cuando Vfy Ts tienen la misma direccion. Asi, el valor maximo de la derivada direccional en P es IVfl y su
direccion es la de Vf. (Compdrese con el andlisis sobre derivadas direccionales maximas en el capitulo 52.)

(Véase el problema 4.)
Para w = F(x, y, 7), se define

.OF _OF _OF
VF=lg+.]a—y+ka—Z

Y la derivada direccional de F(x, y, z) en un punto arbitrario P(x, y, z) en la direccién a = a,i + a,j + a,k es

dF
“-=VF-a (53.19)

Como en el caso de funciones de dos variables, IVFl es el valor mdximo de la derivada direccional de F(x, y, 7)
en P(x, y, z), y su direccion es la de VF (véase el problema 5.)

Considérese ahora la superficie F(x, y, z) = 0. La ecuacién del plano tangente a la superficie en uno de sus
puntos Py(x,, Yo, Z) estd dada por

oF oF oF
(x—xo)gﬂy—yo)a—y+(z—z0)a—Z

oF oF
:| =0 (53.20)

F
=[(x=x )i+ —y)j+(z—z)k] - |:8 +Ja ka

en el entendido que las derivadas parciales se evaldan en P,. El primer factor es un vector arbitrario que pasa
por P, en el plano tangente; por tanto, el segundo factor VF, evaluado en P,, es normal al plano tangente, es
decir, es normal a la superficie en P, (v€ase los problemas 6y 7)

Divergencia y rotacional

La divergencia de una funcién vectorial F = if|(x, y, 2) + jo(x, ¥, 2) + Kf3(x, 3, 2), a veces denominada del dot,
estd definida por

A R I
leF—V'F—afi-}-a—yfz-i-a—ng (5321)



La rotacional de una funcién vectorial F, o del cross, esta definida por

ik
0 d 0
rot F=V xF= x dy oz
Lo Lk
d 0 . (0 0 . [0 0
Z(a—yﬂ—a—zﬁ)”r(a—zfl—gfz)ﬁ(gfz—gfl)k (53.22)

(Véase el problema 8.)

Integracion
La explicacion sobre integracion se limitard a la integracion ordinaria de vectores y a las llamadas integrales de
linea (curvilineas). Como ejemplo de la primera, sea

F(u)=icosu+ jsenu+ auk

un vector que depende de la variable escalar u. Entonces,
F'(4) = —isen u + jcos u + ak

y J.F’(u)du = j(—i senu + jeosu + ak) du
=iJ.—sen u du+jJ.cosu du+kJ.a du
=icosu+ jsenu +auk+c

=Fu)+c

donde ¢ es un vector constante arbitrario de u. Ademas,
u=b
j "F(u) du = [F(u) + c]=" = F(b) - F(a)
(Véanse los problemas 9y 10.)

Integrales de linea (curvilineas)

Considérese dos puntos P,y P, en el espacio, unidos por un arco C. El arco puede ser un segmento de una linea
recta o una parte de una curva en el espacio x = g,(7), y = g,(¢), z = g5(t), o puede constar de varios subarcos de
curvas. En cualquier caso, supongase que C es continua en cada uno de sus puntos y que no se interseca a si
misma. Considere, ademas, la funcion vectorial

F=F(x,y, 2 =ifi(x,y, 2 + ji(x, y, 2) + Kfi(x, , 2),

que en todo punto de una regién en torno a C, en particular en todo punto C, define un vector de magnitud y
direccién conocidas. Se representa por

r=xi+yj+zk (53.23)
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M CAPITULO 53 Derivacién e integracion de vectores

el vector de posicion de P(x, y, z) en C. La integral

jP‘(F-dr)ds: :‘F.dr (53.24)
c 0

2B ds
se denomina integral de linea (curvilinea), es decir, una integral a lo largo de un camino C dado.
Como ejemplo, sea F una fuerza. El trabajo realizado por ella al mover una particula sobre dr esta dado por

(véase el problema 16, del capitulo 39)

[Flidr| cos 8=F x dr
y el trabajo realizado al mover la particula de P a P, a lo largo del arco C esta dado por

R
F.dr

ch
De (53.23)

dr=idx+jdy+kdz

y (53.24) se convierte en

[T ar=["(f v+ g, dy+ 1, do) (53.25)

c’ c

(Véase el problema 11.)

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Una particula se mueve a lo largo de la curva x =4 cos , y = 4 sen 1, z = 6t. Determine la magnitud de su
velocidad y su aceleracion en los instantes t =0y ¢t = %n’.

Sea P(x, y, z) un punto en la curva y

r=xi+yj+zk=4icost+4jsent+ Okt

su vector de posicién. Entonces,

2
v=%=—4isint+4jcost+6k y a=%=—4icost—4jsent

Ent=0: v =4j + 6k Ivl =16 +36 =213
a=-4i lal = 4
n: v =—4i + 6k vl =16 +36 =213

a=-4i lal =4

Ent=

0=



Enel punto (1, 1, 1) o =1 de la curva en el espacio x = ¢, y = £, z = £, determine:

a) Las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal.
b) La tangente unitaria, la normal principal y la binormal.
¢) Las ecuaciones de la normal principal y la binormal.

Se tiene que

r=r+2j+rk

I it 25+ 30K
%z %‘Z\/1+4t2+9t4

_dr _dr dr _ 1+26+3°k

Tds drds T T+40 19

Enr=1r=i+j+ky t=ﬁ(i+zj+3k).

t

a) SiRes el vector de posicion de un punto general (X, Y, Z) en la recta tangente, su ecuacion vectorial es R
—-r=kto

(X—1)1+(Y—1)j+(2—1)k=i(i+2j+3k)

T

y sus ecuaciones rectangulares (cartesianas) son

X-1_Y-1_27Z-1
r = 2 3

Si R es el vector de posicion de un punto general (X, Y, Z) en el plano normal, se ecuacién vectorial
es(R-r)yxt=00

[(x -1)i+(r- 1)j+(z-1)k]-L(i+2j+3k)=o

1

=~

y su ecuacion rectangular (cartesiana) es

X-D+2(Y-D)+3(Z-1)=X+2Y+3Z-6=0
(Véase el problema 2a) del capitulo 51.)

dt _dt dr _ (4 —18%)i+(2-181*)j + (6r + 12¢°)k

b)

ds — dt ds ~ (14412 +91*)>
_ dt _ —11i-8j+9k dat|_1 (19 _
Enr=1, &= 08 Y [ds|" 7V K-
_ 1 dt_-l1i-8j+9k
Entonces, n=er s \/%
i j ok
y b=txn= —L | 1 2 3=—LGi-3j+k

V144266 || g o V19

¢) SiResel vector de posicién de un punto general (X, Y, Z) en la normal principal, su ecuacién vectorial es
R-r=kn,o
—11i-8j+9k

/266

X-Di+2(Y-Dj+3(Z-Dk=k
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CAPITULO 53 Derivacién e integracion de vectores

y las ecuaciones en coordenadas rectangulares son

X-1_Y-1_2-1

—11 -8 9

Si R es el vector de posicién de un punto general (X, Y, Z) en la binormal, su ecuacién vectorial es R —r =
kb o

3i-3j+k
J19

X-Di+Y-Dj+Z-Dk=k

y las ecuaciones en coordenadas rectangulares son

X-1_Y-1_27Z-1
3 3 1

Halla las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficie x = 2(u + v), y = 3(u — v), z = uv en
el punto P(u=2,v=1).

Aqui
r=2(u+ )i+ 3u-v)j+ uvk, ?=2i+3j+uk, ?zZi—3j+uk
i v

y en el punto P,
or
r =6i + 3j + 2k, £=2i+3j+k, —=2i-3j+2k
ou v

or or
—x—=9i—-2j-12k
y du v J

Las ecuaciones vectorial y rectangular (cartesiana) de la recta normal son

R_r=kdL

du’ Jdv

0 (X —6)i+ (Y =3)j+ (Z-2)k = k(9 — 2j — 12K)
X-6,Y-3_2Z-2
y 9 2 T 12

Las ecuaciones vectorial y rectangular (cartesiana) del plano tangente son

(R—r)-(ixi)ZO

ou’ Jdv
o [(X=6)i + (Y =3)j + (Z-2)k] - [9i - 2j — 12k] = 0
y 9X-2Y-1272-24=0

a) Encuentre la derivada direccional de f{(x, y) = x> — 6y? en el punto (7, 2) en la direccién 6 = %n .

b) Halle el valor maximo de la derivada direccional en (7, 2).

mVﬁG%t%ﬁﬁ%ﬁ:%ﬁtwﬁﬁ%W—Whmruﬁ
y

a=1icosO + jsenO =Li+L j

NN



En (7,2), Vf=14i-24jy
vr- a=(14i—24j)-(%i+%j):7\/§—12\/—=—5\/5
es la derivada direccional.

b) En(7,2),con Vf =14i-24j, |Vf | =+/14? +24% =2/193 es la maxima derivada direccional. Puesto que

Vf 7 . 12 . . .
L - £ _j= 0+ 0
|V | ,—193 1 ,—193 J=1cC0s Jsenl

la direccion es 8= 300° 15’ (véase los problemas 2 y 6 del capitulo 52).

a) Encuentre la derivada direccional de F(x, y, 7) = x> — 2y* + 4z2en P(1, 1, —1) en la direccién a = 2i + j — k.

b) Determine el valor maximo de la derivada direccional en P.

Aqui

VF =(ia%+ ja%* ka%)(x2 —2y% +47%)=2xi—4yj+8zk

yen (1, 1,-1), VF = 2i—4j - 8k.

a) VFxa=Qi-4j-8k)x2i+j-k)=8
b) EnP, |VF|=\/8_4=2\/ﬁ. La direccién es a = 2i — 4j — 8k

Dada la superficie F(x, y, z) = x* + 3xyz + 2y* — z2 = 5 = 0 y uno de sus puntos P(1, 1, 1), determine @) una
normal unitaria a la superficie en P,; b) las ecuaciones de la recta normal en P, y ¢) la ecuacién del plano
tangente en P,.

Aqui

VF = (3x* + 3y2)i + Bxz + 6y?)j + Bxy — 329k

yenPy(1, 1, 1), VF = 6i + 9.

a) —lggl = —\/?_3 i+ _\/% es una normal unitaria en Py; la otra es —%i - %

b) Las ecuaciones de la recta normal son X 2_ 1_ YT_l, Z=1,

c¢) Laecuacion del plano tangente es 2(X — 1) + 3(Y-1)=2X+3Y-5=0
Encuentre el dngulo de interseccion de las superficies
Fi=x+y*+72-9=0 y F,=x2+2y’-z-8=0

en el punto (2, 1, -2).

Se tiene que

VF, =V +y* + 22 -9) = 2xi + 2yj + 27k

y VF,=V(x*+2y*—z-8)=2xi +4yj -k
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CAPITULO 53 Derivacién e integracion de vectores

En (2, 1,-2), VF, =4i+2j—-4ky VF, =4i + 4j — k.
Ahora VF, - VF, = IVF|IIVF,| cos 6, donde fes el angulo solicitado. Asi,

(4 + 2§ — 4K) - (4i + 4j — K) = 141 + 2j — 4KIldi + 4j — Kl cos @

de donde cosf =14./33 =0.81236, y 6= 35° 40.

Cuando B = xy?%i + 2x?yzj — 3yz’k, encuentre a) div B y b) rot B.
a) divB=V.-B= ii+ij+ik -(xy2i+2x2yzj—3yzzk)
ox dy" 0z

= %(xy2)+a—a)}(2x2yz)+%(—3yzz)

= y2 +2x2z—6yz

i j k
_ |9 9 9
b) rotB=VxB= )" PR e

2

xy? 2x%yz  —3yz?

| L= ey i Lot - e i

+[a%<2x2yz> - a%(xyl)]k

=—(32% + 2x*)i + (4xyz + 2xy)k

Dado F(u) = ui + (1 — 2u)j + 3u® + u®)k, encuentre a) jF(u) du y b) jOlF(u) du.,
a) J.F(u) du= j[ui +(u? = 2u)j+ Bu? + u)K] du

=ifudu+j [ =2u) du+ k[ Gu* +u?) du

2 3 4
=“—i+(”——u2)j+(u3+”—)k+c

2 3 4
donde ¢ = c¢i + ¢,j + ¢;k con ¢y, ¢,, ¢, escalares arbitrarios.
b) [Py du= ”—2i+(£—u2 ‘+(u3+ﬁkl=li—2-+ik
0 2173 ] 4)¢] 727337,
La aceleracion de una particula en cualquier instante ¢ > 0 estd dada por a = % =ei+e”j+k. Sient=0el

desplazamiento es r = 0 y la velocidad es v =1 + j, halla r y v en un instante ¢ cualquiera.
Aqui

v=[adi=i[edr +jfedr+k[ar
=ei+fe’j+ik+c,
En =0, se tiene que v =i+%j+c1 =i+ de donde c :%j, entonces,

v=ei+ 3 (e +1)j+k

y rz_[v dt=e'i+(Le +31)j ++1°k + ¢,



11.

Ent=0,r=i+1j+c,=0,dedonde ¢, =—i—Jj.Asi,

r=(e' —Di+(4e¥ +31-4)j+1t’k

Determine el trabajo realizado por una fuerza F = (x + yz)i + (y + x2)j + (z + xy)k al mover una particula del
origen O a C (1, 1, 1), a) a lo largo de una recta OC; b) a lo largo de una curvax =1, y =, z = £; ¢) a lo largo
de lineas rectas de O a A(1,0,0),AaB(1,1,0),y BaC.

a)

b)

c)

F-dr=[(x+yx)i+(y+xy)j++xyk]-[idc+jdy+kdz]
= (x + yz)dx + (y + x2)dy + (z + xy)dz

Alo largo de larecta OC, x =y = zy dx = dy = dz. La integral por ser evaluada se convierte en

1

W= Ii;lol;) F. dr=3J'01(x+ x)dx = [(%xz +x3)]0 =3

Alolargodelacurvadada, x=tydx=dt;y=rydy=2tdt; 7= ydz=3dt. En 0,t=0;en C, t = 1.
Entonces,

1
W=j0(t+t5)alt+(t2+t4)2ta’t+(t3+z3)3t2 dt
1 1
0

DeOaA:y=z2=0ydy=dz=0,yxvariadeOa 1.
DeAaB:x=1,z=0,dx=dz=0,yyvarfadeOa 1.
DeBaC:x=y=1ydx=dy=0,yzvariadeOa l.

1 1
Ahora, para la distancia de O a A, W = IO xdx = 3; ; para la distancia de A a B, W= f() ydy =+, y para la

distancia de B a C, W= j;(z+1) dz=%.Asi, W =W +W, +W3 =%.

En general, el valor de una integral de linea (curvilinea) depende del camino de integracién. Aqui se

encuentra un ejemplo de una que es independiente del camino. Es posible demostrar que la integral de linea

f (fidx + f,dy + f,dz) es independiente del camino si existe una funcién @(x, y, z) tal que d@=f, dx + f, dy + f;

Ziz. En este problema el integrando es

(x+yz)dx+(y+xz)dy+(z+xy)dz = d[%(xz +y° +z2)+xyz:|

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

ds _ d’s

12. Encuentre <>y ——,dadoa)s=(t+ )i+ (P+1+ 1)j+ (£ + £+ 1)k, y b) s = ie' cos 2t + je' sen 2t + k.

dt 7 dr’

Respuestas: a) i+ Qt+ 1)j + 32+ 2t + Dk, 2j + (61 + 2)k

b) e'(cos 2t —2 sen 20)i + e'(sen 2t + 2 cos 21)j + 21k,
e'(—4 sen 2t — 3 cos 20)i + €'(—3 sen 2t + 4cos 21)j + 2k
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

CAPITULO 53 Derivacién e integracion de vectores

Dados a = ui + u?j + u’k, b =i cos u + j sen u, y ¢ = 3u*i — 4uk, calcule primeroa -b,axb,a-(bxe¢),yax
(b X ¢), y luego encuentre la derivada de cada uno. En seguida halle las derivadas utilizando las férmulas.

Una particula se mueve a lo largo de la curva x = 372, y = > — 2¢, 7 = £, donde ¢ es el tiempo. Determine a)
las magnitudes de su velocidad y su aceleracidn en el instantes 7 = 1; b) las componentes de la velocidad y la
aceleracion en el instante 7 = 1 en la direccién a = 4i — 2j + 4k.

Respuestas: a) |v| = 3\/3 s |a| = 2\/E 1 b) 6, %

Por medio de métodos vectoriales, encuentre las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a las
curvas del problema 15 del capitulo 51.

Resuelva el problema 16 del capitulo 51 empleando métodos vectoriales.

uy
4dy—v

Demuestre que las superficies x =u, y=5u—3V?, z=vyx=u,y=v,7 = son perpendiculares en P(1, 2, 1).

Use métodos vectoriales y encuentre las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficie:

a) x=u,y=v,z=uven el punto (u, v) = (3, -4).
b) x=u,y=v,z=u*-v*enel punto (u, v) = (2, 1).
Respuestas: a)4X -3Y+Z-12=0, X_:‘3 = Y;_4 = Zi]12’

pax-oy-z-3=0X2=Y-1-223

a) Encuentre las ecuaciones de los planos osculador y rectificante a la curva del problema 2 en el punto dado.

b) Halle las ecuaciones de los planos normal, osculador y rectificante de x =2r — 2, y =1}, z=2t+ Pent= 1.

Respuestas: a)3X-3Y+Z-1=0,11X+8Y-9Z2-10=0;
b)X+2Y-2z=0,Y+2Z-7=0,5X-2Y+Z-6=0

Demuestre que la ecuacién del plano osculador a una curva en el espacio en P estd dada por

dr  d’r)_
(R_r).(EXW)_O

Resuelva los problemas 16 y 17 del capitulo 52 utilizando métodos vectoriales.

b
Halle J.a F(u) du , dado
a) Fw=vli+GBu*-2u)j+3k;a=0,b=2;b)Fu)=¢"i+e*j+uk;a=0,b=1
Respuestas: a) 4i + 4j + 6k; b) (e - l)i +%(l —e)j+ %k

La aceleracion de una particula en el instante 7 estd dada por a = dv/dr = (t + )i+ 4 + (- 2)k. Sient=0, el
desplazamiento es r = 0 y la velocidad es v =i — k. Halle v y r en el instante 7.

. =(L1s i+l (1P ke r= (L4142 i Lt (L2
Respuesta: V—(Zt +t+1)1+3tj+(3t 2t 1)k,r—(6t+2t +t)1+12tj+(12t t t)k



24. En cada uno de los casos siguientes, determine el trabajo realizado por una fuerza F al mover una particula de
0(0,0,0)a C(1, 1, 1) alo largo de (1) una linearectax =y =z, (2) lacurvax=t¢,y =2, z = £, y (3) las rectas
que vande O aA(1,0,0),deAaB(1,1,0)yde BaC.

a) F=xi+2yj+3xk.
by F=(+2i+x+2j+x+yk
¢) F=(x+x2i+ (v+x%2)j+ (z+xyk.
3

Respuestas: a) 3; b) 3; ¢) %, i %

w

25. Sir=xi+yj+ zk, demuestre que a) divr=3y b) rotr = 0.

26. Sif=f(x,y, z) tiene derivadas parciales de orden de por lo menos dos, demuestre que @) V x Vf=0;

>, 9, &
b)V-(ij):O,yC)VVf:(ﬁ“‘a—yz"‘a_zz)f-

X
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Integrales dobles e iteradas

La integral doble

Considere una funcién z = f(x, y) que es continua en una region finita R del plano xy. Ahora defina una particién
% de R dibujando una rejilla de rectas horizontales y verticales, que divide la regién en n subregiones R, R,,...,
R,, de dareas A\A, AA,..., AA, respectivamente (fig. 54.1). En cada subregion, R, seleccione un punto P,(x,,
y,) y cree la suma

N FyIAA= FOL DA A+ + f(x,,9,)A,A (54.1)

k=1

Defina el didmetro de una subregién como la maxima distancia entre dos puntos cualesquiera dentro o en su
frontera, y denote con d; el maximo diametro de las subregiones. Supdngase que se seleccionan las particiones
de manera que dy — 0y n — +oo. (En otras palabras, se seleccionan cada vez mds subregiones y se hacen sus
diametros mas y mas pequeiios.) Entonces, la integral doble de f(x, y) sobre R se define como

n

[J 7 yda=1im Y fx. 8,4 (542)
R k=1
y

Fig. 54.1

Esta no es una afirmacién sobre limites genuina. Lo que la férmula (54.2) dice en realidad dice es que H f(x,y)dA
R
es un nimero tal que, para todo € > 0, existe un entero positivo n, tal que, para todo n > n, y toda particién con

dy < 1/ny, y toda suma de aproximacion correspondiente z f(x.,y)AA, se tiene que
k=1

Zf(xk,yk)AkA— _Uf(x,y) dA| < €

k=1

Cuando z = f(x, y) es un no negativo en la regiéon R, como se muestra en la figura 54.2, la integral doble
(54.2) puede interpretarse como un volumen. Todo término f{x,, y,)A, A de (54.1) da el volumen de una columna

@ —



vertical cuya base es de drea A; A y cuya altura es la distancia z, = f(x, y,). Esto, a su vez, puede considerarse
una aproximacién del volumen de la columna vertical cuya base inferior es la subregion R, y cuya base superior
es la proyeccion de R, sobre la superficie. Asi, (54.1) es una aproximacion del volumen “bajo la superficie” (es
decir, el volumen con la base inferior R y base superior en la superficie generada al mover una recta paralela al
eje z a lo largo de la frontera de R). Resulta intuitivamente claro que (54.2) es la medida de este volumen.

La evaluacién por suma directa de las integrales dobles mds simples generalmente plantea muchas dificultades.

7= f(x,y)

La integral iterada

Considere un volumen definido como antes y supéngase que la frontera de R es tal que ninguna recta paralela
al eje x 0 al eje y la corta en mds de dos puntos. Trace las rectas tangentes a la frontera x = a y x = b con puntos
de tangencia K y L, y las rectas tangentes y = ¢ y y = d con puntos de tangencia M y N (fig. 54.3). Sea y = g,(x)
la ecuacién del arco plano LMK y sea y = g,(x) la ecuacién del arco plano LNK.

Se divide el intervalo a < x < b en m subintervalos h,, h,,..., h,, de longitudes respectivas Ax, Ax,..., A,x
insertando los puntos &, &,..., &, de maneraque a= & < &< &< ... <&, <&, =b. De forma similar, se
dividen el intervalo ¢ <y <d en n subintervalos k,, k,,..., k, de longitudes respectivas Ay, A,y,..., A,y insertando
los puntos 7,, 7,,..., 1],; de manera que ¢ = 7, < 77, < 1, < ... < 1],_, < 17, = d. Sea A,, el mayor de los A;x y sea
4, el mayor de los Ajy. Trace las rectas paralelas x = &, x=&,,..., x= &, y las rectas paralelas y = 77, y = 7p,,...
Y = 1,4, asi pues, dividiendo la region R en un conjunto de rectdngulos R; de dreas A;x A;y, mds un conjunto de
fragmentos no rectangulares a lo largo de la frontera (cuyas dreas serdn lo suficientemente pequefias como para
ser ignoradas). En cada subintervalo /;, se selecciona un punto x = x; y, en cada subintervalo k; se selecciona
un punto y = y;, lo que determina en cada subregion R; un punto Py(x;, y;). Con cada subregion R; se asocia por
medio de la ecuacién de la superficie, un nimero z; = f(x; y;) y se forma la suma

> f(x.y)AxXAy (54.3)

i=1,2,...m
J=1.2...n

Ahora, (54.3) es simplemente un caso especial de (54.1). Entonces, si el nimero de rectdngulos crece in-
definidamente de tal forma que tanto 4, — 0 como &, — 0, el limite de (54.3) deberia ser igual a la integral
doble (54.2).

Al efectuar este limite, primero se selecciona uno de los subintervalos, digamos /4, y se forma la suma

{if(xi,yj>A_fy}Afx (i ijo)

J=1

de las contribuciones de todos los rectdngulos que tienen 4; como una dimension, es decir, las contribuciones de
todos los rectangulos que quedan en la i€sima columna. Cuando n — +oo, 1, = 0,

. Z 2 (%)
}l_glw[zf(xi’ yj)Ajy:|Aix = |:_[:( ) Sx, y)dy:lAix =0(x)Ax
=1 11X
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®7 CAPITULO 54 Integrales dobles e iteradas

z = fix,y)

d
g >y
Fig. 54.3
Ahora se suman las m columnas y haciendo m — +eo, se tiene que
. < b b (%)
lim »' ¢(x)Ax= [ p(x)dr=| [Lg( S, y)dy]dx (54.4)
m—>+oo’ i=1 a a 10X

b rgy(x)
=[] fwydyds

Aunque no se utilizaran corchetes de aqui en adelante, debe entenderse claramente que (54.4) exige el cél-
culo de dos integrales definidas simples en el orden preestablecido: primero, la integral de f(x, y) con respecto
a y (considerando x como una constante) desde y = g,(x), la frontera inferior de R, hasta y = g,(x), la frontera
superior de R, y luego la integral de este resultado con respecto a x desde la abscisa x = a del punto que queda
mads hacia la izquierda de R hasta la abscisa x = b del punto que queda mds hacia la derecha de R. La integral
(54.4) se denomina integral iterada o repetida.

Se deja como ejercicio sumar primero las contribuciones de los rectangulos que quedan en cada fila y luego
sobre todas las filas para obtener la integral iterada equivalente

d hy(y)
) fm) f(x,y)dxdy (54.5)
donde x = £,(y) y x = h,(y) son las ecuaciones de los arcos planos MKN y MLN, respectivamente.

En el problema 1 se demuestra, por un procedimiento diferente, que la integral iterada (54.4) mide el volu-
men en cuestion. Para la evaluacion de las integrales iteradas ver los problemas 2 al 6.

La principal dificultad al tratar con integrales iteradas en los siguientes capitulos serd la insercién de los
limites de integracion para cubrir la regién R. Aqui se asumi6 la mas simple de las regiones; las regiones mas
complejas se consideran en los problemas 7 a 9.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Seaz=f(x, y) no negativa y continua en la region R del plano xy, cuya frontera consta de los arcos de dos
curvas y = g,(x) y y = g,(x) que se intersecan en los puntos Ky L, como en la figura 54.4. Hallar una férmula
para el volumen V bajo la superficie z = f(x, y).



U \%4
1 I [
: 1 7= flx, y)
1 |
! 1
10) @ d .
as_____ _/_/__.E /,
By S e
M S ..
)/
b ! BTN <
L &%)
X
Fig. 54.4

Sea la seccidn de este volumen cortada por un plano x = x;, donde a < x; < b, interseca la frontera de R en
los puntos S(x;, g,(x,) y T(x;, g,(x,)), y la superficie z = f(x, y) en el arco UV a lo largo del cual z = f(x,, ). El
drea de esta seccién STUV estd dada por

82

A= [ p0mdy

(
& (x;

Asi pues, las dreas de las secciones transversales del volumen cortadas por los planos paralelas al plano yz son
. . 8(x) . . . .
funciones conocidas A(x) = J 2( f(x,y)dy de x, donde x es la distancia del plano que se secciona al origen.
£ (x)

De acuerdo con la férmula de la seccion transversal del capitulo 30, el volumen requerido esta dado por
_ b _ b gz(x‘-)
Ve[ A= [ ]2 seemas i

Estaes la integral iterada de (54.4)
En los problemas 2 a 6, calcule la integral de la izquierda.

i —('tnde=['(x—x)ar=| 22X |21
J.oj.xldydx_J‘o[y]xzdx_.'.o(x x)dx_[Z 3]_6

2 3y 2 2
['[7 e ypdedy =[x +xyFrdy = [ 6y%dy=[2F =14
1y 1 : 1
‘[2 J'XZH xdydx = ‘[2 [xy[£5* dx = Jz (3 +x2 =23 +2x)dx =2
Y e -1 4

J.: Jgosepsene dpdf = J: [+ p?senB]?dO = %J.:cos2 Osen0dO =[—cos’ O] =+

4 cos@

/2 pdcosO ; _ /2 l _ /2 _
[ prapao= | [ 4p4]2 d0 =" (64cos* 0 4)d6

/2
_ 30 ,senf | sendf) _
—[64(8 4510 sendf ) 40]0 — 107

Calcule _U dA, donde R es la regién en el primer cuadrante limitada por la pardbola semicibica y* = x* y la

R
rectay = x.
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CAPITULO 54 Integrales dobles e iteradas

La recta y la pardbola se intersecan en los puntos (0, 0) y (1, 1) que establecen los valores extremos de x y y
sobre la region R.

Solucion 1 (Figura 54.5): integrando primero sobre una franja horizontal, es decir, respecto a x desde x =y
(la recta) hasta x = y** (la pardbola), y luego respecto a y desde y = 0 hasta y = 1, se obtiene

[Jaa= JOI f dxdy = fol O =ndy=[3y" =3yl = 15

R

1,1

Fig. 54.5

Solucion 2 (Figura 54.6): integrando primero sobre una franja vertical, es decir, con respecto a y desde y =
x¥2 (la pardbola) hasta y = x (la recta), y luego, respecto a x desde x = 0 hasta x = 1, se obtiene

[Jaa=] [ dydx=] (= x)dv=T2" =327 = 45
I

y
A

1, 1)

Fig. 54.6

8. Calcule ” dA donde R es la region entre y = 2x y y = x*> que queda a la izquierda de x = 1.

R
Integrando primero sobre la franja vertical (fig. 54.7), se obtiene

jRjdA = [ [T dydr=[ @x-at)dx=3

1
(
1
1
1
[
(
1
1
!
1

Fig. 54.7



Cuando se utilizan las franjas horizontales (fig. 54.8), son necesarias dos integrales iteradas. Denétese con
R, la parte R que estd por debajo de AB, y R, la parte que estd por encima de AB. Entonces,

[Jaa=[[aa+[[aa= jol Lfdxdy+ le_[vllzdxdy —S4d=2
R R, R, ’ :

y
b
) IRy y=x
1
]
1
AL =-Asa
1
i
! -
+ X
0 1
Fig. 54.8

9. Calcule ” x*dA donde R es la regién en el primer cuadrante limitada por la hipérbola xy = 16 y las rectas y = x,

R
y=0,yx=8(fig. 54.9).

Fig. 54.9

De la figura 54.9 se deduce que R debe separarse en dos regiones, y una integral iterada debe evaluarse para
cada una de ellas. Sea R, la parte de R que estd por encima de la recta y = 2, y R, la parte que queda por debajo
de dicha recta. Entonces,

[[a2da = [[x2da+ [[ x2da = f; ﬁmxzdxdy + joz ij%lxdy
R R, R, ’ ’

_ l 4 ﬁ 3 1 203 3 _
_3L(y3 y)dy+3j0(8 y*)dy = 448
Como ejercicio para el lector, se puede separar R con la recta x = 4 y obtener

” x*dA = j: J: x2dydx + J.j J.:/x x2dydx
R

13
10. Calcule JO L e* dxdy invirtiendo primero el orden de integracion.
’

La integral dada no puede ser evaluada directamente, porque jexzdx no es una funcién elemental. La
region R de integracion (fig. 54.10) estd acotada por las rectas x = 3y, x = 3, y y = 0. Para invertir el orden de
integracion, primero se integra respecto a y, desde y = 0 hasta y = x/3, y luego, respecto a x desde x = 0 hasta x
=3. Asi,

3

J(: J:vexzdx dy= .[: I, Ve dydy = [ ler 52 dx

I x2 L ,x*73 1(,9
=§I0e xdx=[ge" Iy =5 —1)
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CAPITULO 54 Integrales dobles e iteradas

y
A
—
[EN))
-l
> X
Fig. 54.10
PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS
11. Calcule cada integral iterada de la izquierda.
1p2 2 3
a) fofl dxdy=1 b) _[0 J.O (x+y)dxdy=9
4 02 1px
o [, [T +y)dyde=2 d | [ ndyde=4
2 3 L 3 7
e) jl _[O x/ly*dxdy =+ D J‘OJ‘X (x+y)dydx =5
1 px? 4 8-y
2) f() _[0 xe* dydx=+e—1 h) L Jv ydxdy =43
. tan~' (3/2) p2sech _ . /2 2 2 _s
p o [" ] pdpde=3 i [ ] preosodpdo =4
/4 ptan@secd 2r pl-cos6
k) jo jo pPcos?0dpdo =35 ) jo jo pPeos’0dpdo=4n

12. Mediante una integral iterada, calcule cada una de las siguientes integrales dobles. Cuando sea factible, calcule
las integrales iteradas en ambos érdenes.

a) x sobre la region acotada pory = x>y y = x° Respuesta: 5
b) y sobre la region de la parte a) Respuesta: 3
¢) x?sobre laregién acotada pory =x, y=2x,y x=2 Respuesta: 4

d) 1 sobre cada region del primer cuadrante limitada por 2y =x%, y =3x,yx+y=4 Respuesta: ;%
e) y sobre la region que estd por encima de y = 0 acotada por y? =4xy y*=5—x Respuesta: 5

D ﬁ sobre la regién en el primer cuadrante acotada por x*> =4 — 2y Respuesta: 4

13. Enlos problemas 11 a) a &), invierta el orden de integracién y evalde la integral iterada resultante.



Centroides y momentos de
Inercia de areas planas

Area plana por integracion doble

Si fix, y) = 1, la integral doble del capitulo 54 se convierte en ”dA En unidades cubicas, es la medida de un
R

volumen de un cilindro de altura unitaria; en unidades cuadradas, mide el drea A de la regién R.
En coordenadas polares,

a~lfan=[1" papas

donde 8= o, 0=, p=p,(0) y p= p,(0) se seleccionan como fronteras de la regién R.

Centroides

El centroide (TC, j}) de la regién plana R se considera intuitivamente de la manera siguiente: si se supone que R
tiene una densidad unitaria uniforme, y si R estd apoyada desde abajo en el punto (Fc, 5/), entonces R se balancea
(es decir, R no gira del todo).

Para ubicar (Fc, j}), primero se considera la recta vertical x=Xx. Si se divide R en subregiones R,,..., R,, de
areas A|A,..., A,A como en el capitulo 54, y se seleccionan los puntos (x,, y,) en cada R,, entonces el momento

(fuerza rotacional) de R, en torno a larecta x =X es aproximadamente (xk - 76) A, A. Luego, el momento de R en
tornoa x =X es aproximadamente 2 (x,—X) A A. Al hacer la particién (division) de R cada vez mds pequefia,

p=
se obtiene ”(x—)_c)dA como el momento de R en torno a x =X . Para no tener rotacion en torno a x=Xx, se

necesita ”(;—R)dA: 0. Pero
[Jix-x1aa=[[xaa- [[xaa= [[ xaa-%[[ aa

Por tanto, se debe tener ”x dA=%x ” dA. De igual forma se llega a ” ydA=Yy ” dA. Luego, el centroide esta
R R R R

determinado por las ecuaciones
[[xaa=z[[aa y [[yaa=5][aa
R R R R

Notese que ” dA es igual al drea A de la region R.
R



®7 CAPITULO 55 Centroides y momentos de inercia

Momentos de inercia
Los momentos de inercia de una regién plana R respecto a los ejes de coordenadas estdn dados por

IX=JJy2dA y Iy=JszdA
R R

El momento polar de inercia (momento de inercia respecto a una recta que pasa por el origen y es perpendi-
cular al plano del drea) de una regién plana R estd dado por

L=1+1=][(x+y)da
R

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Determine el drea acotada por la pardbola y = x? y la recta y = 2x + 3.
Al utilizar las franjas verticales (fig. 55.1) se obtiene

A= J' J‘MZiy dx = J. 2x+3—x )dx—3—32 unidades cuadradas

y
A
(3,9

=11

o

Fig. 55.1

2. Determine el drea acotada por las pardbolas y> =4 —xy y*> =4 — 4x.
Al utilizar las franjas horizontales (fig. 55.2) y aprovechando la simetria se obtiene

20 4-y° 2
A=2J‘0J‘17yz/4dx dy=2] [(4-y") —(1-%y")] dy

= 6_‘. ?) dy =8 unidades cuadradas
y
A
©0.2)
0 > X

— 70>

Fig. 55.2

3. Determine el drea exterior del circulo p =2 e interior de la cardioide p=2 (1 + cos 6).
Debido a la simetria (fig. 55.3), el drea requerida es dos veces el area barrida cuando @ variade =0 a

0= % 7 . Por tanto,



12 [ 2ll+cos0 1 Allreosd) 7l
a=2 " pap do=2 ] Zsz} d0=4]"" (2c0s6+cos’6) do

2

/2

=4 [sen g+ % o+ i sen 26’] = (7+8) unidades cuadradas
0
y
A

Fig. 55.3

4. Determine el drea interior al circulo p =4 sen @y exterior a la lemniscata p* = 8 cos 26.
El 4rea requerida es igual al doble de la limitada en el primer cuadrante por las dos curvas y la recta €= % .
Observe en la figura 55.4 que el arco AO de la lemniscata se genera al variar fde 6= g af= f , mientras que

el arco AB del circulo se describe al variar dde 6= %’ a 0= g . Esta area debe entonces considerarse dos

regiones, una por debajo de larecta #=7 y otra por encima de la misma recta. As,
z/4 [ 4send z/2 (4send
A=2]0 mpdpao 2], [, pdp o

/4 5 /2 )
= fm (16 sen 6’—800s26’)a'9+J”,4 16 sen’6 d@

= (%7[ +4+/3 —4) unidades cuadradas

5. Caleule N= [, ¢ dx (fig. 55.5).

e 2 o 2 .
Como J.O e dx= _[0 e dy se obtiene

Vo= [ eta [ e ay= [ [ e avay=[[ e
R

Al cambiar a coordenadas polares (x> + y?) = 02, dA = p dp dp resulta

/2

N = erpdpao=[" im [—%e"pz]adﬁ =1 [, o=
0

ENEN

_Z
yN—T.
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CAPITULO 55 Centroides y momentos de inercia

Fig. 55.5

6. Halle el centroide del drea plana acotada por la pardbola y = 6x — x? y la recta y = x (fig. 55.6).

A= J;_! dA=J.O5 J.jx_xzdy dx = j;(Sx—xz) dx=%

5  6x—x2 5 625
2
My:J;!di:IO ‘[x xdydx:jo(sx_x)dxzﬁ
5  6x—x2 5
Mx:gydAZJo [ vay dx:%,[o[%x—xz)z—xz]dx:%
Y = M)‘ _5 o Mx_ . 5
Por tanto, x=—¢=5, y=—= 5,y las coordenadas del centroide son (5,5).
y
A
(.5)
0 \ > X

Fig. 55.6

7. Determine el centroide del drea plana acotada por las pardbolas y = 2x —x? y y = 3x — 6x (fig. 55.7).

A= deA:j;jsf_xzdydx: J;(8X—4x2)dx:%
R

26x

3x2-6x 3

M = J.J.x dAzJlezx_xzx dydx:j;(Sx—4x3) dx =18
Tk

M = _”ydA=_[02 Li::xy dydx=%.[02 [(2x—x?)* —(3x* —6x))> dx =— ?—g
R

M

X

- M, . M, ) .
Portanto x=—Y=1, y=—* =%,y el centroide es (1, 5).

y

o 2.0

> X

Fig. 55.7



8. Determine el centroide del drea plana exterior al circulo p =1 e interior a la cardioide p= 1 + cos 6.
De la figura 55.8 se deduce que y=0 y que X es la misma, bien sea que se calcule para el drea dada o para
la mitad que estd por encima del eje polar. Para esta tltima drea

a=[aa=]" [ pdpdo=3 [ 0cosor 1) do =28

7/2 [ l4+cos@ 1 /2
M, = J;J.x dA :J.O J.l (pcosd) pdp db :§J.O (3cos*@+3cos’@+cos* 8) db

/2
:l[§6+§sen 26+3sen 0 —sen’0 +0+L sen 20+ sen 40] _157+32
e oot 32 0 48
Las coordenadas del centroide son [_1 65[7r+32, J
7+8)
y
A
> X
o
Fig. 55.8

9. Halle el centroide del drea interior a p = sen @y exterior a p=1 — cos @(fig. 55.9).

a=flaa=]" [, papae=1 [ (2c0s6-1-cos26) 6 = 4%4”
R

M = ” x dA = jﬂu Jlbe:ig (pcos@) pdp dO

_l w2 39 _ _ 2 _ 157 —44
=3 jo (sen’@ —1+3cos@ —3cos” ) cosé dH——48
/2 send
M = ﬁydA [0 (pseno)pdp do
. 3r-4
_1 39 _ 2 3 _ =
=3 Jo (sen"@—1+3cosé 3cosyt9+cos 0)send db6 3
A
0 > X
Fig. 55.9

L rden 1 centroi n [1z=44 3z-4 |
as coordenadas del centroide so Dider) T2idr]
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CAPITULO 55 Centroides y momentos de inercia

10. Halle I,, I, e I, para el drea encerrada por el lazo y* = x* (2 — x) (fig. 55.10).

A= ” dA =2J‘: J‘Oxmdy dx=2J‘02xx/2—x dx
R

0 2. 15 3242
=—4 277 -z ) dz = —4|:—z3 ——25:| =—=
Lf ( ) 37 5 1ls 15

y
A

Fig. 55.10

donde se ha utilizado la transformacion 2 — x = z2. Entonces,

=yl S a2 [

0
Al g A8 12 9 2 0 1 0| 20482 _ 64
- 3L7(2 cfedi= 3[SZ 7°73° T L 3465 231"

Iy = J;! x> dA =2 J.: J.OX@)CZ dy dx = 2J02x3\/2—x dx

0
=—4 _[ﬁ (2-2°) 2% dz =—4|:§z3 12508, 1

1] 10242 32,
3¢ TS5 ST T | T

315 21

- 1331242 416

o= LA =g a4

11. Halle I,, I, e I, para el drea del primer cuadrante exterior al circulo p = 2a y para el interior al circulo p = 4a
cos @ (fig. 55.11).
/3
0

A= J‘J‘dA: J'Ozr/s J-;ucosepdp 4o :%J‘ [(4acos6)2 —(Za)z]dﬂz 2w +33\/§ &
R e

1=][yan= [ [ (psen0y pdp ao = [ 4acoso) - 2a)' |sen'e a6
R

zl3
=4a’ jo (16c0s* 6 — 1ysen’6 dg = YZXN3 o _ AT+9V3 oy

6 2027 +3J3)
xI3 [ 4acosd 127 +11\3 3127 +1143)
I =|]|x*dA= cos 8)’ pdp dé = a* = a’A
(= wan= [T o cos0rpap ; RPN
L=1+1 _207+213 s _20m+213
! 3 27 +33
y

X
w

Fig. 55.11



—

12. Encuentre 1, I, € I, para el drea del circulo p =2 (sen &+ cos &) (fig. 55.12).
Como x? + y* = 07,

3rl4 J' 2(sen @+cos )
0

3z/4
L=l syyaa=[" ppdp dd=4]"" (sen+cosd) do
R

RIEY 4
=4Be—cosw—lsen 49} =67 =3A

8 ~1/4rn

De acuerdo la figura 55.12, I, = I,. Por tanto, [ =1 =—1 = %A .

L
2
y

A

Fig. 55.12

PROBLEMAS RESUELTOS

13. Use la integracion doble para hallar el 4rea:

a) Limitada por3x +4y=24,x=0,y=0 Respuesta: 24 unidades cuadradas

b) Limitadaporx+y=2,2y=x+4,y=0 Respuesta: 6 unidades cuadradas

¢) Limitada por x*> =4y, 8y = x>+ 16 Respuesta: % unidades cuadradas

d) Interiora p=2(1-cos 6 Respuesta: 6munidades cuadradas

e) Limitada por p=tan fsecy 7=4% Respuesta: +~/3 unidades cuadradas

f) Exterior a p=4 e interior a p= 8 cos & Respuesta: 8( %ﬂ' +3 ) unidades cuadradas

14. Localice el centroide de cada una de las dreas siguientes:

a) Eldrea del problema 13a) Respuesta: (%.2)

b) El area del primer cuadrante del problema 13c) Respuesta: (%,%)

¢) Elérea del primer cuadrante acotada por y> = 6x,y=0,x=6 Respuesta: (1—58,%)

d) El drea acotada por y* =4x, x> =5 -2y, x=0 Respuesta: (}1—(3),%—6)

e) El érea del primer cuadrante acotada por x> — 8y +4 =0, x> =4y, x=0 Respuesta: (%%)

f Eldrea del problema 13¢) Respuesta: (%ﬁ , g)

g) El area del primer cuadrante del problema 13f) Respuesta: (1267;’:3%5, 2”% J?)

B B (200
15. Compruebe que% Ja [gj (@) —gl2 (8)1d6= ja JZ;) pdp df = H dA ; luego, deduzca que
R

[ £,y da= ] fipcos6,psen ) pdp do

Bl0Jau| ap sojuaLiow A sapioua) G 01NLIdVI



16. Encuentre /, e I, para cada una de las dreas siguientes:

17.

18.

19.

a) El area del problema 13a)
b) El drea cortada desde y* = 8x por su lado recto
¢) Eldrea acotadapory=x?yy=x

d) Eldreaacotadapory=4x—x*yy=ux

Encuentre /, e I, para un lazo de p* = cos 26.

Respuesta: I :(-1%— )A; I =(-1%+%)A

y

A=

CAPITULO 55 Centroides y momentos de inercia

Respuesta: 1.=6A; | = 3—32A

. =16 4. _12
Respuesta: 1, =-3A; [ =A

. _3 . 3
Respuesta: I = 14A ; Iy =35 A

. _ 459 4. 27
Respuesta: 1 = 5 A, I)_ =45 A

Halle I, para a) el lazo de 8= sen 28y b) el 4rea encerrada por &= 1 + cos 6.

Respuesta:  a) %A; b) %2,4

a) Sea R laregién mostrada en la figura 55.13 que tiene un drea A y el centroide (%, ¥). Si R gira en torno al
eje x, mostrar que el volumen V del sélido de revolucion resultante es igual a 27%A . (Sugerencia: use el

método de las capas cilindricas.)

b) Demuestre el teorema de Pappus: si d es la distancia recorrida por el centroide durante la revolucidn [del

inciso a)], demueste que V = Ad.

¢) Pruebe que el volumen del toro generado al girar el disco que aparece en la figura 55.14 en torno al eje x

es 272a%b. (Supbngase que 0 < a < b.)

YA

Fig. 55.13

o >

N ——

=Y

Fig. 55.14



Integracion doble aplicada al
volumen bajo una superficie y al area
de una superficie curva

Sea z = f(x, y) 0 z = f(p, 6) que define una superficie.
El volumen V bajo la superficie, es decir, el volumen de una columna vertical cuya base superior estd en la
superficie y cuya base inferior estd en el plano xy se obtiene con la integral doble

V=”sz (56.1)

donde R es la regién que forma la base inferior.
El drea S de la parte R* de la superficie que queda por encima de la region R estd dada por la integral

doble
s=[] EANEAW 56.2
B , 0x dy (56.2)
Si la superficie estd dada por x = f(y, z) y la regién R queda en el plano yz, entonces,

s=jj e[ 2+ ox sz (56.3)
. dy 0z ‘

Si la superficie estd dada por y = f(x, z) y la regién R queda en el plano xz, entonces

WY (Y
S:J;J\/1+(a) +(8_z) dA (56.4)

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Determine el volumen en el primer octante entre los planos z=0y z = x + y + 2, e interior al cilindro x> + y* = 16.
De la figura 56.1 se deduce que z = x + y + 2 va a integrarse sobre el cuadrante del circulo x*> + y? = 16 en el
plano xy. Por tanto,

V== j:jo T xy+ dydx= J:(x\/16—x2 +8- 1 +2J16-27)dx
R

4
= [—%(16 —x2)¥? +8x— ij +x416 — x2 +16sen™ %x] = (% + 87[) unidades cubicas
0

—



486 CAPITULO 56 Integracion doble aplicada al volumen

(4,0,0)

Fig. 56.1

2. Determine el volumen acotado por el cilindro x> + y> =4 y los planos y + z=4y z =0.
De la figura 56.2 se desprende que z = 4 —y va a integrarse sobre el circulo x* + y*> =4 en el plano xy. Por tanto,

4—

2 pa? 2 pfas? . Lo
V= J:z J: == 4-y)dxdy= 2_’:2 jo (4 — y)dx dy =167 unidades cubicas

3. Determine el volumen acotado por arriba por el paraboloide x> + 4y* = z, por debajo por el plano z =0, y
lateralmente por los cilindros y* = x y x> = y (fig. 56.3).
El volumen requerido se obtiene al integrar z = x* + 4y? sobre la regién R comiin a las pardbolas y*> = x y
x* =y en el plano xy. Por ende,

Jx Jx
V=] [0+ dydy de= _[Ol[xzy + %f] dx=2 unidades cibicas

2

Fig. 56.2 Fig. 56.3

4. Determine el volumen de una de las cufias que se cortan en el cilindro 4x* + y* = @* por los planos z =0y
z=my (fig. 56.4).
El volumen se obtiene integrando z = my sobre la mitad de la elipse 4x? + y* = ¢>. Por consiguiente,

al2 pNa*-4x2 al2 ) 3 3
V= 2_[0 JO my dy dx = m'[o [y Iy« dx= mTa unidades ctibicas



/////
1
(3.0.0) ////'//// ////////////”

Fig. 56.4

Determine el volumen acotado por el paraboloide x* + y? = 4z, el cilindro x*> + y*> = 8y y el plano z = 0 (fig.
56.5).

El volumen requerido se obtiene integrando =% (x* +y*) sobre el circulo x2 + y2 = 8y. Utilizando las
coordenadas cilindricas (véase el capitulo 57), el volumen se obtiene al integrar z = 4 p* sobre el circulo p=8
sen €. Entonces,

v=ffean=[ [~ papao=L ][ papao
R

_ % J: [p*]5n0 df = 256_[:sen4 6 d6 = 96 unidades ctibicas

Determine el volumen removido cuando se hace un hoyo de radio a a través de una esfera de radio 2a, siendo
el eje del hoyo un didmetro de la esfera (fig. 56.6).

4

Fig. 56.5 Fig. 56.6
Es evidente, por la figura, que el volumen requerido es ocho veces el volumen en el primer octante acotado
por el cilindro p? = @, la esfera p* + 7> = 4a* y el plano z = 0. Este dltimo volumen se obtiene integrando

4a* — p* sobre un cuadrante del circulo p = a. Por tanto,

v=s["["Jaa—pp dpde =8 [ (80’ ~33a")d6 = (8 3Y3)a'm unidades ciibicas

Deduzca la férmula (56.2).
Considere una region R* de drea S sobre la superficie z = f(x, y). Por el limite de R* pasa un cilindro
vertical (fig. 56.7 en la siguiente pagina) cortando el plano xy en la region R. Ahora se divide R en n

uauINjoA (& epevjjde aqop Lgde6a] 9 0TNLIAYI



488 CAPITULO 56 Integracion doble aplicada al volumen

subregiones R,,..., R, de las dreas AA,..., AA,, y se representa como AS; el drea de la proyeccion de AA, sobre
R#. En dicha i-ésima regién de R* se selecciona un punto P; y se dibuja el plano tangente a la superficie.

El drea de la proyeccion R; sobre este plano tangente se denota mediante A7;. Se utilizard AT; como una
aproximacion del drea de superficie correspondiente AS,.

Fig. 56.7

Ahora, el dngulo entre el plano xy y el plano tangente en P, es el dngulo ¥ entre el eje z con nimeros

. o o |_| 9z oz . .
directores [0, 0, 1] y 1a normal, [ x oy 1] = |: Oy ,11, ala superficie en P;. Asi,

cosy, = 5 1 >
9z 9z
J(ax) (%)

AT cos 3=AA;, y AT, =sec yAA;

Entonces (fig. 56.8),

Fig. 56.8

Por tanto, una aproximacion de S es Z AT, = Zsec YAA Y
i=1

i=1

S =lim iseCY,-AA,- = HS"‘CY dA = ”\/(%)2 +(§_yz)2 wa
et R R

8. Determine el drea de la parte del cono x* + y* = 372 que queda arriba del plano xy y en el interior del cilindro

X2+ yr=4y.
Solucion I: remitase a la figura 56.9. La proyeccién del drea requerida sobre el plano xy estd en la region R

encerrada por el circulo x? + y* = 4y. Para el cono,

0z _

ox

i)2+(i)2:9zz+x2+y2 _1222 _4

1
3 ox dy 972 T 972 3

x , 9z_1Y
. d 37 Entonces, 1+(



(0.4.45)

Fig. 56.9

) N Jav—y?
Entonces, S:J;! 1+(8_)Zc) ( ) dA = j Jde x dy 2—] f
-4 r\/ﬁ d ——Sﬁﬂunidades cuadradas
NG y-yay=—3

Solucion 2: remitase a la figura 56.10. La proyeccion de la mitad del drea requerida en el plano yz es la
region R acotada por la recta y = \/3z y la pardbola y = 3z ; esta ecuaci6n se obtiene al eliminar x de las
ecuaciones de las dos superficies. Para el cono,

ox _ dx _ 3z ox (ax) _ Xy 4922 1222 1222
ay y P Tamblen1+(a ) + o) = 2 T T3y

Entonces, S§= 2‘[: Jjg/[ \/i dzdy= 4\/—1 [y32* - f/—f/fd = 4\3{5 j:\/4y—y2dy.

T

=V3z,x=0 1

y=3/4zz,x=0

X

Fig. 56.10

2 2
Solucion 3: usando las coordenadas polares de la solucién 1, se integra , |1+ (%) + (%) = % sobre la
region R encerrada por el circulo p =4 sen 6. Entonces, Y 3

e jj j_ =" } pdpdo=— j;[pzlgmede

-16 J.ﬂsen2 0do= 8\/— ——m unidades cuadradas
ﬁ 0
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@_ CAPITULO 56 Integracion doble aplicada al volumen

10.

11.

Determine el drea de la parte del cilindro x* + z2 = 16 situada dentro del cilindro x> + y> = 16.
En la figura 56.11 se muestra la octava parte del drea requerida, donde un cuadrante del circulo x> + y* = 16
es su proyeccion sobre el plano xy. Para el cilindro x* + z2 = 16.

2
d__x  0z_ (i)z &) _x2+22 _ 16
wx- 7 Y ay—Oentonces, +1 o) T ) T TTe-

Por tanto, S= '[ J. flo dydx 32.[ dx =128 unidades cuadradas

Encuentre el drea de la parte de la esfera x> + y* + z> = 16 exterior al paraboloide x> + y* + z = 16.
En la figura 56.12 se muestra una cuarta parte del area requerida, donde la regién R es su proyeccion sobre
el plano yz acotada por el circulo y* + z2= 16, los ejes y y z, y la recta z = 1. Para la esfera,

0 0z

ox__ Y ox _ _ Z . Entonces, 1+(8x) + (ax)_ x2+)y;+12= 16

dy x Y 0z 16 —y>*—7*"°

L 0,V15, 1)

\\

5
a Y

y “
T
4,0,0) ’
* X
Fig. 56.11 Fig. 56.12
Asf, §= 4” 1+( ) (a—x) dA = H'“ﬁdm

16—
= 16_"01 [sen“ (#)] dz= 16_[01%dz =8 unidades cuadradas
0

J16-272

Encuentre el drea de la parte del cilindro x> + y* = 6y situada dentro de la esfera x> + y* + 72 = 36.

En la figura 56.13 en la siguiente pdgina se muestra una cuarta parte del drea requerida. Su proyeccion en
el plano yz es la regién R acotada por los ejes z y y y la pardbola z* + 6y = 36; esta ultima ecuacion resulta de
eliminar x en la ecuaciones de las dos superficies. Para el cilindro,

x__3-y o o (ax) u)_ X+9-6y+y _ 9
ay = Y P = 0. Entonces, 1 + 5 + % =z “ o

Por tanto,

§= _[ J. o dZ dy = 12_[ dy— 144 unidades cuadradas



Z

Fig. 56.13

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Determine el volumen cortado de 9x? + 4y* + 36z = 36 por el plano z = 0.

Respuesta: 3 munidades ctbicas

Determine el volumen bajo z = 3x sobre el drea del primer cuadrante acotado porx =0, y=0,x=4, y x* + y* =25.

Respuesta: 98 unidades cubicas

Determine el volumen en el primer octante acotado por x>+ z=9,3x+4y=24,x=0,y=0,yz=0.

Respuesta:  1485/16 unidades cubicas

Determine el volumen en el primer octante acotado por xy =4z, y=x,y x =4.

Respuesta: 8 unidades cubicas

Encuentre el volumen en el primer octante acotado por x*> + y> =25y z=y.

Respuesta:  125/3 unidades ctibicas

Encuentre el volumen comiin a los cilindros x> + y* = 16 y x*> + 2> = 16.

Respuesta: ~ 1024/3 unidades cubicas

Determine el volumen en el primer octante interior a y* + z> = 9 y exterior a y* = 3x.

Respuesta:  27m/3 unidades cuibicas

Halle el volumen en el primer octante acotado por x>+ 2= 16y x —y = 0.

Respuesta: ~ 64/3 unidades cibicas

uawinjon [e epesjde ajqop ugIoeIba] 9 0TINLIAYI



20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

CAPITULO 56 Integracién doble aplicada al volumen

Encuentre el volumen frente ax =0y comtina y* + 72 =4y y*> + 2> + 2x = 16.

Respuesta: 28 wunidades cubicas

Determine el volumen interior a p = 2 y exterior al cono 72 = o

Respuesta:  32m/3 unidades ctbicas

Encuentre el volumen interior a y*> + 7> = 2 y exterior a x> — y* — 72 = 2.

Respuesta:  87(4 —+/2)/3 unidades ctbicas

Encuentre el volumen comtn a p* + z2=a’>y p=a sen 6.

Respuesta:  2(37— 4)a*/9 unidades ctibicas

Determine el volumen interior a x? + y* = 9, acotado por debajo por x* + y* + 4z = 16 y por encima por z = 4.

Respuesta:  81m/8 unidades cubicas

Encuentre el volumen cortado del paraboloide 4x? + y* = 4z por el plano z — y = 2.
Respuesta:  9munidades ctbicas

Determine el volumen descrito al girar la cardioide p = 2(1 — cos ) en torno al eje polar.

64

Respuesta: V=27 [[ypdpd®= % unidades ciibicas

Encuentre el volumen generado al girar un pétalo de p = sen @en torno a cualquiera de los ejes.

Respuesta:  32m/105 unidades cubicas

Determine el drea de la parte de un cono x* + y* = 7% en el interior del prisma vertical cuya base es el tridngulo
acotado por las rectas y =x, x =0, y y = 1 en el plano xy.

Respuesta:  ++/2 unidades cubicas

Halle el drea de la parte de un plano x + y + z = 6 en el interior del cilindro x* + y* = 4.

Respuesta: 4\/§ﬂ: unidades cuadradas

Halle el drea de la parte de la esfera x> + y> + z2 = 36 en el interior del cilindro x> + y* = 6y.

Respuesta:  72(xr— 2) unidades cubicas

Encuentre el drea de la parte de la esfera x> + y* + z> = 4z interior al paraboloide x* + y* = z.

Respuesta:  4munidades cuadradas



32.

33.

34.

35.

36.

37.

Determine el drea de la parte de la esfera x*> + y* + z> = 25 entre los planos z =2y z = 4.

Respuesta:  20munidades cuadradas

Encuentre el drea de la parte de la superficie z = xy interior al cilindro x>+ y* = 1.

Respuesta: 275(2\/5 —1)/3 unidades cuadradas

Halle el drea de la superficie del cono x* + y? — 9z% = 0 sobre el plano z = 0 e interior al cilindro x> + y* = 6y.

Respuesta: 3@77: unidades cuadradas

Encuentre el drea de la parte de la esfera x> + y* + z2 = 25 que estd dentro del cilindro eliptico 2x* + y* = 25.

Respuesta:  50munidades cuadradas

Halle el drea de la superficie x*> + y* — az = 0 que queda directamente sobre la lemniscata 4p* = a® cos 26.
o os=4([ a2 - a_2(§ _ 1) -
Respuesta: S = 4 .U 4p*+a*pdpdb= 3 377 unidades cuadradas

Halle el drea de la superficie x> + y? — 72 = 4 que queda directamente sobre la cardioide p= 1 —cos 6.

Respuesta: 8] —+/2 —In(v/2 +1)] unidades cuadradas
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Integrales triples

Coordenadas cilindricas y esféricas

Supéngase que un punto P tiene coordenadas (x, y, z) en un sistema de coordenadas rectangulares dextrégiro
(derecho). Las coordenadas cilindricas correspondientes de P son (r, 6, z), donde (r, 6) son coordenadas polares
para el punto (x, y) en el plano xy. [Observe el cambio de notacion de (p, 6) a (r, 6) para las coordenadas polares
de (x, y); fig. 57.1.] Por tanto, se tienen las relaciones

x=rcos 6, y=rsen 6, rP=x2+y2 tan@z%
En coordenadas cilindricas, una ecuacion r = ¢ representa un cilindro recto de radio ¢ con el eje z como su eje
de simetria. Una ecuacién €= c representa un plano que pasa por el eje z.

Un punto P con coordenadas rectangulares (x, y, z) tiene las coordenadas esféricas (p, 6, ¢), donde p=I10P|,
Hes el mismo que en las coordenadas cilindricas y @ es el angulo dirigido desde el eje positivo hasta el vector
OP (fig. 57.2). En coordenadas esféricas, una ecuacion p = ¢ representa una esfera de radio ¢ con centro en el
origen. Una ecuacioén ¢ = ¢ representa un cono con vértice en el origen y el eje z como su eje de simetria.

Las relaciones adicionales siguientes, deducidas facilmente de la figura 57.2 y las ecuaciones anteriores, se
cumplen entre coordenadas esféricas, cilindricas y rectangulares:

r=psen ¢, pP=xr+y+722
x=psen ¢cos 6, y=psen ¢sen 6, z=pcos ¢
Z
N A
A
» P (r,0,2) P(p, 6, &)
|
|
z ¢p :z
o >y o [ >
X 0 r 0 \\ |
x N
______ N
/ yo e e >
y
X X
Fig. 57.1 Fig. 57.2



La integral triple
Sea f(x, v, z) una funcién continua en una regién tridimensional R. La definicién de integral doble puede exten-

derse de forma obvia para obtener la definicién de la integral triple Hj flx, y,2)dV

Si fix, y, z) = 1, entonces I_U f(x, v, z) dV puede interpretarse como la medida del volumen de la region R.
R

Calculo de integrales triples
Como en el caso de las integrales dobles, una integral triple puede calcularse en términos de integrales iteradas.
En coordenadas rectangulares,

[[[reyeav=[[""[""" . y. 2 de dy de

a Jdy(x) Jz(xy)

d rx(y) pz(x,y) .
= f J f(x, y, 2) dz dx dy, etcétera

() Yz(xy)

donde los limites de integracion se seleccionan de modo que abarquen la regién R.
En coordenadas cilindricas,

B rnr(0) pz(r.0)
| Rj [ro6.9av=[ [ " " f.6. 9rddrdo
donde los limites de integracion se eligen para abarcar la regién R (véase el problema 23).
En coordenadas esféricas,

[[[r0.0.00av=]"["" """ f(p. 9. 0)p* sen ¢ dp dg a6

01(6) Y py(¢.0)

donde los limites de integracion se seleccionan de modo que cubran la regién R (véase el problema 24).

Andlisis de las definiciones: considere la funcién f(x, y, z), continua sobre una regién R de espacio ordina-
rio. Después de cortar los planos x = &y y = 77, como en el capitulo 54, se vuelven a cortar estas subregiones
mediante planos z = ¢;. La regién R ahora se ha dividido en cierto nimero de paralelepipedos rectangulares de
volumen AV}, = AxAy;,Az; y un niimero de paralelepipedos parciales que se ignorardn. En cada paralelepipedo
completo se selecciona un punto Py (x;, ¥;, z,); luego se calcula f(x;, y;, z,) y se forma la suma

(57.1)

Jx v 2 AV = S5y, 2) Ax; Ay Az,
m 1,....m
T

oD

EoR
(LN
Ei

Il

La integral triple de f(x, y, z) sobre la region R se define como el limite de (57.1) cuando el niimero de paralele-
pipedos crece indefinidamente, de forma tal que todas las dimensiones de cada uno de ellos tienden a cero.

Al calcular este limite, se puede sumar primero cada conjunto de paralelepipedos que tienen Ax 'y Ay, para
iy jfijos, como dos dimensiones y considerar el limite cuando cada A,z — 0. Se obtiene

P %
1 Y O v 2)AGAX Ay = [ f(x, v )de AxAyy
k=1 !

Ahora estas son las columnas, las subregiones bésicas, del capitulo 54; por tanto,

m—>+eo

lim Y f(x. v, 204V, = [[[ 0y, dz dedy= [[[ 0y, 2 dz dy dx
N—>too i=l,...m R R
L
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M CAPITULO 57 Integrales triples

Centroides y momentos de inercia
Las coordenadas (X, ¥, Z) del centroide de un volumen satisfacen las relaciones

)‘cwdv = J-'l['l.de, ywdv = jljydv, ijdv = jijzdv

Los momentos de inercia de un volumen respecto a los ejes de coordenadas estdn dados por

= fffor v, 1= [ . 1= [ srav

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Calcule las integrales triples dadas:

R

= f: _[OH( Ohxyz dz)dy]dx
PR —
y=l-x 3

z=0
_ 1—xy2(2_x)2 _1 2 3 4 5 _ 1
—_[0 — dx—ZJO(4x—12x +13x° —6x +x)dx—m

y=0

b) J:lz _[01 _[02 zr’sen0 dz dr d@
- jo”” J;[%:Izrzsene dr d = 2j0”'2 j; 2 sen6dr d 6

= %J.:/Z[P]gsene do= —%[cose]g’2 = %

O [7 [ [ sen29 dp dg ao
- Zjonj:/“senq) do do = 2_[0”(1_ 1V3)do=2—D)n

2. Calcule la integral triple de F(x, y, z) = z sobre la regién R en el primer octante acotado por los planos y = 0,
z=0,x+y=2,2y+x=06y el cilindro y* + z2 = 4 (fig. 57.3 en la siguiente pédgina.)

Primero se integra respecto a z desde z = 0 (el plano xy) hasta z=+/4—y*> (el cilindro), luego respecto a x
desde x =2 — y hasta x = 6 — 2y, y finalmente respecto a y desde y = 0 hasta y = 2. Esto resulta en

Weav=[L7[" caaray=J [ 0 asay
R

e 1, 62y 1 26
_EJ'O J.Z—y 4=y dxdy= 2.[0 [(4 yz)x]z_y’ dy = 3



AN

A N e
Q
\
\
\

Fig. 57.3

Calcule la integral triple de f(r, 6, z) = r* sobre la regién R acotada por el paraboloide > =9 —z y el plano z =0
(fig. 57.4).

Primero se integra respecto a z, desde z = 0 hasta z =9 — 12, luego respecto a ;; desde r =0 hasta r =3,y
finalmente respecto a @, desde 8= 0 hasta = 2. Esto resulta en

j” r’dvV = Jjﬂ _[: Jj,,z r*(rdz dr d6)= J:” Jj r*(9—r?)dr dé
R

19 _ 16| jgo (7243 9 _243
_Io [4’ er]ode_Jo g =7

Fig. 57.4

jmf4

. dz dy dx,

4
Demuestre que las integrales siguientes representan el mismo volumen: a) 4.[0
4 0247 N2 4 o4 pfamy?
b) .[o Io -[o dy dxdz, y c) 4jo Jyz/4 Jo dx dz dy.

(x2+y?)/4

so|dliy sajedbaiu] - LG 0INLIAVI



498 CAPITULO 57 Integrales triples

a) Aqui z varia desde z=4(x* +y*) hasta z =4, es decir, el volumen est4 acotado por debajo por el
paraboloide 4z = x* + y* y por encima por el plano z = 4. Los rangos de y y x abarcan un cuadrante del
circulo x* + y* = 16, z = 0, la proyeccién de la curva de interseccién del paraboloide con el plano z =4 en el
plano xy. Por consiguiente, la integral proporciona el volumen cortado del paraboloide por el plano z = 4.

b) Aquiy varfade y =0 hasta y=+/4z— x? , es decir, el volumen estd acotado a la izquierda por el plano xz
y a la derecha por el paraboloide y* = 4z — x2. Los rangos de x y z abarcan la mitad del drea cortada de la
pardbola x* = 4z, y = 0, la curva de interseccién del paraboloide y el plano xz, por el plano z = 4. La region
R eslade a).

¢) Aqui el volumen estd acotado por detrés por el plano yz y al frente por el paraboloide 4z = x> + y*. Los
rangos de z y de y abarcan la mitad del drea cortada de la pardbola y* = 4z, x = 0, la curva de interseccién
del paraboloide y el plano yz, por el plano z = 4. La regién R es la de a).

5. Calcule la integral triple de F(p, 6, @) = 1/p sobre la region R en el primer octante acotada por los conos ¢ =7

4
y ¢=tan' 2y laesfera p=+/6 (fig. 57.5).
Se integra primero respecto a p, desde p = 0 hasta p = /6, luego respecto a ¢, desde ¢ = % hasta ¢ = tan’!

2, y finalmente respecto a #desde 0 hasta ¢= % Esto resulta en

v =[L1 Gorsnoapdoas
R

=3[ _[/4 “sen¢ do d6

e ¥ )

Fig. 57.5

6. Determine el volumen acotado por el paraboloide z = 2x*> + y? y el cilindro z = 4 — y* (fig. 57.6 en la siguiente
pagina.)

Primero se integra respecto a z, desde z = 2x + y? hasta z = 4 — y?, luego respecto a y, desde y = 0 hasta
y=+/2—x> (se obtiene x* + y* =2 al eliminar x entre las ecuaciones de las dos superficies), y finalmente
respecto a x, desde x = 0 hasta x = /2 (obtenido al sustituir y = 0 en x* + y? = 2) para determinar un cuarto del
volumen requerido. Asi,

o
veal L

4-y?
2x2 +y

N
dzdydx = 4.[0 jo [(4=y*)+(2x> + y*)]dydx

N
NA) 3 N
- 4.[0 2 [4)1 — 20y - 2%]0 dx= %J‘O *(2- x?)"2dx = 47 unidades cubicas



Fig. 57.6

Determine el volumen dentro del cilindro r = 4 cos @acotado por encima por la esfera r? + z2 =16 y por
debajo por el plano z = 0 (fig. 57.7).

Primero se integra respecto a z, desde z = 0 hasta z=+/16 — r? , luego respecto a ; desde r = 0 hasta r = 4
cos 6, y finalmente respecto a 6, desde &= 0 hasta = x para obtener el volumen requerido. Asi,

v=|" J.(jej.omr dz dy d6=|" j(f“’“’rm drde

- —% [ sen' 0 - 1)d0 = %(37: _ 4) unidades ciibicas

/

X

Fig. 57.7

Determine las coordenadas del centroide del volumen dentro del cilindro r = 2 cos 6, acotado por encima por
el paraboloide z = 2 y por debajo por el plano z = 0 (fig. 57.8 en la siguiente pdgina.)

v=2f] /zfj BL rdzdrdf =2 jo”’z joz““g,z drde
= %j:lz[r“]ﬁ“’sedQ _ 8J‘0mc034 040 =31

M, = [[[xav = 2]0”'2 jozajo (rcosO)rdzdrd6
R

) jo’”z joz“’ser“ cosOdrdf = 65—4 jo’”zcos6 040 =27
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CAPITULO 57 Integrales triples

N

Fig. 57.8

Entonces, x =M yZ/ V =4 . Por simetria, y = 0. Ademads

M, =[[[zav= 2]0'"2 joz“’sej: o dz dr d6 = jom jozwsgrﬁ drdo
R

= %J.OM cos®0dO=3r

yzZ=M _/V =1 .Asi, el centroide tiene coordenadas (%, 0, 3%).

xy

Para el cono circular recto de radio a y altura /i, determine a) el centroide; b) el momento de inercia respecto
a sus ejes; ¢) el momento de inercia respecto a cualquier recta que pase por su vértice y sea perpendicular a su
eje; d) el momento de inercia respecto a cualquier recta que pase por su centroide y sea perpendicular a su eje,
y e) el momento de inercia respecto a cualquier didmetro de su base.

Tome el cono como en la figura 57.9, de manera que su ecuacion es r = % z. Entonces:

V=4[ [ [ racarao=4]"" [\ (L 1) arao

2 /2 1 . P
=< ha® _[ dO == mha?® unidades ctbicas
3 0 3

(0, 0, 34h)

723

Fig. 57.9



a) El centroide estd en el eje z, y se tiene que
n/2 pa ph
M, = J.y‘de = 4.[0 JO J.Wa zr dz dr d@

_ 7[/2112_]1_23 _122’[/2 _l 3 2
=2 jo(h r="ordrdo=5ha* [ d6 =g
Entonces, 7 = M WV= 3h y el centroide tiene coordenadas (0, 0, 3 h).
_ 2 2 A" 2 _ 1 4_3
b) IZ—J‘I[_[(x +y )dv_4j0 jo Lﬂa (r)r dz dr d6=157ha’ = {50V
¢) Tome la recta como el eje y. Luego,

I =M (@ +2)av =4[} cos 0+ 2 dz dr dB

=4f” j:[(hr3 B )cos2 0+ %(iﬁr B )]dr do

—l 2| K2 l 2 _i 2 l 2
—Sﬂha (h tya )_S(h +ya )V
d) Sealarecta c que pasa por el centroide paralela al eje y.

[=1+V(Eh? e I,=3(h" +5a)V -1V =g(h" +4a>)V

e) Sead el didmetro de la base del cono paralelo al eje y. Entonces,

I,=1 +V(Eh) =5 +4a*)V +h*V = 320> +3a*)V
10. Halle el volumen cortado en el cono ¢ =47 por la esfera p = 2a cos ¢ (fig. 57.10).

v=afffav=a[" [ [ pseng dp dp o
R

_32a°
3

0 0

Fig. 57.10

nl2 pml4 /2
_[ _[ cos®¢send do d6=2d> J.O dO = rra® unidades ctibicas
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% CAPITULO 57 Integrales triples

11. Localice el centroide del volumen cortado en la hoja de un cono de dngulo en el vértice de 60° por una esfera
de radio 2 cuyo centro estd en el vértice del cono.
Se toma la superficie como en la figura 57.11, de manera que x = y = 0. En coordenadas esféricas, la
ecuacion del cono es ¢ =7/6 y la ecuacién de la esfera es p = 2. Entonces,

v=|[fav= 4J:/2 .[:/6 LQPZSGWP dp dp do= %j:’zj:msemp do do
;
(G e
M, = [[Jzav=4]" [ [*(pcosp)psend dp dg do
;
=8[" ["sen2p dgdo=n

yZ=M_IV=32+3).

\
\\

Fig. 57.11
12. Determine el momento de inercia respecto al eje z del volumen del problema 11.
1= [[Ja+yav =4[ [* [ (p*sew 9)p*seng dp d¢ a6
R

/2

_m w2 prl6 5 _@(2_2 )
=5, ) sen o do o =5 -5V3)[]

a0 =32 16-9.3) = 5‘52‘/§v

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

13. Describa la curva determinada por cada uno de los pares de ecuaciones siguientes dados en coordenadas
cilindricas: a) r=1,z=2;b) r=2,7= 6 ¢c) 0:%,r=\/§;d) 9:%,z=r.

Respuesta:  a) circulo de radio 1 en el plano z = 2 con centro de coordenadas rectangulares (0, 0, 2);
b) hélice en el cilindro circular recto r = 2; ¢) recta vertical que pasa por el punto de
coordenadas rectangulares (1, 1, 0); d) recta que pasa por el origen en el plano @ = Z, formando
un dngulo de 45° con plano xy. 4



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Describa la curva determinada por cada uno de los pares de ecuaciones siguientes, dados en coordenadas
esféricas.

a) p=1,0=rb) 9:%, o=ml6; c)p:Z,q):%,
Respuesta: a) circulo de radio 1 en el plano xz con centro en el origen; b) semirrecta en la interseccion del

plano 9 = % y cono ¢ = g/6; ¢) circulo de radio J2 en el plano 7 = /2 con el centro en el eje z.

Transforme cada una de las ecuaciones siguientes, sean coordenadas rectangulares, cilindricas o esféricas, en
ecuaciones equivalentes en los otros dos sistemas de coordenadas: @) p=5;b) 2=r*c) >+ y*+ (z-1)?=1

Respuestas: a) x> +y*+ 22 =25, +z22=25;b) 22 = x>+ y* cos* ¢ =1 (es decir, ¢=7m/4 0 ¢=37/4 );¢c) r* +
22=2z,p=2cos ¢

Calcule la integral triple de la izquierda en cada uno de los casos siguientes:
102 p3

a) JO L J.z dz dxdy=1
1 px pxy 1

b =1

) -[0 LZ -[0 dz dy dx 24

6 p12-2y r4-2y/3-x/3 12 p6-x/2 p4-2y/3-x/3

) JO jo J.U xdz dx dy =144 [z JO J.O JO xdz dy dx]
72 p4 pN16-22 256

_2NI2 _
d) JO JOJ.O (16 —r)"2rzdrd6 = 57

o [7[7[ ptsens dpdgdo=2500n

0 0 Jo
Evalde la integral del problema 16b) despu€s de cambiar el orden dz dx dy.
Evalde la integral del problema 16¢), cambiando el orden dx dy dz a dy dz dx.

Encuentre los volimenes siguientes utilizando integrales en coordenadas rectangulares:

a) En el interior de x> + y*> =9, por encima por z = 0
y por debajo por x + z =4 Respuesta: 36zunidades ctbicas

b) Acotada por los planos de coordenadas 'y 6x + 4y + 3z =12 Respuesta: 4 unidades cubicas

¢) En el interior de x> + y* = 4x, por encima por z = 0
y por debajo por x2 + y* = 4z Respuesta: 6munidades cubicas

Encuentre los volimenes siguientes utilizando integrales triples en coordenadas cilindricas:
a) El volumen del problema 4.
b) El volumen del problema 19c¢).

¢) El volumen dentro de r* = 16, por encima por z =0
y por debajo por 2z =y Respuesta: c) 64/3 unidades cubicas

Encuentre el centroide de cada uno de los volimenes siguientes:

a) Bajo 72 = xy y encima del tridngulo y = x,
y=0,x=4enelplanoz=0 Respuesta: (3,3,%)

sojdLiy sojedbaiu] LG 0TINLIAYI



22.

23.

24.

CAPITULO 57 Integrales triples

b) El problema 19b) Respuesta: (+,%.,1)

: . [ 6497 23 737 —128
¢) El volumen del primer octante del problema 19a) Respuesta: l6r=1) 8z -1 321-1)
d) El problema 19¢) Respuesta: (£,0,%
e) El problema 20c) Respuesta: (0, 3774, 3716)

Determine los momentos de inercia I,, I, I, de los voliimenes siguientes:

a) El del problema 4 Respuesta: 1, =1 =%V;] =1V

b) El del problema 19b) Respuesta: 1,=3V ;1,=2V, I =V
¢) El del problema 19¢) Respuesta: | =3V 1, =FV:I =3V
d) El cortado de z = r* por el plano z =2 Respuesta: | =] =1V;I =3V

Demuestre que, en coordenadas cilindricas, la integral triple de una funcién f(r, €, z) sobre una regién R puede
representarse por

J: | - J = 1.0, 2)r dz dr dO

1(0) Jz,(r.0)

[Sugerencia: considere, en la figura 57.12, una subregion representativa de R acotada por dos cilindros que
tienen el eje z como su eje y de radios r 'y r + Ar, respectivamente, cortada por dos planos horizontales que
pasan por (0, 0, 2) y (0, 0, z + Az), respectivamente, y por dos planos verticales que pasan por el eje z formando
angulos 8y 6+ A6, correspondientemente, con el plano xz. Tome AV = (r A@) Ar Az como una aproximacion
de su volumen.]

A
rA6
7
H {
| 1
I
A
[ !
[ |
o Ll >y
A0 L
0/7 I
X
Fig. 57.12

Demuestre que, en coordenadas esféricas, la integral triple de una funcion f{p, ¢, €) sobre una regién R puede
representarse por

_[ﬂj'(pl(e)jpﬂ‘bﬂ)f(p, ¢’ 9)p2 senq) dp d¢ 40

o J4,(0) Jpi(9.0)



25.

26.

27.

28.

29.

[Sugerencia: considere, en la figura 57.13, una subregion representativa de R acotada por dos esferas con
centro en O, de radios py p + Ap, respectivamente, y por dos conos que tienen O como Vvértice, el eje z como
su eje, y los dngulos semiverticales @y @+ Ag, respectivamente, y por dos planos verticales que pasan por el
eje z formando los dngulos @y @+ A6, respectivamente, con el plano yz. Tome AV = (pA@)(p sen @ AB)(Ap) =
£ sen ¢ Ap Ap A6 como una aproximacién de su volumen.]

Cambie los siguientes puntos de coordenadas rectangulares a cilindricas; a) (1, 0, 0,); b) (\/z ) V2 ,2);
) (—/3,1,5)

Respuestas: a) (1,0, 0); b) (2, %, 1) :¢) (2’ %, 5)

b4
A
Ap
p sen ¢ s
N
P/ pAd
é‘ |
b
| I
o) = >y
|
64/7 !
p sen pAO
x
Fig. 57.13

Cambie los siguientes puntos de coordenadas cilindricas a rectangulares: ) (5, %, 1) ;b) (2, - %, 0) ;0)(0,7,1)

Respuestas:  a) (%, %, 1) :b) (J3,-1,0):0) (0,0, 1)

Cambie los siguientes puntos de coordenadas rectangulares a esféricas: a) (1, 0, 0); b) (\/5 s 2 ,2) 5
) (1,-1,-2)

: ). T ). o[ Ix 3T
Respuestas:  a) (1, 0, 2),17) (2 2, 1 4),0) (2, 4 4)

Cambie los siguientes puntos de coordenadas esféricas a rectangulares: @) (1, 0, 0); b) (2, 0, 7); ¢) (4, % %)
Respuestas: a) (0,0, 1); b) (0, 0, -2); ¢) ~2,2,23)

Describa las superficies determinadas por las ecuaciones siguientes:

a)z=r;b)r=4cos 6 c)pcos p=4;d) psen p=4; ¢) q):%;f) 0=%; g)p=2sen ¢

Respuestas:  a) paraboloide circular; b) cilindro circular recto (x — 2)* + y? = 4; ¢) plano z = 4; d) cilindro

circular recto x* + y* = 16; ¢) el plano xy; f) el cono circular recto con el eje z como su eje;
g) cilindro circular recto x> + y*> = 4

sojdLiy sojedbaiu] LG 0INLIAYI



Masas de densidad variable

Las masas homogéneas pueden tratarse como figuras geométricas con densidad 8 = 1. La masa de un cuerpo
homogéneo de volumen V'y densidad & es m = V.

Para una masa no homogénea cuya densidad & varfa continuamente, un elemento de masa dm estd dado
por:

1. 8(x, y) ds para una curva material plana (por ejemplo, un trozo de alambre fino).
2. O(x, y) dA para una placa material bidimensional (por citar un caso, una ldmina delgada de metal).
3. d(x, y) dV para un cuerpo material.

El centro de la masa (x, y) de una placa plana distribuida sobre una regién R con densidad d(x, y) estd de-
terminado por las ecuaciones

mx=M, y my=M,, donde My=”5(x,y)di y szﬂé(x,y)ydA
R R

Un resultado andlogo se cumple para el centro de masa del cuerpo tridimensional. El razonamiento es semejante
al de los centroides expuesto en el capitulo 55.
Los momentos de inercia de una masa plana respecto al eje x y al eje y son [ = _U O(x, y)y*dA y

I = ” O(x,y)x>dA. Las formulas semejantes con integrales triples se cumplen para cuerpos {ridimensionales

(por gjemplo, I = J:U O(x, y, 2)(y* +2°) dA.)
R

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Encuentre la masa de un alambre semicircular cuya densidad varfa como la distancia al didmetro que une los

extremos.
Tome el alambre como en la figura 58.1, de manera que d(x, y) = ky. Entonces, a partir de x> + y* =
_ dy ’ _r
ds = 1+(E) dx—;dx
y m= j5(x,Y) ds= Jr kyLdx= kr.[r dx = 2kr? unidades
-r y —r
y
A
P(x, y)
y
(—r.0) 0 o
Fig. 58.1



2.

Encuentre la masa de una placa cuadrada de lado a si la densidad varfa como el cuadrado de la distancia a un
vértice.
Tome el cuadrado como en la figura 58.2, y sea el origen el vértice desde donde se miden las distancias.

Entonces 8(x, y) = k(x> + y?) y

m=[[8(x, y)dA = jo jo k(x> +y?) dx dy = k_[o (L& +ay*) dy =2 ka* unidades
R

(X% P(x, y)

Fig. 58.2

Determine la masa de una placa circular de radio r si la densidad varfa como el cuadrado de la distancia a un
punto en la circunferencia.

Tome el circulo como en la figura 58.3 y sea A(r, 0) el punto fijo en la circunferencia. Entonces, 0(x, y) =
K(x=r)?+yy

m= J.[é(x y)dA = ZJ J k[(x —7)? +y*1dy dx =3 krr* unidades

P(x, y)

D73
(1, 0) L2 A, 0)

Fig. 58.3

Encuentre el centro de masa de una placa cuya forma es similar a los segmentos cortados de la parabola y> =
8x por su lado recto x = 2, si la densidad varia como la distancia al lado recto (fig. 58.4).
Aqui, 8(x, y) =2 — x y, por simetria, y = 0. Para la mitad superior de la placa,

m:jchs(x,y)d,a\=j:f;/gk(z—x)dxdy:kj;(z—yT ly;g)dy Sy

4

M, = H5(xy)di jj k(2 - x)x dx dy = kj[3 a+%}dy_%k

xX= M, /m= % El centro de la masa tiene coordenadas (%,0).
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CAPITULO 58 Masas de densidad variable

y F(2,4)
2—x

—

(x, y)

Fig. 58.4

5. Encuentre el centro de masa de una placa en forma de la mitad superior de la cardioide » = 2(1 + cos 6) si la
densidad varia como la distancia al polo (fig. 58.5).

T £2(1+cos6) T
m= Lfa(r7 0) dA = JO IO (kryrdr d6 = %kfo (1+cos0)* dO=2kn

2(1+cos0)
) (kr)(rsenO)r dr d6

M, = [[80)yaa= "

0
=4k (1+ cos0)* sen0 d6 = 2k

M, = [[s(r.0xaa=]"[ M o (rcosO)r dr dO = 14kn
R

0

M, 21 __ M, _ 9 . 21 96)
Entonces x = 10T T s y el centro de masa tiene coordenadas (1 0257 )

y

A

P(r, 6)
Z
0 > X
Fig. 58.5

6. Halle el momento de inercia respecto al eje x de la placa cuyos bordes son un arco de la curvay =sen x y el
eje x, si su densidad varia con la distancia al eje x.

m=[[8(x.y) dA = jojoky dy dx = %kJ.:senQ xdv=tkn
R

ool

1= [[8Ceyy da= [ [ (ky)o?) dy dx =4 k[ sentx dx = k= m
R

0

y
A

P(x,y) I
y

(, 0)

Fig. 58.6



7.

—

Encuentre la masa de una esfera de radio a si la densidad varia inversamente con el cuadrado de la distancia al

centro.

Tome la esfera como en la figura 58.7. Luego, 6(x,y,z) =

k

k

X2+y’+z2 p

m=[ffocyaav=s[" " J:%stencpdp dpde
R

w2 pml2 /2 )
= Ska_[o jo sen@d ¢d6 = 8ka jo d6 = 4kra unidades

Z
A

P(x,y,2)

Fig.

58.7

Encuentre el centro de masa de un cilindro circular recto de radio a y altura 4 si la densidad varia como la

distancia a la base.

Tome el cilindro como en la figura 58.8, de manera que su ecuacion sea r = a y el volumen que se analiza
sea la parte del cilindro que se encuentra entre los planos z = 0y z = 4. Es claro que el centro de masa queda

en el eje z. Entonces,

m= w 8.0 av=4]"["Gordrde=2u2 [ ['r ar a0

_ 2 o [ _1 2,2
Wa [ do="4knh’a

= J[focrorzay =3 [t dcardo= i [ [
R

0

=2ka || do=knh'a?

yZ =M, /m=3h.Porende, el centro de masa tiene coordenadas (0, 0, 3 7).

A

o

89 071N1IdVYI

ajqeLien pepisuap ap Sesey|



CAPITULO 58 Masas de densidad variable

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

9. Determine la masa de

a) Una varilla recta de longitud a cuya densidad varia con el cuadrado de la distancia a un extremo.

Respuesta:  +ka® unidades

b) Una placa en forma de tridngulo rectangulo con catetos a y b, si la densidad varia como la suma de las
distancias a los catetos.

Respuesta:  +kab (a+ b) unidades

¢) Una placa circular de radio a cuya densidad varia como la distancia al centro.

Respuesta: % ka*m unidades

d) Una placa en forma de la elipse b*x* + a®y* = a?b, si la densidad varia como la suma de las distancias a
sus ejes.

Respuesta: 4 kab(a + b) unidades

e) Un cilindro circular de altura » y radio de base a, si la densidad varia con el cuadro de la distancia a su
eje.

Respuesta:  ~ka*bm unidades

f)  Una esfera de radio a cuya densidad varia como la distancia a un plano diametral fijo.

Respuesta: 5 ka*m unidades

g) Un cono circular de altura b y radio de base a cuya densidad varia como la distancia a su eje.

Respuesta:  +ka’bm unidades

h) Una superficie esférica cuya densidad varia como la distancia a un plano diametral fijo.

Respuesta:  2ka’m unidades

10. Encuentre el centro de masa de:

a) Un cuadrante de la placa del problema 9c).

Respuesta:  (3al2m, 3a/2m)

b) Un cuadrante de la placa circular de radio a, si la densidad varfa como la distancia a un radio de limite (el
eje x).

Respuesta:  (3a/8, 3an/16)

c) Un cubo de arista a, si la densidad varia como la suma de las distancias a las tres aristas adyacentes (sobre
los ejes de coordenadas).

Respuesta:  (5al9, 5a/9, 5a/9)

d) Un octante de una esfera de radio a, si la densidad varia como la distancia a una de las caras planas.

Respuesta:  (16a/15m, 16a/15w, 8a/15)



11.

e) Un cono circular recto de altura b y radio de base a, si la densidad varia como la distancia a su base.

Respuesta: (0, 0, 2b/5)

Encuentre el momento de inercia de:

a) Una placa cuadrada de lado a respecto a un lado, si la densidad varia como el cuadrado de la distancia a
un extremo de ese lado.

. 12
Respuesta:  sa°m

b) Una placa en forma de circulo de radio a respecto a su centro, si la densidad varia como el cuadrado de la

distancia al centro.
. 2.2
Respuesta:  5a°m

c) Un cubo de arista a respecto a una de las aristas, si la densidad varia como el cuadrado de la distancia de

un extremo a dicha arista.
. 38 2
Respuesta:  za*m

d) Un cono circular recto de altura b y radio de base a respecto a su eje, si la densidad varfa como la
distancia al eje.

Respuesta:  %a*m

e) El cono del inciso d, si la densidad varia como la distancia a la base.

Respuesta:  Lta*m

8¢9 07IN1IdVJ
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Ecuaciones diferenciales de primer
y segundo orden

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que supone una funci(’)zn, por ejemplo, y, de una variable, digamos x,
y derivadas de y o diferenciales de x y y. Algunos ejemplos son % +2 % +3y—Tsenx+4x=0ydy=(x+2y)
dx. La primera ecuacién también puede escribirse como y" + 2y’ + 3y — 7 sen x + 4x = 0.

El orden de una ecuacién diferencial es el orden de la derivada de orden mas alto que aparece en la ecuacion.
La primera de las ecuaciones anteriores es de orden dos, y la segunda es de orden uno.

Una solucion a una ecuacion diferencial es una funcién y que satisface la ecuacién. Una solucion general
de una ecuacidn es una férmula que describe todas las soluciones de la ecuacién. Una solucién general de una

ecuacion diferencial de orden n contendra n constantes arbitrarias.

Ecuaciones diferenciales separables
Una ecuacion diferencial separable es una ecuacion de primer orden que puede representarse en la forma

fodx + g(y)dy =0, lo que equivale a dy __f(x0)

dx — g(y)

Una ecuacion separable puede resolverse extrayendo las antiderivadas

[rax+ [gydy=C

El resultado es una ecuacion que implica a x y a y que determina a y como una funcién de x (véase los problemas
4 a 6, y una justificacion en el problema 61).

Funciones homogéneas
Una funcién f{x, y) es homogénea de grado n si f(Ax, Ay) = A*(x, y). La ecuacion M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es
homogénea si M(x, y) y N(x, y) son homogéneas del mismo grado. Es facil comprobar que la sustitucién

y=vx, dy=vdx+xdv

transformara una ecuacién homogénea en una ecuacion separable en las variables x y v.

Factores de integracion

Ciertas ecuaciones diferenciales pueden resolverse después de multiplicar por una funcién apropiadade x y y
que producen una combinacién integrable de términos. Tal funcidn se denomina factor de integracion respecto
a las ecuaciones. Al buscar combinaciones integrables se observa que:

. .. xdy — ydx
1) dxy)=xdy+ydx (1) dOlx) = yx—zy
Gii)  d(in xy) = W Gv) d ( - }r 1u"+‘) — ot du

@ —



Ademas, d(F) + d(G)+ ... =0resultaen F + G + ... = constante (véase los problemas 10 a 14).

Las denominadas ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, Z +Py=Q ,donde Py Q son funcio-
nes de x solamente, tienen la funcién &(x) = e’"* como factor de integracion (véase los problemas 15 a 17).

Una ecuacién de la forma & + Py=Qy",donde n#0, 1 y donde Py Q son funciones de x solamente, puede

dx
reducirse la forma lineal por la sustitucién

l-n *ﬂﬂ— %
yo=L Y dx 1=ndx

(Véase los problemas 18 y 19).

Ecuaciones de segundo orden
Las ecuaciones de segundo orden que se resolverdn en este capitulo son de los tipos siguientes:

d2y

pr = f(x) (véase el problema 23)

d*y 'y

W =f (x,a) (véase los problemas 24 y 25)
d2y

——=5=f (y) (véase los problemas 26 y 27)
d2

e +P +Qy R, donde P y Q son constantes y R es una constante o funcién de x solamente

(véase los problemas 28 a 33).

Si la ecuacién m? + Pm + Q = 0 tiene dos raices m, y m,, entonces y=Ce"" +C,em" es la solucién general

d? d
de la ecuacién dx); +P dy +Qy=0. Si las dos son idénticas, de manera que m, = m, = m, entonces,
y=Ce"™ +C,xe™ =™ (C, +C,x)
es la solucién general. e d
La solucién general de d_); + Pd—y + Qy =0 se denomina funcion complementaria de la ecuacion
Y p®yoy= R (59.1)
de? T T TR '

Si fix) satisface (59.1), entonces la solucién general de (59.1) es
y = funcién complementaria + f(x)

La funcién f{x) se llama solucion particular de (59.1).

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demuestre que a) y =2¢",b) y=3xy c) y= C,e* + C,x, donde C, y C, son constantes arbitrarias, son
soluciones de la ecuacién diferencial y"(1 —x) + y'x—y=0.

a) Derive y = 2¢* dos veces para obtener y' = 2¢'y y"' = 2¢*. Sustituya en la ecuacion diferencial para obtener
la identidad 2¢*(1 — x) + 2e*x — 2¢* = 0.

b) Derive y = 3x dos veces para obtener y'= 3y y" = 0. Sustituya en la ecuacion diferencial para obtener la
identidad O(1 — x) + 3x —3x = 0.

¢) Derive y = Cie* + Cyx dos veces para obtener y'= C,e* + C, y y"' = C,e". Sustituya en la ecuacién
diferencial para obtener la identidad C,e*(1 — x) + (C,e* + Cy)x — (Cie* + Cx) = 0.

La solucion de ¢) es la solucion general de la ecuacion diferencial porque satisface la ecuacion y contiene
el nimero apropiado de constantes arbitrarias esenciales. Las soluciones de a) y b) se denominan soluciones
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CAPITULO 59 Ecuaciones diferenciales

particulares, ya que cada una puede obtenerse asignando valores particulares a las constantes arbitrarias de la
solucion general.

De la ecuacién diferencial cuya solucién general es:

a) y=Cx’-x;b)y=Cx*+ Cx + Cs.

a) Derive y = Cx* — x una vez para obtener y' = 2Cx — 1. Resuelva para y = E(T) y sustituya en la

2 x
b) Derive y = Cx* + Cox + Cj; tres veces para obtener y'=3C,x* + C,, y" = 6C,x, y"" = 6C,. Entonces, y" =
xy'" es la ecuacion requerida. Observe que la relacion dada es una solucién de la ecuacién y® = 0 pero no
constituye la solucion general, ya que contiene sélo tres constantes arbitrarias.

relacion dada (solucién general) para obtener y = 1 (y )xz —xo0yx=2y+x.

Encuentre la ecuacién diferencial de segundo orden de todas las pardbolas con eje principal a lo largo del eje x.
El sistema de pardbolas tiene la ecuacién y?> = Ax + B, donde A y B son constantes arbitrarias. Derive dos
veces para obtener 2yy'= Ay 2yy" + 2(y)* = 0. Esta dltima es la ecuacién requerida.

dy 1+y*
Resuelva prRl DR+ 2
£ 2 2 3) 1y — y 1
Aqui xy*(1 + x)dy + (1 +y°)dx =0, 0 Ty dy+ XA+
descomposicién por fracciones parciales resulta en
Ydy dx  xdx _

1+y3+7_1+x2_0’

dx=0 con las variables separadas. Luego, la

y la integracion da

IInll+y I+ Inlxl—+In(l+ x*)=c

Y 21In 1 + ¥+ 6 Inlxl — 3 In(1 + x?) = 6¢
xX(1+y%)? XA+ L

de donde ]n—(l+x2)3 =6c vy —(1+x2)3 =e=C

dy 1+y?
Resuelva P

Separe las variables 1 f); = lf_xxz . La integracidn resulta en tan™! y = tan™! x + tan™' C, y entonces
y=tan(tan™ x +tan™' C) = 1x—+c(;
2
Resuelva % = ;:;1#.
X
dy _ dx

Las variables se separan ficilmente para obtener —5—= .
cos’y  ser’x

Por tanto, sec? y dy = cosec? x dx y la integracion resulta en tan y = —cot x + C.

Resuelva 2xy dy = (x* — y*)dx.
La ecuacion es homogénea de grado dos. La transformacién y = vx, dy = v dx + x dv resulta en (2x)(vx)

(vdx +x dv) = (x> - v*x)dx 0 % = TX Entonces, la integracién da

—4Inll-3221=Inlxl+InC

dedondeInll —=32% +3Inlxl +In C'=00 C"Ix3(1 — 3¢?)| = 1.
Ahora +C'x*(1 - 3¢%) = Cx*(1 - 3¢?), y utilizando v = y/x produce C(x* — 3xy?) = 1.



10.

11.

12.

13.

Resuelva xsen%(y dx+ x dy)+ cos%(x dy—ydx)=0.
La ecuacién es homogénea de grado dos. La transformacién y = vx, dy = v dx — x dv resulta en

x sen v(vx dx + x> dv + vx dx) + vx cos v(x> dv + vx dx — vx dx) =0

0 sen v(2vdx + x dv) + xvcosvdv =0

senz +cos 4, hdx _ 0
vseny X

Entonces, Inlv sen ¢l + 2 Inlxl = In C', de manera que x*>v senv=Cy xysen% =C.

Resuelva (x2 — 2y})dy + 2xy dx = 0.
La ecuacion es homogénea de grado dos y la transformacién estandar resulta en

(1-2vW)vdx+xdv)+2vdx=0

1-20° dv+%x -9

° 23— 207) X

dv 4y dv dx _
° 3% 3625 x 0

La integracién resulta en 3In 21 +31n13—2271+Inlxl=1Inc , lo cual puede escribirse como Inlel + Inl3 — 227

+ 3 Inlxl = In C". Entonces, x*(3 — 2¢%) = C'y y(3x? - 2y?) = C.

Resuelva (x2 + y)dx + (* + x)dy = 0.
Integre x? dx + (y dx + x dy) + y* dy = 0 término a término para obtener

AR
+xy+

3 =C

Resuelva (x + e sen y)dx — (y + e cos y)dy = 0.
Integre x dx — y dy — (¢ cos y dy — e™* sen y dx) = 0 término a término para obtener

Ix?—fy*—e“seny=C

Resuelva x dy — y dx = 2x3 dx.
. . y)_ xdy—ydx - .
La combinacién x dy + y dx sugiere d 7l Por tanto, multiplicando la ecuacién dada por

Ex)= x_12 se obtiene w =2x dx, de donde

%:x2+C o y=x*+Cx

Resuelva x dy + y dx = 2x* y dx.

La combinacion x dy + y dx sugiere d(In xy) = W Por ende, al multiplicar la ecuacién dada por
E(x,y) = % se obtiene W =2x dx, de donde Inlxyl = x> + C.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

CAPITULO 59 Ecuaciones diferenciales

Resuelva x dy + 3y —e*)dx = 0.
Multiplique la ecuacion por &(x) = x? para obtener x* dy + 3x? y dx = x?¢* dx. Esto produce

Xly= jx2ex dx =x%e* —2xe* +2¢*+ C

Aqui, P(x) = %, J.P(x) =1Inx?, y un factor de integracion es £(x) = e~ = x> . Multiplique por la ecuacién

y=6x°

&(x) = x? para obtener x> dy + 2xy dx = 6x° dx. Asi, la integracidn resulta en x?y = x° + C.

Nota 1: después de multiplicar por el factor de integracion, los términos del miembro izquierdo de la
ecuacion resultante son una combinacion integrable.

Nota 2: el factor de integracién de una ecuacién no es tinico. En este problema x2, 3x%, +x?, etc., son todos
los factores de integracién. Por tanto, se escribe la integral particular mds simple de P(x) dx en lugar de la
integral general, In x> + In C = In Cx%.

Resuelva tan x% +y=secx.
Como % + ycotx=cscx se tiene que jP(x)dx = Jcotx dx=1Inlsenx| y {(x) = ™" = |sen xl. Entonces,
al multiplicar por &(x) resulta
senx(% + ycotx) =senxcscx O senxdy+ycosxdx=dx

y la integracién da

ysenx=x+C

dy  _
Resuelva T =X

Aqui, P(x) = —x, JP(x)dx =—1x’y &(x)= e . Esto resulta en
e dy— )cye’%'”z dx = xe ™ dx
y la integracién produce
ye’%‘ =—e+C, o y= Ce?” -1

d
Resuelva &Y Ly = 2 .
dr ty=xy

. d , .. oy,
La ecuacion es de la forma d—i + Py =0y", con n = 2. Aqui se utiliza la sustitucién y'" =y = z,

y? % = —%. Por conveniencia, se escribe la ecuacién original en la forma y= % +y=x,y se obtiene
_dz . odz_,__
e ti=x O gp—i=—x

El factor de integracion es &(x) = ej Pav eij “ = ¢~ . Ello resulta en e~dx — ze™dx = xe™dx, de donde ze™ =
xe™ + e + C. Finalmente, como z = y!, se tiene que

Lo vti+ce
y
Resuelva % + ytanx = y*secx
Escriba la ecuacién en la forma y~ % + y2tanx =secx . Luego, use la sustitucién y? = z, y3 % = —%%
para obtener dz _ 2ztanx =—2secx.

dx



20.

21.

22,

23.

24.

72_[ tanx dx

El factor de integracion es &(x) =e =cos?x . Da cos®x dz — 2z cos x sen x dx = =2 cos x dx, de

donde

COS X _

zcos’x=-2senx+C o =-2senx+C

Cuando se dispara una bala en un banco de arena, se supone que su desaceleracion es igual a la raiz cuadrada
de su velocidad de entrada. ;Cudnto tiempo viajard, si su velocidad de entrada al banco es de 144 pies/
segundo?
Sea v la velocidad de la bala 7 segundos después de entrar en el banco. Entonces, la desaceleracion es
=z, de modo quede—dty Wo=-t+C.

Cuando 1=0,v= 144y C=2144 =24 Por tanto, 2./ =—1 + 24 es la ley que rige el movimiento de la
bala. Cuando v = 0, ¢ = 24; la bala viajara durante 24 segundos antes de detenerse.

Un tanque recibe 100 galones de salmuera que contienen 200 libras de sal en solucién. El agua que contiene
1 libra de sal por galdn fluye al tanque a razon de 3 galones/minuto; la mezcla se mantiene uniforme por
agitacion, y sale a la misma razon. Determine la cantidad de sal al cabo de 90 minutos.

. . . dq
Sea g el numero de libras de sal en el tanque al cabo de ¢ minutos. Entonces, — - ar €8 la razén de cambio de la
cantidad de sal en el instante f.

Cada minuto entran en el tanque tres libras de sal, y 0.03¢ libras salen. Asf, Z =3-0.03g. Al reordenar se
dg
convierte en —3 ~0.03¢ =dt, y la integracion da

In(0.03¢ - 3)

0.03 =—t+C.

Cuandot=0,g=200y C= 0 03, de modo que In(0.03¢g — 3) =-0.037 + In 3. Entonces, 0.001g — 1 = ¢ 00
y ¢ = 100 + 100¢*%, Cuando ¢ = 90, g = 100 + 100¢77 ~ 106.72 libras.

En ciertas condiciones, la cafla de azicar en agua se convierte en dextrosa a una razén proporcional a la
cantidad que no estd convertida en ese momento. Si, de 75 gramos en el instante ¢ = 0, 8 gramos se convierten
durante los primeros 30 minutos, determine qué cantidad serd convertida en 1.5 horas.

Sea ¢ la cantidad convertida en # minutos. Entonces, fl =k(75—¢q), de donde 5 Sd q 7 = kdt y la integracién
resulta en In(75 — ¢) = —kt + C.

Cuando r=0,¢=0y C =75, de manera que In(75 — ¢) = —kt + In 75.

Cuanto 7 =30y g = 8, se tiene que 30k = In 75 — In 67; por tanto, k = 0.0038 y ¢ = 75(1 — ¢%0038),

Cuando 1 =90, g = 75(1 — 3% ~ 21.6 gramos.

2
Resuelva 2 = xe* + cos x.

d
Aqui, - i (_y) xe* + cos x. Por tanto, 2 J(xe + cosx)dx = xe* —e* +senx+ C,, y otra integracién

d
produce y = xe* — 2¢* —cos x + Cix + C,.

Resuelva x Z—zz + x% =a.

Sea p= Zy entonces, Z—;); Z y la ecuacién dada Sedconv1erte en yx %4- xp=a Oxdp+ pdx= P a x.
Entonces, la integracién resultaen xp = a In Ixl + C;, 0 X dz =aln IxI+ C,. Cuando esto se escribe como
dy=alnlxl| %+ C % , al integrar se obtiene y = %aln2 IxI+C/Inlxl+C, .
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31.

32.

CAPITULO 59 Ecuaciones diferenciales

Resuelva xy" +y'+ x=0.

d d*y dp d
Seap= dy Entonces, 55 P y =Y la ecuacion dada se convierte en X d_p +p+x=00xdp+p dx=—xdx.
. C,
La integracion resulta en Xp = —%X +C, , y por sustitucién de p se obtiene % = —%x + 7, y otra integracién
day=12"+C,Inlxl+C,.

2
Resuelva % -2y=0.

Como %[( ¥)?1=2y’y”, puede multiplicar la ecuacién dada por 2y’ para obtener 2y'y" = 4yy’, y luego
integre para obtener O ) = 4!)’)’ dx = 4_[)’61)’ =2y’+C,.

Entonces \/2)/7+C , de modo que\/zdic dxyInl/2y+ /2y’ + C,1=2x+1In C,. La dltima
ecuacion da \/—y+ 2y*+C, =C,e™

2 1
Resuelva y”= 7
2y’ . .
- )i . Entonces, la integracion produce

dy _ JI+Cy? o ydy

?=—=+4+C, demodoque ——= =
o) = 2 q dx y \/1 n Clyz

Multiplique por 2y’ para obtener 2y’y” =

Otra integracién resulta en \/1+ C,y* =C,;x+C, 0 (Cx+ C,)* = Cpy* = 1.

d*y ., dy
Resuelva —— dxz 3d——4 y=0.

Aqui se tiene que m* + 3m — 4 =0, de donde m = 1, —4. La solucién general es y = C,¢* + C,e™".
2
Resuelva Z 5+ 3 dy _ =0.
Aqui, m* + 3m = 0, de donde m = 0, 3. La solucidn general es y = C, + C,e™*.
Yy .4y

d
Resuelvaw— e +13y=0.

Aqui, m*> —4m + 13 = 0, con raices m, =2 + 3i y m, = 2 — 3i. La solucién general es
y= Cle(2+3i)x + C2€(2—3i)x — ez"(Clem + Cze—Six)
En virtud de que e = cos ax + i sen ax, se tiene que e** = cos 3x + i sen 3x y e~ = cos 3x — i sen 3x. Por
tanto, la solucién puede plasmarse en la forma
y = €*[C\(cos 3x + i sen 3x) + C,(cos 3x — i sen 3x)]
=e>[(C, + C,) cos 3x + i(C, — C,) sen 3x]

= ¢™(A cos 3x + fFsen 3x)

d*y d
Resuelva W - dy

Aqui, m* —4m + 4 =0, con raices m = 2, 2. La solucidn general es y = C,e* + Cyxe>.

+4y=0.

d’y -y
ResuelvaF+3d —4y=2x"

Del problema 6, la fraccién complementaria es y = C,e* + Coxe™.



33.

34.

35.

36.

Para hallar una solucién en particular de la ecuacion, observe que el miembro de la derecha es R(x) = x2.
Esto indica que la solucién en particular contendrd un término en x” y quiza otros términos obtenidos mediante
derivacion sucesiva. Supéngase que serd de la forma y = Ax> + Bx + C, donde se determinardn las constantes A,
B, C. Por tanto, se sustituye y = Ax* + Bx + C, y'=2Ax + B, y y" = 2A en la ecuacién diferencial para obtener

2A +3(2Ax+B) - 4(Ax* + Bx+ C) =x> 0 —4Ax’+ (6A —4B)x + (2A +3B-4C) = x*

Como esta dltima ecuacién es una identidad en x, se tiene que 4A =1,6A4A -4B=0y2A +3B-4C=0.
1 3 13 1 ,_3 13

Esto resultaen A = - B= -3 C= —3p YY=—gX —gx—35 esuna solucién en particular. Asi, la
1A — X —4x _l 2 _2 _ﬁ
solucién general es y = Cie* + C,e I Tg¥ 3y
d’y _Sdy o _
Resuelva pra Za— 3y=cosx.

Aqui, m> —2m -3 =0, de donde m = -1, 3; la funcién complementaria es y = C,e™ + C,¢*'. El miembro
de la derecha de la ecuacién diferencial indica que una solucién particular es de la forma A cos x + B sen x.
Por tanto, se sustituye y=A cos x+ Bsenx, y'=Bcosx—Asenxy y'=-A cos x— B sen x en la ecuacion
diferencial para obtener

(-A cos x— B sen x) —2(B cos x — A sen x) — 3(A cos x + B sen x) = cos x

) —2(2A + B) cos x + 2(A — 2B)sen x = cos x

La tltima ecuacion da2(2A + B)=1yA - 2B =0, de donde A = —%, B= —%, La solucién general es

—X 3x _l _L
Ce*+Ce 5 COS X~ [ysenx.

2
Una pesa suspendida de un resorte sube y baja de manera que la ecuacién de movimientos es % +165=0,

donde s es el estiramiento del resorte en el instante #. Sis =2y % =1, cuando 7 = 0, encuentre s en términos de t.

Aqui m? + 16 = 0 resulta en m = £4i, y la solucién general es s = A cos 47 + B sen 4¢. Ahora, cuando 7 =0,
s=2=A, de forma que s = 2 cos 4 + B sen 4t.
Asimismo, cuando 7 = 0, ds/dt = 1 = -8 sen 4t + 4B cos 4t = 4B, y entonces B = % Asi, la ecuacion

requerida es s =2 cos4z + %sen 4z .

La corriente eléctrica en cierto circuito estd dada por Z—Z + 4% +250471=110.Si1=0y % =0, cuando r =0,
halle /7 en términos de ¢.

Aqui, m?* + 4m + 2504 = 0 da m = -2 + 50i, -2 — 504; la funcién complementaria es ¢=*(A cos 50¢ + B sen
50¢). Como el miembro de la derecha es una constante, se encuentra que la solucion particular es 7 = 110/2504
=0.044. Asi, la solucién general es I = e(A cos 50t + B sen 50¢) + 0.044.

Asimismo, cuando ¢ = 0, dl/dt = 0 = e *[(-2A + 50B) cos 507 — (2B + 50A) sen 50¢] = —2A + 50B. Entonces,
B =-0.0018, y la relacion requerida es I = —e*(0.044 cos 507 + 0.0018 sen 50¢) + 0.044.

Una cadena de 4 pies de largo comienza a deslizarse desde un techo plano cuando tiene 1 pie colgando desde
el borde. Desprecie la friccién y determine a) la velocidad con la que se desliza y b) el tiempo necesario para
hacerlo.

Sea s la longitud de la cadena que cuelga por el borde del techo en el instante 7.

a) Lafuerza F que hace que la cadena se deslice del techo es el peso de la parte que estd colgando del borde.
Ese peso es de miligramos/4. Por tanto,

"

=masa X aceleracion =ms"' = - mgs o  s''= 1 gramos
F X acel "=1mg :

Multiplicando por 2s’ se obtiene 2s’s” = £ gss” e integrando una vez resulta (s”)* = 4 gs> + C,.

sajelouaJaIp sauoendy  6G 0INLIAYI



37.

b)

CAPITULO 59 Ecuaciones diferenciales

Cuandor=0,s=1ys'=0.Portanto, C,=—%4g ys' = %\/5\/32 —1.Cuando s =4, s"=1./15g pies/
segundo.
ds

Vst —1
=0yIn(s+Vs>=1)=4/gr.

Cuandos=4,t= %111(4 + \/B) segundos.
8

Como = %\/E dt, la integracién da 1n|s ++/s?—1|=+./gt + C,. Cuando t =0, s = 1. Entonces, C,

Un bote con masa de 1600 libras tiene una rapidez de 20 pies/s cuando su motor se detiene sibitamente (en
t = 0). La resistencia del agua, proporcional a la rapidez del bote, es de 200 libras cuando ¢ = 0. ; Qué distancia
habrd recorrido el bote cuando su rapidez se reduzca a 5 pies/s?

Sea s la distancia recorrida por el bote ¢ segundos después de haberse detenido el motor. Luego, la fuerza F

en el bote es

F=ms"=-Ks'de donde s" = —ks’

Para determinar k, se observa queent=0,s'=20y s” = fuerza_ _200g =—4 . Entonces, k=—s"/s" = 1.
masa 1600 B
Ahora s” = % = —%, una integracién dalne=—-%r+C, ov=C,e™.
Cuando 7 =0, v = 20. Entonces, C, =20y v= % =20¢7". Otra integracioén da s = —100e™ + C,.

Cuando 7 =0, s = 0; entonces, C, = 100 y s = 100(1 — ¢?). Se necesita el valor de s cuando v =5 = 20e™>,

es decir, cuando e = 4. Asf, s =100(1— %) = 75 pies.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

38. Escriba la ecuacién diferencial cuya solucion es:

a) y=Cx*+1 b) y=Cx+C
¢) y=Cx*+(C? d xy=x*-C
e) y=C,+Cux+ Cyx? N y=Ce+ Ce¥
g) y=C,senx+ C,cosx h) y=Ce cos(3x + C,)
Respuestas: a)xy'=2(y—1);b) y'=(y—xy)%¢) 4%y =2y + () d)xy'+y=3x%e) y"' =0, /) y" = 3y"+
2y=0;8)y"+y=0;h) y"=2y'+10y=0
39. Resuelva
a) ydy—4xdx=0 Respuesta: y*=4x*+ C
b) y*dy-3x’dx=0 Respuesta: 2y’ =3x°+C
c) Xy =y(x-4) Respuesta: x> —xy + 2y = Cx%y
d) (x2y)dy+(y+4x)dx=0 Respuesta: xy —y*+2x*=C
e) (2y*+1)y'=3x% Respuesta: y* +Inlyl=x3+ C
D xwQRy-1)=y(1-x) Respuesta: Inlxyl=x+2y+C
Q) (2 +y?)dx=2xydy Respuesta: x*—y*=Cx
h) (x+y)dy=(x-y)dx Respuesta: x*—2xy—y*=C
) x(@x+ydy—ydx=0 Respuesta: y = Ce™™
J) xdy-ydx+xe?dx=0 Respuesta: ¢+ In|Cxl =0
k) dy=QGy+e¥)dx Respuesta: y=(Ce* - 1)e*
I Xy*dy=(1-xy*)dx Respuesta: 2’y =3x*+ C



40.

41.

42.

La tangente y la normal a una curva en un punto P(x, y) se encuentran en el eje x y Ty N, respectivamente, y el
eje yen S'y M, correspondientemente. Determine la familia de curvas que satisfacen las condiciones:

a) TP=PS;b) NM =MP;c) TP =0OP;d) NP =OP
Respuestas: a)xy=C;b)2x*+y*=C;c)xy=C,y=Cx;d) x*+y*=C

Resuelva el problema 21 suponiendo que el agua pura fluye en el tanque a una razén de 3 galones/minuto y la
mezcla sale al mismo ritmo.

Respuesta:  13.44 libras

Resuelva el problema 41 suponiendo que la mezcla sale a una razén de 4 gal/min. (Sugerencia: dg = — T 0?)(]_ - dr).

Respuesta:  0.02 libras

En los problemas 43 a 59, resuelva la ecuacién indicada.

43. ZTZ%]=3)C+2 Respuesta: y=+x*+x*+Cx+C,

44. > Z—Z =4(e* +1) Respuesta: y=e*+e >+ Cx+C,
d’y

45. e —9sen3x Respuesta: y=sen3x+ Cx+ C,

46. x;l—z— 3%+ 4x=0 Respuesta:  y=x*+ Cix*+ C,

47. ZTZ); - % =2x—x’ Respuesta: y= %3 +Ce* +C,

48. x Zi); - % =8x° Respuesta: y=x*+Cx>+ C,

49. fl—;)z] - % +2y=0 Respuesta: y= C,e" + C,e™

50. %2)2} + 5% +6y=0 Respuesta: y=Ce? + Cye™

51. ZTZ); - % =0 Respuesta: y=C, + Cye*

52. Cdi—;)z] - 2%4— y=0 Respuesta: 'y = C,xe* + C, sen 3x

53.

Z249y=0 Respuesta: y=C, cos 3x+ C, sen 3x

sajelouaJaIp sauoendy  6G 0INLIAYI



54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

CAPITULO 59 Ecuaciones diferenciales

d’y ,dy

pranr +5y=0 Respuesta: y=e*(C,cos x + C, sen 2x)
Ldlxy 4 Zy +5y=0 Respuesta: y=e* (C, cos x + C, sen x)
d y dy —x —3x
P +4d +3y=6x+23 Respuesta: y=Cie™*+ Cye™ +2x+5
2
e +4y e Respuesta: y=C,sen2x+ C, cos 2x+4 13
2
% - Zy +9y=x+e* Respuesta: y=C,e* +Cyxe™ +e* + 3 9 X4 %
d?y
T~ y=cos 2x—2sen2x Respuesta:  y=Ce*+C,e — L cos 2x + % sen2x

Una particula de masa m que se mueve en un medio que ofrece una resistencia proporcional a la velocidad estd
sujeta a una fuerza de atraccién proporcional al desplazamiento. Determine la ecuacion del movimiento de la

2
particula si el instante t =0, s =0, y 8" = v;,. (Sugerencia: aqui m ‘:l 5 =—k Zi k,s 0 Z ) Zi +¢%=0,b>0.)

. . v, .
Respuesta:  Sib*=c% s=vyyte™; sib*<cs= %e”” sen/c? —b’t sib*>c?,
et =b
§= L(e(*bﬂ/bzfvz)r —_ e(—h—«/htcz)x)

24b* = ¢?
Justifique el método para resolver una ecuacion diferencial separable % SAES E ; or integracion, es decir,
[ £y dx+ [ gy dy =

Respuesta:  se derivan ambos lados J f(x)dx+ j g(y) dy = C respecto a x, lo cual resulta en

dy _ ™

, == la solucion y satisface la ecuacion dada.
dx =g Y

S+ g(y)% =0. Por tanto



Apéndice A

Formulas trigonomeétricas

cos’@+ sen’f=1

cos(@+ 27 = cosl

sen(@+ 27) = send

cos(—6) = cos@

sen(—6) = —send

cos(u + v) = Ccos u cos v —sen u sen v
cos(u — v) =cos u cos v + sen u sen v
sen(u + v) = sen u cCos v + COS u Sen v
sen(u — v) = sen u COS ¥ — COS 1 sen v
sen2d=2 sen @cos &

c0s28=cos?> @—sen®> @=2 cos> @—1=1-2sen*> &

senx 1
tanx=——=—

cosx cotx

COSX 1
cotx = =

senx tanx
secx =

COosx

1
cosecx =——
senx

tan(—x) = —tan x
tan(x + 7) = tan x
1 + tan® x = sec® x

1 + cot? x = cosec? x

tanu + tany
cos? g = w tan(u +v) = 1—tanu tanv

tanu — tany

6 1-cos@ )=
sen’ 5= % tan(u —v) 1+ tanu tany
cos (%—9) =sen®; sen(z— 6) = sen G; sen(f+ 1) =-senf
sen(%—@) = co0s0; cos(r— 6) = —cos 8; cos(6+ n) = —cosb
A
Ley de los cosenos: ¢ = a* + b* — 2ab cos 6
b c
Ley de los senos: send _senB _senC P
a b c
C B




Apéndice B

Formulas geomeétricas

(A = drea, C = circunferencia, V = volumen, S = drea de la superficie lateral)

Tridngulo Trapezoide Paralelogramo Circulo
| bZ
i L '
0 0 =
b b, b
— 1 — 1 2
A—Ebh A—j(bl+b2)h A=bh a=nr*, C=2nr
Esfera Cilindro Cono
4 _ o2 1
V=xnr V=nrh V==nrh
3 3
S=4rr? S=2nrh S=nrs=nrr’+n
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