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PREFACIO

El propésito principal de esta edicion es en esencia el mismo que el de la primera, con los cambios que se mencionan
a continuacién. Primero citaremos partes del prefacio escrito por Murray R. Spiegel para la primera edicién del
libro:

“Este libro esta disefiado para emplearse como libro de texto en un curso formal de andlisis vectorial o como
complemento til de varios libros actuales de uso comtin.”

“Cada capitulo comienza con el enunciado claro de las definiciones, principios y teoremas pertinentes, asi como
con ilustraciones y otros materiales descriptivos. Esto va seguido de grupos de problemas resueltos y propuestos
en orden creciente de dificultad... Con los problemas resueltos se incluyen numerosas pruebas de teoremas y la
obtencion de férmulas. La gran cantidad de problemas propuestos con respuestas, sirve como material de revision
completa de cada capitulo.”

“Los temas cubiertos incluyen algebra y calculo diferencial e integral con vectores, los teoremas de Stokes,
divergencia y otros del célculo integral, asi como muchas aplicaciones procedentes de distintos campos. Las
caracteristicas agregadas son los capitulos sobre coordenadas curvilineas y el andlisis tensorial...”

“En el texto se ha incluido una cantidad considerablemente mayor de la que puede cubrirse en la mayoria de
cursos de los niveles iniciales. Esto se ha hecho con la intencién de que el libro sea mas flexible y ttil como referencia
y para estimular la profundizacién en los temas.”

Algunos de los cambios realizados a la primera edicién son los siguientes: ) Muchas secciones se ampliaron a
fin de que fueran mas accesibles para los lectores, ) nuevo formato, por ejemplo: el nimero de cada capitulo esta
incluido en las leyendas de todos los problemas y figuras, ¢) muchos de los resultados se plantean ahora de manera
formal como Proposiciones y Teoremas, y d) se agregaron materiales nuevos tales como el andlisis de la dependencia
e independencia lineales, y el estudio de R" como espacio vectorial.

Por tltimo, expresamos nuestra gratitud al equipo de McGraw-Hill, en particular a Charles Wall, por su excelente
cooperacion en todas las etapas de la preparacion de esta segunda edicion.

SEYMOUR LIPSCHUTZ
DENNIS SPELLMAN
TEMPLE UNIVERSITY
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Vectores y escalares

1.1 INTRODUCCION

Los elementos fundamentales del andlisis vectorial son los vectores y los escalares. Usaremos la notacién R para
denotar la recta numérica que se asocia con el conjunto de niimeros reales, R? para denotar el plano cartesiano y R?
para el espacio ordinario en tres dimensiones.

Vectores

Hay cantidades en fisica y otras ciencias que se caracterizan por tener magnitud y direccion, tales como el despla-
zamiento, Velocidad_,)fuerza y aceleracion. Para describir dichas cantidades definimos el concepto de vector como el
segmento de recta PQ que va de un punto P a otro punto Q. Aqui se llama a P el punto inicial u origen de PQ'y Q se
denomina punto terminal, fin o término del vector.

. Denotaremos los vectores cog) letras escritas en negritas, o con letras con una flecha sobre ellas. Asi, el Vec_tgr
PQ puede denotarse con A o con A, como en la figura 1-1a). La magnitud o longitud del vector se denota con \PQ
A X| 0A.

Se aplica lo siguiente:

s

bl

a) Dos vectores A y B son iguales si tienen la misma magnitud y direccién, sin que importe su punto inicial. Asi, en la
figura 1-1a), A = B.

b) Un vector que tenga direccion opuesta a la de otro vector dado, A, pero con la misma magnitud, se denota por medio
de —A [veala figura 1-1b)] y se denomina negativo de A.

Figura 1-1

Escalares

Otras cantidades de la fisica y de las ciencias se caracterizan por tener s6lo magnitud, por ejemplo, la masa, la lon-
gitud y la temperatura. Es frecuente llamar escalares a dichas cantidades para diferenciarlas de los vectores. Sin
embargo, debe recalcarse que aparte de tener unidades tales como pies, grados, etc., los escalares no son mds que
numeros reales. Por eso es posible denotarlos con letras comunes. Los nimeros reales 0 y 1 también forman parte
del conjunto de escalares.
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1.2 ALGEBRA VECTORIAL

Hay dos operaciones bdsicas con vectores: a) suma de vectores; b) multiplicacién por un escalar.

a) Suma de vectores

Considere los vectores A y B que se ilustran en la figura 1-2a). La suma o resultante de A 'y B es el vector C que se
forma cuando se coloca el punto inicial de B en el punto terminal de A, para luego unir el punto inicial de A con el
punto terminal de B, como se ilustra en la figura 1-2b). La suma C se escribe C = A + B. Esta definicién es equiva-
lente a la ley del paralelogramo para la suma de vectores, como se observa en la figura 1-2c¢).

B -
> B 39 Tt~al
C=A+B \‘\\\\

C=A+B -

e T

a) b) ©)
Figura 1-2

La extension a sumas de mds de dos vectores es inmediata. Por ejemplo, considere los vectores A, B, Cy D de
la figura 1-3a). En la figura 1-3b) se ilustra la forma de obtener la suma o resultante E de los vectores A, B, Cy D,
es decir, al conectar el final de cada vector con el principio del siguiente.

B
/
/
(&
) E=A+B+C+D
a) b)

Figura 1-3

La diferencia de los vectores A y B se denota con A — B, es aquel vector C que al ser sumado a B da como
resultado el vector A. De manera equivalente, A — B puede definirse como A + (—B).

Si A = B, entonces A — B se define como el vector nulo o cero y se representa con el simbolo 0 o 0. Tiene
magnitud igual a cero y su direccién no esta definida. Un vector que no sea nulo es un vector propio. Supondremos
que todos los vectores son propios a menos que se especifique otro caso.

b) Multiplicacion por un escalar

La multiplicacién de un vector A por un escalar m produce un vector mA con magnitud |m| veces la magnitud de A
y la direccién de mA estd en la misma de A o es opuesta a ella, segtin sea m positivo o negativo. Si m = 0, entonces
mA = 0, que es el vector nulo.



1.4 LOS VECTORES UNITARIOS RECTANGULARES: i, j, K

Leyes del algebra vectorial

El teorema siguiente es valido:

TEOREMA 1.1: Suponga que A, B y C son vectores y m y n son escalares. Entonces se cumplen las siguien-
tes leyes:

[A] A+B)+C=A+B)+C Ley asociativa para la suma
[A;]  Existe un vector cero, 0, tal que para todo

vector A,

A+0=0+A=A Existencia del elemento cero
[A3;] Paratodo vector A, existe un vector —A

tal que

A+(A)=(—-A)+A=0 Existencia de los negativos
[As] A+B=B+A Ley conmutativa para la suma
[M;] m(A + B) =mA + mB Ley distributiva
[M,] (m + n)A = mA + nA Ley distributiva
[M;3] m(nA) = (mn)A Ley asociativa
My] 1(A)=A Multiplicacién por la unidad

Las ocho leyes anteriores son los axiomas que definen una estructura abstracta llamada espacio vectorial.
Dichas leyes se agrupan en dos conjuntos, indicados por sus leyendas. Las primeras cuatro leyes se refieren a la
suma de vectores. Con ellas es posible demostrar las propiedades siguientes de la suma de vectores.

a) Cualquier suma A; + A; + --- + A,, de vectores no requiere de paréntesis y no depende del orden de los sumandos.
b) El vector cero, 0, es Gnico y el negativo, —A, de un vector A es unico.
¢) (Ley de cancelacién). Si A + C = B + C, entonces A = B.

Las cuatro leyes restantes se refieren a la multiplicacién por un escalar. Con su empleo se demuestran las pro-
piedades siguientes.

PROPOSICION 1.2: a) Para cualquier escalar m y el vector cero, 0, se cuample que m0 = 0.
b) Para cualquier vector A y el escalar 0, se cumple que 0A = 0.
c¢) SimA = 0,entoncesm =00A = 0.
d) Para cualquier vector A y un escalar m, se cumple que (—m)A = m(—A) = —(mA).

1.3 VECTORES UNITARIOS

Los vectores unitarios son aquellos que tienen una longitud igual a uno. Suponga que A es un vector cualquiera con
longitud |A| > 0. Entonces A/|A| es un vector unitario, denotado por a, que tiene la misma direccién que A. Asimismo,
cualquier vector A puede representarse con un vector unitario a en la direcciéon de A multiplicado por la magnitud
de A. Es decir, A = |Ala.

EJEMPLO 1.1 Suponga que |A| = 3. Entonces a = ‘A‘/S es un vector unitario en la direccién de A. También se cumple
que A = 3a.

1.4 LOS VECTORES UNITARIOS RECTANGULARES: i, |, k

Un conjunto importante de vectores unitarios, denotados por i, j y k, son aquellos que tienen las direcciones de los
ejes x, y y z, respectivamente, de un sistema de coordenadas rectangulares de tres dimensiones. [Vea la figura 1-4a).]

El sistema de coordenadas que se ilustra en la figura 1-4a), que serd el que usemos a menos que se especifique
otro caso, se denomina sistema de coordenadas de la mano derecha. El sistema se caracteriza por la siguiente pro-
piedad: si doblamos los dedos de la mano derecha con un giro de 90° a partir del eje positivo de las x y hacia el eje y
positivo, entonces el pulgar apuntard en la direccién del eje positivo de las z.
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En general, suponga que los vectores A, B y C, distintos de cero, tienen el mismo punto inicial y no estdn con-
tenidos en el mismo plano. Entonces, se dice que A, B y C forman un sistema de mano derecha o sistema diestro,
como un tornillo con rosca derecha que gira en un dngulo menor que 180° de A a B y avanza en la direccién de
C, como se ilustra en la figura 1-4D).

Z

A C

A
k A
i > y y
1 o B
A

X

a) b) c)

Figura 1-4

Componentes de un vector

Cualquier vector A en tres dimensiones puede representarse con su punto inicial en el origen O = (0, 0, 0) y su punto
final en otro punto distinto, digamos (A}, A, A3). Entonces, los vectores Aii, A,j y AsK se llaman vectores componen-
tes de A en las direcciones x, y y z, y los escalares A, A, y A3 se denominan componentes de A en las direcciones x,
Yy z, respectivamente. [(Vea la figura 1-4c).]

Lasumade Aji, Ayj y Ask es el vector A, por lo que puede escribirse lo siguiente:

A :Ali +A2j +A3k

Al = /A + A3 + A3

Considere un punto P(x, y, z) en el espacio. El vector r que parte del origen O hacia el punto P se llama vector
de posicion (o radio vector). Entonces, podemos escribir r como sigue:

La magnitud de A es:

r=uxi+yj+zk
Su magnitud es: |r| = /x2 + y% + Z2.
Se cumple la siguiente proposicion.
PROPOSICION 1.3: Suponga que A = Aji + A,j + Asky B = Byi + B,j + Bsk. Entonces,
i) A+B = (A +B))i+ (A2 + By)j+ (A3 + B3k
ii) mA = m(Ai + Ayj + AsK) = (mA )i + (mA,)j + (mAs)k

EJEMPLO 1.2 Supongaque A = 3i + 5j — 2k y B = 4i — 8j + 7k.
a) Paraencontrar A + B, se suman las componentes respectivas y se obtiene A + B = 7i — 3j + 5k
b) A fin de calcular 3A — 2B, primero se multiplica por los escalares y después se suma:

3A — 2B = (9i + 15j — 6k) + (—8i + 16j — 14k) = i + 31j — 20k

¢) Para calcular |A| y [B], se extrae la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las componentes:

Al =v9+25+4 =138 y [B] =16+ 64 + 49 = V129
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1.5 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Suponga que se dan los vectores Ay, A; ..., A, y los escalares ay, a, ..., a,. Entonces podemos multiplicar los vecto-
res por los escalares correspondientes y luego sumar los productos correspondientes para formar el vector

B=aA +aA+ -+ a,A,

Dicho vector B se denomina combinacion lineal de los vectores Aj, As, ..., A,.
Se aplica la definicién siguiente:

DEFINICION Los vectores Ay, Ay, ..., A, son linealmente dependientes si existen escalares aj, a,, ..., a,,
distintos de cero, tales que
aA A+ +2,A,=0

En caso contrario, los vectores son linealmente independientes.

La definicién anterior puede replantearse como sigue. Considere la ecuacién vectorial

XlAl + X2A2 +-+ XnAn =0

donde xj, Xo, ..., X, son escalares desconocidos. Esta ecuacién siempre tiene la solucién cero: x; = 0, x, = 0, ...,
x, = 0. Si ésta es la tnica solucidn, los vectores son linealmente independientes. Si hay una solucién con algun valor
x; # 0, entonces los vectores son linealmente dependientes.

Suponga que A no es el vector nulo. Entonces A, en si mismo, es linealmente independiente, ya que

mA =0y A # 0, implicaque m =0

Se cumple la proposicién siguiente.

PROPOSICION 1.4: Dos o0 més vectores son linealmente dependientes si y s6lo si uno de ellos es una combina-
cién lineal de los otros.

COROLARIO 1.5: Los vectores A y B son linealmente dependientes si y s6lo si uno es multiplo del otro.

EJEMPLO 1.3

a) Los vectores unitarios i, j y k, son linealmente independientes, ya que ninguno de ellos es una combinacion lineal de
los otros dos.

b) Suponga que aA + bB + cC =a’A + b’'B + ¢'C, donde A, B y C son linealmente independientes. Entonces a = a’,
b=b,c=c'.

1.6 CAMPO ESCALAR

Suponga que a cada punto (x, y, z) de una regién D en el espacio le corresponde un nimero (escalar) ¢(x, y, z). En-
tonces ¢ se denomina funcion escalar de posicion, y decimos que se ha definido un campo escalar ¢ sobre D.

EJEMPLO 1.4

a) La temperatura en cualquier punto dentro o sobre la superficie de la Tierra en un momento determinado, define un
campo escalar.

b) Lafuncién ¢(x, y, z) = x’y — z* define un campo escalar. Considere el punto P(2, 3, 1). Entonces
&(P)=8(3) — 1 =123.

Un campo escalar ¢ que es independiente del tiempo se llama campo escalar estacionario o de estado estable.

1.7 CAMPO VECTORIAL

Suponga que a cada punto (x, y, z) de una regién D en el espacio, le corresponde un vector V(x, y, z). Entonces V se
llama funcion vectorial de posicion, y decimos que se ha definido un campo vectorial V sobre D.
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EJEMPLO 1.5

a) Suponga que se conoce la velocidad que tiene en un momento dado cualquier punto dentro de un fluido en movimien-
to. Entonces, se ha definido un campo vectorial.

b) La funcién V(x, y, z) = xy%i — 2yz’j + x°zk define un campo vectorial. Considere el punto P(2, 3, 1). Entonces,
V(P) = 18i — 6j + 4k.

Un campo vectorial V que sea independiente del tiempo se llama campo vectorial estacionario o de estado estable.

1.8 ESPACIO VECTORIAL R"

Sea V = R", donde R" consiste en todas las sucesiones de n elementos u = (aj, a,, ..., a,) de ndmeros reales llamados

componentes de u. Se usa el término vector para los elementos de V y los denotamos con el uso de las letras u, vy

w, con o sin subindice. A los nimeros reales los llamamos escalares y los denotamos con letras distintas de u, v o w.
Definimos dos operaciones sobre V = R":

a) Suma de vectores

Dados los vectores u = (ay, ap, ..., a,) y v = (b, b, ..., b,) en V, se define la suma vectorial u + v como sigue:

u+v=(a+by,ay+bsy,...,a,+b,)
Es decir, se suman las componentes que corresponden a los vectores.

b) Multiplicaciéon por un escalar

Dado un vector u = (ay, a,, ..., a,) y un escalar k en R, se define el producto por un escalar ku asi:

ku = (kay, kas, .. .,ka,)

Es decir, se multiplica cada componente de u por el escalar k.

PROPOSICION 1.6: V = R" satisface los ocho axiomas de un espacio vectorial que se listan en el teorema 1.1.

PROBLEMAS RESUELTOS

1.1.  Diga cudles de los siguientes son escalares y cudles son vectores:
a) calor especifico, b) momento, c¢) distancia, d)rapidez, e) intensidad de campo magnético

Solucion

a) escalar, b) vector, c)escalar, d)escalar, e) vector

1.2.  Represente en forma grifica: a) una fuerza de 10 1b con direccion 30° al noreste,
b) una fuerza de 15 1b con direccion 30° al este del norte.

Solucion

Al elegir la unidad de magnitud que se muestra, los vectores requeridos son los indicados en la figura 1-5.

N N
—_
Unidad =5 1b
o
30 5
oY
30°
W E W E
S S
a) b)

Figura 1-5
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Un automdvil viaja 3 millas hacia el norte, luego 5 millas hacia el noreste. Represente estos desplazamientos
en forma grafica y determine el desplazamiento resultante: a) en forma grafica y b) analiticamente.

Solucion

La figura 1-6 presenta los desplazamientos requeridos.

El vector OP o A representa el desplazamiento de 3 millas hacia el norte.

El vector PQ o B representa el desplazamiento de 5 millas hacia el noreste.

El vector OQ o C representa el desplazamiento resultante o suma de vectores A y B, es decir C = A + B. Esta es

la ley del tridngulo para la suma de vectores.

El vector resultante OQ también puede obtenerse con la construccién de la diagonal del paralelogramo OPQOR
que tiene como lados a los vectores OP = A y a OR (igual al vector PQ o B). Es 1a ley del paralelogramo para la
suma de vectores.

a) Determinacion grdfica de la resultante. Trace la unidad de 1 milla para el vector OQ a fin de encontrar la
magnitud de 7.4 millas (aproximadamente). Con un transportador se lee el angulo EOQ = 61.5°, aproximada-
mente. Entonces, el vector OQ tiene una magnitud de 7.4 millas y direccién 61.5° hacia el noreste.

b) Determinacion analitica de la resultante. Del tridngulo OPQ, con la notacién A, B y C para las magnitudes
de A, By C, obtenemos lo siguiente, por la ley de los cosenos:

C? = A2+ B? —2ABcos ZOPQ = 3% + 5% — 2(3)(5) cos 135° = 34 + 15+/2 = 55.21
y C = 7.43 (aproximadamente).

A B C
sen/ OQP  sen/ OPQ’

AsenZOPQ 3(0.707)

C 7.43
Asi, el vector OQ tiene una magnitud de 7.43 millas y direccién (45° + 16°35’) = 61°35’ hacia el noreste.

Por la ley de los senos, Entonces,

sen/ OQP =

=0.2855 y ZOQP = 16°35,

N
Q N 0
27
B A T
P 30
s /50 AR A ¢
P 459
3 7
135° /¢ \ 5 E
+ 60°
A B
— D
w 0 E Unidad = 5 pics
—
Unidad = 1 milla S
S R
Figura 1-6 Figura 1-7

Encuentre la suma (resultante) de los desplazamientos siguientes:

A: 10 pies al noroeste, B: 20 pies, 30° al noreste, C: 35 pies hacia el sur.

Solucion

La figura 1-7 muestra la resultante obtenida como sigue (donde una unidad de longitud es igual a 5 pies).
Sea que A comience en el origen. En el punto terminal de A se coloca el punto inicial de B. En el punto termi-
nal de B se sitia el punto inicial de C. La resultante D se forma al unir el punto inicial de A con el punto terminal
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CAPITULO 1 VECTORES Y ESCALARES

de C,es decirD = A + B + C. En forma gréifica, la resultante D se mide y resulta tener una magnitud de 4.1 unida-
des = 20.5 pies con direccion 60° al sureste.

Demuestre que la adicion de vectores es conmutativa, es decir, que A + B = B + A (teorema 1.1[A4]).

Solucion
Como se aprecia en la figura 1-8,

OP + PO = 0Q,obienA + B=C,yOR + RO = 0Q,obienB + A =C
Por tanto, A + B =B + A.

B

Figura 1-8 Figura 1-9

Demuestre que la adicién de vectores es asociativa, es decir, A + (B + C) = (A + B) + C (teorema 1.1[A ]).

Solucion
Como se indica en la figura 1-9,
OP+PQ=00=A+B) vy PO+QOR=PR=B +C)
OP+PR=0OR=DoA+B+C)=D y O0+QOR=0OR=Do(A+B)+C=D
Asi, A+ B+C)=((A+B)+C.

Las fuerzas Fy, F», ..., Fg actian sobre un objeto P, como se ilustra en la figura 1-10a). Calcule la fuerza que
se necesita para impedir que P se mueva.

Solucion

Como el orden de la suma de vectores es irrelevante, podemos comenzar con cualquier vector, digamos F;. A Fy

hay que sumarle F», luego F5 y asi sucesivamente, como se ilustra en la figura 1-10b). El vector que se dibuje a

partir del punto inicial de F1 hasta el punto terminal de Fg es la resultante R, es decir, R = F; + F, + --- + Fg.
La fuerza necesaria para impedir que P se mueva es —R, que a veces recibe el nombre de equilibrante.

Figura 1-10
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PROBLEMAS RESUELTOS

Dados los vectores A, By C en la figura 1-11a), construya A — B + 2C.

Solucion

Se comienza con A, se suma —B y después se suma 2C, como se observa en la figura 1-115b). La resultante es
A—B +2C.

a) b)
Figura 1-11

Dados dos vectores no colineales a y b, como los que aparecen en la figura 1-12, encuentre una expresién
para cualquier vector r que esté en el plano que determinan a y b.

Solucion

Los vectores no colineales son aquellos que no son paralelos a la misma linea. De ahi que cuando sus puntos ini-
ciales coinciden, determinan un plano. Sea r cualquier vector contenido en el plano de a y b y cuyo punto inicial
coincide con los puntos iniciales de a y b en O. A partir del punto terminal R de r, se construyen lineas paralelas a
los vectores a y b para completar el paralelogramo ODRC por extension de las lineas de accién de a y b, si fuera
necesario. De la figura 1-12,

OD = x(OA) = xa, donde x es un escalar
OC = y(OB) = yb, donde y es un escalar

Pero segtin la ley del paralelogramo de la suma de vectores:
OR =0D + OC,obienr = xa + yb

que es la expresion requerida. Los vectores xa y yb se llaman vectores componentes de r en las direcciones a y b,
respectivamente. Los escalares x y y pueden ser positivos o negativos en funcién de las orientaciones relativas de
los vectores. De acuerdo con la forma de construirlos, es evidente que x y y son tinicos para vectores a, b y r dados.
Los vectores a 'y b se llaman vectores base en un plano.

Figura 1-12 Figura 1-13
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Dados tres vectores no coplanares a, b y ¢, encuentre una expresion para cualquier vector r en el espacio
tridimensional.

Solucion

Los vectores no coplanares son los que no son paralelos al mismo plano. Entonces, cuando sus puntos iniciales
coinciden, no se localizan en el mismo plano.

Sea r cualquier vector en el espacio con su punto inicial coincidente con los puntos iniciales de a, by cen O.
A través del punto terminal de r, se pasan planos paralelos respectivos a los planos determinados poray b, by c,
y ay c; consulte la figura 1-13. Complete el paralelepipedo PORSTUYV por extension de las lineas de accion de a,
b y ¢, si fuera necesario. De

OV = x(OA) = xa, donde x es un escalar
OP = y(OB) = yb, donde y es un escalar
OT = x(OC) = z¢, donde z es un escalar.

Pero OR = OV + VQ + QR = OV + OP + OT, o bienr = xa + yb + zc.

Por el método de construccién, es evidente que x, y y z son tnicos para vectores dados a, b, cy r.

Los vectores xa, yb y ze se llaman vectores componentes de r en las direcciones a, b y ¢, respectivamente. Los
vectores a, b y ¢ se denominan vectores base en tres dimensiones.

Como caso especial, si a, b y ¢ son los vectores unitarios i, j y k, que son mutuamente perpendiculares, se
observa que cualquier vector r se puede expresar en forma Unica en términos de i, j y k por medio de la expresion
r=xi+yj+ zk.

Asimismo, si ¢ = 0, entonces r debe estar en el plano de a y b, por lo que se obtiene el resultado del problema 1.9.

Suponga que a y b no son colineales. Demuestre que xa + yb = 0 implica que x =y = 0.

Solucion

Suponga que x # 0. Entonces xa + yb = 0 implica que xa = —yb o bien a = —(y/x)b, es decir, a y b deben ser
paralelos a la misma linea (colineales) contrario a la hipétesis. Asi, x = 0; entonces yb = 0, por lo que y = 0.

Suponga que x;a + y;b = x,a + y,b, donde a y b no son colineales. Demuestre que x; = x, y y; = y.

Solucion

Observe que xja + y;b = x,a + y,b puede escribirse como
xia+yb—(na+yb)=0 obien (x; —x)a+ (y;—y)b=0.

Entonces, segin el problema 1.11, x; — x, = 0, y; — y, = 0 o bien x; = x, y; = y».

Suponga que a, b y ¢ no son coplanares. Demuestre que xa + yb + z¢ = 0 implicaquex =y =z = 0.

Solucion

Suponga que x # 0. Entonces xa + yb + z¢ = 0 implica que xa = —yb — zcoa = —(y/x)b — (z/x)c. Pero —(y/x)b
— (z/x)c es un vector que estd en el plano de b y ¢ (vea el problema 1.10); es decir, a estd en el planode b y ¢, lo que,
con toda claridad, contradice la hipétesis de que a, b y ¢ son no coplanares. Entonces, x = 0. Con un razonamiento
similar se obtienen contradicciones si se supone que y # 0y z # 0.

Suponga que xja + y;b + zi¢ = xa + y,b + z5¢, donde a, b y ¢ son no coplanares. Demuestre que x; = x»,
Vi=YyYa = 2.
Solucion

La ecuacioén se puede escribir como (x; — xp)a + (y; — y2)b + (z1 — z2)¢ = 0. Entonces, segtin el problema 1.13,

X1 =% =0,y =y»=0,z21 —z2=0o0bienx; = x, y1 =y, 21 = 2.
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1.15. Suponga que los puntos medios de los lados consecutivos de un cuadrildtero estdn conectados por lineas
rectas. Demuestre que el cuadrildtero resultante es un paralelogramo.

Solucion

Sea ABCD el cuadrildtero dado y P, O, Ry S, los puntos medios de sus lados. Consulte la figura 1-14.
Entonces, PQ =;(a+ b),QR=5(b +¢),RS=;(c +d),SP =5(d + a).
Peroa + b + ¢ + d = 0. Entonces

PQ=3(@+b)=—-3(c+d=SR y QR=1(b+c)=—-1d+a)=PS

Asi, los lados opuestos son iguales y paralelos, por lo que PORS es un paralelogramo.

Figura 1-14 Figura 1-15

1.16. Sean P,, P,y P; puntos fijos relativos a un origen O, y sean ry, I, y '3 vectores de posicidon que van de O a cada
punto. Suponga que la ecuacién vectorial a;r; + apr, + asr; = 0 se cumple con respecto al origen O. De-
muestre que se cumplira con respecto de cualquier punto O’ distinto del origen siy s6lo sia; + a, + a3 = 0.

Solucion

Sean rj, r; y r3 los vectores de posicién de Py, P, y P3 con respecto de O, y sea v el vector de posicién de O’
con respecto de O. Se buscan condiciones en las que la ecuacién air| + apr; + asr; = 0 se cumplird en el nuevo
sistema de referencia.

De la figura 1-15, es evidente que ry = v + r{,r, = Vv + r3, r3 = v +r3 por lo que a;r; + apry + asr; = 0
se convierte en

air; + apry, + asrz = al(v + I‘l/) + (lz(V + 1'2’) + (13(V +I‘3/)
=(a, +ay+ a)v + air{ + axr; + ar; =0

El resultado a r{ + apr; + asr; = 0 se cumplird si y sélo si
(ay +a, +a3)v=0, obien a; +a,+ a3 =0.

El resultado puede generalizarse.

1.17. Demuestre que las diagonales de un paralelogramo se bisecan una a la otra.

Solucion

Sea ABCD el paralelogramo dado con diagonales que se intersecan en P, como en la figura 1-16.
ComoBD +a=b, BD=b—a. Entonces BP = x(b — a).

Debidoaque AC=a +b, AP =y(a+b).

Pero AB = AP + PB = AP — BP,

esdecirba=y(@a+b)—x(b —a)=(x+ya+ (y — x)b.
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Como a y b no son colineales, segin el problema 1.12,x + y=1yy —x =0 (entoncesx =y = ;) y Pesel
punto medio de ambas diagonales.

A b

Figura 1-16 Figura 1-17

1.18. Encuentre la ecuacién de la linea recta que pasa por dos puntos dados A y B que tienen vectores de posicion
ay b con respecto del origen.

Solucion
Sea r el vector de posicién de un punto P sobre la recta que pasa por A y B, como se aprecia en la figura 1-17.
Entonces,
OA + AP = OP,obiena + AP = r (es decir, AP =r — a)
y

OA + AB = OB,obiena + AB = b (quees, AB =Db — a)
Como AP y AB son colineales, AP = tAB o bienr — a = #(b — a). Entonces, la ecuacién requerida es
r=a+tb—a)obienr=(1—1ta+1

Silaecuacion se escribe como (1 — f)a + b — r = 0,1a suma de los coeficientesdea,byres1 —¢t+7—1=0.
Entonces, segtin el problema 18, se observa que el punto P siempre estd sobre la recta que une a A y a B'y no de-
pende de la eleccidn del origen O, que es como debe ser, por supuesto.

Otro método. Como AP y PB son colineales, se tiene que para los escalares m y n:
mAP = nPB o bien m(r — a) = n(b — r)

Al resolver r = (ma + nb)/(m + n), que se llama forma simétrica.

1.19. Considere los puntos P(2, 4, 3) y O(1, —5, 2) en el espacio R? tridimensional, como se aprecia en la figura
1-18.

a) Encuentre los vectores de posicién r; y r; para P 'y Q en términos de los vectores unitarios i, j y k.
b) Determine en forma gréfica y analitica la resultante de estos vectores de posicion.
Solucion

a) r, =OP=0C + CB +BP = 2i + 4j + 3k
r,=0Q=0D +DE + EQ =i — 5j + 2k
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b) En forma grdfica, la resultante de r; y r, se obtiene como la diagonal OR del paralelogramo OPRQ. En forma
analitica, la resultante de r; y r; estd dada por

r+ro=Qi+4j+3k) + (-5 +2k) =3i—j+5k

b4 Z
R
. (A}, Ay, Ap)
01,-5,2) 1 P(2]4,3)
] + A
_,II_F____EZ _____ __'li__r_l___ A 10) N y
. L \ Azk
o/ j y q \ 3
E Di A N
C B \\
\
x R Ayj Q0
Figura 1-18 Figura 1-19

1.20. Demuestre que la magnitud del vector A = Aji + A,j + AsKk, que se ilustra en la figura 1-19 es
Al = VAT + 47+ A3,
Solucion
Con el teorema de Pitdgoras,
(OP)* = (00)* + (QP)’
donde OP denota la magnitud del vector OP, y asi sucesivamente. En forma similar (00)* = (OR)* + (RO)>.
Entonces (OP)* = (OR)* + (RQ)* + (QP)*o bien A> = A} + A3 + A} (es decir, A = \/A] + A3 + A3).

1.21. Dados los vectores de radios r; = 3i — 2j + k, r, = 3i + 4j + 9k, r; = —i + 2j + 2k. Encuentre las mag-
nitudes de: a) r3, b)) ry + ry + r3,¢) r] — o + 4rs.

Solucion

@) | =|=i+2j+ 2K = V(=1 + 27 + (2 =3.
b) r1+r2+r3=3i+4j+12k,p0r10que\r1+r2+r3\=«/9+16+14 =169 = 13.
) ri—ry+4rs=2i+2j= i+ 4=./8=2V2

1.22. Encuentre un vector unitario u paralelo a la resultante R de los vectores r; = 2i + 4j — Sky r, = —i — 2j
+ 3k.
Solucion
Laresultante R = ry + r, = (2i + 4j — 5k) + (=i — 2j+ 3k) =i + 2j — 2k. Asimismo,
Magnitud de R = [R| = |i + 2j — 2k| = \/(1)2 + (224 (=2 =3.

Entonces, u es igual a R/\R| Es decir,
u=R/R| = (i +2j — 2k)/3 = (1/3)i + (2/3)j — 2/3)k
Comprobacién: |(1/3)i + (2/3)j — (2/3)k| = V(1/37 +(2/37 +(=2/3)* = 1.
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Supongaquer; =2i —j+ k,r, =1 —3j — 2k, r3 = —2i + j — 3k. Escribar, =i + 3j + 2k como una
combinacién lineal de ry, 1, y r3; es decir, encuentre escalares a, b y c tales que ry = ar; + br, + crs.

Solucion

Se requiere que
i+3j+2k=ai—j+Kk)+ bl —3j—2k) + c(—2i+j — 3k)
=QRa+b—-2)i+(—a+3b+c)j+(a—2b—-3c)k
Como i, j y k no son coplanares, segtin el problema 1.13, igualamos los coeficientes correspondientes a cada uno
de estos vectores, con lo que se obtiene 2a + b —2c=1,—a+3b+c=3,a—2b—3c=2
Al resolver se obtiene: a = —2,b = 1, ¢ = —2. Entonces, ry = —2r; + r, — 2rs.
Se dice que el vector ry es linealmente dependiente de ry, r, y r3; en otras palabras ry, Iy, I3 y Iy constituyen

un conjunto de vectores linealmente dependiente. Por otro lado, cualesquiera tres (o menos) de esos vectores son
linealmente independientes.

Determine el vector con punto inicial en P(xy, y1, z1) y punto terminal en Q(x,, y», 7o) y encuentre su magnitud.

Solucion

Considere la figura 1-20. Los vectores de posicion de P y Q son, respectivamente,
r=xityjtzk y r=xit+ymyjt+zpk

Entonces, r; + PQ = r,, o bien

PQ =1 —r; = (i + y2j + 20k) — (xii + yij + z1k)
= —x i+ (y2 — yj + (22 — 2Dk

La magnitud de PQ = PO = /(x, — x1)> + (2 — y1)* + (z2 — 21)*. Observe que ésta es la distancia entre los
puntos Py Q.

z
P(xy,y1. 21) Cl
r| i Py, 2
Q(xy, ¥y, Zz) v r _~-- N -
oLs1B” B
r 2
0 Y Al
A
X Figura 1-20 X Figura 1-21

Determine los dngulos «, By yque el vector r = xi + yj + zk forma con las direcciones positivas de los ejes
coordenados, y demuestre que

cos? a + cos? B+ cos? y = 1.

Solucion

En relacidn con la figura 1-21, el tridngulo OAP es rectingulo con su dngulo recto en A; entonces, cos & = x/\r\.
En forma similar, los tridngulos rectingulos OBP y OCP, cos 8 = y/|r| y cos y = z/|r|, respectivamente. Asimismo,

Il =r= a2+
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Entonces, cos a« = x/r, cos B = y/r, y cos y = z/r, de donde es posible obtener los valores de o, B8y 7y. De
éstos se sigue que:

2y +2

1.
2

cos? a + cos? B+ cos?y =

Los niimeros cos «, cos By cos y se denominan cosenos directores del vector OP.

Las fuerzas A, B y C actiian sobre un objeto y estdn dadas en t€rminos de sus componentes por medio de las
ecuaciones vectoriales A = Aji + Ayj + Ask, B = Bji + B,j + Bsky C = Cji + C,j + Csk. Encuentre la
magnitud de la resultante de estas fuerzas.

Solucion

La fuerza resultantees R=A + B+ C=(A; + B; + C)i + (A, + B, + Cy)j + (A3 + B3 + C3)k.

Magnitud de la resultante = v/(A; + B 4+ C1)> + (A3 + By + C2)* + (A3 + B3 + C3)°.
Es facil extender el resultado a mas de tres fuerzas.

Encuentre un conjunto de ecuaciones para las lineas rectas que pasan por los puntos P(xy, y1, 21) Y Q(x2, ¥, 22)-

Solucion

Sean r; y r; los vectores de posicion de Py Q, respectivamente, y r el vector de posicion de cualquier punto R sobre
la recta que une Py Q, como se ilustra en la figura 1-22.

r, +PR=r obien PR=r—r
rr+PQ=r, obien PQ=r,— 1

Pero PR = 7PQ, donde 7 es un escalar. Entonces, r — r; = #(r, — r;) es la ecuacion vectorial requerida de la
linea recta (compare con el problema 1.14).
En coordenadas rectangulares tenemos que, como r = xi + yj + zK,
(d + yj + 2ZK) = (i + yij + 1K) = 1l + 2 + 22K) — (ai + yij + z21K)]

o bien

G—xDi+ @ —y)i+ @—z)k=tH{x—xDi + O — y)j + (22 — 2K]

P (x1, y1,21)
TR
r ’

v # 0 (x5, 2. 2)
2

Figura 1-22
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Como i, j y k son vectores no coplanares, segtin el problema 1.14 tenemos que:
x—x1 == x),y =y =12 —y)z— 2= Uz — 1)
son las ecuaciones paramétricas de la recta, en las que ¢ es el pardmetro. Al eliminar ¢ se obtiene:

X=X Y=Y _ -2
X2 =Xt Y2—W1 -2

Demuestre la proposicién 1.4: dos o mds vectores Ay, A,, ..., A, son linealmente dependientes si y sélo si
uno de ellos es una combinacion lineal de los otros.

Solucion

Supongamos que, por ejemplo, A; es una combinacién lineal de los otros,
Aj=aA + - +a A+ a A + -+ aA,
Entonces, al sumar —Aj en ambos lados se obtiene:
aA + -+ a A — At aA -+ a,A,=0

donde el coeficiente de A; no es 0. Entonces, los vectores son linealmente dependientes.
A la inversa, supongamos que los vectores son linealmente dependientes, digamos

b]A] ++bjAj++bmAm:0 dondebjiO
Entonces puede resolverse para A; y se obtiene:
A; = (bibpA; + - + (bj—1/b)A;—1 + (bt 1/bPA; 1 + -+ + (bu/b)A,,

Asi, A; es una combinacién lineal de los otros vectores.

Considere el campo escalar ¢ definido por ¢(x, v, z) = 3x°z> — xy® — 15. Encuentre ¢ en los puntos a) (0, 0, 0),
b) (1, =2,2),¢) (-1, =2, =3).

Solucion

a) ¢(0,0,0) =3(0)%0)* — (0)0)}—15=0—-0—15= —15.

b) o(,—2,2) =312 - 1)-2>*—-15=12+8 - 15=5.

o) o(—1,-2,-3)=3(-DX -3 —(—1)(-2°—-15=27—-8+ 15 =4.
Describa los campos vectoriales definidos por:

a) Vi, y)=xi+yj, b) Vix,y)=—xi—yj, ¢) V(x,y,2) =xi +yj +zk

Solucion

a) En cada punto (x, y), excepto en (0, 0), del plano xy, estd definido un vector unico xi + yj de magnitud
Vx%2 +y? cuya direccién pasa por el origen y se aleja de éste. Para simplificar los procedimientos de
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graficacién, observe que todos los vectores asociados con puntos sobre los circulos x> + y> = g%, a > 0, tienen
magnitud a. Entonces, el campo se muestra en la figura 1-23a), con una escala apropiada.

X

R
S

CebrTy
Y

S
<

S
N

Figura 1-23

b) Aqui, cada vector es igual pero con direccidn opuesta al correspondiente en el inciso a). Asi, el campo aparece
en la figura 1-23b).
En la figura 1-23a), el campo tiene la apariencia de un fluido que emerge de un punto fuente O y fluye en
las direcciones que se indican. Por esta razdn recibe el nombre de campo fuente y O el de fuente.
En la figura 1-23b), el campo parece fluir hacia O, por lo que se llama campo sumidero 'y O es el sumi-
dero.
En tres dimensiones la interpretacion es que un fluido emerge en forma radial desde (o que se acerca en
forma radial hacia) una recta fuente (o recta sumidero).
El campo vectorial se denomina bidimensional porque es independiente de z.
¢) Como la magnitud de cada vector es /x2 + y2 + 72, todos los puntos de la esfera x> + y* + z* = a?, a > 0, tie-
nen vectores de magnitud a asociados a ellos. Entonces, el campo toma la apariencia de un fluido que emerge
desde una fuente O y avanza en todas las direcciones del espacio. Es un campo fuente tridimensional.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

Determine cudles de los siguientes son escalares y cudles son vectores:

a) Energia cinética, b) intensidad de campo eléctrico, ¢) entropia, d) trabajo, e) fuerza centrifuga, f) temperatura,
g) carga, h) esfuerzo cortante, i ) frecuencia.

Un aeroplano viaja 200 millas hacia el oeste, y luego 150 millas a 60° hacia el noroeste. Determine el desplaza-
miento resultante.

Encuentre la resultante de los siguientes desplazamientos: A: 20 millas a 30° al sureste; B: 50 millas hacia el oeste;
C: 40 millas a 30° al noreste; D: 30 millas a 60° al suroeste.

Suponga que ABCDEEF son los vértices de un hexdgono regular. Encuentre la resultante de las fuerzas representa-
das por los vectores AB, AC, AD, AE y AF.

Considere los vectores A y B. Demuestre que: a) |A + B|<|A| + [B|; b)) |A — B|>|A| — [B|.

Demuestre que |A + B + C|<|A| + [B| + [C|.



1.37.

1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

1.45.

CAPITULO 1 VECTORES Y ESCALARES

Dos ciudades, A y B, estdn situadas en oposicion directa sobre las orillas de un rio cuyo ancho es de 8 millas y
fluye con una velocidad de 4 mi/h. Un hombre ubicado en A desea llegar a la ciudad C que estd corriente arriba a 6
millas de la ciudad B y en el mismo lado que ésta. Si su embarcacién viaja con una velocidad maxima de 10 mi/h
y si desea llegar a C en el menor tiempo posible, ;qué direccién debe seguir y cudnto tiempo durard el viaje?

Simplifique la expresién: 2A + B + 3C — {A — 2B — 2(2A — 3B — C)}.
Considere vectores no colineales a y b. Suponga

A=@x+4ya+2x+y+1)b vy B=@—-—2x+2)a+ 2x—3y—1)b
Encuentre x e y tales que 3A = 2B.

Los vectores bdsicos a;, a; y az estan dados en t€rminos de los vectores basicos by, b, y bs por las relaciones
a; = 2b1 + 3b2 - b3, a = b1 - 2b2 + 2b3, az = _2b1 + bz - 2b3

Suponga que F = 3b; — b, + 2bs;. Exprese F en términos de a,, a, y a;3.

Sobre un objeto P actian tres fuerzas coplanares, como se ilustra en la figura 1-24. Calcule la fuerza necesaria para
impedir que P se mueva.

\
S
1
60° : 60°
30° !
P B T 1 (‘
1501b
1001b
1001b
Figura 1-24 Figura 1-25

Un peso de 100 libras estd suspendido de su centro por medio de una cuerda, como se aprecia en la figura 1-25.
Determine la tension T en la cuerda.

Suponga que a, b y ¢ son vectores no coplanares. Determine si los vectores siguientes tienen independencia o de-
pendencia lineal:
rr=2a—-3b+c¢, r,=3a—5b+2¢, r;=4a-—5b+ec

a) Si O es un punto dentro del tridngulo ABC'y P, Q y R son los puntos medios de los lados AB, BC 'y CA, respec-
tivamente, demuestre que OA + OB + OC = OP + 0Q + OR.
b) (Elresultado es el mismo si O es cualquier punto fuera del tridngulo? Demuestre su respuesta.

En la figura 1-26, ABCD es un paralelogramo con Py Q como puntos medios de los lados BC y CD, respectiva-
mente. Demuestre que AP y AQ trisecan la diagonal BC en los puntos E y F.

A

Q
Figura 1-26



1.46.

1.47.
1.48.
1.49.

1.50.

1.51.

1.52.

1.53.

1.54.

1.55.

1.56.

1.57.

1.58.

1.59.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS @

Demuestre que la recta que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es paralela al tercero y tiene la mitad
de su magnitud.

Pruebe que las medianas de un tridngulo se cortan en un punto comtun, que es el punto de triseccion de las medianas.
Demuestre que los dngulos bisectores de un tridngulo se encuentran en un punto comun.

Sea que los vectores de posicion de los puntos Py Q relativos al origen O estdn dados por los vectores p y q, res-
pectivamente. Suponga que R es un punto que divide a PQ en segmentos que estin en la razén m:n. Demuestre que
el vector de posicién de R estd dado por r = (mp + nq)/(m + n) y que es independiente del origen.

Un cuadrildtero ABCD tiene masas de 1, 2, 3 y 4 unidades localizadas, respectivamente, en sus vértices
A(—1,-2,2),B3,2,—1),C(1, —2,4) y D(3, 1, 2). Encuentre las coordenadas del centroide.

Demuestre que la ecuacién de un plano que pasa por tres puntos dados A, By C, que no estdn en la misma recta y
tienen vectores de posicion a, b y ¢ relativos a un origen O, se pueden escribir como:

r_ma—i—nb—i—pc
a m+n+p

donde m, n 'y p son escalares. Verifique que la ecuacién es independiente del origen.

Los vectores de posicion de los puntos Py Q estan dados por r; = 2i + 3j — k, r, = 4i — 3j + 2k. Determine PQ
en términos de i, j y k, y determine su magnitud.

Supongaque A = 3i — j— 4k, B = —2i +4j— 3k, C =i+ 2j— k. Encuentre

a)2A — B +3C,b)|A + B + C|,¢)[3A — 2B + 4C

, d) un vector unitario paralelo a 3A — 2B + 4C.

Las fuerzas siguientes actiian sobre una particula P: F; = 2i + 3j — 5k, F, = —5i + j + 3k, F; =i — 2j + 4k,
F, = 4i — 3j — 2k, medidas en libras. Encuentre a) la resultante de las fuerzas, b) la magnitud de la resultante.

En cada caso, determine si los vectores son linealmente independientes o dependientes:
a) A=2i+j—3kB=i—-4k,C=4i+3j—k, b)) A=i—-3j+2k,B=2i—4j—k, C=3i+2j—k

Pruebe que cuatro vectores cualesquiera en tres dimensiones deben ser linealmente dependientes.

Demuestre que una condicion necesaria y suficiente para que los vectores A = Aji + Ayj + Ask,
B = Bji + B,j + Bsky C = Cji + C,j + Csk sean linealmente independientes, es que el determinante

Al Ay As
B, B, Bj|seadiferente de cero.
Ci G G

a) Demuestre que los vectores A = 3i + j — 2k, B = —i + 3j + 4k, C = 4i — 2j — 6k pueden formar los lados
de un tridngulo.
b) Encuentre las longitudes de las medianas del tridngulo.

Dado el campo escalar definido por ¢(x, y, z) = 4yx3 + 3xyz — Z> + 2. Encuentre a) &1, —1, =2),b) H0, —3,1).

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1.31.
1.32.
1.33.
1.34.
1.37.

aye,b),v,c)e,d)e,e)v,f)e,g)e, h)v,i)e.

Magnitud 304.1 (50+/37), direccién 25°17" al noreste (arcsen 3+/111/74).
Magnitud 20.9 millas, direccién 21°39" al suroeste.

3AD.

Linea recta corriente arriba con un angulo de 34°28’ respecto de la orilla. 1 hora 25 minutos.



1.38.
1.39.
1.40.
1.41.

1.42.
1.43.
1.44.
1.50.

CAPITULO 1 VECTORES Y ESCALARES

5A — 3B + C.
x=2,y=—1.
231 + 532 + 333.

323 libras directamente opuestas a la fuerza de 150
libras.

100 libras.
Linealmente dependiente, ya que r3 = 5r; — 2r;.
Si.

2,0,2).

1.52.
1.53.

1.54.

1.55.

1.58.

1.59.

2i — 6j + 3k, 7

a) 11i — 8k, b) /93,

a) 2i — j, b) /5.

¢) v/398, (3A — 2B + 4C)/+/398.

a) Linealmente dependientes, b) Linealmente inde-
pendientes.

b) V6, (1/2)v/114, (1/2)+/150.
a)36,b) —11.



Kl producto punto
y el producto cruz

2.1 INTRODUCCION

En el capitulo 1 se definieron las operaciones de suma de vectores y multiplicacién por un escalar. Aqui definimos
dos nuevas operaciones de multiplicacién de vectores. Una de ellas, el producto punto, da como resultado un escalar,
mientas que la otra, el producto cruz, genera un vector. Después se combinan dichas operaciones para definir ciertos
productos triples.

2.2 EL PRODUCTO PUNTO O PRODUCTO ESCALAR

El producto punto o escalar de dos vectores A y B se denota con A - B (se lee: A punto B), y se define como el pro-
ducto de las magnitudes de A y B y el coseno del dngulo 6 entre ellos. En simbolos:

A +B = |A||B|cos 6, 0<6<m
Se hace énfasis en que A - B es un escalar y no un vector.
Se aplica la proposicion siguiente:
PROPOSICION 2.1: Suponga que A, B y C son vectores y m es un escalar. Entonces se cumplen las siguientes
leyes:

i) A-B=B-A Leyconmutativa del producto punto

ii) A-B+C)=A-B+ A-C Leydistributiva
iii) mA-B)=mA)-B=A-(mB)=(A-Bm

vy iri=j-j=k-k=1, i-j=j-k=k-i=0

v) SiA-B =0yA yB no son vectores nulos, entonces A y B son perpendiculares.

Existe una férmula sencilla para A - B con el uso de los vectores unitarios i, j y k.
PROPOSICION 2.2: Dados A = Aji + A,j + A;ky B = Bji + B,j + Bsk. Entonces
A-B= A131 + Asz + A3B3
COROLARIO 2.3: Suponga que A = Aji + A,j + Ask. Entonces A + A = A} + A3 + A3

EJEMPLO 2.1 Dado A =4i + 2j — 3k, B = 5i — j — 2k, C = 3i + j + 7k. Entonces:
AB=@BB)+ (=) +(=3)(—2)=20—2+6=24, A-C=124+2-21=—7,
B:C=15—-1-14=0, A-A=424224(=3?=164+44+9=29

Asi, los vectores B y C son perpendiculares.



CAPITULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

2.3 PRODUCTO CRUZ

El producto cruz de los vectores A y B es un vector C = A X B (se lee: A cruz B) que se define como sigue. La mag-
nitud C = A X B es igual al producto de las magnitudes de los vectores A y B por el seno del dngulo 6 entre ellos.
La direccién de C = A X B es perpendicular al plano de A y B, de modo que A, B y C forman un sistema de mano
derecha. En simbolos,

AxB=|A|B|senfu 0<6<7

donde u es un vector unitario que indica la direccién de A X B [entonces, A, B y u forman un sistema de mano dere-
chal. Si A = B, osi A es paralelo a B, entonces sen 6 = 0, y se define A X B = 0.
Se aplican las siguientes proposiciones:

PROPOSICION 2.4: Suponga que A, B y C son vectores y m es un escalar. Entonces se cumplen las siguientes
leyes:
i) AxB=—(BxA) No secumple laley conmutativa para el producto cruz

i) AX(B+C)=AxB+ AxC Leydistributiva
iii) m(AxXB)=mA)xB=AxmB)=(AxB)m

) ixi=jxj=kxk=0, ixj=k jxk=ikxi=]j

v) SiAXxB =0y Ay B no son vectores nulos, entonces A y B son paralelos.

vi) La magnitud de A X B es la misma que el drea de un paralelogramo con lados A y B.

Existe una féormula sencilla para A X B cuando se usan los vectores unitarios i, j y k.

PROPOSICION 2.5: Dado A = Aji + A,j + Asky B = Biji + B,j + Bsk. Entonces
i j k
Ay Azl. A Az|. |A] A
AxB=1[A 4, A3:‘B2 331_‘31 B3 ‘Bl sz
B, B, B > b3 1 B3 1 B

EJEMPLO 2.2 Dados: A = 4i + 2j — 3k y B = 3i + 5j + 2k. Entonces

k
-3
2

i
AxB=|4 =19i — 17j + 14k
3

N ~.

2.4 PRODUCTOS TRIPLES

Los productos punto y cruz de tres vectores, A, B y C, generan resultados importantes llamados productos triples, de
laforma (A -B)C,A-(BxC)yAx(BxC).
La proposicién siguiente se cumple.

PROPOSICION 2.6: Suponga que A, B y C son vectores y m es un escalar. Entonces se cumplen las siguientes
leyes:

i) En general, (A - B)C # AB - C)

ii) A-BxC)=B:(CxA)=C- (A xB)=volumen de un paralelepipedo cuyas aris-
tas son A, B y C, o el negativo de dicho volumen, segin si A, B y C forman o no un
sistema de mano derecha.

iii) En general, AX(BxC) # (AxB)xC
(No se cumple la ley asociativa para el producto cruz)

v) AXxBxC)=A-CB—-(A-BC
AxXB)xC=A-COB—B-0A

Existe una férmula sencilla para A - (B x C) cuando se utilizan los vectores unitarios i, j y k.
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PROPOSICION 2.7: Dados A = Aji + Ayj + A3k, B = Bji + B,j + B3k, C = Cji + C,j + Csk. Entonces
A Ay Az
A-BxC)=|By B, B;
C, G G

EJEMPLO 2.3 Dados A =4i+2j—3k, B=5i+j—2k, C=3i-—j+ 2k.Entonces:

4 2 -3
A-BxC)=|5 1 -2|=8-124154+9-8-20=-8.
3 —1 2

2.5 CONJUNTOS RECIPROCOS DE VECTORES

Los conjuntos a, b, cy a’, b’, ¢’ se llaman conjuntos reciprocos o sistemas reciprocos de vectores si:
a*a’=b-b=c-c=1
a+b=a+c=ba=b-c=ca=c-b=0

Es decir, cada vector es ortogonal al reciproco de los otros dos vectores en el sistema.

PROPOSICION 2.8: Los conjuntos a, b, ¢, y a’, b’, ¢’ son conjuntos reciprocos de vectores si y solo si
al — bxc b — cxa ¢ = axb
a-bxc’ a-bxc’ a-bxec

dondea-bxc # 0.

PROBLEMAS RESUELTOS

Producto punto o producto escalar

2.1. Demuestre la proposicién 2.1(1): A - B =B - A.

Solucion
A -B =|A||B|cos 0 = |B||A|cos§ =B - A.
Asi, es vélida la ley conmutativa para el producto punto.
2.2.  Demuestre que la proyeccién de A sobre B es igual a A - b, donde b es un vector unitario en la direccién de B.
Solucion

Por los puntos inicial y terminal de A se hacen pasar planos perpendiculares a B, en G y H, como se aprecia en la
figura 2-1. Entonces,

Proyeccién de A sobre B = GH = EF = Acos §=A + b

1
1
» \
6 F
E \

\
|
\

1

'
1
|
|
w’
G

Figura 2-1 Figura 2-2
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2.7.

2.8.

CAPITULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

Demuestre la proposicion 2.1(ii): A-(B+ C)=A-B + A-C.
Solucion
Sea a un vector unitario en la direcciéon de A. Entonces, como se ilustra en la figura 2-2:
Proy(B + C) sobre A = Proy(B) sobre A + Proy(C) sobre A,y portanto(B+ C)ra=B-a+C-a
Al multiplicar por A,
B+C-Aa=B-Aa+C-4a y B+C)rA=B-A+C-A
Entonces, segin la ley conmutativa del producto punto,
A-B+C)=A-B+A-C
Con lo que se demuestra que la ley distributiva es vélida.

Demuestreque (A +B)-(C+D)=A-C+A-D+B-C+B-D.

Solucion

Segtn el problema2.3,(A+B)-(C+D)=A-(C+D)+B-(C+D)=A-C+A-D+B-C+B-D.

Las leyes ordinarias del dlgebra son vélidas para el producto punto.

Evalie: a)i-i, b)i-k, ok-j, d)j-Qj—3j+Kk), e (Q2i—j-Gi+Kk).

Solucion

a) i-i=liilcos 0°=()(1)(1) =1

b) i-k = li|k| cos 90° = (1)(1)(0) = 0

¢) k- j=IKlj| cos 90° = (1)(1)(0) = 0

d j-Qi—-3j+k)=2j-i-3j-j+j-k=0-3+0=-3

e) 2i—j)-Gi+k)=2i-Gi+k —jGi+k =6i-i+2i-k-3j-i—-j-k=6+0-0-0=6

Suponga que A = Aji + Ayj + Asky B = Bji + B,j + Bsk. Demuestre que A - B = A|B; + A,B, + A3Bs.

Solucion
Comoi-i=j-j=k-k =1,y todos los demis productos punto son iguales a cero, se tiene que:
A-B (Ali + Azj + A3k) (B]i + sz + B3k)
Aji - (Bii + Byj + Bsk) + Ayj (Bii + Byj + Bsk) + Ask - (Bii + Byj + B3k)
= A]B]i’i +A1Bzi’j +AlB3i -k +AzB]j i +Aszj 'j +AzB3j -k
+ A';B]k i+ A';sz ’j + A';B';k -k
= AlBl + Asz + A3B3

Sea A = Aji + Ayj + Ask. Demuestre que A = VA + A = /A2 + A3 + A,

Solucion

A - A = (A)(A) cos 0° = A%. Entonces, A = +/A - A.
Segtn el problema 2.6 y si hacemos B = A, tenemos:

A-A = (Ai+ Arj + AK) - (Adi + Azj + Ask)
= (ADA) + (A)(A) + (A3)(A3) = AT + A3 + A3

Entonces, A = /A + A = /A7 + A3 + A} es la magnitud de A. En ocasiones A - A se escribe como A”.

Suponga que A - B = 0y que A y B son diferentes de cero. Demuestre que A es perpendicular a B.

Solucion
SiA-B = ABcos 8 =0, entonces cos # = 0,0 8 =90° Alainversa, si # = 90°, A -B = 0.
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2.9. Encuentre el dngulo entre A = 2i + 2j — ky B = 7i + 24k.

Solucion
Tenemos que A - B = |A[B] cos 6.

Al = \/(2)2 +Q@QP+ (D=3 Y IBl=y(D)’+ 07+ (247 =25

AB=02)(7)+ 2)0)+ (—1)(24) =-10

Por tanto,

A-B —10 -2 .
0= — =——=-0.1333 y # = 98° (aproximadamente).
AlBI ~ (3)25) 15 Y P

2.10. Determine el valor de & de modo que A = 2i +aj + ky B =i + 3j — 8k sean perpendiculares.

Solucion

Segun la proposicion 2.1v), A y B son perpendiculares cuando A - B = 0. Entonces,
A-B=0))+ (@3 + ()-8 =2+3a—8=0

sia = 2.

2.11. Demuestre que los vectores A = —i + j, B = —i — j — 2k, C = 2j + 2k, forman un tridngulo rectangulo.

Solucion

Primero se demostrara que los vectores forman un tridngulo. De la figura 2-3 observamos que los vectores forman
un tridngulo si:

a) uno de los vectores, digamos (3), es la suma de (1) mds (2), o bien
b) la suma de los vectores (1) + (2) + (3) es igual a cero

segln si a) dos vectores tienen un punto terminal comun, o b) ninguno de los vectores tiene un punto terminal
comtn. Por ensayos se encuentra que A = B + C, de modo que los vectores formen un tridngulo.

Como A - B = (—1)(—1) + (I)(—1) + (0)(—2) = 0, se concluye que A y B son perpendiculares y que el
tridngulo es rectdngulo.

(3) (2)

(O] @

a) b)

Figura 2-3
2.12. Encuentre los dngulos que forma el vector A = 4i — 8j + k con los ejes coordenados.

Solucion

Sean «, By vylos dngulos que forma A con los ejes positivos de las x, y y z, respectivamente.

A-i=|A|(1)cosa = \/(4)2 +(—=8)% + (1)’ cos @ = 9cos a
Ai=@i-8i+k -i=4

Entonces, cos a = 4/9 = 0.4444 y a = 63.6°, aproximadamente. En forma similar,

cos B=—8/9,B8=1527°ycos y=1/9, y = 83.6°

Los cosenos de «, By vy se llaman cosenos directores del vector A.
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2.13. Encuentre la proyeccién del vector A =i — 2j + 3k sobre el vector B =i + 2j + 2k.

Solucion

Se usa el resultado del problema 2.2. Un vector unitario en la direccién de B es:
b=B/|B| =(@{+2j+2k)/v/1+4+4=1i/3+2j/3+2k/3
La proyeccion de A sobre el vector B es

A-b=({-2j+3k)-({i/3 +2j/3+ 2k/3) = (1)(1/3) + (—2)(2/3) + 3)(2/3) = 1.

2.14. Sin usar el producto cruz, determine un vector unitario perpendicular al plano de A = 2i — 6j —3ky B =

4i+3j — k.
Solucion
Sea el vector C = c¢ji + ¢,j + c3k perpendicular al plano de A y B. Entonces, C es perpendicular a A y también a
B. Por tanto,
C-A=2c;—6c;—3¢c;=0 obien (1)2c; — 6¢cr = 3c3
C-B=4dc;+3c;—c3=0 obien (2)4dc; + 3c; = c3
. 1 1,1,
Se resuelven simultdneamente (1) y (2): ¢ = 563, ) = — 303, C=c (El - g.] + k)-

Entonces, un vector unitario en la direccion C es % =
1\? 1\?

2 - _ 1 2

\Jc3|:<2> -I—( 3) +(1) :|

2.15. Demuestre la ley de los cosenos para los tridngulos planos.

Solucion
De la figura 2-4,

B+C=A obien C=A—-B
Entonces,

C-C=(A-B):A—-B)=A-A+B-B—-2A-B

C>=A%*+ B> —2ABcos 6

P B 0

A 0 B TR

Figura 2-4 Figura 2-5
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2.16. Demuestre que las diagonales de un rombo son perpendiculares (consulte la figura 2-5).

Solucion

00=0P+PQ=A+B
OR+RP=0P obien B+RP=A y RP=A-B

Entonces, como \A] = ‘B,
OQ-RP=(A+B)-(A—B)=|AP-B=0
Se concluye que OQ es perpendicular a RP.
2.17. Sea A = Aji + Ayj + Ask cualquier vector. Demuestre que A = (A -i)i + (A - j)j + (A -kk.
Solucion
Como A = Aji + Ayj + A3k,
A-i=Aji-i+A)j-i+tAk-i=A4
De manera similar, A -+ j = A, y A - k = A;. Entonces
A=Ali+Aj+Ak=ADi+A-jj— (A-kk
2.18. Calcule el trabajo realizado al mover un objeto a lo largo del vector r = 3i + j — 5k si se aplica la fuerza
F=2i-j—k
Solucion
Considere la figura 2-6.
Trabajo realizado = (magnitud de la fuerza en la direccién del movimiento)(distancia recorrida)

=FcosOHr)=F-r=QRi—j—k)-3Bi+j—5k)
=6—-1+5=10

r X

Figura 2-6 Figura 2-7

2.19. Encuentre una ecuacién del plano perpendicular al vector A = 2i — 3j + 6k y que pasa por el punto terminal
del vector B =i + 2j + 3k [vea la figura 2-7].



2.20.

CAPITULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

Solucion

Como PQ = B — r es perpendicular a A, tenemos que (B —r) - A = 0,es decirquer - A = B - A es la ecuacién
requerida del plano en forma vectorial. En forma rectangular se convierte en

(xi +yj + zK) - (2i — 3j + 6k) = (i + 2j + 3Kk) - (2i — 3j + 6k)
o bien

2x—3y+62=2—-6+18=14

Encuentre la distancia del origen al plano descrito en el problema 2.19.

Solucion

La distancia del origen al plano es la proyeccion de B sobre A. Un vector unitario en la direccién de A es

a— AJJA| = 2i — 3j + 6k :gi
VP + 32 +6?2 7

3
_2ia "k
717

Entonces, la proyeccién de B sobre A es igual a

Braz(+2j+3K(2i—2j+2k) =()2—@2+3)2=2
=4 7' TR =5 7 77~

Producto cruz o vectorial

2.21.

2.22.

Demuestre que A X B = —(A X B).

Solucion

A - B = C tiene magnitud de AB sen 0y direccion tal que A, B y C forman un sistema de mano derecha, como en
la figura 2-8a).

B - A = D tiene magnitud de BA sen 6y direccidn tal que B, A y D forman un sistema de mano derecha, como se
ilustra en la figura 2-8b).

Entonces, D tiene la misma magnitud que C pero en direccion opuesta, es decir C = —D. Entonces, A X B =
—(A xB).

En consecuencia, no es valida la ley conmutativa para el producto cruz.

Y BxA=D

a) b)
Figura 2-8
Suponga que A x B = 0y que A y B son diferentes de cero. Demuestre que A es paralelo a B.

Solucion
Como A X B = AB sen 6u = 0, tenemos que sen ¢ = 0, por lo que 8 = 0° 0 180°.



2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

PROBLEMAS RESUELTOS

Demuestre que |A x B + |A - B[ = [APB[>.

Solucion

|A xBP + |A - BP = |AB sen 6ul* + |AB cos 6
= A%B? sen® 0 + A%B? cos? 6
— a8 = A

Evalde: @) 2j x 3k, b)2jx —k, ¢)—3ix—2k y d)2jx3i—k

Solucion

a) (2j)x (3K) = 6(j xK) = 6i

by (2j) x (k) = —2(j xk) = —2i

¢) (=3i)x (—2K) = 6(ixk) = —6j

d) 2jx3i—k=6(jxi)—k=—6k —k=—7k

Demuestre que A X (B + C) = AXB + A x C para el caso en que A es perpendicular tanto a B como a C [vea
la figura 2-9].

Solucion

Como A es perpendicular a B, A X B es un vector perpendicular al plano de A y B y tiene magnitud de AB sen 90°
= AB o magnitud de AB. Esto equivale a multiplicar el vector B por A y a girar el vector resultante un angulo de
90° para llevarlo a la posicién que se muestra en la figura 2-9.

De manera similar, A x C es el vector que se obtiene al multiplicar C por A y girar 90° el vector resultante
hasta la posicion que se ilustra.

En la misma forma, A X (B + C) es el vector que se obtiene al multiplicar B + C por A, con la rotacién del
vector resultante en un angulo de 90° para llevarlo a la posicion que se aprecia.

Como A X (B + C) es la diagonal del paralelogramo que tiene como lados a A X B y A X C, tenemos que
AxB+C)=AxB+AxC.

A
B
B c |A
> L )
x <
C @ B,
x C
(¢ Il C,
AxB
7
Figur 2-9 Figura 2-10

Demuestre que A X (B + C) = A x B + A x C para el caso general en que A, B y C no son coplanares [vea
la figura 2-10].

Solucion

Se descompone a B en dos vectores componentes, uno perpendicular a A y otro paralelo a A, y se los denota con
B, y B, respectivamente. Entonces, B = B, + B;.

Si 6 es el angulo entre A y B, entonces B, = B sen 6. Por ello, la magnitud de A X B, es AB sen 6, igual
que la magnitud de A X B. Asimismo, la direccion de A X B, es la misma que la direcciéon de A X B. Entonces,
AxB, = AXxB.

En forma similar, si C se descompone en dos vectores componentes C y C, paralelos y perpendiculares
respectivamente a A, entonces A X C; = A x C.
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Asimismo,comoB + C=B, + Bj+ C. + =B, + C,) + (B| + C), se concluye que
AXxB, +C)=AxB + C).
Ahora, B, y C, son vectores perpendiculares a A, por lo que, segin el problema 2.25,
AXB, +C))=AxB, +AxC,
Entonces,
AXB+C)=AxB+AxC

y se cumple la ley distributiva. Al multiplicar por — 1, segin el problema 2.21, se obtiene (B + C) XA = B x A +
C X A. Observe que en el producto cruz el orden de los factores si es importante. Las leyes habituales del dlgebra
solo se aplican si se mantiene un orden apropiado.

i j Kk
2.27. Supongaque A = Aji + Ayj + Asky que B = Bji + Byj + Bsk. Demuestreque A x B=|A; A, As|.
B, B, B

Solucion
A x B = (A1i + Azj + A3K) x (Bi + B,j + B3k)
= Aji X (B1i+ Byj + B3Kk) + Asj x (Byi + B,j + B3k) + A3k x (Bji + Boj + B3k)
=ABiixi+AByi xj+ABsi x K+AB1j xi+AByj X j+AxBsj xk
+ A3B1k x i+ A3Bk x j+ A3B3k x k

i j ok
= (A2B3 — A3By)i + (A3B1 — A1B3)j+ (A1Br — A2B)k = |A1 Ay Az
B By B;

2.28. Supongaque A =j+ 2kyB =i + 2j + 3k. Encuentre: a) AXB,b) BXAyc)(A+ B)x(A—B).

Solucion

‘1 2‘, ‘0 21,
= 1—
2 3 13

i j k
b) BxA=G+2j+3K) x({+2k)=|1 2 3
01 2
2 3 1 3] |1
:‘1 2"_‘0 2‘”’0 1’

Al comparar con el inciso a), tenemos que A X B = —(B X A). Note que esto equivale al teorema siguiente: si
se cambian dos renglones de un determinante, cambia el signo de éste.

¢c) A+B=i+3j+5kyA—B=—-i—j— k. Entonces,
i j Kk
A+B)xA-B)=| 1 3 5 :’

3 5‘, ‘ 1 5‘, ’ 1 3
i— i
—1 -1 -1

k
-1 -1 -1 -1 -1 -1



2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

PROBLEMAS RESUELTOS

Supongaque A= —-i+j+k B=i—j+k C=i+j— k. Calcule:a) ( AxXxB)xCyb)Ax (B xC).

Solucion
i j k
a) AxB:‘—l 1 1|=2i+2j
1 -1 1
i j k
Entonces (A XxB)x C=QRi+2)) x i+j—Kk) =|2 2 0|=-=2i+2j
1 1 -1
i j k
h) BxC=(G(—-j+kx(i+j—k=[1 -1 1|=2j+2k.
1 1 -1
gk
Portanto, Ax Bx C)=(—i+j+k) x 2j+2k)=|—-1 1 1|=2j—2k
0 2 2

Asi (A X B) x C # A X (B x C). Esto demuestra la necesidad de usar paréntesis en A X B x C a fin de evitar am-
bigiiedades.

Demuestre que: a) el drea de un paralelogramo con lados que se tocan A y B, como se ilustra en la figura 2-11,
es |A x B|. b) El rea de un triangulo con lados A y Bes 1A x B|.

Solucion

a) Area de un paralelogramo = h‘B‘ = ‘A| sen 6 ‘B‘ = |A X B|.

b) Area de un tridngulo = 1 drea del paralelogramo = 1 \A X B|.

> »c

a

B
Figura 2-11 Figura 2-12 Figura 2-13

Demuestre la ley de los senos para los tridngulos planos.

Solucion

Sea que a, b y ¢ representan los lados de un tridngulo ABC, como en la figura 2-12. Entonces, a + b + ¢ = 0. Al
multiplicar sucesivamente a X, b X y ¢ X, se encuentra que:

axb=bXxc=cxa
es decir

ab sen C = bcsen A = ca sen B

o bien

senA _senB senC

a b c

Considere un tetraedro como el de la figura 2-13, con lados Fy, F,, F3y F4. Sean V1,V,,V3y V4, vectores cuyas
magnitudes sean iguales a las dreas de F, F,, F3 y F4, respectivamente, y cuyas direcciones sean perpendicu-
lares a dichas caras en la direccién hacia fuera. Demuestre que V; + V, + V3 + V4, = 0.

Solucion

De acuerdo con el problema 2.30, el area de una cara triangular determinada por Ry S es %\R X S\.



2.33.

2.34.

2.35.

CAPITULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

Los vectores asociados con cada una de las caras del tetraedro son
Vi =1AXB,V,=1BXxC,V;=1CxAyV,=1(C—A)x B —A)
Entonces,

Vi+V,+Vi+V,=1AxB+BxC+CxA+ (C—A)x(B—-A)
=5;[AXB+BXC+CxA+CxB—-—CxA—-AxB+AxA]=0.

Este resultado se generaliza a poliedros cerrados y, en el caso limite, a cualquier superficie cerrada.
Debido a la aplicacion presentada aqui, en ocasiones es conveniente asignar una direccion al drea, por lo que
se habla del drea vectorial.

Encuentre el drea del tridngulo cuyos vértices estan en P(1,3,2), Q0R2,—1,1) y R(—1,2,3).

Solucion
PQ=0Q2-Di+(-1-3)j+1-2k=i—4j—k
PR=(-1-Di+2-3)j+ (B -2k=-2i—j+k
Del problema 2.30,
drea del trigngulo = % |PQ x PR| = % |i—4j— k) x (=2i—j+ k)|
1 P 1 1 1
==| 1 —4 —1|==|=51+j—9k|==1/(=5%+ 1)+ (=9)? =-+107.
I e ISP+ +(9 =3

Determine un vector unitario perpendicular al plano de A = 2i — 6j — 3k y B = 4i + 3j — k.

Solucion

A X B es un vector perpendicular al plano de A y B.

i j k
AxB=|2 —6 —3|=15i—10j+ 30k
4 3 -1
AxB 15i — 10j + 30k 3. 2. 6

Un vector unitario paralelo a A X B es

= =-i—-j+z-k
IAx Bl /(15 + (=102 4+ 30> 7 777

Otro vector unitario, en direccion opuesta, es (—3i + 2j — 6k)/7. Compare este resultado con el problema 2.14.

Encuentre una expresion para el momento de una fuerza F con respecto de un punto P, como se ilustra en la
figura 2-14.

Solucion

El momento M de F con respecto de P tiene igual magnitud a P en la linea de accién de F. Entonces, si r es el
vector de P al punto inicial Q de F,

M = F(rsen ) = rF sen 6 =|r x F|
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Si se piensa en un tornillo de rosca derecha en P, perpendicular al plano de r y F, entonces, cuando actda la

fuerza F, el tornillo se movera en direccion de r X F. Debido a esto, es conveniente definir el momento como el
vector M =r X F.

Figura 2-14 Figura 2-15

2.36. Como se aprecia en la figura 2-15, un cuerpo rigido gira con respecto de un eje a través del punto O con rapi-
dez angular w. Demuestre que la velocidad lineal, v, de un punto P del cuerpo con vector de posicion r estd

dada por v = w X r, donde w es el vector con magnitud de w cuya direccién es aquélla en que avanzaria un
tornillo de mano derecha con la rotacién dada.

Solucion

Como P viaja en un circulo de radio r sen 6, la magnitud de la velocidad lineal v es w(r senf) = \w X r‘. Asimismo,
v debe ser perpendicular tanto a w como ar, y es tal que r, @ y v forman un sistema de mano derecha.

Entonces, v coincide tanto en magnitud como en direccién con w X r; asi, v = o X 1. El vector w recibe el
nombre de velocidad angular.

Productos triples

2.37. Supongaque A = Aji + Ayj + A3k, B =Bji + B,j + B:sky C = Ciji + C,j + Cik.
Demuestre que

Al Ay Az
A'(BXC): B] Bz B3
Ci G G
Solucion
i j Kk
A‘(BXC):A‘ B] Bz Bg
G G G

= (A1l +Asj +A3K) * [(B2C3 — B3Ch)i+ (B3Cy — B1C3)j + (B1C; — B,Co)K]
=A1(B2C3 — B3(C2) + Ax(B3Cy — B1C3) + A3(B1Cy — By Cy)

Al Ay Aj
=|B1 B, B;
Ci G GCs

2.38. Evalde (i + 2j + 3k) (i + 3j + 5k) X (i + j + 6K).
Solucion

1 2

1 3

1 1

Segun el problema 2.37, el resultado es =5.

AN L W




2.39.

2.40.

241.

2.42.

2.43.

CAPITULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

Demuestre que A- (BXxC)=B - (CxA)=C-(AXxB).

Solucion
A Ay Aj
Segun el problema 2.37, A+ (BxC)=|B; B, B3|
C, C GC;

De acuerdo con un teorema de los determinantes, si se intercambian dos renglones de un determinante, el signo de
éste cambia, entonces tenemos lo siguiente:

A Ay Az B, B, Bj B, B, Bs
B, By, B3|=—|A A, A;|=|C; C, C3|=B-+(CxA)
G G G G G G A1 A A;
Ay Ay Az Ci, G G C, C GCs
B B, By|=—|B B, By|=|A A, Ay|=C-(AxB)
C G G A, A, As| |Bl B, B

Demuestre que A - (BxC) = (AxB) - C.

Solucion

Del problema 2.39,A- BxC)=C-(AxB)=(AxB)-C.

En ocasiones, A - (B x C) se escribe sin paréntesis: A + B X C. En este caso no puede haber ambigiiedad por-
que las tnicas interpretaciones posibles son A + (B x C) y (A - B) x C. Sin embargo, esta dltima no tiene ningtn
significado porque no esta definido el producto cruz de un escalar con un vector.

El resultado A - B x C = A X B - C en ocasiones se resume en el enunciado de que el punto y la cruz pueden
cambiar su lugar sin que se afecte el resultado.

Demuestre que A - (A X C) = 0.

Solucion
Del problema 2.40 y del hecho que A XA = 0, se tiene que A - (AXC) = (AxA)-C=0.

Demuestre que una condicidn necesaria y suficiente para que los vectores A, B y C sean coplanares es que
A-BxC=0.

Solucion

Observe que A - B X C no puede tener otro significado més que A - (B x C).

Si A, B y C son coplanares, el volumen del paralelepipedo formado por ellos es igual a cero. Entonces, de
acuerdo con el problema 2.43, A - B x C = 0.

Alainversa, A -+ B x C = 0, el volumen del paralelepipedo formado por los vectores A, By C es igual a cero,
por lo que los vectores deben encontrarse en el mismo plano.

Demuestre que el valor absoluto del producto triple A - (B x C) es el volumen de un paralelepipedo con lados
A,ByC.
Solucion

Sea n un vector unitario normal a un paralelogramo 7, con direccién de B X C, y sea & la altura del punto terminal
de A sobre el paralelogramo 7 [vea la figura 2-16].

Volumen del paralelepipedo = (altura /)(drea del paralelogramo 1)
= (A-m(BxC)
=A-{BxCh}=A-BxC)

Si A, By C no forman un sistema de mano derecha, A - n <0, y el volumen = |A - (B x C)|.
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Figura 2-16 Figura 2-17

2.44. Seanr; = xji + yij + 21K, rp = x00 + yoj + 0k y r3 = x3i + y3j + z3k los vectores de posicion de los puntos
Pi(x1, y1, 21), P2(x2, ¥2, 20) ¥ P3(x3, ¥3, 23). Encuentre una ecuacidn para el plano que pasa por los puntos Pj,
P2 y P3.

Solucion

Supondremos que Py, P, y P3 no estan en la misma linea recta; entonces determinan un plano.
Sea que r = xi + yj + zk denote al vector de posicion de cualquier punto P(x, y, z) en el plano. Considere
vectores P\P, =1, — r|, P/P; =r; — r; y P/P =r — r|, todos en el plano [vea la figura 2-17].
Segun el problema 2.42, P\P - P\P, xP\P3;=00(r — 1) (r; —r))X(r; —r) =0.
En términos de coordenadas rectangulares se convierte en:
[(x = xpi+ (v —ydi + (2= zDK] * [ — xpi + (2 — yi + (22 = 20)K] X [0 — x)i + (y3 = y1)j
+(z3— 2Dkl =0

o bien, segtin el problema 2.37,

X —X] y—W Z—2
Xp—x1 y2—y1 22—z |=0.
X3 —X1 y3—Y1 232

2.45. Encuentre una ecuacién para el plano determinado por los puntos P(2, —1, 1), P»(3,2, —1) y P3(—1, 3, 2).

Solucion

Los vectores de posicién de Py, P, y P3 y de cualquier punto P(x, y, z) son, respectivamente, r; = 2i — j + K,
rpn=3+2j—krs=-i+3j+2kyr=xi+yj+ zk.
Entonces, PP, =r — r|, P,P; = r, — r; y PsP; = r; — r; se encuentran en el plano pedido, de modo que

r=r)-(r—r)xX@—r)=0
es decir,

[(x—2)i+ @G+ Dj+(z— Dk -[i+3j—2kIx[-3i+4j + k] =0
[(x—2)i+ O+ 1j+(— Dk]-[11i + 5] + 13k] = 0
Hx—2)+50+ D+ 13z—1)=0 o 1lx+ 5y+ 13z = 30.

2.46. Suponga que los puntos P, Q y R no se encuentran en la misma linea recta y tienen vectores de posicioén a, b
y c relativos a un origen dado. Demuestre que a X b + b X ¢ + ¢ X a es un vector perpendicular al plano de

Solucion

Sea r el vector de posicion de cualquier punto en el plano de P, Q y R. Entonces, los vectoresr — a,b —ay
¢ — a son coplanares, por lo que segin el problema 2.42

r—a)-(b—ax(c—a)=0 o (r—a)-(axb+bxc+cxa)=0.

Asi,axb + b Xxc + ¢ Xa, es perpendicular ar — a, por lo que es perpendicular al plano de P, Oy R.
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2.47. Demuestre que a) AX(BXC)=BA-C)—CA-B)yb)(AxB)xC=BA-C)—AB-O).

Solucion
a) Sean A = Aji + A)j + Ask, B = Bji + B,j + Bsk, C = Cji + C,j + Cs;k. Entonces
i j Kk
AxBxC)=(A1i+Aj+A3kK) x |B; B, Bj;
Ci G GCs
= (A1i +Asj + A3K) x ([B2C3 — B3Chli + [B3Cy — B C3lj + [B1C2 — B2 C1 1K)
i i k
= A1 A2 A3
B,C3; — B3C, B3Cy —B{Cz B{C, —B,Cy
= (A2B,Cy — AyByCy — A3B3Cy + A3B  C3)i + (A3B,C3 — A3B3C, — A 1B 1Cy + A1 B, Ch)j
4+ (A1B3C; — A1B1C5 — AyB,C5 + Ay B3 Gk
Asimismo,

B(A-C) — C(A-B) = (Bji + Byj + Bsk)(A|C| + A, + A3C3) — (Chi + Coj + C3K)(A 1By + AzB; + A3B3)
= (A2B1C; + A3B G5 — AyC1By — A3C1B3)i + (BLAC) + BoA3C3 — G A|1B) — CA3B)j
+ (B3AC| + B3A>Cy, — G3A 1B — C3A3By)k
de lo que se concluye el resultado.

b) AxXxB)xC=-Cx(AxB)=—{A(C-B)—B(C-A)} =B(A-C)— A - C), después de reemplazar A,
B y C del inciso a) por C, A y B, respectivamente.

Observe que A X (B X C) # (A x B) X C, es decir, la ley asociativa para el producto cruz de vectores no es
vélida para todos los vectores A, B 'y C.

2.48. Demuestre que (A xXB)-(CxD)=(A-C)B-D)— (A-D)B - C).

Solucion
Del problema 2.41, X - (C x D) = (XxC)-D. SeaX = A xB; entonces

(AXB)-(CxD)={(AxB)xC}-D
={BA-C)—AB-0O)}-D
=A-CO)B-D)—(A-D)B-C), alaplicarel problema 2.47b).

2.49. Demuestre que AX (BXxC) + BX(CXxA) + Cx(AXxB)=0.

Solucion

Segtn el problema 2.47a), A x (Bx C) = B(A - C) — C(A +- B)
Bx(CxA)=CB-A)—AB-O)
Cx(AxB)=A(C:-B)—B(C-A)

Al sumar se llega al resultado.

2.50. Demuestre que (A XB)X(CxD)=BA-CxD)—AB-CxD)=CA-BxD)—DA-BxC(C).

Solucion
De acuerdo con el problema 2.47a), X X (Cx D)= C(X - D) — D(X - C). Sea X = A x B; entonces,

(AxB)x(CxD)=CAxB:D)—DAXxB:-C)
=CA-BxD)—-DA:-BxC)



PROBLEMAS RESUELTOS

Segun el problema 2.47b), (AXB) XY =B(A-Y) — AB-Y).SeaY = C x D; entonces,
(AxB)X(CxD)=B(A - CxD) — AB - CxD).
2.51. Sea PQOR un tridngulo esférico cuyos lados p, g y r son arcos de circulos mayores. Demuestre que

senP _sen(Q senR
senp senqg senr

Solucion

Suponga que la esfera, que se ilustra en la figura 2-18, tiene radio unitario. Sean los vectores unitarios A, By C
dibujados del centro O de la esfera hacia P, Q y R, respectivamente. Del problema 2.50,

(AxB)X(AxC)=(A-BxCA ()
Un vector unitario perpendiculara A X By A X C es A, de modo que la ecuacién (1) se convierte en

(senrsengsen P)A = (A-BxCA o bien 2)
senrsengsen P =A-BxC 3)

Por permutacion ciclica de p, ¢, r, P, O, Ry A, B y C, obtenemos

senpsenrsen Q =B-CxA )
sengsenpsenR=C-AXB )

Entonces, como los miembros del lado derecho de (3), (4) y (5) son iguales (vea el problema 2.39)
sen rsen g sen P = sen p sen r sen Q = sen ¢ sen p sen R
de lo que se concluye que

sen P _sen(Q senR
senp seng senr

Esta se llama ley de los senos para tridngulos esféricos.

Figura 2-18



CAPITULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

2.52. Demuestre que (A XB) + (Bx C) x (CxA) = (A - B x C)*.

2.53.

Solucion
Segtin el problema 2.47a), X X (Cx A) = C(X - A) — A(X - C). Sea X = B x C; entonces,

BXCOX(CxA)=CBxXxC-A)—-ABxC-0O
=CA-BxC)—AB-Cx0)
=CA-Bx0O

AXB)-BXxC)X(CxA)=(AxB)-CA-Bx(C)
=(AxB-C)(A-BxC)

=(A-BxC)?
Dados 1 t a’ bxe cxa ¢ axb a‘bxc#0.D t
ados los vectores 2’ = b’ = — ———— suponga que a * . Demuestre
a*bxc a-b><cy a*bxc ponga q

que

a) aca=b -b=c¢-c=1,

by a-b=a"-c="'b-a=b:¢c=0,c’-a=c¢c -b=0,
¢) sia-bxc=V, entoncesa -b’' xc¢' =1/V,

d) a’, b’ yc' no son coplanares si a, b y ¢ no son coplanares.

Solucion

, bxc a*bxec

a) a-a=a-a' =a 1

abxc a*bxc
cxa becxa a-*bxc
abxc a*bxc a*bxc

b-b=b-b=b-

el o axb craxb a-bxc
e = bxe a‘bxc a-bxc
. bxec _b-bxc_bxb-c_o
a*bxc a*bxc a-bxec

1

b) a*b=b-:a' =b

De manera similar se llega a los otros resultados. Lo anterior puede verse también si se observa, por ejemplo, que
a’ tiene la direccién de b x ¢, por lo que debe ser perpendicular tanto a b como a ¢, de donde se concluye que a’ -
b=0ya' -c=0.

De a) y b), se observa que los conjuntos de vectores a, b, ¢, y a’, b’, ¢/, son reciprocos. También consulte los
problemas complementarios 2.104 y 2.106.

, bxc , txa , axb
c) a' = , b= , €=
\% Vv Vv
Entonces,a/-b/xc/:(bXc).(cxa)X(aXb):(aXb).(bXC)X(cxa)
V3 V3
‘bxe? V2 1
= @-bxey = — = —, utilizando el problema 2.52.
V3 Vi v

d) De acuerdo con el problema 2.42, si a, b y ¢ no son coplanares, a - b x ¢ # 0. Entonces, del inciso c), se con-
cluye quea’ - b’ x ¢’ # 0, porloque a’, b’ y ¢’ tampoco son coplanares.



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS @

2.54. Demuestre que cualquier vector r puede ser expresado en términos de los vectores reciprocos del problema

2.53, como:
r=(r-ada+@d-b)b+ (r-ce

Solucion
Del problema 2.50, B(A - CxD) — A(B-CxD) = C(A - BxD) — D(A - B x C). Entonces,

AB-CxD) BA-CxD) CA-BxD)
A-BxC A-BxC A-BxC

D=

SeanA =a, B=b, C=c y D =r. Entonces,

r-bxe r-cxa r-axb
= a
a*bxec a*bxc a*bxc

- b xc atr- cxa bar- axb c
- a-bxc a-bxec a-bxc

=@-a)a+@-b)b+(r-cdec.

r

Cc

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

2.55.

2.56.

2.57.

2.58.

2.59.

2.60.

2.61.

2.62.

2.63.

2.64.

2.65.

2.66.

Evalie: a)k-G{+j), b)i—2K-(G+3K) y ¢ Qi—j+3K)-Gi+2j—Kk).

Supongaque A=i+3j—2k y B=4i—2j+4k. Calcule a)A-B, b)A, ¢)B, d |3A + 2B
e) (2A +B)-(A —2B).

Encuentre el dnguloentre: a)A =3i+2j—6k y B=4i—-3j+k b C=4i—-2j+4k y
D =3i — 6j — 2k.

Calcule los valores de a para los cuales los vectores A y B son perpendiculares, donde:
aA)A=ai—2j+k y B=2ai+aj—4k, H)A=2i+j+ak y B=2i+aj+k

Determine los angulos agudos que la linea determinada por los puntos (1, —3, 2) y (3, —5, 1) forma con los ejes
coordenados.

Diga cudles son los cosenos directores de la linea que une los puntos:
a)(3,2,-4) y (1,-L2), b)(-53,3) y (=2,7,15).

Encuentre los dngulos de un tridngulo en el que dos de sus lados estan formados por los vectores:
aA=3i—4j—-k y B=4i—-j+3k, bA=-2i+5j+6k y B=3i+j+2k

Las diagonales de un paralelogramo estan dadas por A = 3i — 4j — ky B = 2i + 3j — 6k. Demuestre que el
paralelogramo es un rombo y determine la longitud de sus lados y dngulos.

Diga cudl es la proyeccion del vector A sobre el vector B, donde:
a)A=2i—3j+6k y B=i+2j+2k, H)A=2i+j—k y B=-6i+2j—3k

Encuentre la proyeccion del vector A = 4i — 3j + k sobre la linea que pasa por los puntos (2,3, —1) y
(=2, -4,3).

Encuentre un vector unitario perpendicular al vector A y al vector B, donde:
a)A=4i—-j+3k y B=-2i+j—2k, b)A=6i+22j—5k y B=1i+6j— 2k

Calcule el dngulo agudo que forman dos diagonales de un cubo.



2.67.

2.68.

2.69.

2.70.

2.71.

2.72.

2.73.

2.74.

2.75.

2.76.

2.77.

2.78.

2.79.

2.80.

2.81.

2.82.

CAPITULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

Encuentre un vector unitario paralelo al plano xy y perpendicular al vector 4i — 3j + k.

Demuestre que A, B y C son vectores unitarios mutuamente ortogonales, donde
a) A=Qi—2j+k)/3, B=(@{G+2j+2k)/3 y C=Q2i+j—2k)3
b) A= (12i —4j —3k)/13, B=(4i+3j+ 12k)/13 y C = (3i + 12j — 4k)/13.

Encuentre el trabajo realizado por un objeto que se mueve a lo largo de una linea recta:

a) de(3,2,—1)a(2, —1,4), enun campo de fuerzas dado por F = 4i — 3j + 2k.
b) de(3,4,5)a(—1,9,9), en un campo de fuerzas dado por F = —3i + 5j — 6k.

Sea F un campo vectorial de fuerzas constante. Demuestre que el trabajo realizado por un cuerpo que se mueve
alrededor de cualquier poligono cerrado en dicho campo, es igual a cero.

Demuestre que un angulo inscrito en un semicirculo es un dngulo recto.
Sea ABCD un paralelogramo. Demuestre que AB*+ BC?*+ CD?+ DA*= AC*+ BD?

Sea ABCD cualquier cuadrilatero donde Py Q son los puntos medios de sus diagonales. Demuestre que
AB*+ BC*+ CD*+ DA’= AC*+ BD* + 4PQ"
Esta es una generalizacién del problema anterior.

Considere un plano P perpendicular a un vector A dado y a una distancia p del origen. a) Encuentre una ecuacién
del plano P. b) Exprese la ecuacién del inciso a) en coordenadas rectangulares.

Sean r; y r, vectores unitarios en el plano xy y que forman dngulos 'y 3 con el eje x positivo.
a) Demuestre que r; = cosai + senaj y que rp = cosBi + senpfj.
b) Considere el producto r; - rp, demuestre las formulas trigonométricas

cos(a —B) = cos acos B+ sen a sen By cos(a + ) = cos acos B+ sen a sen B

Sea a el vector de posicién de un punto dado (xi, y;, 21), y sea r el vector de posicién de cualquier punto (x, y, z).
Describa la posicién de r si: a) ’r — a\ =3, b)(r—a)ra=0y o@—a)-r=0.

Suponga que A = 3i + j + 2k y B =i — 2j — 4k son los vectores de posicion de los puntos Py Q, respectiva-
mente.

a) Encuentre una ecuacidn para el plano que pasa por Q y es perpendicular a la recta PQ.
b) Calcule la distancia del punto (—1, 1, 1) al plano.

Evaltie cada una de las siguientes expresiones: a) 2j X (3i — 4k), b) (i + 2j) xk, c¢) (2i — 4k) x (i + 2j),
d@Ai+j—2k)@Bi+k) y e i+j— k) x@Gi—2j+4k).

Supongaque A =3i—j—2k y B=2i+3j+k Determine: a)AxB
o)A+ B)x (A -B)

, B)(A+2B)x(2A—B) y

Supongaque A=i—-2j—3k, B=2i+j—k y C=i-+3j— 2k Calcule:
a) |(AxB)xC| ¢)A-BxC), e)(AxB)x(BxC)
b) AxBxC)| d(AxB)-C, HAxB)B-C)

Suponga que A # 0y que cada una de las condiciones siguientes se cumplen simultdneamente; a) A-B=A-Cy
b) A xB = A x C. Demuestre que B = C, pero si s6lo se cumple una de las condiciones entonces necesariamente
B # C.

Calcule el drea de un paralelogramo con diagonales: a) A = 3i + j — 2ky B =i — 3j — 4k,
bYA =2i +4jyB = —4i + 4k.



2.83.

2.84.

2.85.

2.86.

2.87.

2.88.

2.89.

2.90.

2.91.

2.92.

2.93.

2.94.

2.95.

2.96.

2.97.

2.98.

2.99.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Encuentre el 4rea del tridngulo cuyos vértices son: a) (3, —1, 2), (1, —1, =3) y (4, =3, 1),
b)(2,-3,-2),(-2,3,2)y 4,3, -1

Suponga que A = 2i + j — 3k y B =i — 2j + k. Encuentre un vector de magnitud 5 que sea perpendicular tanto
a A como a B.

Use el problema 2.75 para deducir las siguientes férmulas;
sen(a —B) = sen awcos B — cos asen By sen(a +8) = sen acos B+ cos a sen B

Suponga que se aplica una fuerza F = 3i + 2j — 4k en el punto (1, —1, 2). Calcule el momento de F con respecto
del punto: a) (2, —1, 3), b) (4, —6, 3).

La velocidad angular de un cuerpo rigido giratorio con respecto de un eje de rotacion estd dado por w = 4i + j — 2k.
Determine la velocidad lineal de un punto P sobre el cuerpo cuyo vector de posicion relativo a un punto sobre el

eje de rotacion es 2i —3j + k.

Simplifique lo siguiente: @) (A + B) - (B + C) X (C + A), b)A-(2A +B)xC.

A-a A-b
Demuestre que (A *B x C)(a*bxe¢)=|B-a B-b
C-a C

Encuentre el volumen del paralelepipedo cuyas aristas estdn representadas por:
a) A=2i—3j+4k,B=i+2j—kyC=3i—j+ 2k
by A=i—j+2k,B=i+j—kyC=i—j—4k.

Suponga que A - B x C = 0. Demuestre que se cumple cualquiera de las siguientes condiciones: a) A, B y C son
coplanares pero no hay dos colineales, o bien b) dos de los vectores A, B y C son colineales, o ¢) todos los vectores

A, B y C son colineales.

Determine la constante a que hace que los vectores siguientes sean coplanares:
a) 2i—j+ki+2j—3k3i+aj+5k b) 3i—3j—k —3i—2j+ 2k, 6i+ aj — 3k

Suponga que A = xja + y;b + z1¢, B = x;a + y;b + z¢, y C = x3a + y3b + zzc. Demuestre que

X1 yr 2
A-BxC= X2 Y2 22 (a-bxc)
X3 Y3 23

Demuestre que (A X C) X B = 0 es una condicion necesaria y suficiente para que A X (B x C) = (A x B) x C.
Analice los casosenlosque A:B=00B-C =0.

Sea que los puntos P, Q y R tienen vectores de posicionr; = 3i — 2j — Kk, =i + 3j + 4dkyr; = 2i + j — 2k,
relativos al origen O. Encuentre la distancia de P al plano OQR.

Determine la distancia mds corta: a) de (6, —4, 4) a la linea que une los puntos (2, 1,2) y (3, —1, 4).
b)de (1, —7, 5) alarecta que pasa por los puntos (13, —12,5) y (23, 12, 5).

Considere los puntos P(2, 1, 3), O(1,2, 1), R(—1, —1, —=2) y S(1, —4, 0). Encuentre la distancia mds corta entre las
rectas PQ y RS.

Demuestre que las perpendiculares que salen de los vértices de un tridngulo hacia los lados opuestos (extendidos,
de ser necesario) se encuentran en un punto (llamado ortocentro del tridngulo).

Pruebe que los bisectores perpendiculares de los lados de un tridngulo se cortan en un punto (llamado circuncentro
del tridngulo).



Q CAPITULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

2.100.

2.101.

2.102.

2.103.

2.104.

2.105.

2.106.

Pruebe que (AxB) - (CxD)+ BxC):-(AxD)+ (CxA)-BxD)=0.
Sea POR un tridngulo esférico cuyos lados p, g y r son arcos de circulos mayores. Demuestre la ley de los cosenos
para tridngulos esféricos.

CosSp =cosqgcosr+ sengsenr

con férmulas andlogas para cos g y cos r que se obtienen con la permutacion ciclica de las literales. Sugerencia:
interprete ambos lados de la identidad.

AxB):AxC)=B-C)-(A-A)—(A-C)B-A)

Encuentre un conjunto de vectores reciprocos al conjunto de vectores:
a) 2i+3j—ki—j—2k —i+2j+2k, b)) i+2j+3kS5i—j—ki+j—k

, b xc , cxa , axb
Suponga que a’' = ,b' = , ¢ = . Demuestre que
a*bxc a*bxc a*bxc
b xc dxad a xb
= N = N CcC =
a b xc a-b xc a-b xc

Suponga que a, b, cy a’, b’, ¢’ tienen las propiedades siguientes:
a’-a=b'-b=c-c=1
a*b=a"+c=b'-a=b'-c=c'-a=c-b=0
Demuestre que se cumplen las hipétesis del problema 2.103, es decir,

, bxc , cxa , axb
a = = ¢=—:
abxc’ abxc’ abxc

Demuestre que los tnicos conjuntos de vectores de mano derecha que son reciprocos entre si, son i, j y k.

Demuestre que s6lo hay un conjunto, y sélo uno, de vectores reciprocos a un conjunto dado de vectores no copla-
nares a, by c.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

2.55.
2.56.
2.59.
2.60.
2.61.
2.62.
2.63.
2.64.
2.65.
2.74.
2.76.

a) 0,b) —6,0)1 2.57. a)90°, arc cos 8/21 = 67°36’
a) —10,b) V14, ¢) 6, d) V150, ¢) —14 258. a)a=2,—-1,b)a=2

arc cos 2/3, arc cos 2/3, arc cos 1/3 0 48°12’, 48°12', 70°32’

a) 2/7,3/7, —6/7 0 —2/7, =3/7, 6/7, b) 3/13, 4/13, 12/13 0 —3/13, —4/13, —12/13
a) arc cos 7/+/75, arc cos v/26/+/75, 90° 0 36°4’, 53°56, 90° b) 68.6°, 83.9°, 27.5°
5\/§/2, arc cos 23/75, 180° — arc cos 23/75; 0 4.33, 72°8’, 107°52’

a)8/3,b) —1 2.66. arc cos 1/3 0 70°32’
1 2.67. =(3i+ 4j)/5
a) *(@{—2j—2k)/3,b) +(2i — j — 2k)/3 2.69. a)l5,b)13

a) r-n=pdonden = A/A| = A/A,b)Aix + Ay + Az = Ap
a) Esfera con centro en (xy, yj, 71) y radio = 3.
b) Plano perpendicular a a que pasa por su punto terminal.

¢) Esfera con centro en (x1/2, yi/2, z1/2) y radio /x? + y} + z3/2; o esfera con didmetro = a.



2.77.
2.78.
2.79.
2.80.
2.82.
2.83.
2.84.
2.86.

2.87.
2.88.
2.90.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

a) (r—B)(A—B)=0o0bien2x + 3y + 6z = —28;b)5

a) —8i — 6k, b) 2i — j, ¢) 8i — 4j + 4k, d) i — 10j — 3k, €) 2i — 11j — 7k

a) V195, b) —25i + 34j — 55k, ¢) 2V/195

a) 5v/26, b) 3+/10, ¢) =20, d) —20, e) —40i — 20j + 20Kk, f) 35i — 35j + 35k

a) 53, b) 12

a) V'165/2, b) 21
+15v3/31G+j+k)

a) 2i — 7j — 2k, b) —3(6i + 5j + 7K)
—5i — 8j — 14k

a)2A *BxC,b)A-BxC

a)7,b) 12

292. a)a= —4,b)a=—13

295. 3
2.96. a)3,b)13
297. 32

2 1 8 7 7 5
2.102. “i+-k ——i+j—zk, —zi+j—=
0 a)31+3k, 31—i—,] 3k, 31—i—,] 3k

b) (2i + 4j + 6k)/28, (51 — 4j + k)/28,
i+ 9j— 11k)/28



Diferenciacion vectorial

3.1 INTRODUCCION

El lector estd familiarizado con la diferenciacion de funciones de una variable, f(x) evaluadas con nimeros reales.
En especifico tenemos:

Py =& =y P =10

h—0 h

Aqui extenderemos esta definicién a funciones de una variable evaluadas con vectores.

3.2 DERIVADAS ORDINARIAS DE FUNCIONES DE VARIABLE VECTORIAL

Suponga que R(u) es un vector que depende de una variable escalar u. Entonces

A_R _ R(u + Au) — R(u)
Au Au

donde Au denota un incremento en u, como se ilustra en la figura 3-1.
La derivada ordinaria del vector R(u) con respecto al escalar u estd dada como sigue cuando existe el limite

dR AR R(u + Au) — R(u)

— = lim — = lim
du Au—0 AM Au—0 Au

Como dR/du es un vector que depende de u, consideramos su derivada con respecto del escalar u. Si dicha derivada
existe la denotaremos con d’R/du?. Las derivadas de orden superior se describen en una forma similar.

S Ar =r(u + Au) —r(u)
F ( )
X, ¥, Z
N
by

‘@
AR = R(u + Au) — R(1)

)
Figura 3-1 Figura 3-2



3.2 DERIVADAS ORDINARIAS DE FUNCIONES DE VARIABLE VECTORIAL

Curvas en el espacio

Considere ahora al vector de posicion r(x) que une al origen O de un sistema de coordenadas con cualquier punto
(x, y, z). Entonces
r(u) = x(ji + y(w)j + z(wk

y la especificacidn de la funcion vectorial r(x) define a x, y y z como funciones de u.
A medida que 4 cambia, el punto terminal de r describe una curva en el espacio cuyas ecuaciones paramétricas
son

x=x(u), y=yw), z=zu
Entonces, la expresion siguiente es un vector en la direccién de Ar si Au > 0, y en la direccién de —Ar si Au <0
[como se ilustra en la figura 3-2]:
Ar  r(u + Au) —r(u)
Au Au

Suponga que
Ar _dr

1m
Au—0Au  du

s

existe. Entonces, el limite serd un vector en la direccidn de la tangente a la curva en el espacio en (x, y, z) y estd dado
por

dr dx dy dz
=i+ 4+ 20k
du dul du‘] du

Movimiento: velocidad y aceleracion

Suponga que una particula P se mueve a lo largo de una curva, C, en el espacio cuyas ecuaciones paramétricas son
x =x(1),y = y() y z = z(t), donde ¢ representa al tiempo. Entonces, el vector de posicion de la particula P a lo largo
de la curva es

r(t) = x(Hi + y(0j + z(Hk

En tal caso, la velocidad v y la aceleracion a de la particula P estdn dadas por:

dr dx, dy dz
= H)=—=—i+—j+—Kk
VEYO =T at tad ta
d*vr  dv d*x, d¥y, d*z
—a)=—=—=—j+—j+—
azah=gr = Tttt

EJEMPLO 3.1 Suponga que una particula P se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones paramétricas, en las que
t representa al tiempo, son las siguientes:

x = 40 + 8, y=2cos3t y z=2sen3t

a) Determine su velocidad y aceleracion en cualquier momento.
b) Encuentre las magnitudes de la velocidad y la aceleracién en t = 0.

a) El vector de posicion de la particula P es

r=xi+ yj+ zk = (407 + 81)i + (2 cos 3£)j + (2 sen 39k



CAPITULO 3 DIFERENCIACION VECTORIAL
Entonces, la velocidad v y la aceleracion a de P son:

dr
v = i = (80r + 8)i + (—6sen3r)j + (6 cos 3k

dv
—d— = 80i + (—18cos 3r)j + (—18sen 3r)k.

b) Ent=0,v=_8i+ 6kya = 80i — 18j. Las magnitudes de la velocidad v y la aceleracién a son:

V[ =/(8)7+ (6> =10 vy l|a] =/(80)° 4 (—18)* =82

3.3 CONTINUIDAD Y DIFERENCIABILIDAD

Una funcidn escalar ¢(u) es continua en u si
lim ¢(u + Au) = ¢d(u)
Au—0

En forma equivalente, ¢(u) es continua en u si, para cada nimero positivo €, es posible encontrar un nimero positivo
o tal que

|p(u + Au) — Pp(u)| < € siempre y cuando |Au| < &

Una funcién vectorial R(u) = Ry(u)i + Ry(w)j + R3(w)k es continua en u si las tres funciones R(«), Ry(u) y R3(u)
son continuas en u o si limy, 0 R(u + Au) = R(u). De manera equivalente, R(«) es continua en u si para cada nimero
positivo € es posible encontrar un nimero positivo 6 tal que

R(u + Au) — R(u)| < € siempre y cuando |Au| < &

Una funcién escalar o vectorial es diferenciable de orden n si su n-ésima derivada existe. Una funcién diferen-
ciable necesariamente es continua, pero no a la inversa. A menos que se diga otra cosa, supondremos que todas las
funciones consideradas en el texto son diferenciables hasta el orden que sea necesario en un andlisis particular.

Se aplica la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.1 Suponga que A, B y C son funciones vectoriales diferenciables de un escalar u, y que ¢ es
una funcién escalar diferenciable de u. Entonces se cumplen las leyes siguientes:

dA dB
] —A-I—B =— 4+ —
) ( ) du du
dB dA
1 —A-B =A-—+—-B
if) ( ) T
iii) —(AxB)—Axd—Bﬁ-% B
du du
dA d¢
] —(PA —+ LA
iv) du(¢) ¢ i
d dC dB dA
~(A- =A- =4 + .
V) du(A BxC)=A-Bx I A- I x C n BxC

A
Vi) i{Ax(BxC)}=Ax BxE +A x @XC +d—x(BxC)
du du du du

En la proposicién 3.1 el orden de los productos puede ser importante.
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d
EJEMPLO 3.2 Suponga que A = 5u% + uj — u’k y que B = sen ui — cos uj. Encuentre - (A-B)

d dB dA
—((A-‘B)=A-—+—-B
du( ) du du

= (5u%i + uj — ’K) - (cos ui + sen uj) + (10ui + j — 3u’k) - (sen ui — cos uj)
= [5u® cos u + u sen u] + [10u sen u — cos u]

= (5u®> — 1) cosu + 1lusenu

Otro método

A - B = 54’ sen u — u cos u. Entonces
d d 5 )
d—(A-B) =d— (Su”senu — utcos u) = Su”cosu + 10usenu + usenu — cosu
u u

= (5u®> — 1) cosu + 1lusen u

3.4 DERIVADAS PARCIALES DE VECTORES

Suponga que A es un vector que depende de mds de una variable, por ejemplo de x, y y z. Entonces, escribimos A =
A(x, y, 7). La derivada parcial de A con respecto de x se denota y define como sigue, cuando existe el limite:

oA Ax +Ax, vy, 2) — Alx, v, 2)
m
ox Ax—0 Ax

De manera similar, las derivadas parciales de A con respecto de y y z son las siguientes, respectivamente, cuando
existe el limite:

0A . A,y + Ay, ) — AR, y, 2)
— = lim

8y Ay—0 Ay

A . A, y, 2+ A7) — A, y, 2)
— = lim

0z A0 Az

Los conceptos de continuidad y diferenciabilidad de funciones de una variable se extienden a funciones de dos
0 mas variables. Por ejemplo, ¢(x, y) es continua en (x, y) si

lim ¢(x + Ax, y + Ay) = ¢(x, y)
30

o si para cada nimero positivo € es posible encontrar un nimero positivo 6 tal que
|p(x + Ax,y + Ay) — d(x, y)|< e siempre que |Ax|<S yque [Ay<d
Se aplican definiciones similares para funciones vectoriales de mas de dos variables.
Para funciones de dos o mds variables utilizamos el término diferenciable para indicar que la funcién tiene pri-

meras derivadas parciales continuas (otros autores emplean dicho término con un sentido un poco distinto).
Se definen derivadas de orden superior del mismo modo que en el cdlculo. Por ejemplo:

PA 9 (9A FA 9 [9A PA 9 [0A
ox2  ax\ox) a9y ay\ay) 0z oz \ oz

PA 9 [IA PA 9 (0A PA 9 [(PA
axdy ax\ay) adyox agy\ax/)  axd2  ox \ 92
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En el caso en que A tiene derivadas parciales continuas al menos de segundo orden, tenemos
PA  PA
oxdy  dydx
Es decir, no importa el orden de diferenciacion.
(:)3
EJEMPLO 3.3 Suponga que ¢(x, y, z) = xy’zy A = xi + j + xyk. Encuentre Fre (@A) en el punto P(1, 2, 2).
PA = X2y + xy°zj + 2y3zk
d
o (@A) =i+ 0% + %)k
4

&? L.
@(‘M) =20% + % + 20°k

63 2 3
——(dA) = 2y%i + 2y°k
8x281(¢ ) =2y7i+2y

93
= = =2 — =8i + .
Cuandox =1,y =2yz =2, o (A) = 8i + 16k

Las reglas para la diferenciacion parcial de vectores son similares a las del cdlculo elemental para funciones
escalares. En particular se aplica la siguiente proposicion:

PROPOSICION 3.2 Suponga que A y B son funciones vectoriales de x, y y z. Entonces, se cumplen las leyes que
siguen:
9 B 0A
i) —(A-B)=A-—+—-B
ox ox  ox
0 B 0A
ii) —(AxB)=Ax—+—xB
ox ox  oOx
s afo d dB | 0A
iii) —A‘B)=—]—A‘B);=—JA-—+—+B
dydx dy |ox dy dx  ox

B _0A 9B  0A B A ] .
A —+—+ —+—+ —+— - B, y asi sucesivamente.
dyox dy odx Ox dy Odyox
Las reglas para las diferenciales de vectores son, en esencia, las mismas que las del calculo elemental, como se
plantea en la proposicidn siguiente.

PROPOSICION 3.3 Suponga que A y B son funciones de x, y y z. Entonces se cumplen las siguientes leyes.

i) SiA =Aj+ Ayj + Ask, entonces dA = dA i + dA,j + dAsk
ii) dA-B)=A-dB +dA-B
iii) d(AXB)=AXxdB + dAxB

0A

) . 0A 0A ) .
iv) SiA = A(x,y,z), entonces dA = dA = adx + @dy + a—dz, y asi sucesivamente.
Z

3.5 GEOMETRIA DIFERENCIAL

La geometria diferencial involucra el estudio de curvas y superficies. Suponga que C es una curva en el espacio
definida por la funcién r(u). Entonces, ya se vio que dr/du es un vector en la direccién de la tangente a C. Suponga
que se toma el escalar u como la longitud de arco s medida a partir de algin punto fijo sobre C. Entonces, dr/ds es
un vector unitario tangente a C'y que se denota con T (vea la figura 3-3). La tasa de cambio de T con respecto de s
es una medida de la curvatura de C y estd dada por dT/ds. La direccién de dT/ds en cualquier punto dado de C es
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normal a la curva en dicho punto (vea el problema 3.9). Si N es un vector unitario en esa direccién normal, se deno-
mina normal principal a la curva. Entonces, dT/ds = kN, donde « recibe el nombre de curvatura de C en el punto
especificado. La cantidad p = 1/« se llama radio de curvatura.

=

—/ y

Z

Figura 3-3

Un vector unitario B perpendicular al plano de T y N, y tal que B = T x N, se llama binormal a la curva. Se con-
cluye que las direcciones T, N y B forman un sistema de coordenadas rectangulares de mano derecha en cualquier
punto especificado de C. Este sistema de coordenadas recibe el nombre de triedro o triada en el punto. A medida que
s cambia, el sistema de coordenadas se mueve y se conoce como triedro movil.

Formulas de Frenet-Serret

Existe un conjunto de relaciones que involucran a las derivadas de los vectores fundamentales T, N y B, y que se
conocen como foérmulas de Frenet-Serret, y estdn dadas por

dT dN dB

—=kN, —=B-«kT, —=-7N

ds ds ds
donde 7es un escalar llamado forsion. La cantidad o = 1/7recibe el nombre de radio de torsion.

El plano basculante en el punto P de una curva, es aquel que contiene a la tangente y la normal principal en P.

El plano normal es el que pasa por Py es perpendicular a la tangente. El plano rectificador (o de rectificacion) es el
que pasa por Py es perpendicular a la normal principal.

Mecanica

Es frecuente que la mecanica incluya el estudio del movimiento de particulas a lo largo de curvas (esta disciplina se
conoce como cinemdtica). En esta drea son valiosos algunos resultados de la geometria diferencial.

La dindmica considera el estudio de las fuerzas que actian sobre objetos en movimiento. En este campo es fun-
damental la famosa ley de Newton que afirma que si F es la fuerza neta que actda sobre un objeto de masa m que se
mueve con velocidad v, entonces

d
F = E(mV)

donde mv es el momento del objeto. Si m es constante, ésta se convierte en F = m(dv/df) = ma, donde a es la ace-
leracién del objeto.

PROBLEMAS RESUELTOS

3.1.  Suponga que R(u) = x(u)i + y(u)j + z(u)k, donde x, y y z son funciones diferenciables de un escalar u. De-
muestre que
dR dx, dy, dz

T+ Ej+ 2k
du dul du‘l du
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Solucion
R _ 1o ROHAD —RW
du  Au—0 Au
= i [x(u + Aw)i + y(u + Aw)j + z(u + Aw)K] — [x(w)i + y(w)j + z(w)k]
vt :
o x(utAw)—x(u), oyt Au)—y@), | z(u+ Au) — z(u)
e VE R B VR
dx. dy. dz
=—i+=j+—
32. DadoR=(3 i+ (3 i+ @7k E ¢ )de)dZR)dR d)dzR
B ) . ra) —, b) —, o) | =~
ado (3 cos ni + (3 sen 1)j + (47k. Encuentre - — X y i
Solucion
dR d d J
ar_c i+ — (3¢ . d 3, . o
a) —- = @cosni+—@sennj +— 40k = (=3sen )i + (3 cosn)j + 4k
&R d (dR d 4 4 . | |
b) At dr (E) - E(_3 sen 1)i +E(3 cos h)j +E(4)k = (=3 cos )i + (—3sen 1)j.
c) % = [(—3sen t)2 + (3 cos t)2 +(4)2]1/2 _s
2
d) % = [(=3cost)? + (=3sen)? + (0)%]"/2 = 3.

3.3.  Una particula se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = e’

y z = 2 sen 3¢, donde ¢ es el tiempo.

,y = 2cos 3t,

a) Determine su velocidad y aceleracién en cualquier instante.

b) Encuentre las magnitudes de la velocidad y aceleraciéon en t = 0.

Solucion

a) Elvector de posicién r de la particulaes r = xi + yj + zk = ¢~ 'i + 2 cos 3¢j + 2 sen3rk. Entonces la velocidad
es v =dr/dt = ¢”'i — 6 sen 31j + 6 cos 37k y la aceleracién es a = d’r/d® = e”'i — 18 cos 3tj — 18 sen 37k.

b) Ent=0, dr/dt=—-i+6ky drldi? =i — 18j. Entonces

La magnitud de la velocidad en r = O es (=12 +(6)* = V37

La magnitud de la aceleraciénen t = 0 es 4/ (D% 4+ (=18)% = +/325.

3.4. Una particula se mueve a lo largo de lacurvax = 2>, y=1 —4t y z= —t— 5, donde ¢ es el tiempo.
Encuentre las componentes de su velocidad y aceleracién en el momento ¢ = 1 en la direccién i — 2j +2k.

Solucion
Velocidad = % = %[(Mn +( — 4)j + (=1 — 5)K]
=@)i+Q—4j—k=4i—2j—k enr=1.
i—2j+2k .
=31
VO + (=22 + 27

El vector unitario en la direcciéon i — 2j + 2k es
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Entonces, la componente en la direccién dada es (4i —2j — k) - (%l — % jt+ Zk) =2

d’r d (dr d
ion=—=—|—)=— i+ — 4)i — K] = 4i + 2j.
Aceleracion 2@ ( dt) 7 [4Di + (2t —4)j — k] = 4i + 2j

Entonces, la componente de la aceleracién en la direccién dada es (4i + 2j) - ( i—2 J +2 k) =0.

3.5. Unacurva C estd definida por sus ecuaciones paramétricas x = x(s), y = y(s) y z = z(s), donde s es la longitud
de arco de C medido a partir de un punto fijo sobre C. Si r es el vector de posicidon de cualquier punto sobre
C, demuestre que dr/ds es un vector unitario tangente a C.

Solucion

El vector
dr d dx, dy, dz
= (dtyjtk)=—i+ +—k
& gt =g

es tangente a la curva x = x(s), y = y(s) y z = z(s). Para demostrar que tiene magnitud unitaria, observe que

(N (ay\P | (dz (dx)* + (dy)* + (d2)?
B /(ds) +<$> +($> _\/ (ds)? =!

ya que (ds)* = (dx)* + (dy)* + (d2)*, que es un resultado del cdlculo.

ﬂ
ds

3.6. a) Encuentre el vector unitario tangente a cualquier punto sobre lacurvax = —t,y = 4t — 3y z = 2> — 8t.

b) Determine la tangente unitaria en el punto en que ¢ = 2.
Solucion
a) Una tangente a la curva en cualquier punto es

‘;—: = %[(ﬁ —Di + (4t — 3)j + 22 — 8nk] = (2t — )i + 4j + (41 — 8)k.

La magnitud del vector es |dr/df = [(2r — 1)* + (4)* + (4 — 8)*]"2. Entonces, el vector unitario tangente
requerido es

= [t — i+ 4j + (4r — KI/[(2r — 1)* + (4)* + (41 — 8)*]"2.

Note que como |dr/dt| = ds/d?, se tiene que

_dr/dt _dr
S dsldt ds’
3i 4 4j

+4j

Bk B PRy
Jorrag+oe oY

3.7. Suponga que A y B son funciones diferenciables de un escalar u. Demuestre que:

b) Ent = 2, el vector unitario tangente es T =

d 4B __dA dB  dA
LA-B=A-2.% g b—A By=Ax—+2 B
@ BB =A ) ) du  du
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Solucion
A+ AA)- (B +AB) —
2 —(A B) - ( ). ( )
Au—)O AM
. A-AB+AA-B +AA-AB
= lim
Au—0 Au
AB AA AA dB dA
— +—B+—- TR
AIJEOAAM AuB Au AB =A- du duB

Otro método
Sea A = Aji + Ayj + A3k, B = Byi + B,j + Bsk. Entonces

d d
—(A-B) =—(AB; +A;B, + A3B3)
du du

B B B A A A
<A1@+A22 +A;b> + (d Arp A2 +QB;>

d du du du du du
dB dA
=A-—+—"+B
du du
A+ AA B+AB)—AxB
p LA xB)= lim ) x( )—AX
Au—0 Au
. AxAB+AA xB + AA x AB
= lim
Au—0 Au
AB AA AA
= i 4+ +
AIJEOAXAM AuXB AuXAB
dB dA
= —+—xB
du du><
Otro método
. K
d alt
I(AXB):; Al A2 A3
“ “|B B, B

Con el uso de cierto teorema sobre la diferenciacion de un determinante, el resultado anterior se convierte en

i j Kk i j ok
A A A dAy dhs| dB A
dB, @ dBs du du du du du

du du dul |Bi B, Bs

d d
3.8. Supongaque A = 57 + tj — ky que B = sen ti — cos tj. Encuentre: a) E(A x B)yb) E(A -A).

Solucion
dB , dA
—A B =A-+%2.8
@ ;AB ar

= (5¢% + tj — £’K) - (cos fi + sen #j) + (10¢i + j — 31°K) - (sen i — cos 7j)

=572 cost +rsent+ 10rsens — cost = (51> — 1)coss + 11rsen ¢
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Otro método

A - B = 5 sent — t cos t. Entonces

d

d
E(A-B) = E(Sz2 sent —tcost) = 5t2cost + 10fsent + rsent — cost

= (5> —1)cost + 11tsen ¢

d dB dA i j k i j k
—AxB)=Ax—+—xB=|5*> t —£|+]|10¢ 1 —37

by G AXB) = A
cost sent O sent —cost 0

= [ senti —F cos tj + (5% sent— tcos k]
+ [=3F cos i — 3> sen tj + (—10tcost — sen 1)Kk]

=P sent — 3 cos i — (£ cost + 3£ sen nj+ (5 sent — sent — 117 cos Hk

Otro método

i J
AxB=|5" t — | = —Fcosti — £ sentj + (=572 cost — tsen Hk
sent —cost 0
d

Entonces E(A x B) = (Fsent — 3 cos i — (£ cost + 3¢% sen nj+ (5t2 sent — l1tcost — sen )k
d dA dA dA
c) —(A*A)=A-—+— A=2A- —
) dt( ) dt dt dt

=2(5¢% +1j — k) - (104 + j — 3°k) = 1007° + 2t + 6¢°
Otro método
AA =GP+ 0+ (=P =25 + 2 + 10
d
Entonces E(ZSt4 + 2 +©) =100£ + 21 + 6¢°.

3.9. Suponga que A tiene magnitud constante. Demuestre que A - dA/dt = 0y que A y dA/dt son perpendiculares,
siempre y cuando \dA/dt| # 0.

Solucion
Como A tiene magnitud constante, A - A = constante.
d dA  dA dA
Ent —AA)=A-—+— -A=2A-—=0.
nronees. dt( ) dr  dt dt
dA dA dA
Por lo que A- a =0 y A es perpendicular a o siempre que E' # 0.
3.10. Suponga que A, B y C son funciones diferenciales de un escalar u. Demuestre que
d dC dB dA
—A-BxC)=A-Bx—+A- —xC+— B xC.
du ( ) du du du

Solucion

De acuerdo con los problemas 3.7a) y 3.7b), diA ‘BxC)=A- di(B x C) + LZTA ‘B xC
u u u

dC dB dA
=A- i + .
|:B>< » MXC] » B xC

= . — 4+ A — 4+ .
A-B x » A I,{XC » BxC
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3.11. Una particula se mueve de modo que su vector de posicion estd dado por r = cos wfi + sen wtj, donde w es
una constante. Demuestre que a) la velocidad v de la particula es perpendicular a r, b) la aceleracién a estd
dirigida hacia el origen y tiene una magnitud proporcional a la distancia a éste y ¢) r X v = un vector cons-

tante.
Solucion
dr . .
a) v=-— = —wsen wti + wcos wtj. Entonces

dr
r-v = [cos wti + sen wtj]+ [—wsen wti + wcos wtj]

= (cos wt)(—wsen wt) + (sen wt)(wcos wt) =0

y r'y v son perpendiculares.

d’r adv
b) — =— = —w’cos wi — @ sen wij
drr  dt !
= —w’[cos wri + sen wtj] = —o’r
Entonces, la aceleracidn es opuesta a la direccion de r, es decir, se dirige hacia el origen. Su magnitud es pro-
porcional a |r|, que es la distancia al origen.
c) r X v =[cos wfi + sen wtj] X [—wsen wti + wcos wtj]
i j k
=| coswt senwt 0

—wsen wt wcoswt 0

= w(coszwt + senzwt)k
= wk, que es un vector constante.

Fisicamente se trata del movimiento de una particula sobre una circunferencia, con velocidad angular constan-
te w. La aceleracion, dirigida hacia el centro del circulo, es la aceleracion centripeta.

dA

dr dr’

3.12. Demuestre que A -

Solucion
Sea A = Aji + A,j + Ask. Entonces, A = /A + A + A.

A1 A A A
d—zf(A%+A§+A§)’”2 2A,Q+ZAZQ+2A3@
dr 2 dt dt dt
dA, dA, dAs
Al— + A ——=+A;—
a7 ar T a4
(AT + A% + A2
dA
A —
dA dA
=Tdt, por lo que AE:A.E
Otro método
d d
C A-A =A% —(A-A) =—(@4D.
omo dt( ) dt( )
d dA dA dA d dA
—AA=A- "+ A=2A-— —(AY) =24—
dt( ) dr dt dt y dt( ) dt
dA dA dA  dA
Ent 2A- — =2A— A= =A—.
ntonees dt dt © dt dt

. dA
Observe que si A es un vector constante, entonces A - o = 0, como en el problema 3.9.
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0A 0A
3.13. Sea A = (2x%y — xYi + (¢¥ — y sen x)j + (x? cos y)k. Encuentre: a) =7 b) e
X y

Solucion
0A d

a) —=—
dx  ox

= (4xy — 4)i + (v — ycosx)j + 2x cos yk

0A J d d

b) —= —(2x2y — i+ —=(e¥ — ysen x)j + — (% cos nk
dy dy dy dy

. a
2x%y —xHi + — (¥ — ysenx)j + — (x? cos y)k
0x 0x

=221 + (xe” — sen x)j — x° sen yk

PA PA
3.14. Sea A el vector del problema 3.13. Encuentre: a) —-y b) —-.
ax? dy?

Solucion
PA 9
e a

= (4y — 1229)i + (€™ + ysen x)j + 2 cos yk
PA 9

py 222
) dayr  ay

d ! d
a) 4xy — 4x)i + — (e — ycosx)j + — (2x cos )k
ax ox

d a
23 +—(xe® — senx)j — — (x> sen y)k
dy dy

=0 + x%¢”j — x* cos yk = x%¢”’

j — x*cosyk

’A ’A
3.15. Sea A el vector del problema 3.13. Encuentre: a) ——y b) ——.
dxdy dyox

Solucion

PA 9 (oA a . d
a) —=——]) = —(22%)i + — (xe” — sen X)j — —(x*sen nk
dxdy  dx \ dy ox 0x ox
= 4xi + (xye® + ¥ — cosx)j — 2xsen yk
PA 9 (oA ]

9 d
b - =——)=—“ _43-_‘_7 Xy i+ 20 K
) ayax ay(ax) ay()cy x0)i ay(ye ycosx)j ay(xcosy)

= 4xi + (xye® + Y — cosx)j — 2xsen yk

Observe que 9°A/dydx = 9*A/9xdy, es decir que el orden de diferenciacion es intrascendente. Esto es en general
verdadero si A tiene derivadas parciales continuas de, al menos, segundo orden.
63

A) en el punto (2, —1, 1).
axzaz(¢ ) p

3.16. Suponga que ¢(x, y, z) = xy’zy que A = xzi — xy*j + yz’k. Encuentre

Solucion
PA = (xy’2)(xzi — xy%j + y2’K) = Xy’ — Xy +xy Tk
J J
a—z((bA) = a—z(x2y222i — x2y4zj + xySZSk) = 2x2y2zi — x2y4j + 3xy3zzk

& 0
@«m) = a(2)c2y2zi — 24 +3x°2Kk) = 4xy’zi — 20t + 3’k

& d 2 e 4. 3.2 2 e 4.
m((bA) =&(4xy 4 —2xy"j +3y°z7k) = 4y“zi — 2y7j

Six =2,y =—1yz =1, el resultado se convierte en 4(=D*(Di — 2(—1)4j = 4i — 2j.
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3.17. SeaF que depende de x, y, z y ¢, donde x, y y z dependen de 7. Demuestre que
dF  oF oFdx oFdy OJFdz
=—+ +

dt ot oxdr dydt ozdt
con suposiciones razonables sobre diferenciabilidad.
Solucion
Suponga que F = Fi(x, y, z, i + Fa(x, v, z, D)j + F3(x, y, z, k. Entonces,
dF = dFli +dF2j +dF3k
oF oF oF oF oF’ oF oF’ oF
= Ha+ o+ Ty + S i+ | R+ i+ Ay + 22z j
ot ox ay 0z ot ox ady 0z

oF oF oF oF
+ | 2dr+ dx + ——dy + —dz |k
ot ox dy 0z

OF,, OF,, OF OF,, OF,, OF
= (i+ 225+ 2k )de+ (Sl 2+ 2k ) dx
ot ot ot ox ox ax

OF, . OF,, OF OF,, OF,,  OF
i+ 22+ 2k )dy + (i 2+ 2ok )de
ay ay ay 9z 0z 0z

oF oF oF oF
=_—dt+_—dx+—dy+—dz
or ox ay az

i dF_aF+aFdx+ade+aFdz
POTIOQue "7 ™ 5r " ox dr dydt ozdt

Geometria diferencial

dT dB dN
3.18. Demuestre las formulas de Frenet-Serret: a) I = kN, b) e —1N y o¢) s =71B — «T.

Solucion

dT . .
a) ComoT - T = 1, se concluye, del problema 3.9, que T - = = (, es decir: N es perpendicular a T.
s s

. o .. dT dT . Lo
Si N es un vector unitario en la direccién —, entonces — = «N. Decimos que N es la normal principal,

ds ds
kesla curvatura'y p = 1/k es el radio de curvatura.
dB dN  dT dN dN
- =T x — +— =Tx—+ =T x—.
b) SeaB =T xN, por lo que—_ X ot X N X kN x N X

dB dN dB
Ent T-—=T-Tx—=0 i =,
ntonces X X , por lo que T es perpendicular a :

B
Pero como B - B = 1, se concluye que B - 62— = ( (vea el problema 3.9), de modo que ;z'ﬁ es perpendicu-
s s

laraB yestdenel planode T y N.
dB . dB

Como T estd en el plano de T y N y es perpendicular a T, debe ser paralelo a N; entonces, e —7N.
Denominamos a B la binormal, Tes la torsion y o = 1/7es el radio de torsion.

¢) Como T, N y B forman un sistema de mano derecha, también lo hacen N, By T, es decir: N = B x T.

Entonces,§=Bxﬂ+@><T=BxKN—TNXT:—KT+7B=TB—KT.
s

ds d. ds
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3.19. Demuestre que el radio de curvatura de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = x(s), y = y(s) y

z = z(s), estd dado por
2.\ 2 2.\ 2 2.\ 2
o= () +(42) +(42
ds? ds? ds?

—1/2

Solucion

El vector de posicion de cualquier punto sobre la curva es r = x(s)i + y(s)j + z(s)k. Entonces,

_dr dx dy L& ar _d’x, d*y. d*z
—k vy i+—j+—
ds ds ds ds ds  d?  d2d ' ds

k.

Pero dT/ds = kN, por lo que

_jar
" lds

&Px\’ d’y * o\
= (ﬁ) +(ﬁ> +(ﬁ)

y se llega al resultado, ya que p =1/k.

320 . de d*vr d&r 1
20. il L
Demuestre que = a2 S

Solucion
dr dr dT dr _ dN | dx dx dx
— =T, —5=—= TF T N = k(1B — k1) + 25N = kB — 2T + 25
ds  Codss ds 0 ds Nds dN KB = kD) g N = kB =T N
dr dvr d’r e | dK
a‘EXEZT'KNX(KTB—KT‘F%N)

dx
(KTNxB—K3NxT+Kd—NxN)
S

= T'(K2’TT + K3B)

P T
=il =—
s
El resultado puede escribirse asi:
2 "2 21! xr,/ yr,r Zr,/
T:[(x) +(y) +(z )] x/ y!// nr
y

donde los apdstrofos denotan derivadas con respecto de s, con el empleo del resultado del problema 3.19.
3.21. Dadalacurvaenel espacio x =t,y =2y z= % 3. Encuentre: a) la curvatura  y b) la torsion 7.

Solucion

a) El vector de posicion es r = 7i + *j + 3 °k. Entonces,

_ dr dr 2 ) e
= =P 0 @R = 1422

dr ) ds
i =i+2j+2tk y 7

dr
dr
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y
_dr _dr/dti+24+27°k
ds ds/dt 1+2£2
dT (1 +25)(2j +41k) — (i + 21 +22K)(41)  —44i + (2 — 412)j + 41k
dt (1 + 22y (1 +212)?
Por lo que

dT _ dT/dt  —41 + (2 — 42)j + 4k

ds  ds/dt (1 +2£2)3
Como dT/ds = kN,
AT _ VA -4+ @) 2
T lds| (14282 T (1 +282)?

1dT =24+ (1 —262)j + 2tk
b) Delincisoa), N=—— = i+ )

K ds 1+22
De modo que
i j k
1 2t 21 2. .
21— 2t +k
B=TxN-= 2 2 2| =—
X 1+22 1+22 1+2¢ T2

-2t 1-2¢ 2t
1422 1422 14222

dB _ 4i+ (42 —2)j — 41k dB _dB/dt _4fi + (48> —2)j — 4tk

Ah — =
o (1 +282)? Yo ds  dsjdi (1 +22)

o — = —7N, se encuentra que 7 =

o+  h2N: +
También, —TN:—T|: 20+ (1 =26 2"‘] Como &
)

1+22 (1 +22)%

Observe que para esta curva Kk = 7.

3.22. Para la curva del problema 3.21, en el punto ¢t = 1, encuentre ecuaciones en forma vectorial y rectangular
para: @) la tangente, b) la normal principal y ¢) la binormal.

Solucion

Sea que To, No y Bp denoten los vectores tangente, normal principal y binormal, en el punto requerido. Entonces,
del problema 3.21,

i+2j+2k —2i—j+2k 2i —2j+k
R R

Si A denota un vector dado mientras que rp y r denotan, respectivamente, los vectores de posicion del punto
inicial y un punto arbitrario de A, entonces r — rg es paralelo a A, por lo que la ecuacién de A es (r — ro) X A = 0.
Entonces,

la ecuacidn de la tangente es r—ro)xTo=0
la ecuacion de la normal principal es r—ro)xNo=0

la ecuacion de la binormal es r—ro)XBo=0
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En forma rectangular, conr =xi +yj+zkyro =i+j+ %k, éstas se convierten, respectivamente, en:

x—1_y—1_ z-2/3 x—-1_y—1_2z-2/3 x—1_y—1_ z-2/3

] 2 R R I R 1
Estas ecuaciones también pueden escribirse en forma paramétrica (vea el problema 1.28 del capitulo 1).

3.23. Elabore un bosquejo de la curva en el espaciox = 3 cos ¢, y = 3 sen ¢ty z = 4¢, y encuentre: @) la tangente
unitaria T, b) la normal principal N, la curvatura k y el radio de curvatura p y ¢) la binormal B, la torsién 7y

el radio de torsién o.

Solucion

La curva en el espacio es una hélice circular (vea la figura 3-4). Como ¢ = z/4, las ecuaciones de la curva son
x = 3 cos(z/4) y y = 3 sen(z/4) por lo que se encuentra sobre el cilindro x*> + y*> = 9.

a) El vector de posicién para cualquier punto sobre la curva es
r =3cosd+ 3sentj + 4tk

d
Entonces, dilt‘ = —3sent + 3costj + 4k

ds |dr dr dr 5 2
== | =.. "= — + + 42 =
== | o V(=3sent)? + (3cos ) 5
dr dr/dt 3 3 4
Asi, T=—= = —Zsendi+Zcostj + -k
s & dsjdi 5sen i 5cos i 5
b) ar _ d 3senti-|—3cost'+4k = 3costi 3sent'
ar  ar\" s 5C8TSR) =75 55l
ar _ dT/dt = 3 cos 1 3 sen tj
ds _ dsjdi 25 25°%M 1
dT dT
Como — =«kN, |[—|= |K||N‘ = k por tanto k = 0.
ds ds
Ent dT 3 st 2+ 3 ons * 3 1 25
ntonces =|—| = ——Cos ——sen =— =—=—
T las 25 25 5 Y PTRTs
dT 1dT
Para — = kN, obtenemos N = —— = —cos #i — sen j.
ds K ds
i j k
c) B=TxN-= —%sent %cost % =%senti—%costj+%k
—cost —sent 0
dB i +4 i dB dB/dt 4 i+ 4 i
— =—cost +—-sentj, — =-——=-——costi +——sen
a5 5N Uy T dsjdr 25 25>
N ( fi tj) 4 i+ 4 tj 4 1.2
N = —7(— —senti) = — — sen = =_ ==
7] T(—cos sen tj 25cos 2586 j orT 25y<f b
Plano normal l[PIano basculante
z \ A
c /“ e
C e ARREE e D R
\\ P// i \ /
7 Tt~ 1T,
}n Z_
9 y \ Plano rectificador
X

Figura 3-4 Figura 3-5



3.24.

3.25.

CAPITULO 3 DIFERENCIACION VECTORIAL

Encuentre ecuaciones en forma vectorial y rectangular para los planos: a) basculante, ) normal y c) rectifi-
cador, para la curva de los problemas 3.21 y 3.22, en el punto en que 7 = 1.

Solucion

a) El plano basculante es aquel que contiene a la tangente y a la normal principal. Si r es el vector de posicién de
cualquier punto en dicho plano, y rg es el vector de posicién del punto ¢ = 1, entonces r — rg es perpendicular
a Bo, la binormal en el punto t = 1, es decir: (r — rp) - Bo = 0.

b) El plano normal es el que es perpendicular al vector tangente en el punto dado. Entonces, la ecuacion requerida
GS(I'_I'())'TOZO.

¢) El plano rectificador es perpendicular a la normal principal en el punto dado. La ecuacién requerida es
(I‘_I'o)'No:O.

En forma rectangular, las ecuaciones de los incisos a), b) y c) son, respectivamente,

20 =D -2 —-D+1(z—2/3) =0,
lx =1 +2( -1 +2(z-2/3) =0,
2x—1)—1y—1)+2(z—2/3)=0.

La figura 3-5 muestra los planos basculante, normal y rectificador para la curva C en el punto P.

a) Demuestre que la ecuacién r = r(u, v) representa una superficie.

Jar or .
b) Demuestre que w X P representa un vector normal a la superficie.
u v

Solucion

a) Si se considera que u tiene un valor fijo, digamos ug, entonces r = r(ug, v) representa una curva que se puede
denotar con u = up. De manera similar, # = u; define otra curva r = r(u;, v). Entonces, a medida que varia u,
r = r(u, v) representa una curva que se mueve en el espacio y genera una superficie S. Asi, r = r(u, v) repre-
senta a la superficie S generada, como se ilustra en la figura 3-6a).

Las curvas u = ug, u = uy, ... representan curvas definidas sobre la superficie. De manera similar v = v
y v = v; representan curvas sobre la superficie.

Al asignar valores definidos a u# y v, obtenemos un punto sobre la superficie. Por ejemplo, las curvas
u = upyv = vgintersecan y definen el punto (1o, vo) sobre la superficie. Nos referimos a la pareja de niimeros
(u, v) como los que definen las coordenadas curvilineas sobre la superficie. Si todas las curvas u = constante y
v = constante, son perpendiculares a cada punto de interseccion, llamamos ortogonal al sistema de coordena-
das curvilineas. Para un andlisis mas profundo de las coordenadas curvilineas consulte el capitulo 7.

(U, Vo)A

Figura 3-6a Figura 3-6b

b) Considere al punto P con coordenadas (uq, vo) sobre una superficie S, como se ilustra en la figura 3-6b). El
vector dr/du en P se obtiene con la diferenciacién de r con respecto de u, manteniendo a v = constante = vg.
Segtin la teoria de curvas en el espacio, se concluye que dr/du en P representa un vector tangente a la curva
v = vg en P, como se ilustra en la figura. De manera similar, dr/du en P representa un vector tangente a la
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curva u = constante = ug. Como dr/du y dr/dv representan vectores en P tangentes a las curvas que estdn en

la superficie S en P, se concluye que estos vectores son tangentes a la superficie en P. Por tanto, se llega a que

Jar or
P X — es un vector normal a S en P.
u

3.26. Determine una normal unitaria a la superficie siguiente, donde a > 9:

r = acos usenvi + asen u sen vj + a cos vk

Solucion
ar . .
P —asen usen vi + acosusenvj
u
ar . .
P = acosucosvi +asen ucosvj — asen vk
\%
i j k
Jgr or
Entonces — X — = |—asenuseny acosuseny 0
u Jv

acosucosy asenucosy —asenv
= —a® cosuser’ vi — a” sen u sen” vj — a> sen v cos vk
representa un vector normal a la superficie en cualquier punto (i, v).

o dad
2
qu " gy GACHPOT

. . . ., Or or .
Una normal unitaria se obtiene al dividir P X . entre su magnitud,
o oy

Va* cos? usen* v + a* sert usen® v + a* sen® vcos? v = va*(cos? u + sen® u) seri* v + a* sen” v cos? v

= Va sen? v(sen® v + cos? v)

{azsenv si senv >0

—a?senv  si senv <0

Entonces, hay dos normales unitarias dadas por
*(cos u sen vi + sen u sen vj + cos vk) = *n

Debe notarse que la superficie dada estd definida por x = a cos u sen v, y = a sen u sen v, Z = a cos v, por lo
que se observa que x* + y* + z2 = a?, que es una esfera de radio a. Como r = an, se concluye que

n = cos u sen vi + sen u sen vj + cos vk
es la normal unitaria dirigida hacia afuera de la esfera en el punto (u, v).

3.27. Encuentre una ecuacién del plano tangente a la superficie x* + 2xy* — 3z = 6 en el punto P(1, 2, 1).

Solucion

La direccién N normal a una superficie F(x, y, z) = k, donde k es una constante, es:
N =[F, F), F]

Se tiene que F, = 2x + 2y% F, = 2x, F, = 37% Entonces, en el punto P, la normal a la superficie (y al plano tan-
gente) es N(P) = [10, 2, 3].

El plano tangente E en P tiene la forma 10x + 2y +3z = b. Al sustituir P en la ecuacién se obtiene b = 10 +
4 + 3 = 17. Entonces, 10x + 2y + 3z = 17 es la ecuacién del plano tangente en P.
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Mecanica

3.28.

3.29.

3.30.

Demuestre que la aceleracion a de una particula que se mueve por una curva en el espacio con velocidad v
estd dada por

2
a—@TﬂLV N
dt P

donde T es el vector unitario tangente a la curva en el espacio, N es su normal principal unitaria y p es el radio
de curvatura.

Solucion
Velocidad v = magnitud de v multiplicada por el vector unitario tangente T
0: v =T

Se deriva y queda,

dv dv dT
=—=—0T) = —T
A ( )= Var
Pero segtin el problema 3.18a),
dT _dTds _ _ ds vN
ar_ate Nf = kN = —
dr  ds dr a T
Entonces,
dv vN dv V2
=—T+v|l—)=—T+—N
T ( p ) dt p

Esto demuestra que la componente de la aceleracién es dv/dt en la direccién tangente a la trayectoria y v*/p en la
direccion de la normal principal a la trayectoria. Esta dltima aceleracion con frecuencia es denominada aceleracion
centripeta. Para un caso especial de esta situacion vea el problema 3.11.

Sir es el vector de posicién de una particula de masa m relativo al punto O y F es la fuerza externa sobre la
particula, entonces r X F = M es el par de torsién o momento de F con respecto de O. Demuestre que M =
dH/dt, donde H = r x mv y v es la velocidad de la particula.

Solucion
d
M=rxF =er(mv), segtn la ley de Newton.
Per i(rx )—rxi( )+£><
eodt mv 7 mv 7 mv
d d
=r><E(mv)+v><mv=er(mv)+0
d d
ir: M=— =
es decir 7 (r x mv) 7

Note que el resultado se cumple ya sea que m es constante o no. H se llama momento angular. El resultado afirma
que el par de torsion es igual a la tasa de cambio del momento angular con respecto del tiempo.
Este resultado se extiende con facilidad a un sistema de n particulas con masas my, my, ..., m,, y vectores de

n
posicién ry, ry, ..., I, con fuerzas externas Fy, F», ..., F,. Para este caso, H = > myry X Vi es el momento angular
k=1

n dH
total, M = > r; x Fyes el par total, y el resultado es M = 4 como antes.
k=1
Un observador parado en un punto fijo respecto de un sistema de coordenadas xyz con origen O, como se

ilustra en la figura 3-7, mira un vector A = Ai + A,j + As;k y obtiene que su derivada con respecto del tiempo

dA dA dA
S Ttli + d—tz + 25 k. Mis tarde se da cuenta de que en realidad €l y su sistema de coordenadas giran con

respecto de un sistema de coordenadas XYZ que se considera fijo en el espacio y cuyo origen también estd en
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O. Se pregunta, “;Cudl seria la derivada de A con respecto del tiempo, para un observador que estuviera fijo
en relacién con el sistema de coordenadas XYZ?”

VA

Figura 3-7

dA dA
a) Seaque —| y —
dr|,~ dt
sistemas fijo y movil. Demuestre que existe una cantidad vectorial w tal que
dA| dA
dr|, dt],

denoten respectivamente las derivadas de A con respecto del tiempo para los

m

+wx A

b) Sean Dyy D,, los simbolos de los operadores de la derivada con respecto del tiempo en los sistemas fijo
y mévil, respectivamente. Demuestre la equivalencia de los operadores

DfE D,, twx

Solucion

a) Parael observador fijo, los vectores unitarios i, j y k en realidad cambian con el tiempo. Entonces, un observa-
dor calcularia la derivada del tiempo como:

dA dA,. dA,. dAs di dj dk
— =i+ —"j+t—"Kk+A —+A—+A;—
dt dt ! dtJ dt Var 2 dt St M
dA dA di dj dk
decir, —| =—| +A|—+A,— + A3 —
es et ‘f dt |, Yar P dr > dr 2

Como i es un vector unitario, di/dt es perpendicular a i (vea el problema 3.9) y, por tanto, debe estar en el plano
de j y k. Entonces,

di
E: = alj + azk (3)
De manera similar,
di
d—Jt = ask + i @
dk
7 asi + agj (5)
Dei - j = 0, la dift iacié d i-ﬁ-‘rﬂ-'—OP i-@— de 1 i6n (4 di . _ d
ei-j=0,Iladiferenciacion produce 1+ - + - J . Pero, o ayde la ecuacion (4) y RJ = de
la ecuacion (3); entonces ay = —a;.
En forma similar,de i -k =0, i- %—l—% k=0y as=—ay;

dk  dj
de j-k =0, j-E+d—‘:-k=0ya6:—a3.
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di dj k
Entonces, d—; = oj + azk, a_ ak—oi, —=-mi—a3j vy

dt dt
di dj dk . . e
A 7 + A= 0 +A;— dt = (—ajA; — wA)i + (a1A] — a3A3)j + (A + azAr)k que se puede escribir como

i j k
a3 —ay
Al Ay A
Entonces, si se hace a3 = w, —ap = w, y a1 = ws, el determinante se convierte en:
i j k
w W o =wxA
A Ay A;

donde @ = wii + w,j + wsk. La cantidad e es el vector de velocidad angular del sistema mdévil con respecto
del sistema fijo.

. dA . . .
b) Por definicidn, DA = E‘ = derivada en el sistema fijo
f
dA
D,A = T = derivada en el sistema mévil.
m

Del inciso a),
DA=D,A+w+A=0D,+ wx)A

y se demuestra la equivalencia de los operadores Dy = D,, + o X.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

3.31.
3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

3.38.
3.39.

Suponga que R = ¢7i + In(” + 1)j — tan k. Encuentre: a) dR/dt, b) d"R/dF?, ©) |dR/dt| y d) |d2R/dt2| ent=0

Suponga que una particula se mueve a lo largo de la curvax = 2 sen 3¢,y = 2 cos 3ty z = 8¢, en cualquier momento
t>0.

a) Encuentre la velocidad y aceleracion de la particula.
b) Calcule las magnitudes de la velocidad y la aceleracidn.

Encuentre un vector unitario tangente a cualquier punto de la curva x = a cos wt, y = a sen wt 'y z = bt, donde a,
by w son constantes.

Suponga que A = %i — #j + (2t + Dk y que B = (27 — 3)i + j — rk. Encuentre

d d d d dB
—(A- — —|A + — — =1.
@) ~(A-B),b) — (AxB),0) dt]A B| yd)dt(Ax du>ent 1

Suponga que A = sen ui + cosuj + uk, B =cosui —senuj—3k,y C=2i+3j—k

Encuentre di(A x (B x C))enu = 0.
u

dB dA B dPA
B) A

d
Demuestre que a) — (A —_——— - B, donde A y B son funciones diferenciales de s.
ds

ds ds ds>  ds>
d dB  dA B LA
C(AaxEZ i p)=AxE2—
b ds< “ds " ds a2 ds *
d dv d*V av v
) *(V Exﬁ>‘v o

d2
Suponga que A(f) = 374 — (t + 4)j + ( — 20k y que B(r) = sen #i + 3¢~'j — 3 cos rk. Encuentre @(A x B) en
t=0.
d’A dA
Seaﬁ = 61i — 24£°j + 4 sen rk. Encuentre A dado que A =2i+jy s —i—3kent=0.
Demuestre que r = e~ '(C; cos 2f + C, sen 2¢), donde C; y C, son vectores constantes, es una solucién de la ecua-

2p
cion diferencial j— +2 Zr +5r =



3.40.

341.

3.42.

3.43.

3.44.
3.45.

3.46.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

2

. . . . dr dr
Demuestre que la solucion general de la ecuacién diferencial i + ZaE
es

a) r=e“ (Clevaz""zt + Cpe™ "‘2"”2’) sia? — o*>0

b) r=e “(Cysenva? — a2t + CycosvV? — a2t)si o — & <O.
) r=e“(C,+Cyp)sia’>— *=0

donde C; y C; son vectores constantes arbitrarios.

+ ’r = 0, donde @ y w son constantes,

d*r  dr d*r _dr d’r
Resuelva: — —4——5r= 42 4= +4r =0.
uelv: a) o o S5r=0, b) o 7 r=0 y o i r=0
dy dX
. —=X,—=-Y.
Resuelva 7 o

A IA FA PA PA PA
Suponga que A = cos xyi + (3xy — 2x%)j — (3x + 2y)k. Encuentre a2 9 andy

82
Si A = x%yzi — 2x2°j + xz%k y B = 2zi + yj — x’k. Encuentre ﬁ(A x B) en (1, 0, =2).
xoy

Con C; y C, como vectores constantes y A como escalar constante, demuestre que H = ¢ *(C; sen Ay + C, cos Ay)
. o . . PH  PH
satisface la ecuacioén diferencial parcial — + —- = 0.
axr o 9y?
Suponga que poy es un vector constante, w y ¢ son escalares constantes y i = +/—1. Demuestre que A =
ii—ric) ) A 20A 1 QA
[poe |/r satisface la ecuacion —- =

2 ror 2o [Este resultado tiene importancia en la teoria electromag-
c

nética.]

Geometria diferencial

347.

3.48.

3.49.
3.50.
3.51.

3.52.

3.53.

3.54.

3.55.

Considere la curva en el espaciox = t — /3,y = * y z = t + /3. Encuentre a) la tangente unitaria T, b) la cur-
vatura k, c¢) la normal principal N, d) la binormal B y ¢) la torsién 7.

Suponga que se define una curva en el espacio en términos del pardmetro de la longitud de arco s, con las ecua-
ciones

X = arctans, y:%ﬁ(sz—i—l) Yy z=s—arctans

Encuentre a)T, b)N, ¢)B, d)yk, e, flp vy g o
Considere la curva en el espacio x = 1, y = £y z = £ (llamada hélice ctibica). Encuentre x y 7.
Demuestre que para una curva plana, la torsién 7 = 0.

Considere el radio de curvatura p = 1/k de una curva plana con ecuaciones y = f{x) y z = 0, es decir, una curva en
el plano xy. Demuestre que p = {[1 + (y')*I*?}/]y"].

Considere la curva con vector de posicién r = a cos ui + b sen uj, donde a y b son constantes positivas. Encuentre
su curvatura k y su radio de curvatura p = 1/«. Interprete el caso en que a = b.

. - dT dN dB
Demuestre que las férmulas de Frenet-Serret se pueden escribirenlaforma— = o x T, — =0 x Ny — = 0 x B.
También determine w. ds ds §
. , L. rXxr
Pruebe que la curvatura de la curva en el espacio r = r(f) estd dada numéricamente por k = % donde los
puntos denotan diferenciacién con respecto de z.
rer

a) Considere la curva en el espacio r = r(f). Pruebe que 7= para la curva en el espacio r = r(?).

IF x |2
b) Suponga que el pardmetro ¢ es la longitud de arco s. Demuestre que
dr d’vr d°r
el il
—ds _ds* ds’
(d*r/ds*)?
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3.56. SeaQ =t X ¥. Demuestre que k = —5, 7= Q r.
x| 0
3.57. Encuentre ky Tparalacurvaenelespacio x=6—senf, y=1—cosf y z=4sen(0/2).
y 2t + 1 s )

3.58. Encuentre la torsion de la curva x = T VS Y ¢T t + 2. Explique su respuesta.

3.59. Considere las ecuaciones de la recta tangente, normal principal y binormal a la curva en el espacio r = r(¢) en el
punto ¢ = t5. Demuestre que pueden escribirse, respectivamente, como r = ry + tTo, r = rg + tNoy r = ro + 1By,
donde ¢ es un parametro.

3.60. Considere la curvax = 3 cost,y = 3 senty z = 4¢. Encuentre ecuaciones para la a) tangente, b) normal principal,
y ¢) binormal, en el punto en que t = 7.

3.61. Encuentre ecuaciones para: a) el plano basculante, b) el plano normal, y c¢) el plano rectificador a la curva
x=3t—7F,y=3Pyz=3t+enel puntoenque r = 1.

3.62. a) Demuestre que la diferencial de la longitud de arco sobre la superficie r = r(u, v) esta dada por

ds* = Edu® +2F du dv + G dV*
Jar or ar\’ Jr or Jr or ar\?
donde E=—-—=(—|, F=— — y G=—-—=|—]|.
ou Ju ou du v v v av
b) Pruebe que una condicién necesaria y suficiente para que el sistema de coordenadas curvilineas u, v, sea orto-
gonal es que F = 0.

3.63. Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie z = xy en el punto (2, 3, 6).

3.64. Halle ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la superficie 4z = x> — y* en el punto (3, 1, 2).

3.65. Siseaceptaque E, F'y G estan definidos como en el problema 3.62, pruebe que una normal unitaria a la superficie
r =r(u,v)es

ar or

o=

n= 4 ou_ v
VEG — F?

Mecanica

3.66. Suponga que una particula se mueve a lo largo de la curvar = (£ — 4ni + (# + 40j + (87 — 3£)k. Calcule las
magnitudes de las componentes tangencial y normal de su aceleracién cuando ¢t = 2.

3.67. Suponga que una particula tiene velocidad v y aceleracion a, a lo largo de una curva espacial C. Demuestre que el

’;

V3
radio de curvatura p de su trayectoria estd dada numéricamente por p = .
i urvatura p de su tray i uméri por p m

3.68. Un objeto es atraido hacia un punto fijo O con una fuerza F = f(r)r, llamada fuerza central, donde r es el vector
de posicién del objeto en relacion con O. Demuestre que r X v = h donde h es un vector constante. Pruebe que el
momento angular es constante.

3.69. Demuestre que el vector de aceleracion de una particula que se mueve a lo largo de una curva en el espacio siempre
se ubica en el plano basculante.

3.70. a) Calculelaaceleracionde unaparticulaque se mueve en el plano xy en términos de las coordenadas polares (p, ¢).
b) (Cudles son las componentes de las aceleraciones paralela y perpendicular a p?

3.71. Determine a) la velocidad y b) la aceleracion, de una particula que se mueve segin la miran los dos observadores

descritos en el problema 3.30.
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

331. a) —i—-kb)i+2j,c)v2,d)5
3.32. v==6cos3 — 6sen3tj + 8k, a= —18 sen 3ri — 18 cos 34,

v = 10,

al = 18

—awsen wti + awcos wtj + bk

3.33. 335. 7i+6j— 6k
V@R + B A
334. a)—6,b)7j+3k ) 1,d)i+ 6j + 2k 3.37. —30i + 14j + 20k

338. A=(@F—r+2i+1 2"+ (¢ —4sennk
341, a)r=Ci® + Cre,b)r=¢"(C; + Caf) y ¢) r = C, cos 2t + C, sen 2t

342. X=Cjcost+ Cysent,Y=Cysent— Cycost

0A 0A
343. — = —ysenxyi + 3y —4x)j — 3k, — = —xsenxyi + 3xj — 2k,
0x dy
A ) o A 5 . PA A ( N i+ 3
— = —y“cosxyi —4j, — = —x"cosxyi, — = —— = —(xycos sen xy)i
ax? Y Y ) dy? > axdy  dyox Ay oSy w J
344, —4i—8j
(1 —=i+24+ 1+ 2k 2t . 1—1¢,
3.47. T = N=——" j+——
g Va(l + ) ©) 1+ "1+ g
@ — Di—2t + (> + Dk 1
b) k=—— d)B= J O T=—ss
(1+17) V2(1 + 2) (1+12)
i+ V2sj+s%k V2
3.48. =" " =
o T s2+1 d) « s2+1
b N —\/Esi+(1—s2)j+\/§sk ) V2 ) 2 +1
= F=_" o=
s2+1 ¢ 2+1 ¢ V2
s2i— V2sj +k s2+1
o B=T1TTNTE g
s2+1 V2
2Vort +912 + 1 3
3.49. = , T=
Tt ra 2 T T oz 1
b 1
3.52. k= 5 a 7= si a = b, la curva dada, que es una elipse, se convierte en un circulo de radio a
(a? sen” u + b% cos? u) p

con radio de curvatura p = a.
353. w=1T +kB

(3 + cos 6) cos 6/2 + 2 senfsenb/2
12cos 6 — 4

3.57. k=4 V6—2cosb, 7=

3.58. 7=0.Lacurvaestdenel planox — 3y + 3z = 5.

3.60. a) Tangente:r = —3i+4mk +1(—3j+2k) obien: x=-3,y=—3ryz=4n+%r
b) Normal:r = —-3i+47mj+d obienn x=-3+ty=4myz=0.
¢) Binormal: r = —3i + 47j +t(§j+%k) o bien: x=—3,y=477+%tyz=%t.



3.61.

3.63.
3.70.

3.71.

CAPITULO 3 DIFERENCIACION VECTORIAL

a) y—z+1=0,b)y+z—7=0yc)x=2. 364. 3x—y—2z=4x=3t+3yy=1—1,
7=2—-12t

3x+2y—z=6. 3.66. Tangencial, 16; normal 2V73.

a) ¥ =[(p—pd)cosd—(pd+2pdp)sen ¢li +[(p— pd ) sen ¢+ (pd + 2peh) cos Plj

b)y p—pd, pd+2pd
a) Vyf= Vpm T @ X1, b) ay; = a,,, + a,/ En muchos casos w es una constante, entonces la rotacién ocurre con
velocidad angular constante. Por tanto, D,, ® =0, y

a,;=20xXD,r + @ X(®@Xr) =20Xv, + ®X(®Xr)

La cantidad 2w X v,, se llama aceleracion de Coriolis, y ® X (® X r) se denomina aceleracion centripeta.



CariTULO 4

Gradiente, divergencia
y rotacional

4.1 INTRODUCCION
A continuacion se define el operador vectorial diferencial del, cuyo simbolo es V:

a a a d bl d
v 949 90, 49 -0 9
8xl+8y‘]+az l8)c+‘]8y+ 0z

Este operador vectorial posee propiedades andlogas a las de los vectores comunes. Es titil para definir tres cantidades
que aparecen en ciertas aplicaciones y que se conocen como gradiente, divergencia y rotacional. El operador V
también se conoce como nabla.

4.2 GRADIENTE

Sea ¢(x, y, z) una funcién escalar definida y diferenciable en cada punto (x, y, z) en cierta region del espacio [es decir,
¢ define un campo escalar diferenciable]. Entonces, el gradiente de ¢, que se denota con V¢ o grad ¢, se define
como sigue:

a. 9, 0 b, 3, P
Vo=—i+—j+—k|p=—i+—j+—k
¢ (8xl+8y‘]+8z )d) 8xl+8y‘]+8z

Observe que V¢ define un campo vectorial.

EJEMPLO 4.1 Suponga que ¢ (x, v, z) = 3xy® — y?z%. Encuentre V¢ (0 grad ¢) en el punto P(1, 1, 2).

3. 9. 9
Vo = (al +5J + a—zk)(3xy3 —y*7%)
=3y’ + (Oxy* — 2y29)j — 2y°zk

Entonces, V(1, 1, 2) = 3(1D% + [9(1)(1)* — 2(D(2)2]j — 2(1)’(Q)k = 3i + j — 4k.

Derivadas direccionales

Considere una funcién escalar ¢ = ¢(x, y, z). Entonces, la derivada direccional de ¢ en direccién de un vector A se
denota con Da(¢). Sia = A/’A , el vector unitario en direccién de A,

Dx(¢) =V -a

Se hace énfasis en que a debe ser un vector unitario.
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EJEMPLO 4.2 Considere la funcién escalar ¢ (x, y, z) = x> + y* + xz.
a) Encuentre grad ¢. b) Encuentre grad ¢ en el punto P = P(2, —1, 3). ¢) Determine la derivada direccional de ¢ en el
punto P en direccion de A =i + 2j + k.

d, 9. 9
a) grad ¢ = (a”ra—yJ +8_Zk)(x2 +y? + xz) = 2x + )i + 2yj + xk.

b) EnP(2,—1,3),grad ¢ =7i — 2j + 3k.
¢) Primero encontramos el vector unitario a = A/|A| = (i + 2j + k) /«/6 en direccion de A. Después obtenemos la deri-
vada direccional de ¢ en el punto P(2, —1, 3) en direccién de A, como sigue:

Ve -a=(Ti—2j +3K) - [(i+2j+k)/\/€] — 6//6 = v/6/6.

Multiplicador de Lagrange

Aqui deseamos encontrar los puntos (x, y) que son los extremos (valores maximo o minimo) de una funcién f(x, y)
sujeta a la restriccion g(x, y) = d, donde d es una constante [mds en general, se trata de encontrar los puntos (xy, x2,
..., X;) que dan los extremos (valores maximo o minimo) de una funcién f(xi, x», ..., Xx,) sujeta a la restriccién g(xy,
X2, ..., X,) = d, donde d es una constante].

Esto ocurrira sélo cuando los gradientes Vfy Vg (derivadas direccionales) sean ortogonales a la curva [superfi-
cie] dada g(x, y) = d. Entonces, Vfy Vg son paralelos y, por tanto, debe haber una constante A tal que Vf = AVg.

La letra griega A (lambda) se usa para denotar al multiplicador de Lagrange. La condicién Vf = AVg y la restric-
cién original generan (n + 1) ecuaciones, en este caso tres, con las incognitas x, y y A:

L) = Agdx, y), [l y) = Agy(x,y) Yy gl y) =d

Las soluciones del sistema para x y y producen los candidatos para los extremos f(x, y) sujetos a la restriccién
glx, y) =d.

EJEMPLO 4.3 Minimice la funcién f(x, y) = x*> + 2y* sujeta a la restriccién g(x, y) = 2x + y = 9.

Con el uso de la condicién Vf = AVg y la restriccién dada, obtenemos las tres ecuaciones siguientes:
2x = 24, 4y = A y 2x+y=9

Al eliminar A de las dos primeras ecuaciones obtenemos x = 4y, que con 2x + y = 9 produce 9y = 9. De este modo
obtenemos la solucién y = 1 y x = 4. Entonces, f(4, 1) = 16 + 2 = 18 es el valor minimo de f sujeto a la restriccién
2x +y=09.

4.3 DIVERGENCIA

Suponga que V(x, y, z) = Vii + V,j + Vik estd definida y es diferenciable en cada punto (x, y, z) en una regién del
espacio (es decir, V define un campo vectorial diferenciable). Entonces, la divergencia de V, que se denotacon V - V
o div V, se define como sigue:

0 0 0
VeV = (—i +—yj +—Zk> *(Vii+ V3 + V3k)

ox d )
v v, o
T oox ay 0z

Aun cuando V es un vector, V + V es un escalar.
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EJEMPLO 4.4 Suponga que A = x’z%i — 2y*¢%j + xy*zk. Encuentre V - A (o div A) en el punto P(1, —1, 1).

a. 9. 9
V-A=<84+8—J+ k) (21— 22 + xy°2K)

= a()czzz) + 5(—2y222) + (%(xyzz) =27 — 4yz2 + xy2
En el punto P(1, —1, 1),

VA =2)(1)° — 4=DD)* + ()(—1)* =
4.4 ROTACIONAL

Suponga que V(x, y, z) = Vji + V,j + V3k es un campo vectorial diferenciable. Entonces, el rotacional o rotacion
de V, que se denota V X V, rotacional V o rot V, se define como sigue:

B ] 9
VxV= <i+j+k) x (Vii+ Vaj+ V3k)

ox  dy 0z
i j 0k
RERERE
ol Ay oz
Vi Vo V3
a 0 d d d 0
=|dy dz|i—|ax dzli+|ax dylk
Vo V3 Vi Vs Vi W,

Vs VL. v, V3. vy AV,
(== =2 L7 2Tk
(By 8z>l+<81 8x>J+<8x 8y)

Observe que en la expansion del determinante, los operadores deben preceder a Vi, Vo y Vs.

a
ox’ 9y’ 0z
EJEMPLO 4.5 Suponga que A = x°z%i — 2y°z%j + xy*zk. Encuentre V x A (o rot A) en el punto P(1, —1, 1).

a
VxA=<_l+—J+ k) x (2% = 2% + xy*2K)
dz
i j k
_|2 2 2
ox dy 0z

P =27 'z

9 9 ) ?
= gy(xyzz) - &(_2y212)]i - [& (0’2 — gz(xzzz)]j + [&(—Zyzzz) - afy(xzzz)}k

= 2xyz + 4%)i — 0’z — 2x%2)j + Ok

Enel punto P(1, —1, 1), VXA = 2i +j.

4.5 FORMULAS QUE INVOLUCRAN A V

Las proposiciones siguientes dan muchas de las propiedades del operador V.

PROPOSICION 4.1: Suponga que A y B son funciones vectoriales diferenciables, y que ¢ y ¢ son funciones
escalares diferenciables de posicion (x, y, z). Entonces, se cumplen las leyes siguientes:

i) Vig+ ) =Vop+ V¢ o bien grad(¢ + ) = grad ¢ + grad ¢
ii) V-(A+B)=V-A+V-B o bien div(A + B) = divA + divB
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iii) VX(A+B)=VxXxA+VxB obien rot(A + B)=rotA + rotB
) V- (¢A)= (V) A +HV-A)
V) VX (dA) = (Vi) XA + HV X A)
vi) V- (AxB)=B-(VxXA)—A-(VXxB)
vii) VX(AXB)=B-V)A —B(V-A)—(A:V)B+A(V -B)
viii) V(A-B)=B-V)A + (A-V)B +Bx(VxA)+Ax(VxB)

PROPOSICION 4.2: Suponga que ¢y A son respectivamente funciones escalar y vectorial, diferenciables, y que

ambas tienen segundas derivadas parciales continuas. Entonces, se cumplen las siguientes
leyes:

P P P
i) V- (V¢p)=V¢= £+—¢+—¢

2 92
5 2 82 82 .
donde V* = Py + @ + 72 se llama operador laplaciano.

ii) VX (V¢) = 0. El rotacional del gradiente de ¢ es igual a cero.
iii) V- (VxA)=0.Ladivergencia del rotacional de A es igual a cero.
) Vx(VxA)=V(V-A-VA.

4.6 INVARIANCIA

Considere dos sistemas de coordenadas rectangulares o marcos de referencia xyz y x'y’z’, que tengan el mismo ori-
gen O pero con ejes rotados con respecto al otro (vea la figura 4-1).

[

7 pe (. 2)

&y, )

Figura 4-1

Un punto P en el espacio tiene coordenadas (x, y, z) o (x', y’, z') relativas a estos sistemas coordenados. Las
ecuaciones de transformacion entre coordenadas de los dos sistemas, o transformacion de coordenadas, son las
siguientes:

)C’ = 111)6 + llzy + l13Z
Y =bix + by + bz (D
2 =bx + Iy + bz

Aqui, Iy, j, k = 1, 2, 3 representan los cosenos directores de los ejes x’, ¥’ y z' con respecto de los ejes x, y y z (vea
el problema 4.38). En el caso en que los origenes de los dos sistemas coordenados no coincidan, las ecuaciones de
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transformacion se convierten en las siguientes:

x'=lnx + oy + L3z + a)
Y =bix + by + bz + as ()
7= byx + Iy + Iz + aj

donde el origen O del sistema de coordenadas xyz se localiza en (a!, a5, a3) en relacion con el sistema coordenado
x'y'z.

Las ecuaciones de transformacién (1) definen una rotacion pura, mientras que las ecuaciones (2) definen una
rotacion con traslacion. Cualquier movimiento de cuerpo rigido tiene el efecto de una traslacién seguida de una
rotacién. La transformacién (1) también se denomina transformacion ortogonal. Una transformacion lineal general
se llama transformacion afin.

Fisicamente, una funcién escalar puntual o campo escalar ¢(x, y, z) evaluada en un punto particular, debe ser in-
dependiente de las coordenadas del punto. Asi, la temperatura en cierto punto no depende de si se utilizan coordena-
das (x, y,z) 0 (x', ', z'). Entonces, si ¢(x, y, z) es la temperatura en el punto P con coordenadas (x, y,z)y ¢'(x',y',z)
es la temperatura en el mismo punto P con coordenadas (x', y', z'), debe ocurrir que @(x, y, z) = ¢'(x', ¥', z'). Si
dx,y,2) = ¢'(x',y',7'),donde x, y, zy x', ¥', 7' estdn relacionadas por las ecuaciones de transformacién (1) o (2),
se llama a ¢(x, y, z) un invariante con respecto de la transformacién. Por ejemplo, x> + y* + z* es invariante con la
transformacion de rotacién (1), ya que x> + y> + 22 = x'> + y'> + 72

En forma similar, una funcién vectorial puntual o campo vectorial A(x, y, z) se llama invariante si A(x, y, ) =
A'(x',y', 7). Esto se cumple si

A, y, D1 + Ax(x, v, 2)j + As(x, y, 2k = AT(x", y', 2O + AL, y', 2)f" + A5, y', 2K

En los capitulos 7 y 8 se consideran transformaciones més generales y se amplian los conceptos anteriores.

Es posible demostrar (vea el problema 4.41) que el gradiente de un campo escalar invariante es un campo vecto-
rial invariante con respecto de las transformaciones (1) o (2). De manera similar, la divergencia y el rotacional de un
campo vectorial invariante son invariantes con dichas transformaciones.

PROBLEMAS RESUELTOS

4.1.  Suponga que ¢(x, y, z) = 3x*y — y?z%. Encuentre V¢ (o grad ¢) en el punto (1, —2, —1).
Solucion

0 d d
Vo =|—i+—j+—k|3y—y')
ox " oz

.0 .0 P
=i By —y'2) +j % (Bx%y —y’2) + ka—Z (3x%y — y*2)
= 6yi + (32 — 3y°2%)j — 2y°zk

= 6(1)(—2)i + {3(1)* = 3(=2)*(—1)*}j — 2(=2)*(- Dk
= —12i — 9j — 16k
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4.2. Suponga que F'y G son funciones escalares diferenciables de x, y y z. Demuestre que a) V(F + G) = VF +
VG y b) V(FG) = FVG + GVF.

Solucion

0 0 ]
a) V(F+G)=(§i+a—yj+a—zk>(F+G)

d d d
=i (F+G) +j—-(F+6)+k-(F+G)
ox dy 0z

JOF | 0G LOF 0G| OF 3G
T T Ty T TR T,

oF OF OF 0G  .0G G
=i —+j—+tk_-+i—+ji—+k—

e N
o 09 5 .0 0
—(i24 2 kD) s (12452 kD= vr+ve
(l8x+']8y+ az> +(lax+']8y+ Bz) *
3. 8. 0 N R
by V(FG) = <&1+a—,]+8—Zk)(FG)_a(FG)H-a—(FG),]—Fa—Z(FG)k

oG oF oG oF oG
—(FC  6™Ni (FO 4 iy (P16
ax ax ay ay 0z 0z

3G, oG, oG OF, OF, OF
—p(%Y L% % it S i+ S k) =Fv v
F(3 n+a +8k)+G(a i+ +ak) FVG + GVF

4.3. Encuentre Vo sia) ¢ =

Solucion

a) r=xi+yj+zk Entonces|r| = /22 +y>*+22yd=Infr|=1In(>+y + .

Vo ==-VIn(®+)y* +7)

1
2
1
2
1
T2

{l—m(x +y* + 2 )+J—ln(x +y? +z2)+k—1n(x +y* +z2)}
f i

. 2y 2z }_x1+yj+zk_r

k = =
x2+y +22 x2+y2+z2+ 4y +22) 24y +2

! 1
b V(]_’):V(f) =V[—————— | = V(@ + ¥+ D)2
: ' m { }
]
=ia(x2+y2+zz)’”2+.| o+ )" 1/2+k R
! 1
:i{—i(x2+y2+z2)—3/22x} +j{—§(x2 +y2+z2)_3/22y}+k{—5(x2+y2+z2)‘3/22z}

R S _r
@+



44.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

PROBLEMAS RESUELTOS

Demuestre que V7' = nr"r.

Solucion
V= v(m)": VO 432 + 2y
—l—{(x +y? +z)”/2}+J {(x +y +z)"/2}+k {(x 32+ 22

_ i{g(xz e 2x} +jl§(x2 e Zy} + k{i(x2 R e 21}
— n(x2 +y2 + Z2)n/2—l(xi +yj + Zk) — n(r2)11/2—lr — nrn—zr

Observe que si r = r r;, donde r; es un vector unitario en la direccién de r, entonces Vr" = nlr

Demuestre que V¢ es un vector perpendicular a la superficie ¢(x, y, z) = ¢, donde ¢ es una constante.

Solucion

Sear = xi + yj + zk el vector de posicién para cualquier punto P(x, y, z) sobre la superficie. Entonces, dr = dxi +
dyj + dzk estd en el plano tangente a la superficie en P.

d d d
Pero qu_—d)d +a—¢d +a—¢dz—0 o bien (a—(ﬁl—f-aibj +a—¢)k) « (dxi + dyj + dzkK) = 0, es decir:

V¢ - dr = 0, por lo que V¢ es perpendicular a dr y por tanto también a la superficie.

Encuentre una normal unitaria a la superficie —x’yz> + 2xy’z = 1 en el punto P(1, 1, 1).

Solucion
Sea ¢p = —x*yz> + 2xy°z. Segin el problema 4.5, V(1, 1, 1) es normal a la superficie —x?yz> + 2xy*z = l en el
to P(1, 1, 1); ent ved, 1, ) bastaré
unto P(1, 1, 1); entonces, ————————— bastara.
P V(L. 1, D)

Vo = (—2xy)i + (—x2 + 4xy2)j + (—2x%yz + 20P)k.
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Entonces, Vo(1, 1, 1) = 3j. [Vo(1, 1, 1)| = [3j| = 3]j| = 3. Asi, en el punto P(1, 1, 1)3J = j es una normal
unitaria a —x%yz? + 2xy*z = 1.

Encuentre una ecuacién para el plano tangente a la superficie x*yz — 4xyz> = —6 en el punto P(1, 2, 1).

Solucion
V(xzyz - 4xyz2) = (2xyz — 4yzz)i + (%7 — 4xz2)j + (xzy — 8xyz)k.
Al evaluar el gradiente en el punto P(1, 2, 1) obtenemos —4i — 3j — 14k. Entonces, 4i + 3j + 14k es normal a la
superficie en P. Una ecuacién del plano con normal N = ai + bj + ck tiene la forma
ax +by+cz=k

Por lo que la ecuacién tiene la forma 4x + 3y + 14z = k. Al sustituir P en la ecuacién obtenemos k = 24.
Entonces, la ecuacién requerida es 4x + 3y + 14z = 24.

Sean ¢(x, y,2) y p(x + Ax, y + Ay, z + Az) las temperaturas en dos puntos vecinos P(x, y, z) y Q(x + Ax, y
+ Ay, z + Az) de cierta region.

x + Ax, Ay, A X, Y,
a) Interprete fisicamente la cantidad —d)— ¢+ Y+ 4y 2+ 49 - ¢, y Z),donde As es la distancia

As As

entre los puntos Py Q.
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. Ap_do . e
b) Evalie lim — = — y haga la interpretacion fisica.
As—0 As  ds
do dr

¢) Demuestre que — =V ¢ -
s ds”

Solucion
a) Como Ag es el cambio de la temperatura entre los puntos Py Q, y As es la distancia entre dichos puntos, A¢/

As representa la tasa promedio de cambio de la temperatura por unidad de distancia en la direccién de P a Q.

b) Del calculo obtenemos:

a
Ap= 8—()]? ad)A + 8¢ Az + infinitésimos de orden mayor que Ax, Ay y Az.

Entonces,

lirn Adp lim 6(],’)Ax+6d)Ay+8¢Az
fm = =
As—0 As  As—0dx As  dy As 9z As

o bien

dp _dpdx 0dpdy 0¢dz
ds ~ ax ds ay ds = 0z ds

d . . . L
Donde d—d) representa la tasa de cambio de la temperatura respecto de la distancia al punto P en la direccién
s

hacia Q. Esta también se denomina la derivada direccional de ¢.

dd _dpdx  dpdy  dbdz 8¢ . d) dx, dy, dz _
) ds 8xds+8yds+8zds ax +8y‘]+8z ds +d']+d -

dr . .

7 la componente de V¢ en la direccién de este vector
unitario.

Demuestre que la mayor tasa de cambio de ¢, es decir: la maxima derivada direccional, tiene lugar en la

direccion del vector V¢ y también tiene su magnitud.

Solucion
do dr . . . dr .
Segin el problema 4.8¢), s V- ds &8 la proyeccion de V¢ en la direccién de e Esta proyeccion serd un
. dr . L . do .. L
méximo cuando V¢ y I tengan la misma direccién. Entonces, el valor mdximo de I tiene lugar en la direccién
A

de V@ y su magnitud es |V¢\.

Sea ¢ = x*yz — 4xyz%. Encuentre la derivada direccional de ¢ en P(1, 3, 1) en la direccién de 2i — j — 2k.

Solucion
En primer lugar se encuentra Vop = 2xyz — 4yz)i + (x*z — 4xz9)j + (x*y — 8xyz)k. Entonces, Ve(1, 3, 1) = —6i
— 3j — 21k. El vector unitario en la direccion de 2i — j — 2k es
3 2i—j—2k 3
V@7 + (=1 + (=27

Asi, la derivada direccional requerida es

V1,3, )-a=(—6i —3j —21k) - Gi—3j -3k =—4+1+14=11L
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4.11. Sea ¢ = x*y*%. a) {En qué direccién a partir del punto P(1, 1, 1) la derivada direccional de ¢ es un maximo?
b) (Cudl es la magnitud de este maximo?
Solucion
Vo = V(x*yz% = 2xy*% + 3x%y%% + 6x%°2°k. Entonces, V(1 1, 1) = 2i + 3j + 6k. Asi, segtin el problema 4.9:
a) La derivada direccional es un maximo en la direccién de V(1, 1, 1) = 2i + 3j + 6k.
b) La magnitud de este méximo es [Vo(1, 1, )| = /(2)2 + 3)2 + (6)2 = 7.
2 2
) . s V6 6
4.12. Encuentre el dngulo entre las superficiesz = x~ + y"yz= | x — e +ly— 5 ) el punto
(V6 V6 1
S\ 127 12)
Solucion

El 4ngulo entre las superficies en el punto es el dngulo entre las normales a las superficies en éste. Sean ¢; = x> +
, V6’ V6’
Y —zyd = X= +y—? -z

Unanormal az = x> + y*es

Vo =2xi+2j—k y Vy(P) = ?i-i-?j -k
2

2
6 6
Una normal a z = (x - £> +(y - £) es

6 6
2 2
V@_z(x—%g) i+2(y—?>j—k y Véu(P) = —%gi—%—k

Ahora, (Véi(P)) - (Vda(P)) = ‘V¢1(P)|‘V¢2(P)| cos 6, donde 6 es el dngulo requerido.
(oo ()i 8

3 —? ——J—k cos 6

L 1., \/1+1+1\/ L 1cost p23_1
_— = — = = CoS COSU =—7=—.
6 6 66 676 y 43" 2

Entonces, el angulo agudo es 6 = arc cos <%>= 60°.

4.13. Sea R la distancia desde un punto fijo A(a, b, ¢) a cualquier punto P(x, y, 7). Demuestre que VR es un vector
unitario en la direcciéon AP = R.

Solucion

Sir4 y rpson los vectores de posicion ai + bj + ck y xi + yj + zk de A y P, respectivamente, entonces R = rp —
ry = (x —a)i+ (y — b)j + (z — o)k, de modo que R = V(& —a)* + (y — b)Y’ + (z — ¢)*. Entonces,
x—ai+(y—-Dbj+@z—ck R

VR=V (x—a)2+(y—b)2+(z—6’)2)_ -
(\/ Va—a?+(y—b2+z—c? R

es un vector unitario en la direccién R.

4.14. Sea P cualquier punto sobre una elipse cuyos focos son los puntos A y B, como se ilustra en la figura 4-2.
Demuestre que las rectas AP y BP forman angulos iguales con la tangente a la elipse en P.

Solucion

Sean R; = AP y R, = BP vectores trazados a partir de los focos A y B, respectivamente, hacia el punto P de la
elipse, y sea T una tangente unitaria a la elipse en P.



CAPITULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL

Como una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos P, la suma de cuyas distancias desde dos puntos
fijos A y B es una constante p, se observa que la ecuacién de la elipse es R + R, = p.

De acuerdo con el problema 4.5, V(R + R;) es una normal a la elipse, por lo que [V(R; + Ry)] - T = 0 o bien
(VRy) - T=—(VR) - T.

T
P
R,
/ R,
A B
Figura 4-2

Como VR, y VR; son vectores unitarios en direccién de R; y Ry, respectivamente (vea el problema 4.13), el
coseno del dngulo entre VR, y T es igual al coseno del dngulo entre VR; y —T; por lo que, los dngulos también

son iguales.
El problema tiene una interpretacion fisica. Los rayos de luz (o las ondas sonoras) que se originen en el foco
A, por ejemplo, se reflejardn de la elipse al foco B.

Divergencia
4.15. Suponga que A = x*z%i — 2y’z*j + xy’zk. Encuentre V + A (o div A) en el punto P(1, —1, 1).
Solucion
8., 9. 9 2 24 224 2
VA= |—i+—j+ k) 271 — 2y + xy“zk)
ox Ay oz
a d a
= —(C) + - (27D + — (') = 27 — 4 + 07
ox dy 0z
VAL =1, 1) = 2()(1)* — 4=D(1)* + ()(=1)* =7

4.16. Dada ¢ = 6x’y*z. a) Encuentre V + V(o div grad ¢).
2 82 82
b) Demuestre que V - V¢p = V2, donde V? = o) + e + 522 denota el operador laplaciano.

Solucion

d . 0 . 0
a) Vo= §(6X3y22)1 + @(GX%’ZZ)‘I + 8*Z(6X3y2Z)k = 18x%% + 12x%yzj + 6x°y’k.

Entonces V-Vo¢= (a%' + 8% j+ a%k) - (18xH%zi + 12x%yzj + 6x°y°k)

9 3 9
= &(18)62)/22) + @(12x3yz) + a—z(6x3y2) = 36xy’z + 12x°z.

. 3, 3\ (0. 3. 3

0 (3 3 (3¢ ) (0p\ P PP PP
‘a(a)w(a—y)*a—z(a—z)—w+ﬁ+a—zz

*F PPN, o
(2 320 = 0

b) V-V
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1
4.17. Demuestre que V2< ) =0.

r

Solucion
1 P P 1
*0) (G D) et
r oxs  dy* 0z 2+
0 1 0 2 2\—1/2 2 2 2\-3/2
e =+ Y+ D)= (P Y + D)
ax /_xz +y2+Z2 ax

3_2 o 3[—x(x2+y2+zz)’3/2]
W\ /2y +22]
22—y =2
:3X2X2+ 2+ 2\—=5/2 )C2+ 2_|_ 2\-3/2 _
O +y +2) @y +29) P+t "

De manera similar,

P 1 22— 22 P 1 22— —y?
a? (m) Tyt Va2 (m) Tty + )"
Entonces, por adicidn,
a S o 1
(a*aﬁa)(Jﬁ) -
La ecuacién V2¢ = 0 se llama ecuacion de Laplace. Se concluye que ¢ = 1/r es una solucién de dicha ecuacién.

4.18. Demuestrequea) V- (A +B)=V-A+V-B, b)V-(dA)= (V) - A+ &V -A).

Solucion
a) SeanA=A1i+A2j+A3k y B:Bli+sz+B3k.

Entonces

a ad ad
V-(A+B) = (&HW. +5zk). [(A; 4+ B)i+ (A2 + By)j + (A3 + B3)K]

d d d
=—(A1+By)) + (A + By) + (A3 + B3)
ox ay 0z
A 0y 0B 0B, 9B,
T 3y 9z Ay i
d 9 ad d Rl d
= —l+—_]+—k ‘(A11+A2J+A3k)+ —l+—_]+—k '(Bll+Bz_]+ng)
ox ay 0z ox ay 0z
=V-A+V:B
. . d ad 0
b)y V- (dA) =V (PAli+ dAsj + pA3k) = a—x(¢A1)+a—y(¢A2)+a—Z(¢A3)

¢ 0A; 0o A, 0o 0A3
ox l—i_d)ax—i_ay 2+¢)8y+3z 3+¢)3Z

3 Ao Ao 01 04y | Ay
ax 3 3

=—A+—A+—A —
H_yz—i_zﬁ_d5 8x+3y 0z

a ad a a a a
ax ay 0z ox  dy° oz

=V A+ d(V-A)
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r
Demuestre que V - (—3>= 0.
r

Solucion

Sea ¢ = r >y A = ren el resultado del problema 4.18b).
Entonces, V- (r’r) = (Vi) r+ ")V -r

= -3 r-r+3-2=0, conelusodel problema 4.4.

Demuestre que V + (UVV — VVU) = UV?V — VV2U.

Solucion
Del problema 4.18b), con ¢ = Uy A = VV,
V- (UVV) = (VU) - (VV) + UV - VV) = (VU) - (VV) + UV*V
Al intercambiar Uy V obtenemos
V- (VVU) = (VV) - (VU) + VV?U.
Y al restar,
V-UvVV) =V (WU) =V (UVV - VW)
= (VU) - (VV) + UV?V = [(VV) - (VU) + VV?U]
= UVV - WU

Un fluido se mueve de modo que su velocidad en cualquier punto es v(x, y, 7). Demuestre que la pérdida de
fluido por unidad de volumen por unidad de tiempo en un pequefio paralelepipedo con centro en P(x, y, 7) ¥
aristas paralelas a los ejes coordenados y con magnitudes Ax, Ay y Az, respectivamente, estd dada aproxima-
damente pordivv =V + v,

Figura 4-3

Solucion
En relacién con la figura 4-3, tenemos lo siguiente:

componente x de la velocidad ven P = v,

1dv .
componente x de v en el centro de la cara AFED = v| — 53—1 Ax, aproximadamente,
x

U] .
componente x de v en el centro de la cara GHCB = v + 3o Ax, aproximadamente.

2
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Entonces: (1) volumen de fluido que cruza la cara AFED por unidad de tiempo = (v | — E%Ax>AyAz,
X

(2) volumen de fluido que atraviesa la cara GHCB por unidad de tiempo

1 3V|
<V1 + EEAX>A);AZ'

Pérdida de volumen por unidad de tiempo en la direccion x = (2) — (1) anAyAz‘

av
De manera similar, la pérdida de volumen por unidad de tiempo en la direccién y = a—yzAxAyAz

s . . L dv3
pérdida de volumen por unidad de tiempo en la direccién z = a—ZAxAyAz.

Entonces, la pérdida total de volumen por unidad de volumen por unidad de tiempo es:

J J d
D2 AxAyAz
_\ox  dy 0z

AxAyAz =divv=V-v

Esto se cumple con exactitud sélo en el limite, conforme el paralelepipedo se contrae a P, es decir cuando Ax,
Ay y Az tienden a cero. Si en ninguna parte hay pérdida de fluido, entonces V - v = 0. Esta se denomina ecuacion
de continuidad para un fluido incompresible. Como el fluido no se crea ni se destruye en ningtin punto, se dice que

no tiene fuentes ni sumideros. En ocasiones se llama solenoidal a un vector, como v, cuya divergencia sea igual a
cero.

4.22. Determine la constante a de modo que el vector siguiente sea solenoidal.

V = (—4x — 6y + 32)i + (—2x + y — 52)j + (5x + 6y + az)k
Solucion
Un vector V es solenoidal si su divergencia es igual a cero.
0 0 d
V-V=&(74x76y+3z)+5(*2x+y*5z)+a—z(5x+6y+az)=*4+ l+a=-3+a.

Entonces, V-V = —3 + a = 0, cuando a = 3.

Rotacional

4.23. Suponga que A = x’z%i — 2y°z%j + xy’zk. Encuentre V X A (o rot A) en el punto P = (1, —1, 1).

Solucion
i j Kk
R L |
A= dy az

o

22 222 0z

<

_32_3_22-_3 2_322-3_22 322
—_8y(xyz) 8Z( ZyZ)]l [ax(xyz) 82(xz)}J[ax( 2yz)+8y(xz)]k

= (2xyz + 4yzz)i — (yzz - 2x2Z)j

Entonces, V X A(P) = 2i + j.
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4.24. Suponga que A = x’z%i — 2y’z%j + xy*zk. Encuentre rot rot A = V x (V x A).

Solucion

Segiin el problema anterior, V x A = (2xyz + 4yz9)i — (y’z — 2x%2)j. Entonces,

Vx(VxA)=Vx[2xyz + 4y*2)i — (’z — 2x%2)j]

i i K
0 a ad

Tl ay o
2yz + 4’z —y*z4+2x%z 0

|2 ) — 9 (—y*z+ 2x21)]i - [3 ) — 9 (2xyz + 4yzz)]j
L Oy 0z ox 0z

9 d
+ |52+ 28 + oz + 47 [k
ox ay

= (? — 20 + Qxy + 4)j + (2xz — 8yz)k.

4.25. Sea A =Aji +A,j+ Ak, B=Bji + B, j + Bsk. Demuestre que a) VX (A + B) = VXA + VXxBy
b) VX (pA) = (V) X A + ¢(V X A).

Solucion
a, d, 0 . .
a) VX(A"‘B): —l+—_]+—k X[(A1+Bl)l+(A2+Bz)J+(A3+B3)k]
ox  dy° oz
i j k
_| 2 9 9
- ox ay 0z

Ai+By Ay+B, A3+ B3

0 d . ad 0 .
=|—A3+B3)——(Ar+B)|i+|—-(A +B)——(A3+B3) |j
ay 0z 0z ox

d a
+ |- A2+ By) —— (A +B) [k
ax ay
0A; 0A A1 0A 0A, 0A
= _3__2i_|_ _1__3j+ _2__1k
ay 0z 0z ox ax ay
B3 0By]|, [0B; 0B3], 0B, 0B
= _ 72 o ] =2l
+|:8y Bz:|l+[3z Bx]J+|:8x 8y:|
=VxA+VxB

b) VX (PA) =V X (Al + PAsj + PAsk)

i j Kk

R

Tl oy @
DAL PAy  PA3

3 3 .9 3 .. [0 3
= _5(¢A3) —3—Z(¢A2)]l+ |:a_z(¢Al) - &(¢A3)i|.] + [a(dmz) —3—y(¢A1)]k
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[t ]
ay 0z
+[¢% 8¢ 1—¢%—8—¢ 3] |:¢% 8—¢ 2—¢%—8—¢ 1}k
y  dy

0A3  0AZ\. 0A;  0A3z\. 0A, 0A
= _ _— —= — ]k
")[(ay az)”(az ax)”(ax ay)]

+ [(ad)As - a*d)A ) i+ <8¢A1 - ai)fh)J + (ad)Az _87¢>A1) }

dy P d 3 a dy
i j k
dp 0 9
=¢d(VxA - = —
AV <A+ ox dy oz
A] Ar A3

= HVxA)+ (Vo) XA.
4.26. Supongaque VX A = 0.Evalie V- (A Xr).

Solucion

Sea A = Aji + Ayj + Ask, r = xi + yj + zk. Entonces,

i j kK
AXr= Al A2 A3
X y z

= (zA; — YA3)i + (xA3 — zADj + (A — XAk

d 0 0
V:(AXr) Za(ZAz —yA3) +a*y(XA3 —ZA1)+*()’A1 — xA2)

0A, 0A3 0A3 8A1 8A1 0A,

=7y -2 _

ox Y ox * ay By BZ - 0z
0A 0A 0A 0A 0A 0A
Y e Al +y kel ko ) IO i Nl
ay 0z 0z ox ax ay

. . 0A3  0A; 0A;  0A3z). 0A, 0A
= K] 0= L 2Tk
e[ (G5 e (5= (-5
=r-(VXA)=r-rotA.

Si Vx A = 0, lo anterior se reduce a cero.

4.27. Demuestre que a) V X (V¢) = 0 (rot grad ¢ = 0), b) V- (VX A) = 0 (div rot A = 0).

Solucion
i j ok
0 9 9
a) VX(V¢)=vx<a_"’,+a_¢Ha_¢ )_ 221
y 4 %’ 3_¢> B_d>
ox ay oz

ad d a ad a a
g\ 0 (s\), [0 (96 V] [2 (28) 2 (2]«
By 0z Bz ay 82 ax ) ox\oz ax ay 3y ox
P & *o P & &
— _¢ — _d) i+ _¢ — _¢ J + _¢ — _d) k =

dydz  0dzdy azox  0x0z axdy  dyox
siempre que aceptemos que ¢ tiene segundas derivadas parciales continuas de modo que el orden de diferen-
ciacidén carezca de importancia.
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i j k
o ad 0
Al Ay Az

[[(0As  08A,\. [0A; 0As5\. [0A, 0A,
=V-|[[=-== — —_—— )k
( dy 0z )l + ( dz  ox )+ ax  dy
9 (0A; 0A, N 9 (0A, 0A; N 9 (04, 0A,
T ox ay 0z dy \ 0z ox 0z \ ox ay
PA;  PA, PA PA; A, PA

- oaxdy dxdz dydz dyox  OzOx  0zdy

con la suposicion de que A tiene segundas derivadas parciales continuas.
Observe la similitud entre los resultados anteriores y el resultado (C x Cm) = (C x C)m = 0, donde m es

un escalary C- (CxA)=(CxC)-A =0.
4.28. Encuentre rot (rf(r)), donde f(r) es diferenciable.

Solucion

rot(rf(r)) = V X (xrf(r))
= VX (xftni + yfinj + zf(nk)

i J k
I d d
T ax ay 0z

xf(r) yf(r) zf(r

YW, (. (o
—< oy Ya—z>‘+("a‘z‘za)”<ya‘xa—y)“
of of o0/ 77—\ [l S
Peroa <8r> (8x) 8r8x< x2+y2+z2) T2 +? Y2 r
f _fy O _fz

En forma similar, — ="—
dy r T a -

4 ! A ! ! 4
Entonces, el resultado es = (ZQ —yjz>i + (sz — zjz)j + (yf—x - xf—y>k =0.
r r r r r r

4.29. Demuestre que V x (Vx A) = —V?A + V(V - A).

Solucion
i j kK
3 9 9
VX(VXA)—VX a a_y a_z

Al Ay As
[[(3As 0A A, 0A A, 0A

V¥ x E_E h_a_sﬁ 94, A1\
L\ dy 0z ox ay
i j k
k] 0 L

= ox By 0z

0Az  0A; 0A;  9A3 0A;  9A;

ay iz 0z ax  ox 8y

[0 (M) oo 4],
__ay ax ay az \ 0z ax
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N 9 (0A; A, 3 (0A, 0A\].
az \ dy 0z ox \ ox ay J
9 (0A, 0A 9 (0A; 0A
L Z(2r 008 _ 9 (%4 972 iy
ox \ 0z ax ay \ dy 0z
PA,  9*A A, 9A PA; A
- (-G (i (G- ER)k
ay 0z 0z ax ax ay
P4, &PA PA;  PA PA,  PA
o+ )it (et )i (e o )k
dydx ~ 0zox dzdy ~ 0xdy oxdz  dyoz
o PA PA PA it PA, A, 9*A, 4+ PA; A3 A, K
- ox2 dy? 072 ox2 dy? 972 J 072
(82A1 924, 82A3>, (82A1 924, 82A3>_ <82A1 A, 82A3)

— 4+ i
axz  Adyox  0dzdx

axdy  0y?  0zdy J

0x0z M a2

?? 9 o
=—< + +@>(A1i+A2j+A3k)

' 9y?
.0 (0A;  0A; 0A3 .0 (0A;  0A; 0A;3 d (0A; 0A; 0As
S T2 S ST T ) e (2 T
+18x<8x+8y+az>+‘]8y(8x+8y+az>+ az<8x+8y+3z>
0A; 0A, O0A
= -VA+ V[ 2L+ 224 55) = _v2A 4 V(V-A)
ax ay 0z

Si se desea, en €stos y otros resultados puede abreviarse el trabajo de la escritura si s6lo se anotan las compo-
nentes i, ya que las otras pueden obtenerse por simetria.
El resultado también se puede establecer formalmente como sigue. Del problema 47a), del capitulo 2,

AxBxC)=BA-C)—(A-B)C (1)
Sehace A=B=VyC=F,
Vx(VxF)=V(V-F) — (V-V)F = V(V-F)-VF
Observe que la férmula (1) debe escribirse en forma tal que los operadores A y B precedan al operando C, de otro

modo el formalismo no se puede aplicar.

4.30. Suponga que v = @ X r. Demuestre que @ = % rot v, donde @ es un vector constante.

Solucion

i j k
rotv=Vxv=VXx(oXr)=VX|w w s

Xy z

= VX [(0z — sy + (w3x — w12)j + (w1y — wx)kK]

i j k
0 0 0

= — — — =2(wii + anj + wsk) = 2m.
™ % (w1l + wrj + ws3k) .

W7 — W3y W3X — W7 Wy — WX

Entonces, @ = 1V xv =Jrotv.

Este problema indica que el rotacional de un campo vectorial tiene que ver con las propiedades rotacionales
del campo. Esto se confirmara en el capitulo 6. Por ejemplo, si el campo F corresponde a un fluido en movimiento,
entonces una rueda con paletas colocada en distintos puntos del campo tendera a rotar en aquellas regiones en las
que F # 0, mientras que si rot F = 0 en cierta region, no habria rotacién y el campo F se denominaria irrotacional.
Un campo que no sea irrotacional, en ocasiones recibe el nombre de campo vortice.
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oH )
4.31. SupongaqueV'-E=0,V-H=0,VXE=—-—— VxH=—

Fu
o " Demuestre que E y H satisfacen V2u =

o2
Solucion

oH 3 9 (OE ’E
Vx(VXE)=Vx <_§>:_§(VXH):_5<E):_¥

2
E
De acuerdo con el problema 4.29, V x (V x E) = —V’E + V(V - E) = —V’E. Entonces, V’E = g

o2’
JE 0 d oH H
En forma similar, V x (V x H) = V x (8t> P (VxE) E ( o ) o
) ) 5 *H
Pero VX (VxH) = —-V°H + V(V - H) = —V°H. Entonces, VH = ——

o’
Las ecuaciones dadas se relacionan con las ecuaciones de Maxwell de la teoria electromagnética. La ecuacién

Pu  Fu Bzu_azu

w it e

se denomina ecuacion de onda.
Problemas varios

4.32. Un vector V se llama irrotacional si rot V = 0. a) Encuentre constantes a, b y ¢, de modo que
V = (—4x — 3y + ag)i + (bx + 3y + 52)j + (4x + ¢y + 32k
sea irrotacional. b) Demuestre que V puede expresarse como el gradiente de una funcion escalar.
Solucion

a) rotV=VxV

i j k
VXV ) 0 d
V= ox ay 0z
—4x —3y+az bx+3y+5z 4x+cy+3z
9 ad B 0
= ay 0z i— ox dz j
b+3y+5z 4x+cy+3z —4x —3y+az 4x+cy+3z
0 d
+ ox ay k
—4x —3y+az bx+3y+5z
=(c—5i—-@l-aj+ ®+3)k
Esto es igual al vector cero cuando a = 4, b = —3 y ¢ = 5. Por tanto,

V = (—4x — 3y + 42)i + (=3x + 3y + 52)j + (4x + 5y + 32)k.
b) SupongaqueV =Ve¢= %i+%,+a¢

j + —Kk. Entonces,
ox ay 0z
¢
5——4x—3y+4z (1)
0
@——3x+3y+5z 2)

% vt sy+3 3
az_x y Z ()
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Al hacer la integral parcial de (1) con respecto de x mientras se mantiene a y y a z constantes, obtenemos lo

siguiente:
¢ =—20 = 3xy + 4xz + f (3, 2) C)]
donde f(y, z) es una funcién arbitraria de y y de z. En forma similar obtenemos de (2) y (3):
3
¢= 3w+ ¥+ 5yz+ g(x, 2) 5)
y
3,
¢ =4dxz+ 5yz+ So+ h(x, y). (6)

La comparacidn de (4), (5) y (6) muestra que habra un valor comiin de ¢ si se elige

3 3 3 3
f(y,z):§y2+5yz+§z2, g()c,z)=—2x2—|-4xz+§z2 y h(x,y)z—2x2—3>)cy+§y2

por lo que

3 3
¢ =20 ~|—§y2 +5z2 — 3xy +4xz + 5yz

Note que es posible sumar cualquier constante a ¢. En general, si V X V = 0, entonces podemos encontrar ¢ tal
que V=V¢.
Un campo vectorial V, que se obtenga de un campo escalar ¢ de manera que V = V¢, se llama campo vec-

torial conservativo, y ¢ se denomina potencial escalar. A la inversa, observe que si V = V¢ entonces VXV = 0
(vea el problema 4.27a).

4.33. Demuestre que si ¢(x, y, z) es cualquier solucion de la ecuacidn de Laplace, entonces V¢ es un vector que es
tanto solenoidal como irrotacional.

Solucion

Por hipétesis, ¢ satisface la ecuacion de Laplace quﬁ =0, es decir, V - (V¢) = 0. Entonces, V¢ es solenoidal (vea
los problemas 4.21 y 4.22).
Del problema 4.27a), V x (V) = 0, por lo que V¢ también es irrotacional.

4.34. Diga una posible definicién de grad B.

Solucion
Suponga que B = Bii + B,j + Bsk. Formalmente, definimos grad B como

g, 9., 0 . .
VB =|—i+—j+ —k)(Bii+ Byj + B3k)
ox  dy° oz
0By, 0By, = 0B;,
=— — —ik
ox o+ ox vt ox !
0By, 0By, 0B,

— — —jk
+ ayj1+ 8yJJ+ E)yJ

oB 0B oB
+ ki + —2Kj+ —kk
0z 0z 0z

Las cantidades ii, ij, etc., se llaman diadas unitarias (observe que, por ejemplo, ij, no es lo mismo que ji). Una
cantidad de la forma

allii + alzij + a13ik + a21ji + ann jj + azgjk + a31ki + a32kj + a33kk

se llama diddica y los coeficientes ayy, ai,, ... son sus componentes. Un arreglo de estas nueve componentes en la
forma

az) dx Az
asy dzx  ass



4.35.

4.36.
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se llama matriz de 3 por 3. Una diddica es una generalizacién de un vector. Una mayor generalizacion conduce a
las triddicas, que son cantidades que consisten en 27 términos de la forma a''iii + ¢!'jii + ... . Un estudio de la
forma en que las componentes de una diddica o triddica se transforman de un sistema de coordenadas a otro lleva
al andlisis tensorial, que se aborda en el capitulo 8.

Sea A un vector definido por A = Aji + A,j + Ak, y una diddica ® por
D = allii + alzij + a13ik + (lz]ji + azzij + (123jk + a31ki + Ll32kj + (133kk
D¢ una posible definicion de A - ®.

Solucion

Formalmente, si se supone que se cumple la ley distributiva,
A'(I):(Ali+A2j +A3k)‘q):A1i'(I)+A2j‘(I)+A3k‘(I)

Por ejemplo, considere i - ®. Este producto se forma haciendo el producto punto de i con cada término de ® y
sumando los resultados. Ejemplos comunes son i * ayiii, 1 * apij, i * axiji, i - askj, etc. Si se da significado a éstos
del modo siguiente:

i-allii=a11(i-i)i=a11i, yaquei-i= 1

isapij =ap-Dj=apj, yaquei-i=1

icayji=ani-ji=0, yaquei-j=0
i-apkj=ani-k)j=0, yaquei-k =20

y se da una interpretacion andloga a los términos de j - ® y k - ®, entonces

A . (I) = Al(a“i + alzj + a13k) + A2(6121i + a22j + a23k) + A3(Ll31i + a3zi + azgk)
= (Ajay + Asay + Azazi + (Ajapp + Asay + Asan)j + (Aja;z + Asans + Azasz)k

el cual es un vector.
a) Interprete el simbolo A - V. b) Diga un posible significado de (A - V)B. ¢) ;Es posible escribir éste como
A - VB, sin ambigiiedad?

Solucion

a) Sea A = Aji + A,j + Azk. Entonces, formalmente,
A-V=(Ai+Aj+ Ak 8i—i-a'—i-ak
=@+ A+ AK) - | o o T
d d d
=A—+Ar—+As—
o T2, Ty,

es un operador. Por ejemplo,

a9 0] a9 0] 0] 0]
A-Vd= (4Lt ar 1 a; D) p=a,22 00,204 4,20
ox dy 0z ox ady 0z

Note que esto es 1o mismo que A + V.

b) Formalmente, con el uso del resultado del inciso a), con ¢ reemplazada por B = Biji + B,j + B3k,

d 0 d oB oB oB

A-VIB=[A —4+A—+A;—|B=A—+A,—+ A3 —

( ) (]8x+ 28y+ 382) 18x+ 28y+ s
0By 0By 0B \. 0B, 0B, 0B\ .
= A —+A,—+A;— Al — 4+ A, —+A;—
<13x+ 2 T 38z>1+<18x+ 2o T 38z)’]

oB 0B B
A2+ a2 )k
ox ay 0z
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¢) Utilice la interpretacién de VB como en el problema 4.34. Entonces, de acuerdo con la simbologia establecida
en el problema 4.35,

A-VB=(Aji+Aj+Ask)-VB=Ai-VB + A,j- VB + A3k - VB

oB,. 9B, Bs oB,. 9B, Bs oB,. 9B,. Bs
AN+ 225 k) 4 Ay (S 225 4 P2k ) Ay (i 225 4 P
1(3 LR P i >+2<a T >+3<a +aJ+az)

lo que da el mismo resultado que el del inciso b). Se concluye que (A - V)B = A - VB, sin ambigiiedad, siem-
pre que se introduzca el concepto de diddica con las propiedades mencionadas.

4.37. Supongaque A = 2yzi — x%yj + xz’k, B = x% + yzj — xyky ¢ = 2x’yz>. Encuentre a) (A * V)¢, b) A - Vb,
)B-V)A,d)(AxV)pye) Ax V.

Solucion

. 9, 9
a) (A-V)p= [(2yzi—x2yj+xz2k)- (ai—i—a—j—i—a—zk)}b

a a
<2yza——x ya +xz —)(Zx yZ)

0
=2y (2x yZ') — y(2xzyz3 ) +xzza—z(2x2yz3)

= 2y2)(dxyz’) — (P)(2x°2) + (x2D)(6x%yZP)
= 8xy*7* — 2ax%yZ + 6x’yt

by A-V¢ = (2yzi — xYyj + x°k) - (—f] +£ +8—¢k>
= 2yzi — x%yj + x2%K) + (dwyi + 2x%2j + 6x%y7%Kk)
= 8xy 7 — 2t yz + 6x‘yz
La comparacion con el inciso a) ilustra el resultado (A - V)¢p = A - V.
¢c) B-V)A= [(x i+yzj—xk)- <31 +§J + ik)}A
8) A 0A 0A A
0.

- ] ]

( 8_+y28_y_ xy 3—4‘)’ g— )’a—z
= x(—2xyj + 2°K) + yz(2zi — %) — xy(2yi + 2xzK)
= (2yz2% — 2x0)i + 2% + xPyz)j + (P27 — 2x%yz)k

Para ver una comparacion de este resultado con B - VA, consulte el problema 4.36¢).

d) AxV)¢= (2yzi—x2yj+xz2k)><<3i+ij+ik)j|d>

L ax oyt oz
i j k
| 2yz =Xy xZ
N
ox ay 0z

I 3,0 , 0 9 5, 0
= i =Xy = —x2— 2 2yr— )+ k[ 2yz— 2
_1( xyaZ Xz a)—l—,](z ™ yzaz)-i- (yza +x y8x>]¢

= —( 2?;i)vaz2 8y) < Z;f 2yz(%¢>J + <2yzg¢+x ygd))k

—(6x"?22 + 201 + (4xyZ — 12x0)j + Ayt + 4y )k
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ad d ad
e) A x V¢ = (2yd — 1*yj + 1K) x ji +£j +£k
ox ay 0z
i j k
_ |2z =y
dp 9P 3P
ox ay 0z
ad d ad ad ad ad
= —xzy—d) - xzz—(b i+ xzzi) — 2yz—¢) j+ 2yz—¢+x2y—¢ k
0z ay ox 0z ay ox

_(6x4y2Z2 + 2x3z5)i + (4x2yz5 _ 12X2y223)j + (4x2yz4 +4x3y2Z3)k

La comparacion con el resultado del inciso d) ilustra el resultado (A X V)¢p = A X Vb

Invariancia

4.38.

4.39.

Dos sistemas de coordenadas rectangulares xyz y x'y’z’ que tienen el mismo origen, se giran uno con respecto
del otro. Obtenga las ecuaciones de transformacién entre las coordenadas de un punto en los dos sistemas.

Solucion

Seanr y r’ los vectores de posicién de cualquier punto P en los dos sistemas (consulte la figura 4-1, en la pagina
72). Entonces, comor = r’,

X+ 0y + 7K =xi+yj+zZk (1
Ahora, para cualquier vector A, tenemos lo siguiente (vea el problema 4.20 del capitulo 2),

A = (A" + (Aj)j + (AK)K’
Asi, si se hace A =i, j y k en sucesion,

= e + (O + G KOK = i + I + 1K
§= G DF + e OF + G KK = o + Dol + 1K @)
k= (ke O + (ke )+ (ke KOK = lafl + af' + Bk

Al sustituir las ecuaciones (2) en (1) e igualar los coeficientes de i’, j' y k', se encuentra que:
X =hix+loy+lsz, y=bix+tilpy+tisr y 2/ =bix+lny+ s 3)

que son las ecuaciones de transformacion pedidas.

Demuestre que:
=i+ 2j+1k

J=hii+nj+hik
K = I3ji + I3 j + 33k

Solucion

Para cualquier vector A tenemos que A = (A - )i + (A - j)j + (A - kk.
Entonces, si A =1i', j' y k', en sucesion,
V=@ Di+d-jj+d k=10i+lj+ 13k
J=G D+ Di+ G Kk =bii+hhj+ bk
K =®-Di+ K- jj+ & Kk =1[i+05j+ 5k



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS o

4.40. Demuestre que Z;: | bomlpn = 1, sim = n, y 0 sim # n, donde m y n pueden adoptar cualquiera de los va-

441.

lores 1,2 0 3.

Solucion
De la ecuacién (2) del problema 4.38,

iri=1=0Uni'+Lj + 5K Uni' + bij +3K) =6, + 5, + 5,
i*j=0= i+ bij + LK)« (i + bnj + 1K) = lilo + bl + Bils
ick =0= (i + bij + LiK)« (i + baj + 1K) = Ll + bibs + 1133
Esto establece el resultado requerido, donde m = 1. Si se consideraj+i,jj,j -k, k-1, k- jyk -k, el resultado

puede demostrarse param = 2y m = 3.
Al escribir

3
P 1 sim=n elresultado puede escribirse como Z Lomlpn = O
" 0 sim#n p=1

El simbolo 6, se llama delta de Kronecker.

Suponga que ¢(x, y, z) es un invariante escalar con respecto a una rotacion de ejes. Demuestre que grad ¢ es
un invariante vectorial con dicha transformacidn.

Solucion

Por hipétesis, ¢(x, y, z) = ¢'(x', y’, z'). Para establecer el resultado deseado, debe demostrarse que
3¢> 9, 3¢ ag' ., ., ¢,
Zir 2 LY+ + ok
ax +8y‘]+3z Bx/l+3y/"+3z’

Con el empleo de la regla de la cadena y las ecuaciones de transformacién (3) del problema 4.38, tenemos que:

0 Ay ox'  ap'dy a7 9 a a
0 _opor ooy ogior o, | ob, L 04,

ox o ax 3y ax a7 o ox ay’ a7’
a ¢’ 0. op' 9y o' o7 0 a ¢
d’ d) x+il+i_zzi12+ilzz+ ¢)
ay ' dy 3y dy 97 dy  ox ay a
dp o o' o' 3y a7 o ¢ ¢
T = —1 I33
0z ax/8z+8y’az+3z az o 13+8/23+8’ 3

Al multiplicar estas ecuaciones por i, j y k, respectivamente, y sumarlas, y con el uso del problema 4.39, se llega
al resultado requerido.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

4.42.
4.43.
4.44.
4.45.

4.46.

447.

4.48.
4.49.

Suponga que ¢ = 2xz* — x%y. Encuentre V¢ y \Vd)’ en el punto (2, =2, —1).
Suponga que A = 2x%i — 3yzj + xz’k'y ¢ = 2z — x°y. Encuentre A - V¢ y A x Vg en el punto (1, —1, 1).
Suponga que F = x’z + ey/"y G = 27% — xy*. Determine a) V(F + G) y b) V(FG) en el punto (1, 0, —2).

Encuentre V||,

A
Demuestre que Vf£(r) :f (r)r.
r

Evalde V|( 372 _ 4./r+ Ll
7))
Sea VU = 2¢*r. Encuentre U.

Determine ¢(r) tal que Vop = r/r’ y ¢(1) = 0
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4.62.
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Encuentre Vi, donde o = (x> +y* + zz)e‘\/m )

Sea Vo = 2xyz%i + x°2%j + 3x%yz’k. Encuentre ¢ (x, y, 2) si (1, —2,2) = 4.

Suponga que Vi = (y* — 2xy)i + (3 + 2xy — x%20)j + (628 — 3x%yzH)k. Determine .
Sea U una funcién diferenciable de x, y y z. Demuestre que VU - dr = dU.

Suponga que F es una funcion diferenciable de x, y, 7y ¢, donde x, y y z, son funciones diferenciables de . Demues-
tre que
dFF oF dr
= A\

s w TV

Sea A un vector constante. Demuestre que V(r - A) = A.

Suponga que A(x, y, z) = Aji + A,j + Ask. Demuestre que dA = (VA - dr)i + (VA; - dr)j + (VA; - dr)k.

F GVF — FVG .
Pruebe que V[ - | = ———,siG # 0.
G G?

Encuentre un vector unitario que sea perpendicular a la superficie del paraboloide de revolucién z = x* + y? en el
punto (1, 2, 5).

Determine la normal unitaria trazada hacia fuera de la superficie (x — D +y+ (Z+2?=9enel punto
@3, 1,-4).

Encuentre una ecuacién para el plano tangente a la superficie xz*> + x%y = z — 1 en el punto (1, —3, 2).
Encuentre ecuaciones para el plano tangente y la recta normal a la superficie z = x> + y? en el punto (2, —1, 5).
Encuentre la derivada direccional de ¢ = 4xz> — 3x%y*z en (2, —1, 2) en la direccién 2i — 3j + 6k.

Encuentre la derivada direccional de P = 4¢* ¥ " Zen el punto (1, 1, —1) en direccién hacia el punto (—3, 5, 6).

(En qué direccién desde el punto (1, 3, 2) es un méaximo la derivada direccional de ¢ = 2xz — y?? ;Cudl es la
magnitud de este maximo?

Encuentre los valores de las constantes a, b y ¢, de modo que la derivada direccional de ¢ = axy* + byz + cz2x° en
(1, 2, —1) tenga un mdximo de magnitud 64 en una direccién paralela al eje z.

Encuentre el dngulo agudo entre las superficies xy’z = 3x + z%y 3x> — y* + 2z = l enel punto (1, —2, 1).

Encuentre las constantes a, b y ¢ de modo que la superficie ax’> — byz = (a + 2)x sea ortogonal a la superficie
4x*y + 7 =4 enel punto (1, —1, 2).

a) Sean uy v funciones diferenciables de x, y y z. Demuestre que una condicidn necesaria y suficiente para que
u 'y v se relacionen funcionalmente por medio de la ecuacién F(u, v) = 0 es que Vu x Vv = 0

+ . . .
Y estan relacionadas funcionalmente.

. . X
b) Determine siu = arctanx + arctanyy v = 1

a) Demuestre que Vu - Vv X Vw = 0 es una condicién necesaria y suficiente para que u(x, y, z), v(x, y, 2) y w(x,
¥, z) estén relacionadas funcionalmente por medio de la ecuacién F(u, v, w) = 0.
b) Exprese Vu - Vv X Vw en forma de determinante. Este determinante se llama jacobiano de u, v y w con respec-
. o(u, v, w) U, v, w
to de x, y y z, que se escribe como oJ .
ax, y, z) XV, 2
¢) Determinesiu=x+y+zv=x>+y>+22yw=xy + yz + zx estén relacionadas funcionalmente.

Sean A = 3xyz%i + 2xy%j — x*yzk y ¢ = 3x*> — yz. Enel punto (1, —1, 1), calcule a) V - A, b) A - V¢,
AV (A yd) V- (V).

Evalde div(2x’zi — xy*z j + 3yz°K).
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4.91.
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Sea ¢ = 3x%*z — y’2> + 4x’y + 2x — 3y — 5. Encuentre V2¢.

Evalde V(In r).

Demuestre V2" = n(n + 1)r" 2, donde n es una constante.

SeaF = (3x%y — 2)i + (x2 + y*)j — 2x°2%k. Determine V(V - F) en el punto (2, —1, 0).
Suponga que w es un vector constante y que v = @ X r. Pruebe que div v = 0.
Demuestre que V(i) = ¢V + 2V + Vi + V2.

Sean U = 3x%y y V = xz*> — 2y. Evalde grad[(grad U) - (grad V)].

Evalde V « (+°r).

Evalde V - [rV(1/r7)].

Evaliie V[V - (r/r?)].

Si A = r/r, encuentre grad div A.

2
a) Pruebe que V*f (1) = % + 3?. b) Encuentre f(r) tal que V*f (r) = 0.
r rdar

Demuestre que el vector A = 3y*z%i + 4x°z%j — 3x%y%k es solenoidal.
Pruebe que A = (2x* + 8xy*2)i + (3xy — 3xy)j — (4y*z2> + 2x°2)k no es solenoidal, pero B = xyz?A sf lo es.
Encuentre la funcién diferenciable mds general f(r) de modo que f(r)r sea solenoidal.

—xi — Vi

Demuestre que el campo vectorial V = \/ziyjz es un “campo sumidero”. Grafiquelo y haga una interpretacién
x-+y

fisica.

Suponga que U y V son campos escalares diferenciables. Demuestre que VU x VV es solenoidal.

Sean A = 2x7%i — yzj + 3x2’k y ¢ = x’yz. En el punto (1, 1, 1), encuentre lo siguiente:
a) VXA, brot(¢pA), ¢)VX(VXA), d)V[A-rotA] y e)rotgrad (dA).

Sea F = x%yz, G = xy — 3z%. Encuentre a) V[(VF) - (V&)], b)) V - [(VF) X (V&) y ) V X [(VF) X (VG)].
Evalde V X (r/r?).

(Para qué valor de la constante a el vector A = (axy — i+ (@ — 2)x% + (1 — a)xz’k tendré su rotacional igual
acero?

Demuestre que rot(¢ grad ¢) = 0.

Grafique los campos vectoriales A = xi + yj y B = yi — xj. Calcule la divergencia y el rotacional de cada campo
vectorial y explique el significado fisico de los resultados obtenidos.

Dadas A = x%i + yz’j — 3xyk, B = y%i — yzj + 2xky ¢ = 2x* + yz. Calcule
aA-(Ve), b)(A-V)p, o) (A-V)B, d)BA-V) y ¢ (V-A)B.

Suponga que A = yz%i — 3xz%j + 2xyzk, B = 3xi + 4zj — xyk, y ¢ = xyz. Encuentre @) A X (V¢b), b) (A X V)é,
c)(VXA)XByd)B-V —A.

Dadas A = xz%i + 2yj — 3xzk y B = 3xzi + 2yzj — z’k. Encuentre A X (V X B) y (A X V) X B en el punto
1, -1,2).

Pruebe que (v - V)v =1Vv2 — v x (V x v).

Demuestre que V- (A X B) =B - (V X A)xA - (V XB).
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4.100. Pruebe que Vx(AXxB)=B-V)A —B(V-A)—(A-V)B + A(V:B).

4.101. Demuestreque VAA-B) =B -V) A+ (A-V)B+ B Xx(VxA) + Ax(VxB).

4.102. Demuestre que A = (6xy + D+ Bx® — 2)j + Bxz2 — y)k es irrotacional. Determine ¢ de modo que A = V.
4.103. Pruebe que E = r/r? es irrotacional. Determine ¢ tal que E = —V¢ y tal que ¢(a) = 0, donde a > 0.

4.104. Suponga que A y B son irrotacionales. Demuestre que A X B es solenoidal.

4.105. Suponga que f(r) es diferenciable. Demuestre que f(r)r es irrotacional.

4.106. ;Hay alguna funcién vectorial diferenciable tal que @) rot V. =r, b) rot V = 2i + j + 3k? Si asi fuera, encuen-
tre V.

4.107. Demuestre que las soluciones de las ecuaciones de Maxwell

10E 10H
VxH=-—, VxE=—-———, V-H=0 y V:-E=4mp
c ot c ot

donde p es una funcién de x, y y z, y ¢ es la velocidad de la luz, que se supone constante, estin dadas por
10A

E=-V¢p————, H=VxA
¢ c ot %

donde A y ¢, que reciben los nombres de potencial vectorial y potencial escalar, respectivamente, satisfacen las

ecuaciones
V-A+ %%—f =0, (D)
v L0 @
va- L4 )

4.108. a) Dada la diada ® = ii + jj + kk, evalier - (@ - 1) y (r - ®) - r. b) ;Hay alguna ambigiiedad al escribir
r-® -r?c) ;Qué representa geométricamente r - ® - r = 1?

4.109. a) Suponga que A = xzi — y%j + yz’k y B = 22% — xyj + y’k. Diga un posible significado de (A x V)B en el
punto (1, —1, 1).
b) (Es posible escribir el resultado como (A x VB) con el uso de diadas?

4.110. Demuestre que ¢(x, y, z) = x> + y* + z% es un invariante escalar con una rotacién de ejes.

4.111. Sea A(x, y, z) un campo vectorial diferenciable invariante con respecto de una rotacion de ejes. Demuestre que
a) div A 'y b) rot A, son campos escalar y vectorial invariantes, respectivamente.

4.112. Resuelva las ecuaciones (3) del problema resuelto 4.38, para x, y y z, en términos de x’, y' y z'.
4.113. Suponga que A y B son invariantes en una rotacién. Demuestre que A + B y A X B también son invariantes.

4.114. Demuestre que con una rotacion

a a d d d d
v . . ! o/ o/ I / V/
18x+']8y+ 0z ! Bx/+'] 8y’+ o7/

4.115. Demuestre que el operador laplaciano es invariante con una rotacién.

4.116. Suponga que A = x’z%i — 2y*2%j + xy°zk, B = x%i + yzj — xyk y ¢ = 2x*yz°. Encuentre:
a)(A-V)gp, b)A-Vo, c)B-V)p, d)(AxV)p y e)AxVe.

4.117. Pruebe que @) VX (A + B) = VX A+V X By b) V x (¢A) = (Vo) X A +(V X A).



RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS o

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

4.42. 10i —4j — 16k, 2V/93 4.64. En la direccién de 4i — 6j + 2k, 2V14
443. 5,7i—j— 11k 4.65. a=6,b=24yc=—8
3 V6
44, —4i j —8j .66. —= — =79°55'
444. a)—4i+9j+Kk,b)—8j 4.66. arccos NN arccos —
4.45. 3rr 4.67. a=52yb=1
4.47. (6 —2r 37 — 27 Py 4.68. b)Si(v = tanu)

4.48. r%3 + constante

1 1
4.49. d)(r) = § (1 — r—3)

o du Ou
dx dy 0z
N v v v L,
450. 2-—nre’'r 4.69. b) o a_y % A)Si(w —v—2w=0)
v ow o
dx dy 0z
451. ¢ =x> +20 4.70. a)4,b)—15,0)1yd)6
4.52. w=xy’ — x>z + 3y + (3/2)z* + constante 4.71.  4xz — 2xyz + 6yz
4.58. (2i+4j—-k)/= V21 472, 67+ 24xy — 27 — 6y
4.59. (2i+j—2k)/3 4.73. 1/r?
4.60. 2x—y—3z+1 4.75. —6i+ 24j — 32k
-2 y+1 z-5
461, 4x—2y—z=5 7 = - - = = . 478. (6y2% — 120)i + 625 + 1207k
3
ox=4+2y=-2—1,7=—1+5 479 6r
4.80. 3r°*
4.62. 376/7
4.63. —20/9
4.81. 257 4.82. —2r7%r

4.83. f(r) = A +B/r, donde A y B son constantes arbitrarias.

4.86. f(rn)=C/ 7, donde C es una constante arbitraria.

489. a) i+j, b)Si—3j—4k, ¢)5i+3k, d)2i+j+8k y ¢)0
4.90. a) (2y*z + 3x%z — 12xy2)i + (dayz — 6x%)j + 2xy* + x° — 6x%y)k

b 0
¢) (F%z — 24xy2)i — (12x%z + 2xyz)j + Qxy* + 12y22 + )k
491. 0 492. a=+4

495. a) 4Xz + y7t — 3x?
b) 4x’z + yzt = 3x? (igual que el inciso a))
c) 29’21+ Bxy? — yzhj + 2472k
J
d) el operador (x*y*zi — x*yz%j + 2x3zk)a—(1 + (y*2i — y*7j + 2xy2°k) % + (=3xy% + 3xy%zj — 6x2yk)aiZ
e) (xy’z+ y*2)i — Quy? + y2hj + @x%z + 2x)k
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4.96. a) —5x%yZi+ %2 + 4’k
by —5x%vZi + xy* + 4xy’k (igual que el inciso a))
¢) 162% + (8x*yz — 12xD)j + 32x°k  d) 24x*z + 4xyZ?
4.97. AX(VxB)=18i — 12j + 16k, (A x V) xB = 4j + 76k
4.102. ¢ = 3x* + xz* — yz + constante 4.103. ¢ = In(a/r)
4.106. a) No, b)V =3xj+ (2y — x)k + V¢, donde ¢ es una funcidn arbitraria diferenciable dos veces.
4108. a) r-(®-r)=@-P-r=x>+y>+7% b)No, c)Esferaderadio uno con centro en el origen.
4.109. a) —4ii —ij + 3ik — jj — 4ji + 3kk
b) Si, si las operaciones se ejecutan en forma apropiada.
4112, x=1Lx' + Ly + 1512,y = Lox" + boy' + 130z7', 72 = lisx" + lpzy' + 337
4.116. a) = b) 4’y — 4xH2D + 6x°y’3
0) (2°7 = 202 + (—4y*7 + dxy’2)j + (Fy’z + 2xy°2 — XYk

d) = e) (—12x5°2* — 2%22Hi + (—6xtyz + 32 + ' + 8x’P)k



Integracion vectorial

5.1 INTRODUCCION

El lector ya estd familiarizado con la integracién de funciones de una variable evaluadas con nimeros reales, f(x). En
especifico, tenemos la integral indefinida o antiderivada, que se denota asi:

[ 7o as

y la integral definida en un intervalo cerrado como [a, b], cuya notacién es la siguiente:

b
J f(x) dx
a
En este capitulo se amplian estas definiciones a funciones de una variable evaluadas con vectores.

5.2 INTEGRALES ORDINARIAS DE FUNCIONES EVALUADAS CON VECTORES

Sea R(u) = Ry(u)i + Ry(u)j + R3(u)k un vector que depende de una sola variable escalar, u, donde se supone que R;(u),
R»>(u) y R3(u) son continuas en un intervalo especifico. Entonces,

JR(u) du = iJRl(u) du—+j JRz(u) du + kJR3(u) du

se denomina integral indefinida de R(u). Si existe un vector S(u) tal que

d
R(u) = - (5@),

entonces

JR(M) du = Ji(S(u)) du =Su)+c
du

donde ¢ es un vector constante arbitrario que es independiente de u. En ese caso, la integral definida entre los 1imites
u = ayu = b se escriben como sigue:

b
= S(b) — S(a)

a

b b
JR(u) du = Ji(S(u)) du=Su)+c
du
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Esta integral también puede definirse como el limite de una suma en forma andloga a como se hace en el cdlculo
integral elemental.

EJEMPLO 5.1 Suponga que R(u) = u% + 2u’j — 5k. Encuentre: a) [ R(u) du, b) 3 R(u) du.

a) JR(M) du = J[u2i+2u3j—5k] du:iJuzdu+jJ2u3du+kJ—5du

I/l3 M4
= (; + cl>i + <3 + Cz)j + (—5u +c3)k

Lt3 4

:§'+%j—5uk+c

donde c es el vector constante cji + coj + csk.

b) Delinciso a):

2
3 4 2

JR(u) du = %i + %j — 5uk + ¢| = [(8/3)i +4j — 10k] — [—(1/3)i + (1/2)j — 5k]

1
1

= (7/3)i + (1/2)j — 5k

5.3 INTEGRALES DE LINEA

Suponga que r(u) = x(w)i + y(u)j + z(u)k es el vector de posicidn de puntos P(x, y, z) y que r(u) define una curva C
que une los puntos P; y P,, donde u = u; y u = u,, respectivamente.

Suponemos que C estd compuesta de un nimero finito de curvas para cada una de las cuales r(«) tiene una deri-
vada continua. Sea A(x, y, 7) = Aji + A,j + Ask una funcién vectorial de posicidn definida y continua a lo largo de
C. Entonces, la integral de la componente tangencial de A a lo largo de C de P, a P, se denota como sigue:

Py
JA-a’r = JA-dr = JAla'x—}-Agdy + Az dz
Py C c

es un ejemplo de integral de linea. Si A es la fuerza F sobre una particula que se mueve a lo largo de C, esta integral
de linea representa el trabajo realizado por la fuerza. Si C es una curva cerrada (que supondremos es una curva ce-
rrada simple, es decir, una curva que no se interseca consigo misma en ningtin punto), es frecuente denotar la integral
alrededor de C del modo siguiente:

%A'dl‘ = {)Aldx—l—Agdy +A3dZ

En aerodindmica y dindmica de fluidos esta integral recibe el nombre de circulacion de A sobre C, donde A repre-
senta la velocidad de un fluido.

En general, cualquier integral que se evalte a lo largo de una curva se llama integral de linea. Dichas integrales
se definen en términos de limites de sumas del mismo modo que se hace en el célculo elemental.

EJEMPLO 5.2 Suponga que F = —3x% + 5xyj y sea C la curva y = 2x* en el plano xy. Evalie la integral de linea
Jc F « drde P1(0,0) a Py(1, 2).
Como la integracién se lleva a cabo en el plano xy (z = 0), se toma r = xi + yj. Entonces:

JF odr = J(—3x2i + 5xyj) - (dxi + dyj) = J(—3x2 dx + 5xy dy).
C C C



5.4 INTEGRALES DE SUPERFICIE

Primer método. Sea x = ten'y = 2x*. Entonces, las ecuaciones paramétricas de C son x = ry y = 272 Los puntos
(0,0)y (1, 2) corresponden a t = 0y t = 1, respectivamente. Por tanto:

1 1
JF -dr = J [—3¢* dt + 512%) d(21*)] = J (=37 + 40y dr = [ + 8], = 7.
=0

C t=0 1=

Segundo método. Se sustituye y = 2x> directamente, donde x va de 0 a 1. Queda:

1 1
J F.dr— J (=322 dx + 5x(20%) d(22)] = J (=32 + 40t dv = [ + 8]y = 7.

C x=0 x=0

Campos conservativos

Se aplica el teorema siguiente:

TEOREMA 5.1. Suponga que A = V¢ en cualquier parte de una regién R del espacio, donde R estd definida
poray=x=ay b =y=byc; =7=cyenlaque ¢, y, z) es de una sola variable y tiene
derivadas continuas en R. Entonces:

i) Jfl > A dr es independiente de la trayectoria C que une a P; y P, en R.
ii) fﬁc A dr = 0 alrededor de cualquier curva cerrada C en R.

En tal caso, A se denomina campo vectorial conservativo 'y ¢ es su potencial escalar.

5.4 INTEGRALES DE SUPERFICIE

Sea S una superficie de dos lados, como la que se ilustra en la figura 5-1. Un lado de S se considera de manera ar-
bitraria como el positivo (si S es una superficie cerrada, como una esfera, entonces el lado exterior se toma como
el positivo). Una normal unitaria, n, a cualquier punto del lado positivo de S se llama normal unitaria positiva o
dirigida hacia fuera.

ds

Figura 5-1

Asociemos con la diferencial de la superficie, dS, un vector dS de magnitud dS y cuya direccién es la de n. En-

tonces, dS = n dS. La integral
”A-dS:ﬂA.ndS
S s
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es un ejemplo de una integral de superficie llamada flujo de A sobre S. Otras integrales de superficie son las siguientes:

JJd)dS, JJ gn ds, JJ A xdS

donde ¢ es una funcion escalar. Dichas integrales se definen en términos de limites de sumas del modo en que se
acostumbra hacerlo en el cilculo elemental (vea el problema 5.17).

En ocasiones se emplea la notacién §fg para indicar una integracién sobre la superficie cerrada S. Cuando no
haya confusién posible también puede usarse la notacion ffs.

Para evaluar integrales de superficie es conveniente expresarlas como integrales dobles tomadas sobre el area
proyectada de la superficie S sobre uno de los planos coordenados. Esto es posible si cualquiera de las rectas perpen-
diculares al plano coordenado escogido interseca a la superficie en no mas de un punto. Sin embargo, esto no plantea
ningun problema real porque por lo general es posible dividir S en superficies que satisfagan esta restriccion.

5.5 INTEGRALES DE VOLUMEN

Considere una superficie cerrada en el espacio que encierra un volumen V. Entonces, las integrales de volumen o
integrales espaciales, como en ocasiones son llamadas, se denotan como sigue:

JﬂAdv y UJd)dV

En los problemas resueltos se evalian algunas de dichas integrales.

PROBLEMAS RESUELTOS

5.1.  Suponga que R(u) = 3i + (i’ + 4u")j + uk. Encuentre: a) [ R(u)du y b) Lz R(u) du.
Solucion

a) JR(u) du = J[3i + @ +4u")j + uk] du

=iJ3 du+jj(u3+4u7)du+kjudu

2 2

_ . Ly 1 g\, [
—(3u)l+(4u +2u >J+<2u k+c

donde ¢ es el vector constante c¢;i + ¢j + c3k.

1 1 1
=Q@u+c)i+ (Zu4 + —ugcz)j + (—u2 + C3>k

b) Del inciso a),

2
B (1 L. (1, .55, 3

JR(u)du—[(?;u)l—i-(Zu +§u >J+<§u >k+c]1_3l+ 1 _]+2k.

1



PROBLEMAS RESUELTOS

Otro método

2 2 2 2
JR(u) du:iJ3 du —i—jJ(u3 +4u”) du—i—kJu du
1 1 1 1

2

1, 177 525, 3
_ 2. |2 o4 1 8 12 i 290 2
_[3u]11+|:4u —|—2u i|l+|:2ui|lk 3i+ 7 _]+2k.

5.2.  Laaceleracién de una particula en cualquier momento ¢ > 0 estd dada por
dr . .
a=-— = (25 cos 20)i + (16 sen 21)j + (91)k.

Solucion
Suponga que la velocidad v y el desplazamiento r son dos vectores cero en ¢ = 0. Calcule v y r en cualquier mo-

mento. Al integrar se obtiene lo siguiente:
V= iJ(ZS cos2t) dt + j J(16 sen 2¢t) dr + kJ(9t) dt

25 9
= (7 sen 2t>i + (—8cos20)j + (5 t2>k +c;.

Al hacer v = 0 cuando t = 0, llegamos a 0 = 0i — 8j + Ok + ¢, y ¢; = 8j. Entonces:

2
V= % = (75 sen Zz)i + (8 — 8cos2t)j + (gzz)k.

Se integra:
2
r= 1[(75 sen ZI)dl +3j J(S — 8cos2t) dt + kJ(§t2> dt

25 3
= (_TCOS 2t>i + (8t + 4 sen 21)j + <§I3>j + .

Al hacer r = 0 cuando ¢ = 0, se llega a:
25,

0= '+C y € =
= ——1 = —1.
4 2 2 4

Entonces:

25 25 . . (35

= <Z - ZcosZt)l + (8 +4 sen 21)j + (5’ )k-
ZA

5.3. Evalde JA X d— dt.

dr?

Solucion

dA

d’A dA dA d’A
_ A _A —
dz( . dt)

e Ta Car U e

Ax20 =2
X d d

Se integra:
d*A d dA dA
J e .[dl<A><—)dt:A><—l+c.
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La ecuacién del movimiento de una particula P de masa m esta dada por

2

dr
mﬁ=f(r)r1

donde r es el vector de posicién de P medido a partir de un origen O, r; es un vector unitario en la direccién
de r, y f(r) es una funcién de la distancia de P desde O.

a)
b)
c)
d)

Demuestre que r X (dr/dt) = ¢, donde ¢ es un vector constante.

Interprete fisicamente los casos en que f(r) <0y f(r) > 0.

Haga la interpretacion del resultado del inciso a), geométricamente.

Describa cémo se relacionan los resultados obtenidos con el movimiento de los planetas en nuestro sis-
tema solar.

Solucion

a)

b)

c)

d)

Se multiplican los dos lados de m(dPrldf?) = f(r)r; por rx. Entonces:

’r
mrxﬁzf(r)rxrlzﬂ

como r y r; son colineales, entonces r X r; = 0. Por esto:

d’r d dr
e Yo dr (r % dt)

. dr
Al integrar, r x 7= donde ¢ es un vector constante (compare esto con el resultado del problema 5.3).

Si f(r) < 0, la aceleracién d?r/dr? tiene direccién opuesta a r;; entonces, la fuerza estd dirigida hacia O y la
particula siempre es atraida hacia O.

Sif(r) > 0, la fuerza estd dirigida hacia fuera de O y la particula estd sujeta a la influencia de una fuerza
de repulsion en O.

Una fuerza dirigida hacia o alejandose de un punto fijo O, y que tenga una magnitud que sélo dependa de
la distancia r hasta O, se llama fuerza central.

En el tiempo At, la particula se mueve de M a N (vea la figura 5-2). El drea barrida por el vector de posicién
en este tiempo es aproximadamente la de un paralelogramo con lados r y Ar, o 5 r X Ar. Entonces, el drea
aproximada barrida por el radio vector por unidad de tiempo es J r X Ar/At; asi, la tasa instantédnea de cambio
del 4rea con respecto del tiempo es

.. Ar dr
Iim sr x — =3r x — =
dt

rXvVv
Ai—0 2 At 2

L
2
donde v es la velocidad instantdnea de la particula. La cantidad H = 31 x (dr/df) = % r X v se llama velocidad
superficial. Del inciso a) tenemos que:

. . dr
velocidad superficial = H = lr x — = constante
27 dt

Como r * H = 0, el movimiento tiene lugar en un plano, que en la figura 5-2 se toma como el plano xy.

Un planeta (como la Tierra) es atraido por el Sol de acuerdo con la ley universal de la gravitacién de Newton,
que establece que dos objetos cualesquiera de masas m y M, respectivamente, se atraen mutuamente con una
fuerza de magnitud F = GMm/r?, donde r es la distancia entre los objetos y G es una constante universal.



5.5.

PROBLEMAS RESUELTOS

Sean m y M las masas del planeta y el Sol, respectivamente, y se escoge un conjunto de ejes coordenados

con origen en O en el Sol. Entonces, la ecuacién de movimiento del planeta es

d’r GMm . d’r GM .
m—= ———- —_— == —
dar? 2 L0 e 2!

con la suposicién de que la influencia de los demds planetas es despreciable.

De acuerdo con el inciso ¢), un planeta se mueve alrededor del Sol de modo tal que su vector de posicién
recorre dreas iguales en tiempos iguales. Este resultado y el del problema 5.5 son dos de las tres famosas leyes

de Kepler que éste dedujo en forma empirica a partir de las enormes cantidades de datos recabados por el

as-

trénomo Tycho Brahe. Estas leyes permitieron a Newton la formulacién de su ley universal de la gravitacion.

Para la tercera ley de Kepler, vea el problema 5.36.

z
y
Planeta
= veloc1dad superficial al
= r >< —- = constante o X
N
y %0 o
r / N
M i ==
Elipse r 1+ ecosb
Figura 5-2 Figura 5-3

Demuestre que la trayectoria de un planeta alrededor del Sol es una elipse con el Sol en uno de sus focos.

Solucion

De los problemas 5.4¢) y 5.4d),

dv_ GMr
a2 !
rxv=2H=h

Ahora, r = rry, dr/dt = r(dr,/dt) + (dr/dt)r;, de modo que
d
h=rxv=rr x <r—+—tr1
De la ecuacion (1):

M d
Exh:—%nxh:—GMnx(nx%)

dr dr; dr;
——GM|:(I'1 dt)r] —(rl rl)w] —GME

ey
(@)

3

con el empleo de la ecuacion (3) y el hecho de que r; - (dr/dt) = 0 (vea el problema 3.9). Pero como h es un vector

constante,
dv
—xh=— h
7 X (V x h)
por lo que:
dl‘]
— h) = GM —
(v x h) = o

Al integrar queda:
vxh=GMr, +p
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de lo que se obtiene:
r-(vxhy=GMr+r;+r-p
= GMr+rri*p=GMr+rpcos 6
donde p es un vector constante arbitrario con magnitud p y 6 es el 4ngulo entre p y r;.
Comor - (vxh)=(rxv)-h=h-h=Fh% tenemos que h>* = GMr + rp cos 6,y
B n? . n/GM
T GM +pcos8 1+ (p/GM)cos 6

r

De la geometria analitica se sabe que la ecuacién polar de una seccién conica con foco en el origen y excentricidad
€,esr = al(l + ecos 6), donde a es una constante (vea la figura 5-3). Al comparar ésta con la ecuacién obtenida,
se observa que la érbita requerida es una seccién conica con excentricidad € = p/GM. La 6rbita es una elipse, para-
bola o hipérbola, segiin sea € menor, igual o mayor que uno. Como las 6rbitas de los planetas son curvas cerradas,
se concluye que deben ser elipses.

Integrales de linea

5.6. Suponga que A = (3x* + 6y)i — 14yzj + 20xz%k. Evaltie Ic A -drde(0,0,0)a(l, 1, 1),alo largo de las tra-
yectorias C siguientes:

a) x=ty=t*yz=1r.
b) lalinea recta que va de (0, 0, 0) a (1, 0, 0), que luego vaa (1, 1, 0) y después a (1, 1, 1).
c) lalinea recta que une al punto (0, 0, 0) con (1, 1, 1).

Solucion

JA <dr = J [(3x” + 6y)i — 14yzj + 20x2°K] « (dxi + dyj + dzk)

C C
l

(3% + 6y) dx — 14yz dy + 20xz* dz

a) Six=1y=~yz="~,lospuntos (0,0,0)y (1, 1, 1) corresponden a t = 0 y ¢ = 1, respectivamente. En-
tonces:
1

JA <dr = J B + 612 di — 14 d(F?) + 20(r)()? d(r)
C =0
1
= J 972 dr — 2815 dr + 607 dt
=0
1
= J 972 — 28(° + 601°) dt = 31> — 417 + 6117 :) =5

=0
Otro método

Alolargode C,A = 9r%i — 14¢% + 20’k yder = xi + yj + zk = fi + 1% + r’k y de dr = (i + 21j + 3¢%k) dt.
Entonces
1

JA -dr = J (9721 — 146§ + 20¢'K)~ (i + 21 + 37°K) dr
C

t=0

= J(9¢2 — 28 +60°) dt =5
0
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b) A lo largo de la linea recta que va de (0, 0,0) a (1,0,0),y =0,z = 0,dy = 0y dz = 0, mientras que x varia
de 0 a 1. Entonces, la integral sobre esta parte de la trayectoria es:

1 1

J (3x% + 6(0)) dx — 14(0)(0)(0) + 20x(0)*(0) = J 3 dx = x° ; =1
x=0 x=0

A lo largo de la linea recta que vade (1,0,0)a (1, 1,0),x = 1,z =0, dx = 0y dz = 0, en tanto que y varia de
0 a 1. Con esto, la integral por esta parte de la trayectoria resulta:

1

J (3(1)% + 6Y)0 — 14y(0) dy + 20(1)(0)*0 = 0

y=0

Sobre la linea recta que une (1, 1,0)con (1, 1, 1), x =1,y = 1,dx = 0,dy = 0, y z varfade 0 a 1. Asi que la
integral sobre esta parte de la trayectoria es:

1 1

' 2031 20
J B(1)? 4 6(1)0 — 14(1)2(0) 4 20(1)2 dz = [ 202 dz = % =3
z=0 7=0

Al sumar se llega a lo siguiente:

20 23

Avdr=140+—=—

J r + +3 3
c

¢) La linea recta que une al punto (0, 0, 0) con (1, 1, 1) estd dada en forma paramétrica porx =t,y =tyz =t.
Entonces:
1
J A-dr = J (37 + 61) dt — 14(2)(7) dt + 20(1)(¢)? dt
¢ t=0

1 1

= J (3 + 61 — 144> +208°) dt = J (61 — 11£* +208) dt = 13—3
t=0

t=0

Calcule el trabajo total realizado cuando se mueve una particula en el campo de fuerzas dado por F = zi + zj
+ xk, a lo largo de la hélice C, dadaporx = cost,y =sentyz =t det=0at = n/2.

Solucion

Trabajo total = JF dr = J(zi ~+ zj + xKk)* (dxi + dyj + dzk) = J(z dx+zdy + x dz)
C C

C
/2 /2 /2

= J (td(cost) +t d(sen t) +cost dt) = J (—t sent) dt + J (t+1)cost dt
0 0 0

Al evaluar foﬂ/ ? (—tsen t) dt por partes se obtiene lo siguiente:
/2
[tcost]g/2 — J cost dt =0 — [sen t](’{/2 =—1.
0
La evaluacién de fow/ : (t + 1) cos t dt por partes arroja:
/2
[(r+ 1) sen 1]7/* — J sen r df = %T—i- 1 + [cos 77 = g
0

Con lo que el trabajo total es (7/2) — 1.
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5.8.  Suponga que F = -3 + Sxyj. Evalie fCF + dr, donde C es la curva en el plano xy, y = 2x2, de 0,0) a
(1, 2).
Solucion
Como la integracion se lleva a cabo en el plano xy (z = 0), se puede tomar r = xi + yj. Entonces:
JF <dr = J(—3x2i + 5xyj) * (dxi + dyj) = J(—sz dx + 5xy dy).
o c C

Primer método. Sea x = ten'y = 2x*. Entonces, las ecuaciones paramétricas de C son x = ¢ty y = 2/%. Los puntos
(0,0)y (1, 2) corresponden a t = 0y t = 1, respectivamente. Entonces:

1 1
JF ~dr = J [—3¢% di + 502°) d(21)] = J (=37 + 401y di = [ +8°], = 7.
=0 =0

C 1=l 1=l

Segundo método. Se sustituye y = 2x” directamente, donde x va de 0 a 1. Entonces:

1 1
JF <dr = J [—3x7 dx + 5x(2x%) d(2x*)] = J (=327 +40x") dx = [—x* + 8], = 7.
C x=0 x=0
5.9. Suponga que un campo de fuerzas esta dado por
F=Qx—y+2i+x+y—2)j+Gx—2y+40k

Calcule el trabajo realizado cuando se mueve una particula alrededor de un circulo C en el plano xy con centro
en el origen y radio igual a 3.

Solucion
Enelplanoz =0,F = 2x — y)Ji + (x + y)j + (3x — 2y)k y dr = dxi + dyj, por lo que el trabajo realizado es

JF- dr = J [(2x — Wi+ (x +¥)j + Bx — 2y)K]* (dxi + dyj)
C

C
=J(2x—y)dx+(x+y)dy
C

r=xi+yj
=3cos A+ 3sen tj

Figura 5-4
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Se eligen las ecuaciones paramétricas de la circunferencia como x = 3 cos ty y = 3 sen ¢, donde ¢ varia de 0 a 2
(como se observa en la figura 5-4). Entonces, la integral de linea es:

2w

J [2(Bcost) —3sent](—3 sent) dt + (3cost + 3sent)(3 cost)dt

t=0

2
T

9 2
J (9—9sentcost)dt=9t—§ sen2l0 = 187
0

Al recorrer C, escogimos el sentido contra el movimiento de las manecillas del reloj que se indica en la figura. Es
la direccion positiva, lo que significa que C fue recorrida en el sentido positivo. Si C se recorriera en el sentido
(negativo) a favor del movimiento de las manecillas del reloj, el valor de la integral seria —18x.

a)

b)

Suponga que F =

V¢, donde ¢ es univaluada y tiene derivadas continuas. Demuestre que el trabajo

realizado cuando una particula se mueve de un punto Py = (x1, yi, z1) en dicho campo a otro punto P, =
(x2, ¥2, 22), es independiente de la trayectoria que los une.
A lainversa, suponga que IC F dr es independiente de la trayectoria C que une dos puntos cualesquiera.

Demuestre que exi

Solucion

a)

Trabajo realizado =

ste una funcién ¢ tal que F = V.

Py Py
F-dr= J V¢« dr
Py P
Py
(E;—fi—i-%—;bj +E;—fk)- (dxi + dyj + dzk)
|
Py
aa—fdx—i-%dy—i-%dz
Py
Py
[ a8 = 6e - 0P = d0232.2) - 013020
Py

Entonces, la integral depende s6lo de los puntos Py y P,, y no de la trayectoria que los une. Esto se cumple, por

supuesto, sélo si ¢(x, y, z) es univaluada en todos los puntos Py y P;.

b) Sea F = Fii + F,j + Fsk. Por hipétesis, jc F - dr es independiente de la trayectoria C que une dos puntos

cualesquiera, los que designamos como (xy, yi, z1) y (x, ¥, 2), respectivamente. Entonces:

(x.y.2) (x.y.2)

Bx,y.2) = j Fedr= J Fudot Fydy+ Fs d

(1, y1.21) (1, y1,21)
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es independiente de la trayectoria que une a (xj, yj, z;) con (x, y, 7). Entonces:

(e+Ax,y,2) (6,3,2)

dx+ Ax,y,2) — d(x,y,2) = J F-dr — J F-dr
(X1, y1,21) (1, y1.21)
(X1, y1,21) (x+Ax, y,2)

= J F-dr + J F-dr
(x,y,2) (1, y1,21)
(x+Ax, y, 2) (x+Ax,y,2)
= J Fedr = J Fidx+ Fy,dy+ F3 dz

(x,y,2) (x,y,2)

Como la dltima integral debe ser independiente de la trayectoria que une a (x, y, z) con (x + Ax, y, z), se debe
escoger la trayectoria de modo que sea una linea recta que los una a fin de que dy y dz sean igual a cero. Asi:

(x+Ax,y,2)
b +Ax,y,2) — p,y,2) 1 Fy dx
Ax - Ax 1

(x,y,2)

Al obtener limites en ambos lados cuando Ax — 0, tenemos que d¢/dx = F;. De manera similar, se puede
demostrar que d¢p/dy = F, y d¢p/dz = F3. Entonces,

3 3 3
F=F1i+F2j+F3k=—¢i+—¢j+—¢k=Vd;.
ox ay 0z

. P . . . .
Si fPf F - dr es independiente de la trayectoria C que une a P, y P,, entonces F recibe el nombre de campo
conservativo. Se concluye que si F = V¢ entonces F es conservativo, y a la inversa.

Demostracion con el uso de vectores. Si la integral de linea es independiente de la trayectoria, entonces

(x,y.2) (x,y.2) d
d)(x’y’z): J F'dr: J F' dr

A

ds

1 y1,21) (x1,y1,21)

Por diferenciacion, d¢/ds = F - (dr/ds). Pero ddlds = V¢ - (dr/ds) por lo que (V¢ — F) - (dr/ds) = 0. Como
esto debe cumplirse sin importar dr/ds, tenemos que F = V.

a) Suponga que F es un campo conservativo. Demuestre que rot F = V X F = 0 (es decir, F es irrotacio-
nal).

b) Alainversa, si VX F = 0 (por lo que F es irrotacional), demuestre que F es conservativo.

Solucion

a) SiF es un campo conservativo, entonces, segin el problema 5.10, F = V.

Entonces, rot F = V x V¢ = 0 (vea el problema 4.27a), en el capitulo 4).
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i
b) SiV xF = 0, entonces 33 =0, por lo que
X

F

TP
IR =

OFs _OF, OF) _OFy  OF,  OF

dy o0z 0z ox ox  dy

Debe demostrarse que como consecuencia de esto se cumple que F = V.
El trabajo realizado al moverse la particula de (xi, y1, z1) a (x, y, z) en el campo de fuerzas F es:

JFl(x,y, 2) dx + Fa(x,y,2) dy + F3(x,y,2) dz
C

donde C es una trayectoria que une a (x, y, 1) con (x, y, 7). Elijamos como trayectoria particular segmentos de
linea recta que vayan de (x1, y1, 21) a (x, y1, 21), a (x, ¥, z1) y a (x, ¥, 2), y llamemos a ¢(x, y, z) el trabajo realizado
a lo largo de esta trayectoria particular. Entonces:

X y z
d(x,y,2) = JFl(x,yl,m) dx + JFz(x,y,m) dy + JF3(x,y,z) dz
X1 Y1 21

Se concluye que

ol
a—‘” = F3(x,7,2)
Z

%b: FZ(x’y’Zl) +

—

oF
= (x,y,2) dz
ay

z
<1

4

oF"
=F(y,21) + Ja—;(x,y, 7) dz

21

= F(x,y,21) + F2(x,y,2) — Fa(x, y,21) = F2(x, 9, 2)

21

= Fa(x,y,21) + Fa(x,y,2)

y

d oF: oF
% Fioyn )+ J—Z(x,y,zl) dy + J T3 (ny.2) dz
ox ox ox

Y1 21

y Z

oF oF

= F1(x.y1.21) + J—‘(x,y,zl) dy + J Tl ny.2) dz

ay 0z
Y1 21

y Z

+ Fi(x,y,2)
i

= Fi1(,y1,21) + Fi(xay, z1) — Fi(x, yr,z20) + Fi(x, y, 2) — Filx, y,z21) = Fi(x, v, 2)

=Fi1(,y1,21) + Fi(x,y,21)

21

Por lo que:
a d 0
F =F1i+F2j+F3k=i’i+—¢j + 2 Vo.
ax ay 0z

Asf, una condicién necesaria y suficiente para que un campo F sea conservativo es que rot F = VX F = 0.
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a) Demuestre que F = (2xy + 2°)i + x’j + 3xz’k es un campo de fuerzas conservativo. b) Encuentre el po-

tencial escalar. ¢) Calcule el trabajo realizado cuando un objeto se mueve de (1,

Solucion

—2,1)a(3, 1, 4).

a) Del problema 5.11 se observa que una condicién necesaria y suficiente para que una fuerza sea conservativa es

que rot F = V xF = 0. Ahora:

J

a
ox ay
2y 4+ K

Por lo que F es un campo de fuerzas conservativo.

b) Primer método. Segun el problema 5.10:

ad 0
F=Véo —d’ +a—¢J+a¢ = Qo+ )i+ 2 + 3xk.

Entonces:
d
8 _ 2y +2°
ox
ad
09 _
dy
3

= 3xz72
8Z XZ

Al integrar se obtiene respectivamente de (1), (2) y (3) que:

¢ = Xy + x2 + 0.2
¢ = x%y + g2
¢ = X2+ h(x,y)

ey

(@)

3

Esto concuerda si se escoge f(y, z) = 0, g(x, z) = xz° y h(x, y) = x*y de modo que ¢ = x*y + xz°, ala que puede

agregarse cualquier constante.

Segundo método. Como F es conservativo, fc F - dr es independiente de la trayectoria C que une a (x1, y1, 21)

con (x, y, z). Con el empleo del método descrito en el problema 5.11b) se llega a:

X y Z
d(x,y,2) = J(2xy1 +23) dx—i—Jx dy + J3xz dz
X1

X 4

! 3
+ xz

+x2y

= (Py1 +x37)

X1 N 21

2 2 3 2 2 3
=%y Xz — X{y1 — x1z; + X0y — Xy +x2 — Xz

=xy +xz’ — X%yl - x]z? = x%y + xz° + constante

Tercer método.

F-dr=Vé-dr _—d’d +—¢d + d)d =d¢.
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Entonces:
dp=F+dr = Qxy+2°) dx +x* dy +3x2* dz
= 2xy dx + 2% dy) + (£ dx + 3x7* d7)
= d(x*y) + d(x2*) = d(x*y + x2°)

y ¢ = x%y + xz° + constante.
Py

¢) Trabajo realizado = | F-dr

P
Py

= 2xy + 2% dx 4+ x* dy + 3x2% dz
Py
P, P (,1,4)

= d(xzy + xz3) = xzy +x7 = xzy +x7 =202
Py Py (1,-2,1)

Otro método

Del inciso b), ¢(x, y, z7) = x>y + xz° + constante.
Entonces, el trabajo realizado = ¢(3, 1,4) — ¢(1, —2, 1) = 202.

Demuestre que si fP F- dr es independiente de la trayectoria que une dos puntos P, y P, en una region dada,
entonces § F+ dr = 0 para todas las trayectorias cerradas en la region, y a la inversa.

Solucion

B
Figura 5-5

Sea P;AP,BP; una curva cerrada (vea la figura 5-5). Entonces:
Ti;F'dr: J Fedr = J Fedr+ J F-dr
P1AP,BP, PIAP, P,BP,
= J F-dr — J Fedr=0
PI1AP, P\BP,

ya que, por hipétesis, la integral de P; a P, a lo largo de una trayectoria a través de A es la misma que a lo largo de
otra a través de B.
A lainversa, si 3§F dr = 0, entonces

J Fedr = J Fedr + J Fedr = J Fedr— J Fedr=0

PIAP,BP, PIAP, P2BP PIAP, P\BP,

J Fedr = J F-dr.

PAP, PBP,

de modo que

a) Demuestre que una condicién necesaria y suficiente para que F, dx + F, dy + F3 dz sea una diferencial
exacta, es que VX F = 0,donde F = Fji + F,j + F3k.
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b) Demuestre que (y’z* cos x — 4x’z) dx + 22°y sen x dy + (3y’z* sen x — x*) dz es una diferencial exacta de
una funcién ¢, y encuentre ésta.

Solucion

a) Suponga que

9 ol a9
Fydx+F, dy+F3 dZ:d(ﬁ:g dx+£ dy+£ dz,

una diferencial exacta. Entonces, como x, y y z son variables independientes.

ad ad ad
p=0 g 20 g 00
ox ay 0z
yasiF = Fii + Foj + F3k = (0¢/0x)i + (0/0y)j + (0ploz)k = Vh. Portanto VXF =V x Ve = 0.

A lainversa, si V X F = 0, entonces, segtn el problema 5.11, F = V¢, porloque F - dr = V¢ - dr = d ¢,
es decir, Fy dx + F, dy + F3 dz = d¢, una diferencial exacta.

b) F = (% cosx — 4x°2)i + 2% sen xj + (3y*z> sen x — xH)k y V x F se calcula para que sea igual a cero, por
lo que de acuerdo con el inciso a):

(y*2% cos x — 4x°2) dx + 2%y sen x dy + (3y*senx — x*) dz = d¢
Por cualquiera de los métodos descritos en el problema 5.12 se llega a que ¢ = y*z® sen x — x*z + constante.

5.15. Sea F un campo de fuerzas conservativo tal que F = —V ¢. Suponga que una particula de masa constante m
se mueve en €l. Si A y B son dos puntos cualesquiera en el espacio, demuestre que

H(A) +1mvi = H(B) +1mvy

donde v4 y vp son las magnitudes de las velocidades de la particula en A y en B, respectivamente.

Solucion

d’r

F=ma=m—;.
ma mos

Entonces:

dr  dr d’vr md (dr\’
ar - ar T a T 2di\di)

Al integrar se llega a:

SiF = -V,
B B B
JF-dr:—JV¢-dr:—Jd¢=¢(A)—¢(B)-
A A A

Entonces ¢(A) — ¢(B) = ymvg — smvy, de modo que se llega al resultado.
@(A) se llama energia potencial en A, y %mvf\ es la energia cinética en A. El resultado establece que la ener-
gia total en A es igual a la energia total en B (conservacion de la energia). Observe el signo menos en la ecuacién

F=-Vg
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5.16. Suponga que ¢ = 2xyz>, F = xyi — zj + x’ky Ceslacurvax =71, y=2tyz=£,det=0ar = 1. Evalte las
integrales de linea a) [. ¢ dry b) | F x dr.

Solucion
a) Alolargo de C, ¢ = 2xy7* = 2()Q20(1)? =47,
r=xi+yj+k="ri+2j+rky
dr = (26i + 2j + 31°Kk) dt.
Entonces

Jqs dr = J 47 (211 4 2j + 31°Kk) dr
C t=0
1 1
:iJSt‘O dt—i—jJSt" dt—i—leZt“ dt:ii—l—é—tj—l—k
0

11 5
0 0

b) Alolargo de C, tenemos que F = xyi — zj + x’k = 271 — £}j + *k. Entonces:
F x dr = 2% — £ + k) x (2ti + 2j + 3°k) dt

i j kK
=[268 — ¢ |dr=[(-3° =2+ @2F — 6)j + (4 + 2rHk] dt
2t 2 372

1 1

1
JF x dr = iJ(—3t5 — 21" dt+jJ(—4t5) dt+kJ(4t3 +2r%) dr
C 0 0
9. 2

7
_ 9. 2T
103975

0

Integrales de superficie

5.17. Proporcione una definicién de Hs A - n dS sobre una superficie S, en términos del limite de una suma (vea la
figura 5-6).

Solucion

Subdivida el drea S en M elementos de drea AS,, donde p = 1, 2, 3, ..., M. Elija cualquier punto P, dentro de AS),

cuyas coordenadas sean (x,, y,, 2p). Defina A(x,, y,, 2,) = A,. Sea n,, la normal unitaria positiva a AS, en P. De la
suma

M
> A,n,AS,
p=1

donde A, - n, es la componente normal de A, en P,,.
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Abhora se calcula el limite de esta suma cuando M — %, de modo que la dimensiéon mds grande de cada AS),
tienda a cero. Este limite, si existe, se denomina integral de superficie de la componente normal de A sobre S, y se

denota asi:
”A- n dsS

N

Suponga que la superficie S tiene la proyeccion R sobre el plano xy (vea la figura 5-6). Demuestre que

”A-ndS: ”A-ndXdy
[n- K|
S R

Solucion

De acuerdo con el problema 5.17, la integral de superficie es el limite de la suma

M
> Ayem,AS,
p=1 ey
La proyeccién de AS), sobre el plano xy es [(n, AS,) - k| o bien |n, - k|AS,, que es igual a Ax, Ay,, por lo que
AS, = Ax,Ay,/ |n,, . k|. Asf, la suma (1) se convierte en:

M
A

Z Apem, A li}p
= Iny - K o)
Segtin el teorema fundamental del célculo integral, el limite de esta suma cuando M — % de modo que las mds
grandes Ax, y Ay, tiendan a cero, es:

J J Aen dx dy

- K|
R

y se llega al resultado requerido.

En estricto sentido, el resultado AS, = Ax, Ay,/[n, - Ks6lo es parcialmente verdadero, pero con un anlisis mas
detallado se puede demostrar que difieren sélo en infinitésimos de orden mds alto Ax,Ay,, y con el uso de esto se
demuestra que los limites de (1) y (2), en efecto, son iguales.

Ay
n
y4
s AS,

|
|
Il
|
|
I
I
I
|
|
|
|
:
1 I
R fa
Ax, Ay,

Figura 5-6 Figura 5-7
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Evalte [ A« n dS,donde A = 18zi — 12j + 3yk y S es la region del plano 2x + 3y + 6z = 12, que se localiza
en el primer octante.

Solucion

La superficie S y su proyeccién R sobre el plano xy se presentan en la figura 5-7.

Del problema 5.18,
JJA- n ds = ”A- nED
[n- K|
R

N

Para obtener n, observe que un vector perpendicular a la superficie 2x + 3y + 6z = 12 estd dado por V(2x + 3y
+ 6z) = 2i + 3j + 6k (vea el problema 4.5 del capitulo 4). Entonces, una normal unitaria a cualquier punto de S
(vea la figura 5-7) es

2i+3j+ 6k
n:i:%i—i—%j—i—gk
V22432 +6

Asi,n k= (2i +2j+$k)-k =&, por lo que

dxdy 7
— Zdx dy.
m-k 6%

Asimismo,

36z —36+ 18y 36 — 12x

A+ n = (18zi — 12j 4 3yk)- (3i+3j+5k) = 7 T

con el uso del hecho de que, z = (12 — 2x — 3y)/6, de la ecuacién de S. Entonces:

_ Lo dxdy 36 —12x\7 B _
JJA ndS_JJA n|n-k|_”( 7 )6dxdy_”(6 2x) dx dy
s R R R

Para evaluar esta integral doble sobre R, se mantiene fija a x y se integra con respecto de y desde y = 0 (Pen la
figura mencionada) hastay = (12 — 2x) /3 (Q, en la figura); después se integra con respecto de x,dex = 0ax = 6.
De esta manera, R queda cubierta por completo. La integral se convierte en:

12—-2x)/3
6 ( )/ 6 2

4
(6 — 2x) dy dx = J (24—12x+%> dx = 24

x=| y=0 x=0

Si se hubiera elegido la normal unitaria positiva n, opuesta a la que se ilustra en la figura 5-7, se habria obtenido
—24 como resultado.

Evalie [[¢A+n dS, donde A = zi + xj — 3y’zk y S es la superficie del cilindro x* + y* = 16 ubicado en el
primer octante entre z = 0y z = 5.

Solucion

En la figura 5-8 se proyecta S sobre el plano xz y se llama R a dicha proyeccion. Observe que en este caso no puede
usarse la proyeccion de S sobre el plano xy. Por tanto,

”A- n ds = JJA-ndx dz
n- j|
S R




CAPITULO 5 INTEGRACION VECTORIAL

Una normal a x*> + y*> = 16 es V(x? + y?) = 2xi + 2yj. Entonces, como se aprecia en la figura 5-8, la normal
unitaria a S es

o d42y) xit))j

n= =
V(2x)? + 2y 4

ya que x*> + y* = 16, sobre S.

L xi+yj 1
A-n:(zl+xj—3y22k)‘< 4yJ>=Z(xz+xy)
Lo x4y oLy
nj=—y =7
Entonces, la integral de superficie es igual a:
5 4 5
s | | () e |
dxdz = ——————+x)drdz = 4z 4+ 8)dz =90
LJ Y 0 x=0 16— 0
z=0 x=l 7=l

——— —_———
- <

3
|
| s
! dde\2 f/ds
- “rE—l
)
i —1— T
! I———- ....
[} -~ S
|,’ 5 \\
( y
\ 470
\\
\\;;; z=0

Figura 5-8

5.21. Evalde Hs ¢n dS donde ¢ = %xyz y S es la superficie descrita en el problema 5.20.

Solucion

Tenemos

o= o

N



PROBLEMAS RESUELTOS

Con el usoden = (xi + yj)/4,n - j = y/4, como en el problema 5.20, esta dltima integral se convierte en:

5 4

” %xz(xi +yj)dx dz = % J J Pz +xz3v/16 — x2j)dx dz
R z=0 x=0
5

3 64 . 64 _ . .
=3 J <?Zl+?zl> dz = 100i + 100j
z=0

5.22. Suponga que F = yi + (x — 2xz)j — xyk. Evalde [[; (V x F)+n dS, donde S es la superficie de la esfera
x* + y? + 722 = a” sobre el plano xy (vea la figura 5-9).

Solucion

i k

9 9
vxF=|2 2 Ll hiyj-2k
% o @y 6| Atao=

y x—2xz —xy
Unanormal ax® + y* + 22 = a’es
VO +y? 4 2%) = 2xi + 2yj 4 27k
Entonces, la normal unitaria, n, de la figura 5-9 estd dada por

o xiA42yj+2zk xi+yj+zk
VAx2 +4y? + 472 a

yaque x> + y* + 22 = a?

La proyeccién de S sobre el plano xy es la regién R acotada por la circunferencia x> + y*> =’y z = 0 (veala
figura 5-9). Entonces,

dxdy
In- K|

”(VxF)-ndS:

N

N —

J(VxF)-n

xT——= w

i +yj + 2k drd
(o 4y — 22K)- (’“””Z ) 4
a z/a

a Va?—x?
B J J 303 +yH) — 24

dy dx
2 — 22

==ty @32



CAPITULO 5 INTEGRACION VECTORIAL

con el uso del hecho de que z = y/a*> — x? — y2. Para evaluar la doble integral se transforma a coordenadas polares
(p, ¢) donde x = pcoseh, y = psen ¢y dy dx, es sustituida por p dp d¢. La doble integral se convierte en:

27 a 2T

32 — 242 r 3% — a2 2
30 2 dd— Mo —a)ra e
-2 a2 —p2
$=0 p=0 $=0 p=0
27 a
a’p
= J =3pya? —p*+———=|dpd¢
[a? — 2
=0 p=0

T a
= [(a2 —p)P —d’a? - p? } d¢
= =0

2
= | @ -pHdd=0
$=0
b4
B B
D E
4 y
o
y
R I:u v dx dy
G F
Qx2+y2=az,z=0
X X
Figura 5-9 Figura 5-10

5.23. SeaF = 4xzi — y%j + yzk. Evalte [[(F-ndS, donde S es la superficie del cubo acotado por x = 0, x = 1
y=0,y=1yz=0,z=1(veala figura 5-10).

s

Solucion
Cara DEFG: n = i, x = 1. Entonces,

JF-ndS:

1
J(4zi — Y+ yzK)-i dy dz
DEFG 0

O

1
J4Z dy dz =
0

oh_

Cara ABCO:n = —i,x = 0. Por lo que

11
” F-.ndS= ”(—ij + yzK)* (—i) dy dz =0
ABCO 00
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Cara ABEF:-n = j,y = 1. Asi,

11 1
JJ F-ndS:JJ(4xzi—j+zk)'j dxdz:J —dx dz = —1
ABEF 00 0

Cara OGDC:n = —j,y = 0. De modo que

S

11
J F-ndS= JJ(4xzi)° (=) dcdz=0
0GDC 00
Cara BCDE: n = Kk, z = 1. Por tanto

11 11
ﬂ F-ndS:JJ(4xi—y2j+yk)-kdxdy:JJydxdy:%
BCDE 00 00

Cara AFGO: n = —Kk, z = 0. Entonces

11
J F'ndS=JJ(—y2j)'(—k)dxdy=O
AFGO 00
Al'sumar, [[(FndS=2+0+(-1)+0+31+0=3.

5.24. Al estudiar las integrales de superficie nos hemos limitado a aquéllas de dos lados. Dé un ejemplo de super-
ficie que no tenga dos lados.

Solucion

Tome una tira de papel como la que se denota con ABCD en la figura 5-11. Tuérzala de modo que los puntos A y
B queden sobre D y C, respectivamente, como se aprecia en la figura 5-11. Si n es la normal positiva al punto P de
la superficie, invierte su direccidn original cuando alcanza a P otra vez. Si intentdramos colorear un solo lado de la
superficie veriamos que toda ella quedaria en color. Esta superficie, llamada banda de Moebius, es ejemplo de una
superficie de un solo lado. En ocasiones recibe el nombre de superficie no orientable. Una superficie de dos lados
se llama orientable.

AD

Figura 5-11

Integrales de volumen

5.25. Sea ¢ = 45x%, y que V denote la regién cerrada limitada por los planos 4x + 2y + z=8,x =0,y =0y
z = 0. a) Exprese va ¢ dV como el limite de una suma. b) Evalue la integral del inciso anterior.

Solucion

a) Subdivida la regién V en M cubos con volumen AV, = Ax; Ay, Az, k =1, 2, ..., M, como se ilustra en la figura
5-12, y sea (xx, yx, zx) un punto dentro del cubo. Defina ¢ (xy, vk, zt) = ¢ Considere la suma

M
Y AV (1)
k=1
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tomada sobre todos los cubos posibles en la region. El limite de esta suma, cuando M — % de modo que las
cantidades mds grandes AV tiendan a cero, si existe, se denota con [[[,¢ dV. Es posible demostrar que este
limite es independiente del método de subdivision si ¢ es continua en V.

Al formar la suma (1) sobre todos los cubos posibles en la region, es aconsejable proceder de manera
ordenada. Una posibilidad es primero agregar todos los términos de (1) que correspondan a los elementos de
volumen contenidos en una columna como PQ en la figura. Esto implica mantener fijas a x; y a y; y sumar so-
bre todas las z;. A continuacién se mantiene fija a x; pero se suma sobre todas las y;. Esto requiere sumar todas
las columnas PQ contenidas en una banda RS y, en consecuencia, implica sumar todos los cubos contenidos en
dicha rebanada. Por ultimo, se varfa x;. Esto quiere decir que se suman todas las rebanadas como RS.

En el proceso descrito, primero se toma la suma sobre las z;, después sobre las y; y por ultimo sobre las x;.
Sin embargo, es evidente que la suma puede efectuarse en cualquier orden.

AV = A Ay Az

Figura 5-12

b) Las ideas involucradas en el método de la suma ilustrado en el inciso a) se pueden usar para evaluar la integral.
Si se mantiene a x y y constantes, se integra de z = 0 (base de la columna PQ) az = 8 — 4x — 2y (parte supe-
rior de la columna PQ). A continuacién se mantiene constante a x y se integra con respecto de y. Esto implica
sumar las columnas que tienen su base en el plano xy (z = 0) localizadas en cualquier parte de R (donde y = 0)
a S (donde 4x + 2y = 8,0y =4 — 2x), y laintegraciénes de y = O ay = 4 — 2x. Por tltimo, se suman todas
las rebanadas paralelas al plano yz, que implica integrar de x = 0 a x = 2. La integracion se escribe asi:

2 4-2x 8—4x—2y 2 4-2x

J J J 45x%y dz dy dx = 45 J J X°y(8 — 4x — 2y) dy dx
x=0 y=0  z=0 x=0 y=0

1
=45 [ §x2(4—2x)3 dx =128

x=0

Nota: El resultado puede interpretarse fisicamente como la masa de la regién V en la cual la densidad ¢ varia
de acuerdo con la férmula ¢ = 45x%y.



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS @

5.26. Sea F = 2xzi — xj + y’k. Evalte [[[, FdV donde V es la regién limitada por las superficies x = 0, y = 0,
y=6,z= X2 y z = 4, como se ilustra en la figura 5-13.

Solucion

La regi6n V queda cubierta a) manteniendo fijas a x y y e integrando de z = x? a z = 4 (de la base a la parte superior
de la columna PQ, b) después se mantiene fijaaxy se integradey = 0ay = 6 (R a S se encuentra en la banda), ¢)
finalmente se integra de x = 0 a x = 2 (donde z = x” interseca a z = 4). Asf, la integral requerida es

2 6 4
J J J (2xzi — xj + y*k) dz dy dx

x=0 y=0 z=x?

!

4 264 264
2xz dz dy dx—jj”xdz dy dx+kJJJy2 dz dy dx = 128i — 24j + 384k
00 00

x2 x2 x2

R c2 S) i 2, 2_ 2
; =7 X +T=a
y=0 %
| z=x2 Ay | F?
! ] ' = 2+yr=a?
/y_6 1—/
: | | “1 P
I
I
: P/‘ |
| ! y y
| o ! //
| [
s :,’
X )C/
Figura 5-13 Figura 5-14
g g

5.27. Calcule el volumen de la regién comiin a los cilindros que se intersecan, x> + y* = a* y x> + 7> = d*.

Solucion
El volumen requerido = 8 veces el volumen de la region ilustrada en la figura 5-14.

/a2 —x2 /a? —x2

Y

x=0 y=0 z=0

a Va*—x? a 3
16
:8J J Vaz—x2dydx:8j(a2—x2)dx:Ta
x=0 y=0 x=0

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

5.28. Suponga que R(?) = (3> — »i + (2 — 61)j — 47k. Encuentre a) fR(t) dty b) f; R(?) dt.
5.29. Evalde joﬂ/ % (3 sen ui + 2 cos uj) du.
5.30. SeaA(r) =ti — 1} + (t — Dk y B(r) = 2¢% + 61k. Evalte a) foz A-Bdryb) foz A x B dr.

531. SeaA =1ri—3j+2k B=i—2j+2kyC=3i+s—kEvalica) [[A-Bx Cdryb) [ Ax B xC)d



5.32.

5.33.

5.34.
5.35.

5.36.

5.37.

5.38.

5.39.

5.40.

541.

5.42.

5.43.

CAPITULO 5 INTEGRACION VECTORIAL

La aceleracién, a, de una particula en cualquier momento ¢ > 0, estd dada pora = e~ "i — 6(t + 1)j + 3 sen 7k. Si
la velocidad, v, y el desplazamiento, r, son iguales a cero en # = 0, obtenga v y r en cualquier momento.

La aceleracion a de un objeto en cualquier momento 7 estd dada por a = —gj, donde g es una constante. En
t = 0, la velocidad estd dada por v = v, cos 6,i + v, sen 6,]j, y el desplazamiento es r = 0. Encuentre v y r en
cualquier momento ¢ > 0. Esto describe el movimiento de un proyectil disparado por un caiién inclinado un angulo
6, respecto del eje positivo de las x, con velocidad inicial de magnitud v,

Suponga que A(2) = 2i — j + 2k y A(3) = 4i — 2j + 3k. Evalde [; A+ (dA/dr) dt.

Encuentre la velocidad superficial de una particula que se mueve a lo largo de la trayectoria r = a cos wfi + b sen
wtj, donde a, b y w son constantes y ¢ es el tiempo.

Demuestre que los cuadrados de los periodos de los planetas en su movimiento alrededor del Sol son proporciona-
les a los cubos de los ejes mayores de sus trayectorias elipticas (tercera ley de Kepler).

Sea A = (2y + 3)i + xzj + (yz — x)k. Evaltie |. A+ dr alo largo de las trayectorias siguientes C:
a) x=20y=tyz=~1,det=0ar=1,

b) las lineas rectas de (0, 0, 0) a (0, 0, 1), después a (0, 1, 1) y luego a (2, 1, 1),

¢) lalinearectaqueunea(0,0,0)y (2, 1, 1).

Suponga que F = (5xy — 6x%)i + (2y — 4x)j. Evalde JoF+dr alo largo de la curva C en el plano xy, y = x3, del
punto (1, 1) al punto (2, 8).

Sea F = (2x + y)i + (3y — x)j. Evaltie | F- dr donde C es la curva en el plano xy que consiste en las lineas rectas
de (0, 0) a (2, 0), y después a (3, 2).

Encuentre el trabajo realizado cuando una particula se mueve en el campo de fuerzas F = 3x% + (2xz — y)j + zk
alo largo de:

a) lalinearectade (0,0,0)a (2,1, 3).
b) lacurvaenelespaciox =27, y=tyz=4% —tder=0at=1.
¢) lacurva definida por x> = 4y y 3x® = 8z, dex = 0ax = 2.

Evalide 3§c F:dr donde F = (x — 3y)i + (y — 2x)j y C es la curva cerrada en el plano xy, x = 2costyy = 3sent,
det=0art=2nm

Suponga que T es un vector unitario tangente a la curva C, r = r(«). Demuestre que el trabajo realizado cuando se
mueve una particula en un campo de fuerzas F a lo largo de C, estd dado por fc F- T ds, donde s es la longitud de
arco.

Sea F = (2x + y)i + (3y — 4x)j. Evalte Sch' dr alrededor del tridngulo C de la figura 5-15 a) en la direccién
indicada y b) opuesto a la direccién que se indica.

y Yl .1

2. D

\

X
0 2,0) *

Figura 5-15 Figura 5-16



5.44.

5.45.

5.46.

5.47.

5.48.

5.49.

5.50.

5.51.

5.52.

5.53.

5.54.

5.55.

5.56.

5.57.

5.58.

5.59.

5.60.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Sea A = (x — y)i + (x + y)j. Evalte 3‘§C A« dr alrededor de la curva cerrada C de la figura 5-16.

Sea A = (y — 2x)i + (3x + 2y)j. Calcule la circulacién de A sobre una circunferencia C en el plano xy con centro
en el origen y radio igual a 2, si C se recorre en la direccion positiva.

a) Suponga que A = (4xy — 3x°z)i + 2x%j — 2x’zk. Demuestre que Jo A~ dr es independiente de la curva
C que une a dos puntos dados. b) Demuestre que hay una funcién diferenciable ¢ tal que A = V¢, y
encuéntrela.

a) Demuestre que F = (y* cos x + 2°)i + (2y sen x — 4)j + (3xz> + 2)k es un campo de fuerzas conser-
vativo.

b) Calcule el potencial escalar para F.

¢) Determine el trabajo realizado cuando un objeto se mueve en este campo, de (0, 1, —1) a (7/2, —1, 2).
Demuestre que F = r’r es conservativo y calcule su potencial escalar.
Determine si el campo de fuerzas F = 2xzi + > - i+ Q2z— X))k es conservativo o no conservativo.

Demuestre que el trabajo realizado sobre una particula al moverla de A a B es igual a su cambio en energia cinética
en dichos puntos, sea o no conservativo el campo de fuerzas.

Dado A = (yz + 2x)i + xzj + (xy + 27)k. Evalte [ A-dr alolargo de lacurvax® + y* = 1y z = 1, en la direc-
cién positivade (0, 1, 1) a (1, 0, 1).

a) Sea E = rr,. (Existe una funcién ¢ tal que E = —V¢? Si es asi, encuéntrela. b) Evalde §c E- dr, si C es cual-
quier curva cerrada simple.

Demuestre que (2x cos y + z sen y) dx + (xz cos y — x* sen y) dy + x sen y dz es una diferencial exacta. Con base
en lo anterior resuelva la ecuacién diferencial (2x cos y + z sen y) dx + (xz cos y — x> sen y) dy + x sen y dz = 0.

Resuelva a) (e + 3x%y) dx + 2x°y — xe ™) dy = 0,
b) (z—e *seny)dx+ (1 +e “cosy)dy + (x — 8z2)dz = 0.

Dada ¢ = 2xy’z + x%, evalde |- ¢ dr, donde C

a) eslacurvax=t,y=t2yz=t3,det=0at= 1,

b) consiste en lineas rectas que van de (0, 0, 0) a (1, 0, 0), después a (1, 1, 0) y luego a (1, 1, 1).

Sea F = 2yi — zj + xk. Evalde jCder alolargodelacurvax =cost,y =sentyz=2cost,det=0a
t=nl2.

Suponga que A = (3x + y)i — xj + (y — 2)k y que B = 2i — 3j + k. Evalte §. (A x B) x dr alrededor de la
circunferencia situada en el plano xy, con centro en el origen, y con radio igual a 2 que se recorre en la direccién
positiva.

Evaltie || A+ n dS para cada uno de los casos siguientes.

a) A =yi+ 2xj — zky S es la superficie del plano 2x + y = 6, en el primer octante, cortado por el plano z = 4.

b) A= (x+y)i— 2xj+ 2yzk y S es la superficie del plano 2x + y + 2z = 6 en el primer octante.

Suponga que F = 2yi — zj + x*k y S es la superficie del cilindro parabélico y* = 8x, en el primer octante limitado
por los planos y = 4y z = 6. Evalde [[(F-n dS.

Suponga que A = 6zi + (2x + y)j — xk. Evalte [[¢ A+ n dS sobre toda la superficie S de la regién limitada por el
cilindrox? +z2=9,x=0,y=0,z=0yy = 8.
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5.61.

5.62.

5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

5.67.

5.68.

5.69.

5.70.

Evaliie [[¢r+n dS sobre: a) la superficie S del cubo unitario acotado por los planos coordenados y los planos
x =1,y = 1yz=1;b) la superficie de una esfera de radio a y con su centro en (0, 0, 0).

Suponga que A = 4xzi + xyz%j + 3zk. Evalde JJ ¢ A+ n dS sobre toda la superficie de la region por arriba del plano
xy acotada por el cono 7> = x> + y? y el plano z = 4.

a) Sea R la proyeccion de una superficie S sobre el plano xy. Demuestre que su drea de S estd dada por

a2\ [0\
ﬂ 1+ (—Z) +(—Z) dx dy sila ecuacion para S es z = f(x, y).
R

ox ay

b) (Cudl es el area de la superficie si S tiene la ecuacién F(x, y, z) = 0?

Encuentre el 4rea de la superficie del plano x + 2y + 2z = 12 cortadopora) x =0,y =0, x =1,y =1;b) x = 0,
y=0yx*+y*=16.

Calcule la superficie de la regién comtin a los cilindros que se intersecan x*> + y* = a® y x> + 2> = a*.

Evalde a) [[((V x F)*ndSyb) [[;¢ndS,siF = (x + 2y)i — 3zj + xk,¢p = 4x + 3y — 2z, y S es la superficie de
2x+y+2z=~6Ilimitadaporx =0,x=1,y=0yy=2.

Resuelva el problema anterior si S es la superficie de 2x + y + 2z = 6 limitadaporx =0,y =0y z = 0.
Evalde [[,/x2 + y? dx dy sobre la regién R en el plano xy limitado por x* + y* = 36.

Evalie [[[,, (2x+y) dV, donde V es la regién cerrada acotada por el cilindro z = 4 — x%, y los planos x = 0,
y=0,y=2yz=0.

Suponga que F = (2x* — 32)i — 2xyj — 4xk. Evalde a) [[[,V-F dV y b) [[[,V x F dV, donde V es la regién
cerrada limitada por los planosx =0,y =0,z =0y 2x + 2y + z = 4.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

5.28.

5.29.

5.30.

5.31.

5.32.

5.33.

5.34.

5.35.
5.37.
5.38.

5.39.

a) (3 —122)i+ 2t —3t)j— 2tk + ¢y 540. a)16,b)142yc) 16
b) 50i — 32j — 24k
3i + 2j 5.41. 6, si C serecorre en la direccion positiva (en sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj).
. 40, 65
@) 12,b) —24i——j+ <k 543. a) —14/3yb)14/3
87, 44 15
——i-—j+—= 44.
a) 0, b) L 2k 544. 2/3

v=(1—e"i— 3P+ 60)j+ (3 —3cosk, 545. 8w
r=@¢—1+e"i— @ +3%)j+ 3t — 3senk

V = v, cos Boi + (v, sen 6, — g1)j, 5.46. b) ¢ = 2x%y — x’z> + constante
r = (v, 008 6o)fi + [(vo sen 6o)t — 1g1*]j
10 547. b) ¢ =y’ senx + x> — 4y + 2z + constante,
c) 15 + 47
4
fabwk 548. ¢ = % + constante
a) 288/35,b)10,¢) 8 5.49. no conservativo
35 5.51. 1

3
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CAPITULO 6

El teorema de la divergencia,
el teorema de Stokes y otros
teoremas de integracion

6.1 INTRODUCCION

El célculo elemental afirma que el valor de la integral definida de una funcién continua, f(x), en un intervalo cerrado,
[a, b], se obtiene de la antiderivada de la funcién evaluada en los extremos a y b (frontera) del intervalo.

Se da una situacién andloga en el plano y el espacio. Es decir, existe una relacién entre una integral doble sobre
ciertas regiones R en el plano, y una integral de linea sobre la frontera de la regién R. De manera similar, hay una
relacién entre la integral de volumen sobre ciertos volimenes V en el espacio y la integral doble sobre la superficie
de la frontera de V.

En este capitulo se estudian éstos y otros teoremas.

6.2 TEOREMAS PRINCIPALES

Se aplican los teoremas siguientes:

TEOREMA 6.1 (Teorema de la divergencia de Gauss) Suponga que V es el volumen limitado por una
superficie cerrada S'y que A es una funcién vectorial de posicidn con derivadas continuas.

Entonces:
”JV'A dV:”A-ndS: ﬁA-dS
v s N

donde n es la normal positiva (dirigida hacia fuera) a S.
TEOREMA 6.2 (Teorema de Stokes) Suponga que S es una superficie abierta, de dos lados, limitada por

una curva C cerrada que no se interseca a si misma (curva simple cerrada), y suponga que A
es una funcién vectorial de posicién con derivadas continuas. Entonces,

ng-dr: JJ(V x A)*ndS = H(V x A)+dS
c s s

donde C se recorre en la direccion positiva.



6.3 TEOREMAS INTEGRALES RELACIONADOS

La direccion de C se llama positiva si un observador que caminara sobre la frontera de S en esa direccién, con
su cabeza vuelta hacia la direccién de la normal positiva a S, tuviera la superficie a su izquierda.

TEOREMA 6.3 (Teorema de Green en el plano) Suponga que R es una regién cerrada en el plano xy,
limitada por una curva simple cerrada, C, y que M y N son funciones continuas de x y y que
tienen derivadas continuas en R. Entonces

oN oM
Md Ndy = — — — ) dxd
fi; rr Ny ”(ax ay)”
C R

donde C se recorre en la direccién positiva (en sentido contrario al movimiento de las ma-
necillas del reloj).

A menos que se diga otra cosa, siempre supondremos que ¢ significa que la integral estd descrita en el sentido
positivo.

El teorema de Green en el plano es un caso especial del teorema de Stokes (vea el problema 6.4). Asimismo,
es de interés observar que el teorema de la divergencia de Gauss es una generalizacién del teorema de Green en el
plano, en el cual la regién (plano) R y su frontera cerrada (curva) C son sustituidas por una regién (en el espacio) V
y su frontera (superficie) cerrada S. Por esta razdn, el teorema de la divergencia con frecuencia recibe el nombre de
teorema de Green en el espacio (vea el problema 6.4).

El teorema de Green en el plano también se cumple para regiones limitadas por un nimero finito de curvas
simples cerradas que no se intersecan (vea los problemas 6.10y 6.11).

6.3 TEOREMAS INTEGRALES RELACIONADOS

Se aplican las proposiciones siguientes.

PROPOSICION 6.4: Se cumplen las leyes que siguen:
y || iesus @) wmav = [ @i -as
1% s
Esta se llama primera identidad o teorema de Green.

i) m(cﬁVzdf — V) av = ﬂ(d)w — V) - dS
\% S

Esta se denomina segunda identidad, o teorema asimétrico de Green. Consulte el pro-
blema 6.21.

iif) JJJVXAdV:”(nxA) dS:”dSXA
14 s s

Note que aqui el producto punto del teorema de la divergencia de Gauss es reemplaza-
do por el producto cruz (vea el problema 6.23).

iv) i(ba’r = JSJ(n x V) dS = JJdS x Vo

PROPOSICION 6.5: Sea que i representa ya sea una funcién vectorial o escalar, segtn si el simbolo o denota un
producto punto o un producto cruz, o una multiplicacién ordinaria. Entonces,

i ﬂvjvowv:ﬂnowszjjdsw
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i) }drozp:ﬂ(nxV)o¢dszﬂ<dsXV)o¢
C S N

El teorema de la divergencia de Gauss, el de Stokes y las proposiciones 6.4, iii) y iv), son casos especiales de
estos resultados (vea los problemas 6.22, 6.23 y 6.34).

Forma integral del operador V

Es de interés que, con la terminologia del problema 6.19, el operador V se exprese en forma simbdlica como sigue:

AV—>0AV
AS

Vo= lim Lﬁds o

donde o denota un producto punto, un producto cruz o una multiplicacién (vea el problema 6.25). El resultado es
de utilidad para ampliar los conceptos de gradiente, divergencia y rotacional a sistemas coordenados distintos del
rectangular (vea los problemas 6.19 y 6.24, y el capitulo 7).

PROBLEMAS RESUELTOS

Teorema de Green en el plano

6.1. Demuestre el teorema de Green en el plano, donde C es una curva cerrada que tiene la propiedad de que
cualquier linea recta paralela a los ejes coordenados corta a C en dos puntos como maximo.

Solucion

Sean las ecuaciones de las curvas AEB y AFB (vea la figura 6-1) y = Y (x) y y = Y,(x), respectivamente. Si R es la
regién acotada por C, tenemos lo siguiente:

oM b Y2(x) M i b Ya(x) b
ﬂ— dx dy = J J — dy |dx = J M(x,y) dx:J[M(x, Y2) — M(x,Y))]dx
dy dy _
R x=a | y=Y,(x) i x=a y=r) a
b a
:—JM(x, Y )dx — | M(x,Y,)dx = —i;de
a b C
Entonces,
oM
Mdx = —ﬂ— dxdy (1)
J >
c R

De manera similar, sean las ecuaciones de las curvas EAF' y EBF: x = X;(y) y x = X»(y), respectivamente.

Entonces,
N 7 [ %o . !
jj—dxdy= J J M dy=J[N<X2,y>—N(xl,y>]dy
ox ox
R y=e | x=X00) e
e f
= JN(Xl,y)dy + JN(Xz,y)dy = fi; Ndy
7 e ¢
Asi,

ff;Ndy:-UB—Ndxdy 2)
ox
C R



PROBLEMAS RESUELTOS

Se suman (1) y (2) y resulta:

oN oM
%de—i—Ndy:JJ — — — ) dxdy.
ox  dy
c R

1D

S hF-—-—-==
=

Figura 6-1 Figura 6-2

Verifique el teorema de Green en el plano para SQC (xy + y?) dx + x> dy, donde C es la curva cerrada de la
regi6n limitada por y = x y y = x* (vea la figura 6-2).

Solucion

En la figura 6-2 se aprecia que y = x y y = x° se intersecan en (0, 0) y (1, 1), y también la direccién positiva en

que se recorre C.
A lo largo de y = x?, la integral de linea es igual a:

1

I
J [(x)(xz) + x4] dx + (X2 (2x) dx = J(3x3 +xHdx = ;—g
0

0
Alolargodey = x,de (1, 1) a (0, 0), la integral de linea es igual a:
0

0
J[(x)(x) + 2 dx+ P dx = J3x2 dx=—1
1 1

. . . 19 1
Entonces, la integral de linea requerida = 20" 1=~ 20
oN oM d d
T xay= ||| =) == 2| dxd
[| -5 rar=[][eerr-gy 040 [axe
R R

1 X

= ”(x —2y)dxdy = J J (x —2y)dydx
R x=0 y=x2

1

Jz (x—2y)dy} dx = J(xy )

x
0

X
dx
2

|

3
—Ddr= ——
X x)x

O —— | O —

con lo que se verifica el teorema.
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6.3. Amplie la prueba del teorema de Green en el plano dado en el problema 6.1, a las curvas C para las cuales
hay lineas rectas paralelas a los ejes coordenados que pueden cortar a C en mds de dos puntos.

Solucion

Considere una curva cerrada C como la que se aprecia en la figura 6-3, en la que rectas paralelas a los ejes cortan
a C en mas de dos puntos. Al construir la recta ST la regién queda dividida en dos regiones (R; y R;), que son del
tipo considerado en el problema 6.1 y para el cual se aplica el teorema de Green, es decir,

y
U
T
S
Vv
X
o
Figura 6-3
oN oM
J de-i—Ndy:JJ — —— ) dxdy (H
ox  dy
STUS Ri
oN oM
J de—i—Ndy:” — — — ) dxdy )
ox  dy
SVTS R,

Al sumar los lados izquierdo y derecho de (1) y (2), con la omisién del integrando M dx + N dy en cada caso,

se obtiene lo siguiente, J ) J ) J+ J X J +[: J . I _ [

STUS  SVIS ST TUS SVI TS TUS  SVT TUSVT

y con el hecho de que

Al sumar los lados derechos de (1) y (2), con la omisién del integrando,
[=1-1
R R R

donde R consiste en las regiones R, y R,. Entonces,

M
de—i—Ndy:JJ(%—a—)dxdy
X
R

TUSVT

con lo que se demuestra el teorema.



6.4.

PROBLEMAS RESUELTOS

Una regién R como la considerada aqui y en el problema 6.1, para la que cualquier curva cerrada que se loca-
lice en R puede ser reducida continuamente a un punto sin salir de R, se llama region de conexion simple (o sim-
plemente conexa). Una regién que no sea de conexién simple se denomina de conexion miiltiple. Se ha demostrado
aqui que el teorema de Green en el plano se aplica a regiones de conexion simple limitadas por curvas cerradas. En
el problema 6.10, el teorema se extiende a regiones de conexion multiple.

Para regiones mas complicadas que las de conexién simple puede ser necesario construir mas rectas, tales
como ST, a fin de establecer el teorema.

Exprese el teorema de Green en el plano con notacién vectorial.

Solucion

Tenemos que M dx + Ndy = (Mi + Nj) - (dxi + dyj) = A - dr,donde A = Mi + Njyr = xi + yj, por lo que
dr = dxi + dyj.
Asimismo, si A = Mi + Nj, entonces

i j k
o 9 0 oN, oM oN oM
VXA=|— — —|=——i — — — — ]k
. ax dy 0z 8zl+ 8ZJ+(8x 8y>
M N O

por lo que (VX A) - k = (dN/dx) — (0M/dy).
Entonces, el teorema de Green en el plano puede escribirse:

fi;A-dr:ﬂ(VxA)-de

C R

donde dR = dx dy.
Una generalizacion de éste a superficies S en el espacio que tienen una curva C como frontera, conduce de
manera natural al teorema de Stokes, 1o que se prueba en el problema 6.31.

Otro método

Como antes, M dx + Ndy = A - dr = A - (dr/ds) ds = A - T ds, donde dr/ds = T = vector tangente unitario a C
(vea la figura 6-4). Si n va hacia fuera de la normal unitaria a C, entonces T = k X n, por lo que

Mdx+Ndy=A -Tds=A-®kxn)ds = (AxKk)-nds

Como A = Mi + Nj,B=Axk =(Mi+ Nj)xk =Ni — Mjy (dN/dx) — (dM/dy) = V - B. Entonces, el teorema
de Green en el plano se convierte en:
#B-nds:”V-BdR

c R

donde dR = dx dy.
y

Figura 6-4



6.5.

6.6.

6.7.
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La generalizacién de éste al caso en que la diferencial de arco de longitud, ds, de una curva cerrada C es
reemplazada por la diferencial de area, dS, de una superficie cerrada, S, y la regién del plano correspondiente, R,
encerrada por C, es sustituida por el volumen V encerrado por S, lleva al teorema de la divergencia de Gauss, o

teorema de Green en el espacio.
JJB-ndS:JJJV-BdV
s v

Interprete fisicamente el primer resultado del problema 6.4.

Solucion

Si A denota el campo de fuerzas que actia sobre una particula, entonces §C A - dr es el trabajo realizado cuando
la particula se mueve alrededor de una trayectoria cerrada C, y se determina por medio del valor de V x A. Se
concluye, en particular, que si V X A = 0, o, de manera equivalente, si A = V¢, entonces la integral alrededor de
una trayectoria cerrada es igual a cero. Esto quiere decir que el trabajo efectuado al mover la particula de un punto
del plano a otro es independiente de la trayectoria que los une o que el campo de fuerzas es conservativo. Estos
resultados ya se demostraron para campos de fuerzas y curvas en el espacio (vea el capitulo 5).

A la inversa, si la integral es independiente de la trayectoria que une dos puntos cualesquiera de una regién, es
decir: si la integral alrededor de cualquier trayectoria cerrada es igual a cero, entonces V X A = 0. En el plano, la
condicién V x A = 0 es equivalente a la condicién dM/dy = dN/ox, donde A = Mi + Nj.

Evalide j(((i’ol)) (10x* — 2xy*) dx — 3x*y* dy a lo largo de la trayectoria x* — 6xy® = 4y°.

Solucion

La evaluacién directa es dificil. Sin embargo, note que M = 10x* — 2xy>, N = —3x%? y que dM/dy = —6xy*

= 9N/ dx, de lo que se concluye que la integral es independiente de la trayectoria. Entonces, puede usarse cualquier
trayectoria, por ejemplo la que consiste en segmentos de rectas que van de (0, 0) a (2, 0) y luego de (2, 0) a (2, 1).

Alolargo de la trayectoria recta que vade (0,0) a (2,0),y = 0,dy = 0, y laintegral es igual a fxzzo 10x* dx = 64.

1
Para la trayectoria recta que une a (2, 0) con (2, 1), x = 2, dx = 0, y la integral es igual a fy:o —12y?dy = —4.

Ast, el valor requerido de la integral de linea es = 64 — 4 = 60.

Otro método
Como dM/dy = dN/ox, (10x* — 2xy*) dx — 3x*y* dy es una diferencial exacta (de 2x° — x*y*). Entonces,

@ @
ox* — 2xy3)dx — 3)62})2 dy = J d@ex’ — x2y3) =20 — x2y3‘
(0,0 (0,0)

2.1

0.0

Demuestre que el drea limitada por una curva cerrada simple C estd dada por lzfﬁcx dy — ydx.

Solucion

En el teorema de Green, sea M = —y y N = x. Entonces,
0 9
xdy —ydx = —(xX) ——(—=y) | dxdy =2|| dxdy =2A
ox ay
c R R

donde A es el area requerida. Asi, A = 1§3§Cx dy — ydx.



6.8.

6.9.

PROBLEMAS RESUELTOS

Calcule el 4drea de la elipse x = a cos 6,y = b sen 6.

Solucion

2m

. 1 1

Area = Ef} xdy —ydx = 5 J(a cos 0)(b cos 0) df — (b sen 0)(—a sen 0) dO
0

C
2 2
1 1
= 5 ab(cos? 0 + sen” 0) dO = 3 J ab dO = mab
0 0

Evalue § c (y — sen x) dx + cos x dy, donde C es el tridngulo que se ilustra en la figura 6-5, a) directamente,
y b) con el empleo del teorema de Green en el plano.

Solucion

a) Alolargode OA,y = 0,dy = 0, y la integral es igual a:
/2 77/‘2
/2
J (0 — sen x) dx + (cos x)(0) = J —sen x dx = cos x - -1
0 0 0
Alo largo de AB, x = 71/2, dx = 0, y la integral es:

1
J(y— 10 +0dy =0
0

Alo largo de BO, y = 2x/n, dy = (2/n) dx, y la integral es:

0

2x 2 x? 2 T 2
— —senx |dx+—cosxdx =|—+cosx+— senx =1—-——=—
T T T T )2 4
/2
) ™ oo 2
Entonces, la integral alo largode C = —1 + 0 + 1 ey R
b) M=y—senx,N=cosx, IN/ox = —senx, IM/dy = 1,y
oN oM
(JSde—i—Ndy:JJ —_— - dxdy:”(—senx— 1) dy dx
ox  dy
c R R
w/2 | 2x/m /2 2/
= J J (—senx — 1)dy |dx = J(—ysenx—y) dx
x=0] y=0 x=0 0
/2
2x 2x 2 %2 |™? T
= ——senx —— )dx=——(—xcosx + senx) —— =————
™ T T | T 4

de acuerdo con el inciso a).
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Observe que si bien existen rectas paralelas a los ejes coordenados (en este caso coinciden con éstos), que
cruzan a C en un nimero infinito de puntos, se cumple el teorema de Green en el plano. En general, el teorema es
vélido cuando C estd compuesto por un nimero finito de segmentos de recta.

Y y
B, 1)
- A
Ll X
(0] (7/2,0) X
o
Figura 6-5 Figura 6-6

Demuestre que el teorema de Green en el plano también es vélido para una regién con conexién multiple R,
como la que se muestra en la figura 6-6.

Solucion

La region sombreada, R, que aparece en la figura 6-6, tiene conexién multiple porque no toda curva cerrada en R
puede ser colapsada a un punto sin salir de R, como se observa si se considera una curva que rodee DEFGD, por
ejemplo. La frontera de R que consiste en la frontera exterior AHJKLA y la frontera interior DEFGD, va a recorrer-
se en la direccion positiva, de modo que una persona que vaya en esta direccion siempre tenga a su izquierda a la
region. Las direcciones positivas son las que se indican en la figura 6-6.

A fin de establecer el teorema, construya una linea, como AD, llamada corte transversal, que conecte las
fronteras exterior e interior. La regién acotada por ADEFGDALKJHA tiene conexion simple, por lo que es vélido
el teorema de Green. Entonces,

M
de—i—Ndy:JJ(a—N—a—)dxdy
X

ADEFGDALKJHA R

Pero la integral del lado izquierdo, omitiendo el integrando, es igual a:

SRR
AD DEFGD DA  ALKJHA DEFGD  ALKJHA

yaque [, = —|,,,. Entonces, si C; es la curva ALKJHA, C; es la curva DEFGD, y C es la frontera de R que con-
siste en C; y C, (recorridas en las direcciones positivas), entonces jc. + fcz = |, por lo que

oN oM
f’;de—l-Ndy:” — —— ) dxdy
ox  dy
c R



PROBLEMAS RESUELTOS

6.11. Demuestre que el teorema de Green en el plano se cumple para la regién R, de la figura 6-7, acotada por las
curvas cerradas simples C{(ABDEFGA), C,(HKLPH), C3(QSTUQ) y C4(VWXYV).

Figura 6-7

Solucion

Construya los cortes transversales AH, LQ y TV. Entonces, la regién limitada por AHKLOQSTVWXYVTUQLPHA-
BDEFGA, tiene conexion simple, por lo que se aplica el teorema de Green. La integral sobre esta frontera es

igual a
[+ [+]+]+]+ | +]+]+]+]+]+
AH HKL LQ QST TV VWXYV VI TUQ QL LPH HA ABDEFGA

Debido a que las integrales a lo largo de AHy HA, LQ 'y QL, y TV 'y VT, se cancelan por parejas, el resultado

anterior se convierte en:
[« ]+ [ o]+

HKL OST VWXYV  TUQ LPH  ABDEFGA

[< 1)\ =) ]

HKL  LPH osT  TUQ VWXYV  ABDEFGA

+ J + J +
HKLPH  QSTUQ VWXYV ~ ABDEFGA

donde C es la frontera que consiste en Cy, C,, C3 y C4. De modo que

oN oM
jLde—l—Ndy:JJ(g—a—y)dxdy
R

como S€ requerl’a.



6.12.

6.13.
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Considere una curva cerrada C en una regidn de conexién simple. Demuestre que ngM dx+Ndy=0siy
solo si IM/dy = dN/dx, en cualquier lugar de la regién.

Solucion

Suponga que M y N son continuas y tienen derivadas parciales continuas en cualquier sitio de la regién R limitada
por C, de modo que sea aplicable el teorema de Green. Entonces,

oN oM
%de—i—Ndy:” — —— ) dxdy
dx  dy
c R

Si 9M/dy = dN/dx en R, entonces es evidente que 5ECM dx +Ndy = 0.

A lainversa, suponga que SECM dx + N dy = 0 para todas las curvas C. Si (dN/dx) — (dM/dy) > 0 en un punto
P, entonces, por la continuidad de las derivadas, se concluye que (IN/dx) — (9M/dy) > 0 en cierta regién A que
rodea a P. SiI es la frontera de A, entonces

M
fi;de+Ndy=JJ(a—N—a—>dxdy>O
dx  dy
r A

lo que contradice la suposicion de que la integral de linea es igual a cero alrededor de toda curva cerrada. De manera
similar, la suposicién de que (ON/dx) — (0M/dy) < 0 lleva a una contradiccién. Entonces, (9N/dx) — (0M/dy) = 0
en todos los puntos.

Note que la condicién (dM/dy) = (IN/dx) es equivalente a la condiciéon V x A = 0, donde A = Mi + Nj (vea
los problemas 5.10 y 5.11). Para la generalizacion a curvas en el espacio, consulte el problema 6.31.

Sea F = —yi + xj/(x* + y?). a) Calcule V x F. b) Evalie 39F + dr alrededor de cualquier trayectoria cerrada
y explique los resultados.

Solucion
i j k
9 9 9
a) VxF= ax ay 9z | = 0, en cualquier regién que excluya (0, 0).
—y x
0

)C2 +y2 )C2 +y2
—ydx + xdy
b) Fedr= R Seax = pcos ¢yy = psen ¢, donde (p, ¢) son coordenadas polares. Entonces,
xTTy
dx=—psen¢pdp +dpcosd y dy=pcosdde+ dpsen ¢
por lo que
—ydx + xdy

Ep =d¢ = d(arc tany)

x
Para una curva cerrada ABCDA (consulte la figura 6-8a) que rodea al origen, ¢ = Oen A,y ¢ = 27 después
de una vuelta completa por A. En este caso, la integral de linea es igual a joz dep = 2.

y y

0 X
\\_/ . P R >
D 0 X

a) . b)
Figura 6-8
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Para una curva cerrada PQRSP (vea la figura 6-8b) que no rodea al origen, ¢ = ¢, en P,y ¢ = ¢, después de

dar una vuelta completa hasta P. En este caso, la integral de linea es igual a f¢° de¢ = 0.

Como F = Mi + Nj, VXF = 0 es equivalente a IM/dy = dN/dx y el resultado pareceria contradecir a los obte-

nidos en el problema 6.12. Sin embargo, no existe contradiccién debido a que M = —y/ 2 +y?) yN=x/ 2 +y?
no tienen derivadas continuas en ninguna regién que incluya (0, 0), y esto fue lo que se supuso en el problema
6.12.

El teorema de divergencia

6.14. a) Exprese el teorema de divergencia en palabras y b) escribalo en forma rectangular.

Solucion

a)

b)

La integral de superficie de la componente normal de un vector A tomado sobre una superficie cerrada, es

igual a la integral de la divergencia de A tomada sobre el volumen encerrado por la superficie.
0A;  0A; 0A

Sea A = Aji + A,j + Ask. Entonces, divA =V - A = Rl
ax ay 0z

La normal unitaria a S es n = nji + n,j + nzk. Por tanto, ny = n-i=cos a,n, =n+j=cos B,y
n3 =n -k = cos 7, donde «, By yson los dngulos que forman n con la parte positiva de los ejes x, y y z, que son
las direcciones i, j y Kk, respectivamente. Las cantidades cos a, cos 8y cos 7y son los cosenos directores de n.
Entonces,

A-+n=(Aj+ Ayj + AsK) - (cos ai + cos B + cos yk)
=Ajcos a+ Aycos B+ Aszcos y

y el teorema de la divergencia se escribe asi:

Jﬂ %4_%4_81473 dxdydz:”(Al cos @ + A cos B+ Az cos y) dS
ox ay 0z
14 s

6.15. Demuestre fisicamente el teorema de divergencia.

Solucion

Sea A = velocidad v en cualquier punto de un fluido en movimiento. De la figura 6.9a) tenemos que:

Volumen del fluido que cruza dS en At segundos
= volumen contenido en un cilindro de base dS y altura vAz
= (VAD) *ndS =v-ndS At

Entonces, el volumen de fluido que atraviesa a dS en cada segundo = v * n dS

Figura 6-9
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De la figura 6-9b) tenemos que:

Volumen total de fluido que emerge por segundo de la superficie cerrada § = ” v-ndS

Del problema 4.21 del capitulo 4, V - v dV es el volumen por segundo de fluido que emerge de un elemento
de volumen dV. Entonces,

Volumen total de fluido que emerge por segundo de todos los elementos de volumen en S = JJJV cvdV
%

Con lo que:

Hv.ndszﬂjv-vdv

14

6.16. Demuestre el teorema de divergencia.

— Si:z=f1(x, )

Figura 6-10

Solucion

Sea S una superficie cerrada tal que cualquier recta paralela a los ejes coordenados corta a S en, maximo, dos pun-
tos. Suponga que las ecuaciones de las partes inferior y superior, S; y Sz, sean z = fi(x, y) y z = fa(x, y), respectiva-
mente. Se denota con R la proyeccién de la superficie en el plano xy (vea la figura 6-10). Considere que:

9A 24 PEY oA
Jﬂ—3dvz”—3dzdydx:” J =5 4z |dy dx
0z 0z
Vv Vv R | z=fix,y)

0z

S
[Jaseeya|” dvas=[[ taacensor = ascforayas
R " R

Para la parte superior S, dy dx = cos y,dS, = k - m, dS,, porque la normal n; a S, forma un dngulo agudo y,
con k.

Para la parte inferior Sy, dy dx = —cos y1dS; = —k - n; dS}, porque la normal n; a S; forma un dngulo obtuso
v con k.
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Entonces,
JJA3(x,y,f2) dy dx = JJA3k b 1 ) dS2
R S,
J A3(x,y,f1)dy dx = —[[Aﬂ( * N dS]
R Si
y
”A3(x,y,f2)dydx — ”A3(x,y,f1)dydx = JJA3k *mp dS; + JJA3k *n; dS;
R R S N
= J Agk *ndS
s
por lo que
™ .
m v = ”A3k- nds (1)
0z .
14 s
De manera similar, al proyectar S sobre los otros planos coordenados,
([ 0A
JJJ a—xldv = '”Ali -ndS 2)
1% s
0A
”—%V:JJAzj-nds A3)
1% Y s
Al sumar las ecuaciones (1), (2) y (3),
0A; 0A, 0A
m L2 B v = JJ(A1i+A2j + AK) - ndS
ax ay 0z
14 s
o bien:

J”V-AdV:L[A-ndS

Vv

El teorema puede extenderse a superficies en que las rectas paralelas a los ejes coordenados las cruzan en
mas de dos puntos. Para establecer dicha extension, se subdivide la region acotada por S en subregiones cuyas
superficies satisfagan esta condicién. El procedimiento es andlogo al que se emple6 en el teorema de Green para
el plano.
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6.17. Evalde Hs F - ndS, donde F = 4xzi — y?j + yzk, y S es la superficie del cubo limitado porx = 0,x = 1,y = 0,
y=1,z=0yz=1.

Solucion

Por el teorema de divergencia, la integral pedida es igual a:

J]Jvmav ”
:JVJ(4z—y)dV—j i j(%—y)dzdydx

x=0 y=0z=0

[ (4xz)+f( ) +— (vz)}

11 1

3
= [21 —yz‘ dydx = J I(z—y)azydx:5
x:Oy',O x= Oy.:O

La integral de superficie también puede evaluarse en forma directa, como en el problema 5.23.

6.18. Verifique el teorema de divergencia para A = 4xi — 2y*j + z°k tomada sobre la regién limitada por
P+y =4z:=0yz=3.

Solucion

Integral de volumen = JJJ V-AdV= JJJ |: (4x) + —( 2y%) +o (Z ):|
v

14

) 2 VA2 3
:JJJ(4—4y+22)dV: J J J 4 — 4y +27)dzdydx = 84
vV X==2 =7 =0

La superficie S del cilindro consiste en una base, S; (z = 0), la parte superior, S, (z = 3), y la parte convexa
S5 (x> + y* = 4). Entonces,

Integral de superficie = ﬂA ‘ndS = JJA *ndS; + JJA *ndS, + JJA *ndS;
5

S S2 S3

Sobre S1 (z =0),n = —k,A=4xi—2y2ij-n=O,demodoqueJJA-ndSl=O
M
Sobre S, (z=3),n =Kk, A =4xi — 2)%j + 9ky A - n = 9, por lo que

JJA *ndS, = 9“ ds, = 36, ya que el drea de S, = 47

S> S>

Sobre S5 (x* + y* = 4). Una perpendicular a x*> + y* = 4 tiene la direccién V(x* + y?) = 2xi + 2yj.

2 +2yj  xi+yj

VA4x2 + 4y? 2

A-n = (dxi — 2% + k) - (LJZWJ> = 22—y

Entonces, una normal unitaria es n = ,yaquex’ +y* = 4.
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/'__ ____ ~3,<Sz z=3
1 ____—_____/“/Sg
St 13 B 7 S
<l A A ds,:2d0dz
| \‘
dV=dxdy dz——— St i S
W s \ :
Ny S1:2=0
X
Figura 6-11
De la figura 6-11, x = 2 cosf,y = 2sen 0, dS3 = 2d0dz, y asi:
27 3
JJA-ndS3: [ [[2(2 cos 0)> — (2 sen 6)*12 dz db
5 6=0 z=0
27 27
= J (48 cos? @ — 48 sen’ H)do = J 48 cos® 0dO = 48
0=0 6=0

Entonces, la integral de superficie = 0 + 367 + 487 = 847, lo que concuerda con la integral de volumen y
verifica el teorema de divergencia.

Observe que la evaluacion de la integral de superficie sobre S; también hubiera podido hacerse con la proyec-
cién de S; sobre los planos coordenados xz 0 yz.

6.19. Suponiendo que div A denota la divergencia de un campo vectorial A en el punto P. Demuestre que

HAS *nds

divA = hm NG

donde AV es el volumen encerrado por la superficie AS y el limite se obtiene al colapsar AV al punto P.

Solucion

Por el teorema de divergencia,

[[[aiva av = [[4-nas

AV AS
Por el teorema del valor medio para las integrales, el lado izquierdo puede escribirse como sigue:

div AJ” dv =divA AV
AV

donde div A es algtin valor intermedio entre el maximo y el minimo de div A a través de AV. Entonces,

TvA = HAS *nds
AV
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6.21.
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Si se obtiene el limite cuando AV — 0 en forma tal que P siempre sea interior a AV, div A tiende al valor div A
en el punto P; por tanto
. _ i J[ag A -ndS
divA = Jim S
Este resultado puede tomarse como un punto de inicio para definir la divergencia de A, y de €l es posible
obtener todas las propiedades, incluso la prueba del teorema de divergencia. En el capitulo 7 se usard esta defini-

cién para ampliar el concepto de divergencia de un vector para sistemas coordenados diferentes del rectangular.
Fisicamente:
JJss A - ndsS

AV

representa el flujo o flujo neto de salida por unidad de volumen del vector A desde la superficie AS. Si div A es
positiva en la vecindad de un punto P, significa que el flujo de salida desde P es positivo y llamamos a éste una

fuente. De manera similar, si div A es negativo en la vecindad de P, el flujo es de entrada y P recibe el nombre de

sumidero. Si en una region no existen fuentes ni sumideros, entonces div A = 0 y A se denomina campo vectorial
solenoidal.

Evalte HS r * ndS, donde S es una superficie cerrada.

Solucion

Por el teorema de divergencia,

JJr ndsS = JJJV rdv = J”(EH-EJ-I—ak)-(xi—i—yj—i—zk)dv
a " a

Vv

[ G e o= offfv o

Vv

donde V es el volumen encerrado por S.
Demuestre que Jﬂ (Vi — YV ) dV = ” (¢VY— V) - dS.
14 s

Solucion

Sea A = ¢Vien el teorema de divergencia. Entonces,

”VJ V- (¢VihdV = JSJ(d)V@ ‘ndS = JSJ(¢v¢,) . ds

Pero
V- (¢Veh) = $(V - Vi) + (Vo) - (Vih) = ¢V + (Vo) - (Vi)
Entonces,
Jﬂ V- (V) dV = m (V20 + (V) - (V] dV
14 14
o bien:

m [6V20+ (V) - (VldV = ﬂwwf) - dS (1)
14

S

lo que demuestra la primera identidad de Green. Al intercambiar en la ecuacion (1) ¢y ¢,

Jg [V + (V) - (VldV = JJ(W@ - dS @
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6.23.
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Al restar la ecuacién (2) de la (1) queda:

JJVJ (V2 — PV )V = L[ ($VY— 4V ) - dS 3

que es la segunda identidad de Green o teorema simétrico. En la demostracion supusimos que ¢y ¢ eran funciones
escalares de posicién con derivadas continuas de al menos segundo orden.

Demuestre que ”J V¢ dV = ﬂ ¢nds.

1 N

Solucion

En el teorema de divergencia, sea A = ¢C, donde C es un vector constante. Entonces,

Jﬂv - (¢C)dV = LJ ¢C - nds

Como V- (¢C)= (V- C=C-Vppy ¢C-n = C(¢n),

HJC-qu v = JSJC-(d)n)dS

Se saca C de las integrales,

c- [[|voav=c- [ onas

v N

JJqu v = JSJ¢nds

Vv

y como C es un vector constante arbitrario,

Demuestre que J” VxBdV = Jjn x BdS.

\% S
Solucion

En el teorema de divergencia, sea A = B x C, donde C es un vector constante. Entonces,

J”V-(BxC)dV:ﬂ(BxC)-ndS
v S

ComoV-BxC)=C-(VXB)y(BxC)'n=B-(Cxn)=(Cxn)-B=C-mnxB),

JJJC'(VX B)dV:JJC *(n x B)dS
|4 S

Se saca a C de las integrales,

C-J‘”VXBdV:C-L[andS

Vv

y como C es un vector constante arbitrario, queda:

[[|vxBav=|nxBas

Vv N
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Demuestre que en cualquier punto P

ds Ads
HASA‘?/H yaue b)VxA = lfm DashXAdS

Vo= 1i
a) ¢ i AV—0 AV

AV—0

donde AV es el volumen encerrado por la superficie AS, y el limite se obtiene al colapsar AV al punto P.

Solucion

a) Del problema 6.22, HfAv Vo dv = HAS ¢n dS. Entonces, ﬂJAV Vp-idvV= HAS ¢n - i dS. Por el mismo
principio empleado en el problema 6.19, tenemos que

_.._ﬂAsdm-idS
Véri= T

donde V¢ - i es algdn valor intermedio entre el maximo y el minimo de V¢ - i a través de AV. Al obtener el
limite cuando AV — 0 de modo que P sea siempre interior a AV, entonces V¢ - i tiende al valor

. ) ﬂs ¢n-idS
Vé-i= lim TRy M
De manera similar, encontramos que:
. ﬂsd)n-de
Vo= lim TRy @
. [[s¢n-kas
Vé-k=lm = v— 3)

Al multiplicar (1), (2) y (3) pori, j y k, respectivamente, y sumar, con el empleo de:
Vo=V i+ (Vep-j)j+ (Vé-Kk, n=m-Di+m-jj+ @n-Kkk

(vea el problema 2.17) se llega al resultado.

b) Del problema 6.23, al sustituir B por A, J[/ay Vx A dV = [Jss n x A dS. Entonces, igual que en el inciso a),
es posible demostrar que:

Jf s x A)-idS

A iz I
(VxA)-i AV S0 AV

y llegar a resultados similares con j y k reemplazando a i. Al multiplicar por i, j y k, y sumar, se llega al re-
sultado.

Los resultados obtenidos se toman como puntos de inicio para la definicién del gradiente y rotacional. Con el
empleo de dichas definiciones se amplian los conceptos a sistemas de coordenadas que no sean rectangulares.

Establezca la equivalencia del operador

1
= lim — pdS
ve Al\}fo AV ’
AS

donde o indica un producto punto, un producto cruz o un producto ordinario.

Solucion

Para establecer la equivalencia, los resultados de la operacion sobre un campo vectorial o escalar deben ser consis-
tentes con los resultados ya obtenidos.
Si o es el producto punto, entonces para un vector A,

1

VoA =1Ii i °

Jim [ asea
AS
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o bien:

1
ivA = Iim — .
diva=lm iy ”ds A

establecidas en el problema 6.19.
De manera similar, si o es el producto cruz,

AV—0 AV
AS

1
rotA =V XA = lim —”deA

im L ﬂn x AdS
AV—0 AV
AS
establecida en el problema 6.24b).

Asimismo, si o es una multiplicacién comun, entonces, para un escalar ¢,

1 1
=1lim — ||dSo i = lim — ds
Vog Al\}rilo AV JJ ¢ obien V¢ Al\}go AV ﬂd;
AS AS

establecida en el problema 6.24a).

6.26. Sea Suna superficie cerrada, y sea que r denote al vector de posicidn de cualquier punto (x, y, z) medido desde
un origen O. Demuestre que
n-r
——dS
%

N

esigual a a) cero, si O estd fuera de S o b) 4, si O queda dentro de S. Este resultado se conoce como teorema
de Gauss.

Solucion

a) Por el teorema de divergencia,
[ fo- o
r r
s 4

Pero V - (r/r*) = 0 (problema 4.19) en todo lugar dentro de V siempre que r # 0 en V, es decir siempre que
O quede fuera de V'y por tanto fuera de S. Entonces,

” Llis=o
p

N

b) Si O estd dentro de S, se rodea a O con una pequeia esfera s de radio a. Sea que 7denote la regién acotada por
Sy s. Entonces, segin el teorema de divergencia:

JJ L lis = H n—;rdS—i—_Un—;rdS: JHV- Lav=0
r- I r- I
S+s S s T

yaque r # O en 7. Asi,
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r n'r (—r/a)-r rer a* 1
Ahora sobre s, r = a,n = —f,demodoque—%:/f:——4:——4:——2y
a r- a a a a

n-r n-r 1 1 4a?
([ as— [ as—  fs =7 _ar
5

s s N

Interprete el teorema de Gauss (vea el problema 6.26) desde el punto de vista geométrico.

Solucion

Sea que dS denote un elemento de superficie y conecte todos los puntos sobre la frontera de dS a O (consulte la
figura 6-12), con lo que se formaria un cono. Sea que d{) denote el drea de una porcién de esfera con centro en
O y radio igual a r que es cortada por el cono; entonces, el dngulo sélido subtendido por dS en O se define como
dw = dQ/r y es numéricamente igual al drea de esa porcién de esfera con centro en O y radio unitario cortado
por el cono. Sea n la normal a dS unitaria positiva, y llamemos 6 al dngulo entre n y r; entonces, cos # = n - r/r.
Asimismo,

dQ = *=dScos = *(n - r/r) dS, por lo que dw = *(n - r/r’) dS,

el signo + o el — se escoge seglin sea que n y r formen un dngulo € agudo u obtuso.

\/ Figura 6-12

Sea S una superficie, como la de la figura 6-13a), de modo que cualquier recta la corte en no mds de dos pun-
tos. Si O queda fuera de S, entonces en una posicién como la sefialada con 1, (n * r/r’) dS = dw; mientras que en
la posicién marcada con 2, (n - r/7%) dS = —dw. Una integracién sobre estas dos regiones da cero, ya que las con-
tribuciones al dngulo sélido se cancelan. Cuando la integracion se realiza sobre S se concluye que [[((n -+ r/ r¥) ds
= 0, ya que por cada contribucién positiva existe una negativa.

Sin embargo, en el caso en que O estd dentro de S, entonces en la posicién indicada con 3, (n - r/ r3) dS = dw,
y en la posicién 4, (n - r/r*) dS = dw, de modo que las contribuciones se suman en vez de cancelarse. El angulo
s6lido total en este caso es igual al drea de una esfera unitaria, que es 47, por lo que ﬂs(“ -r/r}) dS = 4.

a) 0 b)

Figura 6-13
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Para superficies S tales que una recta corte a S en mds de dos puntos, tenemos una situacion exactamente igual
a la ilustrada en la figura 6-13. Si O queda fuera de S, por ejemplo, entonces un cono con vértice en O interseca a
S en un niimero par de sitios y la contribucidn a la integral de superficie es igual a cero, ya que los dngulos sé6lidos
subtendidos en O se cancelan por parejas. Sin embargo, si O esta dentro de S, un cono con vértice en O interseca
a S en un nimero impar de lugares y como hay cancelacién s6lo para un nimero par de ellos, siempre habra una
contribucién 477 para toda la superficie S.

Un fluido cuya densidad es p(x, y, z, ) se mueve con velocidad v(x, y, z, f). Si no existen fuentes ni sumideros,
demuestre que

V-J+@:0
ot

donde J = pv.

Solucion

Considere una superficie arbitraria que encierra un volumen V del fluido. En cualquier momento, la masa de fluido
dentro de Ves
v

La tasa de incremento de esta masa con respecto del tiempo es

e o= [ 2

Vv

La masa de fluido por unidad de tiempo que sale de V es

[Jv-nas

N

(vea el problema 6.15) y por tanto, la tasa de incremento de la masa con respecto del tiempo es

_U v e ndS = _[U V- (pv) dV

[ o= sma

jjvj(v.<pv)+%¢>dvzo

Como V es arbitraria, el integrando, que se supone continuo, debe ser idéntico a cero, con un razonamiento
similar al utilizado en el problema 6.12. Entonces,

por el teorema de divergencia. Entonces,

dav

2|

o bien

9
v-g+2%-o
or

donde J = pv. La ecuacion se llama de continuidad. Si p es una constante, el fluido es incompresible y V - v = 0,
es decir, v es solenoidal.

La ecuacién de continuidad también aparece en la teoria electromagnética, donde p es la densidad de carga 'y
J = pv es la densidad de corriente.
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Si la temperatura en cualquier punto (x, y, z) de un sélido en el momento ¢z es U(x, y, z, f), y Si K, py ¢ son,
respectivamente, la conductividad térmica, densidad y calor especifico del sélido, que se suponen constantes,
demuestre que

9
W v
or

donde k = «/pc.

Solucion

Sea V un volumen arbitrario en el interior del sélido, y sea S su superficie. El flujo total de calor a través de S, o
cantidad de calor que sale de S por unidad de tiempo, es

” (=«VU) +ndS

S

Asi, la cantidad de calor que entra a S por unidad de tiempo es

JJ(KVU) +nds = mv - (kVU)dV 1
S %4

por el teorema de divergencia. El calor contenido en un volumen V estd dado por

HVJ cpUdv

Entonces, la tasa de incremento del calor con respecto del tiempo es

a oUu
% J” cpUdV = ”J cp adv 2)
14 14

Se igualan los lados derechos de las ecuaciones (1) y (2), y queda:

JJJ |:cp Ba_ltj -V (KVU)] dv =0
14

y como V es arbitrario, el integrando, que se supuso continuo, debe ser igual a cero, por lo que
ou
cp— =V +(kVU)
ot
0, si k, ¢ y p son constantes,
oU

T _Ky.vu=rvU
at  cp

La cantidad k se llama difusividad. Para un flujo de calor de estado estable (es decir, cuando dU/dt = 0, o cuando
U es independiente del tiempo), la ecuacién se reduce a la de Laplace, V2U = 0.

Teorema de Stokes

6.30.

a) Exprese el teorema de Stokes con palabras, y b) escribalo en forma rectangular.

Solucion

a) Laintegral de linea de la componente tangencial de un vector A tomada alrededor de una curva simple cerrada,
C, es igual a la integral de superficie de la componente normal del rotacional de A tomado sobre cualquier
superficie, S, que tenga a C como su frontera.

b) Como en el problema 6.14b),

A=A+ A)j+ Ask, n = cos ai+ cos Bj + cos vk
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Entonces,
i j Kk
a 9 9 0A;  0Az\. 0A;  0A3), 0A, 044
VxA=|— — —|=|——-— —_——— ——-—]k
% x dy 0Oz (8y Bz)l+<az 8x)']+(8x ay)
Al Ay Az
0A; 0A 0A; 0A 0A, 0A
(VxA)yn= BT cosa+ [t - 23 cos B+ 22 2 cos 'y
ay 0z 0z ox ox ay

Acdr = (A1i+ Axj +Ask)e (dxi+dyj+dzk) = A1 dx +Aydy + Az dz

y el teorema de Stokes se convierte en:

0A; 0A 0A; 0A A, 0A
U [(8—%—8—2> cos « + (—1——3> cos B+ (—2——1> cos yj|dS = (ﬁAl dx+Aydy+Asdz
. y < .
s

0z ox ax ay
C
6.31. Demuestre el teorema de Stokes.

Solucion

Sea S una superficie tal que sus proyecciones sobre los planos xy, yz y xz, sean regiones limitadas por curvas sim-
ples y cerradas, como se ilustra en la figura 6-14. Suponga que S tiene la representacioén z = f(x, y) o x = g(y, z)
0y = h(x, ), donde f, g y & son funciones valuadas en un solo valor, continuas y diferenciables, respectivamente.
Debemos demostrar que

”(V X A)*ndS = JJ[V x (A1l +Azj + Ask)] - ndS
s S

= ﬂ; A «dr
c
donde C es la frontera de S.
z
n
| s das
| |
| |
I | |
I C T |
I | |
I | |
I | |
I | |
I | |
I | |
I | |
I | |
L + T y
0 ! | |
I = |
I | |
R V7
dx dy
X
Figura 6-14
Primero considere Hs [V X (Aji)] - ndS. Ya que
i j k
. o d 0 0A 0A
VxAi)=|— — —|=—j——Kk
x (@A) ox dy 0z 0z ady
Ay 0 0
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entonces,

A A
[Vx(A,i)]-ndS:(Qn-j—ﬂn-k)ds 1)
0z ay

Siz = f(x,y) se toma como la ecuacién de S, entonces el vector de posicion de cualquier puntode Sesr = xi +

yj + zk = xi + yj + f(x, y)k, de modo que dr/dy = j + (3z/dy)k = j + (9f/dy)k. Pero dr/dy es un vector tangente
a S (vea el problema 3.25) y por tanto perpendicular a n, de modo que

o a
n-—r:n-j—i——zn-k:O o n*j=——n-k
dy dy

Se sustituye en (1) para obtener

9A 3A 84, 0z 9A
(—'n-j——ln-k>d5: <——1—Zn-k——ln-k>dS

0z dy az ady ay
o bien
0A 0A| 0z
[V x @A) ndS=—(22 4+ 21 Z\p .k ds )
ay dz dy
3A1 3A1 0z oF .z
Ahora sobre S, Aj(x, y, 2) = Ai(x, y, f (x, ¥)) = F(x, y); por lo cual — 4+ —— = —, y la ecuacioén (2) se
. . ay dz dy  dy
convierte en:
oF oF
[VXAD] ndS=——n-kdS=——dxdy
dy ay
Entonces,

” [Vx@AD]-ndS = ﬂ - 8—F dxdy
dy

S R

donde R es la proyeccién de S sobre el plano xy. Segiin el teorema de Green para el plano, la dltima integral es igual
a 3§r F dx, donde I es la frontera de R. Como en cada punto (x, y) de I" el valor de F es el mismo que el valor de A
en cada punto (x, y, z) de C, y como dx es la misma para ambas curvas, se debe tener que:

S#Fdx:i;Aldx

T c
o bien
” [V X Ai)]ndS = +A1 dx
s c
En forma similar, por proyecciones sobre los otros planos coordenados,

”[VX (A2 )] -ndS:fAzdy y H[Vx (Ask)] -ndS:1;A3 dz

Asf, por adicién, S ¢ s c

“(VxA)~ndS:%A-dr
J) 2

El teorema también es vélido para superficies S que quiza no satisfagan las restricciones impuestas mencio-
nadas. En particular, supongamos que S se subdivide en superficies Sy, S, ..., Sx con fronteras Cy, C, ..., Ci, que
satisfacen las restricciones. Entonces, el teorema de Stokes se cumple para cada superficie. Al sumar estas integra-
les de superficie, se obtiene la integral de superficie total sobre S. Al sumar las correspondientes integrales de linea
sobre Cy, C,, ..., Cy, se obtiene la integral de linea sobre C.



PROBLEMAS RESUELTOS

6.32. Verifique el teorema de Stokes para A = (2x — y)i — yz%j — y’zk, donde S es la mitad superior de la superficie

6.33.

de la esfera x’ + y> + z> = 1,y C es su frontera. Sea R la proyeccién de S sobre el plano xy.

Solucion

La frontera C de S es una circunferencia en el plano xy de radio igual a 1 y centro en el origen. Las ecuaciones
paramétricas de C son x = cost,y =senty z = 0,0 = ¢ < 27. Entonces,

%A-dr:fF(Zx—y)dx—yzzdy—yzzdz
C c

27
= J (2cost—sent)(—sent)dt = 7
0

Asimismo,
i j k
VA d 0 d K
x x oy oz |
26—y —yz¥ —yz

Entonces,

wa A)-ndS:JJk-ndS: ” dx dy

S s R

yaquen - kdS = dxdyy R es la proyeccion de S sobre el plano xy. Esta tltima integral es igual a:
I
0

1 1—x2

[ ] e

x=—1 y=—v1-22

1
dyd 4[\/1—x2dx:77
0

y se verifica el teorema de Stokes.

Demuestre que una condicién necesaria y suficiente para que EFC A - dr = 0 en toda curva cerrada C, es que
V x A = 0 en forma idéntica.
Solucion
Suficiencia. Supongamos que V X A = 0. Entonces, segtn el teorema de Stokes,
%A-dr:JJ(VxA)-ndS:O
c s

Necesidad. Supongamos que jﬁc A - dr = 0 alrededor de toda trayectoria cerrada, C, y supongamos que VX A # 0
en cierto punto P. Entonces, si se supone que V X A es continuo, habrd una regién que tenga a P como un punto
interior, donde V X A # 0. Sea S una superficie contenida en esta region y cuya normal n en cada punto tiene la
misma direccién que V X A, es decir, donde V X A = an, donde « es una constante positiva. Sea C la frontera de
S. Entonces, por el teorema de Stokes:

%A-dr:ﬂ(vxA)°ndS:a”n-ndS>O
c S s

lo que contradice la hipdtesis de que §. A - dr = 0y demuestra que VX A = 0.

Se concluye que V X A = 0 también es una condicién necesaria y suficiente para que una integral de linea
L: * A - dr sea independiente de la trayectoria que une los puntos P; y P, (vea los problemas 5.10y 5.11).



6.34.

6.35.

6.36.
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Demuestre que §dr x B = [[.(n x V) x B dS.

Solucion

En el teorema de Stokes, sea A = B x C, donde C es un vector constante. Entonces,

fi;dr-(BxC)z‘[ [Vx B xC)]-ndS
S

#C%dpr): [(C-V)B-C(V+-B)+ndS

[P —

C- %erB: [(C-V)B]-ndS—JJ[C(V-B)]-ndS

[P m—

s
C-[VB-n)]dS - JJC +[n(V-B)]dS
S

I
[ —

:c-”[V(B-n)—n(V-B)]dS=C-”(nxV)deS
.:S‘ ‘:S,

Ya que C es un vector constante arbitrario §dr x B = [f; (n x V) x B dS.

Suponga que AS es una superficie acotada por una curva cerrada simple, C, y que P es cualquier punto de AS
que no estd sobre C, y que n es una normal unitaria a AS en P. Demuestre que en P:
A-dr
(rotA) *n = lim fﬁc—
AS—0 AS
donde el limite se toma en forma tal que AS se colapse a P.

Solucion
De acuerdo con el teorema de Stokes, [[,(rot A) *ndS = §. A - dr.

Con el empleo del teorema del valor medio para integrales, como en los problemas 6.19 y 6.24, esto puede escri-
birse como sigue:

b A - dr
AS

y el resultado requerido se deduce al calcular el limite cuando AS — 0.

Esto puede utilizarse como el punto inicial para definir rot A (vea el problema 6.36) y es titil en la obtencién de
rot A en sistemas de coordenadas que no sean rectangulares. Como §. A - dr recibe el nombre de circulacién de A
sobre C, la componente normal del rotacional puede interpretarse fisicamente como el limite de la circulacién por
unidad de 4rea, lo que hace que rotacion de A sea un sinénimo (rot A) en lugar de rotacional de A.

(rotA) -n =

Suponga que rot A se define de acuerdo con el proceso al limite descrito en el problema 6.35. Encuentre la
componente de z del rotacional de A.

Ax Ay T A A
Ele-5%y-22.2) < (-8 0 &2.))
2 2 k} H\x—==y+ =52
P(x,y,2)
Nx Ay
F(x+——,y——,z) > ( Ax A_Y)
] 2 g Glx + R R
y

Figura 6-15



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS @

Sea EFGH un rectangulo paralelo al plano xy con un punto interior P(x, y, z) tomado como su punto medio,
segun se ilustra en la figura 6-15. Sean A; y A, las componentes de A en P en las direcciones positivas de x y y,
respectivamente.

Si C es la frontera del rectdngulo, entonces

J)A-dr: JA-dr+ JA-dr+ JA-dr—i— JA-dr
C EF FG GH HE

Pero,
104,

EF GH

10A 10A

JA-dr:(Ag—i—z%Ax)Ay JA-dr=—<A2—-2Ax)Ay
X

FG HE

excepto para infinitésimos de orden mayor que Ax Ay.

Al sumar se obtiene aproximadamente:

_[(0Ay 0A
%A dr_(ax ay)AxAy

C

Entonces, como AS = Ax Ay,

~ $A-ar
componente z de rot A = (rot A) - k = Al;glo AS

(),
=i

_ ox dy
] Ax Ay
Y

ox dy

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

6.37.

6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

6.42.

Verifique el teorema de Green en el plano para §. (3x* — 8y?) dx + (4y — 6xy) dy, donde C es la frontera de la region
definidapora) y=x,y=x*0) x=0,y=0,x+y=1.

Evalie .‘j;c (3x + 4y)dx + (2x — 3y)dy, donde C es una circunferencia de radio igual a dos, con centro en el origen
del plano xy y que se recorre en sentido positivo.

Resuelva el problema anterior para la integral de linea §. (2 +y?) dx + 3xy* dy.

Evalde gg(xz — 2xy) dx + (x*y + 3) dy alrededor de la frontera de la regién definida por y2 = 8xyx = 2, a) directa-
mente y b) con el empleo del teorema de Green.

Evalde J}(()?})i) (6xy — y*)dx + (3x* — 2xy) dy alo largo de la cicloide x = # — sen 6,y = 1 — cos 6.

Evalie 39(3x2 + 2y) dx — (x + 3 cos y) dy alrededor del paralelogramo cuyos vértices estdn en (0, 0), (2,0), (3, 1) y
(L, 1.



6.43.

6.44.

6.45.

6.46.

6.47.

6.48.

6.49.

6.50.

6.51.

6.52.

CAPITULO 6 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA, EL TEOREMA DE STOKES

Calcule el 4rea limitada por un arco de la cicloide x = a(6 — sen 6), y = a(1 — cos ), a > 0, y el eje x.

Determine el drea acotada por la hipocicloide x*/? + y*? = 4?3, a > 0.
Sugerencia: Las ecuaciones paramétricas son x = a cos’ 6, y = a sen’ 6.

Demuestre que en coordenadas polares (p, ¢), se cumple la expresion x dy — y dx = p* d¢. Interprete 1 xdy —ydx.
Encuentre el drea de un lazo de la rosa de cuatro hojas p = 3 sen 2¢.
Calcule el 4rea de los dos lazos de la lemniscata p? = a* cos 2¢.

Obtenga el 4rea del lazo de la hoja de Descartes x° + y* = 3axy, a > 0 (vea la figura 6-16).

X

Figura 6-16

Sugerencia: Seay = tx, y obtenga las ecuaciones paramétricas de la curva. Después utilice el hecho de que

o1 RSN Y O
Area = zﬁ;xdy ydx_zﬂ;x d(x>_2§x dt

Verifique el teorema de Green en el plano §. (2x — y*)dx — xy dy, donde C es la frontera de la regién encerrada por
las circunferencias x> + y*> = 1 y x> + y* = 9.
LY _ydy 4+ xd
Evalte J % a lo largo de las trayectorias siguientes:
1,0 X +Yy

a) Segmentos de linea recta que van de (1,0) a (1, 1), luegoa (—1, 1) y después a (—1, 0).
b) Segmentos de linea recta que van de (1, 0) a (1, —1), después a (—1, —1) y luego a (—1, 0).
Demuestre que, aun cuando dM/dy = dN/dx la integral de linea es dependiente a la trayectoria que une (1, 0)
a(—1, 0) y explique.
Por cambio de variables de (x, y) a («, v) y de acuerdo con la transformacién x = x(u, v) e y = y(u, v), demuestre
que el drea A de la region R limitada por una curva simple cerrada, C, estd dada por

ox dy

A= JJ ’J(Q) du dv donde J(x’ y) = |du ou
u,v ; ox %

R a v

es el jacobiano de x y de y con respecto de u y v. { Qué restricciones estableceria el lector? Ilustre el resultado donde
u'y v son coordenadas polares.

Sugerencia: Use el resultado A = %jxdy — ydx, transforme a coordenadas u y v, y luego utilice el teorema de
Green.

Evalde [[(F - ndS, donde F = 2xyi + yz2j + xzk y Ses:

a) La superficie del paralelepipedo limitado porx =0,y =0,z=0,x=2,y=1yz = 3.
b) La superficie de la region acotadaporx =0,y =0,y =3,z=0yx + 2z =6.



6.53.

6.54.

6.55.

6.56.

6.57.

6.58.

6.59.

6.60.

6.61.

6.62.

6.63.

6.64.

6.65.

6.66.

6.67.

6.68.

6.69.

6.70.

6.71.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Verifique el teorema de divergencia para A = 2x*yi — y%j + 4xz°k tomado sobre la regién en el primer octante
limitado por y> + z> =9y x = 2.

Evalte ”s r-ndS, donde a) S es la esfera de radio igual a 2 con centro en (0, 0, 0), b) S es la superficie del cubo
limitadoporx = —1,y = —1,z= —1,x =1,y =1y z = 1y c¢) S es la superficie limitada por el paraboloide

z=4— (x> + y») y el plano xy.

Suponga que S es cualquier superficie cerrada que encierre un volumen V, y A = axi + byj + czk. Demuestre que
J[gAndS=(a+b+c)V.

Suponga que H = rot A. Demuestre que [{¢H - ndS = 0 para cualquier superficie cerrada S.

Suponga que n es la normal unitaria que sale desde cualquier superficie cerrada de drea S. Demuestre que
JIf, divnav =S.

Demuestre que J[[dl: ” r"ns
) )s

Demuestre que ijs rndS = [[[,5r'rav.
Demuestre que ﬂs ndS = 0 para cualquier superficie cerrada S.

Demuestre que la segunda identidad de Green puede escribirse como

w«wzw — YV dav = Lj ((”% - w‘;—‘,f) ds.

Demuestre que Hs r X dS = 0 para cualquier superficie cerrada S.

Verifique el teorema de Stokes para A = (y — z + 2)i + (yz + 4)j — xzK, donde S es la superficie del cubo x = 0,
y=0,z=0,x=2,y =2y z=2,sobre el plano xy.

Verifique el teorema de Stokes para F = xzi — yj + x*yk, donde S es la superficie de la regién acotada por x = 0,
y=0,z=0y2x +y+ 2z = 8§, que no estd incluida en el plano xz.

Evalie ﬂs (VxA)+ndS,donde A = (x> +y — 4i + 3xyj + 2xz + 22k y S es la superficie de a) el hemisferio
x> + y* + 22 = 16 sobre el plano xy y b) el paraboloide z = 4 — (x*> + y?) sobre el plano xy.

Sea A = 2yzi — (x + 3y — 2)j + (x> + 7)k. Evaliie JJ(V x A) + n dS sobre la superficie de interseccion de los
cilindros x> + y? = a%, x* + 72 = 4, incluidos en el primer octante.

Un vector B siempre es normal a una superficie cerrada S. Demuestre que [[[, rot B dV = 0, donde V es la regién
limitada por S.

19 . Lo
Sea ﬁ; E-dr=— P ” H - dS, donde S es cualquier superficie limitada por la curva C. Demuestre que
c

VXE=———.
c ot

Demuestre que §. ¢ dr = [[;dS x V.

Use la equivalencia de operadores del problema resuelto 6.25 para llegar a que: a) Vo, b)) V- Ay c) VXA, en
coordenadas rectangulares.

Haga la demostracién de que [[[, VA dV = [[(dpA-ndS— [[[, V- A dV.
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6.72.

6.73.

6.74.

Sea r el vector de posicién de cualquier punto en relacién con un origen O. Suponga que ¢ tiene derivadas conti-
nuas de al menos segundo orden, y sea S una superficie cerrada que encierra un volumen V. Denote a ¢ en O por

medio de ¢,. Demuestre que
[[pvo-sn(y = [ 22
s 14

donde a = 0 0 47¢,, segun si O esta fuera o dentro de S.

El potencial ¢(P) en un punto P(x, y, z) debido a un sistema de cargas (o masas) g1, ¢a, ..., ¢u, que tienen vectores
de posicién ry, 1y, ..., I, con respecto de P, estd dado por:

n
_ N~
¢—;rm

Demuestre la ley de Gauss:

”E dS = 4mQ

N

donde E = —V¢ es la intensidad de campo eléctrico, S es una superficie que encierra todas las cargas y
Q= > _, qm es la carga total dentro de S.

Si una regioén V acotada por una superficie S tiene una distribucion de carga (o masa) continua de densidad p, en-
tonces el potencial ¢(P) en un punto P estd definido por

e

Haga suposiciones razonables y deduzca lo siguiente:

a) [[sE-dS=4m|[[,pdV,donde E = -V

b) V?¢ = —4mp (ecuacién de Poisson) en todos los puntos P en los que existen cargas, y V2¢ = 0 (ecuacién de
Laplace) donde no hay cargas.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

6.37.

6.38.
6.39.
6.40.
6.41.
6.42.
6.43.
6.44.
6.46.
6.47.

a) valor comtn = 3/2, 6.48. 34°/2

b) valor comin = 5/3

—8m 6.49. valor comun = 607
127 6.50. a) mb) —m

128/5 6.52. a)30,b)351/2

6 — 4 6.53. 180

—6 6.54. a) 32, b)24,¢) 247
3ma® 6.63. valor comin = —4
37a*/8 6.64. valor comin = 32/3
97/8 6.65. a) —16m, b) —4m

a? 6.66. —d’(3m + 8a)/12



Coordenadas curvilineas

7.1 INTRODUCCION

El lector ya estd familiarizado con el sistema de coordenadas rectangulares (x, ¥) y el de coordenadas polares (r, 6),
en el plano. Los dos sistemas se relacionan por medio de las ecuaciones siguientes:

x=rcosf, y=rsenf y r=+x2+y%, 6= arctan(y/x)

Este capitulo trata con sistemas de coordenadas generales en el espacio.

7.2 TRANSFORMACION DE COORDENADAS

Supongamos que las coordenadas rectangulares de cualquier punto (x, y, z) en el espacio se expresan como funciones
de (uy, uy, u3). Por ejemplo:

X =x(up, up, u3), y =y, up, uz) y z=z(uy, uy, u3) (D

Suponga que las expresiones en (1) pueden resolverse para uy, u, y u3, en términos de x, y y z, es decir,
up = (X, y,2), Uy =up(x,y,2) Yy uz=us(x,y,2) 2

Se supone que las funciones expresadas en (1) y (2) tienen un solo valor y derivadas continuas de modo que la corres-
pondencia entre (x, y, ) Y (u1, us, uz) es Unica. En la practica, esta suposicion tal vez no se aplique en ciertos puntos
y se requiera alguna consideracién especial.

Dado un punto P con coordenadas rectangulares (x, y, z), es posible asociar a partir de (2) un conjunto tnico de
coordenadas (u;, uy, u3) llamadas coordenadas curvilineas de P. Los conjuntos de ecuaciones (1) o (2) definen una
transformacion de coordenadas.

7.3 COORDENADAS CURVILINEAS ORTOGONALES

Las superficies u; = ¢y, uy = ¢ y u3 = c3, donde cy, ¢, y ¢3 son constantes, se llaman superficies de coordenadas 'y
cada pareja de ellas se interseca en curvas llamadas curvas coordenadas o rectas coordenadas (vea la figura 7-1). Si
las superficies de coordenadas se intersecan en angulos rectos, el sistema de coordenadas curvilineas se denomina
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ortogonal. Las curvas coordenadas u;, u, y u3 de un sistema curvilineo son andlogas a los ejes coordenados x, y y z
de un sistema rectangular.

Z

uz curva

Zul curva iy curva

Figura 7-1 Figura 7-2

74 VECTORES UNITARIOS EN SISTEMAS CURVILINEOS

Sear = xi + yj + zk el vector de posicién de un punto P, en el espacio. Entonces, la expresion (1) puede escribirse
como r = r(u;, us, u3). Un vector tangente a la curva u; en P (para la cual u, y uz son constantes) es dr/du;. Enton-
ces, un vector unitario tangente en dicha direccion es e; = (dr/ 8u1)|6r/ aul\ de modo que dr/du; = hje;, donde h; =
|ar/ aul\. En forma similar, si e, y e3 son vectores unitarios tangentes a las curvas u, y u3 en P, respectivamente, en-
tonces or/du, = hye, y or/ou; = hses, donde hy = |ar/au2| yhy = \ar/au3\. Las cantidades Ay, hy y hs se llaman factores
de escala. Los vectores unitarios ej, e, y ez tienen las direcciones en las que crecen u, u, y us, respectivamente.

Como Vu, es un vector en P normal a la superficie u; = ¢y, un vector unitario en dicha direccién estd dado por
E, = Vu/ |Vu1\. De manera similar, los vectores unitarios E, = Vu,/ |Vu2\ y E; = Vuy/ \Vu3| en P, son normales a las
superficies u, = ¢, y u3 = c3, respectivamente.

Entonces, en cada punto P de un sistema curvilineo, en general existen dos conjuntos de vectores unitarios, e,
e, y e3, que son tangentes a las curvas coordenadas E,, E; y E; normales a las superficies coordenadas (vea la figura
7-2). Los conjuntos son idénticos si y sélo si el sistema de coordenadas curvilineas es ortogonal (consulte el proble-
ma 7.19). Ambos conjuntos son andlogos a los vectores unitarios i, j y k, en coordenadas rectangulares, pero difieren
de éstos en que pueden cambiar de direccién de un punto a otro. Es posible demostrar (vea el problema 7.15) que los
conjuntos dr/duy, Ir/du,, or/duz y Vuy, Vuy, Vuz constituyen sistemas reciprocos de vectores.

Un vector A puede representarse en términos de los vectores unitarios bésicos e, e; y e30 E;, E; y Esen la
forma

A= A1e1 + A262 + A3e3 = a1E1 + a2E2 + a3E3

donde Ay, Ay, A3y ay, ay, az son las componentes respectivas de A en cada sistema.
También se puede representar A en términos de los vectores basicos dr/du;, dr/duy y dr/duz o Vuy, Vuy y Vus,
que se llaman vectores unitarios bdsicos pero que en general no son vectores unitarios. En este caso

or or or
A:C1—+C2—+C3—: C]OL] +C20L2+C30L3
8u1 Bug 8143

A =c\Vu) 4+ cVuy + csVus = c1 B + c28, + ¢33

donde C;, C, y C; reciben el nombre de componentes contravariantes de A,y cy, c2 'y c3 se llaman componentes
covariantes de A (consulte los problemas 7.33 y 7.34). Observe que a, = dr/du,, B, = Vu,,p = 1,2, 3.



7.6 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL

75 LONGITUD DE ARCO Y ELEMENTOS DE VOLUMEN

En primer lugar se debe recordar que el vector de posicion de un punto P puede escribirse en la forma r = r(uy, u,,
u3). Entonces,

dr = a—dbll + 8—du2 +a—du3 = hl du161 + h2 du2e2 + /’l3 du3e3
Ui U3

Por tanto, la diferencial de longitud de arco, ds, se determina a partir de ds®> = dr - dr. Para sistemas ortogonales,
ere,=e-e3=e3-e =0,y
ds* = htdu? + h}du} + hdu}

Para sistemas curvilineos no ortogonales, o generales, consulte el problema 7.17.

A lo largo de una curva i, son constantes u, y usz, por lo que dr = h; du,e,. Entonces, la diferencial de longitud
de arco ds; a lo largo de u; en P es hidu;. De manera similar, las diferenciales de longitud de arco a lo largo de u, y
us €n P son dS2 = h2 duz, dS3 = h3 du3.

En relacion con la figura 7-3, el elemento de volumen para un sistema de coordenadas curvilineas esta dado por

dv = |(]’l] du]e]) * (/’lz duzez) X (/’l; du;e;)| = h1h2h3 dI/l] dl/tz dl/t3

ya que \el-e2><e3| =1.

u3

|
sd '}

uy

Figura 7-3

76 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL

Las operaciones de gradiente, divergencia y rotacional pueden expresarse en términos de coordenadas curvilineas.
En especifico, se aplica la siguiente proposicion.

PROPOSICION 7.1: Suponga que ® es una funcion escalar y A = Aje; + Aye, + Ase; es una funcion vectorial de
coordenadas curvilineas ortogonales u, u; y u3. Entonces se cumplen las leyes siguientes:

i) Ad =grad ¢ _l@ I o® I o®

+——et———e
h1 8u1 ¢ h26u2 2 h3 6u3 3

ii) A-A =divA —; ( 2]’13A1)+—(l’l3 1A2) +—(h h2A3)
hihahs

hlel h2e2 h3e3

1 d d )
/’ll h2h3 8u1 (‘)Mz 8u3
h]A] /’lez /’l3A3

iii) AXA=rot A=
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iv) V*® = Laplaciano de ®
L [0 (hehs 00 9 (s 00 D (s 0
_h1h2h3 Bul h1 aul 3142 h2 8142 8u3 ]’l3 81/13

Observe que si iy = hy = h3 = 1,y ey, e, y €3 se sustituyen por i, j y k, entonces las leyes anteriores se reducen
a las expresiones habituales en coordenadas rectangulares, donde (u;, uy, u3) es reemplazado por (x, y, 7).

Los resultados anteriores se amplian por medio de una teoria mds general de sistemas curvilineos con el empleo
de métodos de andlisis tensorial, que se estudia en el capitulo 8.

7.7 SISTEMAS ESPECIALES DE COORDENADAS ORTOGONALES

La siguiente es una lista de nueve sistemas especiales de coordenadas ortogonales ademds de las rectangulares ha-
bituales (x, y, 2).

1. Coordenadas cilindricas (p, ¢, 7).
Vea la figura 7-4. Aqui,

xX=pcos¢, y=psend y z=72
donde p>0,0<¢p<2m, —®0<z<®h,=1, hgy=p y h,=1.

2. Coordenadas esféricas (r, 0, ¢).
Vea la figura 7-5. En este caso,

x=rsenfcos¢, y=rsenfsen¢ y z=rcoséb

donde r20,0< ¢ <2m,0<O0<m h,=1,hy=r1yhy=rsen 6.

z €, Z
_\A €
/vel;) e
0. N o ¢
AN
Zz \Aep Al g
—\ Z
\ A&
% Y *
$ .
—_ ,y, —_—
X X
Figura 7-4 Figura 7-5

3. Coordenadas cilindricas parabdlicas (u, v, 7).
Vea la figura 7-6. Ahora,

x=¥ =V, y=w y z=2

donde —¢ < u< ©,v>0, —» < z< ©, b, =h, = \u2 +v2y h, = 1.
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En coordenadas cilindricas, u = /2p cos (¢/2), v=/2p sen (¢/2)yz = z.
En la figura 7-6 se muestran los trazos de las superficies coordenadas sobre el plano xy. Son pardbolas con el
mismo foco y eje comun.

Figura 7-6

4. Coordenadas paraboloides (u, v, ¢).
Aqui,

X =wuvcos¢, y=uvsen ¢, z= %(u2 —?)

dondeu>0,v=>0,0<d¢ <2m h, =h, = Vu> +v?y hy = uv.

Al girar las pardbolas de la figura 7-6 por arriba del eje x, se obtienen dos conjuntos de superficies coor-
denadas, y el eje cambia su nombre a z. El tercer conjunto de superficies coordenadas son planos que pasan a
través de dicho eje.

5. Coordenadas cilindricas elipticas (u, v, 7).
Consulte la figura 7-7. Aqui,

x=acoshucosv, y=asenhusenv y z=¢z

dondeu>0,0<v<2m, —0<z<o, h, =h, :aVSenh2u+sen2vy h, = 1.
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Los trazos de las superficies coordenadas sobre el plano xy se ilustran en la figura 7-7. Son elipses e hipér-
bolas con los mismos focos.

2

z

2
2 [
N

2,
2

L

AN _ql6
72/6 v =W

V=m v=0
X
v =21
_wl® Vs

4 v =3m/2

Figura 7-7

Coordenadas esferoidales alargadas (&, 7, ¢).
Aqui:

x =asenh £sen ncos ¢, y = asenh Esen ysen ¢, z = acosh £cos

donde £>0,0<n=<m0=<¢<2m hsg=hy = a\/senh2§+ sen’ Mn'y hg = asenhésenn.

Cuando se hacen girar las curvas de la figura 7-7 alrededor del eje x se obtienen dos conjuntos de superficies
coordenadas, y el eje cambia su nombre a eje z. El tercer conjunto de superficies coordenadas son planos que
pasan a través de este eje.

Coordenadas esferoidales achatadas (&, », ¢).
Aqui,

x=acosh écosncos ¢, y=acoshécosmsen¢d y z=asenhsenn

donde £ >0, —m/2 <m<7/2,0< ¢ <2m hg=h, = aVsenh? & + sen’ My hg = acosh &cos 1.

Cuando se hacen girar las curvas de la figura 7-7 alrededor del eje y, se obtienen dos conjuntos de superfi-
cies coordenadas, y el eje cambia su nombre a eje z. El tercer conjunto de superficies coordenadas son planos
que pasan a través de este eje.
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8. Coordenadas elipsoidales (A, u, v).

Aqui,
2 2 2
X y < 2 2 2
=1, A< <h <

o L R Sy ¢ “
* + Y + 3 =1, E<u<b?*<d
ad—pn b—pn 2E-—p H

2 v 2

: =1, 2<bh <v<d

a—v b —v c2—v
h—l/ (L= =N
ATV (@ = DB = N =AY

L[ e—wa-w
2V (@ — wb? — p(e® — )

h—l/ )
V2V (@ —v) (B2 —v)(c2 —v)

9. Coordenadas bipolares (u, v, 7).
Consulte la figura 7-8. Aqui,

x>+ (y — acotu)® = a’esc®u, (x — acothv)> + y* = a’csch’v, z=1z
o bien,
asenhvy _ asenu

x =

= y=—, =z
coshv — cosu coshv — cosu

donde 0 <u< 2w, —0<y<oo, —0<z<00 h,=h,=a/(coshy —cosu)yh, = 1.

En la figura 7-8 se muestran las superficies coordenadas sobre el plano xy. Cuando las curvas de dicha figura

giran alrededor del eje y, el eje cambia su nombre a eje z y se obtiene un sistema de coordenadas toroidales.

Figura 7-8
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PROBLEMAS RESUELTOS

7.1.

7.2

Describa las superficies coordenadas y las curvas coordenadas para coordenadas a) cilindricas y b) esféricas.

Solucion

a) Las superficies coordenadas (o superficies de nivel) son:
= ¢; cilindros coaxiales con el eje z (0 eje z si ¢; = 0).

¢, planos a través del eje z.
= c¢3 planos perpendiculares al eje z.

p
z
Las curvas coordenadas son:

Interseccionde p=c¢; 'y ¢ = ¢, (curva z) es una linea recta.
Interseccionde p=c¢; 'y z = c3(curva ¢) es una circunferencia (o punto).
Interseccionde ¢ = ¢, 'y z = c3(curva p) es una linea recta.

b) Las superficies coordenadas son:

r = ¢ esferas con centro en el origen (u origen si ¢; = 0).
0 = ¢, conos con vértice en el origen (rectas si c; = 0 0 7, y el plano xy si ¢; = 7/2).
¢ = c; planos a través del eje z.

Las curvas coordenadas son:

Interseccionde r =¢; 'y 6= ¢, (curva ¢) es una circunferencia (o punto).
Interseccionde r =¢; 'y ¢ = c3 (curva 6) es una semicircunferencia (c; = 0).
Interseccionde 6 = ¢, 'y ¢ = c3(curvar) es una recta.

Determine la transformacién de coordenadas cilindricas a rectangulares.

Solucion

Las ecuaciones que definen la transformacién de coordenadas cilindricas a rectangulares son:

X = pcos ¢ (H
y=psen ¢ (2)
7=z 3

Al elevar al cuadrado las ecuaciones (1) y (2) y sumarlas se obtiene: pHcos? ¢ + sen® ¢p) = x> + y* o
p = Vx2 +y2, yaque cos> ¢ + sen’ ¢ = 1y pes positivo.
Se divide la ecuacién (2) entre (1),

psen¢
pcos ¢

Y= =tan¢ o bien ¢=arctanX
X X

Entonces, la transformacion requerida es:

p=Val+y? @)

¢ = arc tanX (@)
X

z2=2 (6)

Observe que ¢ es indeterminado para puntos sobre el eje z (x = 0, y = 0). Estos se llaman puntos singulares
de la transformacion.
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PROBLEMAS RESUELTOS @

Demuestre que un sistema de coordenadas cilindricas es ortogonal.

Solucion
El vector de posicion de cualquier punto en coordenadas cilindricas es
r=xi+yj+ zk=pcos ¢i+ psen ¢j + zk
Los vectores tangente a las curvas p, ¢y z estin dados respectivamente por dr/dp, dr/d¢y dr/dz, donde
j—; = cos ¢i + sen ¢j, g—; = —psen ¢i + pcos ¢j,
Los vectores unitarios en estas direcciones son
ar/dp cos ¢i + sen ¢j

o

—=k
az

e =e, = = = cos ¢i + sen ¢j
P for/dpl  eos? ¢ +sen’ ¢
ar/a — i+ j
e =ey = /o¢ =_—p%n H+ peos i = —sen ¢i + cos ¢j
|or/ ) Vp?sen® ¢ + p? cos? ¢
o — e — or/oz
PN T or/

Entonces
e - e, = (cos @i + sen ¢hj) - (—sen @i + cos ¢pj) =0
e -e3 = (cos @i +sen ¢hj) - (k) =0
e e; = (—sen i +cosdj) - (k) =0

y por tanto e, €, y €3 son mutuamente perpendiculares y el sistema de coordenadas es ortogonal.

Represente el vector A = zi — 2xj + yk en coordenadas cilindricas. Con el resultado anterior determine A
Aq; y Az.

P

Solucion

Del problema 7.3,
e, = cos ¢i + sen ¢j (@))]
€4 = —sen ¢i + cos Pj 2)
e. =k 3)

Al resolver las ecuaciones (1) y (2) en forma simultdnea,

i =cos e, —sen ey, j = sen de, + cos pey.

Entonces
A =zi —2xj +yk
= z(cos e, — sen pey) — 2pcos P(sen e, + cos pey) + psen de;
= (zcos ¢ — 2pcos ¢psen ¢)e, — (zsen ¢ + 2p cos® dey + psen e,
y

A, =zcos ¢ —2pcos ¢psen ¢, Ay = —zsen¢d —2pcos’d y A, = psen ¢.

. d .
Demuestre que 7 e, = ¢ey, 7 e4 = —¢e, donde los puntos denotan diferenciacién con respecto del tiem-
po, t.

Solucion
Del problema 7.3 se tiene

e, =cosgi +sendj y ey = —sen i+ cosj



@ CAPITULO 7 COORDENADAS CURVILINEAS

= —(sen d))d)i + (cos qﬁ)d)j = (—sen ¢i + cos qﬁj)d) = ¢e¢

Entonces —e
dt*?

d . . . .
ey = —(cos ¢)dhi — (sen )t = —(cos i +sen )b = —be,

7.6.  Exprese la velocidad v y la aceleracién a de una particula en coordenadas cilindricas.

Solucion

En coordenadas rectangulares, el vector de posicién es r = xi + yj + zk y los vectores de velocidad y aceleracion
son:
v _ d’r I
v=—=3jii Z a=— =ii Z
— 3i y 2 3i

En coordenadas cilindricas, segin el problema 7.4:
r = xi +yj + zk = (pcos ¢)(cos ¢e, — sen dey) + (psen ¢)(sen ¢e, + cos dey) + ze;
= pe, + ze;

Entonces

dr _dp de, dz . ; .
=—=—e, Tp—— t—e, = pe, t+ ppey +ze,
You  a T P T a T phey + ze;

con el resultado del problema 7.5. Al diferenciar otra vez,

d’r _d
drr  dt

(pep + P('bed) + Zzey)

= b% + e, + pé% + pdeg + poey + Ze;
= pdey + pe, + pd(—de,) + pdey, + pdey + ze.
= (p— pdPIe, + (pd + 2pdey + Ze.

con el resultado del problema 7.5.

7.7.  Encuentre el cuadrado del elemento de longitud de arco en coordenadas cilindricas y determine los factores
de escala correspondientes.

Solucion
Primer método.
X =pcos¢p, y=psend y z=¢2
dx=—psenpdd +cospdp, dy=pcosddp+sendpdp y dz=dz
Entonces

ds? = dx* + dy* +dz? = (—psen ¢ d + cos ¢ dp)* + (pcos ¢ dd + sen ¢ dp)* + (dz)*
= (dp)* + p*(d)* + (d2)* = hi(dp)* + I3 (d)* + h3(d2)’
y los factores de escalason: iy = h, =1, hp =hgy =pyhs =h, = 1.
Segundo método. El vector de posicién es r = p cos @i + psen ¢j + zk. Entonces,

or
¢
= (cos ¢i + sen ¢j)dp + (—psen ¢i + pcos ¢pj)dd + k dz

= (cospdp— psen p dp)i + (sen ¢ dp + pcos p dd)j + k dz

3 P
dr=Zdp+Lagp+ZLay
ap 0z

Entonces
ds® = dr - dr = (cos ¢ dp — psen ¢ d$)® + (sen ¢ dp + pcos ¢ d$)? + (dz)*

= (dp)’ + p*(d$)* + (d2)’
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7.8.  Resuelva el problema 7.7 para coordenadas a) esféricas y b) cilindricas parabdlicas.

Solucion
a) x=rsenfcos¢p, y=rsenfsen¢ y z=rcosb
Entonces,
dx= —rsen fsen ¢pde¢ + rcos 6cos ¢ df + sen 0 cos ¢ dr
dy = rsen 6cos ¢pde¢ + rcos 6sen ¢pdf + sen 0sen ¢ dr
dz = —rsen 0d6 + cos 6dr
y

(ds)® = (dx)* + (dy)* + (d2)* = (dr)® + r*(d9)* + r* sen® O(d¢p)*
Los factores de escalason hy = h, = 1, hy = hg=ry h3 = hg = r sen 6.
b) x=%(u2—v2), y=u 'y z=2
Entonces

dx=udu—vdv, dy=udv+vdu y dz=dz

(ds)* = (dx)* + (dy)* + (d2)* = (u* +V))(du)* + (i +v?)(dv)* + (dz)?
Los factores de escalason iy = h, = Vu? +v2, hy = h, = Vu®? +v*y hy = h, = 1.
7.9. Dibuje un elemento de volumen en coordenadas a) cilindricas y b) esféricas, y diga las magnitudes de sus
aristas.
Solucion

a) Las aristas del elemento de volumen en coordenadas cilindricas (vea la figura 7-9a)), tienen magnitudes p d¢,
dpy dz. Esto también podria verse por el hecho de que las aristas estdn dadas por:

dSl = hldul = (1)(dp) = dp, dSz = h2dM2 = pd¢ y dS3 = (1)(dZ) =dz

con el empleo de los factores de escala obtenidos en el problema 7.7.

dV = (r sen8d ¢)(r d6)(dr)
av = (pdg)(dp)(dz) =1 sen@ dr d6.d¢
=pdpdd dz
do - rsen@ do
9 dr
r sen 6— X P
P P . r dO
0 do y
¢
y A

X

a) Elemento de volumen en coordenadas cilindricas.  b) Elemento de volumen en coordenadas esféricas.

Figura 7-9
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b) Las aristas del elemento de volumen en coordenadas esféricas (vea la figura 7-9b)) tienen magnitudes dr, r d@
y rsen 6 d¢. Esto también se evidencia con el hecho de que las aristas estan dadas por

ds; = hyduy = (1)(dr)=dr, ds; =hyduy,=rdf y ds3=hs3dus=rsen 0de¢
con el uso de los factores de escala obtenidos del problema 7.8a).
7.10. Encuentre el elemento de volumen dV en coordenadas a) cilindricas, b) esféricas y c¢) parabdlicas.

Solucion

El elemento de volumen en coordenadas curvilineas ortogonales u;, u, us, es:
dv = h1h2h3 dl/tl dM2 du3
a) En coordenadas cilindricas, u; = p, up = ¢, u3 =z, hy = 1, h, = py h3 = 1 (vea el problema 7.7). Entonces,
dv = ()(p)(1) dpd¢pdz = pdp dp dz
Esto también puede observarse de manera directa en la figura 7-9a) del problema 7.9.
b) En coordenadas esféricas, u; = r, uy = 6, u3 = ¢, hy = 1, hy = ry h3 = r sen 6 (vea el problema 7.8a)). En-
tonces,
dv = (1)(r)(r sen 6) dr d@d¢ = r* sen 0dr dO d¢p
Esto también puede observarse directamente en la figura 7-9b).
¢) En coordenadas cilindricas parabdlicas, u; = u, uy = v, u3 =z, hy = Vu? +v2, hy = Vu? +v?y h3 =1 (vea
el problema 7.8b)). Asf,

dV = (Vi2 + V)YV (1) du dv dz = (> +v*) du dv dz

7.11. Obtenga a) los factores de escala y b) el elemento de volumen dV, en coordenadas esféricas achatadas.

Solucion

a) x = acosh £cos 7cos ¢p, y = acosh £cos nsen ¢, z = asenh Esen 7
dx = —acosh £cos npsen ¢ d¢p — a cosh Esen ncos ¢ dn + a senh &cos ncos P dé
dy = a cosh £cos 1 cos ¢ dgp — acosh Esen nsen ¢ dn + a senh &cos nsen ¢ dé

dz = asenh £cos ndn + acosh Esen ndé
Entonces,
(ds)? = (dx)® + (dy)* + (dz)* = a*(senh? & + sen® n)(d&)®
+ a?(senh’ &+ sen’ n)(dn)2
+ a* cosh? £ cos® (dp)*

y hi = hg = aVsenh® £ + sen® m, Iy = hy =aVsenh® & +sen’ ny s = hg = acosh & cos 7.

D) dV = (a Vsenh? &+ sen? n)(a Vsenh? &+ sen® m)(a cosh & cos ndédn ded

= a’(senh® & + sen® m) cosh & cos n d€ dn do
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7.12. Encuentre expresiones para los elementos de drea en coordenadas curvilineas ortogonales.

Solucion
En relacién con la figura 7-3, los elementos de drea estdn dados por

dA] = |(h2 duzez) X (h3 du3e3)| = h2h3|62 X e3|du2 du3 = h2h3 du2 du3

yaque |e; x e3| = |e;| = 1. En forma similar:
dAy = |(hy duiey) x (h3 dusze3)| = hihs duy duz
dA3 = |(h1 dulel) X (hz du262)| = h]hz du1 stz

7.13. Suponga que uy, u, y u3 son coordenadas curvilineas ortogonales. Demuestre que el jacobiano de x, y y z con
respecto de uy, up y uz es

ax dy 0z
duy duy duy

]( XY,z ): ax, v, 2) _ ox 9y 0z — hyhohs
Uy, U, U3z ouy, uy, usz) oup, Oup Oup
ox dy 0z
duy  duy  Ous

Solucion

Segtn el problema 2.38, el determinante dado es igual a:
ox , dy ., 0z ox, dy, 0z ax, dy, Oz
—i+—=—j+—k)-|—i+—j+—Kk —i+—j+—k
<6u11+8u1']+3u1 > <Bu21+3u2']+8u2 ) x <8u31+8u3']+8u3
or Jr or

= . —=heh h
8141 8142 x 8M3 1€ 262 X 113€3

= h1h2h3e1 € Xe3 = h1h2h3

Si el jacobiano es idénticamente igual a cero, entonces dr/du;, or/du,, dr/duz son vectores coplanares y la
transformacion coordenada curvilinea falla, es decir, existe una relacion entre x, y y z que tiene la forma F(x, y, z) = 0.
Entonces se debe pedir que el jacobiano sea diferente de cero.

7.14. Evalte fﬂv (x2 + y2 + zz) dx dy dz donde V es una esfera con centro en el origen y radio igual a a.

Solucion

La integral requerida es igual a ocho veces la integral evaluada sobre la parte de la esfera contenida en el primer
octante (vea la figura 7-10a)).

Z

< D Pt P
<\ Xty +i=a u
dV = dx dy dz o dV\e ’sen Odr d9dg
] \Y/ ! i v
9
X
b)

Figura 7-10
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Entonces, en coordenadas rectangulares, la integral es igual a:
a V2@ =y
8J J J (xz—i-yz—i-zz)dzdydx

x=0 y=0 z=0

pero la evaluacion, aunque es posible, es tediosa. Es mds facil utilizar coordenadas esféricas para hacerla. Al cam-
biar a coordenadas esféricas el integrando, x> + y? + 72, es sustituido por su equivalente 2, en tanto que el elemento
de volumen dx dy dz es reemplazado por el elemento de volumen 72 sen 6 dr df d¢ (vea el problema 7.10b)). Para
cubrir la region requerida en el primer octante, se hacen constantes 6y ¢ (consulte la figura 7-10b)) y se integra de
r = 0ar = a; entonces se hace constante a ¢y se integra de 6 = 0 a 77/2; por Gltimo se integra con respecto de ¢
de ¢ = 0a ¢ = 7/2. Aqui realizamos la integracion en el orden r, 6, ¢, aunque puede usarse cualquier otro orden.
El resultado es:
w2 T2 a w2 w2 a

8 J J J () (Psen 0 dr dO d¢) = 8 J J J rtsen 0 dr d6 d¢
$=0 6=0 r=0 ¢=0 6=0 r=0
w/2 /2
8a°
dgdqg:? sen 0 d6 d¢

$=0 6=0

w/2 /2

5
-3 " sen 6
e

$=0 6=0

a

r=0

/2 /2
_8a5 J cos 6 " d¢—8a5 J de =
=3 S o == =
¢=0 ¢=0

47ad
5

Fisicamente, la integral representa el momento de inercia de la esfera con respecto del origen, es decir, el
momento polar de inercia, si la esfera tiene densidad unitaria.

En general, cuando se transforman integrales multiples de coordenadas rectangulares a curvilineas ortogona-
les, el elemento de volumen dx dy dz es sustituido por hhohs du; du, dus, o su equivalente.

J(+)d dity duts

up, U, U3
donde J es el jacobiano de la transformacion de x, y, z a uy, up, us (vea el problema 7.13).

Sean u, u, y uz las coordenadas generales. Demuestre que dr/duy, dr/duy, or/ous y Vuy, Vuy y Vus son
sistemas de vectores reciprocos.

Solucion

Se debe demostrar que

ar 1 Slp:q
—Vuy, = .
o, {0 si p#q

donde p y ¢ adoptan cualquiera de los valores 1, 2 y 3. Tenemos:

Se multiplica por Vu, -. Entonces,

o d a
Vuy+dr =du; = | Vuy -+ r du; + | Vuy - r duy + | Vuy » r dus
3141 8142 3143
o bien:
ol d 0l
Vine X =1, Ve 5 =0, Ve =0
oy ouy 8M3

De modo similar, las relaciones restantes se demuestran con la multiplicacién por Vu, » y Vg -.
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ar dJr or
7.16. Demuestre que —

. Vu,- V. Vus} = 1.
aul 81/{2)(31/!3}{ “ 2 X u3}

Solucion

Del problema 7.15, dr/duy, or/du,, dr/dus y Vuy, Vus, Vus, son sistemas de vectores reciprocos. Entonces, se llega
al resultado requerido con el problema 2.53c¢).
El resultado es equivalente a un teorema sobre los jacobianos para

8141 81/[1 8141
Ay o

Vi Viy x Viy = |22 D2 02 21(7”"”2’ ”3>
ox dy 0z b
3143 31/[3 8143
Ay o

y por tanto J ( ARAR )J (ul’ 0. u3> = 1, con el empleo del resultado del problema 7.13.
Uy, Up, U3z X ¥ 2

7.17. Demuestre que el cuadrado del elemento de la longitud de arco en coordenadas curvilineas generales se pue-
de expresar con

3

ds* = ZZ 8pq duy, duy

p=1 g=1
Solucion
Se tiene que
a d ad
dr = idul + idug + ldu3 = o) duy + oy duy + o dus
8u1 Buz 3%3

Entonces
ds* =dr - dr = o) o du% + oy o duy dup + oy c oz duy dus
+ o o duy duy + o o du% + oy e o3 duy dus
+ a3 o duz duy + oz oy duz dur + oz o du%
3
= Z ngq duy dug
p=1 g=1

donde g,; = ,° @

Esta se llama la forma cuadrdtica fundamental o forma métrica. Las cantidades 8pq S€ denominan coeficientes
métricos 'y son simétricos, es decir g,;, = g4p- Si gy = 0, p # g, entonces el sistema de coordenadas es ortogonal.
En este caso, g;; = n, gn = h3, g3 = h3. La forma métrica extendida a un espacio dimensional mayor tiene im-
portancia fundamental en la teoria de la relatividad (consulte el capitulo 8).

Gradiente, divergencia y rotacional en coordenadas ortogonales

7.18. Obtenga una expresion para V@ en coordenadas curvilineas ortogonales.

Solucion
Sea VO = fie; + f,e; + fzes, donde deben encontrarse fi, > y f3. Como
or or ar
dr = — di — d — di
r ouy i+ ouy y + ous "3

= hiey duy + hye; duy + hzes dus
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se tiene
d® = VO - dr = hifi duy + hyfs duy + hafs dus 1)
Pero
) ) O}
dd = a—dul +a—duz +a—du3
Ay ouy Ou3 2

Al igualar las ecuaciones (1) y (2),

1od 19D _1oad
h1 3141, 2 _h2 8M2 _I’l3 3143

fi=

Entonces,

€] od € od €3 od

Vo = o
]’ll 3141 hz Buz h3 Ous

Esto indica la equivalencia del operador

e18 623 ega

V=
h| Bul hz 31/!2 E hg 8ug

que se reduce a la expresion usual para el operador V en coordenadas rectangulares.

Sean uy, up y us coordenadas ortogonales. a) Demuestre que |Vu,| = h, ', p = 1, 2, 3. b) Demuestre que
e, = E,
Solucion

a) Sea ® = u; del problema 7.18. Entonces Vu; = e,/h; y asi |Vu1\ = |e1|/h1 =h!, puesto que \el\ = 1. De ma-
VMQ‘ = h;l y |VM3‘ = h;l

nera similar, al tener ® = u, y us,

.. Vu
b) Por definicion, E, = IV Uy I . Del inciso a), podemos escribirlo E, = h,Vu, = e, y el resultado se demuestra.
up

Demuestre e; = hyh3Vu, X Vus con ecuaciones similares para e, y e; donde uy, u; y u3 son coordenadas orto-
gonales.
Solucion

Del problema 7.19,

Entonces

€ X e3 €]

A% Vuz = =
Vi hahs  haohs y

€ = h2h3Vu2 X Vu3.
De manera similar,
€ = h3h1Vu3 X Vul y €3 = hthVul X Vuz.

Demuestre que en coordenadas ortogonales,

1
V(A = Ai1hh
a) (Arey) = hh2h3 ( 1hah3)
b) Vx(A = Arh
) x (Arey) h3h o ( 1hy) — hlhza ( 1hy)

con resultados similares para los vectores Aye, y Ases.
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Solucion
a) Del problema 7.20,

V. (Alel) =V. (A|h2h3Vu2 X Vl/t';)
= V(A hah3) » Vi, x Vuz + A1hyhsV « (Vuy x Vuz)

e €3 €
=V(Aihhy)+ —x—4+0=VA hh3)» —
(123)h><h+ (Arhah3) hh3
€]
A A A
|:h1 ( 1h2h3)+ 2( 1h2h3)+ ( 1h2h3)] hhz
! ( hyh3)
T hihohy duy

b) Vx(Ae)=Vx(AhVu)
= V(Alhl) X VM1 +A1h1V X VM1

= V(A hy) x Z—‘+0

e el e
|:h1 (A 1)+ ( 1h1)+h o — 1h1)} T
_—h3h15( 1 1)__hh 8_( 1ht)

7.22. Exprese div A = V - A en coordenadas ortogonales.
Solucion

V-A=V-(Ae +Ae; +Aze3) =V -(Aje)) + V- (Ae2) + V -+ (43€3)

1

= hihahs |: (Arhahs) + (A2h3h1) + (A3h1h2)]

con el resultado del problema 7.21a).
7.23. Exprese rot A = V x A en coordenadas ortogonales.
Solucion

VxA=Vx(Ae +Ae; +Aze;3) =V x (Aje]) + V x (Are;) + V X (Aze3)

€

_Ma_e( ) = Wa_( 1 1)+ﬁ3_( 2h) — hh o 2 Aoy
+hze—zai( 3k )_ﬁa_( 3h3)
_,21113[ (Ashs) == (Azhz)] e—z[ (Alhl)—_(A3h3)}
/:ZZ[ (Azhz)——(Alhl)]

con el problema 7.21b). Esto puede escribirse

h161 hzez h3e3

1 ad ad a
VxA= - = =
x hl /’12 /’l3 ou 1 3u2 Bug

Athy Ashy  Ashs
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7.24. Exprese V*ien coordenadas curvilineas ortogonales.

7.25.

Solucion

Del problema 7.18,

e o el e i
hy Ouy hy duy — hs ouy '

1 1 1
Si A = Vi, entonces A = —%, Ay = —%, Az = —% y por el problema 7.22,
/’l] 8u1 hz 8u2 h 8

V¢I:

V-A=V-V§=Vy
1 0 (tohs 0w\ 0 (hshi 0w\ 9 (b O
h1h2h3 Bul /’l] 3141 8u2 hz 8142 3143 h3 81/!3

Use la definicién de integral

A -ndS
divA=V-A= lim H“—n
AV=0 AV

(vea el problema 6.19) para expresar V - A en coordenadas curvilineas ortogonales.

Solucion

Considere el elemento de volumen AV (vea la figura 7-11) cuyas aristas son iy Auy, hy Auy 'y hs Aus.
Sea A = Aje; + Ase; + Ases y sea n la normal unitaria hacia fuera de la superficie AS de AV. En la cara JKLP,
n = —e,;. Entonces, aproximadamente, tenemos que:

J jA +ndS = (A - nen el punto P) (drea de JKLP)

JKLP
=[(A1e; +Are; + Ajzes) « (—e)|(hah3 Aup Aus)

= —A1h2h3 Auz Au;

En la cara EFGH, la integral de superficie es

d
Arhahs Auy Aus + 87(141/12/13 Auy Auz) Auy
Uy

diferente en infinitésimos de orden mayor que Au; Au, Aus. Entonces, la contribucion neta de estas dos caras a la
integral de superficie es:

i (A|h2h3 Auz Au3) Am = i(A]hzhg,) Au1 Auz Aug
Ou ou

La contribucién de las seis caras de AV es

|: (A1hah3) + (A2h1h3) + (Axh1h2)] Auy Auy Aus

Se divide esto entre el volumen hhohs; Auy Au, Aus, y se obtiene el limite cuando Auy, Auy y Aus tienden a cero, y
se llega a:

1
divA=V:-A=—— (A]/’lz/’l;) + (Azhlhz) + (A3h hy)
hihyhs

Observe que se habria obtenido el mismo resultado si se hubiera elegido el elemento de volumen AV de modo
que P estuviera en su centro. En este caso, el calculo se haria en forma andloga al que se sigui6 en el problema 4.21.
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A
M C, L
% i
hy Au
- 2 2% Q e,
€
Figura 7-11 Figura 7-12
7.26. Utilice la definicion de integral
tA)-n=(VxA) lim A dr
‘n=(VxA-+:n= lim =*——
(ro AS—0  AS

(consulte el problema 6.35) para expresar V X A en coordenadas curvilineas ortogonales.

Solucion

Primero calcularemos (rot A) - e;. Para ello, consideremos la superficie S; normal a e; en P, como se ilustra en la
figura 7-12. La frontera de S se denotara con C;. Sea A = Aje; + Aye, + Ases. Tenemos:

%A-dr: JA-dr—i—JA-dr—i— JA-dr—i— JA-dr
G PQ oL LM MP

Se cumplen las aproximaciones siguientes:
[ A -dr=(AenP). (h) Auye,) €))
PO
= (A1 +Aze; +Aze3) « (hy Auzey) = Ashy Aup

Entonces
]
J A «<dr = Ayhy Aup + 3_(A2h2 Auy) Aus
u
ML ’
o bien
0
J A+dr = —Azhz Auz — 8_(A2h2 Auz) AM’; (2)
U3
LM

De manera similar,

J A-dr = (Aen P)' (h3AM3€3) = A3h3 AM3

PM

J A-dr = —A3h3 Au3 (3)
MpP
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ad

J A«dr =Azh3 Auz + T(Aghg Au;)Auz “4)
25}

oL

Al sumar (1), (2), (3) y (4), se tiene

% A-dr = i(A3h3 Aug) Auz — i(Az/’lz Auz) Au3
Buz au'&
C

0 0
= [8_ (Azh3) — —(Azhz)} Auy Auz
un 8143

que difiere en infinitésimos de orden mayor que AuyAus.
Se divide entre el drea de S; igual a hyhs AuyAus 'y se obtiene el limite cuando Au, y Aus tienden a cero,

1 d d
e = —— |2 (Ashy) — - (Ash
(rot A) - e, ol |:8u2( 3h3) 8u3( 2 2)}

De manera similar, al elegir dreas S, y S; perpendiculares a e, y e; en P, respectivamente, se encuentra (rot A) - e,
y (rot A) - e3. Esto lleva al resultado requerido:

€ d d
= % Ashy) — L Ak
rot A Il [auz( 3h3) 3143( 2 2)}

€ [0 d

el E YW S

Tk _8u3( 1hy) Bul( 3h3)i|

€3 [0 d

— [ —(A2h) ——(A1h
+h1h2 _8u1( 2h2) 8u2( 1 1)}

h1e1 hzez h3e3
1 d a a

:h1h2h3 3_141 8u2 8u3
hAr Ay Az

El resultado también hubiera podido obtenerse con la eleccién de P como el centro del drea S;; entonces, el
célculo se habria hecho como en el problema 6.36.

7.27. Exprese en coordenadas cilindricas las cantidades: a) V®, b)V:A, ¢)VxA y d)V®.

Solucion

Para coordenadas cilindricas (p, ¢, z),

u=p, w=¢ y u3=7z € =€, € =¢€; y € =¢€;

h1:hp:1, hzzhd):p y h3:hzzl

1 od 1 od 1 od
a) V(I)Zaa_mel—i_h_za—mez—irga_w%
1 0P 1 0P 1P
:Ia—pep+;%e¢+18—2ez
odb 10D o

= e, eyt —e.
ap " pap P ¢
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1
by V-A=-——o (/’lthAl) + 7(h%hlA2) + 7(h1h2A3)
hihyhs

1
M) D DA (DA D(p)A.
(1)(P)(1)[8p((p)() o) T a¢>(( N(DAg) + (( )(p) ~)}

1 9y | 9
_p[ap(pAP)+8¢+ (p z)]

donde A = A e; + Age; + Aes,esdecir, Aj = A, Ay =AgyA3 =A..

he; hye, hses e, pey €

1 ) ) 9 1|9 ad
0 VxA=——| - = =212 %
h1 h2h3 ouy ouy 6u3 pP ap ad) 0z

h]Al h2A2 /’l3A3 Ap pA¢ AZ

_IT(0A, 9 aA,, dA, (A dA,
_p ap oz & PAs) = 6qb

d) Vg = 1 a h2h36® ;9 a h3h16<1> L9 d hh28<13
h1h2h3 aul hl aul au2 hz auz (:)M3 h3 (3143

1 [ ((p)(1)6¢>+ ((1)(1)8<I>>Jr <(1)(p)8¢)]
T L\ 1) ap) e\ p o (1) oz

5 (), 150 s
0 o> a2

Dan pao

7.28. Exprese: a) VX A y b) V2 en coordenadas esféricas.

Solucion
Aqui,uy =r,up=0yus; = ;e =e.,e;=egyes=eghi =h.=1,hp =hyg=ryhs=hy=rsen 6.

h]e] hzez h3€3 €. reg rsen 0 ()
a VxA-= 1 i i i = ; i i i
hihohs | duy iy ous (D(r)(rsenB)| or 90 5L}
AL Ay hiAjz A, 1Ay rsenfAy
1
m“ (rsen 0A¢)——¢(rAg)}e,
oA o e + (A) senf e
o ar e o ' ¢

b) V2= 1 [6 (h2h3 aw) L0 (h3h1 aw) L0 <h1h2 alp)}
h1h2h3 aul /’L] aul au2 hz 8u2 6u3 h3 (9143
1 (Nrsen®) o\ & ((rsenf)(D)ay\ 9 (1)) o
Trsend)ar\ (1) o) 98 ro 90 Tz; rsendod
_ 1 2 0P ap 1 &y
2 sen0|: 07( 5) 30 (S ne%) +sen0?¢2:|

19 (2a¢> L] ( Gezp) 1 &y
2o\ o 2 sen 2 qor2 0 9d2
or or 2 sen 690 a0 r?sen” 0 d¢
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7.29. Escriba la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas parabdlicas.

Solucion
Del problema 7.8b),

up=u, up=v y Uuz=z h =Vu2+1v2, b =Vut+v* y h=1

| oy oy 2 o
Vw_u2+v2|:6u<6u> av(av> az<( e )}

1 (azw N 324;) +ai¢z

T\ o 072

Entonces,

y la ecuacioén de Laplace es Vi = 0 o bien

P
‘l’+ U
oz 2

+(2+v2) l[/ =0

7.30. Exprese la ecuacién de conduccién del calor, dU/dt = VU, en coordenadas cilindricas elipticas.

Solucion
En este caso, u; = u, uy =vyus =z; by = hy = a~/senh?u + sen’v y h; = 1. Entonces,

1 J (oU J (U d U
ViU=—————| () +— =) + | a*(senl’u + sen’v)—
a?(senh®u + sen“v) | ou \ du v \ av dz az

B 1 [62U azU} +a2U
a?(senh’u + sen’v) | du® 2 972
y la ecuacién de conduccién del calor es
ou 1 *U | PU| | PU
I N T R
ot a?(senh’u + sen’v) | du? 2 072

Coordenadas curvilineas de superficie

7.31. Demuestre que el cuadrado del elemento de longitud de arco sobre la superficie r = r(u, v) puede escribirse

asi
ds’> = Edu* + 2F dudv + G dV*
Solucion
Se tiene
J J
dr = —rdu + rdv
u v
Por tanto
ds* = dr - dr
e gy + L Ty
u Ju

=E di* +2F du dv + G dv*
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7.32. Demuestre que el elemento de area de la superficie r = r(u, v) estd dado por

dS = NEG — F?du dv

Solucion

El elemento de superficie estd dado por

dS=' gdu % gdv ‘: dudyv = g><i . E><g du dv
ou av du ov u Jv

La cantidad bajo el radical es igual a lo siguiente (vea el problema 2.48):

) 0 i ) 0 d 0 i
o N Y (N MY G 2
ou du)\dv 9Iv Ju Jdv/)\dv Ju

de donde se obtiene el resultado.

Jgr odr
==
du Jv

Problemas varios sobre coordenadas generales

7.33. Sea A un vector definido dado con respecto de dos sistemas de coordenadas curvilineas generales (uy, u,, us3)
y (41, w2, u3). Encuentre la relacion entre las componentes contravariantes del vector en los dos sistemas de
coordenadas.

Solucion

Suponga que las ecuaciones de transformacién de un sistema rectangular (x, y, z) a los sistemas (uy, uy, u3z) y
(u1, uy, u3) estan dadas por:

x =x1(ur, uz, u3), y=y1(uy, up, u3), z=2z1(u, Uz, u3) (1
x =xo(uy, Uz, u3), y=y2(us, U, u3), z= 22Uy, U, U3)

Entonces existe una transformacion directamente del sistema (uy, uo, u3) al sistema (7, i,, #3) definida por:

up = u (W, Up, 3), Uy =up(ly, Uy, U3) 'y uz =uz(ty, i, u3) ()

y a la inversa. De la ecuacién (1),

Jar Jar or
dr = —duy + —duy + —duz = oy duy + o duy + o3 dus
dup duy dus

Jar Jar Jar
dr = —du; + —du, + —du; =« duy + o duy + oz dus
Jduy dup s

Entonces

o dbl] + (45) du2 + (¢ & du3 = al dﬁl + &2 dﬁz + 63 dlz?3 (3)

De la ecuacion (2),

dl/tl :—d 1 +Td 2+—d1/l3
1 oy

ou du

du2 = —zd_l +T2d_2 + —zdﬁ3
1 oty 3
du ou du

dus = = dit, + — dity + — dis
1 oy 3
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Al sustituir en la ecuacién (3) e igualar los coeficientes de du, dit, y dui; en ambos lados encontramos que:

— 3141 au2 3143

o :a]8_ﬂ1+a28_ﬁ1+a38—ﬁ1

3220!18—?1-{-0&28—224-0(38—33 4
8142 81/[2 8[42

— duy ouy 3u3

o3 :alafm"‘aza*ﬁ}‘i‘o%afm

Ahora es posible expresar A en los dos sistemas de coordenadas:
A =Cia; + Ca + Gz y A= 6151 + 62&2 + 63&3 5)

donde C;, C, y C3y Ci, C, y C; son las componentes contravariantes de A en los dos sistemas. Al sustituir la
ecuacion (4) en la (5),

Ciay + Gy + Cyaz = 51&1 + 6262 + 6363

— 8141 — 8u1 — 8141 — 8u2 — 8142 — 81/!2
={Ci—+C—+CG— o+ |Ci—+C—+C— |ay
7 BT duz oy dup o3

_ Ou — ou — ou
+<cl—3+cz—3+cgf3>a3

Bﬁl 8ﬁ2 8u3
Entonces
C —E 8M1+6 8141_’_6 8141
YT T rem | g
— 81/{2 — 81,{2 — 3142
CG=C—+C,—+C3—
2 1 o, + C; o1ty +C3 o (6)
81/{3 — au; — 8143
C;=C Cy,—+C3—
3 ! BI73t +6 BT +6 ou3
0, en notacion abreviada,
—_ Ou —_ ou — ou
C,=C—L24+CL+C3 2L =1,23
e Ry LR N -
y, en forma ain mds abreviada,
3 ou
C,=)» C,—2 =1,2,3 8
P q; q i, p 8)

De modo similar, al intercambiar las coordenadas vemos que

3

— o,

Cp:EquT% p:1,2,3 (9)
q=

Los resultados anteriores llevan a adoptar la definicién siguiente. Si tres cantidades, C;, C, y Cs de un sistema
de coordenadas (u;, uy, u3) se relacionan con otras tres cantidades, Ci, C, y Cs de otro sistema de coordenadas,
(uy, Uy, u3) por las ecuaciones de transformacioén (6), (7), (8) o (9), entonces las cantidades se llaman componentes
de un vector contravariante o tensor contravariante de primer rango.

7.34. Resuelva el problema 7.33 para las componentes covariantes de A.

Solucion

Escriba las componentes covariantes de A en los sistemas (uy, up, us) y (i, Uy, 43), COMO C1, €3, €3y Ci, C2, C3,
respectivamente. Entonces:

A =c;Vu; + caVup + c3Vuz = ¢, Vu, + ¢,V + 3V ()]
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Ahora, como %, = u,(u1, Uz, uz) conp = 1,2, 3,

dau,  duy, ouy n o, % n %%

ox du; 0x  dup ox  duz 0x

=1,2,3 2
dy  Oup dy  dup dy  duz dy p &
oy _ oy oy . 90y
0z duy dz  Odup 97  duz 0z

Asimismo,
0 ) 0
c1Vuy + caVuy + ¢3Vus = Clﬂ—kczﬂ—‘r@ﬂ i
ox ox ox
ouy ouy 8u3), ( ouy ouy 8u3)
+laco—+a—+ta—)it|la—+ca—+c—])k 3
(lay 2%y 38y'] 15, Teg oy, 3)

- _ Oduy _ dup _ duz\,
Clpu; +cpuy +c3puz =(¢ci—+c—+c3— )1
0x 0x 0x

4
Al igualar coeficientes de i, j y k en las ecuaciones (3) y (4),
d d d d u u
D T S B L B
ox ox ox ox ox ox
u u u u u u
Clt eyt 3 =+ Ty + Ty (5)
ay ay ay ay ay ay
u du u u u u
Ot ot =t = —
0z 0z dz 0z az dz
Al sustituir las ecuaciones (2) con p = 1, 2, 3, en cualquiera de las ecuaciones (5), e igualar los coeficientes de
3141 3142 8u3 8u1 8142 8u3 8141 Buz 8143
Bx’ax’ax’ay’ay’ay’az’azy 0z
en cada lado, se encuentra que
ou;, _ dup i3
cp=¢l— t+to—+t03—
1 1 1 2 o 3 oy
d u d
C2251ﬂ+52£+53£ (6)
auz auz auz
ou ou u
c3 :El—l+62—2+f3£
6u3 6143 6u3
que puede escribirse como
u u ou
Cp—cl—l 62—2 53—3 p:1,2,3
J p Gup 6up (7)
o bien,
3. o,
CP:ZC‘/a_ p=1273 3
g=1 Up
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Del mismo modo, puede demostrarse que:

3
&= ¢t p=123 ©)

Los resultados anteriores nos llevan a adoptar la definicion siguiente. Si tres cantidades ¢y, ¢;, c3 de un sistema
de coordenadas (u;, u, u3) estin relacionadas con otras tres cantidades, ¢, ¢, ¢3 de otro sistema de coordenadas
(w1, uy, u3) por las ecuaciones de transformacion (6), (7), (8) o (9), entonces las cantidades se llaman componentes
de un vector covariante, o bien tensor covariante del primer rango.

Al generalizar los conceptos de este problema y del 7.33 a espacios de dimensién mayor, y con la generaliza-
cidén del concepto de vector, llegamos al andlisis tensorial, que se estudia en el capitulo 8. En el proceso de gene-
ralizacion es conveniente usar una notacidn concisa a fin de expresar las ideas fundamentales en forma breve. Sin
embargo, debe recordarse que a pesar de la notacion que se emplee, las ideas bésicas que se tratan en el capitulo 8
estan estrechamente relacionadas con las que se analizan en €ste.

7.35. a) Demuestre que en coordenadas generales (i, uy, u3),

811 812 813 ar  or ar 2
= o . X —_
8 821 822 823 (aul . 8u3)

831 832 433

donde g, son los coeficientes de du, du, en ds* (vea el problema 7.17).

b) Demuestre que el elemento de volumen en coordenadas generales es /g duy duy dus.

Solucion

a) Del problema 7.17,

e, =Lk %%
8ra = % T duy,  Ou,  Oupdu,  OuyOu,  Ouy duy,

p,g=1,2,3 (1)

Entonces, con el uso del teorema siguiente sobre multiplicacién de determinantes,

ay ay a3||Ay By C aAr + @Ay +a3As a\By +axBr +a3By a1C1 +axCr +a3C3
by by b3||Ay By Cy|=|biAy + byAy +b3As biBy +byBy +b3B; b1Cy + by,Cr + b3C;
¢ ¢ cl|Ay Bz G ClA1 + Ay +c3A3 1By + By + 3By ¢1C1+ G +¢3C3

se tiene que

ox  ay oz |?
duy Oy oy
(o iy i b
aul 8u2 81/!3 8M2 8u2 8u2
ox dy 0z
dus  Ous  dus

ox dy dz || ox Ox ox
ouy Ouy  Oup || ouy Oup Ous g1 812 813

dx dy oz |[dy dy Ay |
- Buz Buz Buz 8u1 3M2 3”3 T |8 g2 83

ox dy 0z || dz 9z 0z 831 832 833

ous Ousz Ouzllouy Oup Ous

b) El elemento de volumen estd dado por

ar ar ar
dVv = || —d o | —d —d
‘(3% ul) (3M2 uz) ) <3u3 M3>

= /gdui duy dus para la parte a).

ar or y ar
3M1 Buz 8u3

duy duy dus

Observe que ,/g es el valor absoluto del jacobiano de x, y y z, con respecto de uy, uy y u3 (vea el problema 7.13).
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PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Describa y dibuje las superficies y curvas coordenadas para a) cilindricas elipticas, b) bipolares y c) cilindri-
cas parabdlicas.

Determine la transformacién de coordenadas a) esféricas a rectangulares y b) esféricas a cilindricas.

Exprese cada uno de los siguientes lugares geométricos en coordenadas esféricas: a) la esfera x> + y* + > =
9, b) el cono z* = 3(x* + y?), ¢) el paraboloide z = x* + y%, d) el plano z = 0 y e) el plano y = x.

Suponga que p, ¢, z son coordenadas cilindricas. Describa cada uno de los lugares geométricos siguientes y
escriba la ecuacion respectiva en coordenadas rectangulares: a) p=4yz=0,b)p=4,¢) p = 7/2yd) ¢ = 7/3
yz=1.

Suponga que u, v y z son coordenadas cilindricas elipticas, donde a = 4. Describa cada uno de los lugares
geo-métricos siguientes, y escriba la ecuacion para cada uno en coordenadas rectangulares:
Av=7m/4,b)u=0yz=0,c0)u=In2yz=2yd)v=0yz=0.

Suponga que u, v y z son coordenadas cilindricas parabdlicas. Grafique las curvas o regiones descritas por
cada una de las siguientes: a) u =2yz=0,b)v=1yz=2,0) 1 =u=2,2=v=3yz=0yd) 1 <u<2,
2<v<3yz=0.

a) Encuentre los vectores unitarios e,, ey y e, de un sistema de coordenadas esféricas en términos de i, j y k.
b) Resuelvaparai, jy k en términos de e,, ey y ey.

Represente el vector A = 2yi — zj + 3xk en coordenadas esféricas y determine A,, Agy Ay.
Pruebe que un sistema de coordenadas esféricas es ortogonal.

Demuestre que son ortogonales los sistemas de coordenadas a) cilindricas parabdlicas, b) cilindricas elipticas
y ¢) esferoidales achatadas.

Haga la demostracién de que €, = fey +sen 0 dey, ég = —0e, + cos O dey, &4 = — sen O pe, — cos O dey.
Exprese la velocidad v y la aceleracion a de una particula en coordenadas esféricas.

Determine el cuadrado del elemento de longitud de arco y los factores de escala correspondientes en coorde-
nadas: a) paraboloides, b) cilindricas elipticas y c¢) esferoidales achatadas.

Encuentre el elemento de volumen dV en coordenadas: a) paraboloides, b) cilindricas elipticas y c) bipolares.
Encuentre a) los factores de escala y b) el elemento de volumen dV para coordenadas esferoidales alargadas.
Obtenga expresiones para los factores de escala en coordenadas: a) elipsoidales y b) bipolares.

Determine los elementos de area de un elemento de volumen en coordenadas: a) cilindricas, b) esféricas y ¢)
paraboloides.

Pruebe que una condicién necesaria y suficiente para que un sistema de coordenadas curvilineas sea ortogo-
nal es que g,, = O parap # q.
X, Y, 2

Encuentre el jacobiano J
uy, uz, U3

) para coordenadas: a) cilindricas, b) esféricas, c) cilindricas parabdlicas,

d) cilindricas elipticas y e) esféricas alargadas.

Evalde [[[, v/x*> 4+ y>dx dy dz, donde V es la region acotada por z = x> + y* y z = 8 — (x> + y?). Sugerencia:
Use coordenadas cilindricas.

Encuentre el volumen de la més pequefia de las dos regiones limitadas por la esfera x> + y* + z2 = 16 y el
cono 22 = x* + y*.

Use coordenadas esféricas para calcular el volumen de la mds chica de las dos regiones acotadas por una
esfera de radio @ y un plano que la interseca a una distancia h a partir de su centro.
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CAPITULO 7 COORDENADAS CURVILINEAS

a) Describa las superficies coordenadas y curvas coordenadas para el sistema:

X2 —- y2 = 2u; COS uy, Xy = uj sen up y 7= U3
. . X, Y, 2 .
b) Demuestre que el sistema es ortogonal. ¢) Determine J <$) para el sistema. d) Demuestre que
Uy, U, U3z

u; y up estan relacionados con las coordenadas cilindricas p y ¢, y determine la relacion.

Encuentre el momento de inercia de la regién limitada por x> — y>* =2, x> —y* — 4, xy = L,xy=2,z=1y
z = 3, con respecto del eje z, si la densidad es constante e igual a . Sugerencia: Haga x> — y* = 2u,
Xy = v.

Determine dr/duy, or/duy, dr/dus, Vuy, Vuo, Vuz en coordenadas: a) cilindricas, b) esféricas y ¢) cilindricas
parabdlicas. Demuestre que para estos sistemas, e; = Ej, e; = E, y e; = Es.

Dada la transformacién de coordenadas u; = xy, 2u, = x> + y* y uz = z. a) Demuestre que el sistema de coorde-

nadas no es ortogonal. b) Obtenga J (u) ¢) Calcule ds>.

up, Uz, U3

Obtenga V&, div A y rot A, en coordenadas cilindricas parabdlicas.

Exprese a) Vi y b) V - A, en coordenadas esféricas.

Encuentre Vi en coordenadas esferoidales achatadas.

Escriba la ecuacién (8°®/dx?) + (9*®/dy*) = ® en coordenadas cilindricas elipticas.

Exprese la ecuacion de Maxwell, VX E = — (1/¢)(dH/ 1), en coordenadas esferoidales alargadas.

Escriba la ecuacién de Schroedinger de la mecdnica cuéntica, V2 + (8a2m/h?)[E — V(x, y, z)] = 0, en
coordenadas cilindricas parabdlicas, donde m, h y E son constantes.

Escriba la ecuacion de Laplace en coordenadas paraboloides.

Exprese la ecuacién del calor, U/dt = kV>U, en coordenadas esféricas si U es independiente de: a) ¢, b) ¢y 6
orytyd) ¢, 0.yt
Encuentre el elemento de longitud de arco sobre una esfera de radio igual a a.

Demuestre que en cualquier sistema de coordenadas curvilineas ortogonales, div rot A = 0 y rot grad ® = 0.

Demuestre que el 4rea de una region dada, R, de la superficie r = r(u, v) es [[,vEG — F? du dv. Use esto para
determinar el 4rea de la superficie de una esfera.

Demuestre que un vector de longitud p, que es normal en todas partes a la superficie r = r(u, v), estd
dado por

dr oJr

A==*pl—x—) /~VEG—F?
du v

a) Describa la transformacién plana x = x(u, v) y y = y(u, v).

b) (En qué condiciones serdn ortogonales las rectas coordenadas u y v?

Sean (x, y) las coordenadas de un punto P en un plano rectangular xy, y (&, v) las de un punto Q en un plano
rectangular uv. Si x = x(u, v) y y = y(u, v), decimos que hay una correspondencia o mapeo entre los puntos
PyoQ.

a) Six=2u+vyy=u-2v,demuestre que las rectas en el plano xy corresponden a rectas en el plano uv.
b) (A qué corresponde el cuadrado limitado porx = 0,x =5,y = 0y y = 5, en el plano uv?

¢) Calcule el jacobiano J (i Y

) y demuestre que esto se relaciona con las razones de las 4reas del cuadrado

>

y su imagen en el plano uv.

Sea x =1(? — %) e y = uv. Determine la imagen (o iméagenes) en el plano uv de un cuadrado acotado por
x=0,x=1,y=0ey = 1,enel plano xy.



RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS @

7.77. Demuestre que bajo condiciones apropiadas para F'y G,

0 0

J J e EX)G(y) dxdy = J e [ J F(u)G(t — u)du ]dt
00

Sugerencia: Use la transformacién x + y = ¢ty x = v, del plano xy al plano vt. El resultado es importante en
la teoria de la transformada de Laplace.

7.78. a) Seax=3u; +uy —us3,y=u; + 2ur + 2u3y z = 2u; — u, — uz. Encuentre el volumen del cubo limitado
porx=0,x=15y=0,y=10,z= 0y z = 5, y la imagen de este cubo en el sistema de coordenadas
rectangulares uusu;.

b) Relacione la razén de estos volimenes con el jacobiano de la transformacién.

7.79. Sean (x,y, 2) y (41, Uz, u3) las coordenadas rectangulares y curvilineas de un punto, respectivamente.
a) Six=3u +uy—uz,y=u +2uy +2u3yz="2u — u; — u3, ;es ortogonal el sistema u;u,uz?
b) Encuentre ds® y g para dicho sistema.
¢) (Cudl es la relacién entre este problema y el anterior?

a(x, y, 2)

7.80. S =u? = =u:—u.E tre: b) el jacobi J=—".
ean x =uj +2,y=u; +u y z=u3 —u;. Encuentre: a) g y b) el jacobiano . 1o, 1)

que J2 = g.

Compruebe

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

7.36. a) u = c;yv = c;son cilindros eliptico e hiperbdlico, respectivamente, con sus ejes z en comiin. z = ¢z,
que son planos. Consulte la figura 7-7.
b) u = c;yv = cyson cilindros circulares cuyas intersecciones con el plano xy son circulos con centros en
los ejes y y x, respectivamente, y que se intersecan en dngulos rectos. Los cilindros u = ¢; pasan todos
por los puntos (—a, 0, 0) y (a, 0, 0). z = c3 son planos. Vea la figura 7-8.
¢) u = c;yv = c;soncilindros parabdlicos cuyos trazos sobre el plano xy son pardbolas coaxiales mutua-
mente perpendiculares que se intersecan, con vértices sobre el eje x pero en lados opuestos del origen. z
= ¢3 son planos. Vea la figura 7-6.
Las curvas coordenadas son las intersecciones de las superficies coordenadas.
712

7.37. a) r=\/x2+y2+zz,Gzarctanxiﬂyd):arctan)yfc.
b4
b) r:./p2+zz,9:arctanl—)y¢:¢>.
b4

738. a) r=3.
b) 6= w/6.
¢) rsen® 6= cos 6.
d) 0= /2.

e) Elplano y = x estd integrado por dos semiplanos ¢ = 7/4y ¢ = 57/4.

7.39. a) Circunferencia en el plano xy x> + y*> = 16, z = 0.
b) Cilindro x* + y* = 16 cuyo eje coincide con el eje z.
¢) Elplano yz, donde y = 0.
d) Lalinearectay:ﬁxyz=l,dondexZOeyZO.

7.40. a) Cilindro hiperbélico x* — y? = 8.

b) Recta que une los puntos (=4, 0,0)y (4,0, 0), esdecir,x =¢t,y =0y z =0,donde —4 == 4.
2 2
¢) Elipse ;—5 +% =1,z = 2.d) La porcién del eje x definidaporx =4,y =0y z = 0.
7.41. a) Paribolay* = 8(x — 2) y z = 0. b) Pardbola y* = 2x + 1y z = 2. ¢) Regién del plano xy acotada por las
pardbolas y* = —2(x — 1/2), y> = —8(x — 2), y* = 8(x + 2) e y* = 18(x + 9/2) incluyendo la frontera.

d) Igual que el inciso c), pero sin la frontera.
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7.42. a) e, = sen fcos ¢i + sen Osen pj + cos Gk, ey = cos 6cos Pi + cos fsen @j — sen 6k
es = — sen ¢i + cos ¢j.
b) i=sen fcos ¢e, + cos cos gey — sen ¢ey, j = sen fsen ¢e, + cos Osen ey + cos ey,
k = cos fe, — sen fe,.

743. A =A,e + Ages+ Aye,donde
A, = 2rsen® @sen ¢ cos ¢ — rsen 6cos @sen ¢ + 3rsen @cos 6cos ¢

Ay = 2rsen fcos @sen ¢cos ¢ — rcos® fsen ¢ — 3rsen® Hcos @

Ay = —2rsen @sen’ ¢ — rcos 6cos ¢.

747. v =ve +vpey+vees donde v, =71, vg =10 y Vg = rsenfe

a =a.e, +agey + agey donde a, = ¥ — ré* — rsen’ ¢

1d . .
ag = ——(r*0) — rsen6 cos 0> y
rdt

d , 5.
= — 6).
e rsen@dt(r sen” 6¢)

748. a) ds® = W+ (du? +d?) + PV A, hy = h, =\ ut +V2y hy = uv.
b) 4 = a*(senb?u + sen?v)(du® + dv?) + dz%, b, = h, = aNsenh?u + sen’vy h, = 1.
) gs? = a*(senh’ & + sen® p)(d& + dn?) + a? cosh? & cos? 1 dd?,

he =hy, = aVsenh®& + sern’ 1y he = acosh & cos 7.

a* dudvdz

7.49. a) ww? +v?)dudvdd, b) a*(senh’u + sen’v) dudvdz y € ——— .
(coshv — cos u)

7.50. a) hg=h, =aVsenh?¢+sen’ny hy = asenh¢ senn.
b) a*(senh?& + sen’n) senhé& senn dé dn do.

7.52. a) pdpdd, pdpdx y dpdz, b) rsen@drdp, r’senfdfdd y rdrdly
¢) W +Vdudv, w2 +v:dudd y uv\u?+12 dvdde.

7.54. a)p, b) r’senf, c) u*+1v* d) d’(senh’u +sen’v) y e) a’(senh® &+ sen® n) senh £sen

7.55. a) 251%7 7.56. % v2) 7.57. g(2a3 ~3h+1%) 158 ¢) Ld)u =ipyu =2¢
7.59. a) 2«

ar . . xi +yj
7.60. a) — =cos¢i+sendj, V,=—=—

ap RV R

ar __ —sengi+cosdj o

— — —psen ¢i+ pcosdij, \% _—,
a6~ P ¢itpcosdj p P P

=cos¢i+send j,



7.61.

7.62.

7.63.

7.64.

7.65.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

d
b) a—r = senf cos ¢i + senf sen¢gj + cos 6k
r

r
20 =rcos B cos¢i+rcosf sengpj— rsenfk
Jar . .
Eyie —rsenf senfi + rsenf cos ¢j

i+yj+zk
y - dtyitck
a2 -Q-y2 + 72
_xd+yzj— 2 +y)k _cos Bcos ¢i + cos Osend j — senfk

0 = =
(2 +y2 +22) 1% +y? r

_—yi+xj —sen¢di+tcosdj

= senf cos ¢i + senfsenfj + cos 6 k

¢ X2 +y? rsenf
ar . . or . . or
¢) —=ui+vj, —=-vitu, —=Kk
u v 0x
ui +vj —vi + uj
P N e R A
u? +v? u? +12

2 ViR 4 di?) — 2l 4 di)
b © e =TI TG Zdydndis g W T ) Z 0 dindi g,
¥ —x2 o2 —y?) 262 — i)
1 e e b
Vo —€;

:776%1 +7.76V + <
N2+ v ou uz +v2 v 0z

1 d J 0A,
VA = 21,2 212 2
divA = R [au ( fu?> +v Au) + P ( fu? +v AV)j| + %
1 A, 9
rotA = P Hg—a—z(\/u2 + vav)}\/u2 +v2e,

N {aiz( 2, _‘Zi}ﬁ
+ {ai( lu? + vav) - (% ( u? + vau) }ez]

u

W 1oy 1 oy
a) Vy=—"e, +——ep+ —
) VY are raee" rsen96¢>e¢
10 1 9 1 oA
VA=——@A) +——— Ag) + e
b) rzar(r ) rsen680(sen9 ) r senf d¢

2y = ! 9 o
v a? cosh & senh? € + ser’ 1)) 9¢€ (COSh ¢ 8§>

1 1 1 0%
+ 5 s~ —|\cosn— |+ 55—
a? cos M senh” ¢ + sen” ) 9N 0m/) a2 cosh” £cos? 1 ag

Fo  FD
872 ﬁ = (12( Senhzu + SCI’I2 V)(I)
u v
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1 )
{a 5 (SE0 - f(REd,) }Se,, {a £OEn) = (SE,g) }Re¢:|
LoHe _1oH, _10H,

———2ef———¢€, ———¢
c ot c¢ coa " oc oot ¢

donde R = senh ésenny S= «/senh? & + sen? 7.

67, 1 [a2¢/;+azﬂ azw 8772m

w? +v2 | o ou? 972 = V&9

uvzﬁ( a—l/j) +u2v£(va—$) + @ +v )—2—0
du \  ou v\ v P

7.69 )a—U— 1o (R0 19 (6% b)g=;<ij P
o r2or or r2 senf 90 EY) ot r2 or ar

a 1A d(,dU
0— 0—)+—5=0 d— 227 ) =

¢) sen a0 (sen 80) P’ )dr (r a’r)
dxdx  dydy

7.70. ds® = a*[d6* +ser? 0dd?], 7174 b) —— +===0
. Judv  oudv
7.78. a) 750,75y b) Jacobiano = 10
7.79. a) No y b)ds* = 14du% + 6du% + 6du% + 6du duy — 6duidus + 8durdus 'y g =100
7.80. a) g=16ulul y b) J=4uus

7.6

*°




CAPIiTULO 8

Analisis tensorial

8.1 INTRODUCCION

Las leyes fisicas, si han de ser vélidas, deben ser independientes de cualquier sistema de coordenadas que se utilice
para describirlas matematicamente. Un estudio de las consecuencias de este requerimiento lleva al andlisis tensorial,
que es de gran utilidad en la teoria general de la relatividad, la geometria diferencial, la mecénica, la elasticidad, la
hidrodindmica, la teoria electromagnética y muchos otros campos de la ciencia y la ingenieria.

8.2 ESsPACIOS DE N DIMENSIONES

Un punto en un espacio tridimensional es un conjunto de tres niimeros, llamados coordenadas, determinados por
medio de un sistema particular de coordenadas o marco de referencia. Por ejemplo, (x, y, z), (p, &, 2), (1, 6, ¢), son
coordenadas de un punto en sistemas de coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas, respectivamente. Por
analogfa, un punto en un espacio N dimensional es un conjunto de N nimeros que se denotan con (!, 2, .. xN),
donde 1, 2, ..., N son superindices y no exponentes, practica que demostrara su utilidad mas adelante.

El hecho de que no podamos visualizar puntos en espacios con mds de tres dimensiones no tiene, por supuesto,
nada que ver con su existencia.

8.3 TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS

Sean (xl, X2, ) y ()_cl, >, ..., i) las coordenadas de un punto en dos diferentes marcos de referencia. Suponga-
mos que existen N relaciones independientes entre las coordenadas de los dos sistemas, con la forma

X o= LA LN
¥ = J_cz(xl,xz,...,xN)
. . (1)
o= e a4
que se indicardn en forma abreviada con
b=x*ah 2N k=1,2,...,N )
donde se supone que las funciones involucradas se evalian en un solo valor, son continuas y tienen derivadas con-
tinuas. Entonces, a cada conjunto de coordenadas (El, 2., ™), corresponderd un conjunto tnico (xl, 2., )
dado por
*=xfc\ 2. .3 k=1,2,...,N 3)

Las relaciones (2) o (3) definen una transformacion de coordenadas de un marco de referencia a otro.
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Convencion de suma

Considere la expresion aix! + a® + -+ + apx. La cual puede escribirse con el uso de la notacién Z —1 ajx Una
notacién atn mds breve consiste en escribir simplemente a,xf donde adoptamos la convencidn de que siempre que
un indice (superindice o subindice) se repita en un t€érmino dado, hemos de sumar sobre ese indice desde 1 hasta NV, a
menos que se especifique algo diferente. Esta se llama convencion de suma. Es evidente que en vez de usar el indice
Jj podriamos emplear otra literal, por ejemplo p, y la suma se escribirfa como a,x”. Cualquier indice que se repita en
un término dado de modo que se aplique la convencién de la suma se llama indice mudo o indice umbral.

Un indice que ocurra s6lo una vez en un término dado recibe el nombre de indice libre y denota cualquiera de los
nimeros 1, 2, ..., N, como k en la ecuacién (2) o en la (3), cada uno de los cuales representa N ecuaciones.

8.4 VECTORES CONTRAVARIANTE Y COVARIANTE

Suponga que en un sistema de coordenadas !, X2, P hay N cantidades A', A2, ..., A" relacionadas con otras N

cantidades A 1, Zz, . ,ZN en otro sistema de coordenadas (x', 2.1 ) por las ecuaciones de transformacion
— oxP
AP =) a9 =1,2,...,N
; ox4 P

que segun las convenciones adoptadas podria escribirse como
— o’
A = — A1
axq
Entonces éstas se llaman componentes de un vector contravariante o tensor contravariante de primer rango o primer
orden. Para obtener una motivacion para estas transformaciones, consulte los problemas 7.33 y 7.34.
Por otro lado, suponga que en un sistema de coordenadas (x‘, 2K ) hay N cantidades A}, A,, ..., Ay relacio-
nadas con otras N cantidades A1, Az, . . ., Av en otro sistema de coordenadas (&', ¥, . . ., ¥') mediante las ecuaciones
de transformacién

A = Naqu —1.2
p_Zlaf_p q p =1, ,...,N
q:

o bien
ox4
4 ox? q

Entonces, éstas reciben el nombre de vector covariante o tensor covariante de primer rango o primer orden.
Note que se usa un superindice para indicar las componentes contravariantes, mientras que un subindice se em-
plea para denotar las componentes covariantes; una excepcion a esto ocurre en la notacion para las coordenadas.
En vez de hablar de un tensor cuyas componentes son A” o A, serd frecuente que hagamos referencia a él como
el tensor A” 0 A,. No debiera haber ninguna confusion en esto.

8.5 TENSORES CONTRAVARIANTES, COVARIANTES Y MIXTOS

Suponga que en un sistema de coordenadas (', %%, ..., ¥Y) hay N? cantidades A% relacionadas con otras N* cantidades
A" en otro sistema de coordenadas (x', ¥, . . ., xN ) medlante las ecuaciones de transformacion

A7 = Zzgf;giv p,r=12,...,N

o bien
o
T 9x4 dx’
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segun las convenciones adoptadas se denominan componentes contravariantes de un tensor de segundo rango o de
rango dos.
Las N? cantidades A se llaman componentes covariantes de un tensor de segundo rango si
— ox? ox*
P o g
En forma similar, las N? cantidades A? se denominan componentes de un tensor mixto de segundo rango si
—poas
P axP ox
Tooxqox” Y

Delta de Kronecker

La delta de Kronecker, que se denota con 51 , se define como sigue:

N 0 sijFk
k 1 sij=k

Como lo indica su notacidn, se trata de un tensor mixto de segundo rango.

8.6 TENSORES DE RANGO MAYOR QUE DOS, CAMPOS TENSORIALES

z 1 P . st
Los tensores de rango tres 0 mds se definen con facilidad. En especifico, por ejemplo, A% son las componentes de
un tensor mixto de rango 5, contravariante de orden 3 y covariante de orden 2, donde se transforman de acuerdo con
las relaciones

=p 9%r 95m 9rk 9,1
—prm __ OXPOX"OX™ OxT Ox" 4

U7 9xdq gxs ax! axl o/ M

Escalares o invariantes

Suponga que ¢ es una funcién de las coordenadas x*, y sea que @ denota el valor funcional bajo una transformacién a
un nuevo conjunto de coordenadas . Entonces, ¢ se llama escalar o invariante con respecto de la transformacién
de coordenadas si ¢» = ¢. Un escalar o invariante también se llama tensor de rango cero.

Campos tensoriales

Si a cada punto de una regién en un espacio N dimensional le corresponde un tensor definido, decimos que se ha
definido un campo tensorial. Este es un campo vectorial o un campo escalar, en funcién de si el tensor es de rango
uno o cero. Debe notarse que un tensor o campo tensorial no sélo es el conjunto de sus componentes en un sistema
especial de coordenadas, sino todos los posibles conjuntos con cualquier transformacion de coordenadas.

Tensores simétricos y simétricos oblicuos

Un tensor se llama simétrico con respecto de dos indices contravariantes o covariantes si sus componentes no se
alteran con el intercambio de los indices. Asi, si A;’ép "= A", el tensor es simétrico en m y p. Si un tensor es si-
métrico con respecto de cualesquiera dos indices contravariantes y cualesquiera dos indices covariantes, se llama
simétrico.

Un tensor recibe el nombre de simétrico oblicuo con respecto de dos indices contravariantes o covariantes Si sus
componentes cambian de signo con el intercambio de los indices. Asi, si A} = —Af", el tensor es simétrico oblicuo
en my p. Siun tensor es simétrico oblicuo con respecto de cualesquiera dos indices contravariantes y cualesquiera
dos indices covariantes, se denomina simétrico oblicuo.
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8.7 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON TENSORES

Se aplican las siguientes operaciones.

1. Adicion. La suma de dos o mds tensores del mismo rango y tipo (es decir, el mismo nimero de indices
contravariantes y el mismo nimero de indices covariantes) también es un tensor del mismo rango y tipo. Por
lo que, si A;” y By” son tensores, entonces Cg? = Ag” + B;” también es un tensor. La adicién de tensores
es conmutativa y asociativa.

2. Sustraccién. La diferencia de dos tensores del mismo rango y tipo también es un tensor del mismo rango
y tipo. Asi, si Ay y By son tensores, entonces Dg” = Aj” — By también es un tensor.

3. Producto externo. El producto de dos tensores es un tensor cuyo rango es la suma de los rangos de los
tensores dados. Este producto, que involucra la multiplicacién ordinaria de los componentes del tensor, se
llama producto externo. Por ejemplo, AY"B{" = C/{™ es el producto externo de ALy By". Sin embargo, obser-
ve que no todo tensor puede escribirse como el producto de dos tensores de rango menor. Por esta razén, la
divisién de tensores no siempre es posible.

4. Contraccion. Si se igualan un indice contravariante y uno covariante de un tensor, el resultado indica que
ha de tomarse una sumatoria sobre los indices iguales de acuerdo con la convencién de sumatoria. Esta
suma resultante es un tensor de rango dos menos el del tensor original. El proceso se llama contraccion. Por
ejemplo, en el tensor de rango 5, Aj", se hace r = s para obtener Ag” = Bj”, que es un tensor de rango 3.
Ademds, al hacer p = g, obtenemos B;” = C", que es un tensor de rango 1.

5. Producto interno. Por el proceso del producto externo de dos tensores seguido de una contraccién, obte-
nemos un nuevo tensor llamado producto interno de los tensores dados. El proceso se llama multiplicacion
interna. Por ejemplo, dados los tensores A;” y By, el producto externo es A;”BY;. Al hacer ¢ = r obtenemos
el producto interno A} By,. Al hacer ¢ = ry p = s, obtenemos otro producto A;"”By,. La multiplicacién in-

terna y externa de tensores es conmutativa y asociativa.

6. Ley del cociente. Suponga que no sabe si una cantidad X es un tensor o no. Si un producto interno de X con
un tensor arbitrario es un tensor, entonces X también es un tensor. Esta se llama ley del cociente.

8.8 MATRICES

Una matriz A de orden m por n es un arreglo de cantidades a,,, llamados elementos, arreglados en m renglones y n
columnas, y que por lo general se denota como sigue:

app ap - A ayp ap - A
a1 dx - Ao ) a1 dxp - Ao
o bien
aml Aam? ccc Amp Am] Aam2 s Amp
0, en forma abreviada, por [ay,] 0 (ap,), p = 1, ...,m; g = 1, ..., n. Se usa la primera notacion, [a,,], a menos que se

establezca otra convencion. Si m = n la matriz es cuadrada de orden u o simplemente matriz de orden m. Sim = 1,
es una matriz renglon o vector renglon; si n = 1, es una matriz columna o vector columna.

La diagonal de una matriz cuadrada que contenga los elementos a;i, az, ..., dum, s€ llama diagonal principal.
Una matriz cuadrada cuyos elementos sean iguales a uno en la diagonal principal y cero en cualquier otro caso, se
llama matriz identidad y se denota por I. Una matriz nula, que se denota con O, es aquella cuyos elementos son todos
iguales a cero.

Algebra de matrices

Suponga que A = [ay,] y B = [b,,] son matrices del mismo orden (m por n). Entonces, se aplican las siguientes
definiciones:



8.8 MATRICES

1) A=Bsiay, =byparatodapy q.
2) Lasuma Sy la diferencia D de A y B son las matrices definidas por

S=A+B=lay+byl, D=A—B=[a,— byl

Es decir, la suma S = A + B [diferencia D = A — B] se obtiene sumando (restando) los elementos corres-
pondientes de A y B.

3) El producto de un escalar A por una matriz A = [a,,] se denota por AA, y es la matriz [Aa,,], donde cada
elemento de A se multiplica por A.

4) La transpuesta de una matriz A es la matriz A7, que se forma al intercambiar sus renglones y columnas. Asf,
si A = [ap,], entonces A" = [a,,].

Multiplicaciéon de matrices

Supongamos que A y B son dos matrices tales que el nimero de columnas de A es igual al niimero de renglones de
B, es decir: A es una matriz de m X p, y B es una matriz de p X n. Entonces, el producto de A por B si esta definido,
se denota con AB y es la matriz cuya entrada ij obtenemos multiplicando los elementos del renglén i de A por los
elementos correspondientes de la columna j de B para luego sumar los resultados de los productos. Asi, si A = [a]
y B = [by], entonces AB = [c;], donde

P
cij = anby; + apby + -+ apby; = Zaikbkj
k=1
Las matrices cuyo producto si estd definido se llaman compatibles.

Determinantes

Considere una matriz cuadrada de n, A = [a;]. El determinante de A se denota con \A ,det A, aij’ o det [a;]. El lector
quizas esté familiarizado con la definicién de det A cuando n = 3. La definicién general de det A es la siguiente:

Al =) (520 O)a1o()@200) *** Anotm)
o€Ss,

Aqui, S, consiste en todas las permutaciones o de {1, 2, ..., n}, y el signo o = =1, segiin sea o una permutacion
par o impar.
Una de las principales propiedades de los determinantes es la siguiente:

PROPOSICION 8.1: Sea P = AB, donde A y B son matrices cuadradas de orden n. Entonces,

det P = (det A)(det B)

Inversas

La inversa de una matriz cuadrada A es una matriz que se denota con A, tal que:
AAT =ATA=

donde / es la matriz identidad. Una condicién necesaria y suficiente para que A~' exista es que det A # 0. Si det
A = 0, entonces A se llama singular, de otro modo A recibe el nombre de no singular.
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8.9 ELEMENTO DE LINEA Y TENSOR METRICO

La diferencial de longitud de arco ds en coordenadas rectangulares (x, y, z) se obtiene a partir de ds*> = dx®> + dy* + dz°.
Al transformar a coordenadas curvilineas generales (vea el problema 7.17), ésta se transforma en:

3
ds* = Z ngq duy, du,

S
—_

=
—_

Tales espacios se denominan espacios euclidianos tridimensionales.
La generalizacion a un espacio N dimensional con coordenadas (xl, X2, ) es inmediata. En este espacio se
define el elemento de linea ds como el que esta dado por la forma cuadratica siguiente, llamada forma métrica,

M=
M=

ds* = 8pq dxPdx?

bS]
I
—_

)
Il
—_

o bien, con el uso de la convencidon de suma,
2 — P Jxd
ds® = gpq dxPdx

En el caso especial en que existe una transformacién de coordenadas de x/ a ¥ de modo que la forma métrica se
transforma a (d x')* + (d ¥)* + --- +(d ¥)* 0 d X" d ¥, entonces el espacio se llama espacio euclidiano N dimen-
sional. En el caso general, sin embargo, el espacio se llama riemanniano.

Las cantidades g,, son las componentes de un tensor covariante de rango dos llamado tensor métrico o tensor
fundamental. Es posible elegir, y siempre serd asi, que este tensor sea simétrico (consulte el problema 8.29).

Tensores conjugados o reciprocos

Sea que se denote con g = ’gpq| el determinante con elementos g,,, y supongamos que g # 0. Se define g”? como:

__cofactor de g,
8

gP‘]

Entonces, g’ es un tensor contravariante simétrico de rango dos llamado tensor conjugado o reciproco de g, (vea el
problema 8.34). Se puede demostrar (vea el problema 8.33) que:

gpq 8y = 5{

8.10 TENSORES ASOCIADOS

Dado un tensor, es posible obtener otros tensores por medio de aumentar o disminuir indices. Por ejemplo, dado el
tensor A,,, si se aumenta el indice p obtenemos el tensor A%, donde el punto indica la posicién original del indice
movido. Asimismo, al subir el indice g obtenemos A”Y. Donde no hay lugar para la confusién es frecuente que se
omitan los puntos; asi, A?? se puede escribir como A”Y. Estos tensores derivados se obtienen formando productos
internos entre el tensor dado y el tensor métrico g,, 0 su conjugado g"?. Por ejemplo:

Ay =gTA,, AV =gTRYAL, AL =g AN, AL = e,g AT,
Esto queda claro si se interpreta la multiplicacién por g'” con el significado siguiente: sea r = p (o p = r) en cual-

quier cosa que siga y sube este indice. De manera similar, se da a la multiplicacién por g,, el significado: sea r = ¢
(o g = r) en cualquier cosa que siga y baje este indice.
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Todos los tensores obtenidos a partir de un tensor dado, por medio de formar productos internos con el tensor
métrico y su conjugado se llaman fensores asociados del tensor dado. Por ejemplo, A" y A,, son tensores asociados,
las primeras son componentes contravariantes y las segundas son componentes covariantes. La relacién entre ellas
estd dada por:

= q P = gPq
Ap = gpA? 0 A7 =gMA,

Para coordenadas rectangulares, g,, = 1sip = g,y 0si p # g, de modo que A, = A”, lo que explica por qué en los
capitulos anteriores no se hizo distincidn entre las componentes contravariante y covariante de un vector.

8.11 SimBOLOS DE CHRISTOFFEL

Los simbolos siguientes:

(pa: 11 =5\ % T ~ aw

1 (0g, 02, 0
(ﬁ+ﬁ_@)
2
s sr
=g"'pg, 1]
pq

se llaman simbolos de Christoffel de primer tipo y de segundo tipo, respectivamente. En lugar de l 5 } se utilizan
prq

{pg, s} y I';,. No obstante, el dltimo simbolo sugiere un cardcter de tensor, lo que en general no es verdad.

Leyes de transformacion de los simbolos de Christoffel

Suponga que se denota con una barra un simbolo en un sistema de coordenadas x*. Entonces,
ax” x4 ox” oxP Fxd
r - T 5 - - - 71
ax/ g axm | S gEm g gk
n) s |ox o ox?  ox" 9%xf
jk | | pg ) ax o ax*  oxe awaxk

[k, m] = [pq,

son las leyes de transformacién de los simbolos de Christoffel, que muestran que no son tensores a menos que los
segundos términos del lado derecho sean igual a cero.

8.12 LONGITUD DE UN VECTOR, ANGULO ENTRE VECTORES, GEODESICAS

La cantidad A”B,,, que es el producto interno de A” y de B, es un escalar andlogo al producto escalar en coordenadas
rectangulares. Se define la longitud L del vector A” 0 A, como:

12 = APA, = gMA A, = g, APAY
El d4ngulo O entre A” y B, se define por:
APB,

JAPA,)(B'B,)

cos 6 =

Geodésicas

La distancia s entre dos puntos f; y t, sobre una curva x” = x'(¢) en un espacio riemanniano estd dada por:

t

( dxP dx4
S= V&g ar 4

I3l
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Esa curva en el espacio, que es la distancia minima, se llama geodésica del espacio. Con el empleo del cdlculo de
variaciones (vea los problemas 8.50 y 8.51), las geodésicas las encontramos a partir de la ecuacién diferencial

P [ bt
ds? pql| ds ds —

donde s es el pardmetro de la longitud de arco. Como ejemplos, las geodésicas sobre un plano son lineas rectas,
mientras que las que estdn sobre una esfera son arcos de circulos maximos.

Componentes fisicas

Las componentes fisicas de un vector A” o A,, que se denota A,, A,, A,, son las proyecciones del vector sobre las
tangentes a las curvas coordenadas y en el caso de coordenadas ortogonales estan dadas por

Ay 2 M 3 A
s Ay = /8nAT = . Ay = J/gnAT =
/811 ’ v/ 822 " /833
De manera similar, las componentes fisicas de un tensor A”? o0 A, estan dadas por

Aq 12 Ap
Aw =gnA" =—, A, = /gngnA” = ——,
“ gn “ /811822

Ay = JgnA' =

Az
A = JE1gBAR = ——, etc.
“ /811833

8.13 DERIVADA COVARIANTE

La derivada covariante de un tensor A, con respecto de x? se denota A, , y estd definida por

0A s
Apg =0 Ay
Tt | pg
que es un tensor covariante de rango dos.
La derivada covariante de un tensor A” con respecto de x? se denota con A7, y estd definida por

0AP p '
p =% s
=2 {qs }A

la cual es un tensor mixto de rango dos.

Para sistemas rectangulares, los simbolos de Christoffel son igual a cero y las derivadas covariantes son las de-
rivadas parciales usuales. Las derivadas covariantes de tensores también son tensores (vea el problema 8.52).

Los resultados anteriores se extienden a derivadas covariantes de tensores de mayor rango. Asi,

AP P
API'“Pm = Tt
ri=tn, 4 axq
5 p1-p § piep s piep
—_ m __ m ... 'm
r q AXFT"F" rzq Arlsrgu-rn r q Arlmrn_ls
1 n

P a2 e [P g
qs " qs " qs "

es la derivada covariante de A?! "I con respecto de x7.

Las reglas de diferenciacion covariante para sumas y productos de tensores son las mismas que las de la diferen-
ciacién ordinaria. Al llevar a cabo diferenciaciones, los tensores g,,, g’ y 6} pueden ser tratados como constantes,
puesto que sus derivadas covariantes son iguales a cero (consulte el problema 8.54). Debido a que las derivadas
covariantes expresan tasas de cambio de cantidades fisicas independientes de cualesquiera marcos de referencia, son
de gran importancia para la expresion de leyes fisicas.
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8.14 SiMBOLOS Y TENSORES DE PERMUTACION

El simbolo e, se define por medio de las relaciones siguientes:
e;my=en =ep="Il, e=exp=en=—1y ¢€,,=0

si dos 0 mds indices son iguales.
El simbolo ¢”?" se define de la misma manera. Los simbolos e, y €’ se llaman simbolos de permutacion en el
espacio tridimensional.
Ademas, se define
_ 1 par — par
€pgr = —=¢€ e’ = [ge

\/g pqr>

Puede demostrarse que €,y €”?" son los tensores covariante y contravariante, respectivamente, llamados fensores de
permutacion en el espacio tridimensional. Es posible hacer generalizaciones a dimensiones mayores.

8.15 FORMA TENSORIAL DEL GRADIENTE, LA DIVERGENCIA Y EL ROTACIONAL

1. Gradiente. Si ® es un escalar o invariante, el gradiente de & estd definido por

o

VO =grad®=d ,=—
e R
donde P, es la derivada covariante de ® con respecto de x”.

2. Divergencia. La divergencia de A? es la contraccion de su derivada covariante con respecto de x, es decir, es la
contraccion de A%. Entonces,

1 9
div A? = A? = — — (/gAF
v N (V3AY)
. . 0A, 0A, .
3. Rotacional. El rotacional de A, es A, , — A, , = Fiaew que es un tensor de rango dos. El rotacional tam-
X be

bién se define como —e??A, .
4. Laplaciano. El laplaciano de ® es la divergencia de grad @, es decir:

1 0 . 0D
VO =divd,=—— e
o b ()

En el caso en que g < 0, /g debe reemplazarse por ./—g. Pueden incluirse ambos casos g > 0y g < 0 si se
escribe +/1g| en lugar de /g .

8.16 DERIVADA INTRINSECA O ABSOLUTA

. . 0A

La derivada intrinseca o absoluta de A, a lo largo de una curva x? = x%(f), denotada con Ttp’ se define como el pro-
. . . dx? . dx?

ducto interno de la derivada covariante de A, y a es decir, A, 4 a y estd dada por

84, _dA, [, de

St dt pq |77 dt

En forma similar, se define
0A”  dAP dx?

—=—+ p A *

ot dt qr dt
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Se dice que los vectores A, 0 A” se mueven paralelamente a lo largo de una curva si sus derivadas intrinsecas a
lo largo de la curva son iguales a cero, respectivamente.
Las derivadas intrinsecas de tensores de mayor rango se definen de manera similar.

8.17 TENSORES RELATIVOS Y ABSOLUTOS

Un tensor A?!" P se llama tensor relativo de peso w si sus componentes se transforman de acuerdo con la ecuacion
ax|™ o ox? gxdm 9x"' Ox'n
_ P1Pm .

AT = P A
x| T ooxer o gxpm O X

518

ox
donde J = =l e el jacobiano de la transformacién. Si w = 0, el tensor se llama absoluto y es el tipo de tensor que

se ha analizado antes. Si w = 1, el tensor relativo se llama tensor de densidad. Las operaciones de adicién, multi-
plicacidn, etc., de los tensores relativos son similares a las de los tensores absolutos. Por ejemplo, vea el problema
8.64.

PROBLEMAS RESUELTOS

Convencion de suma

8.1.  Escriba cada uno de los siguientes con el uso de la convencion de suma.

¢ I¢ I¢
a) do= —d —I-ﬁdx2 +-- +ax—Nde, d) ds* = gi(dx")? + gaa(d®? + ga(dd)y
L e e e N
) ar T dr o ar oy ar © 2. D 8pg dxPex

p=1q=1

o) N2+ + )+

Solucion

_ R10) j dxk  axk dvm
a) dé= @dx el W SO ok,
d) ds® = gy d*dx*, N=3 Yy € gudddx¥,N=3

8.2.  Escriba los términos en cada una de las siguientes sumas.
ax/ ax*

G e O

a) ait, b)) AAT Yy ) Zn=
Solucion

N N
a) > ajkxk = ajlxl + aj2x2 4+ 4 aijN, by Y AAT = A,,]Al’ —i—ApzAz’ + .- —i—ApNAN’ y
k=1 q=1

3 3 i ak
_ ox ox
o) 8y = le gjkﬁﬁ

Jj k=1
B 23: woxt o adac o ad A
“o\Www TV T o
ax! ax! n ax? ax! & > ax!
T T e T S o
n ax! ox? & ax? ox? tg a3 a2
20w 2 8w o
+ ax! ax3 + ax? ax3 + a3 A’
3w T e T SR o e



8.3.

PROBLEMAS RESUELTOS

Suponga que xi, K = 1, 2, ..., N, son coordenadas rectangulares. ;Qué lugar geométrico, si hubiera alguno,
estd representado por cada una de las ecuaciones siguientes para N = 2, 3 y N = 4? Cuando sea necesario
suponga que las funciones se evaldan en un solo valor, tienen derivadas continuas y son independientes.

a) ap* = 1, donde a; son constantes ) X =xwu)
b) *=1 d) X*=xu,v)
Solucion

a) ParaN =2, aix' + axx* = 1, una recta en dos dimensiones, es decir, una recta en un plano.
ParaN = 3, aix' + ap® + a3x® = 1, un plano en tres dimensiones.
ParaN=4,ax' + apx* + - + apd™ = 1, esun hiperplano.

b) ParaN =2, (x")?> + (**)* = 1, una circunferencia de radio unitario en el plano.
Para N = 3, (x')> + (> + (x*)?> = 1, una esfera de radio unitario.
ParaN =4, (x")? + (X2 + - - - + (*")? = 1, una hiperesfera de radio unitario.

¢) ParaN =2, x' = x'(u), ¥* = x*(u), una curva plana con pardmetro u.
Para N = 3, x! = x'(u), x¥* = ¥*(u), ¥* = x*(u), una curva en el espacio tridimensional.
Para N = 4, una curva en el espacio N dimensional.

d) ParaN =2, x' = x'(u, v), x* = x*(u, v), es una transformacioén de coordenadas, de (i, v) a (x', x?).
ParaN = 3, x' = xl(u, V), 2= xz(u, V), = x3(u, v), es una superficie tridimensional con pardmetros u y v.
Para N = 4, una hipersuperficie.

Vectores y tensores contravariantes y covariantes

84.

8.5.

Escriba la ley de transformaci6n para los tensores a) A%, b) Biii' y ¢) C™.

Solucion
) AP — ﬁ%a_xk i
D Bar = o oxd gk

Como ayuda para recordar la transformacién, observe que las posiciones relativas de los indices p, g y r en el lado
izquierdo de la transformacién son los mismos que los que estdn en el lado derecho. Como estos indices estdn
asociados con las coordenadas X y como los indices i, j y k estdn asociados, respectivamente, con los indices p, g y
r, la transformacion requerida se obtiene con facilidad.

- %P x4 ox' ax axk —
B = B, c
D) Bra = g o o aw i ©)

ox?

P m

= — C
ax™m

Una cantidad A(j, k, [, m), que es funcion de las coordenadas x', se transforma en otro sistema de coordenadas
X' de acuerdo con la regla

— o axd ox" ox*
A(p, q,r, S) = ﬁ@wax—mlq(], k, l, m)

a) (Esta cantidad es un tensor? b) Si lo es, escriba el tensor con una notacién apropiada y c) dé el orden y
rango contravariante y covariante.

Solucion

a) Si, b) A’{l’" y ¢) Contravariante de orden 3, covariante de orden 1 y rango 3 + 1 = 4.



8.6.

8.7.

CAPITULO 8 ANALISIS TENSORIAL

Determine si cada una de las cantidades siguientes es un tensor. Si lo son, diga si son contravariantes o cova-

1
riantes y dé su rango a) dx* y b) (M)(x,—k,xN)
X
Solucion
. i _i oo,
a) Suponga la transformacion de coordenadas X/ = x/(x, . . ., x). Entonces, dx/ = de , por lo que dr* es
X

b)

un tensor contravariante de rango uno, o un vector contravariante. Observe que la ubicacién del indice k es
apropiado.

En la transformacion x* = X&', . .., ¥), ¢ es una funcién de x* y por tanto X/, de modo que ¢(x', . . ., x")

= $&', ..., x"), es decir, ¢ es un escalar o invariante (tensor de rango cero). Por la regla de la cadena de la
d 9 adax*  axk o 9 axk 9

diferenciacion parcial, (b iﬁ = 7(;5? = Tﬁ, y — ¢ se transforma como A; = — A, Entonces, % es
ax/ ox) axkax  axd axk’ axk o/ o

un tensor covariante de rango uno o un vector covariante.

d
Observe que en e el indice aparece en el denominador y por ello actia como un subindice que indica

. . e .
su caracter covariante. Hacemos referencia al tensor T o, en forma equivalente, al tensor con componentes
x!

9
a—i, como el gradiente de ¢, que se escribe grad ¢ o V.

Un tensor covariante tiene componentes xy, 2y — z°, xz en coordenadas rectangulares. Encuentre sus compo-
nentes covariantes en coordenadas esféricas.

Solucion

Sea que A; denote las componentes covariantes en coordenadas rectangulares x! = x,x* = yy ¥ = z. Entonces,

Al =xy= X% A= 2y — 2 =272 A3 =x'x

donde se debe tener cuidado para diferenciar entre superindices y exponentes.

Sea que A; denoten las componentes covariantes en coordenadas esféricas X' = r,¥* = 8y ¥’ = ¢. Entonces,

— o/
Ay = ﬁAj (D

Las ecuaciones de transformacion entre los sistemas coordenados son:

x' =% sen¥? COSXS, x> = sen¥ sen¥ y © =% cos¥

Asi, las ecuaciones (1) generan las componentes covariantes requeridas:

— ! a2 an’
A=A+ A+
et T

! 4s
cosf)(x X ) + (sen ¥ sen X )(2x — (x ) ) + (cosXx )(x1 )

= (sen X

= (sen 6 cos $)(r* sen’ O sen ¢ cos )
+ (sen @ sen ¢)(2rsen O sen ¢ — 12 cos® 6)
+ (cos 0)(r* sen 0 cos 6 cos ¢)

— ox! ox? >
Ay =—A +—A, +—A
e Tt T
= (rcos 6 cos d))(r2 sen’ 60 sen ¢ cos ¢)
+ (rcos 0 sen ¢)(2rsen O sen ¢ — 12 cos® 6)

+ (—rsen 0)(r* sen 6 cos 8 cos )
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! A a3
T+ 4+
w Tt a

= (—rsen 0 sen )(r” ser” O sen ¢ cos )

Z} = A3
+ (rsen @ cos ¢)(2rsen 6 sen ¢ — r* cos® 6)
+ (0)(+* sen 6 cos 6 cos ®)

0A .
8.8.  Demuestre que a_x‘l; no es un tensor aun cuando A, es un tensor covariante de rango uno.

Solucion

— P
Por hipétesis, A; = @A,. Al diferenciar con respecto a x*.

0A; X OA, | AP axP 0A, 0x9 | PP axP ax1 0A, | PP
wc o T Nt o ot A T oo T == A
ox ax! ox ax" ox/ ax/ ax? ox~  ox*ox/ ox’/ ox* ox?  ox~ax/
b3 . Py aAP .
Como el segundo término de la derecha esta presente, Txq N0 S€ transforma como debiera hacerlo un tensor. Des-

0A,
pués debe demostrarse la manera en que la suma de una cantidad apropiada a @I; hace que el resultado sea un
tensor (vea el problema 8.52).

8.9. Demuestre que la velocidad de un fluido en cualquier punto es un tensor contravariante de rango uno.

Solucion
dxk
La velocidad de un fluido en cualquier punto tiene componentes g en el sistema de coordenadas x*. En el sistema

) dx/
de coordenadas x’ la velocidad es 7); Pero, segtin la regla de la cadena,
dx/  ox/ dxk
dt  oxk dt

y se concluye que la velocidad es un tensor contravariante de rango uno o un vector contravariante.

La delta de Kronecker
8.10. Evalde a) 6/ A"y b) 8] 57.

Solucion
Como 65: 1sip=¢qyO0sip # g, se tiene:
a) OLAT =A™ 'y b) &8l =6y

oxP
8.11. Demuestre que — = §7.
x4 4

Solucion
. oxP . oxP . .
Si p =g, ke 1,yaquex’ = x%. Sip # q, o 0 puesto que X y x7 son independientes.
axP

Entonces, ™ =



8.12.

8.13.

8.14.

CAPITULO 8 ANALISIS TENSORIAL

oxP 8x‘1
D t — = &P.
emuestre que axq axr o

Solucion

Las coordenadas x” son funciones de las coordenadas x %, que a su vez son funciones de las coordenadas x". Enton-
ces, seglin la regla de la cadena y el problema 8.11,

o o

W axd o

— O ox?
Sea A” = 2 A%, Demuestre que A = iy )
ox4 ox?

Solucion
Se multiplica 1 ion 4" = ™ A% por 25
€ multiplica la ecuacion = oxd por "

ox” ox" ax?
Entonces, Ry L iiAq = §,A? = A”, segiin el problema 8.12. Al hacer r = g obtenemos el resultado.
ax? ax” ox4

Esto indica que en las ecuaciones de transformacién para las componentes del tensor, pueden intercambiarse las
cantidades que tienen barra y las que no la tienen, resultado que puede demostrarse de manera general.

Demuestre que o} es un tensor mixto de segundo rango.

Solucion

Si 6} es un tensor mixto de segundo rango, debe transformarse de acuerdo con la regla

5 _ ax/ ax
ox/ oxP j , —Jj i .. ..
El lado derecho es igual a —— o ok = &, segin el problema 8.12. Como §, = &/ = 1sij=ky0sij # k, se con-

) Lo -
cluye que 87 es un tensor mixto de rango dos, lo que justifica la notacién empleada.

Observe que en ocasiones se usa 8, = 1 sip = gy 0sip # g como la delta de Kronecker. Sin embargo, éste
no es un tensor covariante de segundo rango, como la notacion pareciera indicar.

Operaciones fundamentales con tensores

8.15.

Suponga que AP? y BP? son tensores. Demuestre que su suma y diferencia son tensores.

Solucion

Por hipétesis A2? y B?4 son tensores, de modo que:
g O axt

_ - y pq
D7 e oxd " L7 axp xe ¥

Se suman,
—jk | wiky o/ oxk " v g
(A; + B )_ﬁﬁﬁmr + BPM).
Se resta,
ik =ik %/ 9xk ax”
Al — B AP4 — BP9),
(A )= Bxl’axqaxl(r )

Entonces, A4 + BP9y AP? — BP? son tensores del mismo rango y tipo que A29 'y BP9,
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8.16. Suponga que A?Yy B son tensores. Demuestre que CL"' = AP4BS también es un tensor.

Solucion

Debe demostrarse que C4* es un tensor cuyas componentes se forman al tomar los productos de componentes de
los tensores A?? y B;.. Puesto que A?Y y B! son tensores,
—jk o) ox*k ax” —m  OX™ Ox!
| =g Al y B =B
oxP ax4 ox ax* ox"

Se multiplica y queda:
akg" :@@%@% pags
P2 o oxe gl o o !

lo que demuestra que A?YBY es un tensor de rango 5, con indices contravariantes p, q y s, € indices covariantes 7,
1, lo que garantiza la notacion C5”. Se denomina a C"" = APYBS producto externo de APy BS.

8.17. Sea AJ un tensor. a) Elija p = t y demuestre que APL, donde se emplea la convencién de suma, es un tensor.
(Cudl es surango? b) Escojap = ty g = s, y de manera similar demuestre que A?? es un tensor. ;Qué rango

rqgp
tiene?

Solucion

a) Como A%{ es un tensor,

i ax%/ 9x* ax” ax® A
By = o A M
oxP dx4 gx' ox™ ox”

Debe demostrarse que AlY es un tensor. Coloque los indices correspondientes j y n iguales entre si y sume
sobre este indice. Entonces,

mj = 5xp 9x4 o ool T g% axP axd Bijaf_m rst
—k o.r s —k a.r s
= ’aiaiax Pq:aiaiax rq
P x4 3)71 ot P 8%’ e s

por lo que A%Y es un tensor de rango 3 y puede denotarse con BY,. El proceso de colocar un indice contrava-
riante igual a un indice covariante en un tensor y sumarlos se llama contraccion. Con ese proceso se forma un
tensor cuyo rango es inferior en dos al rango del tensor original.

b) Debe probarse que AP, es un tensor. En la ecuacioén (1) del inciso a) se hace j = n'y k = m, y se suma sobre j

y k, se tiene
e o% ok ox” A oy’ ox oW ax ok oy’
W= o axd o ok o " o) o oxk and o T
=868 %AP(I — %qu

P4 axl rst T axl rqp

lo que demuestra que AP es un tensor de rango uno y puede escribirse como C,. Observe que al contraer dos
veces el rango se redujo en 4.

8.18. Pruebe que la contraccién del tensor Al es un escalar o invariante.

Solucion
Se tiene que

- ox/ axd »
k™ o gxk e



8.19.

8.20.

8.21.

CAPITULO 8 ANALISIS TENSORIAL

Al hacer j = k y sumar,

o o

= AP = §IAP = AP
I o P g 14

Entonces, Zj. = AP,y se concluye que AP debe ser un invariante. Como A? es un tensor de rango 2 y la contraccién

con respecto a un solo indice disminuye el rango dos, llegamos a definir un invariante como un tensor de rango cero.

Demuestre que la contraccién del producto externo de los tensores A” y B, es un invariante.

Solucion
N
Como A” y B, son tensores, A = —A", B, = — By Entonces,
oxP ox
. o/ 9xd
B =2 arp

T 0w oxk 1
Por contraccién (se hace j = k 'y se suma):

i o e
'B. = " _APB — PR — AP
A'Bj = A’B, = §A’B, = A"B,
por lo que A”B, es un invariante. El proceso de multiplicar tensores (multiplicacién externa) para luego contraer se
llama multiplicacion interna, y el resultado recibe el nombre de producto interno. Como A”B, es un escalar, con

frecuencia se denomina producto escalar de los vectores A’ y B,.

Demuestre que cualquier producto interno de los tensores A” y Bf" es un tensor de rango tres.

Solucion

El producto externo de A2 y Bf* = APB{".

Se contrae con respecto de los indices p y t, es decir, sea p = t y se suma. Debe demostrarse que el producto
interno resultante, representado por A? Bgs es un tensor de rango tres.

Por hipétesis, A? y B son tensores; entonces,

o W, o' ox" ox'
o gk T T T e ot vt !

Al multiplicar, con j = n, y sumar, se tiene:

. i~/ r avl av
g =
J oxP 9x~ dx4 ox* ox’
r oyl a7
=& o aiaxmAqus
P oxk oaxa oxs T
r oyl gzm
_ W s
xk oxa oxs T TP

lo que demuestra que A?B}" es un tensor de rango tres. Al contraer con respecto de g y 70 sy ren el producto ABY,
puede demostrarse en forma similar que cualquier producto interno es un tensor de rango tres.

Otro método. El producto externo de dos tensores es un tensor cuyo rango es la suma de los rangos de los tensores da-
dos. Entonces, A?B{* es un tensor de rango 3 +2 = 5. Como una contraccién da como resultado un tensor cuyo rango
es inferior en dos que el del tensor dado, se concluye que cualquier contraccién A?Bf* es un tensor de rango 5 -2 = 3.

Sea X(p, g, r) una cantidad tal que X(p, g, r)B" = 0 para un tensor arbitrario B{". Demuestre que X(p, g, r)
= 0 de manera idéntica.

Solucion

Como B?" es un tensor arbitrario, se escoge un componente particular (digamos uno con ¢ = 2, r = 3) diferente
de cero, mientras que todas las demds componentes son iguales a cero. Entonces, X(p, 2, 3)B3" = 0, de modo que
X(p, 2,3) = 0 puesto que B3" # 0. Con un razonamiento similar para todas las combinaciones posibles de g y r, se
tiene que X(p, ¢, r) = 0, de lo que se concluye el resultado.
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8.22. Suponga en el sistema de coordenadas x', una cantidad A(p, q, 1) es A(p, q, r)BE = C;, donde BZ es un
tensor arbitrario y C,, es un tensor. Demuestre que A(p, g, r) es un tensor.

Solucion

—km —m

En las coordenadas transformadas ¥, A(j, k, DB, = C .

Xk X" ax” ox’™ ox” ox™ ox?
qs C’ =

Entonces, A(j, k, [ -
U, )Bx‘? ax o s %/ P oxs ow/

—A(p, q, B

o bien:

ox™ [ ox* ax" —
ot gs _
s [qu o TAG, k, ) — A(p q, r)]B =0

n

T o’
La multiplicacién interna po o para luego contraer con t = m) produce

~k r
8ia’f A r|BE =0
x4 x! "
o bien:
Xk ax”
—AG, k, 1 —A , ) |BI"=0.
[a < o G, k, D) — @ q r)}

Como B" es un tensor arbitrario, segin el problema 8.21 se tiene que:

oxk ox” oxP
G g AUk D= Ap. . 1) =
C ox? ox"
La multiplicacién interna por — produce
ox" ox”
" oxP’ ox? ox”"
6A(] k, ) — o T A, q,r) =
o bien:
ox” ox4 dax"
A -
G 1) = o e g A0 42

lo que demuestra que A(p, ¢, r) es un tensor y justifica el uso de la notacion A, .
En este problema se ha establecido el caso especial de la ley del cociente, que dice que si un producto interno
de una cantidad X con un tensor arbitrario B es un tensor C, entonces X es un tensor.

Tensores simétricos y simétricos oblicuos

8.23. Suponga que un tensor A5 es simétrico (simétrico-oblicuo) con respecto de los indices p y ¢ en un sistema
de coordenadas. Demuestre que permanece simétrico (simétrico oblicuo) con respecto de p y g en cualquier
sistema de coordenadas.

Solucion

Como sélo estdn involucrados los indices p y g, debemos probar los resultados para B”. Si B? es simétrico,
BPY = B9, Entonces,

: %/ 9%k & o/ .
ph_ WX, W W, B
oxP ax4 oxq oxP
y BP? permanece simétrico en el sistema de coordenadas X'
Si B4 es simétrico oblicuo, B’ = —B%. Entonces,
. %) 5k 7 5%/ .
B = aiainq — _aiaqup —_gY
oxP x4 ax4 oxP

y B” permanece simétrico oblicuo en el sistema de coordenadas X'.
Los resultados anteriores son validos, por supuesto, para otros tensores simétricos (simétricos oblicuos).



8.24.

8.25.

CAPITULO 8 ANALISIS TENSORIAL

Demuestre que todo tensor puede expresarse como la suma de dos tensores, uno de los cuales es simétrico y
el otro simétrico oblicuo en un par de indices covariantes o contravariantes.

Solucion
Considere, por ejemplo, el tensor B". Se tiene:

BP4 — %(qu + B®?) + %(qu — B)

Pero RV = %(B/’q + B%) = R% es simétrico, y SP? = %(qu — B%) = —§% es simétrico oblicuo. Con un razona-
miento similar, se observa que el resultado es verdadero para cualquier tensor.
Sea d = ajkA]Ak. Demuestre que siempre es posible escribir ® = jkAJAk, donde bj es simétrico.

Solucion
O = aAA* = ayA* A = aATAF
Entonces,
20 = ayNA* + ayAl A = (aj + aAA* y = Naj + ay)VAF = b/ A*

1 . L. .
donde by, = 3(ajx + ai;) = by; es simétrico.

Matrices

8.26.

Escriba la suma S = A + B, la diferencia D = A — By los productos P = AB'y Q = BA, de las matrices
siguientes:

3 1 =2 2 0 -1
A= 4 -2 3|, B=| -4 1 2
-2 1 -1 1 -1 0
Solucion
342 140 —2—-17] 5 1 =37
S=A+B=| 4—-4 241 3+42|=| 0 -1 5
| —2+1 1-1 —-1+40] |[-1 0 -1
3-2 1-0 —2+17 [ 1 1 =17
D=A—-B=| 444 —-2—-1 3-2|=| 8 =3 1
| —2—-1 1+1 —1-0] -3 2 -1

[ D)+ DEH+E2MD GO+ (MDD + DD G)=D + (D) + (=2)(0)
P=AB=| D2+ EED)H+0C)D) HO)+EEDM+G)ED D+ (=2)(2) + (B)0)
L =2)2)+ (D=4 + =DA) (=2)O0) + (D) + DD =2)(=1) + (1)(2) + (= 1)(0)

0 3 -1

=l 19 -5 -8

-9 2 4

T8 1 -3
O=BA=|-12 -4 9
-1 3 =5

Esto demuestra que AB # BA, es decir, que la multiplicacién de matrices generalmente no es conmutativa.
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8.27. Sea A = _? ;]yB _; _;].Demuestreque (A+B)A —B) # A> — B~
Solucion
' 3 r 3 -1 1 3 3 -1 -9 14
A+B= ,A—B= . Entonces, (A + B)(A — B) = = .
12 1j| | —4 5:| (4 + B) ) |:2 1][—4 5] |: 2 3]
A2—|: 2 1]|: 2 1]_|: 3 5:| BZ_|:—1 2]|:—1 2]_[ 7 —6]
-1 3]l-1 3] |[-5 8) L 3 —2 3 =20 |-9 10]
o w41
Asi, A B _[ 4 ol

8.28.

Por tanto, (A + B)(A — B) # A? — B2 Sin embargo, (A + B)(A — B) = A> — AB + BA — B>

Exprese en notacién matricial las ecuaciones de transformacion para: a) un vector covariante y ») un tensor
contravariante de rango dos, si se supone N = 3.

Solucion

. oo oxf i
a) Las ecuaciones de transformacién A, = BTx‘”Aq pueden escribirse asi

al ot o’
A ox!  ox'  ox!
SR
I w9 || g4,
3 o o’

w B I

en términos de vectores columna, o en forma equivalente en términos de vectores renglén

ol ox! o

- T T ox~  dx° ox

[A1 Ay A3] =[A) Ay A3) T a7 33

o ol

W W

. . . = XX

b) Es posible escribir las ecuaciones de transformaciéon A~ = @@Aq como

ox! ox!  ox! oxl ot o
A'oa® oA T L F RN TR CSRR e I I I 1
el P il | TR | R S
Ca —m axl ax2 a3 || 431 432 43 axz  oax?  ox?
AT AT A x> I I axl ot o

Pueden hacerse ampliaciones de estos resultados para N > 3. Sin embargo, para tensores de rango mayor la
notacién matricial no sirve.
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El elemento de linea y el tensor métrico

8.29.

8.30.

8.31.

Suponga que ds*> = gy dx/ dx* es un invariante. Demuestre que gj es un tensor covariante simétrico de rango
dos.

Solucion

Segtin el problema 8.25, ® = ds?>, A/ = d¥' y A* = dx*; se concluye que gjk puede escogerse como simétrico. Asi-
mismo, como ds® es un invariante,

_ - ; o axk aoxk
gpq d)?pdxq = gjkdxjdxk = gjk ﬁdfpﬁdfq = ng ﬁﬁdfpdxq

ok

o o ¥ gjk €s un tensor simétrico covariante de rango dos, llamado tensor métrico.
X

Por lo que §,, = gjk

Determine el tensor métrico en coordenadas: a) cilindricas y b) esféricas.

Solucion

a) Igual que en el problema 7.7, ds* = do? + 0> dd? + d7*
Si x! =p,x? = ¢, x* =zentonces g;; =1, gn =p?, g33 =1, 812 = 821 =0, g23 = g3 =0, g31 = g13 = 0.

g1 812 &3 1 00
En forma matricial, el tensor métrico puede escribirse como: | g1 g2 gi| = |0 p? 0
81 83 83 0 0 1

b) Como en el problema 7.8a), ds® = dr* + r*d6* + r* sert 6 d¢.

1 0 0
Six! =r, x% =6, x> = ¢, el tensor métrico puede escribirse como [0 r? 0 1
0 0 r2sen’6
En general, para coordenadas ortogonales, gix = 0 para j # k.
g1 812 813
a) Exprese el determinante & = | €21 &22 &23 | en té€rminos de los elementos del segundo renglén y sus co-
831 832 833

factores correspondientes. b) Demuestre que gixG(j, k) = g, donde G(j, k) es el cofactor de gj en g, y donde
la suma se hace sélo sobre k.

Solucion

a) El cofactor de gj es el determinante obtenido a partir de g por medio de (1), al eliminar el renglén y la columna
en la que aparece gj, y (2) con la asociacién del signo (— 1Y** a dicho determinante. Entonces,

Cofactor de gz = (— 121812 8131 Cofactor de gn = (—1)2+?|8!11 813
832 833 g1 8%

Cofactor de g3 = (—1)2*3| 811 812

831 832

Estos cofactores se denotan como G(2, 1), G(2, 2) y G(2, 3), respectivamente. Entonces, segtin un principio
elemental de los determinantes,

821G(2, 1) +8¢0G(2, 2) +g23G(2,3) = ¢

b) Al aplicar el resultado del inciso @) a cualquier rengl6n o columna se tiene que g;G(j, k) = g, donde la suma se
realiza solamente sobre k. Estos resultados se cumplen cuando g = |gj es un determinante de N-€simo orden.



8.32.

8.33.

8.34.

8.35.

PROBLEMAS RESUELTOS

a) Demuestre que g,;G(3, 1) + g20G(3, 2) + g23G(3, 3) = 0.
b) Pruebe que gxG(p, k) = 0sij # p.

Solucion
i 812 813

a) Considere el determinante | g21 822 &23 |, que es igual a cero porque los tltimos dos renglones son idénticos.
821 822 823

Al desarrollar de acuerdo con los elementos del dltimo rengldn se tiene que
821G3, 1) +g22G(3, 2) +g23G(3,3) =0

b) Al igualar los elementos correspondientes de dos renglones (o columnas) cualesquiera, es posible demostrar,
como en el inciso a), que gixG(p, k) = 0 sij # p. Este resultado también se cumple para determinantes de N-
ésimo orden.

Se define g = donde G(j, k) es el cofactor de gj en el determinante g = | gjk| # 0. Demuestre que

G(j, k)
g
gieg™ = 8.

Solucion

G(j, k) . " S
De acuerdo con el problema 8.31, gj . =1, o bien gixg" = 1, donde la suma se realiza sélo sobre k.

G, k . .
w ):O,o gjkg”k=0,51p¢].

Por el problema 8.32, gi

Entonces, gxg™ (= 1sip=jy0sip#)) = 5.

Se ha empleado la notacién g/ aunque atin no se haya demostrado que esté garantizada (es decir, que g/ es un
tensor contravariante de rango dos). Esto se establece en el problema 8.34. Observe que el cofactor ha sido escrito
como G(j, k) y no como G*, puesto que es posible demostrar que no es un tensor en el sentido habitual. No obstan-
te, puede probarse que es un fensor relativo de peso dos que es contravariante y con dicha ampliacién del concepto
de tensor, la notacién G* queda justificada (vea el problema complementario 8.152).

Demuestre que g’ es un tensor simétrico contravariante de rango dos.

Solucion

Como gj es simétrico, G(j, k) es simétrico, por lo que &% = G(, k)/g es simétrico.
Si B? es un vector arbitrario contravariante, B, = g,,B” es un vector arbitrario covariante. Al multiplicar por g/,

gquq = gququp = 3&'}3}7 =B, obien gquq =p

Como B, es un vector arbitrario, £' es un tensor contravariante de rango dos, por la aplicacion de la ley del cocien-
te. El tensor g se llama tensor métrico conjugado.

Determine el tensor métrico conjugado en coordenadas: a) cilindricas y b) esféricas.

Solucion
1 0 O
a) Del problema 8.30a), g =|0 p> 0| =p?
0 0 1
11 _ cofactorde g;; _ 1 Pt 0 _ 33 _ cofactorde g3z _ 1 1 0 _
g P01 ' g >0 p?
2, _ cofactorde g 111 0‘ _1 1» _ cofactor de glz__l‘o O‘ —0
g 2lo 1] 8 g oo 1
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De manera similar, g = 0 sij+# k. El tensor métrico conjugado puede representarse en forma matricial como

sigue
1 0 O
0 1/p* 0

0 o0 1
1 0 0
b) Del problema 8.30b), g = |0 2 0 = r*sen’ §
0 0 r2sen’6

1 1 )
Igual que en el inciso a), encontramos que g'' = 1, g?? = = ¢? =————yg*=0paraj # k, y en forma
r

=——
matricial esto se escribe asi r*sen” 0
1 0 0
0 1/ 0

0 0 1/fsen’6

8.36. Encuentre: a) gy b) ¢* correspondiente a ds®> = 5(dx")?> + 3(dx?)* + 4(dx®)* — 6 dx'dx® + 4 dx*dx’.

Solucion

a) g1 =582=3,83=4 82 =81=-3,83=82=2,83=g31 =0

5 -3 0
Entonces, g = | -3 3 2| =4.
0 2 4

b) Los cofactores G(j, k) de gjx son
G(1,1) =8, G(2,2) =20, G3,3) =6,G(1,2) =G(2, 1) =12, G2, 3) = G(3, 2) = —10,
G(1,3)=G@3,1)=-6

Entonces, gll =2, g22 =5, g33 — 3/2, 812 — g21A: 3, g23 — g32 _ _5/2’ g13 — g31 — _3/2
Observe que el producto de las matrices (gj) y (g™ es igual a la matriz identidad, I, es decir:

5 =30 2 3 =32 1 00
[—3 321[3 5 —5/2]=[010]

0 2 4] |-3/2 =52 3)2 0 0 1

Tensores asociados

8.37. Sea A; = gzAX. Demuestre que A = gA;.

8.38.

Solucion

Multiplique A; = g;A* por /. Entonc}:{es, g1A; = ghgy Ak = 51A* = A4, es decir AY = glA; o bien Ak = giA;.
Los tensores de rango uno, A; y A* se llaman asociados. Representan las componentes covariante y contrava-
riante de un vector.

a) Demuestre que L> = 8pgAPA? es un invariante. b) Demuestre que > = grALA,.

Solucion

a) SeanA;y AFlas componentes covariante y contravariante de un vector. Entonces,

— —q X,



8.39.

8.40.

8.41.

PROBLEMAS RESUELTOS

- — o o’ i ;
14 k k

de modo que A;A’ es un invariante que llamaremos L. Entonces, puede escribirse
[P = AN = gy A'A = g, APAY
b) Delinciso a): L* = AiA = A;ghA, = g*AA, = gr1ALA,.

La cantidad escalar o invariante L = ,/A,A? se 1lama magnitud o longitud del vector con componentes
covariante A, y contravariante A”.

a) Suponga que A” y B? son vectores. Demuestre que g,;A”B? es un invariante.
8pgA”B?

b) Demuestre que —————————
V(APAL)(BIB,)

Solucion

€s un invariante.

a) Segiin el problema 8.38, A’B,, = APg,,B? = g,,A’B? es un invariante.

»oAP BY
b) Como A’A,y B'B, son invariantes, /(APA,)(B7B,) es un invariante, por lo que 8ra

Se define V(APA,)(BIB,)
(APA,)(B?B,)

como el coseno del dngulo entre los vectores APy B?. Si g,,A’B? = APB,, = 0, los vectores se llaman ortogo-
nales.

€s un invariante.

cos =

Exprese la relacion entre los tensores asociados:

a) ANy Ay, b) Aly AT o) ATy A

pqr» Jgk

Solucion

Ll) Ajkl = gipgkqgerpqr o qur = gjpgkqgerjkl
b) Al =g A% 0 AT = giaghak

prse i rk sl cesl tl ADTS"
o) AT =glg guAiy 0 Al = gpign& ATy

Demuestre que los dngulos 65, 6»3 y 651 entre las curvas coordenadas en un sistema de coordenadas tridimen-
sional estdn dados por

812

\/811822’

823 831
cos b3 =

/822833 ' /833811

cos 0, = cos thy =

Solucion
A lo largo de la curva coordenada x', x> = constante y x> = constante.
Ent de la f Strica, ds® = g1 (dx!)2 0 bi a1
ntonces, de la forma métrica, ds* = g;1(dx')” o bien —— = .
8 ds  /8u
o 1 o o
Asi, un vector tangente unitario a lo largo de la curva x' es A} = —— &}. De manera similar, los vectores unitarios
V811
1 1
tangentes a lo largo de las curvas coordenadas x* y x° son: A} = ——&, y A} = ——&..
: V822 g } /833 ’



8.42.

8.43.

CAPITULO 8 ANALISIS TENSORIAL

El coseno del dngulo 6y, entre A7 y A5 esta dado por

1 8164] 812

1 .
V811 4/822 e «/811822.

cos 12 = gp,ATAL = g,

Los otros resultados se obtienen de manera similar.

Demuestre que para un sistema de coordenadas ortogonal, g1, = g23 = g31 = 0.

Solucion
Esto se concluye de inmediato del problema 8.41 si se hace 012 = 6h3 = 63; = 90°. Del hecho de que gp; = ggp-
también se concluye que g1 = g3 = g13 = 0.

. 1 1
Demuestre que para un sistema ortogonal de coordenadas, g11 = —7, 822 = 5, 833 = 33+
8 8

Solucion

Del problema 8.33, g""g,, = 6
Sip=q=1,g"g1=10g"g1 +g"%gn + 5" = 1.
1
g_l.
1

1 .
En forma similar, si p=¢ =2, gn=—753ysi p=g=3, g3 =—=3
8 &>

Entonces, con el uso del resultado del problema 8.42, g;; =

Simbolos de Christoffel

8.44.

8.45.

s s s
Demuestre que: a) [Pg, 1 = [gp, 1], b) {pq} = { - }, o) pg, r1 = grs{pq }

Solucion
a) [pq,r]= %(

ox4 oxP ox”

T2

oxP ox4 ox”

b) { psq } = g"[pq, r1 = ¢"lgp, rl = { qsp }

0gpr . 08gr 8gpq> _ 1<8gqr 0gpr 8gqp> = [qp. 7.

c) gks{;q} = 88" [pg. r1 = §lpq. r1 = [pq. k]
o bien:
[pg, k] = {S}'esdecir'[ r] = {S}
rq, 8ks pq 5 - g, 8rs pq .

Observe que la multiplicacion de [ pg, r] por g*, tiene el efecto de reemplazar r por s, 1o que sube el indice y susti-

s K
tuye los corchetes por llaves para generar {Pq } De modo similar, la multiplicacién de {pq } por g, 0 g, tiene el

efecto de sustituir s por r, lo que baja el indice y cambia las llaves por corchetes, lo que produce [ pg, r].
Demuestre lo siguiente

a) % = [pm. q] + [gm. p], b) 2871: = —g”"{ nfn } - gq”{ nfn }

c) { pp q } = %ln V8

Solucion

_1(08pg | 08mg  Ogpm 1(0ggp | 08mp  08qm) _ 98pq
@ lpm, g1+ lgm, p] _2(8x"’ Taw o) T2\ T T aw ) T
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a -
S (¢"8i) = 7 (8 = 0.
b) P (¢"¢) 8xm( ) Entonces
dg; gt 3ng . dgi;
jk 98§ | 957 _ o _ k08
8 + 8 m l 0 glj axm axm
Al multiplicar por g",
dg” ir_jk 08ij
8" 8igon = ~8"8" on
es decir:
g’ "
8 = = —&"&"(lim, j1 + [jm. 1)
o bien:

airk__ir k k)T
w5 im § jm

y el resultado surge al sustituir 7, k, i y j por p, g, n'y n, respectivamente.

¢) Del problema 8.31, g = gixG(J, k) (s6lo se suma sobre k).

Como G(j, k) no contiene gj de manera explicita, aag = G(j, r). Entonces, al sumar sobre j y r,
Jr

9s _ 98 %ir _ iy %ir

axm g jr ox™ J ox™

.0 ir T .
= gg”a%, = gg’"(jm, r1 + [rm, j1)

:g<{ji}+{r;})=2g{j;}

1 dg j J 9
S R UV B QA
2g ox" {jm} o bien: {]m e n.g

Por tanto,

El resultado surge al sustituir j por p y m por q.

8.46. Obtenga las leyes de transformacion para los simbolos de Christoffel de a) el primer tipo y b) el segundo
tipo.

Solucion

_ ox? ox4
a) Como gk = @ﬁg‘”q’

ag J*_ ox? 0x7 0gpg Ox" Ox xd n %xP x4
o ox oxk owr v | o) ok oM aenan ok o M
La permutacidn circular de los indices j, k, m y p, g, r genera:
agkm _ ox4 ox" 8gqr oxP ox? azxr + 82)64 ox” (2)
o oxk v ax ax | axkavax” o7 T awiaxk o S
Bgm] ox" ox” 0g, ox? ox” PxP Px" ox? 3)

ot A o o vk | o avhan o7 T anhaw e O
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Al restar la ecuacién (1) de la suma de la (2) maés la (3), y multiplicar por % con el uso de la definicién de los
simbolos de Christoffel del primer tipo obtenemos que:

P FxP
Uk ) = o ek e P 7 gt e S04 @
X" ox™
b) Al multiplicar la ecuacién (4) por g"" = @Wg , obtenemos:

?x ox9 %" oxX"
O 9% " xS 8x’

ax” ox? ax" ox" ax™

2"k, oy or vt st q,
8k ml = o e aw © P4 T e

St

Entonces,
T dx” dx? " r .Sl Bzx” ox’
{Jk} axj ox ok 3.)6Y t lpa. 1+ — axl 9%k oxs 6;/g 8pq
_ oxP ox9 ox" N 82 o
o oxton | pg | axoxt v

VAP sr N
como &,¢"[pg, r1 = g"pq. r1 = { o } Y 818"8pq = 8804 = &

X" Cfn X" x| m
8.47. Demuestre quem— jk o ok »q |

Solucion

') q awn 2.p a=n
Del problema 8.46b),{}1 } _ 0 e { s } P ax

o axk axs | pg | o axk e

e

Al multiplicar por

nlaxm P axd [ s P,

) _IZTkaﬁs + _._k‘ép

Jk ) ox"  ox/ ox Pq ax/ ox
ot [m P
o oxk | pg | T aw/axk

Px"
Al resolver para ——, se llega al resultado.
ax/ ox

8.48. Evalie los simbolos de Christoffel de a) el primer tipo y b) el segundo tipo, para espacios en los que g,, = 0

sip # q.
Solucion
o 4 og, g 1 g,
W Sip=qa=r. pg, 11 = lpp, p) = <ﬁ+ﬁ‘ﬁ>:§ﬁ'
. Ogpr | 08pr 08 1 dg
Sipeastr Z(Sepr %Spr %pp\ _ - %pr
p q [pq, rl = [pp7 rl= 2 (8xp oxP axr> 2 ox"
. 1 (dg,, 02, Og 13g
S =r#gq, = = (24282 = S
ip q [pq, r] (g, pl 2 ( x4 P oxP 2 oxd

Sip, gy rson distintas, [pg, r] = 0.
Aqui no se utiliz6 la convencién de la suma.



8.49.
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P |
b) Segin el problema 8.43, g¢” = — (no sumada). Entonces,

i

S .
=g"[pg, r1 =0sir#s,y g'lpg. sl =
{M} 8'pg, 1] y & [pq

De acuerdo con el inciso a):

Sip=qg=s,

Sip=gqg#s,

{‘;}

<

Si p, g y s son distintas,

L
.
Sip=s#q, {
{

{,;;}

_lpp, sl _
8ss

_lprg, pl _

8pp

(g, s

] .
(no sumada) si r = s.
55

1 agp,,
2g55 ax*

19
2 dxd

1 dgp _
28pp x4

N 8pp-

Determine los simbolos de Christoffel del segundo tipo en coordenadas: a) rectangulares, ) cilindricas y ¢)

esféricas.

Solucion

Pueden usarse los resultados del problema 8.48, ya que para coordenadas ortogonales g,, = 0sip # gq.

a) En coordenadas rectangulares, g,, = 1 de modo que { psq } =0.

b) En coordenadas cilindricas, x!' = p, x> = ¢, x* =z, segun el problema 8.30a) se tiene g, =

L, g»n = PZ’

g33 = 1. Los tnicos simbolos de Christoffel del segundo tipo distintos de cero pueden ocurrir donde p = 2.

Estos son los siguientes:

1
{22} - _2g11 axl

2
21

¢) En coordenadas esféricas, x!

}:{é

=r, x> = 0, x = ¢, segiin el problema 8.30b) se tiene que g1 = 1, g = 2,

1 dgn 16( )= —
:L@_if( )_,
2gn ! 2p%9

g33 = r* sen’ 6. Los tinicos sfmbolos de Christoffel del segundo tipo que son diferentes de cero ocurren donde

p=203. Estos son:

— e T2y — _
2|7 2g; ax! 26r( ) r
2 (2] Lm0,
21 12 2g22 8x1 2}’2 or r
1 1 8g33 2
== ——— 0 0
3 2gn oxl 2ar (r sen’ ) = —rsen
2 1 dgss 19 5, 5
3 = _@W = —ﬁag(r sen” ) = —sen fcos 6
3 3 1 9 1
:{ } =— g313 —7—(}’ sen” §) =
31 13 2g33 Ox 2r2 sen’ 6 or
3 3 1 ag33 1
= =—— —7—rsen6 =cot
32 {23} 2g33 0x2 272 sen’ 969( )
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Geodésicas

- e, . 5 . pa) s
8.50. Demuestre que una condicién necesaria para que I = j,f F(t, x, x) dt sea un extremo (maximo o minimo) es

8.51.

OF _d (0F\ _
Mo " ar\ax) T

Solucion

Hagamos que x = X(¥), t; <t < 1, sea la curva que hace que [ sea un extremo. Entonces, x = X(¢) 4 en(t), donde
€ es independiente de ¢, es una curva vecina que pasa por t; y t, de modo que n(t;) = n(t2) = 0. El valor de [ para
la curva vecina es:

[5)
I(e) = JF(t, X+ en, X+ en) dt

h

, .. . dl . .
Este es un extremo para € = 0. Una condicidn necesaria para que sea asi es que 7 = 0. Pero por diferenciacion
. . . . 21 €
bajo el signo de la integral, si suponemos que esto es vilido, e=0
15}
dl

de
que puede escribirse como

%)

OF  OF
= ({— —m7n)dt=0
i J(ax”+ax”>
jaF OF

1
s Po(oF d (oF
Epar+Zm — (S ar= | n(E -2 () ar=0
ax T, J”dz(&k) ! J"(ax dt(&'v))

I 1 |

oF d (oF
Como 7 es arbitrario, el integrando — — — ([ —) =0
ox dt \ ox

El resultado se extiende con facilidad a la integral J;’lz F(t, x', &', 22, #2,..., XN, i) dt, lo que produce:

o a oy
oxk  dr\axk)

que se llaman ecuaciones de Euler o de Lagrange (vea también el problema 8.73).

. . : ) x| r ]| dxfdxt
Demuestre que las geodésicas en un espacio de Riemann estdn dadas por —- —— =0
ds? pq | ds ds

Solucion

5]

Debe determinarse el extremo de J,/ 8pe*’x? con el empleo de las ecuaciones de Euler (problema 8.50) con

F = ,/gpgx’x%. Se tiene que:
F 1
k2

1

172 98pq Pyt oF

(gqucpxq)7 EW: , @ =

1 g .
E(gpqxpxq) ]/22gpkxp

ds = . .
Al usar 7= v/ 8pg¥’ x4, las ecuaciones de Euler pueden escribirse de este modo:

d (gpx’ 1 9gpg ..
l — —%rapia _
dt( 5 ) st

o bien,

%xﬂxq _ lagl’qxpxq — M

x4 2 oxk s

8 pkjép +
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Lok .1 . 1 /0. 0, . .. .
Spk o — — (28 4 %84k ) 134 esta ecuacion se convierte en:
oxd 2\ ox4 oxP

Al escribir

i’ + [pq, klX’x? = %

Si se utiliza la longitud de arco como pardmetro, § = 1, § = 0, y la ecuacidn se transforma en:

d*xP dx? dx4
8k + lpg, k1———-

ds ds
Si se multiplica por g™ obtenemos:
d’x" r | dxP dx4
— 4+ — =0
ds? pq | ds ds

La derivada covariante

0A
8.52. Suponga que A, y A” son tensores. Demuestre que a) Apg = 8—x§ - { psq }As

0AP
y que b) AT, = o + l 5s }A‘Y son tensores.
Solucion
— o
Como A, = A,
a) Como A; o B 2
0A;  ox"0A, ox' 9°x"
e e i B 1
a%k — aw ox' o%F | awiaxt -
Del problema 8.47,

P _|n " oxt ot [ r
ax/oxt — |k | axr  axaxk | il

Al sustituirla en la ecuacion (1),

axk o’ axk ot

0w ox? 0A, n 4 P oxd [ s
T ow oxk e " oaxd oxk !

%__,- _ox" ax' 0A, n\ ox" Wl [ r
Jk

Jk P4
o bien,
A, [n)]- W[4, s
ook T ] ik An:Tka PV Ay
ox J oax/ ax* \ ox rq
0A . . .
y 8_‘1; — {psq }As es un tensor covariante de segundo rango, llamado derivada covariante de A, con respecto
X

de x, y se escribe A, ;.

. j
b) Como A’ = aiAr,
ox”"

A a AT P N

axk A" ox' oxk | ox’ox’ axk 2)

Del problema 8.47, al intercambiar las coordenadas x y X,

Fx/ [n)| & x|
wraxt |t oxr axraxt | il
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Al sustituir en la ecuacion (2),
GA ' oAT (m)od o, owaax [J).,
T A ok Al —— A
axk  ox” axk ax! il

A ok ax’ ax' 9%~

ax/ ax’ 9A” n}aifaiA Bxak{l}A,
t r

o 9k ot wroxk " ax
%/ ox 0A? ox/ 8x‘1 J T
T 9k xd sq on? 8x ik
o bien,
A ) & T (8AP [ p) .,
— A == (== A
8)?k+{kl} axP o <8x4+{qs
0AP P .s . . .
Y 5 ¢ A’ es un tensor mixto de segundo rango, llamado derivada covariante de AP con respecto de x*,

y que se escribe como A7

8.53. Escriba la derivada covariante con respecto de x? de cada uno de los tensores siguientes:

Ll) Ajk’ b) Ajk’ C) A]’ d) Akl’ 6) A]iflil

Solucion
8Ajk S S jk 8Ak . sk k Js
a) A/kq axd l]q }Axk — {kq }Ajs b) A7q ol —+ A + gs A
. 0A s IA! s -
j o o %k A s oAy J J J s
Q) Ak,q T o {kq} + { }A d) Aqu axd {kq }A.z { Ig }Akv {qs }Akl

QA s ). k). 1],
gkl ZTtmn jkl jkl vkl Jjsl Jjks
) Ama = {mq}As" {nq}A {qS}A {qs}Am"+{qs}Am"

8.54. Demuestre que las derivadas covariantes de las expresiones siguientes son igual a cero: a) g, b) g%y d.

Solucion
ag; 9,
a) gikg = % - {;1 }gxk - { ksq }gjs = ﬁ — [jg, k] — [kq, j1 = 0 segin el problema 8.45a).

= 98" L e [ R i — 0 gea
b) g + g+ g5 g 0 segun el problema 8.450).

) N s ) . .
J o=k _ s _ J J | -
0 o, =2 {kq}af {qs}8 0 {kq}+{qk} 0.

8.55. Encuentre la derivada covariante de Aj,;Bzm con respecto de x/.

Solucion

; d Aj Bim Ky . Ky . j l . m .
(ABI") = 7( By) - { }AQB,’;” - { }Aka’;" + { J }A;;Bf;" + { ]A’,CB;”’ + { }Akaf;‘
4 x4 k i n | S S s

q q q q q

Al ' dB™ l
(%A Al tas ) B Al N N ' Bff)
ox4 kq qs o ng qs qs

Y i pl
= A’k an’" + Akan’j’q
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Esto ilustra el hecho de que las derivadas covariantes de un producto de tensores obedecen las reglas de las deriva-
das ordinarias del cdlculo elemental para un producto.

Demuestre que (gjkAﬁm),q: gjkAlfL'Z

Solucion
(8kAT") /= ikaAy" + 8inAny = Ay

como gjrg, = 0, de acuerdo con el problema 8.54a). En la diferenciacién covariante, gj, gk y 8,{ pueden ser tratados
como constantes.

El gradiente, la divergencia y el rotacional en forma tensorial

8.57.

8.58.

8.59.

8.60.

Demuestre que divA? = ——(f A,
\/—

Solucion

La divergencia de A” es la contraccion de la derivada covariante de A, es decir, la contraccién de A{; 0 A{;. Enton-
ces, con el empleo del resultado del problema 8.45¢),

AK
divar = A =2 P L
ox’ pk

S () 2 (e

d od
Demuestre que V>® = 7—1{ (ﬁgkr (‘)x’)

Solucion

El gradiente de ® es grad ® = V& = 9P /dx", tensor covariante de rango uno (consulte el problema 8.6b) definido
como la derivada covariante de @, y que se escribe asi: @ . El tensor covariante de rango uno asociado con @, es
AF = g 3®/ax”. Entonces, por el resultado del problema 8.57,

od 1 0 od
qu):d kr - kr 7
v <g 3x’> N (\/Eg 8x’>

0A, O0A
Demuestre que A, , —Ayp = gg’ — gg_

Solucion

0A s 0A, s 0A 0A
A —A = 2 _ As _— — As = —_r_ "4
e <8x‘f {Pq } ) <8x" { ap } ) e ox

Este tensor de rango dos se define como el rotacional de A,,.

Exprese la divergencia de un vector A” en términos de sus componentes fisicas para coordenadas: a) cilindri-
cas y b) esféricas.

Solucion

a) Para coordenadas cilindricas x' = =¢, =gz

=p, X
0
ol=p*y /& = p (vea el problema 8.30a)
1

o, o

1
g=10
0



CAPITULO 8 ANALISIS TENSORIAL

Las componentes fisicas, denotadas por A,, A4, A, estdn dadas por

Ap=giA' = A, Ay = anA’=pA’ y A = [gpA’ =A°

Entonces,
1 0 19 ad ad
div A? = —— (/8A") =~ | —(pA,) + —(Ap) + —(pA
iv N (v&A") p[ap(p p)+a¢( o)+ (P z)]
b) Para coordenadas esféricas, x! =r, x> = 0y x* = ¢,
1 0 0
g=10 0 =risen’f y Jg= % sen 6 (consulte el problema 8.30b)

0 0 rsen’6

Las componentes fisicas, denotadas por A,, Ag, Ay, estdn dadas por
A= JgnA' = A", Ag= JgnA'=rA" y A, = gnA’ =rsen 0A°
Entonces,
div A? = 18&(\@")

1 0 5 d 0
== A)+— Ag) +—(rA
Tsen®d |:c’)r (r"sen0A,) ae(r sen 0Ag) 5 (r ¢)]

a(sen@A)+ I 94y
rsen 600 o rsenf d¢

1o ,
=_- +
r?or 4r)
8.61. Exprese el laplaciano de ®, V>®, en coordenadas: a) cilindricas y b) esféricas.

Solucion

a) Encoordenadas cilindricas, g'' = 1, g2 = 1/p?, g°> = 1 (vea el problema 8.35a). Entonces, de acuerdo con el
resultado del problema 8.58,

1 od
qu) - kr 7
NS (‘/gg 8x’>

()5 () 2 ()]
T p ap(po)+8¢ pod +8Z paz

BE ( 8<I>> PO PO
“oop\Pop) T a2
b) En coordenadas esféricas g'! = 1, g2 = 1/12, g** = 1/r? sen® # (consulte el problema 8.35b). Por tanto,
1 0 odb
V2 - 7 kr =
\/g oxk <\/§g axf>

U0 (2eno ™ 49 (ong®) L0 (1 0@
= |9, Ty 2 Ty (T
rZsen@ | or or a0 00 d¢p \sen 0

Lo (0P 1 9 seneaq) Lo D
=2, 2 il I it
r2or ar r2sen 606 90 2 sen’ 0 9¢p




PROBLEMAS RESUELTOS

Derivadas intrinsecas

8.62. Calcule las derivadas intrinsecas de cada uno de los tensores siguientes, si se suponen funciones diferencia-
bles de #: @) un invariante ®, b) A/, ¢) A’ y d) Almn

Solucion

q q
a) P dxt _ 3Pdet @ la derivada ordinaria.

& dr o di dr
A/ dxd <8Af { j} S) dxd A dx { j} s dx
=A — A )= A

& Cdr T \axd | gs de — axddr | gs )" dr
EunE:

o o o (M ] )

—{} Tl

SAIJr]:m Ajk dx? _ aAlJi]r(m _ § Ajk _ $ Ajk
smn mq Isn

b)

St g gy x4 Iq
k i\ dx?
k s s
- { }A{ms { }Ab];m { }Aljmn) 7
nq qs qs t
_ dA}}

o K w dx? s jk dx? s jk dx?
— Ak = AR AxR
dt [lq] s dt mq lsn gt nq bms gy

J g d [k d
Ay — AP —
+ { gs } Imn dt + { gs Imn dt

8.63. Pruebe que las derivadas intrinsecas de gj, gy 5,{ son iguales a cero.

Solucion
5g; dx4 dg/* dx4 88/ . dxt
% = (gjk,q)% =0, gt g{;‘ a); R ?tk = 82 q% = 0, segun el resultado del problema 8.54.

Tensores relativos

8.64. Sean Af; y BY tensores relativos de pesos w; y w», respectivamente. Demuestre que sus productos interno y
externo son tensores relativos de peso w; + wy.

Solucion

Por hipétesis,

—i - ox/ axd —Im ox o™ oxt
Al =g 4Ar, B"=J" — B
k axP gxk - ox’ ox* ax' !

El producto externo es
S

un tensor relativo de peso w; + w,. Cualquier producto interno, que es una contraccion del producto externo, tam-
bién es un tensor relativo de peso w; + wy.



8.65.

8.66.

CAPITULO 8 ANALISIS TENSORIAL

Demuestre que /g es un tensor relativo de peso uno, es decir: un tensor densidad.

Solucion
. _ P ox4
Los elementos del determinante g dados por g, se transforman de acuerdo con gy = —— &pq-
: ax/ oxk
. axP || ox4
Al obtener determinantes en ambos lados, g = % % g=J’g0/g=J /& 10 que prueba que /g es un tensor
x/ || 9x

relativo de peso uno.

Demuestre que dV = /g dx'dx* - - - dx" es un invariante.

Solucion
Segtin el problema 8.65,
dV = /g dx'dz* - - d7" = JgJ di'd7® - - - dx"
a
= @’a—;’ A¥d? - d = Jgdx'dy® - dx = dV
De esto se concluye que si @ es un invariante, entonces,
J...J@dV:J...thjv
v 14

para cualesquiera sistemas de coordenadas en los que la integracién se efectiie sobre un volumen en un espacio N
dimensional. Es posible plantear un enunciado similar para las integrales de superficie.

Aplicaciones diversas

8.67.

8.68.

8.69.

Exprese en forma tensorial lo siguiente: a) la velocidad y b) la aceleracién de una particula.

Solucion
a) Sila particula se mueve a lo largo de una curva x* = x(r) donde 7 es el parametro tiempo, entonces v* = dilk es
su velocidad y Es un tensor contravariante de rango uno (consulte el problema 8.9).
b) La cantidad =gz general no es un tensor, por lo que no puede representar la cantidad de aceleracion
fisica en todos los sisiemas de coordenadas. Se define la aceleracién a* como la derivada intrinseca de la velo-
ov

cidad, que es a* = 5 que es un tensor contravariante de rango uno.

Escriba la ley de Newton en forma tensorial.

Solucion

Suponga que la masa M de la particula es un invariante que no depende del tiempo ¢. Entonces, Ma* = F¥, tensor
contravariante de rango uno, se llama fuerza de la particula. Asi, la ley de Newton puede escribirse como:

FF = Md* :Mﬁ—”k

ot
Sk d%xk k| dx? dx4
Prueb k= =22 -
rebedie @t =15, dt2+{pq}dt dt

Solucion

Como t* es un tensor contravariante, segiin el problema 8.62b) se tiene que:
Sf dvF k) jdxd  d*xk k dx?  d%x* k| dx’ dx?
—=—+ v =— v =—= -
&  dt gs| dt  df? gp) dt  dr? pq | dr dt



PROBLEMAS RESUELTOS

8.70. Encuentre las componentes fisicas de: a) la velocidad y b) la aceleracién de una particula en coordenadas
cilindricas.

Solucion

a) Del problema 8.67a), las componentes contravariantes de la velocidad son:

dxl_@ dxz_d_qb dx3_dz

o a @ a Y a
Entonces, las componentes fisicas de la velocidad son:

dx'  dp dx? d¢ de®  dg
S Tar V% a TPa Y V8 a T ar

conelusode g; =1, g = p% g33 = 1.

b) De los problemas 8.69 y 8.49b), las componentes contravariantes de la aceleracién son
goE [ )adae _dp  (dd):

dr? 22 dt dr  dr? dt
. d*x? { 2 }dxl dx? { 2 }dxzdx1 B d2¢+2dpd¢

dr |12 dr dar U\ 21 dt dt — d? " pdr drt
y
_d2x3_d2z
ar " ar

Entonces, las componentes fisicas de la aceleracién son:

Jeand' =p—pd, Jend =pb+2pd y JIna =i

donde los puntos denotan diferenciaciones con respecto del tiempo.

8.71. Suponga que la energia cinética T de una particula de masa, M, constante que se mueve con velocidad de
magnitud v, estd dada por T = § Mv? = § Mg,,x"x?. Pruebe que

d (dT aoT
Nk kT May
dt \ ox Ok

donde g, denota las componentes covariantes de la aceleracion.

Solucion

Como T = § Mg,,"x7, se tiene:
BT_1 08pq . g 8T_ g d (0T _ g ngq‘,-.q
@_EMW)CPX’ @—Mgkqx y E @ =M gkqx +w}€'x
Por tanto,

d (oT\ oT o 02k 102pg .
2V 2y q y 95kq Ljq  ~ 95P4 pig
dt (axk) ok (gkqx T Y T Y

1/0 gy O p-
:M<gkqxq +_<&+ 8k —@)x"x")

2\ x4 oxk

= M(grgX? + [pg, k1ix?)
= Mgy, (Jv'r + { " }prq) = Mg,.a" = May,
P4

con el empleo del problema 8.69. Este resultado puede usarse para expresar la aceleracion en diferentes sistemas
de coordenadas.



8.72.

8.73.

8.74.

8.75.

CAPITULO 8 ANALISIS TENSORIAL

Utilice el problema 8.71 para encontrar las componentes fisicas de la aceleracién de una particula en coorde-
nadas cilindricas.

Solucion
Como ds> = dp* + p? d* + d%, v* = (ds/dt)*= p* + PP $> + 22y T =L M> = LM(p* + p*$?* + %) del proble-
ma 8.71, con x! = ps PX=¢ y X3 = z, encontramos que:
. y 2 d 2 y .
ar=p—pd-, a =E(p b)), az=%

Entonces, las componentes fisicas estdn dadas por
ay a

as
«/811’ «/822’ /833

yaque g1 = 1, g2 = p* y g33 = 1. Compare este resultado con el del problema 8.70.

.. -, 1d [
o p—pd’, ——(P*P), %
pdt

av
Suponga que la fuerza covariante que actdia sobre una particula estd dadapor Fy = ———,donde Vi, .Y
. . d (oL oL
es la energia potencial. Demuestre que — | — | —-— =0,donde L =T-V.
dt \ ox ox’
Solucion
oL oT . . K
DeL=T-V, o o ya que V es independiente de x". Entonces, del problema 8.71,
X X
d (oT aT av d (JL oL
dr (axk) ok TATIRE Tl Y g <a;ck) ok

La funcién L se llama lagrangiano. Las ecuaciones que involucran a L, llamadas ecuaciones lagrangianas, son im-
portantes en la mecdnica. Segin el problema 8.50, se concluye que los resultados de este problema son equivalentes al
enunciado de que una particula se mueve en forma tal que fff L dt es un extremo. Esto se llama principio de Hamilton.

Exprese el teorema de divergencia en forma tensorial.

Solucion

Sea que A* defina un campo tensorial de rango uno, y v; denote el unitario normal a cualquier punto, dirigido hacia
fuera de una superficie cerrada S que limita un volumen V. Entonces, el teorema de divergencia establece que

J'JV'J'Af‘k dv = JJAkvk ds

Para un espacio N dimensional, la integral triple es reemplazada por una integral de orden N, y la integral doble por
una de orden N — 1. El invariante A% es la divergencia de AF (consulte el problema 8.57). El invariante Ay es el
producto escalar de A¥y v, andlogo a A - n en la notacién vectorial del capitulo 2.
Hemos expresado el teorema en forma tensorial; entonces, se cumple para todos los sistemas de coordenadas,
ya que lo hace para sistemas rectangulares (vea el capitulo 6). También revise el problema 8.66.
Exprese en forma tensorial las ecuaciones de Maxwell: a) div B = 0, b) div D = 47p,
10B 47l

¢) VxE=————y &) VxH=—
c ot c

Solucion

Defina los tensores B, D, E;, Hy, I* y suponga que py ¢ son invariantes. Entonces, las ecuaciones pueden escri-
birse como sigue:

a) B{‘:O y b)Df‘:477p

. 198 . . 19B
Q) — My = — o oblen B, ==



8.76.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS @

. 4ql ; 4l
d) — quHk»q = e o bien E]quk,q = e

Estas ecuaciones forman la base de la teoria electromagnética.

a) Demuestre que Apgr — Aprg = R}, Ay, donde A, es un tensor covariante arbitrario de rango uno.
b) Demuestre que R7 . es un tensor. c) Pruebe que R = gusR},, €s un tensor.

pqr prqr
Solucion

0A,, J J
a) Ap’qr - (Ap’q)’r - a;rq B {pr }Aj, - qr }Ap’j

{
(Lol Al G- 1)

0A; j ] 0A; j k
ek G R B Ak
x" pr ) oxd prlljg

d (94, J J
ax” \ ox? pq pr
_ PA, a[J A J
ToxTaxd  x' Pq / Pq
i | 0A j l
R S CHA
qr) & Lgr)lpj
Al intercambiar g y r y restar, encontramos que:
J ]k a [ J Jk [ J
el P31 14 A P P 1 AR A P
pr) Ljq " | pq pq) Ljr a? | pr
k j d ] k j d j
gl 181 P4 i A e P P A P
pr)lkq " | pg pq ) Lkr ot | pr

= R}, Aj

S R RN

Se llega al resultado al sustituir j por n.
b) Como A, 4 — Aprq €s un tensor, R} A, es un tensor; y como A, es un tensor arbitrario, segiin la ley del cocien-
te R}, es un tensor. Este tensor se denomina tensor de Riemann-Christoffel, y en ocasiones se escribe como

donde

n ) 3 n
R, > Rygy.» 0 simplemente Ry . . .
€) Rpys = gnsRy,, €5 un tensor asociado de R}, por lo que es un tensor. Se llama tensor covariante de curvatura

y tiene importancia capital en la teoria general de la relatividad de Einstein.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

8.77.

8.78.

8.79.

Escriba cada una de las expresiones siguientes con el uso de la convencién de la suma.

a) aix'x + @’ + -+ ayxx d) g*'gi1 + g%ga + 87831 + 8% gm
b) AZIB1 +A2232 +AZSB3 R +A2NBN 6) B}%l +B}%2 +B%%l +B%%2
¢) AB'+ALB> + A\B + ... + A\BY

Escriba los términos de cada una de las sumas indicadas a continuacion.

9 ‘ ) %k
—_— = JkBP C; = —_—
a) P (VgA ), N=3 b) A*BiC;i,N=2 o) ok o

. Qué lugar geométrico representa a;x*x = 1, donde X, k=1,2, ..., N son coordenadas rectangulares, a; son
constantes positivas, y N = 2,3 0 4?



8.80.
8.81.

8.82.

8.83.
8.84.

8.85.

8.86.
8.87.

8.88.

8.89.
8.90.
8.91.

8.92.

8.93.
8.94.
8.95.
8.96.

8.97.
8.98.

8.99.

8.100.

8.101.

8.102.
8.103.

8.104.

CAPITULO 8 ANALISIS TENSORIAL

Sea N = 2. Escriba el sistema de ecuaciones representado por a,,x? = b,.
Escriba la ley de transformacién para los tensores  a) AZ b) Bk, ) Cony d)Ap.

Suponga que las cantidades B(j, k, m) y C(j, k, m, n) se transforman de un sistema de coordenadas x’ a otro
¥ de acuerdo con las reglas siguientes

) B( ) ol ek ox” B(j.k.m) b) T ) ox? ox? ox™ ox®
4, V) = ——— s K, m s qs Vs S) = T o
P-4 axP ax? ox™ J pP-q v 9xk ox" ox"

Si lo son, escribalos con una notacién apropiada y diga el rango y los drdenes covariante y contravariante.

C(J, k, m, n). Determine si son tensores.

(Cudntas componentes tiene un tensor de rango 5 en un espacio de 4 dimensiones?

Demuestre que si las componentes de un tensor son cero en un sistema de coordenadas, entonces son iguales
a cero en todos los sistemas coordenados.

Demuestre que si las componentes de dos tensores son iguales en un sistema de coordenadas, son iguales en
todos los sistemas.

Haga la demostracién de que la velocidad, dxk/dt =¥, de un fluido es un tensor, pero que dvk/dt no lo es.

Encuentre las componentes covariantes y contravariantes de un tensor en coordenadas: a) cilindricas p, ¢, z,
b) esféricas, r, 0, ¢, si sus componentes covariantes en coordenadas rectangulares son 2x — z, x2y, yz.

Las componentes contravariantes de un tensor en coordenadas rectangulares son yz, 3, 2x + y. Encuentre sus
componentes covariantes en coordenadas parabdlicas cilindricas.

10; 6,

rostpt

Evalie a) 853;5, b)658;A‘”, c) 858,‘,’5; y d) 658

Suponga que A?? es un tensor. Demuestre que A?” es un tensor contravariante de rango uno.

1 j=k . Lo .
Demuestre que 8 = { 0 j 4 hoesun tensor covariante, como pareciera indicarlo la notacion.
— o oxP
Sea A, = ﬁAq. Demuestre que A, = @A,,.
—p O O0x ox? ox" —
p_ O OX g q_ 90X
Sea A, = i BX’AS' Demuestre que A? = ast"'

Suponga que @ es un invariante. Determine si 3°®/dx”9x? €s un tensor.
Sean A y B, tensores, pruebe que A?B" y A?B? son tensores y determine el rango de cada uno.

Suponga que A?? es un tensor. Demuestre que AP? + A% es un tensor simétrico, y que AP? — A% es un tensor
simétrico oblicuo.

Suponga que A”? y B, son tensores simétricos oblicuos. Demuestre que CP? = APYB,;es simétrico.
rs

Suponga un tensor simétrico (simétrico oblicuo). ;Las contracciones repetidas del tensor también son simé-
tricas (simétricas oblicuas)?

Pruebe que A,,x"x? = 0 si Ap, es un tensor simétrico oblicuo.

(Cudl es el niimero més grande de componentes diferentes que un tensor simétrico contravariante de rango
dos puede tener cuando: a) N = 4y b) N = 6?7 ;Cuadl es el nimero para cualquier valor de N?

(Cuantas componentes distintas de cero, ademas de una diferencia en el signo, tiene un tensor simétrico
oblicuo, covariante y de tercer rango?

Suponga que A?? es un tensor. Demuestre que una contraccién doble genera un invariante.

Demuestre que una condicidn necesaria y suficiente para que un tensor de rango R sea un invariante por con-
traccion repetida es que R sea par y que el nimero de indices covariantes y contravariantes sea igual a R/2.

Dados los tensores A, y B”, demuestre que el producto externo es un tensor de rango cuatro, y que pueden
formarse dos productos internos de rango dos y cero, respectivamente.



8.105.

8.106.

8.107.

8.108.
8.109.

8.110.

8.111.

8.112.

8.113.

8.114.
8.115.

8.116.

8.117.

8.118.
8.119.

8.120.

8.121.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Sea A(p, q)B, = C, donde B, es un tensor covariante arbitrario de rango uno, y C” es un tensor contravariante
de rango uno. Demuestre que A(p, g) debe ser un tensor contravariante de rango dos.

Sean A” y B, tensores arbitrarios. Demuestre que si A’B,C(p, g) es un invariante, entonces C(p, g) es un
tensor que puede escribirse como C}.

Encuentre la suma S = A + B, la diferencia D = A — B, y los productos P = ABy Q = BA, donde A y B son
las matrices siguientes:

2 0 1 -1 2
a) A:B _H, B:[_g _ﬂ hA=|—-1 —2 2| B=| 3 2 -4
13— 1 -2 2

Encuentre (3A — 2B)(2A — B), donde A y B son las matrices del problema anterior.
a) Verifique que det(AB) = {det A}{det B} para las matrices del problema 8.107.
b) (Se cumple que det(AB) = det(BA)?

-3 2 -1
SeanA:[i _é g] B= 1 3 =2
21 2

Demuestre que: a) AB estd definido y calcilelo, b) BA y A + B no estin definidos.

2 -1 3 X 1
Encuentre x,yyzdemodoque| 1 2 —4||y|=]|-3
-1 3 =2]|z 6
La inversa de una matriz cuadrada A, que se escribe A—", est4 definida por la ecuacién AA—"' = I, donde I es
la matriz identidad que tiene unos en su diagonal principal y ceros en todos los demés elementos.
3 o 1 -1 1
Obtenga A—!,sia) A= [_5 4], by A=1]2 1 —1]..Es A7'A =1 en estos casos?
1 -1 2
2 1 =2
Pruebeque A=| 1 -2 3 [no tiene inversa.
4 -3 4
Pruebe que (AB)~! = B™'A~!, donde A y B son matrices cuadradas no singulares.

Exprese con notacién matricial las ecuaciones de transformacion para: a) un vector contravariante, b) un
tensor covariante de rango dos y ¢) un tensor mixto de rango dos.

2 =2 . . .
3 ] determine los valores de la constante A de modo que AX = AX, para cierta matriz X
diferente de cero (y que depende de A). Estos valores de A se llaman valores caracteristicos o eigenvalores
(o valores propios) de la matriz A.

Dada A = [_

La ecuacion F(A) = 0 del problema anterior, para determinar los valores caracteristicos de la matriz A se
llama ecuacion caracteristica de A. Demuestre que F(A) = O, donde F(A) es la matriz que obtenemos al
sustituir A por A en la ecuacién caracteristica, y donde el término constante ¢ es reemplazado por la matriz
cl, y O es una matriz cuyos elementos son cero (y se llama matriz nula). El resultado es un caso especial del
teorema de Hamilton y Cayley, que dice que una matriz satisface su propia ecuacién caracteristica.

Demuestre que (AB)T = BTAT.
Determine el tensor métrico y el tensor métrico conjugado en coordenadas: a) cilindricas parabdlicas y b)
cilindricas elipticas.

Considere la transformacién ¥ = a)x” + b", donde a”, y b" son constantes tales que a’a] = & .Pruebe que no
hay diferencia entre las componentes covariantes y contravariantes de un tensor. En el caso especial en el que
las transformaciones son de un sistema de coordenadas rectangulares a otro, los tensores se llaman tensores
cartesianos.

Determine g y g% que corresponden a ds® = 3(dx')> + 2(dx?)? + 4(dx*)* — 6(dx'dx’).
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Sea A* = g*A;. Demuestre que A; = gxA*y ala inversa.
Exprese la relacion entre los tensores asociados

‘ , . ik
a)y APy AP, by ATy Ay o Ay AL

Demuestre que a) A/B!, = A"B,,, y b) AIB; = A B'" = A "B, Esto demuestra el resultado general de que
un simbolo mudo en un término puede bajarse de su posicién superior, o bien subirse de su posicién inferior,

sin cambiar el valor del término.

Demuestre que si 'A” = B, C,, entonces A,y = Bp,C, y A" = BJC". Esto demuestra el resultado de que un
indice libre en una ecuacidn tensorial puede subirse o bajarse sin que se afecte la validez de la ecuacién.

Demuestre que los tensores g,,, " y & son tensores asociados.
o/ ax? 5 Ot ax*
0., — = —_— ok = P9
Pruebe que a) gj o = 8ra o y b)g o =8 o
Sea AP un campo vectorial. Encuentre el vector unitario correspondiente.

Demuestre que los cosenos de los dngulos que forma el vector unitario tridimensional U’ con las curvas co-
U, U, Us

«/811’ /822 Y «/833.

Determine los simbolos de Christoffel del primer y segundo tipo, en coordenadas: a) rectangulares, b) cilin-
dricas y c) esféricas.

ordenadas estdn dados por

Determine los simbolos de Christoffel de los tipos primero y segundo, en coordenadas: a) cilindricas parabé-
licas y b) cilindricas elipticas.

Encuentre ecuaciones diferenciales para las geodésicas, en coordenadas: a) cilindricas y b) esféricas.
Demuestre que las geodésicas en un plano son lineas rectas.
Pruebe que las geodésicas en una esfera son arcos de circulos maximos.
Escriba los simbolos de Christoffel del segundo tipo para la métrica
ds? = (@) + [(2 — ()?](dx)?
y las ecuaciones geodésicas correspondientes.
Escriba la derivada covariante con respecto de x? de cada uno de los tensores siguientes:
ay Al b) AL, o A, d AY y e A
Encuentre la derivada covariante de: a) gjkA", b) A'B; yc) 5,{Aj, con respecto de x?.

Use larelacién A/ = gi*A; para obtener la derivada covariante de A’ desde la derivada covariante de Ay.

Suponga que ® es un invariante. Pruebe que ® ,, = ® ,,; es decir, el orden de diferenciacion covariante de un
invariante es irrelevante.

Demuestre que €,,, y €4 son tensores covariante y contravariante, respectivamente.

Exprese la divergencia de un vector A? en términos de sus componentes fisicas, para coordenadas: a) cilindri-
cas parabdlicas y b) paraboloides.

Encuentre las componentes fisicas de grad @ en coordenadas: a) cilindricas parabdlicas y b) cilindricas elip-
ticas.

Determine V>® en coordenadas cilindricas parabélicas.

Con el empleo de notacidn tensorial, demuestre que: a) div rot A" = 0y b) rot grad ® = 0.



8.145.

8.146.

8.147.
8.148.

8.149.

8.150.
8.151.

8.152.

8.153.

8.154.

8.155.

8.156.

8.157.
8.158.
8.159.
8.160.
8.161.
8.162.

8.163.

8.164.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Calcule las derivadas intrinsecas de los campos tensoriales siguientes, con la suposicidn de que son funciones
diferenciables de #:

a) A, b)A*, ¢ AjBk y d) d)Aj , donde ¢ es un invariante.
Encuentre la derivada intrinseca de a) guA*, b) §/A; y ¢) gudiA,.

84,
ot
Muestre que si no actian fuerzas externas, una particula con masa constante se mueve a lo largo de una geo-

désica dada por
S (dxP
(=) =0
Os < ds )

Pruebe que la suma y resta de dos tensores relativos de los mismos peso y tipo también son un tensor relativo
del mismo peso y tipo.

d
Demuestre que E(gl’ 14,A.) = 2874,

Suponga que AP es un tensor relativo de peso w. Pruebe que ¢"/?A?? es un tensor absoluto.

Sea A(p, ¢)BY* = C,,,, donde B} es un tensor relativo arbitrario de peso w; y G, es un tensor relativo conoci-

do de peso w,. Demuestre que A(p, ¢) es un tensor relativo de peso w, — wy. Este es un ejemplo de la ley del
cociente para tensores relativos.

Demuestre que la cantidad G(j, k) del problema resuelto 8.31 es un tensor relativo de peso dos.

Encuentre las componentes fisicas en coordenadas esféricas de: a) la velocidad y b) la aceleracién de una
particula.

Sean A" y B" dos vectores en el espacio tridimensional. Demuestre que si A y u son constantes, entonces
C" = A" + uB" es un vector que estd en el plano de A"y B". ;Cudl es la interpretacién en un espacio de ma-
yor dimensién?

d¢

——. Encuen-
oxd

Demuestre que un vector normal a la superficie ¢(x', x*, x*) = constante est4 dado por A? = g4
tre la normal unitaria correspondiente.

La ecuacién de continuidad esta dada por V - (ov) + aa—(; = 0 donde o es la densidad y v es la velocidad de un
fluido. Exprese la ecuacién en forma tensorial.

Exprese la ecuacion de continuidad en coordenadas: a) cilindricas y b) esféricas.

Exprese el teorema de Stokes en forma tensorial.

Pruebe que el tensor de curvatura covariante R, €s simétrico oblicuoen: a)py g,b)rysyc)qys.
Pruebe que Ryqs = Ryspq-

Demuestre que @) Rygrs + Rpsgr + Rorsg =0 Y D) Rypgrs + Rygps + Ryspg + Rpsrg = 0.

Pruebe que la diferenciacién covariante en un espacio euclidiano es conmutativa. Esto demuestra que el ten-
sor de Riemann-Christoffel y el tensor de curvatura son iguales a cero en un espacio euclidiano.

dx? ., .
Sea 17 = e el vector tangente a la curva C cuya ecuacién es x” = x’(s), donde s es la longitud de arco.
S

q

oT4 10T
a) Demuestre que g,,7°T? = 1. b) Pruebe que g,,7" —— = 0 lo que demuestra que N? = <5, ©Sunanor-
K Os

Os
o . ON‘? )
mal unitaria a C para una « apropiada. c) Demuestre que 55 S ortogonal a VY.

Con la notacidén del problema anterior, demuestre que:

SN SN
a) gpT"N?=0,b) gqupﬁ_s =—ko gqup(S_s + KT") =0.

16N o .

Lo que prueba que B" = — 5 + kT" ) es un vector unitario para una 7 apropiada y ortogonal tanto a 77
T A}

como a N4,
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8.165.

8.166.

8.167.

Demuestre las férmulas de Frenet-Serret:

oT? ONP oB’
—=kN’, —— =B —kI’, —=—1N’
B & &
donde 77, N? y B son los vectores unitarios tangente, normal y binormal a C, y k' y 7son la curvatura y torsién

de C.
Demuestre que ds*> = c2(dx*)* — dx*dx* (N = 3) es invariante bajo la transformacién lineal (afin):

X = )/()c1 — vx4), e =x2, x =x3, = y<x4 —§x1>
donde v, B, c y v son constantes, 8 =v/icy y= (1 — B2, Esta es la transformada de Lorentz, de la relati-
vidad especial. Fisicamente, un observador en el origen del sistema x' ve que un evento ocurre en la posicién
x', 2%, x* en el instante x*, mientras que un observador en el origen del sistema ¥ mira que el mismo evento
sucede en la posicién X', ¥, ¥ en el instante X*. Se supone que: 1) en los dos sistemas coinciden los ejes x'
y X', 2) los ejes positivos x> y x> son paralelos respectivamente a los ejes positivos ¥ y %, 3) el sistema ¥ se

mueve con una velocidad v relativa al sistema x' y 4) la velocidad de la luz, c, es constante.

Demuestre que para un observador fijo en el sistema x'(x'), una barra fija en el sistema ¥ (x') que esté paralela
al eje x'(x') y que tenga una longitud L, en este sistema parece tener la longitud reducida L,/1 — 8. Este
fenémeno se llama contraccion de Lorentz-Fitzgerald.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

8.77.

8.78.

8.79.

8.80.

8.81.

8.82.

8.83.

8.87.

8.88.
8.89.
8.94.
8.95.

a) ax*x> b) AYB; ¢) ALB* d) g¥g . N=4 y e B¥,N=2

pr >

a) %(@Al) + %(\/gAZ) + a—i(ﬁﬁ) b) AM'BC, + A?'B]C, + AB5Cy + A2B5C,
o/ ax' o ax? ax/ oY

o acar | Tavae

Elipse para N = 2, elipsoide para N = 3, hiperelipsoide para N = 4.

{ anx' +apx® =b

c)

1 2
azx +anx” =by

_ P ox? k. _ ox” oxd %" " .. _
pqg Y PP oAb qr __ Y P T U pijk _
VA = e DB =i aacae B O G

A" g o
—y Cmn A, = TAm
P oxt y 9 o

a) B(j, k, m) es un tensor de rango tres y es covariante de orden dos y contravariante de orden uno. Si puede
escribirse como Bj. b) C(j, k, m, n) no es un tensor.

45 = 1024
a) 2pcos’ ¢ —zcos ¢+ p’sen’ ¢cos® ¢, —2p” sen ¢ cos ¢ + pzsen ¢ + p*sen ¢ cos > ¢, pz sen ¢

b) 2rsen® @cos> ¢ — rsen Hcos Bcos ¢ + r° sen* @ sen® ¢ cos® ¢ + 1% sen 6 cos> §sen ¢,
2% sen 0 cos 6cos> ¢ — r* cos® Bcos ¢ + r* sen® Bcos §sen® ¢ cos® ¢ — 1 sen® cos Osen ¢,
—2r” sen® fsen ¢ cos ¢ +r> sen O cos Osen ¢ + r* sen* fsen P cos® ¢

w?vz + 30, 3u — uv’z, u® + uv — v*

a)B;, bYA”, ¢)&, d)N 8.98. Si.

No es un tensor. 8.100. @) 10, b)21y c) N(N + 1)/2

Rango tres y rango uno, respectivamente. 8.101. N(N — 1)(N —2)/6
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17 2 -1 —4 14 10 18 8
8.107. a) s-[o 3}, D—[ ) 5], P—[O 2}, Q—[_g _2]

3 -1 3 11 -1 1 —4 6
by'S=|2 0 —2|, b= |-4 -4 6|, P=|-9 -7 10|,
2 11 0 5 -3 9 9 —16
Tl 8 -3
o= 8 —16 11
-2 10 -7

3 16 20
8.108. q) [_52 ‘86] )

9 163 —136|  8.110. [_6 > 3}

104 76 6l 135 132 —4 17 -2
F o 1/3 1/3 0
8111. x=—-1,y=3,z=2  8112. a) ] by |-5/3 1/3 1|.si
15/2 3/2 70
axl ox' ox!
1! ax! ax?  oxd AT
=2 =2 —2
8115. a) | 22| = | & K| |
X3 ol ax? oxd A3
axl ax2 axd
axl a? a9’ ax! ax! ax!
- w oo o w2 ad
An A A ail aiz a; Au - An A a; a; aiz
b) ' | Ay Ap Ap | = i R} Ay Ay Apn P
A A A X X X X X X
A An A ol ax? As An A o o axd
x> I I owl ox ox
ax!  ox'  ox! axl  ox!  ox!
-1 =1 - Tl 2 a3 ozl 422 o3
A Ay Ay sz 6f2 6/Ez Al A} A} 8x2 axz 8x2
-2 -2 2| _ |o&x* dx= 0Jx 2 5 5 ox~  ox° oOx
o |A A, Al = |= = | |A? A3 A * *
12 a3 ol o o 1 7 3 R AP
3 -3 -3 X X X A? A% A% ox dx° ox
A Ay Aj w I o o o
oxl ax2  axd axl awr o

8.116. A =4, -1

u? +? 0 0 u2 + 2 0 0
8.119. a) 0 W+ 0,

0 0 1 O wrn 0
0 0 1
2 2 2 % 0 0
a’(senh”u + sen”v) 0 0 a%(senh®u + sen”v)
b) [ 0 a*(senh®u + sen’v) 0] , 0 1
0 0 1 a*(senh®u + sen’v)
0 0 1

4/3 0 1
8121. g=6,( =10 1/2 0
1 0 1
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P P
8.123. a) A7 =gPAY, b) APT = gPig"A, ¢) AT = g, igug A" 8128, & _ o, 4
J -q Jq Pq PIdq -l A”A[, \/W

8.130. a) Todos son cero. b)[22,1] = —p, [12,2] = [21,2] = p. Todos los demds son cero.
¢) [22,1]1 = —r, [33, 1] = —rsen® 6, [33, 2] = —r* sen fcos 0

[21,2] =[12,2] =r, [31,3] =[13,3] = rser’ 6
[32, 3] = [23, 3] = r?sen 6 cos 6. Todos los demas son cero.

8.131. a) [11,1] =u,[22,2] =v, [11,2] = —v, [22, 1] = —u,
[12, 1] = [21, 1] = v, [21, 2] = [12, 2] = u:

1) 21 v 0 R— 21 —v
| w2+ 22| w+v 2] w+v 1| w2

1 1 2 2
= = L, = = L. Todos los demas son cero.
21 12 w2 +v27 | 21 12 u2 +12
b) [11, 1] = 2a® senh u coshu, [22, 2] = 2a*senv cosv, [11, 2] = —2a®sen v cosv

[22, 1] = —2a® senh u coshu, [12, 1] = [21, 1] = 2a® sen v cos v, [21, 2] = [12, 2] = 24° senh u cosh u

1] _ senhu coshu { 2 } _ senv cosv { 1 } _ —senh u coshu
11 senh? u +sen’v’ | 22 senh? u +sen’ v’ | 22 senh? u +sen’v’
2] _ —senvcosv { 1 }_{ 1 }_ sen v cosv
11 senh? u + ser’v’ | 21 12 senh’ u +sen’ v’
2 2

= { } = w, Todos los demas son cero.
21 12 senh” u + sen”v

8.132. «a)

d*p <d¢>2_ d2d>+2dpdd>_ d*z
ds

gy pasdas e O

T ds?  pds ds " ds?
2 do\* 2 20 2drd 2
b) dr r(—e) —rsen26<cjl—¢> =0, ﬁ4—f—r—0—sen6005(9(61—(1)> =0
s

ds2 " \ds ds®  rdsds ds
d2¢ 2drd¢ dodo
—+—-——+2cotd——=0
ds?  rdsds Ot ds
1 2
Ll )22 21 _ ¥  Todoslos demds son cero.
22 T2 21 () — (2?7 | 22 (@2 — (x1y?
d*x' | (dx? 2 d*x? 2! dx' dx? x? d?\’
() =0 24, P () =
ds? ds ds? (1) =22 ds ds  (x*)? — (x1)? \ ds

L oAtk ) i :
8136, a) Al =200 1S Lo bd g K g
»q axq lq s qs

- Ak , . ; _
b) Ay = "”—{S}Af"—{s}A§k+{f}A‘,‘"+{k}A§s
;s ox4 lq sm mgq s qs m qgs m
. BAJ " s . s . s . ,1
c) Ajklm,q = E);‘]/ - {kq }Ajslm - { Iq A]ksm - mq A]kls + gs Ailnl

ikl .
d) AN = oA | s Y I Y k Al 1 l A
n'l,q axq mq B qs m qs m qs m
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i QALY s, s j k
Jk _ Imn jko jko Jk sk Js
e) Almn,q x4 { lq }Asmn { mq }Al.vn { nq }Alms { qs }Almn { qs }Almn

8.137. a) gjkA{‘q, b) Al B +AiBy, ©) §A;,

8.141. «a) . |: (Vu? +124,) +—(\/u2 +124, )]
V2
1 1 02 A,
b)) ————— (MV\/u2 +12A,) + —(uV\/uz +124,) | +
ww? +v2) | a uv 972
1 od 1 P D
8.142. a) ——— ¢, e, +— e,
) \u? +v2 ou \/u2 T2 v 0z
1 (8‘1’ b ) P
a — e,+—e ) +—e,
asentu + seny \ 9 v dz

donde e,, e, y e, son vectores unitarios en las direcciones en que se incrementan u, v y z, respectivamente.

1 [oD , PD ,
43, —— | —+—+ @+
8.143 o |:au2 P W +v )(I):|
8Ak dx? 0Ay s dxq dAi  |'s dx?
8.145. — —— A Ay—
%) Akagr (qu {kq} ) ddt kg ar

BA]k dAjk { ] }Ask% + { k }Aﬂ%

b) — =—+
ot dt qs dt qs dt

c) —(ABk)—ﬁA’Bk A'SBk a; _ Ad—qu"+A dBk+ Flpat
5t dt \jg| 7 at dt gs|] dt

8A’ 8D dAl, () dx [ s ), dxd\  dD
PAL) = "+—A’-<I> —k 4 A= — A=)+ —Al
9 ( 0= 5t (dt {qs} k ar {kq} *‘dz) dr k

oAk dA* k dxd
8.146. + A’ —
a) gk 5 g]k(dt iqs} dt)

0A; dA; s dx? dAy s dx?
by &§—L=2¢ CtA— ) = Ag—
) kﬁt (dz {jq} dz) dr {kq} dt
(SA" dA' s dx? r dx?
§or = AT A
C) 8jk Oy 51’ gk(d[ {pq} S dt {qs} pd[)
1
8.153. a) r r0, rsenfd b) ¥ — ro® — rsen 0(;’)2 (r 6) — rsené cos 0(7,’)2 —— (r sen? O¢)

dovl) ovlidg do

8.156. ——+— = 0, donde v? son las componentes contravariantes de la velocidad.
oxd 2g dx1 ot
3 Lo
8.157. a) —(O'V)-i-a—d)(avz)—i- (o )+%+§_0

2! d
b) —(av ) +—(ov2) +—(¢rv3) + 0'< Y+ 2 cot (9> +a—(; =0, donde v!, v* y v* son las componentes
r

o

contravariantes de la velocidad.

P ds ds
C S

normal a la superficie S, que tiene como frontera a C.

dx? [ A .
8.158. JA —ds = —JJ e’A, vy, dS, donde ar es el vector unitario tangente a la curva cerrada C y v” es el unitario






A

aceleracion, 45
centripeta, 54, 62, 68
de Coriolis, 68

algebra vectorial, 3

analisis tensorial, 88, 189

angulo, 77

antiderivada, 97

area vectorial, 32

B
banda de Moebius, 119
binormal, 56

C
calculo de variaciones, 196
campo escalar, 5
campo
fuente, 17, 142
irrotacional, 85
sumidero, 17, 142
tensorial, 191
vortice, 85
campo vectorial, 5-6
conservativo, 87, 99
solenoidal, 142
cinematica, 49
circulacion, 98
circuncentro, 41
coeficientes métricos, 171
combinacién lineal, 4
componentes, 4

de un tensor mixto de segundo rango de un vector

contravariante, 180

componentes contravariantes, 158
de un tensor de segundo rango, 191

componentes covariantes, 158

de un tensor de segundo rango, 191

conjuntos reciprocos, 23

contraccion de Lorentz-Fitzgerald,

230

coordenadas
bipolares, 162
curvilineas, 60, 157
elipsoidales, 163
esféricas, 160
paraboloides, 161
coordenadas cilindricas, 160
elipticas, 161
parabdlicas, 160-161
coordenadas esferoidales
achatadas, 162
alargadas, 162
cosenos directores, 25
convencién de suma, 190
curva
cerrada simple, 98
binormal, 49
en el espacio, 45
normal principal, 49

D
delta de Kronecker, 91, 191
densidad de carga, 147
densidad de corriente, 147
derivada
covariante, 196
intrinseca o absoluta, 197
ordinaria, 44
determinantes, 193
diadas unitarias, 87
diadica, 87
diferencia de vectores, 2
diferenciable de orden, 46
difusividad, 148
dinamica, 49
divergencia, 70, 197

E

ecuacion
de continuidad, 81, 147
de onda, 86

INDICE
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ecuaciones

de Euler, 216

de Maxwell, 86

lagrangianas, 224
eigenvalores, 227
elemento de linea ds, 194
energia cinética, 112
energia potencial, 112
escalar, 1, 6, 191
espacio(s)

euclidianos, 194

N dimensional, 189

riemanniano, 194

vectorial, 3

F
factores de escala, 158
fin del vector, 1
forma
cuadratica fundamental, 171
métrica, 171, 194
féormulas de Frenet-Serret, 49
fuerza
central, 66, 102
de la particula, 222
funcion
diferenciable de orden, 46
escalar continua, 46
escalar de posicidn, 5
vectorial continua, 46
vectorial de posicién, 5

G
geodésica, 196
gradiente, 69, 197

H

hélice circular, 59
hiperesfera, 199
hiperplano, 199
hipersuperficie, 199

I

indice libre, 190

indice mudo, 190

indice umbral, 190

integral de linea, 98

integral definida, 97

integral indefinida, 97

integrales de volumen o espaciales, 100
invariante, 73, 191

inversa, 193

J

jacobiano, 92

L
lagrangiano, 224
laplaciano, 197

ley
de los cosenos, 42
de los senos, 37
del cociente, 205
del paralelogramo, 7

M
matriz(ces), 88, 192
columna, 192
compatibles, 193
identidad, 192
nula, 192
renglén, 192
momento angular, 62
multiplicacion
interna, 204
por un escalar, 2
multiplicador de Lagrange, 70

N

nabla, 69

negativo, 1

normal unitaria positiva, 61, 99

o

operaciones fundamentales con tensores,
192

operador laplaciano, 72

origen, 1

ortocentro, 41

ortogonal, 60

P
plano basculante, 49
plano normal, 49
plano rectificador, 49
potencial
escalar, 87, 94, 99, 204
vectorial, 94
principio de Hamilton, 224
producto(s)
cruz, 22
interno, 204
punto, 21
triples, 22
punto inicial, 1
puntos singulares, 164

R
radio

de curvatura, 49

de torsion, 49

vector, 4
regién de conexién, 131
resultante; véase suma de vectores
rotacion con traslacion, 73
rotacién pura, 73
rotacional, 71, 197



S
simbolos
de Christoffel, 195
de permutacion, 197
singular, 193
sistemac(s)
diestro,4
reciprocos, 23
sistema de coordenadas
de mano derecha, 3, 4
ortogonal, 157
toroidales, 162
solenoidal, 81
suma de vectores, 2
superficie(s)
de coordenadas, 157
orientable y no orientable, 119

T
tensores asociados, 195
tensor conjugado o reciproco, 194
tensor contravariante de primer rango, 180, 190
tensor covariante de primer rango, 190
tensor de densidad, 198
tensor de rango cero, 191
tensor fundamental, 194
tensor métrico, 194
conjugado, 209
tensor(es)
asociados, 210
cartesianos, 227
de permutacion, 197
de Riemann-Christoffel, 225
relativo de peso w, 198
simétrico, 191
simétrico oblicuo, 191
teorema
de Gauss, 126, 132, 145
de Green, 127, 132
de Hamilton y Cayley, 227
de Stokes, 126, 131
simétrico, 143

iNDICE

transformacion
afin, 73
de coordenadas, 72, 157, 191
ortogonal, 73
transformada de Lorentz, 230
triadicas, 88
triedro, 49
torsion, 49
triedro movil, 49

\%

vector(es), 1, 6
base, 9, 10
cero, 2

combinacidn lineal, 4

componentes, 4, 9, 10

constante arbitrario, 97

contravariante, 190

covariante, 190

de posicion, 4

derivada ordinaria, 44

diferencia de, 2

espacio, 3, 6

fin del, 1

iguales, 1

linealmente dependientes, 4

linealmente independientes, 4

nulo, 2

origen de, 1

propio, 2

punto inicial, 1

punto terminal, 1

radio, 4

resultante, 2

suma de, 2

término del, 1

unitarios, 3

unitarios basicos, 158
velocidad, 45

angular, 33

superficial, 102
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