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PREFACIO

Este libro, como la primera edicién, presenta los conceptos y
los resultados basicos de la l6gica: los temas son pruebas, ver-
dad y computabilidad (o calculabilidad). Como en la edicién
anterior, la forma en que se presentan los contenidos estd diri-
gida al lector que ya posee algunos conocimientos € intereses
matemdticos. En esta version revisada, ademas de numerosos
cambios “locales”, hay tres maneras “globales” en las cuales la
presentacién cambio.

En primer lugar, he intentado hacer que el material sea mds
accesible para cl estudiante de licenciatura tipico. En ¢l desarro-
llo principal he tratado de no dar por sentada informacion ni
conocimientos que pudieran no estar al alcance de un estu-
diante de matematicas de nivel medio.

Fn segundo lugar, para el profesor que quiera adaptar el
libro a las necesidades de su curso, la organizacién del conteni-
do se ha hecho mis flexible. Los pies de pdgina al comienzo de
muchas secciones indican rutas opcionales que el profesor —o
el lector independiente— podria elegir.

En tercer lugar, la ciencia de la computacion teorica ha influido
en la légica en los afios recientes, y algunas de esas influencias
se reflejan en esta edicién. Los problemas de computabilidad
se toman mas en serio. Algunos materiales sobre modelos fini-
tos se han incorporado al texto.

Esta obra pretende servir como libro de texto para un cur-
so introductorio de matematicas sobre légica de nivel medio y
avanzado de licenciatura. Los objetivos son presentar los con-
ceptos y teoremas importantes de la logica y explicar su signi-
ficacién y su relacién con el resto del trabajo matematico del
lector.
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Como libro de texto, puede usarse en cursos cuya duracion
varic entre un trimestre y un afio. En un trimestre generalmen-
te llcgo hasta el material sobre modelos de teorias de primer
orden (seccién 6 del capitulo II). El tiempo adicional que ofre-
ce un scmestre permitirfa dar un vistazo a la indecidibilidad,
consultando, por ¢jemplo, el panorama que se presenta cn la
seccion 0 del capitulo III. En un segundo semestre, el mate-
rial del capitulo III (sobre indecidibilidad) puede cubrirse mas
adccuadamente.

El libro esta dirigido al lector que no ha estudiado légica
anteriormente, pero que tiene alguna cxperiencia con el razo-
namiento matemitico. No hay requisitos especificos aparte de
la disposicién para funcionar en cierto nivel de abstraccion y
de rigor. Es inevitable usar la teorfa de conjuntos basica. En
el capitulo cero ofrecemos un resumen conciso de la teoria de
conjuntos que se usa a lo largo de la obra. No es conveniente
iniciar el libro estudiando este capitulo, pues éste mds bien es-
t4 pensado como referencia para cuando surja la necesidad —si
es que surge—. El profesor puede ajustar la cantidad de teoria
de conjuntos que va a dar; por ejemplo, es posible evitar los
nimeros cardinales por completo (a costa de perder algunos
teoremas). El libro contiene algunos ejemplos tomados del 4l-
gebra abstracta, pero son sélo gjemplos y no son esenciales a
la exposicién. Los ultimos capitulos (Caps. Il y IV) ticnden a
exigir mas del lector que los primeros.

La induccién v la recursién reciben un tratamiento mas ex-
tenso (en la seccién 4 del capitulo I) que lo acostumbrado. Pre-
fiero dar una explicacién intitiva de estos temas en clase y
{ener una version precisa en el libro, y no al revés. Al final’
de casi todas las secciones se incluyen ejercicios. Si el ejercicio
lleva un numero en negritas, entonces sus resultados se usan
en el texto al exponer el tema. Los ejercicios de dificultad ex-
cepcional estan marcados con un asterisco.

Reconozco con gusto mi deuda con mis maestros, categoria
en la que incluyo también a los que han sido mis colegas o
mis alumnos. Mc agradaria recibir comentarios'y correcciones
de parte de los usuarios del libro. El sitio web para el libro se
encuentra en http:// www.math.ucla.edu/~hbe/amil



INTRODUCCION

La logica simbélica es un modelo matemitico del pensamiento
deductivo. Al menos esto fue cierto en un principio, pues, al
igual que otras ramas de la matematica, ha crecido mds alla de
las circunstancias de su nacimiento. La 16gica simbélica es un
modelo en el mismo sentido en que la teoria moderna de la
probabilidad es un modelo para las situaciones en que inter-
vienen el azar vy la incertidumbre. :

cComo sc construye cl modelo? Se comienza con un objeto
de la vida real; por ejemplo, un avién. Luego se escogen algu-
nos aspectos de este objeto original que se representaran en el
modelo, como su forma, y otros que se pasaran por alto, como
su tamaro. Entonces se construye un objeto, semejante al origi-
nal en algunas propiedades —que escogemos como esenciales—
y diferente en otras —que consideramos irrelevantes—. El éxito
del modclo para cumplir con su propésito dependerd en gran
medida de la seleccién de las propiedades del objeto original
que se representan en ¢l modelo.

La logica es mds abstracta que los aviones. Los objetos de la
vida real son ciertas deducciones “légicamente correctas”. Por
ejemplo:

Todos los hombres son mortales.
Socrates s un hombre.
Por lo tanto, Socrates es mortal.

La validez de inferir la tercera afirmacién —la conclusion—
de las dos primeras —las premisas— no dependc de idiosincra-
sias particulares de Socrates. La inferencia estd justificada por
la forma de las oraciones mds que por algin hecho empirico
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acerca de la mortalidad. No importa realmente el significado
de “mortal”; lo que sf importa aqui es ¢l significado de “todos”.

Los bérgovos estan fefos durante el brilgo.
Ahora es brilgo y esto es un bérgovo.
Por lo tanto, esto esta fefo.

De nuevo podemos reconocer que la tercera afirmacién es
consecuencia de las dos primeras, aun cuando no tengamos la
" menor idea de cémo se ve un bérgovo cuando esta fefo.

Las deducciones légicamente correctas tienen mas interés
del que podrfan sugerir los frivolos cjemplos precedentes. De
hecho, la matematica axiomadtica consiste en una gran cantidad
de deducciones de este tipo. Asi, las deducciones que realizan
los matemdaticos constituyen objetos de la vida real cuyas pro-
piedades deberdn reflejarse en nuestro modelo.

La correctud légica de estas deducciones se debe a su for-
ma y es independiente de su contenido. Este criterio es vago,
pero es justamente este tipo de vaguedad lo que nos induce a
recurrir a los modelos matematicos. Uno de nuestros objetivos
principalcs ser4 dar, dentro del modelo, una version precisa
de este criterio. Las preguntas (acerca de nuestro modelo) que
miés nos interesaran al principio seran:

1. éQué quiere decir que una afirmacién sea “consecuencia
l6gica” de otras?

1o

Si una afirmacién es consecuencia légica de otras, cqué
métodos de demostracion pueden ser necesarios para csta-
blecer este hecho?

3. ¢Hay una brecha entre lo que podemos probar en un sis-
tema axiomatico (digamos, para los nimeros naturales) y
lo que es verdadero acerca de los nimeros naturales?

4. ¢Cudl es la relacién entre la logica y la computabilidad?

En realidad presentaremos dos modelos. El primero —la 16-
gica proposicional— sera muy simple y terriblemente inadecua-
do para modelar deducciones interesantes. Esto se debe a que
preserva solo algunas propiedades rudimentarias dc las deduc-
ciones de la vida real. El segundo modeclo —la logica de primer
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orden— es admirablemente apropiado para modelar las deduc-
ciones que se encuentran en las matematicas. Cuando un ma-
tematico afirma que un enunciado particular se sigue de los
axiomas de la teorfa de conjuntos, quiere decir que su deduc-
cion se puede traducir a una en nuestro modelo.

Este énfasis en las matemadticas guio la selecciéon de temas
incluidos. Este libro no incursiona en la logica multivariada, ni
en la l6gica modal ni en la logica intuicionista, que representan
selecciones diferentes de propiedades de las deducciones de la
vida real.

Hasta ahora hemos evitado dar mucha informacién acerca
del modelo de la l6gica de primer orden. Como breves indica-
ciones, daremos ahora algunos ejemplos de la expresividad de
su lenguaje formal. Primero consideremos el enunciado caste-
llano que afirma el principio conjuntista de extensionalidad:
“Si exactamente-las mismas cosas son elementos de un primer
objeto asi como de un segundo objeto, cntonces ambos obje-
tos son el mismo.” Esto puede traducirse a nuestro lenguaje de
primer orden como

VaVy(Vz(zEx e 2€y) = x=y).

Como segundo ejemplo, podemos traducir el enunciado
bien conocido por los estudiantes de célculo: “Para todo nime-
ro positivo ¢ existe un numero positivo ¢ tal que, para toda x
cuya distancia a a sea menor que 4, la distancia entre f(x) y
¢s menor que £, cOmo

Ve(e>0—=38(8>0AVYx(dxa<d —dfeb <eg))).

Hemos dado algunas pautas acerca de lo que pretendemos
hacer en este libro. También deberfamos evitar algunas posi-
bles impresiones falsas diciendo lo que no haremos. Esta obra
no se propone ensefiar al lector a pensar. La palabra “logica” se
usa a veces para referirse a recetas para pensar, pero nosotros
no la usamos asi. El lector ya sabe pensar; aqui se le ofrecen
algunos conceptos interesantes en los cuales pensar.



CAPITULO CERO

ALGUNOS DATOS UTILES
DE LLA TEORIA DE CONJUNTOS

Daremos por supuesto que el leclor va estd familiarizado en
mayor o menor medida con los métodos conjuntistas que se
usan normalmente. Sin embargo, haremos aqui un breve resu-
men de algunos datos de la teorfa de conjuntos que necesita-
remos; esto servira al menos para establecer nuestra notacion.
Sugerimos al lector que, en lugar de lanzarse a estudiar este
capitulo, simplemente vuelva a €l cuando surjan dudas de na-
turaleza conjuntista en capitulos posteriores. El libro favorito
del autor sobre teoria de conjuntos es, desde luego, Elements of
Set Theory (véasc la lista de referencias al final de este libro).

Primero unas palabras acerca de la jerga linglistica. A lo
largo del libro utilizaremos una coleccién de abreviaturas ma-
tematicas estandar. Usaremos “—” para denotar ¢l {in de una
prueba. Un enunciado “Si.. ., entonces. ..” se abreviard algunas
veces “... = ...”. También tenemos “<=" para la implicacién
inversa (para el modo particular en que el término “implica-
cién” se usa en matemdticas). Para “si v solo si” usaremos la
expresion mds breve “sii” (esto se ha convertido en parie del
lenguaje matemadtico), asi como el simbolo “«”. Para la expre-
sion “por lo tanto” empleamos la abreviatura “*.”.

El recurso notacional que expresa “x # y” como la negacién
de “x = 3" v “x ¢ y” como la negacién de “x € y” lo extende-
remos a otros casos. Por ejemplo, en la seccidon 2 del capfrulo I:
definimos “¥ |= 77; entonces, “X & 77 denota su negacion.

Ahora bien, un conjunto es una coleccién de cosas; éstas se
conocen como sus miembros o elementos. Como es costumbre,
escribimos “t € A" para decir que ¢ es un elemento de A, y “f ¢
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A” para decir que ¢ no es un clemento de A. Escribimos “x =
y” para significar que x y y son el mismo objeto. Es decir, la
expresion “x” a la izquierda del signo de igualdad es un nombre
para el mismo objeto que nombra la otra expresién “y”. Si
A = B entonces, para cualquier objeto f, es automaticamente
verdadero que ¢ € A sii ¢+ € B. Esto es cierto sencillamente
porque A y B son la misma cosa. La reciproca es el principio
de extensionalidad: si A y B son conjuntos tales que para todo
objeto f,
tEA sii t€B,

entonces A = B. Esto refleja la idea de lo que es un conjunto;
un conjunto estd determinado justamente por sus miembros.

Adjuntar un objeto adicional a un conjunto es una opera-
cién muy ttil. Para cualquier conjunto A, sea At el conjunto
cuyos elementos son (i) los elementos de A, mds (ii) el elemento
(nuevo posiblemente) ¢. El objeto # puede pertenecer o no ya
de antemano a A, y tenemos

At=AU {f}
usando la notacién que definiremos mas tarde, y
te A sii A;t=A.

Un conjunto especial es el conjunto vacio {), el cual carece
de elementos. De cualquier otro conjunto se dice que es no
vacio. Para cualquier objeto x existe el conjunto unitario {x},
cuyo tnico elemento es x. En general, para cualquier mime-
ro finito x1, ..., %, de objetos, existe el conjunto {xi,...,%.},
cuyos elementos son exactamente estos objetos. Notese que
{x,9} = {y,x}, ya que ambos conjuntos tienen exactamente
los mismos elementos: sélo hemos usado distintas expresiones
para denotar €l conjunto. Si el orden importa, podemos usar
pares ordenados (que veremos mads adelante).

Abusaremos un poco de esta notacién para abarcar algunos
casos infinitos sencillos. Por ejemplo, {0,1,2, ...} es el conjun-

to N de los mimeros naturales, y {...,—2,-1,0,1,2,...} es el
conjunto Z de todos los enteros.
Escribimos “{x | _x_}” para denotar el conjunto de todos

los objetos x tales que _x_ . Nos tomaremos libertades consi-
derables con esta notacién: por ejemplo, {(m,n) | m < n en N}
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es el conjunto de todas las parejas ordenadas de numeros na-
turales cuya primera componente €s menor que la segunda. Y
{x € A| _x_} es ¢l conjunto de todos los clementos x de A
tales que _x

Si A es un conjunto tal que todos sus elementos son también
clementos de B, entonces A es un subconjunto de B, lo cual se
abrevia “A C B”. Notese que todo conjunto es subconjunto de
si mismo. Ademds, () es un subconjunto de cualquier conjunto.
(“p C A” es “verdadero yacuamente”, ya que el trabajo de ve-
rificar que cada elemento de § también pertenece a A consiste
en no hacer nada. Desde otro punto de vista, “A C B” puede
ser falso unicamente si algin elemento de A no pertenece a B.
Si A = 0, esto es imposible.) A partir del conjunto A podemos
formar un nuevo conjunto, el conjunto potencia PA de A, cuyos
elementos son los subconjuntos de A. Asi,

PA = {x|xC A}

Por ejemplo,
PO = {0},
P{0} ={0.{0}}-

La unién de Ay B, AUB, es el conjunto de todas las cosas
que son elementos de A o de B (o de ambos). Por ejemplo,
A; ¢ = AU {{}. Andlogamente, la interseccion de Ay B, AN B,
es el conjunto de todas las cosas que soit elementos tanto de A
como de B. A 'y B son disjuntos (0 ajenos) sii su interseccion es
vacia (i.e., si no tienen miembros en comiin). Una coleccion de
conjuntos es disjunta dos & dos sii cualesquiera dos miembros de
la coleccién son disjuntos.

Mis en general, considérese un conjunto A cuyos elementos
son a su vez conjuntos. La union de A, |JA, es el conjunto que
se obtiene amalgamando todos 1os conjuntos que pertenecen a
A en uno solo:

UA = {x | x pertenece a algin elemento de A}.
De forma similar, para A no vacio,

m A = {x | x pertenece a todos los elementos de A}.
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Por ejemplo, si

A= {{0,1,5},{1,6}, {1,5}},

entonces
Ja=1{0,15,6},
()4 ={1}.

Dos ejemplos mas:

AUB=J{A, B},

JPA=A.
En los casos en que para cada nimero natural n tengamos un
conjunto Ay, la unién de todos estos conjuntos, | J{A, | n € N},
se suele denotar mediante "URE&. A", o simplemente “Un W

La pareja ordenada (x, y) de los objetos x y y debe ser defini-
da de tal manera que

(w,y) = (u,v) sli x=uyy=uw.
Cualquier definicion que tenga csta propiedad servird; la defi-

nicion usual es
(x,3) = {{x}, {5} }.

Las ternas ordenadas se definen como

(x, 3.2) = ((x,3).2).

En general definimos las n-adas recursivamente haciendo

(x]J LR sxﬁ+1> = ({x1- . 'Jxﬂ.}:xﬂ—i—])
para n > 1. Es conveniente definir también (x) = x; asi, la
ccuacidon anterior también se cumple paran = 1. § es una

sucesion finila (0 cadena) de elementos de A sii existe un entero
positivo n tal que S = (x1,...,x,), donde cada x; € A. (Las
sucesiones finitas a menudo se definen como ciertas funciones
finitas, pero la definicién anterior es ligeramente mas conve-
niente para nosotros.)
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Un segmento de la sucesién finita § — {x1,... ,xﬂ} €s una
sucesion finita

(Xps Xpp 1, - . s Xim— 1y X ), donde 1<k<m<an.

Este segmento es un segmento inwcial sii k = 1, y es bropio sii es
diferente de §.

Sio{xr,oux,) = (y,... » Y=}, es facil probar que x; = y;
paral < i < n. (La prueba usa induccién sobre n v la pro-
piedad bdsica de las parejas ordenadas.) Pero si (%1, ..., %) =
{y1,. .. , Y=}, €NtOnces no se sigue en general que m = n. Des-
pués de todo, las ternas ordenadas son también parejas orde-
nadas. Pero afirmamos que m y n pueden ser distintos sélo si
alguna x; es ella misma una sucesién finita de y;’s, o viceversa:

Lema 0A Supongamos que (x,...,x,) = (;;1,,..,ym,,.,,yw__k}.
EHT.OHCCS X = {_1_.!5 yeees Pt )

Demostracion Por induccién sobre m. Sim = 1, la conclusidn
es inmediata. Para el paso inductivo, supongamos que
(%1, ..., x,, Xpr1) = Y-y Ymshs Ymi142). Entonces las
primeras componentes de esta pareja ordenada deben
ser iguales: (xp, ..., x,) = VL Y Apliquese aho-
ra la hipdtesis inductiva, ~

Por ejemplo, Supongamos que A es un conjunto {al que nin-
gun clemento de A es una sucesién finita de otros elementos.
Entonces si (x, ... Xm) = (y1,... »Yn) v cada x; ¥ J; estdn en
A, entonces, por el lema anterior, m = n. Por lo cual tenemos
también que x; = y,. '

A partir de los conjuntos A ¥ B podemos formar su producto
cartesiano: €l conjunto A X B de todas las parejas (x,y) tales
Quex € Ayy € B. A" es el conjunto de todas las n-adas de
clementos de A. Por ejemplo, A3 = (A x A) x A.

Una relacién R es un conjunto de parejas ordenadas. Por
¢jemplo, la relacién de orden para los mimeros 0-3 es captu-
rada por —y de hecho es igual a— el conjunto de las parejas
ordenadas

{(0.1),(0,2),(0.3), (1,2), (1,3), (2, 3)}.

El dominio de R (que se escribe dom R) es el conjunto de todos
los objetos x tales que (x,y) € R para alguna y. El rango (o
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imagen) de R (que se escribe ran R) es el conjunto de todos los
objctos y tales que (x, y) € R para alguna x. La unién de dom R
yran R es €l campo de R, cam R.

Una relacion n-aria en A es un subconjunto de A”. Sin > 1,
hay una relacion. Pero una relacion l-aria (unaria) en A es sim-
plemente un subconjunto de A. Una relacién binaria particular-
mente sencilla en A es la relacién de igualdad {(x,x) | x € A}
en A. Si R es una relacién n-aria en A, y B es un subconjun-
to de A, la resiriccién de R a B es la intersecciéon R N B™. Por
cjemplo, la relaciéon mostrada anteriormente es la restriccién
al conjunto B = {0, 1,2, 3} de la relacién de orden sobre N,

Una funcion es una relacién I que tiene la propiedad de ser
de un solo valor: para cada x en dom F existe una unica y tal
que (x,y) € . Como es costumbre, llamamos a esta tinica ¥
el valor F(x) que toma F en x. (Esta notacién data de Euler, Es
una lastima que no haya elegido (x)F en lugar de F(x), lo que
habria sido de ayuda para la composicion de funciones: f o ges
la funcién cuyo valor en x es f(g(x)), que se obtiene al aplicar
primero gy después f.)

Decimos que F es una funcién de A en B y escribimos

F:A-B

para significar que F es una funcién, dom F= A y ran F C B,
Si ademas ran F = B, entonces F es una funcién de A sobre B,
F es uno a uno sii para cada y en ran F existe una 1inica x tal
que (x,y) € F. Sila pareja (x,y) pertenece a dom F, escribi-
mos F(x,y) = F({x, y)). Esta notacién se extiende a las n-adas:
F(.’X.‘I, ey xn) = F((xl, ey x,,_}).

Una operacion n-aria en A es una funcién de A™ en A. Por
ejemplo, la suma es una operacién binaria en N, mientras que
la operacion sucesor, S (donde S(n) = n + 1), es una operacién
unaria en N. Si fes una operacién n-aria en A, la restriccion de
Jaun subconjunto B de A es la funcién g con dominio B" que
coincide con fen cada punto de B™. Asi,

g=fN(B" x A).

Esta g serd una operacién n-aria en B sii B esta cerrado bajo f,
en el sentido de que f(41,...,5,) € B siempre que cada b; esté
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en B. En este caso, g = f N B!, de acuerdo con la forma en
que hemos definido la restriccion de una relacion. Por ejemplo,
la operacion suma cn N, la cual contiene ternas tales como
((3,2),5), es la restriccién a N de la operacién suma en R, la
cual contiene muchas mds ternas.

Una operacién unaria particularmente sencilla en A es la
funcion identidad Id en A, dada por la ecuacion '

Id(x) =x  para x€A

Asi, Id = {{x,x) | x € A}.
Para una relacién R tenemos las siguientes definiciones:

R es reflexiva en A sii (x,x) € R para toda x en A.

R es siméirica sii siempre que (x,y) € R, entonces también
{y,x) € R. :

R es fransitiva sii siempre que (x,3) € Ry {y,z) € R (si esto
sucediera), entonces también (x,z) € R.

R satisface la tricotomia en A sii para cualesquieraxy y en A,
se cumple exactamente una de las siguientes tres posibilidades:
(x,9) € R,0x =)0 {y,x) €ER.

R es una relacién de equivalencia en A sii R es una relacion
binaria en A que es reflexiva en 4, simétrica y transitiva.

R es una relacion de orden en A sii R es transitiva y satisface
la tricotomia en A.

Si R es una relacién de equivalencia en A definimos, para
cada x € A, la clase de equivalencia [x] de x como {y | {x,5) € R}.
Las clases de equivalencia forman entonces ula particion de A.
Esto es, las clases de equivalencia son subconjuntos de A tales
que todo elemento de A pertenece exaclamente a una clase de
equivalencia. Sixy y perteneccn a A,

K] =[] sii () €R

Fl conjunto N de los nimeros naturales es el conjunto
{0,1,2,...}. (Los nameros naturales también se pueden de-
finir conjumistamente, un punto que se toca brevemente c¢n
la seccién 7 del capitulo IIL) Un conjunto A es finito sii hay
alguna funcién uno a uno fde A sobre {0,1,...,n — 1} (para
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algin ndmero natural n). (Podemos pensar que f “cuenta” los
elementos de A.)

Un conjunto A es numerable sii existe alguna funcién uno a
uno de A en N. Por ejemplo, todo conjunto finito es eviden-
temente numerable. Ahora consideremos ‘un conjunto infini-
to numerable A. Entonces, a partir de la funcién uno a uno
dada fde A en N, podemos extraer una funcién uno a uno f”
de A sobre N. Para alguna ay € A, f(ap) es el minimo ele-
mento de ran f; sea f'(ap) = 0. En general existe una tinica
ay € A tal que f{a,) es ¢l (n + 1)-ésimo elemento de ran f; sea
['(ay) = n. Notese que A = {ag,a;,...}. (También podemos
pensar que f' “cuenta” los elementos de A, s6lo que ahora el
proceso de conteo es infinito.)

Teorema 0B Sca A un conjunto numerable. Entonces el con-
junto de las sucesiones finitas de clementos de A tam-
bién es numerable.

Demostracion  El conjunto S de todas las sucesiones finitas
en A se puede caracterizar mediante la ecuacion

S = UAR—}I'

neM

Como A es numerable, existe una Mfuncién uno a uno
fdeAenN.

La idea basica es construir la funcién uno a uno
de S en N asignando a {ag,ai,...,an) €l numero
ofta)tigflan+l . . pll=* qonde p, es el (m + 1)-
ésimo primo. Esto tiene el defecto de que tal asignacién
pudiera no estar bien definida, ya que podria suceder
que (@g,an,...,an) = (by,b1,....b,), con a; y b; en A
pero con m #* n. No obstante, esto no representa un pro-
blema serio; se resuelve asignando a cada elemento de §
el minimo nimero que se puede obtener de la manera
anterior. Asi obtenemos una funcién bien definida; es
facil ver que es uno a uno. -

En algunas partes hablaremos de drboles, los cuales pueden
ser utiles para tener imagenes intuitivas de algunas situaciones.
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Pero nuestros comentarios sobre arboles siempre seran infor-
males, ya que excluimos este concepto de los teoremas y de
sus demostraciones. En consecuencia, nuestra discusion aqui
acerca de los drboles serd informal.

Para cada arbol existe un orden parcial finito subyacente.
Podemos dibujar una figura de este orden parcial R; si {a,b) €
R, entonces colocamos a debajo de & y conectamos los puntos
con una linea. Dos figuras tipicas de érdenes correspondientes
a darboles son las siguientes:

S\ | =
! N |

7N

(En matematicas, los arboles crecen hacia abajo, no hacia arri-
ba.) Siempre hay un punto hasta arriba de la figura (la raiz).
Ademds, si bien sc permite la ramificacion por debajo de un
vértice, los puntos por encima de cualquier vértice dado deben
quedar todos sobre la misma linea.

Ademds de este orden parcial finito subyacente, un arbol
también tiene una funcién que etiqueta los vértices. Por ejem-
plo, el siguiente es un drbol en el que las etiquetas son nimeros
naturales:

3/4&0
N
0 1./\.

En algunos pasajes del libro usaremos ¢l axioma de eleccion;
pero casi todos estos usos se pucden eliminar si los teoremas en
cuestion se restringen a lenguajes numerables. De los muchos
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enunciados equivalentes al axioma de eleccién, el lema de Zorn
es especialmente util.

Una coleccion C de conjuntos es una cadena sii para cuales-
quiera elementos x y yde C,x C yo y C x.

Lema de Zorn Sea A un conjunto tal que para toda cadena
C C A, el conjunto | JC pertenece a A. Entonces existe
algtin elemento m € A que es maximal en €l sentido de
que no es subconjunto de ningiin otro elemento de A.

Nuimeros cardinales

Todos los conjuntos infinitos son grandes, pero algunos son
mads grandes que otros. (Por ejemplo, ¢l conjunto de los niime-
ros reales es mas grande que el conjunto de los enteros.) Los
numeros cardinales ofrecen una forma conveniente, aunque no
indispensable, de hablar acerca del tamano de los conjuntos.

Es natural decir que dos conjuntos A y B tienen ¢l mismo
tamario sii existe una funcién uno a uno de A sobre B, Si Ay B
son finitos, este concepto es equivalente al usual: si se cuentan
los elementos de A y los de B, sc obtiene el mismo nimero en
ambas ocasiones. Pero el concepto sc aplica incluso a conjuntos
infinitos A v B, en los cuales es dificil contar.

Formalmente, entonces, A y B son equipotentes (se escribe:
A ~ B) sii existe una funcion uno a uno de 4 sobre B. Por ejem-
plo, el conjunto N de los niimeros naturales y el conjunto Z de
los enteros son equipotentes. Es facil ver que la equipotencia es
reflexiva, simétrica y transitiva.

Para los conjuntos finitos podemos usar los nimeros natu-
rales como medidas del tamario. El mismo nimero natural se
asignarfa a dos conjuntos finitos (como medida de su tama-
no) sii los conjuntos son equipotentes. L.os nimeros cardinales
s¢ introducen para permitirnos generalizar esta situacion a los
conjuntos infinitos.

A cada conjunto A le podemos asignar cierto objeto, el nui-
mero cardinal (o cardinalidad) de A (se escribe: card A), de tal
manera que a dos conjuntos se les asigne la misma cardinalidad
sii son equipotentes

cardA = cardB sii A~ B. (K)
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Hay varias maneras de lograr esto; la usual hoy en dfa es ha-
cer card A igual al minimo ordinal equipotente a A. (EI éxito
de esta definicién depende del axioma de eleccién.) No dis-
cutiremos los ordinales aqui, ya que para nuestros propositos
no tiene mucha importancia saber qué es realmente card A,
asi como tampoco tiene importancia saber realmente qué es cl
numero 2. Lo mds importante es que (K) se cumple. Es conve-
niente, sin embargo, que si A es un conjunto finito, card A sca
cl nimero natural que diga cudntos elementos tienc A. Algo
es un ndmero cardinal (o simplemente un cardinal) sii es card A
para algin conjunto A.

(Georg Cantor, quien introdujo por primera vez el concepto
de numero cardinal, caracterizé en 1895 el mimero cardinal de
un conjunto M como “el concepto general que, con ayuda de
nuestra inteligencia activa, surge del conjunto M por la abs-
traccion de la naturaleza de sus varios elementos y del orden
en que estan dados”.)

Decimos que A estd dominado por B (A = B) sii A es equi-
potente a algin subconjunto de B. En otras palabras, A =< B sii
existc una funcién uno a uno de A en B. El concepto corres-
pondiente para cardinales es

cardA < cardB sii A < B.

(Es facil ver que < estd bien definido; esto es, que & < ) de-
pende solamente de los cardinales & y A, no de una cleccién
particular de dos conjuntos corr tales cardinalidades.) La domi-
nancia es reflexiva y transitiva. Un conjunto A estd dominado
por N sii A es numerable. El siguiente es un resultado estdndar
en este tema.

Teorema de Schrider-Bernstein (a) Si A y B son conjuntos tales
que A 2 By B < A, entonces A ~ B.

(b) Si k y A son cardinales tales que k < Ay A < &, entonces
K= A

La parte (b) es una simple reformulacién de la parte (a) en
términos de numeros cardinales. El siguiente teorema, que por
cierto es equivalente al axioma de eleccion, esta enunciado de
la misma manera dual.
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Teorema 0C (a) Si A y B son conjuntos cualesquiera, entonces
A=BoB=A

(b) Si k y A son cardinalcs cualesquiera, entonces & < A o
A< k.

Asi, dados dos numeros cardinales, uno es menor que el
otro. (De hecho, todo conjunto no vacio de mimeros cardinales
conticnc un minimo elemento.) Los cardinales mds pequefios
son los de los conjuntos finitos: 0,1,2,... Luego estd el mini-
mo cardinal infinilo, card N, que recibe ¢l nombre de &0 De
esla manera tenemos

0,1,2, ..., No, Ny, o0,

dondc N; es el minimo cardinal mayor que Ny. La cardinalidad
del conjunto &, de los nimeros reales, s¢ llama “9%” - Como
R no es numerable, X, < 2%,

[.as operaciones de suma y multiplicacién, ya bien conoci-
das para los cardinales ﬁnitos se pueden extender a todos los
cardinales. Para calcular & + A elegimos conjuntos disjuntos 4
v B de cardinalidades x y )\, respectivamente. Entonces

Kk + A =card (AU B).

Esto estd bien definido; es decir, K + A depende solamente
de x y A y no de la cleccién de los conjuntos disjuntos A y B.
Definimos la multiplicacion como

K- A =card(A x B).

Esta claro que estas definiciones son correctas para cardinales
finitos. La aritmética de Jos cardinales infinitos es sorprenden-
temente sencilla (con el axioma de eleccion). La suma o pro-
ducto de dos cardinales infinitos es simplemente el mayor de
ellos:

Teorema de aritmética cardinal Si x y A son cardinales tales que
£ < Ay A es infinito, entonces & + A = A. Ademds, si
k70, entonces kK - A = A.

En particular, si £ es un cardinal infinito,

i\t{)'f'{-: H.
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Teorema 0D Si A es un conjunto infinito, el conjunto
L_Jﬂ_f‘.”+L de todas las sucesiones finitas de elementos
de A tiene cardinalidad igual a card A.

Ya hemos probado esto para el caso en que A es numerable
(véase el teorema 0B).

Demostracion Cada A™! tiene cardinalidad igual a card A,
por ¢l teorema sobre la aritmética cardinal (aplicado n
veces). Entonces tenemos la unién de ¥y conjuntos de
este tamano, lo que da por resultado Ny-card A = card A
puntos en total. =

EvemPLO Del tcorema anterior se sigue que el conjunto de
los numeros algebraicos tiene cardinalidad Ng. Primero,
podemos identificar cada polinomio (en una variable)
sobre los enteros, con la sucesion de sus coeficientes.
Lucgo, por el teorema hay Xj polinomios. Cada polino-
mio tiene un mimero finito de raices. Para dar una cota
superior extravagante, notese que aun si cada polinomio
tuviera Ny raices, tendriamos entonces Ny - Ny = Ny nu-
mcros algebraicos en total. Como al menos hay Ny, ya
no tenemos mas que demostrar.

Como hay una cantidad no numerable (de hecho, 2%) de
nimeros reales, se sigue que hay una cantidad no numerable
(de hecho, 2%°) de numeros trascendentes.
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0. Observaciones informales sobre los lenguajes formales

En la siguiente seccién construiremos un lenguaje al cual po-
dremos traducir oraciones del espafiol. A diferencia de los len-
guajes naturales (como el espafiol o el chino), éste serd un
lenguaje formal, con reglas de formacién precisas, Pero antes
de que comience la precision, discutiremos aquf algunas de las
caracteristicas que descamos incorporar a este lenguaje.

Como primer ejemplo, el enunciado “Se observaron rastros
de potasio” se puede traducir al lenguaje formal usando, di-
gamos, el simbolo K. Entonces para el enunciado relacionado
“No se observaron rastros de potasio”, podemos usar (= K).
Aqui — es nuestro simholo para la negacién, que se lee “no”.
También se podria pensar en traducir “No se observaron ras-
tros de potasio” usando un nuevo simbolo, por ejemplo, J, pero
preferiremos descomponer los enunciados como éste en partes-
atomicas hasta donde sea posible. Para un enunciado que no
estd relacionado, “La muestra contenia cloro”, elegimos, diga-
mos, ¢l simbolo C. Luego las férmulas de la derecha son posi-
bles traducciones de los siguientes enunciados compuestos:

St se observaron rastros de potasio, en- (K= (=Q))
tonces la muestra no contenia cloro.

La muestra contenia cloro y se observa- (CAK)
ron rastros de potasio.

En el segundo enunciado usamos el simbolo de conjuncion
A como traduccién de “y”. El primero utiliza la flecha, que
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es mas conocida, como traduccién de “si.. ., entonces...” En
el siguiente ejemplo usamos el simbolo de disyuncién Vv para
traducir “o”:

No se observaron rastros de potasio, o (-K)V(—C))
la muestra no contenia cloro.
~Ni la muestra contenfa cloro, ni se ob- (-(CVEK))
servaron rastros de potasio: o bien

(=€) A (=K))

En este ultimo enunciado hemos dado dos traducciones al-
ternativas. La relacion que guardan entre si se discutird mas
adelante.

Un aspecto importante de las descomposiciones que hare-
mos de los enunciados compuestos es que siempre que se nos
den la verdad o la falsedad de las partes atémicas, podremos
entonces calcular inmediatamente la verdad o la falsedad del
compuesto. Supongamos, por ejemplo, que el quimico sale de
su laboratorio y anuncia que observé rastros de potasio, pe-
ro que la muestra no contenia cloro. Sabremos luego que los
cuatro enunciados anteriores son verdadero, falso, verdaderoy
falso, respectivamente. De hecho, podemos construir de ante-
mano una tabla con los cuatro resultados experimentales posi-
bles (Tabla I). Reanudaremos la discusién de dichas tablas en
la seccidn 2 de este capitulo.

Tablal

K C (~(CVK)) ((=C)A(=K))

F F v v
Fv F F
vV F F F
Vv F F

El uso de lenguajes formales nos permitira escapar de la im-
precisién y las ambigtiedades de los lenguajes naturales; sin
embargo, csto tiene su precio: nuestros lenguajes formales ten-
dran un grado de expresividad muy limitado.



LOGICA DE ENUNGIADOS 29

La descripcion de un lenguaje formal incluird gencralmente
tres tipos de datos:

1. Especificaremos el conjunto de simbolos {c! alfabeto), En
el caso presente, la légica de enunciados, algunos de los sim-

bolos son
(), =, AL Ay, ...

2. Especificaremos las reglas para formar las sucesiones fini-
tas de simbolos “gramaticalmente correctas”. (Tales sucesiones
se denominaran férmulas.) Por ejemplo, en este caso,

(A1 = (—Ay))
sera una férmula, mientras que
)) — As

no lo sera. :

3. También indicaremos las traducciones permisibles entre
el espanol y el lenguaje formal. Los simbolos A, As, . .. pueden
ser traducciones de enunciados declarativos del espaiiol.

Solo ¢n esta tercera parte daremos a las férmulas algin sig-
nificado. Este proceso de asignacion de significado gufa y mo-
tiva todo lo que hacemos; pero también podra notarse que,
tericamente, serfa posible realizar varias manipulaciones de
las [6rmulas en absoluta ignorancia de cualquier significado
posible. Una persona que estuviera al tanto sélo de las dos
primeras partes de la informacién podria realizar algunas de
las cosas que haremos, pero esto no tendria ningtin sentido
para ella.

Antes de proceder, examinemos brevemente otra clase de
lenguajes formales de interés generalizado hoy en dia; se trata
de los lenguajes usados por las computadoras digitales (o que
al menos estan en conexién con ellas).

Existen muchos de estos lenguajes; en uno de ellos una fér-
mula tipica es

011010110101000111110001000001111010,
En otro, una {érmula tipica es

STEP#ADDIMAX, A. -
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(Aqui # es un simbolo llamado espacio; se incluye en el alfa-
beto para que toda férmula sea una cadena de simbolos.) Un
lenguaje muy conocido llamado C++ tiene férmulas como la
siguiente: '

while(xs ++);

En todos los casos hay un procedimiento para traducir las
férmulas al espafiol y (para una clase restringida de oraciones
del espafiol) un procedimiento para traducir del espaiiol al len-
guaje formal. No obstante, la computadora ignora la lengua
castellana; la computadora, un autémata no pensante, mani-
pula simbolos y obedece ciegamente a su programa. Nosotros
también podriamos cstudiar los lenguajes formales de esa ma-
nera, pero no serfa tan divertido.

1. El lenguaje de la ldgica de enunciados

Supondremos que se nos da una sucesién infinita de objetos

distintos a los que llamaremos simbolos y a los cuales ahora da-

remos nombre (Tabla II). Supondremos, ademads, que ninguno

de estos simbolos es una sucesién finita de otros simbolos.
Ahora resultan pertinentes varias observaciones:

1. Los cinco simbolos
‘_" A) v’ %’ <_>

se llaman conectivos de enunciado; su uso se sugiere en la tra-
duccién dada en la tabla II. Los conectivos, junto con los pa-
réntesis, son los simbolos logicos. Al traducirlos del espanol y
al espafiol siempre desempefian cl mismo papel. Los simbo-
los de enunciado son los pardmeiros (o simbolos no légicos). Su
traduccion no estd fija; mds bien estardn abiertos a una gran
diversidad de interpretaciones, como pronto mostraremos.

2. Hemos incluido una cantidad infinita de simbolos de
enunciado. Por una parte, una alternativa mds modesta seria
tener un simbolo de enunciado A y una prima ’. Entonces po-
driamos usar la sucesién potencialmente infinita

AAAY, L
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Tabla Il
Simbolo  Nombre largo Observaciones
( paréntesis izquierdo puntuacién
) paréntesis derecho puntuacién
= simbolo de negacién espafnol: no
A simbolo de conjuncién espanol: y
Vv simbolo de disyuncién espanol: o (inclusivo)
— simbolo de condicional espanol: si __,
entonces __
“ simbolo de bicondicional  espafiol: si y sélo si
Ay primer simbolo de enun-
ciado
Ay segundo simbolo de
enunciado
A, enésimo simbolo de enun-
ciado
en lugar de
Ay, Ap As, ...

Esta alternativa tiene la ventaja de que disminuye a nueve el
numero total de simbolos diferentes. Por otra parte, una alter-
nativa menos modesta serfa permitir un conjunto arbitrario de
simbolos de enunciado, numerable o no. La mayor parte de las
cosas que se digan en este capitulo seguirian siendo aplicables
en este caso: las excepciones se encuentran principalmente en
Ia seccién 7 de este capitulo.

3. Algunos légicos prefieren llamar a A, el enésimo simbolo de
proposicion (y hablan de 16gica proposicional en vez de llamarla
16gica de enunciados). Esto se debe a que desean que la palabra
“enunciado” haga referencia a un caso particular de oracién ¥
que una proposicion sea lo que un enunciado afirma.

4. Llamamos “simbolos” a estos objetos, Pero nos mantene-
mos neutrales acerca de cudl pudiera ser su estatus ontologi-
co. En la columna de la extrema izquierda de nuestra lista de
simbolos (tabla II) estan sus nombres; por ejemplo, Agys es un
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simbolo, a saber, ¢l bicentésimo cuadragésimo tercer simbolo
de enunciado. (Por otra parte, Asss es un nombre para ese sim-
bolo. El simbolo condicional puede o no tener la propiedad
geométrica de estar conformado como una flecha, aunque su
nombre “—" si la tiene.) Los simbolos pueden ser conjuntos,
nimeros, canicas u objetos pertenecientes a un universo de ob-
jetos lingtiisticos. En este tltimo caso, es concebible quc sean
de hecho las mismas cosas que los nombres que usamos para
ellos. Otra posibilidad, que explicaremos en ¢l siguiente capi-
tulo, es que los simbolos de enunciados sean férmulas de otro
lenguaje.

5. Hemos supuesio que ningin simbolo es una sucesion fi-
nita de otros simbolos. Con esto quercmos decir que los sim-
bolos de la lista no sélo son distintos (v.gr.: Ag # ), sino que,
ademads, ninguno de ellos es una sucesion finita de dos o mas
simbolos. Por ejemplo, exigimos que Ag # (—, Ay, (). El propé-
sito de esta suposicidn es asegurar que las sucesiones finitas
de simbolos tengan una descomposicién tinica. En otras pala-

bras, si
<(jl, ey am} = (bla ey bn)

y cada a; y cada b; es un simbolo, entonces m = nya; = b;. (Véa-
se el capitulo cero, lema 0A, y las observaciones subsiguientes.)

Una expresion es una sucesion finita de simbolos. Podemos
especificar una expresion concatenando los nombres de los
simbolos; asi (—A;) es la sucesién {(, -, A;,)). Esta notacién
se extiende: si & y (3 son sucesiones de simbolos, entonces a3
es la sucesidn que consiste en los simbolos de la sucesion a
seguidos de los simbolos de la sucesién .

Por cjemplo, si a y § son las expresiones dadas por las ecua-

ciones
Y — (_| Al ),

= A,
entonces (« — ) es la expresion
((—mA;) — Ap).

Ahora dehemos examinar algunos ejemplos de posibles tra-
ducciones de enunciados del espanol a expresiones del lengua-
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je formal. Sean A, B, ..., Z los primeros 26 simbolos dc¢ enun-
ciado. (Por ejemplo, E = A;.)

1.’ Espanol: El sospechoso debe ser liberado. Traduccién: R.

Espanol: La evidencia obtenida es admisible. Traduccién: E.

Espafol: La evidencia obtenida es inadmisible, Traduccién:
(—E).

Espanol: La evidencia obtenida es admisible y el sospechoso
no-debe ser liberado. Traduccién: (E A (- R)).

Espafol: La evidencia obtenida es admisible o ¢l sospechoso
debe ser liberado (o posiblemente ambas cosas), Traduccién:
(EVR).

Espafiol: O bien la evidencia obtenida es admisible, o bien
el sospechoso debe ser liberado, pero no ambas cosas. Traduc-
cién: ((EV R) A (=(E A R))). Siempre usarcmos €l simbolo
V como traduccion de la palabra “o” en su sentido inclusivo
“y/ 0.

Espanol: La evidencia obtenida es inadmisible, pero el sos-
pechoso no debe ser liberado. Traduccién: ((=E) A (= R)). Por
otra parte, la expresién ((—E) V (- R)) se traduce al espafiol
como: La evidencia obtenida es inadmisible, o el sospechoso
no debe ser liberado.

2. Espafol: Si mi abuela tiene ruedas, es bicicleta. Traduc-
cién: (R — B). _

Espanol: Mi abucla es bicicleta si y sélo si tiene ruedas. Tra-
duccién: (R + B).

3. Espanol: Este articulo constituye riqueza si y sélo si es
transferible, de abastecimiento limitado, y produce placer o
evita dolor. Traduccién: (R < (T A (L A (P V Q)))). Aqui,
R es la traduccion de “Este articulo constituye riqueza”. Por
supuesto que en el ejemplo anterior usamos R para traducir un
enunciado distinto. No estamos atados a una sola traduccién,

Advertencia: No se debe confundir un enunciado del espanol
(Las rosas son rojas) con una traduccién de dicho enunciado al
lenguaje formal (v.gr., R); son diferentes. Es de suponer que el
enunciado en espanol es verdadero o falso; pero la expresion
formal es s6lo una sucesion de simbolos. Desde luego, se puede
interpretar en algtn contexto como un enunciado verdadero (o
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falso) del espafiol, pero puede tener otras interpretaciones en
otros contextos.

Ahora bicn, algunas expresiones no se pueden obtener
como traducciones de ningun enunciado castellano y no son
mas que disparates; por ejemplo,

((— As.

Queremos definir las féormulas como expresiones “gramati-
calmente correctas”; las expresiones sin sentido habrdn de ser
excluidas. La definicién tendra las siguientes consecuencias:

(a) Todo simbolo de enunciado es una férmula.

(b) Si @y 3 son [6rmulas, entonces también lo son (—a), (@ A

B (aVp), (a—=B)yla+e f).

(c) Ninguna expresién es una férmula a menos que (a) y (b)
obliguen a ello.

Queremos hacer mds precisa esta tercera propiedad (acerca
de la obligatoriedad). Una férmula es una expresion que puede
construirse a partir de simbolos de enunciado aplicando un
nimero finito de veces las operaciones de construccion de formulas
(en las expresiones) definidas por las ecuaciones

E-(a) = (—a),
Enla,B) = (anp)
Evla, B) = (aV fF),
E (e, B) = (a—=3),
Eola,B) = (< )

Por ejemplo,
(A1 A A) = ((~As) V (Ag & Ag)))

es una f6rmula, como se puede ver si examinamos su arbol
genealogico (p. 35).

El drbol ilustra cémo se construye la expresion a partir de
cuatro simbolos de enunciado y aplicando cinco veces opera-
ciones de construccién de féormulas. Este ejemplo es atipico
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(A1 A A1) = ((—A3) V (Ag & As)))

N

((—As) V (Ag & A3))

I

(A1 A Agg) (—As) (Ag <+ As)

8 N VAN

A Ajp As Ag Ag

por el hecho de que usa todas las operaciones de construccién
de férmulas. Veamos un ejemplo menor: Az es una férmula; su
arbol genealogico tiene sélo un vértice aislado; cada operacion
de construccién de férmulas se aplica cero veces. Pero este caso
es demasiado pequefio; no consideraremos que la sucesion va-
cfa se ha “construido a partir de los simbolos de enunciado”.

Esta clase de construccién, que consiste en tomar algunos
bloques constructivos basicos (aqui, los simbolos de enuncia-
do) y “cerrar” bajo algunas operaciones (aqui, cinco operacio-
nes), ocurre frecuentemente en l6gica y en otras ramas de las
matematicas. En la seccién 4 de este capitulo examinaremos
esta clase de construcciones en un marco mas general.

Podemos desarrollar Ja idea de “construccién” como sigue,
Definamos una sucesion de construccion como una sucesién finita
(¢1,...,&,) de expresiones tal que, para cada : < 7, tenemos al
menos uno de los siguientes hechos:

&; es un simbolo de enunciado
g; = E.(g;) paraalgin j < i
€; = &n(e;, €;) para algunos < k<

donde [ es uno dc los conectivos binarios, A, V, —, <. Enton-
ces las férmulas pueden caracterizarse como las expresiones ¢
tales que alguna sucesién de construccién termina con a. Po-
demos concebir g; como la expresion en el estado i del proceso
de construccion.
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Para nuestro primer ejemplo
(A1 A A1) = ((—As) V (As > As)))

obtenemos una sucesién de construccién al comprimir su ar-
bol genealogico en un orden lineal.

Una caracteristica de esta clase de construccién es que ge-
nera un principio de induccion. Decimos que un conjunto S es
cerrado bajo una funcién fde dos argumentos sii cada vez que
x € Syy €S, entonces f(x,y) € S, y andlogamente para fun-
ciones de un argumento, etcétera.

Principio de induccién Si S es un conjunto de formulas que
contiene todos los simbolos de enunciado y es cerrado
bajo las cinco operaciones de construccion de férmulas,
entonces S es el conjunto de fodas las formulas.

Primera demostracion  Considérese una férmula ¢ arbitraria.
Entonces o estd construida a partir de simbolos de enun-
ciado al aplicar un nimero finito de veces las operacio-
nes de construccion de férmulas. Explorando hacia arri-
ba el drbol gencalégico correspondiente, encontraremos
que cada expresion que hay en el drbol pertenecea S. A
la larga (o sea, después de un numero finito de pasos),
en la punta del arbol encontraremos que a € S. =

Segunda demostracién Repetiremos ¢l argumento, pero sin 4r-

boles. Considérese una férmula ¢ arbitraria. Entonces

« es el dltimo miembro de alguna sucesion de construc-

cién {e1,...,&,). Por inducciéon numérica fuerte ordina-
ria sobre el numero i, veremos que cadag; € S, 7 < n.

Es decir, suponemos, como nuestra hipétesis inducti-

va, que ¢; € S para toda j < i. Luego verificamos que

g; € S, considerando los diferentes casos. Asf, por induc-

cién fuerte sobre i, se¢ sigue que ¢; € S para cada i < n.

En particular, el iiltimo miembro o pertenece a S. .

Usaremos ampliamente este principio en las paginas que si-
guen; en ¢l ¢jemplo que aparece a continuacion lo empleare-
mos para probar que ciertas expresiones no son férmulas.

EvempLO Ninguna expresion con mads paréntesis izquierdos
que paréntesis derechos es una férmula.
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Demostracion La idea es que al construir una férmula comen-
zamos con simbolos de enunciado (que tienen cero pa-
réntesis izquierdos y cero paréntesis derechos), y luego
aplicamos las operaciones de construccién de férmulas,
cada una de las cuales agrega paréntesis sélo por pare-
Jjas, uno izquierdo y otro derecho. Fl argumento se pue-
de reformular como sigue: El conjunto de las férmulas
“balanceadas” (las que tienen igual nimero de parén-
tesis izquierdos que derechos) tiene como elementos a
todos los sfmbolos de enunciado y es cerrado bajo las
operaciones de construccién de férmulas. Es decir, el
conjunto de las férmulas balanceadas es inductivo. El
principio de induccién nos asegura, entonces, que todas
las formulas son balanceadas, =

Una caracteristica especial de nuestras operaciones de cons-
truccion de férmulas particulares es que construyen hacia arri-
ba y nunca kacia abajo. Esto es, las expresiones &g (a, [3) siempre
incluyen como segmento la sucesién completa a (y la sucesion
completa §) ademds de otros simbolos. En particular, es mas
larga que a o que 3. :

Esta caracteristica especial simplificard el problema de deter-
minar, dada una férmula ¢, cémo fue construida exactaraente.
- Todos los bloques de construccién, por decirlo asi, estan in-
cluidos como segmentos en la sucesién . Por ejemplo, si ¢ no
contienc el simbolo Ay, entonces ¢ puede construirse sin usar
nunca Ay. (Véase el ejercicio 4.)

Ljercicios
1. Escriba tres cnunciados en espanol junto con sus traduc-
ciones a nuestro lenguaje formal. Los enunciados se de-
berdn escoger de manera que téngan una estructura inte-
resante, y cada traduccion debera contener quince o més
simbolos.

2. Muestre que no hay férmulas de longitud 2, 8 ni 6, pecro
que cualquier otra longitud es posible.

3. Sea o una férmula; sea ¢ el nimero posible de lugares
en los que aparecen sfimbolos de conectivo binarios (A,
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V, —, +3) en @; sea s ¢l nimero de lugares en los que
aparecen simbolos de enunciado en . (Por ejemplo, si
o es (A — (—A)), entonces ¢ = 1ys = 2.) Usando el
principio de induccién, pruebe que s = ¢ + L

4. Suponga que tenemos una sucesion de construccion que
termina en , donde p no contiene el simbolo A4. Supon-
ga que ¢n la sucesioén de construcciéon borramos todas las
expresiones que contienen Ay, Muestre que el resultado
cs todavia una sucesién de construccion correcta.

5. Suponga que a es una férmula que no contiene el simbo-
lo de negacién —.

(a) Muestre que la longitud de ¢ (es decir, el nimero de
simbolos en la sucesion) es impar.

(b) Muestre que mas de una cuarta parte de los simbolos
son simbolos de enunciado.

Sugerencia: Aplique induccién para mostrar que la longi-
tud es de la forma 4k + 1y el mimero de simbolos de
enunciado es k + 1.

2 . Asignaciones de verdad

Queremos definir lo que significa que una férmula de nuestro
lenguajc se siga logicamente de otras férmulas. Por ejemplo,
A; deberd seguirse de (A; A Ag), pues independientemente
de cémo se traduzcan los pardmetros A; y Ay al espanol, si
Ja traduccién de (A) AAs) s verdadera, entonces la traduccion
de A; debe ser verdadera. Pero la nocién de todas las posibles
traducciones al espafiol es demasiado vaga. Afortunadamente,
el espiritu de esta nocién puede expresarse de una manera
simple y precisa.

Fijemos de una vez por todas un conjunto {F, V} de valores
de verdad consistente en dos puntos distintos:

F, lamado falsedad,
V, llamado verdad.

(Lo que estos puntos son en sf mismos carece de importancia;
bien podrian ser los niimeros 0 y 1.) Entonces una asignacion de
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verdad v para un conjunto § de simbolos de enunciado es una
funcién

v:S = {FV}

que asigna V' o F a cada simbolo de S. Estas asignaciones de
verdad seran usadas en lugar de las traduccicnes al espafiol
mencionadas en el parrafo precedente.

(En este momento nos hemos comprometido a usar la 16-
gica bivalente. También es posible estudiar la 16gica trivalen-
te, en cuyo caso tenemos un conjunto de tres posibles valores
de verdad. Y luego, por supuesto, sélo hay un pequefio paso
adicional para permitir 512 o X, valores de verdad, o tomar
como conjunto de valores de verdad el intervalo [0, 1] o algin
otro espacio conveniente. Un caso particularmente interesante
¢s aquel en el que los valores de verdad forman un algebra
booleana complecta. Pero es la logica bivalente la que siempre
ha tenido la mayor importancia, y nos restringiremos a ella.)

Sea S el conjunto de férmulas que pueden construirse a
partir de S con las cinco operaciones de construccién de for-
mulas. (S también puede caracterizarse como el conjunto de
formulas cuyos simbolos de enunciado pertenecen a §; véanse
las observaciones al final de la seccién precedente.) Queremos
una extension v de v, '

7:5— {F,V},

que asigne el valor correcto de verdad a cada férmula de S.
Debera satisfacer las siguientes condiciones:

0. Para cualquier A € S, 7(A) = v(A). (Asi, T es una exten-
sion de v.)
Para cualesquiera o, 3 en S:

1 ﬁ((—.aj):{v si ©(a)=F,

F  en los demads casos.

o sangn <[V s Bl@)=V y 3(8) =V,
2. 7((anf)) {F en los demads casos.

= a2y JV sig{a) =V o 7(8) = V(o ambos),
3. 3) = { .
3.9 ((a v ) F  en el otro caso.
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_JF si T(a)=V vy 9(8)=F
V  en los demads casos.
v

5.9(@e ) ={V 7(a) = (),

en los demads casos.

En Ia tabla III aparccen las condiciones 1-5 en forma sinép-
tica. Es aqui donde cntra, en nuestros procedimientos forma-
les, el significado que queremos que tenga, por ejemplo, el sim-
bolo de conjuncién. Nétese especialmente el significado de —.
Siempre que a « se le asigna el valor de F, entonces (a — ()
sc considera “verdadera por vacuidad” y se le asigna el valor V.
Para éste y otros conectivos, desde luego es posible preguntar
hasta qué punto hemos rellejado adecuadamente el significado
comun en el habla cotidiana de “si. . ., entonces”, “o”, c¢tc. Pero
cn dltima instancia nos preocupan mas los enunciados mate-
maticos que los matices sutiles del habla cotidiana.

4 7 ((a— 9)

Tabia Il

a B —(a) (anp) (aVvP) (a—=0) (a+F)

vV Vv F 14 / v 1%
Vv F | ~F v L F
F vV V F 1% v F
F F VvV «F F 1% 1

Por ejemplo, podriamos traducir el enunciado en espafiol
“Si usted esta diciendo la verdad, entonces yo soy el tio de un
mono”, por la férmula (V — M). Asignamos a esta férmula el
valor V siempre que usted diga mentiras. Al asignar el valor V,
ciertamente no estamos afirmando ninguna conexion causal
entre su veracidad y alguna caracteristica simiesca de mis so-
brinos o sobrinas. El enunciado en cuestién es una afirmacién
condicional. Hace una aseveracién acerca de mis parientes siem-
pre que se cumpla cierta condicién —que usted esté diciendo la
verdad—. Cuando esa condicién no se cumple, la afirmacion es
vacuamente verdadera. :

De modo muy general, podemos pensar que una formula
condicional (« — ) expresa la promesa de que si cierta con-
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dicion se cumple (a saber, que « sea verdadera), entonces [ es
verdadera. Si resulta que la condicién o no se cumple, entonces
la promesa no se ha roto, independientemente de 3.

Como ejemplo de la forma de calcular 7, sea la fodrmula

((A2 = (A1 = As)) © (A2 A A) = Ay))

y sea v la asignacién de verdad para {A,, Az, Ag} tal que

v (Al) =V,
v (.Az} = V:
v(Ag) = F.

Queremos calcular % (). Podemos examinar el 4rbol que
muestra la construccién de o

(A2 = (A1 = 45)) ¢ (A9 A AY) — Ag))

v
(Ag ]—j (A1 — Ag)) ((A2 A Ay) I‘j Ag)
Ay (A ? As) (Ag QAIJ Ag
VERNIVZAN
%; ;G A{?? éz

Desplazindonos de abajo hacia arriba, podemos asignar a cada
vértice 3 del arbol el valor (5). De modo quc, como primer
paso, calculamos

/s

Luego calculamos 7 ((A; — (A; — Ag))) = F, y asi sucesiva-
mente. Finalmente, en el vértice superior del arbol llegamos a
7{a) =V
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De hecho, este cilculo se puede realizar escribiendo mucho
menos. En primer lugar, el drbol se puede representar de ma-
nera mdas concisa:

ol

/\

/\ /\A
v /\ /\ ‘

Y aun esto puede comprimirse en una sola linea (usando de
nuevo los paréntesis):

(A2 — (A1 — Ag)) <> (A2 AA) — Ag)).
Vv F V FF Vv VvV FF

Teorema 12A Si v es una asignacion de verdad para el conjun-
to S, entonces existe una Unica funcién 7 : S — {F,V}
que satisface las condiciones 0-5 que mencionamos pa-
ginas antes.

La demostracion completa de este teorema surgira en las
siguientes dos secciones (3 y 4); pero ya deberia parecer su-
mamente plausible, en especial a la luz del ejemplo anterior.
Al demostrar la existencia de 7, el punto crucial serd, esencial-
mente, la unicidad de los arboles mencionados en el ejemplo.

Decimos que una asignacién de verdad v safisface  sii
7 (@) = V. (Por supuesto, para que esto ocurra, todos los sim-
bolos de enunciado de ¢ deben pertenecer al dominio de v.)
Ahora consideremos un conjunto X de férmulas (que desem-
penan el papel de hipdtesis) y otra férmula 7 (que desempena
el de posible conclusién).

Definicion 3 implica tautologicamente T (que se escribe: X =
T) sii toda asignacion de verdad para los simbolos de
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enunciado que ocurren en X y en 7, que satisface todos
los elementos de X también satisface 7.

Esta definicion refleja nuestra idea intuitiva de que una con-
clusion se sigue de un conjunto de hipdtesis si la suposicién
de que las hipotesis son verdaderas garantiza la verdad de la
conclusion.

Varios casos especiales del concepto de implicacién tautolé-
gica merecen scr mencionados. Primero tomemos el caso es-
pecial en el que X es el conjunto vacio (). Obsérvese que es
cierto por vacuidad que toda asignacién de verdad satisface
todos los elementos de (). (¢Como podria fallar esto? Sélo si
existiera algiin elemento no satisfecho de ), lo cual es absur-
do.) Por tanto, tenemos: § = 7 sii toda asignaciéon de verdad
(para los simbolos de enunciado que aparecen en 1) satisface 7.
En este caso decimos que T es una fautologia (lo que se escri-
be: = 7). En un ejemplo anterior encontramos que la férmula
(A2 = (A1 = Ag)) < ((A9ANA;) — Ap)) es satisfecha por una
de las ocho posibles asignaciones de verdad para {A;, Ao, Ag}.
De hecho, las otras siete asignaciones también satisfacen esta
formula, la cual, por tanto, es una tautologia.

Otro caso especial es aquel en que ninguna asignacién de
verdad satisface todos los elementos de X. Entonces, para toda
T es cierto por vacuidad que ¥ |= 7. Por ejemplo,

{A,(~A)} =B.

Lo anterior no involucra ningtin principio profundo, es sélo
un producto secundario de nuestras definiciones.

EsempLo {A, (A — B)} = B. Hay cuatro posibles asigna-
ciones de verdad para {A,B}. Es ficil verificar que sélo
una de estas cuatro satisface tanto A como (A — B), a
saber, la v para la cual v (A) = v (B) = V. Esta v también
satisface B.

Si ¥ es el conjunto unitario {o} de la férmula ¢, entonces
escribimos “o = 77 enlugarde “{o} F77. Sialavezo =7
y T |= o, entonces se dice que ¢ y T son lautoldgicamente equi-
valentes (que se escribe: ¢ ==} 7). Por ejemplo, en la seccién
cero de este capitulo encontramos las férmulas (- (G V K)) vy
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((—=C) A (—K)) como traducciones alternativas de una oracién
castellana. Ahora podemos afirmar que son tautolégicamente
equivalentes.

Podemos enunciar aqui un hecho no trivial que probaremos
mas adelante (en la seccién 7).

Teorema de compacidad Sea X un conjunto infinito de férmu-
las tal que para todo subconjunto finito Xy de ¥ existe
una asignacion de verdad que satisface todos los elemen-
tos de Xp. Entonces existe una asignacion de verdad que
salisface todos los elementos de .

Este teorema se puede reformular de manera mds sencilla:
Si todo subconjunto finito dec ¥ es satisfactible, entonces X es
satisfactible. (El lector familiarizado con algo de topologia ge-
neral podria intentar descubrir por qué este teorema se llama
“de compacidad”; el teorema afirma la compacidad de cierto
espacio topolégico. Luego el lector podria probar el teorema
usando el teorema de Tychonoff sobre productos topologicos.)

Tablas de verdad

Hay un procedimiento sistematico, que ahora ilustraremos, pa-
ra verificar, dadas las formulas o4, ..., 03, y 7. si

{o,....,o} ET

o no. En particular (cuando & = 0), el procedimiento decidira,
dada una férmula, si ésta es una tautologia o no.
Como primer ejemplo, podemos probar que

(= (AAB)) = ((—-A) V (=B)).
Para hacer esto, consideremos todas las asignaciones de verdad
para {A,B}. Hay cuatro asignaciones; en general hay 2" asig-

naciones de verdad para un conjunto de n simbolos de enun-
ciado. Las cuatro se pueden escribir en una tabla:

A B
VooV
vV F
F v

r F
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Esta tabla se puede extender entonces para que incluya
(= (AAB))y ((mA) V (=B)). Para cada férmula calculamos
las Vy las F de la manera antes descrita, y se escribe el valor
de verdad debajo del conectivo correcto (Tabla IV ). (Las dos
columnas de la izquierda en la tabla IV son en realidad inne-
cesarias.) A partir de esta tabla ahora podemos ver que todas
aquellas asignaciones de verdad que satisfacen (= (A A B)), y
que son tres, también satisfacen ((—A) V (= B)).

Tabla IV

A B (=(AAB)) ((-A)V(-B))

% vV FVVV FV F FV
Vv F VVFF FV V VF
F Vv V FFV VF V FV
F r VFFF VF V VF

De hecho, la inversa también es cierta ¥, por tanto,

(=(AAB)) == (-A) v (=B)).

Para probar que (= (A A B)) ¥~ ((=A) A (=B)), podemos
construir la tabla de la misma manera. Sin embargo, sélo es
necesaria una linea de la tabla para establecer que realmente
existe una asignacién de verdad que satisface (- (AAB)) y que
no satisface ((—A) A (—B)).

Es probable que cuanto mads general sea la aplicabilidad de
un procedimiento, menor sca su eficiencia. Por ejemplo, para
mostrar que

F((AV(BAC) < (AVB)A(AVQ))),

podriamos aplicar el método de tablas de verdad; pero esto re-
quiere ocho renglones (correspondientes a ocho posibles asig-
naciones de verdad para {A, B, C}). Con un poco de ingenio se
puede hacer menos tedioso:

(A v B A C) & (AV B A AV Q).
Vv Vv vV Vv vV vV
FFrF F F Vv FF F F F
FV VvV VvV Vv FVV V FVV
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En el primer renglén supusimos. solamente que v(A) = V.
Como esta informacién es suficiente para obtener Vparala for-
mula, suponemos en todos los demas renglones quev(A) = F.
En el segundo renglén suponemos que v(B) = F: esto de
nuevo nos permite obtener V para la férmula. De modo que
podemos restringirnos al caso en que v (B) = V. Como la ex-
presion es simétrica en B y C, también podemos suponer que
v (C) = V. Esto nos deja sélo con el tercer renglon, con el que
hemos terminado.

Como ejemplo de la manera de evadir una tabla de dieciséis
renglones, considérese la siguiente tautologfa:

(P A Q = R — 8 —= (P - R — 8).
1% vV v

F vV F F Vv
VVV R R R F V V R R R F

En el primer renglén nos deshacemos del caso en que v(S) =
V. En el segundo nos deshacemos del caso en que v(P) = F
0 9(Q) = F. EI tercer renglén incorpora las dos posibilidades
restantes; aqui R es el valor de verdad asignado a Ry R es el
valor opuesto.

En el ejemplo anterior es posible ver directamente por qué
es una tautologia: mientras mas fuerte sea el antecedente (la ex-
presién del lado izquierdo), mds débil sera el condicional. Asi,

(PAQ) =P,
P—-R)E((PAQ)—R),
{((P/\Q)~—>R)—>S)|:((P->R}—>S).

El problema de desarrollar procedimientos efectivos que re-
duzean cl trabajo tedioso es importante para la demostracién
de teoremas por computadora. Quiz4 algunos de los progra-
mas requieran examinar férmulas de la légica de enunciados
con miles de simbolos de enunciado. Las tablas de verdad son
demasiado largas para cualquicr caso de esta magnitud. El pro-
blema del desarrollo de métodos altamente eficientes es un
drea actual de investigacion en la ciencia de la computacién.

Digresion. Aplicar el método de tablas de verdad —desarro-
llado completamente— a una férmula con n simbolos de enun-
ciado requjere hacer una tabla de 2" renglones. El problema es
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que, conforme n aumenta, 2" crece “cxponencialmente”. Por
ejemplo, supongamos que usted puede generar la tabla a razén
de un millén de renglones por segundo. (Estamos suponiendo,
desde luego, que se ayuda de una computadora.) Entonces, si
n = 80, digamos, usted necesitara “tan sélo” 280 mi(:rosegun—
dos para hacer la tabla completa, ¢Cudnto tiempo es eso? Con-
vertidos en afios, 250 microsegundos son alrededor de 38 mil
millones de afios. Como comparacién, la edad del universo es
de alrededor de quince mil millones de afios. La conclusién es
que 28° microsegundos jes mas tiempo del que ha transcurrido
hasta hoy!

{Existe un método mds rapido? ¢Podria haber algin mé-
todo general que, dada cualquier formula o con n simbolaos
de enunciado, determine si @ es 0 no una tautologia en sélo
107° microsegundos (o alguna otra funcién de n que crezca co-
mo un polinomio en lugar de crecer exponencialmente)? (Para
n = 80, 10n° microsegundos se convierte sélo en nueve horas.)
No se conoce la respuesta a esta pregunta, pero la creencia
mds extendida es que es negativa. Este problema se denomina
“P contra NP”, y es el problema sin resolver mas famoso en la
ciencia de la computacion teérica de hoy.

Algunas tautologias selectas
1. Leyes asociativas y conmutativas para A, V, <.

2. Leyes distributivas:

(AA(BVC) < ((AAB)V(AACQ)).
((AV(BAC)) < ((AVB)A (AVQ))).
3. Negacion:
(m(~A)) & A).
(= (A—B)) < (AA(—B))).
((=(A < B)) < ((AA(-B)) V ((~A) AB))).
Leyes de De Morgan:

(= (AAB)) < ((-A) v (-B))).
(= (AVB)) & ((mA) A (- B))).
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4. Otras:

Tercero excluido: (A V (—A)).

Contradiccién: (=(AA(=A)))

Contraposicién:  ({(A— B) & ((—-B) = (- A))).
Exportacion: ((AAB) — C) < (A= (B— C))).

Ejercicios

1.

Pruebe que ninguna de las siguientes dos férmulas impli-
ca tautolégicamente a la otra:
(A« (B« Q)),
(AABAC)V (=) A(=B)A(=O)):

Sugerencia: S4lo se necesitan dos asignaciones de verdad,
no ocho.

(a) ¢Es ((P — Q) — P) — P) una tautologfa?

(b) Dcfina g recursivamente como sigue: op = (P — Q)
Y Oksl = (o) — P).cPara cuiles valores de k es o una
tautologia? (La parte (a) corresponde a k = 2.)

(a) Determine si (P — Q) V (Q — P)) es una tautologia
o no.

(b) Determine si (PAQ) — R) implica tautolégicamente
(P—-R)V(Q— R)), o no.

Pruebe que se cumple lo siguiente:
@) a8 sii TE(@—= B).
b)ak== B sii Elae 8).

(Recuerde que Xy = X U {a}, el conjunto X junto con
¢l posiblemente nuevo elemento a.)

Pruebe o refute cada una de las afirmaciones siguientes:
(a) Si ¥ = @ o X = [, entonces Y= (aV i)
(b) Si ¥ = (a Vv §), entonces SkeaoXkEfS
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6. (a) Pruebe que si v; y v5 son asignaciones de verdad que
coinciden en todos los simbolos de enunciado de la
(6rmula ¢, entonces 7y () = 75 (). Use el principio
de induccién.

(b) Sea § un conjunto de simbolos de enunciado que
contiene Llodos los que aparecen en Xy en 7 (y po-
siblemente otros més). Pruebe que & = 7 sii toda
asignacién de verdad para S que satisface todos los
elementos de X también satisface 7. (Esta es una con-
secuencia facil de la parte (a). Lo interesante de la par-
te (b) estd en que no necesitamos preocuparnos por
obtener exactamente el dominio de una asignacion de
verdad si éste es suficicntemente grande. Por ejemplo,
una opcion seria usar siempre asignaciones de verdad
para fodos los simbolos de enunciado. FEl inconvenien-
te es quc €stos son una cantidad infinita de objetos,
hay muchos —una cantidad incontable— de cllos.)

7. Estd usted cn una tierra habitada por gentc que o sicm-
pre dice la verdad o siempre dice mentiras. Llega usted a
una encrucijada en el camino y necesita saber cudl de los
dos caminos lleva a la capital. Se encuentra a un residente
local que sélo tiene tiempo de responder con un si o un
no a una sola pregunta. ¢Qué pregunta debe usted hacer-
le para saber cudl de los dos caminos tomar? Sugerencia:
Haga una tabla. '

8. (Sustitucién) Consideremos una sucesién «, ae, ... de
férmulas. Para una férmula ¢, sea ¢* el resultado de
reemplazar ¢l simbolo A, por a,, para cada n.

(a) Sea v una asignacién de verdad para el conjunto de
todos los simbolos de enunciado; definimos v como
la asignacién de verdad para la cual u (A,) = 7 (a,).
Prucbe que % () = 7 (y*). Use el principio de induc-
cién.

(b) Pruebe que si ¢ es una tautologfa, entonces * tam-
bién lo es. (Por ejemplo, una de nuestras tautologias
sclectas es ((A A B) <> (B A A)). De aqui podemos
concluir, por sustitucién, que ((a A 8) <+ (8 A a)) es
una tautologia, para cualesquicra férmulas « v 3.)



50

UNA INTRODUCGCCION MATEMATICA A LA LOGICA

9. (Dualidad.) Sca « una férmula cuyos tinicos simbolos de

conectivo son A, V y —. Sea o el resultado de intercam-
biar Ay V y reemplazar cada simbolo de enunciado por su
negacion. Pruebe que o es tautologicamente equivalente
a (- ). Use el principio de induccion.

Observacion: Se sigue que si v =={ §, entonces:

o == g

10. Digamos que un conjunto ¥ de férmulas es equivalente a

un conjunto Xy de férmulas sii para toda formula o, 3 =
@ sii B9 = a. Un conjunto X es independiente sii ningun
elemento de ¥ es implicado tautolégicamente por el resto
de los elementos de %.. Pruebe que Jo siguiente se cumple:

(a) Todo conjunto finito de férmulas tiene un subconjun-
to equivalente independiente.
(b) Hay conjuntos infinitos que no tienen subconjuntos
equivalentes independientes.
#(c) Sea & = {0g,01,...}; prucbe que existe un conjunto
equivalente independiente Y. (Por la parte (b), no
podemos esperar tener ¥’ € ¥ en general.)

11. Muestre que una asignacion de verdad v satisface la for-

mula; :
((AlHAﬂ)H HAR)

sii v (A;) = F para un naimero par de i's, 1 < i < n. (Por
la ley asociativa para 3, la colocacion de Jos paréntesis
no es crucial.)

12. Hay tres sospechosos de un asesinato: Arroyo, Bulnes y

Carrefio. Arroyo declara: “Yo no lo hice. La victima era
un viejo conocido de Bulnes, pero Carrefio lo odiaba.”
Bulnes dice: “Yo no lo hice. Ni siquiera conocfa al tipo.
Ademsds, no estuve en la ciudad durante esa semana.”
Carreno dice: “Yo no lo hice. Vi a Arroyo y a Bulnes en
la ciudad con la victima el dia del asesinato; uno de ellos
riene que haberlo cometido.” Suponga que los dos ino-
centes estan diciendo la verdad, pero que el culpable esté
mintiendo. ¢Quién es el asesino?
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13, En un anuncio de una revista de tenis se afirma: “Si no
estoy jugando tenis, estoy viendo jugar tenis. Y si no estoy
viendo jugar tenis, estoy leyendo acerca del tenis.” Pode-
mos suponer que el que habla no puede hacer mas que
una de estas tres actividades en un momento dado. dQué
esta haciendo? (Traduzca los enunciados dados a nuestro
lenguaje formal; considerc las posibles asignaciones de
verdad.)

14. Sea § el conjunto de todos los simbolos de enunciado, y
suponga que v : § — {F,V} es una asignacién de ver-
dad. Muestre que hay cuando mucho una extensién T que
cumple las condiciones 0-5 listadas al principio de esta
seccion. (Suponga que 7 y T son tales extensiones. Use
el principio de induccién para mostrar que 7; = 7s.)

15. De las siguientes tres férmulas, ¢cudl implica tautologica-
mente a cual?

(@) (A < B)
(b) (=((A = B) = (~(B ~ A))))
(©) ((-A) VB) A (AV (-B)))

3. Un algoritmo de andlisis

El propdsito de esta seccién es demostrar que hemos usado
suficientes paréntesis para eliminar cualquier ambigiiedad al
analizar las férmulas. (La existencia de la extensién 7 de una
asignacion de verdad v dependerd de esta falta de ambigtie-
dad.)’ -

Es instructivo considerar el resultado de no tener ningiin
paréntesis. La ambigtiedad resultante se ilustra con la férmula

. Ay VA ANAg,
la cual s¢ puede formar de dos maneras, que corresponden a
((AI \/Ag) /\A&;) ya (A1 A% (Ag /\Ag))‘ Siv (Al) =Vyvw (Ag,) =F

! El lector que ya ha aceptado la existencia de @ puede prescindir de casi
toda esta seccidn. La subseccidn final, sobre omisién de paréntesis, atin serd
necesaria.
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entonces hay un conflicto irresoluble que surge al tratar de
calcular 7 (A1 V Ag A Ag).

Dcbemos probar que, con nuestros paréntesis, no surge este
tipo de ambigiiedad; por el contrario, cada férmula se forma
de manera tnica. Hay un sentido en cl que este hecho carece
de importancia: si fallara, simplemente cambiariamos de no-
tacién hasta que fuera verdadera. Por ¢jemplo, en lugar de
construir las férmulas por medio de concatenaciones, podria-
mos haber usado parejas v ternas ordenadas: (=, ), (@, A, §),
ctc. (Esl;e es, de hecho, un método limpio, aunque poco tradi-
cional.) Se seguiria, entonces, de inmediato que las formulas
tienen descomposicién tinica; pero no neccsitamos recurrir a
este procedimiento y a continuacion probaremos que no lo ne-
cesitamos.

Lema 13A Toda férmula tiene el mismo nimero de parénte-
sis izquierdos que derechos.

Demostracién Esto se hizo como un ejemplo de la seccion 1
de este capitulo. -

Lema13B Cualquier segmento inicial propio de una férmula
tiene un exceso de paréntesis izquierdos. Asi, ningun
segmento inicial propio de una férmula puede ser una
férmula.

Demostracion Aplicamos el principio de induccion al conjun-
to § de férmulas con la propiedad deseada (que sus seg-
mentos iniciales propios tengan mas paréntesis izquier-
dos). Una férmula que consista en un solo sirmbolo de
enunciado no ticne seginentos iniciales propios y por
tanto pertenece a S por vacuidad. Para verificar que S
es cerrado bajo &,, consideremos dos elementos o y 3
de S. Los segmentos iniciales propios de (a A 3) son los
siguientes:

(.

oo

cvp, donde cy es un segmento inicial propio de a.

0

-
. (e
4. (an.
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5. (@A By, donde B, es un segmento inicial propio de 3.
6. (e S

Aplicando la hipétesis inductiva de que « y 3 estan
en S (en los casos 2 y 5), obtenemos la conclusién desea-
da. Para la cerradura bajo las otras cuatro operaciones
de construccién de férmulas, ¢l argumento es similar,

Un algoritmo de andlisis

Ahora vamos a describir un procedimiento que, dada una ex-
presion, determinard si la expresién es una férmula permitida
¥, st lo es, construird cl arbol que muestra cémo fue formada a
partir de simbolos de enunciado y aplicando las operaciones de
construccién de férmulas. Ademds veremos que este arbol estd
univocamente determinado por la férmula. Este vltimo hecho cs
lo que nos asegurard que tencmos suficientes paréntesis para
una notacién no ambigua,

Supongamos entonces que se nos da una expresion. Cons-
truimos un arbol con esa expresion en el vértice, Inicialmente
es el unico vértice del arbol; pero segun progresa el procedi-
miento, el arbol crecera hacia abajo a partir de la expresién
dada. Como ejemplo, imaginemos el arbol de Ia seccién 1 de
este capitulo (p. 35).

El algoritmo consiste en los siguientes cuatro pasos:

1. Si todos los vértlices minimales (los de la parte de abajo)
tienen simbolos de enunciado, entonces el procedimiento ha
terminado. (La expresion dada es ciertamente una férmula, y
hemos construido su darbol.) Si no es asi, elija un vértice mini-
mal con una expresién que no sea un simbolo de enunciado.
Examinamos csa expresion.

2. El primer sfmbolo debe* ser (. Si el segundo simbolo es
el simbolo de negacién, vaya directamente al paso 4. De otra
forma, siga al paso 3.

3. Recorra la expresion desdc la izquierda hasta llegar a («,
donde « es una expresién con igual nimero de paréntesis iz-

* 51 esto no ocurre, entonces la expresién original no es una férmula. Re-
chazamos la expresion dada arguyendo que no es una férmula y terminamos.
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quierdos que derechos. Entonces o es el primero de los dos
componentes. El siguiente simbolo debe® ser A, V, — 0 . Es-
te es ¢l conectivo principal. El resto de la expresion, ), debe*
consistir en una expresién 3 y un paréntesis derecho. Extende-
mos el drbol creando dos nuevos vértices bajo el vértice actual,
con & como la expresién del vértice “hijo izquierdo”, y [ como
la expresién del vértice “hijo derecho”. Regrese al paso 1.

4. Ahora se sabe que los primeros dos simbolos son (—. El
resto de la expresién, §), debe* consistir en una expresion gy
un paréntesis derecho. Extendemos el arbol creando un nuevo
vértice debajo del actual, con 3 como la expresién en el vértice
hijo. Regrese al paso 1.

A continuacién se plantean algunos comentarios para apo-
yar la correctud de este algoritmo.

En primer lugar, dada cualquier expresion, el procedimiento
termina después de un numero finito de pasos. Esto obecdece a
que cualquier vértice contiene una expresién mds corta que la
de arriba de él, y asi la profundidad del drbol estd acotada por
la longitud de la expresién dada.

En segundo lugar, las elecciones hechas por el procedimien-
to no podrian haber sido de otra manera. Por ejemplo, en el pa-
so 3 llegamos a una expresion a. No podriamos usar menos de
@ como componente, ya que no habria balance entre paréntesis
derechos e izquicrdos (como lo exige cl lema 13A). No podria-
mos usar nada ademds de o, porque esto contendria el segmen-
to inicial propio & que estaba balanceado (lo cual violaria el le-
ma 13B). Por tanto, sélo podemos usar &, y entonces la eleccion
del conectivo principal es inevitable. Concluimos que este algo-
ritmo construye el énico drbol posible para la expresion dada.

En tercer lugar, si el algoritmo usa las notas a pie de pagi-
na para rechazar la expresién dada, entonces la expresiéon no
podria haber sido una férmula: ¢l rechazo es correcto. Esto se
debe a que fracasé el inico intento posible para construir su
arbol.

t §i se llega al final de 1a expresién antes de encontrar tal o, entonces la
expresién original no era una férmula. Rechazamos la expresién dada por no

ser una férmula y terminamos.
* §i esto no ocurre, entonces la expresién original no es una férmula. Re-
chazamos la expresién dada arguyendo que no ¢s una férmula y terminamos.
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Finalmente, si el algoritmo no usa las notas a pie de pagi-
na para rechazarla, entonces la expresion dada es de verdad
una formula permitida. Eso obedece a que tenemos su arbol; re-
corriendo el arbol de abajo hacia arriba, descubrimos inducti-
vamente que todo vértice tiene una formula, incluido el vértice
superior.

La segunda de las observaciones anteriores nos permite con-
cluir que nuestro lenguaje tiene suficientes paréntesis; cada fér-
mula tiene un #nico arbol de la clase aqui construida. Tenemos
“unicidad de la lectura”, y no sélo existe un unico arbol para
cada formula, sino que sabemos como construirlo; podemos
llevar a cabo este algoritmo usando suficiente papel

Ahora bien, regresando al problema de la existencia de la
extension ¥ de una asignacion de verdad v: la unicidad de los
arboles es aqui el hecho crucial. Para cualquicr férmula ¢ hay
un tinico arbol que la construye. Al recorrer este arbol de abajo
hacia arriba, asignando un valor de verdad 7 (a) a cada vérti-
ce'a, podemos llegar sin ambigiiedad a un valor para 7 (¢p).
Ademas, la funcion descrita de este modo cumple las condicio-
nes (-5 listadas al principio de la seccién 2 de este capitulo. Y
no s6lo eso, sino que, dados ¢ y los valores de v en sus simbolos
de enunciado, sabemos cémo llevar a cabo el calculo de 7 ().

Asi, usando el algoritmo de andlisis, podemos construir una
funcién ¥ como se describié en el teorema 12A. Y sélo puede
haber una tal 7; confréntese el ejercicio 14 de la seccién 2.

La tinica razdén por la que la existencia de 7 es de algiin mo-
do un problema es que en la seccién 2 de este capitulo se des-
cribe por recursidn; es decir, ¥ (@) se especifica haciendo uso de
la misma funcién 7, aplicada a férmulas menores. En la préxi-
ma seccién abordaremos el asunto de definir una funcién por
recursién de manera mas general. Al tratar el tema en forma
mas abstracta podremos aislar mejor lo que estd en juego.

Notacién polaca

Es posible evitar a la vez la ambigiliedad y los paréntesis; esto se
puede lograr mediante un recurso muy sencillo. Por ¢jemplo,
en lugar de (a/ 3), usamos A3 Sea el conjunto de P-formulas
el conjunto generado a partir de los simbolos de enunciado
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mediante las cinco operaciones

D.(a)=-ca, Dyla,B)=Vap,
Dale, B) = Aaf, Do(a, ) == af,
Dola,B) =+ ab.

Por ejemplo,
—+ ANADV-B < CB

es una P-formula.

Aqui es bastante notoria la necesidad de un algoritmo para
analizar la estructura. Aun para el breve ejemplo anterior se
requiere alguna reflexién para ver como se construyd. En la
seccién 3 del capitulo II daremos un teorema de unicidad de
lectura de tales expresioncs.

Fsta manera de escribir férmulas (pero con N, K, A, Cy Een
lugar de =, A, V, =V 7, respectivamente) fue introducida por
el 16gico polaco Jan Lukasiewicz. La notacion es adecuada para
el procesamiento automatico. Los programas compiladores de
computadoras comienzan a menudo por la conversién de las
férmulas a notacioén polaca.

Omision de paréntesis

De aqui en adelante, cuando nombremos formulas, no nos sen-
tiremos obligados a mencionar explicitamente todos los parén-
tesis. Para establecer una notacién mds compacta adoptaremos
ahora las siguientes convenciones:

1. El primero y el ultimo de los paréntesis no necesitan ser
mencionados. Por ejemplo, cuando escribimos “A A B”
nos referimos a (A A B).

9. El simbolo de negacién se aplica a lo menos que sea posi-
ble. Por cjemplo, ~AABes (mA) AB, osea ((=A) AB).
Esto no es lo mismo que (—(A A B)).

3. La conjuncién y la disyuncién se aplican a lo menos que
sea posible, siempre y cuando se observe la convenciéon 2.
Por ejemplo,

AAB—= —-CVD e ((AAB)— ((=C)VvD)).
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4. Cuando se usa repetidamente un simbolo de conectivo,
la agrupacion se efectiia a la derecha:

ahNBAy es alh(BAy),
a—=B—=vy e a—(3—=7).

Se debe admitir que estas convenciones quebrantan lo que
se dijo antes acerca de los nombres de las expresioncs. Pode-
mos darnos esta licencia sélo porque ya no nos interesa nom-
brar expresiones que no sean formulas.

Ejercicios
1. Reescriba las tautologias de la lista “Algunas tautologias
selectas” que aparece al final de la seccion 2 de este capi-
tulo, pero usando las convenciones de esta seccion para
minimizar el nimero de paréntesis.

2. Dé un ¢jemplo de férmulas o y Gy expresiones -y y d tales
que (a A G) = (y Ad), pero a F 7.

3. Desarrolle el argumento para el lema 13B en el caso de
la operacion £.,.

4. Suponga que modificamos nuestra definicion de féormula
omitiendo todos los paréntesis derechos. Asi, en lugar de

((AA(-B)) = (CVD))

usamaos
(AA (=B — (CVD.

Pruebe que atn tenemos unicidad de la lectura (es decir,
cada férmula sigue teniendo sélo una descomposicion
posible). Sugerencia: Estas expresiones tienen el mismo
ntimero de paréntesis que de simbolos de conectivo.

En la lengua espafiola se usan conectivos que constan
de dos partes: “tanto. .. como...”, “o bien..., o bien...”,
“si. .., entonces. ..” ¢Como afecta esto a la unicidad de la

[ 4

lectura ¢n espanol?
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6. Hemos proporcionado un algoritmo para analizar una
férmula por medio de la construccién de su arbol de arri-
ba hacia abajo. También hay formas de construir el arbol
de abajo hacia arriba; esto se puede lograr buscando en la
férmula las parejas mas interiores de paréntesis. Dé una
descripcion completa de un algoritmo de este tipo.

7. Suponga que los paréntesis izquierdo y derecho son in-
distinguibles uno de otro. Asi, en vez de (a V (8 A 7)),
tenemos |a V |G A v||. {Atn tienen las férmulas una des-
composicion tnica?

.. s . 2
4. Induccion y recursién®
Induccion

Hay un tipo especial de construcciéon que aparece frecuente-
mente en l6gica y en otras ramas de las matemdticas. Puede
ocurrir que queramos construir cierto subconjunto de un con-
junto U comenzando por algunos elementos iniciales de Uy
aplicando ciertas operaciones una y otra vez. El conjunto que
buscamos serd el conjunto més pequefio que contenga los ele-
mentos iniciales y que sea cerrado bajo las operaciones. Sus ele-
mentos seran aquellos elementos de U que se pueden construir
a partir de los elementos iniciales aplicando las opcraciones un
nimero finito de veces.

En el caso especial de interés inmediato para nosotros, U es
el conjunto de las expresiones, los elementos iniciales son los
simbolos de enunciado v las operaciones son £, &,, etc. El
conjunto que se va a construir es el de las férmulas; pero mas
adelante encontraremos otros casos especiales y serd de utili-
dad estudiar aqui la situacion en abstracto.

Para simplificar la discusién, consideraremos un conjunto
inicial B € Uy una clase F de funciones con sélo dos elemen-
tos [y g, donde

fUxU—=U vy g:U=U
2 Por un lado, los conceptos de esta seccién son importanies y surgen en

todas las dreas de las matemdticas. Por otro lado, tal vez los lectores quieran
posponer —no saltar— el estudio de esta seccion.
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Asi, f es una operacién binaria sobre U y g es una opera-
¢ién unaria. (De hecho, F no necesariamente debe ser finita;
se verd que la presente discusion simplificada es aplicable a una
situacion mas general. F puede ser cualquier conjunto de re-
laciones en U, y en el capitulo II usaremos este mayor nivel de
generalidad. No obstante, ¢l caso discutido aqui es mas ficil de
visualizar y es lo suficientemente general para ilustrar las ideas.
Para una versién menos limitada, véase el ejercicio 3.)

Siay b pertenecen a B, entonces el conjunto C que queremos
construir tendra, por ejemplo, los elementos

b, f(b,0), gla), flgla) f(b:8), g(f(g(a),[(b.0))).

Por supuesto que estos elementos pueden no ser distintos. La
idea es que se nos han dado ciertos ladrillos y ciertos tipos de
mortero, y queremos que C contenga solamente las cosas que
somos capaces de construir.

Al definir € mds formalmente, tenemos la posibilidad de
escoger entrc dos definiciones. Podemos definirlo “de arriba
abajo” como sigue: Llamemos a un subconjunto S de U cerrado
bajo f y g sii siempre que los elementos x y y pertenecen a
S, entonces también f(x,y) v g(x) pertenecen a S. Llamemos
inductivo a § sii B C Sy § es cerrado bajo fy g Sea C* la
interseccién de todos los subconjuntos inductivos de U, asi,
x € (" sii x pertenece a todo subconjunto inductivo de U.
No es dificil advertir (y ¢l lector deberia verificarlo) que C* es
inductivo. Atin mas, C* es el conjunto inductivo mas pequeno
que esta contenido en todos los demas conjuntos inductivos.

'La segunda definicion (que es equivalente) va “de abajo arri-
ba”. Queremos que los elementos de C, sean todas las cosas
que se pueden alcanzar desde B aplicando fy g un nimero
finito de veces. Por el momento definimos una sucesidn de cons-
fruccidn como una sucesiéon finita (xl, ..., %,) de elementos de
U tales que para cada : < n se cumple por lo menos una de las
siguientes condiciones:

x; € B,
existen j<i, k<i, talesque x = f(xj,x),

existe  j <1, talque  x; = g(x;).
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En otras palabras, cada elemento de la sucesién o estda en B o
es ¢l resultado de aplicar f o g a elementos anteriores. Enton-
ces, sea C, el conjunto de todos los puntos x tales que alguna
sucesién de construccién termina con x.

Sea C, el conjunto de todos los puntos x tales que alguna su-
cesion de construccién de longitud » termina con x. Entonces

Cl = Ba

CLCCCCGC--,
y C. = U, C.. Por ejemplo, g(f(a, f(b,b))) pertencce a Cs y
por tanto pertenece a C., como se puede apreciar en el siguien-
te arbol:

g(fla. f(b,8)))
|
|

fla, f(b,0))

/N
a J(.0)

RN

b b

Al aplanar este arbol hasta convertirlo en un orden lineal se
obtiene una sucesién de construccién g (f(a, f(8,0))).

EJEMPLOS

1. Los numeros naturales. Sea U el conjunto de todos los
nimeros reales y sea B = {0}. Tomemos una opera-
cién S, donde S (x) = x + 1. Entonces

¢, ={0,1,2,...}.

El conjunto C, de los nimeros naturales tiene como
elementos cxactamente aquellos nimeros que sc pue-
den obtener a partir del 0 aplicando repetidamente la
operacion sucesor.

2. Los enteros. Sea U el conjunto de todos los numeros
reales; sea B = {0}. Esta vez tomemos dos operacio-
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nes, la operacion sucesor S y la operacién predece-
sor P:

Sx)=x+1 y Px)=x—1.
Ahora C, es el conjunto de todos los enteros,
Co={..,-2-1,0,1,2.. .}

Notese que hay mds de una manera de obtener el 2
como elemento de C,, ya que el 2 es S(S(0)), pero
*  también es S (P (S (S (0))))-

3. Las funciones algebraicas. Sea U el conjunto de todas
las funciones cuyo dominio y rango son ambos conjun-
tos de numeros reales. Sea B el conjunto cuyos elemen-
tos son la funcién identidad y todas las funciones cons-
tantes. Sea F el conjunto cuyos clementos son las ope-
raciones (sobre funciones) de suma, multiplicacién, di-
visién y extraccion de raiz. Entonces C, es una clase de
funciones algebraicas.

4. Las férmulas. Sea U el conjunto de todas las expresio-
nesy sea B el conjunto de los simbolos de enunciado.
Sea F cl conjunto de las cinco operaciones de cons-
truccién de férmulas: £, £, &, £, y £.. Entonces
C. es cl conjunto de todas las formulas.

En este momento deberfamos verificar que nuestras dos de-
finiciones son de hecho cquivalentes, es decir que C* = C,.

Para probar que C* C C, sélo necesitamos verificar que C,
es inductivo; es decir, que B C C, y que C, es cerrado bajo
las funciones. Es evidente que B = C; C C,. Six y y estan
en C,, entonces podemos concatenar sus sucesiones de cons-
truccién y agregar al final f(x, y) para obtener una sucesién de
construccién que coloca a f(x,y) en C.. De igual manera, C,
es cerrado bajo g.

Finalmente, para probar que C, C C* consideramos un ele-
mento de C, y una sucesién de construccién (xg, . . ., x,) para
€l. Por induccion comiin y corriente sobre i, podemos ver que
x; € €%, si i < n. En primer lugar, x, € B C C*, Para el paso
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inductivo sc usa el hecho de que C* es cerrado bajo las funcio-
nes. De esta manera concluimos que

|JGn=C.=c¢" =[{S]|Ses inductivo}.

(Una observacién parentética: supongamos que el presente
LEstudio estuviera inserto en la teoria axiomatica de conjuntos,
en la que los niimeros naturales generalmente se¢ definen de
arriba abajo. Entonces nuestra definicién de C, (que usa la fi-
nitud y por tanto los nimeros naturales) no difiere realmente
de nuestra definicién de C*. Sin embargo, no estamos trabajan-
do dentro de la teorfa axiomatica de conjuntos, sino dentro de
la matemdtica intuitiva. Y la nocién de namero natural parece
ser un concepto intuitivo sélido y bien entendido.)

Como C* = C,, llamamos a este conjunto C simplemente y
nos referimos a €l como el conjunto generado a partir de B por las
funciones que pertenccen a F. En la demostracion de muchos
teoremas usaremos cl siguiente:

Principio de induccion Sea C el conjunto generado a partir
de B por las funciones que pertenecen a F. Si § es un
subconjunto de C que contiene a By es cerrado bajo las
funciones que pertenecen a F, entonces S = C.

Demostracién S es inductivo, por lo que C = C* C S. La otra
inclusién esta entre las hipotesis. -

El caso especial que ahora nos interesa es, por supuesto, el
ejemplo 4. Aqui C es la clase de las féormulas generadas a partir
del conjunto de los simbolos de enunciado por las operacio-
nes de construccién de férmulas. Este caso especial tiene pro-
piedades interesantes. Tanto o como [ son segmentos propios
de &, (a, 8); es decir, de (a A ). En general, si observamos el
arbol genealdgico de una férmula, veremos que cada compo-
nente e¢s un segmento propio del producto final.
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(A3 V (As & A))
A3 (Ag — Ag)

Ag Ag

Supongamos, por ejemplo, que por el momento llamamos
especial a una expresién si los tnicos simbolos de enunciado
quec aparecen en ella estan entre {AQ,Ag,A_.',} y los tnicos co-
nectivos que figuran en ella estdn entre {—. —}. Entonces, nin-
guna férmula especial requicre ni Ag ni &x para su construc-
cién. De hecho, toda férmula especial pertenece al conjunto C,
generado a partir de {As, A3, A5} por &, y £_,. (Podemos usar
el principio de induccién para probar que toda férmula o bien
pertenece a C;, o bien no es especial.)

Recursion

Regresemos al caso mas abstracto. Tenemos un conjunto U
(como el conjunto de todas las expresiones), un subconjunto
8 de U (como el conjunto de los simbolos de enunciado) y dos
funciones f y g, donde

[TUXU—=U y g:U— U

C es €l conjunto generado a partir de B por fy g

El problema que ahora queremos considerar es el de definir
recursivamente una funcién sobre C. Esto €s, suponemos que
nos han sido dadas:

1. Reglas para calcular 7 (x) para x € B.
2a. Reglas para calcular % (f(x, y)) usando B(x)yh(y).
2b. Reglas para calcular % (g (x)) usando % (x).

(Por ejemplo, ésta es la situacién discutida en la seccién 2
de este capitulo, donde % es la extensién de una asignacion de
verdad para B.) No es dificil ver que a lo sumo puede haber



64 UNA INTRODUCCION MATEMATICA A LA LOGICA

una funcién % (x) sobre C que satisfaga todas las condiciones
dadas.

Pero es posible que no exista tal funcién; las reglas pueden
ser contradictorias. Por e¢jemplo, sean

U = el conjunto de los nimeros reales,
B={0},
flxy)=x-,
glx)=x+1.

Entonces C es el conjunto de los nimeros naturales. Suponga-
mos que imponcmos las siguientes condiciones a A:

I. 2(0)=0.
(f(=.9) = /(R ()5 ().
(g(x) =R (x) + 2.

!
®
=1 =

2b.

Entonces no puede existir tal funcién . (Intente calcular % (1)
y observe que tenemos alavez 1 = g(0) y 1 = f(g(0),g(0)).)

En dlgebra encontramos una situacién similar.®> Supéngase
que tenemos un grupo G generado a partir de B por la mul-
tiplicacion del grupo y la extraccion de inverso. Entonces una
funcién arbitraria de B en un grupo H no necesariamente se
pucde cxtender a un homomorfismo de todo el grupo G en H.
Pero en caso de que G sea un grupo libre con B como conjunto
de generadores independientes, entonces cualquier funciéon de
ese Lipo se puede extender a un homomorfismo de todo el
grupo.

Sc dice que C esta generado libremente a partir de Bpor [y g
sii, ademas de satisfacer los requisitos para que esté generado,
Jec v gc, 1as restricciones de f y de g a C, cumplen las siguientes
condiciones:

1. fc ¥ gc son uno a uno.

# Esperamos que ejemplos como éste sean de utilidad para el lector que ya
tenga alguna experiencia algebraica. Los demés se alegrardn de saber que
estos cjemplos son solamente ilustrativos y no son esenciales a nuestra expo-
sicion.
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2. Elrango de fc, el rango de g¢ y el conjunto B son disjun-
tos dos a dos.

El resultado principal de esta seccién, el teorema de recur-
sion, dice que si C esta gencrado libremente, entonces la fun-
cién k sobre B siempre tiene una extension & sobre C que sigue
la cl%se de reglas antes consideradas.

Teorema de recursién Supongamos que el subconjunto C de U
esta libremente generado a partir de B por fy g, donde

[ UxU—=T,
g:U—=U.

Supongamos, ademds, que Ves un conjunto y F, G y
h son funciones tales que

h:B—V,
F:Vx V=YV,
G: V=V

Existe entonces una unica funcién
h:C—=V

tal que
(i) Paratodax € B, k (x) = h (x).
(ii) Parax,y € C,

Vista algebraicamente, la conclusién del teorema dice que
cualquier funcién % de B en V se puede extender a un homo-
morfismo % de C (con las operaciones fy g) en V (con las ope-
raciones F'y G).

Si el contenido del teorema de recursién no queda claro de
inmediato, intentemos verlo cromaticamente, Queremos tener
una funcién 7 que pinte a cada elemento de C de algun color.
Tenemos ante nosotros:
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1. &, que nos indica c6mo colorear los elementos iniciales
de B;

1o

Faque nos dice cémo combinar el color de x y de y para
obtener el color de _f(au, y) (es decir, esto da’ (f(x,y)) en
términos de & (x) y 2 ());

3. G, que igualmente nos dice cémo convertir el color de x
en color de g (x).

El peligro es que haya un conflicto en que, por ¢jemplo,
F diga “verde” pero G diga “rojo” para el mismo punto (que
tenga la mala fortuna de ser igual tanto a f(x,y) como a g(z)
para algunas x, y, z). Pero si C estd generado libremente, se evita
el peligro.

EsempLOS Consideremos de nuevo los ejemplos de la sub-
seccidn anterior.

1. B = {0} con una operacién, la operacion sucesor
S. Entonces C cs el conjunto N de los niimeros naturales.
Puesto que la operacién sucesor es uno a uno y 0 no estd
en su rango, C estd generado libremente a partir de {0}
por S. Asi, por el teorema de recursion, dado cualquier
conjunto V, cualquier ¢ € V, y cualquier F : V=V,
existe una tinica% : N = Vtalque 2 (0) =ayh(S(x)) =
F (% (x)) para cada x € N. Por ejemplo, existe una unica
%:N— Ntal que 2(0) = 0y 2(S(x)) = 1 — R ().
Esta funcién adopta el valor 0 en los nimeros pares y el
valor 1 en los nimeros impares.

9. Los enteros estan generados a partir de {0} por
las operaciones de sucesor y predecesor, pero no libre-
mente.

3. La condicién de libertad tampoco se cumple para
la generacién de las funciones algebraicas tal como se
describid anteriormente.

4. Las f6rmulas estan generadas libremente a partir
de los simbolos de enunciado por las cinco operaciones
de construccién de férmulas. Este hecho estd implicito
en el algoritmo de andlisis de la seccién anterior; ahora
queremos concentrarnos en ¢l aqui:
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Teorema de [a unicidad de la lectura Las cinco operaciones de
construccion de férmulas, cuando se restringen al con-
junto de las férmulas,

(a) tienen rangos disjuntos entre s y disjuntos del con-
Junto de los simbolos de enunciado, y

(b) son uno a uno.

En otras palabras, el conjunto de las férmulas esta
libremente generado a partir del conjunto de simbolos de
enunciado por las cinco operaciones.

Demostracién Para mostrar que la restriccién de £, es uno a
uno, supongamos que

(@nB)=(yAd),

donde «, 3, v v § son férmulas. Borremos ¢l primer
simbolo de cada sucesién y obtendremos

ahf)=vN95).

Entonces debemos tener que o = v, para que ninguno
de ellos sea un segmento inicial propio del otro (en con-
tradiccion con el lema 13B). Y luego se sigue en forma
inmediata que # = §. El mismo argumento se aplica a
Ev, £, y £, para £, basta un argumento mds simple.
Un razonamiento similar nos dice que las operaciones
tienen rangos ajenos (o disjuntos). Por ejemplo, si

(@A B)=(y—9)

donde «, 5, vy d son férmulas, entonces, como en el
parrafo anterior, tenemos que e = 7. Pero esto implica
que A = —, lo cual contradice el hecho de que nuestros
simbolos son distintos. Por lo tanto, £, v £_, (restringi-
das a férmulas) tienen rangos ajenos. Y lo mismo vale
para cualesquiera dos conectivos binarios.

Los casos restantes son sencillos. Si (ma) = (8 A
7), entonces 3 empicza con —, lo cual no sucede para
nmquna férmula. Ningtin 51mb010 de enunciado es una
sucesién de simbolos que empiece con (. =
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Regresemos ahora a la cuestién de extender una asignacion
de verdad v a 7. Consideremos primero el caso especial donde
v es una asignacién de verdad para el conjunto de todos los
simbolos de enunciado. Por consiguiente, aplicando el teorema
de unicidad de la lectura y el teorema de recursién, concluimos
que hay una tnica extensién v para cl conjunto de todas las
férmulas que tiene las propicdades deseadas.

A continuacién tomemos el caso general en que v es una
asignacién de verdad para un conjunto & de simbolos de enun-
ciado. El conjunto S generado a partir de § por las cinco ope-
raciones de construccién de férmulas estd generado libremen-
te, como consecuencia del teorema de unicidad de la lectura.
Asi, por el tcorema de recursién, hay una tnica extensién 7 de
v para dicho conjunto, con las propiedades deseadas.

EsempLo Podemos aplicar el teorema de recursién para cs-
tablecer que hay una unica funcién # definida en el con-
junto de las férmulas tal que

y de igual forma para V, — y 4. Esta funcién da la
longitud de cada férmula.

Demostracion del teorema de recursién La idea es construir h como
la unién de muchas funciones aproximativas. Por ¢l mo-
mento llamemos a una funcién v (que va de un subcon-
junto de C en V) aceptable si satisface las condiciones (i)
y (ii) que hemos impuesto a h. De manera mds preci-
sa, v es aceptable sii el dominio de v és un subconjunto
de C, su rango un subconjunto de V'y para cualesquicra
xyyenC:

(i') Six € BN domu, cntonces v (x) = & (x).

(ii") Si f(x,y) € domuy, entonces x y y también pertenc—

cenadomu, y o (f(xy)) = F(v(x),v(y)). Sig(x) €
domuv, entonces también x € domu, y v (g (x)) =

G (v(x)).



w

LOGICA DE ENUNCIADOS 6

Sea K la coleccién de todas las funciones aceptables, y
sea b = |J K la unién de todas las funciones aceptables.
Por tanto,

(x,z) € h sii {x,z) pertenece aalguna v aceptable  (x)
sii  v(x) =z paraalguna v aceptable.

Afirmamos que & satisface nuestras condiciones. El ar-
gumento es conjuntista y comprende cuatro pasos. Para
empezar esbozaremos los cuatro pasos:

1. Afirmamos que 4 es una funcion (es decir, que es
de un solo valor). Sea

S ={xeC| paraalomédsunaz, (x,z) €h}
= {x € C | todas las funciones aceptables

definidas en x coinciden en x}

Es facil verificar que § es inductivo, usando (i) y (ii’). Por
tanto, S = Cy % es una funcién.

2. Afirmamos que & € K; es decir, que 4 es una fun-
cién aceptable. Esto se sigue muy facilmente de la defi-
nicién de & y del hecho de que sea una funcién.

3. Afirmamos que 4 estd definida en todo C. Basta
probar que el dominio de % es inductivo. Aqui es donde
se usa la hipotesis de libertad. Por ejemplo, un caso es
el siguiente: supongamos que x estd en el dominio de A.
Entonces &; (g (x), G (2 (x))) es aceptable. (Se requiere la
libertad para probar que es aceptable.) En consecuencia,
g (%) pertenece al dominio de %. 4. Afirmamos que h es
unica. Dadas dos funciones tales, sea S el conjunto en
que coinciden. Entonces § es inductivo y, por tanto, igual
aC. n

Veamos ahora los detalles.
1. Como antes, sea
S ={x€C| paraalomdasunaz, (x,z) €7}

= {x € C| todas las funciones aceptables

definidas en x coinciden en x}
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Para mostrar que S es inductivo, primero consideremos
algiin x en B. Supongamos que v; y v son funciones
aceptables definidas en x; buscamos mostrar que vy (x) =
vy(x). Pero la condicién (i) nos dice que ambos v;(x)
y vg(x) deben ser iguales a & (x), entonces de hecho
v1(x) = wve(x). Esto muestra que x € S; pero ya que x
fue un elemento arbitrario de B, tenemos que B C §.

En segundo lugar, debemos verificar que § estd cerra-
do bajo [y g. Supongamos entonces que algiin x y algiin
y estdn en S; nos preguntamos si f(x,y) estd en S. Su-
pongamos luego que v ¥ vp son funciones aceptables
definidas en f(x,y); buscamos mostrar que coinciden
ahi. Pero la condicién (ii') nos dice que v)(f(x,y)) =
Flur (), 01(3)) ¥ que va(f(x.5)) = F(o3 (x),2(5)). ¥ co-
mo x y y estdn en S, tenemos que vy(x) = va(x) y que
vi(y) = wve(y) (v estdn definidas). Asi, concluimos que
vi{f(x,y)) = wa(f(x y)). Esto muestra que f(x,y) € S.
Porlo tanto, S esta cerrado bajo f. Un argumento similar
muestra que S esta cerrado bajo g.

Por lo tanto, S es inductivo y entonces § = C. Esto
muestra que % da un solo valor a cada x, es decir, es una
funcién. Como % incluye toda funcién aceptable como
subconjunto, podemos decir que

h(x) =v(x)

siempre que v sea una funcidén aceptable y x € domw.

2. Afirmamos que % ¢s aceptable. Claramente dom 2
C Cyrank C V(por (%)) y acabamos de verificar que £
es una funcién. Falta verificar que % satisface las condi-
ciones (i') y (ii').

Primero examinamos (i'). Supongamos quex € By
x € dom% (asf que {x,%(x)) € k). Debe haber alguna
v aceptable tal que v (x) = & (x). Gomo v satisface (1'),
tenemos que v (x) = k(x) de donde & (x) = k(x). Asi, A
satisface (i').

Luego examinamos (ii'). Supongamos que f(x,y) €
dom /. Otra vez debe haber alguna v aceptable tal que
v(f(x9) = 2 (f(xy)). Como v satisface (ii'), tenemos
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gue v(f(x9) = F(u(x),v(y)). Ahora h(x) = v(x) y
(y) =v(y) y por lo tanto

(f(xy) =0 (/(%3) =F(v(x),v(3) = F(E(x), k().

De modo similar, encontramos que % (g (x)) = G (k (x))
siempre que g(x) € domh. Por lo tanto, % cumple la
condicion (ii') y entonces es aceptable,

3. En seguida debemos mostrar que dom?7 es induc-
tivo. Primero consideramos un punto x en B. Luego el
conjunto {(x, 2(x))} ¢s una (pequena) funcién aceptable,
pues claramente satisface (i'). Tamblen satlsface (i) por-
que x & ran foyx € ran ge. Ast, {{x, A (x))} es aceptable
y por lo tanto esta incluida en 4. De aqul que x € dom .
Esto mugcstra que B C dom .

Afirmamos, ademas, que dom?’ estd cerrado bajo f
y & Para cllo, consideremos cualesquiera s y t en dom A.
Esperamos que f(s,¢) € domA. Pero si no, entonces sea

v=hU{{f(s1),F(h(s),h (1))},

el resultado de agregar a  este par adicional. Esta claro
quc v es una funcion, domwv C C, y ran v C V. Afirma-
mos que v satisface (i) y (ii’).

Primero tomemos (i'). Si x € BN domv, entonces x #
f(s.1), por libertad. De aqui que x € dom# y tenemos
que v(x) = £ (x) = h (x).

Ahora tomemos (ii'). Supongamos que f(x,y) €
domuw para algiin x y algin y en C. Si f(x,y) € dom?z_,
entonces v(f(x,3)) = A(f(x,y) = F(h(x),k(y)) =
F(v(x),v(y)), ya que & es aceptable. La otra p051b1]1dad
es que f(x,y) = f(s,t). Entonces, por la libertad, tene-
mosquex=syy=14Yy sabemos que estos puntos estan
en domh C domar Por construccion,

Finalmente, supongamos que g (x) € domwv para x en C.
Entonces, por la libertad tenemos que g(x) # f(s,¢). De
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Equf que g(x}_e domb7, y en consecuencia v (g (x)) =
h(g(x)) = G(h(x)) = G (v(x)). _

Entonces v es aceptable. Pero eso nos dice que v C £,
asi que finalmente f(s,¢) € domA.

Un argumento similar muestra que dom A también es-
t4 cerrado bajo g. De aqui que dom 4 sea inductivo y, por
lo tanto, coincide con C.

4. Para mostrar que A es Unica, supongamos que & y
%o satisfacen ambas la conclusién del teorema. Sea S el
conjunto sobre el cual coinciden:

Entonces no es dificil verificar que § es inductivo. En
consecuencia, § = Cy k) = hs. i

Un comentario final sobre induccién y recursion: el princi-
pio de induccién que hemos enunciado no es el unico posible.
Es complctamente posible dar demostraciones por induccién
(v definiciones por recursion) sobre la iongitud de las expresio-
nes, el nimero de lugares en que ocurren simbolos de conec-
tivo, etc. Estos métodos son inherentemente menos fundamen-
tales, pero pucden ser necesarios en algunas situaciones.

Ejercicios

1.

)

Supongamos que C estd generado a partir de un conjun-
to B = {a,b} por la operacién binaria f y la operacién
unaria g. Enumere todos los elementos de Cy. {Cudntos
elementos puede tener Cs? ¢Y Cy?

Evidentemente (As — A Ay) no es una férmula. Demués-
trelo.

Podemos generalizar la discusidn de esta seccion pidien-
do que F sea solo una clase de relaciones en U. C, se
define como antes, excepto que (xg,xi,...,%,) es ahora
una sucesion de construccion sii para cada ¢ < n tenemos
obienx; € Bo (x;,...,%j,%) € Rparaalguna R € Fy
algunas ji,..., ji, todas menores que 7. D€ la definicién
correcta de C* y pruebe que C* = C..
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5. Conectivos de enunciado

Hasta ahora hemos usado cinco simbolos de conectivo. Aun en
ausencia de una definicién general de “conectivo”, estd claro
que los cinco conectivos que Conocemos no son los Unicos po-
sibles. éGanarfamos algo con aumentar conectivos al lenguaje?
¢{Perderiamos algo omitiendo algunos de los conectivos que ya
tenemos en el lenguaje?

En esta seccién planteamos con mayor precisién estas pre-
guntas y damos algunas respuestas. Primero consideremos un
ejemplo informal. Podrfamos expandir el lenguaje mediante
un simbolo de conectivo de tres lugares, #, llamado simbolo
de mayoria. Ahora permitimos que la expresién (7#a/37) sea
una férmula cuando @, 3y 7 son férmulas. En otras palabras,
agregamos una sexta operacién de construccién de férmulas a
nuestra lista:

E4(0B,7) = (#af).
Ahora debemos dar la interpretacion de este simbolo. Esto

es, debemos decir cémo se calcula @ ((#af7v)) dados los valo-
res 7 (o), 7(B) y @ (7). Elegimos la siguiente definicion:

7((#aBy)) coincide con la mayorfade (), 7(8) y7 (7).

Afirmamos que esta extensién no ha aportado nada en el si-
guiente sentido preciso: para toda férmula del lenguaje exten-
dido, existe en el lenguaje original una férmula tautologica-
mente equivalente. (Por otro lado, la formula del lenguaje ori-
ginal puede ser mucho mas larga que la férmula del lenguaje
extendido.) Probaremos esto (en una situacion mucho mas ge-
neral) mds adelante; aqui sélo haremos notar que se basa en el
hecho de que (#af37) es tautolégicamente equivalente a:

(@ AB)V (@ Ay)V(BAY).

(Hacemos notar entre paréntesis que nuestra insistencia en
que 7 ((#aB7)) sea calculable a partir de (7(c), 7(0), (7))
cumple aqui un papel definitivo. En el habla cotidiana hay ope-
radores unarios como “es posible que” o “creo que”. Podemos
aplicar uno de estos opcradores a un enunciado y producir
otro enunciado cuya verdad o falsedad no se puede determinar
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solamente con base en la verdad o la falsedad del enunciado
original.)

Al generalizar el ejemplo anterior, cl lenguaje formal sera
mds un obstdculo que una ayuda. Podemos reformular el pro-
blema usando sélo funciones. Digamos que una funcidn boo-
leana de k lugares es una funcién de {F, V}* en {F, V}. (Una
Juncidén booleana es, entonces, cualquier funcién booleana de
k lugares para alguna k. Ampliamos esto un poco permitiendo
que F'y V sean funciones booleanas de cero lugares.) Como
ejemplos de funciones booleanas tenemos las definidas por las
siguientes ecuaciones (donde X € {F, V}):

I (X, .., X)) = X,
N(F)=V, N(V)=F,
(V,V) =V, K(F,X)=K(X,F)=F,

o

I |

A(FF)=F A(V,X)=A(X,V) =V,
C(V,F)=F, C(F.X)=C(X, V)=V,
E(X,X)=V, E(V,F)=EF,V)=F

A partir de una férmula o podemos obtener una funcién
booleana. Por ¢jemplo, si v es la férmula A; A As, entonces po-
demos hacer una tabla, la tabla V. Los 2? renglones de la tabla
corresponden a las 22 amgnaaones de verdad para {A;, As}.
Para cada una de las 2? parejas X, hacemos B, (X) igual al va-
lor de verdad que a recibe cuando se da a sus simbolos de

enunciado los valores indicados por X.

Tabla V

A, Ay A NA

F F F B, (F,F)=F
F Vv F By(F,V)=F
vV F F B,(V,F)=F
vV v 14 B, (V,V)=V

En general, supongamos que « es una férmula cuyos sfm-
bolos de enunciado estdn entre Ay, ..., A,. Definimos una fun-
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ci6n booleana de n lugares B} (o sélo B, si n parece innecesa-
rio), la funcién booleana realizada por «, como

BX(Xy,... ,X,) = elvalor que recibe o cuando a Ay, ..., A,
se les dan los valores Xj,. .., X,,.
En otras palabras: B (X;,...,X,) = 9(a), donde v es la asig-

nacion de verdad para {Aj,...,A,} para la cual v(A;) = X,.
Asi, B} surge de considerar 7 (a)) como una funcién de v, con
« fija.

Por ejemplo, las funciones booleanas mencionadas anterior-
mente se pueden obtener de esta manera:

I =B},
N= BiA s

K=B} \a,»
A=B}
C=B% 4,
E=Bj .4,

A partir de estas funciones podemos componer otras. Por
ejemplo:

B 50, (X1, Xa) = AN (TE (X1, X)), N (I3(X1, X2))).

(El lado derecho de esta ecuacién se puede comparar con el
resultado de convertir = A; V — Ay a notacién polaca.) Dentro
de poco llegaremos a la cuestién de si toda funcién booleana
se pucde obtener de esta manera,

Como afirma ¢l teorema siguiente, al cambiar la atencién
de las formulas a las funciones booleanas que realizan, quedan
identificadas entre si las f6rmulas tautolégicamente equivalen-
tes. Ordenemos el conjunto {F, V} definiendo F < V. (Si F = 0
y V=1, entonces éste es el orden natural.)

Teorema 15A Sean o y 3 férmulas cuyos simbolos de enun-
ciado estin entre Ay, ..., A,,. Entonces

(a) a f= B sii para toda X € {F, V}", B, (X) < By(X).
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(b) « == §sii B, = Bg.
(¢) = asii B, es la funcién constante con valor V.

Demostracion de (a) « |= § sii para todas las 2" asignaciones
deverdad v para Ay, ..., A, tales que 7 (a) = V, también
7(8) = V. (Esto es cierto aun si los simbolos de enuncia-
do a'y 8 no incluyen a todos los simbolos A;, ..., A,; cfr.

el ejercicio 6 de la seccién 2 de este capitulo.) Por tanto,

« = (3 sii para todas las

2" asignaciones v, i(a) =V=7(0) =Y,
sii para todas las
2" n-adas X, B (5{') = V= Bf; ()_(') =V,
sil para todas las
9" n-adas X, B (X) < B’:;.()_f),
donde F < V. .|

Ademis de identificar férmulas tautolégicamente equivalen-
tes, nos hemos librado del lenguaje formal. Ahora estamos en
libertad .de considerar cualquier funcién booleana, sea o no
realizada por alguna férmula; aunque esta libertad ¢s sélo apa-
rente:

Teorema 15B Sea G una funcién booleana de n lugares, con
n 2 1. Podemos encontrar una férmula « tal que G =
BY, es decir, dicha « realiza la funcién G.

La razon principal de introducir funciones booleanas es po-
der formular este teorema, planteado por Emil Post en 1921.

Demostracion Caso I: G es la funcién constante con valor F.
Seacy = A A AL
Caso II: De otra forma, hay k puntos en los cuales G
tiene el valor V, k > 0. Hagamos una lista de dichos .
puntos:

P

1= (X115, X9, ..., X1n),
= (Xo1, Xoa, ..., Xon),

1
]

}?ﬁ‘, = <4¥J'L'[7Xh?: ree s th)-
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Sean
A sii X;; =7V,
.83‘_3‘ = { 7 . J _ F,

Yi=Bia Ao A B
a=mVypV--- V.
Afirmamos que G = B~
En c¢ste momento podria ser de ayuda considerar un

cjemplo concreto. Sea G la siguiente funcién booleana
de tres lugares.

G(F,F,F)=F,
qprm—v
(FLV,F) =
(EV,V) =
(V,F,F) =
G(V,F,V) = F,
G(V,V,F) =
G(V, Vw—

QQQ

Entonces la lista de ternas en las cuales G toma el valor
V tiene cuatro elementos:

FFV = A; A —As A As,

FVE —A; NAg A - As,

VFEEF A A-As A=Az,

VVV A AAs A As.

A la derecha de cada terna hemos escrito la conjuncién
correspondiente ;. Entonces a es la férmula

(FAI A A ANA3) V(A AA Ao Ag) Y
(A) A=A A -—:A3) V (Al A As A Ag).
Notese como a da una lista explicita de las ternas en las

cuales G toma el valor V.
Para regresar a la demostracion del teorema, nétese

primero que B“( i) = Vparal < i < k. (Ya que la asig-
nacién de verdad correspondiente a X, satisface v ¥ por
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tanto satisface ) Por otra parte, s6lo una asignacién de
verdad para {A),...,A,} puede satisfacer -y;, de donde
solamente % asignaciones tales pueden satisfacer . Por
tanto, B (Y) = F para las demds 2" — k n-adas Y. Asi,
B:(Y) = G(Y) en todos los casos. =

Con este teorema hemos averiguado que toda funciéon boo-
leana es realizable. Por supuesto que la o que realiza G no
es Unica; cualquier férmula tautolégicamente equivalente tam-
bién realizara la misma funcion. A veces es interesante escoger
la o mas breve posible. (En el ejemplo resuclto anteriormente,
la férmula

A & Ay & As

también realiza G.)

Como corolario del teorema anterior, podemos concluir que
tenemos suficientes conectivos de enunciado (de hecho, mas
que suficientes). En efecto, supongamos que extendemos el len-
guaje agregindole algunos exéticos conectivos nuevos (como
el conectivo de mayoria discutido al principio de esta seccién).
Cualquier formula ¢ de este lenguaje extendido realiza algu-
na funcién booleana B7. Por el teorema anterior, tenemos una
formula o del lenguaje original tal que B), = By,. Por tanto, ¢
y « son tautolégicamente equivalentes, por el teorema 15A.

De hecho, la demostracién prueba que o puede ser de cierta
forma muy especial. Para empezar, los tinicos conectivos de
a son A, V y —. Ademds, o estd en la llamada forma normal
disyuntiva (abreviado: FND). Esto es, o es una disyuncion

a=7V---V
donde cada ; es una conjuncion
Yi=Bu N N B

y cada f§;; es un simbolo de enunciado o la negacién de un
simbolo de enunciado. (Las ventajas de las férmulas en for-
ma normal disyuntiva surgen del hecho de que explicitamente
listan las asignaciones de verdad que satisfacen la formula.) Te-
nemos entonces, como consecuencia:
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Corolario 15C Para cualquier férmula ¢, podemos encontrar
una férmula tautoldgicamente equivalente o en forma
normal disyuntiva.

Como toda funcién G : {F,V}" — {F,V} paran > 1 pue-
de ser realizada por una {érmula que usa sélo los simbolos
de conectivo del conjunto {A,V, =}, decimos que el conjunto
{A,V,—} es completo. (En realidad, la completud es mds una
propiedad de las funciones booleanas K, A y N que correspon-
den a estos simbolos; pero la terminologia anterior es conve-
niente.) Una vez que tenemos un conjunto completo de conec-
tivos, sabemos que cualquier férmula es tautolégicamente equi-
valente a una férmula cuyos conectivos estan todos en dicho
conjunto. (Pues dada cualquier férmula ¢, podemos hacer que
a use dichos conectivos y que realice B,,. Entonces a == ¢.)
La completud de {A, V, =} sc pucde mejorar:

Teorema 15D Tanto {—, A} como {=, V} son completos.

Demostracién Debemos probar que cualquier funcién boolea-
na G puede ser realizada por una férmula que use uni-
camente, en el primer caso, {—, A}. Comenzamos por
una férmula o que use {—, A, V} y que realice G. Basta
encontrar una férmula tautolégicamente equivalente o
que use solamente {—, A}. Para esto usamos la ley de De
Morgan:

BVyES~(=8A 7).

Aplicando repetidamente esta ley podemos eliminar por
completo V de a.

Mas formalmente, podemos demostrar por induccién
sobre o que existe una o' tautolégicamente equivalente
en la que solo aparecen los conectivos A, —. Los dos
casos no triviales en el paso de induccién son:

Caso —: Si a es (= 3), hacemos ¢ igual a (- §').

Caso V: Si a es (8 V 7), hacemos ¢ igual a =(— 3" A
—+'). Como @' y 7' son tautoldgicamente equivalentes a
6 ¥, T(:s[)ecr_ivamente, entonces,
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Q’_’F —_ — (__1!6” /\ _],Yf)
e~ (= A7)
F=p0Vy

= a.

En demostraciones posteriores de que un conjunto de
conectivos es completo, omitiremos esta induccién. Lo
que haremos serd, por ejemplo, dar solamente el método
para simular V usando -~y A. -

Demostrar que un conjunto dado de conectivos no es com-
pleto es generalmente mas dificil que demostrar que uno es
completo. El método basico consiste primero en demostrar (ge-
neralmente por induccién) que para toda férmula @ que use
s6lo esos conectivos, la funcién B, tiene alguna peculiaridad,
y después probar que alguna funcién booleana carece de dicha
peculiaridad.

EsempLo {A, —} no es completo.

Demostracidn La idea es que con estos conectivos, si se asigna
V a los simbolos de enunciado, entonces toda la férmula
recibe el valor V. En particular, no se obtiene nada tau-
tolégicamente equivalente a — A.

Mas detalladamente, podemos probar por induccién
que para cualquier férmula o que use sélo estos conec-
tivos y que tenga A como unico simbolo de enunciado,
tenemos que A = . (En términos de funciones, esto
afirma que B.(V) = V.) El mismo argumento prueba
que {A,V,—, ¢} no'es completo. —

Para cada n existen 22" funciones booleanas de n variables.
Por tanto, si identificamos cada conectivo con su funcién boo-
leana (por ejemplo, A con la funcién K mencionada anterior-
mente), tenemos que hay 22° conectivos n-arios. Ahora los ca-
talogaremos paran < 2.

Conectivos ceroarios

Hay dos funciones booleanas de cero variables, Fy V. Como
simbolos de conectivo correspondientes tomamos Ly T. Aho-
ra, un conectivo n-ario se combina con n férmulas para produ-
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cir una nueva férmula. Cuando n = 0, tenemos que L es por si
mismo una férmula. Difiere de los simbolos de enunciado en
que 7(L) = F para toda u; es decir, L es un simbolo légico
al que siempre se le asigna el valor F. De igual forma, T es
una férmula, y 7(T) = V para toda v. Entonces, por ¢jemplo,
A — 1 es una formula, tautologicamente equivalente a = A,
como puede verse con una tabla de verdad de dos renglones.

Conectivos unarios

Hay cuatro conectivos unarios, pero sélo uno de interés. El ca-
so interesante es la negacién. Las otras tres funciones boolea-
nas de un lugar son la funcién identidad y las dos funciones
constantes.

Conectivos binarios

Hay dieciséis conectivos binarios, pero sélo los ultimos diez
F 3

que aparecen en la tabla VI de la pédgina siguiente son “real-

mente binarios”.

Conectivos ternarios

Hay 256 conectivos ternarios; dos de ellos son esencialmente
ceroarios, 6 (= 2 (})) son esencialmente unarios, y 30(= 10 -
(g)) son esencialmente binarios. Esto nos deja con 218 que son
realmente ternarios. Hasta ahora sélo hemos mencionado el
conectivo de mayoria #. Esta, de igual forma, el conectivo de
-minorfa. En el ejercicio 7 encontraremos +3, la suma ternaria
médulo 2. A 43 afdy se le asigna el valor V sii un nidmero
impar de las férmulas ¢, 3y « tienen el valor V. Esta férmula
es equivalente tantoa o +  + y comoa o + J < v. En el
gjercicio 8 encontraremos otro conectivo ternario.

EsempLo {|} y {1} son completos.
Demostracion Para |
‘ —aE=gdala
oV B = (~a)|(~B).

Como {—, V} es completo y se pueden simular -, V usan-
do solamente |, entonces {|} es completo. =
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Tabia VI
Simbolo  Equivalente Observaciones
T constante de dos variables,
esencialmente ceroario
1 constante de dos variables,
esencialmente ceroario
A proyeccién, esencialmente
unario
B proyeccion, esencialmente
unario ,
—A negacién, esencialmente
unario
-B negacion, esencialmente
unario
A AnB y;siF = 0y V=1, entonces ésta
cs la multiplicacién en el campo
{0.1}
% AVB o (inclusivo)
— A—B condicional
o A< B hicondicional
- A+ B condicional invertido
+ (AvB)A=(AAB) o exclusivo, “A o B pero
no ambas™; si F=0y V=1,
entonces ésta es la suma usual
(médulo 2) en el campo {0, 1}
1 -(AvV B) nor, “ni A ni B”
| - {AAB) nand, “no ambas A y B”; el sim-
bolo se llama raya de Sheffer
< (-A)AB el orden usual, donde F < V
> AN (-B) el orden usual, donde F <V

EyempLo {—,—} es completo. De hecho, de los diez co-
nectivos que son realmente binarios, ocho tienen la pro-
piedad de formar, cuando se agregan a —, un conjunto
completo. Las dos excepciones son + y <+; véase el ejer-

cicio 5.

EJEMPLO

{J_,—>} es completo. De hecho, como con es-

te conjunto podemos realizar incluso las dos funciones
booleanas ceroarias, es supercompleto.
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Ejercicios

l. SeaGla siguiente funcién booleana de tres Iugares.

GF.F,F)=V, G(V,F,F) =V,
G(FFV)=V, G(V,F,V)=F,
GIEV.F) =V, G :

G(FV,V)=F, G(V,V,V)=TF

(a) Encuentre una férmula que use a lo sumo los conecti-
vos V, Ay =, tal que realice G.

(b) Luego encuentre una férmula en que los simbolos de
conectivo aparezcan en no mas de cinco Iugares.

2. Pruebe que | y | son los tnicos conectivos binarios com-
pletos por si mismos.
3. Prucbe que {=, #} no es completo.

4. Sea M el conectivo ternario de minorfa. (Asi, 7(MaFy)
siempre difiere de la mayorfa de 7 (@), 7(8) y7 (7).) Pruc-
be lo siguiente:

(a) {M, L} es completo.
(b) {M} no es completo.

5. Pruebe que {T, L, —, <, +} no es completo. Sugerencia:
Pruebe que cualquier férmula o que use s6lo estos conec-
tivos y los simbolos de enunciado A y B tiene un niimero
par de valores de verdad V entre los cuatro valores posi-
bles de 7 ().

Observacion: Otro enfoque usa el dlgebra del campo
{0,1}. Cualquier funcién booleana realizable con estos
conectivos tiene cierta propiedad de linealidad.

6. Prucbe que {A, ¢+, +} es completo pero que ningun sub-
conjunto propio es completo.

7. Sea +3 el conectivo ternario tal que +> afy es equivalen-
teaa+ G+ 7.
(a) Pruebe que {T, L, A, +3} es completo.

(b) Pruebe que ningin subconjunto propio es completo.

BIBLIOTECA CENTRAL
UMAM
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Observacién: +° es el conectivo ternario de paridad; la
condicion para que 7 (+ ajagas) = Ves que v(a;) = V
para-un numero impar de 7's. + es el conectivo binario de
paridad. La funcion G en 1a prueba del teorema 15B es la
funcién de paridad de tres lugares.

. Sea I el conectivo ternario tal que Iafy recibe el valor V

sii exaclamente a una de las férmulas ¢, 3, ¥ se le asigna
el valor V. Pruebe que no existen conectivos binarios o y
A tales que [afy es equivalente a (o 8) Ay, .

. Decimos que una formula o esta en forma normal conjun-

tiwa (abreviado: FNC) sii es una conjuncién
a=mA A
donde cada +y; es una disyuncion
Yi=0a V-V B

y cada [3;; es o un simbolo de enunciado, o la negacién de
un simbolo de enunciado.

(a) Encuentre una férmula en forma normal conjuntiva
que sea tautolégicamente equivalente a A <+ B < C.

(b) Pruebe que para cualquier férmula podemos encon-
trar una férmula tautolégicamente equivalente en for- -
ma normal conjuntiva.

Agregamos los conectivos ceroarios |, | a nuestro len-
guaje. Para cada férmula ¢ y cada simbolo de enuncia-
do A, sea ¢% la férmula que se obtiene de ¢ reempla-
zando A por T. De igual forma para ¢ . Entonces sea
w2 = (04 V ¢1). Pruebe lo siguiente:

(@) ¢ = @l
(b) Si ¢ = 1 y A no aparece en v, entonces ot =1
(¢) La férmula o es satisfactible sii 7 es satisfactible.

Observaciones: Podemos pensar que o trata de decir
todo lo que dice ¢, pero sin poder usar el simbolo A.
Las partes (a) y (b) expresan que ¢ es la consecuencia,
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libre de A, mas fuerte de . Las formulas ¢ y ¢ no
son en general tautolégicamente equivalentes, pero son
“igualmente satisfactibles” por la parte (c). La operacién
de construir ¢ a partir de g se llama (en otro contexto)
resolucion en A.

11. (Teorema de interpolacion.) Si a = f3, entonces existe
alguna v cuyos simbolos de enunciado aparecen todos
tanto en & como en f, y tal que a |= vy = 3. Sugerencia:
use el ejercicio anterior.

Observaciones: Hay un andlogo del ejercicio 11 que se
cumple para la l6gica de primer orden; pero la prueba en
ese caso es muy diferente, porque no hay un anilogo del
ejercicio 10.

12. ¢Es completo el conjunto {A, T, L}? Justifique su res-
puesta.

6. Circuitos digitalef

Consideremos un dispositivo eléctrico (tradicionalmente una
caja negra) con n entradas y una salida (Fig. 1). Supongamos
quc a cada entrada le aplicamos una sefial con uno de dos
valores y que la salida tiecne uno de dos valores. Llamamos a
los dos valores posibles F y V. (También podriamos definir
cl valor F como potencial 0 y escoger la unidad de potencial
de tal manera que el valor V tenga potencial 1.) Supongamos,
ademas, que el dispositivo no tiene memoria; es decir, el nivel
actual de la salida depende solamente dc las entradas actuales
(v no de la historia pasada). Entonces el funcionamiento del
dispositivo queda descrito por una funcién booleana:

G(Xj,...,X,) = el nivel de salida dadas las sefales
de entrada X;,..., X,.

El estudio de dispositivos que satisfacen todas estas suposi-
ciones constituye una parte esencial de la teorfa de circuitos

# Es posible omitir esta seccién, que discute una aplicacién de las ideas de
las secciones anteriores, sin pérdida de continuidad.
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X

G(Xl.' XQ‘X‘J,)

X3

FIGURA 1. Dispositivo eléctrico con tres entradas

de computadoras digitales. Existe, por ejemplo, la compuer-
ta AND de dos entradas, para la cual la salida es el minimo de
las entradas (donde F < V). Este dispositivo realiza la funcién
booleana K de la seccion precedente. Es conveniente asignar
las etiquetas A; y Az a las entradas y la ctiqueta Aj A Ag ala
salida.

Se pueden hacer dispositivos semejantes para otros conecti-
vos. Para una compuerta OR de dos entradas (Fig. 2, p. 87),
el voltaje de salida es el maximo de los voltajes de entrada.
El correspondicnte al conectivo de negacion es el dispositi-
vo NOT (o inversor), cuyo voltaje de salida es el opuesto al
voltaje de entrada.

A partir de varios dispositivos de este tipo se puede cons-
truir un circuito, y de nuevo es natural usar férmulas de nues-
tro lenguaje formal para etiquetar los voltajes en diferentes
puntos (Fig. 3, p. 87). Inversamente, dada la férmula asociada
de esta manera a la salida, podemos reconstruir aproximada-
mente el circuito, que se parecce mucho al drbol de construc-
cion de la férmula.

- Por ¢jemplo, el circuito correspondiente a

((AAB)AD)V ((AAB)A-C)

probablemente seria el mostrado en la figura 4 (p. 87). Por lo
general, la duplicacién del circuito correspondiente a AA B no
scria deseable.

Férmulas tautolégicamente equivalentes entre si dan lugar
a circuitos fundamentalmente con ¢l mismo comportamiento,
aunque posiblemente a distinto costo y (si los dispositivos no
son de operacion instantdnea) a distinta velocidad:. Definamos
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Ay ' A1 A Ay
AND —""

|
r——-—- OR Iﬁ»

L |

(A1 A As) V- Ay
A?,%—»‘ NOT L—A

FIGURA 3. Circuito etiquetado con SJormulas
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-
S il

J AND

C —4 NOT
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FIGURA 4. Circuito correspondiente a ((AAB)AD)V((AAB)A-C)
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¢l retraso de un circuito (también llamado la profundidad) como
el miximo nimero de cajas a través de las cuales puede pasar la
sefal al ir de una entrada a la salida. La nocion correspondien-
te para formulas se define convenientemente por recursion.

1. El retraso de un simbolo de enunciado es 0.
2. El retraso de — « es igual a uno mas el retraso de a.

3. El retraso de a A § es igual a uno mas el maximo del
retraso de v y el retraso de (.

Y de forma similar para los demads conectivos.

Por ejemplo, €l circuito de (A; A Ag) V — Ag usa tres disposi-
tivos y tiene un retraso igual a 2. La férmula tautologicamen-
te equivalente — (As A (mA; V 7 Ag)) da lugar a un circuito
con cinco dispositivos y un retraso igual a 4. El problema que
enfrentan muchos ingenieros en computacién es el siguiente:
dado un circuito (o su férmula correspondiente), encontrar un
circuito equivalente (o una férmula tautolégicamente equiva-
lente) para el cual el costo sea minimo, sujeto a restricciones
tales como maximo retraso permisible. Para este problema se
cuenta con un catdlogo de dispositivos que s¢ pueden usar; por
ejemplo:

NOT, AND de dos entradas, OR de tres entradas.

(Es claramente deseable que los dispositivos disponibles corres-
pondan a un conjunto completo dc conectivos.) El catilogo de
dispositivos determina un lenguaje formal, con un conectivo
para cada dispositivo.

EsempLo 1 Entradas A, B, C. Salida: que coincida con la
mayoria de A, B y C. Dispositivos disponibles: OR de
dos entradas, AND de dos entradas. Una solucién es:

((AAB)V(AAC))V(BAC),

que usa cinco dispositivos y tiene un retraso de 3. Pero
una mejor solucion es:

(AANBVQC))V(BAC),
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—A B

—A -B

FIGURA 5. Diagrama de alambrado para (A A B) V (= A A —B)

que usa cuatro dispositivos y tiene el mismo retraso. Lo
quc es mas, no hay solucién que use solamente tres dis-
positivos; ¢fr. el ejercicio 1.

EJEwPLO 2 Entradas: A y B. Salida: V si las entradas coinci-
den, F si no coinciden; es decir, el circuito examina la
igualdad de las entradas. Dispositivo disponible: NOR
de dos entradas, Una solucién es:

((ALA)LB)L((BLB)LA).

Esto usa cinco dispositivos; existe una solucién mejor?
Una pregunta mds profunda es: {existe algiin procedi-
miento eficiente para encontrar una solucién minimal?
Aqui solo planteamos estas preguntas. En afios recientes
se ha trabajado mucho en la investigacién de cuestiones
de este tipo.

EvempLo 3 (Circuitos de relevadores.) Entradas: A, ~ A, B,
— B, ... Dispositivos: OR (cualquier niimero de entra-
das), AND (cualquier niimero de entradas). Costo: los
dispositivos son gratis, pero cada uso de una entrada
cuesta una unidad. Para verificar la igualdad de A y B
podriamos usar:

(AAB)V(=AA—=B).

El diagrama de alambrado para el circuito aparece en la
figura 5. El circuito deja pasar corriente sii Ay B tienen
el mismo valor. (Esta férmula, equivalente a A <+ B, tie-
ne la propiedad de que su valor de verdad cambia cuan-
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do cambia el valor de verdad de alguno de sus argumen-
tos. Por esta razén, el circuito se usa, con interruptores
dobles, en ¢l alambrado de iluminacién de corredores.)

Pero hay un aspecto en el que los circuitos de releva-
dores no satisfacen la descripcién dada al comienzo de
la presente seccidén. Los relevadores son dispositivos bi-

. laterales; dejan pasar corriente en cualquier direccién.

Esta caracteristica hace posibles los circuitos “puente”
(Fig. 6, p. 91). Los métodos descritos aqui no se aplican
a tales circuitos.

EvempLo 4 THay cuatro entradas, y el circuito debe reali-

zar la funcion booleana G, donde G toma el valor Ven
los puntos (F, F, F,V}, (F,F,V,F), (F,F,V,V), (F,V,F, F),
(F,V.EV), (F,V,V,F), (F,V,V,V) y (V,F,F, V). G toma
el valor F en los puntos (V,F, F, F), (V,F,V,F), (V,V, F,
P, (V,V,V,F)y(V,V,V, V). Enlos tres puntos restantes,
(F,F,F,F), (V,F,V,V) y (V,V,F, V), no nos interesa el
valor de G. (La aplicacién del circuito es tal que estas
tres combinaciones nunca ocurrern. )

Sabemos que G se puede realizar usando, digamos
{A,V,—}; pero queremos hacer esto de manera eficien-
te. El primer paso consiste en representar los datos de
una manera mas comprensible. Podemos hacer esto por
medio de la figura 7 (p. 91). Como G(F,F,F,V) =V,
hemos colocado una V en el cuadro de coordenadas
(=A,—B,—~C,D). De forma andloga, hay una F en el
cuadrado de coordenadas (A, B, -~ C, =D} porque G(V,
V,F,F) = F. Los tres cuadrados que no nos interesan se
han quedado en blanco.

Ahora buscamos un patrén geométrico sencillo. El
area gris incluye todas las V y ninguna F. Corresponde
a la formula '

(=A) vV (=CAD),

que es razonablemente sencilla y satisface todas nuestras
condiciones. Nétese que la entrada B no se necesita.
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o

FIGURA 6. Circuito puente

N — ————

—
V F F -D
-C : —
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¥ ' F
C
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F——|BI .B |’ -—|B—-]

FIGURA 7. Diagrama para el ejemplo 4

Fjercicios

1.

En el ejemplo 1 de esta seccidn, verifique que no existe
ninguna solucién que use solamente tres dispositivos.

. Definamos una literal como una férmula que es o bien

un simbolo de enunciado o la negacién de un simbolo
de enunciado. Un implicante de ¢ es una conjuncién o
de literales (con distintos simbolos de enunciado) tal que
a = ¢. Enlaseccién 5 de este capitulo (¢fr. corolario 15C)
probamos que toda férmula satisfactible (,o es tautolégica-
mente equivalente a una disyuncién ay V - - V ay, donde
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cada o; es un implicante de . Un implicante & de @ es
primo sii deja de ser un implicante al borrar cualquiera de
sus literales. Cualquier disyuncién de implicantes equi-
valente a ¢, de longitud minima, debe estar constituida
unicamente por implicantes primos.

(a) Encuentre todos los implicantes primos de

(A= B)A (=4 = C).

(b) ¢Cudles disyunciones de implicantes primos tienen
la propiedad de ser tautolégicamente equivalentes a
la férmula de la parte (a)?

3. Repita (a) y (b) del ejercicio 2, pero para la férmula

(AV-B)A(-CVD)—=BA((AANC)V (- CAD)).

7. Compacidad y efectividad
Compacidad

Ahora daremos una demostracién del teorema de compacidad
mencionado anteriormente (Sec, 2). Llamemos satisfactible a un
conjunto ¥ de férmulas sii existe una asignacion de verdad que
satisface a todos los elementos de 2.

Teorema de compacidad Un conjunto de férmulas es satisfacti-
ble sii todos sus subconjuntos finitos son satisfactibles.

Por el momento digamos que X es finitamente salisfactible sii
todo subconjunto finito de X es satisfactible. Entonces el teo-
rema de compacidad afirma que esta nocién coincide con la
de satisfactibilidad. Noétese que si ¥ es satisfactible, entonces
automaticamente es finitamente satisfactible, También si 2 es
finito, entonces la inversa es trivial. {Todo conjunto es un sub-
conjunto de si mismo.) La parte no trivial consiste en probar
que si un conjunto infinito es finitamente satisfactible, entonces
es satisfactible. :

Demostracion del teorema de compacidad La demostracién consta
de dos partes. En la primera parte tomamos nuestro
conjunto finitamente satisfactible £ y lo extendemos a
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un conjunto finitamente satisfactible maximal A. En la
segunda parte usamos A para construir una asignacién
de verdad que satisfaga a 3.

Para la primera parte sea «, ap . . . Una enumeracién
fija de las férmulas. (Esto es posible porque el conjunto
de los simbolos de enunciado, y por tanto el de las expre-
siones, es numcrable; véase ¢l tcorema 0B). Definamos
por recursion (sobre los nimeros naturales)

Ay =1,

Ay pas si esto es finitamente
satisfactibl
Aﬂ.—‘,—l b c

A, ma,y1  en otro caso.

(Recordemos que A,; a1 = A, U {ay1}.) Por tanto,
cada A, es finitamente satisfactible; véase el ejercicio 1.)
Sea A = |J, A, el limite de las A,

Queda claro que (1) ¥ C A y que (2) para toda
férmula o o bien o € A, o bien (—a) € A. Ademas,
(3) A es finitamente satisfactible, puesto que todo sub-
conjunto finito de A es ya un subconjunto finito de al-
guna A, y es, por tanto, satisfactible.

Esto concluye la primera parte de la demostracién;
ahora tenemos un conjunto A con las propiedades (1)-
(3). En general, tal conjunto no es unico, pero al me-
nos existe uno. (Una demostracion alternativa de la exis-
tencia de tal A —demostracién que podriamos usar aun
cuando hubicra una cantidad no numerable de simbolos
de enunciado— emplea el lema de Zorn. El lector fami-
liarizado con los usos del lema de Zorn deberfa percibir
su aplicabilidad en el presente caso.)

Para la segunda parte de la prueba definimos una
asignacién de verdad v para el conjunto de todos los
simbolos de enunciado:

v(A)=V sii A€A

para cualquier simbolo de enunciado A. Entonces, tene-
mos que para toda férmula ¢,

v satisface @ sii @ € AL
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Esto se demuestra por induccidn sobre ; véase el ejer-
cicio 2. Como ¥ C A, v debe entonces satisfacer todos
los elementos de X. -

Corolario 17A Si ¥ = 7, entonces existe un subconjunto
finito Xy € X tal que ¥ = 7.

Demostracion Hacemos uso del hecho elemental de que ¥ =
7 sil 23; — 7 es insatisfactible.

Yo = 7 para todo conjunto finito Xy C X
= Xy; 7  es satisfactible para cualquier
conjunto finitoX; C X
= ;-7 es finitamente satisfactible
= Y;—7 essatisfactible
=Y ET -

En realidad, el corolario anterior es equivalente al teorema
de compacidad; véase el ejercicio 3.

Efectividad y calculabilidad

Aunque el método de tablas de verdad es bastante engorroso
de usar, la existencia del método tiene conclusiones tedricas
interesantes. Supongase que nos preguntamos acerca de un
conjunto X de férmulas si existe un procedimiento efective que,
dada una férmula 7, decida si X |= 7 o si no. Entiendo por pro-
cedimiento efectivo el que satisface las siguientes condiciones:

1. Debe haber instrucciones exactas (es decir, un programa)
que expliquen cémo gjecutar el procedimiento. Las instruccio-
nes deben ser de longitud finita. Después de todo, tiene que
ser posible dar las instrucciones a la persona o maquina encar-
gada de hacer los cdlculos, y no podemos dar a alguien todo
lo que hay en un objeto infinito. Sin embargo, de antemano
nos abstenemos de imponer un lmite superior a la longitud
de las instrucciones. Si hay mas lineas en las instrucciones que
electrones en el universo, solamente alzamos los hombros y de-
cimos: “Ese es un programa bastantc largo.”

2. Estas instrucciones no deben exigir ni ingenio ni origina-
lidad de parte de la persona o la maquina que haya de seguir-
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las. La idea es que un empleado diligente (que no sepa mate-
madticas pero que sea muy bueno para scguir instrucciones) o
nuestra computadora (que no picnsa) sean capaces de ejecutar
las instrucciones. Es decir, debe ser posible que las instruccio-
nes se implementen mecdnicamente. El procedimiento debe evitar
medios aleatorios (como lanzar una moneda) o cualquier otro
recurso que, en la practica, sélo sea aproximado.

3. En el caso de un procedimiento de decisién, como el men-
cionado anteriormente, el procedimiento debe ser tal que, da-
da una férmula 7, produzca una respuesta afirmativa o negati-
va después de un mimero finito de pasos. (Es decir, el procedi-
miento debe ser un algoritmo para determinar la respuesta.)

Por otro lado, no ponemos anticipadamente ninguna cota
en la cantidad de tiempo que podrfa requerirse antes de que
aparezca la respuesta. Tampoco ponemos de antemano ningu-
na cota en la cantidad de papel (o de algiin otro medio de
almacenamiento) que se¢ pueda requerir. Todo esto depende-
ra, entre otras cosas, de la entrada 7. Pero, para cualquier 7, el
procedimiento debe exigir sélo un niimero finito de pasos para
producir la respuesta, y por tanto sélo consumira una cantidad
finita de papel. No se vale realizar un numero infinito de pasos
y después dar la respuesta.

La gente que usa computadoras digitales puede considerar
que un procedimiento es efectivo sélo cuando su maquina lo
puede llevar a cabo en un tiempo “razonable”. Desde luego, ¢l
tiempo razonable puede cambiar segiin las circunstancias; tal
vez esa gente planee comprar una maquina mas rapida y con
mas memoria el afio siguiente; para entonces, su idea de lo que
pueda hacerse en un tiempo razonable aumentara considera-
blemente. Lo que aqui queremos es un concepto de procedi-
miento efectivo que sea el caso ideal donde se eliminen todas
las restricciones prdcticas acerca del tiempo de proceso y del
espacio de memoria.

Por supuesto que la descripcion anterior dificilmente puede
considerarse una definicién precisa de la palabra “efectivo”;
de hecho, en este libro usaremos esta palabra solamente de
una manera informal e intuitiva. (En el capitulo III encontra-
remos una contrapartida precisa, el concepto de “recursivo”.)
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Pero mientras nos restrinjamos a afirmaciones positivas de que
si existe un procedimiento efectivo de cierto tipo, basta el pun-
to de vista intuitivo. Simplemente hacemos uso del procedi-
miento, probamos que sirve, y las demds personas estaran de
acuerdo en que-es efectivo. (Pero esto descansa sobre el he-
cho empirico de que los procedimientos que a un matematico
le parecen efectivos también le parecen asi a otros.) Si quisi€ra-
mos un resultado negativo, de que no existe un procedimiento
efectivo de cierto tipo, entonces este punto de vista intuitivo
no serfa adecuado. (En el capitulo III si necesitaremos obtener
precisamente tales resultados negativos.) Como la nocién de
efectividad es intuitiva, sefialaremos con un asterisco las defi-
niciones y teoremas que la involucren. Por ejemplo:

*Teorema 17B Existe un procedimiento efectivo que, dada
cualquier expresion &, decide si es una férmula o no
lo es.

Demostracién  Véanse el algoritmo de la seccién 3 de este
capitulo y las notas correspondientes. -

Aquf hay una cuestion técnica que surge del hecho de que
nuestro lenguaje tiene una infinidad de simbolos de enuncia-
do diferentes. Cuando hablamos de que una expresién ¢ esta
“dada”, nos imaginamos que alguien pudiera poner por escri-
to los simbolos de £, uno tras otro. Resulta inverosimil que al-
guien tenga la capacidad para escribir todos y cada uno de esa
infinitud de simbolos. Para evitar esto, adoptamos €l siguien-
te “formato de entrada/salida” en lugar de escribir As, por
ejemplo, usamos A", una cadena de cinco simbolos. Ahora el
nimero total de simbolos en nuestro alfabeto es s6lo de nueve:

(7 )) ] /\J V: _-§J H! As Y’-

(Si identificamos estos nueve simbolos con los digitos 1-9, iob-
tendremos expresiones que lucen particularmente conocidas
en entornos computacionales! Y todavia tenemos el digito 0
para separar expresiones.)

El teorema 17B afirma que el conjunto de todas las formulas
es decidible en el sentido de la siguiente definicion:
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*Definicion Un conjunto X de expresiones s decidible sii existe
un procedimiento efectivo que, dada una expresion a,
decida siw € ¥ o no.

Por ejemplo, todo conjunto finito es decidible. (Las instruc-
ciones pueden simplemente listar el nimero finito de elemen.
tos del conjunto; entonces el algoritmo puede cotejar la entrada
con la lista.) Algunos conjuntos infinitos son decidibles, pero
no todos. Por un lado, hay un mimero incontable (2%, para ser
exactos) de conjuntos de expresiones. Por otro, sélo puede ha-
ber un mimero contable de procedimientos efectivos. Esto es
asi porque un procedimiento esta completamente determina-
do por sus instrucciones (finitas). Solamente hay Nj sucesiones
_finitas de letras, y las instrucciones, al ponerlas por escrito,
constituyen una sucesién finita de letras.

*Teorema 17C Hay un procedimiento efectivo que, dado un
conjunto finito ¥; 7 de férmulas, decide si & = T ono.

Demostracion El procedimiento de tablas de verdad (seccién 2
de este capftulo) cumple con lo requerido. -1

En este teorema hemos especificado la finitud de 27, ya
que no se puede “dar” de manera directa o efectiva la totalidad
de un objeto infinito.

*Corolario 17D Dado un conjunto finito 5, el conjunto de las
consecuencias tautoldgicas de ¥ es decidible. En parti-
cular, es decidible ¢l conjunto de las tautologias.

Si X es un conjunto infinito —atin uno decidible—, entonces,
por lo general, ¢l conjunto de sus consecuencias tautolégicas
puede no ser decidible (véase el capitulo III). Pero podemos
obtener un resultado mds débil que, en cierto sentido, es la
mitad de la decidibilidad.

Llamemos a un conjunto A de expresiones efectivamente nu-
merable sii existe algun procedimiento efectivo que produzca
una lista, en algin orden, de los elementos de A. Si A es in-
finito, entonces tal vez el procedimiento nunca termine. Pero,
a la larga (es decir, después de un tiempo finito), cualquier
clemento particular de A debe aparccer en la lista.



98 UNA INTRODUCCION MATEMATICA A LA LOGICA

Para que ¢l lector pueda apreciar mejor esta nocion, enun-
ciaremos ahora una manera equivalente de formularla.

“Teorema 17E Un conjunto A de expresiones es efectivamen-
te numerable sii existe un procedimiento efectivo que,
dada cualquier expresion ¢, produce la respuesta “si” en
el caso de que € € A.

Sie ¢ A, el procedimiento podria producir la respuesta
“no”; lo mas probable es que contintie indefinidamente sin pro-
ducir ninguna respuesta, pero no debe mentirnos y producir
la respuesta “si”. Tal procedimiento se conoce como procedi-
miento de semidecision (es la mitad de un procedimiento de de-
cisién):

*Definicion Un conjunto A de expresiones es semidecidible sii
existe un procedimiento efectivo tal que, dada una ex-
presion ¢, produce la respuesta “si” sii € € A.

Asi, el teorema 17E afirma que un conjunto es efectivamente
numerable sii es semidecidible.

Demostracién Si A es efectivamente numerable, entonces dada
cualquier €, podemos examinar la lista de los elementos
de A mientras nuestro procedimiento la produce. Sélo
cuando ¢ aparezca, decimos “si”. (Asi, si € ¢ A, no se
da ninguna respuesta. Esto es lo que impide que A sea
decidible. Si £ no ha aparecido entre los primeros 10*°
elementos enumerados de A, en general no hay manera
de saber si ¢ ¢ A —en cuyo caso deberfamos dejar de
buscarlo— o si £ aparecerd justamente en el siguiente
paso.)

A la inversa, supongamos que tencmos el procedi-
miento descrito en el teorema y queremos crear una lista
de los elementos de A. La idea es enumerar todas las ex-
presiones y aplicar nuestro procedimiento dado a cada
una, pero debemos administrar el tiempo de manecra ra-
zonable. Es bastante ficil enumerar efectivamente todas
las expresiones:

£1,€9,E8, ..

Luego procedemos de acuerdo con el siguiente plan:
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1. Dedicar un minuto a verificar si £; es elemento de A
(usando el procedimiento dado).

2. Dedicar dos minutos a verificar ¢, luego dos minu-
tos a g9,

3. Dedicar tres minutos a 1, luego tres minutos a &,
y tres minutos a £3.

Y asf sucesivamente. Por supuesto, siempre que nues-
tro procedimiento produzca un “si”, colocaremos la ex-
presion aceptada en la lista de salida. De esta manera
llegard un momento en que todo elemento de A apare-
cerd en la lista. (Aparecera una infinidad de veces a me-
nos que modifiquemos las instrucciones anteriores para
evitar la duplicacién,) —

Queda claro que cualquier conjunto decidible es también se-
midecidible. (Aun si el foco que indica “no” estuviera fundido,
tendremos un procedimiento de semidecisién.) De aqui que
todo conjunto decidible sea efectivamente numerable.

*Teorema 17F Un conjunto de expresiones es decidible sii
tanto €l como su complemento (con respecto al conjunto
de todas las expresiones) son efectivamente numerables.

Demostracion  Ejercicio 8. Algunas veces este resultado se co-

noce como “teorema de Kleene”. -

Obsérvese que si los conjuntos A y B son efectivamente nu-
merables, entonces también lo son AU By AN B (Ejercicio 11).
La clase de los conjuntos decidibles también es cerrada bajo
union e interseccion y ademas lo es bajo complementacion.

Ahora un resultado mas sustancial:

“Teorema 17G  Si ¥ es un conjunto decidible de férmulas,
entonces el conjunto de las consecuencias tautologicas
de ¥ es efectivamente numerable.

Demostracién  De hecho, basta con que X esté efectivamente
enumerado; consideremos una enumeraciéon

T1,02,08, ...

Dada cualquier férmula 7, podemos verificar sucesiva-
mente (por medio de las tablas de verdad) si es que
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D,
{o1} =T,

{o, 09} =7,
{0‘1,0'2,0'3} '2 T

ctcétera. Si alguna de estas condiciones se cumple, en-
tonces contestamos®“si”. Si no, continuamos probando.
Esto produce una respuesta afirmativa siempre ¥
cuando & ): T, por el corolario al teorema de compa-
cidad. =

Mis adelante nos hara falta usar procedimientos efectivos
para calcular funciones. Diremos que una funcién [ es efectiva-
mente calculable (o simplemente calculable) sii existe un procedi-
miento efectivo que, dada una entrada x, produzca a la larga la
salida correcta f(x).

FEjercicios

1. Supongamos que todo subconjunto finito de ¥ es satis-
factible. Pruebe que también lo es al menos uno de los
conjuntos X; &'y ¥; — . (Esto forma parte de la demos-
tracién del teorema de compacidad.) Sugerencia: Si no lo
es, entonces $q; & Y 2g; T @ sON NO satisfactibles para al-
gunos subconjuntos finitos ©; C Ly 8g C . Considere
U M.

2. Sea A un conjunto de formulas tal que (i) todo subcon-
junto finito de A es satisfactible, y (ii) para toda férmu-
la o, o bien @ € A o bien () € A. Definamos la asig-
nacion de verdad v:

Vosii A€A,
“(A)‘{ Fosi A¢A

para cada simbolo de enunciado A. Pruebe que para toda
formula ¢, 7(w) = Vsii ¢ € A. (Esto forma parte de
la demostracion del teorema de compacidad.) Sugerencia:
Use induccién sobre ¢.
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Pruebe que a partir del corolario del teorema de compaci-
dad podemos demostrar el teorema de compacidad mis-
mo (mucho mas facilmente que si no lo supusiéramos).

En 1977 se probé que todo mapa plano puede colorearse
con cuatro colores, Desde luego, la definicién de “mapa”
requiere que haya sélo un niumero finito de paises. Pero
ampliando el conceplo, supongamos que tenemos un ma-
pa plano infinito (pero numerable) con los paises Cy, Co,
Cs, ... Demuestre que este mapa plano infinito también
puede colorearse con cuatro colores. (Sugerencia: Divida
los simbolos de enunciado en cuatro partes. Por ejemplo,
un simbolo de enunciado puede usarse para traducir “Fl
pais C7 se colorea de rojo”. Forme un conjunto Xy de for-
mulas que digan, por ejemplo, C; ¢s exactamente de uno
de los colores. Forme otro conjunto ¥y de [6rmulas que
digan, para cada par de paises fronterizos, que no son del
mismo color. Aplique compacidad a X; U X3.)

Dado un conjunto de férmulas X, definimos una deduc-
cidn a partir de 2 como una sucesion finita {ag, ..., )
de formulas, tal que para cada £ < n, o bien (a) o cs
una tautologia, o (b) a; € X, 0 (¢) o ¢s (o; — ) para
alguna i y alguna j menores que k. (En el caso (c) decimos
que a;, se obtiene por modis ponens a partir de o; y de ;)
Haga una deduccion a partir del conjunto

{~SVR,R—P, S}

cuyo ultimo elemento es P.

. Sea (a, ..., ) una deduccién a partir de un conjunto

de formulas ¥, como en el problema anterior. Pruebe
que ¥ |= « para cada k < n. Sugerencia: Use induccion
fuerte sobre k, de modo que la hipétesis inductiva sea que
Y FE o paratodai < k.

. Pruebe que si 2 |= 7, entonces existe una deduccién a

partir de ¥, cuyo 1ltimo elemento es 7. Observacion: Este
resultado se conoce como “completud”; los conceptos de
los ejercicios 5-7 volverdn a aparecer en la seccién 4 del
capitulo II.
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Demuestre ¢l teorema 17F. Observacion: Dos procedi-
mientos de semidecision forman un todo.

Las nociones de decidibilidad y enumerabilidad efectiva
no sélo son aplicables a conjuntos de expresiones, sino
también a conjuntos de enteros o a conjuntos de pare-
jas de expresiones o de enteros. Pruebe que un conjun-
to A de expresiones es efectivamente numerable sii existe
un conjunto decidible B de parejas («, n) (que constan de
una expresién a y un entero n) tal que A = dom B.

Sea & un conjunto efectivamente numerable de formulas.
Suponga que para cada férmula 7, 0 £ = 7,0 % =T
Pruebe que el conjunto de las consecuencias tautologicas
de X es decidible.

(a) Hagalo considerando que “o” se Interpreta en el sen-
tido exclusivo: o bien & = 7, o bien & | 7, pero
no ambos.

(b) Hagalo considerando que “0” se interpreta en el sen-
tido inclusivo: 0 & =7, 0 £ = — 7, 0 ambos.

(a) Explique por qué la unién de dos conjuntos cfecti-
vamente numerables también es efectivamente nume-
rable.

(b) Explique por qué la interseccién de dos conjuntos
efectivamente numerables también es efectivamente
numerable,

. Para cada una de las siguientes condiciones, d€ un ejem-

plo de un conjunto de férmulas 7o satisfactible T' que

cumple la condicion.

(a) Cada clemento de T es, en sf mismo, satisfactible.

(b) Para cualesquiera dos elementos 71 ¥ ¥2 de T, el con-
junto {y1,72} s satisfactible.

(¢) Para cualesquiera fres elementos 1, Y2 ¥ 73 de I, el
conjunto {7y1,72,7s} es satisfactible.
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0. Comentarios preliminares

En el capitulo anterior se presenté el primero de nuestros mo-
delos matemadticos de pensamiento deductivo. Ese modelo es
muy simple, de hecho, demasiado simple. Es fécil pensar en
ejemplos de deducciones intuitivamente correctas que no pue-
den ser reflejadas adecuadamente en un modelo de 16gica de
enunciados.

Supongamos que comenzamos con una serie de hipétesis
(en espanol) y una posible conclusién. Al traducir todo esto al
lenguaje de la l6gica de enunciados, tendremos un conjunto X
de hipoétesis y una posible conclusién 7. Ahora bien, si tenemos
que I |= 7, sentimos entonces que la deduccién original en
espafiol era valida; pero si encontramos que X [~ T, entonces
no tendremos certeza. Es posible que esto se deba a que el
modelo de la légica de enunciados es demasiado tosco para
reflejar la sutileza de la deduccién original.

Este capitulo presenta un sistema légico con mucha mayor
capacidad. De hecho, cuando el “matemdtico activo” encuentra
una prueba, casi invariablemente dicha prueba se podra refle-
Jjar en el sistema presentado en este capitulo.

En primer lugar, queremos hacer una descripcién informal
de las caracteristicas quc podrian tener nuestros lenguajes de
primer orden (o al menos de las que son capaces de simular),
Comenzamos con un caso especial, €] lenguaje de primer or-
den para la teorfa de los niimeros. Para este lenguaje existe una
manera a proposito de traducirlo al espafiol y de éste a aquél
(Tabla VII). '
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Tabla Vil
Expresion formal Traduccién’
0 “Cero.” Aqui, 0 es un simbolo de constante
que representard al niimero 0.
St “Fl sucesor de .” Aqui, § es un simbolo de

funcién de un argumento. ¢ se considerara
como una expresion para representar algun
ntmero a. Entonces, St nombra a S(a), el
sucesor de a. Por ejemplo, tenemos que S0
representa al niimero 1.

< U032 “p; es menor que v2.” Aqui, < es un sim-
bolo de predicado de dos argumeritos. Al
final de la seccién 1 del capitulo IT adop-
taremos convenciones que nos permitirdn
abreviar la expresion en un estilo mds’co-
mun: 77 < va.

v “Para todo mimero natural.” El simbolo ¥
es el simbolo de cuantificador universal. De
una forma mds general, con cada traduc-
cién del lenguaje al espafiol habra deter-
minado conjunto asociado A (usualmente
llamado el universo); ¥ serd entonces “para
todo elemento del universo A”.

Yoy < 0wy “Para todo ntimero natural »;, cero es me-
nor que z;.” O de una manera mds euféni-
ca: “Todo nimero natural es mayor que 0.”
Este enunciado formal es falso con el signi-
ficado de la traduccidn, ya que cero no es
mayor que si mismo.

Se menciona una abreviatura en la Tabla VII y habra otras
mas (Tabla VI1I, de la p. 105).

En realidad no seremos tan gencrosos como las tablas lo su-
gieren, Hay dos medidas de cardcter cconomico que podemos
poner en practica para simplificar sin ninguna pérdida esencial
de expresividad lingistica:

En primer lugar, elegiremos como nuestros simbolos de co-
nectivo para enunciados solamente =y —. Como se menciono
anteriormente en la seccién 5 del capitulo I, sabemos que éstos
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Tabla VIl

Expresion abreviada Traduccion

X=9 “x es igual a y”. En la forma no
abreviada, esto se convertiria en
= xy.

du “Fxiste un numecro natural v tal

que”, o de una manera mas gene-
ral, “existe un elemento del uni-
verso tal que”.
Ju Ywg vy =09 " “Existe exactamente un nuimero
- natural.” De nuevo, este enuncia-
do formal resulta falso con el sig-
nificado de la traduccion.

Yo1(0 <2; V0O =2;) “Todo niimero natural es mayor o
igual que cero.”

forman un conjunto completo y por lo mismo no hay una razén
que obligue a utilizar mis.

En segundo lugar, renunciamos al lujo de tener un cuantifi-
cador existencial, 3x. En lugar de éste usamos - Vx —. Esto se
justifica, ya que una oracién en espatiol tal como

Hay algo podrido en Dinamarca
es equivalente a

No ¢s el caso que para todo x, x no esta podrido
en Dinamarca.
Por lo tanto, la férmula Jv; Vo9 v1 = we se convierte, en forma
no abreviada, en

("VZ’]("W\_/UQ =i Ug)).

Como ejemplo de un lenguaje a propésito para el caso, po-
drfamos traducir “Sécrates ¢s un hombre” como Hs, donde
H es un simbolo de predicado de un argumento que se utili-
za para traducir “es un hombre” y s es un simbolo de cons-
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tante que se utiliza para nombrar a Sécrates. De manera si-
milar, para traducir “Sécrates e¢s mortal”, utilizamos Ms. Por
lo tanto, “Todos los hombres son mortales” se traduce como
Yo (Hoy = Muo).

Es posible que el lector reconozca los simbolos V y o a par-
tir de contextos matematicos anteriores. De hecho, cuando en
sus exposiciones escriben en ¢l pizarrén, algunos matematicos
ya utilizan un lenguaje casi totalmente formalizado, con sélo
unos cuantos vestigios del espafiol. El hecho de que nuestros
lenguajes de primer orden se asemejen al de ellos no es un
mero accidente. Quercmos que sea posible dar un paso atras
y estudiar no sélo los conjuntos o los grupos, sino ademas los
enunciados de la teorfa de grupos o de conjuntos. (Algunas
veces se usa el término metamatemdticas; dicha palabra sugiere
el procedimiento de dar un paso atrds para examinar lo que
el matemdtico esta haciendo.) Los objetos que ahora estudia
usted, el 16gico, son los enunciados que usted, el tedrico, utili-
76 anteriormente en el estudio de los conjuntos. Esto requiere
formalizar el lenguaje de la teorfa de conjuntos, y nosotros de-
seamos incorporar a nuestros lenguajes formales las caracteris-
ticas utilizadas, por ejemplo, en la teoria de conjuntos.

1. Lenguajes de primer orden

En lo sucesivo asumiremos que tenemos un nimero infinito de
objetos distintos (que denominamos simbolos), ordenados de
acuerdo con lo siguiente: '

A. Simbolos légicos

0. Paréntesis: (, ).
1. Simbolos de conectivo para enunciados: —, —.

2. Variables (una para cada entero positivo n):
z"l: v?: -
3. Simbolo de igualdad (opcional): =

B. Parametros

0. Simbolo de cuantificador: V.
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1. Simbolos de predicado: para cada entero positivo 7,
algin conjunto (posiblemente vacio) de simbolos, de-
nominado simbolos de predicado de n argumentos.

ro

Sfmbolos de constante: algun conjunto (posiblemen-
te vacio) de simbolos.

3. Sfmbolos de funcién: para cada entero positivo =, al-
glin conjunto (posiblemente vacio) de simbolos, de-
nominados simbolos de funcién de n argumentos.

En A.3 permitimos la posibilidad de existencia del simbolo
de igualdad, pero no damos por hecho su presencia. Algunos
lenguajes contardn con €l y otros no. El simbolo de igualdad es
un simbolo de predicado de dos argumentos, pero se distingue
de otros simbolos de predicados de dos argumentos por se€r un
simbolo 16gico mas que un parametro. (Este estado afectard su
comportamiento cuando se traduzca al espaiol.) Es necesario
que asumamos que se encuentra presente algin simbolo de
predicado de n argumentos para algun n.

En B.2, los simbolos de constante también se llaman simbo-
los de funcién de 0 argumentos. Con frecuencia, esto permitira
dar un tratamiento uniforme a los simbolos que se encuentran
en B.2yB.3.

Al igual que antes, asumimos que cada simbolo es distinto y
ningtin simbolo es una sucesion finita de otros simbolos.

Con el fin de especificar qué lenguaje tenemos anteé nosotros
(que difiere de otros lenguajes de primer orden), debemos:
(i) decir si se encuentra presente o no el simbolo de igualdad,
y (ii) decir cudles son los parametros.

A continuacién damos una lista de algunos ejemplos de lo
que serfa este lenguaje:

1. Lenguaje puro de predicados

Igualdad: no. _

Simbolos de predicado de n argumentos: AT AS, ...
Simbolos de constante: a1, a@s, . . .

Sfmbolos de funcion de n argumentos (n > 0): ninguno.

2. Lenguaje de la teoria de conjunios

Igualdad: si (normalmente).
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Parametros de predicado: un simbolo de predicado de dos
argumentos <.

Simbolos de funcién: ninguno (u ocasionalmente un simbo-
lo de constante ).

3. Lenguaje de la teoria elemental de niimeros (como en el capi-
tulo III)

Igualdad: si.

Pardmetros de predicado: un simbolo de predicado de dos
argumentos <.

Simbolos de constante: ¢l simbolo 0.

Simbolos de funcién de un argumento: S (para el sucesor).

Simbolos de funcién de dos argumentos: + (para la suma),
- (para la multiplicacién), y E (para la exponenciacion).

En los ejemplos 2 y 3 hay ciertas traducciones usuales para
los parametros. A continuacién presentamos varios ejemplos
de enunciados que pueden traducirse a estos lenguajes y unos
cuantos ejemplos de enunciados que no pueden ser traduci-
dos asi.

Es importante notar que nuesira nocion de lenguaje incluye
el lenguaje de la teoria de conjuntos. Se suele aceptar que, ¢n
general, las matemadticas se pueden representar en la teoria de
conjuntos. Esto significa que:

(a) Los enunciados en matemdticas (como el teorema funda-
mental del cdlculo) pueden cxpresarse en el lenguaje de
la teorfa de conjuntos; y

(b) Los teoremas de matematicas son consecuencia logica de
los axiomas de la tcoria de conjuntos.

Nuestro modelo de légica de primer orden es totalmente ade-
cuado para reflejar este procedimiento.

EsempLos  en el lenguaje de la tcoria de conjuntos. Aqui
sc pretende que V signifique “para todos los conjuntos”
y € signifique “es elemento de”.

1. “No existe un conjunto del cual todo conjunto sea
elemento.” Traduciremos esto al lenguaje de la teoria de
conjuntos en varios pasos. Los enunciados intermedios
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no estan ni en espafiol ni en lenguaje formal, sino en
una mezcla de ambos.

— [Existe un conjunto del cual todo conjunto es ele-
mento]

-3 v; [Todo conjunto es clemento de ;]

—~dJdoy Ve vs E1

Aungque resulta tentador detenernos aqui, ahora debe-
mos reemplazar v € 1 por € va v, debido a que los
simbolos de predicado siempre iran a la izquierda en
dichos contextos. Ademds se deberd reemplazar Jo; y
poner en su lugar - o;~, tal como se menciond ante-
riormente. Debemos utilizar ¢l nimero correcto de pa-
réntesis. El producto terminado es:

(_' (_'VZ"I ("Viﬂz =] 01))).

9. Axioma del par: “Para cualesquicra dos conjun-
tos, existe un conjunto Cuyos elementos son exactamente
los dos conjuntos dados.” De nuevo traduciremos por
pasos.

/v ¥ vo [Existe un conjunto cuyos elementos son pre-
cisamente 21 Y vs]

Yo, Yoo Jus [Los elementos de v son exactamente
vy y v2]

Yo, Yo Jus Yoy (114 Cog vy =01 Vo= ﬂ'g)
Ahora rcemplazaremos vz por =Vu3—, w3 € w3 por
€ vy s Y Vs = U; POT = U4 ¥;. Ademis, debemos eliminar
<+ vy V en favor de los conectivos elegidos — y . En-
tonces,

a V 3 se convierte en ~a — [3;
a 5 f3se convierte en = ((a = 8) = = (8 — a)).

El producto terminado es

Vv, Vos (""VUg ("'Vw, (’"' ((E V4 Us 7 ((‘! =0y '01) —
=v09)) = (C(((m =04 v)) D=v403) — €vg 23))))))-
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El producto terminado no resulta ni por asomo tan facil de
leer como la versién que le precedid. Ya que no tenemos inte-
rés en hacernos deliberadamente la vida dificil, a la larga adop-
taremos reglas convencionales que nos permitan evitar ver el
producto terminado. Pero por €l momento se considerara lo
anterior como una novedad interesante aunque poco atractiva.

EsempLos en el lenguaje de la teoria elemental de los mi-
meros, Aqui se pretende que V signifique “para todos
los nimeros naturales” y que <, 0, +, - v E tengan sus
significados obvios.

1. Como nombre para el nimero natural 2 tenemos el
término SS0, ya que 2 es el sucesor del sucesor del cero.
De forma similar, para el 4 tenemos el término $8880.
Parala frase “2 + 27 resulta tentador utilizar 880 + SS0;
pero adoptaremos la convencién de poner siempre a la
izquierda el simbolo de funcién (es decir, utilizaremos
la notacién polaca para los simbolos de funciones); en-
tonces tendremos que para la frase en espafol “2 + 27
usaremos ¢l término + 880 880. El enunciado en espa-
nol “dos mas dos es cuatro” se traduce como

= + 880 S50 SSS850

(Los espacios se insertaron para ayudar al lector, pero
no constituyen una caracteristica oficial del lenguaje.)

2. “Cualquier nimero natural distinto de cero es el
sucesor de alglin nimero.” Realizaremos la traducciéon
€n tres pasos:

Vo, [Si v es diferente de cero, entonces v; es €l suce-
sor de algtin nimero.]

V!’)]{Ul 7{"—0 — dowv; = SUQ).

VUI((_‘ = UlOJ — (""'VUQ (”" = BISvg)}].

3. “Cualquier conjunto no vacio de numeros naturales
tiene un elemento minimo.” Esto no puede traducirse

a nuestro lenguaje, porque no podemos expresar “cual-
quier . .. conjunto”, Esto requiere algo como el lenguaje
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(de primer orden) para la teoria de conjuntos o un len-
guaje de segundo orden para la teorfa de los nimeros.
De cualquier manera, podrfamos traducir “El conjunto
de primos tiene un elemento minimo.” (El primer paso
es convertir este enunciado en “hay un minimo primo”.
Dejamos los pasos restantes al lector; algunas sugeren-
cias para resolverlo sc encuentran en la siguiente sec-
cion.)

" EJEMPLOS  en lenguajes ad hoc.

1. “Todas las manzanas estdn malas.”
Yy (A V] — Bﬁl).

2. “Algunas manzanas estan malas.”
Paso intermedio: 3v; (Av; A Boy).
Producto terminado: (= Vo (= (= (Ao, —

(=821))))).

Estos dos ejemplos ilustran patrones que surgen conti-
nuamente. Un enunciado en espafiol que afirma que, en
una determinada categoria, todo tiene alguna propiedad
se traduce como:

Un enunciado que afirma que en la categoria hay algin
objeto o algunos objetos que tienen la propiedad se tra-
duce como:

Ju(__A_).

El lector debera tener precauciéon para no confundir
estos dos patrones; por ejemplo,

Vi’z’l(A 71 /\Bvl)

se traduce como “Toda cosa es una manzana y estd
mala”, que es un enunciado mucho mds fuerte que el
del primer ejemplo. De forma similar, 32; (Av; — Bu;)
traduce “Existe algo que esta malo, si es una manzana”.



112 UNA INTRODUCGCION MATEMATICA A LA LOGICA

Esta afirmacién es mucho mds débil que ¢l enunciado
del segundo ¢jemplo. Es verdadero (por vacuidad), aun
si todas las manzanas estdan buenas, considerando sola-
mente que ¢l mundo tenga alguna otra cosa que no sea
una manzana.

3. “El pap4 de Roberto puede ganarle al papd de cual-
quier otro nifio de la cuadra.” Establezca un lenguaje en
donde V signifique “para toda la gente”, Kx signifique
“x es un nifio de la cuadra”, b signifique “Roberto”, Bxy
traduzca “x puede ganarle a y”, y fx signifique “el papd
de x”. Entonces una traduccion es:

VUl(KI»‘j — ((" =] b) %.Bff/jﬂl))

4. En cilculo aprendemos el significado de “la fun-
cién fconverge a L. cuando x se aproxima a a’:

Ve(e>0—=35(6>0AVYx(lx—a| <d = |fx—L| <£))).

Esto es, aparte de los asuntos de notacion, una férmu-
la del tipo que nos interesa, que utiliza un simbolo de
predicado para el orden, simbolos de funcién para f,
resta y valores absolutos, y simbolos de constante para
0,ayL.

Formulas

Una expresion es una sucesidn finita de simbolos. Por supuesto,
la mayorfa de las expresiones son absurdas, pero existen ciertas
expresiones interesantes: los términos y las férmulas.

Los términos son los sustantivos y los pronombres de nues-
tro lenguaje; pueden entenderse como las expresiones que
nombran a los objetos. Las férmulas atémicas seran aquellas
férmulas que no tengan ni simbolos de conectivo ni simbolos
de cuantificador.

. Todas
L Férmulas Otras .
Términos .. ., las demas
atémicas formulas -
cxpresiones
h aal

Férmulas
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Los términos se definen como aquellas expresiones que pue-
den construirse a partir de los simbolos de constante y de las
variables al prefijarles los simbolos de funcién. Para volver a
enunciar esto en la terminologia del capitulo I, definimos para
cada simbolo de funcién fde n argumentos, una operacion de
construccién de términos F de n argumentos sobre las expre-
siones:

ff(gi,---,gn):fgl“‘f:-n.

Definicion El conjunto de términos es el conjunto de expre-
siones que pueden construirse a partir de simbolos de
constante y variables al aplicar (cero o mas veces) las
operaciones F .

Si no hay simbolos de funcién (ademas de los simbolos de
constante), entonces los términos serdan Uinicamente los simbo-
los de constante y las variables. Para este caso no necesitamos
una definicién inductiva.

Nétese que utilizamos notacién polaca para los términos, al
ubicar el simbolo de funcién a la izquierda. Los términos no
contienen paréntesis ni comas. Mds adelante probaremos un
resultado de unicidad de la lectura, mostrando que dado un

_término, podemos descomponcrlo sin ambigtiedades.

Los términos son las expresiones que se traducen como los
nombres de los objetos (o frases nominales), en contraste con
las formulas, que se traducen como afirmaciones acerca de los
objetos.

Algunos ejemplos de términos en el lenguaje de la teorfa de
los niimeros son

+ ©9 50,
SSS5S0,
+ Ewo1SS0 E vy S80.

Las férmulas atémicas desempenardn un papel mas o menos
analogo al que desempeian los simbolos de enunciado en la
l6gica de enunciados. Una formula atémica es una expresion de
la forma-

Pty iy,
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donde P es un simbolo de predicado de n argumentos Yy
{1, -,y sON (érminos.

Por ejemplo, = 12 €s una férmula atémica, ya que = €s
un simbolo de predicado de dos argumentos y cada variable es
un término. En el lenguaje de la teorfa de conjuntos tenemos
la férmula atdmica € vs vs.

Nétese que las férmulas atémicas no se definen de forma
inductiva. En lugar de hacerlo, nos hemos limitado a decir
explicitamente cudles expresiones son férmulas atémicas.

Las formulas (o formulas bien formadas) son aquellas expresio-
nes que pueden construirse a partir de las férmulas atémicas
mediante el uso (cero o mas veces) de los simbolos de conec-
tivo y del simbolo de cuantificador. Podemos volver a expresar
esto usando la terminologia del capitulo I si definimos prime-
ro algunas operaciones de construccién de férmulas sobre las
expresiones:

E-(v)= (=),
£.(7,0) = (v = 8).
Qi(y) = Vi

Definicién El conjunto de las formulas es €l conjunto de ex-
presiones que pueden construirse a partir de las férmu-
las atémicas al aplicar (cero o mas veces) las operaciones

£ 6.y Qli=12...).

Por ejemplo, por una parte fenemos que —os no es una
férmula. (¢Por qué?) Por otra parte,

Yo, ((~Vos (- €vso1)) = (~Vog (€ vyvy —
(~V s (€ vavy = (= € 2a71))))))

es una formula, como lo demuestra el arbol de la pagina si-
guiente. Pero se requierc cierta cantidad de estudio para des-
cubrir que esta férmula es el axioma de regularidad de la teoria
de conjuntos.

Variables libres

Dos cjemplos de férmulas son Yoy € vavy v (mVo1(m Vo2 €
vy v1)). No obstante, hay una importante diferencia entre estos
dos ejemplos. El segundo podria traducirse como:
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Vo
i
T~
VL_, Vi:vg
! !
o
|
Ev(\—‘

SRR

Existe un conjunto tal que todo conjunto es elemento suyo.

Sin embargo, el primer ejemplo s6lo puede traducirse como
un enunciado incompleto:

Todo conjunto s elemento de 1-

No nos es posible terminar el enunciado sin saber qué hacer
con v;. En este tipo de casos, diremos que vy ocurre libre en
la férmula Vvs € wow;. En contraste, no hay variables que
ocurran libremente en (~V#1(=Vv2 € vy2;)). Pero, por su-
pucsto, necesitamos una delinicién precisa que no requiera re-
ferirse a las posibles traducciones al espafiol, sino que se remita
unicamente a los simbolos mismos.

Consideremos cualquier variable x. Dcfinimos para cada
formula o, lo que signiﬁca que x ocurre libre en . Hacemos
€sto por recursion:

1. Para o atémica, x ocurre libre en « sii x ocurre en (es
decir, es simbolo de) a.
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9 x ocurre libre en (— o) sii x ocurre libre cn .
3. x ocurre libre en (o — 3) sii x ocurre libre en cxo en 3.
4. x ocurre libre en Vo; @ sii x ocurre libre en 'y x# ;.

Esta definicidén usa implicitamente el teorema de recursion.
Podemos reformular 1a situacién en términos de funciones. Co-
menzamos con la funcion h, que se define en formulas atd-
micas:

h(a) = el conjunto de todas la variables, si existe alguna,
en la férmula atémica o.

Y queremos extender k a una funcién k definida en todas las
férmulas de tal manera que

R(E-(a)) = ha),
R(E (o B)) = R(e) UR(B),
Qi) = 7(c) después de quitar 2; si se encuentra
presente.

Entonces podemos decir que x ocurre libre en a (o que x €8
una variable libre de ). La existencia de una unica L (y he aqui
lo significativo de nuestra definicién) sc sigue del teorema de
recursién de la seccion 4 del capitulo T'y del hecho (comproba-
do en la seccion 3 dc este capitulo) de que cada férmula tiene
una descomposicién nica.

Si pinguna variable ocurre libre en la férmula o (es decir,
si h(a) = 0), entonces & €s un enunciado. (Los epunciados
son, de manera intuitiva, las férmulas que pueden traducirse
sin espacios en blanco al espafiol, una vez que¢ s¢ nOS ha dicho
cémo interpretar los parame (ros.)

Por ejemplo, Yoo(Avy — Buwy) vy Vos(Pvs — V3 Qus) son
enunciados; pero v1 OCurTe libre en (Vo1 Ao — Buw,). Nor-
malmente, los enunciados son las féormulas mds interesantes.
Las demas formulas tienen una existencia de segunda clase, ¥
se usan principalmente como bloques de construccion de los
enunciados.

Al traducir un enunciado del espanol, resulta irrelevante la
eleccion de variables particulares. Anteriormente tradujimos
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“todas las manzanas estan malas” como ¥V ui(Av; — B v1); pero
de igual manera podriamos haber utilizado

Ay Va7 (A Vo7 —F B Ug-’;).

De hecho, la variable se utiliza como un pronombre, ral como
podriamos decir en espafiol “para cualquier objeto dado, si él
es una manzana, entonces 4l estd malo”. (Hemos incorpora-
do a nuestro lenguaje una cantidad adecuada de propombres:
ély, ély,...) Ya que la cleccién de variables particulares care-
ce de importancia, frecucntemente ni siquiera cspecificaremos
la eleccién. En lugar de hacerlo, escribiremos, por ejemplo,
Vx(Ax — Bx), donde se cntiende que x es alguna variable.
(Lo intrascendente de la eleccién de la variable se convertira
finalmente en un teorema.)

En otras areas de las matematicas, las variables se usan de

manera similar. Asi, tenemos quc en

E a-ij-

i=1

i es una variable © simulada”, pero j ocurre libre.

Acerca de la notacion

Podemos especificar una f6rmula (o de hecho, cualquicr ex-
presion) al escribir una linea que muestre explicitamente cada
simbolo. Por ¢jemplo,

Vﬂ'l((—ﬁ = 0) — (“'\7"1’)2(—' =11 Svg))).

Pero esta mancra de escribir Jas cosas, aunque €5 generosa en
su completud, puede no resultar inmediatamente comprensi-
ble. La incomprensibilidad se debe (en parte) a las simplifica-
ciones que qUETeInos para nuestro lenguaje (tales como la fal-
ta de un sfmbolo de cuantificador existencial). Es natural que
queramos tener nuestro premio y disfrutar de €, asi que ahora
acordaremos los métodos para especificar las formulas de ma-
neras mds indirectas pero mas legibles. Estas convenciones nos
permitiran escribir una expresion como
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Vo(vy 40— Jogvy = Sog)

para nombrar la misma férmula escrita anteriormente.

Nétese bien que no estamos cambiando nuestra definicién
de lo que es una férmula. Unicamente estamos urdiendo la
manera de fijar ciertas formas de nombrar férmulas. En los
casos (raros) en que la sucesion exacta de simbolos resulta im-
portante, es posible que tengamos que hacer a un lado estas
nuevas convenciones v volver a utilizar 1a notacién primitiva.

Entonces adoptaremos las siguientes formas abreviadas y
convenciones. Aqui, o ¥ 3 son férmulas, x es una variable y
u y ¢ son términos.

(o V ) es la abreviacién de ((ma) = B)-
(o A ) es la abreviacion de (= (e = (0 53)))-
(o 4+ B) es la abreviacién de ((a = B) A (B — @)); es decir,

(
(= ((a = ) = (= (8= @)

Jx o es la abreviacién de (~Vx (- ).

w = ¢ es la abreviacién de = ut. Una forma abreviada similar
se aplica a algunos otros simbolos de funciones y de predicados
de dos argumentos. Por ejemplo, 2 < 3 abrevia < 23,y2 + 2
abrevia + 2 2.

u # t abrevia (- = ul); de forma similar, % £ t abrevia
(- < ut).

En cuanto a los paréntesis, no s6lo utilizaremos ( y ), sino
ademas | y ], etc., y omitiremos la menciéon de tantos como
nos resulte posible. Con ese fin, adoptaremos las siguientes
convenciones:

1. Los paréntesis externos se pueden omitir. Por ejemplo,
Vxa — Bes (Vea— [5).

—

9. =, ¥y 2 se aplicardn a lo menos posible. Por ejemplo:
LanBes((a)AB),yno-(aApB);

VYxa— Bes (Yxa— ), ynoVx(a— B);
TxaAfBes (3xanf),yno3x(aApf).

En dichos casos, incluso podemos agregar paréntesis gratuitos,
comoen (3xa) AL
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3. Ay V seaplicardan a lo menos posible, segiin lo establecido
en la convencion 2. Por ejemplo,

—anNfB—=ves ((-a)AB) = 7.

4. Cuando se use repetidamente un conectivo, la expresion
se agrupard a la derecha. Por ejemplo,

a—=B—ovesa— (8—7).

EJEMPLOS de la manera en que podremos eliminar abre-
viaciones, reescribiendo la formula de una manera no
abreviada que liste explicitamente cada simbolo en or-
den:

1. 3x(Ax A Bx) es (VY x (= (= (Ax — (= Bx))))).
Pero (=Vx (Ax — (= Bx))) seria una férmula equivalen-
te (en cualquier nocién de equivalencia razonable).

2. dx Ax — Bxes ((—Vx (-~ Ax)) — Bx).
Jx(Ax — Bx) es (= Vx (= (Ax — Bx))).

Intentaremos utilizar los diversos alfabetos de una forma sis-
tematica. La lista del sistema aparece en seguida, pero habra
excepciones ocasionales por razones especiales.

Simbolos de predicado: letras cursivas mayusculas;
también €, <.

Variables: v;, u, v, x, y, z.

Simbolos de funcidn: f, g, A; también S, 4, etcétera.

Simbolos de constante: a, b, .. .; también 0.

Términos: u, ¢.

Formulas: letras griegas mindsculas.

Enunciados: o, 7.

Conjuntos de férmulas: letras griegas maytsculas,
ademads de ciertas letras cursivas que pretenden ser grie-
gas, es decir, A (alfa) y T (tau).

Estructuras {véase la seccion siguiente): letras alema-
nas mayusculas (Fraktur).
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Fjercicios

1.

Suponga usted que tenemos un lenguaje con los pardme-
tros siguientes: V significa “para todas las cosas”; N signifi-
¢a “es un niimero”; [ significa “es interesante”; < significa
“es menor que”; vy 0 es un simbolo de constante que-sig-
nifica cero. Traduzca a este lenguaje los enunciados del
espanol que aparecen abajo. Si el enunciado en espaiiol
es ambiguo, necesitara mas de una traduccion.

(a) Cero es menor que cualquier nimero.

(b) Si cualquier nimero es intercsantc, entonces el cero
es interesante.

(c) Ningun nimero €s menor que cero.
(d) Cualquier nimero no interesante con la propiedad

" de que todos los niimeros menores son interesantes
es, desde luego, interesante.

(e) No exisle un numero tal que todos los numeros sean
menores que ¢l

(f) No existe un nimero tal que ningin numero sea me-
nor que €L

Utilizando el mismo lenguaje del ejercicio anterior, tra-
duzca a un buen espaiiol la formula

Vx(f\"x—>fx—>-ﬂ‘€"}‘(f\r}-‘—>fj’—> —x < y)).

En los ejercicios 3 a 8, traduzca cada enunciado en es-
pafiol al lenguaje de primer orden especificado. (Puede
realizar la traduccién por pasos, al igual que en algunos
de los ejemplos.) ITaga uso pleno de las convenciones de
notacién y de las formas abreviadas, para hacer que el
resultado final sea lo mis legible que se pueda.

Ni ¢ ni b son elementos de todo conjunto. (¥, para todos
los conjuntos; €, €s un elemento de; a, @; b, b.)

S los caballos son animales, entonces las cabezas de ca-
ballos son cabezas de animales. (V, para todas las cosas;
E, es un caballo; A, es un animal; ix, la cabeza de x.)
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5. (a) A algunas personas se las puede enganar todo el tiem-
po. (b) Se puede engafiar a todas las personas parte del
tiempo. (c) No se puede engafiar a todas las personas to-
do el tiempo. (V, para todas las cosas; P, es una persona;
T, es un tiempo; Fxy, se puede engafiar a x en y. Uno o
mis de los enunciados anteriores puede ser ambiguo, cn
ese caso se necesitara mas de una traduccion.)

6. (a) P:xlvarcz no puede realizar bien todos los trabajos.
(b) Alvarez no puede realizar bien ningtin trabajo. (¥,
. para todas las cosas; J, es un trabajo; a, Alvarez; Dxy,
° x puede realizar bicn y.)

7. (a) A ninguna persona le caen bien todas las personas.
(b) A ningtin demécrata le cae bien todo republicano.
(V, para todas las personas; Lxy, a x lc cae bien y; D, es un
demdcrata; R, es un republicano.) ;

8. (a) Todo granjero que tiene un burro necesita heno.
(b) Todo granjero que tiene un burro lo golpea. (¥, para
todas las cosas; F, es un granjero; D, es un burro; Oxy,
x tiene a y; H, nccesita heno; Bxy, x golpeaa y.)

w

Dé una definicién precisa de lo que significa para la varia-
ble x ocurrir libre como simbolo i-ésimo en la férmula o.
(Si x es el simbolo i-€ésimo de a pero no ocurre libre ahi,
entonces se¢ dice que ocurre ahf de forma acotada.)

10. Reescriba cada una de las férmulas siguientes de modo
tal que aparezcan explicitamente y en su orden todos sus-
simbolos: '

(B.) JuvPoy A Po.
(b) Yz1Avy ABovy = Jug— Cos V Doy,

En cada caso, diga qué variables ocurren libres en la
férmula.

2. Verdad y modelos

En la l6gica de enunciados tuvimos asignaciones de verdad que
" nos decian cusles simbolos de enunciado se deberfan de inter-
pretar como verdaderos y cudles como falsos. En la logica de
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primer orden, las estructuras desempenan un papel andlogo.
Se puede pensar que las estructuras suministran el dicciona-
rio para traducir del lenguaje formal al espanol. (A veces, las
estructuras se denominan interpretaciones, pero preferimos re-
servar esa palabra para otro concepto, qu€ €ncontraremos en
la seccion 7 de este mismo capitulo.)

Una estructura para un lenguaje de primer orden nos dira:

1. A qué coleccién de objetos se refiere el simbolo de cuan-
tificador universal (V), y

2. Qué denotan los otros parametros (los simbolos de fun-
cién y de predicado).

Formalmente, una estructura 2 para nucstro lenguaje dado
de primer orden es una funcién cuyo dominio es el conjunto
de pardmetros y tal que’

1. 2 asigna al simbolo de cuantificador Y un conjunto no
vacio |2l llamado el universo (o dominio) de 2.

2. ¥ asigna a cada simbolo de predicado P de n argumentos
s . o - .
una relacién n-aria P C |2|™; es decir, P* es un conjunto
de n-adas de elementos del universo.

3. 2 asigna a cada simbolo de constante ¢ un elemento ¢*
del universo ||

4. 9 asigna a cada simbolo de funcién f de n argumentos
una operacién n-aria [ sobre [2[; es decir, A =

2.

Laidea cs que 2 asigna significado a los parametros. V significa
“para todo objeto de ||, El simbolo ¢ es para nombrar al
punto % 1aférmula atémica P - -« L, significa que la n-ada de
puntos nombrados poriy, ..., estd en la relacién P%, (Pronto
reformularemos estas condiciones con mayor cuidado.)
Nétese que requerimos que el universo || sea no vacio. Né-
tese también que /% debera tener la totalidad de |A|" como su

L Fl simbolo “2" es la letra A del alfabeto alemdn (Frakrur). Las siguientes
dos letras son %6 y €.
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dominio: no hemos hecho estipulacién alguna para funciones
parcialmente definidas.

EsEmpLo Considere el lenguaje de la teorfa de conjuntos,
cuyo Unico pardmetro (ademids de Y) es €. Tome la es-
tructura 2 con

91| = el conjunto de los mimeros naturales,
c? = el conjunto de los pares (m, n) tal que m < n.

(Entonces, traducimos € como “es menor que”). En pre-
sencia de una estructura, podemos traducir enunciados
del lenguaje formal al espafiol ¢ intentar decir si estas
traducciones son verdaderas o falsas. El enunciado de
este lenguaje de primer orden

IxVyyex

(o mas formalmente, (~Vor(=VYoe(— € wam1)))), que
con otra traduccién afirma la existencia de un conjunto
vacio, se traduce ahora con 2 como

Fxiste un nimero natural tal que ningin numero
natural es menor que €l,

lo cual es verdad. Debido a esto, diremos que dxVy
—~y € x es verdadero en 2, 0 que A es un modelo del
enunciado. Por otra parte, 2 no es modelo del axioma

del par,
VxVy3zVi(t e 1 l=xVi=Y),

pues la rraduccién de este enunciado con 2 es falsa. Ya
que no hay nimero natural m tal que para cada n,

n<m si n=1

(El lector que esté familiarizado con la teorfa axioma-
tica de conjuntos puede verificar que 2 es un mode-
lo del axioma de extensionalidad, del axioma de union
y del axioma de regularidad.)
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EsempLo De nuevo asuma que el lenguaje tiene tinicamente
los parametros V y un simbolo de predicado de dos ar-
gumentos E. Pero esta vez considerc la estructura finita
B con universo |B| que consiste ¢n un conjunto de cua-
tro objetos distintos {a, b, ¢, d}. Suponga que la rclacién
binaria E® es el siguiente conjunto de pares:

E% = {{a,8), (b,a), (5,), (6, 0)}.
Entonces podemos describir B como la grdfica dirigida
cuyo conjunto de vértices es el universo {a, b, ¢, d}:

b ¢
/’—_--“.—r-o e

— Q

Aqui, interpretamos Ex y como si dijcra que en la gra-
fica hay una arista del vértice x al vértice y. (Silarelacion
binaria ET hubiera sido simétrica, entonces podriamos
haber descrito la estructura como una grafica no diri-
gida.) '

Considere ahora ¢l enunciado Jx ¥ y—yLx. Con la
estructura B podemos traducirla como sigue:

ae

Existc un vértice tal que, para todo vértice,
ninguna arista va del dltimo al primero.

(iLa version en espanol cs mas dificil de leer que la sim-
bélica!) Este enunciado cs verdadero en 8 debido a que
ninguna arista apunta al vértice d.

En los ejemplos anteriores {ue intuitivamente claro que cier-
tos cnunciados del lenguaje formal eran verdaderos en la es-
tructura y otros cran falsos. Pcro nosotros queremos una de-
finicién matemdtica precisa de “o es verdadero en 2". Esto
debera cxpresarse en (érminos matemdticos, sin emplear tra-
ducciones al espanol ni criterios supuestos para alirmar que
algunos enunciados en espafol son verdaderos mientras que
otros son falsos. (Si usted piensa que tiene tal criterio, péngalo
a prueba con cl enunciado “Este enunciado cs falso™.) En otras
palabras, queremos tomar nuestro concepto informal “o es ver-
dadero cn 2" v bacerlo parte de las matemdticas.
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Para definir “o es verdadero en 27,

}:521 g,
para enunciados o y estructuras 2, lo deseable es definir pri-

mero un concepto mas general relativo a las formulas. Sean

© una férmula de nuestro lenguaje,

2 una estructura para el lenguaje,

s : V — 2| una funcién del conjunto V de todas las varia-
bles, en el universo |21 de 2.

En seguida dcfiniremos qué significa que 2 satisfaga ¢ con s,
=a p[s].

La version informal es:

o [s] si y sélo si la raduccién de ¢ determinada por 24,
donde la variable x se traduce como s(x) en cualquier lugar en
que ocurra libre, es verdadera.

La definicién formal de satisfaccién procede como sigue:

L. Términos. Definimos la extension
7:7— |2,

una funcién del conjunto T de todos los términos, en el univer-
so de 2. La idea es que 5(f) deberfa ser el elemento del uni-
verso 2 quc se nombra mediante el término ¢. 5 se define por
recursion como sigue:

1. Para cada variable x, 5(x) = s(x).

A

1o

Para cada simbolo de constante ¢, 3(¢c) = ¢

..., I, son términos y fes un simbolo de funcion de
n argumentos, entonces

St ta) = FEE(0), - - 5(0)-

e
[l
=
o
i

Un diagrama conmutativo, paran = 1, es
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T 12
f-:-./} f‘?}l

T 5 T

T 2

La existencia de una iinica extensién 5 de s se sigue del teorema
de recursién (Secc. 4, Cap. 1), si se utiliza ¢l dato de que los
términos tienen descomposiciones tdnicas (seccidén 3 de este
capitulo). Nétese que § depende tanto de s como de 2. (De
hecho, una notacién alternativa razonable para 5(¢) serfa t*[s],
que manifiesta explicitamente la dependencia de 2L.)

11. Férmulas atémicas. Las férmulas atémicas se definieron
explicitamente, no de manera inductiva. Por lo tanto, la de-
finicién de satisfaccion de las férmulas atomicas es también
explicita y no recursiva.

1. ':g[z {.]52[5] sii E(ﬁl) = E(Ifg).

(Entonces, = significa =. Nétese que = es un simbolo 16gico,
no un parametro sujeto a interpretacion.)

2. Para un pardmetro de predicado P de n argumentos,
- 2
=g Pty - tofs] sii (5(t1), ..., 5(2)) € P

1L Otras férmulas. Las férmulas que definimos por induc-
cién; en consecuencia, aqui definiremos la satisfaccion por re-
cursion.

1. Para férmulas atémicas, la definicidn estd antes.
2. Fa —ls] st o ls]-

3. o (@ = )[s] sii o bien o @[s], o bien =y ¢[s], o
ambos.

(En otras palabras, si 2 satisface ¢ con'’s, entonces 2 satisface
1 con s.)
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4. =g ¥ x @[s] sii para todo d € |2

= pls(x] d)].

, tenemos:

Aqui, [s(x|d)] es la funcién exactamente como s, excepto que:
en la variable x, toma el valor 4. Esto se puede expresar me-
diante la ecuacion

swlao ={ P 5%

(Entonces V significa “para todos los objetos de |2]".)

En cste punto, es posible que el lector quiera reconsiderar la
versién informal de =y @fs] de la pagina 125 y observar como
fue formalizada.

Debemos hacer notar que la definicién de satisfaccion es
otra aplicacién del teorema de recursién junto con el hecho
de que las férmulas tienen descomposiciones Unicas. La defi-
nicién puede reformularse en términos de funciones para acla-
rar mds cémo es que se aplica el teorema de recursion de la
seccién 4 del capitulo L. '

(i) Consideremos una % fija.

(i) Definamos una funcién % (que extiende a una funcién
definida en las férmulas atémicas) tal que para cualquier
férmula ¢, k(i) es un conjunto de funciones de Ven [2].

(iii) Definamos
o pls] sit s € A().

Dejamos al lector el ejercicio de escribir en detalle la defini-
cién explicita de & y las cldusulas que determinan de manera
linica su extensién h. (Véase el ejercicio 7.) Una alternativa ele-
gante es considerar que k() es un conjunto de funciones en
el conjunto de aquellas variables que ocurren libres en ¢.

EJEMPLO Suponga que nuestro lenguaje tiene los parame-
tros V, P (un simbolo de predicado de dos argumentos),
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£ (un simbolo de funcién de un argumento) y ¢ (un sim-
bolo de constante). Sea 9 la estructura para este lengua-
je definida como sigue:

|| =N, el conjunto de todos los niimeros naturales,
P% = el conjunto de pares (m, n) tales que m < 7,

f* =1la funcién sucesor §; f*(n) =n + L,

& =0.
Podemos resumir esto en una linea, suprimiendo el dato

de que 2l es en verdad una funcién 'y limitandonos a des-
cribir sus componentes:

A=(N; <, 8§, 0).

Esta notacién deja de ser ambigua inicamente cuando el
contexto aclara exactamente qué componentes van con
qué parametros.

Sea s : V — N la funcién para la cual s(v;) =i — 1; es
decir, s(v1) = 0, s(2) = 1, y asi sucesivamente.

1.5(f fos) = S(S(2)) = 4y5(fz1) = S(0) = 1.

2.5(c) = 0ys(ffc) =2;noseusas.

3. k=5 Pcfur[s]. Esto es obvio informalmente, ya que
cuando traducimos de nuevo al espafiol, obtenemos el

enunciado verdadero “0 < 1”. Mas formalmente, la ra-
zén es que

5(0),5(f1)) = {(0,1) e PY.

4. =9 Vo1 Pev;. La traduccién al espanol es “0 es
menor o igual que cualquier niimero natural”. Debemos
verificar formalmente que para todon en N,

o Pon[s(or [ 7)),
que se reduce a
(0,n) € P%,

es decir, 0 < n.
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5. #q Vo1 Pugovi[s] porque existc un nimero natu-
ral m tal que
I - N .
F':au PUQUI[‘\ (U] | '??1)],
es dccir,
(s(vs), m) & P*.
De hecho, ya que s(z2) = 1, debemos tomar m como G.
Se¢ debe advertir al lector contra el riesgo de con-

fundir, por ejemplo, cl simbolo dc funcién f con la fun-
cién f*.

EJEMPLO Previamente habiamos considerado la estructu-

ra ‘B con
18| = {a,b,c,d} ¥ E® = {{a,b), (b, a), (b, ), {c,e)}

para el lenguaje con los parametros Yy Lk

b ;
/’H‘K.-__}i

ed
‘._‘_____-___‘_/

ae

Entonces, = V9= Evvr[s] sii s(v1) = d. Esto es, no hay
arista que apuntc al vértice d, pero d es el tinico vértice
con esa condicién. Tomando la negaciéon de la formula,
tenemos que f=p 3vs Evgen[s] sii s(vi) € {a, b, ct.

En este punto hacemos una pausa para verificar que cuando
quercmos saber si la estructura 2 satisface o no una féormula @
con s, en realidad no nccesitamos toda la (cantidad infinita de)
informacién que nos da s. Todo lo que importa son los valores
de la funcién s en (la cantidad finita de) variables que ocurren
libres cn . En particular, si ¢ es un enunciado, entonces § no
importa en absoluto.

Teorema 22A Suponga que s; ¥ s son funciones de Ven |2
que coinciden en todas la variables que ocurren libres
(si las hay) cn la f[6rmula . Entonces

o pls] sil Fa ©lsal.
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Demostracién Debido a que la satisfaccién se definié por re-
cursién, esta prueba utiliza induccién. Consideramos la
estructura fija 2 y probamos por induccién que cada
férmula ¢ tiene la propiedad de que siempre que dos
funciones s1, s3 coinciden en las variables libres en ¢,
entonces U satisface  con s sii A satisface  con s3.

Caso 1: ¢ = Pty - - - 1, es atémica. Entonces, cualquier
variable en ¢ ocurre libre. Por lo tanto, 51y 52 coinciden
en todas las variables en cada . De esto se sigue que
51(#;) = 52(t;) para cada i; una prueba detallada de esto
utilizarfa induccién sobre ¢;. En consecuencia, 2l satisfa-
ce Pt - -t, con sy sii U satisface Pt; - - -, con sa.

Casos 2y 3: ¢ tiene la forma ~ @ o0 o — [3. Estos casos
sc siguen inmediatamente de la hipotesis inductiva.

Caso 4: ¢ = ¥ x 1. Entonces las variables libres en ¢
son aquellas libres en ¢ con excepci6n de x. Por lo tanto,
para cualquier d en |2, s1(x|d) y s2(x|d) coinciden en
todas las variables libres de 1. Por hipétesis inductiva,
entonces, 2 satisface ¥ con s1(x| d) sii 2 satisface 1 con
so(x|d). A partir de esto y de la definicién de satisfac-
cién, vemos que 2 satisface V x 1) con s, sii 2 satisface
¥ x 9 con s9. -

En efecto, la prueba anterior consiste en revisar la definicién
de satisfaccién y observar qué informacién dada por s sc utilizé
realmente. Hay un hecho analogo referente a las estructuras:
Si 2 y B coinciden en todos los pardmetros que ocurren en ¢,
entonces =y @[s] sii F=p o[s].

Este teorema justifica la siguiente notacion: suponga que
¢ es una férmula tal que todas las variables que ocurren libres
en @ estan incluidas entre vy, . .., Up. Entonces, para elementos
ai,...,a de ||,

Fa pllas, - @]
significa que 2 satisface ¢ con alguna (y por tanto con cual-
quier) funcién s : V — |2 para la cual s(z;) = a;,1 <1 < &
Regresando a un ejemplo reciente en donde A= (N;<,8§,0),

tenemos que =y Vo3 Po1wg[[0]], pero o Vv Poivg{[5]].

Corolario 22B Para un enunciado o, o bien
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(a) U satisface o con toda funcién s de Ven [, o

(b) 2 no satisface o con cualquier funcién tal.

Si se cumple la alternativa (a), entonces decimos que o es
verdadero en 2 (v se escribe =y ¢) 0 que /U es un modelo de o.
Y si se cumple la alternativa (b), entonces por supuesto que
o es falso en A. (No se pueden cumplir ambas porque [ es
no vacio.) 2 es un modelo de un conjunto ¥ de enunciados sii
2 es un modelo de todos los elementos de 2.

EJempLO  Si R es el campo de los reales, (R;0,1,+,:), vy
Q es el campo de los racionales, ((; 0,1, +,-), ¢hay un
enunciado que sea verdadero en uno y falso en el otror
Si; debido a que v/2 es irracional, el enunciado Jx (x -
x = 1+ 1) es falso en el campo de los racionales, pero
verdadero en el campo de los reales.

EJEMPLO Suponga que nuestro lenguaje dado tiene sélo los
pardmetros ¥V y P, donde P es un simbolo de¢ predica-
do de dos argumentos. Entonces una estructura 2l que-
da determinada por el universo || y la relacién bina-
ria P*. Abusando ligeramente del lenguaje, escribimos
de nuevo

A = (jA; P).
Considere ahora el problema de caracterizar la clase de
todos los modelos de los siguientes enunciados:

1. VxVy x = y. Una estructura (4; R) e¢s un modelo de
este enunciado sii A tiene exactamente un elemento.
R puede ser vacio o puede ser el conjunto unitario
A x A '

2. VxVy Pxy. Una estructura (A4;R) es un modelo de
este enunciado sii R = A X A. A puede ser cualquier
conjunto no vacio.

3. VxVy = Pxy. Una estructura (4; R) es un modelo de
este enunciado sii R = 0.

4. ¥x 3y Pxy. La condicién para que (A; R) sea modelo
de este enunciado es que el dominio de R sea A.
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Las convencioncs de notacion hechas anteriormente
se hicieron de modo racional:

1. =o (anpB)[s]sii =g als] v E=a Bls); de mancra similar
para Vy +>.

2. g I afs] sit hay algin d € [ tal que |=y ofs(x|d)].

La demostracién para ¢l segundo de éstos es como si-
gue:

o Jxafs] sii a2 Vx-als],
sii Py Vx —als),
sii no es el caso de que para todod en |2
o~ ofs(x|d)].
sii no es el caso de que para todo d en |2
o ols(x] 2,
sii para algin d en [, =a ofs(x|d)].

i

Implicacion logica

Ahora contamos con las herramientas necesarias para formu-
lar el importante concepto de implicacion légica para nuestro
lenguaje.

Definicion Sean I' un conjunto de férmulas y ¢ una férmula.
Entonces I implica logicamente a o, y se escribe I' = o,
sii para cada estructura 2 del lenguaje y cada funcién
sV — |2 tal que U satisface a cada elemento de I’
con s, 2 también satisface a o con s.

Utilizamos el mismo sfmbolo, “E=", que se utilizé en €l capi-
tulo I para la implicacién tautolégica. Pero de aqui en adelante
se utilizard solamente para la implicacién logica. Al igual que
antes, escribiremos “y = ¢” en lugar de “{v} = ¢”. Decimos
que @ v 9 son logicamente equivalentes (o == ¢) sii @ =¥y
Y E .

El anilogo en primer orden del concepto de tautologia es el
concepto de férmula vilida: una férmula ¢ es vilida sii D=
(escrito simplemente como “F 7). Entonces, ¢ es valida sii
para cada 2 y cada s : V — |2U], U satisface ¢ con s.
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Para enunciados, se puede establecer de modo mds conciso
el concepto de implicacién légica mediante la aplicacién del
teorema 22A:

Corolario 22C Para un conjunto ;7 de enunciados, ¥ |= 7 sii
cada modelo de ¥ es también modelo de 7. Un enuncia-
do 7 es valido sii es verdadero en todas las estructuras.

EJeMPLOS de implicacién logica. Se invita a los lectores a
convencerse por si mismos de lo siguiente:

1.Vo; Qui = Que.

2. Qu; ¥ Vo1 Qui. Aqui basta encontrar una sola
estructura 2 v una sola funcién s : V — |2] tal que,
por una parte, Fy Qui[s] pero, por la otra, 2l no es
modelo de Vv Quy. || necesitara tener al menos dos
elementos.

3. F-—o —+ o Sillesun modelo de —— ¢, enton-
ces gy o de donde g 0. Pero podriamos manifestar
la siguiente objecién: éacaso no estamos utilizando aqui
la ley de la doble negacién, la ley que estamos preten-
diendo probar? La respucsta es definitivamente si y no.
Estamos probando la ley de la doble negacion para el
lenguaje formal que nos ocupa (denominado a veces el
lenguage objeto). Al hacerlo, podemos utilizar, por supues-
to, cualquier razonamiento correcto (afuera en el meta-
lenguaje, el espaiol), exactamente tal como lo hariamos
al razonar respecto de espacios vectoriales o graficas.
En particular, ¢l razonamiento puede implicar princi-
pios que cuando se modelaran formalmente, implicarian
- =0 y 0. No hay circularidad; pero los enunciados del
metalenguaje que utilizamos —como era de esparar— es-
tan relacionados con las férmulas del lenguaje objeto de
Jas que hablamos. En conexién con esto, véase la tnica
ilustracién del libro (al final de la scccién 4 de este capt-
tulo).

4.Yov; Qo = vz Que. Recuerde que el universo de
cualquier estructura es no vacio.

5.3xVy Pxy = ¥y 3x Pxy. Este ejemplo volverd a
aparecer en la seccién 4 de este capitulo.
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6.¥yJxPxyEdxVy Pxy.
7. = 3x(Qx — Vx Qx). Este es un enunciado extra-
fio, pero valido. :

La definicién de implicacién légica es muy parecida a la de
implicacién tautoldgica que aparece en el capitulo I; sin embar-
go, hay una diferencia importante cn cuanto a su complejidad.
Supongamos que en légica de enunciados queremos saber si
una férmula « es una tautologia o no. La definicién requiere
que consideremos un nimero finito de asignaciones de ver-
dad, cada una de las cuales es una funcién finita. Para cada
una de tales asignaciones de verdad v, debemos calcular 7(a),
que puede realizarse efectivamente €n una cantidad de tiempo
finita. (En consecuencia, el conjunto de tautologias es decidi-
ble, como se observé anteriormente.) _

En contraste con el procedimiento finitario para las tauto-
logfas, supongamos que qucremos saber si una formula ¢ (de
nuestro lenguaje de primer orden) es o no valida. La definicion
exige que consideremos cada estructura 2. (En particular, esto
requicre utilizar todos los conjuntos no vacios, de los cuales hay
una gran cantidad.) Para cada una de cstas estructuras tenemos
entonces que considerar cada funcién s del conjunto V de las
variables en |2]. Y para cada U y s dadas, debemos determinar
si 9 satisface ¢ con s o no. Cuando |2| es infinito, ésta resulta
en si misma una nocién complicada.

En vista de estas complicaciones, no es de sorprender que el
conjunto de férmulas validas no sea deccidible (comparese con
la seccién b del capitulo III). Lo que si es sorprendente es que el
concepto de validez resulta equivalente a otro concepto (dedu-
cibilidad) cuya definicién es mucho mas cercana a ser finitaria.
(Véase la seccién 4 de este capitulo.) Al utilizar esa equivalencia
seremos capaces de probar (adoptando ciertas suposicionges ra-
zonables) que el conjunto de formulas validas es efectivamente
enumerable. El procedimiento de enumeracién efectiva pro-
porciona una caracterizacién mas concreta del conjunto de las
férmulas validas.
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Definibilidad en una estructura

Supongamos que queremos estudiar el campo de los reales
(R; 0,1, -+, ) compuesto por el conjunto R de los niimeros rea-
les, junto con los clementos distinguidos 0 y 1 y las dos opera-
ciones de suma y producto. Podemos considerar el campo de
los reales como una estructura

R = (R;0,1,+,-)

en la que el lenguaje (con igualdad) ticne los simbolos de cons-
tante 0 y 1y los simbolos de funcién de dos argumentos + y -.

Aunque no hemos incluido en el lenguaje un simbolo de
orden <, alin tenemos una manera para decir “x > 0”. Ya que,
en esta estructura, los elementos no negativos son exactamente
los elementos con raices cuadradas. Esto es, la formula Jog x =
vy - vy se satisface en la estructura R siempre que se asigne a x
un nuimero no negativo, y sélo en ese caso:

Ex Jog v; = vy - v5[[a]] <= a > 0.

Debido a esto, diremos que el intervalo [0, oc) es definible en ‘R,
y que la formula vy v1 = vy - vy lo define.

Asimismo, la relacién de orden en los reales, es decir, la
relacion binaria

{{a,b) e Rx R|a < b},

se define en la estructura R mediante la férmula que expresa
Hvl S vgl!:
31}3 Vg = ¥y + U3 - V3.

Para un cjemplo mis corto, tomese la grafica dirigida
2 = ({a,,c}; {{a. 8, {a,c)})
donde el lenguaje tiene los pardmetros ¥V y E:

a
be e —ec

Entonces en 2, el conjunto {5, ¢} (el rango o imagen de la rela-
cién E*) se define mediante la férmula v £v3 v;. En cambio,
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el conjunto {4}, no es definible en 2. Esto se debe a que no hay
propicdad definible en la estructura que scpararia a b y ¢ la
prueba de este hecho utilizard el tcorema del homomorfismo,
que se demostrara més adelante en esta seccion.

Ahora queremos establecer de manera precisa este concep-
to de definibilidad de un subconjunto del universo o de una
relacién en el universo. Consideremos una estructura 2l y una
férmula ¢ cuyas variables libres se encuentren entre vy, . . ., 0.
Entonces podemos construir sobre |2] la relacion de aridad k

{{m, EO ,f’lk)| ':ﬂ [fgiia'lj e 7'515.:]}}‘

Llamemos a este conjunto la relacién de aridad k que ¢ define
en 21 En general, se dice que una relacién de aridad k sobre |2
es definible en 2 sii existe una férmula (cuyas variables libres se
encuentran entre vy, . . ., v;) que la define ahi.

EJEMPLO Supongamos que tenemos una parte del lenguaje
para la teoria de los mimeros, especificamente que nues-
tro lenguaje tiene los pardametros 7, 0, 8, +y -. Sea 91 la
estructura supuesta:

M| = N, el conjunto de los numeros naturales.

0% = 0, el niimero 0.

§N, 47 ¥y T son S, + vy -, las funciones sucesor, suma
y producto.

Expresado en una ccuacion,

N = (N;0,5,+,-).

Algunas relaciones sobre N son definibles en N y otras
no. Una manera de demostrar que algunas no son defi-
nibles es usar el dato de que hay una cantidad no nume-
rable de relaciones sobre N, pero unicamente una can-
tidad numerable de posibles formulas definitorias. (De
cualquier modo, hay una dificultad inherente para dar
un ejemplo especifico. Después de todo, si algo es indefi-
nible, ientonces es dificil decir qué es exactamente! Mas
adelante podremos ver un ejemplo especifico, el conjun-
to de los nimeros godelianos de enunciados verdaderos
en IN; véase la seccién 5 del capitulo 11I.)
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1. La relacion de orden {{m,n) |m < n} se define en 9
mediante la férmula

Jos v + Svg = v,

2. Para cualquier nimero natural n, {n} es definible.
Por ejemplo, {2} se define mediante la ccuacion

v; = SS0.

Por lo anterior, decimos que n es un elemento definible

en .

3. El conjunto de los primos es definible en M. Podemos
utilizar la férmula

1 <oy AVwe Vos (01202-33—->32=1V33: 1)

si tuviéramos los pardmetros 1y < para 1y <. Peroya
que {1} y < son definibles en 9N, realmente no bace
falta agregar pardmetros para ellos; en lugar de ha-
cerlo, simplemente podemos usar sus definicioncs.
Entonces, el conjunto de primos es definible por

Ju; SO0+ Sy =10 AV oo VUg(ﬂ] =9 - U3 —
vs = S0V vy = S0).

4. La exponenciacién {{m,n, p)|p = m"} también es
definible en 9. Esto de ningtin modo es obvio; dare-
mos una prueba mds tarde (cn la seccion 8 del capt-
tulo 111) usando el teorema chino del residuo.

De hecho, discutiremos mas adelante que cualquier relacién
decidible sobre N es definible en 91, como lo son cualquier
relacién efectivamente numerable y muchas otras mas. Hasta
cierto punto se puede medir la complejidad de una relacion de-
finible mediante la complejidad de la férmula definitoria mas
simple. Esta idea volvera a aparecer al final de la seccién 5 del
capitulo IIL
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Definibilidad de una clase de estructuras

En muchos cursos de matematicas, el primer dia el instructor
comienza diciendo algo parecido a alguna de las siguientes
afirmaciones: '

1. “Una grdfica estd compuesta, por definicion, de un con-
o ?
junto no vacio Vjunto con un conjunto £, tal que...”

2. “Un grupo esta compuesto, por definicidn, de un conjunto
no vacio G junto con una operacion binaria o que satisfa-
ce los axiomas. . .”

3. “Un campo ordenado esta compuesto, por definicion, de un
conjunto no vacio F junto con dos operaciones binarias +
y -, y una relacién binaria < que satisface los axiomas. ..”

4. “Un espacio vectorial se compone, por definicién, de un
conjunto no vacio Vjunto con una operacién binaria + vy,
para cada nimero real r, una operacion llamada multipli-
cacion escalar tal que. ..”

Queremos hacer una abstraccién de esta situacion. En cada
caso, los objetos de estudio (las graficas, los grupos y los otros
ejemplos) son estructuras para un lenguaje adecuado. Ademas,
se exige que satisfagan un determinado conjunto X de enun-
ciados (denominados “axiomas”). Posteriormente, ¢l curso en
cuestion estudia los modelos del conjunto X de axiomas, o al
menos algunos de los modelos.

Para un conjunto ¥ de enunciados, sea Mod X la clase de to-
dos los modelos de 3, es decir, la clase de todas las estructuras
del lenguaje en las cuales todo elemento de X es verdadero.
Para un solo enunciado 7 simplemente escribimos “Mod 77
en lugar de “Mod {7}". (El lector familiarizado con la teoria
axiomitica de conjuntos, notara que si Mod X es no vacio, es
una clase propia; es decir, es demasiado grande para ser un
conjunto.)

Una clase K de estructuras de nuestro lenguaje es una clase
elemental (EC) sii K = Mod 7 para algin enunciado 7. C es
una clase elemental en sentido amplio (EC,) sii K = Mod X para
algtin conjunto X de enunciados. (El adjetivo “elemental” se
utiliza aqui como sinénimo de “primer orden”.)
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EJEMPLOS

1. Supongamos que el lenguaje cuenta con igualdad
y dos parametros VyE, donde E es un simbolo de pre-
dicado de dos argumentos. Entonces una grdfica €s una
estructura para este lenguaje % = (V; E*) consistente en
un conjunto V no vacio de objetos llamados vértices (o
nodos), y una relacion arista E® que es simétrica (si v E*v,
entonces v Eu) y antirreflexiva (nunca » £%v). El axio-
ma que manifiesta que la relacion arista es simétrica y
antirreflexiva se puede traducir mediante el enunciado

Va(—xExAVy(xEy— yEx)).

Asi, la clase de todas las graficas es una clase elemen-
tal. Para grdficas dirigidas o digrdficas, hacemos a un lado
la suposicién de simetrfa. Y si queremos permitir “ri-
zos”, entonces prescindimos de la suposicién de antirre-
flexién. Pero tal vez ahora el instructor explique que €n
el curso tinicamente se estudiaran las gréficas finitas. {Es
la clase de todas las graficas finitas una clase elemental?
No, mas adelante demostraremos que no lo es, ni siquie-
ra en el sentido amplio.

2. Suponga que el lenguaje tiene igualdad vy los pa-
rametros ¥ v P, donde P es un simbolo de predicado
de dos argumentos. Al igual que antes, una estructu-
ra (A; R) para este lenguaje consiste ¢n un conjunto A
no vacio junto con una relacién binaria R sobre A. (A; R)
se denomina un conjunto ordenado sii R es transitiva y
satisface 1a condicién de tricotomia (que dice que para
cualesquiera a y b en A, se cumple exactamente una de
las tres condiciones: {a,b) € R, a = b, (b, a) € R). Yaque
éstas pueden traducirse como un enunciado del lengua-
je formal, la clase de los conjuntos ordenados no vacios
es una clase elemental. Es, de hecho, Mod T, donde T es
la conjuncién de los tres enunciados

VxVyVz(xPy— yPz— xPz);
VxVy(xPyVx=yVyPx)
YxVy(xPy— -yPx).
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Los dos ejemplos siguientes suponen que ¢l lector tie-
ne alguna experiencia con dlgebra.

3. Suponga que el lenguaje tiene = y los pardmetros ¥/
y o, donde o es un simbolo de funcién de dos argumen-
tos. La clase de todos los grupos es una clase elemental,
y es la clase de todos los modelos de la conjuncion de
los axiomas de grupo:

VxVyVz(xoy)oz=xo(yoz);
V¥ yJzxoz=y;
VxVydzzox=y.

La clase de todos los grupos infinitos es ECA. Para ver
esto, sca

de =JxIyxFy,
A =3xTy3z(xFyAxFzAyFz),

Por lo tanto, ), se traduce como “Existen al menos n co-
sas”. Lucgo, €l grupo de axiomas junto con {Ag, As, - ..}
forman el conjunto ¥ para el cual Mod % es exactamen-
te la clase de los grupos infinitos. Finalmente nos sera
posible demostrar (en la seccién 6 de este capitulo), que
la clase de los grupos infinitos no es EC.

4. Suponga que el lenguaje tienc igualdad y los pa-
rametros V, 0, 1, +, -. Los campos pueden ser conside-
rados como estructuras para cste lenguaje. La clase de
todos los campos es una clase elemental. La clase de los
campos de caracteristica cero es ECa. No es EC; esto
se sigue del teorema de compacidad para la logica de
primer orden (seccién 6 de este capitulo).

. 2
Homomorfismos*

En cursos sobre gréficas, grupos o espacios vectoriales, nor-
malmente uno encuentra el concepto de lo que significa que

2 Fl estudio de este tema puede pospOnErse W poco; pero los homomorfis-
mos se usaran en la comprobacién del teorema de completud (con igualdad).
Haremos uso del concepto de isomorfismo a partir de la seccidn 6 de este
capitulo.
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dos de las estructuras en cuestion, 2l y B, sean isomorfas: en ter-
minos generales, debe haber una correspondencia uno a uno
entre sus universos || y %8| que “preserve” las operaciones y
las relaciones.

A continuacién se explica que dos estructuras isomorfas,
aunque no sean idénticas, deben tener las mismas propiedades
matematicas. Queremos definir aqui el concepto de isomor-
fismo en un contexto general, y mostrar que dos estructuras
isomorfas tienen que satisfacer exactamente los mismos enun-
ciados.

Sean 2, B estructuras para el lenguaje. Un homomorfismo h
de 2l en B es una funcién 4 : || — |B| con las propicdades:

(a) Para cada pardmetro de predicado P de n argumentos y
cada n-ada (ay, ..., a,) de elementos de |21,

(a1,....an) € PX sit (h(a1),...,h(a)) € P®.

(b) Para cada simbolo de funcién f de n argumentos y para
cada n-ada como antes,

h(fl(a.l, Csan)) = j'95 (h(a1), . .., h(an))-
En el caso de un simbolo de constante ¢, esto se convierte en
R(c™) = c®.

Las condiciones (a) y (b) se expresan normalmente como:
“h preserva las relaciones y las funciones”. (Hay que admitir
que algunos autores utilizan una versién mds débil de la con-
dicién (a); nuestros homomorfismos son sus “homomorfismos
fuertes”.)

Si, ademads, & es uno a uno, entonces se le llama un isomor-
fismo (o inmersion isomorfa) de 2 en 8. Si hay un isomorfis-
mo de 2 sobre B (es decir, un isomorfismo % para el cual
ran & = |B]), entonces se dice que A y B son isomorfas (y se
escribe 24 = B). :

Es muy posible que el lector haya encontrado antes ¢ste con-
cepto en ciertos casos especiales; por ejemplo, ¢n las estructu-
ras que son grupos o campos.
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EvempLo Suponga que tenemos un lenguaje con los para-
metros V, +, -. Sea 2 la estructura (N; +,-). Podemos
definir una funcién & : N — {¢, 0o} mediante

h(n) e sines par,
n) = . .
0 sinesimpar.

Entonces, & es un homomorfismo de 2 sobre 95, donde

|B| = {e,0} v +%, -® se obtienen mediante las tablas
siguientes: '

+% | e 0 B

P

0 e

Se puede verificar que se satisface la condicién (b) de
la definicién. Por ejemplo, si a y b son ambos niimeros
impares, entonces h(a + b) = ey h(a) +% k(b)) =0 +2
0o=e

EJempLO Sea P el conjunto de los enteros positivos, sea <p
la relacién de orden usual en P, y sea <y la relacion
de orden usual en N. Entonces existe un isomorfismo 4
de la estructura (P; <p) sobre (N; <y); tomamos k(n) =
n — 1, También la funcidn identidad Id : P — N es
un isomorfismo de (P; <p) en (N; <y). Debido a este
ultimo hecho, decimos que (P; <p) es una subestructura
de (N; <p).
De una forma mas general, consideremos dos estructuras 24
y B para el lenguaje, tales que |2 C |%B|. A partir de la defi-
nicién de homomorfismo, esta claro que la funcién identidad
de |2| en |B| es un isomorfismo de A en B sii

(a) P* es la restricciéon de P a ||, para cada parametro de
predicado P;

(b) ¥ es la restriccion de f% a ||, para cada simbolo de
funcién f, y ¢* = ¢®, para cada simbolo de constante .

Si se cumplen estas condiciones, entonces se dice que 2L es
una subestructura de B y que B es una extension de 2L
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Por ejemplo, en un lenguaje con un simbolo de funciéon de
dos argumentos +, la estructura (@ —i—Q) es una subestructura
de (C; +¢). Aqui, +¢ es la operacién de suma para niimeros
complejos. Y +, la suma para racionales, es exactamente la
restriccion de +¢ al conjunto Q.

En este ejemplo, el conjunto Q es cerrado bajo +¢; esto es,
la suma de dos ndmeros racionales es un racional. De una
forma mds general, siempre que 2l sea una subestructura de B,
entonces |2| debera ser cerrado bajo f® para cada simbolo de
funcién /. Después de todo, f® (@) (donde @ € |A|") no es otra
cosa que f%(d@), el cual debe ser algiin clemento de |2|. Esta
propiedad de cerradura se cumple incluso para los simbolos
de funcién de 0 argumentos; asi, c® debe pertenecer a |2| para
cada simbolo de constante c.

A la inversa, supongamos que tencmos una estructura B.y
sea A un subconjunto no vacio de |B| cerrado bajo todas las
funciones de 8, al igual que en el parrafo anterior. Entonces
podemos hacer una subestructura de %8 con universo A. De
hecho, hay una sola manera de hacer esto. El universo es A,
a cada pardmetro de predicado P se le asigna la restriccion de
P® a A, y sc hace lo mismo paralos simbolos de funcién. Como
un caso extremo, si el lenguaje no tiene simbolos de funcién
(ni siquiera simbolos de constante), entonces podemos hacer
una subestructura a partir de cualguier subconjunto A no vacio
de |B|.

Estos son basicamente conceptos algebraicos, pero el teore-
ma siguiente los relaciona con los conceptos légicos de verdad
y de satisfaccion.

Teorema del homomorfismo Sea % un homomorfismo de 2L
en B, y sea s una funcién del conjunto de las variables
en |2

(a) Para cualquier término ¢ tenemos A(3(t)) = & o 5(2),
donde 3(t) se calcula en A y & o (1) se calcula en 5.

(b) Para cualquier férmula « libre de cuantificadores
que no contenga simbolo de igualdad,

o afs] sii g afhos].
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(c) Si &k es uno a uno (cs decir, es un isomorfismo de
2 en *B), entonces en la parte (b) podemos eliminar la
restriccién “no contenga simbolo de igualdad”.

(d) Si & es un homomorfismo de U sobre 9B, entonces
en (b) podemos eliminar la restriccion “libre de cuantifi-
cadores”. :

Demostracion La parte (a) usa induccién sobre #; véase cl

ejercicio 13. Nétese que kos es una funcién del conjunto
de las variables en |B]; su extensién al conjunto de todos
los términos es % o 5. Es pues ko 5 la funcién que aqui se
evalia en ¢,

(b) Para una férmula atémica tal como P¢, tenemos

= Pit[s] & 5() € P*
< h(3(t)) € P2 vaquehesun
homomorfismo
& hos(t) € PP por (a)
& =g Pilhos).

Se requiere entonces un argumento inductivo para ma-
nejar el caso de los simbolos de conectivo -y —, pero
es mera rutina.

(c¢) En cualquier caso,

Eo u = tls] & 5(u) =35(1)
= h(35(u)) = h(5(z))
& hos(u) =hos(t) por(a)
SEgu=thos|.

Si A es uno a uno, entonces la flecha del segundo paso
también se puede invertir.

(d) Debemos extender el argumento inductivo de ru-
tina de la parte (b) para incluir el paso del cuantificador.
Esto es, debemos mostrar que si ¢ tiene la propiedad de
que para toda s,

Fa ols] Fm plhos],
entonces ¥ x @ tiene la misma propicdad. En todo caso

(como una consecuencia de la hipétesis inductiva para
@) tenemos la implicaciéon
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=g Vap[hos] =y Vapls].

De manera intuitiva, esto es muy plausible. Si i es verda-
dero para todos los elementos en el conjunto mas gran-
de |B], entonces es verdadero a fortiori para todos en el
conjunto mas pequefio ran k. Los detalles son, para un
elemento a de (],

q

e Vxplhos] = ol(h o 5)(x | h(e))]

&by plho(s(x|a))],  las funciones son
las mismas

Sy ols(x | a)] por la hipétesis
inductiva.

Ahora para el inverso, suponga que g Vx @[k o 5], de

modo que g —@[(k o s)(x | b)] para algin elemento b

de|B|. Necesitamos la implicacion

(*) Si para algin b de |B|, =5 —p[(hos)(x | b)], entonces
para algin a de |2, Fp ~@[(h o 5)(x | 2(a))].

Pues dado (*), podemos proceder:

=m o @l(hos)(x | k(a))] & Fs ko (s(x | @))], las funcio-
nes son las
mismas
& o npls(x | @)] porla
hipétesis
inductiva

= g Vxpls).

Si % es funcién de || sobre |B|, entonces (¥) es inme-
diato; tomamos a tal que b = h(a). (Pero puede haber
otras ocasiones afortunadas en que se puede afirmar (*)
incluso si % no tiene rango {B|.) -

Se dice que dos estructuras 24 y 9B son elementalmente equiva-
lentes (se escribe 2 = B) sii para cualquier enunciado o,

Fao & Fs 0

Corolario 22D Las estructuras isomorfas son elementalmente
cquivalentes:

A=PB=A=D
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Realmente, hay mas de cierto. Las estructuras isomorfas se
parecen de cualquier manera “estructural”; no sdélo satisfacen
los mismos enunciados de primer orden, sino que también sa-
tisfacen los mismos enunciados de segundo orden (y de érde-
nes superiores), (es decir, son equivalentes en segundo orden
y mas).

Existen estructuras elementalmente equivalentes que no son
isomorfas. Por ejemplo, se puede mostrar que la estructura
(R; <r) formada por el conjunto de los nimeros reales con
su relacion de orden usual es clementalmente equivalente a la
estructura (Q; <o), compuesta por el conjunto de los nimeros
racionales con su orden natural (véase la seccién 6 de este capi-
tulo). Pero Q es un conjunto numerable mientras que R no lo
es, asf que estas estructuras no pueden ser isomorfas. Enla sec-
cién 6 veremos qué facil es hacer estructuras elementalmente
equivalentes de cardinalidades diferentes.

EJEMPLO revisado. Vimos antes un isomorfismo A de (P; <p)
sobre (N; <y). Asf que, en particular, (P; <p) = (N; <n)s
estas estructuras son indistinguibles mediante enuncia-
dos de primer orden. '

Incluso hicimos hincapié en que la funcién identidad
era una inmersién isomorfa de (B; <p) en (N; <y). De
aqui que para una funcién s : V — Py para una ¢ libre
de cuantificadores,

F®<r) @ls] @':(.\:;q) ’»0[5]'

Esta equivalencia puede fallar si ¢ contiene cuantifica-
dores. Por ejemplo,

= (ricp Voa(o1 Fo2 = 01 < w2)[[1]],
pero

ey Yoa(01 F o3 = o1 < 09)[[1]].

Un automorfismo de la estructura 2 es un isomorfismo de 2
sobre 9. La funcién de identidad en |2 es, trivialmente, un
automorfismo de 2. 2 puede o no tener automorfismos no tri-
viales. (Decimos que 2 es rigida si la funcién de identidad es
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su tnico automorfismo.) Como una consecuencia del teorema
del homomorfismo, podemos mostrar que un automorfismo
tiene que preservar las relaciones definibles:

Corolario 22E Sea k un automorfismo de la estructura 2, y
sca R una relacién n-aria sobre || definible en 2. En-
tonces, para cualesquiera ay, ..., a, cn |24,

{at,...,a,) E R (h(a1),..., k(a,)) € R.

Demostracion Sea ¢ una férmula que define R en 2. Necési-
tamos saber que

Ea ellan ..., al]l SEa o[k(ar), ... k(an)]].

Pero csto es inmediato a partir del teorema del homo-
morfismo. -

Este corolario es 1til a veces para mostrar que una relacion
dada no es definible. Por ejemplo, considere la estructura (R;
<) compuesta por el conjunto de los niimeros reales con su or-
den usual. Un automorfismo de esta estructura es simplemente
una funcién & de R sobre R que es estrictamente creciente:

a < b< hia) < h(b).

Un automorfismo de ese estilo es la funcion h para la cual
h{a) = a°. Como esta funcién manda puntos de fuera de N
a puntos dentro de N, el conjunto N no es definible en esta
estructura.

Otro ejemplo es ¢l que proveen los libros de dlgebra elemen-
tal, los cuales a veces explican que la longitud de un vector en el
plano no pucde ser definida en términos de suma de vectores
y multiplicaciéon escalar. La funcién que toma al vector x y lo
lleva al vector 2x e¢s un automorfismo-del plano con respecto a
la suma de vectores y a la multiplicacion escalar, pero no pre-
serva la longitud. Desdc nuestro punto de vista, la estructura
en cuestion,

(E; =+, fr):reRs

tiene al plano £ como universo, tiene la operacion binaria +
para la suma de vectores, v tiene (para cada r en el conjunto R)
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la operacién unaria f, de multiplicacién escalar por 7. (De este
modo, el lenguaje en cuestion tiene un simbolo de funcidn de
un argumento para cada nimero real.) La funcién que duplica,
descrita antes es un automorfismo de esta estructura. Pero no
preserva ¢l conjunto de vectores unitarios,

{x|x € Eyx tiene longitud 1}.

Asf que este conjunto no puede ser definible en la estructura.
(Por cierto, los homomorfismos de los espacios vectoriales se
denominan transformaciones lineales.)

Ejercicios

1.

~I

Muestre que (2) Ty a = @sii I = (o0 — ) y (b) o E= ¥
sit = (9 ¢ 1).
Muestre que ninguno de los enunciados siguientes estd
l6gicamente implicado por los otros dos. (Esto se hace
dando una estructura en la cual el enunciado en cuestion
es falso, mientras que los otros dos son verdaderos.)
(a) Yx Vy Vz(Pxy — Pyz — Pxz). Recuerde que segin

nuestra convencion, @ — 3 — yesa — (f = 7).
by VxVy (Pxy — Pyx = x=7).
(c) Vx3y Pxy — dyVax Pxy.
Muestre que

{Vx(a— B),Yxa} = Vxp.

Muestre que si x no ocurre libre en o, entonces & EVxo.

Muestre quc la formula x = y — Pzfx — Pzfy (donde
fes un simbolo de funcién de un argumento y P es un
simbolo de predicado de dos argumentos) es valida.

Muestre que una férmula B es valida sii Vx 6 es valida.,

Reformule la definicién de “2 satisface ¢ con s” de la ma-
nera descrita en la parte III de la definicion de satisfac-
cién (seccion 2, pp. 126 y 127). Esto es, defina mediante
recursién una funcion i tal que 2 satisface ¢ con s sii
s € h(y).
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. Supongamos que X es un conjunto de enunciados tal que

para cualquier enunciado 7, o bien ¥ = 70 ¥ = 7.
Supongamos que 2 es un modelo de ¥. Muestre que para
cualquier enunciadoe 7, tenemos que o rsii X =T,

. Supongamos que ¢l lenguaje tiene igualdad y un simbolo

de predicado P dc dos argumentos. Para cada una de

las condiciones siguientes, encuentre un cnunciado ¢ tal

que la estructura % es un modelo de o sii se cumple la
condicion.

(a) |2l tiene exactamente dos elementos.

(b) P* es una funcién de || en [2|. (Una funcion es una
relacién monovaluada, como en el capitulo cero. Para
que [ sea una funcién de A en B, el dominio de f
debe ser la totalidad de A; el rango de fes un subcon-
junto no necesariamente propio de B.)

(c) P% es una permutacién de [2l]; es decir, P* es una
funcién uno a uno con dominio y rango igual a 2.

Muestre que
= Voo Quiwg[[c?]] sil o Voo Qevs.

Aqui Q es un simbolo de predicado de dos argumentos y
¢ es un simbolo de constante.

Para cada una de las relaciones siguientes, dé una formu-
la que la defina en (N; +,-). (Se supone que cl lenguaje
tiene igualdad y cuenta con los pardmetros ¥V, +y -.)

() {0}

(b) {1}.

(c) {{m,n} | n es el sucesor de m en N}.
(d) {{m,n) |m < nen N}.

Digresion: Esta no es mas que la punta del iceberg. Se
dice que una relacion en N es aritmética si es definible
en esta estructura. Todas las relaciones decidibles son
aritméticas, al igual que muchas otras. Las relaciones
aritméticas pueden ser dispuestas en una jerarquia;
véase la seccién 5 del capitulo IIL.
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Sca M la estructura (R; +, ). (Se supone que ¢l lenguaje
tienc igualdad y los pardmetros ¥, +y -. 9% es la estructura
cuyo universo es el conjunto R de los nimcros reales v es
tal que +7 y - son las operaciones usuales de suma y
producto.)

(a) Dé una férmula que defina en R el intervalo [0, o).
(b) Dé una férmula que defina en R el conjunto {2}.

*(c) Muestre que cualquier unién finita de intervalos cu-
yos extremos son algebraicos es definible en R. (El
inverso también es verdadero; éstos son los tnicos
conjuntos definibles en Ja estructura. Pero no demos-
traremos este hecho.)

Demuestre la parte (a) del teorema del homomorfismo.

¢Qué subconjuntos de la recta real R son definibles en
(R; <)? ¢Qué subconjuntos del plano R x R son definibles
en (R; <)?

Comentarios: Lo bueno de (B; <) ¢s que sus automorfis-
mos son exactamente las funciones de R sobre si mismo
que preservan el orden. No obstante, nos detendremos
después de las relaciones binarias, pues existen 2 re-
laciones ternarias definibles, asi que el lector no querra
catalogarlas todas.

. Muestre que la relacion de suma, {{m,n, p) | p = m + n},

no es definible en (N;-). Sugerencia: considere un auto-
morfismo de (N; ) que intercambie dos primos.

Digresion: Desde el punto de vista algebraico, la estruc-
tura de los ntimeros naturales con multiplicacién no es
otra cosa que el semigrupo abeliano libre con Ry genera-
dores (es decir, los primos), junto con un elemento cero.
Aqui no hay manera de definir la suma; si se pudiera ha-
cer, entonces podria definirse el orden (por el gjercicio 11
y por transitividad). Pero un generador se ve igual a otro.
Esto es, hay 9% automorfismos —simplemente permute
los primos. Ninguno de ellos preserva el orden excepto
la identidad.
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16. Escriba un enunciado que tenga modelos de tamafio 2n
para cada entero positivo n, pero que no tenga modelos
finitos de tamafo impar. (En cste caso, el lenguaje deberd
incluir igualdad y tendra los parametros que se quieran
elegir.) Sugerencia: un método es formular un enunciado
que diga “Todo objeto es o rojo o azul, y fes una permu-
tacion que invierte el color.”

Comentario: Dado un enunciado o, es posible que tenga
algunos modelos finitos (es decir, modelos con universos
finitos). Defina ¢l especiro de o para que sea el conjun-
to de enteros positivos n tal que o tenga un modelo de
tamafio n. Este ejercicio muestra que el conjunto de los
nimeros pares €s Un espectro.

Por ejemplo, si o es la conjuncién de los axiomas de
campo (sélo hay una cantidad finita, asi que podemos
tomar su conjuncién), entonces su espectro es €l conjunto
de potencias de los primos. Esto se prueba en cualquier
curso de campos finitos. En cambio, el espectro de o es
el conjunto de todos los enteros positivos (los que no son
campos se presentan en todos los tamafios).

En 1955, Giinter Asser planted la pregunta: <es un es-
pectro el complemento de todo espectror Una vez que
nos demos cuenta de que tomar la negacion simplemente
no funciona (véase ¢l parrafo precedente), veremos que
ésta no es una pregunta trivial. De hecho, este problema,
conocido como el problema del espectro, todavia no tiene
solucién. No obstante, el trabajo moderno lo ha vincula-
do con otro problema atin por resolver: si se cumple o no
que co-NP = NP.

17. (a) Considere un lenguaje con igualdad cuyo tnico para-
"~ metro (ademas de V) ¢s un simbolo de predicado P de
dos argumentos. Muestre que si 2 es finito y % = B,
entonces 2 es isomorfa a 9B. Sugerencia: Suponga que

el universo de 2 tiene tamafio n. Construya un solo
enunciado ¢ de la forma 37 - - - 3, § que describa A
“completamente”. Esto es, por una parte, ¢ debera

ser verdadero en 2. Y, por la otra, cualquier modelo
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de o deberd ser exactamente como 2 (es decir, iso-
morfo a 2).

*(b) Muestre que el resultado de la parte (a) se mantiene,
independicntemente de los parametros que contenga
el lenguaje.

18. Una férmula universal (V) tiene la forma Vx; - --Vx, 0,
donde @ estd libre de cuantificadores. Una férmula exis-
tencial (3;) es de la forma dual 3x; -+ Jx, 6. Sea 2 una
subestructura de B yseas: V— ||

(a) Muestre que si =g ¥[s] y ¥ es existencial, entonces
=5 [s]. Y muestre que si =g @ls] v ¢ es universal,
entonces =y ©[s].

(b) Concluya que el enunciado 3x Px no es logicamen-
te equivalente a ninglin enunciado universal, y que
¥ x Px tampoco lo es con respecto a ningun enuncia-
do existencial.

Comentario: La parte (a) dice (cuando ¢ es un enun-
ciado) que cualquier enunciado universal “se prescrva
bajo subestructuras”. Ser universal es una propiedad
sintactica: tiene que ver con la cadena de simbolos.
En cambio, ser preservado bajo subestructuras es una
propiedad semdntica: tiene que ver con la satisfaccion
en estructuras. Pero esta propicdad semantica captu-
ra a la propiedad sintictica hasta la equivalencia 16-
gica (que es todo lo que podrfamos pedir). Esto es,
si o es un enunciado que siempre se preserva bajo
subestructuras, entonces o es logicamente equivalen-
te a un enunciado universal. (Este hallazgo sc debe a
Los y Tarski.)

19. Una férmula 35 tiene la forma Jx; - - - I, 6, donde 0 es
universal.

(a) Muestre que si un enunciado J; de un lenguaje que
no contenga simbolos de funcién (ni siquiera simbo-
los de constante) es verdadero en 2, entonces es ver-
dadero en alguna subestructura finita de 2.

(b) Concluya que Vx 3y Pxy no es légicamente equiva-
lente a ningtin enunciado Js.
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. Supongamos que el lenguaje tiene igualdad y un simbolo

de predicado P de dos argumecntos. Considere las dos
estructuras (N; <) y (R; <) para el lenguaje.

(a) Encuentre un enunciado que sea verdadero en una
estructura y falso en la otra.

#(b) Muestre que cualquier enunciado 3; (tal como se defi-
nié en el ejercicio anterior) verdadero en (R; <) tam-
bién es verdadero en (N; <). Sugerencia: Primero, para
cualquier conjunto finito de niimeros reales, existe un
automorfismo de (R; <) que lleva esos numeros rea-
les a mimeros naturales. Segundo, por el ejercicio 18,
las férmulas universales se preservan bajo subestruc-
turas.

Podriamos considerar enriquecer el lenguaje agregando
un nuevo simbolo de cuantificador. La formula 3!x a (que
se lee “existe una Unica x tal que «”) se satisface en 2l
por s sii hay una y sélo una a € |2] tal que =y als(x|a)].
Suponga que el lenguaje tiene el simbolo de igualdad y
muestre que este aparente enriquecimiento no es tal, en el
sentido de que podemos encontrar una férmula ordinaria
I6gicamente equivalente a 3lx .

. Supongamos quc 2l es una estructura y que A es una fun-

cién tal que ran & = |2|. Muestre que hay una estruc-
tura 9B tal que k1 es un homomorfismo de B sobre 2.
Sugerencia: Necesitamos tomar || = dom %. En general,
se necesitard del axioma de eleccién para definir las fun-
ciones en B, a menos que & sea uno a uno.

Comentario: El resultado produce un “teorema ascen-
dente de Lowenheim-Skolem sin igualdad™ (véase la sec-
cién 6 de estc capitulo). Esto es, cualquier estructura 2
tiene una extensién a una estructura B de cualquicr car-
dinalidad superior, tal que 2 y B son elementalmente
equivalentes, excepto para la igualdad. No hay nada pro-
fundo acerca de esto, hasta que se agrega la igualdad.

Sean 2 una estructura y g una funcién uno a uno con
dom g = |2|. Muestre que hay una tnica estructura % tal
que g es un isomorfismo de 2 sobre B.
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Sea  una inmersién isomorfa de 2 en 8. Muestre que
hay una estructura € isomorfa a 98 tal que 2 es una sub-
estructura de €. Sugerencia: Sea g una funciéon uno a uno
con dominio |B] tal que g(k(a)) = a para a € |2|. For-
me € de manera tal que g sea un isomorfismo de B so-
bre €.

Comentario: No deberfa parecer sorprendente el resul-
tado planteado en este ejercicio. Por el contrario, es una
de esas afirmaciones que resultan obvias solo hasta que
tienen que probarse. Dice que si podemos hacer una in-
mersién isomorfa de 2 en B, entonces para todos los
propositos practicos podemos pretender que 2 es una
subestructura de 9B.

. Considere una estructura fija %, Expanda el lenguaje afia-

diendo un nuevo simbolo de constante ¢, para cada a €
[2A]. Sea AT la estructura para este lenguaje expandido
que concuerda con 2 en los parametros originales y que
asigna a ¢, el punto a. Se dice que una relacién R sobre |2
es definible a partir de puntos en U sii R es definible en 27,
(Esto difiere de la definibilidad ordinaria sélo en que aho-
ra tenemos pariametros en el lenguaje para los elementos
de [A]. SeaR = (R; <, +, ).

(a) Muestre que si A es un subconjunto de R que consis-
te en la union de una cantidad finita de intervalos,
entonces A es definible a partir de puntos en R (véa-
se el ejercicio 12).

(b) Suponga que 2 = . Muestre que cualquier sub-
conjunto de |2| que sea no vacio, acotado (con el
orden <™), y definible a partir de puntos en 2 tiene
una minima cota superior en |2|.

Digresion: Frecuentemente, cuando la gente habla de
definibilidad dentro de una estructura, éste es el concep-
to al que se refieren. La frase mas estandar es “definible
a partir de pardmetros”; aqui se usa “puntos”, porque la
palabra “pardmetro” se estd empleando en este capitulo
en un sentido diferente.
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El campo ordenado real puede ser caracterizado salvo
isomorfismo al decir que es un campo ordenado comple-
to. (Esto deberfa incluirse en todo curso de analisis.) Pero
la completud (es decir, que los conjuntos acotados no va-
cios tengan minimas cotas superiores) no es una propie-
dad de primer orden. V¢ase el ejemplo 4 de la seccidn 1
del capitulo 1V para su formulacién en segundo orden.
La “imagen” de completud en primer orden estd dada
por el esquema obtenido de esa afirmacién de segundo
orden, al sustituir X por una férmula de primer orden .
Ll esquema resultante (es decir, €l conjunto de enuncia-
dos que obtenemos al permitir que la férmula ¢ varie y
al tomar la cerradura universal) dice que la propiedad de
minima cota superior s¢ cumple para los conjuntos que
son definibles a partir de puntos. Los campos ordenados
que satisfacen esos enunciados se llaman “campos orde-
nados real cerrados’.

Lo sorprendente es que dichos campos no fueron in-
ventados por los légicos. Fueron estudiados con anterio-
ridad por los algebristas y uno puede leer acerca de ellos
en el volumen [ del libro Modern Algebra de van der Waer-
den. Por supuesto, €l utiliza una caracterizacion de dichos
campos en la que no interviene la logica.

Lo que Tarski mostréd es que cualquier campo ordena-
do real cerrado es elementalmente equivalente al campo
de los niimeros reales. De esto se sigue que la teorfa de
campos ordenados real cerrados es decidible.

. (a) Considere una estructura fija % y defina su fipo ele-

menial como la clase de estructuras clementalmente
equivalentes a 2. Muestre que esta clase es ECA. Su-
gerencia: Muestre que ¢s Mod Th2l.

(b) Llamemos a una clase K de estructuras elementalmente
cerrada o ECL, si siempre que una estructura perte-
nece a K, entonces todas las estructuras elemental-
mentc equivalentes a ella también pertenecen a K.
Muestre que cualquier clase asi ¢s una unién de cla-
ses ECa. (Se dice que cuando una clase ¢s union de
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clases ECa, es una clase ECax; esta notacion provie-
ne de la topologia.)

(c) De forma inversa, muestre que cualquier clase que sea
una unién de clases EC4 es elementalmente cerrada.

27. Supongamos que los pardmetros del lenguaje son V y un
simbolo de predicado P de dos argumentos. Haga una
lista con todas las estructuras no isomorfas de tamano 2.
Fsto es, dé una lista de estructuras (en donde el universo
de cada una de ellas tenga tamano 2) tal que cualquier
estructura de tamafo 2 resulte isomorfa exactamente a
una estructura de la lista.

28. Para cada uno de los siguientes pares de estructuras,
muestre que no son elementalmente equivalentes, formu-
lando un enunciado que sea verdadero en una y falso en
la otra. (Aqui el lenguaje conticne V y un simbolo de fun-
cién de dos argumentos o.)

(a) (R; x) y (R*; x*), donde X es la operacién de mul-
tiplicacién usual sobre los nimeros reales, R* es el
conjunto de reales diferentes de cero, y X~ es X res-
tringida a los reales diferentes de cero.

(b) (N;+) vy (P; +*), donde IP es ¢l conjunto de los enteros
positivos, y +* es la operacién de suma usual restrin-
gidaa [P,

(c) Mejor atn, para cada una de las cuatro estructuras de
las partes (a) y (b), formule un enunciado verdadero
en esa estructura y falso en las otras tres.

3. Un algoritmo de andlisis®

Al igual que en la légica de enunciados, necesitamos saber
que podemos descomponer las féormulas (y los términos) de
una manera Unica para descubrir cémo estan construidos. La
unicidad es necesaria para justificar nuestras definiciones por
recursién, como la definiciéon de satisfaccién que aparecié en
la seccién precedente.

3 El lector que esté dispuesto a aceptar el significado de nuestras muchas
definiciones obtenidas por recursién puede prescindir de esta seccién.
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Para los términos utilizamos la notacién polaca; para las
férmulas nos apoyamos en los paréntesis. Por lo tanto, primero
consideramos un procedimiento de descomposicion para los
términos, mostrando la unicidad de la lectura, y posteriormen-
te extendemos los métodos para hacerlo con las formulas.

Recordemos que los términos s¢ construyen a partir de sim-
bolos de constante y de variable, con operaciones correspon-
dientes a los siimbolos de funcién. Primero definimos una fun-
cién K en los simbolos involucrados, de tal manera que para
un simbolo s, K(s) = 1L — n, donde n es el nimero de términos
que deben seguir a s para obtener un término:

K(x)=1-0=1 para una variable x;

K(c)=1-0=1 paraunsimbolo de constante c;

K(f)=1-n para un simbolo de funcién fde n argu-
mentos.

Luego extendemos K al conjunto de expresiones que usan €stos
simbolos definiendo

K(s1s2++ - sa) = K(s1) + K(s2) + -~ + K(sn)-

Ya que ningun simbolo es una sucesion finita de otros, esta
definicién no es ambigua.

Lema23A Para cualquier término ¢, K(f) = 1.

Demostracion Usamos induccién sobre t. El paso inductivo
para un simbolo de funcién fde n argumentos es

K(ftr-t)=1—n)+(1+---+1) =1
S e

7 VECes _|

De hecho, K fue escogida para ser la funcién de unicidad en
estos simbolos para los cuales se cumple el lema 23A. De este
lema se sigue que si € es una concatenacion de 7 t€rminos,
entonces K(¢) = m.

Con segmento ferminal de una cadena (51, n) de simbo-
los queremos decir una sucesién de la forma (St Sht1,c "5 Sn)s
donde 1 <k < n.
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Lema 238 Cualquier segmento terminal de un término es
una concatenacién de uno o mas términos.

Demostracién  Usamos induccién sobre ¢l término. Para un
término de un solo simbolo (es dccir, un simbolo de
constante o de variable) la conclusién se sigue de forma
trivial. Para un término f ¢ - - - Ly, cualquier segmento
terminal (distinto del término mismo) debera ser igual a

bethr1 " tas

donde k < n'y £, es un segmento terminal de 4. Por la
hipétesis inductiva, t; es una concatenacion de, digamos,
m términos, donde m > 1. Asi que en total lenemos
m + (n — k) términos. -1

Corolario 23C Ningtin segmento inicial propio de un término
es un término. Si t; es el segmento inicial propio de un
término ¢, entonces K(f;) < 1.

Demostracién Supongamos que un término ¢ se divide en un
segmento inicial propio f; y un segmento terminal fo.
Entonces, 1 = K(¢) = K(1;) + K(t), y por ¢l Lema 23B,
K(ty) > 1. De aqui que K(f1) < 1y { no puede ser un
término. -

Andlisis de términos

Queremos un algoritmo que, dada una expresion, detcrmine si
esa cXpresion es o no un término permitido y, en caso de serlo,
construya el arbol de unicidad que muestre c6mo se construye
el término.

Supongamos que se nos da una expresion. Construiremos
un drbol situando la expresién dada en la parte superior (es
decir, 1a raiz). Inicialmente, es el unico vértice en el arbol, pero
a medida que el procedimiento avance, el arbol crecerd hacia
abajo.

El algoritmo se compone de los dos pasos siguientes:

1. Si cada vértice minimal (en la parte inferior) tiene un uni-
co simbolo (que deberd* ser un simbolo de constante o de
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variable), entonces el procedimiento termina. (La expre-
sion dada es de hecho un término, y habremos construido
su drbol.) De otra manera, seleccione un vértice minimal
que tenga una cxpresion con dos o mds simbolos. Exami-
namos €sa expresion.

2. Fl primer simbolo deberd® ser un simbolo de funcién de
n argumentos, digamos f, donde » > 0. Extendemos ¢l
arbol hacia abajo creando n nucvos vértices debajo del
que ya tenemos. Revisc la expresion después de f, hasta
que alcance la primera cadena ¢ (de variables, de simbo-
los de constante y de simbolos de funcién) con K(¢) = 1.t
Entonces ¢ es la expresion que va al nuevo vértice sin eti-
queta de la extrema izquierda. Repita con €l resto de la
expresion, hasta que se etiqueten todos los n nuevos vér-
tices y se haya agotado la expresion.” Regrese al paso 1.

Aligual que en la seccién 3 del capitulo I, el punto crucial es
que el drbol no se podria haber hecho de forma diferente. En
el paso 2, seleccionamos la primera cadena ¢ que ¢ncontramos
con K(t) = 1. No podiamos usar menos que ¢ (debido a que
necesitabamos que K(f) = 1 de acuerdo con el lema 23A). No
podiamos usar mds que ¢ (debido a que una cadena mds larga
tendria el scgmento inicial propio ¢ con K() = 1, en contradic-
cién con el corolario 28C). Elegir ¢ era la tinica opcién posible.

Cuando se deticne el logaritmo, lo que ha sucedido es que o
bien se rechazé la expresién dada por no ser un término, o bien
se construyé el unico drbol que demuestra que la expresion
dada es un arbol permitido.

Podemos reformular la unicidad, en la terminologia de la
seccién 4 del capitulo I, como sigue:

Teorema de unicidad de la lectura para términos El conjunto de tér-
minos sc¢ genera libremente a partir del conjunto de
variables y de simbolos de constante mediante las ope-
raciones F .

*5i no, entonces la expresién presente no s un término. Rechazamos la
expresién dada por no ser un término y nos detenemos.

8i se alcanza el final de la expresién antes de encontrar tal ¢, entonces la
expresidn en cuestién no es un término. Rechazamos la expresion dada por
1o ser un término y nos detenemos.
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Demostracién Primero, resulta claro que si f # g, entonces
ran F; es disjunto de ran Fg; esto requicre revisar uni-
camente el primer simbolo. Ademads, ambos rangos son
disjuntos del conjunto de variables y simbolos de cons-
tante. S6lo resta mostrar que Fy, cuando se restringe a
los términos, €s uno a uno. Supongamos que, para una f
de dos argumentos, tenemos

fﬁ] fo = frfg ts.
Al eliminar el primer simbolo nos quedamos solo con
t Lo = I3 ls.

Si t; # (3, entonces uno seria un segmento inicial propio
del otro, lo cual es imposible para los términos por el
corolario 23C. Asi que &1 = f3, y nos quedamos con
52 — t4. _|

Andlisis de formulas

Para extender este razonamiento a las férmulas, ahora defini-
mos K para los otros simbolos:

K(()=-L
K())=5%
K(Y) =—1
K (=) =0;
K(—=)=-1L

La idea que se encuentra detras de la definicién es, de nuevo,
que K(s) deberfa ser 1 — 7, donde 7 es el mimero de objetos
(paréntesis derechos, términos o férmulas) requeridos para ir
después de s. Como se suele hacer, extendemos K al conjunto
de todas las expresiones:

K(sy-sp) = K(s1) + - + K(s,)-
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Lema 23D Para cualquier formula o, K(a) = 1.
Demostracion Otra induccién directa. =

Lema 23E Para cualquier segmento inicial propio o' de una
férmula o, K(o') < 1.

Demostracion Use induccion sobre «. Los detalles se dejan
para el ejercicio 1. -

Corolario 23F Ningun segmento inicial propio de una formu-
la es una férmula.

Provistos de esta informacién, podemos proceder como en
la seccién 3 del capitulo 1. En lugar de sfmbolos de enunciado
en los vértices minimales, ahora tenemos férmulas atémicas
(las cuales sc distinguen por tener primero un simbolo de pre-
dicado de n argumentos, seguido de n términos).

Una férmula que no sea atémica deberd comenzar con Y
o con (. En el primer caso tenemos un nuevo vértice; ¢n el
segundo caso necesitamos examinar el siguiente simbolo para
ver si es —. Si no lo es, entonces podemos contar los paréntesis
o usar la funcién K —ambos métodos funcionan— para encon-
trar la divisién correcta.

De nuevo, la unicidad puede expresarse en la terminologia
de la seccion 4 del capitulo 1 como siguc:

Teorema de unicidad de la lectura para férmulas El conjunto de for-
mulas s¢ genera libremente a partir del conjunto de
férmulas atémicas mediante las operaciones &£, £, y

Q:(i=12..).

Demostracién Las operaciones unarias E_y Q; son obviamen-
te uno a uno. Al igual que en la seccién 4 del capitulo I,
podemos mostrar que la restriccién de £, alas [6rmulas
€s uno a uno.

La parte del teorema de que las operaciones son aje-
nas es consecuencia de las siguientes observaciones
ad hoc:

1. rané_, ran Q;, ran @ 5,y el conjunto de férmulas atd-
micas son ajenos dos a dos, para i # j. (Sélo observe
los dos primeros simbolos.)
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9. ran £, ran Q;, ran Q;, v el conjunto de férmulas
atémicas son igualmente ajenos dos a dos, para 1% J.

3. Para una formula 8, (— @) # (8 — «y) debido a que
ninguna férmula empicza con —. De aqui que ran &
sca disjunto del rango de la restriccion de E_, alas
férmulas. —

Ejercicios

1. Muestre que, para un segmento inicial propio o' de una
férmula o, tenemos que K(a') < 1.

9. Sea ¢ una expresion compuesta de variables, simbolos de
constante y simbolos de funcién. Muestre que & €s un tér-
mino sii K(g) = 1y para todo segmento terminal €' de €
tenemos K(¢') > 0. Sugerencia: Pruebe el resultado mas
fuerte, que si K(e') > 0 para todo segmento terminal &’
de ¢, entonces ¢ es una concatenacién de K(e) términos.
(Este algoritmo se debe a Jaskowski.)

4 . Un cdlculo deductivo

Suponga que & = 7. iQué métodos de demostracion se re-
queririan para demostrar €se hecho?; ¢hay necesariamente una
demostracién?

Tales preguntas conducen inmediatamente a examinar qué
constituye una demostracién. Una demostracién es un argu-
mento que se da a otra persona y que la convence completa-
mente de la correctud de nuestra aseveracion (en este caso, de
que T = 7).

Entonces una demostracion debera tener longitud finita, va
que no se le puede dar la totalidad de un objeto infinito a otra
persona. Si el conjunto X de hipétesis es infinito, no pueden
usarse todas. Pero el teorema de compacidad para la logica de
primer orden (que probaremos en la seccién 5 de este capitulo
usando el calculo deductivo de esta seccion) asegurard la exis-
tencia de un ¥ finito, ¥y C E, tal que o =T

Otra caracterfstica esencial de una demostracion (ademas de
ser finita en su longitud) es que debe ser posible que alguien
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mds (si esa persona ha de quedar convencida de ella) verifi-
que la demostracién para asegurarse de que no contiene fala-
cias. Esta verificacién deberd ser efectiva; deberd ser del tipo
de procesos que puede realizarse sin necesidad de intuiciones
brillantes por parte del verificador. En particular, el conjunto
de demostraciones a partir del conjunto vacio de hipdtesis (es
decir, demostraciones de¢ que |= 7) deberd ser decidible. Esto
implica que el conjunto de férmulas demostrables sin hipote-
sis tiene que ser efectivamente numerable, ya que en principio
uno podria enumerar los enunciados demostrables generando
todas las cadenas de simbolos y separando las demostraciones
de las que no son demostraciones. Cuando se descubrc una
demostracion, su tltima linca se ingresa en la lista de salida.
(Este asunto se examinard con mayor profundidad al final de la
seccion 5 de este capitulo.) Pero de nuevo hay aqui un teorema
(el teorema de numerabilidad, probado en la seccién 5 de este
capitulo) que dice que en condiciones razonables, las férmulas
vélidas, es decir, ¢l conjunto de férmulas validas, es de hecho
efectivamente numerable.

Por consiguiente, €l teorema de compacidad y el teorema
de numerabilidad son condiciones necesarias para llegar a de-
mostraciones satisfactorias dc la implicacién légica. A la in-
versa, alirmamos que estos dos teoremas son suficientes pa-
ra que existan demostraciones (de cierto tipo). Supongamos
que X = 7. Por el teorema de compacidad, entonces, hay un
conjunto finito {0y, ...,0,} € T que implica 16gicamente a 7.
Entonces, g — --+ — o, — T es valida (ejercicio 1 de la
seccién 2 de este capitulo). Asi que para demostrar de manera
concluyente que X = 7 s6lo tenemos que ¢jecutar un nume-
ro finito de pasos en la numeracién de las formulas validas
hasta que aparezca o9 — --- — 0, -+ T, y después verificar
que cada o; € U. (Esto debera compararse con el complejo
procedimiento sugerido por la definicién original de implica-
cién légica, y que discutimos en la seccién 2 dc este capitu-
lo.) El registro del procedimiento de enumeracion que produjo
o9 —+ +++ = 0, — T puede entonces considerarse como una
demostracion de que ¥ = 7. Como demostracién, deberd ser
aceptable para cualquicra que acepte la correctud del procedi-
miento para enumerar las férmulas validas.
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En contra de la precedente discusién general (y ligeramen-
te vaga), el contenido de esta seccién puede esbozarse de la
sigulente manera: introduciremos demostraciones formales,
pero las llamaremos deducciones, para evitar que sean confun-
didas con nuestras demostraciones en espaol. Estas reflejaran
(en nuestro modelo de pensamiento deductivo) las demostra-
ciones hechas por el matematico activo para CONvencer a sus
colegas de ciertas verdades. Después, en la seccién 5 de este
capitulo, mostraremos que siempre que X E= 7, hay una de-
duccién de T a partir de X (y sélo entonces). Esto, como se
sugiere en la discusion anterior, dard como resultado las de-
mostraciones del tecorema de compacidad y del teorcma de
numerabilidad. Y durante ¢l proceso podremos observar qué
métodos de deduccién son adecuados para demostrar que un
determinado enunciado de hecho estd implicado logicamente
por otros enunciados. En otras palabras, nuestra meta cs gene-
rar un concepto de deduccién matematicamente preciso, que
sea adecuado y correcto en el contexto de la logica de primer
orden.

Deducciones formales

En breve, elegiremos un conjunto A infinito de férmulas que
se llamaran axiomas 16gicos. Asimismo tendremos una regla
de inferencia que nos permitird obtener una nueva formula a
partir de algunas otras férmulas. Luego, para un conjunto [’
de férmulas, los teoremas de T seran las férmulas que pueden
obtenerse de I' U A usando la regla de inferencia (un nime-
ro finito de veces). Si ¢ es un teorema de I' (que se escribe:
T' I ), entonces, una sucesién de férmulas que describa (co-
mo se explica més adelante) como se obtuvo ¢ a partir de 'UA
con la regla de inferencia se denominard una deduccién de ¢
a partir de I

La eleccién de A y la eleccién de la regla (o reglas) de in-
ferencia distan de ser tinicas. En esta seccion presentamos un
calculo deductivo para la 16gica de primer orden, elegido de
entre todos los calculos posibles. (Por ejemplo, podemos tener
A = ) usando muchas reglas de inferencia. Adoptaremos el
extremo opuesto; nuestro conjunto A serd infinito pero sélo
tendremos una regla de inferencia.)
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Nuestra dnica regla de inferencia se conoce tradicionalmen-
te como modus ponens. Se suele expresar asf: a partir de las
férmulas @ y @ — 0 podemos inferir §:

a, ax— 3
38

Entonces los teoremas del conjunto I' son las formulas que se
pueden obtener a partir de I' U A usando modus ponens un
numero finito de veces.

Definicién  Una deduccion de @ a partir de I' es una sucesion
finita {ayp, - - . , 00, de formulas tal que «, es ¢ y para
cada k < n, o bien

(a) o estaen ' U A, o bien,

(b) a; se obtiene mediante modus ponens a partir de
dos férmulas anteriores de la sucesion; esto es, para
algunos 7y j menores que &, rj €s o — Q-

Si tal deduccién existe, decimos que ¢ es deducible a partir
de I', o que y es un teorema de T, y lo escribimos I' - .

Hay otro punto de vista que resulta ttil aqui: una deduccién
de ¢ a partir de I' puede verse como una sucesion de construc-
¢idn, que muestra como se puede obtener ¢ a partir del conjun-
to I'U A al aplicar modus ponens cero o mas veces. (Vacilamos
al decir que @ se “construye” a partir de TUA, pues, a diferencia
de las operaciones de construccién de férmulas que generan
férmulas mas largas a partir de otras mds cortas, el modus po-
nens puede generar férmulas mds cortas a partir de otras mas
largas.) Esto cs, el conjunto de teoremas de I" es exactamente
cl conjunto de férmulas que se pueden obtener del conjunto
“base” I' U A mediante la aplicacién de modus ponens.

Esta situacion difiere en dos sentidos, uno irrelevante y otro
importante, de la situacién que s¢ discutio en la secciéon 4 del
capitulo I. La diferencia irrelevante es que obtenemos el con-
junto de teoremas al cerrar bajo la operacién “parcialmente de-
finida” de modus ponens, cuyo dominio unicamente se Compo-
ne de pares de férmulas de la forma (o, & — () (en contraste
con las operaciones “totalmente definidas” de construccion de
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féormulas). La diferencia mas importante es que el conjunto de
teoremas no se genera libremente a partir de I' J A mediantc
modus ponens. Esto refleja el hecho de que un teorema nunca
tiene una deduccién iinica. En las sccciones 3 del capitulo I
vy 3 de este capitulo, nos interesaba mostrar que para cualquier
férmula o, habfa un arbol inico (que podifamos calcular efccti-
vamente) mostrando c6mo se construyé ¢ usando operaciones
de construccion de [ormulas. Ahora bien, el drbol no es Gnico
en modo alguno, y calcular dicho drbol es ahora un asunto
muy diferente.

Sin embargo, este punto de vista si genera el siguiente prin-
cipio de induccion. Decimos que un conjunto S de formulas
estd cerrado bajo modus ponens si siempre que ambos & € Sy
(a — ) € S entonces también 3 € S.

Principio de induccion Supongamos que S es un conjunto de
férmulas que incluye I' U A y que estd cerrado bajo
modus ponens. Entonces S contiene todos los teoremas
de T

Por ejemplo, si las férmulas 3, v y v — § — « se encuen-
tran todas en I' U A, entonces I' b @, como es evidente por ¢l
arbol siguiente, que muestra cémo se obtuvo a. Aunque resulta
tentador (v de alguna manera mas clegante) definir una deduc-
cién como tal drbol, serd mds simple considerar las deduccio-
nes como las sucesiones lincales que se obticnen al aplastar
esos arboles en lineas rectas.

¥ v= 0=«

Ahora finalmente damos el conjunto A de axiomas logicos.
Estos cstan dispuestos en scis grupos. Diremos que una férmu-
la y es una generalizacion de 1 sit para alguna n > 0y variables
.5 IR

w="VYx1---Vx, .
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Incluimos el caso n = 0; cualquier {érmula es una generali-
zacién de sf misma. Entonces, los axiomas logicos son todos
generalizaciones de férmulas de las formas siguientes, donde
x 'y y son variables y @ y § son férmulas:

1. Tautologias;

2. Vx o — of, donde ¢ se puede sustituir por x en «;
3. Vx(a— ) = (Vxa = Vx §);

4. o — ¥ x ¢, donde x no ocurre libre en .

Y si el lenguaje incluye igualdad, entonces agregamos

5 x=x

6. x =y = (@ — '), donde a es atémica y o' se obtiene
de o al reemplazar x por y en cero o mds lugarcs (aunque
no necesariamente en todos),

En su mayor parte, los grupos 3-6 se explican por si mis-
mos; veremos varios ejemplos mias adelante. Los grupos 1y 2
requieren explicacién. No obstante, primero debemos admitir
que tal vez la lista anterior de axiomas l0gicos no parezca muy
natural. Mas adelante se podra ver dénde se originé cada uno
de los seis grupos.

Sustilucion

En el grupo 2 de axiomas encontramos
Vxa— o

Aqui, o es la expresién que se obtiene de la formula « al
reemplazar la variable x, dondequicra que ocurra libre en a,
por el término /. Este concepto también se puede definir (y
para nosotros cs su definicién oficial) por recursion:

1. Para ¢ atémica, o es la expresién que se obtiene de o
al reemplazar la variable x por ¢. (Esto se elaborard en el
ejercicio 1. Nétese que ¢f es también una formula.)

2. (~a)f = (~a).
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3. (a— B); = (af — 35).

W JVya six=1y,
- (Vya)i = {v 3(e3) sixy.

EJEMPLOS
L ogi=.
2. (Qx = Vx Px)=(Qy = Vx Px).

%

. Sicves ~Vyx =y, entonces Vx o — ] €3

Vx-Vyx=y—=>-Vyz=7y.

4. Para o como en 3, Vx o — o::j €s
Vx-Vyx=9y—=-Yyy=y.

Fl ltimo de los ¢jemplos ilustra el peligro del que debemos
cuidarnos. En su conjunto, ¥ x o — ¢ aparenta ser un axioma
suficientemente plausible. (“Si « es verdadero para todos, en-
tonces deberia ser verdadero para .”) Pero en el cjemplo 4 te-
nemos un enunciado de la forma ¥V x & — @, que casi siempre
es falso. El antecedente, Vx =V y x = 3, es verdadero en cual-
quier estructura cuyo universo contenga dos o mas clementos.
Pero el consecuente - ¥y y = y es falso en cualquier estructu-
ra. Asi que algo anda mal.

El problema es que cuando se sustituyé y por x, fue “captu-
rada” inmediatamente por el cuantificador ¥ y. Debemos impo-
ner una restriccién al grupo 2 de axiomas que prevenga este
tipo de captura del cuantificador. De manera informal pode-
mos decir que un término ¢ no es sustituible por x en o si hay
alguna variable y en ¢ que esté capturada por el cuantificador
¥y en of. La verdadera definicion se dara mas adelante por
recursién. (Ya que este concepto se usard posteriormente en
demostraciones por induccién, una definicién recursiva es de
hecho la forma que mas se puede utilizar.)

Sean x una variable y 7 un término. Definimos la frase “f es
sustituible por x en o” de la manera siguiente:
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1. Para o atémica, ¢ siempre es sustituible por x en «. (No
hay cuantificadores en ¢, asi que no puede ocurrir ningu-
na captura.)

2. t es sustituible por x en (— ) sii es sustituible por x en a.
¢ es sustituible por x en (a — ) sii es sustituible por x
tanto en a como en 3.

3. t es sustituible por x en ¥ y o sii o bien
(a) x no ocurre libre en V y a, o bien

(b) y no ocurre en ¢ y ¢ es sustituible por x en c.

(Lo importante es asegurarse de que nada en £ sea capturado
por el prefijo ¥ y ¥ que nada haya fallado antes dentro de o)

Por ejemplo, x siempre es sustituible por s misma en cual-
quier férmula. Si ¢ no tiene variables que ocurran en a, enton-
ces [ es sustituible por x en a.

Se advierte al lector que no se confunda con la eleccién
de las palabras. Aun cuando [ no sea sustituible por x en «,
todavia se puede obtener ¢} de a al reemplazar x por ¢ siempre
que la primera ocurra libremente. Por lo tanto, al formar of,
realizamos la sustitucién indicada, aun cuando una persona
prudente piense que es incorrecto hacerlo.

El grupo 2 de axiomas se compone de todas las generaliza-
ciones de las férmulas de la forma

Vxa— af,

donde el término ¢ es sustituible por la variable x en la formu-
la a. Por ejemplo,

_va(vzf] (A i — va!’i ?)2) — (A Vs —r VUQA UQ):}

se encuentra en el grupo 2 de axiomas. Aqui, x €s v1, & €8
Awv; — YosAwvs, ¥t es vy Porotra parte,

Vo, Vus By v = VuvoBus v

no se encuentra en el grupo 2 de axiomas, ya que v No €s
sustituible por v; en VvsB v vs.
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Tautologias

El grupo 1 de axiomas comprende las generalizaciones de las
férmulas que llamaremos tautologias. Estas son las férmulas
que se pueden-obtener a partir de tautologias de la logica de
enunciados (que tienen unicamente los simbolos de conecti-
vo - vy —) al reemplazar cada simbolo de ecnunciado por una
férmula del lenguaje de primer orden. Por ejemplo,

Va[(Vy =Py — —~Px) = (Px— —~Vy-Py)]

pertenece al grupo 1 de axiomas. Es una generalizacion de
la formula en corchetes, la cual se obticne de una tautologia
contraposicién

(A—)» —|B) — (B — —|A)

al reemplazar A por Vy = PyyB por Px.
Existe otra manera mas directa de examinar el grupo 1 de
axiomas. Dividimos las férmulas en dos grupos:

1. Las formulas primas son las formulas atémicas y aquellas
de la forma Vx a.

o

Las férmulas no primas son todas las demas; es decir,
aquellas de la forma - o a - 5.

Por lo tanto, cualquier férmula se construye a partir de
férmulas primas mediante las operaciones £ y £_,. Ahora re-
gresemos a la légica de enunciados, pero tomemos como sim-
bolos de enunciado las férmulas primas de nuestro lenguaje
de primer orden. Entonces, cualquier tautologia de la I6gica
de enunciados (que usa tinicamente los simbolos de conecti-
vo — y —) se encuentra en el grupo 1 de axiomas. En este caso
no hay necesidad de reemplazar los simbolos de enunciado por
férmulas de primer orden; ya son férmulas de primer orden. A
la inversa, cualquier férmula del grupo 1 de axiomas es una ge-
neralizacién de una tautologia de la légica de enunciados. (El
ejercicio 8 de la seccion 2 del capitulo I se usa para demostrar
esto.)

EJEMPLO revisado.

(Vy—=Py—-Px) = (Px—= =Yy~ Py).
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Este tiene dos simbolos de enunciado (férmulas primas),
¥y =Py y Px. Asi que su tabla de verdad tiene cuatro
lineas: '

(Vy—=Py— = Px) = (Px = =Vy—-Py)

v FFV V V FFV
v VVF V F VFV
F VFV V V VVF
F VVF V F VVF

A partir de la tabla, podemos ver que efectivamente
se trata de una tautologia.

Por otro lado, ni Vx (Px — Px) ni ¥x Px — Px son
tautologias.

Un comentario: No hemos supuesto que nuestro lenguaje de
primer orden tenga s6lo una cantidad numerable dc férmulas.
Asi que utilizamos potencialmente una extension del capitu-
lo I para el caso de un conjunto no numerable de simbolos de
enunciado.

Un segundo comentario: Tomar fodas las tautologias como
axiomas l6gicos s un exceso. Podemos arreglarnoslas con mu-
cho menos, a costa de extender las deducciones. Por una parte,
las tautologias forman un buen conjunto decidible (la decidibi-
lidad sera importante para el teorema de numerabilidad de la
seccién b de este capitulo). Por otra parte, no se conoce ningun

- procedimiento rdpido de decisién para las tautologfas, como lo
hicimos notar en la seccién 7 del capitulo I. Una opcién seria
reducir el grupo 1 de axiomas y convertirlo en un conjunto de
tautologfas para las cuales si conozcamos procedimientos ra-
pidos de decision (¢l término técnico es “decidible en tiempo
polinomial”). Las otras tautologfas podran obtenerse luego a
partir de éstas, por modus ponens.

Un tercer comentario: Ahora que las férmulas de primer
orden son también férmulas de la légica de enunciados, po-
demos aplicar a ellas conceptos de ambos capitulos 1 y IL. Si
T implica tautolégicamente , entonces s sigue que I' también
implica l6gicamente . (Véase el gjercicio 3.) Pero la inversa cs
falsa. Por ejemplo, ¥ x Px implica légicamente Pc. Pero Vix Px
no implica tautolégicamente Pc, ya que Vx Px y Pc son dos
simbolos de enunciado diferentes.
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Teorema24B T' i~ ¢ sii I' U A implica tautolégicamente ¢,

Demostracién  (=>): Esto depende del hecho obvio de que
{a, & — [} implica tautolégicamente (. Supongamos
que tenemos una asignacién de verdad v que satisface
todos los elementos de I' U A. Por induccién, podemos
observar que v satisface cualquier teorema de I'. El paso
inductivo utiliza exactamente el hecho obvio menciona-
do anteriormente.

(«<): Supongamos que I' U A implica tautolégicamen-
te . Entonces, de acuerdo con el corolario del teorema
de compacidad (para la légica de enunciados), hay un
subconjunto finito {Y1,...,¥m AL, ---, Az} que implica
tautoldgicamente . En consecuencia,

M= DY DAL A 2P

es una tautologia (véase el ejercicio 4 de la seccion 2
del capitulo I) y por lo tanto se encuentra en A. Al apli-
car modus ponens m + 7 veces a esta tautologia y a
{Y1, s ¥ms ALs - - - » An } Obtenemos . -

(La prucba anterior estd relacionada con el ejercicio 7 de
la seccién 7 del capitulo 1. Utiliza compacidad de enunciados
para un lenguaje posiblemente no numerable.)

Deducciones y metateoremas

Ahora hemos completado la descripcién del conjunto A de
axiomas légicos. El conjunto de teoremas de un conjunto I'
es el conjunto generado a partir de I' U A por modus ponens.
Por ejemplo,

FP%—)E]J‘-P}‘.

(Aqui, I' = (; escribimos “+ " en lugar de “0 - @”.) La férmu-
la Px = 3y Py sc puede obtener aplicando modus ponens
(una vez) a dos elementos de A, tal como se muestra en el
siguiente drbol:
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Px— —1V}‘ - Py

Vy=Py—= - Px
(en el grupo 2 de axiomas)

(VJ’"‘P"}‘ —+ - Px) — (Px — "1\7’}: "“pj,‘J
(en el grupo 1 de axiomas)

Al comprimir este arbol en una sucesién lineal de tres ele-
mentos, obtenemos una deduccién de Px — 3y Py (a partir
de B).

Como segundo ejemplo, podemos obtener una generaliza-
cién de la férmula del primer ejemplo:

FV¥x(Px— 3y Py).

Lo anterior se observa en el siguiente 4rbol, que muestra la
construccién de Vx (Px — 3y Py) a partir de A, por modus
ponens:

Vx(Px— —Yy-Py)

Vx(Vy Py —"—Px)
(en el grupo 2 de axiomas)

Va(Vy Py —= -Px) = Vx(Px—> =Vy-Py)

(un elemento del grupo 3
de axiomas)

Vx[(Vy Py — = Px) = (Px— = Vy - Py)]
(en el grupo 1 de axiomas)

De nuevo podemos comprimir este drbol y convertirlo en
una deduccién.

En estos ejemplos parece que los arboles genealégicos salie-
ron de la nada. Pero en breve desarrollaremos técnicas para
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gencrar dichos drboles de una manera un tanto sistermnatica. Es-
tas técnicas dependeran mucho del teorema de generalizacion
y del teorema de la deduccién que aparecen mas adelante.

Nétese que usamos la palabra “teorema” en dos niveles dife-
rentes. Decimos que « es un teorcma de I' si I' - . Tambicn
hacemos muchas afirmaciones en espafol a cada una de las
cuales la llamamos teorema, tal como la que aparece abajo.
Parece poco probable que surja alguna confusién. Las afirma-
ciones en espaiiol podrian llamarse metateoremas para subrayar
el hecho de que son resultados sobre deducciones y teoremas.

El teorema de generalizacion refleja nuestra idea intuitiva
de que si podemos probar __x__ sin suponer nada en especial
sobre x, entonces tenemos derecho a decir que “debido a que
x era arbitrario, tenemos que Vx _x__".

Teorema de generalizacion Si I' - ¢ y x no ocurre libre en
ninguna férmula de T', entonces [' = Vx .

Demostracién Consideremos un conjunto I' y una variable x
no libre en I'. Por induccién, mostraremos que para
cualquier teorema ¢ de I', tenemos ' - ¥x. Para esto
(por el principio de induccion) es suficiente mostrar que
el conjunto

{o|TFVYxep}

incluye T'U A y estd cerrado bajo modus ponens. Notese
que x puede ocurrir libre en .

Caso 1: @ es un axioma légico. Entonces V£ también
s un axioma logico. Y asi I' = Vx .
Caso 2: v € I'. Entonces x no ocurre libre en ¢. De
aqui que
w—=Vxp

esta en el grupo 4 de axiomas. En consecuencia, 'k
¥ x @, como se evidencia mediante el arbol:

Yaxp

@ "
(enT) (en el grupo 4 de axiomas)
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Caso 3: p se obtiene por modus ponens de ¥ y ¥ —
. Entonces, por hipétesis inductiva tenemos I"' = Vx ) y
I V(1) — ). Esta es la situacién en la que justamen-
te resulta util el grupo 3 dec axiomas. Que I' = Vxp es
evidente por el drbol:

Vxp
W ox ) Yat) — Vxp
V(Y — ) Vx(1p = @) = (Vxp = Vayp)

(en el grupo 3 de axiomas)

Asi que, por induccién, I' F V x © para cada teorema ¢

deT. 4

(Las unicas razones para tener los grupos de axiomas 3 y 4
se indican en la prucba anterior.)

La restriccién de que x no ocurra libre en I es esencial. Por
¢jemplo, Px 5= ¥ x Px, y entonces, por el teorema de correctud
que veremos en la seccién 5 de este capitulo, Px ¥ Vx Px.
Por otra parte, en general x ocurrira libre en la férmula ¢. Por
ejemplo, al principio de esta subseccién mostramos primero
que

F(Px— 3y Py).
El segundo ejemplo ahi,

F¥x(Px—3JyPy),

se obtuvo del primer ejemplo, como en el caso 3 de la demos-
tracién anterior.

EvempLo VaxVyabFVyVxa.

La demostracion del teorema de generalizacion realmente
nos da un resultado mas fuerte de lo que dice el enunciado.
Muestra cémo, dada una deduccién de @ a partir de I, pode-
mos transformarla efectivamente para obtener una deduccion
de Vx ¢ a partir de I,
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Lema 24C (ReglaT) SiT F ay.....I' F an y {ea,..., Cin }
implica tautolégicamente 3, entonces kg

Demostracion @ — --- — @n — [ es una tautologia vy,
por tanto, un axioma légico. Aplique modus ponens
7 Veces. -

Teorema de la deduccion Si T'; - ¢, entonces I' = (v — ¢).

(Esta claro que el inverso tambiéen se cumple; de hecho, el
inverso es esencialmente la regla modus ponens.)

Primera demostracion

;v F o sii (T59) U A implica tautologicamente ¢,
sii ' U A implica tautolégicamente (y — ¢),
sii T F (v = o).

-

Segunda demostracién Esta demostracién no usa €l teorema de
compacidad de la logica de enunciados como lo hace
la primera demostracién. Muestra de una manera di-
recta cémo transformar una deduccién de ¢ a partir
de T;y para obtener una deduccién de (y — ¢) a par-
tir de T, Por induccién, mostramos que para todo teore-
ma ¢ de [';4 la férmula (7 — ) es un teorema de I'.

‘Caso 1: ¢ = +. Entonces obviamente = (v = ¢).

Caso 2: ¢ es un axioma légico o un elemento de I'.
Entonces, I' = ¢, y como ¢ implica tautoloégicamente
(v — ), por laregla T tenemos I' = (y = ©)-

Caso 3: ¢ se obtiene de 1) y de ¥ —  por modus
ponens. Por hipétesis inductiva, I' = (v =)y T F
(y = (¥ = ). Y el conjunto {y = ¥,y = (4 = )}
implica tautolégicamente v — . Por lo tanto, por la
regla T, T F (v = o).

Asi, la conclusién se sigue por induccién para cual-
quier ¢ deducible de I'; 7. .

Corolario 24D (Contraposicién) ['; o - - sii T E — o
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Demostracién

ieb=¢Y=TFp— -1 por el teorema de la
deduccidn,
=Tk = -p porlareglaT,

=Tty por modus ponens.

(En el segundo paso utilizamos el hecho de que ¢ —
—1) implica tautolégicamente 1) — — .) Por simetria, el
inverso también se cumple. -1

Decimos que un conjunto de férmulas es inconsistente sii
para algin (3, tanto § como = 3 son teoremas del conjunto. (En
este caso, cualquier férmula ¢ es un teorema del conjunto, ya
que 8 — = —+ a es una tautologia.)

Corolario 24E (Reduccion al absurdo) Si T'; ¢ es inconsistente, en-
tonces I' = — .

Demostracién Por el teorema de la deduccién tenemos que
FE@—=08)yI't(p—==0).Y{o = B.p = -5}
implica tautolégicamente — . n

EsempLo F3xVye — VyJxo.

Trabajar hacia atras da ciertas ventajas estratégicas.

Es suficiente mostrar que dx Vy ¢ = Vy Jx ¢, por el
teorema de la deduccion.

Es suficiente mostrar que dx ¥y ¢ - Jx ¢, por el
teorema de generalizacién.

Es suficiente mostrar que ~Vx -VypF -Vx -, ya
que es lo mismo que lo anterior.

Es suficiente mostrar que Vx —¢p F Vx - Vy ¢, por
contraposicién (y por la regla T).

Es suficiente mostrar que Vx —~ @ - =V y ¢, por gene-
ralizacién,

Es suficiente mostrar que {Vx =,V y ¢} es inconsis-
tente, por reduccién al absurdo.

Y esto es facil:

1. Vx m@ = —p, por el grupo 2 de axiomas y modus
ponens.
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2. Vy ¢ - @ por la misma razén.

Las lineas 1 y 2 muestran que {Vx —¢,Vy ¢} es
inconsistente.

Estrategia

Como lo indica el ejemplo anterior, los teoremas de generali-
zacion y de la deduccién (y en menor medida los corolarios)
seran muy utiles para mostrar que ciertas férmulas son dedu-
cibles. Pero atin tenemos el asunto de la estrategia: paraun 'y
un ¢ dados, ¢dénde deberiamos comenzar para poder demos-
trar que I' - ¢? En principio se podria empezar enumerando
todas las sucesiones finitas de férmulas hasta encontrar una
deduccién de @ a partir de I'. Aunque éste scria un procedi-
miento efectivo (para lenguajes razonables) para localizar una
deduccién si acaso existe alguna, es demasiado ineficiente si se
tiene mds que un interés tedrico.

Una técnica consiste en abandonar la formalidad y dar en
espafiol una prueba de que la verdad de I' implica la verdad
de . Después se puede formalizar la prueba en espanol y rea-
lizar con ella una deduccién formal. (En las pdginas siguientes
veremos técnicas para realizar tal formalizacion de una manera
razonablemente natural.)

También hay métodos titiles que se basan tinicamente en la
forma sintdctica de . Supongamos entoces que ¢ es de hecho
deducible a partir de I', pero que estamos buscando la prueba
de este hecho. Hay varios casos:

1. Supongamos que ¢ es (1P — #). Entonces sera suficiente
mostrar que I'; ¢ F @ (y esto siempre sera posible).

2. Supongamos que ¢ es Vx 1. Si x no ocurre libre en T,
entonces sera suficiente mostrar que I' = 1). (Incluso si x ocurre
libre en I', se puede evitar la dificultad. Siempre habrd una
variable y tal que I' =V y 4} y Vy ¢} - Vx 4. Véase el lema de
reemplazo, ejercicio 9.)

3. Finalmente, supongamos que ¢ es la negacién de otra
formula.

%a. Si w es = (b — @), entonces bastara mostrar que I' - 1) y
' -6 (porlaregla T). Y esto siempre serd posible.
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3b. Si  es =~ 1), entonces, desde luego, sera suficiente mos-
trar que I' = .

3c. El caso restante es donde @ es =V x 1. Bastaria mostrar
que I' - =9}, donde ¢ es algiin término sustituible por x en 2.
(¢Por qué?) Desafortunadamente esto no siempre es posible.
Hay casos en los que

TV,

y aun asi, para cada término ¢,
L ¥ =47

(Un ejemplo tales T’ = (), ¢ = = (Px — ¥y Py).) La contrapo-
sicién es muy 1til aqui;

MNakF-VYxiy

Ve --a.

(Una variante de esto es: I'Vy a b -Vx ¢ siliVx Y F -a.)
Si todo lo demas falla, podemos intentar con reduccion al ab-
surdo.

EJeEmpLO (Q2A) Si x no ocurre libre en ¢, entonces
Fla—=VxpB) & Vela— 5).

Para probar esto, es suficiente mostrar (por la regla T)
que

Fla—=Vxf) »Vx(a— 06)

FVx(a— 0) = (= V).

Para el primero, es suficiente (por los teoremas de la
deduccion y de generalizacion) mostrar que

{la = Vx3),a} FB.

Pero esto es facil; Vx § — 3 es un axioma.
Para obtener el inverso,

FVx(a—08) = (a—=VYxpf),
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es suficiente (por los tcoremas de la deduccién y de ge-
neralizacién) mostrar que

{Vx(a— B),a} B

De nuevo, esto es {acil.

En el ejemplo anterior podemos reemplazar o por —~a, Jé]
por — 3 y usar la tautologia de contraposicién (entre otras co-
sas) para obtener el hecho relacionado:

(Q38) Si x no ocurre libre en ¢, entonces
F3xB—a) < Vx(8—=a)
Tal vez el lector quiera convencerse por si mismo de que
la férmula anterior es valida.

Con frecuencia, un estilo abreviado es ttil para poner por
escrito una prueba de deducibilidad, como en el cjemplo si-
guiente.

EJempLO (EC2) VxVy(x=y =y = x).

Demostracién
L. Fx=y—>x=x—y=x Ax0.
2. Fx==x Axb.
3. Fx=y—y=x 12T
4 FY¥xVy(x=y—y=x). 3 gen”. -

En la linea 1, “Ax 6” significa que la férmula pertenece al
grupo 6 de axiomas. En la linea 8, “1, 2; T” significa que esta
linea fue obtenida de las lineas 1 y 2 por la regla T. En la
linea 4, “3; gcnz” significa que el teorema de generalizacion
puede aplicarse dos veces a la linea 3 para producir la linea 4.
En la misma tendencia, escribimos “MP”, “ded”, y “RAA” para
referirnos respectivamente a modus ponens, al teorema de la
deduccién y a reduccién al absurdo.

Se debe poner énfasis en que las cuatro lineas numeradas
de arriba no constituyen una deduccién de Vx Vy (x =1y —
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y = x). En lugar de eso, forman una demostracién (en el me-
talenguaje que con poca justificacion seguimos llamando cspa-
fiol) de que dicha deduccién existe. La deduccién mis corta de
VxVy (x =y — y==x) que el autor conoce es una sucesién de
diecisiete férmulas.

EJEMPLO Fx =1y = Vz Pxz — Vz Py
Demostracion

l.EFx=y— Pxz— Pyz. Ax 6.

ro

FV2Pxz — Pxz. Ax 2.

Fx=y—=3VzPxz— Py 1,2 T.

{x =1y, VzPxz} - Pyz $; MP2.

{x =1y, VzPxz} b Vz Pyz. 4; gen.

6. Fx=1y— VzPaxz — VzPyz 5; ded®. .

e

o

EJempLO (EC5) Sea fun simbolo de funcién de dos argumen-
tos. Entonces

F Vo Vo V}‘} Vyg (:x’] =9y — X3 = Y2 —» fxlxg = fylyg).
Demostracién Dos elementos del grupo 6 de axiomas son

X1 = 9y1 = faixe = faixg = farxe = fyixg,

Xp = yp = faixg = fyixg — frixg = fyie.

De Vx x = x (del grupo b de axiomas) deducimos

fxpfg = fxl;xg,
Las tres férmulas mostradas implican tautolégicamente:
X1 =9y1 = X2 = y2 — fxixe = fy1ye. .
EJEMPLO

(a) {Vx(Px — Qx), ¥z Pz} + Qc. No es dificil mos-
trar que tal deduccion existe. La deduccion en si misma
consta de siete formulas.
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(b) {Vx(Px — Qx), Yz Pz} F Qy. Esta es como
en (a). Lo que nos interesa aqui es que podemos utilizar
la misma deduccién de sicte elementos, reemplazando ¢
por y en todas partes.

(c) {Vx(Px — Qx), ¥z Pz} - ¥y Qy. Esto se sigue
de (b) por el teorema de generalizacién.

(d) {Vx(Px — Qx), Vz Pz} = Vx Qux. Esto se sigue
de (c)usando Vy Qy - Vx Qx.

Las partes (a) y (b) del ejemplo anterior ilustran un tipo de
posibilidad de intercambio entre simbolos de constante y varia-
bles libres. Este tipo de intercambio es la basc de la siguiente
variante del teorema de generalizacién, de la cual es ejemplo
la parte (c). El Corolario 24G cubre la parte (d). ¢} es, por
supuesto, el resultado de reemplazar ¢ por y en .

Teorema 24F (Generalizacién sobre constantes) Supongamos que
I' F ¢ y que ¢ es un simbolo de constante que no ocurre
en I'. Entonces hay una variable y (que no ocurre en )
tal que I' - V y ¢} Ademds, hay una deduccién de Yyl
a partir de I' en la que ¢ no ocurre.

Demostracién  Sea {ay, .. ., &) una deduccién de ¢ a partir
de I'. (Por lo tanto a, = ¢.) Sea y la primera variable
quc no ocurra en ninguna de las ¢;. Afirmamos que

((@0)ss - -~ (an)s) ()

es una deduccién de ¢ a partir de I'. Asi que debemos
verificar que cada ()] estd en I' U A o que se obticne a

partir de férmulas anteriores por modus ponens.

Caso 1: oy € I'. Entonces ¢ no ocurre en . Asi que
(@) = ap, que estaen I,

Caso 2: o, es un axioma légico. Entonces () tam-
bién es un axioma logico. (Véase la lista de axiomas 16-
gicos y nétese que la introduccién de una nueva variable
transformara un axioma légico en otro axioma légico.)

Caso 3: oy, se obtiene por modus ponens de «; ¥ @;
(que es (o — Qp)) para i, j menores que . Entonces
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(@) = ((w); = (ar)j). Asi que (a3)§ se obtiene de
(@:)3 y (@;)5 por modus ponens.

Esto completa la prueba de que (*) anterior es una
deduccién de ¢j. Sea @ el subconjunto finito de T' que
se usa en (*), Asi, (*) cs una deduccién de @, a partir
de @,y y no ocurre en ®. Asi que por el teorema de
generalizacion, ® - Vy ¢}, Ademds, hay una deduccién
de ¥y ¢, a partir de ® en la que ¢ no aparece. (Pues
la prueba del teorema de generalizacién no agregé nin-
gun nuevo simbolo a la deduccién.) Esta es también una
deduccién de V'y ¢ a partir de T". =

A veces querremos aplicar este teorema en circunstancias
en las que no se podria aplicar cualquier variable. En la versién
siguiente se selecciona de antemano una variable x.

Corolario 24G Supongamos que I' - ¢}, donde el simbolo de
constante ¢ no ocurre en ' ni en ¢. Entonces I' - Vx ¢,
y hay una deduccién de ¥x ¢ a partir de I, en la que
€ NO OCUrTe. '

Demostracién  Por el teorema anterior, tenemos una deduc-
cion (sin ¢) a partir de I' de ¥y ((¢});), donde y no
ocurre en ). Pero ya que ¢ no ocurre en ¢,

x

(00)5 = ;-

Falta demostrar que V' y ¢} - Vx ¢. Podemos hacer esto
facilmente si sabemos que

(Vyey) = ¢

es un axioma. Esto es, x debe ser sustituible por y en o

(¢})x tiene que ser . Esto queda razonablemente claro;
los detalles pueden consultarse en el lema de reemplazo

(Ejercicio 9). -

Corolario 24H (Regla IE) Supongamos que el simbolo de cons-
tante ¢ no ocurre en @ nien ¥ nien I', y que

Lo .
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Entonces

idx @
y hay una deduccién de ¢ a partir de I'; Jx ¢ en la que
¢ no ocurre.

Demostracién Por contraposicion tenemos que
e ) A
1_1, - f.,ll) |-' IR Ep
Asi, por el corolario anterior obtenemos
=y EVxp.

Al aplicar la contraposicion nuevamente, tenemos el re-
sultado deseado. '

“IE” abrevia “instanciacién existencial”, un ejemplo de ter-
minologia tradicional.

No tendremos oportunidad de usar la regla IE en ninguna
de nuestras demostraciones, pero puede ser util en los ejer-
cicios. Es la contraparte formal del razonamiento: “Sabemos
que existe una x tal que _x__. Asi que llamémosla ¢. Ahora, a
partir de __¢__ podemos probar .” Pero nétese que la regla IE
no afirma que Jx @ F &7, lo que de hecho suele ser falso.

EJEMPLO revisado.F JxVyp — Vy3Ix .
Por el teorema de la deduccién, es suficiente mostrar

que
JxVyekFVy3dxe.

Por la regla IE, es suficiente mostrar que

X

VygpiEVy3Ixe,

donde ¢ es una nueva constante para ¢l lenguaje. Por el
teorema de generalizacion, basta mostrar que

Yy, Fdxe.
Ya que V' y ¢} = f, es suficiente mostrar que

X
w; - dx .
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Por contraposicion, esto es equivalente a
Vx—ok g,

lo cual es trivial (por el grupo 2 de axiomas y modus
ponens).

Ahora, podemos ver mds o menos c6mo se construyé nues-
tra lista particular de axiomas légicos. Se incluyeron las tauto-
logias para manejar los simbolos de conectivo proposicional.
(En este momento podriamos ahorrarnos mucho si usiramos
unicamente algunas de las tautologias.) El grupo 2 de axiomas
refleja el significado que se pretende que tenga el simbolo de
cuantificador. Después, para poder probar el teorema de gene-
ralizacion, agregamos los grupos de axiomas 3 y 4 e hicimos
los ajustes para que las generalizaciones dc¢ axiomas fueran
axiomas.

Los grupos de axiomas 5 y 6 resultaran ser justo lo suficiente
para probar las propiedades cruciales de la igualdad; véase la
subseccidn sobre ignaldad.

Como lo probaremos en la seccién 5 de este capitulo, cada
axioma légico es una formula vélida. Podria parecer mas senci-
llo usar como axiomas logicos ¢l conjunto de fodas las férmulas
validas; pero hay dos objeciones (relacionadas entre si) contra
esto. La primera es que el concepto de validez se definié semdn-
ticamente. Esto es, la definicion hacia referencia a significados

_ posibles (es decir, estructuras) para el lenguaje y para el con-
cepto de verdad en una estructura. Para nuestros propositos ac-
tuales (es decir, probar que el conjunto de las [6rmulas validas
s efectivamente numerable) necesitamos una clase A con una
definicidn sintdctica finitaria. Esto es, la definicién de A invo-
lucra tnicamente conceptos concernientes a la disposicion de
los simbolos en los axiomas légicos; no hay ninguna referencia
a conceptos de verdad en estructuras. Una segunda objecién
en contra de que se incluyan todas las férmulas vdlidas como
axiomas es que nosotros preferimos un conjunto A decidible,
y el conjunto de las férmulas validas no es decidible.
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Variantes alfabéticas

Con frecuencia, cuando analizamos una férmula como
Vx(x#0—3yx=Sy)

no estamos interesados particularmente en elegir las variables x
y y. Queremos que (x, y) sea un par de variables distintas; pero
no suele haber diferencia si el par es {vs,vg) 0 (vs,91).

Ahora bien, cuando llega el momento de sustituir un tér-
mino ¢ en una férmula, entonces elegir variables cuantificadas
puede determinar que f sea sustituible o no. En esta subseccién
discutiremos qué hacer cuando la sustituibilidad falla. Como se
vera, la dificultad siempre se podra superar jugando adecuada-
mente con las variables cuantificadas.

Por ejemplo, supongamos que queremos mostrar que

FVYxVyPxy—YyPyy.

La dificultad aqui es que y no es sustituible por x en ¥V y Pxy,
asi que el enunciade anterior no estd en el grupo 2 de axiomas.
Este inconveniente es resultado de una eleccién desafortunada
de variables. Por ejemplo, mostrar que '

FVxVzPxz—=¥yPyy

no supone tales dificultades; asi que podemos resolver nuestro
problema original si sabemos que

FVxVyPxy— VxVzPuxz,

lo cual, de nuevo, no implica ninguna dificultad.

Esta estrategia un tanto indirecta (de interpolar Vi Vz Pxz
entre Vx Vy PxyyVy Pyy es tipica de cierta clase de proble-
mas. Digamos que deseamos sustituir un término ¢ por x en
una férmula . Si de hecho ¢ no es sustituible alli, entonces
reemplazamos ¥x ¢ por Vx ¢' donde ¢ si es sustituible por x
en ¢'. En el ejemplo anterior, ¢ es Vy Pxyy ¢’ es Vz Pxz.
En general, ¢’ sélo se diferencia de ¢ en la eleccién de las va-
riables cuantificadas. Pero ¢’ deberd formarse de una manera
razonable para ser légicamente equivalente a . Por ejemplo,



LOGICA DE PRIMER ORDEN 187

no seria razonable sustituir Vy Pxy por Vx Pxxni Vy Vz Qxyz
por VzVz Quxzz.

Teorema 241 (Existencia de variantes alfabéticas) Sean ¢ una férmu-
la, ¢ un término y x una variable. Entonces podemos
encontrar una férmula ¢’ (que difiere de ¢ sélo en la
eleccion de las variables cuantificadas) tal que

@eFe'ye e
(b) t es sustituible por x en ¢’

Demostracion  Consideramos que ¢ y x son fijos, y construi-
mos ¢’ por recursién sobre . Los primeros casos son
sencillos: para ¢ atémica, tomamos ¢’ = g, y después
(=) = (=¢), (¢ = ¥) = (¢’ — 1'). Pero considere-
mos ahora la eleccion de (V y ).

Si y no ocurre en ¢, o si y = x, entonces simplemente
podemos tomar (Vy @)’ = Vy ¢'; sin embargo, para el
caso general debemos cambiar la variable.

Elijamos una variable z que no ocurra en ¢’ ni en ¢ ni
en x. Después definimos (Vy @) = Vz(¢').. Para veri-
ficar que (b) sc cumple, hacemos notar que z no ocurre

~en !y quc ¢ es sustituible por x en ¢ (por la hipétesis
inductiva). Por lo tanto (ya que x = z), { también es sus-
tituible por x en (¢');. Para verificar que (a) se cumple,

calculamos:
kY por la hipétesis inductiva;
S Vyp Yy
Yy - (o)) ya que z no ocurre en ';

¥

SoVy ' EV2(¢'):  por generalizacién;
SV y e EYz (e

En la otra direccién,

V(') F ((¢')1)Z  quees ¢ por cl gjercicio 9;
@', por la hipétesis inductiva;

|

Sz ke
S Vz(¢')l FVye porgeneralizacién.
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El ultimo paso usa el hecho de que y no ocurre libre en

(") 2 menos que y = z, y por lo tanto no ocurre libre

en ¥z (¢')? en ningin caso. .

Las férmulas (' construidas como en la demostracion de

este teorema se llamaran variantes alfabéticas de ¢. La moraleja

del teorema es la siguiente: no debemos desanimarnos si falla

la posibilidad de sustituir; la variante alfabética adecuada evi-
tara la dificultad.

Igualdad

A continuacién se presenta una lista (suponicndo que nuestro
lenguaje incluye =) de ciertos datos sobre igualdad que serdn
necesarios en la siguiente secciéon. Para empezar, la relacion
definida por v; = vy es reflexiva, simétricay transitiva (es decir,
es una relacién de equivalencia):

Fcl: FVxx==x

Demostracion Grupo 5 de axiomas. .
Ec2: FVYxVy(x=y—y=nx).

Demostracién Es el ejemplo Ec2 (p. 180).

Ec3: FVaxVyVz(x=y—=y=z—x=2z).

" Demostracion Ejercicio 11. -

Ademds necesitaremos saber que la igualdad es compatible
con los simbolos de predicado y de funcion:

Ec4 (paraunsimbolo de predicado P de¢ dos argumentos):
F Va1 Ve ¥y Vye (1 = y1 — 29 = ya = Pxixs = Py1ysg).

De mancra similar para los simbolos de predicado de n argu-
mentos.

Demostracién Es suficiente mostrar que

{21 = y1, %3 = ya, Puixg} = Py1ys.
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Esto se obtienc aplicando modus ponens a los siguientes
dos elementos del grupo 6 de axiomas:

X1 =y — le.SCg —>Py1x2,
xgzyg%Pylxg—)Pylyg. -

Ecb (para un simbolo de funcién f de dos argumentos):
=V Vg V1 Ve (= 31 = 22 = y2 = fxixg = fy1y2).

De manera similar para los simbolos de funcién de n argu-
mentos.

Demostracion Ejemplo Ec5 (p. 181). =

Comentarios finales

Un libro de légica con un enfoque tradicional autosuficiente
bien podria comenzar con esta seccién sobre un cdlculo deduc-
tivo. Un libro asi primeramente establecerfa los axiomas 16gi-
cos y las reglas de inferencia y explicaria que éstos son acepta-
bles para personas razonables. Después procederia a mostrar
que muchas férmulas son deducibles (o deducibles a partir de
ciertos axiomas no légicos, como los axiomas de la teoria de
los conjuntos).

Nuestro punto de vista es muy diferente. Nosotros estudia-
mos, entre otras cosas, los hechos sobre el procedimiento des-
crito en el parrafo anterior. Y para eso utilizamos cualquier
razonamiento matematico correcto, a sabiendas o no de que
dicho razonamiento ticne sus equivalentes en el célculo deduc-
tivo que ahora estudiamos.

La figura 8 tiene por objeto ilustrar la separacion entre (a) el
nivel en el cual realizamos nuestro razonamiento y demostra-
mos nuestros resultados, y (b) el nivel del cdlculo deductivo que
estudiamos.

Ejercicios

1. Para un término u, sea %} la expresion obtenida a partir
de u al reemplazar la variable x por el término ¢. Refor-
mule esta definicién sin usar ninguna forma de la palabra
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: S cs;‘{-udio, et espafiol, del panorania de abajo:
. : SiEEw ex;\t_m:cés S5 F‘g) _
Dot g AsfB=oPEoa - 0 :
];..3«‘ v;nc”—: Sx=0
EZx (P v¥aPy)

Expresiones
del lenguaje
formal:

/ Axiomas: /

/]

) / Jx(Px — Vx Px) / Deducciones: I Qc

/ va Qx
/ / [ vxQx-Qc
o

FIGURA 8. Arriba se observa el melalenguaje en el cual estudiamos
el lenguaje objeto de abajo.

/ Tx—-Sxm0

‘reemplazo” o sus sinonimos. Sugerencia: Utilice recur-
sion sobre u. (Observe que a partir de la nueva definiciéon
queda claro que uf es un término.)

1o

¢A qué grupo de axiomas pertenecen, si es que pertene-
cen a alguno, las siguientes férmulas?

(@) [(Vx Px = Yy Py) = Pzl - [Vx Px — (Vy Py —
Pz)].

(b) Vy[Vx(Px — Px) — (Pc— Pc)].
(c) VxdyPxy—=>dyPyy.
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(a) Sea 2 una estructura y sea s : V — |2|. Defina una
asignacién de verdad v sobre el conjunto de las férmu-
las primas usando

vie) =T sii =y afs].

Muestre que para cualquier férmula (prima o no pri-
ma),

T(a) =T sii |y ofs).
Observacidn: Este resultado refleja el hecho de que —
y —* se trataron en el capitulo II de la misma manera
que en el capitulo I.

(b) Concluya que si I" implica tautolégicamente ¢, enton-
ces I implica légicamente .

- D¢ una deduccién (a partir de ) de Vx ¢ — Jx . (No-

tese que no solo s¢ deberd probar que dicha deduccién
existe. Se estd pidiendo mads bien que se escriba la deduc-
cién completa.)

. Encuentre una funcién f tal que si una férmula ¢ tiene

una deduccion de tamano 7 a partir de un conjunto T, y
si x no ocurre libre en I, entonces V x ¢ tiene una deduc-
cién a partir de I' de tamaifio f(n). Cuanto mds despacio
crezca su funcién, serd mejor.

- (a) Muestre que si- a — 3, entonces - Vx o — Vx 3.

(b) Muestre que en general no es verdad que o — 3 =
Vxa — Vaxf.

. (a) Muestre que - Jx (Px — Vx Px).

(b) Muestre que {Qx, Vy(Qy — Vz Pz)} - Vx Px.
(Q2b) Suponga que x no ocurre libre en . Muestre que
Fa— 3x8) < Ix(a— B).

También muestre, suponiendo lo mismo, que tenemos

Q3a:

F(Vef—a) & 3x(8— a).
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(Lema de reemplazo) (a) Muestre mediante un ejemplo

que (g})x en general no es igual 2 . Y que es posible

tanto que x ocurra en (¢)s en un lugar donde no ocurre

en , como que x ocurra ¢n ¢ en un lugar donde no
S x\Y

ocurre en (@}

(b) Muestre que si y no ocurre en {, enfonces x €s susti-
i . e iy gy A% R . P : HE
tuible por y en ¢y y (¥})x = . Sugerencia: Use induccién

sobre .

Muestre que

VaVyPxyEVyVxPyx

(Ec 3) Muestre que

FVxVyVz(x=y—>y=z—2x=2z).

Muestre que cualquier conjunto de férmulas I consisten-
te puede extenderse a un conjunto consistente A conla
propiedad de que para cualquier férmula ¢, 0 bien a € A
o (ma) € A.(Suponga que el lenguaje es numerable. No
use cl teorema de compacidad de la l6gica de enuncia-
dos.)

Muestre que = Py <> Vx (x =y —= Px).
Observaciones: De forma mads general, si £ es sustituible
POT X €N ( y X NO OCUrTe €n L, entonces

F o} < Vax(x=1— )]

De esta manera, la férmula Vx(x = ¢ — ) ofrece un
modo alternativo para la sustitucién ;.

Muestre que = (Vx((—~Px) = Qx) — Vy((-Qy) —
Py))-

Muestre que existen las deducciones (a partir de §)) de las
férmulas siguientes:

(@) IxaVIxB < Ix(aV ).

b)) VxaVVxs —Vx(aVf).
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16. Muestre que existen las deducciones (a partir de (1) de las
férmulas siguientes:

(@) Ix(aAnf) = IxaAIxs
) Vx(aAB) o VxaAVxg.

17. Muestre que existen las deducciones (a partir de 0) de las
férmulas siguientes:

(a) ‘v’x(q = 8) = (Ixa— IxP).
(b) 3x(PyAQx) <> PyA3xQx

5. Teoremas de correctud y de completud

En esta seccidén estableceremos dos teoremas importantes: la
correctud de nuestro cdlculo deductivo (' - ¢ = T = ¢) vy
su completud (I' = ¢ = I' - ). Luego nos serd posible obte-
ner varias conclusiones interesantes (incluyendo los teoremas,.
de compacidad y de numerabilidad). Aunque nuestro calcuio
deductivo fue elegido de una manera un tanto arbitraria, el he-
cho significativo es que algin cdlculo deductivo asi es correcto
y completo. Esto deber4 estimular al “matemdtico activo” inte-
resado en la existencia de demostraciones a partir de axiomas;
vease la subseccién “Retrospectiva” de la seccién 6 de este ca-
pitulo.

Teorema de correctud SiT' F o, entonces T = .

El teorema de correctud nos dice que nuestras deduccio-
nes nos llevan dnicamente a conclusiones “correctas” (ide otra
manera las deducciones no tendrian sentido!). La idea de la
demostracion es que los axiomas lgicos son légicamente im-
plicados por cualquier cosa, y que el modus ponens preserva
las implicaciones l6gicas.

Lema 25A Todo axioma légico es valido.

Demostracién del teorema de correctud, suponiendo el lema Mostramos
por induccion que cualquier férmula ¢ deducible a par-
tir de I' es implicada 16gicamente por T".

Caso 1: ¢ es un axioma légico. Entonces por ¢l lema
= ¢, por tanto, a fortiori I = .
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Caso 2: ¢ € I'. Entonces claramente I' |= .

Caso 3: ¢ se obtiene por modus ponens de ¢ y 1) —
¢, de donde (por hipétesis inductiva) T' = ¢ y I’ =
(3p = ). Lucgo se sigue inmediatamente que I' = ¢. -

Por supuesto, queda pendiente demostrar el lema. Por el
ejercicio 6 de la seccion 2 de este capitulo, sabemos que cual-
quier generalizacién de una férmula vélida es valida. Asf que
basta considerar Unicamente los axiomas légicos que no sean
generalizaciones de otros axiomas. Examinaremos los diversos
grupos de axiomas por orden de complejidad.

Grupo 3 de axiomas: Véase el ¢jercicio 3 de la seccién 2 de
este capitulo.

Grupo 4 de axiomas: Véasc el ejercicio 4 de la seccion 2 de
este capitulo.

Grupo 5 de axiomas: Trivial. 2 satisface x = x con s sii s (x) =
5 (x), lo cual siempre es verdadero.

Grupo 1 de axiomas: Por el ejercicio 3 de la secciéon anterior
sabemos que si () implica tautolégicamente c, entonces 0 = c.
Y eso es justamente lo que necesitamos.

Grupo 6 de axiomas (véase como ejemplo el ¢jercicio 5 de
la seccién 2 de este capitulo): Supongamos que « €s atémica y
que o' se obtiene a partir de & al reemplazar x por y en algunos
lugares. Es suficiente mostrar que

{xr=1y alEa.
Asi que tomemos cualesquiera 2 y s tales que
=g x = y[s], es decir, s (x) = 5 ().

Entonces, cualquier término ¢ tiene la propiedad de que si ' se
obtiene de t al reemplazar x por y en algunos lugares, entonces
5(t) = 5(¢'). Esto es obvio; una demostracion completa utiliza-
ria induccién sobre ¢,

Si v es [ = 1o, entonces o' deberd ser #; = £, donde f; se

obtiene a partir de £; como se describio.
IZQ; CE[S] sii f(e’fl) =3

sii 3(f7) =3

siit g of[s).
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De manera similar, si & es Pty - - - £, entonces o' es Pyt
y se aplica un argumento analogo.

Finalmente, llegamos al grupo 2 de axiomas. Ser4 titil consi-
derar primero un caso sencillo: mostraremos que ¥V x Px — P
es valida. Supongamos que

o Yx Pxls].

Entonces, para cualquier d en |2

E

x P (x] ).
Asi que en particular podemos tomar d = 5 (¢):

Fa Px[s(x | 5(2))]. (a)

Esto es equivalente (por la definicién de satisfaccién para
formulas atémicas) a

5(1) € P2,
lo cual a su vez es equivalente a
=o Ptls). (b)

Para que este argumento se pueda aplicar a un caso no até-
mico, necesitamos una manera de pasar de (a) a (b). FEsto se
obtendra con el lema de sustitucién que aparece abajo, el cual
establece que

o pls(x | 5(2)] sii o s

siempre que ¢ sea sustituible por x en .

Consideremos una 2 y una s fijas. Para cualquier término w,
sea u; el resultado de reemplazar la variable x en u por el tér-
mino Z.

Lema25B 3 (w)) = s (x| 3(2))(u).

Esto parece mds complicado de lo que en realidad es. Esta
expresion afirma que se puede realizar una sustitucién ya sea
en el término u o en s, con resultados equivalentes. En seguida
se muestra el diagrama conmutativo correspondiente.
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sustitucion
términos términos
de ¢ por x
s(x]5(1) 5
||

Demostracién  Por induccién sobre el término «. Si u es un
simbolo de constante o una variable diferente de x, en-
tonces u* = u y la ecuacion deseada se reduce a s (u) =
5(u). Si u = x, la ecuacién se reduce entonces a § (1) =
5 (¢). El paso inductivo, aunque un tanto complicado de
escribir, es matematicamente trivial. -

El lema de sustitucién en esencialmente similar; establece
que se puede realizar una sustitucién ya sea dentro de ¢ ©
en s, con resultados equivalentes. Véase un ejemplo en el ejer-
cicio 10 de la seccién 2 de este capitulo.

Lema de sustitucion Si el término ¢ es sustituible por la varia-
ble x en la férmula ¢, entonces

o @i [s] st e gfs(x ] 5(6))]

Demostracion Usamos induccién sobre ¢ para mostrar que lo
anterior se cumple para toda s.
Caso : ¢ es atémica. Entonces la conclusion se sigue
del lema anterior. Por ejemplo, si ¢ es Pu para algun
término u#, entonces

=y Pulls] sit 3(uf) € P,
sii s(x[3(¢))(u) € P* porellema 25B,

sii =g Puls(x | 5(2))].

Caso 2: ¢ es =1 o 1 — 6. Entonces se sigue inme-
diatamente la conclusién para ¢ a partir de la hip6tesis
inductiva para 9 y 6.

Caso 3: @ es ¥y 9, y x no ocurre libre en ¢. Enton-
ces sy s(x | 5(f) coinciden en todas las variables que
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ocurren libres en . Y también ¢} es simplemente ¢, asi
que la conclusion es inmediata.

Caso 4: p es ¥y 1, y x st ocurre libre cn . Debido a
que £ es sustituible por x en g, sabemos que y no ocurre
en ¢y que ¢ es sustituible por x en 1) (véase la definicién
de “sustituible”). Por la primera de esas dos cosas,

5(6) =s(y[d)() (*)
para cualquier d en [A]. Ya que x#y, ¢f = ¥y ¥
o @} [s] siiparacadad, =y ¢ls(y]d)],
sit para cada d, =g Y[s (y | d)(x | 5(1))] por
Ia hipéte%is inductiva v (%),
sii f=o pls(x]5(
Asi, por induccion, el lema se cumple para toda . —
Grupo 2 de axiomas: Supongamos que ¢ es sustituible por x

en . Supongamos que A satisface ¥x ¢ con 5. Necesitamos
mostrar que f=y ¢j [s]. Sabemos que para cualquier d

o pls (x | 4)].

En particular, sea d = 5(¢):

o s (x| 3(2))];

asi, por el lema dec sustitucién,
xf
Fa is].

De aqui que Vx ¢ — ¢} es vilida.

Esto completa la demostracién de que todos los axiomas
légicos son vdlidos. Y asi queda demostrado el teorema de
correctud.

Corolario 25C Si I ( <> ), entonces ¢ y 9 son 1égicamente
equivalentes.

Corolario 25D Si ' es una variante alfabética de ¢ (véase el
teorema 24I), entonces ¢ y ' son légicamente equiva-
lentes.
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Recuerde que un conjunto I' es consistente sii no hay nin-
guna férmula ¢ tal que I' = ¢ y I' = - . Definimos que I es
satisfactible sii hay algunas 21 y s tales que %L satisface a cada
elemento de I" con s.

Corolario 25E  Si I es satisfactible, entonces I' es consistente.

Este corolario es de hecho equivalente al teorema de correc-
tud, y se invita al lector a que lo verifique.

El teorema de completud es el inverso del teorema de correc-
tud y es un resultado mas profundo.

Teorema de completud (Gddel, 1930)

(a) SiT" = ¢, entonces I' - .

(b) Cualquier conjunto de férmulas consistente cs satis-
factible.

De hecho, las partes (a) y (b) son equivalentes; véase el gjer-
cicio 2. Asf que basta demostrar la parte (b). Daremos una
demostracién para un lenguaje numerable; mds tarde indica-
remos qué modificaciones son necesarias para lenguajes de
mayor cardinalidad. (Un lenguaje numerable es aquel con una
cantidad numerable de simbolos, o de manera equivalente, por
el teorema 0B, uno con una cantidad numerable de férmulas.)

Las ideas de la demostracion estan relacionadas con las de
la demostracién del teorema de compacidad de la logica de
enunciados. Comenzamos con un conjunto consistente I'. En
los pasos 1-3 extendemos I" a un conjunto A de férmulas para
el cual

i) T C A.

(i) A es consistente y es maximal en el sentido de que para
cualquier férmula o, @ € Ao (m ) € A,

(iii) Para cualesquiera férmula ¢ y variable x, hay una cons-
tante ¢ tal que

(~Vxp — —pl) € A
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Despucs, en el paso 4 construimos una estructura 2 en la cual

se satisfacen las férmulas de I' que no contengan =. || es el
conjunto de términos, y para un simbolo de predicado P,
(tr,....ty) EP® sii Pe---t, € A.

Finalmente, en los pasos 5 y 6 cambiamos 2 para que satisfaga
las formulas que contienen el simbolo de igualdad.

Se sugiere que en una primera lectura se omitan los detalles
que se dan para la mayorfa de los pasos. Una vez que se tenga
en mente un esquema claro, se debera leer la demostracién
completa. (Los pasos que no estin detallados se sefialan con
una barra en el margen izquierdo.)

Demostracién Sea I' un conjunto consistente de férmulas en

un lenguaje numerable. -

Paso 1 Expanda el lenguaje anadiendo un conjunto infini-
to numerable de nuevos simbolos de constante. Luego
I" sigue siendo consistente como un conjunto de férmu-
las en el nuevo lenguaje.

Detalles: Si no, entonces para alguna 3 hay una deduccién
(en el lenguaje expandido) de (8 A - 8) a partir de I'. Esta
deduccion contiene tunicamente una cantidad finita de nuevos
simbolos de constante. Por el teorema de generalizacién a par-
tir de constantes (teorcma 24F), cada uno puede ser reempla-
zado por una variable. Entonces tenemos una deduccién (en el
lenguaje original) de (3’ A = 3') a partir de I'. Esto contradice
nuestra suposicion de que I' era consistente.

| Paso 2 Para cada férmula ¢ (en el nuevo lenguaje) y para
cada variable x, agregamos a I la férmula

“‘Vx%f?%“@fa

donde ¢ es uno de los nuevos simbolos de constante.
(La idea es que ¢ se ofrece para nombrar un contra-
ejemplo de ¢, si hay alguno.) Podemos hacer esto de
manera tal que I, junto con el conjunto © de todas
las férmulas agregadas, siga siendo un conjunto con-
sistente.
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Detalles: Adoptamos una numeracién fija de los pares (i, x)
donde ¢ es una formula (del lenguaje expandido) y x es una
variable:

(1,%1), (2, x9), {03, %3), . . .

Esto es posible, ya que el lenguaje es numerable. Sea 6,
VX101 = 1),

donde ¢ es el primero de los nuevos simbolos de constante que
no ocurren en ;. Luego seguimos con (g, x3) y definimos &s.
En general, 8, es

Y %, Oon = T 0ny,

donde ¢, es el primero de los simbolos de constante que no
ocurren en g, ni en f; para ninguna k < n.

Sea © el conjunto {61,0y,...}. Afirmamos que I' U © es
consistente. Si no, entonces (como las deducciones son finitas),
para alguna m > 0,

TU{6b:,....00m 0ne1}
es inconsistente. Tomemos la minima m tal. Entonces, por RAA
TU{b,....0m} F—=0n1.
Ahora bien, 8,1 es
~Vxp = oy

para ciertos x, @ v ¢. Asi que, por la regla T, obtenemos el par
siguiente:
TU{br,...,0u 1 Vxp (%)
ru {91, . ,gm} i—gof

Ya que ¢ no aparece en ninguna férmula del lado izquier-
do, podemos aplicar el corolario 24G al segundo caso, y obte-
nemos

TU{f,....00) FYxo

Esto y (*) contradicen la minimalidad de m (o la consistencia
deI'sim = 0).
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Paso 3 : Ahora extendemos el conjunto consistente ' U

© a un conjunto consistente A que es maximal en el

| sentido de que para cualquier férmula ¢ o bien ¢ € A
| o(-p)eA.

Detalles: podemos imitar la demostracién utilizada en el
argumento anilogo de la demostracién de compacidad para
enunciados de la seccién 7 del capitulo I, o bien podemos argu-
mentar como sigue: Sea A el conjunto de axiomas l6gicos para
el lenguaje expandido. Como I' U © es consistente, no existe
férmula g tal que I'U©U A implique tautolégicamente tanto
como — 3. (Esto es por el teorema 24B, cuya demostracién usa
el teorema de compacidad de la logica de enunciados.) Por lo
tanto, hay una asignacién de verdad v para el conjunto de todas
las férmulas primas que satisfacea I’ U @ U A. Sea

A={p|3lp) =T}

Claramente, para cualquier ¢, 0 ¢ € A o () € A, pero no
ambas. También tenemos que

A = A implica tautolégicamente ¢ (ya que A C A),
=7(p)=T ya que v satisface A,
= p € A,

En consecuencia, A es consistente, pues de otro modo tanto ¢
como (— ) pertenecerian a A.

En realidad, independientemente de cémo se haya
construido A, debe ser deductivamente cerrado. Esto es,

Al p=AF -y  porconsistencia,

= () €4,
=peA por maximalidad.

Paso 4 Ahora, a partir de A construimos una estructura 2
para ¢l nuevo lenguaje, pero con el simbolo de igual-
dad (si lo hay) reemplazado por un nuevo simbolo de
predicado E de dos argumentos. 9 no serd la estructura
en la que I se satisfaga; serd una estructura preliminar.
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(a) |2} = cl conjunto de todos los términos del nuevo
lenguaje.

(b) Definimos la relacién binaria £% como

(w,?) € E* siilaférmula % = £ pertenece a A.

(c) Para cada parametro de predicado P de n argu-
- . - - Ex]
mentos, definimos la relacién n-aria P como

(31,...,5-&) Epﬁ sii  Pty---f, € AL

(d) Para cada simbolo de funcién f de n argumentos,
2 o :
sea [~ la funcién definida por

fm(ti:“-,t?z) = ff] R

Esto incluye el caso n = 0; para un simbolo de constante ¢,
tomamos ¢? = ¢. También definimos una funcién s : V —
|2(], a saber, la funcién identidad s(x) = x sobre V.
Entonces se sigue que para cualquier término £, 5 (£) =
t. Para cualquicr formula ¢, sea ¢* el resultado de reem-
plazar ¢l simbolo de igualdad en ¢ por E. Entonces |

s Ea @*fs] sii @ e A

Detalles: Que 5 (#) = ¢ puede probarse por induccién sobre ¢,
pero la demostracidon es totalmente directa.
La otra afirmacién, que

Ea p'ls] st p €A,

]

la demostramos por induccion sobre el numero de lugares en
los que aparecen simbolos de conectivo o simbolos de cuantifi-
cador en .

Caso 1 Formulas atomicas. Hemos definido 2 de manera tal
que este caso sca inmediato. Por ejemplo, si ¢ es Pt, entonces

E=q Pt[s] sii 5(f) € P¥,
sii 1€ P%,
sii Pte A
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De forma similar,
=g u Et[s] sii (5(u), 5(¢) € E®,
sii  (u,ty € B,
siih. u=1t¢€A.
Caso2 Negacidn.
=2 (= @)7[s] sil o 97[s],
sii ¢ ¢ A por hipétesis inductiva,
sii () € A por las propiedades de A.

Caso 3 Condicional.

(9 - 9[]S Ba o'l 0 a9l
siigé A o 9 € A por hipétesis inductiva,
sii () €A o P EA,
= A F (ip — 1), de hecho tautolégicamente,
=p¢A o [peldA y AFY]
= (-~p)€A o ¢YEA,

lo cual cierra el circulo. Y
AR (p—1) sii (p—19P) €A

(Esto deberifa compararse con el gjercicio 2 de la seccidon 7 del
capitulo 1.)

Caso 4 Cuantificacion. Queremos mostrar que
g Vxp™[s] sii Vg e A

(La ambigiiedad dc notacién no causa riesgos, ya que Vx (¢~)
es lo mismo que (Vx ¢)*). A incluye la férmula 6:

—Vxp— -yl
Para mostrar que
EaVxp'[s] = Vap € A,

podemos argumentar de la siguiente forma: si ¢ es verdade-
ra para cualquier cosa, entonces es verdadera para ¢, de don-
de por hipétesis inductiva ¢f € A. Pero entonces Vx ¢ € A,
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porque ¢ fue elegida como un contraejemplo para ¢ si es que
habia alguno. Con mas detalle:

o Vx o*[s] = o 0*[s (x| o]
= b ()20
= 'le (3‘9?)*[5]:

por ¢l lema de sustitucién
por ser la misma formula

=i €A por la hipdtesis inductiva

=) ¢A por consistencia

= (~Vxp) ¢ A vaquef e AyA esdeduc
tivamente cerrado.

=Vxp e A,

(Esta es la \inica vez que usamos ©. Necesitdbamos saber que
si (-Vx @) € A, entonces para una ¢ particular tendriamos

(~¥f) €A
Ahora pasamos al inverso. Casi podemos argumentar como
sigue:
Fea Vx o [s] = Ha ©*[s (x| 8)] paraalgin término ¢
e (#7)7ls]
=i gA
~Vxp ¢ A

por el lema de sustitucién
por la hipétesis inductiva

ya que A es deductivamen-
te cerrado.

En este caso, la falla radica en que las dos implicaciones
onduladas requieren que ¢ sea sustituible por x en . Es posible
que esto sea falso, pero podemos utilizar la reparacién usual:
cambiamos ¢ por una variante alfabética 1) en la que ¢ sea
sustituible por x. Entonces

Hea Vi 0*[s] = g ¢*[s (x| £)] paraalgun ¢, fijo de aqui en

adelante

por la equivalencia seman-
tica de las variantes alfabé-
ticas (Corolario 25D)

= fea P7fs (x| 1]

= o (PF)*[s] por el lema de sustitucién

=Y €A
=Vxp g A

por la hipdtesis inductiva
ya que A es deductivamen-
te cerrado
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=Vxp ¢ A porlaequivalencia sintdcti-
ca de las variantes alfabéti-
cas (Teorema 24I).

Esto completa la lista de casos posibles; se sigue, por induc-
cién, que para cualquier ¢,

Eo @'[s] sii p €A,

Si nuestro lenguaje original no incluyé el simbolo de
igualdad, entonces ya terminamos. Ya que Unicamente ne-
cesitamos restringir 2 al lenguaje original para obtener
una estructura que satisfaga a cada elemento de I' con la
funcién identidad.

Pero ahora supongamos que el simbolo de igualdad
esta en cl lenguaje. Entonces 2 no servird. Por ejemplo,
si I' contiene el enunciado ¢ = d (donde ¢ y d son sim-
bolos de constante distintos), entonces necesitamos una
estructura %5 en la cual ¢® = d®. Obtenemos B como la
{ estructura cociente 2/E de ¥ médulo E*.

Paso 5 £? es una relacién de equivalencia sobre |21|. Para
cada ¢ en || sea [¢] su clase de equivalencia. E es, de
hecho, una relacion de congruencia para 2(. Esto significa
que se cumplen las condiciones siguientes:

(i) E* es una relacion de equivalencia sobre |2,

(ii) P® es compatible con E* para cada simbolo de
predicado P

(ty,... . ty) EP?y i E¥fiparal <i<n=
(ty,....1.) € P%,

(ii)) f% es compatible con E* para cada simbolo de
funcién f:

4 E¥ para 1<i<n=

1

S, )ER A, )

En estas circunstancias, podemos construir la estructura
cociente 2/ E, definida como sigue:
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(a) [A/E| es el conjunto de todas las clases de equiva-
lencia de elementos de |2].

(b) Para cada simbolo de predicado P de n» argumen-
tos,

(], .- ) € PYEsii(ty, ..., t,) € P2
(c) Para cada simbolo de funcién fde n argumentos,
SR (8] = U )],

Esto incluye los casos n = 0:

AE =[],
Sea h : || — |2/E| 1a funcién natural:

k(1) = [t].

Entonces & es un homomorfismo de 2 sobre 2/ E. Ade-
mis, E%/E ¢s la relacién de igualdad sobre |/E|. En con-
secuencia, para cualquier ¢:

v €A FEy s
© Eoyr ko]
& Fayr plhos|.

Asi 2/ E satisface todos los elementos de A (y, por lo tan-
to, todos los elementos de I') con 4 o 5.

Detalles: Recordemos que
tE% st (t=1) €A,
sii. Abt=1.
(i) E* es una relacién de equivalencia sobre 2 por las
propiedades de igualdad Ecl, Ec2 y Ec3.

(ii) P® es compatible con E# por la propiedad de igual-
dad Ec4.



L.OGICA DE PRIMER ORDEN 207

(iii) f* es compatible con £% por la propiedad de igual-
dad Ecb.

Entonces de la compatibilidad de P* con E? se sigue que
PA/E est4 bien definida. Igualmente, fm/E estda bien definida
porque f* es compatible con EX.

Resulta inmediato a partir de la construccién que % es un
homomorfismo de 2 sobre /E. Y

[ EXE[] sii 1 E¥Y,
sit [1] = [#'].

Finalmente,

Y €A SEy s por el paso 4
S=qeptlhos] por el teorema de homo-
morfismo

Sl=aeplhos),

el tltimo paso estd justificado por el hecho de que E#/£ es la
relacion de igualdad sobre [2(/E|.

| Paso 6: Restrinja la estructura 2/E al lenguaje original.
Esta restriccién de 2/E satisface a todo elemento de T’
conkos. -

Para un lenguaje no numerable, es necesario hacer unas
cuantas modificaciones a la demostracién anterior del teorema
de completud. Digamos que el lenguaje tiene cardinalidad A.
(Con esto queremos decir que tiene A simbolos o, equivalente-
mente, A formulas.) Describiremos las modificaciones necesa-
rias, suponiendo que el lector tiene conocimiento sustancial de
la teorfa de conjuntos. En el paso 1 agregamos A nuevos simbo-
los de constante; los detalles no cambian. En el paso 2, tinica-
mente cambian los detalles. El cardinal A es un ordinal inicial.
(Implicitamente hemos bien ordenado ¢l lenguaje.) “Numere-
mos” los pares

(WasXa) oz

indexados por los ordinales menores que \. Paraa < A, 4, es

~ Vi, Po — ("l iro)pcc:’
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donde ¢, es el primero de los nuevos simbolos de constante
que no estd en @, ni en O para toda 8 < a. (Esto excluye
cuando mucho Ry -card (@) simbolos de constante, asi que que-
dan algunos.) Finalmente, en el paso 3, podemos obtener cl
conjunto maximal A usando el lema de Zorn. El resto de la
demostracién es igual.

Teorema de compacidad (a) Si I' k= ¢, entonces existe un sub-
conjunto finito T’y C T, tal que ['y = ¢.
(b) Si cada subconjunto finito I'y de I' es satisfactible,
entonces I es satisfactible.

En particular, un conjunto ¥ de enunciados tiene un modelo
sii cada subconjunto finito tiene un modelo.

Demostracién Para probar la parte (a) del teorema de compa-
cidad, simplemente observamos que

F'=p=Ttryp
=Tyt paraalgin 'y C I finito, ya que
las deducciones son finitas
=Ty 'I w.

La partc (b) tiene una demostracién similar. Si cada
subconjunto finito de I es satisfactible, entonces por co-
rrectud, cada subconjunto finito de I' ¢s consistente. Por
lo tanto, I' es consistente, ya que las deducciones son
finitas. Asi que, por completud, [' es satisfactible. (De
hecho, las partes (a) y (b) son equivalentes; véase el gjer-
cicio $ de la seccién 7 del capitulo ). -

Cuando alguien oye hablar por primera vez del teorema de
compacidad, su inclinacién natural es intentar combinar (por
medio de alguna operacién algebraica o de teorfa de conjun-
tos) las estructuras en las que se satisfacen los diferentes sub-
conjuntos finitos, de manera tal que se obtenga una estructura
en la que se satisfaga la totalidad del conjunto. De hecho, tal
demostracion es posible. La operacién que se usa es la cons-
truccién del ultraproducto. Pero no haremos mayores comenta-
rios acerca de esta atractiva posibilidad.

Nétese que en ¢l teorema de compacidad intervienen unica-
mente nociones semdnticas de la seccién 2 de este capitulo; no
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involucra para nada las deducciones; de hecho hay demostra-
ciones que evitan las deducciones. Los mismos comentarios se
aplican al teorema siguiente.

“Teorema de numerabilidad En un lenguaje razonable, el con-
junto de formulas validas es efectivamente numerable,

Por lenguaje razonable entendemos un lenguaje cuyo con-
junto de pardmetros se puede numerar efectivamente yenel
que las dos relaciones

{(P,n) | Pes un simbolo de predicado de n argumentos }

et

{{(/,n) | f es un simbolo de funcién de = argumentos }

son decidibles. Por ejemplo, cualquier lenguaje que tenga sélo
una cantidad finita de parametros (dicho lenguaje se llamara
lenguaje finito) es ciertamente razonable, ya que los conjuntos
finitos siempre son decidibles. Por otra parte, un lenguaje ra-
zonable debera ser a lo mis numerable, ya que no podemos
numerar efectivamente un conjunto no numerable. (De hecho,
cabe hacer una afirmacién mis fuerte: al igual que en la sec-
cién 7 del capitulo I, es necesario un formato adecuado de
entrada/salida en el cual el conjunto subyacente de simbolos
expresados sea finito, lo que implica que el conjunto de todas
las cadenas es numerable.)

En la seccién 4 del capitulo III, se¢ dard una versién pre-
cisa de este teorema. (Véase especialmente ahf el inciso 20.)
En esencia, las demostraciones de estas dos versiones son la
misma.

Demostracion  El hecho esencial es que A es decidible, y por
lo tanto el conjunto de deducciones es decidible.
Supongamos que se nos da cierta expresién e. (La su-
posicion de que el lenguaje es razonable ya estd aqui.
Sélo existe una cantidad numerable de cosas elegibles
que una persona puede dar a otra.) Queremos decidir
si £ estd en A o no. Primero verificamos que ¢ tenga
la forma sintactica necesaria para ser una férmula. (En
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la l6gica de enunciados dimos instrucciones detalladas
para dicha verificacién. Véase la seccién 3 del capitulo I.
Para lenguajes de primer orden se pueden dar instruc-
ciones similares, utilizando la seccién 3 de este capitulo).
Si ¢ pasa esa prueba, entonces verificamos (construyen-
do una tabla de verdad) si es una generalizacién de una
tautologia. Si no, procedemos a ver si ¢ tiene la forma
sintactica necesaria para estar en el grupo 2 de axio-
mas. Y asi sucesivamente. Si € no ha sido aceptada cuan-
do terminemos el grupo 6 de axiomas, entonces € no
estd en A.

(Lo anterior pretende convencer al lector de que en
verdad se puede distinguir entre los que son elementos
de A y los que no lo son. El lector que atin tenga dudas
puede buscar la segunda presentacién en la seccion 4
del capitulo IIL.)

Ya que A es decidible, el conjunto de consecuencias
tautolégicas de A es efectivamente numerable; véase el
teorema 17G. Pero

{o | o es una consecuencia tautolégica de A}
= {a|F a} porelteorema 24B,
= {a | e es vilida}. =

En el siguiente argumento se presenta una alternativa al
parrafo anterior de esta prueba, que posiblemente arroje mds
luz: primero afirmamos que cl conjunto de las deducciones
(a partir de 0) es decidible. Para una sucesion finita dada
ag, - - . , &y podemos examinar cada ¢; para ver si se encuentra
en A o se puede obtener de elementos anteriores de la sucesién
mediante modus ponens. Después, para numerar las formulas
validas, comenzamos por numerar todas las sucesiones finitas
de férmulas. Examinamos cada sucesién cuando aparece y de-
cidimos si es o no una deduccién. Si no lo es, la descartamos;
pero si lo es, entonces ponemos su tltimo elemento en la lista
de {6rmulas vilidas. Continuando de esta manera, generamos
—de una forma poco eficiente— una lista e¢n la que a la larga
aparecera cualquier férmula vélida.
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*Corolario 25F Sea I' un conjunto decidible de férmulas en
un lenguaje razonable.
(a) El conjunto de teoremas de I' es efectivamente
numerable, '
(b) El conjunto {¢ | T' |= ¢} de férmulas implicadas
logicamente por I' es clectivamente numerable.

(Por supuesto que las partes (a) y (b) se refieren al mismo
conjunto. Este corolario incluye en si mismo el teorema de
numerabilidad, en el cual ' = {).)

Demostracion 1 Numeramos las formulas vilidas; siempre
que encontremos una de la forma

QG — -+ —F Q] — O,

verificamos si ¢y, ..., @) s¢ encuentran en I'. Si es asi,
entonces ponemos g en la lista de teoremas de I
De esta manera, finalmente se incluira en la lista cual-
quier teorema de I'. =

Demostracion 2 I U A es decidible, asi que su conjunto de
consecucncias tautologicas es efectivamente numera-
ble. Y éste es justamente el conjunto que queremos.

_[

Por ¢jemplo, sea I el conjunto (decidible) de axiomas para
cualquiera de los sistemas de teoria de conjuntos usuales. En-
tonces este corolario nos dice que el conjunto de teoremas de
la teoria de conjuntos es efectivamente numerable,

De una manera mas general, es natural insistir en que el
conjunto de axiomas sea decidible al establecer alguna teorfa
axiomatica. Después de todo, queremos que las demostracio-
nes a partir de estos axiomas sean argumentos convincentes que
puedan ser verificados. Parte del proceso de verificacién supo-
ne revisar que los enunciados que se dice que son axiomas,
sean de hecho axiomas. Para que esto sea posible, es necesario
que €l conjunto de axiomas sea decidible (o al menos semi-

~decidible). Esto tiene como consecuencia que el conjunto de
los teoremas que se siguen de los axiomas sea efectivamente
numerable.
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*Corolario 25G Supongamos que I' es un conjunto decidible
de férmulas en un lenguaje razonable, y que para cual-
quier enunciado o, o bien I' |z 0 o I' = ~ 0. Entonces
el conjunto de enunciados que implica I' es decidible.

Demostracion Si I' es inconsistente, entonces tendremos sim-
plemente el conjunto (decidible) de todos los enuncia-
dos. Asi que supongamos que I' es consistente. Supon-
gamos que se nos da un enpunciado ¢ y s€ nos pide que
decidamos si I' = o o no. Podemos numerar los teore-
mas de I' y buscar ¢ o - 0. Finalmente aparecera alguno
y asi sabremos la respuesta. —

(Nétese que esta demostracién realmente describe dos pro-
cedimientos de decision. Uno es correcto cuando I' es incon-
sistente, v el otro es correcto cuando T' es consistente. Asi que
existe un procedimiento de decisién para cada caso. Pero no
necesariamente podremos determinar efectivamente, dada una
descripcién finita de T, cudl deberd usarse. Un conjunto es de-
cidible si existe un procedimiento de decision para €l, y esto no
es lo mismo que tener en nuestras manos un procedimiento
conocido de decision.)

Debemos observar que, cn general, nuestras demaostracio-
nes de numerabilidad no pueden convertirse en demostra-
ciones de decidibilidad. Casi para todos los lenguajes, el con-
junto de férmulas validas no es decidible. (Véase el teorema de
Church, seccién 5 del capitulo III.)

Notas histéricas

Fl teorema de completud (para lenguajes numerables) se en-
cuentra en la disertacién doctoral de Kurt Godel de 1930. (No
debe confundirse con el “teorema de incompletud de Gédel”,
publicado en 1931; abordaremos este altimo resultado en ¢l
capitulo I11.) El teorema de compacidad (para lenguajes nume-
rables) se dio como un corolario.

El teorema de compacidad para lenguajes no numerables
estaba implicito en un articulo de 1936 de Anatolii Malcey. Su
demostracién usaba funciones de Skolem (véase la seccion 2
del capitulo IV) y el teorema de compacidad para la logica de
enunciados. La primera formulacién explicita del teorema de
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compacidad para lenguajes no numerables se encuentra en un
articulo de Maltev de 1941.

Tanto el teorema de numerabilidad, como lo que sc sigue
del trabajo de Godel de 1930, estaba implicito en los resultados
publicados por Thoralf Skolem en 1928,

La demostracién que hemos ofrecido del teorema de com-
pletud cstd basada en la que hizo Leon Henkin en su tesis,
publicada cn 1949. A diferencia de la prueba original de Go-
del, la prueba de Henkin se generaliza ficilmente a lenguajes
de cualquier cardinalidad.

LEjercicios

1. (Regla semdntica IE) Supongamos que el simbolo de cons-
tante ¢ no ocurre en g nieny nienI', y que I'; ¢f k=),
Muestre (sin utilizar los tcoremas de correctud y de com-

pletud) que I'; Ix ¢ = 9.

2. Demuestre la equivalencia de las partes (a) y (b) del teore-
ma de completud. Sugerencia: I' = ¢ sii I'U {~ ¢} es insa-
tisfactible. Y A es satisfactible sii A =1, donde L es algu-
na formula refutable insatisfactible, tal como = Vx x = x.

Observacion: De manera similar, el teorema de correc-
tud es equivalente a la afirmacién de que todo conjunto
de férmulas que es satisfactible es consistente.

3. Suponga que I' - ¢ y que P es un simbolo de predica-
do que no ocurre ni en [' ni en . ¢Hay una deduccién
de  a partir de I en la que P no ocurra? Sugerencia: Hay
dos enfoques muy diferentes para abordar este problema.
El enfoque “suave” hace uso de dos lenguajes, uno que
contiene a Py otro que no lo contiene. La aproximacién
“dura” considera la posibilidad de eliminar sistemdtica-
mente P de una deduccién dada de  a partir de T

4. Scal' = {~ Vo) Pvy, Pos, Pos,...}.<Es T consistente? ¢Es
T satisfactible?

Muestre que un mapa infinito puede ser coloreado con
cuatro colores sii cada uno de los submapas de éste pue-
de ser coloreado con cuatro colores. Sugerencia: Tome un

o
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lenguaje que tenga simbolos de constante para cada pais y
que tenga cuatro simbolos de predicado de un argumento
para los colores. Utilice el teorema de compacidad.

Sean ©; y Ys conjuntos de enunciados tales que no hay
un modelo de ambos X ¥ Xs. Muestre que hay un cnun-
ciado T tal que ModX; € Mod 7y Mod¥y € Mod—r.
(Esto se puede expresar asi: las clases disjuntas ECA pue-
den separarse por una clase EC.) Sugerencia: ¥, U Xy no
es satisfactible; aplique compacidad.

Fl teorema de completud nos dice que cada enunciado
cuenta con una deduccién (a partir de §) o con un con-
tramodelo {es decir, una estructura en la que es falso).
Para cada uno de los enunciados siguientes, muestre que
hay una deduccién o dé un contramodelo.

(a) Y (Qx = Vy Qy)
(b) (3x Px— VyQy) = Vz(Pz— Qz)
()Vz(Pz— Qz) = 3xPx—=YyQy)

(d) =3y Vx(Pxy+ - Pxx)

Suponga el lenguaje (con igualdad) que tiene tnicamente
los parametros V' y P, donde P es un simbolo de predicado
de dos argumentos. Sea 2 la estructura con [2A] = Z el
conjunto de los enteros (positivos, negativos y cero) y con
{a,b) € P*sii |a — b| = 1. Por lo tanto, 2 sc ve como una
gréfica infinita:

" i
A 81 > 8 % ® < F

Muestre que hay una estructura elementalmente equiva-
lente 9B que no es conexa. (Ser conexa significa que pa-
ra cada dos elementos de |%B|, hay una trayectoria entre
ellos. Una trayectoria, de longitud n, de a a b es una suce-
sion (po, 1, - - - ,pnycona = po, b= pny (pi, pir1) € P®
para cada i.) Sugerencia: Agregue los simbolos de cons-
tante ¢ y d. Escriba enunciados que digan que ¢y d se
encuentran alejados. Aplique compacidad.
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9. En la seccién 4 de esie capitulo utilizamos cierto conjun-
to A de axiomas légicos. Dentro de ciertos limites, ese
conjunto puede ser modificado.

(a) Suponga que agregamos a A una férmula ¢ que no
es valida. Muestre que en ese caso falla el teorema de
correctud.

(b) En el otro extremo, suponga que no tomamos ningin
axioma légico: A = (). Mucstre que en ese caso falla
el teorema de completud.

(c) Suponga que modificamos A agregando una nucva
formula valida. Explique por qué se siguen cumplien-
do tanto el teorema de corrcctud como el de com-
pletud.

6. Modelos de teorias

En esta seccion dejaremos de lado las deducciones y los axio-
mas logicos, y volveremos a los temas abordados en la seccién 2
de este capitulo. Sin embargo, con base en los teoremas de la
seccién previa, ahora serd posible responder mds preguntas de
las que podiamos responder anteriormente.

Modelos finitos

Algunos enunciados tienen tinicamente modelos infinitos; por
ejemplo, el enunciado que dice que < es un orden sin elemento
maximo. La negacién de dicho enunciado es finitamente vilida,
esto es, es verdadera en toda estructura finita.

También es posible tener enunciados que tengan tinicamen-
te modelos finitos. Por ejemplo, cualquier modelo de Vx Vy
x = y tiene cardinalidad 1. Pero si todos los modelos de X
son finitos, entonces el tamarfo de sus modelos tiene una cota
finita, como lo establece el siguiente teorema:

Teorema 26A Si un conjunto.; tiene modelos finitos arbitra-
riamente grandes, entonces tiene un modelo infinito.

Demostracion Para cada entero positivo k > 2, podemos en-
contrar un enunciado A; que se traduce: “Hay al menos
k objetos.” Por ejemplo,
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)\-22 331 302 Ul%vg,
Az = Jo; Jos 393(31%92/\31#1’3/\323&1@).

Considere el conjunte
S U{Aa s T

Por hipotesis, cualquier subconjunto finito tiene un mode-
lo; asi que, por compacidad, todo ¢l conjunto tiene un mo-
delo, que evidentemente tiene que ser infinito. —

Por ejemplo, a priori es posible pensar que existe una ccua-
cién sofisticada de la teoria de grupos que sea verdadera en
todo grupo finito, pero falsa en todo grupo infinito. Sin em-
bargo, de acuerdo con el tcorema anterior, dicha ecuacion no
existe.

La demostracién de estc teorema ilustra un método util
para obtener una estructura con propiedades dadas. Escribi-
mos enunciados (posiblemente en un lenguaje expandido) que
establecen las propiedades que queremos. Despucs argumen-
tamos que cualquier subconjunto finito de estos enunciados
tiene un modelo. El teorema de compacidad hace el resto. En
las paginas que siguen veremos mas ejemplos de este método.

Corolario 26B La clase de todas las estructuras finitas (para
un lenguaje fijo) no es EC4. La clase de todas las estruc-
turas infinitas no es EC.

Demostracién El primer enunciado se sigue inmediatamente
del teorema. Si la clase de todas las estructuras infinitas
es Mod 7, entonces la clase de todas las estructuras fini-
tas es Mod — 7. Pero esta clase ni siquiera se encuentra
en EC,, mucho menos en EC. ' -

La clase de las estructuras infinitas es EC, siendo Mod{ s,
Ag,y .t _

A continuacién queremos considerar problemas de decision
relacionados con estructuras finitas. Para cualquier estructu-
ra 9, definimos la teoria de 2, denotada por Th#l, como el
conjunto de todos los enunciados verdaderos en 2. Dada una
estructura finita 2, nos preguntamos si el conjunto Th 2 es de-
cidible, y lo mismo para el conjunto de enunciados que tienen
modclos finitos.
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Las siguientces observaciones-ayudaran a dar una respuesta:

1. Toda estructura finita 2 es isomorfa a una estructura con
universo {1,2,... ,n}, donde n es el tamano de 2 (es decir,
n = card |2|). La idea es que si || = {a1,...,a,}, entonces se
reemplace g; por i.

Por cjemplo, supongamos que el lenguaje tiene unicamente
el parametro ¥V y un simbolo de predicado E de dos argumentos
(para la relacién de “arista” en una grafica dirigida). Conside-
re la estructura finita 98 con universo |*5|, compuesta por un
conjunto de cuatro objetos distintos {a, b, c, d}, y con

E® = {(a,b), (b.a). (b.0), (6,0)}.

Entonces B es 1somorfa a la estructura

({1,2,8,4};:{(1,2).(2,1),(2.3), (3,3)})-

Sin embargo, para este caso existen otras posibilidades; si nos
hubiéramos centrado en los elementos de [*B| ordenados como
b, a, d, ¢, tendrfamos una estructura isomorfa, aunque dife-
rente:

({1,2,3,4);{(1,2),(2,1), (1,4), (4, 4)})-

2. Una estructura finita del tipo que acabamos de describir
puede describirse, para un lenguaje finito, mediante una cade-
na finita de simbolos. En el ejemplo,

({1,2,8,4};:{(1,2),(2,1),(2,3), (3,3)}),

esta linea describe complctamente la estructura y se puede es-
cribir con numerales en base 10 (o en su base favorita) junto
con puntuacién y delimitadores (por ejemplo, paréntesis). Por
lo tanto, dicha estructura puede ser comunicada a otra persona
0 a una maquina. La cadena finita de simbolos pucde escribirse
en un formato adecuado de entrada.

3. Dada una estructura finita 2 para un lenguaje finito, con
universo {1, ...,n} (y, por la observacion anterior, sabemos
que dicho objeto puede ser dado), una férmula ¢ y una asig-
nacién s, de niimeros de este universo a Jas variables libres
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FIGURA 8. Revisidn del enunciado Vo, ((-Vve ~Ewvyvy) = Ev 1)
en una estructura con universo de tamaiio 4.

de @ (por supuesto que sélo hay una cantidad finita), podemos
determinar efectivamente si |———91 ©[s,] o no.
Por ¢jemplo, dada

=({1,2,8,4};{(1.2),(2,1),(2,3),(3,8)}).
w=Vo,((=Vvs “Evgv;) = Evy vy),

podemos organizar la computacién en la forma del arbol que
aparcce en la figura 9. Vemos que el enunciado ¢, que dice
“Cualquier cosa en el rango de £ estd relacionada consigo mis-
ma”, es falso en B.

En cada hoja del drbol (es decir, en cada vértice minimal)
tenemos una férmula atémica, asi que damos una “ojeada a la
tabla” para ver si eslo se satisface. Nétese que todo cuantifica-
dor genera una biisqueda a través del universo de n clementos.
Dada una férmula  con k cuantificadores, el niimero de hojas
del arbol esta acotado por un polinomio de grado k en térmi-
nos de n. Si el lenguaje contiene simbolos de funcién, entonces
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es necesario evaluar cada término utilizando la funcién (finita)
que ofrece la estructura.

En particular, al restringirnos a los enunciados, podemos,
dada 2 como antes y un enunciado o, decidir efectivamente si
2 es un modelo de ¢ o no. (De hecho, o podria ser aqui un
enunciado de segundo orden, como en el capitulo V)

*Teorema 26C Si 2 es una estructura finita en un lenguaje
finito, entonces Th 2l es decidible.

Demostracion 1 Por la observacién 1, podemos reemplazar 2
por una estructura isomorfa con un universo de la for-
ma{l,..., n}, sin que cambie cuales son los enunciados
verdaderos. Después, apliquemos la observacion 3.

Demostracién 2 Por el ejercicio 17 (a) de la seccion 2 de este
capitulo, hay un cnunciado dy que caracteriza 2, salvo
isomorfismo. De donde se sigue que: :

ThA ={o|da =0}

(Detalles: para demostrar “C” nétese que si o es verda-
dero en 2, entonces es verdadero en todas las copias
isomorfas y, por lo tanto, en todos los modelos de dg.
De modo que dy = 0. En la otra direccién, la demostra-
cién es mas sencilla; si dy = o, entonces ¢ es verdadero
en todos los modelos de dy, uno de los cuales es 2.)
Aplique ¢l corolario 25G, notando que para todo o, o
bien =9 0 0 =y o -

4. Dado un enunciado ¢ y un entero positivo n, podemos de-
cidir efectivamente si ¢ tiene o no un modelo con n elementos.
Es decir, que la relacién binaria

{{o,n) | o tiene un modelo de tamafio n}

es decidible.

La idea clave es que solamente hay que revisar una cantidad
finita de estructuras, cosa que ciertamente podemos hacer. Por
la observacién 1, el enunciado ¢ tiene un modelo de tamafio n
siy sélo si tienec un modelo con universo {1,..., n}. Si restringi-
mos el lenguaje a los pardmetros que ocurren en o, solamente
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hay una cantidad finita de ese tipo de estructuras y podemos
generarlas todas sistemdaticamente. (Por ejemplo, si los tinicos
parametros son ¥V y un simbolo de predicado de dos argumen-
tos, entonces habra 9" estructuras diferentes.) Usando la ob-
servacion 3, verificamos si alguna de éstas es modelo de o.

5. El espectro de un enunciado o se define como {n | o tiene
un modelo de tamaio n}. Vea el ejercicio 16 de la seccién 2
de este capitulo (p. 151). De la observacion 4 se sigue que el
cspectro de cualquier enunciado es un conjunto decidible de
enteros positivos.

*Teorema 26D Para un lenguaje finito, {o | ¢ tiene un modelo
finito} es efectivamente numerable.

Demostracion A continuacion damos un procedimiento de
semidecision: dado o, usando la observacion 4, revise
primero si éste tiene un modelo de tamaiio 1; si no lo
tiene, inténtelo con 2, y asi sucesivamente. —

*Corolario 26E Supongamos que el lenguaje es finito y sea @
el conjunto de enunciados verdaderos en toda estructu-

ra finita. Entonces su complemento @ es efectivamente
numerable.

Demostracion Dado un enunciado o,

o € ® <= (—0) tiene un modelo finito.

Podemos aplicar el procedimiento anterior de semideci-
siona (- o). '

Se sigue (por el teorema 17F) que ¢ es decidible si y so6lo
si es efectivamente numerable. Pero esto no sucede. Entonces,
sin dar Ja demostracion, afirmamos el siguiente:

*Teorema de Trakhtenbrot (1950) El conjunto de enunciados
® = {0 | 0 es verdadero en toda estructura finita}

no es en general decidible ni efectivamente numerable.

Asf que el andlogo del teorema de numerabilidad restringi-
do a estructuras finitas es falso.
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Tamano de modelos

En la prueba del tcorema de completud que aparece en Ia sec-
cion 5 de este capitulo, comenzamos con un conjunto consis-
tente I'y construimos una estructura 2l/E enla que se satisfacia
el conjunto. ¢Qué tan grande era esa estructura? Afirmamos
que si nuestro lenguaje inicial es numerable, entonces |A/E] es
un conjunto numerable, De modo que un comnjunto consisten-
te de enunciados en un lenguaje numerable tiene un modelo
numerable.

2U/E se construyé a partir de una estructura preliminar 2.
El universo de 2 era el conjunto de todos los términos del len-
guaje obtenido al agregar un conjunto numerable de nuevos
simbolos de constante. Sin cmbargo, el lenguaje aumentado
seguia siendo numerable, as{ que el conjunto de todas las ex-
presiones (y, por ello, el conjunto de todos los términos) era
numerable. Es decir, |2] era numerable.

El universo de 2/ £ estaba compuesto por las clases de equi-
valencia de elementos de 9, asi que éste también era un con-
Junto numerable. (Podemos dar una funcién inyectiva de [2/E|
en |2 si a cada clase de equivalencia se le asigna un elemen-
to representante.) La conclusién es que, tal como se afirmaba,
2/E es una estructura numerable.

Teorema de Léwenheim-Skolem (1915) (a) SeaI' un conjunto satis-
factible de férmulas en un lenguaje numerable. Enton-
ces hay una estructura numerable que satisface I,

(b) Sea ¥ un conjunto de enunciados en un lengua-
je numerable. Si ¥ tiene un modelo, entonces tiene un
modelo nuinerable.

Demostracion Primero, obsérvese que I' es consistente, por
el teorema de correctud. Entonces, por el teorema de
completud (junto con las observaciones que hemos he-
cho hasta ahora), hay una estructura numerable que lo
satisface. =

(Hay otra demostracién mas directa de este teorema que se
dard en la seccién 2 del capitulo IV; préstese especial aten-
cion al ¢jercicio 1 de dicha seccion. Esa prueba, que no usa
un calculo deductivo, comienza con una estructura arbitra-
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ria 2 que satisface I, y mediante diversas manipulaciones se
extrae de ella una subestructura numerable que todavia satis-
face I'.)

El teorema de Lowenheim-Skolem fue publicado por Leo-
pold Lowenheim en 1915 para el caso en el que I" es un con-
Jjunto unitario; en 1920, Thoralf Skolem lo generalizé a un T'
posiblemente infinito. El teorema marcé una nueva {ase en la
l6gica matemdtica. El trabajo anterior se habfa encaminado a
Jormalizar las matematicas por medio de lenguajes formales y
calculos deductivos; el inicio de este trabajo en 1879 se debe
en gran parte a Gottlob Frege. Por ¢jemplo, en los Principia
Mathematica (1910-1913) de Whitchead y Russell se realizé di--
cha formalizacién con sumo detalle. Sin embargo, el periodo
moderno empezd cuando los 16gicos dieron un paso atrds y co-
menzaron a probar resultados acerca de los sistemas formales
que se habian estado construyendo. David Hilbert, Emil Post,
Kurt Gédel (ya mencionado) y Alfred Tarski, entre otros, reali-
zaron trabajos en esa direccion.

Para dar un ¢jemplo de la aplicacién del teorema de Lowen-
heim-Skolem: sea Agr el conjunto de axiomas que el lector pre-
fiera de la teoria de conjuntos. Obviamente, presuponemos
que esos axiomas son consistentes y, por lo tanto, que tienen
un modelo. Por el teorema de Lowenheim-Skolem, esos axio-
mas tienen un modelo numerable &. Por supuesto, & también
es modelo de todos los enunciados implicados légicamente
por Agr. Uno de estos enunciados afirma (cuando se traduce al
espafiol, mediante la traduccién propuesta) que hay una can-
tidad no numerable de conjuntos. Aqui no hay contradiccion,
pero la situacién es lo suficientemente desconcertante como
para que se la llame “la paradoja de Skolem”. Lo que ¢s cierto
en la estructura & es que no hay ningun elemento que satisfaga
la definicién formal de ser una funcién biyectiva de los nu-
meros naturales en el universo. Pero esto d¢ ninguna manera
excluye la posibilidad de que haya (fuera de &) una auténtica
funcioén que nos dé esa correspondencia uno a uno.

Recuerde que la teoria de 94, denotada por Th 2, es el conjun-
to de todos los enunciados verdaderos en 2. Podemos aplicar
el teorema de Lowenheim-Skolem (con X = Th 2() para probar
que para cualquier estructura 2 de un lenguaje numerable,
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cxiste una estructura numerable '8 elementalmente equivalente
a ella. Si B es un modelo de Th ¥, entonces A = B, pues

Fauo=0€ThA=EFg0

oo =kEy 0= (m0o) EThA 2=y 0 Sy o

Por ejemplo, ¢l campo de los reales (R; 0, 1, +, -) es una estruc-
tura no numerable para un lenguaje finito. Por lo tanto, de-
berd existir alguna estructura numerable (también un campo)
que satisfaga exactamente los mismos enunciados. (De hecho,
Tarski demostré que podemos tomar el campo de los numeros
reales algebraicos.)

EJEmMPLO Considere Ia estructura
m = (Ny 0.‘ S; < +J ')-

Afirmamos que existe una estructura numerable 90,
elementalmente equivalente a 91 (es decir, My y N sa-
tisfacen exactamente los mismos enunciados), pero que
no es isomorfa a 9.

Demostracién Construiremos 9, usando el teorema de com-
pacidad. Extendamos el lenguaje agregando un nuevo
simbolo de constante ¢. Sea

Y={0<¢S0<cSS0<e.. .}

Afirmamos que ¥ U Th 91 tiene un modelo. Para de-
mostrarlo, témese cualquier subconjunto finito de £ U
Th 91. Ese subconjunto finito es verdadero en

mﬁ = (N: O) S: <s +: ] k)

(donde k = ¢”%) para alguna k suficientemente grande.
De modo que, por el teorema de compacidad, 3 UThI

tiene un modelo.
Usando el teorema de Lowenheim-Skolem, 2 U Th91

tiene un modelo numerable

M = (|m); 07", 8™, <™, +7%, .7, ),
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Sea My la restriccion de 90T al lenguaje original:
My = (|Mf; 07, 87, <™, +71,.71),
Como My es modelo de Th, tenemos que Ny = M-

Eqo=0cThN =k, o
Fx o =0 € ThN ==a, -0 =, 0.

Dejamos al lector la tarea de verificar que 9y no es
isomorfo a . (|| contiene el niimero “infinito” ¢™.)
_|"

¢Qué sucede con los lenguajes no numerables?* Suponga-
mos que en la demostracién del teorema de completud comen-
zamos con un conjunto I' en un lenguaje de cardinalidad A.
Afirmamos que, en este caso, la estructura 2/E que construi-
mos tiene cardinalidad < A.

24/E se construyé a partir de la estructura preliminar 2. El
universo de 2l era el conjunto de todos los términos en un len-
guaje que se obtuvo al agregar A nuevos simbolos de constan-
te. Asi que el lenguaje aumentado atin tenfa cardinalidad A.
Asi, (por el teorema 0D) el conjunto de todas las expresiones
(y por lo tanto, el conjunto de todos los términos) tenia car-
dinalidad < A. (De hecho, puesto que al menos tenfamos los
A nuevos simbolos de constante, el conjunto de términos tenia
exactamente cardinalidad A.)

El universo de 2(/E estaba compuesto por clases de equi-
valencia de elementos de 2, asi que card |A/E| < card |2
(Podriamos dar una funcién inyectiva de |2/E| en |2, al asig-
nar a cada clase de equivalencia alguno de sus elementos, pero
es posible que para eso se necesite el axioma de eleccidn.) Asi,
una vez aclarada la cuestién, se ve que I' se satisface en una
estructura A /E de cardinalidad < A.

Teorema de Léwenheim-Skolem (a) Sea I" un conjunto satisfac-
tible de férmulas en un lenguaje de cardinalidad A. En-
tonces ' es satisfactible en alguna estructura de tama-
o < A

1 Se sugiere al lector que desee evirar los cardinales no numerables, pasar
a la subseccién “Teorfas”.
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(b) Sea ¥ un conjunto de enunciados de un lenguaje
de cardinalidad X. $i ¥ tiene un modelo, entonces tiene
un modelo de cardinalidad < A.

La primera version del teorema de Léwenheim-Skolem que
presentamos es un caso particular de esta version, en la que
/\ - ;‘{Q‘ )

Supongamos que tenemos una estructura no numerable 24
para un lenguaje numerable. Por el teorema de Lowenheim-
Skolem (aplicado a Th 2{) hay una estructura B numerable que
es modelo de Th#, por lo que 2 = ‘B, como ya se hizo notar
antes.

De manera inversa, supongamos que COmenzamos con una
estructura finita o numerable %B. {Existe una estructura % no
numerable tal que 2L = B? Si B es finita (y el lenguaje incluye
la igualdad), entonces csto es imposible. Pero si B es infinita,
entonces si habr4 tal 2, gracias al siguiente “teorema ascenden-
te y descendente de Lowenheim-Skolem”. La parte ascendente
se debe a Tarski, y de ahi la “T” de “LST".

Teorema LST Sea I' un conjunto de férmulas en un lenguaje
de cardinalidad ), y supongamos que I' es satisfactible
en alguna estructura infinita. Entonces, para todo cardi-
nal £ > A, hay una estructura de cardinalidad « en la
que T" es satisfactible.

Demostracion Sea 2 la estructura infinita en la que I' es satis-
factible. Extendemos el lenguaje agregando un conjun-
to C de s nuevos simbolos de constante. Sea

¥ = {1 #¢3 | a1, ¢2 elementos distintos de C}.

Entonces, cada subconjunto finito de ¥ U ' es satisfac-
tible en la estructura 2, extendida para asignar objetos
distintos a la cantidad finita de nuevos simbolos de cons-
tante del subconjunto. (Como 2 es infinito, hay elemen-
tos suficientes para dar cabida a cualquier niimero finito
de ellos.) Asi que, por compacidad, ¥ U T' es satisfacti-
ble, y por el teorema de Léwenheim-Skolem puede ser
satisfecho en una estructura B8 de cardinalidad < k. (El
lenguaje expandido tiene cardinalidad A+ k = k.) Pero
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es evidente que cualquier modelo de ¥ tiene cardina-
lidad > k. Asi que B tiene cardinalidad x; finalmente
restringimos ‘B al lenguaje original. =

Corolario 26F (a) Sca X un conjunto de enunciados en un
lenguaje numerable. Si ¥ tiene alglin modelo infinito,
entonces 3} tiene modelos de cualquier cardinalidad in-
finita.

(b) Sea 2 una estructura infinita para un lenguaje
numerable. Entonces, para cualquier cardinal infinito A,
hay una estructura ‘B de cardinalidad A tal que B = 2L.

Demostracion (a) Tome I' = X, A = Ny en el teorema.
(b) Tome 3 = Th 2 en la parte (a). ~

Considere un conjunto X de enunciados, de los que se pen-
sard que son axiomas no légicos. (Por ejemplo, Yi podria ser
un conjunto de axiomas de la teorfa de conjuntos o un con-
junto de axiomas de la teoria de los niuneros.) Diremos que
Y. es categorica sii cualesquiera dos modelos de ¥ son isomor-
fos. El corolario anterior implica que si ¥ tiene algun modelo
infinilo, entonces ¥ no es categorica. Por ejemplo, no existe un
conjunto de enunciados tal que sus modelos sean exactamente
las estructuras isomorfas de (N; 0, S, +, -). Esto constituye una
limitacion en la expresividad de los lenguajes de primer orden.
(Como se verd en la seccién 1 del capitulo IV, hay enunciados
categéricos de segundo orden; sin embargo, los enunciados de
segundo orden son objetos peculiares que se obtuvieron a cos-
ta de mantener fija la nocién de subconjunto, inmune a la inter-
pretacién mediante estructuras.)

Teorias

Definimos una teoria como un conjunto de enunciados cerrado
bajo implicacién légica. Esto es, T es una teoria sii T es un
conjunto de enunciados tal que para cualquier enunciado o
del lenguaje,

IT=o=oel

(Noétese que sélo admitimos enunciados, no férmulas con va-
riables libres.)
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Por ejemplo, siempre habra una teorfa que sea la mds pe-
quena, formada por los enunciados validos del lenguaje. En el
otro extremo estd la teorfa formada por todos lo enunciados
del lenguaje, que es la tnica teorfa que no es satisfactible.

Para una clase K de estructuras (para ¢l lenguaje), definimos
la teoria de K (que se escribe: Th ) mediante la ecuacién

Th K = {o | o es verdadero cn cada elemento de K}.

(Este concepto habfa surgido ya para el caso especial de K =
{A})
Teorema 26G Th KC realmente es una teoria.

Demostracion  Cualquier elemento de K es un modelo de
Th K. De modo que si o es verdadero en todo modelo
de Th K, entonces es verdadero en todo elemento de K.
De ahi que pertenezca a Th IC. m

Por ejemplo, si los parametros del lenguaje son V, 0, 1, + V-
y F es la clase de todos los campos, entonces Th F, la teoria
de los campos, simplemente es ¢l conjunto de todos los enun-
ciados del lenguaje que son verdaderos en todos los campos. Si
Fy es la clase de campos de caracteristica 0, entonces Th F, es
la teorfa de campos de caracteristica 0.

Recuérdese que para un conjunto de enunciados ¥, defi-
nimos ModY como la clase de todos los modelos de 3.
Th Mod X es, cntonces, el conjunto de todos los enunciados
que son verdaderos cn todos los modelos de . Pero éste no cs
sino ¢l conjunto de todos los enunciados implicados légicamen-
te por . Llamemos a este conjunto el conjunto de consecuencias
de X, Cn Y. Entonces

CnY={o|X o}
=Th Mod ..

Por ejemplo, la teorfa de conjuntos s el conjunto de conse-
cuencias de cierto conjunto de enunciados que, como es de
esperarse, se conocen como los axiomas de la teorfa de conjun-
tos. Un conjunto T"de enunciados es una teorfa sii 7= Cn T,
Se dice que una teoria T es completa sii para cada enuncia-
doo,obieno € To (=o) € T. Por ejemplo, para cualquier
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estructura 2f, Th {2} (que se escribe, igual que antes, como
“Th2l”) siempre es una teorfa completa. De hecho, reflexionan-
do un poco, queda claro que Th X es una teoria completa sii
cualesquiera dos elementos de K son elementalmente equiva-
lentes. Y una teoria 7" es completa sii cualesquiera dos modelos
de T son elementalmente equivalentes.
Por ejemplo, la teoria de campos no es completa, ya que los
enunciados
1+1=0,
Jxx-x=1+4+1

son verdaderos en algunos campos pero falsos en otros. La teo-
ria de los campos algebraicamentc cerrados de caracteristica ()
es completa, pero esto de ninguna manera resulta obvio. (Véa-
se el teorema 26].)

*Definicién  Una teoria T es axiomatizable sii hay un conjunto
decidible de enunciados ¥ tal que 7= Cn X.

Definicion Una teoria T es finitamente axiomatizable sii T =
Cn X para algin conjunto finito de enunciados 3.

En Ja segunda definicién tenemos 7 = Cn {0} (que sc escri-
be como “T = Cno”) donde ¢ ¢s la conjuncion de la cantidad
finita de elementos de %. Por ejemplo, la teoria de campos es fi-
nitamente axiomatizable, pues la clase de campos F es Mod @,
donde @ es el conjunto finito de los axiomas de campo. Y la
teorfa de campos es ThMod @ = Cn @.

ILa teoria de campos de caracteristica 0 es axiomatizable, ya
que es Cn &, donde @y consiste en los axiomas de campo (que
son una cantidad finita) junto con los siguientes enunciados
(que forman una cantidad infinita):

1+ 140,
1+ 1+ 140,

Esta teoria no es finitamente axiomatizable. Para probar esto,
primero hay que observar que ningiin subconjunto finito de @
tiene a toda la teoria como el conjunto de sus consecuencias.
(Ya que ese subconjunto finito serfa verdadero en algin campo
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de caracteristica suficientemente grande.) Después aplique lo
siguiente:

Teorema 26H Si Cn X es finitamente axiomatizable, entonces
hay un 2y C X finito tal que Cn Xy = Cn 2.

Demostracion Supongamos que Cn X es finitamente axioma-
tizable; entonces Cn X = Cn 7 para algun enunciado 7.
En gencral, 7 ¢ X, pero al menos X E7.(r € Cnt =
CnZX.) Por el teorema de compacidad hay un ¥y C ¥
finito tal que Xy |= 7. Entonces

Cnt CCny CCnx,

de modo que se cumple la igualdad. 4

Ahora podemos reformular los corolarios 25F y 25G de la
siguiente manera:

*Corolario 261 (a) Una teoria axiomatizable (en un lenguaje
razonable) es efectivamente numerable.
(b) Una teorfa completa axiomatizable (en un lengua-
je razonable) es decidible.

Podemos representar las rclaciones entre estos conceptos
por medio de un diagrama (en el que hemos incluido los re-
sultados del ejercicio 6):

Decidible Finitamente axiomatizable
ii si es completa %*
1!

Efectivamente numerable <= Axiomatizable

.
4

Por ejemplo, una teorfa a la que se ha dado una forma axio-
matica (tal como la teorfa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel,
que no es sino Cn Azp para cierto conjunto Azr) es efectivamen-
te numcrable. En la seccién 7 del capitulo III argumentaremos
que la teorfa de conjuntos (si es consistente) no es ni decidible
ni completa. La teoria de los nimeros, es decir, la teoria de
la estructura (N; 0,S,<,+,-E), es completa pero no es efec-
tivamente numerable, de donde no es axiomatizable (Secc. 5,

Cap. III).
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Podemos usar la parte (b) del corolario anterior para estable-
cer la decidibilidad de una teoria axiomatizable, suponiendo
que podamos mostrar que la teoria en cuestién es completa.
En algunas ocasiones esto se puede hacer usando la prueba de
completud de Los-Vaught.

Decimos que una teoria T es Ry-calegdrica sii todos los mode-
los infinitos numerables de T son isomorfos. De manera mas
general, dado un cardinal s, diremos que T es x-categorica sii
todos los modelos de T de cardinalidad & son isomorfos.

Prueba de Los-Vaught (1854) Sea T una teoria en un lenguaje nu-
merable. Supongamos que T no ticne modelos finitos.

(a) Si T es Ny-categorica, entonces T’ es completa.
(b) Si T es s-categorica para algiin cardinal infinito &,
entonces T es completa.

Demostraciéon Basta mostrar que U = ‘B para cualesquicra
dos modelos 2 y B de 7. Como 2 y B son infinitos, exis-

" ten (por el teorema LST) estructuras A’ = A y B' = B,
con cardinalidad k. 2" es isomorfa a *8', asi que tenemos

A=A =B =B.

De modo que A = B. =

(Si T es una tcoria en un lenguaje de cardinalidad A, enton-
ces debemos pedir que A < k.)

El inverso de la prueba de Los-Vaught es falso. Esto es, hay
teorias completas que no son s-categdricas para ningun x.

En la seccion 1 del capitulo III aplicaremos la prueba de Los-
Vaught para probar Ja decidibilidad de la teoria de los nimeros
naturales con cero y sucesor. También se puede usar para pro-
bar la decidibilidad de la teorfa del campo de los complcjos.
Pero esta prueba utilizard elementos de dlgebra.

Teorema 26J (a) La teoria de campos algebraicamente cerra-
dos de caracteristica 0 es completa.
*(b) La teoria del campo de los complejos

¢ =(G0,1,+,)



LOGICA DE PRIMER ORDEN 231

es decidible.

Demostracién  Sea A la clase de los campos algebraicamente
cerrados de caracteristica 0. Entonces 4 = Mod (@, U
T'), donde ®, consiste, como antes, en los axiomas para
campos de caracteristica 0, vy I consta de los enunciados

Va¥bVe(a#40—3xa-x-x+b-x+c=0),
-Va‘v’bVCVd(a%O—>3xa-x-x-x—f—b-x.x+
C‘DC-{—GE:O),

El conjunto ®UT es decidible y Th A = Cn (@oUT), asi
que csta tcoria es axiomatizable. La parte (a) del teorema
afirma que la teorfa también es completa y de ahi que sea
decidible.

La parte (b) se sigue de la parte (a). Puesto que tene-
mos que € € A, de donde Th A € Th¢. La completud
de Th A implica que la igualdad se cumple; véase el ejer-
cicio 2.

Para demostrar la parte (a), aplicamos la prueba de
Los-Vaught. Los modelos de Th.A son exactamente
los elementos de A. Todos éstos son infinitos. Ademgs
afirmamos que Th.A es categérica en cualquier cardi-
nalidad no numerable. Esto equivale a decir que cuales-
quiera dos campos algebraicamente cerrados de caracte-
ristica 0 que tengan la misma cardinalidad no numerable
son isomorfos,

Esta dltima afirmacién es un resultado conocido den-
tro del algebra. Presentaremos un bosquejo de la prueba
para satisfacer el interés de aquellos lectores familiariza-
dos con el tema. Cualquier campo § se puede obtener
de la siguiente manera: (1) Se empicza con el subcampo
primo, el cual és determinado salvo isomorfismo por la
caracteristica de §. (2) Se toma una extensién (rascen-
dental, determinada salvo isomorfismo por la cardina-
lidad de la base de trascendencia, es decir, por €l gra-
do de trascendencia de § (sobre su subcampo primo).
(3) Finalmente, se toma alguna extensién algebraica. Y
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asi tenemos un tcorcma de Steinitz: dos campos alge-
braicamente cerrados son isomorfos sii tienen la misma
caracteristica y el mismo grado de trascendencia.

Si el grado de trascendencia de un campo infinito §
es k, entonces la cardinalidad de § es el mayor entre
y No. En consecuencia, para un campo no numerable, la
cardinalidad es igual al grado de trascendencia. Asi que
podemos concluir, a partir del teorema de Steinitz, que
si dos campos algebraicamente cerrados tiencn la misma
caracteristica y la misma cardinalidad no numerable, en-

tonces son isomorfos. —

La teoria del campo de los reales
(R;0,1,+,-)

también es decidible. Pero este resultado (que se debe a Tarski)
es mucho mas profundo que el teorema anterior. La teoria del
campo de los reales no es categérica en ninguna cardinalidad
infinita, asi que no se puede aplicar la prueba de Los-Vaught.

Como una ultima aplicacién, podemos demostrar que el or-
den de los racionales es elementalmente equivalente al orden
de los reales,

(@5<Q) = (R;<gr),

donde Q y R son los racionales y los reales, respectivamente, y
< ¥ <r son los érdenes correspondientes. Para demostrar la
equivalencia elemental, mostraremos que ambos son modelos
de una teoria completa (de modo que esta ultima debera coin-
cidir con la teorfa de cada estructura). El hecho clave lo provee
un teorema de Cantor: cualesquiera dos ordencs lineales nu-
merables, densos y sin extremos son isomorfos.

Para dar los detalles, debemos retroceder un poco. El len-
guaje de este caso tiene igualdad y los parametros Vy <. Sea §
la conjuncién de los siguientes enunciados:

1. Axiomas de orden (tricotomia y transitividad):
VaVy(x<yVx=yVy<ax),

VaVy(x<y—y<£x),
VaVyVz{x<y—=y<z—x<z).
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2. Densidad:
VaxVy(x<y—Jz(x<z<y)).
3, Sin extremos
Vady3dz(y<x<z).

Los 6rdenes lineales densos y sin extremos son, por defini-
cién, las estructuras para este lenguaje que son modelos de 6.
Esta claro que todos son infinitos. Ademads, afirmamos que la
teoria de estos 6rdenes, Cnd, es Ny-categérica. Esto surge del
siguicnte resultado:

Teorema 26K (Cantor) Cualquier modelo numerable de 4§ es
isomorfo a (Q; <gp).

Dejamos la demostracién para el ejercicio 4.

Ahora podemos aplicar la prueba de Los-Vaught para con-
cluir que Cnd es completa. Y de aqui que cualesquiera dos
modelos de § sean elementalmente equivalentes; en particular,

(Q; <Q) = (R; <R)-
También podemos concluir que estas dos estructuras tienen
teorias decidibles.
Forma normal prenex

A veces resulta conveniente mover todos los simbolos de cuan-
tificacién a la izquierda de los otros simbolos. Por ejemplo,

Vx (Ax — ¥y Bxy)
es cquivalente a
VxVy(Ax — Bxy).

1.7
Vx (Ax — 3y Bxy)

¢s equivalente a
Vxdy (Ax — Bxy).

Definimos una férmula prenex como aquella con la forma

O1x1 -+ Opiy v,
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(para algin n > 0), donde Q; es V 0 3 y @ no tiene cuantifica-
dores.
Teorema de la forma normal prenex Para cualquicr férmula pode-
mos encontrar una férmula prenex légicamente cquiva-
lente.

Demostracion  Haremos uso de las siguientes reglas de mani-
pulacion de cuantificadores.

Qla. ~VxalE=3x—a.
Qlb. —=Jdxa k== Vx-a
Q2. (a—=Vxf) EdVx(a—p3
Q2b. (a— 3IxP)=dIx(a—= 8
Q%a. (Vxa—0)Fgd3dx(a—p
Q3b. Bxa—pB)EdVx(a—= 3

Q1 es clara; para las otras, véanse los ejemplos de la
seccion 4 de este capitulo y el ejercicio 8 de esa seccién.

Ahora, mediante inducciéon, demostraremos que toda
formula tiene una férmula prenex equivalente.

para x no libre en «.
parax no libre en .
parax no libre en 3.

e M e

parax no libre en 3.

1. Para férmulas atomicas no hay nada que hacer, va
que cualquier férmula sin cuantificadores es trivialmen-
te una formula prenex.

2. Si a es equivalente a la férmula prenex ¢, entonces
Vx o es equivalente a la férmula prenex Vx o'

3. Si «r es equivalente a la férmula prenex o/, entonces
— v es equivalente a - a'. Aplique Q1 a =’ para obte-
ner una férmula prenex; por ejemplo,

~Vx3dy3dzGEHIxVyVz- 4.

4. Finalmentec llegamos al caso de &« — 3. Por hi-
potesis inductiva tenemos formulas prenex o' v 3 que
son equivalentes a o y a 3, respectivamente. Gracias a
los teoremas con que contamos sobre variantes alfabé-
ticas, podemos incluso suponer que cualquier variable
que ocurre cuantificada en una de las féormulas o o '
no ocurre en la otra. Después usamos Q2 y Q3 para ob-
tener una férmula prenex equivalente a o’ — G (y por
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lo tanto a a — ). Nétese que hay cierto grado de liber-
tad en el orden en que se aplican las reglas Q2 y Q3. Por
ejemplo, la férmula

Yxdve — Jut

(donde x y y no ocurren en ¥, % NO OCUrTe e€n ) €s
equivalente a cualquiera de las siguientes férmulas:

JxVy3u (v — 1),
dxJu¥y (o — 1),
JudxVy (= ). =

Retrospectiva

Al comienzo de este libro se dijo que la légica simbdlica es
un modelo matemdtico del pensamiento deductivo. Este es un
buen momento para reflexionar acerca de dicha afirmacion, a
la Iuz del material tratado hasta ahora.

Como primer ejemplo, consideremos a un matematico tra-
bajando en la teoria de conjuntos. El usa un lenguaje con un
simbolo de igualdad, un simbolo € para la pertenencia y un
buen nimero de simbolos definidos (§, U y otros). En princi-
pio, los simbolos definidos podrian ser eliminados y cualquier
enunciado podria ser reemplazado por un enunciado equiva-
lente en el que no aparezcan los simbolos definidos. (En re-
lacion con esto, véase la seccién 7 de este capitulo, donde se
trata este tema sistematicamente.)} Este matematico toma como
nociones primitivas (o indefinidas) los conceptos de conjunto
y de pertenencia. Adopta algin conjunto de axiomas Atg en
el que intervienen estos conceptos. De ciertos enunciados (sus
teoremas), afirma que son verdaderos sicmpre y cuando los
axiomas scan verdaderos, independientemente de lo que signi-
fiquen las nociones indefinidas de conjunto y pertenencia. Para
apovar sus afirmaciones, ofrece demostraciones, las cuales son
argumentos de extensién finita que pretenden convencer a sus
colegas de la correctud de sus afirmaciones.

En términos de logica de primer orden podemos descri-
bir todo esto como sigue: el lenguaje e¢s de primer orden con
igualdad y con un simbolo de predicado € de dos argumentos.
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Entonces, V' y € son los tinicos parametros abiertos a la inter-
pretacién. En este lenguaje, hay un conjunto Atc de enuncia-
dos seleccionados para ser el conjunto de axiomas (no légicos).
Después, otros enunciados son consecuencias logicas de Arg,
es decir, son verdaderos en cualquier modelo de Atc. Si 7 es
una consecuencia de Arc (y sélo entonces), hay una deduccion
de 7 a partir de Axc.

Piense ahora en un caso mas tipico del hipotético matema-
tico activo: el del algebrista o el del analista. El algebrista usa
axiomas para (digamos) la teorfa de grupos, pero también uti-
liza una parte de la teoria d¢ conjuntos. De manera similar, el
analista trabaja con enunciados que involucran tanto numeros
como conjuntos de nimeros. En ambos casos es ampliamente
reconocido que uno puede, en principio, convertir las afirma-
ciones del algebra y del andlisis en afirmaciones de la teoria de
conjuntos. De modo que las observaciones que se hicieron en
el parrafo anterior también se aplican a estos casos.

El interés que la légica simbdlica tiene para el matematico se
debe en gran parte a la precisién con la que ésta refleja las de-
ducciones matemdticas. A la larga, seguramente sera util para
entender los procesos fundamentales que encierra el quehacer
matematico.

Aiin queda pendiente la cuestién acerca de la precision con
la que la 16gica de primer orden refleja el pensamiento deducti-
vo no matematico. La 16gica, simbdlica y no simbdlica, ha sido
una constante en el estudio filoséfico del proceso mediante el
cual la gente llega a sostener ciertas ideas. Una vasta gama de
situaciones superficiales provee ejemplos no matematicos en
los que se aplica la 16gica de primer orden. Lewis Carroll dio
algunos de ellos, uno de los cuales inferfa, a partir de tres hi-
potesis, que los bebés no podian manipular cocodrilos: (1) los
bebés son ilégicos; (2) nadie que pueda manipular un coco-
drilo puede ser menospreciado; (3) las personas ilogicas son
menospreciadas.

Pero, {qué pasa con las situaciones no tan superficiales?
Aquif la aplicabilidad se oscurece por el hecho de que no so-
lemos hacer explicitas las suposiciones que usamos para sacar
conclusiones. Hay dreas especificas (en diversos campos como
la fisica, la medicina y el derecho) en las que las suposicio-
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nes no sélo se pueden hacer explicitas, sino que de hecho se
mencionan. En algunos casos parece que no se necesita toda
la fuerza de la légica de primer orden para formalizar las de-
ducciones de la vida real; sin embargo, posiblemente en otros
casos, que abarcan desde la vida cotidiana hasta la mecdnica
cudntica, podrian ser necesarias mas caracteristicas.

Ejercicios

1. Demuestre que los siguientes enunciados son finitamente

validos (es decir, que son verdaderos en toda estructura
finita):

(a) 3x3ydz[(Px fx— Pxx)V(Pxy APyz A=Pxz)]
(b) IxVyIz[(Qzx— Qzy) = (Qxy — Q xx)]
Sugerencia: Demuestre que cualquier modelo de la nega-

cion debe ser infinito.

Sean T y Ty tcorias (en el mismo lenguaje) tales que
(1) T1 € Ty, (ii) T; es completa, y (iii) T3 es satisfactible.
Demuestre que 77 = Ts.

. Demuestre los siguientes resultados:

.

(a) X7 C ¥s = Mod £y C Mod X;.
}Cl - ]Cg = Tthg - Th}(:].

(b) 2 C Th Mod =y K C Mod Th K.

(¢c) ModX = Mod ThModX yThX = Th Mod Th XK.
(La partc (c) se sigue de (a) y (b).)

Pruebe que cualesquiera dos érdenes lineales numera-
bles, densos y sin extremos son isomorfos (Teorema 26K).
Sugerencias: Sean 2l y B tales estructuras con || = {ao,
ai, ...} v |B| = {by,b1,...}. Construya un isomorfismo
paso a paso; en el paso 2n asegurese de que a, va empare-
Jjada con algun b; adecuado, y en el paso 2n + 1 asegtirese
de que b, va emparejado con alguna a; adecuada.

Encuentre [érmulas prenex equivalentes a los siguientes
enunciados.



238

~I

10.

UNA INTRODUCCION MATEMATICA A LA LOGICA

(a) (3x AxA3xBx) = Cx.
(b) Vx Ax ++ Jx Bx.

Pruebe el inverso del inciso (a) del Corolario 261: una teo-
ria efectivamente numerable (en un lenguaje razonable)
es axiomatizable. Sugerencia: El conjunto {og,01,09,...}
es equivalente (en el sentido de que tiene los mismos mo-
delos) al conjunto {aq, 79 A 01,00 A0y A Tg,.. .}

. Considere un lenguaje con un simbolo de predicado <

de dos argumentos y sea M = (N; <) la estructura que
consiste en los nimeros naturales con su orden usual.
Muestre que hay alguna 2 elementalmente equivalente
a M tal que <* tiene una cadena descendente. (Esto es,
debe haber ag, a1, ... en || tal que (a;y1,a;) €<* para
toda i.) Sugerencia: Aplique el teorema de compacidad.

Comentario: El objetivo de este ejercicio es demostrar
que en este lenguaje no se puede expresar “No hay cadena
descendente”.

Suponga que o ¢s verdadero en todos los modelos infini-
tos de una teoria 7. Demuestre que hay un nimero fini-
to k tal que o es verdadero en todos los modelos 2 de T
para los cuales |?| tiene k o mas elementos.

Decimos que un conjunto X de enunciados tiene la pro-
piedad del modelo finito sii todo elemento o de ¥ que tenga
algin modelo ticne un modelo finito. Supongamos que
%) es un conjunto de enunciados en un lenguaje finito (es
decir, un lenguaje con una cantidad finita de parametros)
y que ¥ tiene la propiedad del modelo finito. Formule un
procedimiento efectivo tal que, dado cualquier elemen-
to o de ¥, decida si ¢ tiene algtin modelo. Sugerencia: (Es
el conjunto de dichos enunciados efectivamente numera-
ble? ¢Es su complemento efectivamente numerable?

Supongamos que tenemos un lenguaje finito sin simbolos
de funcion.

(a) Demuestre que el conjunto de enunciados Jp satisfac-
tibles es decidible. (Véasc el ejercicio 19 de la sec-
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cién 2 de este capitulo para la terminologia y los an-
tecedentes.) Sugerencia: Aplique el ejercicio anterior.

(b) Demuestre que ¢l conjunto de enunciados Vo vali-
dos es decidible. (Una férmula Vs es de la forma
Vxr---Vix, 3y1--- 3y, 0, donde @ es una férmula sin
cuantificadores.)

Observaciones: En la lgica de primer orden, el “proble-
ma de la decision” (Entscheidungsproblem) es €l problema
de decidir, dada una férmula, si es vdlida o no. Por el
teorema de Church (Secc. 5, Cap. III), en general, este
problema no tiene solucién. Este ejercicio da un subcaso
del problema de la decisién que sf puede ser resuelto.

7. Interpretaciones entre teorias®

En algunos casos se puede demostrar que una teorfa Tj es
en todos sentidos tan poderosa como otra teoria T,. Eviden-
temente esto sucede si las teorfas estdn en ¢l mismo lenguaje
y To € Tj. Pero incluso si las teorias estan en lenguajes dife-
rentes, pucde existir una traduccién de un lenguaje a otro de
modo tal que los elementos de T} se traduzcan como elementos
de T}. Este tipo de situacién es lo que examinaremos cn esta
seccidn,

Comenzaremos abordando el tema de los simbolos defini-
dos. Este tema, ademais de ser en si mismo muy interesante,
servira de cjemplo para la situacién del parrafo anterior, don-
de T} se construye a partir de T; agregando un nuevo simbolo
definido. Si la definicién se hace adecuadamente, la teorfa ori-
ginal 77 deberd, en principio, ser tan fuerte como la nueva Ty,
Consideraremos tinicamente ¢l caso de los simbolos de funcién
definidos, ya que el caso de los simbolos de predicado defini-
dos no presenta, en comparacién, verdaderas dificultades.

Definicion de funciones

Con frecuencia es 1itil en matematicas introducir definiciones
de funciones nuevas. Por ¢jemplo, cn la teoria de conjuntos

5 Los resultados de esta seccién se utilizarin tinicamente en la dltima parte
de la seccién 7 del capitulo ITL
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se define la operacién de conjunto potencia P mediante un
enunciado como “Sea P x el conjunto cuyos elementos son los
subconjuntos de x”. O bien, por medio de un enunciado en
lenguaje formal (que contiene €, Ty P),

Vo, Yoy [Po; =0y ¢ Vulu € vs & u C 01)].

Ahora bien, las definiciones no son iguales a los teoremas
ni a los axiomas. A diferencia de los teoremas, las definiciones
no son cosas que probemos; simplemente las declaramos de
manera arbitraria. Sin embargo, a diferencia de los axiomas,
no esperamos que las definiciones agreguen informaci6n sus-
tantiva. Se espera que una definicién nos facilite las cosas, no
que agregue nada nuevo a nuestro conocimiento.

Ahora bien, para que una definicién realmente nos facilite
las cosas deberd ser razonable. A continuacion daremos un
ejemplo de lo que serfa una definicién nada razonable dentro
de la teoria de los nimeros. Suponga que introducimos un
nuevo simbolo de funcién mediante la “definiciéon”

flx)=y sii x<y.

(O mediante el enunciado en lenguaje formal: Vo1, Voo(fur =
vy ++ v < v3).) Como sabemos que 1 < 2, tencmos que
f (1) = 2. Pero también 1 < 3, asi que f (1) = 3. Y asi
llegamos a la conclusién (que en si misma no involucra a )
de que 2 = 3.

Obviamente, esta definicién de [ es en cierto sentido muy
mala. No sélo nos facilité las cosas; también nos permitio con-
cluir que 2 = 3, lo cual no se podria hacer sin esa definicién. El
problema es que la definicién da el nombre “f(1)” de manera
ambigua a varias cosas (entre ellas al 2 y al 3); por lo que f (1)
no esta “bien definida”. Los nombres deben designar objetos
tinicos.

En esta subseccién queremos examinar las condiciones bajo
las cuales podamos estar seguros de que una definicién es bue-
na. Para simplificar la notacidn, consideraremos Unicamente
la definicién de un simbolo de funcién f de un argumento,
pero las observaciones se aplicaran también a los simbolos de
funcién de n argumentos.
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Considere una teorfa T en un lenguaje que no tenga todavia
el simbolo de funcién f de un argumento. (Por ejemplo, T po-
dria ser el conjunto de las consecuencias de los axiomas que el
lector prefiera de la teoria de conjuntos.) Queremos agregar f
al lenguaje, introduciéndolo mediante la definicién

Vo Yoo [fo; =09 ¢ ¢, (6)

donde ¢ es una férmula en el lenguaje original (es decir, una
férmula que no contiene a f) en la que sélo o y v pueden ser
variables libres.

Teorema 27A En la situacién anterior, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) (La definicién no es creativa.) Para cualquier enun-
clado o en el lenguaje original, si

oo

(cn el lenguaje aumentado), entonces T |= o.
(b) (f estd bien definida.) El enunciado

v (4] 3 IZ'Q w (E)

esta en la teoria 7. (En este caso, “Jlvg ©” es una abre-
viacién de una férmula mis larga; véase el ejercicio 21
de la seccién 2 de este capitulo.)

Demostracion Para ver que (a) = (b), simplemente hay que
observar que § = €. Asi que si tomamos ¢ = ¢ en la
parte (a), obtenemos T = ¢,

Para el inverso, supongamos que T = ¢. Sea 2 un
modelo de 7. (2 es una estructura para el lenguaje ori-
ginal.) Para d € [2|, sea F(d) la tnica e € |2] tal que
=a ¢[[d, e]]. (Dicha ¢ es tnica, pues =y ¢.)Sea (2, F) la
estructura del lenguaje aumentado que coincide con 2
en los pardmetros originales y que asigna F al simbolo §é
Entonces es ficil ver que (2, F) es un modelo de §. Mas
aun, A y (A, F ) satisfacen los mismos enunciados del len-
guaje original. En particular, (2, F) es un modelo de T
De modo que



242 UNA INTRODUCCION MATEMATICA A LA LOGICA

T0 o= Fano
= Fo0. -

(Este argumento se puede simplificar usando la l6gica de se-
gundo orden. ¢ es légicamente equivalente al enunciado 3 f6.)

Interpretaciones

La idea basica es que una teorfa puede ser tan fuerte (en un
sentido que se precisara mas adelante) como cualquier otra
teorfa en otro lenguaje. Cuando se manejan dos lenguajes si-
multineamente, es importante evitar conflictos entre ellos; por
ejemplo, el simbolo de¢ negacion en un lenguaje no debera ser
un simbolo de predicado cn el otro. Podemos eliminar dichos
conflictos si suponemos que cada uno de los lenguajes se obtie-
ne, a partir de un tercer lenguaje original, eliminando algunos
parametros (y tal vez la igualdad).

Por ejemplo, la teoria axiomdtica de conjuntos es al menos
tan fuerte como la teorfa de los nimeros naturales con cero y
sucesor, es decir, la teoria de (N; 0, S). Cualquier enunciado en
el lenguaje de (N;0,S) puede ser traducido de manera natu-
ral a un enunciado de la teorfa de conjuntos. (Esta traduccion
se bosqueja brevemente en la seccion 7 del capitulo 1I1.) Si el
enunciado original es verdadero en (N;0,S5), entonces la tra-
duccién serd una consecuencia de los axiomas de la teorfa de
conjuntos. (Esto no es obvio. La prucba usa resultados que se
desarrollaran en la seccién 1 del capitulo II1.)

Veamos el segundo ejemplo con mayor detalle. Por un lado,
considere la teoria de

(N;0,5)

en su lenguaje, y por el otro, la teoria de
(Z; +, )

en su lenguaje. (Aqui Z es el conjunto de todos los enteros,
positivos, negativos y cero.) Dentro de poco podremos afirmar
que la segunda teoria es tan fuerte como la primera. {Cémo se
puede traducir un enunciado sobre los mimeros naturales N
con 0y § a un enunciado sobre los enteros Z con suma y mul-
tiplicacién?
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La primera pista nos la da el teorema de Lagrange para la
teoria de los niimeros: un entero s no negativo sii cs la suma
de cuatro cuadrados. De modo que un cuantificador ¥ x en el
primer lenguaje (en donde se pretende que x corra sobre N) se
puede sustituir por

Vx(Ey13y2 3ys Ipsx =151+ 92 y2 + 3 ys + yacya
en el segundo lenguaje.

La segunda pista es que {0} y la funcién sucesor (vista como
una relacién) son definibles en (Z; +, -). El conjunto {0} esta
definido por

v +v =0,

La relacién de sucesor (extendida a Z) estd definida por
Va(z-z=z2Az+z2#Fz2— 01 +2=19).
Por lo tanto, el enunciado sobre (N; 0, 5)
VxSx+0
puede traducirse como

Va[3y13y2 Iys Tpax=y1 31+ 92 Y2 + 93 y3 + ya: 34 =
Vu(utu=u—->YoVz(z-z=zAz+z#z2-3x+z2=00)
—)n:u))].

Hasta aquif llegamos con los ¢jemplos. Para nuestra discu-
sién general, nos servira introducir la siguiente notacién

AORL

@ (t,10) = ()i
y asi sucesivamente. Por lo tanto, ¢ = @ (v1) = @ (v1,v9). Si
usamos “@ (x)”, no nos preocupard mucho si x €s o no sustitui-
ble por »; en . Si no lo es, entonces haremos que ¢ (x) sea
¥, donde 1 es una variante alfabética adecuada de .

Supongamos ahora que estamos ante la siguiente situacién
general:

Lo es un lenguaje. (Para todos los propésitos practicos, un
lenguaje puede ser un conjunto de parametros, posiblemente
aumentado con ¢l simbolo de igualdad.)
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T es una teoria en un lenguaje (posiblemente diferente) L,
que incluye la igualdad.

Definicion Una interpretacion m de Lo en Ty es una funcién
definida sobre el conjunto de pardmetros de Ly, tal que

1. 7 asigna a ¥ una férmula 7y de Ly en la que a lo
mas v, ocurre libre, y es tal que

(i) Ty =3vy my.

(La idea es que en cualquier modelo de Ty, la férmu-
la my defina un conjunto no vacio que serd usado como
el universo de una estructura para Ly.)

2. 7 asigna a cada parametro predicado P de n ar-
gumentos una férmula 7p de L; en la que a lo mis las
variables v1, . .., v, ocurren libres.

3. m asigna a cada simbolo de funcién f de n ar-
gumentos una férmula 7, de Lj, en la que a lo mis

Ul,- .., Un, Upy1 Ocurren libres, y tal que
(i) Ty Vo -V, (me(o1) = - = my(v,) =
i
Fax (my(x) AV o1 (14(01 - - -, Vns1) € Dng1 = %))).

(En espafiol, esta férmula significa: “Para toda 7 en
el conjunto definido por 7y, hay una unica x tal que
7 (7, %), yademas x estd en el conjunto definido por Ty.”
La idea es asegurar que en cualquier modelo de T3, 7y
define una funcién sobre el universo definido por my.
Fn el caso de un simbolo de constante ¢, tenemos 7 = 0
y (ii) se convierte en

Ty = 3x (my(x) AV oy (m(1) ¢ 01 = x)).

En otras palabras, 7, define un conjunto unitario cuyo
Unico elemento también estd en el conjunto definido
por Ty.)
Por ejemplo, si Lo es el lenguaje de (N;0,5) y T es la teorfa
de (Z; +, -), entonces tenemos

my(x) =3y1 Fy2 Iys Iysx =1 + 92792 +
Y3+ ¥3 + Y4 - Y4,
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molx) =x +x=x, )
ms(x,y) =Vz(z-z=zAz+ 2tz x+z2=y).

(Aqui estamos explotando el hecho de que en (Z; +, -) pode-
mos, en efecto, definir la estructura (N; 0, S).)

Si Ly coincide con L, trivialmente se tiene a m como la
interpretacion identidad, para la cual

Ty =01 = ¥y,

Tp=Puy- 0y,

szfvl"'vn = Upil-
Las condiciones (i) y (i) entonces se cumplen sin importar qué
sea 77.

Ahora supongamos que 7 es una interpretacién y sea B un

modelo de T7. Hay una manera natural de extraer de B una
estructura "5 para Lj. A saber, sea

|"B| = el conjunto definido en B por my,
P"® —la relacién definida en 8 por wp,
restringida a |78,
f"®(ay,...,a,) = latnica b tal que Eg dlay, ..., a,, 8],
donde ay, ..., a, estin en |*B|.

Por la condicién (i) de la definicién de interpretacién, |™B|#0.
Y por la condicién (ii), la definicién de /™ ® tiene sentido; es
decir, hay una tinica & que cumple la condicién anterior. Por lo
tanto, "5 es, de hecho, una estructura para el lenguaje Lq.
Definamos el conjunto 7~ 1[T;] de enunciados de Ly median-
te la ecuacién
7 Ti] =Th{"B|B € Mod T; }
= {0 | 0 es un enunciado de L, verdadero
en toda estructura "B obtenida
a partir de un modelo B de T }.

Esta es una teorfa, como lo es Th K para cualquier clase K. Es
una teoria satisfactible sii T} es satisfactible.

EsempLo Al principio de esta seccién tenfamos una teorfa T
que contenia el enunciado

Yoy Jlog @ (€)
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Aumentamos el lenguaje a un lenguaje mds grande Lt
que contenfa un simbolo de funcién f. La “definicion”
de f se obtenia del enunciado de LT

Yoy Yoy [for =vs ¢ ¢ (9)

Hemos mostrado que para un enunciado ¢ en el lengua-
je original de T, si T; 0 = o, entonces T E=o.

Tenemos una interpretacion « de L™ en T. 7 es la
interpretacién identidad en todos los parametros excep-
to f. La férmula 7/ es . El hecho de que T' |= ¢ es
justo lo que necesitamos para verificar que 7 es de ver-
dad una interpretacion. Para cualquier modelo 2 de T,
"9 s una estructura que antes llamamos (2, F), y es un
modelo de T3 6.

Afirmamos que

77 T] = Cn(T:4).

Primero observemos que cualquier modelo B de T; 4 es
igual a "2, donde 2 es la restriccion de B al lenguaje
de T. Asi que para un enunciado o de L™,

o €n Y T] < Fwyo  paratodo modelo 2 de T
SEpo para todo modelo B de T; ¢
& TikE=o

Traduccién sintdctica

En la subseccién anterior sobre interpretaciones hablamos de
modelos arbitrarios y otros conceptos semanticos. Pero el lec-
tor tal vez ya se haya percatado de que hay algo muy concreto
que sc puede decir con respecto a una interpretacién w de Lg
en Ty. Brevemente: dada una férmula ¢ de Ly, podemos encon-
trar una férmula ™ de L; que de alguna manera corresponda
exactamente a . Definimos ™ por recursién sobre .

Primero consideremos una férmula atomica « de Iy. Por
ejemplo, si a es

P fox,

entonces « es légicamente equivalente a

Vy(gx=y—>Vz(fy=2z— Pz)).
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Y podemos tomar o™ como la férmula de 1.

Vy (me(xy) = Vz (74 (3,2) = 7p(2))).

En general, examinemos de derecha a izquierda una férmu-
la atémica a. En el lugar mas a la derecha en el que apa-
rezca un simbolo de funcién sc inicia un segmento de la for-
ma gxi -+ Xy, para alguna g de » argumentos. (En ¢l ejemplo,
n= 1) Reemplane este segmento con alguna nueva variable y,
y agregue como prefijo ¥y (mg(xy, .. xn,}) —. Continde con
el siguiente lugar en el que ocurra un simbolo de funcién. Fi-
nalmente, reemplace el simbolo de predicado P (si es un para-
metro) por 7p (con las variables adecuadas).

La definicién de o™ puede formularse con mayor precisién
usando recursién sobre el niimero de lugares en los que apare-
cen simbolos de funcién en «. Si ese niimero es cero, entonces
@es Pxp--x, ya' es wp(xy,...,x,). De otra manera, tome
el lugar més a la derecha en el que aparezca un simbolo de
funcién g. Si g es un simbolo de n argumc:ntos, entonces en ese
lugar se inicia un segmento g x; - - - x,. Reemplace este segmen-
to con alguna nueva vanable 9, pam obtener una férmula que
podemos llamar o5 ™. Entonces a™ es

Yy (me(xn, ..., %0, 9) — (a7 ).
Por ejemplo,

(P fgx)" = Vy (me(x,3) = (Pfy))
= Vy (m(x,9) = Vz (1) (y,2) = (P2)7))
= Vy (m(x,y) =Vz (77 (3,2) = 7p(z))).

La interpretacion de una férmula no atémica se define como
es de esperarse. (—)" es (m "), (¢ = ¥)" es (7 — Y7), y
(Vx @)™ es Vx (my(x) = ™). (De modo que los cuantificadores
estan “relativizados” a my.)

El sentido en el que ¢™ “dice lo mismo” que ¢ se precisa en
el siguiente lema basico.

Lema27B Sea 7 una interpretacion de Ly en Ty, y sea B un
modelo de Ty. Para cualquier férmula ¢ de Lg y cual-
quier funcién s de las variables en |78,

=apols] sii e @ [s)
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Este no es un resultado especialmente fuerte. Solamente
dice que ¢ se definid correctamente.

Demostracién Usamos induccién sobre ¢, aunque solamente
en el caso de una férmula atémica « es no trivial. Para a;
usamos induccién sobre el numero de lugares en los que
ocurren simbolos de funcién. Es ficil si dicho namero es
cero. De otra manera,

o =Yy (mglxy) = B7),

donde ﬁg; = «. (Hemos supuesto, sin decirlo abierta-
mente, que g es un simbolo de funcién de un argumento;
pero es que la notacién ya es bastante mala.) Sea
b= la tnica b tal que =5 Ty{ls (x), ]
— B
=g "(s(x)).

Entonces
o o™ [s] & Esf7ls (v | 6)]
& =-u8[s(y| )] porlahipdtesis inductiva
& = OS] por ¢l lema de sustitucién
— "—‘rg}ﬂf [5]
_|

El siguiente corolario justifica nuestra eleccién de notacién
para 7 [Ty].

Corolario 27C Para un enunciado o de Ly,
ocen [T sii o" €Th.
Demostracion Recuerde que por definicion
o € n~[T] & para todo modelo B de T, - 0

& para todo modelo B de Ty, =g 0"

por el Lema 27B
s T '= om. -

Definicién Una interpretacion « de una teoria Ty en una teo-
rfa Ty es una interpretacién 7 del lenguaje de To en 7}
tal que
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Ty C ’ﬂ'_l[Tl].

En otras palabras, es necesario que para un enunciado ¢
de Lo,
ceTy=o0" T

7~} [T1] es la teorfa mas grande que 7 interpreta en 7. Si
To = w~'[T1], entonces tenemos

ceTys o €Ty

En este caso se dice que 7 es una interpretacion fiel de Tp en 1.

Regresando a un ejemplo anterior, consideremos las estruc-
turas (N;0,S) v (Z;+, ). Tenfamos entonces una interpreta-
cién w en Th(Z; +, -), donde

my(x) =3y13y2 3ys Iyax =1 - y1 + y2-y2 +
Y5 ¥3 + Y4 V4,

mo(x) =x :
as(x,y) =Vz(z-z=zAz+z2Fz—=x+z2=1y).

Ahora afirmamos que 7 es una interpretacién fiel de Th (N;
0,5) en Th (Z; +,-). Ya que en este caso, "(Z; +, ) es la estruc-
tura (N; 0, S). Asi que

w

’Z(N;O,S} g <— ’2 T(Z4,) T < ):(z;_h.) o .

En el capitulo III podremos demostrar que no hay interpreta-
cién de Th(Z; +,-) en Th(N;0,S). De modo que la primera
teoria es estrictamente mds fuerte que la segunda.

Finalmente, regresemos a la situacién con la que comenza-
mos esta seccién. Supongamos que T es una teoria que contie-
ne al enunciado g, donde

e =V, 3lvs;
§=Vuo, Vog (foi =v3 & ©);
L* = el lenguaje obtenido al agregar el nuevo simbolo
de funcién f al lenguaje de T; ‘
m = la interpretacién de L*en T que es la
interpretacion identidad en todos los parametros,
excepto f, y ;= .
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De hecho, 7 es una interpretacion fiel de Cn (7:8) en T,
pues, como se habia hecho notar antes,

7 [T] = Cn(T;9).

Ahora podemos sacar una conclusién adicional; la definicion
se puede eliminar.

Teorema 27D Supongamos que se tiene la situacién antes des-
crita. Entonces para cualquier enunciado o de LT pode-
mos encontrar un enunciado ¢” en el lenguaje original,
tal que

(a) ;0 F (o< 0™).
b) 1o &= TEo".
(¢) Si f no ocurre en o, entonces |= (o <> ™).

Demostracion La parte (c) se sigue del hecho de que 7 es
la interpretacidn identidad en todos los parametros, ex-
cepto f. La parte (b) nos dice otra vez que T es una inter-
pretacién fiel de Cn (T §) en T. Como 7 es fiel, para (a)
basta demostrar que

TE(oc+ o).

Esto se sigue de (c), yaque (0 <> 0™)" es (0™ <3 0™7), lo

cual es valido. 7

FEjercicios
1. Suponga que Ly v L; son lenguajes con los mismos pard-
metros, excepto que Ly tiene un simbolo de funcién f
de n argumentos que no estda en Ly, y L tiene un sim-
bolo de predicado P de (n + 1) argumentos que no estd
en Ly. Demuestre que para cualquier teoria T de Ly hay
una interpretacién fiel de T en alguna teoria de L;.

2. Sea Ly el lenguaje con igualdad y los simbolos de fun-
cion de dos argumentos + y -. Sea L; lo mismo, pero
con simbolos de predicado de tres argumentos para suma
y producto. Sea 91; = (N; +, ) la estructura para L; for-
mada por los numeros naturales con suma y producto
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(i = 0,1). Demuestre que cualquicr relacién definible
mediante una férmula de Ly en 91y es también defini-
blc por una férmula de L; en ;.

3. Demuestre quc una interpretacion de una teoria comple-
ta en una teoria satisfactible es ficl.

8 . Andlisis no estandar®

El calculo diferencial ¢ integral fue descrito originalmente por
Leibniz y Newton en el siglo XVII, en términos de cantidades
que eran infinitamente pequefias pero distintas de cero. En sus
calculos, Newton utilizd un niimero o que, siendo infinitamente
pequeiio, podia ser multiplicado por cualquier mimero finito y
seguia siendo insignificante. Pero era necesario dividir entre o,
de modo que deberia ser diferente de cero. La dx de Liebniz
era menor que cualquier cantidad asignable, y sin embargo
No €ra Cero.

Estas ideas no eran faciles de comprender ni de aceptar. A
lo largo del siglo XVIII se atacd la idea de trabajar con infinite-
simales (lo hizo, por ejemplo, ¢l obispo Berkeley), se desconfi6
de ella (por ejemplo, D’Alembert), y se utilizé en experimen-
tacién entusiasta (Euler). Mientras Euler creaba las matemati-
cas que hoy dia se estudian en los cursos de célculo avanzado,
utilizé infinitesimales de una manera muy liberal que no se
tolerarfa hoy en los estudiantes de primer afio. No fue sino
hasta el siglo XIX cuando s¢ presentaron los [undamentos del
cdleulo en la forma en que hoy sc encuentra en los libros de
texto. El tratamiento dc los limites fue riguroso y el debate sc
dejo de lado.

Abraham Robinson introdujo, en 1961, un nuevo método
para tratar con los limites, y rescaté los infinitesimales del des-
prestigio intelectual. Este método combina los modernos es-
tandares de rigor con las ventajas intuitivas de trabajar con
cantidades infinitamente pequefias. La idea basica es utilizar
un modelo no estandar de la teorfa de los mimeros reales.

b Esta seccién se puede omitir sin que se pierda continuidad.
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Construccién de *R

Usaremos un lenguaje de primer orden muy grande. Ademds
de los simbolos para +, - y <, podriamos también agregar sim-
bolos para las funciones exponenciacién y valor absoluto. Y
como no hay una buena razén para detenernos ahi, pues in-
cluyamos un simbolo para cada operacion en el conjunto R de
los reales. Hacemos lo mismo para cada relacion sobre R. Asi,
tenemos un lenguaje con igualdad y los parametros siguientes:

0. V, que significa “para todos los niimeros reales”.

1. Un simbolo de predicado de n» argumentos Py para cada
relacién n-aria R sobre R.

o

Un simbolo de constante ¢, para cadar € R.

3. Un simbolo de funcion fr de n argumentos, para cada
operacién n-aria F sobre R.

Para este lenguaje hay una estructura estandar R, con |R| =
R, PF = R, ¢} = ry f# = F. Pero ahora construyamos
una estructura no estdndar usando el teorema de compacidad.
Sea I" el conjunto

r € R}.

(En este caso, ¢, P v; formaliza “r es menor que »;”.) Cual-
quier subconjunto finito de I' puede ser satisfecho en R si se
asigna a v algiin niimero real suficientemente grande. De ma-
nera que, por el teorema de compacidad, hay una estructura 2(
y un elemento ¢ € |2 tal que I se satisface en 2 cuando a v;
se le asigna 2. Como 2 es un modeclo de ThiR, tenemos que
2 = R. También hay un isomorfismo % (aunque no suprayecti-
vo) de R en YA, definido como:

-

h(r) =ct.

Para verificar que % es de verdad un isomorfismo, usamos el
hecho de que % = . & es inyectiva, ya que dados 7 # 79,
el enunciado ¢,, # ¢, es verdadero en R y, por tanto, en 2.
h preserva cualquier relacién binaria R(= Pj'), ya que para
cualesquierarysen R,
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(r,s) € PT & =g Presey
< =y Precg
& () e PR

& (h(r),h(s)) € PR,

Para cualquier relacién n-aria se da un argumento similar. En
seguida demostramos que % preserva cualquier funcién F(=
ffﬁ) Para simplificar la notacidn, supondremos, una vez mas,
que F es una operacion binaria. Sean r y s cualesquiera dos
elementos de R y sea t = F(7,s). Entonces

W2 (5)) = h (F(1,5))
=h (1)
— Cfl.
Ahora bien, el enunciado ¢; = frc.¢; es verdadero en Ry, por
lo tanto, en 4. Entonces

e =)

=fr (A (1), R (s)).

De modo que & preserva a f. Para los simbolos de constante
tenemos por la definiciéon de A,
B(c?)=h(7)
=c>.

Como tenemos una copia isomorfa de R dentro de 2, pode-
mos encontrar otra estructura *R isomorfa a 2 tal que R sea
una subestructura de *fR. La idea es simplemente reemplazar
en 2 cada punto ¢ por el punto r (suponiendo que |%|NR = 0,
lo que siempre se puede arreglar). Para los detalles, vea el gjer-
cicio 24 de la seccién 2 de este capitulo. Como *$R es isomorfo
a 2, hay un punto b € |*M| tal que *$ satisface I' cuando a v,
se le asigna b. En particular, *R = R,

Para poder avanzar mejor, necesitamos una notacién mas
facil de manejar. Utilizaremos un asterisco para indicar €l paso

de R a “A.

1. Para toda relacién n-aria R sobre R, sea *R la relacién PRElct
asignada por *3 al simbolo Pg. En particular, R es una relacién
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unaria sobre R. Su imagen “R es igual al universo de *R, va
que el enunciado VY x Pxx es verdadero en R y, por lo tanto,
en *R. Como R es una subestructura de "R, tenemos que toda
relacién R es igual a la restriccién de *R a R.

2. Para toda operacion n-aria F sobre R, sea *F la operacién
f;m asignada al simbolo f por *R. Entonces I es la restriccion

de *FalR.

Nétese que ¢, = r, asi que no necesitamos notacién espe-
cial para este caso.

Hay un método general (que sc utilizara ampliamente en el
resto de esta seccidn) para demostrar las propiedades de una
relacion *R o una operacion *F. Basta observar (1) que R o
F tiene la propiedad, (2) que la propiedad puede expresarse
mediante un enunciado del lenguaje, y (3) que R = "RA.

Por ejemplo, la relacion binaria *< en *R es transitiva. Esto
se debe a que < es transitiva, y esta propiedad se puede expre-
sar mediante el enunciado

VxVyVz(xP.y— yPoz— xP_z).

Con un razonamiento similar se puede ver que *< satisface la
tricotomia en *IR, asi que es una relacion de orden sobre *R.

Para dar otro ejemplo; podemos probar que la operacion
binaria *+ en *R es conmutativa, puesto que + es conmutativa
y la ley conmutativa se puede expresar mediante un enuncia-
do. Con la aplicacién de este razonamiento a cada uno de los
axiomas de campo, vemos que (*R; 0, 1,*+,*) es un campo.

Este método general se utiliza bastante, asi que a partir de
ahora lo daremos por supuesto. Si, por ejemplo, afirmamos
que *|la *+ b| *< *|a| *+ *|b| para a y b en *R, daremos por
sentado que el lector se da cuenta de que detras de este hecho
esta el método general antes mencionado.

Tenemos R C *R, pero R # *R. Ya que tenemos algun
elemento b tal que =-w ¢,P.o1[[8]]; es decir, 7 *< b. Entonces
b es infinitamente grande, pues es mas grande (en el orden *<)
que cualquier elemento estdndar 7, es decir, que cualquier » €
R. Su reciproco 1 % b sera un infinitesimal.

Generalmente, las propiedades de Y que no pueden expre-
sarse en el lenguaje son falsas en *R. La propiedad de la mi-
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nima cota superior es una de ellas. Hay subconjuntos § de *R
no vacios que no tienen minima cota superior (con respecto al
orden *"<). Por ejemplo, R es uno de esos subconjuntos de *R.
Esta acotado por ¢l punto infinito & del parrafo anterior, pero
no tiene minima cota superior; véase el ejercicio 7.

Definamos el conjunto F de elementos finitos mediante la

ecuacion
F={x€& R|"x| "<y paraalgin 9y € R}.

De manera similar, definamos el conjunto Z de infinitesimales
mediante la ecuacion

T={x€ "R|"x| "<y paratodo ypositivo, y € R}.

Si A € R no estd acotado, entonces *A conticne puntos infi-
nitos. Pues el enunciado “para cualquier real r hay un elemento
@ € A mis grande que »” es verdadero y formalizable en el
lenguaje. Tome algtin infinito positivo &; deberd haber un ele-
mento mas grande (y por lo tanto infinito) de *A. Por ejemplo,
*N contiene numeros infinitos.

El tinico infinitesimal estdndar, es decir, €l Unico elemento
de RN Z, es 0. Pero hay otros infinitesimales, ya que, por las
reglas usuales (formalizables) para las desigualdades, el reci-
proco de cualquier niimero infinito es un infinitesimal.

Propiedades algebraicas

En el siguiente teorema se establecen algunos resultados alge-
braicos sobre F e T que seran 1tiles mds adelante.

Teorema 28A (a) F es cerrado bajo suma * + , resta *— ¥
producto *.
(b) I es cerrado bajo suma *+ , resta *— , y producto
por elementos de F:

xel vy zeF=x"zel

En terminologia algebraica, la parte (a) dice que F es un
subanillo del campo *R, y la parte (b) dice que Z es un ideal
en el anillo 7. Un poco mas adelante veremos qué es el anillo
cociente F/T.
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Demostracion (a) Sean x v y finitos, tales que *|x|*< a, *|y| "< b
con a 'y b elementos estandar en R. Entonces

kgl < tlx T+ Yyl <a+bER,
de modo que x *+ y,x *— y son finitos. También
lx*y| '<a-bER,

asf que x *- y también es finito.

(b) Sean x y y infinitesimales. Entonces dado cualquier
elemento estindar positivo a, *|x| *< a/2 y *|y| *< a/2.
De modo que

Ixky| < a/2 +aj/2 =a,

asi que x *+ 3y, x "— y son infinitesimales. Si z ¢s finito,
entonces *|z| * < b para algun estindar 6. Como x es
infinitesimal, tenemos que *|x| *< a/b, de modo que

*|x* 2| "< (a/b)b = a.

Asique x ™ z es también infinitesimal. —

Definicion x esta infinitamente cerca de y (se escribe x = y) sii
x *— y es infinitesimal.

Teorema 28B (a) ~ es una relacién de equivalencia sobre *R.
(b)Siu ~ vyx =y entonces u*+ x = v+ )y
—u >~ F—uv
(c)Siu=~vyx=~yyx ¥ u vson finitos, entonces
utx~v*oy.

®

Demostracién Esta es una consecuencia de la parte (b) del
teorema anterior (Z es un ideal en F).

(a) ~ es reflexiva ya que 0 es infinitesimal. ~ es si-
métrica puesto que el negativo (*-) de un infinitesimal
es infinitesimal. Finalmente, supongamos que x >~ yYy
y = z. Entonces

wez=(xmy) 2 €1
ya que T es cerrado bajo la suma.
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(b) Siu =~ vyx =y, entonces
(u+x)—w+y)=u—v)+x—=y €l
dado que Z es cerrado bajo la suma. También -u ~ v
va que 7 es cerrado bajo la negacion.
(&) (w*x)™=(v*y)=(u"x)"=(u™y)"+ (u™y) = (v%)
uh(x*=y)+(w=v)myel

ya que Z es cerrado bajo el producto por elementos

de F. —

Dados 7y s estdndar, tenemos que r =~ s sii 7 = 5, ya que 0 es
el tinico infinitesimal estandar.

Lema28C Six % yy al menos uno es finito, entonces hay un
punto estandar ¢ que estd estrictamente entre xy y.

Demostracion Supondremos que x*< y. De hecho, podemos ir
mis lejos y suponer que 0"< x "< y; el caso x™< y"< 0 es
similar, y el caso x "< 0 *< y es trivial. Como x % y,
entonces hay un punto estandar 4 tal que 0 < & * <

y *— x. Como x es finito, tenemos x *< mb para algiin

entero positivo m; tomemos la minima m que cumpla

eso. Entonces x *< mb *< y. (Por la minimalidad de m,

(m — 1)b*< x; asi que mb *< x "+ b °< y.) .

Teorema 28D Todo x € F es infinitamente cercano a un
tinico r € R.

Demostracion Dado x € F, el conjunto
S={ye®R]y<x}

de puntos estdndar menores que x tiene una cota supe-
rior en R. Sea r su minima cota superior; afirmamos que
X7 _

Si x %2 r, entonces, por el lema hay un estandar g entre
xy 7. Sir < ¢*< x, entonces r no seria cota superior de S.
Six *< ¢ < 1, entonces ¢ seria también cota superior
de §, lo cual contradice la minimalidad de r. Por lo tanto,
x0T,
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Esto establece la existencia de r. En cuanto a la unici-
dad, obsérvese que si x ~ ry x = 5, entonces r = . Para
puntos estandar ry s, €so implica que 7 = s. -

Corolario 28E Todo x finito tiene una descomposicion tnica
de la forma x = s *+ i, donde s es estandar e i es infini-
tesimal.

Llamamos a s la parte estindar de x, denotada por st (x).
(Otra notacién para la parte estidndar de x es °x.) Por supues-
to, para un punto estindar 7, st (r) = r. El siguiente teorema
resume algunas propiedades de la funcion st.

Teorema 28F (a) st es una funcién de F sobre R.
(b) st (x) = 0 sii x es infinitesimal.
(O st (x "+ y) = st (x) + st (3).
(d) st (x* y) = st(x) - st(y).

Demostracién Las partes (a) y (b) son claras. Como st (x) =~ x
y st (y) = y, tenemos, por la parte (b) del teorema 28B,
que st (x) + st(y) ~ x *4 y. Por tanto, el lado izquierdo
es igual a st(x *+ y). La parte (d) es similar y usa la
parte (c) del tcorema 28B.

(En términos algebraicos, este teorema afirma que st es un
homomorfismo del anillo F sobre el campo R, con niicleo T.
En consecuencia, el anillo cociente F /7 es isomorfo al campo
real R)

En lo que sigue de esta seccion, para hacer mds fluida la no-
tacién omitiremos los asteriscos en los simbolos para las ope-
raciones aritméticas *+ *—, * y 7.

Convergencia

En los cursos de cdlculo normalmente se trata la convergen-
cia en términos de € y § y variables que se acercan bastante a
ciertos valores. Aqui presentaremos el principio de una forma
alternativa de abordar la convergencia, donde las variables lle-
gan a ser infinitamente cercanas a los valores limites.

Definicion  Sea F : R — R. Entonces F converge en a a b
sii siempre que x esté infinitamente cercana a a (pero
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sea diferente de a), entonces *F(x) esta infinitamente
cercana a b,

Demostracién de la equivalencia con la definicién ordinaria Primero su-
pongamos que F converge en ¢ a b en ¢l sentido ordi-
nario. Esto es, para cualquier £ > 0 hay una ¢ > 0 tal
que

OFflx~al<d=[b-F(x)|<e para cualquier x.

El enunciado mostrado (respecto de los niimeros es-
tandar ¢ y 4) es formalizable v, por tanto, se cumple
en "R. Ahora bien, si x en *R est4 infinitamente cer-
cana a a (pero ¢s diferente de ), entonces ciertamente
0 # “|x - a| "< 4. Por lo tanto, *|b — *F(x)| *< £. Como
€ era arbitraria, b ~ *F (x).

Inversamente, supongamos que se cumple la condi- |
cion establecida en la definicién. Entonces, para cual-
quier € > 0 estdndar, el enunciado

Existe § > 0 tal que para toda x, 0 % |a—x| < § = |b—F(x)] < &

(una vez formalizado) es verdadero en *iR, ya que pode-
mos tomar una ¢ infinitesimal. Por lo tanto el enunciado
también es verdadero en fR. -

Primer comentario: Es completamente posible que, en g,
F no converja a ningin nimero. Por otra parte, I’ converge
en a cuando mucho a una 4, porque si ¢ es un infinitesimal di-
ferente de cero, entonces b = st (*F (a + 7). Tradicionalmente,
esta b se denota con “lim,_,, F(x)”. De modo que

lim F(x) = st (*F(a + i)).
K—FiE
Segundo comentario: En realidad no es necesario tener
dom " = R. Es suficiente con que a sea un punto de acumu-
lacién de dom F (g es un punto de acumulacién de S sii ¢ estd

infinitamente cercano a algiin elemento de *S, pero es diferente
de él).

Corolario 28G  F es continua en a sii siempre que x ~ g,
entonces *F (x) ~ F(a).
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Ahora consideremos una funcién F : R — R y un punto
estandar ¢ € R. Entonces, la derivada F'(a) es

limF{a + h) —F(a}.
h—s0 h

Gracias a nuestra definicion de limite, esto también se puede
expresar como: F'(a) = b sii para todo infinitesimal dx dife-
rente de cero tenemos que dF/dx ~ b, donde dF = *F(a +
dx) — F(a). Asi, si hay tal b (es decir, si F'(a) existe), entonces

F'(a) = st (dF/dx)

para cualquier infinitesimal dx diferente de cero. En este caso,
dF/dx es €l resultado de dividir d I entre dx. El hecho de que
aqui solamente usemos la divisién facilita mucho los calculos.

EsempLO Sea F(x) = x*. Entonces, F'(a) = 2a, ya que

2 2 c 2
iif _ (a+dx)*—a _ 2a(dx) + (dx) 94+ dx~ .
dx dx dx

Teorema 28H Si F'(a) existe, entonces F es continua en a.

Demostracién Para cualquier infinitesimal dx diferente de
cero tenemos

*F(a + dx) — F(a)

o ~ F'(a).

El lado derecho es estandar, asi que el lado izquierdo es
por lo menos finito. En consecuencia, cuando multipli-
camos el lado izquierdo por el infinitesimal dx, nos que-
damos con el resultado de que *F(a + dx) — F(a) € Z;
es decir, *I (a + dx) ~ F(a). -

El lector debe observar que este resultado no ¢s una version
no estandar de un teorema clasico, ni tampoco una generaliza-
cién de un teorema clasico. En realidad es un teorema clasico.
Lo que no es cstandar es solamente la demostracion. Lo mismo
podemos decir del siguiente teorema. Sea FoG la funcién cuyo
valor en a es F(G (a)).
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Reglade la cadena Supongamos que G'(a) y F'(G(a)) cxisten.
Entonces (Fo G)'(a) existe y es igual a F'(G (a)) - G'(a).
Demostracion  Primero, obsérvese que *(Fo G) = *Fo *G,
ya que el enunciado Vo, f; .v1 = frf; 01 es verdadero
en las estructuras. Ahora, considere cualquier infinitesi-
mal d x diferente de cero. Sea

dG="G(a+dx)— G (a),
dF="(FoG)(a+dx)— (FoG)(a)
= *F(*G(a + dx)) — F(G (a))
="F(G(a) + dG) — F(G (a)).
Entonces, d G ~ 0, ya que G es continua en a. Si d G #0,
entonces, por la ultima de estas ecuaciones, d F/d G ~
F'(G(a)), de modo que
dF dF dG
dx  dG dx
SidG = 0, entonces dF = 0y G'(a) ~ dG/dx = 0, asi
que de nuevo tenemos

F'(G(a)) - G'(a).

dF r !
- = F'(G(a)) - G'(a). _|

Estos teoremas no son mas que ejemplos del tratamiento de
la convergencia en términos de la proximidad infinita. El mé-
todo de ninguna manera se limita a temas basicos. Podemos
construir funciones delta d, con la propiedad de que ff; 0=
I; y, sin embargo, 6 (x) =~ 0 para x 22 0. Se han obtenido re-
sultados originales en andlisis (por cjemplo, en la teoria de los
espacios de Hilbert) mediante el método de andlisis no estan-
dar. Posiblemente en el futuro se llegue a generalizar el uso del
método cuando mas analistas se familiaricen con éL

Ejercicios

1. (Q es denso en R.) Sea @@ el conjunto de los numeros

racionales. Muestre que cada elemento de *R estd infini-
tamente cercano a algun elemento de *Q.
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(a) Sea A C Ry F: A — R. Entonces F también cs una
relacién binaria sobre R; muestre que “F: *A — *R.

(b) Sea S: N — R. Recuerde que se dice que § converge
a b sii para toda £ > 0 hay algun k tal que para todo
n > k, |$(n) — b| < e. Muestre que esto es equivalente
a la condicién: *S(x) =~ b para todo x € "IN, con
x infinito.

(c) Suponga que S; : N — Ry S; converge 2 b; para
i = 1, 2. Demucstre que S; + Sy converge a by + by y
S, - Sy converge a by - bs.

Sea F: A — IR uno a uno, donde A C R. Demuestre que
six € *A pero x ¢ A, entonces *I'(x) € R.

Sea A C R. Muestre que A = *A sii A es finito.

(Teorema de Bolzano-Weierstrass) Sea A C R acotado e
infinito. Demuestre que hay un punto p € R que esta in-
finitamente cercano pero es diferente de algun elemento
de "A. Sugerencia: Sea S : N — A con S uno a uno; fijese
en *S (x) para x € *N, con x infinito.

(a) Demuestre que *Q tiene cardinalidad al menos de
9% donde Q es el conjunto de los nimeros raciona-
les. Sugerencia: Use el ejercicio 1.

(b) Demuestre que *N tiene cardinalidad al menos de 2%,

Sea A un subconjunto de R sin elemento maximo. Enton-
ces, como subconjunto de *R, A tendré cotas superiores
(con respecto al orden *<) en "R. Pero demuestre que
A no tiene minima cota superior.
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0. Teoria de nibtmeros

En este capitulo nos concentraremos en ¢l estudio de un len-
guaje especifico: €l lenguaje de la teoria de niimeros. Este serd
un lenguaje de primer orden con igualdad y con los siguientes
parametros:

V, cuyo significado serd “para todo niimero natural”. (Re-
cuerdese que el conjunto N de los niimeros naturales es {0, 1,
2,...}. El cero es considerado nimero natural.)

0, un simbolo de constante que denotari al mimero 0.

S, un sfmbolo de funcién de una variable, que denotar la
funcion sucesor S : N — N; es decir, la funcién por la que
S(n)=n+1.

<, un simbolo de predicado binario que denotars la relacién
de orden usual (estricto) de N.

+, -, E, simbolos de funcién de dos variables que denotardn
las operaciones +, - y E de suma, producto y exponenciacion,
respectivamente.

Llamaremos 9 a la estructura propuesta para este lenguaje,
que podemos escribir informalmente como:

N=(N;0,S,<,+,-,E)

(Donde |N] = N, 07 = 0, etcétera.)

Por teoria de niimeros entendemos la teoria de esta estructura,
Th91. A manera de preparacién estudiaremos (en las seccio-
nes 1y 2 de este capitulo) algunos reductos particulares de 91:
es decir, las restricciones de 91 para los sublenguajes:
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9’[5: (N'U)‘S‘)J
M= (N;0,8, <),
Ny = (0,8, <, +).

Finalmente, en la seccién 8 de este capitulo consideraremos
My = (N,0,8, <, +,°).

Nos plantearemos las mismas preguntas respecto de cada
una de estas estructuras:

(A) ¢Es decidible la teoria de la estructura? Si lo es, ¢cual
puede ser un conjunto adecuado de axiomas para la teorfa?
¢Hay un conjunto finito de axiomas?

(B) ¢Qué subconjuntos de N son definibles en Ia estructura?

(C) éCémo son los modelos no estdndar de la teorfa de la
estructura? (Por “no estindar” entendemos que “no sean iso-
morfos a la estructura propuesta”.)

La razén por la que elegimos estudiar la teorfa de numeros
(en lugar, por ejemplo, de la teoria de grupos) es la siguiente:
podemos demostrar que una subteoria particular de la teoria
de ntmeros es un conjunto indecidible de enunciados. Tam-
bién vamos a poder concluir que cualquier teoria que sea al
menos tan fuerte como este fragmento de la teorfa de niimeros
(por ejemplo, la teoria de nimeros o Ja teoria de conjuntos en
su totalidad) debe ser indecidible. Esto quiere decir, en parti-
cular, que dicha teoria no puede ser al mismo tiempo completa
y axiomatizable.

Para demostrar que nuestra subteorfa de la teoria de niime-
ros es indecidible, mostraremos que €sta es lo suficientemente
fuerte como para representar (en un sentido que sera preci-
sado mis adelante) resultados sobre sucesiones de numeros,
sobre ciertas operaciones entre niimeros y, finalmente, sobre
procedimientos de decision. Esta caracteristica de la subteoria
nos permitira utilizar un argumento diagonal para demostrar
la indecidibilidad.

Cabe hacer notar que, en lugar de una subteoria de la teo-
ria de niimeros, podriamos utilizar cualquier otra teorfa (como
algiin fragmento de la teorfa de conjuntos finitos) en la que se
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puedan representar de forma adecuada resultados de los pro-
cedimientos de decision.

Antes de presentar ejemplos que den cuenta de la riqueza ex-
presiva del lenguaje de la teorfa de niimeros, serfa conveniente
introducir algunas convenciones sobre la notacién. Escribire-
mos, como concesion al uso cotidiano:

x<y, x+y xy y xEy
en lugar de su expresién formal
<xy, twxy, cxy y Exy

Para todo numero natural k, tendremos un término S*0 (el
numeral de k) que lo denota:

§°%0 =0, S'0=S0, S%0 =SSO, et

(El conjunto de los numerales se genera a partir de {0} median-
te la operacién de anteponer S.) El hecho de que todo niumero
natural pueda ser nombrado con el lenguaje serd de gran uti-
lidad.

A pesar de que sélo hay una cantidad numerable de rela-
ciones sobre N que pueden ser definidas en 91, casi todas las
relaciones conocidas pueden ser definidas en 91. Por ¢jemplo,
el conjunto de los primos estd definido en N por

01 £ S0 AV oy Vos(v) = v9-v3 — 09 = S0 Vo3 =S'0).

M4ds adelante necesitaremos probar que muchas otras relacio-
nes particulares son definibles en 91.

Resulta natural pensar que, al deshacernos de algin pard-
metro, se reduce notablemente la capacidad expresiva del len-
guaje. Por ¢jemplo, veremos que el conjunto de los primos no
es definible en 4. Por otro lado, en la seccion 8 demostrare-
mos que cualquier relacién definible en 91 también es definible
en My

Preliminares

Los principales teoremas de este capitulo —teoremas asociados
con los nombres de Gdédel, Tarski y Church— no se¢ demostra-
ran hasta la seccion 5; sin embargo introduciremos desde ahora
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algunas de las ideas centrales. Lo que se quiere comparar son
las nociones de verdad y prueba; es decir, se quiere comparar
el conjunto de enunciados verdaderos en 91 con el conjunto de
enunciados que podrian ser probados a partir de un conjunto
adecuado de axiomas A.

A cada férmula « del lenguaje de la teorfa de ntimeros le
podemos asignar un numero entero jc, llamado el nimero de
Godel de . Cualquier forma lo suficientemente explicita de
asignar enteros distintos a férmulas distintas nos servira para
nuestros propdsitos; al principio de la seccion 4 se presentara
una asignacién particular. Lo importante es que para cada «
podamos decir qué numero e le corresponde, y viceversa. De
manera similar, a cada sucesién D finita de férmulas (como
es el caso de una deduccién) le asignamos un entero G (D).
Obsérvese que para cualquier conjunio A de férmulas podemos
formar el conjunto de nimeros {fa | @ € A} correspondiente.

Una vez dada la forma de representacion, podemos clegir
entre tres formas de argumentacién distintas para la demostra-
cién: ¢l argumento de autorreferencia, el argumento de diagonaliza-
cion, y el argumento de computabilidad. Mas adelante se mostrara
que estos tres argumentos estan intimamente ligados, al menos
mas de lo que parece (pues en realidad se trata de tres formas
particulares de una idea general para la demostracion).

En el primer caso, ¢l del argumento de autorreferencia, se cons-
truye un enunciado o que nos dice algo asi como “No soy de-
mostrable”, En realidad, lo que tenemos es lo siguiente:

Teorema 30A Sea A C Th %7 un conjunto de enunciados ver-
daderos en M, y supongamos que el conjunto {ja | @ €
A} de los nimeros de Godel de los elementos de A es
un conjunto definible en 1. Entonces podemos encon-
trar un enunciado ¢ tal que es verdadero en 91 pero no
es deducible a partir de A.

Demostracion Construiremos o de modo que exprese (indi-
rectamente) que €l mismo no es teorema de A. Entonces
el argumento serd, en términos generales, €l siguiente:
Si A - o, entonces lo que dice o es falso, contradiciendo
el hecho de que A es un conjunto de enunciados verda-
deros. Por lo tanto, A ¥ ¢y, entonces, o es verdadero.
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Para construir o, primero consideramos, la siguiente
relacion ternaria R:

{a,b,c) €R sii a es cl nimero de Godel para
alguna férmula o y ¢ es el va-
lor de G para alguna deduccién
de  (8%0) a partir de A.

Ahora bien, como {fa | @ € A} es definible en 9,
entonces R también ¢s definible. (Los detalles de este
paso se veran en una seccion posterior.) Sea p la férmula
que define R en 1. Sca ¢ el nimero de Godel de:

Yos— p(v1,01,03).

(Aquf utilizamos la notacién: ¢ (1) = ¢}, p(t1,ts) =

v . . X
©y,' )}{3,. y asi sucesivamente.) Sea o

v 3T P (SGU, S'?O, Ug)‘

Entonces, lo que ¢ afirma es que no hay un niimero que
sea el valor de G asignado a una deduccion, a partir
de A, de la férmula que resulta de sustituir, en la férmula
con numero de Godel g, la variable »; por el numeral ¢.
Lo que, como se verd, implica que no hay un mimero
que sea el valor de G de una deduccion de o.

Supongamos, contra lo que esperamos, que hay una
deduccién de o a partir de A. Sea % el valor asignado
por G a tal deduccién. Entonces tenemos que (g, g, k) €
Ry, porlo tanto:

=5 p (570,870, 5"0).
Por otro lado, estd claro que
o+ = p (890,570, 5"0)
y a partir de los tltimos dos renglones podemos concluir

que o es falso en N. Pero A I o y los elementos de A son
verdaderos en 9, por lo que tenemos una contradiccion.
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Por lo tanto, no hay una deduccién de ¢ a partir de A.
Lo que permite concluir que para todo k tenemos que
(4.9, k) ¢ R. Es decir, para todo k

=x 1 p(570,870,5%0),
de donde se sigue (usando el lema de sustitucién) que
Ea Vo3 — p(S70,870,u3);

es decir, o es verdadero en 1. =

Mais adelante demostraremos —usando algo que se conoce
como la tesis de Church— que cualquier conjunto decidible de
nimeros naturales debe ser definible en 91, a partir de lo cual
podremos concluir que Th91 no es axiomatizable.

Corolario 30B El conjunto {{i7 | |=n 7} de los niimeros de
Godel de enunciados verdaderos en 91 es un conjunto
no definible en N.

Demostracién  Si este conjunto fuera definible, entonces po-
drfamos sustituir A por Th 0 en ¢l teorema anterior para

]

llegar a una contradiccion. -

En la seccidén 5 se retomara el argumento de autorreferencia,
aunque con una pequefia variante cn el enunciado o, el cual
afirmara algo asi como “soy falso”. (iRecuérdese la conocida
paradoja del mentiroso!)

Sin embargo, para quicnes tengan la sensacién de que el
enunciado ¢ del argumento de autorreferencia parece un truco
magico, tenemos el argumento de diagonalizacién que permite
describir la situacion sin que Ia autorreferencia sea explicita.

En este caso comenzamos definiendo una relacién binaria P
entre nimeros naturales:

{a,b) € P<=a es el nimero de Godel de una férmu-
la & (1) (con vy como tunica variable libre) y

;‘:fﬁ- (8% (Sb(})

(Intuitivamente, (a,8) € P & “a cs verdadera acerca de £7.)
Entonces, cualquier conjunto de nimeros naturales definible
en 91 es igual, para alguna g, a la “seccion vertical” de P:
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P,={b| (a,b) € P}.

Esto es, basta considerar que a ¢s igual al niimero de Godel de
la férmula que define al conjunto, y usar el hecho de que =
o (8°0) ©s a (1) 1]

De este modo tenemos que todo conjunto de niimeros natu-
rales definible (en 97) estd en algiin lugar de la lista Py, Po,. ..
El siguiente paso sera diagonalizar esta lista. Definimos el con-
junto H como sigue:

H=1{5] (5.5) ¢ P}.

(Intuitivamente, b € H < “b no es verdadero acerca de b".)
Entonces H no estd en la lista Py, Py,... (H # P3 yaque 3 €
H < 3 ¢ Ps. Es decir, el nimero 3 pertenece sélo a uno de
estos conjuntos y no al otro.) Por lo tanto, H no es definible
en .

¢Por qué es H indefinible? Si incluso se habia especifica-
do que

b € H < no [bes el nimero de Godel de una férmu-
la o (v;) con v; como unica variable libre y

o o (SP0)].

¢Qué es lo que impide que esta propiedad sea traducida al len-
guaje de la aritmética? Mostraremos que la dificultad no esta
en traducir ser nimero de G6del —cosa que se puede hacer—,
como tampoco ¢std en que se tenga una férmula con una varia-
ble libre sin que se sustituya por el numeral §°0. En realidad,
mediante un proceso de eliminacién, se mostrard que el unico
obstdculo que podemos encontrar es que sea imposible decir,
mediante el lenguaje de la aritmética, que un enunciado es ver-
dadero en M.

Teorema 30C (a) El conjunto {§r | En 7} de los nimeros
de Goédel de enunciados verdaderos en 91 no es defini-
ble en M.

*(b) La teorfa Th 91 es indecidible.
*(c) La teorfa Th 91 no es axiomatizable.

Demostracion Para el inciso (a), que establece lo mismo que
el corolario 30B del argumento de autorreferencia, se usa
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la demostracién de la diagonalizacién que acabamos de
exponer; puesto que si suponemos lo contrario, es de-
cir, que Th 1 es definible en M, entonces el conjunto H
también es definible en 91, pero ya vimos que no lo es.
El inciso (b) se deducird una vez que se demucstre
que todo conjunto decidible de nimeros naturales debe
ser definible. Si Th91 es decidible, entonces €l conjunto
correspondiente de niimeros de Godel {§7 | F=q T} es
decidible v, por lo tanto, definible; lo cual no es cierto.
El inciso (c) es una consecuencia inmediata del inci-
so (b) y del corolario 261, pues Th91 es una teorfa com-
pleta. -

Por tltimo, tenemos el argumento de computabilidad que pre-
senta una diferencia muy clara y precisa entre el conjunto de lo
que es verdadero y el conjunto de lo que es demostrable. A par-
tir de la seccién 6 del capitulo II sabemos que para cualquier
conjunto A decidible de axiomas (incluso si es efectivamente
numerable) que clijamos para la Th91, el conjunto CnA de
enunciados demostrables es un conjunto efectivamente nume-
rable.

El argumento de computabilidad demostrard —utilizando la
tesis de Church— que el conjunto Th91 de todos los enuncia-
dos verdaderos no es efectivamente numerable. Este resultado,
estrechamente ligado al teorema 30C, se obtendrd mediante
otro argumento de diagonalizacién que serd presentado en la
seccién 6 de este capitulo.

*Teorema 30D Para cualquier conjunto A decidible de axio-
mas (incluso efectivamente numerable),

CnA+ThN

pues el conjunto de la izquierda es efectivamente nume-
rable y el de la derecha no.

El teorema 30D plantea el siguicnte dilema: o los axiomas
nos engafan permitiéndonos deducir enunciados falsos, o los
axiomas son insuficientes, en el sentido de que existen enun-
ciados verdaderos que no pueden deducirse a partir de €sos
axiomas.
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El argumento de computabilidad aparece de manera impli-
cita en la seccidn 5 de este capitulo, pero no sera sino hasta la
seccidn 6 donde se expondra formalmente y donde ademas se
le comparara con las otras dos formas de argumentacién.

1. Niimeros naturales con la funcion sucesor

Comenzaremos con un caso lo suficientemente sencillo como

para poder responder con precisioén a nuestras preguntas. Re-

duczremos el conjunto de parametros a ¥, 0 v S, eliminando <
-y E. El reducto correspondiente de 91 es

Ny = (N;0,8).

Con esta restriccion de lenguaje, es posible nombrar a cada
elemento de N, pues en él ya se tienen los numerales. Sin em-
bargo, los enunciados que pueden construirse a partir de este
lenguaje no son interesantes desde el punto de vista aritmético.

Nos interesa preguntarnos, sobre 91, lo mismo que nos pre-
guntamos para el caso de 91. Quisiéramos saber cuan complejo
cs el conjunto Th97s, investigar cudles son los conjuntos defi-
nibles en 91g y tener una idea de sus modelos no estandar.

Para el andlisis de la teorfa de niimeros naturales con la fun-
cién sucesor (ThNs), comenzaremos listando algunos de sus
elementos, es decir, enunciados verdaderos en Jg. (Después
de todo, son estos enunciados los que nos permitiran dar una
axiomatizacién de la teoria.)

S1. ¥x Sx=0. El cero no tiene predecesor.
S2. Vx Vy(Sx = Sy — x = y). La funcién sucesor es
inyectiva.
S3. Vy(y # 0 — 3x y = Sx). Todo nimero distinto de
cero es sucesor de algin numero. '
S4.1. YxSx#x.
S4.2. Vx SSx+#x.

S4.n Vx 8"x #+ x, donde el superindice n indica que el sim-
bolo § aparece n veces consecutivas.

Sea Ag el conjunto de enunciados S1, S2, S3 y S4.» (con
n=1,2,...) antes expuestos. Esta claro que estos enunciados
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son verdaderos en 5. Por lo tanto, 915 es modelo de Ag vy
CnAs C Thdig.

(Cualquier cosa que sea verdadera en todos los modelos de Ag

es verdadera en 91s.) Sin embargo, la igualdad no resulta evi-

dente. Para probarla tomaremos un modelo arbitrario de Ag.
¢{Qué podemos decir acerca de un modelo arbitrario

A = (|Ql1;0%,5m)

del conjunto de axiomas As? S* debe ser una funcién biyectiva
de |2 sobre |2| — {0%} por los axiomas S1, S2'y S3, y como el
axioma 84 prohibe la existencia de ciclos de longitud n, enton-
ces |2U| debe contener los puntos “estandar”™:

0% — s*(0%) — S*(8¥(0*)) — ...,

que son todos distintos. La flecha indica la aplicacion de la
funcién S%. Puede o no haber otros elementos en [2]. Supon-
gamos que hay otro elemento g en |2}, no “estdndar”, entonces
también esta el sucesor de g, y el sucesor del sucesor, etc. Mads
aiin, puesto que (por $3) todo clemento distinto del cero tiene
un predecesor (es decir, es sucesor de otro elemento) que es
tinico (por S2), también el predecesor de a estd en |2} y 1o mis-
mo sucede con el predecesor del predecesor, etc. Todos estos
elementos deben ser distintos, pues de otro modo se tendria
un ciclo finito. Por lo tanto, ¢ pertenece a una “Z-cadena’

---*—}*—+a—>Sﬁ(a)—>SQI(SA(a)) — e

(Se les llama Z-cadenas porque estan ordenadas como el con-
junto de los enteros Z = {...,—1,0,1,2,...}.) Puede haber
cualquier cantidad de Z-cadenas, pero deben ser ajenas dos a
dos, ya que S2 prohibe intersecciones entre ellas. También su-
cede que cualquier Z-cadena de un modelo es ajena a la parte
estandar.

Este resultado puede plantearse de otra manera. Digamos
que dos elementos a y b de |2U| son equivalentes si es posible pa-
sar de uno de ellos al otro mediante la aplicacién de la funcién
S un numero finito de veces. Es ficil ver que se trata de una
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relacion de equivalencia (estd claro que es reflexiva y simétrica,
y la transitividad se sigue del hecho de que $* es inyectiva). La
parte estandar de |2l| corresponde a la clase de equivalencia
que contiene a 0%. Para cualquier elemento a de |2, Ia clase
de equivalencia de a se genera a partir de {a} aplicando $ y
su inversa. Esta clase de equivalencia corresponde a la Z-cadena
antes descrita.

Inversamente, cualquier estructura 8 (de este lenguaje) que
contenga la parte estandar

0% — S%(0%) — S*(5®(0%)) — - -

y una parte no estindar compuesta por Z-cadenas ajenas es
modelo de A;. (Puede verificarse que cada uno de los axiomas
listados es verdadero en 9B). Con esto tenemos una caracteriza-
cién completa de los modelos de Ag.

Si un modelo 2 de Ag tiene sélo una cantidad numerable de
Z-cadenas, entonces |2 es numerable. En general, si el conjun-
to de Z-cadenas de 2 tiene cardinalidad A,! entonces la canti-
dad de elementos de || es Ry = Ry A. Y esto es, por aritmética
cardinal (véase el capitulo cero), el mdximo entre Ny y A. Por lo
tanto,

Ng  si ¥ tiene una cantidad numerable
de Z-cadenas.

A si 2 tiene una cantidad no numerable A
de 7Z-cadenas.

card 2| =

Lema31A Si 2y 2’ son modelos de A con la misma cantidad
de Z-cadenas, entonces son isomorfos.

Demostracion Existe un 1nico isomorfismo entre la parte es-
tandar de 2 y la parte estdndar de 2'. Ademis, por hi-
potesis, existe una correspondencia uno a uno entre ¢l
conjunto de Z-cadenas de 2 y el conjunto de Z-cadenas
de 2'; es decir, cada Z-cadena de U esta asociada con
una Z-cadena de ', y viceversa. Queda claro que cua-
lesquiera dos Z-cadenas son isomorfas. Al combinar to-
dos estos isomorfismos particulares (usando el axioma
de eleccién), tenemos un isomorfismo entre Ay A'.

1Es posible evitar cardinales no numerables; véase el ejercicio 3.
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Por lo tanto, un modelo de Ay queda caracterizado, salvo
isomorfismo, por la cantidad de Z-cadenas que contiene. Para
el caso particular de 915, el numero de Z-cadenas es cero, pero
es posible tener modelos con cualquier cantidad de Z-cadenas.

El lector debe darse cuenta de que no hay ningin enunciado
del lenguaje que diga “No hay Z-cadenas”. Lo que es mas, no
hay ningin conjunto ¥ de enunciados tal que: un modelo 2
de Aj satisfaga ¥ sii 2 no tiene Z-cadenas. Por el tcorema LST
existe una estructura 2 no numerable tal que % = 2. Pero
9l tiene un cantidad no numerable de Z-cadenas y 915 no tiene
ninguna.

Teorema 31B Sean 2 y B modelos no numerables de Ag con
la misma cardinalidad. Entonces 2 es isomorfo a 5.

Demostracién De la tltima discusion se desprende que 2Ly
B tienen, cada uno, una cantidad de Z-cadenas igual
a sus cardinalidades (card 2 y card B, respectivamente).
Pero como card = card ‘B, entonces 2 y B tienen la
misma cantidad de Z-cadenas y, por lo tanto, son iso-
morfos. —

Teorema 31C Cn Ag es una teoria completa.

Demostracion Hay que aplicar la prueba de Los-Vaught de la
seccion 6 del capitulo II. Por el teorema anterior tene-
mos que la teoria Cn Ag es A-categérica para todo A car-
dinal no numerable. Por otro lado, Ag no tiene modelos
finitos. Por lo tanto, se cumplen las condiciones de la
prueba de Los-Vaught. -

Corolario 31D CnAs = Th 9.

Demostracién Tenemos que Cn Ag C Th T, donde la prime-
ra teoria es completa y la segunda satisfactible. —

*Gorolario 31E Th 915 es decidible.

Demostracién Cualquier teoria completa y axiomatizable es
decidible (por el corolario 25G). Ag es un conjunto deci-
dible de axiomas para esta teoria. —
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Eliminacion de cuantificadores

Una vez que sabemos que una teoria es decidible, resulta ten-
tador tratar de encontrar un procedimiento concreto de deci-
sién. Para el caso de Th s daremos un procedimiento basado
en “eliminacién de cuantificadores”.

Definicion Una teoria T admite eliminacion de cuantifica-
dores sii para toda férmula ¢ existe una férmula 7 sin
cuantificadores tal que

Tk (¢ < 9).
En realidad, es suficiente con que se cumpla para cierto tipo
de férmulas :

Teorema 31F Supongamos que para toda férmula ¢ de la
forma
dx(ag A+ Aay),

donde ¢; (z = 0,...,n) es una férmula atdmica o la
negacion de una férmula atémica, existe una férmula
sin cuantificadores 1) tal que T |= (@ + 1)). Entonces
T admite eliminacion de cuantificadores,

Demostracion  Afirmamos que para toda férmula de la for-
ma Jxf, donde # carece de cuantificadores, podemos
encontrar una férmula equivalente sin cuantificadores.
Comenzaremos escribiendo § en forma normal disyun-
tiva (corolario 15C). La férmula que sc obtiene

Sx[lao A ANaw) V(B A AB) V-V (& A ANE)]
es légicamente equivalente a
Fx(ao A Noa)VIx (Bo A ABy) Ve VIx (g A ANE).

Por hipdtesis, cada subférmula disyunta de esta férmula
disyuntiva puede sustituirse por una férmula sin cuanti-
ficadores.

Dejamos al lector demostrar (ejercicio 2), a partir de
lo expuesto en el parrafo anterior, que para toda férmu-
la es posible encontrar una férmula equivalente sin cuan-

tificadores. —
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Para el caso particular de la teorfa Th 2 de la estructura 2, la
definicién puede replantearse de la siguiente manera: Th2d ad-
mite eliminacién de cuantificadores sii para toda férmula g
existe una férmula 1 sin cuantificadores tal que @ y ¥ son
“equivalentes en A", es decir,

=a (0 < P)ls]
para toda funcién s de las variables en |2A].

Teorema 31G Th 915 admite eliminacién de cuantificadores.

Demostracién Por el teorema anterior, es suficiente considerar
una [érmula del tipo

Jx(ag A Aay),

en la que cada o; es una férmula atomica o la negacion
de una férmula atémica. Describiremos cémo sustituir
esta férmula por otra que no tenga cuantificadores. La
equivalencia entre la nueva formula y la férmula dada
sera una consecuencia de Ag; véase el ejercicio 3.

Los tinicos términos del lenguaje Mg son de la forma
$*u, donde u es 0 o una variable. Las unicas formulas
atémicas son ecuaciones. Podemos suponer que la varia-
ble x ocurre en todas las ¢;. Puesto que si x no ocurre
en (v, entonces

dx(aAB) E5aA3xp.
Por lo tanto, toda o; es de la forma
S"x = §"u

o la negacién de esta ecuacién, en la que u es 0 o una
variable. M4s atin, podemos suponer que % es distinta
de x, pues §"x = §"x puede sustituirse por 0=0sim=
n,ypor 04 0sim#n.

Caso 1; Toda ¢; es la negacién de una ecuacién. En-
tonces la férmula puede sustituirse por 0 = 0 ({Por qué?)
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Caso 2: Existe al menos una a; que no es la negacion
de una ecuacién. Digamos que aq es

donde ¢ es un término que no contiene a x. Puesto que
la solucién de x debe ser no negativa, sustituimos ¢« por

tFOA-- ALFS™0

(0o por 0 =0, si m = 0). Entonces en cada una de las
@; restantes sustituimos

S'cx=u

primero por
Sk = §™y,

que se convierte en
Skt = $™u.

Tenemos entonces una férmula en la que x ya no apare-
ce, de modo que el cuantificador se puede eliminar. -

Existen otras consecuencias secundarias muy interesantes
del procedimiento de eliminacién de cuantificadores. Por ejem-
plo, una demostracion alternativa de la completud de Cn Ajy.
Supongamos quc tenemos ¢l enunciado o. El procedimiento de
climinaciéon de cuantificadores nos da un enunciado T sin cuan-
tificadores tal que (por el ejercicio 3) Ay = (o ¢+ 7). Nosotros
afirmamos que Ag = 7 0 Ag = — T, yaque T se construye a par-
tir de férmulas atdmicas y mediante los conectivos =y —. Todo
enunciado atémico debe ser de la forma S0 = SIO; sik =1 en-
tonces ¢s deducible a partir de Ag; pero si k # [, entonces es
refutable a partir de Ag (es decir, su negacién es deducible).
(Para demostrar esto, sélo se necesita {S1,52}.) Ahora bien,
como todo enunciado atémico es deducible o refutable, enton-
ces lo mismo sucede con todo enunciado sin cuantificadores, lo
que demuestra la afirmacién. Por lo tanto, Ag = 0 0 As = - 0.

Hay otra consecuencia importante relacionada con el pro-
blema de la definibilidad en Mg; véanse los ejercicios 4 y 5.
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Para toda féormula @ en la que s6lo vy y v ocurren libres, po-
demos encontrar una férmula 1) sin cuantificadores (pero con
las mismas variables libres) tal que

ThNg b= Vo Vos (¢ < 2);

es decir,
o, Vo1 Vs (@ < 1),

Por lo tanto, la relacién definida por ¢ también es delinible a
partir de una férmula sin cuantificadores.

Ejercicios

1. Sca A} el conjunto de enunciados conformado por S1, 82
y todos los enunciados de la forma

©(0) = Yoi(p(0r) = @ (So1)) = Vo1 (1),

donde ¢ es una férmula (del lenguaje 9s) que tiene a v

como tnica variable libre. Demuestre que Ay & CnAj.

Concluya que Cn A3 = Th 0. (En este caso, ¢ () cs, por
y T, . .

definicién, ;' . Al enunciado anterior se le conoce como

el axioma de induccion para @.)

9. Termine la demostracién del teorema 31F. Sugerencia:
Use induccion.

8. En la demostracién de que Th91g admite eliminacion de
cuantificadores se establece como encontrar, para toda
férmula ¢, una férmula ¢ sin cuantificadores. Demues-
tre que

As = (p < ¥)

sin usar la completud de CnAy. (Esto nos permite dar
una demostracion alternativa de la completud de Cn Ag
que no involucre Z-cadenas o la prueba de Los-Vaught-
Vaught.)

4. Demuestre que un subconjunto de N es definible en g
sii es finito o su complemento (en N) es finito.
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5. Demuestre que la relacién de orden {(m,n) | m < =
en N} no es definible en M. Sugerencia: Basta con de-
mostrar que no hay una definicién de orden sin cuan-
tificadores. Una relacién R C N X N es lineal si puede
cubrirse mediante un nimero finito de lineas (es decir,
subconjutos de N totalmente ordenados por R). Se dice
que R es colineal si es el complemento de una relacién
lineal. Demuestre que toda relacién definible en 915 es li-
neal o colineal, y que la relacién de orden no es ni lineal
ni colineal.

6. Demuestre que Th%1s no es finitamente axiomatizable.
Sugerencia: Demuestre que ningin subconjunto finito de
As es suficiente para axiomatizar Th g y después use la
seccion 6 del capitulo II.

92 . Otros reductos de la teoria de niimeros®

Primero agregamos el simbolo de orden < al lenguaje. La cs-
tructura propuesta para este caso es

Ny = (N, 0,8, <).

Lo que queremos es demostrar que la teoria de esta estructura
es decidible (como la de 915) y admite eliminacién de cuantifi-
cadores. Sin embargo, a diferencia de 91, es finitamente axio-
matizable y no es A-categdrica para ningun A cardinal infinito.

El conjunto finito A;, de axiomas para la teoria Th 1, estara
conformado por los seis cnunciados que se presentan a conti-
nuacion. En este caso, x < y es una abreviatura de (x < yVx =
y) y x £ y de la negacién.

vy (y#0— Jxy=Sx) (S3)
Vx¥y (x<Sy+rx<y) (L1)
Vi x % 0 (L2)
VxVy (x<yVex=9yVy<x) (L3)
VxVy (x<y— 9y (L4)

VaVyVz (x<y—=y<z—=x<z)” (L5

2 Esta seccién puede omilirse sin que esto tenga un efecto desastroso.
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Es facil ver que cstos seis axiomas son verdaderos en 9.
Por lo tanto, CnA; C Th9%;. Sin embargo, en el otro senti-
do, la inclusién no es obvia, asf que es necesario demostrarla.
Comenzaremos listando algunas de las consecuencias del con-
junto de axiomas,

(1) ApFVxx<Sx

Demostracion Témese x en lugar de y en L1. -
(2) ArhFVxx£=x

Demostracién Témese x en lugar de y en L4. -
(3) ALFVxVyxgyory<x) (tricotomia).
Demostracién Para “—” use L3. Para “+" use L4 y (2). -
(4) A FVxVy(x <y Sx<Sy).

Demostracion A partir de Ay se pueden deducir los siguientes

bicondicionales:

x<ye yEx por (3);
< y£Sx porll
— Sx <y por(3);
“ Sx < Sy porLl.

(5) ApkFSlyA;FS2

Demostracién  S1 se sigue de L2 y (1). 82 se deriva a partir
de (4) usando L3 y (2). -

(6) ApFS4mparan=1, 2,...

Demostracién  Se sigue de (1) y (2), usando L5. -

Asf pues, cualquier modelo 2 de Ay también es modelo de
Ag (sl ignoramds <™. Por lo tanto, debe consistir de una parte
estandar sin mas o una parte estindar junto con algunas 7Z-
" cadenas. Nétese, ademads, que estd ordenado por <2,

Teorema 32A La teorfa Cn A; admite eliminacién de cuanti-
ficadores.
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Demostracién Una vez mds consideramos una férmula de la
forma '

Fx(Bo A=+ A By)

donde 5 (i = 0,...,p) es una férmula atémica o la
negacién de una férmula atémica. Los términos en este
caso son, como en la seccidén 1 de este capitulo, de la
forma S*u, donde u es 0 o una variable. Para las férmu-
las atémicas hay dos posibilidades:

Sty =8 o S'u< Skt

1. Podemos eliminar el simbolo de negacion. Gracias
a L3y 14 es posible sustituir #; £ g por (i3 < {iVit; = fp)
y sustituir f; # 1ty por (f; < t3 V t3 < #1). Ahora bien, ha-
ciendo las sustituciones correspondientes y notando que

3x(p V) = 3x oV 3xy,

podemos reagrupar férmulas y reescribir la formula ori-
ginal como una disyuncién de férmulas del tipo:

Ix(ag A Aay),

donde a; (i = 0,...,q) es ahora una férmula atémica.
2. Podemos suponer que la variable libre x ocurre en
toda o, pues si x no ocurre en ¢, entonces

Ax(aAf) Fg anIxp.

Ademds podemos suponer que x ocurre en un solo lado
de la igualdad o desigualdad o Ya que S*x = S'x puede
reescribirse como se hizo en la seccion 1 de este capitulo
y %% < S'x puede sustituirse por 0 = 0sik <, 0 0#£0
si I <k (lo que se justifica con L1 y L4).

Caso 1: Supongamos quc al menos una @; €s una
igualdad, entonces podemos proceder de la misma ma-
nera que para el caso 2 de la eliminacién de cuantifica-
dores del teorema 31G.
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Caso 2: Todas las «; son desigualdades. En este caso,
la férmula puede reescribirse de la siguiente manera:

Jx | A\t <8mxn [\ Y < u
i j

(Aqui, /\; denota la conjuncién de férmulas indexadas
con i, de manera que Yy A Y3 A --- A Y, puede abre-
viarse como A.7:.) En la primera conjuncién, A.# <
S™x, tenemos las cotas inferiores de x, y en la segunda,
A ;8%x < uy, las cotas superiores. Si la segunda conjun-
cién es vacia (es decir, si no hay cotas superiores para x),
entonces podemos sustituir la férmula por 0 = 0. (¢Por
qué?) Si la primera conjuncién es vacia (es decir, si no
hay cotas inferiores para x), entonces podemos sustituir
la férmula por

/\ S0 < uj,
;

que afirma que el 0 cumple con la desigualdad. En caso
de que ninguna de las dos conjunciones sea vacia, re-
escribimos la férmula sucesivamente hasta llegar a una
férmula sin cuantificadores:

T A\t < S™x A S < ;). (1)
rf,_;,"
Fx \(S%e; < 8™ < S™u;). (2)
Lf
A SV < STy | A NS0 < ;. (3)
i J

Esta ultima férmula dice que “cualquier cota inferior
mas uno es menor que cualquier cota superior, y que el
cero es menor que toda cota superior”. Esto implica que
la maxima cota inferior y la minima cota superior no son
consecutivas (es decir, que hay “espacio” entre ellas) v,
por lo tanto, que existe solucion para x. La segunda par-
te garantiza que la solucién no puede ser negativa.




INDECIDIBILIDAD 285%

En cada caso pudimos encontrar una version sin cuan-
tificadores de la formula dada. —

Corolario 32B (a) Cn A, es completa.
(bYCnA; =ThM,.
*(c) Th 91 es decidible.

Demostracién (a) Se puede seguir el mismo argumento que
se utilizé para la demostracién del teorema 31G. (b)
Se sigue del inciso (a), pues CnA; C Th9, y Th91,
es satisfactible. Para (c) se puede recurrir al hecho de
que cualquier teoria completa axiomatizable es decidi-
ble. Sin embargo, la prueba que se usd para demostrar
que Cn Ay admite eliminacién de cuantificadores genera
un procedimiento de decision mds eficiente. -

Corolario 32C Un subconjunto de N es definible en 97 sii es
finito o tiene complemento finito.

Demostracién Véase el ejercicio 4 de la seccion anterior. -

Cabe hacer notar que se pueden definir mds relaciones bina-
rias en M que en N, pues la relacion de orden {{m,n) | m <
n} no se puede definir en 915, por el gjercicio 5 de la seccién
anterior.

Corolario 32D L.a relacién de suma

{(m,n, p) | m +n=p}
no es definible en 91;.

Demostracién  Si se pudiera definir la suma en 91;, entonces
también se podria definir cn 9, el conjunto de los nii-
meros naturales pares. Pero dicho conjunto ni es finito
ni tiene complemento finito. —

Supongamos ahora que extendemos el lenguaje mediante el
simbolo de suma +. En este caso, la estructura propuesta es

Ma = (N; 0,8, <, +).

Probaremos que la teoria de esta estructura también es de-
cidible; sin embargo, para evitar que las cosas se compliquen
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UNAM
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demasiado, en este caso no daremos ninguna lista de axiomas
para la teorfa.

Los modelos no estdndar de Th91, también deben ser mo-
delos de Th 91;. Asi que tienen una parte estdndar y una parte
compuesta por Z-cadenas. No obstante, en este caso, el orden
entre las Z-cadenas ya no puede ser arbitrario. Sea 2( un mode-
lo no estandar de Th914. El orden <® induce un orden bien
definido entre las Z-cadenas. (Véase el ejercicio 3.) Afirmamos
que no hay una Z-cadena méxima en este nuevo orden, como
tampoco una Z-cadena minima; y ademas que, entre cuales-
quiera dos Z-cadenas, es posible encontrar otra Z-cadena. El
argumento es, en términos gencrales, el siguiente: Si a perte-
nece a una 7Z-cadena (es decir, si es un elemento infinito de 21),
entonces a +a pertenece a una Z-cadena mias grande. Por otro
Jado, debe existir b tal que b +% b es a o ¢l sucesor de a y, por lo
tanto, b pertenece a una Z-cadena menor. Si a) y ag pertenecen
a dos Z-cadenas distintas, entonces existe b tal que b +2p es
a1 +% ay o su sucesor. En este caso, b perteneceria a una Z-
cadena entre la Z-cadena de a; y la Z-cadena de ay. (Con esto
parece mas o menos claro que estas afirmacioncs son ciertas;
aquellos que disfruten el manejo de nimeros infinitos pueden
completar los detalles.)

*Teorema 32E (Presburger, 1929) La teoria de la estructura
Na = (N; 0,8, <, +) es decidible.

Esta demostracién también esta basada en un proce-
dimiento de eliminacién de cuantificadores, a pesar de
que la teorfa misma Th4 no admite eliminacién de
cuantificadores. Por ejemplo, la férmula que define el
conjunto de los nimeros pares

dyvr=y+y

no tiene una férmula equivalente sin cuantificadores.
Este obstaculo desaparece si introducimos un nuevo sim- -
bolo =5 para la congruencia médulo 2. De manera si-
milar agregamos los simbolos =3, =, . .. La estructura
propuesta para este lenguaje extendido sera;

‘ﬁz = (N;O,S, <3 +JE2=E3! . ')?



INDECIDIBILIDAD 285

donde =; es la relacién binaria de congruencia médu-
lo k. Resulta que la teoria de esta estructura si permite
eliminacién de cuantificadores.

Esto no quiere decir, sin mds, que la teoria de la es-
tructura o de la estructura extendida sea decidible. Des-
pués de todo, cualguier estructura puede extenderse,
agregando relaciones, hasta tener una estructura que
permita eliminacién de cuantificadores. Por lo tanto,
para demostrar la decidibilidad, tenemos que probar
dos cosas: (1) que dado cualquier enunciado o, €s po-
sible dar, explicitamente, un enunciado equivalente ¢
sin cuantificadores, y (2) que es posible decidir si o' es

- verdadero.

Presentaremos ahora el procedimiento de elimina-
cién de cuantificadores para Th91=. Dado un término ¢
y un nimero natural n, sea nt el termino de n suman-
dost + ¢+ -+ + & 0t es el 0. Asi pues, todo término
puede reescribirse como un término de la forma:

S™0 + nyxy + <+ + g
con k > 0, n; > 0y los x; como variables. Por ejemplo:
S(x+S0)+ Sy
se puede sustituir por
$%°0 4 x + y.

Como siempre, empezamos con una férmula del tipo
Ay (BiA---ABy), donde §; (1 = 0,...,n) es una férmula
atémica o la negacién de una férmula atémica.

1. Eliminar la negacién. Sustitiiyase - (t; = f3) por
(51 < fa Vs < fl)‘ SUStiLfl}faS{f - (51 < lg) por (fl =
ts V iy < t1). Y sustitilyase — ({; =,, f3) por:

1 Emtt_)ZSlO\/”-\/Zl Emt2+sm_10_

Podemos, entonces, reescribir las negaciones y reagru-
par férmulas de modo que la férmula original quede
como una disyuncién de férmulas del tipo:

dy(ar A Aa),
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donde «; (i = 1,...,n) es una férmula atémica. Pode-
mos suponer, como ya se ha hecho antes, que y ocurre
en toda ¢, € incluso que o; tiene alguna de las siguientes
formas: )

ny +i= u,

ny + t =p u,

ny + (< u,

u<< ny-+1i

donde « y ¢ son términos en los que no aparece jy. De
ahora en adelante nos tomaremos la libertad de escribir
estas formulas usando un simbolo de resta:

ny= u—I

nY=p U — 1

ny < u—1
u—t<< ny.

Estas férmulas simplemente son abreviaciones de las
férmulas anteriores, como se puede ver si se transponen
los términos y se abandona el simbolo de resta.

Dicho todo lo anterior, esta claro que nuestra formula
dada puede ser, por gjemplo:

Ely(w<4y/\2y<u/\3y<v/\yEgt),

donde ¢, u, v y w son términos en los que no aparece y.

2. Establecer un coeficiente comun para y. Sea p ¢l
minimo comun multiplo de los coeficientes de y. Cada
férmula atémica puede transformarse, “multiplicando”
todos sus términos por un factor adecuado, en una
férmula en la que el coeficiente de y sea p. Queda claro
que esto se puede hacer en el caso de las igualdades y
las desigualdades. En el caso de las congruencias, tam-
bién es neccesario multiplicar el médulo por p, pues, en
general,

a=,b sii ka=pm kb

En la fé6rmula del ejemplo anterior, p es 12, de modo
que tendriamos:

Ty (Bw < 12y A 12y < 6u A 12y < 4v A 12y =36 121).
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3. Eliminar el coeficiente de y. Sustitiiyase py por x,
y ahadase la nueva formula atémica x =, 0. (Lo que
nos dice esto es que en lugar de 3y---12y--- es posi-
ble tener “Existe un multiplo x de 12 tal que ---x---".)
Entonces nuestro ejemplo pucde sustituirse por

Jx(Bw <xAx <buAx <4vAx=g5 12t A x =19 0).

4. Caso especial. Si una de las férmulas atémicas es
una igualdad, X + t = u, entonces podemos reemplazar

dx @

por
o

w—t

A< u.

Lo natural en este caso es sustituir x por “u — t”, pero

P P
para evitar ¢l uso del simbolo de resta transponemos
términos. Por ejemplo:

(x =n v)i_, correspondea u =, v+ ¢

5. Caso general. Podemos suponer que la igualdad
(=) no ocurre, entonces tenemos una férmula de Ia
forma

dx[ro—so <xA- A1 =51 < x
/\.?C<fg-ﬂo/\“‘/\éﬂ(ﬁc_l—uk_l
Ax Em[, Uy — Wy AN Ax Em,_._J Up_1 — wn_l},

donde r;, 5;, &, u;, v; y w; son términos en los que no
aparecc x. Esto pucde abreviarse como

=F /\Tj-wsj.-<x/\/\x<t¢—u5/\/\x5m U; — w;

j<d i<k i<n

Si no hay congruencias (es decir, si # = 0), enton-
ces la férmula afirma que hay elementos no negativos en-
tre la mdxima cota inferior y la minima cota superior.
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Asi, pues, podemos sustituir la férmula original por la
siguiente férmula sin cuantificadores:

/\/\ i — $;) +Sﬁ<n—-u¢/\/\0<f;*%

i<h j<i i<k

Sea M el minimo comun muiltiplo de los médulos
My, ..., My_1. Entonces a + M =,; a, de donde se ve
que, a medida que 2 aumenta, el patrén de residuos de
a médulo m,,...,m,_; tiene periodo M. Por lo tanto,
para encontrar la solucién de las congruencias, sélo ne-
cesitamos encontrar M enteros consecutivos.

Tenemos ahora una férmula que asegura la existencia
de un numero natural que no es menor que determina-
das cotas inferiores Ly,...,L; y que satisface ciertas co-
tas superiores y ciertas congruencias. Si la solucién exis-
te, entonces debe ser alguno de los siguientes niumeros:

I‘].,I‘l + ]5'-'7’{‘1 + fw_ 13
To,lo+1,..., Lo+ M—1,

L,L;+1,....L,+M-1,
0,1,...,M—1.

(El ultimo renglon es necesario para el caso en que to-
das las L; sean negativas. Para evitar tener que tratar
este renglon como un caso especial, incluimos el 0 como
una nueva cota inferior. Es decir, sean 7, = 0y 5; = S0
tales que

n—35 <X

es una férmula 0 < x + S0 que afirma que x es no
negativo. Con lo que tendriamos [ 4 1 cotas inferiores.)

Nuestra formula (que asegura la existencia de una so-
lucién para x) ahora puede sustituirse por una disyun-
cién sin cuantificadores que afirma que alguno de los
numeros de la matriz anterior es una solucién no nega-
tiva:
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1<l

V VI {/\?‘f“sf<(fj—sj)+8‘10

NN —s5) + 890 < 8 —w;
i<k
A J,/\ (?’j —Sj) + 8§90 =,; v; — w;
i<n
Retomando nuestro ejemplo, después de agregar la
nueva cota inferior para x, tendriamos lo siguiente:

Fx(Bw <x A0 <x+S0AX < 6unx<4dv
Ax =356 12t A x =19 U)

La férmula equivalente sin cuantificadores es una dis-
yuncién de 72 conjunciones, donde cada conjuncién tie-
ne seis componentes.

Hasta ahora sélo hemos probado la mitad del teore-
ma. El procedimiento antes expuesto nos dice, dado un
enunciado ¢, c6mo podemos encontrar un enunciado 7
(en el lenguaje de 915) que no tenga cuantificadores y
que sea verdadero (en la estructura propuesta para ese
lenguaje) sii ¢ es verdadero. Sin embargo, falta decidir
si 7 ¢s verdadero.

Pero esto es sencillo, pues basta considerar el caso de
las férmulas atémicas. Todo término sin variables puede
escribirse en la forma §"0. Entonces, por ejemplo,

870 =,, S*0

es verdadera siin =, $. ' B

Por lo tanto, tenemos un procedimiento de decisién para
Th914. Sin embargo, en 1974, Michael Fischer y Michael Rabin
demostraron que para f6rmulas muy extensas no hay un proce-
dimiento de decision lo suficientemente rapido como para que
se lleve a cabo en un “tiempo humano”.

Se dice que un conjunto D de nimeros naturales es periddico
si existe un mimero positivo p tal que: n esta en D siin + p estd
en D. D es finalmente periddico sii existen nimeros positivos p
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y M tales que, para todo n mayor que M, n estd en Dsiin + p
estd en I

Teorema 32F Un conjunto de nimeros naturales es definible
en (N; 0,8, <, +) sii es finalmente periédico.

Demostracion  El ejercicio 1 afirma que todo conjunto final-
mente periddico es definible. Veamos la implicacién
contraria; supongamos que D es definible. Entonces D es
definible en 9= mediante una férmula sin cuantifica-
dores (cuya tnica variable es »1). Como la clase de los
conjuntos finalmente periddicos es cerrada bajo union,
interseccién y complemento, basta demostrar que toda
férmula atémica del lenguaje de 91% con v; como uni-
ca variable define un conjunto finalmente periédico. Se
tienen sélo cuatro posibilidades:

nyy + 1= u,
nvy + < u,

U< ney + 1L,

ny) +1=,U,

donde u y f son numerales. Las dos primeras férmulas
definen conjuntos finitos (que finalmente tienen perio-
do 1), Ia tercera define un conjunto que tiene comple-
mento finito, y la ultima define un conjunto periédico
con periodo m. .

Corolario 32G La relacién de multiplicacién
{{mn.p) | p=m-nenN)

no es definible en (N; 0, S, <, +).

Demostracion  Si hubiera una definicién de la multiplicacidn,
entonces podriamos usarla para definir el conjunto de
los nimeros cuadrados. Pero dicho conjunto no es final-
mente periédico. ' !
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Ejercicios

1.

Demuestre que cualquier conjunto finalmente periédico
de niimeros naturales es definible en la estructura 91,.

Demuesire que las siguientes relaciones son definibles en
la estructura (N; +):

(a) Orden {(m,n) | m < n}.

(b) Cero, {0}.

(¢) Sucesor {{m,n) | n = S(m)}.

Sea 2l un modelo de Th97; (o, lo que es lo mismo, un

modclo de Ap). Dados a y b en |2l|, definimos la siguiente
relacion de equivalencia:
a ~ b <= S* puede aplicarsec un numero finito de

veces a ¢ para alcanzar a 4, o viceversa.

Sea [a] la clase de equivalencia a la que pertenece a.
Considérese el siguiente orden entre las clases de equi-
valencia:

[a) <[b] sii a<®b y agb
Demuestre que se trata de un orden bien definido para

el conjunto de las clases de equivalencia.

Demuestre que la teoria de los nimeros reales con su or-
den usual, Th (IEQ <) admite eliminacion de cuantificado-
res. (Suponga que cl lenguaje incluye la igualdad.)

3. Una subteoria de la teoria de niimeros

Ahora retomaremos el lenguaje completo de la tcorfa de nui-
meros que se describio en la seccién cero de este capitulo. Los
parametros del lenguaje son v, 0, S, <, +, - y E. La estructura
propuesta para este lenguaje es

N =(N;0,5,<,+,-, E).

En realidad, en (N;-, E) es posible definir {0}, S, < y +.
(Véase el ¢jercicio 1.) En la seccion 8 de este capitulo demostra-
remos que también en (N;+, ) es posible definir E, asi como
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0, Sy <. Asi que cs posible ahorrarse algunos parametros. Sin
embargo, nos daremos el lujo de trabajar con todos ellos (espe-
cialmente con E) para simplificar algunas demostraciones.

Como veremos mas adelante, Th 91 es una teorfa muy fuerte
que no es ni decidible ni axiomatizable. El camino mds adecua-
do para demostrar estos resultados (junto con otros relaciona-
dos) es concentrarse en una subteoria finitamente axiomatiza-
ble de Th91. Esta subteoria, como se sefialdé en la seccion ce-
ro de este capitulo, deberd ser lo suficientemente fuerte como
para poder representar (en un sentido que sera precisado mas
adelante) resultados sobre conjuntos decidibles. La subteoria
quc hemos elegido es Cn Ag, donde A es el siguiente conjunto
de enunciados. (Notese que, como en la seccidén anterior, x < y
es la abreviacién de x < y V x = y.)

- Conjunto Ag de axiomas

Vx Sx+0 (S1)
VaVy (Sx=Sy—=x=y) (52)
VeVy (x<Syex<y) (L1)
Vx x£0 (L2)
VxVy (x<yVa=ypVy<x) (L3)
Vi x40 =x (A1)
VaVy x+8y=8(x+)) (A2)
Ve  x-0=0 (M1)
VYaxVy x-Sy==x-y+x (M2)
Vx  xE0=S0 (E1)
YaVy xESy=xEy-x (E2)

Como 1 es un modelo de Ag, entonces CnArx € Th91. Sin
embargo, en este caso no se tiene la igualdad (como proba-
remos mas adelante, en la seccién 5). De hecho, se¢ puede pro-
bar que Ag ¥ 83, donde S3 es el enunciado Vy (y#0 — dxy =
Sx).

Los primeros cinco enunciados son algunos de los axiomas
relacionados con 8 v < que se utilizaron en las secciones ante-
riores, aunque no todos. Los seis restantes son las ecuaciones
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“recursivas” que definen la suma, la multiplicacion y la expo-
nenciacién.

Lo primero que haremos es demostrar que algunos enun-
ciados sencillos de Th 91 se pueden deducir a partir de Ag.

Lema33A (a) A FVaxx £ 0.
(b) Dado cualquier niimero natural k,

ApFVx(x < 810 & x=8%V... vx=S5'0).

Notese que (a) puede verse como el caso £ = —1 del inci-
so (b), en el que la disyuncion vacia es L. Este lema nos dice
que Ag “sabe”, por ejemplo, que los niumeros menores que 7
son exactamente 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. De modo que en cualquier
modelo de Ag, los elementos estindar —denotados por los nu-
merales $*0— estdn ordenados de la manera usual, y (por L3)
todos los elementos infinitos, si es que los hay, son mayores que
cualquier elemento estdndar.

Demostracién El inciso (a) es L2. Para el inciso (b) utilizare-
mos induccién (en espaiiol) sobre k. Como consecuencia
de L1 tenemos:

x< S0 5 x< V=0,
que junto con L2 nos da
x<S80&<x=0.

Este es el caso k = 0 del inciso (b). Para el paso inductivo
aplicamos, una vez mas, LI:

x < 8§10 & x < S0 v x = S*0.

Usando la hipétesis de induccién, x < $*0 puede susti-
tuirse por

x=8"0Vv---vax=_8"10,
con lo que finalmente tendriamos (b). =

Lemas 33B Para todo término ¢ sin variables, existe un unico
mimero natural # tal que

ApFt=1S5"0."
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Demostracién  La unicidad es inmediata. (¢{Por qué? Porque
Afr no es muy fuerte, pero al menos sabe, por 81, que 7 +
0 y que 87 # 80 recurriendo a S2 ochenta veces.) Para
demostrar la existencia utilizaremos induccién sobre &.
Sites 0, entonces tomamos n = 0. 81 ¢ es Su, entonces,
por hipétesis de induccién Ag = u = §"0 para alguna m.
Por lo tanto, Ag F ¢ = S™10.

Supongamos ahora que ¢ es u; + ug. Por hipotesis
de induccién Ag F ¢ = §™0 + S"0 para algunas m y n.
Aplicamos ahora A2 n veces y Al una vez para obtener
Ap Bt = S™™™(. Los argumentos para la multiplicacion
y la exponenciacién son similares. -
Como caso particular de este lema tenemos que “2 + 2 = 47
(es decir, $20 + S?0 = $*0) es consccuencia de Ag. Vemos en-
tonces que Ag es al menos lo suficientemente inteligente como
para determinar los términos sin variables. De hecho, la demos-
tracién dice mds, pues nos da las instrucciones exactas para
que, dado un término ¢ sin variables, podamos encontrar el

tnico nimero n tal que Ag = ¢ = §"0.

Teorema 33C Para todo enunciado 7 sin cuantificadores ver-
daderoen 91, Ap - 7.

Demostracién Ejercicio 2. Comicnce con los enunciados ato-
micos; éstos scran de la forma t; = t5 0 £; < I3, donde £}
y #3 son términos sin variables. Demuestre que Ag prue-
ba 7 si 7 es verdadero en 91y que refuta 7 (es decir, que
prucba = 7) si 7 cs falso en 1. —

Mis adelante daremos una versién mis amplia del teore-
ma 33C en la que se permite que 7 tenga “cuantificadores aco-
tados”; véase el tcorema 33I.

Simplificar la notacién de la sustitucién (como ya se hizo
en la seccién 7 del capitulo II) serd de gran utilidad en las
siguientes paginas:

__ .
w(t) = ¢
U\ Uy
w(. ) = (o)’

y asi sucesivamente. De modo que ¢ = ¢(v1) = @(v1,22). Porlo
general, el término sustituido serd un numeral, por ¢jemplo:
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#(5°0,5°0) = (¢5.0)5s-
Sin embargo, en algunas casos también sustituiremos otro tipo
de términos; por ejemplo, p(x) = ¢21, donde x es una variable.
No obstante, si x no es sustituible por »; en ¢, entonces tene-
mos que tomar ¢(x) = %', donde ) es una variante alfabética
adecuada de .

En la demostracion del siguiente corolario (asi como en
otras partes de este capitulo) usaremos la consecuencia del
lema de sustitucion de la seccion b del capitulo II: para toda
formula ¢ en la que al menos vy,. .., v, ocurren libres y para
todo numero natural a;,...,a,,

o llar, . a]] Sl=a 9(S70,...,5™0).

Una férmula existencial (3;) es una férmula de la forma
dx;---3x. 6, donde 6 carece de cuantificadores. El siguiente
resultado es una versiéon mas fuerte del teorema 33C:

Corolario 33D Si 7 es un enunciado cxistencial verdadero
en 91, entonces Ag - 7.

Demostracién Si Jw; Jws 6 es verdadero en 91, entonces #(S™0,
S™0) es verdadero en 91 para algunos nimeros natura-
les m y n. Este ultimo es un enunciado verdadero sin
cuantificadores, asi que es deducible a partir de Ag, pero
ademds implica l6gicamente Jv1 Jvg 6. -

Por otro lado, sabemos que hay enunciados universales (%)

verdaderos (es decir, de la forma Vx; - --Vx, 8, con @ sin cuan-
tificadores) que no estan en Cn Ag.

Relaciones representables

Sea R una relacién m-aria sobre N; es decir, R € N™. Sabemos
que una férmula p (enla que vy,. .., v, ocurren libres) define R
en N sii paratodaay,...,a, en N,

(@a1,...,am) € RS pllai, ... an))
Skn p(870,...,8%0).
(La ultima condicién cs cquivalente a la anterior por el lema

de sustitucién.) Podemos reescribir esto 1iltimo mediante dos
implicaciones:
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(g'la e ;am> = R = ;I:W p(Sa’O, s ,Samo),
(a].-! .- ;a'm> ¢ R= !:‘}’{ "',O(SGEO, PP ,Sa’"o)_

Diremos que p también representa R en la teoria Cn Ag si, en
estas dos ultimas implicaciones, la nocidn de verdad en 9t pue-
de sustituirse por la nocién mas fuerte de deduccién a partir
de A E-

De mancra mas general, sea T cualquier teoria en un lengua-
je con 0y 8. Entonces p representa R en T'sii paratodaay, ..., an
en N:

(a1,...,a,) € R = p(870,...,8"0) € T,
{a1,...,an) € R = (- p(8"0,...,8%0)) € T.

Por ejemplo, p representa R en la teorfa ThI1 sii p define
R en 1. Pero p representa R en Cn Ag sii para toda ay, ..., G

en I

(ay,....an) € R = Ag F p($40,...,8%0),
<a33' . -;a'm> gR = ‘-Jif_.j = ﬁp(sal{)’_ . ,SG.,,‘0)°

La relacién de iguaidad en N, por ejemplo, estd representada
en Cn Ag por la féormula v; = vy, ya que

m=mn=F8"0=58"0
m#n = {§1,52} - =8"0 = $"0.

Una relacién es representable en T sii existe alguna formula que
la representa en 7.

Comparemos el concepto de representabilidad con el de de-
finibilidad. En ambos casos estamos, de alguna manera, descri-
biendo relaciones entre numeros naturales a través de férmu-
las. En el caso de la definibilidad, nos preguntamos acerca de la
verdad de los enunciados en la interpretacion, mientras que, en
el caso de la representabilidad en Cn Ag, nos preguntamos mas
bien si los enunciados son deducibles a partir de los axiomas.

Decimos que una férmula ¢, con vi,...,9, COMO unicas
variables libres, estd numeralmente determinada por Ag sii para
toda m-ada ay, . . ., ¢, de niimeros naturales, o bien :

Ag b ©(8%0,...,5™0)
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o bien
ApF —p(890,...,8*0)

Teorema 33E Una formula p representa una relacion R en
CnA E sii
(1) p estd numeralmente determinada por Ag, y
(2) p define R en N. :

Demostracién Usaremos el hecho de que 1 es modelo de Ag.
Si p representa R en Cn A, entonces esta claro que te-
nemos (1). El inciso (2) se desprende de que “Ag 7
implica que “[=q". A la inversa, si (1) y (2) son ciertos,
entonces tenemos que

{ai,...,an) € R=|=q p(8"0,...,8™0) por (2)
= Ag ¥ = p(8%0,...,80) pues 9N es
un modelo
de AE

= Ag  p(8*10,...,80)  por(1).

Se puede obtener el resultado analogo para ¢l comple-
mento de Ry —p. -

La tesis de Church

Ahora nos concentraremos en la relacién que hay entre los
conceptos de representabilidad y decidibilidad.

*Teorema 33F Supongamos que R es una relacién represen-
table en una teoria consistente y axiomatizable, entonces

R es decidible.

Demostracion Supongamos que p representa K en una teoria
consistente y axiomatizable 7. Recuérdese que T es efec-
tivamente numerable (corolario 25F). El procedimiento
de decision es el siguiente:

Dados 4y, . .., @, enumeremos los elementos de 7. Si
p(S%0,...,80) se encuentra en algun lugar de la lista,
entonces terminamos y (a1, ...,a,) € R. 8i, en cambio,
en la lista se encuentra — p(S“0, ..., 80), entonces ter-
minamos y (a1, ...,an) ¢ R.
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Gracias a la representabilidad sabemos que alguno de
estos dos enunciados debe aparecer en alguin momento
en la lista, por lo que tenemos garantizado que el pro-
cedimiento termina. Como T es consistente, entonces el
resultado que arroja este procedimiento es correcto. -

“Corolario 33G Toda relacién representable en una teorfa
consistente y finitamente axiomatizable es decidible.

Pareceria natural preguntarse qué sucede con el inverso de
este corolario. Lo que diremos es que no podemos pretender
demostrar €l inverso de este corolario basandonos en la nocién
informal de decidibilidad que hemos manejado hasta ahora,
pues esta aproximacion solo nos sirve para dar una cota in-
ferior de la clase de las relaciones decidibles (es decir, para
demostrar que ciertas relaciones son decidibles), pero no es
adecuada para dar cotas superiores (es decir, para mostrar in-
decidibilidad).

No obstante, es posible ofrecer argumentos a favor del in-
verso de este corolario, pero sera mas facil hacerlo al final de
la seccién 4 de este capitulo. La idea intuitiva es que en un nu-
mero finito de axiomas podriamos capturar las instrucciones
(finitas) del procedimiento de decisién.

La afirmacién de que este corolario junto con su inverso son
ciertos es lo que cominmente.se conoce como la tesis de Church.
En realidad, esta afirmacion no es un enunciado matemadtico
susceptible de prucba o refutacién; mds bien se trata de una
postura matematica que propone que la manera més adecuada
de formalizar la nocién informal de decidibilidad es mediante
la nocién de representabilidad en teorias consistentes y finita-
menie axiomatizables,

Definicidn Una relacion R sobre niimeros naturales es recursi-
va sii es representable en alguna teoria consistente fini-
tamente axiomatizable (en un lenguaje con 0 y S).

La tesis de Church se puede expresar de manera mas sucin-
ta: una relacion es decidible sii es recursiva. Dicho con mayor
precision: el concepto de recursion es la version correcta y pre-
cisa del concepto informal de decidibilidad. Esta situacién es
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analoga al caso de las funciones continuas dentro del cilculo.
Intuitivamente decimos que una funcién es continua (definida
en un intervalo) si su grafica puede dibujarse sin levantar el
lapiz del papel; sin embargo, para demostrar teoremas es nece-
sario dar una version formal de continuidad, asi que solemos
trabajar con la definicion -6 de continuidad. Cabe preguntar-
se, empero, si la definicién precisa €-0 de continuidad corres-
ponde verdaderamente a la idea intuitiva de continuidad. En
realidad, la clase de funciones -4 continuas es bastante mds
amplia e incluye funciones que no son diferenciables en nin-
guna parte, cuyas graficas no pueden trazarse sin levantar el
lapiz. Pero, corresponda o no a la idea intuitiva, la clase de las
funciones £-0 continuas ha resultado ser muy natural e impor-
tante en el andlisis matematico.

El caso de la recursividad es bastante similar, asi que de-
berfamos preguntarnos si la nocidén precisa de recursividad es
la formalizacion adecuada de la nocion informal de decidibi-
lidad. Un vez mds, la clase bien definida de las rclaciones re-
cursivas parece ser muy amplia, pues incluye relaciones para
las que cualquier procedimiento de decisién requeriria tantos
calculos y tanta memoria que seria absurdo intentar realizarlo.
Podriamos decir, entonces, que recursividad corresponde a de-
cidibilidad en un mundo ideal en ¢l que la cantidad de calculos
y la memoria que se ocupan no son un problema. Como sea,
también en cste caso la clase de las relaciones recursivas ha
resultado ser una clase muy natural ¢ importante dentro de la
logica matematica.

A continuacién ofreceremos algunos argumentos empiricos
para mostrar la amplitud de la clase de las relaciones recur-
sivas:

1. Hasta ahora, toda relacién que los matematicos han intui-
do que es decidible ha resultado ser recursiva.

2. Varias personas han intentado dar definiciones precisas
de maquinas computacionales ideales para realizar calculos.
Las mis conocidas son las “mdquinas de Turing”, presentadas
por Alan Turing en 1936. (Una variante de la idea de Turing
nos lleva a las mdquinas registradoras que se describen en la
seccion 6 de este capitulo.) La idea ha sido concebir algo que
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pueda realizar cualquier procedimiento efectivo de decisidn.
En todos los casos, la clase de las relaciones que tienen un
proceso de decision ejecutable con alguna de estas maquinas
corresponde a la clase de las relaciones recursivas. (La impor-
tancia del andlisis de Turing sobre la calculabilidad cfectiva
hace que a la tesis de Church muchas veces se la denomine
la tesis de Church-Turing.)

El hecho de que se hayan encontrado tantas definiciones
distintas (aunque equivalentes) de la clase de las relaciones re-
cursivas es un indicador de lo natural e importante que resulta
dicho concepto.

En este libro seguiremos excluyendo la nocién intuitiva de
decidibilidad en los teoremas sin asterisco; pero en ¢l resto
de la exposicién aceptaremos la tesis de Church. Por ejemplo,
diremos que un conjunto es indecidible cuando tengamos un
teorema que afirme que No es recursivo.

Es evidente que toda relacién representable en Cn Ag es re-
cursiva. Mds adelante probaremos que el inverso también se
cumple: si una relacién es representable en cualquier teorfa
consistente y finitamente axiomatizable, entonces es represen-
table en la teoria que hemos elegido estudiar. (Por supuesto,
este resultado determiné en parte nuestra eleccién.)

El uso de la palabra “recursiva” es, en este caso, resultado de
un accidente histérico, por no decir que de un error histérico.
Recientemente, varios matematicos han dicho que la palabra
“calculablc” refleja mejor las ideas involucradas; no obstante,
nosotros queremos reservar la palabra “calculable” para otro
concepto informal que definiremos a continuacién. As{ como
para el caso de las relaciones tenemos el concepto informal de
decidibilidad, para ¢l caso de las funciones tenemos el concep-
to de calculabilidad. (Como una forma de simplificar la nota-
cién escribiremos @ en lugar de ay, ..., a,.)

*Definicion Una funcién f: N* — N es calculable sii existe un
procedimiento efectivo tal que, dada cualquier n-ada @
de niimeros naturales, nos da f ().

Por ejemplo, la suma y la multiplicacién son calculables. Al-
gunos procedimientos efectivos para estas funciones, usando
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base 10, se ensefian en las escuclas primarias. (Si quisiéramos
ser muy rigurosos en nuestra definicion, en lugar de hablar de
numeros naturales dados, tendriamos que hablar de numerales,
pues son los numerales —sucesiones de simbolos como la terna
317 o la terna XCI— los que pueden expresarse mediante el
lenguaje; sin embargo, haremos caso omiso de este detalle.)
Por otro lado, dentro del conjunto ne numerable de funcio-
nes de N" en N, sélo hay una cantidad numerable de funciones
calculables, pues sélo hay una cantidad numerable de procedi-
mientos efectivos.

Como en el caso de las relaciones decidibles, quisiéramos
dar la version formal del concepto de calculabilidad. La clave
para encontrar la version correcta nos la da el siguiente teore-
ma. Recuérdese que cnalquier funcién f: N* — N es también
una relacién (n + 1)-aria sobre N:

(@1,...,a0,b) € f=> f(a1,...,a,) =b.

Durante algin tiempo fue comun distinguir entre la funcién
y la relacion (que se conocia como la grdfica de la funcién).
Hoy en dia, dentro de la teoria de conjuntos, se considera lo
mismo una funcién que su grafica, pero en realidad seguimos
teniendo dos formas distintas de pensar una funcion.

*Teorema 33H Las siguientes tres propiedades de una fun-
cion f: N* — N son equivalentes:

(a) f es calculable

(b) Vista como relacién, f es decidible.

(c) Vista como relacién, [ es efectivamente nume-
rable.

Demostracién (a) = (b): Supongamos que f es calculable;
entonces describiremos el procedimiento de decision.
Dada {(a1,...,an b), primero calculamos f(ai,...,ax);
después vemos si el resultado es igual a 4. Si lo es, en-
tonces decimos “si”; si no lo es, decimos “no”.

(b) = (c): Cualquier relacién decidible es efectiva-
mente numerable, ya que es posible listar los elementos
del conjunto de todas las (n + 1)-adas de niumeros y
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hacer una sublista de las que pasan la prueba de perte-
nencia a la relacién.

(c) = (a): Supongamos que tencmos una enumera-
cién efectiva de (la grafica de) f. Para calcular f(a, ...,
a,) examinamos la lista de las (n 4+ 1)-adas de f has-

ta que encontremos la que comienza con ay,...,a,. La
ultima componente de dicha (n + 1)-ada serd el valor
buscado de la funcién. =

Por lo tanto, usando la tesis de Church, podemos decir que
f es calculable sii [ (vista como relacién) es recursiva. La clase
de las funciones recursivas, ademas de ser importante por su
conexién con los teoremas de incompletud de la légica mate-
matica, es una clase muy interesante. Constituye una cota su-
perior de la clase de las funciones que realmente pueden ser
calculadas mediante programas para computadoras digitales.
Las funciones recursivas son aquellas que son calculables me-
diante una computadora digital, siempre y cuando hagamos
caso omiso de las limitaciones practicas de tiempo y memoria
que requieren los calculos.

Ahora podemos decir cuales son nuestros planes para las
siguientes dos secciones. Nuestra meta principal es obtener los
teoremas de la seccién b de este capitulo; sin embargo, antes de
demostrar los teoremas, es necesario obtener algunos resulta-
dos que serviran de base para las demostraciones: neccesitamos
verificar que un conjunto de relaciones (intuitivamente decidi-
bles) y de funciones (intuitivamente calculables) son represen-
tables en Cn Ag y, por lo tanto, son recursivas. Sobre la marcha
demostraremos (teorema 34A) que la recursividad es equiva-
lente a la representabilidad en Cn Ag. En lo que queda de es-
ta seccién presentaremos algunos resultados generales sobre
representabilidad. Ademads demostraremos, por e€jemplo, que
ciertas funciones que codifican sucesiones finitas de ntimeros
mediante nimeros son representables. En la seccidn 4 de este
capitulo aplicaremos estos resultados a relaciones y funciones
vinculadas a las caracteristicas sintdcticas del lenguaje formal.

El autor es consciente de que muchos lectores estardn mas
interesados en los teoremas de la seccion 5 de este capitulo que
en el trabajo preparatorio. Si el lector estd dispuesto a aceptar
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que las relaciones intuitivamente decidibles son representables
en CnAg y que las funciones intuitivamente calculables son
funcionalmente rcpresentables en Cn Az (nocién que pronto
definiremos), entonces no serd necesaria practicamente ningu-
na, sino es que ninguna de las pruebas de los preparativos.
No obstante, es deseable que se revisen las definiciones y los
enunciados de los resultados previos.

Formulas numeralmente determinadas

El teorema 33E nos dice que podemos demostrar que una re-
lacién es representable en Cn Ag si encontramos una férmu-
la que la defina en 91 y que esté numeralmente determinada
por Ag. El siguiente teorema se refiere a la determinacién nu-
meral.

Teorema 331 (a) Toda férmula atémica estd numeralmente
determinada por Apg.

(b) Si ¢ y 1 estdn numeralmente determinadas por
Ag, entonces — @y (o — 1) también lo estdn.

(c) Si ¢ esta numeralmente determinada por Ag, en-
tonces también lo estan las siguientes férmulas (que se
obtienen a partir de  mediante la “cuantificacién aco-
tada”):

Vr(x<y— o),
Jx(x < yAp).

Demostracion El inciso (a) se sigue del teorema 33C y el inci-
so (b) es facil de probar; asi que sélo queda demostrar
el inciso (c). Consideremos una férmula del tipo

Jx(x < yAp(x,y,z))

donde y y z son variables libres. Consideremos dos nu-
meros naturales a y b; tenemos que demostrar que o
bien

Ap - Jx(x < §%0 A p(x, $°0,820))
o bien

Ap bk = Tx(x < 870 A ©(x,5%0,8%0)).
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Caso 1: Para alguna ¢ menor que «,
Ap F ©(8°0,58°0,8°0). (1)

(Este caso ocurre sii 3x (x < 5“0 A (x, $%0,8°0)) es ver-
dadero en 91.) También tenemos

Ag F §°0 < $°0. (2)

Los enunciados (1) y (2) implican légicamente el siguien-
te enunciado:

Jx (x < §°0 A p(x, 870, 5°0)).
Caso 2: Para toda ¢ menor que a,
Ag F = (5°0,5°0,5°0). (8)

(Este caso ocurre sii Vx (x < §°0 — —¢(x, 5°0,5°0)) es
verdadero en 91.) Por el lema 33A sabemos que

ApFVx(x<80—=x=80Vv...va=8"0). (4

El enunciado (4) junto con los enunciados incluidos
en (3) (parac=0,...,a — 1) implican légicamente que

Vi (x < 80 — —o(x, $°0,5°0)).
Lo que es equivalente a
-~ Ix(x < 870 A (x,5%0,5°0)).

Esto demuestra que Fx(x < y A @(x,y,2)) estd nu-
meralmente determinada por Ag. Si aplicamos este re-
sultado a — ¢, tenemos que la férmula dual Vx(x <
3 — ¢(x, y,z)) también estd numeralmente determinada

I

por Ag. -

El argumento para el caso 2 es vilido porque el cuantifica-
dor en x esta acotado por §70. Mds adelante veremos que es
posible que

- (8%0), ~9(8'0), . ..
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sean todas consecuencias de Ag y que, sin embargo, no se tenga
Vx4 (x)

como consecuencia de Ag.

El tcorema anterior resulta ser una herramienta muy util
para demostrar que diversas relaciones son representables en
Cn Ag. Por ejemplo, el conjunto de los mimeros primos esta
representado por

S0 <o AVx(x <oy = Vy(y<or —x-yFor)).

Esta formula que define los numeros primos en 91, por el teo-
rema anterior, estd numeralmente determinada por Ag. Por lo
tanto, esta férmula representa a los niimeros primos en Cn Ag.

Funciones representables

Por lo general resulta mas conveniente trabajar con funciones
que con relaciones. Asi pues, sea f : N* — N una funcién
de m-variables sobre los nimeros naturales. Decimos que una
formula ¢, donde vy, ..., 0,1 son las Unicas variables libres,
representa funcionalmente a f (en la teorfa Cn Ag) sii para toda
ay, ...,y en N,

Ap F V0,01 [0(890,...,8%0,0,11) © v,y = §@a)g],

(Notese que la mitad “+" de este enunciado es equivalente
a ©(840,...,80,8/(@--2)0), La otra mitad “—" agrega la
unicidad.)

Teorema 33J Si ¢ representa funcionalmente a f en Cn Ag,
entonces también representa a f (como relacion) en
Cn Ag.

Demostracién para el caso en que m = 1. Como ¢ representa
funcionalmente a f, entonces, para toda b:

Ap F 0(8%0,8°0) > 8%0 = 8/ @g.

Si (a,b) € f, es decir, si f (a) = b, entonces el lado dere-
cho de esta doble implicacién es vélida y tenemos que

Ag F (50, 5°0).
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En caso contrario, tenemos entonces que el lado dere-
cho del bicondicional es refutable a partir de Ag (es de-
cir, su negacion es deducible) y entonces

Ag F = (8°0,58%0). -

El inverso de este teorema es falso; sin embargo, podemos
hacer un cambio en la férmula:

Teorema 33K Sea f una funcién sobre N representable (como
relacién) en CnAp. Entonces podemos encontrar una
férmula ¢ que represente funcionalmente a f en Cn Ag.

Demostracion Para simplificar la notacién supondremos que
f es una funcién de una variable sobre N. El enunciado
descado,

¥y [p(570,33) <+ 23 = §/ @0,

es equivalente a la conjunciéon de los siguientes dos
enunciados
¢(8°0,87190) (1)
Y .
V¥ 05[0(5°0,v5) — vy = $/ 0. (2)
El enunciado (1) es teorema de Ag siempre que ¢ re-
presente a f. El enunciado (2) se refiere a la unicidad.
Debemos construir ¢ de tal modo que este enunciado

también sea teorema de Af.
Sea 6 una férmula que represente a f (como relacién
binaria) y sea ¢

0(v1,09) AVz(z <wg — —6(01,2)).
Entonces podemos reescribir (2) de la siguiente manera:

Vou[0(S°0,v9) AV z(z < vg — 0 6(5°0,2))
— vy = S/ 0]

(2')

Para demostrar que esto s un teorema de A o esta claro
q I
que basta demostrar que

AU {6(5%0,29), Vz(z < vg = —6(8°0,2))} vy = 8/ 0.
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Llamemos I' a este conjunto de hip6tesis (a la izquierda
de ""). Puesto que L3 € Ag, basta demostrar que:

Tk oy 8/ @0 3)
}J’

TS0 £ o, (4)
Obtener (4) es muy fdcil, pues el dltimo miembro de T
nos garantiza que

$/@0 < vy — -~ 6(5%0,8/ “0)
y nosotros sabemos que
Ap - 0(5°0,87@0). (5)

Para obtener (3) primero hay que observar que de Ay se
desprenden los siguientes teoremas,

29 <8 D0 3 9y =80V ... Vo, =8 @19 (6)

—-6(5%0,8°0) parab=0,...,f(a) — 1. (7)
Las formulas (6) y (7) implican la férmula
vy < 87D = =6(8°0,0y). (8)

Pero como 6(870,9s) € T, entonces tenemos (3).
Esto demuestra que (2) es un teorema de Ag; (5) v
(8) demuestran que (1) también es teorema de Ag. =

Lo siguiente es demostrar que algunas funciones bésicas son
representables (en Cn Ar) y que la clase de las funciones repre-
sentables es cerrada bajo ciertas operaciones entre funciones.
Alo largo de esta scccidén nos referiremos a las funciones o re-
laciones represcntables en la teorfa Cn Ag simplemente como
funciones o relaciones representables, omitiendo, por lo gene-
ral, la frase “en la teoria Cn Ag”.
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En los casos mds sencillos, una funcién m-aria puede ser
representada por una ecuacion:

Vg1 = t.

En realidad, cualquier ecuacién de este tipo define en 91 una
funcién m-aria f, siempre y cuando las variables de ¢ estén entre
las variables v1, . . ., op. (El valor de f en (a1,...,an) €s €l nu-
mero asignado aten 91, cuando av; se leasignaag;, 1 <: < m.)
Ademds, sabemos que toda ecuacion esta numeralmente deter-
minada por Ag, por lo que la ecuacién representa a f como re-
lacién. De hecho, incluso representa funcionalmente a f, pues
el enunciado

‘v’vm+1[vm+1 = t(SaIO, e, Sﬂ-m{}) S Sf(a[,.,,,a»e.-.}o]
es légicamente equivalente a
((80,...,50) = g/ (@-an)g)

que s un enunciado sin cuantificadores verdadero en 9. (En
este caso, t (11, ..., Uy, s €l término que se obtiene al sustituir
v} por Uy, vs por ug, ctc.) Por ejemplo:

1. La funcién sucesor estd (funcionalmente) representada
por la ecuacién
U9 = S‘Ul

9. Toda funcién constante es representable. La funcién
m-aria cuyo valor constante cs b estd representada por la ecua-
cién

Uprl = Sbﬂ'
8. La funcién proyeccién (con 1 < i < m)
IM(ay, ... 6n) = a;

est4 representada por la ecuacion

Upal = Yy
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4. La suma, €l producto y la exponenciacién estdn represen-
tadas por las ecuaciones

v3 = U1+ U,
g = U1 - U,
Uy = U1 Evg,

respectivamente.

Estos ejemplos no deben enganar al lector, pues no toda
funcién es representable mediante una ecuacion.

Lo siguiente serd demostrar que la familia de las funciones
representables es cerrada bajo composicién. Para simplificar la
notacion, supondremos que [ es una funcién de una variable
en N tal que

f(a) = g(h(a), ke(a)).

Supongamos que g estd funcionalmente representada por
y k; por 8;. Entonces, para representar [ parece razonable to-
mar o bien

¥ y1 ¥ ya(01(v1, 1) — O2(21, y2) — (31, y2,02))
o bien
331 Fya(O1(v1, y1) A Oa(v1, y2) A (91, ¥2,22))-

(Piense que v(y1, y2,v2) es la formula que dice “g(y1,y2) =
v9” y piense también que 6;(v1,y;) es la férmula que dice
“hi(v1) = y;". Por lo tanto, la primera férmula se puede tradu-
cir como “Paratoda y1, ys, si h1(v1) = y1 ¥ he(21) = y9, entonces
g(y1,y2) = v9.” La segunda férmula se traduce como “Existen
y1, y2 tales que hy(v1) = y1y he(v1) = y2 ¥ g (31, y2) = v2.” Cual
quiera de las dos sirve para decir que “g (h1(21), ho(v1)) = v5”.
Nétese que se tienen dos opciones, porque cuando algo es uni-
co, se puede anteponer indistintamente uno u otro cuantifi-
cador.)

Cualquicra de estas dos férmulas funciona para representar
a f. Digamos que ¢ es

Y y1 V 92(01 (21, 31) = O2(v1, y2) — P (y1, y2, v2))-
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Tomemos un ndmero natural ; entonces tenemos

Vﬂg[‘l_f)(sm(a){), Sfl‘z[a}&z@) &g = Sf(a]{)]. (1)
¥ 9,[0,(5%0, y1) + y1 = S"@0]. (2)
WV 99[05(S%0, y2) ¢ yo = S™40]. (3)

Nosotros quisiéramos tener

Y u3(0(8°0,03) + vy = 8/ 90), (4)

es decir,
Voo(V y1 V¥ 2[01(5%0, 31) — 02(S°0, y2) — (51, y2, 22)]
U = Sf(ajﬁ).
Pero (1), (2) v (3) implican (4). En el ejercicio 4 sc pide al lector

que lo verifique.
El siguiente teorema generaliza esto.

(4)

Teorema 33L. Sca g una funcién de n variables, sean hy, ..., Ay
funciones de m variables y funa funcién definida de la
siguiente manera:

f{ala e )am} = g{}"'l{al) R a‘m): .- -ahn(aia . -sam))'

A partir de férmulas que representen funcionalmente
a gy hi,..., h, podemos encontrar una férmula que
represente funcionalmente a f.

La prueba que presentamos antes se refiere tan solo al caso
en el que m = 1 yn = 2. Sin embargo, el caso general se
prueba exactamentc de la misma manera.

Para €l caso en que tengamos una funcién del tipo

f(a.b) = g(h(a).b),
basta notar que
f (@) = g (1 (1}(2.0)). Iy (2. ))-

Se puede aplicar el teorema anterior dos veces para demos-
trar que f es representable (suponiendo, claro estd, que gy 2
lo son).
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Para simplificar la discusion sobre funciones con un ntime-
ro arbitrario de variables, utilizaremos la notacién vectorial.
Por ejemplo, la ecuacidn del teorema anterior puede escribirse
como

(@) = g(hi(@),. ... hy(a)).
Otra propiedad de cerradura importante de la clase de las fun-
ciones representables en Cn Ag es que también es cerrada bajo
el operador “minimo cero”.

Teorema 33M Supongamos que la funcién g de (m + 1) va-
riables es representable y que para toda a1, . . ., @, €xiste
una b tal que

g(a?:---:am;b) =0.

Entonces podemos encontrar una férmula que represen-
te a la funcién m-aria [, tal que

f(a1,...,ay) =laminima b tal que g(a1,...,am, b) = 0.

(Esta dltima ecuacién podria escribirse usando notacién vec-
torial: :
f (@) = la minima & tal que g (&, 6) = 0.

La notacién convencional para el operador minimo cero es

J(@) = ublg(a,b) = 0]
y a tal operador generalmente se lo conoce como el “opera-
dor p”.)
Demostracién Tomaremos m = 1 para simplificar la notacion;
entonces

f(a) =10 siig(a,b) =0 vyparatoda c<b, g(a,c)#0.

Si 1 representa a g, entonces podemos obtener una
férmula que represente a f (como rclacion) simplemen-
te formalizando el lado derecho de la equivalencia an-
terior:

W(v1,v9,0) AV y(y < v — —¢f(v1,y.0)).
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Esta férmula define (la grafica de) f y estd determinada
numeralmente por Ag. -

Un catdlogo

Ahora construiremos un repertorio de funciones y relaciones
representables (enCn A E) que incluird, en particular, funciones
para codificar y decodificar sucesiones de numeros.

0. Como consecuencia del teorema 33I, toda relacién que
tenga (en 91) una definicién sin cuantificadores es representa-
ble. También sabemos que la clase de las relaciones represen-
tables es cerrada bajo uniones, intersecciones y complementos.
Por otro lado, si R es representable, entonces también lo son

{{a1,...,am, b) | paratodac < b, {ai,...,an,c) € R}

{{a1,...,an,b) | paraalgunac < b,(a1,...,an, ) € R}.

Por ejemplo, toda relacién finita tiene una definicién sin cuan-
tificadores, al igual que la relacién de orden.

1. Una relacién R es representable sii su funcién caracte-
ristica Kz lo es. (Kg es la funcion tal que si @ € R, entonces
Kgr(d@) = 1y, si no, entonces Kz(a@) = 0.)

Demostracién (<) Supongamos que R s una relacién unaria
(es decir, un subconjunto de N) y que Kg esta represen-
tada por (1, v2). Afirmamos que (v1, S0) representa
a R, pues define a R y estd numeralmente determinada
por A}:

(=) Supongamos que @(v;) representa a R. Entonces

(p(01) Avg =S0) V (~p(v1) Avg = 0)

representa a (la gréfica de) Kz por la misma razén ex-
puesta en el parrafo anterior. (De hecho, esta férmula
incluso representa funcionalmente a Kg, como ¢l lector
puede comprobarlo.) -

2. Si R es una relacién binaria representable y f, g son fun-
“ciones representables, entonces

{@| (f(@),g(@) <R}
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es representable. Esto también se cumple para una relacion
m-aria R y funciones fi,..., fu.

Demostracién Su funcién caracteristica evaluada en @ es igual
a Kr(f(@),g(d)). Por lo tanto, se obtiene por composi-
cién a partir de funciones representables. -

Por ejemplo, supongamos que R es una relacion ternaria
representable. Entonces

{{x.5) [ (% %) € R}

es representable, ya que se puede ver como

{(e9) | (5 (x2), 7 (%9). I} (x. 7)) € R}.

Vemos, entonces, que una relacién represcmable se puede des-
cribir repitiendo y reordenando las variables.

3. Si R es una relacion binaria representable, entonces tam-
bién lo es

P = {(a,b) | paraalgunac < b, (a,c) € R}.

Demostracién A partir del inciso 0 de nuestro catdlogo tene-
mos que si

Q = {{a,b) | paraalguna c < b, (a,c) € R},
entonces Q es representable. Por otro lado,
{a,b) € P< (a,8(b)) € Q
& (I{(a.0),$ (I3(a,0))) € Q.

Asi que, por el inciso 2 de nuestro catalogo, tenemos que
P es representable. -

Mis generalmente, si R es una relacién representable (m +
1)-aria, entonces

{{ay,...,am,b) | paraalgunac < b,(ai, .. ., m,¢) € R}

también es representable. En notacién vectorial, esta relacion

seria
{(@,b) | paraalgunac < b, (d,c) € R}.



314 UNA INTRODUCCION MATEMATICA A LA LOGICA

De manera andloga tenemos que
{(d,b) | paratodac <b,(d,c) € R}

es representable.
4. La relacién de divisibilidad

{(a,b) | a divide a b en N}

es representable.

Demostracién a divide a b sii existe g talque ¢ < bya-qg=2>.
Como {(a,b,q) | a-q = b} tiene una definicién sin cuan-
tificadores, entonces es representable. Recurriendo a los
incisos ya expuestos en nuestro catalogo, podemos lle-
gar a que la relacién de divisibilidad es represcntable.
(En particular, del inciso 3 del catdlogo tencmos la re-
presentabilidad de

R = {{a,b,c) | paraalguna g < c¢,a-q= b}

donde a divide a b sii {a,b,6) € R.) -

5. El conjunto de los nimeros primos es representable.
6. El conjunto de los pares de primos consecutivos es repre-
sentable.

Demostracién (a, b) es un par de primos consecutivos sii a €s
primo, b es primo, ¢ < by no existe un primo c¢ tal que
a < ¢yc < b. La parte derecha dc esta equivalencia se
puede formalizar mediante una [érmula numeralmente
determinada. .

Notese (pues esto sera importante en la seccién 8 de este
capitulo) que hasta ahora no hemos usado el hecho de que la
exponenciacién es representable.

Conforme avanzamos en la construccioén del catdlogo queda
claro que lo que en realidad estamos haciendo es construir un
“lenguaje” £ que nos garantice que cualquier cosa (una fun-
cién, una relacién) que sea L-definible (en 91) sera representa-
ble en nuestra teorfa. Asi que el teorema 331 nos dice que (a) las
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férmulas atémicas estan permitidas en £, (b) los conectivos es-
tan permitidos, y (¢) se pueden usar los cuantificadores acota-
dos. (En general, los cuantificadores no acotados no estan per-
mitidos.) Nuestro catdlogo va introduciendo gradualmente, en
el lenguaje £, nuevos simbolos de predicado y de funcién. Por
ejemplo, el inciso 6 del catdlogo introduce el simbolo de predi-
cado binario “consecutividad de primos”, y el inciso 7 introdu-
cira un simbolo de funcién para la funciéon “enumeracion de
los primos”. El uso de estos simbolos de funcién dentro de las
expresiones del lenguaje £ esta justificado por el teorema 33L.

7. La funcién cuyo valor en a es p,, el primo (a + 1)-€simo,
es representable. (Asi, po = 2, pr = 3, po = 5,.ps =7, ps=11,
y asi sucesivamente.)

o a N . 2
Demostracién f, = b sii b es primo y existe una ¢ < b tal que
(1)-(iil) son validos:
(i) 2 no divide a c.
(ii) Para toda ¢ < byr < b, si {g,7) es un par de
primos consecutivos, entonces para toda j < ¢,

gj divide a ¢ <= 1! divide ac.
(iii) & divide a ¢ y #**! no.

Esta equivalencia no ¢s obvia, pero al menos esta cla-
ro que la relacién definida por la parte derecha es repre-
sentable. Para comprobar que la equivalencia es cierta,
conviene primero notar que si p, = b, entonces pode-
mos tomar

_LO 1;-’2 [
c=2 35" ... P,

Es facil verificar que este valor de ¢ cumple todas las
condiciones. A la inversa, supongamos que ¢ es un nu-
mero que cumple las condiciones (i)-(iii). Afirmamos
que ¢ debe ser

99.3l. % la potencia de primos mas grandes.

Por (i) esta claro que el exponente de 2 en ¢ es (. Para los
exponentes de los primos entre 2 y b podemos basarnos
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en (ii). Por (iii), el exponente de b es a, asi que b debe ser
el (a + 1)-ésimo primo, p,. -

Esta funcién sera muy ttil para codificar sucesiones finitas
de numeros por medio de un solo nimero. Sea

; _papt] w1
(@0, ..., an) =py"" - o
=11 ai+1
i<m '
Esto también es valido para m = —1. Definimos = 1. Por
P

ejemplo,
(2,1) =2%.8%2 =72
La idea es que 72 codifica tnicamente el par (2, 1).
Existen otras maneras de codificar pares de numeros y su-
cesiones finitas de nimeros. En la seccién 8 de este capitulo
usaremos la funcion de pareo

J(a,b) = —;—[(a + b)? + 3a + b,

que tiene la ventaja de crecer polinomialmente, a diferencia de
94+135+1 cuyo crecimiento es considerablemente mas rapido.
A continuacién daremos una forma muy distinta de codificar,
por ejemplo, los nimeros 24, 117, 11 (en ese orden). Prime-
ro los convertimos a numerales de base 9: 26, 140, 12. Des-
pués, concatenamos estos numerales, intercalando nueves en-
tre ellos: 269140912. La terna queda entonces codificada por el
niimero (de base 10) 269,140,912, Este método podra parecer
extrafio, pero produce un resultado bastante mas pequeno que
9253118512, que tiene 73 digitos en base 10.

8. Para toda m, la funcién cuyo valor enay, . . ., @y €s (@, . . - ,
an) es representable.

9. Existe una funcién representable (cuyo valor en {a,b) se
escribe como (a)) tal que para b < m,

(@0 .- s am))s = a.

(Esta serd nuestra funcién “decodificadora”. Por ejemplo,

(712)o =2y (72)y = 1)
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Demostracion Definimos (a), como la minima n tal que @ = 0
o 2 no divide a a. (Siempre Aay una n que cumple
eso.) Observe que (0); = 0 y que para a # 0, (a); es
¢l exponente de p, menos uno, en la factorizacién de a
(pero no es menor que 0). Por lo tanto, para b < m,

((aﬂa e sam>)b = .

Para probar la representabilidad, usamos el operador
minimo cero. Sea

R={(a,bn)|a=0 o p;®no divide aa]-».
Entonces (a), = pn [Kz(a,b,n) = 0], donde R es €l com-
plemento de R. -

Puesto que el método que se usé para esta prueba serd de
gran utilidad mds adelante, lo enunciaremos como un teorema
en si mismo:

Teorema 33N Supongamos que R es una relacion represen-
table tal que para toda & existe n tal que (a,n) € R.
Entonces la funcién f definida por

/(@) = la minima n tal que (@,n) € R
es representable.
Demostracion f(@) = un [Kgz(@,n) = 0]. =
Mas adelante utilizaremos la notacion
f(@) = pn[{d@ n) € R].

10. Diremos que b es un nimero de sucesion sii para alguna
m > —1 yalgunas ag, ..., 0n,

b= {ap,...,an).

(Para el caso en que m = —1 tenemos { ) = 1.) Entonces el
conjunto de los mimeros de sucesién es representable.

Demostracién Ejercicio 5. -1
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11. Existe una funcién representable Ih tal que
lh{ag,...,an) =m+ 1.

(En este caso, “Ih” es una abreviatura de “length” (longitud).
Por ejemplo, 1h 72 = 2.)

Demostracién Sea lh a la minima » tal que ¢ = 0 o que p, no
divide a @. La funcién definida de este modo cumple
con lo requerido. n

12. Existe una funcién representable (cuyo valor en (a, b) se
conoce como la restriccion de @ a b y se escribe como a [ b) tal
que, para toda b <m + 1,

{ag,..‘,a-m} rfi B (ao,...,ab_;).

Demostracion Sca @ [ & la minima n tal que a = 0, o bien
n#0,yparatoda j<bytodak < a

p;divideaa = pjf divide a n.
La funcién definida asi cumple lo requerido. -

13. (Recursién primitiva) A una funcién f de (k + 1) varia-
bles le asociamos otra funcion f tal que 7(@, bi,...,b) codifica
los valores de f(j,01,...,8) para toda j < a. De mancra mds
precisa, sea

—,

fla,b) = (f(0,8),.... fa—=1,0)).

Por ¢jemplo, 7(0,5) = () = 1 codifica los primeros cero valo-
res de f. f(1,5) = (f(0,5)). En general, f(a, b) es un niimero
o codigo de sucesién cuya longitud (lh) es a, que codifica los
primeros a valores de f.

Supongamos ahora que tenemos una funcién g de (& + 2)
variables. Entonces existe una tinica funcion f que satisface lo
siguiente:

Por ejemplo:
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(Deberia ser intuitivamente claro que dicha funcién existe y es
unica. Para demostrarlo podemos aplicar el teorema de recur-
sion de la seccion 4 del capitulo I, obtener primero f v extraer

después f.)

Teorema 33P Sea g una funcién de (k + 2) variables y sea f
la tinica funcién de (& + 1) variables tal que, para toda

a y toda k-ada b,
/(@,8) = g (F(a.0),a,3).
Si g es representable, entonces f también lo es.
Demostracién Afirmamos primero que [ es representable.

Esto se sigue del hecho de que

f(a,b) = la minima s tal que s es un niimero de
sucesion de longitud a y para toda i me-

nor que a, (s); = g(s [ 4,4, b).

Entonces [ es representable, ya que

fla, 5) =g (f(a, g),a, b)
y las funciones del lado derecho son representables. -

En realidad, la expresién “recursién primitiva” suele usarse
para una versién mas sencilla de esto, dada en el ¢jercicio 8.

14. Dada una funcién representable F, la funcién cuyo valor

H F(i, b)

también es representable. Lo mismo sucede si tomamos ¥ en
lugar de II. (Si @ = 0, apegandonos a la convencién, tenemos
que: el producto vacio —el producto de ningin numero— es
igual a 1 y la suma vacfa es igual a 0.)

en (a,b) es

Demostracion Llamemos G a dicha funcién. Entonces

G(0,8) =1,
Gla+1,8) =F(a,b)-G(ab).
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Use el ejercicio 8 para terminar la demostracion. —

15. Definimos la concatenacion de a con b, a * b, como sigue:

5‘},——1
axb=a- H Pg—l—lha'

i<lhb
Esta es una funcién representable de a y b, y
(a1, ... am) * (br,....b,) = (a1,...,Gm, b1, ..., bn).

La operacién de concatenacién tiene, ademas, la propiedad de
ser asociativa sobre los nimeros de sucesion.
16. También quisiéramos tener la operacién “asterisco gran-
de”. Sea
#. S0 = f(0) % f(1) %= fla—1).

Dada una funcién representable F, la funcién cuyo valor en
(a,b) es *,_,F (i, b) es representable.

ia
Demostracion *;_(F(i,0) = () =1y
::<1.<Q+1F(s', b) = *«;@F(i’ b) % F(a,b).
Pero esto es exactamente como el inciso 14 de nuestro
catalogo. -

Ejercicios

1. Demuestre que en la estructura (N; -, E) se puede definir
la relacién de suma {{m,n,m + n) | m,n € N}. Concluya
que el {0}, la relacién de orden < y la relacién sucesor
{{n,S(n)) | n € N} son definibles en dicha estructu-
ra. (Observacién: Se puede tener una versién mds fuerte
de este resultado sustituyendo simplemente la estructura
(N;-, E) por (N; E), pues es posible definir la relacién de
multiplicacién en esa estructura usando una de las leyes
de exponentes: (d%)° = d*.)

2. Demuestre el teorema 33C, que afirma que todos los
enunciados sin cuantificadores que son verdaderos (en 97)
son teoremas de Ag. (Véase el esquema de demostracién
que se sugiere después de enunciar el teorema.)
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Una teorfa T (en un lenguaje con 0 y S) es w-completa
sii para toda férmula ¢ y toda variable x, ocurre que si
5. pertenece a 7 para todo nimero natural n, entonces
Vx pertenece a T. Demuestre que si T es una teoria
consistente y w-completa en ¢l lenguaje de M, y Ax C 7,
entonces T = Th 1.

Pruebe que en la demostracién que antecede al teore-
ma 33L, el conjunto de férmulas (1), (2) y (3) implica
légicamente a la férmula (4).

. Demuestre que el conjunto de niimeros de sucesién es

representable (inciso 10 del catalogo).

¢Es el 3 un nimero de sucesion? ¢Cudl es valor de 1h 8?
Encuentre (1% 3) %6y 1% (3%6).

Demuestre lo siguiente:

(a) a+ 1< p,.

(b) (b) < b. Laigualdad se cumple sii b = 0.

(c) Iha < a. Laigualdad se cumple sii a = 0.
(dal:<a.

(e) Ih(a [ i) es el menor entre i y lha.

. Sean gy A funciones representables, y supongamos que

f(0,8) =g(b),
fla+1,8) =h(f(a,b),ab).

Demuestre que f es representable.

Demuestre que existe una funcién representable f tal
que, para toda n y todas ay, . .. , @y,

fag, ... an) = ay.
(Por ejemplo, f(72) = 1y f(750) = 2.)

Sea R una relacién representable y suponga que gy & son
funciones representables. Demuestre que f, definida de
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la siguiente manera,

es representable.

(Recursién mondétona) Sea R una relacién binaria repre-
sentable sobre N. Sea C el menor subconjunto de N (es
decir, la interseccién de todos los subconjuntos) tal que
para toda n y todas ag, . .., @1, 5,

{{ag,...,an_1),b) € Rya; € C (paratodai < n) =
beC

Supongamos, ademds, que (1), para toda n y todas las
aU; - :a-n—la b:‘

{{ag,. .- an-1),b) € R = a; < b(paratodai< n),

y(2) QUe existe una funcion representable [ tal que para
toda My A0y - -5 lp-1, b:

{{ag, ... an-1),b) € R = n < f(b)

Demuestre que C es representable. (De algiin modo, C
esta generado por R. En general, C # (), porque si
({),b) € R, entonces b € C.)

4 . Aritmetizacion de la sintaxis

En esta seccién pretendemos exponer dos resultados:

1. Que algunas afirmaciones sobre férmulas pueden trans-
formarse en afirmaciones sobre niimeros naturales (al asignar
nimeros a las expresiones).

2. Que, en muchos casos, estas afirmaciones (en espafol)
sobre numeros naturales pueden traducirse al lenguaje formal
y que la teorfa Cn Ag es lo suficientemente fuerte como para
que esas traducciones puedan demostrarse a partir de ella.
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Esto nos dard la posibilidad de construir férmulas que, aun-
que hablen de resultados sobre numeros, indirectamente se re-
fieran a afirmaciones con respecto a férmulas (lincluso con res-
pecto a sf mismas!). En la seccién 5 de este capitulo, esto nos
servird para obtener resultados sobre indefinibilidad e indeci-
dibilidad.

Nimeros de Gadel

Lo primero que haremos es asignar nimeros a las expresiones
del lenguaje formal. Recuérdese que los simbolos de nuestro
lenguaje son los que se encuentran listados en la tabla IX.

Tabla IX

Parametros  Simbolos légicos

0.V 1. |
2.0 3.)
4. 8 5. —
6. < 7. =
8. + 9. =
10. - 11, »;
12. E 13. ws, etc.

Existe una funcién % tal que a cada simbolo le asocia el nii-
mero escrito a su izquierda. Por lo tanto, 2 (V) = 0, 4 (0) = 2,y
h (v;) = 9 + 2:. Con el fin de que nuestros resultados sean mds
utiles y manejables, supondremos tinicamente que tenemos un
lenguaje con 0y S que estd recursivamente numerado. Con esto
queremos decir que tenemos una funcién inyectiva A de los
parametros de ese lenguaje en los niimeros pares, tal que las
siguientes dos relaciones

{{k,m) | k es el valor de h asignado a algin parametro
de predicado de m argumentos}

{(k,m) | k es el valor de A asignado a algtin simbolo
de funcién de m argumentos}
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son representables en Cn Ag. Esta claro que en el caso del len-
guaje de N estos conjuntos son, de hecho, finitos. El primer
conjunto es {(6,2)}, y el segundo es

{(2,0), (4.1), (8,2), (10,2), (12,2)}.

Para el caso de los simbolos 16gicos, definimos h como antes.
De manera que, para todo simbolo légico s, & (s) es un mimero
impar.

Para una expresion del lenguaje € = so - - s, definimos su
nimero de Gadel, §(g), como sigue:

B(so - 5n) = (B (s0),.-- R0 (51))-

Por ejemplo, si usamos nuestra funcién original & para el len-
guaje de 91, tenemos que

§(3vs 03 =10)

= §((=Vos(= =250)))
1,5,0,15,1,5,9,15,2,3,3)
2.96.50.76.112.186.17'0.19'0 . 28% .
29* - 31%,

I

(
=9

Se trata de un ndmero muy grande, como del orden de
1.3 x 10”. A un conjunto ® de expresiones, le asignamos el
siguiente conjunto de nimeros de Godel:

£@ = {f(e) | € € &}.

A una sucesién {ag, . . ., o) de expresiones (como €s el caso
de una deduccién), le asignamos el numero

g((':[()a s !aﬁ>) = (Iiaﬂs e aﬁa-n.>-

Lo siguiente serd demostrar que diversas relaciones y fun-
ciones vinculadas a los nimeros de Gédel son representables
en Cn Ag (y, por lo tanto, recursivas). Cuando digamos que
una relacién o funcién es representable (sin especificar en qué
teoria), nos referiremos, como en el caso de la seccién anterior,
a que son representables en la teorfa Cn Ag.
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Nos valdremos de algunas abreviaturas en el lenguaje que
usamos (es decir, el espafiol, aunque nuestro lenguaje difiera
cada vez mas de lo que comlinmente consideramos espaiiol).
Escribiremos “hay un mimero a tal que” como “Ja”. En el
mismo sentido “Ja, b < ¢” significard “hay dos mimeros « v b,
ambos menores que ¢, tales que”. Utilizaremos “v” de forma
similar. En el capitulo II no nos habrfamos atrevido a usar estas
abreviaciones por miedo a que se creara una confusién entre
el lenguaje formal y el metalenguaje (espanol); sin embargo,
creemos que a estas alturas el lector ya estd preparado para
evitar esos errores.

1. El conjunto de los numeros de Gédel de las variables es
representable. '

Demostracién Dicho conjunto es {a | (36 < a) a = (11 +
2b)}. Y de los resultados de la seccién anterior se puede
concluir que se trata de un conjunto representable.

2. El conjunto de los nimeros de Godel de términos es re-
presentable.

Demostracién  El conjunto de los términos se definié inducti-
vamente y los términos se construyeron a partir de ele-
mentos con numeros de Goédel mds pequefios. Veremos
este caso con mds detalle, pues se trata del argumento
que se suele usar para las relaciones definidas inductiva-
mente. _

Sea f la funcién caracteristica del conjunto de ntime-
ros de Godel de los términos. A partir de la definicién
de “término” tenemos que

1 siaescl numero de Goédel de una variable,

1 si(3i< 0,3k < a)[i es un ndmero de
sucesién y (Vj < lhi) f((i);) =1y

fla) =% k es el valor asignado por % a algiin

simbolo de funcién de (lhi) argumentos y

a= (k)= *jdhx.(z')j.-],.

[ 0 en cualquier otro caso.
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Sin embargo, {qué se puede usar en lugar del simbo-
lo “[0” como cota superior de i? Antes de demostrar que
f es representable, necesitamos dar una cota superior
para i que dependa de a, de alguna mancra represen-
table.

Afirmamos que se puede tomar i < a®®e, Para de-
mostrar que esta cota funciona supondremos que ¢ =
st - - - £, (donde s es un simbolo de funcién de n argu-
mentos y t1, - - . , i, son términos). Entonces queremos to-
mar i = (Ht1,...,i,). En términos de a, ¢cudn grande
puede ser i? Tenemos las siguientes cotas:

: i fitn+1
i= 2;{z1+1”_ o

n—

< 2%y
< v pha_1 puesn =lhi<lha
< a%---a® (lhaveces) pues

a= 2{{1]0+1 o Hﬂ)ilm 141 > plha 1

ha—1
aylha _ ,alha
(a®)"® = a* ™"

Asi que en la ecuacién anterior para f podemos sustituir
| por a? lha

El lado derecho de esta ecuacién menciona a f mis-
ma; sin embargo, en realidad sélo hace referencia a
J((3);), con (i); < a. Esta propiedad nos permite usar
recursién primitiva. f(a) = g(f(a),a), donde

Il

(1 siaes el mimero de Godel de una variable,
1 si (3i<a*™%, Ik < a) [i es un niimero

de sucesién y (Vj < Thi) (s}, =1y

k es el valor asignado por 4 a algin

Il

simbolo de funcién de (lh i) argumentos
ya= ()5 %, i)

0 en cualquier otro caso.

.

Ya que si en esta eeuacmn tomamos s igual a f(a), en-
tonces (s)), = f((i);) para (i); < a. Por el teorema 33P,
fes representable si glo es.



INDECIDIBILIDAD 327

Falta demostrar que g es representable; pero esto se
sigue inmediatamente de los resultados de la seccién an-
terior. La idea es que la grifica de g es la unién de tres
relaciones que corresponden a cada una de las condicio-
nes de la ecuaciéon que acabamos de dar. Cada relacién
se obtiene a partir de igualdades y de otras relaciones
representables mediante cuantificacién acotada y susti-
tucion de funciones representables. -

3. El conjunto de los niimeros de Godel de las férmulas
atomicas es representable.

Demostracion & es el niumero de Gédel de una férmula atémi-
casii (i < a®"9, 3k < a) [i es un nimero de sucesién
y (V7 < Thi)(i); es el mimero de Gédel de un término y
k es el valor asignado por % a algtin simbolo de predica-
do de (lh¢) argumentos y a = (k) * *J.{m(i)j-]‘ =

4. El conjunto de nimeros de Godel de las férmulas es re-
presentable.

Demostracidn Las formulas se definieron inductivamente. Sea
f la funcién caracteristica del conjunto de niimeros de
Godel de las férmulas, entonces

(1 siaesel nimero de Gédel de una férmu-
lIa atémica,

si (33 < a) [ﬁj (B () h(=)) *ix (R ()))
si (33 }<ﬂ) [a=(h(()) xix (h(=))*
Fa=9 " 0y y £ = 7() = 11
si(3i, j<ajfa=(h(V))*ixjeiesel
niimero de Gédel de una variable
y f(7) =1,

0 en cualquier otro caso.

o

—

[—

%

Por el mismo argumento que se usé para el conjunto
de los nimeros de Godel de los términos se tiene la
representabilidad de f. =
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5. Hay una funcién representable Sb tal que para un término
o férmula ¢, una variable x y un término ¢,

Sb (fa, fix, fit) = fo.

Demostracién  Sera necesario definir Sb (a,b,¢) en términos
de los valores Sb (i, b,¢) con i < a. Como en el caso del
inciso 2 de este catdlogo (la funcion caracteristica del
conjunto de términos), podremos demostrar que Sby
Sb son ambas representables.

La funcién Sb esta descrita por las siguientes seis con-
diciones (i)-(vi):

(i) Si a es ¢l niimero de Godel de una variable y a = b,
entonces

Sb (a,b,¢) = c.

(i) Si (3i < @*™%,3k < a)[i es un nimero de su-
cesion y (Vj < Thi)(i); es el ntimero de Godel de un
término y k es el valor asignado por 4 a algun simbo-
lo de funcién o de predicado de (lhi) argumentos y
a= (k) * >:<jdh_£(-.i)}-], entonces

Sb (a,b,¢) = (k) * Sb ((2);, b, ¢)

£ |
Jj= FIE

para esos i y k.
(iii) Si (3¢ < a)[i es el nimero de Godel de una

formulay a = (h ((), k(=) * 2% (R ()))], entonces
Sb (a,b,¢) = (h((),h (=) # Sb (i,b,¢) * (& ()))

para esa i.
(iv) Si (34, j < a) [i, j son numeros de Gédel de formu-
lasya = (h(()) *i*(h(—))*j* (h()))] entonces

Sb (a, b,c) = (h(()) * Sb (i,b,¢) * (A (=)} * Sb (j, b,¢) * r0)}

paratalesiy j.

(v) Si (34,7 < a)li es el mimero de Godel de una
variable tal que i # by j es el nimero de Godel de
una férmula y @ = (& (V)) * i * j], entonces

Sb (a,b,c) = (R (V)) i % Sb (], b,¢)
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para talesiy j.

(vi) Si no se cumple ninguna de las condiciones para
ay b de los casos anteriores (donde se ignoraba la ecua-
cién para Sb (a, b, ¢)), entonces

Sb (a,b,¢) = a.

Asi que la funcién Sb se obtiene mediante recursion
primitiva

Sb (a,b,¢) = G (Sb (a,b,¢),a,b,c),

donde G es una funcién de cuatro argumentos. La gra-
fica de G es la unién de seis relaciones, de cinco argu-
mentos cada una,

G——‘R1UR2UR3UR4UR5UR5,

que corresponden a cada uno de los seis casos antes
descritos.
La primera de esas relaciones es:

Ry = {(s,a,b,c,d) | a es el niimero de Godel
de una variable, ya = by d = c}.

La segunda es:

Ry = {{(s,a,b,c,d) | (3i < a®™*, 3k < a)[i es
un nimero de sucesién y (V7 < hi)(i);
es el nimero de Godel de un término y
k es valor asignado por /i a algtin sim-
bolo de funcién o de predicado de (lhi)
argumentos y ¢ = (k) * >:<_;'{]hi(i)f yd =

(k} % 2k j<ih I.(S) (i) f,.] }

y el resto de las relaciones son también las versiones co-
rrespondientes de los casos que describen Sb.

Es necesario percatarse de que G es cfectivamente una
funcién, es decir, que a cada entrada le asigna un solo
valor. Esto es asf porque si a cumple una de las condicio-
nes dadas, entonces no puede cumplir ninguna otra. Y



330 UNA INTRODUGCION MATEMATICA A LA LOGICA

si, por ejemplo, a cae en el caso (ii), entonces sabemos,
por la seccién 3 del capitulo II, que los ntimeros i y &
estdn determinados de manera unica.

Por 1ltimo, nos podemos valer de los métodos co-
munes para verificar que R;-Rg son representables, de
modo que G es representable, Sb es representable y final-
mente Sb es representable. ((La sustitucién es una ope-
racion bastante complicada!) =

6. La funcién cuyo valor en n es §(S™0) es representable.

Demostracién Llamemos f a dicha funcién. Entonces

flr+1) = (h(S)) * f(n).

Utilice el ejercicio 8 de la seccién previa para terminar
la demostracion. -

7. Existe una relacién representable Fr tal que, dados «, que
es un término o una férmula, y la variable x,

{fav, ix) € Fr < x ocurre libre en .

1

Demostracion (a, b) € Fr < Sb (a, b, §0) # a. =

8. El conjunto de niimeros de Gddel de los enunciados es
representable.

Demostracién a es el nimero de Gddel de un enunciado sii
a es el nimero de Go6del de una férmula y para todo b <
a, si b es el nimero de Godel de una variable, entonces

(a,b) ¢ Fr. 4

9. Existe una relaciéon representable Sbl tal que para toda
férmula ¢, toda variable x y todo término ¢, (o, #x, iz} € Sbl sii
¢ es sustituible por x en a.

Demostracién Ejercicio 1. =

10. La relacién Gen, tal que (g, b) € Gen sii a es el nimero
de Godel de una férmula y b es el nimero de Godel de una
generalizacién de esa féormula, es representable.
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Demostracion (a,b) € Gensiia = b o (34,7 < b)[i es el
nimero de Godel de una variable y {(a,j) € Geny b =
((h (¥)) * i j]. Aplique ¢l argumento acostumbrado a la
funcién caracteristica de Gen. .

11. El conjunto de los numeros de Gédel de las tautologias
es representable.

El conjunto de las tautologias es intuitivamente decidible,
pues podemos usar el método de las tablas de verdad. Para
obtener la representabilidad, escribimos de nuevo las tablas de
verdad en términos de nimeros de Godel. Para llegar a eso se
necesitan algunos resultados preliminares: '

11.1 La relacién R, tal que (a,b) € R sii a es ¢l numero de
Godel de una férmula « y b es el nimero de Gédel de una
componente prima de @, es representable.

Demostracion {a,b) € R < a es el nimero de Godel de una
férmula y sucede alguno de los siguientes casos:

(i)a = by (a)oF(().
(i) (i< a)fa=(r((),h(—)) *ix* (h())) e (s,b) € R].

(iit) El analogo a (ii) pero con — .

Aplique el argumento usual a la funcién caracteristica

de R. 4
11.2 Existe una funcién representable P tal que, para toda
formula o, P(fa) = {§B1. ..., §B), la lista de nimeros de Go-

del de las componentes primas de ¢, en orden numérico.

Demostracién Primero hay que definir una funcién g que nos
dé la componente prima de [ja que sigue después de by
(donde fja es la férmula o para la cual @ = fa).

g(a,y) = la minima 7 tal que o bien n = a + 1 o bien
sucede que y < ny (a,n) € R.
Lo siguiente es definir una funcién % tal que % (a,n) nos
dé la (n + 1)-ésima componente prima de fja (si es que
hay tal cantidad de componentes primas):

h(a,0) =g(a,0) hian+1)=g(ah(an))
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Por ultimo, sea P(a) = *,_,(k(a,i)) donde k es el nu-
mero mas pequeiio tal que % (a, k) > a. a

11.3 Decimos que un entero v codifica una asignacion de ver-
dad para ¢ sii v es un numero de sucesién y lhv = Ih P (fa) y
(Vi <lho)(3e < 2)(v); = ((P(fa));, ). Se trata dec una condi-
cién de representabilidad para vy fa.

Por ejemplo, si P (far) = (5o, - - -, §53,), entonces:

= ((ﬁﬁg,(fo), ey (ﬁ.ﬁmgn))’

donde cada ¢; es 0 o 1. Mds adelante necesitaremos una cota
superior para v en términos de fo. La v mas grande se obtiene
cuando cada ¢; es igual a 1; también §5; < fo, asi que

I
*' —

i P (1) (5 1))

11.4 Existe una relacion representable Tr tal que para toda
férmula « y toda v que codifique una asignacién de verdad
para & (0 mds), (fa,v) € Tr sii esa asignacién de verdad satis-
face a.

Demostracién Ejercicio 2, -

Por dltimo, o es una tautologia sii & es una férmula y para
toda v que codifica una asignacién de verdad para «, (fo, v) €
Tr. El cuantificador (en esparniol) sobre v puede acotarse me-
diante una funcién representable de fa, como se explicé en
11.3.

12. El conjunto de los nimeros de Godel de las férmulas de
la forma Vx ¢ — ¢, donde ¢ es un término sustituible por x
en , es representable.

Demostracién « es una férmula de este tipo sii (3 una férmu-
la ¢ < @) (3 una variable x < ) (3 un término ¢ <
) [t es sustituible por x en o y @ = Vx ¢ — ¢]. En
este caso, por “@ < «” queremos decir que fip < fo.
Este bicondicional se puede reescribir en términos de
mimeros de Gddel: @ pertenece al conjunto sii (3 f <
a)(Ix < a) (It < a)[f es el niimero de Gédel de una
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férmula y x es el niimero de Godel de una variable y i es
el nimero de Godel de un término y (f,x,£) € Sbly

a=(h((),A (V) xxx f*(h(=))*Sb(fx.0) % (R())].

13. El conjunto de los numeros de Godel de las férmulas del
tipo Vx (o — ) = Vxa — Vx 3 es representable.

Demostracién -y es una formula de este tipo sii (3 una varia-
ble x < «) (3 férmulas ., < 7) [y = Vx(a = 8) —
Vx o« — Vx [3]. Es muy fécil reescribir esto en términos
de niimeros de Godel, tal como se hizo en 12. -

14. El conjunto de nimeros de Godel de las formulas del
tipo @ — ¥ x , donde x no ocurre libre en a, es representable.

Demostracién Similar a la demostracion de 13. -

15. El conjunto de los numeros de Godel de las férmulas del
tipo x = x es representable.

Demostracién Similar a la demostracién de 13. -

16. El conjunto de los nimeros de Gédel de las formulas del
tipox = y = « — ¢, donde « es atémica y o es el resultado
‘de la sustitucién de x por y en varios lugares o en ninguno
de a, es representable.

Demostracién Esta demostracién también es similar a la de 13,
excepto por la relacion de “sustitucién parcial”. Sea (a, b,
x,y) € Psb sii x, y son mimeros de Gddel de variables,
a es el nimero de Gédel de una férmula atémica, b es
un nimero de sucesion de longitud lha, y para toda
j < Iha, o bien (a); = (b);, o bien (a); = xy (b); = ».
Esta relacién es representable. !

17. El conjunto de los nimeros de Godel de axiomas logicos
es representable.

Demostracion « es un axioma légico sii 308 < « tal que « es
una generalizacién de § vy [ estd en alguno de los con-
juntos expuestos en 11-16. -

18. Dado un conjunto finito de férmulas A,

{G (D) | D es una deduccién a partir de A}
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es representable. De hecho, en este caso basta con que §A sea
representable.

Demostracién Un numero d pertenece a este conjunto sii d es
un niimero de sucesién de longitud positiva y para toda
menor que Ihd se cumple alguna de las siguientes con-
diciones:

1. (d); € #4,
2. (d); es el nimero de Godel de un axioma log‘lro o
8. (35, <i)[(@);=(h (0) * (A x (A(=)) * (d

A ON-

Esto es representable siempre y cuando fA lo sea, lo
que ciertamente sucede cuando A es finito. -

19. Toda relacién recursiva es representable en Cn Ag.

Demostracion Recuérdese que una relacion R es recursiva
sii existe algun conjunto finito y consistente de enuncia-
dos A tal que alguna férmula p representa R en CnA.
(Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el
lenguaje tiene s6lo un nimero finito de pardmetros: los
que ocurren en €l conjunto finito A, los que ocurren en p
y 0, S y V.) Para el caso de una relacién unaria R, tene-
mos que a € R sii la minima D que es una deduccion a
partir de A de p(S°0) o bien de = p(S*0) es, de hecho,
una deduccién de p(S0).

De manera mas formal, ¢ € R sii el tltimo compo-
nente de f(a) es §p(5°0), donde

f(a) = la minima d tal que pertenece al conjunto dado
en ¢l inciso 18 y cuyo ultimo componente es

#1p(570) o #— p(S*0).
Para esta p (fija), siempre existe dicha d. u

- Puesto que el inverso del inciso 19 es inmediato, tenemos €l
siguiente teorema:

Teorema 34A Una relacién es recursiva sii es representable en
la teoria Cn Ap.
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A partir de este punto usaremos el término “recursivo” en
lugar de “representable”.

Corolario 34B Toda relacién recursiva es definible en 91.

20. Supongamos ahora que tenemos un conjunto de enun-
ciados A tal que §A es recursivo. Entonces § Cn A no necesaria-
mente es recursivo (como demostraremos en la siguiente sec-
cién); no obstante, tenemos una forma de definir Cn A a partir
de A:

a€fCnA sii 3d[d es el nimero de Godel de una
deduccién a partir de A y el dltimo
componente de d es a y a es el nime-
ro de Gédel de un enunciado].

La parte que estd entre corchetes es recursiva, por la demostra-
cion de 18. Sin embargo, en general no se puede dar una cota
para el nimero d. Lo mds que podemos decir es que fCn A
es el dominio de una relacién recursiva (o, como diremos mis
adelante, que es recursivamente numerable).

El resultado del inciso 20 serd fundamental para ¢l desarro-
llo de nuestro trabajo posterior, asf que mas adelante se replan-
teara como el teorema 351.

21. Si §A es recursivo y Cn A es una teorfa c,ompleta enton-
ces iCn A es recursivo.

En otras palabras, una teorfa recursivamente axiomatizable
y completa es recursiva. Este resultado ¢s andlogo al corola-
rio 25G, que establece que una teorfa axiomatizable y completa
¢s decidible.

La demostracion es esencialmente la misma. Sea (en el caso
de una teoria consistente)

g (s) = la minima d tal que s no es el mimero de Gédel de
un enunciado, o d pertenece al conjunto expuesto
cn el inciso 18 y su dltima componente es o bien s,

obien (A ((),2 (=) *xs* (h())).

Por lo tanto, g(fio) es igual a G de la minima deduccién de
gode ~ogapartirde A. Ys € {CnAsiis > 0y la dltima
componente de g(s) es s. =
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Una vez que hemos llcgado a este punto, podemos abrir
nuevamente la discusion sobre la plausibilidad de la tesis de
Church. Supongamos que la relacién R es decidible. Entonces
hay una lista finita de instrucciones explicitas (un programa)
para el procedimiento de decisién. Muy probablemente €l pro-
cedimiento consiste en una serie de pasos basicos o clementa-
les que se repiten. (El lector familiarizado con la programacién
de computadoras sabe que incluso un programa corto puede
requerir mucho tiempo para su ejecucion, pero que algunos
comandos bésicos se utilizan una y otra vez.) En principio, todo
paso basico es muy sencillo.

Mediante un método similar a la numeracién de Gdodel, po-
demos reflejar el procedimiento de decisién en los numeros
enteros. Entonces la funcién caracteristica de R puede escribir-
se de la siguiente manera:

Kg(@) = U [la minima s, tal que
(i) (s)o codifica la entrada g;

(ii) para toda i < lhs positiva, (s); se obtiene a partir de
(5);_1 cuando se aplica el paso bisico correspondiente;

(iii) el dltimo componente de s describe el resultado final
y, por lo tanto, indica que el procedimiento ha termi-

nado],

donde U es una funcién que da una respuesta (afirmativa o ne-
gativa) a partir del tltimo componente de 5. Entonces, la recur-
sividad de R se reduce a la recursividad de Uy de las relaciones
dadas en (i), (ii) y (iii). En algunos casos, como el de los procedi-
mientos de decision que se obtienen con las maquinas registra-
doras de la seccién 6 de este capitulo, la recursividad de estos
componentes se puede verificar muy facilmente. Parece muy
poco probable que un procedimiento de decisién se considere
efectivo v que, no obstante, sus componentes No sean recursi-
vos. Por ejemplo, en (ii) parece posible hacer que cada paso
bésico sea muy sencillo y, en particular, hacer que cada uno de
ellos sea recursivo.
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Ejercicios
1. Demuestre el inciso 9 de esta seccidn.
2. Demuestre el inciso 11.4 de esta seccion.

3. Use el ejercicio 11 de la seccién 3 de este capitulo para
dar otra prueba de que el conjunto de los niimeros de
Godel de términos es representable (inciso 2).

4. Sea T una teoria consistente y recursivamente axiomati-
zable (dentro de un lenguaje recursivamente numerado
con 0 y 8). Demuestre que toda relacién representable en
T es recursiva.

5. Incompletud e indecidibilidad

En esta scccion sacaremos provecho del trabajo realizado en
las secciones 3 y 4 de este mismo capitulo. Hemos asignado
numeros de Godel a expresiones y hemos demostrado que cier-
tas relaciones intuitivamente decidibles sobre N (relacionadas
con nociones sintdcticas sobre expresiones) son representables
en Cn Ag.

Alo largo de esta seccion tomaremos como lenguaje el de 91.
(La eleccién del lenguaje determina ¢l significado de “Cn” y de
“teoria”.)

Lema del punto fijo Dada una fé6rmula (3, en la que sélo ; ocu-
rre libre, se puede encontrar un enunciado o tal que

Ap [0+ B(§70)].

Podemos pensar que o dice indirectamente “f es verdadera
con respecto a mi”. Por supuesto que o, en realidad, no dice
nada: se trata tan solo de una sucesion de simbolos. Incluso
cuando se traduce al espafol, de acuerdo con la interpretacién
candnica de la estructura 91, solo se refiere a niimeros, a sus
sucesores, productos, etc. Es la asociacién que hemos estable-
cido entre nimeros y expresiones la que nos permite pensar
que ¢ se refiere a una férmula, en este caso, a sf misma.

Demostracion Supongamos que #(v1, vs, v3) representa funcio-
nalmente, en Cn Ag, una funcién cuyo valor en (fa, n) es
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f(a(S™0)). (Revisense los incisos 5 y 6 de la seccion 4 de
este capitulo). Consideremos primero la f6rmula

Y o3 [0(vy,v1,v3) = B(vs)]. (1)

(Podriamos suponer que s es sustituible por »; en 3.
La férmula anterior sélo tiene a »; libre y define un
conjunto en N al que pertenece fo sii (e (S*0)) estd en
el conjunto definido por 3.) Sea g el numero de Godel
de(l)yseao

Y 05 [0(570,870, 05) — B(os)].

Obtenemos ¢ al sustituir »; por 870 en (1). Notese que
o nos asegura (bajo N) que fo estd en el conjunto defi-
nido por 3. Sin embargo, es necesario verificar que

o o B(S0) E)

es consecuencia de Ag. Puesto que # representa funcio-
nalmente una funcién cuyo valor en {(g,q) es fio, tene-
mos que

Ag F Vo3 [0(870,570,v3) <> v3 = S70]. (8)

El bicondicional (2) se puede obtener de la siguiente
manera:
(—) Esta claro (considerando cémo es o) que

o F 6(S90,870,8%0) — B(S%0).
Y, por (3),
Ag F 6(8790,870,5%0).
Por lo tanto,
Ap;o F B(S¥0),

que nos da un lado del bicondicional (2).
(+) El enunciado (3) implica que

B(8*0) = [V u3(6(870,570,v5) — B(v3))].
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Pero la parte entre corchetes es justamente o. -

(A veces se usa [ gl para denotar $*°0. Con esa notacién, cl
lema del punto fijo nos dice que As F (o ++ 5('o1)).)

Nuestra primera aplicacién de este lema no estd relacionada
con la subteoria Cn Ag y sélo recurre al hecho mds débil de que

o [0 ¢ B(S0)].

Teorema de indefinibilidad de Tarski (1933) El conjunto {Th 91 no
es definible en 91.

Demostracion Considere cualquier férmula 8 (que piense que
pueda definir a {Th ). Por el lema del punto fijo (apli-
cado a — ) tenemos un enunciado o tal que

o [0 ¢ = B(S70)].

(Si B define a §Th91, entonces ¢ dice indirectamente:
“Soy falsa.”) Entonces

Eno <= ey B(S70),

de modo que o bien ¢ es verdadera pero (su nimero
de Godel) no estd en el conjunto definido por 5, o bien
¢s falsa y pertenece a dicho conjunto. Cualquicra de los
dos casos demuestra que 3 no puede definir a {Th91. H

De este teorema se desprende inmediatamente la indecidibi-
lidad de 1a teoria de 9:

Corolario 35A §Th 0N no es recursivo.

Demostracion  Todo conjunto recursivo es (por el corola-
rio 34B) definible en 1. =

Teorema de incompletud de Gédel (1931) Si A C Th9l y 44 es
recursivo, entonces Cn A no es una teoria completa.

Por lo tanto, no hay una axiomatizacién completa y recursiva

de Th91.

Demostracion Dado que A C Th91, tenemos que CnA C
Th91. Si CnA es una tcorfa completa, entonces se cum-
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ple la igualdad. Por otro lado, si Cn A es una teoria com-
pleta, entonces §CnA es recursivo (inciso 21 de la sec-
cién anterior). Pero, por el corolario anterior, {Th 91 no
€s recursivo. =

En particular, tenemos que Cn Ag no es una teorfa completa
y, por lo tanto, no puede ser igual a Th91. Ademas, no hay
ninguin conjunto recursivo de axiomas verdaderos que permita
eliminar la incompletud. (Desde luego, cuando hablamos de
un conjunto recursivo de enunciados nos referimos a un con-
junto % tal que §¥ es recursivo.)

Podemos obtener mds informacién a partir de la prueba del
teorema de Godel. Supongamos que tenemos en mente un con-
junto recursivo A C Th91. Entonces, por €l inciso 20 de la
seccién 4 de este capitulo, podemos encontrar una férmula 3
que defina a fCn A en 1. El enunciado ¢ dado en la prueba
del teorema de Tarski es (como se observé ahi) un enunciado
verdadero que no estd en Cn A. Dicho enunciado establece que
fic no pertenece al conjunto definido por 3 y, por lo tanto,
indirectamente nos dice: “No soy un teorema de A.” Asi que
A ¥ oy, por supuesto, A ¥ = o. Esta manera de ver la demos-
tracién es mas cercana a la prueba original de Godel, que no
usé el teorema de Tarski. De hecho, la forma en la que Godel
enuncié el teorema no involucra Th9; nos hemos permitido
cierta libertad al poner esta versién bajo su nombre.

Ahora daremos un lema que (en términos generales) nos
garantiza la posibilidad de agregar un nuevo axioma (y, por lo
tanto, un nimero finito de axiomas) a una teoria recursiva sin
que se pierda la propiedad de rccursividad.

Lema 35B Si fCn X es recursivo, entonces §Cn (3;7) es re-
cursivo,

Demostracién « € Cn (Z;7) < (7 — @) € Cn X. Por lo tanto,
a € §Cn (2;7) <= a es el nimero de Gédel de un enun-

ciado y (h (()) * 7 * (b (=) *a* (1 )))
estd en fiCn X.

Esto es recursivo por los resultados de las secciones an-
teriores. =
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Teorema 35C (Indecidibilidad fuerte de Cn A) Sca 7 una teoria tal
que TU Af es consistente. Entonces, §7 no es recursivo,

(Puesto que en esta seccién hemos estado trabajando con
el lenguaje de 91, la palabra “teorfa” significa aqui “teoria en el
lenguaje de 917.)

Demostracién Sea 7' la teorfa Cn (T U Ag). Si T es recursivo,
como Ag es finito, podemos concluir, por el lema ante-
rior, que {7 también es recursivo.

Supongamos, entonces, que §7' es recursivo, asi que
esta representado en Cn Ag por alguna férmula 3. Por
cl lema del punto fijo tenemos un enunciado o tal que

Apt [0 < - 5(870)]. (%)
(o afirma indirectamente: “No pertenezco a T'.”)
o T'=fo ¢ §T"
= Ag F = 3(S%70)
= Arko por ()
=oceT'.
Entonces o € T'. Pero esto no puede ser cierto, pues:
o€ T =foec{T’
= Ag - (8% 0)

= Agk -0 . por (%)
=(-0) €T,
lo cual contradice 1a consistencia de T, -

Corolario 350 Supongamos que §¥ es recursivo y X U Ag
consistente. Entonces, Cn £ no es una teorfa completa.

Demostracion Una teoria recursivamente axiomatizable y com-
pleta es recursiva (inciso 21 de la seccion 4 de este capi-
tulo). Pero §Cn X no es recursivo, por el teorema ante-
rior. n

Este corolario es otra versién del teorema de incompletud de
Godel, en Ia que se sustituy6 la verdad en 91 por la consistencia
con Ag.
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Teorema de Church (1936) El conjunto de los nimeros de Godel
de los enunciados vélidos (en ¢l lenguaje de 91) no es
recursivo.

Demostracién  Se puede usar el teorema de indecidibilidad
fuerte de Cn Ap, tomando T como la minima teorfa del
lenguaje, es decir, como el conjunto de los enunciados
validos. .

El conjunto de niimeros de Godel de las férmulas validas
tampoco es recursivo, pues, si lo fuera, entonces el conjunto de
enunciados vilidos también lo seria.

Esta prucha se aplica al lenguaje de 91. Sin embargo, ni
siquiera en un lenguaje con mds pardmetros el conjunto de
enunciados validos serfa recursivo (pues, si lo fuera, entonces
su interseccién con el lenguaje M serfa recursiva). De hecho,
cs suficiente que el lenguaje tenga al menos un sfmbolo de
predicado binario. (Véase el corolario 87G.) Por otro lado, es
necesario establecer algunas cotas inferiores respecto del len-
guaje para que se tenga indecidibilidad. Si el lenguaje tiene
como tnico parametro V (lenguaje de la igualdad), entonces
el conjunto de los enunciados validos es decidible. (Véase ¢l
ejercicio 6.) También sc sabe que si los tnicos parimetros son
¥ y simbolos de predicado unarios, entonces el conjunto de
férmulas validas es decidible.

Numerabilidad recursiva

Decimos que una relacidén es recursivamente numerable sii es de
la forma

con Q recursiva. Las relaciones recursivamente numerables de-
sempefian un papel muy importante dentro de la légica, pucs
constituyen la contrapartida formal de las relaciones cfectiva-
mente numerables (como se explicard a continuacién).

(La abreviatura candnica de “recursivamente numerable” es
“r.n.”;* cuando, en lugar de usar el término “recursivo”, se usa
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el término “calculable”, entonces hablamos de relaciones calcu-
lablemente numerables, que se abrevia “c.n.”)

Las relaciones recursivamente numerables, al igual que las
relaciones recursivas, son definibles en 91. Si ©(v1,v9) defi-
ne en 9 una relacién binaria Q, entonces Jwy ©(v1,v) define

{a| 35 (a.0) € Q}.
Teorema 35E Dada una relacién m-aria R, las siguientes con-
diciones son equivalentes:

1. R es recursivamente numerable.

2. R es el dominio de una relacion recursiva Q.

3. Existe una relacién recursiva Q de (m + 1) argu-
mentos tal que

R={{a1,....ay) | 3b{a1,...,a,,b) € Q}.

4. Existe una relacion recursiva Q de (m + n) argu-
mentos tal que

R: {(a-'[,...,ﬂm) | 3b1)'-'7bﬁ<a13"'3a'ln:bT3"':bn> E Q}'

Demostracion 1 y 3 son equivalentes por definicién. La
equivalencia entre 2 y 3 se tiene por la definicion de
dominio y de (m + 1)-ada que dimos (en el capitulo
cero). Por otro lado, estd claro que 3 implica 4, asi que
lo tinico que tenemos que demostrar es que 4 impli-
ca 3. Esto es cierto porque

5”31,...,5?1 (a-l,...,am,bl,‘..,bn) - Q
sit ¢ (ar, ..., @, (€oy .., (O)n1) €Q
‘a'

Har,. . same) | (a1, ... ap. (c)o, ..., (c)ao1) € Q)

es recursiva siempre que Q lo sca. (Notese que he-
mos usado nuestra funcién decodificadora de suce-
siones para colapsar una serie de cuantificadores en
uno solo.) 1

*En inglés se abrevia “r.e.”, de “recursively enumerable”. [N. del t.]
tEn inglés se abrevia “c.e.”, por “computably enumerable”. [N. del t.]
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Por la parte 4 de este teorema, R es recursivamente nume-
rable sii es definible en 91 mediante una férmula 3 x; - - - I x, @,
en la que @ estd numeralmente determinada por Ag. De hecho,
podemos pedir que  sea una férmula sin cuantificadores, re-
sultado que se probé en 1961 (con exponenciacién) y en 1970
(sin exponenciacién). Las demostraciones involucran algunos
resultados de la teoria de mimeros, asi que aqui las omitiremos.

"~ Obsérvese que toda relacion recursiva también ¢s recursiva-
mente numerable, ya que si R es recursiva, entonces estd de-
finida en 91 por una férmula 3x1---Jx, ¢, donde ¢ es una
férmula numeralmente determinada por Ag v x; - - - X, O OCU-
rren en .

Teorema 35F Una relacidén es recursiva sii tanto ella como su
complemento son recursivamente numerables.

Esta es la contraparte formal del hecho (véase el teorema
17F) de que una relacién es decidible sii tanto clla como su
complemento son efectivamente numerables.

Demostracién  Si una relacidn es recursiva, entonces su com-
plemento también lo es, de donde ambas son recursiva-
mente numerables.

Por otro lado, supongamos que tanto P como su com-
plemento son recursivamente numerables; entonces,
para toda g,

aePe3b(

ab) €0
a¢P«< 3b(d

b)
,b) €R
para algunas Q y R recursivas. Sca

£(@) = la minima b tal que o bien (g, ) € Q o bien
(@,b) € R.

Siempre hay un nimero b que lo cumple y tenemos que
f es recursiva. Por tltimo,

ZePe (@ (@) €Q,

de modo que P es recursiva.
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Las relaciones recursivamente numerables constituyen la
contrapartida formal de las relaciones efectivamente numera-
bles, como sc¢ puede ver con el siguiente resultado informal
que se parece a la caracterizacién de la numerabilidad recursi-
va dada en el teorema 35E.

*L ema 35G Una relacién es efectivamente numerable sii es ¢l
dominio de una relacién decidible.

Demostracion  Supongamos que @ se¢ numera efectivamen-
te mediante algtin procedimiento. Entonces @ € (Q sii
37 [a aparece en la numeracién e¢n n pasos]. La relacién
definida entre corchetes es decidible y tiene como domi-
nio a Q.

A la inversa, dada una relacién decidible R, para enu-
merar {(a,8) | 3n {a,b,n) € R} hay que revisar si ((m)o,
(m)1, (m)g) € R, param = 0,1,2,... Cuando la respues-
ta sca afirmativa, habrd que colocar {(m)o, (m)1) en la
lista de salida. -

*Corolario 35H (Tesis de Church, segunda version) Una relacion
es efectivamente numerablc 511 es recursivamente nuine-
rable.

Demostracién Al identificar la clase de las relaciones decidi-
bles con la clase de las relaciones recursivas, estamos
automaticamente identificando los dominios de las re-
laciones decidibles con los dominios de las relaciones
recursivas. —

De hecho, la segunda versién de la tesis de Church es equiva-
lente a la primera. Para demostrar la primera version a partir
de la segunda, usamos los teorcmas 35F y 17F.

Ya hemos demostrado, aunque usando otras palabras, que
una teoria recursivamente axiomatizable es recursivamente nu-
merable. No obstante, en este momento es importante replan-
tearlo, pues nos muestra el papel que desempefia la numerabi-
lidad recursiva dentro de la logica.

Teorema 351 Si A es un conjunto de enunciados tal que }A es
recursivo, entonces §Cn A es recursivamente numerable.
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Demostracién Inciso 20 de la seccién 4 de este capitulo. -

En particular, §Cn Ag es recursivamente numerable, aunque
(por ¢l teorema 35C) no es recursiva. En la proxima seccion
veremos otros ejemplos de conjuntos recursivamente numera-
bles que no son recursivos.

Este teorema es la contraparte precisa del hecho intuitivo
de que una teorfa con un conjunto decidible de axiomas cs
efectivamente numerable (corolarios 25F y 261). Nos muestra la
diferencia entre lo que es demostrable en una teorfa axiomatica
vy lo que es verdadero en la estructura que se le asocia. Con
un conjunto de axiomas recursivo, lo mas que se puede tener
es un conjunto de consecuencias recursivamente numerable;
sin cmbargo, por el teorema de Tarski, Th 9 no es definible y
mucho menos recursivamente numerable.

Aun si ampliamos nuestro lenguaje o afiadimos nuevos axio-
mas, se sigue presentando el mismo fenémeno. Siempre que
sea posible distinguir recursivamente lo que es una deduccion
de lo que no lo es, tendremos que el conjunto de teoremas
es cuando mucho recursivamente numerable. Por ¢jemplo, el
conjunto de enunciados de la teorfa de nimeros que son dc-
mostrables a partir de un sistema axiomdtico para la teoria de
conjuntos es recursivamente numerable. Ademads, este conjun-
to incluye Ag y es consistente (a menos que nuestra eleccion
del sistema axiomatico haya sido muy extrafia). De aqui se si-
gue que la teorfa de conjuntos no es recursiva y es incompleta.
(Esto tltimo se discutird con mas detalle ¢n la seccién 7 de este
capitulo.)

Representabilidad débil

Sca  un conjunto recursivamente numerable, tal que
a€ Q& 3b(ab)€ER

con R recursiva. Sabemos que existe una férmula p que repre-
senta a R en CnAp. Por lo tanto, la férmula Juvg p define Q
en 1. Esta férmula no puede representar a Q en Cn Ag, a me-
nos que ( sea recursiva. Sin embargo, puede hacerlo parcial-
mente.
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ac€Q =(ab)cR para alguna b
= Ap F p($°0,8°0) paraalguna b
= Ap F Jos p(8°0,25)

a¢ Q={ab)¢R para toda b

= Ap - - p(5%0,8°0)  paratoda b
= Ap ¥ Jwus p(5°0,29)

El tltimo paso estd justificado porque si Az F —(S"0)
para toda b, entonces Ax ¥ Jxp(x) (propiedad que se co-
noce con €l nombre de w-consistencia), pues cs imposible que
Jx p(x), = (8°0), ~ ©(8'0), ... sean todas verdaderas en N.

Por lo tanto, tenemos que

a € Qe Ap - Jug p(S°0,u9).

Parece conveniente dar una definicion formal de esta mitad de
la representabilidad.

Definicion  Sea Q una relacién n-aria en N, 1) una férmula
donde sélo vy,...,v, ocurren libres. Entonces ¢ repre-
senta débilmente a Q en la teoria T sii para cualesquiera
al, ..., a, en M,

(a1,...,a,) € Q< (S¥0,...,80) € T,

Obsérvese que si Q es representable en una teoria consisten-
te T, entonces también es débilmente representable en 7.

Teorema 350 Una relacién es débilmente representable en
Cn Ag sii es recursivamente numerable.

Demostracién Acabamos de demostrar que una relacion una-
ria recursivamente numerable ) es débilmente represen-
table en CnAg. En este caso se puede usar la misma
prueba para Q n-aria, haciendo algunas modificaciones
en la notacion. A la inversa, si Q esta débilmente repre-
sentada por ¢ en Cn Ag, entonces

{ai,...,a,) € Q< 3D[D es una deduccién de
®»(8“0,...,58"0) a partir de los
axiomas Ag]

= 3d{d, flay,....an)) €P
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para alguna funcién recursiva f y una relacién recur-
siva P. 4

Jerarquia aritmética

Decimos que una relacion en los nimeros naturales es arifméti-
ca sii es definible en 91; sin embargo, algunas relaciones aritmé-
ticas son, en cierto sentido, mds definibles que otras. Asi que
podemos establecer una jerarquia entre las relaciones aritméti-
cas de acuerdo con su grado de definibilidad.

Sea ¥}; la clase de las relaciones recursivamente numerables;
estas relaciones “distan un cuantificador” de ser recursivas. Ge-
neralizando esta idea, definimos la clase de las relaciones 2; y
la clase de las relaciones II;,. Por ejemplo, las primeras clases
estdn compuestas por relaciones de la forma que se presenta
en la segunda columna:

¥ {@|3b{db) €R}, R es recursiva,
II;: {a@|Vb(ab) € R}, R es recursiva.
Sio: {@|3cVb{d bc) € R}, Resrecursiva.
[y: {@|¥Yc¢3b(dbc) € R}, Resrecursiva.

En general, una relacion Q) pertenece a IT; sii es de la forma
{@| VY6 3by---0b, (@5) € R},

donde R es una relacién recursiva. En este caso, “C1" se susti-
tuye por “V” si k es impar y por “37 si k es par. Andlogamente,
Q pertenece a X, sii es de la forma

-

(@] 36, Vg Oby(@5) € R},

donde R es recursiva y “[1” se sustituye por “3” si k es impar y
por “V” si k es par.

Las clases 2, y II; también se pueden definir por recursion
sobre k. ¥ es la clase de las relaciones recursivamente nume-
rables. Lo siguiente es que una relacién pertenece a Il sii su
complemento estd en ¥, y pertenece a ;1 sii esta en el do-

minio de una relacién en II;. (Incluso se podria comenzar con
k = 0, tomando ¥ como la clase de las relaciones recursivas.)
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EsempLo El conjunto de los nimeros de Godel de las formu-
las numeralmente determinadas por Ag esta en Ily.

Demostracion @ pertenece a este conjunto sii [a es el nd-
mero de Gédel de una férmula o] y Vé3d[d es el va-
lor de G asignado a una deduccién, a partir de Ag,
de a(8100,51)10,...) o de su negacién]. Si recurrimos
al método de la seccidon 4 de este capitulo, podemos de-
mostrar que lo que se encuentra entre corchetes define
rclaciones recursivas vy, utilizando la contraparte en es-
panol de la forma prenex, tenemos ¢l conjunto descrito
en la forma deseada:

{a|¥b3d{a,b,d,) € R},
con R recursiva. —

Una observaciéon mds sobre la notacidn: sea /Aj la clase de las
relaciones recursivas. Entonces nuestro resultado previo (teo-
rema 35F), que establece que una relacion es recursiva sii tan-
to ella como su complemento son recursivamente numerables,
pucde expresarse ahora mediante la siguiente ecuacion:

Ay =3 NTl.

Como esta ecuacion se cumple, definimos A, paran > 1 me-
diante la ecuacidn andloga,

A, =%, NIIL,.

Las siguientes inclusiones se cumplen:

| Ty Ly
< \§ & g 4
A Ay Ay
O < O (& O
II; IIs II5

El caso A; C 3; ya se habfa mencionado antes (véase el teo-
rema 35F); su demostracion se basaba en la posibilidad de la
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“cuantificacidn vacia”. Las demostraciones de los otros casos
son conceptualmente las mismas. Six no ocurre en @, €ntonces
v, Vx , Jx © son lodas equivalentes. Por cjemplo, una rela-
cién en T esta definida por una [érmula del tipo 3y ¢, con
 numeralmente determinada por Ag. Pero la misma rclacion
esté definida por 3y Va oy ¥x 3y ¢ (donde x no ocurre cn ).
Por lo tanto, la relacién también estd en 2y v 1ls.

También es cierto que todas estas inclusiones son propias,
es decir, que la igualdad no se cumple; sin embargo, esto no lo
probaremos aqui. En la figura 10 se muestra un diagrama de
las inclusiones.

La clase de las relaciones aritméticas cs igual a Uh >3, aun-
que tambi¢n a [ J, II;. Por ejemplo, toda relacién en Xg s
aritmética, pues esta definida en 91 por una [ormula del tipo
3x ¥y o, con ¢ numeralmentc determinada por Ag. A la inver-
sa, toda relacién aritmética esta definida en 91 por una férmula
prenex. La parte sin cuantificadores de esa férmula prenex de-
fine una rclacién recursiva (yva que las férmulas sin cuantifica-
dores estin numeralmente determinadas por Ag). Por lo tanto,
la relacién definida se ubica en algin lugar de la jerarquia.
El método de “colapsar” los cuantificadores 33 - - - 3 que se usa
en la demostracién del teorema 35E (y ¢l método dual aplicado
aV¥---V) puede ser de gran utilidad aqui.

conjuintos no aritmeéticos

conjuntos aritmélicos

FicURA 10. Diagrama de PN
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Tenemos un resultado que relaciona la definibilidad en N
con la jerarquia que construimos a partir de las relaciones re-
cursivas:

Teorema 35K Una relacion sobre los numeros naturales es
aritmética (es decir, definible en 1) sii pertenece a X,
para alguna k, y esta propiedad, a su vez, es equivalente
a pertenecer a 1I; para alguna I

En particular, toda relacién recursivamente numerable es
aritmética, como ya s¢ habia sefialado antes.

Hay algunos trucos que sirven para localizar relaciones arit-
méticas especificas dentro de esta jerarqufa. Por ejemplo, sea A
el conjunto de niimeros de Godel de férmulas ¢, tales que para
alguna n,

ApbF a(S"0) y (Vi< n) ApF -a(S0).

Entonces ¢ € A sii [a es el numero de Godel de una férmu-
la a] y 3n 3D[D es una deduccién de (S™0) a partir de Ag]
y (Vi < n)(3D;)[D; es una deduccién de —a(8°0) a partir
de Ag|. Las partes entre corchetes son recursivas, de modo
que sélo hay que considerar los cuantificadores que quedan
fuera. El cuantificador acotado “¥i < n” no cuenta, pues tene-
mos que

(Vi< n)(3d){d,i) € P= (3d)(Vi< n){(d); i) € P.

Basandonos en este hecho, podemos integrar el cuantificador
acotado a la parte recursiva y, por lo tanto, A € 2.
El siguiente teorema generaliza el teorema 351.

Teorema 35L Sea A un conjunto de enunciados tal que fA
pertenece a Xy, con k > 0. Entonces, {Cn A también per-
tenece a .

Demostracion  Recordemos las demostraciones de los inci-
sos 18 y 20 de la seccidén 4 de cste capitulo. Ahi tenia-
mos que
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a € {Cn A & a es el nimero de Godel de un enunciado y
3d[d es un nimero de sucesién y el dltimo
componente de d es a y para toda : menor
que Ihd, o bien (1) (d); € #4, (2) (d); es €l
nimero de Goédel de un axioma légico, o
(3) para algunas j y [ menores que ¢, d); =

(B (() * () * (h (=) * (D) (RO

Dado que §A € X, en (1) debemos reemplazar “(d); € fA”
por algo de la forma

by Vb Oby ((d);,0) €Q

con Q recursiva. Faltaria transformar esto en una expresion
prenex en espafiol de la forma X;. Sugerimos que ¢l lector
trate de hacerlo para el caso k = 2, y que ponga el proce-
dimiento por escrito. El artificio del ejemplo anterior serd
de utilidad. -1

Ejercicios

1. Muestre que no existe un conjunto recursivo R tal que
fCnAr CRyf{o | (—o) € CnAg} C R, el complemento
de R. (Este resultado puede reformularse de la siguiente
manera: los teoremas de A no se pueden separar recursi-
vamente de los enunciados refutables.) Sugerencia: Cons-
truya un enunciado ¢ que diga “mi niimero de Godel
no esta en R” y trate de ver dénde esta ffo.

9. Sea A un conjunto recursivo de enunciados dentro de un
lenguaje recursivamente numerado con 0 y 8. Suponga
que toda relacion recursiva es representable en la teoria
Cn A. Suponga incluso que A es w-consistente; es decir,
que no existe una férmula ¢ tal que A - Jx ¢(x) y para
todaa € N, A - = ¢(5%0). Construya un enunciado o que
indirectamente diga que no es un teorema de A y muestre
que ni A F o ni A F — 0. Sugerencia: Revise la seccion cero
del capitulo IIL.

Observacién: Esta es una version del teorema de incom-
pletud mas cercana al argumento original de Gaodel de
1931. Obsérvese que no se pide que los axiomas de A
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sean verdaderos en 1. Tampoco se pide que A contenga
a Ag; no obstante, s¢ puede usar el argumento del punto
fijo.

Sea T una teorfa en un lenguaje recursivamente numera-
do (con 0y 8). Suponga que todos los subconjuntos recur-
sivos de N son débilmente representables en 7. Muestre
que T no es recursivo. Sugerencia: Construya una rela-
cién binaria P tal que todo subconjunto de N débilmente
representable sea igual a {4 | (a,) € P} paraalgunaa,y
tal que P sea recursivo si {7 lo es. Considere el conjunto
H = {b]| (b,b) ¢ P}. Vea la seccién cero del capitulo III.
Se puede adaptar aqui lo que alla se dijo del “argumento
diagonal” para el caso especial de 7= Th9L.

Observacion: Este ejercicio ofrece otra versién del resul-
tado “cualquier teoria suficientemente fuerte es indeci-
dible”.

. Muestre que hay 2™ modelos numerables, no isomorfos,

de Th. Sugerencia: Para cada conjunto A de nuimeros
primos, encuentre un modelo que tenga un elemento di-
visible exactamente entre los primos de A.

. (Lindenbaum) Sea T una teorfa decidible y consistente

(en un lenguaje razonable). Muestre que T puede exten-
derse a una teoria completa, decidible y consistente 7.
Sugerencia: Revise uno a uno cada enunciado ¢ y afada
o bien o, o bien — ¢ a T, pero asegurese de preservar la
decidibilidad.

. Considere el lenguaje de la igualdad, que tiene a V co-

mo Unico pardmetro. Sea A, la traduccién de “Hay al
menos n cosas”; vea la demostracion del teorema 26A.
Diremos que una férmula es simple sii puede construirse
a partir de féormulas atémicas y las formulas A, usando
conectivos (pero no cuantificadores). Muestre que, dada
cualquier férmula en el lenguaje de la igualdad, se puede
encontrar una férmula simple que sea légicamente equi-
valente a ella. Sugerencia: Vea esto como un resultado del
tipo de los de eliminacién de cuantificadores (donde los
cuantificadores de A, no cuentan). Use ¢l teorema 31F.
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(a) Suponga que Ay B son subconjuntos de N que perte-
necen a 3 (o a II;). Muestre que AUB y ANB también
pertenecen a ¥ (0 a Il respectivamente).

(b) Suponga que A pertenece a 3 (o a II;) y que las
funciones fi, ..., f son recursivas. Muestre que

{@: (fi(@),.... fa(@) € A}

también pertenece a X; (0 a Il respectivamente). Su-
gerencia: Comience por demostrarlo para X; y obser-
ve que el argumento que se usa para ese €aso se puede
generalizar.

Sea T una teoria en un lenguaje recursivamente numera-
do (con 0y S). Sea = fija, n > 0. Suponga que todos los
subconjuntos de N en ¥, son débilmente representables
en T. Muestre que {7 no pertenece a IL,. (Observe que
el ejercicio 3 es un caso especial de esto, con n = 0. Las
sugerencias que se dan ahi también sirven para este ejer-
cicio.)

. Muestre que el conjunto

{fo | Ag; o es w-consistente }

(véase el ejercicio 2) pertenece a IIs.

La teoria Cn A tiene muchas extensiones completas, de
las cuales Th 91 es sélo una. Pero, écudntas hay?; es decir,
¢cudl es la cardinalidad del conjunto de teorias completas
(en el lenguaje) que extienden Ag?

6 . Funciones recursivas

Hemos utilizado funciones recursivas (es decir, funciones que,
consideradas como relaciones, son recursivas) para obtener los
teoremas de incompletud e indecidibilidad de teorfas. Sin em-
bargo, la clase de las funciones recursivas es en si misma muy
interesante, asi que a lo largo de esta seccién revisaremos algu-
nas de sus propiedades.
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Recuérdese que, por la tesis de Church, una funcién es re-
cursiva sii es calculable mediante un procedimiento efectivo
(véase el comentario posterior al teorema 33H). Este resulta-
do es, en realidad, el que hace que las funciones recursivas
sean atractivas; asimismo, nos permite entender intuitivamen-
te la recursividad, lo que facilita mucho su estudio. Suponga-
mos, por ejemplo, que alguien nos pregunta si la inversa de
una permutacion recursiva en N es recursiva. Antes de inten-
tar demostrarlo, tendriamos que plantearnos la pregunta en
términos mds intuitivos: ¢es calculable la inversa de una per-
mutacion calculable f? Entonces parece mas facil de ver —o
al menos eso esperamos— que la respuesta es afirmativa. Para
calcular f~1(8), se pueden calcular f(0), f(1),... hasta que se
encuentre una k tal que f(k) = 3. Entonces f~1(3) = k. Este
procedimiento tiene dos grandes ventajas. Por un lado, nos da
la certeza de que.la respuesta a la pregunta sobre las permu-
taciones recursivas también ¢s afirmativa. Por el otro, nos da
una buena idea de como demostrarlo, pues s6lo necesitamos
formalizar esta prueba intuitiva. Esta estrategia para abordar
los problemas conectados con la recursividad sera de gran uti-
lidad a lo largo de esta seccién.

Antes de continuar, tal vez valga la pena hacer un recuen-
to de algunos de los resultados que hemos obtenido sobre
las funciones recursivas. Sabemos, por el teorema 34A, que
una funcién f es recursiva sii es representable (como relacion)
en CnAg. Por lo tanto, toda funcién recursiva es débilmente
representable en esta teorfa.

En la seccion 3 de este capitulo se dio un repertorio de fun-
ciones recursivas. Ademads se mostré que la clase de las funcio-
nes recursivas es cerrada bajo ciertas operaciones, como la
composicion (teorema 33L) y el operador “minimo cero” (teo-
rema 33M).

Sabemos también que hay algunas funciones que no son re-
cursivas. De hecho, hay una cantidad no numerable (2% para
ser precisos) de funciones de N en N, de las cuales sélo una
cantidad numerable pueden ser recursivas. Asi que tenemos
una gran cantidad de funciones no recursivas, a pesar de que
en la seccion 3 de este capitulo se mostré que las funciones
mas comunes (como los polinomios) son recursivas. Por el in-
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ciso 1 del catdlogo de dicha seccidén 3, tenemos que la funcién
caracteristica de un conjunto no recursivo es no recursiva. Por
ejemplo, si f(e) = 1 cuando a es el nimero de Godel de un
elemento de Cn Apy f(a) = 0 en caso contrario, entonces f no
es recursiva.

Forma normal

Para toda funcién calculable, como es el caso de la funcién
polinomial a®> + 3a + b, es posible, al menos en principio,
disefiar una computadora digital que, tras introducir a, nos dé
como salida a* + 3a + 5 (Fig. 11). Sin embargo, si queremos
trabajar con otra funcién, es necesario construir una compu-
tadora distinta (o rehacer las conexiones de la que se tiene).
Desde hace tiempo se tiene claro que, en la mayoria de los ca-
sos, lo ideal es construir una sola computadora para funciones
generales, que permita guardar programas, €n Cuyo caso no
s6lo es necesario dar a, sino también el programa para calcular
el polinomio (Fig. 12). Esta computadora “universal” necesita
dos entradas, y siempre que se introduzca el programa adecua-
do, puede calcular cualquier funcién unaria calculable (supo-
niendo quc se tiene suficiente espacio para memoria). Desde
luego que hay programas que no generan ninguna funcién so-
bre N, como bien lo sabe y resiente cualquier programador
de computadoras. (iLo que si producen esos programas son
crisis!)

En lo que queda de esta subseccion y la siguiente, repetire-
mos lo que acabamos de decir, pero para funciones recursivas y
con demostraciones. Para nuestra computadora universal ten-
dremos una relacién recursiva 77 y una funcién recursiva U.
Entonces, dada cualquier funcién recursiva f: N — N, existira
una ¢ (andloga al programa) tal que

/(@) = U (la minima k tal que (¢, a, k) € T1)
= U(uk {e,a,k) € Th),

donde la segunda ecuacién debe entenderse como una abre-
viacién de la primera. De hecho, ¢ serd el mimero de Godel
de una férmula ¢ que representa a f (al menos débilmente)
en CnAg. Y los mimeros £ tales que {(¢,a,k) € T codificardn
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FIGURA 11. Compuiadora para una funcidn especial

a+3a4 b

pI‘Og Tama

SO NG

a2 +% +5

FIGURA 12. Computadora para funciones generales

tanto f(a) como G de una deduccién de ©0(8%0,8/(90) a partir
de AE.

Definicion Para todo numecro entero positivo m, T, sera la
relacién de (m + 2) argumentos a la que pertenece la
(m + 2)-ada (e, a1, ..., an,k) sii

(i) ¢ es ¢l nimero de Goédel de una (érmula @ en la
cual solo vy, . .., vy, ¥yeq Ocurren libres;
(ii) £ es un nimero de sucesién de longitud 2 y (k)¢

es G de una deduccién, a partir de Ag, de ©(S*0,...,
S, SU‘)IO).

La idea aqui es que, para toda funcién recursiva f, antes que
cualquier otra cosa, lo que hay que hacer es tomar e como el nt-
mcro de Godel de una férmula ¢ que represente débilmente f
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(como relacién). Entonces sabemos que para cualesquieraa y b,
Ap F ©(8°0,8°0) sii b= f(a).

De modo que cualquier nimero k que cumpla con el inciso, (ii)
de la definicion debe ser igual a (), f(a)), donde (k)o es G de
una deduccién de ¢(8°0,8/(@0) a partir de Ag. (En este caso,
nos estamos alejando de la definicién mas comtn de 75, al no
pedir que k sca la mds pequena posible.)

Témese como funcién “conclusiva” U la funcién

U(k) = (k)1.

La U definida de este modo es recursiva y, por lo establecido
en el parrafo anterior, tenemos que U (k) = f(a).

Lema 36A Para toda m, la relacidon T, es recursiva.

Demostracién para m =2 (e, a1,as, k) € Ts sii ¢ es el niimero
de Goédel de una férmula, f(Vo1,V oy, Vus) % ¢ es el nu-
mero de Gédel de un enunciado, k es un nimero de
sucesién de longitud 2 y (k) es G de una deduccién, a
partir de Ag, de

Sb (Sb (Sb (e, fv1, g (a1)), fve, g (a2)), fws. g ((k)1)),

con g (n) = fi§"0. Gracias a la seccién 4 de este capitulo
sabemos que todo esto es recursivo. -

Teorema 36B (a) Para toda funcién recursiva f: N™ — N,
existe una e tal que para cualesquiera ay, . .., @n,

flat, ... an) = Ulpk (e, a1, ..., am, k) € Tp).

(En particular, dicho nimero k existe.)
(b) A la inversa, para cualquier e, tal que Vay, -,
a, Ak {e,a1,...,an. k) € Ty, la funciéon cuyo valor en
a1,...,anes U(uk (e,a1,. .. an k) € Ty) es recursiva,

Demostracién El inciso (b) se sigue inmediatamente del hecho
de que Uy T, son recursivas. Para el caso del inciso (a)
tomamos ¢ como el numero de Gédel de una férmu-
la p que representa débilmente a f en Cn Ag. Dada cual-
quier @, sabemos que Ag - ©(5%0,...,8*0, $/@0). Sea
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d el valor de G de una deduccién de este enunciado
a partir de Ag, entonces (¢,a, (d, f(d))) € T,. Asi que
hay un niimero % tal que {e,d,k) € T,,. Para toda k que
cumpla eso, sabemos que Ag - (870, . .., §%0,5(*)10),
pues (k)o es G de una deduccién; en consecuencia, por
nuestra eleccién de o, U(k) = (k); = f(@). Entonces
tenemos que U(uk (e, d@. k) € T,,) = f(a). =

Este teorema, formulado por Kleene en 1936, nos muestra
que toda funcién recursiva es representable en la forma normal

f(@) = Uluk (e,d,k) € Ty).

Tenemos, entonces, que una computadora que sea capaz de
calcular Uy la funcién caracteristica de 77 es una computado-
ra “universal” para las funciones recursivas de un argumento.
La entrada ¢ corresponde al programa y debe clegirse con cui-
dado si se quiere que arroje resultados (es decir, si es que hay
una k tal que {¢,a,k) € T).

Funciones parciales recursivas

La teorfa sobre las funciones recursivas es mas significativa si la
consideramos dentro del contexto més general de las funciones
parciales.

Definicién  Una funcién parcial de m argumentos es una fun-
cién f tal que dom f C N" yran f C N. Si @ ¢ dom
entonces se dice que f(@) es indefinida. Si dom f = N”,
se dice que f es total.

El lector no debe tomar de manera demasiado literal las pa-
labras “parcial” y “total” (como tampoco ¢l término “indefini-
da”), pues no se trata de casos mutuamente excluyentes. Una
funcién parcial f puede ser total o no. Por lo que, en nuestro
caso, los términos “total” y “parcial” no deben ser vistos como
anténimos.

Comenzaremos por estudiar las funciones parciales que son
intuitivamente calculables.

*Definicion  Una funcién parcial f de m argumentos es calcu-
labe sii existe un procedimiento efectivo tal que (a) dada
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una m-ada @ en dom f, el procedimiento nos da f(&); y
(b) dada una m-ada @ que no pertenece a dom f, el pro-
cedimiento no da resultado alguno.

Esta definicién extiende a las funciones parciales la defini-
cién de funcién calculable que habfamos dado para las funcio-
nes totales. En ese entonces demostramos un resultado (teo-
rema 33H), parte del cual podria extenderse a las funciones
parciales.

*Teorema 36C Una funcién parcial de m argumentos es cal-
[

culable sii f (vista como una relacién de (m + 1) argu-
mentos) es efectivamente numerable.

Demostracion Esta demostracion hace eco de la demostra-
cién de otro resultado, el teorema 17E. Primero supon-
gamos que tencmos una forma efectiva de numerar f.
Dada una m-ada @, revisamos la lista de los elementos
de la relacién que se va formando conforme se aplica el
procedimiento. Cuando aparezca, si es que lo hace, una
(m + 1)ada que comience con a, tomamos su ultima
componente como f(a).

A la inversa, sea [ una funcién calculable. Suponga-
mos primero que f es una funcién parcial de un argu-
mento. Podemos numerar f como relacién, mediante el
siguiente procedimiento:

1. Tomar un minuto para calcular f(0).

2. Tomar dos minutos para calcular f(0) y después
otros dos minutos para calcular f(1).

3. Tomar tres minutos para calcular f(0), otros tres
para calcular f(1) y otros tres para calcular f(2).

Y asf sucesivamente. Desde lucgo que en el momento
en que alguno de estos cdlculos se concluya, debe cscri-
birse el par correspondiente en la lista de elementos de
la relacion f.

Para el caso en que [ sea una funcién parcial calcu-
lable de m argumentos, en lugar de calcular los valores
de fen 0,1,2,..., calculamos sus valores en ((0)g,---,
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(Om-1)> {(Dos s D1}y {(Zos-- -5 (2)m-1) etcéteri

En el caso de las funciones totales calculables también habia-
mos concluido que f era una relacién decidible; sin embargo,
esto puede fallar para algunas funciones f no totales. Por ejem-
plo, sea

indefinida en otro caso.

Fla) = { 0 sia € _ﬂCI;lf:lE,

En este caso, [ es calculable. (S¢ puede obtener f(a) listando
los elementos de §Cn Ag y buscando a.) Sin embargo, f no es
una relacién decidible, pues de otro modo }CnAg seria de-
cidible. Este ejemplo y el siguiente teorema explican nuestra
decisién de dar una definicién de lo que serfa exactamente la
contraparte formal del concepto de funcién parcial calculable.

Definicion Una funcidn parcial recursiva es una funcién parcial
tal que, vista como relacion, es recursivamente nume-
rable.

Debemos advertir al lector que la frase “funcién parcial
recursiva” es indivisible; una funcién parcial recursiva (vista
como relacién) no necesariamente es recursiva. Pero al menos
esta terminologfa ¢s consistente con la forma en que nos hemos
expresado hasta ahora para el caso de las funciones totales.

Teorema 36D Sea f: N™ — N una funcion total. Enton-
ces f es una funcién parcial recursiva sii [ es recursiva
(como relacién).

Demostracién Si f es recursiva (como relacién), entonces f es
a fortiori recursivamente numerable. A la inversa, supon-
gamos que f es recursivamente numerable. Como f es
total,

(@) #b = Ic[£(@) = cyb#d.
La expresion del lado derecho muestra que el comple-

mento de f también es recursivamente numerable. De
manera que, por el teorema 35F, f es recursiva. =

Cuando comenzamos a discutir algunos de los resultados
de la forma normal, nos tratamos de imaginar un aparato con
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programa

A Y4

— fla

FIGURA 13. Computadora con un programa para f.

dos entradas (Fig. 13). Vimos que, para toda funcién parcial
calculable, existe un programa que la calcula. Pero ahora tam-
bién tenemos que cl inverso es cierto: todo programa produce
una funcién parcial calculable. Desde luego, muchos progra-
mas generan la funcién vacia, pero €sa es una funcion parcial
calculable.

Estas consideraciones pueden aplicarse también al caso de
las funciones parciales recursivas. Definase como sigue la fun-
cién parcial de m argumentos [[¢]],, para cadae € N

lellw(ar, - -, an) = Uluk {e,a1,... ,an k) € Ty).

En caso de que dicha £ no exista, el lado derecho debe enten-
derse como indefinido. En otras palabras,

@ €domlle]l, si Fk{ea,...,amk) € Ty,

en cuyo caso el valor de [[¢]],.(@) estd dado por la ecuacién
previa.

El siguiente teorema es una versién mejorada del teore-
ma 36B:

Teorema de la forma normal (Kleene, 1943) (a) La funcién parcial
de (m + 1) argumentos cuyo valor en (¢, ay,...,a,) s
[lelln(ar, ..., ay) es una funcién parcial recursiva.

(b) Para toda ¢ >0, [[¢]],» es una funcién parcial recur-
siva de m argumentos.
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(c) Toda funcién parcial recursiva de m argumentos es
igual a {[¢]],s, para alguna e.

Demostracién (a) Tenemos que

[€in(@) = b+ Ik[(ed k) € Ty Ulk) =
by (VE < E)e,a, k') ¢ Thl.

La parte entre corchetes es recursiva, asi que la funcién
(vista como relacién) es recursivamente numerable.

(b) Aunque en este caso e esta fija, la demostracion
anterior sirve.

(¢) Sea f una funcion parcial recursiva de m argu-
mentos, tal que {(@,b) | f(@) = b} es recursivamen-
te numerable. Por lo tanto, existe una férmula ¢ que
representa débilmente a esta relacién en CnAg. Afir-
mamos que f = [[f¢]l., pues si f(@) = &, entonces
Ag B ©(8%0,...,5%0, $%0). Por lo tanto, existe una %
tal que (f,a,k) € T,. Por otro lado, para toda k que
cumple eso, U (k) = b, pues Ag ¥ ¢(870,...,5™0,50)
para toda ¢ # b. De manera similar, si f(@) estd indefi-
nida, entonces Ag ¥ ©($40,...,80,8°0) paratodac,y
entonces también [[f]],, estd indefinida. -

La parte (a) del tcorema de la forma normal nos dice (en el
caso en que m = 1) que la funcién @ dada por la ecuacién

®(e,a) = [[e]l1(a) = U(k (e,a, k) € T1)

es una funcién parcial recursiva. La parte (c) nos dice que @ es
“universal” en el sentido de que podemos obtener cualquier
funcién parcial recursiva de un argumento si damos un valor
fijo y adecuado a la primera variable de &.

La contraparte intuitiva de la funcién universal @ es el siste-
ma operativo de una computadora. El sistema operativo tiene
dos entradas, el programa ¢ y la informacién g, y deja correr
el programa con dicha informacién. Pero el sistema operativo
es en si mismo calculable, si se ve como una funcién parcial de
dos argumentos.

La demostracién del teorema de la forma normal nos da
un procedimiento para calcular los valores de nuestro “sistema
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operativo” ®, aunque de una manera extremadamente inefi-
ciente. La idea sencilla de “examinar el programa e y dejarlo
correr con la informacién ¢” se complica bastante, por decir lo
mMenos.

Decimos que la funcién [[¢]],, es la funcién parcial recursiva
de m argumentos con indice e. La parte (c) del teorema de la
forma normal nos dice que toda funcidén parcial recursiva tiene
un indice. La demostracién nos muestra que el nimero de Go-
del de una férmula que representa débilmente a una funcién
siempre es un indice de dicha funcién.

Tenemos, entonces, una lista indexada [[0]];[[1]];, ... de las
funciones parciales recursivas de un argumento. La funcién
[[¢]]1 se genera a partir de las “instrucciones” codificadas por e.
Desde luego, la funcion sera vacia, a menos que ¢ sea el niime-
ro de Godel de una férmula y se cumplan otras condiciones
particulares.

Todas las funciones totales recursivas estan dentro de nues-
tra lista de funciones parciales recursivas. Sin embargo, dado
un nimero e, no tenemos una forma efectiva de decidir si es o
no el indice de alguna funcién total:

Teorema 36E {¢ | [[¢]]; es total } no es recursivo.

Demostracién Lldmese a este conjunto A. Considérese la fun-
cién definida por

[ ldh@+1 siaea,
f(aj { 0 sia gé A.

Entonces, por construccién, f es total. éSerd recursi-
va? Tenemos que

flay)=b<==[(a¢Ayb=0)o(a € Ay 3k[{a,a,k) € T
yb=U(k) + 1y (Vj <k){a.a,j) & T))l.

Por lo tanto, si A es recursivo, entonces f es recursiva-
mente numerable (como relacién). Pero entonces [ es
una funcién total recursiva, asi que es igual a [[¢]]; para
alguna ¢ € A. Ahora bien, f(e) = [[e]]i(e) + 1, de modo
que no es posible que f = [[¢]];. Esta contradiccién de-
muestra que A no puede ser recursivo. -
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No es dificil mostrar que A estd en IIy. Esta es la mejor
clasificacién que podemos hacer de A, pues se puede probar
que A no pertenece a .

Teorema 36F EI conjunto
K = {a| [[a]]:(a) esta definida}
es recursivamente numerable, pero no es recursivo.

Demostracion K es recursivamente numerable, ya que ¢ €
K & 3k{a,a,k) € T1. Para ver que K no es recursivo,
considere la funcién dada por:

lalli(a sia X

Esta es una funcién total. Exactamente igual que para el
teorema anterior, tenemos que K no puede ser recursivo.

_]

Corolario 36G (La insolubilidad del problema de la detencidn) La rela-
cién
{{e, a) | [[e]]: (@) esta definida}

1

no es recursiva.

Demostracién Tenemos que a € K sii (a,a) pertenece a esta
relacién. (De modo que el problema de la pertenencia
a K es “reducible” al problema de la detencién.) Si esta
relacién fuera recursiva, entonces K serfa recursivo, pero
no lo es. .

Este corolario nos dice que, dado un programa e para una
funcién parcial recursiva y una entrada a, no hay forma efectiva
de decidir si la funcién [[¢]]; esta definida o no en a.

Es posible indexar las relaciones recursivamente numerables
si hacemos uso de la siguiente caracterizacion:

Teorema 36H Una relacion sobre N es recursivamente nume-
rable sii es el dominio de una funcién parcial recursiva.

Demostracion El dominio de toda funcién recursivamente nu-
merable también es recursivamente numerable (véase la
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parte 4 del teorema 35E). En particular, el dominio de
toda funcién parcial recursiva es recursivamente nume-
rable.

Ala inversa, sea () una relacion recursivamente nume-
rable tal que

de Q< dbldb)eRr
con R recursiva. Sea
/(@) = pb (@.5) € R:
es decir,
f@) =b<=>(a,b)c Ry(VYe<b)(d,c) &R

Entonces f, como relacion, es recursiva. Por lo tanto,
f es una funcién parcial recursiva que claramente tiene
como dominio a Q. -

Vemos, entonces, que nuestra indexacion sobre las funcio-
nes parciales recursivas induce una indexacién sobre las rela-
ciones recursivamente numerables. Sea

W, = dom [[e]]:.

Entonces Wy, Wy, Wy, ... es una lista de todos los subconjuntos
recursivamente numerables de N. En el teorema 36E mostra-
mos que {¢ | W, = N} no es recursivo. El teorema 36F nos
asegura que {e¢ | ¢ € W,} tampoco es recursivo. Definamos la
relacién Q de la siguiente manera:

Q={(e.a) |ac W.}.

Como {(e,a) € Q < Fk{e,a,k) € T1, entonces Q es recursiva-
mente numerable. Mas atn, Q es universal para los conjuntos
recursivamente numerables, lo que quiere decir que, para todo
conjunto recursivamente numerable A C N, existe ¢ tal que
A = {a | {e,a) € Q}. La insolubilidad del problema de la
detencién puede resumirse asi: () no es recursiva.

Podemos aplicar el tipico argumento de diagonalizacién a la
lista Wy, W1, Wy, ... de los conjuntos recursivamente numera-
bles para generar un conjunto que no esté en ella. El conjunto
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{a | a € W} no puede ser igual a ninguno de los conjuntos
W;. De hecho, este conjunto no es sino K, el complemento del
conjunto K del teorema 36F. Como

geEK<=q¢ W,

entonces el conjunto K no puede ser igual a algtin W,; el nime-
10 g es el que nos da cuenta de la diferencia entre los conjuntos
Ky W,.

Y lo que es mas: sicmpre que W, sea un subconjunto recursi-
vamente numerable de K, es decir, que W, C K, podemos dar
un nidmero que pertenezca a K que no esté en W, ¢- Ese mimero
es ¢ mismo. Para ver esto, observe que no puede ser que ambos
lados del bicondicional del parrafo anterior sean falsos (g € K
yq € W), yaque W, C K. Asi que ambos lados son verdaderos.

El teorema 36F nos asegura que K, a pesar de ser recursi-
vamente numerable, no es recursivo. Para demostrar la no re-
cursividad basta mostrar que su complemento X no es recursi-
vamente numerable. En el parrafo anterior demostramos esto
de una manera particularmente fuerte; de modo que tenemos
otra prueba del teorema 36F. _

Llegados a este punto, podemos reconsiderar el teorema de
incompletud de Goédel, desde ¢l punto de vista computacional.

El conjunto K es recursivamente numerable (pertenece
a ¥1). De ahi se sigue (por el teorema 35K) que K es aritmético;
es decir, K es definible en la estructura 9. '

Asi que existe una férmula x(v; ), con v; como tnica variable
libre, que define K en 91. Entonces, el conjunto X est4 definido
en 9 por la férmula = k(v;). Por lo tanto, tenemos que

a € K <= (- x(8°0)) € Th.

Esto nos muestra como podemos “reducir” las preguntas sobre
la pertenencia al conjunto K a preguntas sobre Th91. Supon-
gamos que lenemos un numero a del que quisiéramos saber
si pertenece o no al conjunto K. Podemos calcular el nime-
ro (- %(S°0)). (De manera intuitiva estd claro que efectiva-
mente se puede calcular dicho nimero; formalmente podemos
recurrir al inciso 5 de la seccidn 4 de este capitulo para asegu-
rarnos de que es posible calcular el niimero recursivamente.) Si
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tuviéramos una bola de cristal para examinar §Th 91 (es decir,
algin truco magico que, dado un nudmero, nos pudiera decir
si pertenece o no a {ThN), entonces podriamos responder la
pregunta: “épertenece ¢ a K"

Pero dejemos de lado la magia. Dados A y B, conjuntos de
nimeros naturales, decimos que A es multirreducible a B (usan-
do simbolos, A <,, B) sii existe una funcién total recursiva f
tal que, para todo nimero g,

a€ A<= f(a) €B.

En este sentido, el ejemplo anterior nos dice que K <, iTh.
De manera mas general, el argumento muestra que todo con-
junto aritmético es multirreducible a {Th .

Lema36l Supongamos que A y B son conjuntos de nimeros
naturales tales que A <, B.

() Si B es recursivo, entonces A también es recursivo.

(b) Si B es recursivamente numerable, entonces A tam-
bién es recursivamente numerable.

(c) Si B esta en 3, para alguna n, entonces A también
estd en X, para esan.

Demostracién El inciso (a) nos es muy familiar; era el inciso 2
de nuestro catdlogo de la seccién 3 de este capitulo, aun-
que con una terminologfa distinta.

El inciso (b) es esencialmente el mismo que (a), s6lo
que “con un cuantificador”. Es decir, como B es recursi-
vamente numerable, sabemos que, para alguna relacién
binaria recursiva Q,

¢c€B+=3bQ(cb).

Si f es una funcién total recursiva que multirreduce A
a B, entonces, para todo nimero a,

a€ A<= fla) € B<=>3b[Q(f(a),d)]

La parte cntre corchetes es recursiva (es decir, {(a,5) |
O (f(a),b)} es recursivo), como la del inciso (a) de este
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lema. Entonces tenemos a A descrito de modo que nos
permite ver que es recursivamente numerable.

El inciso (c) es bdsicamente lo mismo que el inciso (a)
s6lo que con “n cuantificadores mds” y se demuestra
como el inciso (b). -

La razén que tuvimos para detenernos a estudiar el conjun-
to particular K es que nos conduce al siguiente resultado:

Teorema de incompletud de Gédel Th91 no es recursivamente
axiomatizable.

Demostracion Th 91 no puede ser recursivamente numerable,
a menos que K lo sea, por el lema anterior. Pero toda
teoria recursivamente axiomatizable es recursivamente
numerable (por el inciso 20 de la seccion 4 de este ca-
pitulo; también por el teorema 351). -1

En otras palabras: toda teorfa recursivamente axiomatizable
es recursivamente numerable. Pero Th 91 no es recursivamente
numerable. De modo que toda subteoria recursivamente axio-
matizable debe ser incompleta.

Cuando el lector revise otra vez esta prueba, valdrfa la pena
que sustituya las afirmaciones negativas (tal o cual conjunto no
tiene cierta propiedad) por afirmaciones positivas.

Supongamos que T es una subteoria de Th ) recursivamen-
te axiomatizable. (Entonces, por el teorema anterior, T es in-
completa.) Pero nosotros quisiéramos encontrar un enunciado
que demostrara directamente la incompletud.

Hemos dado una funcién total recursiva f que multirredu-
ce K a fThO. A saber: f(a) = f(-x(S°0)); entonces, para
toda a,

a€ K<<= f(a) € {Th.

Y f(a) es (el nimero de Gédel de) un enunciado que dice
“‘a ¢ K.

Considere el conjunto de niimeros | definido de la siguiente
manera:

a € | < f(a) €{T.
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Entonces | es el conjunto de nimeros tales que T “sabe” que
no estan en K. Hay dos observaciones que vale la pena hacer
con respecto a J:

Primero, | es recursivamente numerable. Como es multirre-
ducible, mediante f, al conjunto recursivamente numerable T,
entonces s¢ puede usar cl lema 361 (b).

Segundo, J C K. Tenemos que T C Th91, de modo que si
T sabe que a & K, entonces verdaderamente a ¢ K:

a€ J<= f(a) €iT=> f(a) € fThN <= ac K.

Entonces ] es un subconjunto recursivamente numerable
de K. Pero, ademas, es un subconjunto pmpw, pues K no es
recursivamente numerable; es decir, existe un nimero ¢ tal que
g€ Kyq¢ J Porlo tanto, f(g) € {ThI, pero f(g) € §T. Esto
quiere decir que el enunciado (- #(870)) es verdadero (en 97)
pero no esta en T, con lo que finalmente hemos demostrado la
incompletud de 7.

Sin embargo, ¢qué es lo que nos “dice” ese enunciado? Pode-
mos tomar cualquier mimero g tal que W, = J. Entonces ¢ € K

yq ¢ J

En ese caso tendriamos que:

(= K(870)) diceqg¢ K
ie.q & W,
ie.q¢ J yaque W, =]
i.e. f(q) ¢ #T por la definicién de J
i.e. T¥ (- k(890)).

El enunciado que construimos para dar cuenta de la incomple-
tud de T afirma la imposibilidad de que €l mismo sea demos-
trable a partir de la teorfa axiomatizable 7.

Después de todo, el argumento de computabilidad y el ar-
gumento de autorreferencia para la prueba del teorema de in-
completud de Godel no son tan distintos. De hecho, el argu-
mento de computabilidad es bastante cercano al argumento de
diagonalizacién (de la seccién cero de este capitulo), solo que
el método de diagonalizacién se usa en un contexto distinto.
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Reduccion de los problemas de decision®

Supongamos que tenemos una funcién parcial recursiva bina-
ria f. Entonces afirmamos que, por e¢jemplo, la funcién g defi-
nida como:
g(a) = f(3,a)

también es una funcién parcial recursiva. Esto queda claro, al
menos desde un punto de vista intuitivo, ya que g se puede
calcular tomando 3 como valor de la primera variable y luego
siguiendo las instrucciones para f. Si este argumento se forma-
liza, se puede tener una prueba rigurosa. Existe una férmula
¢ = (v1,09,v3) que representa débilmente a f (como rela-
cién) en Cn Ag. Entonces g estd débilmente representada por
90(530, v1,vs), suponiendo que v; y 23 son sustituibles por vs v
v3 en (. (Si esto no sucede, siempre se puede usar una variante
alfabética de ¢.)

A primera vista, esto no dice mucho. Sin embargo, si mira-
mos con cuidado, encontraremos que s¢ trata de un resultado
sutil muy interesante. Hemos podido transformar las instruc-
ciones para f en instrucciones para g. De manera que, dado
un indice para fy el mimero 3, existc una funcion recursiva
que nos da el indice de g. La version del resultado que presen-
tamos a continuacién suele conocerse con el criptico nombre
de “teorema S-m-n”.

Teorema del pardmetro Para cadam > 1 yn > 1, existe una
funcién recursiva p tal que, para cualesquiera e, @, b,

[[g]]m-i-n(al: .. :am,b], - ,5n) =
[[p(e3 P :am)”n (b], - ,bﬂ)_

(Esta claro que, en este caso, la igualdad quiere decir que si
uno de los lados estd definido, entonces el otro lado también
lo estd, y que los valores coinciden. A veces se usa el simbolo
“=” para designar esta relacion.)

Del lado izquierdo de la ecuacién, @ es un valor asignado a
las variables de la funcién [[¢]]niq; del lado derecho, en cam-
bio, @ consiste de pardmetros de los que depende la funcién

®En una primera lectura, el lector puede omitir lo que queda de esta
seccidn.



372 UNA INTRODUCCION MATEMATICA A LA LOGICA

[[o(e, @)]]»- En nuestro ¢jemplo, tenfamos que m = n = 1y
a; = 3. Como p depende de m y n, parece mas 16gico usar
como notacién “p”. Pero nosotros scguiremos usando sim-

T

plemente “p”.

Demostracion param=n=1 Se podria hacer una demostracién
apegada a lo que se dijo antes de enunciar el teorema.
Sin embargo, para evitar tener que lidiar con variantes
alfabéticas, seguiremos una estrategia ligeramente dis-
tinta.

Gracias al teorema de la forma normal sabemos que
una funcién parcial de tres argumentos %, definida de la
siguiente manera:

k({,’, a, b) = [M]E(‘g: b)

es una funcién parcial recursiva. Por lo tanto, existe una
formula 1) que representa débilmente A (como relacién).
Podemos suponer que v; y 2 no estan cuantificadas
en 7). De modo que podemos tomar

ple, a) = 1)(8°0,80, vy, v9)
= Sb (Sb (Sb (Sb (2, fly, #5870), g2, #8°0), fus, f11), fva, fo2).
Entonces p(e,a) es el niimero de Godel de una férmula

que representa débilmente a la funcién g (5) = [[¢]J2(a,
b). Por lo tanto, es un indice de g. =

Utilizaremos el teorema del parametro para demostrar que
ciertos conjuntos no son recursivos. Ya sabemos que K = {a |
[[a]]1 (@) esta definida} no es recursivo. Dado un conjunto no re-
cursivo A, a veces es posible encontrar una funcién (total)

recursiva g tal que:
acK&egla)e A
o una funcién (total) recursiva g’ tal que
a¢ K< g'(a) € A

En ambos casos se sigue que A no puede ser recursivo, pues
K no lo es. En el primer caso tenemos que K <, Ay A no
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pertenece a II; (por el lema 361); en el segundo caso, K <, A
vy A no pertenece a 2;. Asi que, en ambos casos, A no es re-
cursivo. Generalmente, las funciones g o g’ pueden obtenerse
a partir del teorema del pardmetro.

EJempLo {a | W, = 0} no es recursivo.

Demostracion Llamemos a dicho conjunto A. Lo primero es
observarque A € II), yaque W, =0 siiVo Yk (a,b,k) ¢
T;. Asi que K no puede ser multirreducible a A; sin em-
bargo, parece razonable esperar que K lo sea. Es decir,
queremos encontrar una funcién total recursiva g tal que

[[a]]1 (@) esta indefinida < dom [[g(a)]]; = 0.

Esto se cumple si para toda d, [[g(a)]]1(8) = [[a]]1(a). Asi
que conviene comenzar con la funcion parcial recursiva

f(a,6) =[[al}1(a)

yscag(a) = p(f,a), donde f es un indice de f. Enton-

ces
g @]:(8) = [p(/: @)1 () = f(a,5) = [la]]:(a).
Asf que g muestra que K es multirreducible a A. .

Teorema 36J (Rice, 1953) Sea C un conjunto de funciones par-
ciales recursivas de un argumento. Entonces el conjunto
{e | [[e]l1 € C} de indices de los elementos de C es re-
cursivo sii o bien C es vacio, o bien contiene todas las
funciones parciales recursivas de un argumento.

Demostracidn Soélo necesitamos demostrar un lado del bicon-
dicional. Sea I = {e¢ | [[¢]]; € C} el conjunto de indices
de los elementos de C.

Caso I: La funcién vacia ) no estd en C. Si no hay nada
en C, entonces terminamos; pero supongamos que hay
una funcién 1 que estd en C. Podemos demostrar que
K es multirreducible a I si tenemos una funcién total
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recursiva g tal que

s@lh={ § Sogx

En esc caso,a € K& [[g(a)]; € C & gla) € Ie.
Podemos obtener g a partir del teorema del parame-
tro si tomamos

g(a) = p(e, a),
donde

[ b(b) sia € K,
[[e]]2(a. b) = { indefinido sia ¢ K.

La anterior es una funcién parcial recursiva, ya que
[ele(a,b) =ceacK y ¢(b)=c

y el lado derecho de este bicondicional es recursivamen-
te numerable.

Caso IL: § € C. Entonces el complemento de C, que
denotamos con C, cae dentro del caso I, de donde pode-
mos concluir que Iz no es recursivo. Pero Iz es ¢l com-
plemento de I, asi que I no puede ser recursivo.

Por lo tanto, Iz no es recursivo en ninguno de ambos

Cas80S. -

EJempLos Como consecuencia del teorema de Rice tene-
mos que, para toda ¢ fija, el conjunto {a | W, = W,}
no es recursivo. En particular, {a | W, = #} no es re-
cursivo, como ya se habia probado antes. Los siguientes
resultados también provienen del teorema de Rice: los
conjuntos {a | W, es infinito} y {a | W, es recursivo} no
SOI recursivos.

Maquinas registradoras

Existen diversas definiciones equivalentes para la clase de las
funciones recursivas; muchas de esas definiciones se refieren
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a aparatos de computo idcales. Estos aparatos se parccen a las
computadoras digitales, pero sin restricciones de espacio de
memoria. En 1936, Alan Turing publicé la primera definicién
de este tipo y, casi al mismo tiempo, Emil Post realizé un tra-
bajo similar. Nosotros veremos aqui la versién de Shepherdson
y Sturgis (1963).

Una mdquina registradora tiene un mimero finito de registros,
numerados 1,2, ..., K, Cada registro puede almacenar un nu-
mero natural, sin importar cudn grande sea. El funcionamiento
de la mdquina depende de un programa, que no es sino una su-
cesion finita de instrucciones que se toman de la siguiente lista:

[7(con1 <7 < K). “Incrementar 7.” Con esta instruccién se
suma 1 al numero del registro 7. La médquina pasa después a la
siguiente instruccién del programa.

Dr(conl <7 < K). “Disminuir r.” Esta instruccién depende
del contenido del registro r. Si el nimero en el registro 7 es
distinto de cero, entonces se le resta 1 y en lugar de pasar a
la siguiente instruccién, se pasa a la que estd después de ésta.
Sin embargo, si dicho niimero es cero, la maquina pasa, sin
mds, a la siguiente instruccién. En resumen: la maquina trata
de disminuir ¢l nimero que hay en 7, y si lo logra, entonces se
salta una instruccién. '

T ¢ (donde ¢ es un entero positivo, negativo o cero). “Trans-
ferir ¢.” Todos los registros se quedan como estan. La maquina
pasa a la g-€sima instruccién a partir de la que esta (si g > 0)
o a la instruccién que estd |g| lugares antes de ésta (si g < 0).
La maquina se deticne si en el programa no existe dicha ins-
truccién. La instruccién TO no es sino un ciclo en-el que la
maquina repite una y otra vez esta instruccion.

EJEMPLOS

1. Programa para vaciar el registro 7.

D 7 Tratar de disminuir lo que hay en 7.
T 2
T -2 I+ hacia atrds y repelir.

Dectener.
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2. Programa para trasladar el mimero del registro r al
registro s.

Vaciar el registro s (Usar el programa
del primer ¢jemplo.)

D ~ Restar 1 al niimero en 7.

T 3 Detener cuando se llegue al cero.
I 5 Sumar 1 al ntimero en 5.

T -3 Repetir

Este programa tiene un total de siete instrucciones y
deja un cero en cl registro 7.

3. Programa para sumar el registro 1 a los registros

2y 3.
D 1
T 4
I 2
I 3
T -1

4. (Suma) Supongamos que a y b estdn en los regis-
tros 1 v 2, respectivamente. Quisiéramos tener a + b
en el registro 3, pero manteniendo a y b en los registros

1y2.
Contenidos
de los regustros
Vaciar el registro 3. a b 0

Trasladar el numero
del registro 1 al registro4d. 0 & 0O a
Sumar el registro 4

a los registros 1y 3. a b a 0
Trasladar el mimero

del registro 2 al registro4. a 0 a b
Sumar el registro 4

a los registros 2y 3. a b a-

|-
o
=]
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Tal como estd escrito, este programa da como resul-
tado 27 instrucciones, aunque en realidad tres de ellas
son innecesarias. (En el cuarto enunciado se comienza
Con una instruccién para vaciar el registro 4, que ya estd
limpio.) Al final tenemos de nuevo el nimero @ en el
registro 1. Sin embargo, a lo largo del programa es ne-
cesario vaciar el registro 1; ésta es la tinica forma en que
se puede determinar el numero a.

5. (Resta) Sean a ~ & = max (a — b,0). Dejamos al
lector la elaboracién de este programa (ejercicio 11).

Supongamos ahora que f es una funcién n-aria sobre N,
Posiblemente existird un programa P tal que, si construimos
una maquina registradora (que tenga los registros a los que se
refiere P) con ay, ..., a, en los registros 1,...,n y aplicamos el
programa P, se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Si f(ai,...,a,) estd definido, entonces su cdlculo termi-
na con f(ay,...,a,) en el registro n + 1. Ademds, el cdlculo
termina cuando se busca una instruccién (p + 1), donde p es
igual a la longitud de P.

(if) Si f(a1,...,a,) estd indefinido, entonces el cémputo
nunca termina.

Si existe dicho programa P, entonces decimos que P caleu-
la f.
Teorema 36K Sea f una funcién parcial. Entonces existe un
programa que calcula f sii fes una funcion parcial re-
cursiva.

De modo que a partir de las maquinas registradoras pode-
mos obtener la clase de las funciones parciales recursivas, una
clase que originalmente se definié en términos de la represen-
tabilidad en teorias consistentes finitamente axiomatizables. El
hecho de que se tengan dos formas tan distintas de determinar
la misma clase de funciones parciales da cuenta de la impor-
tancia que tiene esta clase.

Esbozo de la demostracion Para demostrar que las funciones cal-
culables mediante maquinas registradoras son funciones
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parciales recursivas hay que “aritmetizar los cdlculos”,
con el mismo espiritu con el que se aritmetizaron las
deducciones en la seccién 4 de este capitulo. Es decir,
hay que asignar nimeros de Gdédel a los programas y a
las sucesiones de configuraciones de memoria. Entonces
hay que verificar que todos los conceptos relevantes, que
se traducen a relaciones numéricas mediante la numera-
cién de Godel, sean recursivos. (Al final, esto permite
entender, desde un punto vista mds general, que en rea-
lidad las deducciones y los cdlculos son el mismo tipo de
objeto.)

Por otro lado, para demostrar que las funciones par-
ciales recursivas son calculables mediante maquinas re-
gistradoras, se puede hacer lo mismo que se hizo en
las secciones 3 y 4 de este capitulo, pero, en lugar de
demostrar que cada una de las posibles funciones son
representables en CnAg, hay que probar que son cal-
culables mediante maquinas registradoras. Esto es mas
sencillo de lo que parece, porque después de algunas
piginas queda claro que las demostraciones se repiten.
Es posible explicar este ciclo, ya que se puede demostrar
que la clase de todas las funciones recursivas se genera
a partir de unas cuantas funciones recursivas, mediante
el operador composicién (definido en el teorema 33L)
y el operador “minimo cero” (teorema 33M). Buena par-
te del trabajo de las secciones 3 y 4 tienc que ver con
la demostracién de este hecho. De modo que, una vez
que se¢ demuestra que las funciones de este conjunto ba-
sico son calculables mediante una maquina registradora
y que la clase de las funciones calculables mediante ma-
quinas registradoras ¢s cerrada bajo composicién y el
operador “minimo-cero”, se puede repetir el mismo tra-
bajo una y otra vez hasta obtener que todas las funciones
recursivas son calculables. -
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Ejercicios
1. Sean fy g las siguicntes funciones:

0 sila conjetura de Goldbach
fln) = es verdadera,
1 en caso contrario;

0 sien la expansién decimal de 7 hay,
en algin punto, una sucesién
gln) = de al menos n sietes consecutivos,

1 el caso contrario.

{Es f recursivar? {Es g recursiva? (La conjetura de Gold-
bach dice que todo entero par mayor que 2 es la suma de
dos primos. En la primera edicién de este libro, usamos
para este caso el 1iltimo teorema de Fermat.)

2. Definimos la funcién “diagonal” como
d(a) = [[a]li(e) + 1.

(a) Muestre que d es una funcién parcial recursiva.

(b) Por el inciso (a) tenemos que d = [[¢]]; para algin
niimero e. De modo que, por un lado, d (¢) = [[e]]; (¢),
y, por el otro, d (¢) = [[¢]]:(e) + 1. Pero, entonces, ése
puede cancelar para concluir que 0 = 1? Sugerencia:
use el simbolo especial “~” para decir que o bien am-
bos lados de la ecuacién estin indefinidos, o bien que
estan definidos y son iguales. Reescriba el argumento
con esta notacién.

3. (a) Demuestre que el rango de cualquier funcién parcial

recursiva es recusivamente numerable.

(b) Demuestre que el rango de una funcién total recursi-
va f estrictamente creciente (es decir, f(n) < f(n +
1)) es recursivo.

(c) Demuestre que el rango de una funcién total recur-
siva f no decreciente (es decir, f(n) < f(n + 1)) es
recursivo.
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(a) Sea A un subconjunto no vacfo y recursivamente nu-
merable de N. Demuestre que A es el rango de alguna
funcién total recursiva.

(b) Demuestre que todo subconjunto infinito de N recur-
sivamente numerable contiene un conjunto infinito
recursivo.

Muestre que toda funcién parcial recursiva tiene una can-

tidad infinita de indices.

Dé un ejemplo de una funcién f y un mimero e tales que,
para toda a,

fla) = U(uk (e,a, k) € Th),

pero donde e no es el niimero de Gédel de una férmula
que represente débilmente a fen CnAg.

Muestre que el teorema del pardmetro puede reforzarse
pidiendo que p sea inyectiva.

Recuerde que la unién de dos conjuntos recursivamente
numerables es recursivamente numerable (ejercicio 7 de
la seccién 5 de este capitulo). Muestre que existe una fun-
cién total recursiva g tal que Wy (g5 = W, U W,.

Muestre que {a | W, tiene dos o mas elementos} estd
en X, pero no en II;.

Muestre que no hay un conjunto recursivamente numera-
ble A tal que {[[a]]1 | @ € A} sea igual a la clase de las
funciones totales recursivas en N.

Formule los programas de maquinas registradoras que
permitan calcular las siguientes funciones:

(a) Resta, ¢ — b = max (a — b,0).

(b) Multiplicacién, a - b.

(¢) max (a, b).

Suponga que existe un programa de méquina registrado-

ra que calcula una funcién parcial f de n argumentos.
Muestre que dados cualesquiera enteros 71,...,7% (todos
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distintos), p y k, podemos encontrar un programa ( tal
que cada vez que se inserte en una méquina registrado-
ra (que tenga todos los registros a los que Q se refiere)

ai,...,a, en los registros ry,..., 7, y s¢ aplique el progra-
ma (), entonces (i) si f(a,...,a,) estd definido, entonces
el calculo termina con f(as,. .., a,) en el registro p, y los
contenidos de los registros 1,2, .. ., k son los mismos que

al principio (excepto para el registro p); ademds, el cilcu-
lo termina cuando se busca la instruccién (g + 1), donde
g es la longitud de Q; (ii) si f(a1,...,a,) estd indefinida,
entonces el calculo nunca termina.

Sea g : N*™! — N una funcién (total) que se puede
calcular con un programa de méquina registradora. Sea
flar,...,ay) = pblg(ai,...,a,b) = 0], donde el lado
derecho queda indefinido si dicha b no existe. Muestre
que la funcién parcial f puede calcularse con algtin pro-
grama de mdquina registradora.

Muestre que los siguientes conjuntos efectivamente tie-
nen el lugar que se les asocia en la jerarquia aritmética.
(En cada caso, €l lugar asignado es el mejor que podrian
tener, pero no demostraremos este hecho.)
(a) {e | [[e]]1 es total} estd en Il,.
(b) {¢ | W, es finito} estd en 5.
(c) {e| W, es cofinito} estd en Ts.
(d) {e | W, es recursivo} estd en Ts.
Sea Tot = {e | [[e]]1 es total}. Esta claro que Tot C K.
Muestre que no existe ningin conjunto recursivo A tal
que:

Tot CACK.

Observacion: Este resultado incluye los teoremas 36E y
36F, asi que las pruebas dadas entonces se pueden adap-
tar para este caso.

(a) Muestre que todo conjunto IIy de niimeros naturales
es, para algun niimero ¢, el conjunto:

{a|Vb3cTa(e,a,b,c)}.
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(b) Muestre que el conjunto {e | no Vb 3¢ Ts(a,a,b,c)}
es Xg, pero no es .

*(c) Generalice los incisos (a) y (b) para demostrar que,

para toda 7, existe un conjunto que es 3,. pero no

es I1,.

17. Suponga que A es un conjunto de niimeros naturales que
es aritmético, pero que no es II,. Utilice el argumento
previo al lema 361 para demostrar que {Th 91 no es 2.

Observacion: Los ejercicios 16 y 17 dan una demostra-
cién del teorema de Tarski (que dice que fTh91 no es
aritmético) a partir de la teorfa computacional.

7. Segundo teorema de incompletud

Regresemos una vez mas al inciso 20 de la seccion 4 de este ca-
pitulo. Supongamos que tenemos una teoria T recursivamente
axiomatizable, dada a partir de un conjunto recursivo de axio-
mas A (es decir, §A es recursivo). Tenemos entonces, como en
el inciso 20, que:

a € §T <= Jd[d es el nimero de una deduccién a
partir de A y el dltimo componente de d
es a y a es el mimero de Gddel de un
enunciado].

El conjunto de pares {a, d) que cumplen con las condiciones en-
tre corchetes es recursivo. Sea 7(v1,vs) una férmula —elegida
de una forma mds o menos natural— que represente numerica-
mente esa relacidn binaria en Ag.

Dado un enunciado ¢, podemos expresar “7 - ¢” mediante
el enunciado Jvy w(8%0,23). Pero démosle un nombre a dicho
enunciado, digamos que

Demyzo = Jos 7($%0,v3).

(Aqui Dem abrevia “demostrable”. Tal vez el subindice deberia
ser “A” en lugar de “T”, ya que la recursividad del conjunto A
de axiomas se utilizard en la construccién del enunciado.)

Lema 37A Sea T una teoria recursivamente axiomatizable
como la de antes.
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(a) Siempre que T F ¢ tenemos que Ap - Demyro.
(b) Si ademds tenemos que T contiene Ag, entonces
T tiene la propiedad de “reflexién”:

Thko=> TF Demryo.

Demostracién Si T + o, entonces sea d el mimero de una
deduccion de o a partir de los axiomas A para T.
Tenemos que Ag F 7(8%70,5%) y, por o tanto, que
Arp F Demro. Con esto demostramos el inciso (a),
del que se sigue inmediatamente el inciso (b). -

De modo que, bajo supuestos muy sencillos, siempre que
T demuestre un enunciado, al mismo tiempo sabe que lo de-
muestra. Obsérvese que el inciso (b) no dice que T + (o —
Demro). Por ejemplo, si o es verdadero (en M), pero no se
puede demostrar a partir de Ag, entonces el enunciado (0 =
Demy, ) no se puede demostrar a partir de Ag y, de hecho, es
falso en 1. :

Regresando a la demostracién del teorema de incompletud
de Godel (mediante el argumento de autorreferencia), pode-
mos usar ¢l lema del punto fijo para obtener un enunciado o
que nos hable de su propia indemostrabilidad en T:

Apk (O’ — ﬂDemTU).

El siguiente lema nos da parte del teorema de incompletud (la
otra parte se encuentra en el ejercicio 2 de la seccién 5 de este
capitulo):

Lema 37B Sea T una teorfa recursivamente axiomatizable
que contiene Az y sea ¢ el enunciado antes obtenido
mediante el lema del punto fijo. Si T es consistente, en-
tonces T ¥ o.

Demostracién

THo= T FDemro por reflexién
= Tk~-o por la eleccién de o

de modo que T serfa inconsistente. -
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Podemos decir que este lema tan solo refleja las ideas que
se usaron en la seccién 5 de este capitulo, y la demostracién
del lema 37B no era demasiado compleja. Pero justamente ése
es el punto: como la demostracién no es demasiado compleja,
entonces tal vez se puede llevar a cabo dentro de la teoria T, si
T es “suficientemente fuerte”. Es decir, podemos esperar que
los pasos

Demro — DemrDemro
— Demr—o
— Demy0 = 80

puedan llevarse a cabo en una extension lo suficientemente
fuerte T de Ag.

En caso de que esto se pueda hacer, entonces tendremos
una conclusién muy interesante. Sea ConsT el enunciado
- Dem70 = S0, que indirectamente nos dice “T es consisten-
te”. (Se eligié el enunciado 0 = S0 simplemente por ser un
enunciado claramente refutable a partir de Ag.) Si T nos per-
mite llevar a cabo los pasos expuestos en el parrafo anterior,
entonces podemos concluir que:

TF# Cons T, amenos que T sea inconsistente.

(Desde luego, una teorfa inconsistente contiene todos los enun-
ciados, incluidos aquellos que afirman, falsamente, que la teo-
ria es consistente. Lo que tenemos entonces aqui es que, bajo
supuestos adecuados, ésta es la 1inica forma en que una teo-
ria puede demostrar su propia consistencia.) Veamos esto con
detalle: supongamos que T F Cons T. Entonces, por el parra-
fo anterior, T - = Demyo. Pero gracias a la forma en que se
eligié o, tenemos que T I o y entonces podemos usar el le-
ma 37B.

Para ser mas precisos, diremos que T es suficientemente fuerte
si cumple las siguientes tres condiciones de “derivacion”

1. Ay € T. Esto implica, por el lema 37A, que T tiene la
propiedad de reflexion, T+ ¢ = T+ Demro.

9. Para todo enunciado o, T+ (Demro — DemyDemro).
Esta también es la propiedad de reflexion, sélo que formalizada
dentro de T.
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3. Para cualesquiera enunciados p y o, T + (Demr(p —
o) — (Demrp — Demro)). Esto es el modus ponens, forma-
lizado dentro de T.

Lema 37B formalizado Supongamos que 7 es un teorfa recur-
sivamente axiomatizable y suficientemente fuerte. Sea o
un enunciado tal que:

Art+ (o & = Demro).
Entonces T~ (Cons T — —Demro).

Demostracion Basta poner, con mucho cuidado, todas las pie-
zas juntas. Por la forma en que se eligié o tenemos que:

TH (¢ — (Demyo — 0 = S0)).

Si primero aplicamos reflexién y después modus ponens
formalizado a esta férmula, obtendremos

T+ (Demro — Demy (Demzo — 0 = S0)),

a partir de lo cual podemos volver a aplicar modus po-
nens formalizado y obtener

T+ (Demro — (DemrDemro — = Cons 7).

Esta formula (a la derecha del simbolo F), junto con
Demyo ~ Demy7 Demy o (reflexién formalizada), impli-
ca por logica de enunciados que Demy o — — Cons 7. +

Segundo teorema de incompletud de Gddel (1931) Supongamos que
T es una teorfa recursivamente axiomatizable y suficien-
temente fuerte. Entonces T = Cons T si y sélo si T es
imconsistente.

Demostracion Si T+ Cons T entonces, por ¢l lema 37B for-
malizado, tenemos que T = = Demro. Pero, por la ma-
nera como se eligié o, tendriamos entonces que T o.
Entonces, a partir del lema 37B (informal), concluimos
que T es incomnsistente. -

Es posible sacar mas provecho de estas ideas. El lema 37B
puede verse como un caso especial (con 7 ignal a 0 = $0) del
siguiente resultado:
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Lema 37C Sea T una teoria recursivamente axiomatizable
que contiene Ag, sea 7 un enunciado y ¢ el enuncia-
do que se obtiene a partir del lema del punto fijo, de
modo que

Ag b (o0 & (Dem7o — 1)).
SiTF o, entonces TH 7.

Demostracion Intuitivamente lo que o dice es “Si soy demos-
trable, entonces 77. Si T F ¢, entonces por reflexién
tenemos que T Demya. Y luego por la eleccién de o,
tendriamos que T I 7. -

En realidad lo que nos interesa no es este lema, sino su ver-
sion formalizada:

Lema 37C formalizado Supongamos que T es una teoria recur-
sivamente axiomatizable y suficientemente fuerte. Sea 7
un enunciado y ¢ un enunciado tal que

AgF (0 & (Demzpo — 7)).

Entonces T Demro — Demrp 7).

Demostracién Procedemos como antes. Por la eleccién de ¢
tenemos que

Tt (¢ — (Demro — 7)).

Si aplicamos a esta férmula primero reflexién y después
modus ponens formalizado, obtendremos

T+ (Demro — Demy(Demro — 7)),

a partir de lo cual podemos aplicar otra vez modus po-
nens formalizado y obtener

T+ (Demro — (DemrDemzo — Demz7)).

Esta formula, a la derecha del sfmbolo -, junto con
Demro — DempDemyo (reflexién formalizada), im-
plica, por Iégica de enunciados, que Demro — DemrT.

_|
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Teorema de L8b (1955) Supongamos que T es una teorfa re-
cursivamente axiomatizable y suficientemente fuerte. Si
7 es un enunciado tal que 7 i (Demr 7 — 7), entonces
THr.

Estd claro que si T+ 7, entonces 7' - (p — 7) para cualquier
cnunciado p. De modo que la conclusion del teorema de Léb
se puede reescribir de la siguiente manera:

TrE (Demrr = 7) <= T+ 7.

Demostracién Dado un enunciado T, coOnstruimaos un enuncia-
do o que diga “Si soy demostrable, entonces 77, como
se hizo antes. Supongamos que T (Dems 7 — 7). Por
el lema 37C formalizado tenemos que T + (Demyo —
Demy 7). Entonces, gracias a la forma en que se eligié o,
podemos concluir que 7 ¢. De modo que, por el
lema 37C (informal), tenemos que TH 7. -

El teorema de Léb surgié originalmente como una forma
de resolver el problema del ejercicio 1; sin embargo, implica
el segundo tcorema de incompletud de Godel (y de alguna
manera €s equivalente a €él). Supongamos que 7 es una teoria
axiomatizable suficientemente fuerte. Si usamos el teorema de
Léb con 1 igual a 0 = S0, tenemos que

Tt (Demr (0 = S0) — 0 = S0) = T 0 = S0,

es decir,

T't Cons T' = T es inconsistente.
De modo que obtenemos una demostracién para el segundo
teorema de incompletud.

Pero hay algo que todavia no hemos discutido: ¢Queé teorias
son suficientemente fuertes? ¢Existe alguna (mas alld del caso
trivial de una teorfa inconsistente)? No sélo podemos decir
que si las hay, sino que aqui daremos dos. La primera se llama
“aritmética de Peano” (AP). Sus axiomas son los axiomas de Ag
junto con todos los “axiomas de induccién”. Estos tltimos son
las cerraduras universales de las férmulas de tipo

P(0) AV x(p(x) = (Sx)) = Vax (),
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donde ¢ es una férmula. Los axiomas de induccién —que es-
tablecen el principio de induccién matemidtica comun y co-
rriente— nos permiten obtener muchos resultados dentro de
la aritmética de Peano (por ejemplo, la ley conmutativa de la
suma). Pero, para convencerse de que la reflexion formalizada
y el modus ponens formalizado se pueden derivar en la aritmé-
tica de Peano, es necesario desarrollar los detalles, cosa que no
haremos aqui.

Sabemos que la aritmélica de Peano es consistente porque
s verdadera en 97; sin embargo, por el segundo teorema de
incompletud, AP no puede demostrar su propia consistencia.
Nosotros “sabemos” que AP es consistente gracias a un argu-
mento matematico informal, o —si se quiere— gracias a un ar-
gumento dentro de Ja teoria de conjuntos. Asi que la teorfa de
conjuntos tiene mds “capacidad de demostracion” que AP, ya
que prueba la consistencia de AP, mientras que AP no lo puede
hacer.

Una segunda teoria suficientemente fuerte es la teoria axio-
mdtica de conjuntos. Para ser mads precisos, se trata del con-
junto de enunciados del lenguaje de la teoria de numeros que
se pueden demostrar en la teorfa axiomatica de conjuntos. En
la siguiente subseccién veremos esto con detalle. La ventaja de
esta teoria es que parece bastante creible que tanto la reflexion
formalizada como el modus ponens formalizado se pueden de-
rivar a partir de ella (al menos desde un punto de vista intui-
tivo). Pero équé nos hace creer que la teoria de conjuntos es
consistente? Sabemos que AP es consistente porque es verda-
dera en el “modelo estindar” 91 de la teoria de nimeros; sin
embargo, no esta nada claro que sea posible concebir un “mo-
dele estandar de la teorfa de conjuntos™.

Aplicaciones a la teoria de conjuntos

Sabemos que, dentro del lenguaje de la teoria de niimeros,
Cn Af es incompleta y no recursiva, como sucede con cualquier
teoria recursivamente axiomatizable de ese lenguaje.

Pero dejemos de lado la aritmética y concentrémonos en la
teoria de conjuntos. En este caso tenemos un lenguaje (con
los pardmetros V y €) y un conjunto de axiomas. Todos los
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conjuntos de axiomas que han sido aceptados hasta ahora son
recursivos. Para ser mds precisos, el conjunto de niimeros de
Godel de dichos axiomas es recursivo. De modo que la teorfa
(de conjuntos) que se obtiene es recursivamente numerable.
Nosotros afirmamos que si esla teorfa es consistente, entonces
no es recursiva ¥. por lo tanto, tampoco completa. A continua-
cién daremos una idea general del argumento. En un sentido
muy real, es posible insertar el lenguaje de la teorfa de niimeros
en la teoria de conjuntos. Una vez hecho eso, podemos fijarnos
en el fragmento de la teoria de conjuntos que tiene que ver con
los niimeros naturales y su aritmética (la parte sombreada de
la figura 14); se trata de una teorfa compatible con Ag y, por
lo tanto, no recursiva. Ahora bien, si la teoria de conjuntos fue-
ra recursiva, entonces su parte aritmética también tendria que
serlo, pero no Io es. Como resultado adicional nos encontrare-
mos con el segundo teorema de incompletud para la teoria de
conjuntos.

A partir de ahora, por teoria de conjuntos (TC) entendemos
la teorfa (dentro del lenguaje con Ia igualdad y con los dos
pardmetros V'y €) que es el conjunto de consecuencias de los
axiomas tedrico-conjuntistas con los que el lector se sienta mas
cémodo. (Los axiomas estdndar de Zermelo-Fraenkel funcio-
nan bastante bien, si es que el lector no tiene otra preferencia;
lo 1inico que se pide es que el conjunto de axiomas sea recursi-
VO y que sea lo suficientemente fuerte como paradar cuenta de
las propiedades que comiinmente asociamos a los conjuntos.)
Necesitamos dar una interpretacién 7 de Cn A, dentro de TC.
(Supondremos, en lo que queda de esta seccion, que el lector
esta [amiliarizado con la seccién 7 del capitulo 1I.) Sin embar-
g0, la existencia de dicha 7 es un resultado comun de la teoria
de conjuntos, aunque no suele €Xpresarse en estos términos.
Necesitamos formulas del lenguaje de TC que expresen ade-
cuadamente las ideas de ser un niimero natural, de ser la suma
de dos mimeros, etc. Para encontrar estas férmulas, hay que
ver como se puede “insertar” la aritmética de los niimeros na-
turales en la teoria de conjuntos. Por un lado tenemos que los
niimeros naturales, como 2 o 7, no parecen ser conjuntos; sin
embargo, al elegir, podemos seleccionar conjuntos que 7¢pre-
senten los nimeros. La forma estandar de hacerlo es asociando
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al 0 el conjunto 0 y an + 1 el conjunto 7; 7 (es decir, n U {n}).
Esto tiene la ventaja de que cada mimero es el conjunto de
todos los mimeros mds pequefios que ¢l (por ejemplo, 3 € 7).
Sea w la coleccién de todos estos conjuntos (estos “conjuntos-
nuimeros”); entonces w es ¢l conjunto que representa N.

La férmula 7y es resultado de la eliminacion del simbolo de-
finido w de la férmula v; € w. De manera similar, la férmula 7
se obtiene a partir de la férmula teérico conjuntista »; = 0, y
la férmula 75 se obtienc a partir de vg = v; U {o1}. La férmula
7 simplemente es v; € vy. Para 7, usamos la traduccion al
lenguaje de TC de:

Para cualquier f, sif:w Xw — wyparatodasay?d
en w tenemos que f(a,0) = a
y febU 1)) = f(a,b) U{f(a b)),
entonces f(v1,v9) = vs.

(La forma de llevar a cabo la traduccién se sugiere parcialmen-
te en el capitulo cero.) Las férmulas 7. y mg se obticnen de
manera similar.

Para que dicha 7 sea una interpretacién de Cn Ag en TG, es
necesario que TC cumpla con cierto niimero (en total 17) de
condiciones.

(1) 3vymy debe estar en TC. Esto ciertamente sucede, ya que
en la teorfa de conjuntos se puede probar que w es no vacio.

(it) Para cada uno de los cinco simbolos de funcién [ del
lenguaje de Ag, TC debe contener un enunciade que asegure
que 7 define una funcién sobre el conjunto definido por my.
(El enunc1ado exacto que se requlere se plantea en la definicién
de interpretacién de la seccién 7 del capitulo I1.) Para el caso
de 0, tenemos como resultado de TC que existe un uinico con-
junto vacio que ademds pertenece a w. El caso de S es bastante
sencillo, ya que g define una operacion nnaria sobre el univer-
so de todos los conjuntos y w es cerrado bajo esta operacion.
Para + hay que usar ¢l teorema de recursién sobre w. Esto es,
podemos probar en TC (como se sugirié en la seccion 4 del ca-
p1tu]0 I) que existe una tnica f: w X w — w tal que f(a,0) =a
y fla,bU{b}) = f(a,b) U{f(a,b)} paratodaslasaybenw. A
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Enunciados
en el Ienguaje
de la teoria
de ntmeros
(recursivo)

Teoria de conjuntos
(recursivarente
numerable)

(a)

Enunciados en el lenguaje
de Ia teorfa de mimeros (reeursivo)

/" Laimagen del conjunto
anterior bajo
una interpretacién

Teoria de conjuntos
(recursivamente
numerable)

(b)

FIGURA 14. Teoria de conjuntos v leoria de niimeros,
(@) Una imagen plana, (b) Una imagen mds precisa.
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partir de esto queda claro qué propiedades debe tener 7. Los
casos de - y E requieren argumentos similares.

(iii) Para cada uno de los 11 enunciados ¢ de Ag, el enun-
ciado o™ debe estar en TC. Por ejemplo, para el caso de L3,
tenemos en T'C que para cualesquieram y n en w, o bienm € n,
o bienm = n, o bien n € m.

Puesto que se trata de un numero finito de condiciones,
existe @ C TC, donde @ es finito, tal que 7 también es una
interpretaciéon de Cn Ag en Cn @.

Teorema 37D (Indecidibilidad fuerte de Ia teoria de conjuntos) Sea T
una teoria del lenguaje de la teoria de conjuntos tal que
T U TC (o al menos T U @) es consistente. Entonces §T
no es recursivo.

Demostracién Sca A la teorfa consistente Cn (T'U @). Sea Ay
la correspondiente teoria 7~ ![A] en el lenguaje de la teo-
ria de ntimeros. Por la seccién 7 del capitulo II sabemos
que Ay es una teoria consistente (ya que A lo es). Tam-
bién tenemos que A C Ay, pues si 0 € Ag, entonces
o™ € Cn® C A. De modo que, por la indecidibilidad
fuerte de Cn Ag (teorema 35C), 1A no es recursivo.

Lo que tenemos que hacer ahora es derivar la no re-
cursividad de T a partir de la no recursividad de A,.
Tenemos que

o€ Ay sii 0" €A

y, por el lema que presentaremos a continuacioén, o™ de-
pende recursivamente de fo. Es decir, fAy <, §A. Por
lo tanto, A no puede ser recursivo, a menos que Ao lo
sea. De manera similar tenemos que

TeEA sii (p—7)€ET,

donde ¢ es la conjuncién de los elementos de @. Dado
que f(¢ — 7) depende recursivamente de f7, tene-
mos que §A <, Ty, por lo tanto, §T no puede ser
recursivo, a menos que fA lo sea. -
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Lema 37E [Existe una funcion recursiva p tal que, para toda
férmula & del lenguaje de la teoria de mimeros, p (fa) =
i(or).

Demostracién - En la seccién 7 del capitulo II dimos una serie
de instrucciones explicitas para construir ¢”. En algu-
nos casos, la construccién involucra férmulas 87, donde
[ es una férmula mds sencilla que a. Los métodos de
las secciones 3 y 4 del capitulo III pueden aplicarse a los
numeros de Godel de tales férmulas para demostrar que
p es recursivo. Pero los detalles son bastante tediosos y
los omitiremos. : -

Corolario 37F Si la teoria de conjuntos es consistente, enton-
ces no es completa.

Demostracion La teorfa de conjuntos tiene un conjunto re-
cursivo de axiomas, por lo que, si es completa, entonces
es recursiva (por el inciso 21 de la seccidén 4 del capitu-
lo III). Pero, por el dltimo teorema, esto no puede ser si

TC es consistente. i

Corolario 37G  En el lenguaje con igualdad y con un sfmbolo
de predicado binario, el conjunto (de nimeros de G6-
del) de enunciados validos no es recursivo.

Demostracion parcial Dentro del contexto del teorema anterior,
sea T = Cn{} el conjunto de los enunciados vélidos. En-
tonces el teorema nos asegura que §7 no es recursivo
si suponemos que ® es consistente. Todavia no hemos
dado explicitamente el conjunto @, pero podemos ase-
gurar al lector que es posible escoger ® de modo que se

]

pueda demostrar que es consistente. .

Es importante observar que 7 no €s una intcrpretaciéon de
Th9t en TC (a menos que TC sea inconsistente). Como con-
secuencia del lema 37E, tenemos que ] [TC] es una teorfa
recursivamente numerable del lenguaje de 91. Por lo tanto, no
puede coincidir con Th91. Pero, ademas, contiene a la teoria
completa Th 1 sélo si es inconsistente.
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Segundo teorema de incompletud de Godel
para la teoria de conjuntos

Podemos usar nuestros conocidos trucos para encontrar un
enunciado o de la teoria de numeros que indirectamente afir-
me que su propia interpretacion o™ no es un teorema de la
teoria de conjuntos. Sea D la relacién ternaria sobre N tal que

(a,b,c) €D sii a es el mimero de Godel de una
' férmula « de la teorfa de nimeros
y ¢ es el nimero de Gddel de una de-
duccién de a(S°0)” a partir de los
axiomas de TC.

La relacion D es recursiva (por los argumentos tipicos para
estos casos); digamos que 0(v), v, v3) representa D en Cn Ag.
Sea r el mimero de Godel de

va =1 5(01, U1, 03)
yseao
Y3 — (870,570, 03).

Observe que o dice indirectamente que o™ ¢ TC. A continua-
cién demostraremos que dicha afirmacién es correcta:

Lema 37H Si TC es consistente, entonces o™ & TC.,

Demostracién Supongamos lo contrario: que o™ puede dedu-
cirse a partir de los axiomas de TC. Sea k el valor asig-
nado por G a dicha deduccién. Entonces, (r,7, k) € D.

-, Ag F45(870,870,8%0);
o Ap 33 5(870,870,3);

es decir,
AE F-o.

Usando nuestra interpretacion m, concluimos que - g7
estd en TCy, por lo tanto, TC es inconsistente. Asi que

TC es consistente = o ¢ TC. 5
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Esta prueba, como casi todas en este libro, se lleva a cabo en
un contexto matematico informal; sin embargo, todo el trabajo
de este libro podria haberse desarrollado dentro de TC. De
hecho, se sabe que casi todo el trabajo en matematicas puede
llevarse a cabo en TC. Supongamos que lo hacemos asi. Enton-
ces, en lugar de demostrar un enunciado en espanol, tal como
“TC es consistente = g~ ¢ TC”, tendriamos una deduccidn,
a partir de los axiomas de TC, de un enunciado en el lenguaje
formal de Ia teoria de conjuntos:

(Cons (TC) — 0OJ).

En este caso, Cons (TC) es resultado de la traduccidn (ade-
cuada) de “TC es consistente” al lenguaje de la teorfa de con-
juntos. De manera similar, [J es el resultado de la traduccion
de “o™ ¢€ TC”; pero ya tenemos un enunciado en el lenguaje de
la teoria de conjuntos que afirma que o™ ¢ TC. Dicho enuncia-
do 1o s sino ¢7. Eslo claramente sugiere que L] es ¢™ (o algo
equivalente a ¢™ en TC), de donde obtenemos

(Cons (TC) — o™)

¢s un teorema de TC.

Ahora bien, podemos hacer las cosas de manera que [ sea
o”. En el parrafo anterior dimos un argumento que esperamos
haya convencido al lector de que al menos esto es plausible. A
partir de ello tendrfamos el siguiente resultado:

Segundo teorema de incompletud de Gédel para la teoria de conjuntos
El enunciado Cons (TC) no es un teorema de TC, a me-
nos que TC sea inconsistente.

Demostracion Por ¢l argumento (de plausibilidad) antes dado,
(Cons (TC) — ¢™)

es un teorema de TC. De modo que si Cons (TC) es un
teorema de TC, entonces o™ también lo es. Pero, por
el lema 37H, si o™ € TC, entonces TC es inconsistente.

_|
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Por supuesto que si TC es inconsistente, entonces todo enun-
ciado es teorema, incluido Cons (TC). Por esto, una demostra-
cién de Cons (TC) a partir de TC no podrifa convencer a na-
die de la consistencia de TC. (En realidad, gracias al segundo
teorema de Godel se convencerfan mds bien de lo contrario.)
Sin embargo, antes de tomar en cuenta el trabajo de Gédel,
parecia natural esperar que Cons (TC) se pudiera demostrar
a partir de hipotesis mas débiles que los axiomas de la teoria
de conjuntos, idealmente, hipétesis que ya s¢ supiera que son
consistentes. Ahora ya sabemos que Cons (TC) no pertenece a

-ninguna subteoria de TC, a menos que, por supuesto, TC sea
inconsistente.

Nos quedamos con la conclusién de que toda teoria de con-
juntos recursivamente axiomatizable {que cumpla con las con-
diciones de ser consistente y de ser lo suficientermente fuerte
como para probar propiedades basicas de conjuntos) es una
teorfa incompleta. Esto plantea un nuevo desafio: encontrar
axiomas para agregar a la teorfa. Por un lado, quisiéramos te-
ner nuevos axiomas para incrementar los alcances de la teorfa.
Por otro, quisiéramos que dichos axiomas reflejaran con clari-
dad ideas intuitivas acerca de lo que verdaderamente son los
conjuntos y de c6mo se comportan.

Fjercicios
1. Sea o un enunciado tal que
APF (o <> Demypo).
(De modo que ¢ dice “Soy demostrable”, a diferencia del

enunciado “Soy indemostrable” que mostré tener propie-
dades muy interesantes.) {Serd que AP - o7

1o

Sea T una teoria en un lenguaje recursivamente numera-
do y supongamos que hay una interpretacion de CnAg
en 7. Demuestre que T es fuertemente indecidible; es de-
cir, que siempre que 7' sea una teoria del lenguaje tal
que TU T es consistente, entonces §7' no es recursivo.
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.. . |
8, Rep?‘esenmcmn de la exybonencmcwn“

En las secciones 1 y 2 de este capitulo estudiamos la teorfa
de ciertos reductos de 91 y encontramos que eran decidibles.
Después, en la seccién 3 agregamos tanto el producto come la
exponenciacién y encontramos (en la seccién 5) que la teorfa
que las incluia era indecidible. De hecho, hubiera sido suficien-
te agregar solo el producto (y dejar de lado Ia exponenciacion)
para tener la indecidibilidad.

Sea My el reducto de N gue se obtiene cuando se excluye la
exponenciacién:

Ny = (N; 0,8, <, +,).

De modo que el simbolo E no aparece en ¢l lenguaje de 91,
Sea Ay el subconjunto de Ag que no tiene ni a E1 ni a E2. E| ob-
jetivo de esta seccién es mostrar que todos los teoremas de las
secciones 3 a la 5 de este capitulo siguen siendo validos cuan-
do “"Ag” y 91" se sustituyen por “A,,” y “Ny”, respectivamente.
La clave para obtener este resultado estd en demostrar que la
exponenciacion es representable en Cn Apg; es decir, hay una
férmula € en el lenguaje de My, tal que para cualesquiera a y b,

Am = V2[£(870,8%0,2) ¢ 2 = $@q),

Asf que € (x, y,z) podria usarse como un disfraz para simular
la formula xEy = z que nos permitirfa evitar el uso del sim-
bolo E.

Si comenzamos a buscar qué relaciones y funciones son re-
presentables en Cn A, encontraremos que todo lo que se de-
mostré que es representable en Cn Ap es representable (usan-
do la misma prueba) en Cn Ay (excepto la exponenciacién).
Es decir, tenemos el catdlogo de la seccién 3 de este capitulo
hasta el inciso 7. Para tener mds, necesitamos demostrar que la
exponenciaciéon misma es representable en Cn Ay.

Sabemos que la exponenciacién se pucde definir mediante
las ccuaciones recursivas:

a’=1
atl =gt . q,

* Esta seccién se puede omitir sin que se pierda continuidad en e] texto.
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Basdndonos en la recursién primitiva (inciso 13 del catdlogo
de la seccién 3 de este capitulo, junto con el ejercicio 8 de esa
misma seccién), podemos pensar en definir

E"(a,b) = la minima s tal que [(s)p = 1y
paratodai < b, (s)ir1 = (s); - a]-

De manera que a® = (E*(a,b));. Esto todavia no nos da una
demostracién de la representabilidad de la exponenciacion,
ya que falta demostrar que la funcién decodificadora (a); es
representable en Cn Ay Pero en realidad no necesitamos esa
funcion decodificadora en especifico (que correspondia a una
forma particular de codificar sucesiones). Lo unico que nece-
sitamos es cualquier funcién § que se comporte como una fun-
cién decodificadora; es decir, que tenga las propiedades que se
presentan en el siguiente lema.

Lema 38A Existe una funcién § representable en Cn Ay, tal
que, para todas n,ag,...,a,, €Xiste una s para Ia cual
d(s,7) = a; paratodai < n.

Una vez que hemos establecido este lema, podemos definir

E**(a,b) = la minima s tal que [§(s5,0) = 1
yparatodai < b, §(s,i + 1) =
8(s, i) - al.

El lema nos garantiza que dicha s existe. Entonces, tanto E*
como la exponenciacién son representables en Cn Ay, ya que

a® = 5(E**(a,b),b).

Gracias a algunos resultados de la teorfa de niimeros podremos
obtener la funcién § del lema anterior.

Una funcion de pareo

Lo primero que hay que hacer, para demostrar el lema, es cons-
truir una funcién para codificar y decodificar pares de nume-
ros. Es bien sabido que existen funciones biyectivas de N x N
sobre N. En particular, tenemos la funcién J, donde J(a,b)
toma el valor escrito en el punto con coordenadas (a,b) del
diagrama.
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f

NS
ININT
NN\
0—92 —5—g—

Por ejemplo, f(2,1) = 8y J(0,2) = 3. Para obtener una
ecuacioén que nos dé J(a, ), basta observar que en la linea

diagonal x + y = n hay n + 1 puntos {con coordenadas en N).
De modo que

J(a,6) = el nimero de puntos del plano a los cuales
J asigna valores mds pequchios
= [cl mimero de puntos en las lineas x + y=mn
paran =0,1,...,(a + b~ 1)] + [el ndmero de
puntos de lalinea x + y = a + & para los cuales
x < a

=[1+2+-+(@+b)]+a
=i@a+b)(a+b+1)+a
= 3lla + )% + 3a + b].

Sean Ky L las funciones proyectivas sobre los ejes, es decir, las
Unicas funciones tales que

K(J(@b8)=a, L(J(a})=bh

Por ejemplo, K (7) = 1, la abscisa del punto (1, 2) al que [ asig-
na el niinero 7. De manera similar, /. (7) = 2, Ia ordenada de
dicho punto.

Afirmamos que J, Ky L son representables en Cn Ay La
funcién

H (a) = 1a minima & tal que a < 2b
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tiene la propiedad de que H (a) = 3a, para toda a que sea par.
Entonces podemos escribir

Jlab)=H((a+b)-(a+b+1)) +a,
K (p) =la minima a tal que [para alguna &6 < p,

J(a,0) = pl,
L (p) =1a minima & tal que [para alguna a < p,
J(@,0) = pl.

La forma en que estas ultimas cuatro ecuaciones estdan dadas
nos permite concluir que H, J, K y L son representables en
Cn AB/I-

La funcién 3 de Gidel

Sea 3 la funcién definida de la siguiente manera:

B(c,d,i) =elresiduodec—+[1+ (i+1)-d]
= la minima r tal que para alguna g < ¢,
c=q-[14+(GE+1)-d +r

Esta extrafa funcién sirve bastante bien como la funcién deco-
dificadora para el lema 38A. Sea

8(s,4) = B(K (s), L (s), ).

Estd claro que ¢ es representable en Cn Ay. Lo que no parece
tan obvio es que dicha funcién satisfaga las condiciones del
lema 38A. Queremos demostrar que:

Para toda n y para cualesquiera ap, . . . , @y,
existen numeros ¢ y d tales que, para toda (%)
i < m, Ble,d,i) = a;.

De donde se sigue que §( (¢, d),i) = B(c, d,i) = a; para toda
i< n. :

Ahora bien, (¥) es una afirmacién que pertenece a la teoria
de nimeros, no ala légica. La demostracién de (*) se basa en el
teorema chino del residuo. Se dice que los mimeros dy, ..., d,
son primos relativos dos a dos sii para cualesquiera d; y d;, con
i # J, no hay un primo que los divida a ambos.
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Teorema chino del residuo Sean dy, . . ., d, primos relativos dos
a dos. Sean ay, ..., a, nimeros naturales tales que a; <
d;. Entonces podemos encontrar un nitimero ¢ tal que,
paratoda: < n,

a; = el residuo de ¢ + d;.

Demostracion Sea p = Ili<,d;, y dada cualquier ¢, sea F(c)
igual ala (n + 1)-ada de residuos que se obtienen al di-
vidir ¢ entre dy, . . ., d,. Obsérvese que hay p posibles va-
lores para esa (n + 1)-ada.

Afirmamos que F es inyectiva cuando se restringe
al conjunto {£ | 0 < & < p}, pues supongamos que
F(c1) = F(cy), entonces toda d; divide a |¢; — ¢5|. Como
las d; son primos relativos dos a dos, entonces p debe
dividir a [¢; — ¢5|. Pero esto implica, para ¢; y ¢; menores
que p, que ¢ = cy.

De modo que la restriccién de Fa {k | 0 < k < p}
toma todos los p posibles valores. En particular, toma
(en algin punto ¢) el valor (ao,...,a,). Y ése es justa-
mente el mimero ¢ que buscdbamos. -

Lema38B Dada cualquier s > 0, los s + 1 mimeros
T+1-sL, 1425, .., 14 (s+1)-s!

son primos relativos dos a dos.

Demostracion Todos estos mimeros tienen la propiedad de
que ningiin factor primo ¢ divide a s!, de modo que
g > s. Si el primo ¢ divide tantoa 1 + j-s! como a
I + k- 5!, entonces divide a la diferencia, |j — k| - s!.
Como ¢ no divide a s!, entonces divide a |j — k|. Pero

como [j—k| < s < g, lo anterior sélo sucede si | j—&| = 0.
_i

Demostracién de () Supongamos que se nos dan ag,...,d,.
Necesitamos dos nimeros ¢ y d tales que, cuando ¢ se
divide entre 1 + (i + 1) - 4, el residuo es a;, para i < n.

Sea s el maximo de {n,ay,...,a,} y tomemos d = s!.
Entonces, por el lema 38B, los nimeros 1 + (i + 1) - d
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son primos relativos dos a dos, para i < n. De modo
que, por el teorema chino del residuo, hay una ¢ tal que
el residuo de ¢ =+ [1 + (i + 1) - d] es @; para i < n. =

Esto completa la demostracién del lema 38A. Y por el argu-
mento que se expuso después de enunciar ese lema, podemos
concluir lo siguiente:

Teorema 38C La exponenciacién es representable en Cn Ay,

Una vez dotados con este teorema podemos regresar al inci-
so 7 de la seccién 3 de este capitulo. La demostracién que ahf
se da establece ahora que la funcién en cuestién (cuyo valor
en n es p,) es representable en Cn Ay, ya que dicha funcion se
formé legitimamente a partir de relaciones y funciones (inclui-
da la exponenciacién) representables en Cn Ay

Lo mismo se observa a lo largo de las secciones 3 y 4. Las
pruebas de representabilidad dadas en esas secciones estable-
cen ahora la representabilidad en Cn Ay De manera que toda
relacién recursiva es representable en Cn Ay. En caso de que
la relacién sea una funcién, entonces tenemos, ademas, que
es funcionalmente representable. Las demostraciones dadas
en la seccién 5 de este capitulo se aplican a Dy y Apy, asi
como a My Ag. En particular, tenemos la indecidibilidad fuerte
de Cn Ay toda teoria T en el lenguaje de My, tal que TU Ay
sea consistente, no puede ser recursiva.

Obsérvese que toda relacién definible en 9 (es decir, cual-
quier relacién aritmética) también es definible en 91y. En el
caso particular de la exponenciacién, dado que es representa-
ble en una subteorfa de Th 91y, tenemos que forzosamente es de-
finible en Ny,. Gracias a la nueva versién del teorema de Tarski,
#Th My no es definible en My y, por lo tanto, §Th Iy no pue-
de ser aritmético.

Usando la terminologfa de la seccién 7 del capitulo 11, pode-
mos decir que existe una interpretacién fiel de Th 91 en Th 9.
Se trata de la misma interpretacién de todos los parametros,
excepto E, al que asigna una férmula que define la exponen-
ciacidn en Iy,. :

En la tabla X se resumen algunos de los resultados del capi-
tulo III sobre la teoria de nimeros y sus reductos.
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Ejercicios
1. Sea D(a,b) = (a);. Muestre que toda relacién aritméti-

1o

ca es definible en la estructura (N; <, D). Observacidn: po-
drfamos preguntarnos por qué Th91,, la aritmética con
la suma, es decidible (como se demostré en la seccion 2
de este capftu]o), mientras que Th My, la teoria de la arit-
mética con la suma y el producto, es indecidible. Una
respuesta €s que, como se demostrd en esta seccion, el
producto nos permite codificar y decodificar sucesiones.
El objetivo de este gjercicio es mostrar que una vez que
se tiene una funcién decodificadora D y el orden, se tie-
ne toda la complejidad de la aritmética con la suma, el
producto y la exponenciacion.

Demuestre que la relacién suma {{(a,b,¢) | @ + b = ¢}

es definible en la estructura (N; S, -). Sugerencia: <En qué

condiciones se satisface la ecuacién S (ac) - S (be) = S(c-

c- S (ab))?

(a) Muestre que Th (Z; +,-) es fuertemente indecidible.
(Véase el ejercicio 2 de la seccién 7 de este capitulo.)

(b) (Esta parte presupone conocimientos de dlgebra.)
Muestre que la teorfa de anillos es indecidible y que
la teorfa de anillos conmutativos es indecidible.
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LOGICA DE SEGUNDO ORDEN

1. Lenguajes de segundo orden

Si se permite [a cuantificacién sobre simbolos de predicado o
de funcién, es posible obtener —aunque a cierto costo— len-
guajes mads ricos y con mayor capacidad de expresién que los
lenguajes de primer orden, que hemos considerado hasta aho-

ra. Por ejemplo,
Jx(Px — Vx Px)

es una formula vélida que tiene como parametros V y P. Pero
ya que esta férmula es verdadera independientemente de cémo
se interprete P, entonces podriamos también decir que

VP Ix(Px— VxPx)

es valida. (En cuyo caso se tendria V como tinico pardmetro, ya
que P se esta considerando como una variable de predicado.)

Supongamos entonces que, ademds de los simbolos que se
introdqjeron al principio de la seccién 1 del capitulo II, tene-
mos los siguientes simbolos légicos:

4. Variables de predicado: Para todo entero positivo » tene-
mos las variables de predicado n-ario

X1 XD,

5. Variables de funcion: Para todo entero positivo n, tenemos
las variables de funcién n-aria

1 n
F}_,FQ,...
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Para evitar confusién, lo que considerdbamos antes variables,
1,03, . .., se llamardn ahora variables individuales. Los térmi-
nos se definen, igual que antes, como las expresiones que s¢
construyen a partir de los simbolos de constante y las variables
individuales al aplicar los simbolos de funcién (tanto los pa-
rimetros de funcién, como las variables de funcién). Las for-
mulas atémicas son, otra vez, expresiones Pty --- ¢, tales que
t1,...,t, son términos y P es un simbolo de predicado n-ario
(pardmetro o variable). La definicion de formula se extiende
mediante nuevas operaciones de construccién de férmulas: si
¢ es una férmula, entonces ¥V X' y V F]p también lo son. La
nocién de variable que aparece libre en @ sc define exactamen-
te como antes. Un enunciado es una férmula o en la que nin-
guna variable (individual, de predicado o de funcién) aparece
libre.

Debe notarse que los papeles que desempefian los parame-
tros de predicado y las variables de predicado libres son esen-
cialmente los mismos. La estrecha relacién que hay entre los
simbolos de constante y las variables individuales libres tam-
bién existe entre los pardmetros de funcién y las variables de
funcién libres.

Por una estructura seguiremos entendiendo una funcion so-
bre el conjunto de los parametros que cumple con las condi-
ciones dadas en la seccién 2 del capitulo II. Desde luego, es
necesario extender la nocién de satisfaccién de una manera
natural. Ahora V sera el conjunto de todas las variables, indivi-
duales, de predicado o de funcién. Sea s una funcién sobre V
tal que a cada variable le asigna el objeto de tipo adccuado. En-
tonces s (v1) es un elemento del universo, s(X") es una relacion
n-aria sobre el universo v s (F") es una operacién n-aria. Para
un término ¢, 5(¢) se define de la manera natural. En particu-
lar, si F es una variable de funcién, entonces 5(Ft,---ty,) es el
resultado de aplicar la funcién s (F) a (5(21), . . . ,5(¢)). La satis-
faccion de férmulas atémicas también se define esencialmente
como antes. Si X es una variable de predicado,

e Xt t]s] sit (5(0)s-.,5(t)) € 5 (X).

Las tnicas caracteristicas nuevas de la definicién de satisfac-
cién provienen de nuestros nuevos cuantificadores.
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5. o VX[ ¢ls] sii para toda relacién n-aria R sobre |2, se
tiene que =g ¢[s (X" | R)].

6. o YF| fs] sii para toda funcién f: | A" — | 2, se
tiene que = s (F7 | £)].

Una vez mds queda claro que los valores de s que realmente
importan son los de las variables libres de la férmula. Dado
cualquier enunciado o, podemos hablar sin ambigiiedad de su
verdad o falscdad en 2. La implicacién légica (semdntica) se
define exactamente como antes.

EJEmpLO 1 Un buen orden es una relacién de orden tal que,
para todo conjunto no vacio, hay un elemento minimo
(con respecto al orden). Esta condicién puede traducirse
al siguiente enunciado de segundo orden:

VX(3yXy = 3y(XyAVz(Xz— y<2))).

Aqui, como en el resto del capitulo, omitimos los subin-
dices de Xy F cuando son irrelevantes, y los superindices
cuando, por €l contexto, queda claro cuales son.

EvemPLO 2 Uno de los postulados de Peano (el postulado
de induccion) establece que todo conjunto de nimeros
naturales que tenga al 0 y que sea cerrado bajo la ope-
racion sucesor es, en realidad, el conjunto de todos los
numeros naturales. Esto puede traducirse al lenguaje de
segundo orden de la teorfa de los niimeros como sigue:

VX(XOAVy(Xy— XSy) > VyXy).

Todo modelo de S1, S2 y del postulado de induccién
de Peano anterior es isomorfo a (N; 0, S); véase el ejer-
cicio 1. De modo que este conjunto de enunciados es
categorico; es decir, todos sus modelos son isomorfos.

EJEMPLO 3 Si ¢ es una férmula en la que la variable de
predicado X" no aparece libre, entonces la férmula

3X"Vor---Yo,[X "0y 0, & ¢

es valida. (Es posible que, en la férmula ¢, haya otras va-
riables libres ademds de vy, ...,v, ). Esta nueva férmula
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nos dice que hay una relacion que consiste exactamente
en las n-adas que satisfacen . Los férmulas de este tipo
se conocen como formulas de comprehension relacionales.
También existen las formulas de comprehension funcionales
analogas. Si ¢ es una férmula en la que la variable F* no
aparece libre, entonces

Vor---Vo, Aoyt —
AF" Yo Vo (Fl oy o, = g1 & )

es valida. (“Jlv,, 19" es una abreviaciéon de la férmula
obtenida en el ejercicio 21 de la seccién 2 del capitu-
lo II).

EsemrLo 4 En el campo ordenado de los niimeros reales,

todo conjunto no vacio acotado tiene una minima cota
superior. Esto se puede traducir al siguiente enunciado
de segundo orden:

YX[EyVz(Xz—z<y) ATz Xz —
Iy Vy(Vz(Xz—=2<y) <y <y)

Se sabe, ademis, que todo campo ordenado que satis-
faga este enunciado de segundo orden es isomorfo al
campo ordenado de los reales.

EJEMPLO 5 Para toda n > 2, tenemos un enunciado de pri-

mer orden )\, que es la traduccién de “Hay al menos
n cosas”. Por ejemplo, As es

Jxdydz(xFyAxFzAyFz).

La clase de los modelos del conjunto {Ag, As, ...} es una
clase ECA, compuesta por las estructuras infinitas. Hay
un tinico enunciado de segundo orden tal que es equiva-
lente. Un conjunto es infinito sii existe un orden sobre
él que no tiene ultimo elemento. De manera mds senci-
lla: un conjunto es infinito sii existe una relacién antirre-
flexiva y transitiva R sobre el conjunto cuyo dominio es
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todo el conjunto. Esta condicién puede traducirse a un
enunciado de segundo orden \_:

IX[VuVoVuw(Xuv — Xovw — Xuw) AV u-XuuA
VuIJv X uy].

Otro enunciado que define (usando una variable de fun-
cién) la clase de las estructuras infinitas es

IFVxVy(Fx=Fy—x=9y) A3z VxFx+2,

el cual afirma que existe una funcién inyectiva que no es
suprayectiva.

El ejemplo anterior muestra que el teorema de compacidad
no se cumple para la légica de segundo orden:

Teorema 41A Existe un conjunto insatisfactible de enuncia-
dos de segundo orden tal que todos sus subconjuntos
finitos son satisfactibles.

Demostracion  Utilizando la notacién del ejemplo anterior, el
conjunto ¢s

{“‘)\oo,/\Q,Ag,...}. -

El teorema de Léwenheim-Skolem también falla para la 16-
gica de segundo orden. Cuando hablamos del lenguaje de la
tgualdad, nos referimos al lenguaje (con =) que tiene a ¥ como
unico pardmetro. Una estructura de este lenguaje puedé con-
cebirse simplemente como un conjunto no vacio. En particular,
una estructura asi estd determinada, salvo isomorfismo, por su
cardinalidad. Por lo tanto, un enunciado de este lenguaje estd
determinado, salvo equivalencia légica, por el conjunto de las
cardinalidades de sus modelos (conocido como su espectro).

Teorema 41B  Existe un enunciado del lenguaje de segundo
orden de la igualdad que es verdadero en un conjunto
sii su cardinalidad es 2™,

Demostracion, usando conceptos de 4lgebra y andlisis Consideremos
primero la conjuncién de axiomas (de primer orden) de
un campo ordenado y agreguemos después el enuncia-
do de segundo orden que establece la propiedad de la
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minima cota superior (véase el ejemplo 4 de esta sec-
cién). Este es un enunciado cuyos modelos son exacta-
mente los isomorfos al campo ordenado real (es decir,
las estructuras isomorfas al campo ordenado de los ni-
meros reales). Convertiremos ahora los parametros 0, 1,
+, - ¥ < en variables (individuales, de funcién o de predi-
cado, segiin sea el caso) que se cuantificaran existencial-
mente. El enunciado que resulta tiene las propiedades
deseadas. -

Existen otros numeros cardinales que, como ¢l caso que aca-
bamos de ver, caracterizan aspectos de la logica de segundo
orden. Véase el ejercicio 2.

Teorema 41C  El conjunto de los niimeros de Godel de los
enunciados validos de segundo orden no es definible
en 1 mediante una férmula de segundo orden.

En este caso estamos suponiendo, desde luego, que la forma
en que se asignaron los nimeros de Godel a las expresiones de
segundo orden es similar a la que se usé antes. Aunque la prue-
ba que presentaremos aqui sc refiere al lenguaje de segundo
orden de la teoria de niimeros, ¢l teorema es vilido para cual-
quier lenguaje recursivamente numerado que tenga al menos
un simbolo de predicado binario.

Demostracién Sea T2 la teorfa de segundo orden de 9; es
decir, el conjunto de enunciados de segundo orden ver-
daderos en 91 El argumento que se usé para probar el
teorema de Tarski muestra también que 72 no se puede
definir en 91 mediante una férmula de segundo orden.

Sea « la conjuncién de los elementos de Ag junto con
el postulado de induccién de segundo orden de Peano
(Ejemplo 2). Todo modelo de « es isomorfo a 91; véasc
el ejercicio 1. De modo que, para todo enunciado o,

o €T? sii (o — o) esvalida.

Por lo tanto, el conjunto de (los nimeros de Godel de)
los enunciados vélidos no es definible, pues de otro
modo 7% tendria que serlo. =
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Por fuerza, el conjunto de niimeros de Gédel de los enun-
ciados validos no es aritmético, ni tampoco recursivamente nu-
merable. Lo que quiere decir que el teorema de numerabilidad
falla para la l6gica de segundo orden. (Con respecto al primer
resultado, podemos agregar que es posible demostrar que este
conjunto tampoco es definible en la teoria de niimeros de or-
den tres, ni siquiera en la de orden wj; sin embargo, €stos son
temas que aqui dejaremos de lado.)

Resulta interesante comparar un enunciado universal de se-
gundo orden, como el postulado de induccién de Peano

VX(XOAYy(Xy— XSy) = VyXy),

con €l “esquema” de primer orden correspondiente; es de-
cir, con €l conjunto de enunciados

©(0) AV y (0(y) = @(Sy)) = Yy o(y),

donde  es una férmula de primer orden que sélo tiene a v li-
bre. Si 2 es un modelo del postulado de induccién de Peano,
entonces cualquier subconjunto de |2| que contenga a 0% y sea
cerrado bajo §* es en realidad todo [21]. Por otro lado, si % es
un modelo del esquema de axioma correspondiente, lo tinico
que podemos decir es que todo subconjunto definible de 2 que
contenga a 0% y sea cerrado bajo $* es todo |2|. Es posible que
haya subconjuntos indefinibles en los que esto no se cumpla.
(Por ejemplo, témese cualquier modelo A de Th(N; 0, S) que
tenga Z-cadenas. En este caso, 2 satisface el esquema de axio-
ma en cuestién, pero no satisface el postulado de segundo or-
den de induccién. El conjunto de puntos estindar simplemente
no es definible en 21.)

Ejercicios

1. Muestre que toda estructura del lenguaje con los pardme-
tros ¥, 0 y S, que satisfaga los enunciados

VxSx#0 (S1)
VeVy(Sx=8y > x=1y) (S2)
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y el postulado de induccién de Peano
VX(X0AVy(Xy— XSy) > VyXy)

es isomorfo a Ng = (N; 0, 5).

. (a) Formule un enunciado del lenguaje de segundo or-

den de la igualdad, que sea verdadero en un conjunto
sii su cardinalidad es Ng.

(b) Haga lo mismo para N;.

. Sea ¢ una férmula en la que unicamente la variable de

predicado n-ario X aparece libre. Digamos que una rela-
cién m-aria R sobre |2| estd implicitamente definida en 2
por o sii 2 satisface ¢ con una asignacion de R a X, pero
no satisface ¢ con ninguna otra asignacién de otra rela-
cion a X. Muestre que {Th 91, el conjunto de los nimeros
de Godel de los enunciados de primer orden verdaderos
en 97, esta implicitamente definido en 9N por una férmu-
la sin variables de predicado o de funcién cuantificadas.
Sugerencia: La idea es plantear las condiciones que el con-
junto de enunciados verdaderos debe cumplir.

. Considere un lenguaje (con igualdad) que tiene los sim-

bolos de predicado unarios I, S y el simbolo de predicado
binario E. Encuentre un enunciado de segundo orden o
tal que (i) si A es un conjunto parael que ANPA =P ysi
A =AUPAI*=A S =PA E¥={{(a,b) |lac b C
A}, entonces % es un modelo de o3 y (ii) todo modelo de o
es isomorfo a uno del tipo descrito en (i). Observacion: En
términos intuitivos, ¢ es la traduccién de “S = PI”.

2 . Funciones de Skolem

Queremos mostrar cémo, dada una férmula de primer orden,
es posible encontrar una férmula prenex de segundo orden
légicamente equivalente, con la siguiente estructura:

cuantificadores cuantificadores férmula sin
existenciales individuales universales | cuantificadores
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Esta es una férmula prenex en la que todos los cuantifica-
dores universales son individuales y se encuentran después de
una serie de cuantificadores existenciales individuales y de fun-
cién.

S1 consideramos el ejemplo mis sencillo, observamos que:

Vx3dyp(x,y) == IFVYx p(x, Fx).

Es facil ver por qué se cumple en la direccién “=”. Para la ofra
direccién, “|=", consideremos una estructura 2 y una funcién
de asignacién s que satisfaga Vx 3 y (x, y). Nosotros sabemos
que para toda a € || existe al menos una b € || tal que:

Fau () [s(x | a)(y | )]

Si para cada a elegimos una de esas b (utilizando el axioma de
cleccién), entonces tenemos una funcién f sobre |2/ dada por

f(a) = b. De modo que:
o Vi o(x, Fa)[s (F| f)].

Esta funcién f se conoce como una funcién de Skolem para la
férmula Vx 3y ¢ en la estructura 2.

El mismo argumento se aplica de manera mds general. Co-
mo segundo ejemplo, supongamos que comenzamos con la
férmula

3y1 Vxl 3}‘2 VXQ ng 3}‘3 'Z/)()Jl,j‘g,yg).

(Hemos listado tnicamente y1, y v ys, pero también es posible
que haya otras variables libres en 7.) En este caso ya se tiene el
cuantificador existencial 3 y; a la izquierda. Lo que queda es

V1 3ys Vo Vies 3 y3 10(y1, 99, 93)-

Este es un caso especial del primer ejemplo (con ¢(x, y5) =
Vxg Vxs Jys 1(y1,y9,y3)). Esto es, como antes, légicamente
equivalente a

HFQ VxI VXQ ng Eiyg ’g")(}‘l,Fg xl,yg).
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Ahora ya tenemos los cuantificadores existenciales Jy; dJFy a
la izquierda; lo que queda es

‘v’;&q ng Vx_g 3)‘3 ’!f)(yl,Fg xl,yg).

Usando el mismo razonamiento que antes, esto es légicamente
equivalente a:

E|F3 Vxl \V(xg VDC}; ’llir»‘(}‘],Fg xl,Fg X1 X9 JC3),

donde F;5 es una variable de funcién ternaria. De modo que la
formula original es equivalente a:

aj‘l aFg E|F3 ‘v’x1 VJCQ VJCS ’L‘a")(yl,Fg .‘.’C],Fg Xy X9 xg}.

Si 7 no tiene cuantificadores, entonces esta en la forma bus-
cada.

Teorema de [a forma normal de Skolem Dada cualquier férmula
de primer orden, es posible encontrar una férmula de
segundo orden légicamente equivalente que esté forma-
da por:

(2) Primero una serie (que puede ser vacia) de cuan-
tificadores existenciales individuales y de funcién,
seguida de

(b) Una serie (que puede ser vacia) de cuantificadores
individuales universales, seguida de

(c) Una férmula sin cuantificadores.

Se puede hacer una demostracién formal usando induccion,
pero el ejemplo anterior muestra el método general.

Recuérdese que una férmula universal (V;) es una férmula
prenex de primer orden cuyos cuantificadores son todos uni-
versales: Vx; Vxs -+ ¥V, @, donde « carece de cuantificadores.
De manera similar, una formula existencial (3;) es una férmula
prenex de primer orden cuyos cuantificadores son todos exis-
tenciales.

Corolario 42A Dada cualquier férmula de primer orden ,
es posible encontrar una férmula universal § en un len-
guaje extendido con simbolos de funcién, tal que ¢ es
satisfactible sii § es satisfactible.
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Si aplicamos este corolario a =y, obtenemos una férmula
existencial (con simbolos de funcién) que es valida sii ¢ es
valida.

Demostracién Una vez mads, s6lo ilustraremos la situacién me-
diante un ejemplo. Supongamos que ¢ es

Ay Vxy Ty Vg Vs 3 ys (91, y2, ¥3).

Lo primero es sustituir ¢ por la férmula 16gicamente
equivalente en la forma de Skolem:

El’j,‘l HFQ EFg ‘v’x; VJCQ Vx‘g ’(;'()(.']ﬂl,ngl,Fg X1 Xo xg).
Entonces, como # tomamos:
Vir Vg Vxs 1h(c, fa1, gxyxaxs),

donde ¢, [y g son nuevos simbolos de funcién que tie-
nen cero, una y tres variables, respectivamente. En gene-
ral, & no es logicamente equivalente a ; sin embargo, lo
que s tenemos es que § |= ¢ (en el lenguaje extendido).
Y todo modelo 2 de ¢ puede expandirse (definiendo
adecuadamente ¢?, f¥ y g%) para que sea un modelo
de 6. Por lo tanto, ¢ y € son “igualmente satisfactibles”.

_|

Este resultado reduce el problema general de verificar la sa-
tisfactibilidad de las férmulas de primer orden al caso particu-
lar de las férmulas universales (con simbolos de funcién). De
igual modo, el problema de la verificacion de validez se reduce
al caso d;. A partir de estas reducciones podemos obtener un
resultado de indecidibilidad para la 16gica de primer orden:

Corolario 42B  Considere un lenguaje recursivamente nume-
rado con un simbolo de predicado binario y una infi-
nidad de simbolos de funcién de k variables, para cada
k > 0. Entonces:

(a) EI conjunto de los nimeros de Gédel de los enun-
ciados universales (de primer orden) satisfactibles
no €s recursivo,
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(b) El conjunto de los nimeros de Gédel de los enun-
ciados existenciales (de primer orden) vilidos no es
recursivo.

Demostracién (b) Dado cualquier enunciado o, y aplicando a
— o el corolario 42A, podemos encontrar explicitamente
un enunciado existencial que sea valido sii o es valido.
Por consiguiente, un procedimiento de decision para los
enunciados existenciales validos darfa un procedimiento
de decisién para todos los enunciados vélidos arbitra-

rios. Pero esto dltimo contradiria el teorema de Church.
_]

Se obtienen resultados andlogos con variables de predicado
en lugar de variables de funcién, aunque la demostracion es
mds laboriosa. Supongamos que se empieza con una férmu-
la de primer orden. Esta es equivalente a una férmula 9 en
la forma normal de Skolem; para simplificar, supongamos que
1) = 3 Fp, donde ¢ es una féormula que sélo tiene cuantificado-
res individuales y F es una variable de funcién unaria. Podemos
elegir ¢ de tal manera que F ocurra inicamente en ecuaciones
de la forma u = Fi (donde ¢ y 4 son términos que no contie-
nen F). Esto se puede hacer sustituyendo, por ejemplo, una
férmula atémica «(Ft) ya sea por Vx(x = Ft — a(x)) o por
Ix(x=Ft A alx)).

Lo siguiente es observar que una férmula

IdF u=Ft__,
donde F ocurre sélo en la forma mostrada, es equivalente a
AX(Vy3lzXyzA_Xtuw_ ).

Si se sigue en esta direccion (cosa que no haremos aqui), se
podra ver que toda formula de primer orden es equivalente a
una férmula de segundo orden compuesta por:

(a) Una serie de cuantificadores existenciales de predicado,
seguida de

(b) Una serie de cuantificadores individuales universales, se-
guida de
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(c) Una serie de cuantificadores existenciales individuales,
seguida de

(d) Una férmula sin cuantificadores.

Existen también las versiones correspondientes de los coro-
larios 42A y 42B (véase el ejercicio 4). El andlogo del corola-
rio 42A reduce el problema de verificar la satisfactibilidad de
una férmula de primer orden al caso especial de férmulas Vg
(con simbolos de predicado). El problema de verificar la validez
se reduce, a su vez, al caso Js.

El andlogo del corolario 42B puede compararse con el gjer-
cicio 10 de la seccién 6 del capitulo 11, donde se muestra que
el conjunto de enunciados Vy vélidos sin simbolos de funciéon
es decidible.

Expansiones de Herbrand

Hemos visto (en el corolario 42A) cémo encontrar, dada una
féormula de la logica de primer orden, una férmula universal
“igualmente satisfactible”. De modo que (corolario 42B) el pro-
blema de la satisfactibilidad de férmulas en la légica de primer
orden es reducible al de la satisfactibilidad de férmulas univer-
sales.

Ahora daremos un paso mds: la satisfactibilidad de estas
féormulas universales es reducible —aunque en un sentido mas
débil— a la satisfactibilidad en la légica de enunciados.

EJEMPLO Sabemos que Vx 3y Pxy = dy Vx Pxy. Sin em-
bargo supongamos que no lo sabemos y que queremos
determinar si la implicacién légica se cumple o no. Esto
es equivalente a determinar si la hipétesis Vx Jy Pxy,
junto con la negacién de la conclusién =y Vx Pxy es
insatisfactible o no.

Cracias al teorema de la forma normal de Skolem,
podemos reemplazar estos enunciados por un tipo de
enunciados légicamente equivalentes: quisiéramos de-
terminar si 3F Vx PxFx junto con 3G Vy - PGyy es
insatisfactible o no. De la misma manera que en el coro-
lario 42A, sustituimos estos enunciados por enunciados
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universales igualmente satisfactibles; deseamos determi-
nar si el conjunto {Vx Px fx, Yy = Pgy y} es insatisfac-
tible o no (aqui f/ y g son nuevos simbolos de funcién).

Ahora bien, este conjunto de enunciados universales
s es satisfactible, e incluso se puede hacer que genere su
propio modelo. Aqui mostraremos cémo hacerlo. Para
el universo de nuestro modelo tomaremos el universo H
de Herbrand, que es el conjunto de todos los términos
(en el lenguaje con fy g). De modo que H contiene,
para cualquier variable «, los términos

u, fu, gu, ffu, fgu,...

Sea A el conjunto de todas las instancias de los enun-
ciados universales en cuestion; esto es, las formulas que
se obtienen cuando se quitan los cuantificadores uni-
versales y se insertan (en las variables universalmente
cuantificadas) términos arbitrarios del universo de Her-
brand. Entonces A contiene, para cualquier variable 1,
las férmulas sin cuantificadores

Pufu, Pgufgu,..., "Pguu, ~Pgfufu,...

Examinemos ahora A desde el punto de vista de la 16-
gica de enunciados. Los simbolos de enunciado son las
férmulas atémicas, por ejemplo, Pg fufu. En nuestro
ejemplo, A es satisfactible en la logica de enunciados. Es
decir, hay una asignacién de verdad v sobre el conjunto
de simbolos de enunciado tal que 7 (o) = V, para toda o
en A. A continuacién damos una v que cumple con eso:

V' sit; es mas corto que i3
v(Ptits) = .
F sit; es al menos tan largo como &y

Por ultimo, utilizaremos esta asignacién de verdad v
(en la légica de enunciados) para dar una estructu-
ra § (en légica de primer orden) que sera un modelo
de los enunciados universales. El universo es el universo
de Herbrand: || = H. (Este argumento tiene muchos
elementos en comun con la prueba de completud de la
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seccion 5 del capitulo I1.) Los simbolos de funcién se in-
terpretan de manera auténoma —como si se nombraran
a sf mismos—: f7(1) es fty g°() es gt. v nos sirve para
interpretar el simbolo de predicado P:

(t1,t9) € P? <= v(Ptits) = V

Esta estructura funciona. Primero, =g Vx Px fx, ya
que para cualquier término ¢ del universo de Herbrand,
(t. ft) € P9. Segundo, =5 Vy = Pgy y, pues para todo
término ¢ del universo de Herbrand, (g¢,¢) ¢ P%.

Concluimos que la hipétesis Vx 3y Pxy junto con la
negacion de la conclusion =3y Vx Px y es satisfactible,
yporlo tanto Vx Jy Pxy = 3y Vx Pxy.

{Hasta qué punto podemos hacer una generalizacién a par-
tir de este ejemplo? Supongamos, para hacerlo mds sencillo,
que el lenguaje no contiene a la igualdad. (El ejercicio 7 mues-
tra cudles son las modificaciones que hay que hacer para in-
tegrar la igualdad.) Supongamos que quercmos determinar si
I' = ¢ o no, para un conjunto de férmulas de la 16gica de
primer orden I'; . Esto equivale a determinar si ¢l conjunto
T'; = ¢ es insatisfactible o no.

Podemos reemplazar cada una de estas férmulas por una
formula l6gicamente equivalente en la forma normal de Sko-
lem. Luego, tal como en el corolario 42A, obtenemos un con-
junto ¥ de férmulas universales, igualmente satisfactible. (Al
aplicar la forma normal de Skolem, se usan diferentes simbolos
de funcién de Skolem para cada una de las férmulas, de mo-
do que no hay posibilidad de que las férmulas resultantes se
contradigan.) Esto nos conduce a la siguiente situacién:

T |= ¢ <= T es insatisfactible,

donde ¥ es un conjunto de férmulas universales.

Sea H el universo de Herbrand; es decir, el conjunto de to-
dos los términos del lenguaje de V. Sea A el conjunto de todas
las instancias de las férmulas universales en ¥ (es decir, las
formulas que se obtienen cuando se quitan los cuantificadores
universales y se insertan, en lugar de las variables universal-
mente cuantificadas, términos arbitrarios del universo de Her-
brand). Entonces A esta compuesto solamente por férmulas
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sin cuantificadores. Consideremos A desde ¢l punto de vista
de la l6gica de enunciados, donde los simbolos de enunciado
son las férmulas atémicas.

Caso I: A es insatisfactible en la légica de enunciados. En
este caso, podemos concluir que ¥ es insatisfactible y T’ =
en la légica de primer orden. Esto se debe a que una férmula
universal implica 16gicamente a todas sus instancias. Por consi-
guiente, ¥ |= § para toda § en A (en légica de primer orden).
Todo modelo de ¥ debe ser modelo de A; pero de un mode-
lo 2 de A podemos obtener una asignacion de verdad v que sa-
tisfaga A en la logica de enunciados. (Recuérdese el cjercicio 3
de la seccién 4 del capitulo 1. Nétese la interesante conexion
entre la 16gica de primer orden y la 16gica de enunciados.)

Caso II: A es satisfactible en la légica de enunciados, diga-
mos que con la asignacién de verdad v. Entonces usaremos v
para dar una estructura §j en la que ¥ sea satisfactible y T ¥ o,
pues ) nos dara el contragjemplo.

Como en el ejemplo, el universo || es el universo H de
Herbrand, el conjunto de todos los términos del lenguaje de W.
Una vez mids, los simbolos de funcién se interpretan de manera
auténoma: f2(t1,...,t) = ft1 -+ - L,. Para interpretar ¢l stmbo-
lo de predicado P, usamos la asignacién de verdad v:

(ti,oo i tn) EPY == 0(Pt1- 1) =V

Entonces afirmamos que toda férmula en W se satisface en $
por la funcién identidad s (x) = x sobre las variables. En primer
Jugar, nétese que 5 (f) = ¢ para todo término ¢ en H; tenfamos
la misma situacién en el paso 4 de la prueba de completud de
Ja seccién 5 del capitulo II. En segundo, obsérvese que para
una férmula atémica Pty -+ I,

=g Pty tyfs] &= (t, ..., 1) € PP = v (Pl ty) = V.

Otra vez por el cjercicio 3 de la seccion 4 del capitulo IL, toda
férmula 6 en A se satisface en § con s (pues 7 (6) = V).
Considérese cualquier férmula en ¥. Es una férmula univer-
sal; para simplificar la notacién, digamos que es V2, YV o9b (v,
vy, v3), donde 6 no tiene cuantificadores. Necesitamos verificar,
para cualesquiera términos 1 y fy en H, que =g 8[[t1, %, 2s]]-
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Esto equivale (por el lema de sustitucién) a decir que la férmu-
la 6(t), 5, v3) se satisface en §) por s. Pero esta férmula ¢s una
instancia de Vo1 Yoy 0(v1, 09, v3), asi que (11, t9,v3) estd en A,
Como ya se sefial6, nuestra construccién se hizo de modo que
toda férmula en A se satisficiera en $ con s. Esto es lo que
necesitabamos.

Podemos resumir este resultado de la siguiente manera. Por
simplicidad, se establece sélo para enunciados.

Teorema de Herbrand Considérese un conjunto T'; ¢ de enun-
ciados de un lenguaje de primer orden sin igualdad.
Sea A como se estableci6 antes. Entonces, o bien (caso )
A es insatisfactible en la légica de enunciados y I' = o,
o bien (caso II) A es satisfactible en la légica de enun-
ciados y la estructura §j construida antes es un modelo
de I' en ¢l que ¢ es falsa,

(El trabajo de Herbrand formaba parte de su tesis doctoral,
que terminé en 1930 poco antes de morir en un accidente de
montanismo. La formulacién que él hizo de este teorema es
bastante distinta de la que aqui presentamos, pero las ideas se
desprenden de su trabajo y del de Thoralf Skolem de 1928.)

En el caso I, gracias al teorema de compacidad de la 16gi-
ca de enunciados, hay un subconjunto finito de A que es in-
satisfactible. Este resultado se puede utilizar para hacer una
demostracién alternativa del teorema de compacidad para la
légica de primer orden, que no se basa en la seccién 5 ni en el
calculo deductivo de la seccién 4, ambas del capitulo I1.

Ademds, a partir del enfoque de Herbrand se puede obte-
ner una demostracién del teorema de numerabilidad, también
independiente de las secciones 4 y 5 del capitulo II. Considere-
mos el caso especial en el que I' = . Si @ es vilida, entonces,
conforme se generen mads y mas elementos de A, llegaremos a
un punto en el que tendremos un conjunto insatisfactible, algo
que se puede reconocer usando tablas de verdad. Si ¢ no es vi-
lida, entonces, a medida que generemos mds y mas elementos
de A, estaremos construyendo una estructura en la cual ¢ fa-
lla, pero dicha estructura es infinita y la construccién nunca
termina.
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Ejercicios

1.

o

Demuestre la siguiente versién mejorada del teorema de
Lowenheim-Skolem: Sea 2 una estructura para un len-
guaje numerable. Sea S un subconjunto numerable de
|21|. Entonces hay una subesiructura numerable B de 2,
con S C |B], tal que para toda funcién s de las variables
en |B| y toda férmula de primer orden ¢,

= pfs] it Ee s

Sugerencia: Seleccione funciones de Skolem para todas las
férmulas. Cierre S bajo las funciones. Observacién: Una
subestructura 9B con esta propiedad se conoce como una
subestructura elemental. Nétese que esta propiedad impl-
ca (tomando ¢ como un enunciado) que 2l = B. Por un
lado, esta forma nos permite concluir algo mas fuerte que
lo que afirmamos en la scccidn 6 del capitulo 11, ya que
no sélo obtenemos que Th? tiene algin modelo nume-
rable, sino que en particular obtenemos un submodelo
numerable. Por otro lado, hay que mencionar también
que la demostracién hace uso del axioma de eleccién.

Generalice el ejercicio antetior al caso no numerable. Su-
ponga que 2 es una estructura para un lenguaje de car-
dinalidad ). Sea S un subconjunto de |2l con cardinali-
dad k. Muestre que hay una subestructura clemental 8
de 2 de cardinalidad a lo mds k + A con S C |B].

Muestre que el corolario 42B es 6ptimo en el siguiente
sentido:

(a) Dado cualquier enunciado o de tipo Ji, podemos de-
cidir efectivamente si ¢ es satisfactible o no.

(b) Dado cualquier enunciado o de tipo V;, podemos de-
cidir efectivamente si ¢ ¢s vilido o no.

(a) Postule los dos corolarios (andlogos al 42A y al 42B)
descritos al final de esta seccion.

(b) Demuestre (a).

Repita el ejemplo dado para las cxpansiones de Her-
brand, pero para el inverso: 3y Vx Pxy = Va 3y Pxy.
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Muestre que, en este caso, el conjunto A es insatisfactible
en la légica de enunciados.

6. Aplique el método de las expansiones de Herbrand para
establecer lo siguiente: = 3x (Px — Vx Px).

7. Modifique la construccién de la expansion de Herbrand
para adecuarla a un lenguaje que incluya la igualdad. Su-
gerencia: En efecto, debe agregarse el paso 5 de la demos-
tracion de completud expuesta en la seccioén 5 del capi-
tulo II. Agregue suficientes enunciados universales para
asegurarse de que {(i1,4) | v(1; = #) = V} es una rela-
cién de congruencia.

3. Légica multivariada

Ahora regresamos a los lenguajes de primer orden, pero con
muchos tipos de variables, que abarcan diferentes universos.
(En la siguiente scccién aplicaremos esto al caso en el cual un
tipo de variables es para los elementos de un universo, otro
para los subconjuntos de ese universo, otro més para las rela-
ciones binarias, y asi sucesivamente.)

En matemadticas a veces decimos cosas no muy formales,
como “Usamos letras griegas para ordinales, letras maytiscu-
las para conjuntos de enteros, .. .” En efecto, vamos adoptando
distintos tipos de variables (o lenguaje multivariado), de modo
que cada tipo tiene su propio universo. Ahora nos encargare-
mos de examinar esta situacién de un modo preciso. Como
podria esperarse, nada difiere dristicamente del caso usual de
un solo tipo de variable (o lenguaje monovariado). Ninguno de
los resultados de esta seccién es muy profundo, y la mayoria
de las demostraciones se omiten.

Supongamos que tenemos un conjunto no vacio I, cuyos
elementos se denominan tipos de variables, y simbolos dados
del siguiente modo:

A. Simbolos lagicos

0. Paréntesis: (, ).

1. Simbolos de conectivo: -, —.,
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2. Variables: para cada tipo i, hay variables vil, vé, ...de
tipo i

3. Simbolos de igualdad: para algunos i € I puede ha-
ber un sfmbolo =;, que es un simbolo de predicado

de tipo (i, 7).
B. Pardmetros

0. Simbolos de cuantificador: para cada tipo ¢ hay un
simbolo de cuantificador universal V;.

1. Simbolos de predicado: para cada n > 0y cada n-ada
(i1,...,i,) de tipos, hay un conjunto (que podria
ser vacio) de simbolos de predicado de n argumen-
tos, cada uno de los cuales se dice que cs de tipo
(11, oo in)-

2. Simbolos de constante: para cada tipo z, hay un con-
junto (que podria ser vacio) de simbolos de constan-
te, cada uno de los cuales se dice que es de tipo i.

3. Simbolos de funcién: para cada n > 0 y para cada
(n + 1)-ada (i1, ..., in, ins1) de tipos, hay un conjun-
to (que podria ser vacio) de simbolos de funcién de
n argumentos, cada uno de los cuales se dice que es
de tipO (il, e ,imin_51>.

Como se suele hacer, debemos suponer que estas clases de
simbolos son disjuntas y ademds que ningun simbolo es una
sucesién finita de otros simbolos.

A cada término se le asignard un dnico tipo. Definimos ¢l
conjunto de los términos de tipo i inductivamente, en forma
simultanea para todo i:

1. Cualquier variable de tipo i o simbolo de constante de
tipo i es un término de tipo i.

2.8ity,...,t, son términos de tipo i1, - . . , in, TESpECtivamen-
te, v f es un simbolo de funcién de tipo (i1, -+ s ins ins1), EOLON-
ces ft1 - -ty es un término de tipo iny1-

Esta definicién se puede reformular de un modo que resulte
mas familiar. El conjunto de los pares (t,) tal que ¢ es un tér-
mino de tipo i se construye (o se genera) a partir del conjunto
basico
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{{vi,i) | n>1eic I} U{{ci) | cesun simbolo
de constante de tipo i}

por medio de las operaciones que, para un simbolo de funcién
de tipo (i1, ..., iy, ins1), produce el par (ft; -« - by, 1,2 1) @ partic
de los pares (t1,41), .. ., (tn, tn)-

Una férmula atémica es una sucesién Pty -+ £, que consis-
te en un simbolo de predicado de tipo (i1,...,%,) ¥ términos
t1,...,t, de tipo i1,...,1,, respectivamente. Las féormulas no
atomicas se forman, entonces, usando los conectivos =, —+ y
los cuantificadores V;v!,.

Una estructura multivariada % es una funcién sobre el con-
junto de los parametros que asigna a cada uno el tipo correcto
de objeto:

1. Al simbolo de cuantificador V;, 2l le asigna un conjunto
no vacfo |]; lamado el universo de 2 de tipo .

2. A cada simbolo de predicado P de tipo (i1,...,4,), A le
asigna una relacion

Pi}[ g |Q[§xi Koewr X |Q{'IEJ|’

3. A cada simbolo de constante ¢ de tipo i, 2 le asigna un
punto ¢* en |2A;.

4. A cada simbolo de funcién f de tipo (i1, . . ., in, ine1), A le
asigna una funcién

AW x e x A, = (U

Las definiciones de verdad y de satisfaccion son las obvias,
dado que V; se ha interpretado como “para todos los elementos
del universo [2]; de tipo 2"

En una estructura multivariada, los universos de los varios
tipos pueden o no ser disjuntos; pero ya que no tenemos simbo-
los de igualdad entre tipos, cualquier situacién de universos no
disjuntos debe considerarse accidental. En particular, siempre
habrd una estructura elementalmente equivalente cuyos univer-
sos son disjuntos.

Reduccion a la logica monovariada

A veces los lenguajes multivariados pueden ser convenientes
(como veremos en la siguiente seccién); pero no hay nada esen-
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cial que se pueda hacer con ellos que no se pueda hacer tam-
bién sin ellos. En seguida plantearemos esta afirmacién de un
modo mas preciso.

Consideraremos un lenguaje monovariado que tiene todos
los simbolos de predicado, de constante y de funcién de nues-
tro lenguaje multivariado supuesto. Ademas, tendra un simbo-
lo de predicado @; de un argumento para cada ¢ en I. Hay
una traduccién sintictica que convierte cada formula multiva-
riada ¢ en una férmula monovariada ¢*. En esta traduccién,
todos los simbolos de igualdad se reemplazan por =. El uinico
otro cambio estd en los cuantificadores (el simbolo de cuantifi-
cador y las variables cuantificadas): reemplazamos

‘V',jﬂ;_ﬂi_
por
Yo(Qv— _v_),

donde v es una variable elegida de modo que no haya con-
flicto con las otras variables. Entonces los cuantificadores de
tipo ¢ estan “relativizados” a Q;. (Las variables libres se dejan
sin cambio.) .
Volviendo a la semdntica, podemos transformar una estruc-
tura multivariada 2 en una estructura 2* para el lenguaje mo-
novariado anterior. El universo [2*| es la unién J;_, []; de
todos los universos de . Le asignamos a Q; el conjunto [2|;.
La estructura 2* concuerda con 2 en todos los simbolos de
predicado y de constante. Para cada simbolo de funcién f, Ia
funcién f* es una extensién arbitraria de f¥. (Desde luego,
este ultimo enunciado no especifica f* por completo. Los re-
sultados que daremos para 2* se cumplen para cualquier es-
tructura obtenida del modo que acabamos de describir.)

Lema 43A Un enunciado multivariado ¢ es verdadero en 2 -
sit o es verdadero en 21*.

Para probar esto, afirmamos algo mds fuerte acerca de las
férmulas:

Fa ¢ls] <= fa- @8],

donde s (v}) € ||;. Esta afirmacién se prueba por induccién.
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Consideremos ahora la otra direccién. Una estructura mo-
novariada no siempre se puede convertir en una estructura
multivariada. Por lo tanto, impondremos algunas condiciones.
Sea @ el conjunto que consta de los siguientes enunciados mo-
novariados:

1.3v Q;v, paracadaien .

2.Vo Vo, (Qpv1 = -+ = Qi 0n — Qi fo1---vn), par
ra cada simbolo de funcién f de tipo {i1,..., in, tpe1). Inclui-
mos el caso n = 0, en el cual el enunciado anterior se convierte
en (J;c para un simbolo de constante ¢ de tipo i.

Nétese que la estructura anterior 2* es un modelo de ®. Un
modelo monovariado 25 de @ se puede convertir en un mo-
delo multivariado B*. La conversién se lleva a cabo del modo
natural:

1Bt = QF;
PP =P N (QP x ... x QF), donde P es un simbolo
de predicado de tipo (i1, ..., iy);
B = B,

=20 0QF x - x 0P x T..)s larestriccién de
jm a _?-? X o X Q‘iﬁ donde f es un simbolo

de funcién de tipo (i1, ..., in, tpe1).

Lema 43B Si B es un modelo de &, entonces B es una
estructura multivariada. Ademads, un enunciado multiva-
riado o es verdadero en B! sii o* es verdadero en B,

La prueba es similar a Ia del lema 43A.

Notese que en general B no es igual a B. (Por ejemplo,
|%B| puede contener puntos que no pertenecen a ningin Q*.)
Por otro lado, A si es igual a 2.

Teorema 43C En cl lenguaje multivariado
Yo
sil en el lenguaje monovariado

SUD o



428 UNA INTRODUCCION MATEMATICA A LA LOGICA

Demostracién (=) Supongamos que T = o y sea B un mode-
lo monovariado de £* U @ (donde &* = {¢* | ¢ € I}).
Entonces, por el lema 43B, B* es un modelo de I. Por lo
tanto, B* es un modelo de 0. Asi que, nuevamente por
el lema 43B, B es modelo de o*.

(«=) En forma similar, con el lema 43A. .

Usando el teorema 43C, podemos inferir ahora los siguien-
tes tres teoremas a partir de los resultados correspondientes
para la l6gica monovariada.

Teorema de compacidad Si todo subconjunto finito de un con-
junto ¥ de enunciados multivariados tiene un modelo,
entonces ¥ tiene un modelo.

Demostracién Supongamos que todo subconjunto finito >
de ¥ tiene un modelo multivariado 2(;. Entonces cual-
quier subconjunto finito 3§ de X* tiene un modelo 2Aj.
En consecuencia, por el teorema de compacidad ordina-
rio, &* tiene un modelo B. Entonces, B¢ es un modelo

de X. -

Teorema de numerabilidad Para un lenguaje multivariado re-
cursivamente numerado, €l conjunto de los nimeros de
Godel de los enunciados légicamente validos es recursi-
vamente numerable.

Demostracién Para un enunciado multivariado o, por el teo-
rema 43C,

Fo sii @0
Como @ es recursivo, Cn® es recursivamente nume-
rable. Pero 0" depende recursivamente de o, asi que

podemos aplicar el ejercicio 7(b) de la seccién b del ca-
pitulo III. -1

Teorema de Léwenheim-Skolem Para cualquier estructura multi-
variada (de un lenguaje numerable) hay una estructura
numerable elementalmente equivalente.

Demostracién Supongamos que la estructura dada es 2. En-
tonces A* es un modelo monovariado de (Th2)* U ®.
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De ahi que, por el teorema de Léwenheim-Skolem ordi-
nario, (Th2)* U ® tiene un modelo numerable 9. En
consecuencia, B* es un modelo de Th2 y es elemental-
mente equivalente a 2L. -

4 . Estructuras generales

Regresamos ahora a la discusién sobre la 16gica de segundo
orden que empezamos en la secciéon 1 de este capitulo. Ahi
discutimos (a) la sintaxis, es decir, el conjunto de férmulas de
segundo orden, y (b) la semdntica, es decir, el concepto de
estructura (que fue el mismo que para las de primer orden)
y la definicién de satisfaccién y de verdad.

En esta seccion pretendemos dejar (a) sin cambios, pero que-
remos presentar una alternativa para (b). La idea se puede
plantear muy brevemente: ahora consideraremos el lenguaje
(que previamente concebimos como un lenguaje de segundo
orden) como un lenguaje elemental (es decir, de primer orden)
con varios tipos de variables. El resultado serd dejar abierto a
la interpretacién no sélo el universo que abarcan las variables
individuales, sino también los universos para las variables de
predicado y de funcién. En particular, este enfoque es adecua-
do para la teorfa de nimeros, caso que cxaminaremos breve-
mente al final de esta seccién.

El lenguaje multivariado

A pesar de que en ultima instancia quercmos considerar la gra-
matica de la seccién 1 de este capitulo, sera conveniente consi-
derar un lenguaje multivariado (de primer orden) construido
a partir del lenguaje de segundo orden de esa misma seccién.
Tomamos R, tipos: €l tipo individual (con variables z1,v3,...);
para cada n > 0, el tipo de predicado de n argumentos (con
variables X{', X5, ...); y para cada n > 0, el tipo de funcién de
n argumentos (con variables Fy', Fy, . ..). Usaremos la igualdad
(=) sdlo entre términos de tipo individual. Los parametros de
predicado y de funcién de nuestro lenguaje de segundo orden
dado también serdn parametros del lenguaje multivariado, y to-
marin, como argumentos, términos del tipo individual. (Para
un parametro de funcién f, el término f7es de tipo individual;
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los tnicos términos de tipo de predicado o de funcién son las
variables de esos tipos.)

Ademas, usaremos ahora dos clases nuevas de parametros.
Para cada n > 0, hay un parametro de predicado de pertenen-
cia £, que toma, como argumentos, un término del tipo de
predicado n-ario (es decir, una variable X) y n términos de
tipo individual. Por ejemplo:

EgXS Vo Vg

¢s una férmula. Su interpretacién propuesta es que la terna de-
notada con (vg, v1,vg) debe pertenecer a la relacién denotada
con X3, Esta es exactamente la interpretacién asignada previa-
mente a la férmula de segundo orden

3
X~ vovyvs,

y de hecho aconsejamos al lector que identifique mentalmente
la cercanfa de estas dos férmulas.

Para cada n > 0, hay también un pardmetro de funcién
evaluacion £,, que toma como argumentos un término del tipo
de funcién n-aria (es decir, una variable F,)) y n términos de
tipo individual. El término resultante,

E.F" 1+ t,,

es él mismo de tipo individual. Nuevamente aconsejamos al
lector que identifique la cercania del término E, F" ¢; - - - t, con
el anterior F™ty -+ t,,.

Hay un modo obvio de traducir entre el lenguaje de segun-
do orden de la seccion 1 de este capitulo y el presente lenguaje
multivariado. En una direccién agregamos los simbolos g, y E,,;
en la otra los quitamos. El propésito de estos simbolos es ha-
cer que el lenguaje esté de acuerdo con la seccién 3 de este
capitulo.

Una estructura multivariada tiene universos para cada tipo
y asigna objetos adecuados a los diversos pardmetros (como se
describié en la seccién anterior). Para empezar, queremos pro-
bar que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ¢,
se interpreta como pertenencia genuina y E, como evaluacién
genuina.
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Teorema 44A Sea 2 una estructura para el lenguaje multi-
variado descrito, tal que los diferentes universos de 2
son disjuntos. Entonces existe un homomorfismo % de 2
sobre una estructura ‘B tal que:

(a) & es uno a uno, de hecho, es la identidad, sobre el
universo de los individuos (de lo cual se sigue que

o @fs] sii =g @lhos]

para cada férmula ).

(b) El universo de predicados n-arios de 9B consiste
de ciertas relaciones n-arias sobre el universo de indivi-
duos, y (R, a1,...,a,) estd en &2 sii {a1,...,a,) €R.

(c) El universo de funciones n-arias de 9B consiste de
ciertas funciones n-arias sobre el universo de individuos,

yEniB(ﬁal:---:an) :f(al,---,a-n)-

Demostracion Como los universos de U son disjuntos, pode-
mos definir A sobre cada universo por separado. Sobre
el universo de los individuos U, & es la identidad; sobre el
universo de tipo de predicados de n argumentos,

R(Q) ={{a1,...,a,) | cadag;estaen U
. y <Q2(315"':a-n> estd Cnsﬂ}.

Entonces
(ay,....a.) €R(Q) sii (Q,ai,...,a,) estd en 2. (1)

De modo similar, sobre el universo de tipo de funciones
de n argumentos,

k (g) es la funcién n-aria sobre U cuyo valor en

(a1,...,a,) es EX(g,a1,...,ay).
Entonces
B o) = EX(gan. ). (@)

Para ¢° tomamos simplemente la relacién de perte-
nencia,

(R,ay,...,a,) estaene® sii (ay,...,a,) €R. (3)

n
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Para E® tomamos la funcién evaluacion,

EP (fia,. . ) = f(an,...an). (4)

En los otros pardmetros (heredados del lenguaje de se-
gundo orden), B coincide con 2.

Entonces esté claro que % es un homomorfismo de 2
sobre B. Que h preserva &, se sigue de (1) y (3), donde
en (3) tomamos R = h(Q). Asimismo, de (2) y (4) se
sigue que h preserva E,.

Finalmente, tenemos que verificar la afirmacion entre
paréntesis de la parte (a). Esto se sigue de la version mul-
tivariada del teorema de homomorfismo de la seccion 2
del capitulo II, usando el hecho de que tenemos igual-
dad sélo para el tipo de los individuos, donde % es uno
a uno. -

Por el teorema anterior, podemos restringir la atencion a
las estructuras B, donde ¢, v E, estan dadas por (b) y (c) del
teorema. Pero como €2 y EF estan determinadas por el resto
de 9B, en realidad no las necesitamos. Cuando las eliminamos,
tenemos una preestructura general para nuestra gramatica de
segundo orden.

Estructuras generales para lenguajes de segundo orden

Estas estructuras proporcionan la seméntica alternativa men-
cionada al principio de esta seccién.

Definicion  Una preestructura general 2L para nuestro lengua-
je de segundo orden consiste €n una cstructura (en el
sentido original) junto con los conjuntos adicionales si-
guientes:

(a) para cada n > 0, un universo de relaciones n-arias,
que es un conjunto de relaciones n-arias sobre |21};

(b) para cada n > 0, un universo de funciones n-arias,
que es un conjunto de funciones de [2[" en [2].

9 es una estructura general si, ademas, todos los enun-
ciados de comprehensién son verdaderos en 2.
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La dltima oracién de la definicidén requiere una explicacion.
Primero, un enunciado de comprehensién es un enunciado
que sc obtiene como generalizaciéon de una férmula de com-
prehension (véase el ejemplo 3 de la seccién 1 de este capitulo).
Por lo tanto, es una generalizacién de

AX" Vo Vo, (X 01 - -1, ¢+ ),
donde X" no aparece libre en ¢, o bien una generalizacién de

Vor-- Vo, 3logids —
HFHV‘Ul "'VUR_,_l(FﬂUI Uy = Uy 'E,."l))

donde F" no aparece libre en 1. (Aqui ¢ y 9 pueden tener
variables individualcs, \earlables de predicado y variables de
funcidn.)

En seguida debemos aclarar qué significa que un enuncia-
do de comprehensiéon (o, mas bien, cualquier enunciado de
segundo orden) sea verdadero en 2. Supongamos, pues, que
2 es una preestructura general. Entonces, un enunciado o es
verdadero en 2 sii el resultado de transformar ¢ en un enun-
ciado multivariado (agregando ¢, y E,) es verdadero en 2, con
€y interpretada como pertenencia y E, como evaluacion.

Mas en general, sea ¢ una férmula de segundo orden, y
sea 5 una funcién que asigna a cada variable individual un
elemento de |2, a cada variable de predicado un elemento del
universo de relaciones de 2, y a cada variable de funcién un
elemento del universo de funciones de 2. Entonces decimos
que 2 satisface ¢ con s (lo cual se escribe =§ ¢[s]) sii la versién
multivariada de ¢ se satisface con s en la estructura 2, donde
€, S€ Interpreta como pertenencia y E, como evaluacién.

Las consecuencias esenciales de esta definicién de satisfac-
cién son las siguientes, que podrian compararse con 5 y 6 de
la pagina 407.

=S VX" ofs] sii para toda R en el universo de las rela-

ciones n-arias de 2, =5 o[s (X" | R)].

=5 VF” ¢[s] sii para toda f en el universo de las fun-
ciones n-arias de 2, =5 o[s (F" | f)].
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Este es entonces el enfoque alternativo mencionado al inicio de
esta seccién; esto implica tratar la gramdtica de segundo orden
como una gramatica multivariada de primer orden disfrazada.
Como este enfoque es bisicamente de primer orden, tenemos
el teorema de Lowenheim-Skolem, el teorema de compacidad
y el teorema de numerabilidad.

Teorema de Lowenheim-Skolem Si el conjunto ¥ de enunciados
en un lenguaje numerable de segundo orden tiene un
modelo general, entonces tiene un modelo general nu-
merable.

Aqui un modelo general numerable es aquel en el que todo
universo es numerable (o de manera equivalente, que la unién
de todos los universos es numerable).

Demostracion Sea I' el conjunto de los enunciados de com-
prehensién. Entonces 3 U I, visto como conjunto de
enunciados multivariados, tiene un modelo multivaria-
do numerable por el teorema de Léwenheim-Skolem de
la seccién anterior. Por el teorema 44A, existe una ima-
gen homeomérfica de ese modelo que es una preestruc-
tura general que satisface X U T, y por lo tanto es un

i

modelo general de 2. -

Teorema de compacidad Si todo subconjunto finito de un con-
junto ¥ de enunciados de segundo orden tiene un mo-
delo general, entonces X tiene un modelo general.

Demostracion La prueba es exactamente como la anterior.
Todo subconjunto finito de £ UT tiene un modelo mul-
tivariado, de modo que podemos aplicar el teorema de
compacidad de la seccién anterior. o

Teorema de numerabilidad Supongamos que el lenguaje es re-
cursivamente numerado. Entonces, €l conjunto de los’
ntimeros de Godel de los enunciados de segundo orden
que son verdaderos en toda estructura general es recur-
sivamente numerable.

Demostracién Un enunciado ¢ es verdadero en toda estructu-
ra general sii o es consecuencia, como enunciado multi-
variado, de I'. Y sabemos que {I" es recursivo. =l
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Los dos teoremas anteriores aseguran que existe un calculo
deductivo aceptable tal que 7 es deducible a partir de ¥ sii 7 es
verdadero en todo modelo general de ¥ (véanse las observa-
ciones al principio de la seccién 4 del capitulo II). Pero ahora
que sabemos que existe tal cdlculo deductivo completo, no hay
razon para desarrollarlo detalladamente.

Podemos comparar los dos enfoques de la semantica de se-
gundo orden como sigue: la version de la seccién 1 de este
capitulo (a la que llamarcmos l6gica absoluta de segundo or-
den) es una criatura hibrida, en la cual el significado de los
parametros se¢ deja abierto a la interpretacién por estructuras;
sin embargo, la interpretacién de ser (por ejemplo) un subcon-
junto no se deja abierta, sino que se trata con un significado
fijo. La version de la presente seccién (Iégica general de segun-
do orden) evita apelar a una nocién fija de subconjunto y es,
en consecuencia, reducible a la Iégica de primer orden. En ese
aspecto se asemeja a la teorfa axiomatica de conjuntos, donde
se habla de conjuntos y de conjuntos de conjuntos, y asi sucesi-
vamente, pero la teoria es una teoria de primer orden.

Al agrandar la clase de las estructuras, la logica general de
segundo orden disminuye los casos en que se cumple la impli-
cacién légica. Es decir, si todo modelo general de 3 es modelo
general de o, entonces se sigue que £ |= ¢ ¢n la 16gica abso-
luta de segundo orden. Pero el inverso s falso. Por ejemplo,
tomemos ¥ = (J: El conjunto de los enunciados verdaderos ¢n
todos los modelos generales es un subconjunto recursivamente
numerable del conjunto no aritmético de los enunciados vali-
dos de la ldgica absoluta de segundo orden.

Modelos del andlisis

Podemos ilustrar la idea de esta seccién dirigiendo la atencién
al caso particular mas interesante: los modelos gencrales de la
teoria de los nimeros de segundo orden. Consideremos, pues,
el lenguaje de segundo orden para la teoria de los nimeros,
con los pardmetros 0, §, <, - y E. Tomamos como nuestro con-
Jjunto de axiomas el conjunto Ai obtenido a partir de Af agre-
gando como duodécimo elemento ¢l postulado de induccién
de Peano (ejemplo 2, seccién 1 de este capitulo). Del ejercicio 1
de la seccién 1, también de este capitulo, podemos concluir
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que cualquier modelo (en la semantica de esa seccion) de A2
es isomorfo a 1.

Pero {qué podemos decir de los modelos generales de nues-
tro conjunto de axiomas? Pueden diferir de 91 en cualquiera
de dos maneras (o en ambas). Como antes, podemos usar ¢l
teorema de compacidad para construir modelos generales (no
estandar) de los axiomas que ticnen ntimeros infinitos (es de-
cir, modelos 2 con un clemento mayor que el denotado por ™0
en el orden <%). También podemos encontrar modelos gene-
rales (no absolutos) en los cuales, por ejemplo, €l universo de
los conjuntos (el universo de las relaciones unarias) es menor
que todo el conjunto potencia del universo de individuos. De
hecho, cualquier modelo general numerable debe ser de esta
clase.

Es tradicional entre los légicos referirse a la teorfa de los
ntmeros de segundo orden como andlisis. El nombre se debe
a que es posible identificar a los niimeros reales con los con-
juntos de los numeros naturales. En la teoria de los numeros
de segundo orden tenemos cuantificadores sobre los conjuntos
de los nimeros naturales que pueden verse como cuantifica-
dores sobre los nimeros reales. Aunque puede cuestionarse lo
adecuado del nombre, su uso esta bien establecido. Por un mo-
delo del andlisis entenderemos un modelo general del conjunto
anterior de axiomas A%.

Definimos un w-modelo del andlisis como un modelo del ana-
lisis en el que el universo de los individuos es Ny 0 y S denotan
alos 0y S estandar. (Como consecuencia, <, +, - y E tambi¢n
tienen denotaciones estandar.) La motivacién para estudiar los
w-modelos se puede explicar como sigue: tenemos una com-
prensién clara —o asi lo creemos— del conjunto N; pero de su
conjunto potencia P N no podemos decir lo mismo. Por ejem-
plo, no sabemos si su cardinalidad es R; o Ng 0 mas. Asi que
es razonable dejar fijo aquello de lo que estamos seguros (M),
pero dejar abierto a interpretacion por una estructura aquello
de lo que no estamos seguros (P N).

Entre los w-modelos del andlisis hay un modelo absoluto, cuyo
universo de relaciones n-arias consta de todas las relaciones
n-arias sobre N (y cuyos universos de funciones constan de to-
das las funciones posibles). Un enunciado de primer orden es
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verdadero en un w-modelo arbitrario del analisis sii es verdade-
ro en 1. Pero tal vez el w-modelo no coincida con el modelo
absoluto en los enunciados de segundo orden.

En el siguiente teorema afirmamos que un w-modelo del
andlisis estd completamente determinado por su universo de
conjuntos (es decir, por su universo de relaciones unarias).

Teorema 44B  Si 2 y 98 son w-modelos del andlisis que tie-
nen los mismos universos de relaciones unarias, enton-

ces A =B,

Demostracidon Supongamos que R pertenece al universo de
las relaciones de tres argumentos de 2. Sea (R) la “com-
presion” de R a una relacién unaria:

(R) = {(a,b.c) | (a.b,c) € R}.

Nuestra funcién codificadora de sucesiones es recursiva
¥, por lo tanto, definible en teoria de los nimeros de pri-
mer orden por una férmula @. (R) estd en el universo de
conjuntos de 2 en virtud del enunciado de comprehen-
sién
VX? 3 X' Vul[X'u e o) Juy v (0(o1, 09,03, u)
AX3 Ulvgvg)i.

Entonces (R) estd en el universo de conjuntos de 95;
lo decodificamos por medio de un argumento similar,
R estd en el universo de relaciones de tres argumentos
de B en virtud del enunciado de comprehension

VXI HXS Vo Vs Vs [X:%vlvgvg A
Ju (p(v1, v9,v3,u) A X' w)].

Un argumento similar sc¢ aplica a los universos de fun-

1

ciones. —

En consecuencia, podemos identificar un w-modelo del ana-
lisis con su universo de conjuntos (que estd incluido en P N).
No toda subclase de P N es, entonces, un w-modelo del analisis,
sino sélo aquellos para los cuales se satisfacen los enunciados
de comprehensién.
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EJEMPLOS DE w-MODELOS Sdlo necesitamos especificar el uni-
verso de conjuntos.

1. PN es ¢l modelo absoluto.

2. Sea (A; €4) un modeclo de los axiomas mas comu-
nes de la teorfa de conjuntos tal que (i) la relacién €4 es
Ia relacién de pertenencia {{(a,b0) |a € A, b € Aya € b}
sobre el universo A, y (ii) A es transitivo, es decir, si
a € b € A, entonces ¢ € A. Por lo tanto, la coleccién
de todos los subconjuntos de N que pertenecen a A es
un w-modelo de] analisis.

3. Para una clase A C PN, definimos D4 como la
clase de todos los conjuntos B C N que son definibles
en la w-preestructura con universo de conjuntos A por
una férmula del lenguaje de la teoria de niimeros de
segundo orden, aumentado con pardmetros para cada
conjunto de .A. Entonces definimos por recursién trans-
finita sobre los ordinales:

AO = m)
-Acr—‘,—l =D Aa:
Ay =Uper Ao para A limite.

Por consideraciones de cardinalidad vemos que esto
deja de crecer en algun ordinal 3 para el cual Ag, 1 =
Ag. Sea B el minimo 3 tal; se puede demostrar (a partir
del teorema de Lowenheim-Skolem) que [y es un ordinal
numerable. A3, coincide con |, A, (unién sobre todos
los ordinales «) y se llama la clase de los conjuntos ana-
liticos ramificados. Es un w-modelo del analisis; la verdad
de los enunciados de comprehensién se sigue del hecho
de que D Ag, C Ag,-
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316

numeros naturales, 14, véase tam-
bién teoria de nimeros

w-completud, 321

w-consistencia, 347, 352

w-modelos del andlisis, 435-438

ocurrencia libre de una variable,
114-117

operacién asterisco grande, 320

operaciones, 18-19; de construc-
cién de formulas, 54-35, 114;
de construccién de términos,
113

operador g, 311-312, 317

operador minimo cero, 311-312,
317 '

orden denso, 233

parédoja de Skolem, 222
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parametro(s), 30, 106-107; de relacién(es), 17-19; aritméticas,

funcién evaluacién, 429-430
paréntesis, uso de, 56-57, 118
pares ordenados, 16-17
parte estindar, 258
particion, 19
permutacion, 149
Post, Emil, 76, 222, 375
postulado de induccién de Peano,

407, 410, 411, 412, 435
predicado T, 357
predicado de pertenencia, 430
preestructura general, 432
Principia  Matemathica

head y Russell), 222

problema de la detencién, insolu-

bilidad del, 365-366
procedimiento de semidecisién,
98
procedimiento efectivo, 94-100;
véase también tesis de Church
producto cartesiano, 17
profundidad de un circuito, 88
propiedad del modelo finito, 238
prueba de Los-Vaught, 230-233,
274

Rabin, Michael, 289

raiz de 4rbol, 21

rango (o imagen de una relacién),
17-18 ‘

raya de Sheffer, 82

recursion, 55, 63-72: mondtona,
322; primitiva, 318-319, 326

reduccién al absurdo, 177-178,
180

reductos de la teorfa de los niime-
ros, 263-264, 273-290

regla(s); de inferencia, 164; de
la cadena, 261; regla IE, 183-
184, 213; regla T, 176

{White-

149, 348; calculablemente nu-
merable {(c.n.), 343; de con-
gruencia, 205; de orden, 19,
139, 232, 407; de un solo va-
lor, 18; definibles, 136-137,
147, 412; definibles a partir
de puntos, 154-155; implici-
tamente definidas, 412; recur-
sivamente numerables (r.n.),
335, 342-343, 347; recursivas,
298-303, 334-336; reflexivas,
19; simétricas, 19; transitivas,
19

relaciones representables, 295-
297; débilmente representa-
bles, 346-348; y férmulas nu-
meralmente determinadas,
297, 303-305

representabilidad débil, 346-348

resoluciéon, 85

restriccion, 18, 316

retraso de un circuito, 88

Robinson, Abraham, 251

satisfaccién de férmulas, 42, 125-
130

segmentos de sucesién, 17; ini-
cial, 17; terminal, 157-158

semantica y sintaxis, 185

Shepherdson, John C., 375

sii, uso de, 13

simbolo(s); bicondicional, 30, 31;
condicional, 30, 31; conectivos
de enunciado, 30, 73-85; de
conjuncién, 27, 31; de cons-
tante, 107, 108, 119; de cuan-
tificador universal, 104, 106,
122; de disyuncién, 28, 31;
de enunciado, 30-31, 171; de
funcién, 107, 108, 119, 187-
189; de funcién de 0 argu-
mentos, 107; de funcién defi-
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nidos, 259-242, 246, 249-250;
de igualdad, 106; de negacién,
27, 31, 34; de pardmetro, 106-
107; de predicado, 107, 119,
188-189; de proposicién, 31;
légicos, 30, 106; no l6gicos, 30

simplificacién de férmulas, 117-
119

sintaxis y semdntica, 185

sistema operativo, 363

Skolem, Thoralf, 213, 222, 421;
véanse también funciones de
Skolem; teorema de Lowen-
heim-Skolem; forma normal
de Skolem; paradoja de Sko-
lem

Sturgis, H.E., 375

subconjuntos, 15

subestructura(s), 142-143, 422;
elemental, 422

sucesién; codificadora y decodi-
ficadora, 316-317, 398-400,
404; de construccién, 35-36,
59-62, 165-166; finita, 16-17

sustitucion, 49, 167-169; de tér-
minos, 167-168, 189-190; le-
ma de, 195-197; representabi-
lidad de la, 330; y variantes al-
fabéticas, 186-188;

sustituibilidad, 168-169

tablas de verdad, 44-47

Tarski, Alfred, 152, 155, 222, 223,
295, 232, 265, 339

tautologfas, 43; en lenguajes de
primer orden, 170-172; lista
selecta de, 47-48; representa-
bilidad de, 331-332

teorema(s); chino del residuo,
137, 401; concepto de, 164-
165, 174; de aritmética car-
dinal, 24-25; de Bolzano-
Weierstrass, 262; de Cantor,
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232-233 237: de Church, 212,
239, 342: de correctud, 193-
197; de generalizacién, 174-
175 de Herbrand, 421; de in--
definibilidad de Tarski, 339-
340, 346; de interpolacién, 85;
de Kleene, 99, 347; de la de-
duccién, 176-178; de Lagran-
ge, 243; de Lindenbaum, 353;
de Lob, 387; de Loéwenheim-
Skolem, 221-226; de Presbur-
ger, 284-285; de recursion,
65-66, 68-69; de Rice, 373~
374; de Schroder-Bernstein,
23: de Steinitz, 232; de Trakh-
tenbrot, 220; de Tychonoff,
44; del homomorfismo, 143-
145; del pardmetro, 371-373,
380; LST, 225-226; S-m-n, véase
teorema del pardmetro; véanse
también teorema de compaci-
dad; teorema de completud
(Godel); teorema de incom-
pletud (Godel); teorema de la
forma normal para funciones
recursivas; teorema de nume-
rabilidad; teorema de unicidad
de la lectura

teorema de compacidad; en la 16-
gica de enunciados, 44, 92-94;
en la 16gica de primer orden,
162, 208, 421; en la légica de
segundo orden, 409, 434; en la
logica multivariada, 428; histo-
ria del, 212-213 '

teorema de completud (Godel),
198-213, 340, 367

teorema de la forma normal para
funciones recursivas, 362-363;
de Skolem, 414

teorema de incompletud (Gédel);
indecidibilidad 'y, 337-352;
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primero, 212, 340, 369-370;
segundo, 382-388, 394-306 ..

teorema de Lowenheim-Skolem,
153, 221-226, 274; en la logica
de segundo orden, 409, 434;
en la légica multivariada, 428-
429

teorema de numerabilidad, 163,
209-210, 213, 421; en la légica
de segundo orden, 411, 428;
en la l6gica multivariada, 428

teorema de unicidad de la lectu-
ra; en légica de enunciados,

. 67; para férmulas, 161-162;
para términos, 159-160

teoria de conjuntos (TC), 222,
229, 235-237, 347, 388-396;
lenguaje de la, 107-108; teore-
mas de incompletud de Godel
para la, 394-396

teoria(s), 226-233; axiomatizable,
228-230; completa, 228; dec
conjuntos  Zermelo-Fraenkel,
229, 389; de estructuras, 216—
218, 222-223, 225-226; deci-
dible, 211-212, 229-230, véase
también indecidibilidad; fini-
tamente axiomatizables, 228:
interpretacién entre, 239-251;
modelos de, 215-237; recursi-
vamente axiomatizables, 335,
345; suficientemente fuerte,
353, 384-385

teoria de ntimeros, 264-265; con
el orden, 279-283, 403; con ex-

UNA INTRODUCCION MATEMATICA A LA LOGICA

ponenciacién, 291-295, 403;
con la suma, 283-284, 403;
con multiplicacién, 397-404;
con sucesor, 271-279, 408; len-
guajc de la, 108, 110, 265

tercero excluido, 48

términos, 112-119; andlisis de,
158-160; representacién de,
325-327; unicidad de la lectu-
ra de, 159-160

tesis de Church, 270, 268, 297-
308, 336, 345, 355

tipo clemental, 155

traduccién sintdctica, 246-251

transformaciones lineales, 148

tricotomia, 19, 139, 252, 280

Turing, Alan, 300, 375

ultraproducto, 208

union, 15

universo; de estructuras, 122; de
funciones, 432; de Herbrand,
418; de relaciones, 432

valores de verdad, 38-39

variables, 106, 119; acotadas, 121;
de funcién, 405; de predicado,
405; individuales, 406; infini-
tamente cercanas, 256-257; li-
bres, 114-117

variantes alfabéticas, 186-188

verdad, 38; indefinibilidad de la,
339, 346; y modelos en légica
de primer orden, 121-148

Z-cadena, 272-274, 284
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Una introduccion matemdtica a la logica se ter-
miné de imprimir en septiembre de 2004
en los talleres de Formacion Grialica, S.A.
de C.V. (Matamoros 112, Col. Rail Rome-
ro, C.P. 57630, Cd. Nezahualcdyotl, Edo. de
México). Para su composicién y formacién,
realizadas por computadora, se utilizaron el
programa KIEX 2¢ vy tipos New Baskerville.
El tiraje consta de 1000 ejemplares.



