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A Patricia. / A Ana Zoraida.

A los que van quedando en el camino,
Comparfieros de ayer,

De hoy y de siempre.



INTRODUCCION

El libro que os ofrecemos, no es un libro auto contenido, sino un instrumento
de complementacion, para la practica indispensable en el topico relativo a las
integrales indefinidas. En este contexto, el buen uso que se haga del mismo

llevara a hacer una realidad, el sabio principio que unifica la teoria con la practica.

El trabajo compartido de los autores de “801 ejercicios resueltos” es una
experiencia que esperamos sea positiva, en el espiritu universitario de la
activacion de las contrapartes, en todo caso sera el usuario quien de su veredicto
al respecto, ya sea por medio del consejo oportuno, la critica constructiva o la
observacion fraterna, por lo cual desde ya agradecemos todo comentario al

respecto.

Nos es grato hacer un reconocimiento a la cooperacion prestada por los

estudiantes de UNET: Jhonny Bonilla y Omar Umaiia.



INSTRUCCIONES

Para un adecuado uso de este problemario, nos permitimos recomendar lo
siguiente:

a) Estudie la teoria pertinente en forma previa.

b) Ejercite la técnica de aprehender con los casos resueltos.

c) Trate de resolver sin ayuda, los ejercicios propuestos.

d) En caso de discrepancia consulte la solucién respectiva.

e) En caso de mantener la discrepancia, recurre a la consulta de algin
profesor.

f) Al final, hay una cantidad grande de ejercicios sin especificar técnica
alguna. Proceda en forma en forma anéaloga.

g) El no poder hacer un ejercicio, no es razén para frustrarse. Adelante

y éxito.



ABREVIATURAS DE USO FRECUENTE

e: Base de logaritmos neperianos.
Iin: Logaritmo natural o neperiano.
log : Logaritmo vulgar o de briggs.
sen: Seno.

arcse n Arco seno.

Cos: Coseno.

arccos Arco coseno.

arcco s: Arco coseno.

70! Tangente.

arctg : Arco tangente.

corg Cotangente.

arccag Arco cotangente.

sec: Secante.

arcsec Arco secante.

COSeC: Cosecante.

arcsec Arco cosecante.

exp: Exponencial.

dx: Diferencial de x.

KE Valor absoluto de x.

m.c.m: Minimo comun mudltiplo.

IDENTIFICACIONES USUALES

sen"x= (& nx) sen’x= arce Ix
In"x=({nx)" (0g"x = (Yogx)"
¢ogx = (og|x|

IDENTIDADES ALGEBRAICAS

1. Sean a, b: bases; m, n nUmeros naturales.
aman — am+n (am)n — amn
m ab n — anbn
a_n =a"",az0 (ab)
a
ay_a a’ = a" ~(va)’
=— b=%0
b b"
0_
- _1 a’=1la=0



2. Sean a, b ,c: bases; m, n nUmeros naturales

(atb)’ =a?+2ab+b? (a+b)’ =a®+3a%+ 3ab’+b°
(atb)’=a*+4ah+6a®’+ dab’+b*  a’-b’=(a+b)(a-b)
a”-b™=(a"+b"(@"-b") a®+b’=(a+b)(a’Fab+b?

(a+b+c)*=a’+b*+c?+2(ab+ac+bc)

3. Sean b, n, x, y, z: nUmeros naturales

X
rog(xyz) = (og,X+ (0g, Yy + (0Q, Z (og, (;J = (0g,X—(0Q, Y
20g,X" = nfog, X r0g, ¥x = 1 rog,x

n

gOgb].: 0 ngbb =1
tne=1 /nexpx=Xx =X
g?]ex =X e/,’tyx =X
exp(lnx)=x

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

1.
sen= Cos@;i
cosecd sect
send
790 = 796 =
cost corgd
sené+codfd=1 1+7g°0 = seééd
1+cor 0 = cosc’d cosy cogcd = cogd
cosdrgfd = = v
2.
(a)
sen@+ )= cog+ cos s A senx= 2% mx co&
Sengzi 1_C0$¥ Senza:ﬂ
2 2 2

sen@—-f)=n cog- cos & M



(b)

a 1+ cosx
cos@+ )= cosx COF— & @ & M 005§=i >

1+ cos2 cosx— )= cox CoOF+ & o & M
2
cosxr=coda— 8 fiu= 1 25 Jm= 2cs- 1

coS o =

(c)
tga+719p 2r9a
+f) =" 20 =

r9(a /) 1-rgargp rgca 1-rg°a

» l-cos o T9a-79p8
T cos 2 r9(@=p) 1+ rgargf

a 1-cosx e L cos
Tg—zi = =

2 1+ cosx I} com e 0

(d)
senacosﬂ:%[e g+4 ¥ 8 ®—4)) 003a$r)8:%[9 g+p ¥ 8 of—4))

cosa 0038:%[ cog(+ /4 } coa(-p]) senasen,b’:—%[ cosg+f ¥ cos(—p )

sena+eni= 2 na;—ﬁ cog_z—’g sena - nf= Zcog;ﬂ ) ﬁ;ﬂ
Cosa + COSB = ZCog;ﬂ =P cosa — CoB =— 28 .g;'g s ?‘f;ﬂ
(e)

arce n(® rx ¥x arccos(cog ¥ X

arcrg (fgx)= X arccorg (cagx )= X

arcsec(seg 3 X arccosec(cosec 59X



FORMULAS FUNDAMENTALES

Diferenciales

1.-du:%dx
u

2.-d(au) =adu
3.-d(u+v)=du+dv

4.-d(u") = nu"du

5.-d(/nu) _du

u
6.-d(e") =€"du
7.-d(a")=a"/nadu

8.-d(senu)= cosudu

9.-d(cosu )=- = rudu
10.-d(rgu) = sec’ udu
11.-d(corgu)=— cosetudu
12.-d(sew )= seargudu
13.-d(cosew - cosac caudu

du

1-u?
—du
1-u?
du
1+ u?
17.-d(arccorgu )= —du2
1+u
du

uvu? -1

—du

uvu? -1

1l4.-d(arcse ru =

15.-d(arccosu =

16.-d(arcrgu)=

18.-d(arcsew ¥

19.-d(arccosea ¥

Integrales
1.- j du=u+c

2.-Jadu:ajdu
3:j(du+dv):Jdu+Idv

n+1

u
n+1

4:]Wﬁu: +c(n=-1)

d
5.-JTU=€U|U|+C

6.-je”du =e'+c
7.-Ia“du = E?;a

8.-'[cosudu= * n+c

+C

9.-_|'se nudu = — cosi+cC

10.- _[seé udu=rgu+c
11.-jcose6 udu=— cagu+c
12.-jsecurgudu = sea+cC

13.-J'cosecu cagudu=- cosac+c

du
14.-_[\/1_7:arcse n+c
du
15.-Iﬁ:—arccoy+c
du
16.-J1Jru2 =arcrgu+c
du
17'_-[1+u2 =-—arccorgu+c
18 J- du | arcsew+cu> 0
udu—1 |-arcsew+cu< 0

19.-ju ="

—du —arccosea+cuy> 0
arccosea+cu< O

10



OTRAS INTEGRALES INMEDIATAS

1.-jrgudu _ {_€n|secu|+c

(n|cosu|+c

(n|seau+zgu|+c

{nirgu E+£j
M2

5.-_[se nhudu = cosiu+c
7.-Jrghudu = (n|coshu|+c
9.-Jsed1udu= aregh (8 hu }c

3.-jsemdu = e

u
du arce n—+cC
11.-.|'—: a
a2_ 2 u
—arcse n—+c¢C
a

1 u
—arcrg—+c

u?+a? 1 u
—arccorg—+c
a a

du —if u
uva’+u® a

15.-|

17U +a?du=2\u?+a i%m

> +

2
18.-'|'\/a2 —u?du :E\/az—u2 +%arcse -

77—
a++a?+u?

2.-J'COrgudu = (1|se nu[+c

4.-J'cosecudu = (7| coses— amu|+c

6.-J'coshudu: e rhu+c
8.-ICOTghudu=é77|se |+ ¢
10.- j cosedudu =—- arccogh (cdss Hc

du PR
12.-Iﬁ—£n‘u+ u ta’|+c
du 1 u-a
14.-| —=—V/ +C
qu—a2 2a ﬂu+a
1 u
Zarccos-+c¢
a a
+c 16.[
uwu'-a® | Locsed i
a a

u++vu?+a?

+C

n-+c
a
19"Ieau senbudu - e*'(asenbu—b codu )
a’+b?

e*(acosbu+b = rbu )

20.- I e cosbudu = >
a’+b

Realmente, algunas de estas integrales no son estrictamente inmediatas; tal como
se verad mas adelante y donde se desarrollan varias de ellas.
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CAPITULO 1

INTEGRALES ELEMENTALES

El Propédsito de este capitulo, antes de conocer y practicar las técnicas
propiamente tales; es familiarizarse con aquellas integrales para las cuales basta
una transformacion algebraica elemental.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

1.1 .- Encontrar: J'e"”xz xdx

.-, ) 2
Solucion.- Se sabe que: €7 =x°

4
Por lo tanto: je‘”xzxdx = I x?xdx = _[ x3dx = XZ+ c

4 n+1

P X , - X
Respuesta: Ie”’x xdx = 7+ c, Formula utilizada: J' X"dx =

,nzx-1
n+1

1.2 .- Encontrar: 'f3a7x6dx
Solucion.-

7
I3a7x6dx: 3a7J' xfdx = 337)(7+c

7
Respuesta: j3a7x6dx: 3a7—7 +c, Formula utilizada: del ejercicio anterior.

1.3.- Encontrar: J.(?,x2 + 2x+ 1)dx

Solucion.-
I(3x2+2x+ 1)dx:j (3% + X+ 1)ix=f &de+j 2dx+jdx

3 2
= 3| x’dx+ 2| xdx + dx:[§X—+,2/X—+x+c:x3+x2+x+c
s s Jox- 85 2%

Respuesta: I(sz +2x+ Dax = X+ X* + X+C
1.4.- Encontrar: jx(x+ a)(x+b)dx

Solucion.-
Ix(x+ a)(x+ b)dx:'[x[x2 +(a+b)x+ ab]dx: J'[x3+(a+ b)x* + abx]dx

:jx3dx+j(a+ b)xzdx+jabxdx: _[x3dx+ (a+ b)J.xzdx+ abJ. xdx
4 3 2

=X—+(a+b)x—+abx—+c
4 3 2

12



4 3 2
Respuesta: Ix(x+a)(x+b)dx:%+(a+§)x +ab;< +C

1.5.- Encontrar: .|'(a+ bx®)?dx

Solucion.-
I(a+ bx®)%dx = I(a2+ 2abx>+ b *)dx = Ia?dx+j2abx ﬂx+jb X tix

4 7
= azjdx+ 2abjx3dx+szx6dx = a?x+2ab>— + b 4 c
4 7

4 2,7
Respuesta: j(a+bx3)2dx:a2x+ abx +b X ¢
1.6.- Encontrar: j«/prdx
Solucion.-
1 o / %
j\/2pxdx=J'~/2px2dx=‘/2pj‘x%dx=\/2p§7+c=%+c
3
Respuesta: j«/prdx=LgX\&+c
dx
1.7.-Encontrar: |—
I%
Solucién.-
l1+1 -1+n -kn
dx A XN X " nx "
= | x/"dx= +C= +C= +C
IQ/} -[ ;1+1 —-1+n n-1
n n
=1+n
dx nx "
Respuesta: | —== +C
P IQ/§ n-1

1-n

1.8.- Encontrar: j(nx)de

Solucion.-

n n in Tn  1n tn o1,
j(nx)"dx:jn”x“dx:n"Ix”dx:n“jx“ dx
1
H_1+1 1-n 1

1
2N oyn =N = ELIV 2
+C=n" T+C=I’]“I’]X +C=n" X +C=n " x”+c:n%x%+c
n

1-n 1 n 1 n+n 1

——nn
—1+1
n

1

Respuesta: J'(nx) ndx=Ynx+c

1.9.- Encontrar: J(a% —x%)%dx
Solucion.-

@ ¥y ax= j[(a%)g ~3(a%) i+ 302 _(xfﬂdx

13



= j (% —3a/3x73 + 38 3% 3— X2 )dlx = '[ aZdx— J' 32 xdx+ J R/5xsdx — J' x2dx

% 75
— 22 [ dx—3a% [ x% %[ v — [ x2dx = a?x— 2% X X
—a_[dx 3a .[x dx+ 3a jx dx dex_ax 21 7 7
3 3
2. 9a"x* galx: X
=a’x— + -—+cC
5 7 3
VAN Zay/s w3
Respuesta: I(a%—x%)e‘dx:azx—ga X2 XX e
5 7 3
1.10.- Encontrar: I(&+l)(x—\&+1)dx
Solucion.-
[ (X + D= Vx+ Dx = (xa/x — (FETE + 5% + X~ % +1)elx
V&
_j(xf+1)dx j(xxhl)dx j(x%+1)dx jx%dx+jdx_ +X+C=—

%

%%
Respuesta: J.(\/; +1)(x—\/§+1)dx: 2%+ X+C

X3
—+c
3

2%’

+X+C

2 2
1.11.- Encontrar: I(X DX ~2)dx
Solucion.-
OC+D(x*-2)dx ¢ (x*—x —2)dx 2
10, 44 2
3 3 3 % 7 Y
= [ X%~ [ xdx— 2] x dx = a —- X , —2X , :XT—X—7—2X7+C
373 3 303 3
13 % 3f 13 3,7 43 23
23X X g e gV 3\/i—— 8/x+c= Fx ) §x+c
13 7 13 7 13 7

Respuesta: J~(x +1)(x% = 2)dx (3x 3x? j 6|95

e 13

1.12.- Encontrar: J4)d

Solucmn -
)? (x>" 2xmx +X )d (X" — 2x"x" +x2“)d
I I _I 1/2 X
X
2m-1/2+1 2xm+n+ 1/2 X h+ 1/2

:j(XZm—1/2_2Xm+n—l/2+X21— 1/2)dx_ X
2m-— 1/2+1 m+n+ 1/2 h+ 1/2

4m+1 2m+ 2n+ 1 ﬁl 4+ 1 P A+ 1 i
X 2 2xX 2 X 2 2X 2 4x 2 2x 2
= - + +C= - + +C
4m+l 2m+ +1 A+ 1 4m+1 2m+ h+1 h+ 1
2 2 2

14



2X2m\/; 4Xm+n\/; 2X2n\/;
— + +C

T Aam+1l am+n+ 1l A+ 1

m_ )2 2m m+n 2n
Respuesta: Iudx:\/x T & + x +C
VX dm+1 2n+ h+1 Hh+

W'
S

1.13.- Encontrar:

Solucion.-

Ja-+x)* 2 _ daJax + 6xa— dxyax + x?
j(a x)dX:J-a 4aax\&/‘>§4xaxxd
e [

= Ia a’x yde—J'4adx+J'6aa‘%xx %dx—J' 4xdx+.[a‘y2x2x‘%2dx

axyz

= a%_[ X "2dx — 4aj dx+ 63”2 I X “dx— 4J' XX + a’/VZJ‘ X7 2dx

y X7%+1 }/ X}/2+l Xl+l X%+l
=a” —4dax+ 6a”? — —4—11+a +—+C
Y =+ + —+1
2 2 2
3
y X2 y X2 ¥ y X2
:aZT—4aX+GaZT—47+a 2—5+C
2 2 2

%!
= 2a" X2 — dax+ da/*x’: — 2 + 2{72%+c

_ 4 3
Respuesta: I@dx _ 2a¥h— dax+ A= 2+ 25 r ¢
ax 5Jxa

1.14.- Encontrar: I

x*—10
Solucion.-
1 -a
Sea: a=4/10, Luegoj 1O_I :gfn x+a+c
X0 I+C_ X0 |
2\/_0 ‘x+\/—d ‘x+\/_d
Respuesta:j 7 K+\/\/:(())§
1.15.- Encontrar: -[x 7
. d d 1
Solucién.- Sea: a5/ 7 ,Luego:szj:7 :-[xz +Xa2 :garcrg§+0

15



1 X \/_ \/_x

ﬁarwgﬁ +C= Z ar(rgT
7 X
:iarc g%+c
1.16.- Encontrar: J‘\/i
Solucion.-

Sea:a=2, Luego: +C

‘x+\/a +X°

J‘\/4+x _I\/a + %

+C

=£17‘x+ 4+ %

Respuesta: j

=€77‘x+ 4+ %°|+C

dx
Va+ X2

dx
1.17.- Encontrar: J'
V8- X2

Solucion.-

Sea: a=+/8, Luego:j o —arcse N +c
V8- a

d
2 :J.\/az)_(xz

X X
=arce n—+Cc= arce pA—+¢C

J8 /2
J2x

Respuesta: I =arcse nT+c

1.18.- Encontrar: J'

X +9

Solucion.-
La expresion: — 5 actlia como constante, luego:

X+

dy 1 1 y
= dy = +C= +C

J.x2+9 x2+9j Y x"’+9y x?+9
Respuesta: 'f Y +C

X+9 x2+9
1.19.- Encontrar: I\/2+\7 —V2-x'

4—x*

Solucion.-

I\/2+\74:\){42_X dx=j,f%dx—j‘/42:;(4dx
e N e
(2-x) (2+%7) (2-%)(2+%2) J2-x \/2+x

16



Sea: a=+/2, Luego:.[\/ gx =arcse né—én‘xjt a’+x’|+c
a— a

_J' dx
x2 *\Ja?+x?

X
—arcse n— En‘x+ ¢ 2§+ x?|+c= arcs n——fn‘x+ 2x%|+c
% Tz
2_ —
Respuesta: j\/2+x Va-x dx = arcse n-— Zn‘xm/ 2 x*|+¢
Va-x* \/_
1.20.- Encontrar: J'rgzxdx
Solucion.-
Irgzxdx:.[(sec2 X— 1)ix:f se%:xdx—.[dx:rgx—x+c
Respuesta: Irgzxdx = 7gX—X+C
1.21.- Encontrar: J.COZ'gzde
Solucién.-
j001g2xdx:j (o mx:f cosczxdx—de:— COgX— X+ C

Respuesta: jcmgzxdx =— COrgXx—X+C

1.22.- Encontrar: J'

2X° + 4
Solucion.-
I ?X ZI ?X :EJ- dx 11 ar0rgi+c :ﬁarCrg—\/Eerc
22+4 I20¢+2) 21x+2 242 J2 4 2
Respuesta:j 5 :Qar0rg@+c
2x°+4 4 2

1.23.- Encontrar: J' ?X
X -8
Solucion.-

J~ dx =J‘ dx =J' dx =lj' dx
e

S S N PR S V| PSRN A N S
72(\/7) ‘x+f‘ ‘x+f‘ 14\/_ ‘\/—x+\/_‘
72l |ﬁx 202,
gt Wz s Vw72
Respuesta: J'7X2 _ﬁ %ﬁ;rzz\/—\/,j‘
1.24.- Encontrar: Ixzi);

17



Solucion.-
x*dx
Ix +3 I( -
_X—SLHCTQL+C:—X—\/§B.I’CT9—+C
BT 3

X dx3 = x—ﬁamg%+c

dx ax
3)dx=jdx—3jm=jdx— SIW
/3x

Respuesta: I

dx
1.25.- Encontrar:
J‘\/7+ 8x?

Solucic’m -

1
= ‘\/§x+ 7+ 8¢|+¢
N

\/7+ 8x? \/(Jéx)%r(\/?)z
——f ‘\/§x+ 7+ 8%

Respuesta: j

+C

\/7+ 8x?
1.26.- Encontrar:
J‘\/7— 5x?

Solucion.-
<5
J7

1
=—=arcse nx

J~ dx _ J~ dx
J7-5¢ \/(ﬁ)z _W/5xp 5
\5 \/35x

=g are®e n——+c

+C

Respuesta: I

\NT7-5x2

1.27.- Encontrar: J‘W
a

Solucion.-
j(aX—bX)Zolx:I(aﬁX—zaXbx+b2X)dX:I a> dx—j 225655

a*b* a‘b* a*b*

dx+j J?f{
=I2—:dx—j2dx+J'2—zdx:_[(%]x dx— 2J‘dx+J'(gjxdx=@— 2><+M+c

b
In— ‘n—
"o Ta
_ (arb) Coxs (b/a) oo (a/b) o (b/a) e

{na—{nb (nb—tna ~ (na—{nb {na-/{nb

a’ b’
B b* a*

Respuesta: I @

a2x _b2x
X _bX)ZdX . ( aXbX j

—2X+cC
a’b* {na—/Inb

18



1.28.- Encontrar: Ise 13 g dx

Solucién.-
X
1—cos/2—
J'senzzdx: —'de:jl_ﬂdx:—lj‘dx——lj'cosxdx
2 2 2 2 2
_X_SeX
2 2
Respuesta: Ise Xy = X FEX o
2 2 2
dx
1.29.- Encontrar: I 5 (0<b<a)
(a+b)+(a-b)x
Solucién.-
Sea:c’=a+b, d*=a-b,; Iuegoj dx - =I . dx2 -
(a+b)+(a—b)x c +d“x
jL LJL 1 1arctg +c—iarctg%+c
d2 i2+x d*?(c 2+X d? c A cd c
d? d A
va—Dbx 1

arctg a- IDx+c

1
T s T

Respuesta'j o = ! arctg a;bx+c
Y (a+b)+(a-b)x*  Ja2_p? Va+b

dx

1.30.-Encontrar: I 5 (0<b<a)
(a+b)—(a—b)x
Solucion.-
dx dx
Sea: ¢ =a+b, d*=a-b, Luego: -
J J’(a+b)—(a—b)x2 -[Z—d"’x2
J~ dx 1 dx 11, X—/ 1 dx—c
e - Lfd
[ | @) . d 20 2cd |dx+c
d? d
1 |\/ bx-+a+b |
- In
2\/a’ - b’ ‘\/a bx+\/a+b‘
dx 3 1 |\/ bx—\/a+|

Respuesta: =—
P I(a+b)—(a—b)x2 2\/a2_b2 Na bx+x/a+b‘

1.31.- Encontrar: _[[(azx)o —1]dx

Solucion.-



I[(a”)o-l}dhf(a(’—l)dx:j(1— 1yix = [ dx—[ ax=[ @ix=c
) —1}dx:c

Respuesta: J.[(a2

EJERCICIOS PROPUESTOS

Mediante el uso del algebra elemental, o algunas identidades trigonométricas,
transformar en integrales de facil solucidn, las integrales que se presentan a

continuacion.

1.32.-j3x5dx
1.35.-J'co§idx
1.38.- j“ .3

1.41.-]

dx
VX2 +5

1.44.- I(serfx+ cod x— 1ix

1.47.- j 12

150"]\/@
1'53'{#\/%
1.56.-]\/%_8

1.59.-I\/x2 +10dx
1.62.-I\/1— se rf xdx

1.65.-](20—30)“dx

168-J'4/§—x2dx
1.71.- jx o

174-jse X Ody
1.77.- j“?x

1.80.-I\/x2 —11dx

1.33.-](1+ e)*dx
1.36.-](1+&)3dx

dx
\/5— NG

1.39.-]

142]

x*+5

1.45, -j\f X(1—/x)dx

148]

NG +12
V12— x2

dx
xv12+ x?

dx
J2x?+8
1.60.- J’ V10— x2dx
1.63.-_[\/1— cog xdx

1.51.-]

1.54.-]'

1.57.-[

1.66.-.[ TOX— SEX ) i
COSX

169-]./x2—édx

1.75.-I€n|u|dx

Jx - f
2%

1.81.-.[\/x +11dx

1.78.- j

1.34.- j 1+ rgx)dx
1.37.-](1+ Jx)0dx

dx
N

1.40.- j

1.46.-j(rgzx+1)dx

1.49.-]

dx
VX2 =12
152 [— &

' '-Jx\/xz—lz

dx
1.55.-]\/m
1.58.-Ix/x2 —10dx

1- cog x
sern’ x
1.64.-I(ZX—3X)°dx

1.61.-] dx

1.67.-]3—"

1.70.- [ |/ + 3dx
d

1.73.- xeZX—+3

1.76.- J'exp(ﬁnx)dx

1.79.- | V11— x*dx
N

1.82.- [ 1(e”)dx

20



1.83.- J.[l_'_\/;j/_;\/_]

1.86.-[(00rg¢9— se nd Jix

189j

1+ 3x

192 J'x 3x*-1

1.95.-j\/1— 3x2dx

1.98.-](3x2 — )x
1.101.- '[exp(ﬁn X< X

sel x

1.107.-Ix/x2—27dx

1.104.-](1”9 X_ jdx

1.110.- j

22X\ 1—
4x\ X% + 16

1.116.- [ (L++/x + x)dlx

1 COSX

1.113.- j

1.119.- je

1.122.-J.(1+\/x—3x)°dx

dx

RESPUESTAS

1.32.- [3¢dx= 3 x5dx=::_’x +

1.33.- [ (1+€)*dx

1.84.-j(rgzx+seczx—3dx 1.85- -[ 32 _1
dx dx
1.87.-]\/1+7 1.88.-Im
1.90.- 91.-
J?>x +4 -1
1.93 1.94 o
e s by

1.96.- [ 1+ 3¢dx
1.99.- [ (3% ~1) dx
1.102.- [ £n(e*®)dx
1.105.-_[exp(£77| 1+ x| )i

1.97.-_|'\/3x2—1dx
1.100.- [ (3x* ~1) du
1.103.-j(e2+e+1)de

1.106.-j\/27— X dx
1.108.- [/’ + 270 1.109.- |

IxVx? -1

1.111.- 1.112.-[—=
J.5x x +1 J.3x\/9 NG
1.114.- [ —2 Cp@=xy

'[5x = 1.115.- d

1.117.- [ (1=/x + x)dx 1.118.- [ (1+x)*dx

2 1-senx
1.120.-Jexp£n£1+;( ]dx 1.121-[tne * dx
X

1.123.- [(ne * dx

6 6

X X
c=3—+c=—2+c

6

a _ (A+e)

Sea: a=1+e€, Luego:J'(1+ e)xdx:J'ade: +Cc=

/na (n(l+e)

1.34.-](1+ rgx)dx = jdx+frgxdx: X+ (n|sec]+c

1.35.- J'cos2 dx = I1+COSX

:—]:[dx+—1.|' cos<dx:—1x+—1e X+C
2 2 2 2



1.36.-](1+\/§)3dx:j(1+ 3/x + 3()%)+\/;)dx:jdx+3\/§+ 3[ xdx+jx%dx
3 X2 2 5, X2 2 2
:x+2x2+3?+§x2+c:x+ 24X + 33+—5x Jx+c

1.37.-](1+\/§)°dx:jdx: X+C
1+ 1+ 1+ 3%

1.38.- 2y =—-=2 =—2

j1+{§y 1+§jdy 1Y

3

dx
1.39.-jﬂ

Sea: a=+/5, Luego:.[\/ o
5-X

X 5x
=arce n—=+Cc= arce 95—+c

:J' dx
2 \/(\/g)z_xz \/E
dx dx >
1.40.-]\/ — =J'\/X2_(\/§)2=f77‘x+\/x —5‘+c

— dX — 2

1.41.- j\/x = I\/x2+(J§)2 En‘x+x/x +5‘+c
1.42- Ix +5
Sea: a=+/5, Luegoj (\/_) \/garCrg\/_
=£&I’CZ’9@+C

5 5

dx |x \/§| _\/—5 X—/E

143] j (f) 2f5 \X+xﬁ3|+c U j

1.44.-j(sen2x+ cod x— 1Qix:I (: I)x:J Ox=c
1.45.-]&(1—&)dx:I(&—x)dx: J‘\/;dx—jxdx:éx% —X—22+c

1.46.-I(rgzx+1)dx= _[szec2 xdx = 7gx+c

_ PR ] B b G i
147I '[ (\/_2 2\/_2 ‘x+x/_jc 4/_3 ‘x+2/_t3
5,
- x+2\/§
18-

Sea: a=+/12, Luegoj' +C

1 X
arcrg——e
NG +(\/ 2 \/12 g\/ 12

22



J3 /3x

X
= ——arcrg—=+C=— areg——+C
2737 903 6 9
1.49.-] dx =j o :En‘x+x/x2—12 +C
\/X2 ~12 \/XZ (\/72)2
1.50.- = —fn‘x+\/x2+12 +C
I\/x +12 I\/x 21 (V12)?

1.51.-]

Nulp = x2

Sea: a=+/12 ,Luego:J

dax dx

X X 3X
=arce ——+c=arce n——=+Cc= arce n6—+c

J12 23
1.52 J' dx j arcsec i arcseé+c
XVXE =12 7 x /X \/_2 a/3 23

J3 \/3x

=——arcsee—+¢C
6 6

153 o = | o =1f77| X e
B
6 |J12+12-%
Lzﬁg | X |+C
Wiz 6 V1212

dx dx 1 dx
1.55.- - 1
'[\/8—2x2 '[\/2(4—x2) \/2'[\/4—x2 V2

‘+C

1.54.-j

X 2 X
—arcse n—+c_ 5 arce H2-+C

fn‘x+\/x2—4‘+c

dx dx 1, dx 1
1.56'-'[\/2x2—8_'|.\/2(x2—4)_J§I\/x2—4 V2
:QEU‘X+M‘+C

Lor I\/Zx +8_'[\/2(x >+ 4) \/_'[ X2+ 4 \/E ‘XJF X ‘+c

:7€n‘x+\/x2+4‘+c
1.58.-I\/x2 —1de=‘[\/x2— (\/1_0)2dx=§\/x2 - 10—%)£77‘x+\/x2— 1(’)+c
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:gx/xz -10- 5€n‘x+ VX - 1q+c
1.59.-I\/x2 +10dx:§\/x2+ 10+ 5€77‘x+ VXP+ 14)+c

1'60"Imdxzjmdngm+%) arce n\/%Jrc
/10x

X 10— + 5arce A——+¢
10

1- co x ® RX
1.61.-I sor? x dx:jseﬁxdx:J‘dx:x+c

1.62.-I\/1—serfxdx:jxf co§xdx:j cogdx= & R+C
1.63.-]\/1— cos xdx:j\/ ® ﬁxdx:j & mdx=- caos+cC

1.64.-](2X—3X)°dx=J.dx= X+C
1.65.- [(2°- Y dx=[ (0fdx=[ Gix=c

1.66.-I(rgx Scosxjdx _[rgx Tgx)dx = dex C

3X
‘n3

1.68.- I‘/ X2 dx = I«/(I) —x*dx=—= ‘/——x+ arcsen7+c

X 32 3 2%
=—y3-X +—-arce n—=+c

2V* 8 J3
1.69.- j X? —3dx = I«/ (f) dx=— Jx ————fn‘x+ x?-32

=§ X —%—éﬁn‘x+ x? -2

1.70.-J' x2+%dx:J}/xﬂ(@)zdx:2«/x2+%+§€n‘x+\/x2+% +C

+C

d)i = .[Sde=

+C

+C

+C

{IATRY P S :im‘—x
x3-x T xJ(BE-xt V3 [VB+3-x2
NE

X
=— +C
3

677—
\@+\/3 NG
1
1.72.- arcsec +c—— arcseLH:
s XF f V3

1.73.- —:—fn—_i_c
'[x\/x2+3 3 ‘\fS+x/x2+3

24



1.74.-I(sen3X9)dy= ® r?xejdyz (® 70 y+c
1.75.-j£n|u|dx=£n|u|jdx=ﬁn|u|x+c

2
1.76.-Iexp(£ryx)dx:.|'xdx:%+c

1.77.-Ie"”xzdx = .|' x?dx = §+ C

1.78.- I\/_ \/— \/; x—jﬁdxﬂ‘

;;dx—.[ jxdx=%fdx—_|.%dx=
\/_Idx J'x%dx—ﬁx—x; c=%x—2xy2+c
1.79.-]«/11—7xzdx—§m+1—21arcs H\/T+C—T);_
1.80.-Im1dx:EM—l—21€n‘x+mjr+c
1.81.-IM1dx:§\/ﬁ11+1—21£17‘x+m1(+c

%
1.82.-I£n(e&)dx=.[\/;dx=.[x}§dx= );/ +c=§x X+C
2

1.83.-][#] dx = Idx: X+C

1.84.-j(rg2x+sec2 X—1dx = dex: c

NEEYG +— ares —n@+c

+C

dx dx _ 1 x 1 2
1.85.-]\/3)(2_1—].\/_3\/()(2_%)—\/é.[—rz_%) \/éfn‘xh/(x %)
=8 672
1.86.-I(c0196’—sent9ﬂx: (cagfd- & rt?.[}dx: (cogfd— & @ X}+cC

3

— 1 42
—En‘x+ 3+ X

dx dx
1.87.- = =
I\/1+ 3 J‘\/?2»\/1+x2

+C

+C

1
1.88.- = ——arcse n—+c
I\/1 3¢ I 3\/ \/_IJ; NE *
:garcse n X+c
1.89.- I —I 1.[ X 11 rer g—+c_£arcrg\/_3+c
1+3x 3Q+x) 3 1+x? 3% %= 3



1pdx 11 J3 J3x

1.90.- I =——arcr g—+c_—ar(rg—+c

3x 14 3 X2 +4 32 4 6 2
por- [ _Lp @ 11 |X—% _\/5 RS
-1 3 x-1 32l \x+7l - J3x+
1.92.- I \/ j dx Jé arcsee——
WBE-1 - 1y J % ﬁ/)g %f
:arcseef8+c

1.93.-[

dx zij dx 1 1 '
x1+3¢ /3 X3+ X2 )(5/]/)5
X

1 1 2
@+«/3+x

1 1 2
ﬁ+\/3+x

=In +C

dx 1 dx X ‘
1.94-[—2 - — y +c
Ix\/1—3x2 \/éjx\/g—xz %+\/%—X2

1.95.-J'\/1—3x2dx=«/§f 1 x2dx=+/3 2\/%—x2+§2arcs n;—}c
e
3| X o + L acsenyax |+c
2V° 6
1.96.-I\/1+3x2dx=\@j %+x2dx=f3[§4/§+x2+é2£77‘x+w/—§+x2}+c

=xf3{§«/%+x2+£€n‘x+ —1+x2}+c
1.97.- I\/3x —1dx = \/5 x?—idx = \/—{ X ————En‘x+ x2 1

1.98.-](3x —1)3dx = Sszdx Idx x®—x+c

1.99.-'[(3x2 —1)0dx:jdx: X+C
1.100.-[(3x2—1)”du=(3x2 1) [du= (3= Yu+c

2
1.101.-.[exp(f iy = I—dx——.[ ydx_§¥+c_—9x%+c

1.102.- Ién(e )dx = J- dex——jdx——z——;Lx+c

1.103.-j(e +e+1) dx

26



X 2 X
Sea: a=(€° +e+1), Luego:faxdx: & = (e J;e D
/na In(e”+e-1)

1+79°x B B B
1.104.-][ i —1]dx— j (1-1)dx = J.de— c

1.105.-Iexp(£77|1+ x| )jszj (1+x)jx=jdx+jxdx= x+X—22+c

1.106.- | /27— x*dx== \/27—x +Z arce HL+C
2 3J3

1.107.-j\/x2—27dx=§\/x2— 27—2—27£77‘x+\/x2— 27+cC
1.108.-I\/x2+27dx=§\/x2+ 27+2—7€77‘x+\/x2+ 27+c

dx 1
1.109.- = = arcsecx+c
J‘3x\/x2 1 J.x\/x 1
X
1.110.- 77—+c
J.2x J1- 2 '[xxll NG 2 1+ X2
X
1.111.- nl——+c
J’5x\/x +1 '[x\/x +1 1+\/x2+]l
1 dx 11 1
1.112.- =In 577
J.3x\/9 NG 3‘[x\/9 2 33
1 dx 11 X
1.113.- == =——/n|——=+C
I4xx/x2+16 47 xJx?+16 44 |4+x2+ 16
E W S
16 4+\/x2+16
1.114.- .[ :l o :}EarC%c§+c:iar®c§+c
5x\/x 25 57 xJ/x2-25 55 S 25 S

X2 —2x7 + x H)dx

(1I)d_I12I+X J»(

1.115.- j

= j X~2dx —.[ 2X 20X+ j X tdx =

%
x|+c :—x’1—2x—+£77|x|+c
7

=—xt4+4x7 +€n|x|+c:—%+i+£n|x|+c

Ix

1.116.-.[(1+\/§+x)2dx= @+ X+ X2+ 2/x+ X+ X% Yix
=I(1+ 22X + X+ X7 + X2 )1x=jdx+ 4xyzdx+ q'xdx+ a'x%dx+.|.x2dx

% 2 % 3 % 2 A 3
X+ 2x +3X 2X—+X—+c:x+4x +3X—+ 4X—+X—+c
% 2 % 3 3 2 5 3
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1.117.-](1-&+ x)zdx=J'(1+ X+ X2 — 2/x+ Xx— 2% Yix
VN
=I(1—2x%+3x—2<%+x2)1|x:x—4x T AN S
3 2 5 3
1.118.-'[(1+ x)4dx:j(1+ I+ 63 + 8¢+ x* pix

=Idx+4jxdx+ 6.|.x2dx+ 4.[ x3dx+Ix4dx= X+ X2+ 2<3+x4+%x5+c

o 1-cosx
2

dx =

1.119.- je jl cosX

dx = ]jdx——Jcosxdx_—lx——1$ rxdx
2 2

1.120.- J'expz (L:(X jd _Il+x ——dx= dex+.[dx:'|'x‘2dx+J'dx:—;l+x+c

1-senx

1.121.-jf;7e 3

dx = Il € nx :—1J'dx——1j’senxdx:—1x+—1cos<+c
3 3 3 3

1.122.-](1+\/x—3x) dx:jdx: X+C
1.123.-J.énewpzdx:J.(1+2X)20Ix:_"1Jr 2>;+ dex:zlj.dx+'|.xdx+51'f x2dx

1 x* X
== X+—+—+cC
2 2 6
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CAPITULO 2

INTEGRACION POR SUSTITUCION

A veces es conveniente hacer un cambio de variable, para transformar la integral

dada en otra, de forma conocida. La técnica en cuestion recibe el nombre de
método de sustitucion.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

4708
2.1.-Encontrar: jez o
X +7
ryx
Solucién.- Como: €= x, se tlenej dx I >2<dx
X°+7 X+ 7
Sea la sustitucion: u=x*+7, donde: du = 2xdx, Dado que.[ X .[22de,
X +7 2° X+ 7
Se tiene: J' 2xax == % , integral que es inmediata.
X+7 2

Luego: =—I——én|u|+c=%£n‘x2 +7+c

”?]X
Respuesta: j dX 1€n‘x +7‘+c
/77)(
2.2.-Encontrar: I dx
”ﬂx 2
Solucién.- Como: €7 =x?, se tiene: I dé( Ingx8
X+ X"+

2
Sea la sustitucion: w=x’+8, donde: dw= 3x’dx, Dado que: j Xdx 1J'3X dx
x*+8 3
3Xdx _ 1

x+83

Se tiene: —J. j— integral que es inmediata.

Luego:§IW=§£77|vv|+c:§£n‘x3+8‘+c

1
==I(n|x*+8+cC
30+
2.3.-Encontrar: I(x+ 2)sen(x* + 4x— 6)dx
Solucién.- Sea la sustitucion: u = x* + 4x— 6, donde: du = (2x+ 4)dx

Dado que:J(x+2)se nK* + 4&— 6¢Ix:%j (x+ )8 ™+ A— @)K, se tiene:

X3+ 8
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:%I(2x+ 4)se nf’ + K- GNX:%I € mdu, integral que es inmediata.
Luego::%fsenudu:—;(— cosu }rc:——; cos+c:——; cos({+ X 6)c

Respuesta: I(x+2)se N’ + &X— 6§dx:—% cos{’+ #A- 6)c

2.4.-Encontrar: J'xse n(l-x* yix
Solucion.-Sea la sustitucion: w=1-x*, donde: dw = —2xdx
Dado que: j xsen(l-x* Jx = —%j ) e n(Ex® Jx

Se tiene que: —%J'(—Zx) sen(l-x* pix= —% % nwdw, integral que es inmediata.

Luego:—%jse nde:—% - coswv ¢w+c=—; cow+c:—; cos{@x® 4)c

Respuesta: J'xse n(l-x* x = % cos(:x* ¥c

2.5.-Encontrar: Ixcmg (x* + 1x

Solucidn.-Sea la sustitucion: u = x* +1, donde: du = 2xdx

Dado que:.[xcmg(x2 +1)dx:%.|' X carg &+ 1ix
Se tiene que:%ij corg (X° + 1)jx:%j cargudu, integral que es inmediata.
Luego:lj'cmgudu:ifﬂse nu|+c:—1€77‘ ® nE’+ ]Drc
2 2 2
1
Respuesta: | xcorg (X*+ Ddx==/¢n|se nk*+ I+c
p [xcorg (¢ + =" (7] ne+

2.6.-Encontrar: j 1+ y*y3dy

Solucién.-Sea la sustitucion: w=1+ y*, donde: dw = 4y°*dy

Dado que:f 1+ y*yidy = %I @+ y**4ydy

Se tiene que:%j(1+ y*y? 4y3dy:%jwy2dw, integral que es inmediata.

%
Luego: iJ'wy?dw: 1w
4 4 3

+c:—évv%+c:—€15(1+ y )2 +c

Respuesta: I J1+y*yldy = % @+y*)*+c
3tdt
Jt*+3

Solucidn.-Sea la sustitucion: u =t? +3, donde: du = 2tdt

2.7.-Encontrar: I
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Dadoque:j St :EJ' 22tdt
Je+3 27 (°+3)”
. 3 2tdt 3qdu . . )
Se tiene que:— | ———=—| —, integral que es inmediata
q 2J(t2+3)% 2l eI

3pdu_3; 3u”
Luego.—f—%:—ju du:—zz

——9u%+c:—g(t2+3)%+c
4 4

Respuesta: J' :—(t +3)7+c

J*

2.8.-Encontrar: 'f ay b constantes.

a+bx)y’
Solucién.- Sea: w=a+bx, donde: dw = bdx

1 box dw_1r % 1w 3 %
(a+bx)y bj(a+bx)% J ok T T

Luego: =——
9o: | b2 2b

3
=—-(a+bx)" +c
5 ( )

Respuesta: j (a+bx) +C

(a+ bx)% 2b

2.9.-Encontrar: I4darcse

Solucién.- I4d.arcse j\/arcsenx

dx
V1-x? ’
) ) dx
Sea:u=arce nx, donde: du=
NaEe

Luego: I\/arcse du——u%+c— «/ (arce ® °)+c
Respuesta: 'f Nare® ™y ——«/(arcse X j+c

ar0rg—
2.10.-Encontrar: jgdx
Solucién.- Sea:W:arCTg—,donde:dW: 1 2(E)dx: 2dx2
2 1+ () 2 4+ X
arCrg— 2
Luego: j;dx_—famg Ej 2dx2=EIWdW:1W2+C=l(afCTQE +C
2)4+x° 2 4 4 2

arCrg— 1 2
Respuesta: Igdx_ 4(arch—2j +C
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2.11.-Encontrar: I%x

1+ 4x°
. - Jarcrg
Solucmn.-jx arCTgZ(dx=j dez—j ng
1+ 4x 1+ 4x I+ &
Sea:u=1+4x*, donde: du =8xdx; w=arcrg 2, donde: dw= 121)(2
+ 4x
xadx Jarccgx 1, 8dx 1 2x

Luego: — == —=|./arcrg

J I1+4x2 I 1+ 4x° T &° 2[ d T 4°

ledu 1, o 1 1 5 1 o 1
== |——-=|wdw==/nu—=W?2+Cc=—/n|l+4x°|——=(arccg X )*+C

A 81— g 1l x| —farerg A ¥
Respuesta: I%x: —1f77‘1+ 4x2‘——1(arcrg X 5/2 +C

1+ 4x 8 3
2.12.-Encontrar: dx
\/(1+x2)€77‘x+\/1+x2
Solucién.-j dx . :I dx
\/(1+x2)€77‘x+\/1+x2 V1t X2 /ﬁn‘x+\/1+x2
1 2X dx
Sea:u=£77‘x+\/1+ x?|, donde: du = (1+ )= du=—=
X+ 1+ X 21+ x? V1+ X2

Luego: I o :Iﬁzju%du:Zuyuc: Kry‘x+\/1+x2
\/1+x2,[€77‘x+\/1+x2 Ju
Respuesta: I dx =2 /én‘x+\/1+ xX*|+¢
\/(1+ xz)fn‘x+\/1+ x?
2.13.-Encontrar: Ide
X
., dx
Solucion.- Sea: w=/nx, donde: dw=—
X
Luego:jde:ICOTQWdW:En|se w+c=(n| e n(nx +c
X
Respuesta: Ide:ﬁrﬂse nE¢nx)+c
X
2.14.-Encontrar: ILs
X(¢nx)

Solucion.- Sea:u=/nx, donde: du= L
X

¢ o du o .o uro 11
Luego.IW—IF—IU dU—7+C—2J2+C— 2(@77)()2_'_(:

+C
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1 +C
X(¢ 77X) 20n%)°

2.15.-Encontrar: Iisdx
X

Respuesta: I

Solucion.- Sea: Wziz, donde: dw= —%dx
X X

1 e

:——Iewdw:——lew+c: —-—€
2 2 2

Luego: J'%dx = —%je/*z _ZSX

Respuesta: J'isdx = —%e/xz +C
X

2.16.-Encontrar: je’xz*zxdx
Solucién.- Sea:u=—-x?+2, donde: du = —2xdx
1 2 1 1
xdx=-= e "?(-2xdx)=-= | e'du=-=€"+c=—
.2j ( ) 2I 2

X242

Luego: Ie

_ X242

xdx:—le +C
2

_ 242

Respuesta: J' e

2.17.-Encontrar: Ixzexsdx

Solucidn.- Sea: w= x3, donde: dw = 3x?dx

Luego: J' x2e dx = EJ' e dx = —1_[ evdw= e 4
3 3 3

Respuesta: j x%eX dx = %eﬁ +C

2.18.-Encontrar: 'f(ex +1)%e*dx

Solucién.- Sea:u=¢€*+1, donde: du = e*dx
3 X 1)3
Luego: | (e +1)%e*dx = uzdu:u—+c:(e;+c
go: [ (€ +1) [ 2 2

X 3
Respuesta: j (€ +1)%e*dx = % +C

2.19.-Encontrar: ex—_ldx

Solucién.- j

e+1 _-[e+1 _-[e+1 e€+1

:J' dx—J' _© dx:J' dx—j dx
e +1 e e +) e +1 1+€
Sea'u—ex+1 donde:du=¢e"dx; w=1+¢e* donde'dw——e‘xdx

LuegoJ'e +1 _Il+e _-[e I 1+e I

+C

1 —X
J.e +1 Iidx

_x% 42

1
—€
2

+C
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ex+ﬂ+€n‘1+e’x

+C=£77[

e+ ]H1+ e

J+c

:|+ C, otra respuesta seria:

=(nu[+c+nW+c, =107

Respuesta: J.ex—_idx = Enﬂ(ex +)(1+e7™)
e+

ex—_ldx:fn e +1" —x+c
e +1

2X _
2.20.-Encontrar: ez—ldx
e +3

y e -1 e e’
Solucioén.- '|' dx:.[ dx— | ———dx
e*+3 e”+3 e*+3

2 P X
e

e2 X e2x e—2 X e2>< e e
=] = 3O|X_I & 13" J &>+ ?)dx_j e > +3)dx =] > +3dX_I1+ 2365

Sea: u=e”+3, donde: du = 2e**dx ; w=1+ 3=?*,donde: dw = —6e **dx

e e> 1 2 1, —@>  1cdu  I1cdw
uego: [ I e ™ e el w
1 1 1 X 1 oy 1 « 1 3
§£n|u|+gf77|w|+c:—2£77‘e2 +3{+—6€77‘1+3e2 +c:—2€77‘e2 +q+—6€77 1+ ¢

e*+3
er

:%ﬁn‘ezx+3{+%€n +c:12£77‘ezx+3{+—2£n‘ezx+3‘——2£nezx+c

:gn(ezx +3)1/2+€77(62x+3)1/6_%2X+C:€77|i(62x +3)1/2(e2x +3)1/6}—§+C
= zn(ezx+3)2/3—§+c
Respuesta: j%dx = Zn(ezx + 3)2/3 —§+ C

2
2.22.-Encontrar: X—de
X_

Solucion.- Cuando el grado del polinomio dividendo es MAYOR o IGUAL que el
grado del polinomio divisor, es necesario efectuar previamente la division de
polinomios. El resultado de la division dada es:

X +1

x-1
Sea u=x-1, donde du=dx

(x+1) +x%1’ Luego:J');z—jlldx=j(x+1+xi_1jdx:jxdx+jdx+ ijdel

_ dx du_x°
Luego.J'xdx+.[dx+2.[X—_1:_[xdx+jdx+2'[?—?+x+€77|x—14+c
X+l X ~
Respuesta: Iﬁdx_ 2+x+£n|x U+c

2.23.-Encontrar: izdx
Xx+1
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Solucién.- i=1+i, Luego:J'XJr (1+—] dx = Idx+J'
X+1 Xx+1 X+1 Xx+1
Sea u=x+1, donde du=dx

jdx+j%= X+ Ln|u[+c=x+n|x+1+c

Respuesta: I%dx: X+ (n|x+1+c

2.24.-Encontrar: Irg5xse6 xadx

Solucion.- Sea: w=rgx, donde: dw=se¢ x

Luego: jrgsxseé xdx = I tox } seéxdx = jwde: & te=

6
Respuesta: jrgsxse(,2 xdx = &GX +C

2.25.-Encontrar: Ise nx seé xdx

senx

Solucién.- Isenxseéxdx j [ rxco§x —J' co§x

Sea:u=cosx, donde: du =—-senx

senx —semxdx  du ut 1
cos x I cod x u
Respuesta: Ise nx seéxdx= sex+cC

seé Xdx
1+ 793X
Solucién.- Sea:u=1+rg3xdx, donde: du = 3seé dx

Luego:j
u cog

2.26.-Encontrar: I

Luego:jse(f Hdx _ 1 3sec )mx:_j%:_[177|u|+c:—£177|1+rg3x|+c
1+7g3x 3 l+rg X u 3 3
se dx 1
Respuesta: I+—93X:§Zn|l+793x|+c

2.27.-Encontrar: Ise I X cosxdx
Solucién.- Sea: w=senx, donde: dw = cosxdx

Luego:J'sen3xcos<dx=.[ (® x) cozedx=J'W3dw:.|'¥+C:Isen4x

sen' x

Respuesta: Isen X cosxdx = f

2.28.-Encontrar: J'cos4 X £ rxdx

Solucion.- Sea:u=cosx, donde: du=-senx
Luego: J’cos4 X 2 nxdx:J' (cog ) & rdx= —J' (cos” }-(es xndX= —J'u“du

= —=—ju2du=——1+c=—+c:—l+c
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cosx® c coS X

cos X
Respuesta: Icos“ X ® mxdx =— +c

2.29.-Encontrar: —dx
COSecx

1
Ico§xd _j

senx
Sea:; w=cosx, donde: dw = —se nxdx

senx w 11 1
Luego: 4d = -~ 4c=——_1¢
g j JW5 4.co8x

Solucién.- I

osecx (cox 3

sed x
4

Respuesta: I seC dx = Sei:x+c
COSECX

2.30.-Encontrar: j 9% sed Xdx
Solucion.- Sea:u=rg2x, donde: du =2seé Xdx

Luego J- rgsze(',2 Xdx == I TQZX (zse%; X %%J.eudu :%eu_i_(::%e,gz)(_i_c

l rg2x

Respuesta: 'f €9 sed Xdx= +C

2.31.-Encontrar: 2—_dx
33X -2

Solucidn.- Sea: w=3x*— 2, donde: dw = 6xdx

Luego:J'BZX_SIx= IC{ZX 5) 1 6x 15 3fiz(dx 2__1 )Bcix ,

1, 6xdx Gxdx &adx dx
_§I3x2—2 3(x 2) 3»[ —2 3[(< )__J 8- 2 83X -(J2)°
1 d_VV_EJ dx =3 77|w| Cc - j ; Sea:v = x, donde: dv = dx

37w 30X (3 ([)

Ademas: a =% ; se tiene: 5%77|W|+cl—§jW

1 4. 51, |v-al 1 45| 1, x5

_5677‘3x2 4+Cl BZaM v+a (:2_3@7‘3(2 4 3{2\/%6 x+\/7d+c
1 |J§xf| 1, a4 5, [VEx=V2|
_3z,7\3x 2- fzf \f3x+fz\+c_3m‘3x 3 25" f3x+f2\
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|f3< fj

Respuesta: I::Tjdx _ éfn‘?’xz B 4

2\/6 ‘x/_3x+\/_2‘
dx

2.32.-Encontrar; | ————

Ix\/4—9€772x
Squcién.-I o :I o

Xy 4— 907X x\/22—(2%77x)2
Sea:u=3/nx, donde:du :%
X
Luego:J' dx 1J' 3 J' 1arcse nli+c
—@x) 37T x| 2 (3€n><) 3 22 (J)2 3 2

1 3677 1
==arce n——+c=
2 3

3
ﬁM % x_3

Respuesta: 'f
2.33.-Encontrar: I
ve'-1

Solucion.- Sea:u=+€* -1, donde: du ze_dx; Tal que:e* =u®+1
Ve -1
dx 2du du
Luego: = =2 =2arcgu+c= 2aregve’+ kc
J IJeX 1 Iu2+1 Iu2+1 J J

=2arcrgve‘ + 1+c

Respuesta:
J.\/ex 1

2.34.-Encontrar: de

L X2+ 2X+ 2 (X + 2+ 1)+ k+ 1f + &+ 15+
Solucion.- I4d I 1 j 1 %1 _[ 1

_J'(x+1+—)dx dex+fdx+f— Sea: w=x+1, donde: dw = dx

Luego: J'xdx+.|.dx+_|‘ —_[xdx+'|'dx+'f—:—+x+€77|vv|+c

X2
=5 X+ Ln|x+1+c

Respuesta: dex—%+ X+(n|x+1+c

2.35.-Encontrar: j—dx
Ve +1

Solucién.- Sea;u=¢e*+1, donde: du = e*dx
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u ut
% K

Luego: +C

du J‘(uy u”’?)du = Iuyzdu J'u’VZdu—

d
I\/e 1 I u’
o Ut
AR
2X
Respuesta: Ie—dx= g\/(eX +1)° —2\/(eX +D+c

Ve +1

2.36.-Encontrar: jﬁnix%
nax x

+c=2u%—1ut+c=2(€+1)° -2+ +cC

Solucién.- Sea:u=/n4x, donde:du= %; ademas: /ndx=(2x2X)=I(n2+/(n X
X

=>U=In2+Iin2X=In2X=u—-I(n2

fn2xdx  cu-Ln2 ‘n2, du
Luego.f€n4X7—j du—J'du—.[Tdu—J'du—KUZ.[T—u—€772|u|+c
=(ndx—In2[in({nax)]+c

X O _ a2l in ey )]+
X

Respuesta: j

2.37.-Encontrar. Ix(3x+1)7dx
Solucion.- Sea: w=3x+1, donde: dw=3dx; ademas: w—1=3x= x= WT_l

W17dW 1J'

Luego: j X(3x+1) dx = j (w— L dw== j(w —w Yiw

=—jV\/8dw——Iw7dW=}E—EEJrc:iwg——lw%c
9 9 99 98 81 72

1 1
=—(3x+1 -— (X+ IJ+c
81( ) 72( 4

9
Respuesta: Ix(3x+ 1) dx = (Bx+1)  (X+ 1y e

81 72
2.38.-Encontrar: jﬂd
X°+4

2_ J—
Solucic’m.-wdx:h 22 X

X +4 X +4

-5x+6 xdx
Luego: 4d 1+ dx dx+2 -5

Sea:u=x +4, donde.du:2xdx, Entonces:
=x+ar0rg§—§j%=x+ ar(rgz—f—sén|u|+c=x+ arczgé—%éﬂxﬂ \4rc

Respuesta: jﬂdx x+ar(:rg§—§£n‘x2+4+c



EJERCICIOS PROPUESTOS

Usando Esencialmente la técnica de integracion por sustitucion, encontrar las

siguientes integrales:
2.39.- [3e'dx

2.42.-] 1_3"

2 45 J'3tz+3

b 2
2.48.-I(a+—j dx
X—a
2.51.-I\/a—bxdx

2.54.- I3x +5

257 J~6t 15

xdx

260j

xdx
Jat—x*

— Jarcrg X
.66. —d
2.66-- -f 1+ 9x°
dt

263j

2.69.-]

2.72.-I(et —eY)dt
a” -1
2.75.- [ & S
=

2.78.-Ix7xz dx

2.81.- j (e +1)%e"dx

—bx

e
2.84.-]mdx

2.87.-J'se n@+ bx )dx

2.90.-I(cosax+ * rax jdx

\/(9+9t2)4n‘t+m

2.40.- j adx

xdx
a+bx
X2 +5x+7

2.43.-[

2.46.-'|'—dx

X+3

2.49.- 4dx
(x+1)?

xdx

2.52.-j ol
3dx

255]

2.58.- 4dx
5x%+7

xadx
2x°+3

x>dx
1+x°

2.67- /%dt

2.70.-J'ae‘”“dx

2.61.-]

264j

2.73.- I e Dydx
2.76.- j i:dx

edt

282 I2X+3

edt

2.88.-jcos\/§%
X

2.91.-J'ser12 xdx

2.85.-I

241 - J-4t+6
2.44.- [Py
ax+f
2.47 - j—x +X1+1dx
bdy
2.50.-jﬁ
2.53.-[de
2.56.- jmdy
Yy’ +4
3x+1
2.59.- jm
2.62.- J'Lmdx
24b?
x2dx
2.65.-Im

2.68.- j;dmg@

2.71.-[42-3de

2.74.-j(e7a —e7%)2dx
dx
Jx

2.80.-Iexx/a—bexdx

a*dx

2.77.-j5ﬁ

2.83.- j ~a>0

2.86.-Icosﬁdx

2.89.-Ise n(fnx)d—;

2.92.-ch:052 xdx
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2.93.-js,e(,2 éx+ b px

2.96 _IL
7 J3cos(x-=

2.99.-]0019 axb X

2
1
2.102.-|| ————=-1] dx
J’(senx\/Z j

2.105.-jtse n(- 22 it

SenNx CoX
2.108.-[ dx
Je

08 X— ® X

2.111.-jtc0rg(2tz— 3t

2.114.- |J1+3cog x € ndx
[V

2.117.-](COS‘B‘XJr ® exj
senax
2.120.- jx—_ldx
Xt —4x+1
793X—corg a(dx
sen

2.123.-]'

sed xdx

\/rgzx—Z
Vxe +1

se€ xdx
\/4—192X
2.135.- J.z'g\/ ~1 \/_1

e ¢+ x(n(l+x*)+1
1+ %

2.141.- 4)2d

sen[

de
senad cod

2.126.-[

2.129.- j

2.132.-[

2.138.- j

2.144.-]

2.94.-[003rgzaxdx
2.97.-[L
sen@x+b)
dx
2.100.- [rg/x—=
I 9 Ix
2.103.- j—
SenNx coX
2.106.- jﬂd
3+ cosX
2.109.- j—d”g
cos X
3
2.112.- j dX

2.115.-Ix\/5—x dx

2.121.-jxe-x dx

2.127.- Ixfn v

xdx

\/1 x*

2.130.-]'

2.133.- j -

xdx
senx’
2dx

2.136.-]

2.139.- j

2.142.- | S- 3x

2.145.- [—__ds

\Jer -2

\/7X

2.95.- Isenx

xdx
cos x?

2.98.-I

2.101.- jrg
5

2.104.- jﬂd

2.107.-]193§se8§dx

2.110.- [ cos: s rEdx

2.113.-Ise I 6x cos Gdx

2.116.- Imd

cos X
cosec® dx

b—acorg3x

2+ 3¢

2.122.- I4d
3%

2.119.-]

2.125.- J'Md

X+ COSX
2.128.- I a**™ cosxdx

2.131.-Irgzaxdx

2.134.- 4d\’1+€77x

2137.- J‘SGI’]X COS(I

SenNxX+ CoOX
2.140.- j e *se n xdx

2.146.- [sen@ + g, Xit
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2.147.- [ T2 2 co,

Va2

2 150.- J‘SEHX CoX i

V2-serfx

2.153.- de

2.1565.-j\/“7(x+ X D)

x*+1
arcse nxi

2.159.- J'( e
X

2.162.- jﬂd

RESPUESTAS
2.39.-j3Xede,

2 148.- I 2.149.- j e ¥ seéxdx
X(4- En ?X)
2.151.- dt
2152.- | ——
J- _seoxrgx I sen’t cost
Jsec’x+ 1
xdx 2.155.- | x(5x* — 3)"dx
2.154.-| N ]
serx, n’ x cosxdx
2.157.- 2.158.- | ————
I \/cosx I V1+serf x

2.150.- j e dx 2.161.- j t(4t + 1) dt

2.163.- —dt
€+e’

Sea:u=Xx,du=dx,a=3e

.[(Se)xdx:.[(a)“du= & - (32) +C= () +C= Se +C= 3e +C
/na /n(3e) {n3lne In3+/ine In3+1
2.40.- Iadx Sea:u=a-Xx,du=-dx
ax_ %:—aﬁn|u|+c:—a£77|a—x|+c
a-Xx u
2.41.- I4t+6 , Sea:u=2t+1,du= 2it; 2t+3:1+ 2
2t+1 2+1

j4t+6dt=2j(1+ 22+ 1jdt= 2fdt+

2t+1
=2t+20n|2+1+c

I3+2x _IL 2 z<+3j

3. 11
—§x+z£n|2x+3+c
xdx

243+ Ia+bx

xx 1 ap dx ardu 1
P P L v

=4dt+ %= 2+ 27|ul+c

1
Sea:u =3+ 2x,du= 2x; 1-3x =_§+i
3+ 2X 2 X+3
dx———3 it 5 :__Z[d j%
+ 3 u
Sea:u = a+bx,du=bdx; x _1_ %

a+bx b a+bx

§£n|a+bx|+c
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%+b

2.44.- ax—_bdx, Sea:u=ax+ f,du=adx; &x-b_a g
ax+f ax+b a  ax
aﬂ aﬂ+ab
ax—b i — dX I dx— J' Ej'dx_aﬂ+abj' dx
axX+ f a ax+ f a a ag+ab
:_.[d _a,B+ab du _a aﬂ+ab€ |u| hosy aﬂ+ab€ |€x+ﬂ|+c
u (04 a 04 a
2 2
2.45.- j3t S, Sea:u=t-1du=dt; tt—+1=t+1+i1
Igt St = 3j[t+1+—)dt—3jtdt+2{dt+C{—dt—— + 3+ @nu+c
- t

==t?+3t+60nt-J+c

2
2.46.- I—X LS Seau=t-ldu=ts+1 XX+ 7_ Lo 1
+3 X+3 X+3
IX +5x+7dx:.|'(x+2+—jdx J'xdx+ 2Idx+f—dx——+ 2x+(nu[+c
X+3 X+ 3 2

X NG
=7+2x+£77|u|+c=7+ 2x+ln|x+3+c

X+ x2+1

+C2.
-a

u u?

2.47.- j—dx, Sea:u=x-1,du=dx;
1
IX X +1dx J(x +X +2x+2+ijdx J'xsdx+J'x2dx+ 2.|'dx+ X
x-1 x—1
x* x3 x* X3
=Z+§+X2+2+3€77|U|+C=—4+—3+X2+2X+3377|X—3]-+C
2
2.48.-I(a+Lj dx, Sea:u=x-a,du=dx
X—a
2 2
I(a+Lj dx = (a2+@+ b ]dx aIdx+2abI sz dx >
X—a x—a (x-a)’ (x—a)
2
=azjdx+2abj +b? %—ax+2ab€77|u|+b2—+c a’x+ 2abln|x— a| b
49.- —dx Sea:u=Xx+1,du=dx
(x+1)?
(x+1) - 1 X+1 dx dx dx
I(x+1) _[ j dx— j J' _[ =/ |u|——+c

(x+1)? (x+1)? (x+1)?2



—£17|x+:q+i+c

Xx+1
2.50.-Ib—\/d_y, Sea:u=1-y,du=-dy
1-y
bdy du ¥ % %
=—b|—==-bluzdu=-2buz+c=-—2b(1-y)*+cC
[ %]
2.51.-I\/a—bxdx, Sea:u = a-bx,du=-bdx
1u” 2 3
Ja—bxdx=—=[u’du=— +c=——u’+c=——(a-bx)" +c
J J b3 D 2 @)
xdx
2.52.- , Sea:u=x?+1,du = 2xdx
'[\/x2+1
%
I X _[ :— %du_—luT+c:(x2+1)%+c
X2 +1 Y4 7
2.53.- Imd Sea:u:fnx,du=%
X
1/2 2
I x+£77x jx’l’zdx+j%dx=Ix’l’zdx+fudu=x—+u—+c
X 1/2 2
:2\/;+ 77
2.54.- 'f Sea:u? =3x%,u=+3x,du=+/3x: a>=5a=+5
3x2+5'
J3x J15
arct ard =" artg,|—
I3x+5 Hu+a Jéa 9, faf 95 T s A%

3dx

a’—x*
2 2

j X dx2 :—.[ xdx—j%:—j xdx—aZJ' Xz(ib;zz—.[ xdx—%j%

a’—x

Sea:u=x*—a?,du = 2xdx

255[

x> a’ x? a’ s o
:————é u+c=——-—~/In|x*—a‘|+c
s 73
2.56. ILy:Gdy Sea:u=y?+4,du = 2ydy
y2+

Iy 5y+6 f(“_y52y++42)dyzjdy+f_y?++ Zdy = =[dy-5[ y+4 2 dy

y2+22
- y_/£77|u|+2}/2/amrg%+c: y—%ﬁn‘y2+ 4+ ar(rgE+c

6t 15

2.57.- j Sea:u=3t2— 2 du = 6tdt:w=+/3 ,dw=+/ 3t
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ILBdt— o] - tdt B I 2=6I 3t2dt 2_]51(\/_) dt(ﬁ)z
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arce nx+ x arce
] dx= |

V1-x2

w= X dw=— 2dx

d )
T dx+-“\/%dxzJ.Udu_EfT\;VV:J‘UdU_EJiW%dW
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2 2
L

22%2

xdx v 42 4y
2.154.-]\/)(_“, Sea:t =/x+1= x =t -1 dx = 2tdt

I\/del_j(t 2 o) - 1)dt—2(t _t)+ C_z\,(x3+1 _2fxt e
X+

2.155.-jx(5x —3)dx, Sea:u = 5x? — 3 du = 10xdx
8 8 2 m\8
Ix(5x2—3)7dx=iju7du=iu—+c=u—+c=u+
10 8 80 80
2.156.-IJ€”(X+ X +1)dx Sea:u=/n(x++x*+1),du= o
X*+1 VX +1
ﬁn(x+\/x +1) \/fn(x+\/x +1) u’
[ o x=| N dx=I\/Udu=3 +c
X + X +1 /2
3
2\/[£n(x+\/x2+1)J
= +C
3
2.157.- Iserﬁx Sea:u=cosx du=— * mxdx
Jcosx
jsen"'xdx_jserfxsa n<dx_j E cox )s de_J es xalx J- cbsesxdx
Jcosx J cox COX J cos

:jcosiyzxse nxdx—_[ coéx & Rdx:—ju%du+ju%du:—

u’
—+—+c
% %

2 % 2cox™  2cox’ 3 cdx 2 cos
-_= 4 fC=— n yC=— ¥ +c
3 5 3 5 3 5
2_158._J'L)(dx,
Ji1+serf x

Sea:it=+vl+sernfx= e fx=t’- 1:28 ® coglx= t&

t
cosxdx :J- Vi -1 B

I _.[ d :Zn‘\/1+senzx+$nx‘+c
Ji+sertx Jti-1
2.159.- .[Md , Sea:u=arce nx du= dx
\J1-x? 1- X2
3
I(arcse nxjdx:fuzdu:u—+c: (arce ® 3)+c
V1-x? 3 3
2.150.- I e dx, Sea:u=¢€",du =€ edx
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jx*edx jee dx = _[du u+c=€e +c

2.161.- [t(4t+ 1) ct Sea:u=4t+1=>t =UT_1,du= Adt
u-1,du_ e 1d?

t(4t+1) dt = —1u’du= ul-u' pu=——-——-— +

Jrtacr o= [0 G - = f 0w =

—(4t+1)9—(4t+1)8+c

144 128

2.162.- jﬂdt Sea:u=t2+4,du=du= 2dt

2t —10t + 12 5t+6 dt

[ dt=zj =of (10 25 o= e af o] 2

dt :2+ 2aregi- Bylu+c= &+ 2amgi- G+ |4c

2.163.-.[%&,
e+e
Sea:u= e2t +1,du= 2%dt;w=1+e? dw=— 2 dt

edt et e'dt ¢ e?dt du 1
Ie +e' _Ie et _Iet+e4 :Iezurl—j“eﬂ == | —=+=[=

:E(zn|u|+zn|w|)+c:_;zn|uw|+c:%zn(em+1)(1+e2t)+c
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CAPITULO 3

INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En esta parte, seran consideradas las integrales trigopnométricas de la forma:
i) J'se n™u co$ udu

ii) J'rgmuseé‘ udu
iii) J'COrg’“u cosec"udu
O bien, formas trigonométricas reducibles a algunos de los casos ya sefalados.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

3.1.-Encontrar: 'fco§ xdx

Solucion.- co xdx = =+ SOS X

Luego: J'co§ xdx = j%x: Elj' dx+—2]f cos de:52+ Zl 8 n2+c,

Como: jcoshxdx:% ® nhx+c

Respuesta: jcos2 xdx:%x+711 € nXx+c

3.2.-Encontrar: Icosﬁ‘ 1 xdx

1+ cosx

Solucién.- cos i x= 5

1+ cosx
2

2
Luego:jcos“%xdx:]‘ (co$ix 3dx:.[( j dx:zjj ( 2cos+ coOx dy
1 1 1 , ~
:Zfdx+§j'cosxdx+zj' co$ xdx, como.fcos.2 xdx_%x+%se nX+c
:ijdx+ijcosxdx+—1j co§xdx:—1x+—1 8 r7(+—1%lx+—1 e nN2+c
4 2 4 4 2 4 4

1 1 1 1 3 1 1
=—X+—SenNX+—-X+—FLNX+C=—X+— 8 X+— 68 n¥+cC
4 2 8 1 8 2 16

Respuesta: Icos“%xdx:gx+% ® n><+% 8 ng+c

3.3.-Encontrar: Icos3 xdx

Solucic’m.-J'cos3 xdx:j cox cosxdx, como:cos x=1 ® AX



:jcosx coéxdx:j cog @ & 2rxd)<:_[ cadx—j oose §° xalx

Sea:u=senx,du= cosdx
3

:Icosxdx—j COX & ﬁxdx:.[ cosdx—juzdu= e n%+c: es msen‘“‘x

+C

3
sen’ x
Respuesta: J'co§ Xdx =senx—

+C

3.4.-Encontrar: Ise nx 4xdx
Solucic’m.-J'senx3 4><dx:j £ n& & h Adx, como:sern’ 4= 1- co$ #

=Isen4b<$ A 4<dx=_|' e nt @ césx4d>)=j es rxdk—j es x4 (cas4ix)

Sea;u=cos4X du=- 4% n#dx
3

:Isen4xdx+lfu2du:—£ cosék+—1u—+c:—
4 4 43

®s4x cos®4x
+ +cC
4 12

cos4& cod #
+ +c

Respuesta: jse nx® 4xdx = — o

3.5.-Encontrar: jse n* x cos xdx
Solucién.-fsenzxco§xdx:.|' ® AX CcoX ccxsix:.[ es’rR (les’n )cos

:Isenzxcoydx—.[ & Ax cosdx: Sea:u=senx,du= coxdx
3 5 3
u u sen*x X
:juzdu—fu4du:———+c: - +C
3 5 3 5
n n
Respuesta: J'se M x cod xdx = S X _ se5 Xic

3.6.-Encontrar: Ise n* x co$ xdx
Solucién.-jsen3xco§xdx:.[ ® AX 8 ® cdxdx:j {1 cos @sxn Cmdx

:I(l—co§x)$ X co%xdx:j 8 X céxdx—J' es xn Cosx

Sea:u=cosx du=—- % rnxdx
3 5
:Isenx coéxdx—j 8 IX cdydx:—juzdu+ju4du:—u—+u—+c
3 5

coS X CosSX
=— + +c
3 5

coS X CcoSx
+ +c

Respuesta: j sern’ x cod xdx = —
3.7.-Encontrar: J'se " X cos xdx
Solucic’m.-J'senzxcoéxdx='f 8 AX (cox ?) cocslx=J' es’rR (les’x?) ods
:J'senzx(l— 2% Ax+ & Nx )cosix



:j(senx)z cosxdx — 4 (8 X9 co&dx+j & n®) crdx
Sea:u=senx,du= coxdx
5

=Iu2du—2.[u4du+ju6du:u—3—2u +
3 5

u sen®x _«£mrx ® Mdx
—+C= -2 + +C
7 3 5 7

3
Respuesta: J'se n’ X cos xdx = seg X_>2 se5n” X, = Yﬁ X

3.8.-Encontrar: J'se n° X cos xdx

Solucién.-jsen3xco§xdx:j (8 x cos *Jx; como:senX= 2% X CO% ,

. sen X
Se tiene que:senx cox =

; Luego:

= j(se nx cox Jox = J-(sen ZXJ

:—1j e f 2dx:—1j' 8 nR e nxéx
8 8

1
:gj'sen&(l— co$ de:é'[ 8 nﬁx—gf s n2 (cos2dx
Sea:u=cosX du=- 2% nZ2dx
:ljsen&dx+ij—2£e n (cos>22}dx:—1.[ s rxﬁx+—1_[u2du
8 16 8 16

3

3
= —icos x+ =L e _T16COS + ©s” 2X

16 16 3
1 oS’ 2x
Respuesta: Isen3xco§xdx:——0052<+ +C
16 48
3.9.-Encontrar: J'se n* x co$ xdx
senx)\* 1
Solucién.-jsen4xco§xdx:j (8 X cos 4)jx:_|‘( )dx:— & ‘n xax
2 16
1-cos4x )’ 1 2
T ser X)dx=—|| ———— | dx=———| (- cos4 Y
oltsert o (2 e o] 0o cone
1 1 1
=5 1-2cos&+ coS #dx=—|dx——| cosdix+—| cosxdx
Al ¥=eal -5 5l
Idx——jcoslb(dx —4[1+0058X
—J'dx——.[coszb(dx+— dx+—4 cos&dx
32 12 12
1 1 1 1 X $n4x sen8x
=—X-——Sen&X+—X+——* n&+c=— +C
64 128 128 1024 128 128 1024
Respuesta: Isen4xco§xdx _ 1 3x—se n4&+ sendx +c
128
3.10.-Encontrar: Ix(cos°’ x> — 2 fnx? Jx; Sea:u = x*,du = 2xdx
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Ix(co§x2—$r?x2 yix:%j X (cox*~ & ?xde:%J' (cds— es mdy
:ljco§udu—gjse ﬁudu:—l_f cos cc?sudu——lj 6 W es “ndu

2 2 2 2

1 1
:chow(1—$ ﬁu@iu—aj. e n @ cds dy

:%jcosudu—%] cosl & hudu—%j 8 udu+—;j s n cosdu

Sea:w=senu,dw= cosidu z= co8 dz=—- & wudu
3
:lj.cosudu—ij'wzdw——lj ® mdu——lj.zzdz:—1 ) |11|——1E+1 cos—~Z i¢
2 2 2 2 2 23 2 23
L ﬁu+ cos _ C&U+c:—(15enu+ cost }— ](za Au+ cosl fc
2 6 2 6 2 6
Dado que: senfu+ coSu= (8 m+ cos ) 7u— esun aos Cos )

O bien:senfu+ cosu= (8 m+ cos )@ e wn cos; )o que equivale a:

=%(senu+ cosl )——(15 (® m+ cos ) es N cost+i

Z%(Senumosu }% (® W+ cas )g%en_gcosu A

sen2u

:%(senu+ cosl )—% (® m+ cas )& Hc
1 1
:E(senu+ cosl )_E (® m+ cas% (2 e m2+x
=1—12(senu+ cosl )(6- (2 8 N2 )Bc=1i2 G i+ cos Hdes m29
:1—12(senx2+ cox® )(4 & n® Jc

Respuesta: Ix(co§ x*— & nx* Jx :1—12(se nx>+ cos<* )(4 & n¥® Jc
3.11.-Encontrar: Ise n 2X cos &dx

Solucién.-se na cosb’:%[ e ng-pf ¥ 8 m{+/f |) Setiene que:
sen&cosxzé[ 8 N2— ¥4 s N2 x4]=)—;[ es nx2)es r(p )
:%[—sen2x+ ® n&, Luego:_[seancos&dx:J% { 8 N2+ & nGd)
:—%jseandx+%j * n(ﬁ(dx::l1 cosz—é COSG-C

Respuesta: J'se n2x cos &dx = %cos 2(—% COSB+cC
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3.12.-Encontrar: jcos:B( COS Rdx
Solucién.- cosa 0056:%[ cos{— 4 } coa(+ /S |)Se tiene que:
1 1
cos X cosX:E[ cosf3- X4 cox(3 xj%z[ oos  capa uego:
:'fcosi-k costx:J'l[ CO%+ cos@x:}j cmdx+i_[ cosl%
2 2 2

1 1
==senXx+— ¥ nx+c

2 10

Respuesta: J'cosé}( cos dx = %se nx+1—t * nX+c

3.13.-Encontrar: Isen&'»( £ rxdx
Solucién.-sena = nﬁ:%[ cos{—f ¥ cos(+f |) Se tiene que:
senx m:%[ cos(®— X ) Cosksr x ]%%[ cos4 cog6Luego:

:J'sen5<$ rxdx:.[%[ COSA— cos«}:—;j coxek—%_[ cosig

:}sen4x—i L n&+c
8 12

Respuesta: jsen&'»( * rnxdx :Esen4x—i * n&+c
8 12
3.14.-Encontrar: Irg“xdx
Solucién.-jrg4xdx:J'rgZXrgzxdx; como: rg® =sed x— 1 Luego:

= J'rgZXngxdx: J'rgzx(seczx— 1pix :Irg X seéxdx—Jrg dx

2
= [ (00" see” xebe— [ e | (Tgx)zseczxdx—J'L(ﬁxdx
cos X ol x
=J'(rgx)2%cz xdx—'[seczxdx+.[dx; Sea: w = rgx, dw = sec® xdx

3

=Iwzdw—jseéx+Idx:§—rgx+x+c:%—rgx+ X+C

3
Respuesta: .[rg“xdx = %— TOX+ X+C

3.15.-Encontrar: jseé xdx
Squcién.-Iseé xdx:f (setx ) séodx; como:seé xdx = & rg°x

:I(se(?x)2 se&xdx:J' (A rg* 2) se?cxdx:_[ A r3x+7g’x )séax

= Iseé XdX + 4 tox § se%:xdx+_[ 0gx ) séxdx;  Sea:u=rgx,du=sec® xdx
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= Iseé xdx + quzdu+.|'u4du = rgx+§u3+éu5 +Cc= rgx+§rg3x+%rgsx+c

Respuesta: J'seé3 xdx = rgx+§rg3x+%rg5x+ C

3.16.-Encontrar: Irg32xdx

Solucion.-
Irg32xdx = J'rg 2x7 g% 2XdX = J'rg 2x(sec’ 2x—1)dx = IrgszeCZZde—frg 2xdx

Sea:u=rg2x,du=2seé Xdx; Luego:

1 1u® 1 rg’2x 1 1
=—|udu— | rg2xdx==——-=/1n|C2X|+C= —
5 udu=[g 22 'l 2" cos2x
2
Respuesta: 'frg32xdx:rg 2X_£€77 S
2 | @ms2x

3.17.-Encontrar: IrgZSde

Solucién.-'frgZSde=.[(seé & — 1¢ix=_[ Set ﬂx—jdx=%rg %~ X+C

Respuesta: jrgZSde = %rng— X+C
3.18.-Encontrar: Irg33xse03<dx

Solucién.-jrg33xsec3<dx=J'rg2 3rg R seo@lx=_[ (sécx3 ) x3 sads
:I(sec3< frg X secﬁjx—_[rg B seed; Sea:u=secX du= 3secd@g xXRIx

Luego:%juzdu—%j&g?;x sec3dx; como:d(secX = 3g X secRix, se admite:

1J'uzdu——1'|'d(sec3< ):_1u3_} se08+c:} sé‘cx&—1 sec8c
3 3 9 3 9 3

Respuesta: Irg33xsec3<dx:éseé 3(——; sec8+c

3.19.-Encontrar: jrg%xseé xdx
Solucién.-jrg%xseé‘xdx:.[rg%x (setx )sémdx:.[rg%x @rg®x ) serdx

= j (rgx)” sec? xdx+.[ (rgx)?sc?xdx;  Sea:u=rgx,du = sec? xdx
3 7 2 2 2 2
Luego: [u”du+ [u”2du=Zu” + Zu’2 4+ c = Zrg”x+ =g+ C
go: | J 5 9 5 0 XTgd
Respuesta: J'rg%xsec‘;’ xdx = %rg%x+—grg% +c

3.20.-Encontrar: Irg“xse(f1 xdx
Solucic’m.-'frg“x(sec?x )seéxdx:.[rg“x (A rg* )sexdx

= J'(rgx)4 sec’ xdx+j (rgx)° sec® xdx ; Sea:u = rgx,du = sec® xdx
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5 7 5 7
Luego: [ u‘du+ [ u’du YU e eX 9.
5 7 5 7
rg°x 79’

+

Respuesta: jrg“xse(f1 Xdx = +cC

3.21.-Encontrar: ICOrgsx cosetxdx

Solucién.-ICOTgsx coseéxdx:J' cog’x (coséx )cosSeax

Como: cosec’x = I+ cag’x; Luego:

'fcwgsx(1+ co:gzx)cose%xdx:j cog X cosémdx+_[ £oX  coérax

Sea: u = corgx,du = — cosec’xdx,

4 6 4 6
Luego:—Iu3du—fu5du:_u__u_+C:_C°Tg X_corgx .
4 6 4 6
4 6
Respuesta: J'COTgsx cosebxdx = - 22F9 X COTGQ Xic

3.22.-Encontrar: Icmg3x coset gdx
Solucién.-fcmgfﬂx coset de:I cog B (cosecx3 )coSexrdd
'f00193x(1+ cag® X )cosec ><31ij e X3 co§e(xd8+j r¢p X 3 cdsedx3

Sea:u=corg3x,du=—3cogc’® 3dx; Luego:
2 4 2 4
—l_[udu—gju?’du:_u__u_JrC:_ ®7g°3x c0rg°Ix
3 3 6 12 6 12
2 4
Respuesta: Icmg?;x coset gdx:_COTg X COrlg.y2 X, .

3.23.-Encontrar: jcoseé Xadx
Solucién.-jcoseé X coséc XZJx:j 4 eg’® x2 )cosexd®
Icose& 2dx+.|' ceg® f cosécxdx; Sea:u=corg2x,du=— coec’® Xdx

3

3
Luego: [ coseé xdx— [u?du = - cog g oo ©FO2X_C0Tg2X
2 2 3

2 6

corg2x  corg® X N
2 6
3.24.-Encontrar: jcmg3x cosetxdx

Respuesta: 'fcoseé Xdx =— c

Solucién.-jcmg3xcose&xdx:j cog’x COSéx egx Cosex
Como:corg®x=cosex— 1 Luego:f(coseéx— 1)coséx amx Co X

=I(coseéx cagx cosecdx—_[ cosec wgX COBEC
Sea:u=cosecx du=—- cogcx cogxdx;
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5 3

5
U’ u cosec’x  co®cx
Entonces:—ju4du+.|'u2du:——+—+c=_ + +c
5 3 5 3
3 cosec’x  coecix
Respuesta: jcmg x cosetxdx = — + 3 +c

3.25.-Encontrar: ICOrgsde
Solucién.-J'COrgsxdx = _[ corg’®x cargxdx = _[ (cosc®x— 1) cogxadx
= J' COSeC®X corgxdx — I cagxdx; Sea:u=corgx,du=— cosc’xdx

corg®x

2
Luego:—fudu—.[cngxdx:—u?—f77|se nx+c=— —ln|® M+c

2
Respuesta: J'corg3xdx __Ccorg X

—(nlsenx|+c

EJERCICIOS PROPUESTOS

Usando esencialmente el mecanismo tratado, encontrar las siguientes integrales:

3.26.-]1925de 3.27.-Ise NX cosxdx 398 - .[
sec X
3.29 - ICOSK 3.30.-I\/cosx = i xdx 3.31.-jrgzgse<f§dx
COSX
3.32.- [ rg4xsec 4dx 3.33.- [sert xdx 3.34. Isen&
senx
3.35.-I(secx+ cogcx Jdx 3.36.-jse€§rg§dx 3.37.-]19 2xsed Xdx
3.38.-Isen8< £ n3dx 3.39.-Icos4< cos Xdx 3.40.-Isen 2 cos &dx
4 co§’ X 3.43.- [ cosec® Xdx
3.41.- | =2 | ax 3.42.-[—d J
i senmx
3.44.-j(rg3§+rg4§)dx 3.45.-Ic0193§dx 3.46.-_[00194§dx
3.47.- jd— 3.48.- J'COSZX 3_49-_'[2L
sem X coX sen’ x sen’ x co$ x
3.50.- I 351 .- .[ oS’ X i 3.52.-Jco§;dx
cos6 & 1-senx
3.53.-Ise n° X dx 3.54.-1\/1— cosxadx 355 .- J'
cosec” X
3.56.-J'sen3l co$2dx 3.57.-Jsen2x co$ xdx 3.58.-Jsen xco§ xax
3.59.- Iﬂd 3.60.- I co§x 3.61.-_[ser13 2xdx
1+ cos X Jse nx
3.62.-J'se " 2x cod adx 3.63.-'[0054 xdx 3.64.-'[rg4xse<f xadx
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3.65.-jrg3xsecxdx 3.66.- Iseé afde 3.67.-jsecxdx

2 2
3.68.-]0079 2x co®c’® Xdx 3.60.- Isen X 4 3.70.-J'seé‘ Xrg dx
cog X
3.71.-J'seé‘ xrgxdx ;= 0) 3.79.- I cos X i 373.- I
sen’ x sen'x
3.74.-Irg”xse8 xdx;=-1) 3.75.-.[sen xdx 3.76.-.[sen axdx
3.77.-J'se n' x cosxdx ;0= — 1) 3.78.-JCOTg”axdx 3.79.-.[007943de
3.80.-J'cosxn ® mxdx ;0= - 1) 3.81.-Jrg”xdx 3.82.-Jrg4xdx

3.83.- j co™ xdx

RESPUESTAS
3.26.-]1925xdx:j(se6 5 — laix:J' Set )@x+_|'dx:%rgsx—x+c

3.27.-Isenxcos<dx:£j 28 X ca&dx:g_[ 6 rxdx:—l cos2c
2 2 4

3.28.- I :jcos&dx:1$ nX+c
sec X 2
cos X coéx— & hx cc?sx sern’ X4
3'29'-I COSX dx=.|' COX o _I I CosX
= I cosxdx — J 1_czZiXd -~ I cosdx — EJF cogdx = IZ coszlx—j SRaX

= 2se Nx— (1| sex+rgx+C
3.30.-'f\/cosx ® ﬁxdx:J'\/ cog 8 X & xdx:.[\/ cas {1 Cos e)sxa
:J.\/cosx ® n><dx—_[\/ cox O e xdx:j cos esxaix—j tase xdn

Sea:u=cosx du=— % mxdx; Luego:—ju%du+Ju/2du:—§u%+§u72+c

= 2c0s+ 2 cod+c=— 2 oo+ 2y oBx+c
3 7 3 7
=—§cosx cos<+% cog’y cos+c

3.31.-Irgzlse€idx:j tg% Y se€idx; Sea:u:rgg,du:%seczgdx

3.[(193)215e6 dx = :fuzdu ul+c=rg°%+c
3.32.-Irg 4xsec4<dx:j t9° 499 4 secxux:_[ (sex4 7h) x4 sedH
:Ise6 Krg & secXth—Irg X sexdx; Sea:u=secXK du= 4secxrg xtix

67



3
=£Iu2du—EIdU=—1u——_lu+c= set 4 seod
4 4 43 4 12 2
2 % 4y 1—COS% _ 1 CO% _1 1 )
3.33- [ser’ k= [——="dx= [ -=—=Sdx=" [ dx~ [ cossdx

1 3
=—x—§sen§+c

2
sen 221X COSX
dx:j
senx senx

3.35.-I(secx+ COECX Z)dx:J' (s€x+ 2sec cax+ @0 dx)
1
COSX ® IX

+ _[ coeczxdx=_[ séoxdx + 4%{ ces’ xdx

3.34.- j

dx = chosxdx: 2% x+c

=|seé xdx+ 4 seg coxxdx+| ces*xdx = |sed xdx+
] Zf ] ] g

dx
2COSX ® X
= j sel xdx + Aj cosc 2dx+ j caxxdx

dx+j cosc’xdx

=Ise6 xax+ X 4

:rgx+%£n|cosec X- cag - cogx+c
= 70X+ 2(n|cosec2x— 07g2x|— @rgx+C
3.36.-Ise8§rg§dx=.|' (setX )segrgXdx
Sea:u=sec; du=7 segrgax,

3

Luego: 4ju2du = 4%+c :4&82+ C

3

3.37.-Irg42xseé‘ 2<dx:jrg“ X (set 2 )sécxdx:jrg4 x2 kg ? x2 )<erd®
=I(192X)4 seé 2<dx+j g X § set Rix

Sea:u=rg2x,du=2seé Xdx, Luego:

1 . 1 TRV

—EI(TQZX) 2seé de+5.[ fg 2 9 2sec >®x——2ju du+EJ'u6du

5 7 5 7
=£u_+3“_ -9 2X+rg 2X+

25 27 10 14
3.38.-'fsen8<$ n dx

c

Considerando:sena £ ng = %[ cost—pf > cos(+p ])

Luego:sen& = nix:% (cosk— coskl; pe tiene:

senb5x senllx
- +C

:Ef(cos&— coslidx:ij cosdﬁlx—ij' cosiddx =
2 2 10 22

2
3.39.-J'cos4>< cos %dx

Considerando: cosax cosB:%[ cos{—p } coa+p|)
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Luego: cos 4 0055:% (cosfx 4§ cox9;)
Como: cosEx )= cox :%(cosx+ cos9 ) entonces:

Icos4>< cosde:%j (cos+ cox&j»:—zj' cmdx+%_" cosl9

senx L n%
= + +C
2 18
3.40.-Ise n 2x cos dx

Considerando: se na 0056:%[ eng-4¥ 8 m+p))
Luego:sen2<0053=%[ 8 R{x 3 & ng
Como:sen(x)=- s nx :%(—se nx+ £ nX ) entonces:
1 1 1
jsen&cos&dx:—j {8+ s rb6d)<:——j € xuix+—_[ es Rrdx
2 2 2

1 1
:Ecosx—— cos¥+c

4 4
3.41- I(Sﬁf) = ;(ﬁ J{ o) = Josec' s cosx cooct

= j (1+ corg®x) cosc’xdx = j coeczxdx+j cog’x c@s *xdx

Sea: u = corgx,du = — cosec’xdx
3

3
Luego: Icoseczxdx—juzdu =— c&gx—%Jr C=— cagx— corg X

+C

cos3xdx_f codx 1
sen'x ®eMXx € X
= I (corg®x)corgx cogexdx = I (cosc®x— 1)cogx  cesxdx =

3.42.-I dx:jcmg3x cosecxdx

= J' COSEC’X Corgx coecxdx—j cogx caExdx

Sea:u=cosecx du=— COgCXx cogxdx
3 SeCS

) 2 u COSec’x
Luego.—Iu du+Idu:—§+u+c:— + COSecx+cC

3.43.-[005604 3<dx:I (cosc® 8 )co? )@iX=J. @ cg® x3 )ces x 8x)
:J'cosec2 3<dx+j cag® X coec® Rix

Sea:u=corg3x,du=—-3cogc’® Radx

Luego: jcosec2 &dx—%fuzdu = —% cag 3—éu3+c: -

3
®7g3X Ccorg 3X Lo
3 9
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3.44.-j(rg3§+rg4§ dx:jrg313dx+_[rg4§dx:I(rgzlgrglsdx+j(rg 2X)rg *Xdx
=j(se6§— 1)rg§dx+j (setx— 1p®%dx

=Ise(3§f9§dx_.|.79§dx+_f (sety T)gzédX—Irgzisdx
=jseé§rg§dx—jfggdx+j (setx z)gzisdx—j (sées— dx
:'fse(?grggdx—_[rggdx+_[ (sety ﬁgzlgdx—j séC—;dx+J'dx
Sea:u:rgg,du:%seczgdx

Luego:BIudu—J'rgngJr 3ju2du —J'seczgdx+fdx

:guz—%n|se(§|+u3— Sg§+x+c:grgzg— Bn| se+79°s- RyL+x+c
3.45.-ICOTg3§dx:j (cmgzg)caggdx:j (cosc’%— 1)cogdx

:Icoseczg COrggdx—J' cag%dx; Sea:u=cosecs ,du=—% COo®C cogsdx
Luego:—3j (cosec3 )e% CO€C CcoQg3 dx—j cog5dx=— J'mdu—.[ ca £ dx

_ 2

2
= > _3gn|3en§|+C=M

- 377|$ r§|+c

3-46-'j00794%dx=j(COrgZ%)cargZ%dx:.[ (cosc?%— 1)cog®%dx
:jcoseczg cagzgdx—j ccrgz%dx:j cosc?X cogzlﬁdX—j (ces’:- &y

:Icoseczg ccrgzgdx—f coscziedx+jdx
Sea:u=corg,du= 1 cosc” X dx
6

Luego: —6ju2du—jmseczgdx+jdx: ~221°+6c0TgL+ X+C

_ 3
=-2corg s+ 6Ccargs+XxX+C
dx )
Sem X COX |
_rsert x+ cog x dx cosadx

Luego.f dx:j +j S
SeIT X CoOX ® AX Co% & °1x

3.47.-I Como:ser’ x+ cogx= 1

ser’ X+ co$ x cosdx dx cagix coslx
e bty [0 comh, o

sen’ X cox ® NX 8 R cos * es’Rm es’x
:IL+.|'(senx)’3 cosxdx+.|' (8 XV cosdx

senx cox

¢ ox 3
_ISQHZ(+J-(5enX) cos<dx+j (@ X7 cosdx

2
=2]cosec 2<dx+j (® x) cosdx+_[ G x ) cosx (*)
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Sea:u=senx,du= coxdx, Luego:
1

(%) = zjcosec 2<dx+fu 3du+J‘u *du= /7| cosc 2- cog ﬂ———w c
= (1n|cosec X— cag ¥ - 1 1
2serrx 4= fix
2 4

= (1n7|cosec X— carg 2<|—Cosec X_CO¥LX ¢

2 4

cos X cod x
3.48.- dx = dx = | corg®x cosec” xdx
Isenﬁx Jser?xsaﬁx I g’

:J'COrgzx(cosaczx)coec xdx:j cog’x @ cog )cesdx
= 'f corg®x cosec’xdx + I cag’x coec’xdx
Sea: u = corgx,du = — cosec’xdx,

3 5 3 5
Luego:—fuzdu—ju“du:—u——u—+c:—COTg X 9%, ¢

3 5 3 5

sen+ co§x dx
3.49.- =
J.senzxco§x Isa AX co‘b< -[ cdx I es’m Cos
dx
= | sed xdx+ [ ————— = | setxdx+ | ———=—=| séxdx+ 47
I J.(senxcosxﬁ I Isen&)z -[ en X

2
:J'seé‘xdx+ Zj‘ cosc? de:I S8 serdx -+ j4 @s xd

=I(1+rgzx)se6xdx+ Af cosc? 2dx=j sémdx+jrgzx séxdx + J'4 e@os xdg?

Sea: u = rgx,du = sec’ xdx,
3

Luego:jseé xdx+ju2du+ 4 cosc? 2dx=rgx+u§— 2cog X+ C

gs
=TQX+—— 3 —2corg X+cC

3.50.- =|seé &«dx=| (set #°) séexdx=| {Irg® x4 ) Secds
Sl J J

co§
=j(1+ 2rg® 4x+79* 4x)seé #dx

:J'se6 AdX + 4 tg &« sec ><tix+f 7@ ") secxdx

Sea:u=rg4x,du=4seé 4&dx, Luego:
3 5
794X 10® 1u® +C_rg4x+rg 4x+rg 4

Iseé Adx+= j'uzdu+ J'u“du " e MY
4 23 45 4 6 20
co§x codx ( 8 ™ ) [ cOx(1+senx)
3.51.[ T x=| o JX_j o dx

:J'cosx(1+ ® rxdx:j coxdx+f cos €s xuix:j cmb<+%.[ es xig

+C
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:senx—% COosS X+C
3.52.-'fco§§dx:.[ (cod2 )co$dx:j @ & 7 )ceéslx
:J'cosédx—j ® rf% cogdx

Sea:u=sen du= % cos; dx
3

Luego::jcos§dx— 7'|.u2du:7se rfg—%ﬂzz 78 Q—g & +c
3.53.-J'sen5§dx:f (erfif = rﬂgdx:.[ & cos ?) e Fux

:j(1—200§§+ coss )e igdx='|' & Hdx— _[2 co% esizdx+_[ tase s
Sea:u =cos} ,du:—% ® r¥dx, Luego:

3 5
=Isen§dx+ 4Ju2du— 4u4du=— 200$+4%—%+c

4cosy 200§§+C

=—-2C0S; + 5
3.54.- I v/1— cosxdx
Considerando:ser’ a = # Y 20 =X

m; ademas:1-cosx= 2@ A

Se tiene:sen’ X =

Luego:f 2se rfgdx:\/_Zf ® ndx=- 2/ 2cos+c

d 1 2x \?
3.55.-| X = [sen®sdx= (s rf% 3dx:j( _COS?J dx

cosec’ s 2
=lj(1—20032—x+ co%ﬁ(yzgjdx—lj co%dx+1_[ cOL dx
4 ° s 4 2 4

1+ cos¥ 1 1 1
> 2 dx:—4.|.dx——2.[ cos"’g—xdx+—8[ (& co& dx

=%jdx—%jcos%dx+%jdx+—;j cos‘gldx:—:;’[dx——;[ coégdx+—g;[ cot dx

:lej.dx—%.fcos%xdx+zllj'

3,13, 13_ . 3 3seny 3e
=—X-——senZ+-—e +c=—Xx- + +C
8 22 84 8 4 2

3.56.-Isen3§co§§dx:j e e cé"sgdx:_[ esin 1 cos )Cysix
:Iseng coégdx—f co&% & #Hdx

Sea:u=cos} du =—% ® r§dx
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6 8 6 8 X X
Luego:-2[ufdu+ 2fu'du=-21" 4 A oo U U o G085, COSE
6 8 3 4 3 4

3.57.-Isen2x coéxdx:j (8 m cos z)jx:.[[ :le & “n xalx

2
J~1 cos4<

X 1
?3]]'(1—0034< ﬂx—?jdx——;f cosﬂdx——8—§ 8 n¥é+c
3.58.-Isenxco§xdx:j (8 AX COX )= 2rxdx:.|' €sxn oS P s*xax

2
:I(sen&j (1— Cosxjdx:—]fsenz 2x( 1 Coﬂdx
2 2 4 2

:}jsen2 2<dx——1.|' end X cosmx:—jﬂd j & °n X2 cosd
8 8

=1—16Idx—1i6jcos4<dx——y ® A X cosiix *( )

Sea:u=sen2du= 2cos2dx, luego:

1 1 14
*) = — dx—— cos&dx——|u’du=—x-——® n&———+cC
) I I 16[ 16 64 16 3

1 sen4x sert X
- +C

16 64 48
1-cosxX
1 Cos X
3.59.- jl+cosZ< j1+cosz( jcoéx x=[rg’xdx = [ (sec x— 1Jix
2
:J'seé xdx—jdx:rgx—x+c
3.60.- ILgxdx f(senx)% co§xdx:j (® x } codx cosix
Jsenx

:J'(senx)%(l—ssﬁx)coxdx:'[ CRK) cocsix—.[ es”x  cax * ()
Sea:u=senx,du= coxdx, luego:

2\/ser?xJrC
5

3.61.-J'sen32xdx:j$ fTXe nSde:j @ clsx2 s md

:jsen2xdx—j coé 2 8 nAX #( )
Sea:u=cosX du=- 2% ngdx, luego:
1 1u® 1 u’

2
(*)=J'sen2<+ij'u—du:—— COSR+——+C=—— COSR+—+C
27 2 2 23 2 6

(*)= fu'%du —J'u%du _ouh

3
:—%0032(+M+c

+C
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3.62.-Ise n® 2x co$ de:j(l_ C;SLKJ( v Zosﬂdx:zj (& cds Xdx

:%jdx—%jco§ &dx:—j{jdx——j{j(“c—?&(jdx=a[dX——l (1+ cos & gix

:%J'dx—?lgfdx——;_fcos&dx:—é.[dx__;j Cossdx:%_ $;8x

+C

1+ cos X 2 1
3.63.-|cos xdx=| (codx Jdx= || ———==| dx=—1 (& cosR?Yx
J J (codx j[ 2 j ik y
:EI(1+20052<+ coSx o)x:—lj'dx+l.|' cos®x+ij' cosxax
4 4 2 4

1+ cos4x

=%Idx+%fcos&dx+%f( >

]dx=—14_[dx+—lz[ costx+—18[ @ cosddx
:%jdx+—;jcos&dx+%jdx+—;j cosﬂdx:—g[dx+—;[ cosﬂix+—;" cosdx

:§x+isen2<+—1 L n&+c
8 4 2

3.64.-J'rg“xsec,2 xdx
Sea: u = rgx, du = sec® xdx
_7g°X

5
Luego:ju“du :%Jrc +c

3.65.-Irg3xsecxdx=jrgZXTgx seoxdx=J' (séx— aYyx s&dx
= I(seéx ¥gx seoxdx—_[rgx sealx

Sea:u=secx du= segrgxdx
3

Luego:juzdu—jdu :%—u+c=seéx

—SecxX+cC

3.66.-jseé aedezj setag sécaedezj (stad %) Sedddo
:I(1+ rg’af)? seéa&dezj' (k- 2g9%afd+7g9ad )setaddd
:jseé ando + zjrgzae se%a9d9+jrg4ae sé@fdo
Sea:u=rgad,du=asec’addd, Luego:

3 5 3 5,
1J'duJrg.|.u2du+—1.|.u4du=—1 TERE ML PP rgad + 2990 r9a0 |, ¢
a a a 3 5 a 3

a 5

SecX fgx+ sex gx _f sewgx+ séxdx
TOX+ Secx TOX+ Se’
Sea:u=secx+7gx du= (sesrgx+ séwx dx

3.67.-jsecxdx:'|'

Luego: J'% = (n|u|+c={n|secx+Tgq+cC
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3.68.-]00192 2X co®c’® Xdx

Sea:u=corg 2x,du=—2cogc’® dx
3

3
Luego:—ijuzdu:—u—+c:—m+c
2 6 6
sen’x e rfx ® xdx ( cox )s xux es xalx
3.69.- dx = = = — | se nxdx
I cos x I cod x I cosx I cox j

Sea:u=cosx du=- % rxdx,
Luego:—ju‘zdu—jse nxdx:1+ cos<+c:i+ COX+C= Sect CosC
u COSX
3.70.-Iseé‘ Xrg 3<dx:.|' set B (sexdg x3I)
Sea:u=secX du= 3secd&g Xix
4 4 4

Luego:EJ'u3du RPN RPN
3 34 12 12

3.71.-'fse(51 Xrgxdx:j set'x (secrgx dx

Sea:u=secx du= sexrgxdx, Luego:

+C

- u" sel x
Iu” "du=—+c=
n

+¢c,(n=0)

cos X — J-coéx code:J- @ s I )cos

3.72.- dx =
jser12x * rfx

< Aix J' o hx—'[cosxdx

—Senx+cC
senx

373]

_J-sen2x+co§de:I dx +,[ coéx
sen’x e fx e Ax 7 & hx
cos x dx

sern’ x s rfx

dx

= j coseczxdx+J' = '[ COECXdX + j cog’x comc’Xxdx

1 3
= —cngx—§ corg’x+c

3.74.-J'rg”xseé xdx ;= — 1)

Sea: u = rgx, du = sec® xdx

n+l n+1
Luego:fu“du: .- 1X+c, (n=-1)
n+

n+1

3.75.-Ise nexdx:J' (se rfx idx:j(—l_ 20082(}30')(
2
:%I(1—3c032<+ 3cos 2- clsxedy

=%de—3.|'cosz<dx+ :f cos zdx—j césﬂx}
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_5x sen2<+ $en4x * A 2(
16 4 64 48

1
3.76.-Isen4axdx:j (s rfax 3dx:zj (1 cosax “pix

:I(1—2cosax+ co% @(@(z%jdx—%_[ cosade+:1J cosagix

=£X—isen251X+—1 elx+—139 n éx )f—C=—3X——1 & n2x+—1 8 nek+cC
4 4da & 8 4 2a
n+1
3.77.-J‘sen”xcos><dx—Sen Xic J=—1)
n+1

3.78.-[00rg”axdx:.|'cofg”’2ax C(rgzaxdx:.[ cag"’ax (cosciax—

n-1
= I corg"™ *ax cosec’axdx —I cag" “axdx = _lcorg &
a n-1

3.79.-]007943de, Haciendo uso del ejercicio anterior:

—_[ cag" “axdx

= Coéﬁ Icmg 3xdx = M—I (cos:c® I— x
:—W—jcosec2 3<dx+J'dx:—L93(—.|' cogc’ 8dx+jdx
3
__corg 3X+ corg 3(+x+c
9 3
cos™ x
3.80.-J‘cosxn * xdx=-— +c;h=-1)
n+1
3.81.-Irg”xdx: Irg”’ZXrgzxdx: jrg”’zx(se(fx— 1pix
n-1
:Irg”‘zxse(? xdx—jrg”‘zxdx: 9 —jrg”‘zxdx
3.82.-]19“xdx_7g “xdlx .|' rgixdx =22 j(sec?x 1pix

3 3
= T%X—Iseé xdx—jdx=gT—rgx+x+c

3.83.-Ico§“*1xdx=jco§”x cosdx=_[ (cdx M) coxdx=j {les’x" ) ook

Sea:u=senx,du= cosdx.El resultado se obtiene, evaluando (1-u?)" por la
férmula del binomio de Newton y calculando cada sumando, cuyas integrales son
del tipo: j u"du.

Las formulas provenientes de los ejercicios 3.78 y 3.81, se denominan férmulas

de reduccion y su utilidad es obvia. Mas adelante, en otros capitulos, usted
deducird nuevas formulas de reduccion.
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CAPITULO 4

INTEGRACION POR PARTES

Existe una variedad de integrales que se pueden desarrollar, usando la
relacion: J'udv =Uuv— Ivdu .

El problema es elegir uydv, por lo cual es util la siguiente identificacion:

I: Funcidn trigonométrica inversa.

L: Funcion logaritmica.

A: Funcion algebraica.

T: Funcion trigonométrica.

E: Funcion exponencial.
Se usa de la manera siguiente:

EJERCICIOS DESARROLLADOS

4.1.-Encontrar: J'xcosxdx
Solucion.-ILATE

I

X COSX
u=x dv = cosxdx
du = dx V=Ssenx

.-.jxcosxdx:xse nx—j ® Xdx=x 8 R+ COS+C
Respuesta: Ixcosxdx = XSenX+ COX+cC

4.2.-Encontrar: Ixsec2 xdx

Solucion.-ILATE
VN
x seé X
u=Xx dv=sec¢ Xdx
du = dx V=3793X

.[xseé xdx=EXTg 3(——1_|'rg 3x =29
3 3 3

—é€n| secg+c

xrg3x 1
9

Respuesta: j xse€ xdx = (nlsec¥|+c

4.3.-Encontrar: Ixz se nxdx

Solucion.-ILATE
4

x> senx

e



u=x* dv = se nxdx
du = 2xdx V =—COSX

.[xzse nxdx = —x* cox+ 4x cogdx, integrando por partes la segunda integral:

u=x dv = cosxdx
J' XCosxdx;
du = dx V=senx

.'.szsenxdx:—x2 COSX+ %x s IX—I s mdx}:—x2 COS+ X2es XA 2008C
Respuesta: IXZSenxdx=—x2 COX+ X & X+ 2CO0s+C

4.4.-Encontrar: J'(x2 +5X+ 6) cos2xdx

Solucion.-1 L A T E
VAN

x> +5x+6 cosX

Uz x?+5x4 6 dv = cos dx

1
du = (2x+ 5)dx v:EsenZX

2
j(x2 +5X+ 6) cos2xdx = wse nZX—%j' (2x+ 5) se n2xdx
Integrando por partes la segunda integral:
ILATE
N\
2X+5 sen
dv =sen 2xdx
u=2x+5

du = 2dx v:—%cos'zk

.[(xz +5X+ 6) cos2xdx = % se n2x(x* + 5x+ 6) —%[(2x+ 5)(~ % cos2X) + _[ oostdx}

2
=LX+656n2(+—i-COSX (R+ 5}—3] cos@ix

2
X XD X 6sen2><+ 2X+5cos§l—zl 8 n2+c
2
Respuesta: j(x2+5x+ 6)c052xdx:izx+63en2<+ 2x+50032—zl 8 n2+c

Nota.- Ya se habra dado cuenta el lector, que la eleccion conveniente para el uy el
dv, dependera de la ubicacion de los términos funcionales en la palabra ILATE. El

de la izquierda corresponde al u, y el otro sera el dv.
4.5.-Encontrar: Ifnxdx

Solucion.-1 L A T E
I 1
Inx 1
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u=rtx dv = 1dx
dx

du=— V=X
X

.[énxdx= xfnx—J'dx= X{nx—x+c=x({nx-1)+c
Respuesta: Iﬁnxdx =X(/nx-1)+c

4.6.-Encontrar: J'Kn(a2+x2)dx

Solucion.-1 L A T E

I N\
In@°+x?) 1
u=£nx dv = 1dx
dx
du=— V=X
X

2X° dx 2a®

= x(n(a+x?) - I(Z——z)dx
+a

28”

= x(n@°+x*)—2x+—-—arcrgX+c

A

jzn(a +x?2)dx = x¢n(a’+x?) - j

=x£n(a2+x2)—zjdx+ 2a° de .
X’ +a

=x/n(a®+x?)—2x+ 2aarcrgz+c
Respuesta: J'Kn(a2 +X°)dx = x/n(a® + x?) - 2x+ 2aarcrg X +c
4.7.-Encontrar: Ifﬂ‘x+\/x2—1‘dx

Solucion.-1 L A T E
I N

(77‘X+ X —1‘ 1

u= ﬁn‘x+\/x2 —1‘

dv = 1dx
V=X

D=1 x
Vx2-1 dx

v
X1 du= dx = du =

jéﬂxm/ﬁ‘dx xfn‘x+ X —1‘ I xdx
Sea :w=x*+1,dw= 2xdx.
Luego: xfn‘x+ x2—1‘—%j(x2—])%2xdx=xfﬂxm/ﬂ—%jw%w

:xén‘x+\/x2—1‘ ;V\f x+\/x2—1‘—w% +C= xﬁn‘x+\/x2—]\.—\/x2—l+c
2

Respuesta: J'En‘x+ VX —1‘ dx = xfn‘x+ Jx2 —1‘—\/x2—1+c
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4.8.-Encontrar: Ifnzxdx

Solucion.-1 L A T E
I
/n®x 1

UZMZX dv =1dx

du:2€77xldx V=X
X

_[Enzxdx= xﬁnzx—ZIMx1 xdx = X/ 17 %X — 2.|'€77xdx
X

Por ejercicio 4.5, se tiene: anxdx =Xx(/nx-1D+c

Luego: J'Enzxdx: X(n?x—=2[X({nx—1)+c]=xln*)x— 2 nx—1Hc

Respuesta: jfnzxdx = X0n*X—2X((nx—1)+cC
4.9.-Encontrar: Iarchxdx
Solucion.-1 L A T E

11
arcrgx 1
u=arcrgx
dv =1dx
du= dx V=X
1+x° B
.[ arcrgxdx = x arcrgx—J' X
1+ X

Sea:w=1+ x?,dw= 2xdx
2xdx
1+ x?

) 1
Luego: xarCrgx—Ej
1 2
= xarCrgx—Eﬁn‘H X ‘+c

Respuesta: Iarchxdx = xarCrgx—%fn‘h xz‘ +C

4.10.- J' x? arcrgxax
Solucién.-1 L A T E

1,dw 1
=X aragx——ZIW: X ar@gx——2€77|vv|+c

URENG
arcrgx X
u=arcrgX dv= x%dx
3
du= dxz V:X_
1+ X 3
X 1 x%dx x° 1 X
o | x*arcrgxdx == aragx—= == aregx——| X-— X
I g 3 g 3'|.1+X2 3 g 3J. X X2+ld
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X 1 1 X
=—arcrgx——= | xdx—= dx
3 39 3I 3I < +1
. . xdx 1
Por ejercicio 4.9, se tiene: ==/n|x*+1+c
: Ix2+1 2 77‘ ﬂ

X 1 1 NG XX 1
Luego: —arcrgx—= | xdx+—=(n|x* + 1+c=— aregXx——+—/n|x*+ [+C
go-garerd 3I 6’7‘ } 3 T¥TE TS npe+

3 2
Respuesta: sz arcrgxdx = %arng—%+%fﬂx2 + jr+ C

4.11.-Encontrar: Iarccostx
Solucion.-1 L A T E

I 1
arccosx 1
U=arccosx dv—1d
2dx v =10x
du=— = V=X
1-4x

.[ arccos Xdx = X arccosi+ IZ)(CI—X

V1-4x°
Sea:w=1-4x* ,dw = — 8xdx
—8xdx

V1- 4%
= xarccosz—%\/ T #+c

Respuesta: Iarccos Xdx = xarccos 2—%\/ T 4 +cC

+C

b
=X arccose—%fw%dW:x arccos2- W

‘%

) 2
Luego: xarccos 2<—§I

4.12.-Encontrar: Ide
Jx
Solucion.-1 L A T E
I N
arcee nx 1
= arcsle n\/j dv = x*dx
X
du=—— -
(_1—X \/; \ 2\/;
} dx
- [arcse Wxx%dx= 2/x arce &x-—
J I

Sea:w=1-x,dw=—dx
_dx _
Luego: 2Vx acse m/x + [——= = 2/x acse nvx + [ w’2dw
9 7= J
—2J/xacsenx+ 2 +c= 2/x acsem/x+ 2/ L x+¢C
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Respuesta: I%x = 2xacsem/x+ &/ x+c
X

4.13.-Encontrar: J'xarcse n X*dx
Solucion.-1 L A T E

N
arcee nx* x
u=arcse nx* dv = xdx
2
du = 4xdx Ve x
\1-4ax* 2

5 X? x3dx
jxarcse n3°dx=— arce nZ- [2——
2 Vi-4x*
Sea:w=1-4x* ,dw=—16¢%dx
2 1ay3 2
Luego:x—arcse n2(2+£'[(LXdX):X— arce n)22+—1'|'w’%dw
2 167 J1—4x* 8
2 A 2
~Xarce n2<2+EW +e=2 arce n)f+éwy2+c
2 % 2 4

2

:X?arcse n2<2+%r\/ T & +c

2
Respuesta: jxarcse n X°dx = X?arcse nx° +%\/ L 4 +c

4.14.-Encontrar: 'feradx

Sea:w:f,dw=%
a a

Luego: J' xe/dx = az'[ze% & _ az.[wewdw, integrando por partes se tiene:
a a

Solucion.-1 L A T E

VRN

w e”
u=w dv =e"dw
du = dw v=g"

azjwerW: az(weW —Iewdw) = az(weW —e"+ c) = az(weW - eW)+ c
=a’ (Ee% —e%j+c= a2 +c

a a
Respuesta: J'xe?/adx = aze%(g—l) +C

4.15.-Encontrar: I x2e > dx
Solucion.-1 L A T E
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3Xx

N

Voo
-

X
) dv = e ¥ dx

u= X ]
du=2xdx V= —ge‘?’x

sze*xdx = —% xe ¥ +§j xe *dx, integrando por partes la segunda integral:

ILATE
NN
x e
U= X dv = e ¥dx
du =dx V__le‘g'X
3

2 ~—3X
sze‘3xdx:—lxze‘&+z(—}xe‘3‘+} e““‘dx]:—x © ——2xe‘3“+—2.[e‘ *dx
3 3L 3 3 3 9 9

2 3%
X‘e 2 2
=— —Zxe¥-—e¥+c
27

3 9

_a3x
Respuesta: Ixze*xdx: ea [x2+gx+§j+c

4.16.-Encontrar: Ix3e’x2dx
Solucién.-fx3e’xzdx:Ixze’xzxdx
Sea:w=—x*,dw=—-2xdx, ademas: x* = -w
. 2 X2 _ 1 2, %2 _ 1 w _ 1 w :
Luego.J'x e xdx_—EJ'x e x(—2xdx)_—EI—we dw_ije dw, integrando por

Partes se tiene:

ILATE
VAN
w e
u=w dv =e"dw
du = dw v=g"

l.[werW:E(weW —J-erW) = —1weW ——1_[erW:—1wevv ——1eW +C
2 2 2 2 2 2

= —%xzexz P ——;exz(x2 +1)+c

Respuesta: Ixe’e‘xz dx = —%e‘xz (X*+D+c

4.17.-Encontrar: I(x2 — 2x+ 5)e *dx

Solucion.-1 L A T E
I
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— X

X*—2x+5 €
u=x"-2x+5 dv =e*dx
= (2x—2)dx v=—e>*
.[(xz —2x+5)edx=—-e*(x*—2x+5) +I(2x— 2)e*dx , integrando por partes la
segunda integral:

ILATE
VAN
2x-2 €~
u=2x-2 dv = e *dx
du = 2dx v=—g*

I(x2 —2x+5)edx=—e*(X* - 2x+ 5 + [—e’X(ZX— 2)+ ZI e’xdx}

= —e*(X*—2x+5) —e*(2x— 2 + zje*de= —e*(X?— 2x+ 5 —e*(2x—2)—2e*+¢C
X +532X =242)+Cc=—-e*(x*+5)+¢

Respuesta: J'(x2 —2x+5edx =—e*(X* +5)+C

4.18.-Encontrar: j €™ cosbxdx

Solucion.-1 L A T E

YR
cosbx €*
U = cosbx dv =e"dx
du = —bse nbxdx V= 1eax
a
ax e*cosbx b . .
.'.je cosbxdx_T Ie % roxdx , Notese que la segunda integral es

semejante a la primera, salvo en la parte trigonométrica; integrando por partes la
segunda integral:

ILATE
v
senbx €&*
dv = e™dx
u = se nbx
du = bcosbxdx V= éeax

_eaxcosbx+b ef®ermx b
a a a

e cosbx+be ® rbx b?

a a’

je cosbxdx]

j €™ cosbxdx, Notese que:

X X b’ ,
'f e""xcosbxdx—e cosb +be $;rb b je cosbxdx, la integral a encontrar

a a
aparece con coeficiente 1 en el prlmer miembro, y en el segundo con coeficiente:

84



b? : , L : . -
—— . Transponiendo éste término al primer miembro y dividiendo por el nuevo
a

. b> a?+b? )
coeficiente: 1+ — = ———, se tiene:
a a
a +b2 ae™ cosbx + be™ = rbx
j e cosbxdx = > +C
a

ae®™ cosbx + be™ = rbx
/az/ +C_eax(acosbx+bse rbx )

- +C
(a2+b2] a’+b?

e™(acosbx+b = rbx )
a’+b?

I e™ cosbxdx =

+C

Respuesta: I €™ cosbxdx =

4.19.-Encontrar: Iex cos Xdx

Solucion.- Este ejercicio es un caso particular del ejercicio anterior, donde:a=1y
b=2. Invitamos al lector, resolverlo por partes, ain cuando la respuesta es
inmediata.

Respuesta: [e*cos dx= e(cosx+ 2@ nk )

5
4.20.-Encontrar: je"x se nbxdx
Solucion.-1 L A T E
Y
senbx &*
dv = e™dx
u = se nbx
du = bcosbxdx V= 1 e™
a
jeax se nbxdx_LemX bje codxdx , integrando por partes la segunda
a
integral:
ILATE
v
coshbx e
U = cosbx dv =e™dx
du = —bse nbxdx V= 1eaX
a
.'.J.eﬁ‘xsenbxdx:e senbx_b[e codX bJ'e * rbxdxj
a a a

e senbx be™ cobx b?

5 J'e se nbxdx,
a a
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Como habra notado el lector, la integral a encontrar aparece con coeficiente 1 en
2

. . - b . )
el primer miembro, y en el segundo con coeficiente: ——. Transponiendo éste
a

L . . . - b> a’+b?
término al primer miembro y dividiendo por el nuevo coeficiente: 1+— =———, se
a a
tiene:
a’+b* )\ . ae™ se nbx—be™ codx
5 Je se nbxdx = 5 +C
a a
ae™ se nbx—he™ cosx
€™ (asenbx—b codx
Ieaxse nbxdx = )az +C:J'eax se nbxdx = ( e )+c
a+

(az +b2J

e*(asenbx—b codx )
—— +C
a“+b

Respuesta: Ieax se nbxdx =

4.21.-Encontrar: J'x\/1+ xadx

Solucién.- Cuando el integrando, esta formado por el producto de funciones
algebraicas, es necesario tomar como dv, la parte mas facil integrable y ucomo la
parte mas facil derivable. Sin embargo, la opcién de “mas facil” quedara a criterio
del lector.

dv = (L+ x)2dx

u=x
du = dx V=§(1+ X)%
%
jx\/1+ xdngx(lJr x)%_EI(lJr X)%dX=—2X(1+ x)%——2(1+ X) e
3 3 3 3 52

%
)%_4(1+x) te

:gx(1+ X
3 15

%
Respuesta: [ xv1+xdx= % X(1+ x)* —%Jr c

x2dx

V14X

= I x2(L+ X) 72 dx

4.22 .-Encontrar: I

x*dx

J1+x

u=x? dv = (1+ x) 72 dx
du=2xdx  v=2(1+x)?

‘ J- X2dx

V1 x

Solucién.-J'

= 2X°1+ X — 4I X~/ I+ xdx, integrando por partes la segunda integral:
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— %
U= x dv = (1+ x)"dx

j Xdx —2x 1+ X A[ X L+ x)% (1+ X) dx}

%
:2x2\/1+x—§x(1+x)% 2(1;/)() +Cc= 2(\/1+X——X(]:|-X5/+— ®x¥+c
2

= 2X*\1+ X —§X(1+ Xy +1—1§ A+ x)2+c

2
Respuesta: j X dx

N

4.23.-Encontrar: I xdx

Solucion.- I—X = .|' xe dx
e

ILATE
v
X e
u=xX dv=e " dx
du = dx V= _g*

j xe *dx=—xe * + J e‘dx=—-xe*-e*+c=e*(-x-D+c=—-e*(x+D+c
Respuesta: Iﬁxx =—e*(x+1)+c
e

4.24.-Encontrar: szﬁn‘\/l—_x‘dx

u= 677‘\/1— x‘ dv = x?dx
Solucion.- .. 3
du=—1-—(1 X)% (1) = du = — X veX
‘ 1-x| 2 2(1-x) 3
3 3
.'.Ixzﬂn‘\/l—x‘dxz%fn \/1—x‘+?15 ndx=—f77‘\/1— ‘—— (x + X+ 1- 11 Jd

3 3
:%én‘\/l— —EX——EX———l ——1€n|1—x|+c
3
:X—fn‘\/l—x—l€n|1—x|—x——x——§+c

Respuesta; Ixzfn‘J—‘dx_—gn‘Jf‘__gn|1_ | _____ X,

18 12 6

4.25.-Encontrar: Ixse n~ xdx
Solucién.-
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u=X —
1 COSZ(dx]

dv =se r? xdx
[ 17

du = dx v:lx—isenZX
2 4
.'..[xsenzxdx:ixz—ixse n2<——1_|'xdx+—1j' ® n&dx
2 4 2 4

=lx2—Exsen2(——1x2——10032+c:—1x2——1x 8 m’e——l CcOS& C
4 8 4 4 8

xX*  xsen cosx+

Respuesta: jxsenzxdx=7 2 s c

Otra solucion.-

2
Ixsenzxdx:.[xﬂdx:—lj'xdx——]jx coszdx:—lx———]jx cosalx
2 2 2 22 2

2

=X7—%Ixcos Xdx ; integrando por partes, la segunda integral:
dv = cos Xdx
u=x
du = dx v=%sen2x
2 2
Ixs;enzxdx:x——1 fsenz—ij' e ngdx|-2 -2 g n>Q+—14f e ndx
4 2\ 2 2 4 4
x> X X cos X

+C

:———s;en2><+l e} cos 2 }c=x——— 8 Ng—
4 4 4° 2 4 4

x*  xsen cosX+

Respuesta: Ixsenzxdx=7— n 5 c

4.26.-Encontrar: Ix(3x+1)7dx

Solucion.-
_ 7
. OI\/_1(3)(+1) i (v=@x+1) o)
du =dx V:—(3X+1)8
24
9
jx(3x+1)7dx=i(3x+ 1)8—ij X+ Wox= = (X+ 1 RO ST
24 24 24 243 9
9
:i(?)x+1)8_(3x+1) e
24 648
3x+1y
Respuesta: [ x(3x+1) dx=— (3X+ 1 ( +c
P I ( ) 24( J 648

EJERCICIOS PROPUESTOS

Usando esencialmente el mecanismo presentado, encontrar las integrales

siguientes:
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4.27.- j X(2x + 5)°dx
4.30.-Ix0033<dx
4.33.- j x3e % dx

4.36.- jfﬂx

4.39.-Ixarcse nxadx

4.42.-'[3X cosxdx

—X dx
1+x
4.48.-J'x(arCrgx)2dx

451202 Xy

N

4.54.- [ x°0*xdx

4.45.- szn

4.57.-IxarCTg (2 + 3y

4.60.-]de
X

4.63.-Ico§ xdx
4.66.-Ix3(£77x)2dx
4.69.-jse¢“ xdx

4.72.-'fx”£77|ax|dx,n¢—1

4.75.-J'x2 cosaxdx

4.78.-je;7(9+ X2 )dx
4.81.-jarcsea/§dx
4.84.- [ 15(xC +1)dx

4.87.-IxarCTg\/ x* — Tix

4.90.-jx2\/1— xdx

RESPUESTAS
4.27.-Ix(2x+ 5)%dx
Solucién.-

4.28.-Iarcse nxdx
4.31.-Ix2’xdx

4.34.-Ixse nx cosxdx
4.37. j ! ’7"

xdx
sen’ x
4.43.-Ise N nx)dx

4.40.- j

fnx

446I

4.49.-J'(arcse nx Jdx

452 J~ser12x

4.55.-Ix€77(9+ x?)dx
4.58.- [ e dx
4.61.- [ 0yx+1 dx

4.64.-Ise n" xdx
4.67.- I x"e*dx

4.70.- [ seC xdx
4.73.-Iarcse nexdx
4.76.-J'xse6 axdx
4.79.-J'xcos(2<+ 1yix
4.82.- [a? - xd

4.85.-IarCTgx&dx

Xarcrgx
(x> +1)?

dx

488]

4.29.-Ixse nxdx
4.32.-Ix2e3xdx
4.35.-Ix2£nxdx
4.38.-J'xar0rgxdx

4.41.-.[exse nxdx

4.44.- j (X% = 2x+ 3¢ xax
4.47.-J'x2 arcrg Xadx

4.50.- %d

4.53.-Irg xsec” xdx

4.56.-Iarcse n\/§dx
4.59.-[0052 (¢ nx Yx
4.62.-J'x2exdx

4.65.-Ixm(£77x)”dx
4.68.-Ix3exdx
4.71.-Ix£77xdx
4.74.-Ixse naxdx
4.77.-J.cos@77x ax
4.80.-J'xarcseo<dx
4.83.- [ (7]1- x| dx

4.86.- IXB.I’C% nx i

V-

4.89.-Iarcse nx xdx

VA=)’
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u=X

du = dx V:(ZL‘E’)M

22

dv = (2x+ 5)°dx

oy _ X 1 1 _X 1 1 2
jx(2x+5)1 dx_22 (2x+ 5) 22] (X+ 5fdx > (X+ 5} 44(2+ 5%+ ¢

X 1
=—(2x+ 5" —— (+ 5)*+c
22( ) 528( )

4.28.-Iarcse nxdx

Solucion.-
u=arcse nx
dx dv = dx
du = L V=X

xdx

V1-x?

Iarcse nxdx = x arcse rx—j

4.29.-Ixsenxdx

Solucion.-
u=Xx dv = se nxdx
du = dx V = —COSX

J'xsenxdx:—x cosx+j coxdx=—-X COs+ € XHC

4.30.-J'x0053<dx

Solucion.-
dv = cos 3dx
u=x
du = dx v=£sen3<
3
jxcos&dx:fse nii—.[1 8 n>3jx:5 () n&oos3x
3 3 3 9
4.31.-jx2-de
Solucion.-
dv=2"dx
u=x N
du = dx ve_2
‘n2
Ix2’xdx=—x2 +i Zxdx=—XZ + 1(-2 +c
In2 In2 In2 I(n2 Iin?2
4.32.- j x2e¥dx
Solucion.-

+C

Ademas: w=1- x?,dw = —2xdx

1, dw 2
=X ares Xw—|—=x amsxmy —% +cC
ZIVV/VZ

X 1
- y X 2 +C
2in2 2%Un° 2
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dv = e¥dx
E e3x
3

u=x*
du = 2xdx V=

2
X 2 .
Ix2e3xdx:—3 e&—gjxe&dx, integral la cual se desarrolla nuevamente por partes,

3X
U= X dv =e”dx
esto es: S due dx 1.,
= V==
3
2 NG
=X—e3x—2(x e* - je&dxj——e 2y +§J e¥ax=Xe¥_ Fex  2on ¢
3 3\ 3 3 9 3 9 4

4.33.- j x3e % dx

Solucién.-
u=x° dv =e"dx
du = 3x°dx v=-3¢7
I x3e 7 dx = —3x% 7 + 9] x%e7dx, integral la cual se desarrolla nuevamente por
_ u=x dv = e dx
partes, esto es:
du = 2xdx v=_3e%

=-3x%7 + 9(—3x2e% + 6I xe%dx) =% - Tx%e 7+ 54.[ xe "xdx
, la nueva integral se desarrolla por partes, esto es:

u=Xx dv = e 7dx
du = dx v:—?:e%
3 2

= ?:; 2(:;( 54( Xe +q.e%dx) —%—2;—):—125)( +162¢ 8% ¥c
3 27x* 16X 486
TE & & e
4.34.-J'xse Nnx cosxdx
Solucion.-

U x dv=sen 2dx

du = dx V=—COZZ(

J'xsenx cosxdx:ij'x ® n2dx:££—5 cos&—lj coxd‘xj
2 20 2 2

Z—ECOSZ(+£J. cosi(dx:—5 cosx2+} s x2c
4 4 4 8

4.35.-J'x2€77xdx
Solucion.-
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u=/,nx dv = x%dx

3
X 3
3 3 3
jx%;xdx:anx—}szdx:xmx—x—+c
9
4.36.- jfﬂx
Solucion.-
u=/~,nx dv = x%dx
X 2X?
'fgzxdx{fx‘%nxdx: ‘3dx——£27>7(2( 4:(2 c
4.37.- IE”X
Solucmn.-
u=/,nx
Z dv = X 72dx
X
du=-—- v=2vx

I%dx=jx‘%£nxdx=2\/§fnx—2.|‘ X 72dx = 2\/;€nx— Alx+c
X

4.38.-J'xarCTgxdx

Solucioén.-
u=arcrgx dv = xdx
2
1+X 2
NG d NG 1 1
xarcrgxdx = =— aregx——|| % ax
.f 9 2 2 g 2-‘( 1+ ij
x2 1 acrgx
:—arCr X—— | dx+= =— arggX——X+——+¢C
2 g -f -[ 1+x* 2 g 2 2
4.39.-Ixarcse nxadx
Solucioén.-
U=arcse nx dv = xdx
du = dx v:X—Z
V1+ X3 2
NG .
xarcse nxdx=— arce m—— , integral para la cual
I 2 27 1+ %
T X=senéd
sustitucion siguiente: ..
dx =cosgdo

se sugiere

la
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NG 1:serfd coddo

=—arcse NX——
2

2 pegﬁ

2 _ 2
=X—arcse nx—l ﬂ d9=X— arce M—— d«9+—]j cosle
2 2 2 2 4 4

NG 1.1 NG 1
=—arcernX-—0+=- ® n2+c=— areg Xx—— ares xn
2 4 8 2 4

2senf oso
= —+c

8
Como:send = x,co¥ =+ +x* ; luego:

2
X 1 1
=—arcse nx—;1r arce DHZN Ax®+c

2
xax
4.40.-
Ise n’ X
Solucién.-
u=x dv = cosec®xdx
du = dx V=-C07gX
J' X :jxcoseczxdx:—x ccrgx+_[ cagxdx=-X cogx+(n| 8 ®+c
serr x
4.41.-Iexse nxdx
Solucion.-
u=senx dv = e*dx
du = cosxdx V=€

Iexse nxdx =e* & nx—JeX coxdx, integral la cual se desarrolla por partes, esto es:

U = COSX dv =e*dx
du = —se nxdx V=g

:exsenx—(eX cos<+feX ® rxdx):eX 8 R—€* co<~:f.[eX es xax
Luego se tiene:jexse nxdx =€* &« nx—e"* cos<—.|'ex e mdx, de donde es inmediato:

2.[eX se nxdx = € genx— @sx)+c
X

jexsenxdx:%(se NX— COX }C

4.42 - j 3 cosxdx

Solucién.-
dv=3"dx
U = cOSX
du = —se nxdx V= 3
‘n3

93



X

1
+——| 8 e mdx, integral la cual se desarrolla por partes,

I 3 cosxdx = cox

/n3 In3
dv = 3*dx

esto es: H=senx 3

""" du=cosxdx V=

‘n3

= COSX 3 + 1[3 nx——lj 3 cosdx

‘n3 (n3\ In3 In3
= COSX 3 + §senx_ j 3 coxdx,luego:

/n3  In*3 fﬂ 3
= jsx cosxdx:j—( COX + sen xj

n /n3 ) (n*3
:(1+ 7 )J'f:‘X cosxdx:i cos+ 22X | ¢
‘n3 ‘n3
2 X
M i“)j:%xcosxdx_ 3 cosx+ 22X 1 ¢
Zn ﬁﬂé ‘n3
:stcosxdx_ 35773 COX+ +C
n°3+1 n
4.43.-Ise N nx )dx
Solucién.-
= 4
u=sen(nx) dv = dx
du=%ﬂx)dx V=X
X

J'sen(fnx)dx:xse n{ nx )—.[ cos(nx gx, integral la cual se desarrolla por partes,

esto es:
u=cos{nx
& E) dv=dx
X

=xsen(€77x)—[x cos(nx [ & n(nx dx}:x o ri7x )x coshx ) es Mfx By
Se tiene por tanto:
Ise n(nx)dx=x[ se n(nx }- cos(rx ]fj' 8 1f(yx dx, de donde es inmediato:

2'[se n¢nxx=x[ € n{nx } conx ])+c_[se n(énx)dx:g[se n(nx »- cos(nx J+c

4.44.- I (X — 2x+ 3L nxdx
Solucién.-
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u=/,nx
du:%
X

dv = (x* — 2x+ 3 dx

X
vV="—Xx+3x
3

3 2
j(x2 — 2%+ 3)/ pxdx = (%—x2+ 3x)€77x—.[ (%—x+ 3)x

X3 X2 X3
= (E_XZ +3x)€77x—.|.§dx—jxdx+3j.dx: (—3— X%+ 3X) (17X~

1-x
445 - | x0n|——|dx
I 771+x
Solucion.-
u:ﬁni dv = xdx
1+ X
X
2dx V="—
duzx2—1 2
1-x X2 ]1-x xdx x> |1-x 1
X0 n|—=|dx = — /n|—=|— == /n|—= |- [ @+ dx
J Tex " 2 Thex Ix2—1 2 v x J¢ -1
X 1-x dx x* |1-x 1 |x-1
== /p|—=|— [ dx— =" Ip|—2-x-=¢nl—J+c
PR v i K vl L e 277x+1,
2
4.46.- [ 11X gx
X
Solucién.-
u=/ln°x dv = x%dx
du=2€77xdx V=—=
X X
2 2 2
X X X
por partes, esto es:
u=/lnx dv = x2dx
du=% V=——
X X
2 2
:_m+2(_@+fd_§j=_m_%+zjd_gz_ﬂv____
X X X X X X X

4.47.-J'x2 arcrg Xadx

Solucioén.-
u=arcrg X
3dx
u= 5
1+ 9x

3

XX Li3x+c
9 2

+2.|' x?¢nxdx , integral la cual se desarrolla
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x3dx

Ix arcfg&dx_g arag - J'1+9 > :_ areg )3__."}/
3 & ,
=X—ar0rga<—lj X———2"— :—arcrgg ix® 1 xdx
3 X +y 92 81l y ¥+ Y
3 2
=X—arCz'g3(—X—+i£77 X +-+c
3 18 162 9
4.48.-Ix(arcfgx)2dx
Solucion.-
u=(arcrgxy dv = xdx
2
gy - 28rerxdx X
1+X 2

X x%dx
Ix(arCrgx)zdx=7(arcrgxf—f (aregx m integral la cual se desarrolla por

partes, esto es:

u=arcrgx x2dx
dv= 5
du— dx 1+ X
1+ %2 V= X—arcrgx
_ (xarcrgxy’

dx
5 —[(x—arng)arcrgx—f k— aregx L—Xz}

3 (xarcrgx )’ xdx arc gxdx

=S —xarcrgx+ (arcrgx § +.[ —J' T
(xarcrgx )’ 1 , . (aragx §

=———=* —xarcrgx+ (aracgx 5+E€77 (B x }T +C

4.49.-I(arcse nx §dx

Solucién.-
u=(arcse nx §
dv =dx
2arce mxdx
du=——— V=X

V1= X3

xax .
I(arcse X fdx = x (arce m % P ares Xr———, integral la cual se desarrolla por

V1-x?

U=arcse x dve Xdx
partes, estoes: . _ dx 1-x°
1-x° v=—/1-x2

= x(arcse nx § — %—\/ 1 x° arcs m+J'dx}

=x(arcee nx §+ 2/ L x* aros R— »X4cC
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4.50.- jﬁd

Solucioén.-
U=arcse nx dv = x2dlx

dx 1

v=—=
2
1-x X

Iarcse arcse 'x+ j dx

X Xy1— X

X = J' X2 arcse nxdx = —

__acem X
X 1+/1-%°
451 Iarcsean
N

Solucioén.-
u=arcse nvx dy = dx
dx 1 1-x

jarcsen\/_ X = —21- x arce n/x + - & Ix arm dix+ B+c

senzx

+C

du=

dx
Iﬁ:
4.52.- j

Solu0|on.-
u=sern x dv = e *dx
du = 2se nx cox v=—6"

J~ser12X 2= Tox= fsenzxe’xdx=—e’x ® fx+ 4 ® X coge *dx

sen X
=—€e*ser x+/éj'—e “dx, * Integral la cual se desarrolla por partes, esto es:

u=senx dv=e"dx
du = 2 cos Xdx v=—g*
=—e*senm x+ ZJ' cos 2e "dx, Integral la cual se desarrolla por partes, esto es:
U =Ccos X dv=e"dx
du =-2se n Zdx V=—g~*
Ise n2e *dx=-€e”* € nX+ .'é—e’X COS2- JZ 6 rx@xdx)
jsen Xedx=—€e* 2 nX- B cos- IA e g *dx, de donde:
SI sene ‘dx=-e" (® N+ 2coskHc
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—e*

Isen e dx = (& nX+ 2cosX 4c, Sustituyendo en: *
Iixxd):—exsenzx— (2 nX+ 2cos Jc¢
e

4.53.-'frgzxseéxdx=_|' (setx— 1)sé<xdx=J' sexax ej Sexdx s ()
Solucion.-

—sel =
* .[ seC xdx, Sea: H=seex dv = sec’ xd
du = 3sed xrgxdx V=10X
'f seC xdx = j setx séxdx= SEerRrgx-— J'S Secg’xdx
U = Secx =
* J seC xdx, Sea: dv = sec xdx
du = secxr gxdx V= 70X

I seC xdx:J' sex séxdx= sexch—J' seq’xdx=  Kegx-— .[ »sec Xéec dx 1)
ZSGCXTgX—I se%xdx+j sealx , luego: Zj'seé xdx = semgx+J' sedax

Esto es:jseé xdx=% (secxrgx+ €n| secrgx| ¢, ahora bien:
Irgzxsec"’ xdx:J' seExdx—j sexdx, con (* y *%*)

J'rgzxseéxdx: sedxrgx— ﬁ séarg 2xdx—% (seegx+(n| semx| +9
De lo anterior: 4_|'rg2xseé xdx = se%XTgx—% (seagx+(n| seegx| +¥

Esto es:jrgzxseé xdx=% SG&XTQX—% (secrgx+/n| saecgx +E

4.54.-Ix3£772xdx

Solucién.-
u=/~n°x dv = x°dx
4
du = 27X g X
X 4

4
Ix%yzxdx:%Enzx—%jx%nxdx, integral la cual se desarrolla por partes, esto es:

u=/lnx dv = x%dx
4
X 4
x* 1( x* 1 x* 1 1x*
= In*X—=| = Inx—= XX | = = n*X— =X npXx+=—+C
4" 2(4”4JJ4U8U84
x4 4

1 X
=—In*Xx—=x"nxX+—=—+cC
4 1T T

98



4.55.-sz77(9+ X2 )dx

Solucion.-
u=/,n(9+x) dv = xdx
2xdx X
du = 5 vV=—
9+ x 2
2
jxﬁry(9+x2)dx:x :—Kn(9+x) _[(x— 9 jdx
’+9
——f (9+x2)— jxdx+9j X —X—Zz ©r5¢)- X+ 2m6¢+ gy
7 2 2 2"

2

=?[£77(9+ x2)—1]+—2£77(x2+ 9)+c

4.56.-Iarcse n&dx

Solucion.-
u=arcse n/xdx v = dx
o & 1 -
J1-x2 2Jx
xdx
Iarcse mn/xdx = x arce R/x-— J'\/Xd_x 2\1/_ =X ares &—%jﬁ

Para la integral resultante, se recomienda la siguiente sustitucion:
J1-x=t, de donde: x=1-t*, y dx=—-2tdt ( ver capitulo 9)

— 2 —
— xarcse n&—% /1-t (l/z,t/dt)dx: xarcse nWx++ Lt2dt, Se recomienda

sustitucion:t =sen@, de donde:v1-t*> = cosé, y dt =cosfdé . Esto es:
= xarcse n\/§+'f co$0dl = x aras {7&+%j £ cog2g

— xarcse n&+%9+%r ® N@+c=x ares {7&+—;9+—; s h cdsc

arce zn' 4x+\/ _21X\/§+c

arcen t
= Xarcse n\/;+ 5 +§ Lt +c=x arcs X+

4.57.-Ixarcfg (2x+ 3ypx

Solucién.-
u=arcrg (X+ 3) dv = xdx
_ 2dx NG
1+ (2x+ 3Y V=5

ot k=X P Xdx
xarc + X—— ares +
I 79 Y g ( 3}-‘-1+4x +12x+9

la
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X2 x2dx X2 3X+/2
=—arcrg(x+ 3 il 1o 3 areg (2+ dx
5 arcerg H4x2+12><+ 10 9 ( 3}1[ 4 &+ 12+ 1

X2 1 3X+/
=—arc X+ 3)—|dx+
5 arerg ( %4j J4x T 1ox 10X

X2 1 X+%3
=—arcrg (X+ 3)—-xX+ J——"~——dx
7 G20 3 e

2 8x + 4
=X?ar0rg (+ 3)—%x+ j %3

A + 12X+ 10
X2 1 8X+12 3;/
=—arcrg (X+ 3y—x+—
g arerg (2 315 I4><2+12><+ 10"
2
:X—arCrg (X+ 3)—£x I (?H 1opx _ 33: — o
2 4 &K +1%+10 8 6 A+ 12+ 10

2

X 1
=—alC X+ 3 X+—= E 4(2+ 1x+ 1 —_————
7 arerg (2 37 x+ | p- ?4x2+12<+ 10

2

X 1
— X arcrg (2x+ 3= x4 z 4+ 13+ 1p p— X
7 arerg (2 37 x5 ) p- ?(2x+3) 211

2

X 1
=X arcrg (+ 3= x4 z a4 1x+ 1p 5[ X
7 278 (2 32 x| b3 j(2x+3) 211

2

X 1
="_arcrg (+ 3 —x+—€ 4%+ 1+ 1P ar + e
S-arcrg (+ 8- x+ 7| - areg @+ 3

=%[(x2 —2)arcrg(2x+ 3)——;x+g£n‘4x2+12x+ 10@+c

4.58.- j e™dx
Solucion.-
u=e’ dvd
v = dX
X
du— e’ dx Ve X
2./x
'fe&dx — xe'* —EJ' xe™ X , Se recomienda la sustituciéon: z= \/§, dz= i
29 2Jx 2%

1 .
= xe” ~3 I z°e’dz, Esta integral resultante, se desarrolla por partes:

u= 22 dv=e‘dz

du = 2zdz v=¢’
2.7
= xe’ —%(zzeZ - 2'|' zezdz) = xe’* —%+ I ze’dz, integral que se desarrolla por

partes:
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u=z dv=e’dz
du=dz V:ez

2 7 2.7 Jx
z'e z°e Xe
= xe&—7+ zeZ—J'eZdz: xe’ _T+ 76— e +c=xe* ——2+\/xe&—e& +C

:e&(§+\/§—l)+c

4.59.-[0052 (¢ nx Yx

Solucién.-
u=cos(Znx
7 2)€ " dv = dx
du:_[sen( nx )| aix Ve x
X
jcos2 ¢ nx)x = I%)dx=§1j dx+§]j cos(2nx Jx

1 1 X X
:Ex+5[xcos(2£77x)+ 2J' se r(anx)dx] = —2+—2ws(2£nx)+jse (20 nx)dx *

Integral que se desarrolla por partes:

u=sen(Znx) dvd
v = dx
du:_[cos(znx] 2ix Ve x
X

*:§+§cos(%nx}+x ® n(2nx ¥ ? cos(zx dx,

Dado que aparecié nuevamente: Icos(lnx px, igualamos: *

z+%jcos(z7yx )jx:/g+§cos(%77x H X 2 n(2nyx ¥ f. cos(zx dx, de donde:
gfcos(znx )ﬂx=§ cos(2nx ¥ x 8 n(Zyx 4c

1J'cos(% x)jx—l cos(2nx }5 8 n(2;x 4c, Por tanto:

2 TR T Ty ! '

X X X
'fcosz @nXﬂX—E+E cos(2nx }—5 8 n(@x Hc

4.60.-Ide, Sustituyendo por:w=/7X, dw:%, Se tiene:
X X
Solucion.-
I de: I ¢/nwdw, Esta integral se desarrolla por partes:
X

u=tw dv = dw
dw

du=— V=W
w

= anW—Jsz W W—W+C=W({pw—1) +c=(nx[{n({nx)—1]+c
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4.61.- [ 1]x+1dx

Solucién.-
dx
du=—— V=X
X+1
I£n|x+]jdx= X€’7|X+]1_I)%X1= XCn|x+ 1—!(1—%1de

=X |x+1-x+Ln|x+1+c
4.62.-Ix2exdx

Solucién.-
u= )(2 dv =e“dx
du = 2xdx v=¢"

'f x’g“dx = x°e" — 2_|' xe“dx

Integral que se desarrolla nuevamente por partes:
u=x dv = e*dx
du = dx V=g

= x’e" 2[xeX —J'exdx} = x%€" — 2xe* + 26" + ¢

4.63.- I cos' xdx :J' co&' x cosdx

Solucion.-
u=cos™*x dv = cosxdx
du=(n-1)cos?x ¢ ® nx Jix V=senx

=coStx & X+ (- 1')‘ & hx cds xdx

=coS'x & x+ (- 1} (X cosx )cBg xdx

=cos'x & X+ (- 1§ cds® xdx— (- jt) cBxdx, Se tiene:

jcoS“ xdx= co§'x & X+ r{— j) ¢ xdx— n{- _fl) cbzdx, Esto es:
nfco§ xdx= co§'x & X+ r{— :I) cds xdx

,1 _
j cos' xdx = CoS X & IX + 0 1)j co&? xdx
n n
4.64.-Ise n xdx:J' e itx £ ndx
Solucion.-
u=sen"*x dv = se nxdx
du=(n-1)se M x (co ix V= —COSX

=—sen'xcox+ (- 1j cosx & "TFxdx

=—senxcox+ (- 1j ( 8 hx )s T xdx
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=—sen"'xcox+ (- 1j e W2xdx— r{- 1) e Txdx, Se tiene:
jsen” xdx=—se ™ x cox+ If— ]J) 8 ' xdx— n(- j)es "xdx
nfsen”xdx=—serﬁ"1x CO+ If— :II) s 'h? xdx

—sen™ x cosx . 0
n
4.65.-Ixm(£ nX)"dx = X" (¢ nx)" - nI X" (0nx)"tdx — mJ. X" (£77x)" dx
Solucion.-
u=x"({nx)"

jse n" xdx = r: 11' % 12 xdx

dv = dx
du = x"n(¢ nx)”‘1% +mx™ (¢ nx)"dx V=X
X

Se tiene: (m+1) j X" (LX) dx = X™(¢nx)" —n j X" (£77x)"dx

X" (px)" n
(m+1) (m+2)

4.66.-Ix3(£77x)2dx

Solucién.-
Puede desarrollarse como caso particular del ejercicio anterior, haciendo:
m=3,n=2

jxm(fnx)“dx: Ixm(ﬁnx)”‘ldx

Ix3(€nx)2dx = x“léinlx)z - Bi 1I x3(¢nx) > dx :)&LZX)Z—EZJ x3(¢ nx)dx *
Para la integral resultante: j X (¢ nx)dx *
Ix3(€77x)dx = M—EJ‘ x3dx = M—X—4+ ¢, introduciendo en: *
4 4 4 6
4 2 4 4

Ix3(£nx)2dx=%—%(ﬁnx)+%+c
4.67.-'fx”exdx
Solucion.-

u=x" dv = e"dx

du = nx""dx v=eg"
'f x"e“dx = X" —n I x"'e*dx
4.68.- [ X’e"dx
Solucion.-

u=x dv = edx

du = 3x%dx v=¢

Puede desarrollarse como el ejercicio anterior, haciendo:n=3
I x’e‘dx = x%" - SI x%e“dx*, Ademas:

103



*J' x*e“dx = x’e* — ZJ' xe‘dx** , Ademas: j xe‘dx = xe* — j g'dx=xe'-e*+¢c
Reemplazando en#** y luego en *:

j xe'dx = xe" 3] xe - 2xe" —€") |+ ¢

Ix3exdx =€ (xX*-3x° +6x— 6 +C

4.69.- I sed xdx :J' set? x seéxdx

Solucién.-
u=sed?x dv = se¢ xdx
du = (n—2) sec™> x sec xr gxax V=r7gX

=seC?xrgx— Q- ergzx set?xdx= sé¢ xrgx— n{ ﬁ) (sec—  1)%éxdx

=seC xrgx— Q- 2]' setxdx+ r{— %') s&¢ xdx, Se tiene:

I sel xdx= set?xrgx— 1f— 2]} séxdx+ n{- ?) Setxdx

(n—l)J'seé‘ xdx = set? xrgx+ (- 4) S&¢ xdx

sec™? XTgx 0- 2)
(n-1) (n-2)

4.70.- [ sec xdx

Solucién.-
Puede desarrollarse como caso particular del ejercicio anterior, haciendo:
n=3

2
I seC xdx = se¢ o, > 2 set? xdx = SemgXJf—J sexx
3-1 3-1 2

I sed xdx = set? xdx

secxrgx 1
=T+§£n|sec><rgx|+c
4.71.-Ix€77xdx
Solucion.-
u=/,nx dv = xdx
du=% v=X—2
X 2
x? xdx X 1
Ixﬁnxdx:Efnx—IT:Eénx—zx%c
4.72.-Ix“€77|ax| dx,n= -1
Solucion.-
u="/nlax| dv = xdx
n+1
du=% =X
X n+1
"¢ dx—ﬁf |ax|—ijx”dx—ﬁ£ |ax|—i+c
IX nfax Tt n+1 “hel h+1)?
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4.73.-Iarcse naxdx

Solucion.-
U =arcse rax
adx dv = dx
du=

jarcse rexdx = X arce ax—jax—dx:x ares ax+i.|'—
VJ1-a?x? 2a° \/1-a?x?

2,214
= xarcse mx+im+c:x arce ax+—1\/ 1a’x*+c¢
2a % a

4.74.-Ixse naxdx

Solucioén.-
dv = se naxdx
u=x
1
du = dx V =—-cosax
a

X 1 X 1
Ixsenaxdx:—— cosax+—.|' CO8XdX=—— COBX+— 6 ax+cC
a a a a

1 X
=—Senax—— Co|xX+C
a

a
4.75.-Ix2 cosaxdx
Solucion.-
) dv = cosaxdx
u=x
du = 2xdx V= —gse nax
2
2 X 2 L .
Ix cosaxdx=— rax——jx € m@axdx, aprovechando el ejercicio anterior:
a a
NG 2( 1 X X2
=-—senax-—| — L mxX—— CO8X [+C=— 8 BX-— & &—-—; Ca%+C
a ala a a a a
4.76.-Ixse8 axdx
Solucién.-
U= X dv = seé axdx
_ 1
du = dx V==—rgax
a

jxse(,2 axdx=§rgax—ljrgaxdx=zrgax—ilfn|se(ax|+c
a a a aa

X 1
==rgax—— (n|secax+c
a a

4.77.-Icos(€77x ax
Solucién.-
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u=cos(nx)
qu-_S€ n(énx)dx

X
Icos(énx Xx = x cos{nx }j & mMnx gx, aprovechando el ejercicio:4.43

dv=dx
V=X

J'se n(ﬁnx)dx:g[se n(nx - cos(nx J+c, Luego:
:xcos(énx)+§[$ n{nx » codyx +c=x cosfx 4)2 s hfx —)g cds(x +¥

_X cos(nXx )+ = n{nx )+c
o 1

4.78.-I£77(9+ x?)dx

Solucion.-
_ 2
u=/,n(9+x°) dv = dx
2xdx
du = > V=X
9+ x
[ @+ x)dx=xt7(@+x%)-2f X' = xtn@+x%)-2[| 1- 9 lux
9+ x* 9+ x?
B 2 dx ) X
=x(n(9+ X )—2J'dx+ 149+x2 =x(n (% X° ) X+ 6ar¢gé+c
4.79.-jxcos(2<+ 13X
Solucion.-
dv = cos(+ 1pix
u=x
du = dx v=%sen(2<+ 1)

Ixcos(2}<+ 1)1|x:§ ® N+ 1}%] e n@+ dx

:gse n(2x+ 1}% cos(+ Bc

4.80.-Ixarcseo<dx

Solucion.-
u=arcsex dv = xdx
dx 2
du= _X
xvxZ -1 v 2
X2 1, xdx x° 15
Ixarcseo<dx=— arcsec——J' = arcsee=Jx’— +t
2 2V 1 2 2

4.81.-'farcsee/§dx
Solucion.-
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U=arcsex

du—l dx dv=dx
2 xJx-1 V=X
jarcsee&dx:x arcsec—%'[ dxlzx arcsee+/x— +t
X_

4.82.-[Va?—x?dx =
K

J-az—xz dx:az_[ dx _I x2dx
JaZz-x? Ja?-x? Y Ja?-x?

xdx

) X
=a‘arce n—-— .[ X
a a’—x

Solucioén.-
xdx

- R
v=—/a’-x?

*=a’arcse ng—(—x\/az—x2 +I\/a2 —xzdx), Se tiene que:
'f\/az—xzdx:azarcse n§+ x\/az—xz—IJaz—xzdx, De donde:
ij/az—xzdx=azarcsen§+xx/a2—x2+c
j\/az—xzdx:a?zarcse n§+§\/a2—x2+c

4.83.- [ (7[1-x|dx

Solucioén.-
u=/(nll-x dve dx
dx
du=—-—— V=X
1-x
I£n|1—x|dx=xfr7|1—x|—j)):i_xlzx€n|1—x|—j(1+x%1]dx
dx
=x£77|1—x|—J'dx— X—_1=x£77|1—x|—x—£77|x—]1+c
4.84.-I£77(x2 +1)dx
Solucion.-
u=/,n(x*+1) v = dx
2xdx
du=— V=X
X +1
x2dx

jzn(x2+1)dx=xzn(x2+1)—2j = x0n X%+ 1) 2](} 21 jdx

X2 +1 x> +1

= X0n(X* +1) - 2X+ 2arcrgx+C

= integral que se desarrolla por partes:
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4.85.-IarCTg\/§dx

Solucion.-
u= arCTg\& dv = dx
dx 1
du=——— V=X
1+ X 24/x

IafCTg\/;dX=Xafng\/_—%J-\l&dx* En la integral resultante, se recomienda la
+X

sustitucion: v/x =t , esto es x = t2,dx = 2tdt
1 ¢t Ztdt t2qlt 1
= Xarc -=|Lt—= =xarcgvx—|| +— (dt
roVx ZJ 1+t {2 9x I( 1+t2j

dt
o x arcgyx—t+ aregt+c

= XaI’CTg\/_—\/;-i- ara—g\/;+c

4.86.- J'X&FC% nx ix

=

Solucioén.-

u=arcse nx xdx
dv=
1-x

1-x° v=—/1-X

Ixarcse XArCE Mix = —1— x2 arcsenx+jdx=—\/ 1- x> ACSENX+ X+C
4.87.-IxarCTg\/ x> — 1x

Qo
c
Il
o
X
| |
N N

Solucién.-
u=arcrgvyx’ -1 dv = xdx
du= o V= X—2
xVx2 -1 2

2
jxarCTg\/x —le_—ar(rg\/x - 1= I X :X? aregn/x* — }%\/xz— ic

4.88.- IxarCTgde
(X +1)°
Solucion.-
u=arcrgx dv= ;(dx 5
i (x*+1)
du=— -1
X" +1 >
2(x°+1)
j>(<azr0rlg)gz( ;(arcrgg( 21 ( ZdXDZ * , Se recomienda la siguiente sustitucion:
X+ X“+ X+
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x=17g@, de donde: dx =sec 8d@; x> +1=sec &
_-arcrgx 1; setodd aregx —jcoszedH:— auchlJ)r_E +1 co8@)

=— +
2(x? +1) 20 seéo 2¢+ 1) 2C +

arczgx —¢9+ 1sen219+c— _aregx —+ 1ar@gx+—1se W co8+c
20X +1) 4 8 é< 1) 4 4
—arCrgx arCTgx+
2(x* 1) 4 \/x +1+/%2 +1
arcrgx + = arCT
OX+————
20¢+1) 4 (X )
xdx
4.89.-Iarcse X ——
NESR
Solucién.-
xdx
u=arcse nx dv=
(1-x*)*
dx
du = - 1
1-x V=
1- X2
jarcsenx xdx _arcse nx_J- dx _arce N —%77 +c
Ja-xP  Ni-x? 1% J1x? 2 7|1+ x
4.90.-Ix2\/1— xdx
Solucién.-
u=+1-x dv = x°dx
dx e
du=- V=—
2\/1— 3
3
Ix V1- xdx = 2= \/ I dx Se recomienda usar la  siguiente
sustitucion: \/1— —t, 0 sea: x=1-t?, De donde: dx = —2tdt
x 1-t da) x°
VX ﬂ )(ZX) 7 V1-x- jat)m
X x3 3t tf
== J1-x—=| Q-3 +3t*-tdt == 1—x——t—t3 — —)+c
3 BI( ) 3 3( 5 )

:Xg\/l—x—%{\/l—x— (1—x)\/ﬁ+—35) (1—x)2\/1—_——7 (:x im}rc

Cix[ 3, o 1
=73 {x —1—(1—x)+§(1—x) —7(1—x)3}+c
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IMPORTANTE: En este capitulo ningun resultado, o casi ninguno, se presentaron
en su forma mas reducida. Esto es intencional. Una de las causas del fracaso en

éstos topicos, a veces esta en el mal uso del algebra elemental.
He aqui una oportunidad para mejorar tal eficiencia. Exprese cada resultado en su

forma mas reducida.
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CAPITULO 5

INTEGRACION DE FUNCIONES CUADRATICAS

Una funcion cuadratica, es de la forma:ax’+bx+c y si ésta aparece en el
denominador, la integral que la contiene se hace facil de encontrar, para la cual
conviene diferenciar dos tipos esenciales en lo que se refiere al numerador.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

5.1.-Encontrar: IT5
X2+ 2X+

Solucién.- Completando cuadrados, se tiene:
XA2X+5=(X°+2X+ W5 =%+ 2+ 1D 5 £+ 2+ B 4
X2 42X+ 5= (x+ )%+ 2%, luego se tiene:

j . d :I )2( ~. Sea:w= x+1,dw=dx;a= 2
X“+2x+5 Y (x+D)°+2

dx dw 1 w 1 X+1
j — :_[ s=—arcrg—+c=—argg——-+¢C
(x+D“+2 w2+ 22 2 a 2 2

Respuesta: IL = 1arcfg X;21+ c

5.2.-Encontrar: 'f4—42
X2+ Ax+

dx =.[ dx =l.|' dx
AX% + 4X+ 2 4(x2+x+%) 4x2+x+}/2

Solucién.- I

Completando cuadrados:
1,11 1,1

1
XX+ Yo=K+ X+ _ )+ == = KX+ H === K+ X+ ==
o= 5k AP 2732

(X® + x+£) = (x+£)2 + (—;)2 , luego se tiene:

1 d N Ay A
Ix +x+% I(x+}/2) +(% Sea.w_x+}é,dw_dx,a_}/2

1p dw 11 11 x+1,

:Zj(x+%)2+(}/2)2:71 Wra da o (‘jja+c_472"’“ra_g f4 e
2x+1

1 Z 1
_EarCTg 1 +C—§al‘CTg(2X+1)+C

Z
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dx 1
Respuesta; | ————=—arcrg (X+ 14-cC
P I4x +4x+2 2 79 4
5.3.-Encontrar: J~2x—dx
X2 —x+1
Solucion.-u = x* — x+1,du = (2x— 1)dx
2xdx (2x 1+ 1gdx (- Lyx dx du dx
l—71" o v vl Bt v
X —x+1 -X+1 —-X+1 X —x+1 u X=X+ 1

Completando cuadrados.
X =X+1=(X=x+_1 = K—x+= )F 1——

3 .
X2 —X+1= (xz—}é)2 o Luego se tiene:

I

—I du =I%+J~ dx
X2 —x+1 (X_%)erj u (X_%)z_'_(\/—%)z

w= x—%,dW:dx;azg, luego:

I du dx du dw
— 4+

(X—%)ZH\@A)Z -[u W +a

1 x 1

2x-1
\/_/ arCrg \/_ \/7

1 W
= (n|u|+=arcrg—+c
a a

—En‘x x+:q+ 2, c= Zn‘x x+1.+ areg——-

Respuesta: j2—+1=€77‘x2—x+ﬂ+ acrg
x“dx

5.4.-Encontrar: jTS
X° 42X+

Solucion.-

x%dx 2X+5 2X+ 5
Ix2+2x+5:I( x+2x+5]o| _J.d J’x+2<+5 ’

Sea:u = x* +2x+ 5,du = (2x+ 2)dx
Ya se habra dado cuenta el lector que tiene que construir en el numerador, la
expresion: (2x+ 2)dx. Luego se tiene:
2X+2+ 3 X+ 2)px dx
_Id J.(x +2x+5)d -[d I)E +2x4)j5 -[x2+ X+ 5
Completando cuadrados, se tiene:

XCA2X+5=(X"+ X+ _ W5 =+ 2+ 1} 5 £+ 2+ B 4 x¢ I 2
Luego se admite como forma equivalente a la anterior:

Idx f (1)—22 Sea:w=x+1,dw=dx;a= 2, luego:
X+
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:Idx—fy—?,fwzdzv > :x—£n|u|—3§ar0rgvgv+c

=X~ Zn‘x +2x+ﬂ——amg%1+c

3 X+1
Respuesta: [— X _x—¢p|x2+2x+5-= ac +cC
P Ix +2x+5 d 5 2 ¢
5.5.-Encontrar: 4d
X2+ 2%+ 2

Solucion.- Sea:u = x* + 2x+ 2,du = (2x+ 2)dx
J' 2X— 3 J' X+ 2— 5 J~ X+ 2 _ J
X° 42X+ 2 x+2x+2 x+2<+2 x+2<+2

:I—dx—5.|'2—, Completando cuadrados:
u X" +2x+2
X2 42X+ 2= (x+ D)?+1°. Luego:

Sea:w= x+1,du=dx;a=1. Entonces se tiene:

U
:ju j(x+1) +12
- [ = - Sp e Yo a2 § Sareg 4+ B

Respuesta: I?dx én‘xz +2x+ﬂ— 5acrg(x+1+c
X+

5.6.-Encontrar: j—
VX2 —-2x-8

Solucion.- Completando cuadrados se tiene: x° — 2x—8= (x— 1 -3

, Sea:w=x-1,dw=dx;a=3

J' dx :J- dx
JX%—2x-8 \/(x—32—32
dW 2 2
:I— -a +c:€77‘x—1+\/x —2x—8‘+c
VW —a?

Respuesta: I =£77‘x—1+\/x2—2x—8‘+c

=£77‘W+

dx
X2 —2x-8
5.7.-Encontrar: IL
VX2 —2x+5

Solucion.- Sea:u = x> —2x+ 5,du = (2x— 2)dx. Luego:
2xdx ,[ Z( 2+2

Xax 1
s D aas 2 s
Z—J. (2X ZﬁX J.— _J- J'
2° Jx—2x+5 2 ms

Completando cuadrados se tiene: x* + 2x+ 5= (x— 1%+ 2°. Por lo tanto:

VX2 =2x+5
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:lfu%duﬂL. Sea:w=x-ldu=dxa=2
2

\/(x—1)2+ 2
1 u%

== [u”du+
e e v
=\/x2+2x+5+£77‘x—1+x/x — X+ E*Jrc
xdx
Respuesta: | —————=+X*—2X+5+/ ‘x—1+\/x2—2(+ %+c
I\/x2—2x+5 7

(x+1)dx
V2x— X
Solucion.- Sea:u = 2x—x?,du = (2— 2x)dx .Luego:
,[ (x+Ddx _ _l.[ —2(X+ Ddx :_EJ- (—2x— 2)dx :__1] X+ 2 4x

\2x— X N 2x— x2 \ 2X— X2 J % x?
___J' (2 ZXXJX 4J‘ _].J'ﬂ_i_zj' dx

Jox—x  2°Jox—xr  2°u v 2X— X2

Completando cuadrados: 2x— x> = —(x* = 2X) = —(x* = 2x+1-1) = —(x*- 2x+1) +1
=—(x-1°+1=1- (x— 1f. Luego la expresion anterior es equivalente a:

+£r7‘w+ W +a’

+c:u%+£77‘w+ w2+ a2

+C

5.8.-Encontrar: j

:—lju%du+2'|.L. Sea:w=x-1,dw=dx;a=1 Entonces:
J1- (x—l2
du+ZI
},/Z JaZi-w?
Respuesta: IM=—\/2X—X2 +2arce nk— 1yc

\2x— X2

— U1 2arce nrtc=—/ 2-x2 + 2ar@s mC 1)
a

5.9.-Encontrar: I X
-2x+1
Solucién.- Sea:u= 5x —2X+ 1 du= (10x- 2)dx . Luego:
J~ xdx _ 1 J~ 10xdx J~(10x—2+ 2)dx
V5x?—2x+1 10 \/ 5’ — 2<+ 1 10’ 5<2 X+ 1

(10x— Z)jx

_1 I LA A
107 /5x2 - 2x+1 10 \/5<2 X+ 1 10[ 5[\/ 52— X+ 1

Ly :—O_[u%du+ [ o
10°Vu 5 \/5(X2—%X+%) 1 5/5 \/(xz—%x+}/5)

Completando cuadrados: x* —§x+—é =(x? —§x+ _)+—;— .

2 1 1 2 2 - :
=(x* _§X+?5)+E_2_5_(X %) +(%) , Luego es equivalente:
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=— u’2du +

, Sea:w=x— ¥, dw=dx;a= 4,
5\/3.[\/()( }é (% ea }/ a %

Entonces: = — [ u’du +
10I a/BIJWua 1oy 5/5
JBe-2x+1 1 1 50— x+ T
= + ‘n X_§+—+C

1uy2

+C

én‘w+ W +a’

5 55 J5
Xdx \/5x —2x+1 \/_5

ox+1 S

xdx
Solucion.-u =5+ 4x— x*,du = (4- 2 yix. Luego:
J~ xdx :_EJ- —2xdx :__J-( 2X+ 4 4)dx

1 (4—-X)3xx 4 dx dx
B T e LR
Completando cuadrados: 5+ 4x—x* = — (X — 4x— § = —(x*—4x+4—-4-§
=—(X*-4x+ 4 +9=9- (x— 9*=3F - (x— 2*. Equivalente a:

Respuesta: j \/
5x% —

NG

EREEES T
= TJ+c

5.10.-Encontrar: j

= —%ju%du+2fL. Sea:w= Xx-2,dw=dx;a= 3. Entonces:

V3= (x-2)
Lo _dw 1w
Zju du+2j\/m Z}//Z

+2arce n—+c

=—/5+4x—X* + 2arce HT2+C
Respuesta: IL: —/5+ 4x—x* + 2arce n)ﬁ+c
5+ 4x— X2 3

5.11.-Encontrar: IL
Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
9 X5
24+ 3X— 2% =— (- X 2 2 X— 1 ——x 2=
( r- 2 / o2 16 16)

—2[(x —gx+—)——}= [(X A) —(A J [(%f)z— (X—%)z] luego:
jJ2+ 3x— 2¢ :J\/z[(%)z—(x—%)ﬂ :ﬁj\/(%)z—(x—%)2

Sea:w= x—%,dW:dx,a:% . Luego:
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%)

J' I ——arcse n—+c_ arce n—+c

fJ(/)—(x 3 fH EEaadtc %
=£arcse n4x—_3+c

2 5

) dx J2 4x—-3
Respuesta: j—:—arcse n———+cC
V2+3x—2¢ 2 S
5.12.-Encontrar: IL
3X° +12x+ 42

Solucioén.-

j dx _Ja dx 21 d 21 dx 3
X +12x+ 42 7 3K+ &+ 14) 3[ )(2+ ﬂ+ 14) x(2+ X+ 4 10)

__I(x+2)+10 3[(x+2) 21 (\10)? S\F Tgf

Respuesta:j 5 dx :marCTg +2+c
X+12x+42 30 J10
5.13.-Encontrar: 34d
4x+5
Solucién.- Sea.u—x —4x+5du—(2x 4)dx, Luego:
3x-2 xdx (x=2+2 dx
———dx=3 - =
I 4x+5 I —4X+5 I 4<+5 3-{ — &+ 5 ZJ‘x—15k+ 5
(x-2 dx du
-[ 4x+5 -[ 2—4x+5 4(+5 2[ 4-[ 4(+ 5
=—I%+ I o = n‘x —4x+5{+4j.—
27 u 4x+4)+1 2 (x-2)°+1
=g€n‘x2—4x+ﬂ+ d4aracg k- 2)c
Respuesta: IBXT%dx_—En‘XZ—MqLﬂJF 4acrg(x—-2)+c
+

EJERCICIOS PROPUESTOS

Usando Esencialmente la técnica tratada, encontrar las integrales siguientes:

5.14.- | VX +2x— 3dx 5.15.- | ¥12+ 4x— x“dx 5.16.- | VX° +4xdx
J¥x¢ N 2 IRES

5.17.-I\/x2 —8xdx 5.18.-I\/6x—x2dx 5.19__1 (5— 4x)dx
V12x—4x* - 8
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xdx (x—=1)dx (2x—3)dx
5.20.- | ———— 521.- | ————— 522.- | ———
I«/27+ 6X — X2 I3x2—4x+ 3 -[x2+6x+15
(2x+ 2)dx (2x+ 4)dx
5.23.- j— 5.24.- [-5——— 5.25.-jﬁ
4%% + 4x+ 10 X —4x+9 AX— X
(x+ 3p)dx 5.27.- [ XK 5,28 [~ X
5 26.-2 27. .28. >
ng _12(+ 8 \/5_4)(_)(2 2X° + 20x+ 60
3dx dx 5dx
5.29.- 5.30.- | ——— 53l | —/————
J.\/80+ 3% 4&° J.\/12x— 4x° - 8 J‘\/28 12— %
5.32.- [V12-&- &Cdx 533 /x*—x+ ¥ dx 5.34. IT5
X2 — 2X+
5.35.- [ L& 5.36.- [ X 5.37.- [ {2X 3K
8+ 2x— 2 X* +4x+5 4X° + 4x+ 5
5 38.- J~ (x+2)dx 5 39.- J~(2x+1)dx 5.40._-“ dx
X2+ 2X+ 2 X? +8x—2 J=x% —6x
541.- j (x—=1)dx
X2+ 2X+ 2
RESPUESTAS

5.14.-I\/x2 — 2x— 3dX

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:

X2 —2x—3= (- &+ 1) 3- = k- 1f- & x- - 2
Haciendo:u = x-1,du=dx;a= 2, se tiene:

V% —2x— 3= [ {/(x~2 - 2= [V ~a*du
=%um——;a2€n‘u+ u’-a?
-1 =2 = 2| - D & T 2+
:%(x—l)M— 2277‘@(— 1}+m¢s+c
5.15.- [ 12+ 4x— Xdx

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:

12+ 4X—X>=— (X*— 4X— 12=— &°— &+ 4 12 43— X°— A+ 4) 16
=4 — (x—2)

Haciendo:u = x—2,du=dx;a= 4, se tiene:

j\/12+ 4x—x2dx:I«/42— (x— 2)2dx:J\/a2—u2du:%u\/az—u2 +%a2 arce A+c

a

+C
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=%(X—2)\/42 ~(x-2? +%42 acse n¥+c

:%(X—Z)\/12+ 4x— x* + 8acse n(x;42)+c
5.16.-I\/x2+4xdx

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
X2+ 4X= (X*+4X+ B —4=(Xx+2°-2°
Haciendo:u=x+2,du=dx;a= 2, se tiene:

Imm:j (X+ 2)2—22dx=I\/ﬁdu
:%um——;a%n‘UM/m
=%(X+Z)M—%22€n‘(x+ 2+ J(x+2)?- 22
:(X—JZFZ)M—ZM‘(X+ 2)+\/M‘+c

5.17.- [/x* — Bxdx

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
X —8x=(x*—8x+16)- 16= k— 4f— 4
Haciendo:u= x—4,du=dx;a= 4, se tiene:

I\/(x—4)2—42dx=\/u2—a2du=%u\/u2—a2—%a2€n‘u+\/u 2—a21+c:

=%(x—4)\/(x—4)2 e -%4%7‘@- 8+ J(x-2)7- 42
:()(—;4)\/x2—8x—8€77‘(x— 4)+\/x2—8x‘+c
5.18.-I\/6x—x2dx

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
6X—X* =—(X* —6X) = —(X* - 6X+9-9) = —(X*—6x+9) +9=3°-(x-3)?
Haciendo: u= x—3,du =dx;a= 3, se tiene:

j\/6x—x2dx=\/32—(x—3)2dx: Ja*-u®du =%ux/a2—u2 Jr—;a2 arcsen 1 ¢

a

+C

+C

+C

:%(X—ZS) F-(x-3? +%32arcse n%3+c

:@\/GX—X2 Dacsen* 3¢
2 2 3
(5- 4x)dx

V12x— 4x* - 8

Solucion.- Sea:u=12x— 4x* — 8du= (12~ & dix

5.19.-]
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(5— 4x)dx (—=4x+ 54x 26 &+ Yx_ 1 £ 8+ 1QK

I\/12x—4x2—8=‘[\/12<— 42— SZEIJ 12- #- 82 12= ¥ 8
_lj(—8x+12— 2px 1. & &+ 120

dx
J12x— 42— 8 2JJ12<— &%— 8 I\/ 12— A%

:1j (=8x+12)x ‘f dx 1 € &+ 12 ]]»
2) iox—a¢ -8 ' Ja@-x-2) 2'J12- &'~ 8 2 Wz

Completando cuadrados se tiene:

9 9 9.9
3X— X2 = 2=— (= X+ 2)=— K> Kt———+ 2 Xt— o 2
( )=— - 12 - - 4)+4

=—(x—%)2+%=(%)2—(x——§2

j (—8x+ 12)x

- o
2 12— -8 2 J(1)—(x-3))?
Haciendo:u=12x—4x* - 8du= (12- & Jxy w= x—%,dw: dx, entonces:

—EIE—EJ' aw 1 u* arcse o ic
20 27 (17w 2/2 e

=uy2—%arcse nav+c=+ 1%— #— 85 ares ng2 3¢

5.20.-]L
27+ 6x—X*
Solucion.- Sea:u =27+ 6x—x* ,du= (6- X Jix
I xdx Z_EI —2xdx ___I( 2X+ 6—6)dx
27+ 6x—x2 2727+ &—X? J 2% 6-x2

__1.[ (—2x+ 6)dx +3J‘ dx ___J‘_+3J‘—X

2V o1+ 6x-x Y27+ &-x*  2'Nu Y27 &-x°
Completando cuadrados se tiene:

27+ 6X— X == (X" — &X— 27— (°— &+ 9 9 27F— X°—- $+ 9) 36
=6°— (x—3), Lueg0'

= —%J'u%du+3.[

1 u”
Jet - (x 3)? Z/Z

=—u” +3arce nT3+c=—\/ 27 &—x2+ 3ares —HG—3+C

-3
+3arce n—+c

5.21.-]&

3X"—4x+ 3

Solucion.- Sea:u = 3x* — 4x+ 3 du = (6x— 4)dx

J~ (x—=1)dx :}J- (6x— 6)x :_1 (&- 4 2<)Ix:_ (8- 4x dx
X -4x+3 6 X - &+ 3 R~ 4+ 3 F— X%+ 3 X3- x4
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du 1 dx du 1 dx

4X+3 6 3(X2_gx+1)

_lpdu 1
- I J.(x /x+l)
Completando cuadrados se tiene:
xz—gx+1: (xz—gx+g)+1—g: (xz—gx+ﬂ)+§: (x—g/)2+ (\/75/)2
_Idu 1I nu X~ %
(x- % o ”/ B

JE

arcrg——=->

=%£n‘3x2—4x+et—g acrg +C

(2x—3)dx
X° +6x+15
Solucion.- Sea:u = x* +6x+15,du = (X+ 6)x
I (2x— 3)dx :I (2x+ 6- 9px I (X+ 69X I dx

5.22.-j

X +6x+15 X2+ &+ 15 3 x2+ &+ 15 4 x°+ &+ 15
—J' ———, Completando cuadrados se tiene:
X +6x 15’
X* +6x+15= (x° +6<+ 9K 15 = x+ 3+ 6— X+ §)+ «(_62)
=/n|xX"+6Xx+15 arCrg
I (x+3) +(\/_) ‘ ‘ \/_ \/—
3V6
=/n|x°+6x+1 ——arcr —+c
n|x* g 9%
5.23..-]2L
4x° + 4x+10
Solucion.-

Completando cuadrados:

j4X +4X+10_I4(x +x+/) I(x +x+/)
1 1., 9 1., ,3

X X2 = (x2+x+—)+§——:(x+—)
2 4 2 4 2 4 2 2

X+
VS S O WU L SN U2

Y22 43,
(2x+ 2)dx

X° —4x+9
Solucion.- Sea:u = x> —4x+ 9,du = (2x— 4)dx

524]
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I(2X+ 2)dx J~(2x 4+ 6YIX J~ (- 4¢Ix J dx
4x+9 Ix+ 9 X2— &+ 9 x2— &+ 9

%+6J'2L, Completando cuadrados se tiene:
u X" —4x+9
X2 —4x+9= (X*— 4X+ §+9— 4= (x— D?>+5= (x— 2) >+ (/5)?,
du dx 1 X—2
=|—+6 =/n|ul+6——=arcr +C
u j(x_2)2+(\/§)2 77| | \/E g \/T:—)
6v5 X—2
=/n|X* -4x+9+——arcg——+cC
7| 9+ ararg NG
(2x+ 4)dx
5.25.- | —=—
I VaAx—x?

Solucion.- Sea:u = 4x— X+ 9,du = (4— 2x)dx
I(2X+ 4)dx I( X — 4)1x J~ X+ 4- 8jix _I £ X+ 4c)|x 8I
4x X 4x NG 4x x? v 4x \/4x X2

— % ; .
=—|u”?du+8|——, Completando cuadrados se tiene:
'[ '[\/4x— x?

4x—X* = —(x*—-4x) = —(x2—4x+ 4-4)=—(X*—4X+4)+4=2°—(x-2)?

:—ju%du+8.|' —Zﬁ+8arcsen72+c

2% - (x 2y

=24 4x—x* + 8arc® n72+c

26 '_I (x+ 35)d

-1+ 8
Solucién.- Sea' U =9x>—12x+ 8 du = (18x —12)dx
I(><+ 3D 21 @8+ 27 27¢|x 18+ 2T 18- 12 39
X2 —1X+ 8 31 92— 12+ 2 W- x> 8 27 x& 42 8
(18x— 12yix dx du 3 dx
:Ejgxz-lzx+8+§j9x 2_12x+8 E u 2z 4 8
9(X* — = X+-)
3 9
5l 399[ ix 8
27 u 27)( (XZ —*X+*)
3 9

Completando cuadrados se tiene

X —g+g—(x —:x+ +———=(x 5/) +A (x— }/3) +(}/3)

dU QI X—%
27 27« (x— y) +(% YA 9% 2,

+C

arcrg
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3x-2
2

:—ﬁn‘gx —12x+q——arch +C

(x+6)dx
Solucion.- Sea:u=5-4x-x* ,du= (-4- X yix
J~ (x+6)dx :__1J-(—2x— 12)jx:__1J- ¢ X- 4 8)x
Bmr 2Vear 2 s ax
_ 1 j( 2xX— 4)dx 4‘[ dx =__1,|.ﬂ+4_[ dx
2V soax—x s am—x2  27Ju Y5 a-x?

Completando cuadrados se tiene:5—4x—x* = 9— X+ 2¥ = 3— &+ 2§

:_EJ‘£+4J'L:
TR W

5.27.-j

X+ 2
—Ju+4arce nTJrc

=—/5-4x—X* + 4arce nXJ?:—2+c
5.28.-[2L
2X° 4+ 20x+ 60
Solucion.-
I . o L > o Completando cuadrados se tiene:
2x°+20x+ 60 2 x*+ 1&+ 30
X2 +10x+ 30= (C+ 1<+ 25} 5 %+ 5+ 5
——J' 11 X+5+c—§ arecg X2 4 ¢
(X+5)? +(\/—) 2\/5 \/_ 10 V5
5.29.-
\/80+ 3% 4&°
Solucion.-

I\/80+33< &2 '[\/4(2(}8 2 ) ZIJ(ze.1 8- x2 )

Completando cuadrados se tiene:

20+ 8- x> =—(X*— &— 20)=— (°— &+ 16- 20 16} x*— B+ 18) 36
=—(x~— 4)2+62— 6° (x 4?

__IW/GZ (x— 4)
5'30'_1\/12x— 42— 8

Solucion.-

J‘ dx :J. dx :EJ- dx
Viox—4¢ -8 463+ x-2) 2° ] 3+ - 2)

Completando cuadrados se tiene:

-4
——arcse n—+c
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—X*+3Xx—2=—(X"- X+ ) = —(X2—3X+%+ 2——2)= -(x*~ 3x+ii)+_1

4
= (J)" - (x= 3’

_ %

—}arcse n—+c_—1 arce n(®- 3)c

__IJ(% P (x- 3y 5
] i

Solucion.-
5dx dx

-5
'[\/28 12— X I\/2& 1%— X2
28— 12— x2: 8- k+ 6f

=5
I\/S2 (x+ 6)
5.32.-j\/12— 8 — 4x2dx

Solucion.- Sea:u=x+1,du=dx;a=2

j\/lz— 8x— Lb(zdx:jw/4(3— X—x% Yx= ;x/ 32— x%dx

Completando cuadrados se tiene:
-2 X =—(X*+ X~ J=—(X*+2X+ D+ 4= 2"~ (x+]?

2
2] 2 — (x+ 1y¥dx = ij/az—uzdu: Z%U\/az—u2 +% arce Fl:— }c
= (X+1V-X* — 2x+ 3+ 4arce nX;—1+c

5.33.-‘/x2—x+%dx

Solucion.- Sea:u = x—%,du =dx;a=1
Completando cuadrados se tiene:

X —X+A_ (x— }/) +1
NS —X+AdX=,/(X—}/2) +1dx=+/u’*+a’du

:%u\/u2+a2 +%a2€77‘u+ u’+a?

1 2_yi5/ 41
_E(X_%) X —X+A+Eﬁn X—

, Completando cuadrados se tiene:

+6
=barce n—+c

+C

_1 >_y.5/ .1 [ —x+5
—Z(Zx—l) X —X+A+§€77 x—}/2+ X —X+A+C
5.34.- I—

X* —2X+5
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Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
X? —2X+5= (X*— X+ 41+ 1= k- 2f+ 1

d dx
= =arc - 2)H+cC
Ix2—2x+5 J‘(x— 2¥ +1 79 (=2

(1—x)dx
8+ 2x— X
Solucion.- Sea:u=8+2x—x*,du= (2— X dx= 2(% x Jix

J' (L= x)dx _[ —1J'u%du—\/a+c—M+c
8+ 2x— X2 2 B B

5.35.-]

5.36.- j—
X* +4x+5
Solucion.- Sea:u = x* +4x+5, du = (2x+ 4)dx
J~ xdx  1pe 2xdx 1 @x+4)-— 4d
X +4x+5 29X+ &+5 2 x°+ &+ 5
I(2X+ X I d Lrdu ZIZL Completando cuadrados se
X2 +4X+5 x+4x+5 2 X+ 4X+ 5

tiene: x° +4x+5— (x +AX+ 4+ 1= Q<+ 2¥+ 1

—= I (x+2) =] 2677|u|—2arCrg(x+2)+c

:Eﬂn‘x2+4x+5|— 2arag K+ 2xC

5.37.-]—(22)“r 3)dx
4X° +4X+ 5
Solucion.- Sea:u=4x*+ 4x+ 5 du = (8x+ 4)dx
I (2x+ 3)dx I (8 + 12} @+ 4y 8
4+ 4x+5 & &P+ &+ 5 412+ A+ 5
J- (8x+4)dx .[ : dx _1 _+2 : dx du+2.[ dx
47+ 4+ 5 2 al+ &+ 5 4 u 4%+ A+ 5 Au 40 +x+ )

_dul

47 J.(x+x+/)

xz+x+—:(x2+x+—)+1:(x+}/)2+1

, Completando cuadrados se tiene:

_1 T I(x+}/) el 4£77|u|+ arCrg(x+}é)+c

(x+2)dx
X2+ 2X+ 2
Solucion.- Sea:u = x* + 2x+ 2,du = (2x+ 2)dx

538]
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(x+2)dx (2x+4)dx (2x+2)+2 1 (2X+ 2dx dx
a3l T

x+2x+2 2x+2<+2 x+2<+2 X2+ 2+ 24 x%*+ 2+ 2
du dx du dx
= _+.[— +J'—2
27 u X+ 2X+2 2 (x+D)“+1

:£€n|u|+arCTg X+ 1)+c:5£77‘x2+ X+ 2‘2+ areg X+ 1yc

5 39 - I (2x+1)dx
X2 +8x—2
Solucion.- Sea;u= x*+8x-2,du= (2x+ 8)dx
J~ (2x+1)dx _J- (2x+ 8) Mx J- (X+ 8iix dx
X2 +8x—2 X2+ 8 — 2 X2t &= 2 x2+ &— 2

du dx du dx
=|=_7 =|=_7

u I(x2+8x+16) 18 I I(x+4)2—(3.\/§)2

1 |(x+4) (3f)|

=£77|u|_72(3\/_2) | (x+ 4y (3/—2j

7\/5 |(x+4) (3/_Zj
\(x+4)+(3ﬁ)\

—En‘x +8x— 4

5.40.- [ &
\J—x%—6x
Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
—X? —6x: —(X*+6X) = —(X*+6x+9+9= 3"~ (x+ J?

1«132 (x+3)

541 - J~ (x=1)dx
X%+ 2X+ 2

Solucion.- Sea:u = x* + 2x+ 2,du = (2x+ 2)dx

(x—=1)dx (x+ 24 1r (X+ 20 dx
I—- A B P

X+3
=arcse n—+c

x+2x+2 2 x+2<+2 X*+ X+ 2 I xP+ R+ 2
du dx
= I A —2|——-= 77|u|—2arCrg(x+1)+c
X2 +2x+2 2 (x+D%+1 2

:Eﬁn‘x2+2x+q— 2acrg(x+1+c
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CAPITULO 6

INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Existen integrales que contienen expresiones de las formas: a® — x*,a® + x*

x*—a’, las que tienen facil solucién si se hace la sustitucion trigonométrica
adecuada. A saber, si la expresion es: a® — x?, la sustitucion adecuada es:
x=asend 6 x=acosd. Sila expresion es: a’+ x>, entonces: x = ase

EJERCICIOS DESARROLLADOS

dx
J(@E=x2)

Solucién.- Dada le expresion:4—x?, la forma es:a®—x?, la sustitucion adecuada

1. Encontrar: I

es:x=asend 0 sea:.x=2send..dx= 2cogdl. Ademés:sené’:z. Una figura
a

auxiliar adecuada para ésta situacion, es:

22— x?

J‘ dx =J' dx =J' 2co9do =J' 2co®do

,(4—X2)3 /(22_X2)3 \/(22_ 22 @ 1P )3 \/[(22 (1-se 70 )] 3
_j 2cos9déo J- 2cogded 2caddl *]» do
- 2

/(22co§6?)3: (2co§ ! P codd 2 cow

= %J'seé 0do = lergé’+ C. A partir de la figura triangular se tiene:

—[sed 6do

700 = X Luego: Erg'§?+c—E X +C
Ja-x2’ 4 4\4-x
Respuesta: I\/ dXZB:%\/ X —+C
(4-x°) 4—X

N

2
6.2.-Encontrar: Iﬂdx
X

Solucion.-
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dx , la forma es:a” - x?, luego:

I\/25—X2dX_IV52—X2
X B X
Sea:x=5send..dx= 5co®dd, V5 — x> = 5cosd

Ademas:send = g

I\/sz—xzdx_J)écosescoyde J-c0520d9 I () ﬁe 3o
X - Bsend send

= S'f s::ie - S'fsen 0do = 5jcosecH—5jsen ado

5
=5(1|cosecd - cagd|+ 5cof+c. X
De la figura se tiene: A
5 —x?
2
cosecél_E cage_ﬂ luego:
—5€n5 | ,5 25-x° +Cc=5/n -x*+c

B

V25— x?

Respuesta: I 4d

5-x2+cC

dx
6.3.-Encontrar: I—
J(@x=x?)®

Solucion.- 4x— x> =—(X*—4x)=—(X°— 4x+ 4- 4= 4 K°— &+ 4% 2- Xx- 2j

X dx 2 2
j =I , la forma es:a“ —u-,
J@x=x2)P  ° (22— (x—2¢)?
Luego: x—2=2se nd..dx= 2co8dd, /2° — (x—2)* = 2co¥

Ademas:send = %2

dx 2cospdd  1; dé 1 1
= =—"]seé¢0dd=—-rgh+c
I( [22 — (x— 2)? 123co§6? choéH A[ zrlg
2
X-2
De la figura se tiene: A
4— (x—2) = 4x—x°
Perovgé’—x;2 luego: ET96’+C—X;2+C \/ ( ) \/
' Jax—x2 4 A 4x—X°
Respuesta: I x ___ X2 .
\/(4x—x2)3 4 4x — x?
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6.4.-Encontrar: 'f x“dx

)%
Solucion.-
2
I X_dx % J' X ,laforma es:a?-x?
—x%)%

] X
Luego: x=asend dx=a co¥ ya’—x*> =a cod, ademas:send =—-
a

X dx a’serffaco®dd  Lserfd coddo
N raarl -] -

(acosf ¥ # cost cod 0
:I(l—zsfzg yo N C‘;ZH_Idezjseczede_jdezrge—mC

De la figura se tiene:

X . X X
Pero:rgfd =——, ademas:send=—y f=arcse n—
va’-x? a a
X X
Luego:7gf -0+ C=——=—-arce n-+c
a’—x* a
x*dx X X
Respuesta: j = —arce n—+c
\/(az_xz)s \/az_xz a

dx
6.5.-Encontrar; | ——
IXZ\/Q—XZ

Solucion.-

Iz\/gx_.l.z\/sz X2

, la forma es: a? — x?

Luego: x=3send dx= 3co¥dd y 3-x*= 3cad, ademas:se ng =2

f dx _I 3cohdo 1f do 1
/2 _x2 T Fserfd 3ecd 9 serfd

De la figura se tiene:

cosec’ddé = ——1900rge+c
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NS 1 9—x?
X

Pero:corgl = , luego: =corgfd+c=- +C
9 9x
2
Respuesta: I dx =— 9-X +C
A9 - X X
2

6.6.-Encontrar: I X'

NS
Solucién.-

x2dx x%dx

. la forma es: a? — x>

J‘\/g_xz _.[\/32_)(2
Luego: x=3send dx= 3co¥dd Y 3-x*= 3cas, ademas:se n@:%

Usaremos la misma figura anterior, luego:

2 2 _
I x2dx :J-B ser?@}eo?d@zgj-senzedgz g1-(1 cos D J6
NE 3co9 2
gj@—gjcosﬁdezge——gse n9+c=—99——9 268 8 cas+cC
2 2 2 4 2 4
2
:ge—gsenecos%c, de la figura se tiene que:senﬁzg,cosé?: 93X y

X .
0 =arcse ng luego es equivalente:

/ 2 2
“Darce XXX 9 aree Bo¥IEX |
2 3 43 3 2 3 9

¢ Xdx 9 X A9-x°
Respuesta: I arcse n:—%— +C

NCES 2 9
6.7.-Encontrar: I\/ X% — 4dx

Solucioén.-

I\/x2—4dx:I\/x2— 22dx, la forma es: x> —a?

Luego: x=2sed gx= 2sefrgldl \x*— 2= r@@,ademés:secﬁzg

j VX% —2%dx = j 2rg0 2sedrgodo = { sefrg?0do = j4 séc (Se— da)
:4_[seéé?d0— 4 sefdé

Se sabe que: Iseé 6do = w

+51€77|se6’+rgt9|+c, luego lo anterior es

equivalente a:
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= 4(%se09rgé’+—;£n| se€+rg¢9|j— 4| set+rgl)+c

=2sedrgf+ 27| seb+rgb|- 4| seo+rgd|+c
=2sedrgf— 27| se@+rgd|+c
X VxE-22
De la figura se tiene: A
2

X*—4

seo9=§,rgt9: , luego:
X XE - \/ 4| _xx’-4 X+~/X%—
———2(77 - 2nl———+c
7z 2 2" \ 2 2
/2
_X X2_4—2£77‘x+ x2—4‘—2£772+c
Respuesta: j\/x —4dx = — —2€n‘x+\/x —4{+c
x2dx
6.8.-Encontrar:
e
Solucién.-
x°dx X dx
= , la forma es: x* —a’
T

Luego: x=4sed gx= 4sergtdt x*— 4= #yt, ademas:sed :2

I X2dx _[4 seét (/4$ed zeft)
N

:16(%se¢rgt+5h7| set:+rgt|+cj= 8secgt+ (8| seergt|+c

= 16J sectdt

X Vx*-16
De la figura se tiene:
[ 2
sedzz 7ot = X 2 16, luego equivale a:
/ 2 / 2 /2
= 2 X416+8€n§+ X416‘+C:§2\/H+8£n—x X4 lj+c

:§\/x2—16+ %n‘x\/xz—lq— an 4+c:§\/x2— 16+ BU‘X X% — 1F+c
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x*dx
Respuesta: =—4/X 16+8€77‘x X — 4
e Al -

6.9.-Encontrar: I

Xy x2 -1
Solucién.-

2

j dx :I d2x , la forma es: x* —a

Luego: Xx=sed dx= setrgtdt vx*— %=rgt, ademas:

el

t=t+cC,

X Ix2-1

De la figura se tiene:
Dado que:sed = x=t = arcseg, luego:
t+c= arcseo<+c

Respuesta: I =arcsex+c

xvx2 -1

dx
(VAX® - 24x+ 27Y

6.10.-Encontrar: j

Solucion.-
dx

I(\/ﬁ@wzﬁ '[\/4(x ?—6x+27) ) -} 4( X —6X+274)

=§I o > , Se tiene:
2 3
\/(X —6x+ A)
27 27 27
X2 —BX+—=(X"—6X+_H—— = K~ &+ p—— 9
2 ( ) 4 — K s 2

_ (2 9 (2 27/ _ 2 2 .z . . .
= (X" —6Xx+ 9)—2— (X“—6x+ A)_ x-3 —(%) , la expresion anterior equivale a:
dx 1 dx

1
ol We-oxr 2T,y SINW—B)Z—(%)Z}

X—3= 325ect dx = %setrgtdt ademas:sed = ——

-, siendo la forma: u® - a?, luego:

x—3
3
? * Jx2—6+2%

% 131



De la figura se tiene:

X2 -16

X :
sed = 7ot == luego equivale a:

1
1 f 1, 3psedrgtdt 1 1 Isectdt_ L cos

i G
1(en} 11

sent)” cogdt=——>+Cc=— +C
18[( ) 18 -1 18@ 0 )

l
sl

1 cogdt
" 18 (sernt¥

1 X-3
= —1—800590t +C, COMO: COSect = , entonces:

,/x2—6x+2%

1 X—3 1 X—3 1 X=3
— +Cc=—— +C=—— +C
18 e —ex+20, 18 4¢-24r27 - 18/4C- 24+ 27
4 2
1 X—3
=_= +cC
9 \/4x? — 24x+ 27
Respuesta: | o _ 1 X3¢
(Jaxt —24x+ 275 9 42— 24+ 27
6.11.-Encontrar I o
(16+x*)*

Solucién -
I _J~ ax
\/(16+x ) \/(42+x2)4
Luego: x=4rgt,dx = 4seétdt y 4+x*>= 4sdg ademas: rgt :%

_ 4seétdt _ 1 _ 1t (& cost2)
I\/(42+X2)4_-[44seét 64[ cos tdt = 6[4 2

:i dt+%8j'0052dt:—1t+—1 f nk+c

128 128 256
Como: gt :%:t:arwg%, senz= 2% n cos; luego:
1l senaic-2 4 &Z,Setiene:
128 256 J16+ 32 16+ X2 T 16 x

iarCTgeril+c—i arcrg>/+;+c
128 4" 25616- % 128 4" 32016x% )
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Respuesta:j = g— ;'FC
\/(16+x2)4 128 4 32(16-x*)

x2dx

6.12.-Encontrar: IW
x +

Solucion.-

J~ x“dx J~
(¢ +100)% 7 (+/x +102
se tiene: x=10rgt,dt = 10settdt,/x* +10° = 10set ;ademas: rgt =%, luego:

senft
I x2dx :J»,w{rgzt(ld)seéf)dt :jrgztdt:jcositdt:jserftdt
(VX* +10%)° (107 sect) sea 4 1 cost
cost
_J'(l—CO§t )dt—J. dt
) o e

0$—jcostdt:jsed:dt—j cosit = (57| seergt|— estmc

7100+ X2

X )
Como:sed =——— gt =—, ademas:sent

X
10 10 100+ %2
J100+ X

X x \/100+X2+X|_ X e
10 10 Jx2+100 10 | \/x2+100
—¢ ‘\/100+x2+x‘—;—e 10rc=1¢ ‘\/10(}x +x‘
7 \/x2+100 7 7 \/x 100

677‘\/100+ X + x‘

Czén‘

Respuesta: J' 100?

\/x +100

Nota: En los ejercicios 6.11 y 6.12 se ha omitido la figura (triangulo rectangulo).
Conviene hacerla y ubicar los datos pertinentes. En adelante se entendera que el
estudiante agregara este complemento tan importante.

6.13.-Encontrar: IL%
(x> +8°%)"
Solucién.-
J~ x2dx J~ x2dx
(X +8%)* X +82

se tiene: x = 8rgt,dt = 8seétdt, /x* +8° = 8xct ademas: rgt :g, luego:

j( zd);z jgif;;(g?i()dt jrg Tt = ['seddt - [ cosdt
X + se
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VX +64

X X
=/(nlsed+rgt|— € n+c,como:sed =———— 70t =— | h=——

| | 8 8 VX2 +64
Se tiene como expresion equivalente:

X°+64 X X | X%+ 64+x| X
=/pl—+=]- +c=/In - +C
8 8 Jx*+64 ‘ 8 ‘ Jx2+ 64
_En‘\/x +64+x‘ +C
x* + 64
Respuesta: I—M_M‘\/X +64+x‘ +C
8%)> X% + 64

6.14.-Encontrar: I

\/32 +x%)*
Solucion.- se tiene: x=3rgt,dx = 3seétdt, +3° + x* = 3sect, ademas:

t=2
79 3

I o I,é;ef/dt 27[co§tdt——t+—£ cos &t

3+ x?) Fisedt 3 seét

:it+isen2+c:l_—1t+—1 2e N co‘s+c_—1t+—1 8 n cosc
54 108 54 108

X X 3
Como:rgtz—:>t=arCTg—, ademas:sent = , cost =
3 VO+ X VO+ X
Lar crg= 3 ! = arggit—>sc
" 54 3" 541/9+X Jorg 54 3 18(9 % )

1 X
—ar CZ'g—

dx
(«/32+x2)4 54 3 18(9+x)

dx
6.15.-Encontrar: | ————
I VX% —4x+13

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
X*—4x+13= (X°— 4x+ __ W 13- = X°— A+ 4) 13 4 x- 2} °*3

Se tiene: x— 2= 3rgt,dx = 3sebtdt, 3° + x* = 3sect
J(x=2)? + 32 =/x?— 4x+ 13 = 3sect,

Respuesta: j

Sea: x—2=3rgt,dx = 3seétdt ;ademas: rgt :%2 , luego:

_IZsecztdt

j seddt = (77| set+zgt|+c
J(x- 2) +3° J
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De la figura se tiene:

VX2 —4x+13 X—2 /8)

sed = 3 ,Tot = 3 luego: 3
|\/x —4x+13 X~ 2{ |M& - 2b+c
= 3|7 3 |

:ﬁn‘\/x2—4x+13+ (x— 21+c
dx
Respuesta: —:En‘\/x2—4x+ 13+ (x— 2i+c
Ix/x2—4x+13

6.16.-Encontrar: j\/1+ A% dx
Solucion.-

J\/l+ 4x2dx:I T+ (2 Ydx

Se tiene: 2x = rgt,2dx = sec® tdt = dx:%wzztdt , Ademas: rgt = —
j 12+(2x)2dx=j\/12+rgzt%seédt=%_[ Sec séu:itzéj sédt
1 1
=—sedrgt+—/n|setrgt|+c,
4 Sedrgt+ (7| setrg]
2
De la figura se tiene: V1+ 4x 2
2
sed = 1+14X , Tt =2X A

I+ &°

+ X+C

NS
4

Respuesta: 'f\/1+ 4x2dx:%\/ 1+ 4¢° 2<+711€77‘\/ L &P

+ X+C

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Utilizando esencialmente la técnica de sustitucidon por variables trigonométricas,
encontrar las integrales siguientes:

6.17.-j\/4—x2

619]

dx
6.18.-Iﬁ

x*+a’
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6.20.- jx_a

X/ x2 -9
x2dx

V1-x?

dx
x\ax?—16
6.32.-I\/a—x2dx

6.23.-]

6.26.-j

6.29.-]

dx
6.35.-| ——
‘[ X2/x?+9
6.38.-jx2\/5—x2dx

6.41.-I

dx
X2 x% +a?

dx
6-44-'fxz— W
6.47 .- j” —100 4

\/X +a’

6.50.- j dx

6.53.-Im

(x+1)dx

\4- x
- (x 1y

x?dx

21+ 4x X?
(x—l)\/x2—3x+ 2

(x—=2)dx

VX2 —4x+3

6.56.-]

6.59.- j

6.62.- j

6.65.-j

6.68.-]

6.21.- j \/%az
dx
XV X2 -2
x3dx

V2-x?

6.30.- jx—”d

6.33.-I\/a — x2dx

6.24.-]

6.27.-j

6.36.-I

dx
\5- 4%
dx
6.39.- | ——
Ix X% +3

6.42.- jm

J2x* -5
dx
X

6.45.-j

dx
6.48.- j RN
xdx

/az_xz

xdx

VA+ X
dx
\2-5x?
x2dx

\2x— X2

dx

6.51.-I

6.54.-I

6.57.-]

6.60.-I

663j

6.66.-j

N x2 —-2Xx+5
dx
VX -2x-8

6.69.-]

—2X+ 5)%

x? —a?
6.25.- [
Xv/1+ X2
2_
6.28.- [ VX "9«
X
dx
631 [——=
X/ 4—x?
2
6.34. [ XK
X% +a?
2
6.37. [ <X
(4-x2y"

6.40.-'|'x3\/a2x2+b2dx
6.43.-'|'x3\/a2x2—b2dx

x3dx

V33X -5
dx
XV9— X
dx
V1-4x°
dx
X/ a + x2
—X )y

x2dx

V17— X2

(2x+ L)dx

6.46.-_[

6.49.-j

6.52.-j
6.55.-j

658j

6.61.-j

6.64.-[

J(4x% = 2x+ 1)

(x+Ddx

V2x—X?
xdx
VX2 +4x+5

6.67.-[

6.70.-j
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RESPUESTAS
6.17.-I\/4—x2

Solucioén.- >

2
Se tiene: x=2se nd dx= 2co®df, 4+ x> = 2cosf 4-x

j\/4—x2=j2cos9 2co8do = j?l c6¥dl= @ es W2c= 02 @sOn 6asc

X  XN4—x2

=2arce n-—+——+¢C
2 2

dx
RN

Solucidn.- se tiene: x=asend ,dx = a co¥da ,+/a> — x*> = acosh

/a.eo@d@ 3 3 X
J'm J d9—6'+c—arcsen£+c
6.19.- Ix +a?

Solucién.- se tiene: x = argd, dx = asec® d@ ,\/ x* + a° = ased

_I,a{)seé/dﬁ lf‘”:l

1 X
—f+c=—arcrg—+cC
a a a

IX +a* _'[(\/x Z+a%)?

6.20.- jx_a y

Solucion.- X’ —a
Se tiene: x=ased dx=a sefrghdd,\x’—a’ =argd

Ased zgfd0 1.sewdd 1
Ix -a’ J _I a’rg’o  a' rgo =5 cosectdo

X a
:—577 cosecd — cargé €77| +C
a | | ‘\/x —-a’ \/x -a ‘

1 X—a 1 (x—a)? 1 X—a
="Ipl——2—|+c==v/ c=—1/

a n,/XZ_aZ TR M= | T 2 ke €

dx
6.21.- | ——
W

Solucion.- X2 + a2
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Se tiene: x = argd, dx = asec® #d@ ,\/ x* + a° = ased

Ased 0do
I\/x2+a2:I pyo= =_[seo9d¢9:f77|se€+rga|+c
[ 2 2 [ 2 2
=(n X +a +§+c:£nm+c:£n‘x+ X’ +a’|—/na+c
a a a
:En‘x+ x*+a’|+c
dx
6.22.-
I =
> X
Solucién.- 2 a2
a
Se tiene: x=ased dx=a sefrgddad ,/x* +a* =argd
o do
I ;jx :Iﬁ{s;g}/sg :'[seo9d0:€77|se6’+rgz9|+c
[ 2 2 /2 2
Y R Eat +c:€nu+c:£n‘x+ X2 —a?l+c
a a

dx

6.23.-

J.x\/x2—9
Solucion.-
Se tiene: x=3sed dx= 3sefrgddd ,\/x* -9 =3rgd

arcsect
i jsse//gﬁde—ljde—} o2
x\/x 3se® 3790 3

6.24.-

IX\/XZ—Z
Solucion.-
Se tiene: x=+/2 sed@ dx = \/_Zseergﬁde VX2 =2 :\/Erge
I I ea9/g€d9 \/—.[ do= \/Ee+c_ﬁarcse(:£2x+c

2562290 2 2 2 2

6.25.-

Ixx/1+x
Solucién.- 1+ x2 x

1

138



Se tiene: x = rgf, dx = sec® 8dO , 1+ x* = =

sed 0do
I Jrg@;se@ Jsen
=£17 H—Z_]‘
X

= _[cosecede = (17| cogcd - cagh|+c
x\/1+x

1+ x° _E
X

x2dx
NG

Solucion.- 1

+Cc=/{q +C

6.26.-I

1-x°
Se tiene: x=send dx= co¥dé,J1- x* = cosd
2 cag

I X dx _Isene de_f enzeda_—a——lsenZth

\/]__x pesﬁ 4
:le——lsenecos%c— arce x _ X X +cC

2 2 2

3
6.27.- X
N2-X° J2
Solucion.-
Nrae

Se tiene: x= \/Ese ng ,dx=\/_2 cogdl \2—x? = \/Ecose

“dx 2J2serio 08do cos @
I _f =2V2[se fodo = 2/ 2¢ cog+ Ye
V2- N 3
_2\/5(_\/2\/7)( (\/3?\/5)() ) \/2(27)() (2-x )\/ﬁ
N )

6.28.- [ ~——ax
X
Solucién.-
Se tiene: x=3sed dx= 3sefrgddéd ,\x* -9 =3rgb
I\/xz -9 3rg6 3sechrgddo
dx:J.
X 386@

:3jse6¢9d6?— Zfd@z 390- B+c=x’— 9 3arcs<—:gc+c

= 3jrgzed9 = 3j (sec? 0 -1)do
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dx
6.29.- | ———
I xNAax? —16

Solucioén.-

2
Se tiene:gzsecﬂ dx= 2se@rgfda, 1{%—1=rg¢9

[ j)‘%%/dg Lfap-Lo1c
,/ "6 4% /(/) 4
1
— Zarcsed +c
4 2
6.30 - J‘\/X +1
Solucion.- x2 +1 «
Se tiene: x=rgd,dx = sec® dG ,\/x* +1 = sed 1
x*+1 Fchsec’ 0do deo 0 o
j < dx—j 90 J.co§0$n9 ﬁn‘rg—k +C, 0 bien:
= (1n7|cosect - ccrge|+ +c=/ %,xx+1 -
}/\/x +1
X +1- “+\/x +1+cC
dx
6.3l.-| ————
ey e
Solucion.- 2 «

4-x*
Se tiene: x=2send dx= 2co®dd, v4— x> = 2cosd
dx 2co9do 1 ) 1
= =—|cosec@dfd =—— cargfd +cC
szﬂ/4_xz -[4senz€/2/60? 4J 379
NS
T 4 e
6.32.-I\/a— x2dx
Solucion.- \/;
Ja-x?
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Se tiene: x:\/ase no ,dx:\/a co¥dé ,\Ja-x? :\/Ecose
I\/a—xzdx:fx/acose\/a co¥dé = aj cosAdé

a_ a a X X
EH+§sen9 c01°.9+c:—2 arcs n—+—2\/a2—x2+c

Ja
6.33.- [Va® - x*dx
Solucién.-
Se tiene: x = asend dx=a co¥dd ,/a’> — x* = acosd
I\/az — xdx = .[acosea co¥dl = a2.|' co&9dé
a.2 2 2

a a X X
7¢9+7sen¢9 cos9+c:—2 arce n+—2\/a2—x2+c
a

x2dx
X2 +a?

Solucion.-

6.34.- j

X"+ a

Se tiene: x = argd, dx = asec® #d@ ,\/ x* + a° = ased
Xedx I a’rg’0 4 sed 0do
2

I\/x2+a ased

(1-cog ) 2 2
=a’|———="Jdo=a?*|sec 0do-a*| se6dd
I cos 6 I I

sen’d

do
cos @

= azfrgzesecﬁdé’ = a2.|'

_ (seo%g@

> +§1Z77|seo9+rg0|]—a2€77| sed+7rg6|+c

a’ a’ )
:7secﬁr90+7€n| sed+rg6|-a’ln| sek+rgo|+c

2 2

:%secﬂrgé’—%ﬁﬂ sed+rg6|+c

VX2 +a? X

a a

a’ Jx*+a* x a2

"2 A A 2
dx
6.35.- | ————
Ix2\/x2+9

Solucioén.-

2 2 2
xWx°+a® a
+C=T—?£n‘x/x2+a2+x‘+c

X2+ 9
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Se tiene: x =3rgé,dx = 3sec’ #dO ,\/ x> +9 = 3sed
i X N Bsed 9do 1 seddd 1I cod 1 .
xP+9 ' 9rg’03sect 99 g0 9

sen’d 9send
VX +9
+cC
9x

dx
6.36.-Im

Solucioén.-

Se tiene: x = \/%se né ,dx = \/% co¥da, , /(%1)2 — X = %cos@

5
I L Wde 1 1
\/5 a2 2 / )%C/
1 ox

=§arcse n?-i-c 2 arcs H\/—E-i-C

oA

2
6.37-[ X%

(4—x2)*

Solucion.-

0+c

4-x°
Se tiene: x=2se nd dx= 2co®dd,\4- x> = 2cosd

I x2dx =J x%dx zj/fsenzelpmﬁdﬁZInggdez‘[(Seég_ 136
4-x*)" ° Ja-x?) Zcos 6
=7gf0-60+cC= X —arcse n§+c
Ja-x 2
6.38.- [ x*\/5— xdlx
Solucién.-

Se tiene: x = /5 se nd dx=+/5co®d@d ,/5— x> =/5cos6
Ix\/5 X2dx = j5ser?9f5co§f5come_ :fses A &me_? ed Wd2

—j(l—coszyme_i‘r’e—i% na+c=—29-—2°(26 N2 cog2+)
8 32 8 32

:2—50—35[2% né cos? (co0¥- & I ]}c
8 32

142



:2—59—5’[sen9 co$f- & o co c
16

8
X 5- X )3 x%\ 5- x?
arce n—
JE 5 25
dx

6.39.- | ———

J.x“\/x2+3
Solucion.- %2 1 3 )

J3

Se tiene: x=+/3rgd,dx =/3sec? 0dO , x* + 3 = /3secd

dx
Ix4\/x2+3_197940)5§etﬁ 9) 7g'0 9

)ﬁseczede 1;seddd _ 1J- cosodo T @ s )ceso

sen‘d 9 sen‘o
zgjcose4d9__1 cogdd 1 ooy Lo ¥+ 3[Ix+ 3
serfd ® RO 27 9 9 B3
6.40.-jx3\/a2x2+ b2dx
Solucion.-

Se tiene: ax = brg#, adx = bsec’ 8d@ ,\/a’x* +b® = bsed®
3 5
IX3\/ a’x*+b%dx = J'%rg 39bse09§ seéhdé = %Irg Y setvdo

5 5
=b—4jrgzese66?rge seé?dH:b—4J (€@ - 1)séfrghd sty

5 5
=—Iseé€rg¢9 seé’d@——j sédrgd sedf =—; b se§9+24 363649

_b*| (Va’x*+b?) +(\/a2x 24b?3? +C_(a%< +b3% (ak +bi%b 2
a’ B

B5b° P° B’ X

dx

Solucion.- 2

Se tiene: x=argd,dx = asec’ 0d0 ,/x* + a® = ased
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i dx N A sec 9do 1Jseo9d0__1f cosde
XA X2 +a’ argzezf)seﬁ a’’ sen?d
:ijcmgeco&cﬁde:—Cosfcg+c:—i x*+a’+c
a a’x

6.42.- j—

(x* +a%)?
Solucioén.-

x>+ a?’

Se tiene: x = argd, dx = asec® #d@ ,\/ x* + a° = ased

,a{;eéﬁdazigjcogedgz 1, 1sen2d

dx B
I(x2+a2)2_J(\/X%raﬁ)“_j a’ sed 6 2 2a° 2

1 1 Zsend cog 1 x 1 X a
= 0+ +C=—arcrtg—+—— +C
2a a 2a

22° 2a° 2 S +at Jxtsa?

1 1( ax J
——arcrg— e | & |ic

23 a 2a° X% +a?
6.43.-jx3\/a2x2—b2dx

Solucion.-
Se tiene: ax=bsed@ adx =b se€rgdda,~a’x* —b* =brgh

3 5
IX3\/a2X2—b2dX:I%S€€9b¢g€§ seérgedH:%J' sédrg?6de
b° b® b?
:—Jseé‘e(se%@— 1))49:—4I séo sé@dé’——J Séc  &do
a a
5
=] (1+T926’)28e60d0—%j (k79% )setods
5
:—4.[(1+ 2rgze+rg40)se60d0—%j (+7g% )sewdd

5 3 5
=] [r9%0se¢ 0d0+[ g0 setodo = Z [79 0+M}+c

a 3 5
B 3 5
b®| 1] va®x* —b? 1 Va*¢ -b?
E 5l b e

) dx

Solucion.-
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Se tiene: x=asend dx=a co¥ded ,a’>— x> = acosd

I J. £ do ——jcoseczede_—i cagl+c
2\/a a’sen’d aecd a’
1 co¥ 1[ az—xz]
= +C=——2 +C
a“ send a X
6.45.- j“zx —54
Solucion.-

Se tiene:/2x=+/5se® y/ Bx=+/ 5se@rgddd,\2x* —5=~/5gd
J5
qux 3 4 j =5[7g°0d0 = /5[ sec® 6d6 /5[ do

X
ﬁ e
= 5790—\/_5¢9+c:\/2x2—5—«/§arcsec,/%x+c
3
6.46.- [ X
\J3x? -5
Solucion.-

Se tiene:+/3x=+/5sed 4/ 8x =+ 5se@rgddd,/3x’—5=/5gd
j ol (\/75ea9 ?\/7 sed zgddod 55

sed do
NKYG 5 \/7/g€ I
:%jseé& seéﬁde_i13 s€é® {rg’ dy
55 . 5f5
:T[Iseéedéhrfseéerg Hde] rgf+ =2 3 +C
:g[ rxz_5+<_%x2—5>1+c
6.47.- j —1004,
Solucién.-

Se tiene: x=10sed ¢dx= 10se@rgddé x> -100= 1Ggd

I\/xz _100dx=j 1G-g6_10s687g0do
X 10se@

~10(rgf—6)+c=+/x* — 100- 10arce ?’Z—)+c

=10[rg*0d0 = 10 seéo - 1fdo
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ax
6.48.- | ————
IXZ [X2_2
P X
Solucion. m
V2

Se tiene: x=~/2sed dx=+/ 2 se€rgddo,vx*> -2 =~/2rgo

sed zgddo o
IX\/X— j)fseéeg} jcosede_%gng C_—;\/7+c
NP

= +C
2X

649j

Xv9— X

Solucion.- 3

Se tiene: x=3se nd dx= 3co®dd,9— x* = 3cosd 9-x?

——E
3

J' 3o do .[ secﬁde_—£n|cosac(9— cagl|+c

ngx 3send 3e0® 3
3- \/9—

\/X +a’

Solu0|on.- X"+ a X

dx

65OI

Se tiene: x = argh, dx = asec® #d@ ,/ x* + a° = ased

2 2
I\/x +a dX:IasecH/é{seéedezaIseéedezaj- setd se@de
X ,E{z'gé’ 7960 g6

2
= aj (+g e)secﬁde = ajied¢9+ ajseo%gede
o[ Q6o
[2 | a2
aln|cosecd - corgl|+a sed+c=alny yX+a -, feiatic
X
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xdx

JaZ-x?

Solucién.-
Se tiene: x=asend ,dx=a co¥dd ,\a*— x> = acosd

Iaseneﬁ”eo/d9=ajsen9d6’=—aCOS9+C=_‘/aZ_X2+C

6.51.-]

I\/a

6.52.-j

V1- 4x2

Solucién.-
Se tiene:2x=send ,Ax= ©sOdO, V1- 4x* = cod
1. cod 1 1 1
— df==|dfé==0+c==arce nX+c
jwll 42 j,cesﬁ 2-[ 2 2
6.53.-
J.x/4+ X2

Solucién.-
Se tiene: x=2rgl,dx = 2sec® 0dG ,\4+ X* = 2secd
IZSGCZ 0do

_Isecede (n|se@+rgb|+c= 677‘\/ 4 x +x‘

el

6.54.- [ xax

Va+ X

Solucién.-
Se tiene: x = 2rgé,dx = 2sec® 0dG ,\/4+ x* = 2secd

xax ngelsecz fdo 2
= =2|rgfecHdd = 2secH+c=~4+ X +C
I\/4+x ‘[ 2sed '[
dx
6.55.- | ——
Ix\/a2+x2 - .
Solucién.- a‘ + x "

a
Se tiene: x=argd, dx = asec’ 6d@ ~/a2+x2 — ased)
j j A'sed 6do Ise(ﬁde =—1_[C0$06’d49
xm argased a’ rgd a
[ a2 2 2 2_
=—€77|cose06’— ccrg¢9|+c:££77 a+tx _a +C:_1£77—Va+xa P
a X X a X
(x+1)dx
6.56.-
j\/4 X2
Solucioén.-
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Se tiene: x=2se nd dx= 2co®dl,4— x> = 2cosd

I(x+1)dx_.[ xdx I dx _J-Zsen}eo/da I}eo/de
\/4—x \/ \/
sten9d¢9+jd¢9:—200§+<9+c:—\/ 4%+ ares 451+c
dx
6.57.-
j\/2—5x2
Solucién.-
Se tiene: v5x = v2sen@,/5dx = \/2cosfd@ ,~/2 - 5x* = /2 cod)
£,ce*sﬁd&
JE P - -
Iﬁ I _?J'de_?0+c_—5arcse %x+c
6.58.-| ———
J. X)% a
Solu0|on.- X

Se tiene: x=asend dx=a co¥dd ,va’ - x* = acosd

I(asz)((z)%=j de - ff’épetﬁdg:izjseéede:a—lzrg%rc

ag COSg 6 a

= cC

atJa?—x?
6.59.-]L
J4— (x—1y

Solucién.-
Se tiene: x—1=2se ¥ gdx= 2co8dé ,/4— (x—1) = 2co¥

I}eo/dﬁ

Id9:9+c:arcse nXT_1+c

I J4- (x 1y
x%dx
N2x—x?
Solucién.-
Se tiene: x—1=send = x= ® 9+ lgx= co8dd ,/1- (x—1¥ = cod
Completando cuadrados se tiene:
2X— X2 =—(X* = 2X) = —(X* = 2x+1) +1=1-(x-1)?, luego:
x2dx x2dx _I(se nd + 1f_cedde

I\/2x—x _I\/l (x-12)? cost

6.60.-I

:J(se né+ 1ydé
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=jsen29d9+2jse n9d9+jd9=%jd9——;j cos@do + j2es @d9+jd9

ZEIdH—EICOS$d0+ 2]' ® r19d6?:§¢9——1 8 n@2- 2ces+c
2 2 2 4
3,1 3 1 2 >
:Ee—asenecosﬁ— ZCO§+C=—2 ares R{ 1)—2 x€ \i)x2x — J2x2x? +c
2
6.61.- [ Xdx
V17— %2
Solucion.-

Se tiene: x=+17se 9 dx=+/17 co8d@, V17— x2 =+/17 co®

xZdx _J»17se rf o cogdo

I\/17 X J17cow

=17jse ﬁede:l—;jde—gj cos2dé

:1—79—1—75en29+c_i79—i75e Y cod+c

2 4 2 2

17 X V17-x2 X 1
=—arce n arcse N———=xy 17=X* +C

2 A7 2 ﬁ )/ﬁ 17 2

2
6.62.-[L
21+ AX—X?

Solucioén.-

Se tiene:x-2=5se = x= 5 W+ 2Ax= 5ca@dd, /5 — (x-2) = 5co¥

Completando cuadrados se tiene:

214+ IX—X*=—(X*— &X+ 4 4} 2E— (°— 4+ 4 25 5 x- 2Z)luego:
x°dx x%dx _I(Sse nd+ 2f 5e08do

I\/21+4x—x _I\/52 - 2F 5e09)
=[(25se 10+ 208 W+ 4)0= 2}‘1_%52%% e ao+ [ao

:§jd9—%3jc0529d9+ 24 © n?de—%Sﬁ——iS n@- 20cés- 04c

=%39—%5se ng co¥— 20co8+cC

33 X— 2 25x— z(\/ 2% &-— xJ 2{\/ 21 "‘Xz}rc

=j(5se nd+ 25do

=—arcse n
2 5

:3—23arcsen— V2% 4-X° L+ 4y c
:3—23arcsen— v 2k &-X° Q(—G}c
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o x
—2x+ 5"
Solucmn.-

663]

Se tiene: x—1= 2rgf,dx = 2setfdl, /(x-1)*+ 2* = 2sed

Completando cuadrados se tiene:

x2—2x+ 5= (X*— 2X+ 1)+ 5 &= &°— X+ ¥ & Xx- B+ 2 luego:
2seé Adé

I(x —2x+5)7 I/ 22 I23se649

4\/x —2x+5

6.64.-] (2x+ L)dx

J(4x% = 2x+ 1) \/
X% —

Solucién.-
Sea:u =4x*— 2x+ 1,du = (8x— 2)dx 4

= —i[cos&dé’ :_411$ +c

ey L3 N J (3 3
Set|ene.x—Z:Trg.9,dx:—4$zec 0de, (x—%) +( 4) = 4%06
Completando cuadrados se tiene:

1.1 1 11 3 V-
XX+ == (X =X+ )+ ———=(X——) +— = (X——)*+ (—)?
2 4 ( 2 ]6) 4 16 ( 4 ( 4} ( 4§

J~ (2x+L)dx 1 (&+4px  _ 1c (&= 2 6Jx

Joaxd—2x+1p A J@ac— xr 17 4 (@& x+ 1

1J- (8x—2)dx

3 dx
4 (X = 2x+ 1)’ +EJ‘«/ 42— X+ 1f
== (W% du+—>
J.(U);/ 2'[\/4(x —%x+%) 4I I\/(x }/2x+}/4)

dx :—_[(u)%du+ 3I4se80d9

J[(x IARA )} 7 (B ey

, luego:

:%I(u)ydu+—.|.
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%
:lj(u)’%du+_[ d9 1 U” | sengrc—-——L +semc
4 wcd 4(-1) 2u”

X= %, . 4x—2 e
2\/4X -2&+1 \/x _%XJ“% 4,/x2—}/2x+}/4

6.65.-j

dx
(X—1WX* = 3x+ 2

Solucion.-

3
X —
A VX2 =3x+2

%

Se tiene: X—E:%seoﬁ:x == (se€+ 1)jx——; ségode

Jx=30) +(3)7 = Yrqo

Completando cuadrados se tiene:
9. 1 3 1
X2 —=3x+2= (X’ - X+-)-== X—=)— &Y, luego:
( 4) 2 ¢ 2) (2)2 g

j }/secﬁ/gﬁdﬁ
(x— 1)\/x "3+ 2 (X ) /(X A ) }é(secﬁ+ 1%1(

_ .f sedé J- se@dd J-se% (séc- df _ .[ §e§h:i¢9 2.[ 8dé

}é(seo9+ 1) (sedd + 1) sethd- 1 r9°0

:2_[009026@0— %'M:— 2cagh+ 2coseéb+c
sen’d

5 % X= /2 foo X4

\/x2—3x+2 \/x X+ 2 AX— X+ 2
6.66.-jx—

VX2 =2x+5

Solucién.-

Se tiene: x—1= 2rgf,dx = 2setddd, /(x—1)° + (2 = 2sed
Completando cuadrados se tiene:
X* = 2X+5= (X*— 2+ I+ 4= k- 1f— 2, luego:
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f _ f I(2rg¢9+1)/ésecZ 0do
\/x —2Xx+5 \/(x ]) —2° 2sed

:ZJrgese(ﬁd<9+J se6dfd = 2seét+(n| slergd|+c

:\/x2—2x+5+én§ x2—2x; 5+X_]l‘+c

(x+Dadx

\V2x— X2

Solucion.-

Setiene: x-1=send = x+ 1= & M+ Ax= coddd, 1- (x—1) = co¥

Completando cuadrados se tiene:

2X—X? =—(X* = 2X) = —(X* = 2x+1-1) = —(X* - 2x+ 1) +1=1- (x-1) ? luego:

I (x+1)dx :J- (x+1)dx :J-(sen¢9+ 2)cowde :Isen9d9+ Zjde
Vax—xt 7 1= (x-1)2 cosd

=—-C0S9+ D+Cc=— X—X*+ 2arce (- Wc

6.68.- (x=Bdx

VX —4x+3

Solucion.-

Setiene:x—2=sed= x— E sef+ tx= séegldd, /(x—2)*°-1=rgéd
Completando cuadrados se tiene:
X? —4x+ 3= X*— 4x+ 4- 1= k- 2¥— 1 luego:

I (x—1)dx :J- (x—1)dx J.(secz9+ 1)se6 zgddo
U —4x+3 L (x-2F-1 g0

=Ise8¢9d9+j se@dd =g+ (| se&+rgl|+c
=\/x2—4x+3+£n‘x— 2+~ X% — A+ :*+c

6.69.-]

6.67.-]

dx
VX4 —2x-8

Solucioén.-

Se tiene: x—1=3sed ¢dx= 3se@rgddd, /(x—1)°-F = Fgo
Completando cuadrados se tiene:
X —2Xx—8=x*— X+ 1- 9= k- )°-3*, luego:

j _J. J-/?{seoﬁ/gﬁde
\/x —2x-8 \/(x ]) 3 gl
=£77|X_1+ X _32)(_ §+c:€n‘x—1+\/x2—2x—8‘+c

\ 3

—'[secﬁdH: (n|se@+rgd|+c
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6.70.- [ XX
VX +4x+5
Solucion.-
Se tiene: x+2=7g#,dx = £ 0dO, /(x+2)* +1° = secl
Completando cuadrados se tiene:
X* +4x+5= (X*+ 4x+ 4%+ 1= &+ 2§+ 1, luego:

0-2 6do
J.\/X +4x+5 I\/(X+ 27 + 7 _I(Tg 53?? —I7998e09d9— 4 se@déd

=sed— 27| se@+rgf|+c=Vx’+ A+ 5 127‘\/x2+ W Bx+ ‘Qc
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CAPITULO 7

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Mediante el recurso de la descomposicion en fracciones simples, el proceso de
integracion de funciones racionales se puede simplificar notablemente.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

Solucion.- Descomponiendo el denominador en factores: x* —9 = (x+ 3)(x— 3),
Como los factores son ambos lineales y diferentes se tiene:

21 = A + B , de donde:
X*-9 x+3 x-3
A B
= + =1=A(X-3 +B(x+3)(*) = 1= (A+ B)x+ (-3A+ 3B)

Para calcular las constantes A y B, se pueden identificar los coeficientes de igual
potencia x en la Ultima expresion, y se resuelve el sistema de ecuaciones dado;
obteniendo asi los valores de las constantes en referencia (método general) luego:

-3A+ B=1
A+B=0= A:—B::A:—%

También es frecuente usar otro mecanismo, que consiste en la expresion (*)
Sustituyendo a x por los valores que anulen los denominadores de las fracciones:

Xx=3=>1=B= B:%
X=-3=1=-6A= A:—%

Usando cualquier método de los sefialados anteriormente, se establece que:

% % , Luego se tiene:
x—9 x+3 x—3'

1 1
j____jx+3 A e I R Mok P

A+ B=0 3A+3B=0 ,
- —=6B=1= B:}/ , ademas:
_3A+3B=1 6

ZE(fﬂ|X—13|—fﬂ|X+:‘1)+C
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1 x 3
Respuesta: I i 6 J c
7.2.-Encontrar: J'—
X*+7X—-6
Solucion.- Sea: x* + 7x+ 6= (x+ 6)(x+1), factores lineales y diferentes; luego:
1 A B
X+Tx+6 x+6 x+1

De donde:
1= A(x+1+B(x+6)(*) = 1= (A+ B)x+ (A+ 6B), calculando las constantes Ay B

por el método general, se tiene:1= (A+ B)x+ (A+ 6B)

A+ B=0 -A- B=0 ;
= - =5B=1=B= , ademas:
A+6B=1 A+6B=1 S

A+B=0= A=-B== A:—%
Ahora utilizando el método abreviado se tiene:

x=-1=1=58=B= 1

Xx=-6=1=-5A= A=~
Usando cualquier método se puede establecer:

! _y %_’ , Luego se tiene:
XC+TX+6 x+6 x+1

dx dx dx 1 1
oy P e LG A LU i

:E(en|x+q_zn|x+q)+c

1

Respuesta: Im T n

x+ﬂ
e Y

7.3.-Encontrar: IT
X2 —Ax+

Solucion.- Sea: x* —4x+ 4= (x— 2?, factores lineales con repeticion; luego:
X A B X _A(x-2)+B

x2—x+4:x—2+(x—2) M M

De donde:
x= A(X—2)+ B(*), calculando las constantes A y B por el método general, se

tiene: x= Ax+(-2A+ B), luego:

A =1
=>B=2A=B=2()=>B=2
-2A+B=0
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Usando el método abreviado, se sustituye en x, el valor que anula el
denominador(o los denominadores), y si este no es suficiente se usan para
sustituir cualquier valor conveniente de x, esto es: x=0,x=-1; luego en(x)

X=2=2=B=B=2
X=0=0=-2A+B= 2A+B=A=B/= A=1
Usando cualquier método se establece:

xdx dx dx 2
jx2—4x+4_-[ +2j (x— 2)2_€77|X_4_E+C

Respuesta: 'f

2
e A

7.4.-Encontrar: IM
2X° + X
Solucion.- Sea: x® —2x* + x = x(x* - 2x+1) = x(x—1) ?, factores lineales:
X,X—1; donde este Ultimo es con repeticién; luego:
2x*+3 :é+ B . C 2¢+3  A(Xx-1)°+Bx(x—1)+Cx
XC=2x%+x  x  (x=1) (x-1? Mm /(Xz[jf
De donde:
2x% + 3= A(x— 1%+ Bx(x—1) + Cx(*) , calculando las constantes Ay B por el
método general, se tiene: 2x* + 3= (A+ B)x*+ (-2A—B+C )x+ A, de donde

identificando los coeficientes de igual potencia de x se puede obtener el siguiente
sistema de ecuaciones:

A+B =2
—-2A-B+C=0 |=>B=2-A= B= 2-3= B=-1, tomando la segunda ecuacion
A =3
del sistema:C =2A+B = C = 2(3)-1= C =5,también es posible usar el método
abreviado, utilizando para ello la expresion (*) en la cual:
x=1=2@0+3=C=C=5
Xx=0=3=A= A=3
Usando un valor arbitrario para x, sea este x=-1:
X=-1=21f+3=AC2f+BE DE2KC £ 1» 5= A+ B-C, luego:
2B=5-4A+C= B=5 43)+5= 2B=-2= B=-1 S, e establece que:
2x°+3 3 1

STy 1 D entonces:
XC-2x2+x x x-1 (x— 1)?
2x +3 dx 5
o2 X j e el et

+3)dx _y |x3 |_ 5 ¢
—2X°+ X 77|x—]l x-1

Respuesta: j (2"
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7.5.-Encontrar: I 2
X2+ X

Solucion.- x* —2x? + x = x(x—1)? ,factores lineales:
X,X—1; donde este Ultimo es con repeticién; luego:

1 :é+ B N C 1 ~ A(x-1)% + Bx(x—1)+Cx
XC=2x%+x x  (x=1) (x-1? MXQ/ /(Xz[jf
De donde:
1= A(x—1)%+ Bx(x—1) + Cx(*) , calculando las constantes A y B por el método
general, se tiene:1= (A+ B)x* + (-2A—B+C)x+ A, de donde identificando los

coeficientes de igual potencia de x se puede obtener el siguiente sistema de
ecuaciones:

A+B =0
-2A-B+C=0|= B=-A= B=-1, tomando la segunda ecuacion del
A =1
sistema:C=2A+B=C=2)-1= C=1, a partir de lo cual se tiene:

.+ 1 1 1
XC-2x2+x X x-1 (x-1)2
dx dx dx dx 1
J.x3—2x2+x_-|‘__ +I(x 1)2_€77|X|_M|X_]J_x_—lJrC
S
Respuesta: Ix3—2x2+x |x JJ v 1+c
7.6.-Encontrar: IXX_Z);JrllZZXX +:dx
—6X°+

Solucién.- Se sabe que si el grado del polinomio dividendo, es igual o superior al
grado del polinomio divisor, previamente conviene efectuar la division de tales

polinomios.
X' —6x°3+12x%+ 0x+ 6 |x°— 6x°+ Px—8
—x* +6x3—12x°+ 8x X
8x+ 6
Luego se tiene: J'x —6x+12x" +6 dx = dex j (8x;6)dx
—6x°+12x-8 ox“+ 12x-8
La descomposicion de: x® —6x*+12x— 8:
1 -6 12 -8
2 2 -8 8
1 -4 4 |[d X=2= (X—2)

X2 —4x+ 4= (x- 2°
x* —6x*+12x—8= (x—2°
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Esto es factores Iineales:[(x—Z)] con repeticion por tanto:

8x+6 A B C
= + +
X—6x*+12x-8 x-2 (x-2* (x-2)°
8x+ 6 _A(X-2%+B((x-2)+C
X —62F17X-8 (=2
Luego:

8x+6=AX-2f +BX— 2+ C= &+ 6=AK*’— &+ 4¥B x- 23 C
8x+ 6= AX*+ (-4A+ B)X+ (4A— B+C)

Calculando las constantes A y B por el método general, se tiene:
A =0
-4A+ B =8|=>B=8+4A=B=8+ 4(0=B= 8

+4A-2B+C=6
Resolviendo el sistema:C=6-4A+ 2B—= C = 6- 4(0x 2(8)= C= 22luego:
0
8x+ 6 9/ 8 2 de donde:

= + + ,
X —6x>+12x—8 X-2  (x=1P° (x—1)

J- (8x:6)dx :8_[ dx2+22J- dx o sea:
6Xx°+12x—-8 x-2 -

dx
= | xdx+8 + 22 = | xdx+8| (x—2) ?dx+ 22| (x—2)*dx
I I(x 2)* -[(X—2)3 .[ I( ) I( )
X 8 11
- +C
2 x-2 (x=27?
2
Respuesta: jx — 60X+ 12x7 +6dx_x———8—i2+c
°—6x*+12x-8 2 x-2 k-2

7.7.-Encontrar: I%
X +4x2 +

Solucién.- x* + 4x*+ 3= (x*+ J(x*+1), la descomposicion es en factores
cuadraticos sin repeticion, por lo tanto:
X+x°+x+3 Ax+B Cx+D
= +

xX*+4x°+3  x*+3 x°+1

X+ X2+ Xx+3  (AX+B)(X +1) + (Cx+ D)(x* +3)
! +3 X2 )|

X2+ X2+ X+3= A+ X)+ B(X*+1) + C(x*+3x)+ D(x*+ 3
X2+ X2+ X+3= (A+C)x*+ (B+ D)x*+ (A+ 3 )x+ (B+ D), luego:
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O(A + C =1
@ B + D=1
@) A +3c =1
@ B  +3D=3

Con (1) y (3), se tiene: At C = A=1C=0
Y | A+3C B

_ B+ D=1
Con (2) y (4), se tiene: =B=0,D=1
B+3D=3

X+X2+X+3 X 1
Por lo tanto: —; = + , 0 sea:

X' +4x*+3 x+3 x?+1
J-x3+x2+x+3 J-xdx

J' , sea:u = x*+3,du = 2xdx, luego:
x*+1

X +4x*+3 X+ 3
IX3+X2+X+3 B J-Zxdx J» 1 %ﬁf dx
X' +4x*+3 X+3 7 x +f u x?+ F

:%f;;|u|+arCTgx+c:—€77‘x2 + éﬁ arargx+c

Respuesta: de _—ﬁn‘xz +3{+ arcrgx+c

X +4x*+3
4
7.8.-Encontrar: Ii
Xt +2x%+1
Solucién.-
x* X +2x% +1
—x*—2x*-1 1

2x*+1 2+1
Luegojm—j( X+ 2%+ 1 jd _-[d -[x P +1

La descomposicion del denominador es: x* + 2x*+1= (x*+ 17, entonces:
2 +1 Ax+B+ Cx+D 2¢+1  (Ax+B)(X*+1)(Cx+D)

X*+2x°+1  x*+1  (X*+)? M M

2x* +1= (AX+B)XXx*+1) + (Cx+ D) = 2x*+1= A+ X)+ B(X*+ D+ Cx+D

2x° +1= Ax*+ Bx*+ (A+C)x+ (B+ D)

Calculando las constantes por el método general, se tiene:

A =0
B =2
A +C =0
B +D=1
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Resolviendo el sistema:C=-A= A=0..C=0, B+D=1=D=1-B=>D=-1

luego:
2x°+1 2 o sea:

X*+2x%+1 x*+1 (x2+1)2’ '

e e B Pl
x4l Ax +12 (x? +]) X?+1°? (JX +1)

Sea: x=rg6,dx=sec’ 8d@;\/ x>+ 1= b, luego:

do

= 2aregx—| cdé¥
Y, o |
=2arcrgx— dee 2arcrgx—§1'|'d0—£j cos&dé

arng—le—}se n&d+c= 2arch——149——1 8 A cosk+-c
2 2 2 2

Vx?+1 y
De la figura se tiene que:
X 1
gl =X,0arcrgd , e n9:— ,CO8 =
VX VX2 +1
Luego: —2arCrgx—1 arc*rgx—E X ! +C= 2ar¢:gx——1 armgX—————+¢C
2 2 +1x%+1 2 Ax*+1)

Recordando que:

4
X _.[ J-(2x + Lo =X—-2arcrgx+— 1 aragx+
+1

x* 4 2x° X'+ 2%+ 1 2 2( +1)
x*dx 3 X
Respuesta: j— = X——arcrgx+————+
X' +2x*+1 2 Ax“+1)
4
7.9.-Encontrar: j dx
Solucion.-
x* xt—1
—x*+1 1
Luego:

J~xdx I( . jdx

Descomponiendo en factores el denominador:
x'—1= (x*-D(x*+ )= x>+ D)+ 1)&— 1), es decir factores lineales y cuadraticos
sin repeticion por tanto:
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1 Ax+B C D
2 4 o2 +
X'-1 x"+1 x+1 x-1
1 (AX+B)(¢ -1)+C(x*+1)(x— 1)+ D (x+ 1)>+ 1)
21 (X2 X+1)
1= A -X)+B(X*+ 1)+ C(X°— x>+ Xx—= D+ D (*+ X* + x+ 1)
1= (A+C+D)X’+ (B-C+D)x*+ (-A+C+D)x+ (-B-C+D)
Luego:
(A +C+D=0

(2) B-C+D=0
3)|-A +C+D=0
@M. -B-C+D=1

A+C+D=0

Con (1 3), se tiene:
1y G) (—A+C+D:0

]:2C+ 2D = 0(5)

B-C+D=0
-B-C+D=1

2C+2D=0
Con (b 6), se tiene: =C=-%,,D=
©)y ©) I (—2C+2D=1j %, %‘r

Ademés: A=0,B= —% , luego:

1 1 1 1 )
e e + , con lo cual:
X*=1  2x“+1) 4(x+1) 4(x-1
dx 1, dx 1, dx 1, dx
1l J

x-1 200+ 4 xan 4l xoy)

:—%archx—%£n|x+ 1r+}/4£77|x— +c

x*dx dx x—1 .
x4_1:-[dx+-[x4——1= x—%ar0rgx+ %(ﬂ‘d-ﬁ-c, entonces:

Con (2) y (4), se tiene: ( j = -2C+ 2D = 1(6)

Dado que:J'

. 1 X—
Respuesta: -[x“——l_ x—%arCrgx+ %/n‘x—ﬁrc

4 53 2
7.10.-Encontrar: IX 23X er?;x 3XX+ S
X" = 2%+

Solucion.-
X =23+ 3% —x+ 3 [x°— X%+ X

—x*+2x3 - 3x? X

Luego:
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x* = 2x%+3x*—x+ 3 X—3 3
P e o e D L

Descomponiendo en factores el denominador:
X2 —2x%+ 3x = x(x*— 2x+ 3, es decir un factor lineal y uno cuadratico; por lo cual:

x—3 _é+ Bx+C X—3 A —2x+ 3 +(Bx+C)x
X243 X K-+ 3 X—2PF X X(X2—2XT 3
X—3=A(X* — 2x+ Y+ (Bx+ C)x= x—3= (A+ B)x* + (-2A+C)x+ 3A
De donde:

A+B = 0 A=-1
—2A +C=1|=><{B=-A=B=1
3A =-3 C=1+2A=C=-1
Luego:
%:—E+2X;l, de donde:
X —2X°+ 3X X X°—2X+3
X—3 dx Xx-1 x-1
%70 k= [ Z [ X dx= |+ [t dx
I —2x% + 3x X Ix2—2><+3 i Jx2—2><+3
J~x—2x +3x? —x+3X dex+€77|x| I 2x—1 dx
3 _2%%+3x X+ 3
X x—1 2(x—1)dx
Mo Y R S VY AXZ X
5 X jx2—2x+3 - I 2_ox13
Sea:u= x2—2x+3du: (2x— 2)dx = du = 2(x— ddx
X du x° 1 )
=—+/ x—— —=—+In|X—=In|X"-=2X+3+C
akiL it v L R 3
Xt =23+ 3x°—x+ 3 NG X
Respuesta: oX=—+/{n|——=—=+cC
P e PR N

EJERCICICOS PROPUESTOS

Usando La técnica de descomposicion en fracciones simples parciales, calcular
las siguientes integrales:

(x° +2)dx xax x3dx
7'11'_-[ X2 -1 [ J.(X+1) 13- J.x —-2x-3
14._1 (3x+ 7)dx 7'15"I 3dx i 716.- J~(x+5)dx
(Xx=1(x-2)(x-3) X +1 X —x+6
717.- J~(x +1)dx J~ (x* +6)dx I Z ~1)dx
x> +1 (x=1)%*(x—2) (X* +1)(x-2)
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7.20.- j— 7.21.- j— 7.22.- jM
X —4x-5 x°—2x—-3 X° +4x-5
2
7.8 [ X T 7.25.-]L2
X2 +2x+1 X(X+1) (x+1)(x"+1)
dx 2x% +5x—1 (X% + 2x+ Jdx
1.26.- | —5—— 7.27.- | ————dx
J.X(X2+X+1) J.x +X2—2X -[(x 1)(x+ 1Y
799 J~3x + 2X— 2I 7'30',[)( -x° +2>2< —x2+2 731.- J-( — 7x—1)dx
(X=D(x“+2) X+ x?—x-1
3 2_ 2xdx
730 I 3X*+3x+1 dx 7'33"IX +7x2 5x+25 7'34"Iﬁ
X+ 2x2 + 2x+ 1 (x—1)? (x+ 1) (X" +x+1)
2
7 35. J~x +2x+3I 7-36-'I (2x° — 3x+ 5)dx 737 J(SX + X— 2)dx
x* —X (X+2)(x-D(x-3) (X=D(x*+1)
3 2
7.38.- J' (X+5)dX 739_J’ 2X°+ 33X+ x-1 dx 7.40.- J‘ (23X+1)dx
x> —3x+2 (X+D)(X* +2x+ 2)° X'+ 2x-1
_ 4 H,2 t
7.41-[ (2" + 3x - 1y 742 [ XI2XCEIEA G gz d
X+ 2X°+ 4x+ 2 (X=1)°(x"+ 2x+ 2) e +3e +2
senddé x* 4
7'44._'[ 7-45._'[ -2 = X%+ X+ 1d 7 46.- J- 3x"dx
cos 0+ co$— 2 (¢ + X% — x-1) O +1)2
3
747.- J-(Zx + 41x— 91px 7.48.-I(ZX + 3x” — x— 1)dx 7.49.- [ — dxx
X% —11x+12 (x=1)(¢ + 2x+ 2) e’ +e -2
se nxdx 2
750"[ 251 I(2+Tg 0)sed 0do 7'52".[ (5x° + 2)dx
cosx (b co$x ) 1+79% —5x% + 4x
7.53.- IL
(C+D(x*+8)

RESPUESTAS
(x° + 2)dx

711j =

Solucion.-

I(X +2)dx I(

jdx J' x X + I xdx+.|.

_x_ x_ I (x+2)dx luego:
42 (x+(x- 1) g0
X2+_21=)((ﬁ/1+;3/1:>x+2=A(x—])+B(x+l)
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[x=1=3-8= B:%
x=-1=1=-2A= A=-1

xt x? dx 3dx x* x? 1 3
* :—+——— — | —=—4+——"/n|Ix+1+—tn|x-1+cC
O =+ S o 2t T g nx
——4+X—+77 (x-1" +C
4 2 Vx+1
712 I xdx
(x+1)?
Solucién.-
j xdx IAdx J- dez(*) . luego:
(x+1)? x+1 x+1J
X B
== 5= X=A(Xx+1)+B
(x+1) x+1 (x+1)
[x=-1=-1=B
" |x=0=>0=A+B= A=-B= A=-1
dx 1
* =(n|x+]+ X+ +c=/ln|x+1+——+cC
()Ix+1 J.(x+])2 e () y ]lx+1
7.13.- j—d
X2 —2x-3
Solucién.-
3
I x'dx —I(x +2+ 7X+6 jdx _|‘xdx+2j'dx+.|'M
—-2x-3 X- 3
2
:X_+ 2X+IM (*) , |uego:
2 (x=3)(x+12)

X=3= 27= 4A= A=2%1

xe 1o 1- 48— B=%

2
(*):X?+2 2x+—£77|x 3+= 677|x+]j+c

X— 3 Z m 2
— X2 27
—?+2x+2£n‘(x—3) (x+1)‘+c
4_J~ (3x+ 7)dx
I (x=D(x-2)(x- 3)
Solucion.-
J' (3x+ 7)dx :J- Adx +J- Bdx +J~ Cdx
xX-D)(x-2)(x-3) Ix-1 Ix-2 Ix-3

(*)
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(Bx+7) A N B C
(X=D(x—2)(x— 3) Xx—1 X-— 2x 3
3X—7=AX-2)x— 3+ B K- 1)k— 3+ C k— k- 2) luego:
X=1=-4=2A= A=-2
‘{Xx=2=-1=-B=>B=1
Xx=3=2=2X=C=1

dx dx dx
(*) =—2j x—1+I - 2+I - 3=—2€n|x—]j+£77|x—2|+£77|x—3|+c
(x=2)(x-3)

(x=1)°
7.15.-]%
+

Solucion.-
dx dx Adx ¢ (Bx+C)dx .
= = , luego:
jx3+1 I(x+1)(x2—x+1) Ix+1 j —x+1) *) J

1 __A __(Bx+0)
(X+D(X°-x+1) x+1 (K*-x+1)
x=-1=1=3A= A= 1/

=1= A(X* —x+1) +(Bx+C)(x+1)

’, x:0:>1:A+C:>C=1—A:>C:%

x=1=1= A+ (B+C)2=> 1=%+ B+ z:}é:mc: B:%—C

:>B=—%
" 3I dx j( yX+%)dX_ L et J-(x 2)dx

x+1 (x> —x+17 3 X+1
1 2x—4)dx 1 2x—1-3)dx
~ Lol I( ) L I( )
-X+1 3 -X+1
1 (2x— 1)dx 1
=—/n|X+
3 77| I -xX+1 ZJ

§€’7|X+]4_EM‘X —x+]\+—2j (Xz_XJr%f)+%r

1 1 1 dx
=ZUn|x+1 =S¢ —x+1+=

x %
2\/_/arcfg \/_/

\/73 2x-1

:—€n|x+]j——€77‘x - x+]\+—arCrg 7

=—£77|x+]j En‘x —x+]\+

+C
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Vx+1

Ux? —x+1
(x+5)dx

X* —X+6

Solucion.-

j(x+5)dx:J- (x+5)dx _J- Adx J-de
X =X+6 ¢ (X+3)(x-2) Y x+3) ' k-2

x5 __A_, — x+5= A(X—2) + B(x+3)
(C+x-6) (x+3) (x-2)

{XZ: 7=58B= B:%

. X=-3=2=-bA= A:—a/

\/—arc rg 23%1

+C

716]

(*), luego:

d 2
(*)———IX+3 = X_)(z———€77|x+3|+ (n|x-23+c== (X )
717. j(x +1)dx
x3+1
Solucién.-
I(xx+j)1dxzj (x*+Dadx ZI Adx J-(BX+C)dx (+), luego:

(X+D)(X*—x+1)
+)_ A . Bx+C

X+1  (X+D) (X*—x+1)
=— = -2

X=-1=2=3A= A=2/

(x+ 1) X+ 1)

= X*+1= A(X* = x+1) + (Bx+ C)(x+1)

{x=0=1=A+C=C=1
Xx=1=2=A+(B+C)2=B=1

(+ )J-(x +1)dx:Ja (x* +Dadx

_EJ- ,[ (X+ Ddx
X +1 (X+D(x*—x+1) 37 (x+1) 3

—-X+1)

[%(ZX 1)+%,de @x-Ddx 1 dx
€U|X+]1+ I (¢ —x+1) M|X+]l (JQ( - X+ 1)+_ € -x+ 1)
:—€n|x+ﬂ+—€n‘x2—x+]\+—lf%

_£n|x+]j+ én‘x —x+]\+ I(x X+}/)+/

1
—ln|x+1+=0n|x* = x+1+=
6 6 ‘ JN 2I (X_%)zﬂf%)z
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:—zn‘(x+1) (x? x+1)‘+——arCTgx }é

243 V3
2 2
:—ﬁn‘(x+1) (x* x+1)‘+£arcg \/él +C
J~ (x* +6)dx
(x-1)*(x-2)
Solucion.-
(+6)dx ¢ Adx Bax Cax . _
I(x—l)z(x—Z)_I (x+1)+I = 1)2+I xr 2)l ) luege:
(+6) __A B __C
(x-12(x-2) (x+1) x-1f &+ 2)
X*+6=A(X+1D+(Xx+2)+B(x+2)+C(x-1)?
X=1=7=B=B=74
{x=-2=10= €= C=10¢
x=0:>6=—2A+B+C:>A=—}/

7 7 1 10
()___I(x+1) 3 (x 1)2 I(x 1 2) 9 i v e L R
1|+ 7

n +C
9 | x—1| 3(x-1)
J~ Z —1)dx
(X +1)(x-2)
Solucion.-

x? —1)dx Ax+B Cdx
I(X(2+1)())(_2)=I o+ 1) x| o 2)l) luego:
(X-) _A+B__C
(X +D(x-2) (X*+D (x-2)
X=2=3=L=C=%

= X* —1= (AXx+B)(x—2)+C(x*+ 1)

{x=0=-1=-2B+C=B=%4
x=1= 0=—(A+B)+ C = A=%

(*):I%H@dx I/5o|x E oxdlx

x-2) 5 (x* +1) Q(+1) x—2

1
:gén‘x +#+garcx+§€n|x— 2f+c:§£17‘ &+ Dk— 2§‘+g arg+c
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720]

x> —4x—5
Solucion.-
xdx Adx Bdx
= = %), luego:
S acs I(x+ 5(x—1) I(x+5)+-[(x—1) (), lueg
X A B

= X=A(X-1)+ B(x+5)

X1 5(X-D  (x+5  (x-1)
x=1=1=6B= B=%
| x=-5= 5= —6A= A=7

dx 1, dx
=5 I(x+5)+6 x-1) 6

77|x+5|+ £n|x ]l+C——€77‘(X+5) (x— 1)‘+c

7.21.- I—
x*—2x-3
Solucion.-
xdx Adx Bdx
- = %), luego:
s I(x-3)(x+1) j(x—3)+j(x+1)() J
X A B

= + = X= A(X+1)+ B(x-3)
(x=3)(x+1) (x-3) (x+1)

X=-1=-1=—4B= B:%
| x=3=3=4A> A:%1

3, dx 1; B 3 1 1 ,
(*):_J'( X3)+71 (X+1):—4€77|x—3|+—4€77|x+]|+c:—4£77‘(x—3) (x+1)‘+c

7.22.- IM
X* +4x—5
Solucién.-
(x+1)dx (x+1)dx Adx Bdx _
S acs J(x+5)(x 5 oerm oo ) luewe
X+1

= X+1=A(X-1)+B(x+5)

(X +4x—5) (x+5)+(x—1)
X=1= 2= 6B = B:%

|x=-5=3=-2A=-6A=2/

2. dx 1, B 2 1 1 ,
() = J.(x+5) 3J‘ - 1):—3€n|x+5|+—3€77|x—:lj+c:—3€n‘(x+5) (x-D)|+c

dx

X2+ 2x+1
Solucion.-

723]
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I x*dx J.( 2x+1 jd _J-d J~(2x+1)jx J»X IM

X2+ 2x+1 X2+ X+ 1 X°+ X+ 1 &+ 1f
Adx Bdx
=X-— + %), luego:
U(x+1) J(x+1)2} ) g
2x+1 A B

= 2x+1=A(X+1)+B
(x+1)? (x+1) (x+1)?

‘ X=-1=-1=B=>B=-1
T lx=0=>1=A+B= A=2

d d 1 1
(*):X_|:2J. X __[ X }:X_[Zgﬂ|x+1|+m:|+czX—2€77|X+1|—F5+C

(x+1) 7 (x+1?
7.24.- j _
x(x+1)
Solucion.-
Adx Bdx Cdx .
Ix(x+1) I I(X+1) j(x+1)2 (*), luego:
1 A B C

= 1= A(Xx+ 17+ Bx(x+1) +Cx

X412 X (x2D) | (x+1)?
X=-121=-C=C=-1

iX=0=1=A= A=1
X=1=1= 4A+ B+C=B=-1

dx dx dx 1
(*) _J'__ (x+1)_~[(x+1)2 _677|x|—€77|x+]4+m+0—€

x]J 1
nl—sJ|+——+c
X+ X+1

25 I(x+1)(x Z11)

Solucién.-
Adx Bx+C
dx (*), luego:
j(x+1)(x+1) -l J T () lueg
1 A Bx+C

=1= A +1)+ (Bx+C)(x+1)

D)+ x+1 K+ 1)
x:—1:>1:2A:>A:}é
: x=0:>1=A+C:C=%

x=1:>1=2A+03+C)2:>B=—}/
oL dx Choxa Bdx 1,

) _Ej(x+1)j o +1) 2 x+y- I@<+1)

”1__1[ 2xdx +1J~ dx

C+D 27 (X +]) 2

|x+]|——£77‘x +ﬂ+ arcrox+c
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(x+1°?
X2 +1

PR

L,

+%ar(:rgx+c

7.26.- | ———
Ix(x 2+ x+1)

Solucion.-

J‘ dx :J~AdX J‘ Bx+C
X(X® +x+1) X (X*+x+1)
1 _A,_BxC
X(C+x+1)  x  (X*+x+1)
x=0=1=A= A=1
iX=1=1=3A+B+C=B+C=-2
X=-1=21=A+B-C=B-C=0

dx (*), luego:

=1= A(X° +x+ 1)+ (Bx+C)x

o (x+Ddx (2x+ 2)dx
*) _I I(x 24 x+1) j(x 4 x+1)
1 (2x+1)+1 B L (X+ ik dx
=1 -[(x +X+1) dx =71/ I(x2+x+1) ;jQ(2+x+ 1)
1 dx
_ =1, _=
1| > 77‘x +x+:q ZI(XZ+X+%)+%
1 1 dx
:€n|x|——£n‘x2+x+:q——'|.
2 2% (x+ 17+ (V357
1 x+1;
—€77|x|——£77‘x +x+]{———arwg +C
3 3
3, %
—€n|x|——£n‘x +x+:q—£ac rg—=— \@ e
797. J~2X + 5X— 1I
X + X% - 2X
Solucion.-
(2x*+5x—1)dx ¢ Adx [ Bdx Cdx _
j O + X% - 2x) _I X +-[(x—1) +-[ (X+2) (), luego:
2x*+5x-1 A B C

CrX—20 X (x=1)  (x+2)

2X% 4+ 5x— 1= A(X— D(X+ 2) + BX(x+ 2) + Cx(x—1)
X=0=-1=-2A= A=Y

i X=1=6=3B=>B=2
X=-2=-3=€=C=-1
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1pdx dx 1, dx 1 1
(*)_E —+2.|' D 2 (X+2)—§€n|X|+2€77|X—JJ—E€77|X+2|+C

J~ X2 +2x+3
(Xx=1)(x+1)
Solucién.-
2
j X +2x+32dX:J- Adx +I Bdx +,[ Cdx
(x—1)(x+1) x-1) J x+1) Y x+ 1y
X2 +2X+ 3 A B C
(Xx=D)(x+1yY (x 1) (x— 1) X+ 1f
X2 42X+ 3= A(X+ 1 + B (x— D(x+1) + C(x-1)
X=1=> 6= 4A= A=,
HAX=—1=22=-X=C=-1
x=0:>3=A—B—C:>B=—%
3¢dx 1, dx dx 3 1 1
¥) == —-= — ==(pn|x-1-=tnlx+1+——+c
0=3013 x+1IQ<+32 p A=t
(X—
X+1

7.29.- ILZXZd

7.28.-

(*), luego:

2

——+cC
X+1

Solucion.-
J'3X2—|;2X— zdx:j 3<2+22<— 2 dx:jAdx+I BZ(+C yix
x' =1 (X=D(x“+x+1) x=1 7 (X“+x+1)

X+2x-2 A . Bx+C

(X=X +x+1) x-1 x*+x+1)

3x% + 2x— 2= A(X* + x+ D+ (Bx+C)(x-1)
Xx=1=3=3A= A=1

iXx=0=-2=A-C=C=3
x=-1= 1= A+ ((B+C)-2) = B=2

o dx (2x+ 3)dx (2x+ D+ 2
()_Ix—l J.(x2+x+]) -[(x +x+1)
3 (2x+1)dx dx

=(nx-1 I(x 2+ x+1) I(x2+x+1)

dx
=(n|x=1+ L7 |X* +x+1+2
b I<x+y2>2+<f%>2

(*), luego:

171



_fn‘(x D(x? +x+1 \/,/ arcg X+}é

43

= én‘(x—l)(x2 + X+ 1)1+— arcrg

+C

Jé

7_Sol_jx“—x3+2x2—x+2
(x=1)(x* + 2y
Solucién.-
x4_x3+2>2<2—x2+ 2 IAdX J- (Bx:rC)dx J- (Dx+ E )dx (+), luego:
(X=)(x* + 2) x>+ 2) + 2Y
X' = x4+ 2x? -x+2_ A Bx+C Dx+E
(Xx=1)(x* + 2)° x—1 x>+ 2) x>+ 2y
X' =X+ 2x% = x+ 2= A(X*+ 2 >+ (Bx+ C)(X—-1)(x*+ 2) + (Dx+ E)(x-1)
= A(X* +4x% + 4) + (Bx+ C)(x®+ 2x— x*~ 2) + Dx*~ Dx+ Ex- E
= AX* +4AX% + 4A+ Bx* + 2Bx*— Bx°’— Bx+Cx’+ Tx-Cx*- T
= +Dx* - Dx+ Ex-E
=(A+B)x*+(C-B)xX*+(4A-C+ 2B+ D)X*+ (-2B+ 2C- D+ E)x+ (4A-2C-E)
Igualando coeficientes, se tiene:

A+ B -1
- B+ C =-1

4A+2B- C+ D =2 ;A=}KB=§g£=—}§D=—1E=o
~2B+2C- D+ E =-1

4A -2C - E =2

1 dx (?X }é)dx xdx
() = J‘x—l I x*+2 J.(x2+2)2
I 1 2xdx 1 2xdx
x13(x+2) Q<+2) 2[(<Z+23
=—€77|x 1+= én‘x +q—£arc g\/x_ ;zi+c

=—€77‘(x 1)(x* +2)(—£arcrg\/_ 2(x1+ %)

731.- ____Zi_id
X+ xP—x-1

Solucién.-
J'ZX —TX— 1dX J~ 2( - 1d J-AdX J‘ Bdx J~ Cdx

> (*), luego:
X+ x2—x-1 (x—D(x+1)? x+) J(x+1)
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2x°-7x-1 A B C

OC+x2-x-1) x—1 (x+1) " (x+1)?
2%~ Tx—1= A(x+ 1f + B k- D)k+ 1) C &— 1)

X=-1=28=—-2X=C=-4
{x=1=-6=4A= A=-3/
X=0=>-1= A—-B-C = B:%

dx 3 7 4
”—“f | reat o S LU b L e

——+cC
x+1

‘n
(x-1°
X +3x+1

X+ 2x%+2x+1
Solucion.-

I 3x° +3x+1 dx=.[ Bx® + 3x+ Ddx =J-Adx+J~(Bx+C)dx
X2+ 2x° + 2x+1 X+ D(XP+x+1) I x+1 Y (xXP+x+])
X +3X+1 A L Bx+C
(X+DC+x+1) x+1 (K*+x+1)
3x° + 3x+ 1= AX* + X+ D+ (Bx+C)(x+1)
x=-1= A=1
“iX=0=1=A+C=C=0

x=1=7=3A+ B+C)(2=B=2
2xdx iy |x+]j J-(2x+1) -1

) = J.x+1 I(x2+x+D (X +x+1)
=€77|X+1|+J. (2X+1)dX_J' ax

(X +x+1) ¢ (X*+x+1)
=£77|x+]j+£77‘x2+x+]\—.|.

7.32.-]

dx
(x2+x+%1)+(J%)2

—En‘(x+1)(x +x+1)‘—£arc rg x+1

_jx +7x*—5x+5
(x—1)* (x+ 1)
Solucion.-

(*), luego:
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X+ 7x*—5x+5 Adx Bax Cdx Ddx de _
I 5 3 =.[ J' +I +I + (*), luego:
(x—1)*(x+1) x—1Y J k+1) ¢ &+ 1f + 1y
X3+ 7x? —5X+5 A B C D E
+ + +
(x=1°(x+1°® x-1 (x—-1F x+ 1 K+ 1f &+ 1f
x>+ 7x? —5x+ 5= AX— 1)+ 1} + B k+ 1f+C &— 1 k+ 1f
= +D(x—1)*(x+ 1)+ E (x— 1Y
= AX* + 2Ax% - 2Ax— A+ Bx®+ 3Bx*+ Bx+B+Cx*— Tx*+C
= +Dx® - Dx*— Dx+ D + Ex*— 2Ex+ E
=(A+O)x"+(2A+B+D)x*+ (3B-2C-D+E)x?
= +(-2A+3B-D-2EX+ A+B+C+D+E)
Igualando coeficientes, se tiene:

A +C =0

2A + B +D =1
+3B-2C- D+ E= 7 |..A=0,B=1C=0D=0E= 4

-2A +3B -D-2E=-5

- A+ B+ C+ D+ E= 2

dx 1 2 X° — 4x—1
O 2 el XAl
(x— 1) (x+1) T x—1 (x+17 x— D&+ 1f
2Xdx
734.-| ————
I(x2+x+1)2
Solucion.-
2xdx (Ax+B)dx [ (Cx+D)dx
= luego:
J.(x2+x+1)2 I X2+ x+1 +I(x 21 x+1)°2 z (+). lueg
2X Ax+B Cx+D

O +x+1)2 X2+ x+1 (X34 x+1)2
2X = (AX+ B)(X* + X+1) + Cx+ D = 2x = AX® + AX* + AX+ Bx® + BXx+ B+ Cx+D
= A¢C + (A+B)x*+(A+B+C)x+ B+ D, igualando coeficientes se tiene:

A =0

A+B =0
A+B +C =2
+D=0
~.A=0,B=0C=2D=0
(%) = J' 2 , de donde el método sugerido pierde aplicabilidad; tal como se

(O +x+1)
habia planteado la técnica trabajada debe ser sustituida por otra:
I 2xdx _.[ (2x+Dadx _J- dx
(P +x+1) Y (C+x+D I (XP+x+1)?
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=I (2x+1dx 16 dx (+%)

(xX*+x+1) 9 {[%\/é(x+%)}z+l}\

sea:u =}/J§(x+%),dx=f%du, entonces:

(%) —;—Eﬁji trabajando la integral sustituyendo

X+x+1 9 27 @+ 1y
trigonométricamente:

1 83 Iseczé’de
X*+x+1 9 7 'O
=—— 1 —8\6 larcfgu+} 2u

X“+x+1 9 |2 20°+12

, ya que:u = rgé,du = sec® 6dg

1 aA1 e
X +x+1 9 arCrg (X+}/) [/(X+}/2)2+1:|

1 4l (x+ 1))

T T Xixs1 9 YR OH%) _[/(x+}/2)2+1}+c

7 35 J~x +2x+3I

T x* — X

Solucion.-

jx +2x+3 XX+ + 2+ 3 _J-Adx+.[ Bdx +J~ Cdx (+)., luego:
X(x-1)(x+1) ¢ x x-1) Y x+1)" o

ol from o

X +2Xx+3 _é+i+i
X(Xx-D)(x+1) x (x-1) x+1)
X2 42X+ 3= A(X— D)X+ 1+ Bx X+ I+ Cx k— 1)

X=0=3=-A= A=-3
iX==1=22=Xx=C=1

X=1=6=2B=B=3
(*)=—3I%+3.|. o +I o =-3n|q+ In|x— 1+ In|x+ f+c

X (x=1) < (x+1)

oy (X_l):3(x+1)+c
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(2x% — 3x+ 5)dx
(X+2)(x-D(x-3)
Solucién.-
2x* -3x+5 Adx Bdx Cdx
J b o e |
(Xx+2)(x-D(x—23) (x+2) Y (x-1) ‘(x=3
2x* —3x+5 __A . B . C
(X+2)(x-D(x-3) x+2 x-1 x-3
2x% — 3x+ 5= A(x— D(x—3) + B(x+ 2)(x—3) + C(x+ 2)(x-1)

X=1=4=-68=B=-2/

7.36.-]

(*), luego:

. x:3:>14:103:>C:%
x=-2=19= 15A=> A:1%5
dx 2¢ dx dx 19

()__ x+2 3 X_1+ Xx- 3 1577|X+2|__€77|X Vo= mx Fre
2
737 [ X 3X2 g
(X=1)(x“+1)
Solucion.-

j 3x2+x2—2 dx=I Adx I(Bx+C)dx

(X=1)(x"+1) (x-1) +1)

A +x—2 A L Bx+C

(x-D(x*+1) x-1 x*+1

3x% +x— 2= A(X*+1) + (Bx+C)(x-1)
Xx=1=2=2A= A=1

iXx=0=-2=A-C=C=3
X=2=12=5A+ B+C=B= 2

*) =J~Xdi( +J~(2X+ 3)dx _[ I 2xdx SJ' dx

(*), luego:

x*+1 X*+1 x°+1
:€n|x—:q+€77‘x2+]\+ 3ar(rgx+c:£77‘ k— DK+ ]\)lr 3aregx+c
7 38.- I (x+5)dx
X2 —3x+ 2
Solucion.-
(x+5)dx (x+5)dx Adx Bdx Cdx . _
= , luego:
a2 I(x—1)2(x+ 2) I(x 1) I«— 1f+I i o)) lued

x+5__ A B
X—3x+2 x-1 (x—J)2 (x+2)
X+5=A(X—D(Xx+2) + B(x+2)+ C(x-1)*
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X=1=6=3B=>B=2
. x=—2:3=9c:C=}§

X=0=5=-2A+B+C= A=-1/

1 dx 1 2 1
_ 1 ——Ipnlx-1-——+=¢pn|x+2/+c
I(X 1) I(X 1)2 3(X2) 377| ]Jx_l 377| |
1 X+ 2 2
/7 i DY
3 x-1 x-1
J~ 2 +3+x-1
(X+D) (X +2x+ 2)
Solucioén.-
3 2 _
I(2x +3>§ +X 1)d;<:IAdx I (Bx+C )x +J~ (E)X+E)dx (#), luego:
(X+1)(C + 2x+ 2) x+1 7 K+ X+ 2) 7 &+ X+ 2f

2+ 3%+ x-1 __A . Bx+C . Dx+E
(X+D(X*+2x+ 2% x+1 (X*+2x+ 2 (X*+2x+2)°?
2X° + 3%+ X— 1= A(X*+ X+ 2%+ (Bx+C)(Xx*+ 2x+ 2)(x+1) + (Dx+ E)(x+1)
= AX* +4A%% + 8AX® + 8AX+ 4A+ Bx*+ Bx’+ Bx’+ Bx+Cx’+ Bx*+ €&x
= +2C + Dx® + Dx+ Ex+ E
=(A+B)x*+(4A+3B+C)X*+ (+8A+ 4B+ LT+ D )X*
= +(8A+2B+ A+ D+E)X+ @A+2C+E)
Igualando coeficientes, se tiene:

A + B =0
4A +3B + C = 2
8A +4B +3C +D = 3|..A=-1B=1C=3D=-2E=-3
8A +2B +4C +D+E= 1
4A +2C +E=-1
(*)Z_I J- (x+3)dx _J- (2x+ J)dx
X+1 Y (C+2x+2 Y (X*+2x+2)?

_ a1l (2x+6)x o (X+ 24 DX

=l ]4+2I(x2+2x+ 2) I X+ X+ 2f

_ 3 1 (2x+2)+ 4 B (X+ 2§x B dx

pdl j(x"‘+2x+ Z)dX I(x2+2x+ 2)? I(x2+2x+ 2)?
——ty|x-1 J~ (2x+ 2)dx J- dx _J- (2x+ 2y _J- dx

27 (X +2x+ 2 (x2+2x+2) (X*+2x+ 2% J (xX*+2x+2)?
1 1 I dx

(x+1) 12X+ 2x+2 [(x+1)2+1]2

=—ln|x-1+= ﬂn‘x +2x+2‘+2j
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- —£n|x—]j+%£n‘x2 +2X+ 2‘+2ar0rg(x+1)

1 1 1 X+1 1
=+ ——arcrg X+ 1+c
2x +2x+2 2x+2)<+2 2

\/x +2X+ 2

X+

(2x% + 3x— 1)yx

X+ 2%+ Ax+ 2
Solucion.-

I (2x% + 3x— 1)yx :J- (% + X— 1ix :J- Adx +I B8x+C Jx
X2 +4x+2 I X+ D(X*+2x+2) T (x+1D) Y (X*+2x+2)
(2x+3x-1) A N Bx+C)
(X+D(X*+2x+2) X+ (X*+2x+2)
2X% +3x—1= AX* + X+ 2+ (Bx+C)(x+1)
X=-1=-2=A= A=-2
“iX=0=-1=2A+C=C=3
Xx=1=4=5A+ B+C)(2=B=4
(4x+3)dx
) =- -[(x+l) Ix +2X+2
(2x+ 2)dx dx
——2577|X+11 -[x +2X+2 2-[x2+ X+ 2
=—2€77|x+]j+2£77‘x +2x+4—2arwg(x+1)+c
(2x+ 1)dx
3+ 2x-1
Solucion.-
j (2x+ L)dx :I (2x+ Lydx :I Adx J- (Bx+C)jx
I -2x-1 I k-3 X+ 1) k1) (+
(2x+1) _ A N Bx+C)
B-2x-1) x-1) (B°+ X+1)
2Xx+1= A(3® + X+ I+ Bx+C)k-1)

X=1=3=7A= A= %,

X
—arc x+1——— +C
2 9+ 1) 2x°+ X+ 2

740]

(*), luego:

=—2 |x+]j+2j2x+42)_%lx

7.41.-]

(*) luego:

Ix=0=1= A—C:C:—%
x=-1=-1= A+ -B+C)-2) = B:—%

)~ I J-(9x+4)dx 3 19 (6x+3- 12 )dx
(x-1) 793¢+ X+ 1 7 R+ 8+ 1
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=§€77 x—1 _ 3 (Bx+3)dx +if dx

7 14'[3X2+3X+1 147 3x? +3x+1

; Al
14 3(x+}/) +%

==(n|x- :Ij——(n‘Sx +3x+ﬂ+
zgzq|x—q—1—izq\3x2+3x+q+—j dx

-
7 12(x+}é)2 +1

3 3 NE
=7577|X—]1—ﬁf77‘3xz +3x+ﬂ+ZaCr92\/§(x+ %)+c

7.42.-I x“—32x22+3x+4

(X=1)(x"+ 2x+ 2)

Solucién.-

I x4—2x2+3x+4 _J- Adx J- Bax +J- Cdx .[ (Dx+ E )dx
(X=1°(X*+ 2x+ 2) x-1) ¢ k-1F 4 k-1 ’ &+ X+ 2)

X' —2x%+3x+ 4 A B C Dx+ E

(x—1)3(x2+2x+ ) -1 &-T -5 €+ x+ 2)

X = 2X% + 3x+ 4= A(X— D*(X®+ 2X+ 2) + B(X=1)(X*+2x+ 2)

= +C(X* +2x+ 2) + (Dx+ E)(x-1)°

X = 2%+ 3+ 4= A(X® = 2+ X7+ 2x+ 2) + B(X°+ 2x >+ 2x— X *— 2X— D)

= +C(X* + 2x+ 2) + (Dx+ E)(x*-3x* + 3x—- 1))

X' —2X2 + 3x+ 4= AX* — AX®— 2Ax+ 2A+ Bx*+ Bx*— B+Cx*+ Tx+ £

= +Dx* —3Dx>+ 3Dx? - Dx+ Ex*— 3Ex*+ Ex-E

x*—2x*+ 3+ 4= A+D)X*'+ B- D+EX’+ CA+B+C+ D- E X°

= +(-2A+2C-D+ E X+ 2A- B+ £T-E)

Igualando coeficientes se tiene:

(*), luego:

A +D =1
B 3D + E =0
~ A+ B +C 43D -3 =-2
_2A +2C -D +3%E = 3
2A -2B +2XC -E = 4
- =10 — — -1 - 10
 A=108 5 B= 955C= F5D =19 55E = 107
() = 106 .[ dx 9, dx dx (A%+ 102)x
125 x+1 25 &- 1 5’.)(< 13 125 X+ 2+ 2)
106, 4,9 1,6 1 19, (x+102] yax
T 125 25x— 1 5{ 2% 9[> C+ 2+ 2)
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_ 108, - 9 3 19 (2x+2)+ 818

— +
“125' 256-1) 5k- 1 250 X*+ 2+ 2)
106 | _ll 9 _ 3 + 19£77‘X2+2X+2‘+ /1/9166I 2 ax
125 256— 1) 5k— 50;145 (X +2x+1D)+1
106 |_:q S 3 gn‘x +2X+2‘ x
125" 256-1) 56— B 25 B 1
_106, . nlx=1+ 9 __ 3 1 fn‘x +2x+2‘+—6%rcfg(x+1)+c
125 256-1) 5¢- 1§ 250 250
edt
7.43.- | —
J‘e2‘+3e‘+2
Solucién.-
t t
e+3+2 T E+E+2
Luego
Adu Bdu
+ kk
A

+E:>1: Au+Bu+1
(u+1)u (u+D) wu

ju=0=1=B=B=1
Tu=-1=1=-A= A=-1

du du
j(u+1)+ T:‘f"|“”1+€’7|u|+0=—€77\et+4+£n\e‘+q+c
e +1
€+2

(%) =—

+C

sengdo

cos 0+ cog— 2
Solucion.-
I sen@dé * ngdo

7.44.-j

cos O+ co¥— 2 ¢ (co8+ 2)(cos- f)
Sea:u=cosf- ldu=- ® Wdé ,co8+ 2u+ 3
Luego:

- du Adu Bdu
(*)-|.(u+3)u:_-[u(u+3):_I u _Iu+3
1 A B

=—+——=1=A@Uu+3+Bu
uu+3 u u+3

u=0:>1:3A:A:%

()

Uu=-3=1=-B= B:—}é
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du 1p du 1 1
(**)———J. (u+3)——§£17|u|+§£17|u+3|+c

=—§£77|cose— 1+%£77| cog+ P+c, Como:|cosy| < 1, se tiene:

:—%£n|1— cos@|+}£n| 2+ co§|+c:—;£n

2+ cosd
1-cosé

7 45.- I4X —2x3-x +3>(+1d
(x +XP—Xx— )]

Solucioén.-

4 3 2 2
I4X 32x 2x +3X+1dx=j Ax— 6+ 39( J;x 5 dx
(X +x°=x-1) X'+ X =x-1

~ (9%* + x— 5)dx ) (9%% + x— 5)1x
= Jadx— [ [ == 2n = o€ - b+ [ ()

Trabajando soélo la integral resultante:
j(gx +X— 5)dx I (9x* + x— 5)yix Adx Bdx Cax
e el
X2+ x? (x+1)*(x—1) x+1) ¢ x+17 Y k-1
(9X* + x— 5) A N B C
(X +x*=x-1) (x+1) (x+1)? x—l
=9x* + X—5= A(X+1)(X— 1+ B x— 1+ C &+ 1f

x:1:>5:4C:>C:%r

(**), luego:

dx=-1=3=-B= B:—%
Xx=0=-5=—-A-B+C = Az?%

31 dx 3¢ dx 5 dx 31
() = (x+1) 3 + 1Y 4I¢< 1) g

2(< 1) f"'x fre

(¥) =2x° —6x+—€77|x+]l+ 77|x j+c

l) 4
3x*dx
(x* +1)°
Solucién.-
3x“dx 3x*dx 2X°+1 2x°+1
e :Sj‘{l—(xz—ﬂ)z}dx: fax-§ 2o
2x°+1

=3x 3j )d()

Trabajando sélo la integral resultante:
I (2x% + 1)dx _J- (AX+ B)dx I Cx+ D)dx
(x*+1)? (x*+1) (x*+1)?

746j

*x) , luego:
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(2x*+1) Ax+B  Cx+D
(X*+1)? (xX*+1) (x*+1*?
= 2X° +1= A’ + AX+ BXx’+ B+ Cx+ D = 2°+ 1= AxX*>+ Bx*+ (A+C X+ B+D)
Igualando coeficientes: A=0,B=2,A+C=0=C=0B+D=1=D=-1

dx dx 1 X
*%) =2 - = 2arcTtgX——| arctgx+ +C
(%) J(x2+1) -[(x2+1)2 rd 2( 4 1+x2j

= 2x*+1= (AX+ B)Yx*+1)+Cx+D

3 X
=—arctgx—————+¢C

2 201+ x?)

(%) =3x—garcfgx——2+c
2 2(1+x°)
747 .- J~(2x + 41x— 91px
x> —11x+ 12

Solucion.-
J-(Zx + 41x— 91X J- (X*+ 4%— 91)x
x*—11x+12 D(x+3)(x—4)
:j (2x% + 41x — 91)ix ='[Adx+.[ de+.[ Cdx
(Xx-D)(x+3)(x—4) Ix-1 I'x+3 ‘x-4
(2x* + 41x— 91) __A . B N C
(Xx=-D)(x+3)(x—4) x-1 x+3 x— 4
(2x% + 41— 91)= A &+ 3)k— 4} B k- Dk— 4¥C Xx— 1K+ 3)
X=-3=18-123 9B { 4% 7> B=- 7
Ix=4=32+ 164 9LC (3)(7>C= 5
x=1= 2+ 41- 91= A (4) 3)=> A= 4
dx
()= I(x 1) I(x+3) I(x—4)
=€n|(x—1) (x— 4)° |+C
| (x+3)’ |
(2x* + 3x® — x— 1)dx
(X=1)(X* + 2x+ 2¥
Solucion.-
2x* + 3% -x—1 Adx Bx+C )dx (Dx+ E )dx
I(x—1)(x2+2x+ 2)2dx:j(x—1) +J.(x 7 2%+ 2) I(x2+ 2%+ 2)°
2x* + 3% —x-1 A Bx+C Dx+E
= + +
(X-DC+2x+2F (-1 &*+ X+ 2) &°+ X+ 2§
2x* + 3% —x—1= AX*+ X+ 9%+ (Bx+C)(Xx=D(x*+ 2x+ 2 + (Dx+ E)(x-1)
2x + 33— x—1= AKX + &X°+ 4+ &P+ &%+ & FB '+ 2%+ 2%-xE 2% R)
= +C(X°+2X° + 2X— X*— X~ 2+ D(Xx* - x) + E(x-1)

(*)

= 4€77|X— 1.—7677|X+31+5€17|X—4|+C

7.48.-j

(*), luego:
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2x* + 3% - x—1= (A+B X"+ @A+ B+C)x*+ (8A+C+D)x?
= +(B8A-2B-D+E)x+ (4A- L -E)
Igualando coeficientes se tiene:

A + B = 2
4A + B + C = 3
8A + C +D =0
8A -2B -D+E=-1
4A -2C -E=-1

A3 m 4T/ ~_16/ P 8 .
A= 25'5— 55C=10,5D=-F5E= V¢
(¥) = dx N 1 (47x+16)dx 1, (8x—1)dx

25 x-1 25 &+ X+ 2) K+ 2+ 2)

=ig,,x_]4+47jw 8 (x=Jgdx

25 K+ x+2) 5 £+ X+ D

=i£77 x—]j+ﬂ (2x2+ 2)—6%r7 5[ 4. (2x+2)— A
25 50 o+ X+ 2) ((+2<+22)
3 (2x+2)dx 62 dx (2x+ 2)dx
-2 e T 2 2 2
€+ x+2) 50 €+ 2+ 2) 5 X+ 2+ 9)

_jL
59 (x* + 2x+ 2¥

:i€n|x—q+ﬂm\x2+2x+2\—%o[ . fﬂJ }€2+15er .
=+g I

(x+1) +1

62 4
—é X— +—E X* + 2x+ 2| -—arcrg(X+1) + ———
5 =Y+ | -5grerate+ 5+ X+ 2)

9/ 1 X+ 1
= +—|—=arcrg X+ 1)+—— +C
52 22X+ X+ 2

Ox+17

:i€n|x—]j+ﬂf77‘x2+2x+2‘—£arCrg(x+1)+2—+c
50 50 10+ 2+ 2)

749 Ie +€ -2

Solucion.-

J' dx :J' dx :J- dx
e +e -2 J (@) +e-2 [(ex)2+ex+}ﬂ—2—%
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dx du
= (*), Sea:u=€"+ 7,,du=€e‘dx= dx =
AR, & T

Luego:

}é 3 Adu Bdu Cdu
Oz (/) I(u %)(u+%)(u /2 15 % I(u+/2) I(u /)()

(u- %)(U+/2)(u %) (u- }é) (u+;/2 (u- }/2)
1= AU+ 3)u-3)-Blu- Y)u- 3)+Clu- ¥yu+ 33

U= Y =1 AQD= A-- Y
u=-3}=1-B(2(Y=B= Y

—y:>1—c:(1)(3):>c—y3
1 1
= "j( u-1) 61(u+% 3I(u %)
:——én‘(u—%)‘+—€n‘(u+/)‘+—€n‘(u—§/)‘+c

\(U+/)(u 3 lE2E - 1 e £2(E -1’ e
6\<uy2 " 6|<e> e e T
750._} se nxdx
cosx (L coéx )
Solucion.-
I senxdx — e nxdx __I du __.'-Adu_j Bu+C jJu (%)
cosx (I+ coéx ) Y cos @ céx ) ‘u {W® ) P )
Sea:u=cosx du=— 2 mxdx
1 =5+(B”+9:1=A(1+u2)+(Bu+C)u
u@+us) u  (Q+u?)
1= A+ AU’ +Bu’+Cu= 1= (A+B)u’+Cu+ A
Igualando Coeficientes se tiene:
A+B=0=B=-A=B=-0)=B=-1
.1C=0,
A=1
(*) = j udu 1+u?|+c=—(n|cosX 1+ (cosx)?
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COSX

J1+ (cosxf‘JrC

(2+79°0)sec 6do

7.51.-
I 1+79°0

Solucion.-
I(2+rgzt9)se60d¢9 :I (2-u® Yu :J- (2-u® Ju
1+79% @a+u®) (1+u)(u®-u+1
Sea:u=rg#,du=—sec’6do
J~(2+u2)du _I Adu ,[ Bu+C
(1+u®) (1+u) —u+1)’
(2+uv?) A . Bu+C
(1+u®) (1+u) @U*-u+1)
(2+u®)= Au®- Au+ A+ Bu’+Bu+C+Cu
(2+u®)= (A+BU*+ (-A+B+Clu+ A+C
Igualando Coeficientes se tiene:
A+B =1
-A+B +C=0|..A=1B=0C=1
A +C=2

(%)

luego:

= (2+u?)= AU*-u+1)+ (Bu+C)(1+u)

du du
() J-1+U J. U+1 J.1+U J.(U }/) +(\/7/)

= [l+u[+ acrg }/+c=£77|1+u|+iaCrgzu—_l+c

\/_/ / J3 V3
(2rg6-])
=/nll 0|+ —
nll+z96|+ \/éarwg T +C

759 j (5x° + 2)dx
—5x% + 4x

Solucion.-

(5x% + 2)dx 5+ 2yx ¢ Adx Bax Cdx
Fesera e o % v 8
Gx+2) A B C .
_ = + , Luego:
X(x-(x—4) x (x=-1) x-4)
(5x° +2)= A(X—1)(x— 4+ Bx (x— 41+ Cx k— 1)
Igualando Coeficientes se tiene:

(*)
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X=0= 2= 4A=> A:%
Ax=1=>7=-B= B:—%

_ _ _16
X=4=7322= 1 =C = )g
dx 7¢ dx 161, dx 1

() =3[ S L[ 2 = - enlx-g byl 4
=—£77|x| £77|x ]j+1—ﬁ77|x 4+c= 6677 X()f( 1)14?6 +C

j x>dx

(C+D(x*+8)

Solucion.-
J~ x°dx _J- x°dx
OC+1)(C+8) ¢ (x+ K- x+ DK+ 2)K2— X+ 4)

Adx Bdx (Cx+D)dx (Ex+ F)dx . )
I(x+1) I(x+2) I “x+]) Ix2—2x+4)()"ueg°'

X° A B Cx+D Ex+F

= + + + , luego:
C+D(X*+8) (x+1) (x+2) (X°—x+1) (x*-2x+4)

X° = A(X+2)(X* = X+ D) (X*— 2X+ 41+ B X+ DK*— x+ DK*— X+ 4)

= +(Cx+ D)(X+1)(X+ 2)(x* — 2X+ 4+ Ex+F )X+ )k+ &> —x+ 1)

X° = A(X° +8X% — X" = 8X+ x>+ § + B(X°— 2x "+ 4x >+ X = X+ 4

= +(Cx+ D)(X* +8x+ x>+ 8) + (Ex+ F)(X" + 2x>+ x+ 2)

X =(A+B+C+E)X’+(-A-2B+C+D+2E+F)x*+(A+4B+ D+ 2F)x®

= +(BA+B+8C+E)X°+(-8A- B+ &L+ D+ E+F X+ 8A+4B+ 8D+ F)
Igualando coeficientes se tiene:

A + B + C + E =1
-A -2B + C + D +2E+ F=0
A +4B + D +2F =0
8A + B +8C + E =0
8A -2B +8C +8 +2E + F=0
8A +4B +8D + =0
"‘Az_%l’B:%l’Cz‘%lD:}/zlE:m F=-%"5
(+) = dx 8 dx (2x— 1)dx 16 (x-Ddx
21 x+1 21 Q<+2) 2 ((—x+l) 2 - 2+ 4)
=_2i1£77|x+]4+ n|x+q—_g77‘x x+1 21[(ZX ;)fx4
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__1 8 o xe 1-Brnhe—
= 21£n|x+]j+21£17|x+q Zlfry‘x x+1 Zlén‘x 2(+4‘+c

1, [+ (¢ -2x+ 4|
"1 77‘ X+ DC—x+ 1) ‘
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CAPITULO 8

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES D SENO Y COSENO

Existen funciones racionales que conllevan formas trigopnométricas, reducibles por
si a: seno y coseno. Lo conveniente en tales casos es usar las siguientes

sustituciones: z= rgg , de donde: x=2arcrgzy dx= 12d22
+2Z

2

. . 2z
que de lo anterior se consigue:senx= > Y COSX= 5
1+z 1+z

EJERCICIOS DESARROLLADOS

8.1.-Encontrar: I

— COSX

Solucién.- La funcién racional con expresion trigonométrica es: , Yy su

2—COsX
solucidén se hace sencilla, usando sustituciones recomendadas, este es:
1-7

1+22

X 2dz
z:rgE,x:2aragz,dx:ﬁ,cosx:

2dz 2dz

j dx 1+ 72 ZI JA/Z[ _J' 2dz _.[ 2dz

= _ 2 2 - 2
2+27-1+7 327+1 °3(z +%)

2-Cosx -, 1-7
=— 3arCrgf&+c recordando que: z= z'g— se tiene:

1+ z2 17

_Iz+(f)

:5\/5 arCrg\/_3rgE+c

2 X
el Jaglic
3 g g 2

8.2.-Encontrar: I—
—se nx

Solucion.- Forma racional:

2—-senx’
o X 2dz 2z
sustituciones: z=rg—, X=2arcrgz, dx=—— ,SeNxX=—— ..
2 1+z 1+z
J' dx _ 1+ Z J' _J~ ZdZ :J- dz
2-senx 2+ 22 - 2A+722-2) I (Z-z+))

_1+Z JA/Z‘(
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Ahora bien: ZZ_Z+1=(22_Z+%)+1_%1= (Z_}{Z)2+%1: (z—}/2)2+(\f3/2)2
2z-1
g e
(z- 1y +(f/) f/

+C

arcrg arcrg

7
BT,

—iarmgzz—_1+c recordando que'z—rgZ se tiene:
V3 N ' 2 '
2J3  2rg%,-

=—arc Tg——=—

J?s
2rgX,—-1

Respuesta: j = Z@amrg /2 +C

2-senx 3 J3

8.3.-Encontrar: j—e

4-5co9

Solucion.- Forma racional:

4-5co9’
N . 0 2dz 1-7°
sustituciones: z=rg—, x=2arcrgz, dx=-——,COSX = .
2 1+2z 1+z
2dz 2dz
) J~ dx _I 1+ 72 _J' J%f‘( _J' 2dz _J- 2dz
"/ 4-5c09 1-7° 4+47° -5+ 5%° 197 -1 9(22_y)
e 9
1+7 167

ZEJ' dz ‘ }/‘ 1
9 zz—(%) 92(}/) ‘z+%‘ -3

Recordando que: z= rg 0 , Se tiene:

+C
3z+jl

31'9/2
3‘[9‘7-}-

3rg
Respuesta: 'f ‘ /2 1‘
4— 5cos9 ‘3Tg6/+1‘
8.4.-Encontrar: 'f do
3co9+ 4 @
Solucion.- usando las sustituciones recomendadas:
1+ 7 17

deo
I30099+ 4% W:J Ll—zzj ( 27 j_I3—322+8z
3 pg 2| TR

1+ 7 1+ 2z 17
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=J' 2dz =—EI dz
—3(22—%2—1) 3 22_%2_1’
72 _% z-1= (22_%z+1%)_1_1%: (Z—%)Z— (%)2’ luego:
%J.(Z_y;z_ 7 7 sea:w= 2—43,dW:dZ; de donde:
S
32(/) ‘Z Y3 /‘

pero:

ST+c, como: z=r992, se tiene:

__1,,[39%-9
5 3rg6/+1
3199
Respuesta: j3 39d94 ng:_l 9/
COY + 48 3rg/2+1
do

8.5.-Encontrar: I3 Scod s on @
+2c09+ 2%

Solucion.- usando las sustituciones recomendadas:

2dz 2dz
I do :I 1+ 7 :I 1+ 7
3+2co¥+ 28 1-7° 2z 3 2-274 4
32 147 ) A1 2 T2 142
2dz
17 2dz 2dz
= = = =2arcrg @+ 2pc
j3+322+2—&2+4t -[zz+4z+5 -[(z+2)2+1 g+ 2

17

Como: z= rg%, se tiene:=2arcrg (rg%+ 2H1-C

dég
=2arcr 0/ + 2nc
3+2co¥+ 28 W g(rgé Y

dx
7gf-send
Solucién.- Antes de hacer las sustituciones recomendadas, se buscara la
equivalencia correspondiente a rgé
2z

Respuesta: I

8.6.-Encontrar: I

n 2z .
tQf = send _ J"/Zj =——, procédase ahora como antes:
cosd 1-z7 1-z
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2dz 2dz

i dx 142 i 17 2(1- 2 )dz

rgf-send J 2z N 2z 22(1+22)—22(1—22)=-|‘2i+223 7+27

1-722 1+7° 1- ZZ)MS

_ 2
:I(Z 2z )dzz—ljz’3dz——1 dz 12 1
2 27 z Vivg

Como: z= z'g%, se tiene: = —%(cmg2 %)—%Eﬁ‘rg %‘+c

Respuesta: Iﬁ = —EAf(cng2 9/2)—32677‘19 9/2‘+c

8.7.-Encontrar: I

2+ senx

Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:
2dz 2dZ
e P x|
2+ se nx 2+27 +22 Z+z+1 (22+z+}/)+y
4 4
1+Z l*/{
_J~ 2dz 1 arcrg (Z+}é arecg 2z+1
@By By B, V3
2rg +1
Como: z=rg X2, se tiene: = —arcrg——45— %
Jé
dx Zz'g%+l
Respuesta: I arccg———=~%—+c
2+ se nx J§ J3
8.8.-Encontrar: I cosxdx
1+ cosx

Solucion.-usando las sustituciones recomendadas:

1-72°\( 2dz 1-7 ) 2dz
J- cosxdx I(l+ 22](14—22] J(H ZZJ( ] J-Z(l— 2’)dz _ J- (1-7%)dz

1+ cosx 11 z 1ﬂ/f+17,ff 1+ 22)2 1+ Z%)
1+ 7 leﬂz/
_I( Z +1)dz I(—l ]dz ——z+2arcrgz+c
(22 +1) Z’+1

Como: z=17g X2 , Se tiene: = —rg§+2ar01g (rg—2 HcC

cosxdx
1+ cosx

Respuesta: I :—rg§2+ X+C
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dx

1+ se nx+ cox
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:

8.9.-Encontrar: I

2dz
J‘ dx :j 1+ 72 :J- 2dz
1+ Se NX+ CoX 1+( 27 j+ 1- 72 147 +22+ 17
1+2°) \1+ 2%
2dz
j22+2_ :1_677|z+]1+c como: z= rg/z,setlene _fn‘rg/ 4+c
. dx _
Respuesta: I1+ T Cox —En‘rg%ﬂhc

dx

COSX+ 2% X+ 3
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:

8.10.-Encontrar: 'f

2dz
J‘ dX _ 1+22 _J‘ 2dZ _
COSX+ 2% K+ 3 7 (1-72 +( 4z )+3 177+ 4+ 3 & Z+ 2 2
1+ 2% 1+ Z?

7
_ - —arcrg (z+ 1)+c, como:z=7g?
I22+22+2 -[(z+32+1 9l+d) 972

Se tiene:=arcrg (rg % +1H+cC

dx
Respuesta: =arcrg g %5+ 1+
P Icosx+ 2%® X+ 3 g(gé )
8.11.-Encontrar: Im
1+serf x

Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:

2z 2dz 4zdz
I senxdx _I(l+ ZZJ(1+Z JI (1+ 2-[ 4zdz =I 4zdz

1+serfx L ( 27 ) 2 (+ 2§+ &° ¥ 22+ 7+ &
+ -
1+ 22 (1+Z)
3 I 4zdz I 4zdz 3 _[ 4zdz
Z'+62°+1 Y '+ 62°+9-8 J (2+3)*-(J8)?
Sea:w=Z"+3,dw= 2zdz
_ZJ- aw 7 | \/_|+C_ e \/_8 \/?3 7722+3—\/§ e
W — (+/8)? Z\f ‘W+\/§‘ 8 W+\/§ 8 |22+ 3+/8
+3-2/2
Como: z= rg/z,setlene —\/_677 Z+3- \/_ \/5 77‘ y +C
4 z+3+\/€_3 4 ‘rgzy+3+2\/_2
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se nxdx £2 ‘Tg Y+3 2\/_2‘
1+serfx 4 ‘z-g y+3+2\/—2‘

dé

5+ 4coy
Solucion.-usando las sustituciones recomendadas:

Respuesta: I

8.12.-Encontrar: _[

2dz

j d _.[ 1+ 7 _J‘ 2dz _I 2dz P dz
5+ 4co) 5+4(1—22] 5 5+ 4 # 7%+ 9 Vz2%+ B

1+ 7%
2 z ] 0 .2 79%
=§ar0rg§+c, como: z=rg§, se tiene: =§arCTg—+c

3
0
T
Respuesta: I—e = ZarCTg g—é+ c

5+4coyy 3
dx

senx+ CoX
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:
2dz

8.14.-Encontrar: 'f

J' dx :J' 1+ 27 :J- 2dz :2J- dz
Senx+ Cosx ( 27 )Jr(l—zzj 2+ 17 {22+ 2+ 1)

1+722) (1+7°
__ZJ- dz __2J~ dz __2 |Z 1- \/§|
(Z#-2z+1)-2 (z-1 - (J2)? ‘z 1+f‘
_1- | 1-+/2
——anﬂ+c,como:z=rg%,setiene:= ‘ /2 ‘
z-1+/2 ‘rg/ 1+\/§‘
Respuesta: IL— 2 ‘Tg/z - \/E‘
" Jsenx+ cox 2 ‘rg% 1+\/§‘
8.14.-Encontrar: Iﬁl
+ 20x—
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:
2dz
—dx
J‘ secxdx J‘ coSX _ J‘ dx :.[ 1+ 2
secx+ 2gx— 1 1 2senx . J % 28 m- cos = 1-7°
COSX  COX " 1+722 ) (1+z
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2dz
_I le/ j 2dz _I _
A+22+4z2 4+ 222+4z V2 (2 +22)
177
A

Ahora bien: ! =—+ B , de donde:
z2(z+2) z z+2

1 Az+2)+B(2)

2z¢2)  z+D)
d d

_J‘%ZZ_I}/ZZ _J'g__"‘z_i_z 2 z|——€77|Z+2|+C

Z+2
rgy
rg%+2

ABdz _I dz )
z2(z+2)

=1=A(z+ 2+ B(2), de donde: A:%,B:—}/Z

®) J.z(z+2)

5 —|+C, COMO: Z= rg , Se tiene: =

z'g/z
secx+ 2gx— 1 2nrg/+2
dx

1-cosx+ ® rx
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:

2dz 2dz
147 ] 2z

I :
1- COSX+ ® IX 1_(1—22}{ 2z J L+Z2A+72+2z 127+22
1+ 7°

Z+2

Respuesta: I seoxdx = 1

8.15.-Encontrar: I

1+ 2 17

d d
A g,
Z2(Z2+2) 7 z2(z+1)
Ahora bien: ! =£‘+ B , de donde se tiene:
z(z+1) z z+1
1 =A(z+1)+B(z)
Iz(z+1) J__ Zl—£77|z| (n|z+1+c= fn‘—le como: z= rg%,

rg%
rg%+1
dx ‘ 79% ‘
1-COSX+ ® X ‘Tgnyl‘

dx
8—4se nx+ 7cox

=1=A(z+1)+B(2), de donde: A=1,B=-1, luego:

Se tiene:=/p +C

Respuesta: j

8.16.-Encontrar: I
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Solucion.- usando las sustituciones recomendadas:
2dz 2dz
P ol b e ol
8—4se nx+ 7COX 8—( 8z }r?(l—zz] 8+82% — &+ 7— T2

5

1+ 72 1+ 7° 167

:J' 2dz :J' 2dz (*)
7z*-8z+15 Y (z— 3)z- 5)

Ahora bien: 2 = A + B , de donde se tiene:
(z-3)(z-5) (z-3) (-5
= 2=A(z-5+B(z-3), de donde: A=-1,B=1, luego:

2dz dz dz z-5
I(Z—B)(z—5)__j z—3+j — 5_—€n|z—3|+£n|z—3+c—£n‘::l+c,
z'g/z

rgy
dx \rg/ 5\

8—4se nx+ 7cox ‘rgy 3‘

como:z=rg X2 , se tiene:=/n

Respuesta: I

EJERCICIOS PROPUESTOS

8.17.- j 8.18.- j 8.19.-[3‘9”’(OIX

1+ cosx 1- cosx 1+ cosx
8.20.-I cosxdx 821 - I— 8.22.-.|' sengdé

2— COSX 5- 4cod cos 0— co¥— 2
8.23.- [ secxdx 8.24.-IM 8.25.-[L

5+ 4co9 cosd + cargd

RESPUESTAS
8.17.- j

1+ cosx
Solucion.-

2dz 2dz

I dx ‘I 1+ 7 17 Idz

1+ cosx J{l—zz] 1+ 22 +1- 72

1+ 2%

8.18.- J.1 Ccosx

Solucion.-
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2dz 2dZ

dx 147 Zdz 1 X
Il—cosx_jl J1+z j +c— COTgA+C
1+ v J,a/zf
8.19.-]56 nxadx
1+ cosx
Solucién.-
( 27 j( 20z j 4zdz
J~se nxdx _J- 1+ 22 \1+ 2 .[ M J- 4zdz _J- 2zdz
1+ coSX 1+ Z+1.7 20+7%) Y (1+2%)

1+ 1-Z
1+ 22 JA/ZZ

:677‘1+ Zz‘+C=£77‘l+z'gz%‘+C

8.20.-I cosxdx
2—COsX
Solucion.-
( 2dz j
cosxdx 2 z
IZ—cosx_J(_lJr 2 cox] X= —fdx+2_[ cas _Id +2I2_£ 22]
1+ 72

2dz

Jaxe g2 W) =[x _[ZZdJZrl——jdx+%.[(szﬁ

2+22° -1+ 7°

;/zf
4\/§
jd +— _[ x+% 1 arcrg +C=—X+—— ar(rg\/_fi+c
“‘7 LS
=—x+%amrg(\/_3-g%)+c
8.21.-| do
5-4coy
Solucion.-
( ) 2dz
2dz 2, dz
I5 4cosz9_I [ zJ 5+5z 4+4z2:I9z2+1:§I @+3
1+ ;u/zf
:Zj dz 21 arCTg arcrg 3+c—— arecg (Bg/ }c
9 zz+(}/) 9% 3 3
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sengdo

8.22.-
Ico§9— cog— 2
Solucion.-
2z 2dz 4zdz
j sengdd 1+ 22 \ 1+ 22 :_[ M
coff-coF— 2 V(12 V (1-72 X (1-2°)* - (- 2°)(1+ z%)- 2(+ 27 Y
1+22) \1+22) M
4zdz J. 270z 1 1 )
j = ———=-=In|z }/‘+c———€n‘rg X }/‘+c
_ 2 3 2
-67° 3 (z —}é) 3 3
8.23.-Iseo<dx
Solucion.-
2dz
I secxdx = I I Ja/zj _[ 2dz _[ 2z (*)
COSX 1-z 1-7°) Y (+2)(1-2)
167
Ahora bien: 2 = A + B , de donde: A=1,B=1, luego:

@+2)1-2z) +z 1-z

dz 1+z
()I(1+z)(1 2) I1+z _[ =(nl+2-tnl-Z+c= Kn‘l :

+C

Como: z= rgy , Se tiene:=/n

1- rg/
cosfdé

5+ 4co¥
Solucioén.-

8.24.-]

[ j( ) 2(1- 2% )dz
f do ‘I 1+ 22 \ 1+ 22 1+ 2%)? J-(2—222)d2

5+4co¥ ( (5+ 52 +4-422) Y (1+ )9+ 2)
)
. 227 Az+B Cz+D
Ahora bien: = + ., de donde: A=0,B=1, C=0D=-9/,
(ZZ+1)(2°+9) z°+1  z°+9 % /2

luego:

(2-27%) 5 1 5 z

I .[ j =—arcrgz+ —areg—¢

(Z% +1)(Z° +9) 22+1 2722+ 9 2 2

0 0

1 5 Tg/ /
- 0/ _ 2 _ 2
==arc = are =2 ar@ c

Jarcrg9y-—arag (L2 o= - areg 22 )

dé

8.25.-| ——MM —
Icosé7+ cargd
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Solucion.-

2dz 2dz

J‘ do _ (1+ ZZJ :J' M

cosd + cargld 1- 7 NS v 2z(1- 22)+ (1- 2° )(1+ %)

1+7° 2z W
3 I 4zdz 3 J~ 4zdz B J- 4zdz (*)
TV 221-A) -2 2) Y )P+ 2+ ) Y B )rz)
4z A B C D
= + + +

1+2)(1-2) 1+z @+zY @®&z§ @*2)
De donde: A=}é, B=1,C=-2D :}/2, luego:

Ahora bien:

()J.(1+z)(1 z)__I1+z I(1+z)2 J.(]:I-Zi 1z

99,

Loped e L dee=To [1+2 1

2 1+z (1+2° 2 T2 vz v 22

_1, |1+z|+—(1+z)+1+C:_1£ vz ‘1+199/‘
2 "1z @+2p 2 '1-z

T 2 "i7rq0,| @erglyy
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CAPITULO 9

INTEGRACION DE FUNCONES IRRACIONALES

En el caso de que el integrando contiene potencias faccionarias de la variable de
integracién, estas se simplifican usando una sustitucion del tipo:

x=t",4x =t, siendo “n “el m.c.m de los denominadores de los exponentes.

EJERCICIOS DESARROLLADOS
\/_dX

9.1.-Encontrar: J'

Solucion.- La Gnica expresién “irracional” es V/'x, por lo tanto:
Jx =t = x=t2,dx= 2tdt, luego:
jdt -

2
I&dx It(2tdt)_J- t2t 2](
Dado que:t:\/; se tiene: = 2y/x — 2arCTg\/§+c

1+ x 1+t? 1+t2
Respuesta: Ifdx = 2% - 2arch\/_+ c

= 2t—2arCrgt+c

9.2.-Encontrar: Im

Solucidén.- Analogamente al caso anterior: Jx=t= x=t% dx=2tdt, luego:

J. X :J. 2}/dt :J' 2dt
\/;(1+\/§) {(L+t) 71+t

Dado que:t=+/x, se tiene::2£n‘&+]~+c

=2nlt+]+c

9.3.-Encontrar: J'

dx
3+VX+2

Solucion.- La expresion “irracional” es ahora +/x+2, por lo tanto:
JX+2=t=x=t*-2dx=2tdt, luego:

R LR

Dado que:t =+/x+2, se tiene:=2Jx+2- 6677‘\/X+ 2+ $+c
Respuesta: I =2\/X+2- 6€n‘\/x+ 2+ 3F+c

dx
3+VX+2
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LV3x+2,

1+ \/m

Solucién.- La expresion “irracional” es ahora +/3x+ 2, por lo tanto:
V3x+2=t= X=t*- 2dx= }/tdt , luego:

9.4.-Encontrar: 'f

1-V3x+ 2 —t?
[ = [ 2t =] = I( “2——] ‘
4

=_—Itdt _-[dt__-[tJr 1———t2+ t——£17|t+:q+c

Dado que:t =+/3x+ 2, se tiene:
:—E(3x+ 2)+£'\/3x+ Z—f'fn‘\/ X+ 2+ ‘l+c
—x——+—\/3x+ 2——677‘\/ + 2+ j(+c——x——+ (\/ X+ 2 En‘\/ X+ 2 D
1 \/3x+ 2

Respuesta: - ——+— N3X+2—In]N X+ 2+ 1)+cC

P Il+\/3x+2 3 3( 77‘ 1')
9.5.- Encontrar: J'\/l+\/§dx
Solucion.- La expresion “irracional” es ahora JX, por lo tanto:
x=t=x=t,dx= 2tdt, Iuego:.[(\/1+\/§)dx:.|‘\/1+t Zdt, como aparecié la

expresion:y1+t ; se procede analogamente:w=+1+t=t=w" -1 dt =2wdw, esto

es: Jszolt_jwz(w2 1) 2vdw = zj(/v wz)jw_ﬂ—g

Dado que:w=+1+t, se tiene:= Aty 4@t P

3
Respuesta: J' 1+ dx_4(1+g/;) _4(1+;/§) e
dx
9.6.-Encontrar: | ———
‘[\/X_Jr1+(‘/m

Solucién.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los indices de Las raices es: 4,
por lo cual: x+1=t*,dx = 4°dt, de donde:

dx 43t dt
= =4||t- dt = 4] tdt — 4] dt
e e il o f( ) Jro- gt 47
= 2t? — 4t + 4njt+ 1+c, dado que:t:\/x+1
Se tiene: = 2(x+1)? — 4(x+ 1)* + 4%77‘ &+ 1P+ .l+c

dx
Respuesta: Im= 2(x+1Y2 — 4(x+ 17 + 4?77‘ &+ 12+ .l+c
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9.7.-Encontrar: I

\/;Jr\/_

Solucion.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los indices de Las raices es:6,

por lo cual: x=t°® =t = §/x, dx = 6t°dt, de donde:

5 3
j\/;ixg/; =I§tft'tz ZBJIftl: GJ(tZ—Hl—:lljdt: o tdt— gtdt+ g dt - %tl
=28°-3%+ &- E/nft+ J+c

Dado que:t = ¢/x

Se tiene:= 2(55)3—3({3&)2+ 6Yx - &n|dx+ L+

= 2x - 3¥x + 6¥/x - 6677‘\/_+j(+0

Respuesta: j

x&+f
dx
9.8.-Encontrar:
J.\/X+1+\/(X+:DS
Solucién.- Previamente se tiene igual indice por
cual:\/x+1—t = Xx=t"-1dx= 2tdt de donde:
I j 2tdt3 I =2arcrgt+c
\/x+1+\/(x+]) t+t
Dado que:t =+/x+1, Se tiene:=2arcrgvx+ 1+ ¢
dx
Respuesta: =2arcrgyx+ 1+c
I\/x+1+\/(x+])3
9.9.-Encontrar: \/_X—_ldx
Yx+1

Solucion.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los indices de Las raices es:6,

por lo cual: x—t6 — t =$/x,dx=6t°dt, de donde:

— 5 —

j Lasat = GJ—tdt—Gj(te Pt -1 1jdt

x+1 +1 t?+1
=§t7—§t5—§t4+2t3+32—6t+c1—q’z—_zdt

7 5 2

6., 6.5 3.4 s o
=—t St -t 2%+ 3% a+ —d

A @- q qt2+1
T L In|t>+ I+ Grcrgt+c

7 5 2

Dado que:t = §/x, se tiene:

S5 2950 - 24 2 - - |13+ rorgi
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Respuesta

j__d__w‘ﬁJ‘SJiufg ~ 6x - 3| 1 x|+ @acegdxrc

xdx
X+2
Solucidn.- La expresion “irracional” es JX, por lo tanto:
Jx =t = x=t?dx= 2,
2
Iuego:j&dx :jt(tht) :Zj tdt =2 (1— jdt = Zjdt 4]

X+2 t?+2 t242

9.10.-Encontrar: I

4 t .
=2t——acrg—+c, dado ue:t:\/;,setlene::zx/;—Z\/EarCr X +¢C

NN ] 9%

xdx
Respuesta: =2Jx-2/2arcrg, /¥, +c
P -fx+2 Vx 9 A
9.11.-Encontrar: I (Vx+1+2)dx
(x+1)? —/x+1

Solucion.- Previamente se tiene igual indice por

cual:vx+1=t= x=t*>-1dx=2tdt , de donde:

I(Mu)dx _I[(X+1)%+2]dx J»t+2 _2I¢+ 2Ydt

(x+D% —/x+1 I (x+D%—(x+1)* -

j (2
t-D(t*+t+1)

(*), considerando que:

t+2 A N Bt+C
t-DE>+t+1) (-1) ¢2+t+1)
Dado que:t =+/x+1, Se tiene: = 2arcfg\/x+ 1+c
. (t+2)at dt t+1
()Zj(t NE1t+1) I(t 1)+I +t+1) j¢ 1) I(2+t+ "
] dt I%(2t+1)+% f dt _J~(2t+1)dt . d
t-1) @+t+1) -1 4 (2+t+1) Y C+t+ 1)
_ J~ dt I(2t+1)dt _J-
t-1) J (E+trD) Wﬂf%ﬂ%
:2£n|t—]|—£n‘t2+t+1—%aCrng;lJrc
(-1 | 2 arcr
(t2+t+1) 3 vy \/_
Dado que:t =+/x+1, se tiene

— A=1B=-1C=-
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Respuesta: 'f —arccg————

(X+1)°—/x+1 ‘(\/x+1+x+2)‘ \/_3 J3
EJERCICIOS PROPUESTOS
1+x
9.12.] o 9.13.- I1+f 9.14.- ja+b\/_
Jxray, ek F-9x
9.15.- j — 9.16.-]W 9.17.- jﬁd
9.18.- I4J—d>< 9.19.- j/“x 9.20.- [ 2y
X=2-+X 1-x X+b
42
921.- J‘\/x+1 9.92.- J.\/ 9.23. .[x v X+ adx
dx /
9.24.- 9.25.- | x3/x? + a’dx
I\/;+4x+2§/; I
RESPUESTAS
1+x
9.12.-
I1+\/—

Solucion.- Sea:/x =t = x =t2, dx = 2tdt

1+x 1+t2 t+1° 2
—2tdt —dt—2 tP—t+2-—— [dt
= 2 = o a0t 2 2
dt  2t° 2t

=2[tdt—2tdt+ 4 dt - 4 — == — L+ at—Anft+J+c

t+1 3 2
/3
:2 X —x+4\/§—4£77‘\/§+#+c

9.13.- j +\/_

Solucién.- Sea:/x =t = x=t%,dx = 2tdt

jl N I—tht_zj—dt_—zjtduzljdt— dt
+

:—x+4\/7—4€77‘\/§+#+c

914[

a+b\/—

Solucion.- Sea:/x =t = x =t2,dx = 2tdt

(x+1+2dx | (x+1-2% | 2 2/x+1+1

=—t*+ 4— 4pt+ [rC
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dx 2tdt tdt 1 al bdt
Ia+b\/—_Ia+bt_2-|.a+bt_2J‘[B_Ea+btj __I a+bt
2 2
:_t—b—€77|a+bt|+c—b\/;—Fén‘a+b\/§‘+c

b
X+a
Solucion Sea:Jx+a=t= x=t?>—a,dx= 2tdt

915]

J' d _j'/z}/dt_zj'dt 2+c=2/x+a+c
X+a

\/;dx
9.16.-

1+(‘/§

Solucion.- m.c.m: 4 ; Sea: ¥/x =t = x=t*,dx = 4t°ct
Jxdx  t2at’dt -tod

I1+<‘/§=I 1+t =4-[
4t° 43

- (___+t__t_+t—f77|t+1|j+cz—5—t4+—3—2tz+4t—4€77|t+1|

t_ 4 [t4—t3+t2—t+1—ijdt
1+t t+1

% Z
- — X+ 4); —2x%+4x%‘—4€77‘x%‘+1r

9.17.- Qd

\/§+1

Solucion.- m.c.m:6 : Sea: §/x =t = x =t°, dx = 6t°dt

t3—t (t® —t®)dt dt
6t°dt = 6| ———~— = 6[t°dt— 2 t*dt + A t°dt— J dt+
J.\/§+1 J.t2+1 I t2+1 I 2-“ 4 4 1+12
7 5 3 7 5
= t——2t—+£—2+ 2aragt +c:a 2t + 4 - 12+ 12aregt+c
7 5 3 7 5
% %
_ X LXT g 12x% + 12arcrgx’® + ¢
7 5
9.18.- 4dx
Ly

Solu0|0n Sea:x =t = x=t%,dx = 2tdt
2tdt 2-1 1 2-1 dt
J Wd o Facyrel e ( )+ t=] |

t?-t—2 i t?—t—2
) e -3
jtz —d j(t_%)z_%_m‘tz t— Z/ zq‘H/‘
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= Ipft*—t-2+= En‘z

9.19.- | /T—de
— X

Solucién.- Notara el lector, que este caso se diferencia de los anteriores, sin
embargo la técnica que se seguira, tiene la misma fundamentacion y la
informacion que se consiga es valiosa. (*)

j+c 677‘ —Jx- 4+ ‘n

a/x -
2&+3

Sear [FX Ct o HX o 1 o2k x4 1)) =P -1
1-x 1-x
t*-1 4idt ,
X= dx:ﬁ,luego.
241 t°+1

1+x t 4tdt 4?dt t2dt .
()H I(t2+1) _I(t 711)? J'(\/m) () , haciendo uso de

sustituciones trigonométricas convenientes en (xx), y de la figura se tiene:
t? +1

Se tiene:t = rgd, dt = sec® AdO;\t* + 1= %cd 1

t2dt _J~4rgzé?;ecz/d6 4 90
(2 +1)* sec 0 sedg’
=4jserf0d9= qde—qcosadez - & MPrc= R 2sOn @dscC

1+ X
t 1 Z 1+X 1 X .

(+%) 4

=2arcrgt— 2 +Cc= 2aregt— +C= 2arn
J t2+1/t%+1 J 2+1 g —X 1+X
1 x
:2arag,/ﬂ—(l—x)/ﬂ+c
1-x 1-x
9.20.-j—d”‘“"x
X+b

Solucion.- Sea:vx+a=t= x=t?>—a,dx= 2tdt

t2tdt tdt
= dt
Ix+b -[t2 a+b -[t2+(b—a) ( t+(b a)J
t

1
:ZIdt—Z(b—a)J'm:Zt—Z(b—a)m

arcrg +C

Jb-a
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=2Jx+a-24/b-a arwg,/%+c

3
9.21.- VX+L
X

Solucidn.- Sea: ¥x+1=t = x=t3—1 dx=3tdt

J.\/m_ _Itadt Itdt_gf( Jdtz

adt . )
=3|dt+3 %), por fracciones parciales:
] I(t—l)(t2+t+1)() P P

3 __A , Bt+C
t-D@E*+t+1) @¢-1) ¢*+t+1)
A=1B=-1C=-2, luego:

() :3Idt+jt(it1 It t++t2+1dt—3+f77|t—]l—%f77‘t2+t+ﬂ—J§arCrg(Z;1J+c

9.22.-]de

= 3= At +t+1)+(Bt+C)(t-1), de donde:

Solucidn.- Sea;Va® - x> =t = x?*=a?-t? xdx = —tdt

I\/a —X* _I\/az—xzxdxz_j ttdlt I —t?dt - —t?dt
X x* (a®-t?)? t)*> Y (a+t)*(a-t)
Por fracciones parciales:

—t? A B C D

= + + + ,
(t+a)(t-a)® (t+a) (t+a)® (t—-a) (t—a)°

A:%a,B=—%,C:—}/4a,D:—}/4, Iuego:

=) —t*dt 1I d 1 ——J 1 dt

7(*)

de donde:

(a+t)’(a—t)? 4a (t+a)_£ (t+a) t- a) 4 t-ay

1
=£ff7|(t+a)|+ A 77|( - )| "
=if77 (t+a)|+ 1 1

4a "|(t-a)| 4t+a) At—a)
:im Jar—x +a| Jai—x? |\/a - X +a| a’-x? te

da |\a?-x —a‘ 2 - 76"() ‘\/a —X —a‘ 2x?
_ 1 |(a*-x +a)| a’-x> 1 v Nat-x’
_4a£77 e 76/{‘ ™ c_zafn‘\/a X +a‘ 2a€7y|x| 5 +e

9.23.-'fx2\/x+ adx

Solucidn.- Sea:vW/x+a =t = x=t?>—a,dx = 2tdt
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IXZN/X+ adx = j(t2 —a)’t2tdt = 2jt2 t2—aydt = zj (t° - 2at* + a%t?)dt
2" dat® . 2a%t®
3

_2jt6dt 4ajt4dt+ 2a2jt2dt +C

_ 2(x+a)” _da(x+ ay” . 2% (x+a)” e
7 5 3

9.24 .-
j&+ 4x +28x
Solucion.- Sea: 8/x =t = x =12, dx = 8t dit

6 2
J' j 8t’dt J' todt :8I ts_t_2+t3+4t+4 it
Ix+4 x+2f 242t P 4t+2 t°+t+ 2
t?+4+ 4

=8t 8[tat 16 ct + qt i‘:t:; 82—872— 16+ $md

2
=2t — 4% — 16t + Sjwdt (), por fracciones parciales:

t? +4t+ 4 t’+ 4+ 4 A Bt+C 3
3 = 2 = 7 = :%,B— 4
t°+t+2) @t+Dt"-t+2) t+1) ¢ -t+2)

(#) = 2t° — 4t?— ]6t+8(J'%fdt IAHA ]

t2—t+2

c=14 ', luego:

t+1 A _t+2 t2—t+ 2

3J'2t+2/ }é /%dt
Z t+2
=2t4—4tz—16t+2€77|t+1r+q‘Md 31-['(Z—dtt+2

— ot A2 16t+ 8( j 1 Mdt]:ﬁ“—atz—lsuzj dt +2 I+14 4
t+1

=2t* - 4t* - 16t + 2/t + 1+ 2

dt
= 2" —4°-16+ Zylt+ I+ 3pft°—t+ 2 l—F——
A
=2t' -4’16+ pft+ I+ 377‘t2—t+ ?+ 312 arcgt_%+c
J7 \/_%
7
%
— %% — Ax% — 16X + 20 n| X Yn|xh — x 62 -1
X2 — 4x X + n‘x +#+ n‘x X +2¢+ﬁa0rg 7
9.25.-jx3\/ x*+a’dx

Solucion.- Sea:Vx* +a? =t = x> =t%—a? xdx = tdt

=2t — 4” - 16t + 20t + 1+ I |t*—t+ 4+% #crg—=+C

+C
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Ix3\/x2+a2dx=jx2\/x2+a2xdx=I(t 2_atidt =j(t 2_at tt =_[(t “atfdt

5 3 2 9% 2, 2 % 2 2 2
_tat +C:(x +a%)” a’(x*+a) ro= (e +a?)t[ X ta’ a’) o
5 3 5 3 5 3

2 52
:(x2+a2)%(—3xl 2 j+c

5

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

A continuacion, se adjunta un listado de ejercicios que se proponen al lector.
Observara que no se indica técnica alguna solicitada para el desarrollo de los
mismos, y que ademas no se han respetado normas relativas a niveles de
dificultad, ni a las técnicas mismas. Como siempre, se adjuntaran las soluciones
cuyos desarrollos pueden diferir de los aqui presentados. No importa, eso es
posible; ademas una consulta con su profesor aclarara cualquier discrepancia.

Encontrar:
1.- [t%e*™ cost ‘dt _[_6de 06’ do
-[ve 2. oy 3- oy
4.-[€°% se¢ Bdo f xdx =
-[ X+1
dx 8.-Ie2’xdx e*dx
T7o-| ———
/ (2—X)V1-x 9-[——
(t+ Da - P 12.- | rgodo
It2+2t 5 11. jseczd(p J.
- 77_ 7 14.-J¢)Se(,2(pd(p 15.- ax
13. J' aLsenbdn I5x
16.-jseé (1 X Jix 17-'] xdX 18__} dy
Gex Ny
19.-]’ dx 20.-fcosecHd0 21.-jt(1—t2)%dt
VX+4-~X+3
22.-It(1—t2)% arce rdt 3. Jl+cosz< X 4. .[x +1
X3 —x
e'dx (3x+ 4)dx
25.- 26.- 27.- | X
° I\/9—e2x I(x 1) Im
ds xdx
28.- 20-[—2X __  30-
1“4_52 '[xlex2+e '[\/1+x
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2dy
3L I y+1

34.- j +t4il_z+1dt
37.-j

\/(16+ x>y

40.-'|'a(x2 +1)dy

43.- —dx
16+ e*

46.- |

5W° —5W? + 2w— 1

49.- j aw

W+ w?
_2x?

52.-J'&dx

- Ise nxe*® I
cos X

53 Ixzn(1+x ) i
1+ x°

61.-
Icos2 5
64.- j rg40seé #do

67.-[(1+ X) cosy/xdx
70.- [ corg (2x— 4yix
73.- J' (corge* e dx

2
76.-.[xcng(X 5 )X
79.-Ix2 sen x° cos<’dx

82.-Isen Pe*"’de

2y° -7y + Ty*— By + Ty - 6dy
(y-2)*(y*+D*

de

07

Ine
x3dx

\/x2+
(V6-x*)°

44.- j cosv 1- xdx
47.-.[sen\/x+ dx

32]

35]

38.-|

41-|

50 _J~ 3dX
S 14+ 2x

53.- I e” cosg' Jit

ds
56.- | &——
-[s%(1+ )

cozgxdx
(n|senx|

dx
62"112— 7x

xdx

N

dx
X(W1+x-1)
71.-j(et e2)2dt

59.- |

65.-

68.-

74, Isen9+6’ 0

cosf+ 1

77.- j Xy 4x% — 2dx

xdx
80.-
'[\/5x +7

e —-9e”

83.-|

] IL
1+ 2coy
36.- j x(10+ 8¢ Ydx

x3dx

V16— x?

dx
-[ X(3+ (77X)
x3dx
Jx-1
9x* + 7x—6

48.- j4d
X—X

39.-|

45.- |

51.- [ A-x)dx ’)‘() dx

54.-[&(x% —4)%dx

1 10
57.- j (—Zj dz
z
60.- .[ax bx+c
ax® +bx— c

63.- j rg16xdx

66.- L_Zdt

\/7 22

cngGX
72._.[ (x+21)dx
(Xx+2)°(x+3)
_Iarchxdx
A+ x2Y"
2 %
78.-'f(x +£3) dx

69j

81- -[x—x 6

84- -[ 1+ cosw
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1-serf¥, ’

85.-je[ ] (cos?% ® r% dix

88.- I (seap+7gp Ydo

91.- Ise N2 ¢ cod pdg
94.- j (e —1)(e* +1)ds

97.-.[(arcse n = x* §dx

d
100.- [ P
a’sen’ p+b?cose

103.-[(20030: - & n2 Jo

106__{ (co+zsen3p Ho
3p° — 2¢c0s3p
109.- j Ju@+u?)?du

112.- j

dx
Vx*-2x-8
X2+ 7x° —5x+5d
x? +2x 3

115.- j

118.- j

x/x2 +4x+5
121.-J.€77exp\/x— Tx

se nxdx
1+ se nx+ cox
(1+ se nx dx
senx(2+ cox )

124.- j

127.- j

RESPUESTAS
1.- jt e*™ cost ‘dt

x3dx

V19— x?

89.-J~L
t(4+ 0ty
sec 0do
9+1928

86.- |

92.-f

9. J’5x +8x+ 5

98- Il+f
tdt
o faly

104.- [t*0p
%

107 - I(yy +1)dy
y2(y+1)

110.- j(
X2+ X—2

(x+Ddx

\2x— X2

116.- .[ e(n‘l+x+x2‘dx

113.-j

4dx
X3+ 4x

\/1+ X3

119.-j

122.- j

125.- | —
J3+ 2COX

128.- j

X' +4

Solucion.- Sea:u=sent* du= (cog* )#dt ; luego:

It3ese“4 cost “dt =£.[ 4%e=" cos tit =£_[e“du =£e“ +c=
4 4 4

X2 + x?)dx

1
Ze
4

senpde
cos’ ¢

90.- j a’b?c¥de

87.-|

d
93.-[ﬁ

SN

99.- I X(1+ x)dx

S€77|S| ds
1-s*)"
105.- [u?(L+Vv) dx

102.-j

18- e

111- [ adb
114.- j f(x) f"(x)dx

(x—=1)dx

VX —4x+3

corgxdx
(n|senx|

123.- j /z—jéd
126.- | xdx

VX2 =2x+5

117.-j

120.- j

4
+C
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(90
(1+6)
Solucion.-
J' oda J‘Adtg J' Bde
(1+0) 1+49 (1+0Y
0 5= B = 0=A1+0)+B=6=A9+(A+B), de donde:
1+0) 1+6? (1+6Y

(%)

odo 1
A=1B=-1, entonces: (*)I(1+9) Il+6 _[(1+9) —£n|1+9|+m+c

o
3-'J. o€ d@z
1+6)
Solucién.-
fdo
u=¢’ V= (1+0)
Sea: )
du=e'd¢ v:£77|1+6?|+—1
1+60
ee’de e’ 1.,
=elnl+6 +—— (n|l+6 +— e'do
P P € de .
= (77|1+ ¢9|+——J'e £77|1+ 9|d9 f (*) resolviendo por partes la segunda
integral se tiene: 1+6
du=e’dg v=(nL+6|

L . e‘gde _ AP o .
uego: jm =elnll+ 0|—Ie (n[1+6/dé, esto es:

Ef
()= ELafprd] + -~ [ &/LyD[00 —¢LntTd] + [ rnftreldl
Ef

=1+49
4.- j 9% sed Pdo

Solucién.- Sea:u=rg34,du = 3seé 8dg

70930

J'efge”’ sed @d@zlje“du:}e“ +c=E
3 3

+C
J- xdx
3 2
Solucién.- Sea:ax+b=t>= x:t b,dx:st—dt
a
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(ts_bjazdt
xdx ¢ a Ja  3tt°-b), 3.4 _3(t° bt?
j%/aHb_j t = — dt_—zj(t -bydt=—|
3A° Fpt? Jax+b)” 3b(ax+b)%
=—— +C=

5a° 2a’ 5a° 2°
_ 3(ax+b)(ax+b)> DY (ax+b)? e

5a 2a’
2_
6.-],/)‘ Lo
X+1

Solucioén.-

/x— 5 (x—1)” _2(x—1)%
j ol j j(x 1y2dx = % +C= 3 +C
3

7_-J‘L

(2—-x)V1-x

Solucion.- Sea:1- x=t> = x = 1-t% dx = —2tdt

J- dx :J- —2tdt _ 5 dt
(2-xW1-x °[2-(@-t°)]t 1+1?

8.-Ie2’xdx

Solucién.- Sea:u=2-x,du =—dx

je dx = —je“du =—e'+c=—-e""+c

=-2arcgt+c=-2aregv Ex+c

9'_.'- ede

ae*—b

Solucién.- Sea:u=ae* —b,du = ag*dx

I edx _1 %=£€n|u|+c=—1€n‘aex—b‘+c
ag*-b a’u a a

10, 0d (t+1)ct
t°+2t-5
Solucion.- Sea:u=t*+2t - 5,du= 2¢+ 1)yt
(t+1)dt du 1 1 1o
=—|—=—=/(nu+c=—Int"+2t-9+cC
Jeras 2I Ll o= g

11.-J'sec5d(p

» . @ [ 1 4
Solucion.- Sea:u=sec=+7g= du== seg Z 4 séé—o d
o t797, du=2 (seerg > 9P
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Isecfd(p J.sec‘V (se6/+rg/) séé%+ s%rg/z
2 sec¢/+rg(7 SG&V+T9%

d
::4i?:2hﬂw+o:%n%xgé+rg

12:jrgﬁd0
Solucion.- Sea:u=cosd du=—- s rvdé
send du 1
0do =|—dO=—-|—=—¢nlul+c=—¢n|cosl|+Cc=—{n|——|+C
Irg -[cose u 77| | 77| | 77‘59&9

— — 4L’ + 0 |sech| + c = £77|sech] + ¢

2
n n
13.- J.zse nE d77

Solucion.-
2
u=1_ dv:sen%dn
Sea: a
du:@ v=—bcos’
a b
N canl a, 7. 2b _
I—sen—dn:——n cos—+—.|'77 cogdn ) resolviendo por partes la segunda
a b b b a b
u=73 dv:cos%dry
integral se tiene:
du=dn n
v:bsenB

a, n 2b n
=——n°cos-+—|bp e n--b| & Ad
) b ’ a( b I b ’7)

b
2 3
=—Enzcosz+£n ® L2 cod +c
b b a b a b
14.-J-¢)Se€god¢)
Solucion.-
u= =

Sea: 4 dv=se€ pdop

du=dg V=1gp
[psec pdp = prap— [ rgpde = prgp— (7| sep|+c

dx
15.- | —
=
Solucién.- Sea; u = —x,du = —dx
%:J‘S‘de:—_"S‘du:—s—+c:—5 +C=— 1 +C
5 n5 /n5 5*/n5
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16.-Iseé (1 x Px
Solucién.- Sea:u=1-x,du=-dx
jseé (- x )1x=—j setudu=-rgu+c=-7rg @x Jc

17"J. xdx

V16— x*

Solucidn.- Sea:u = x?, du = 2xdx

1 2xdx 1 1 u
=-—-arcse nZ +C

IJ1ex IM WY 20 J4- oy 2\/4?u 2
=£arcsenx—+c
2 4

1&-]‘&

1+,/1+y
Solucion.- Sea:t = 1+ (L+ y)’z]yz StP=1+ ry)=ti-1= (ry)
= {t*-)°=1+y=>y=({t*-D*-1,dy=4t({t*- Dt

I (G S PSS ORI S
A

=411+ y (1+ —1+c== ‘/1‘/7(/7 2)-C
19"fm_m

Solucioén.-

J‘ dx :I(x+4)y2+(x+3)y2
Ix+d-x+3 ¢ (x+4)—(x+3)
[Ox &)+ (x+ 3% = (X+/4)% (x;)% T 2/ (x+ 3f .
3 3

2
:%(\/(x+4)3 +\/(x+3)3)+c
20.- [ cosecddo
Solucién.- Sea:u =cosecd + cargd du=— (coscd cogd+ cas’d dy

cosect (corcd + cagl dH_J- cox’d+ casd e¢godl
cosecd + cargd coscd + cogd

o= [[ (x+4)% + (x+3) Jdx

J'cosecé’dez'f

= CLU =—(n|u|+c=—¢n|(cosecd + cargd )+c

21.-J't(1—t Yt
Solucion.- Sea:u=1-t?,du=—2dt
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%
It(l—tz)yzdt=—%j'uy2du——i u :——u%+c———(1 t*Y:+c

3

22.-It(1—t2)% arce rdt

Solucién.-
u=arcert gy—(1-t2)dt
Sea: d dt
u=

1
e Veaty

It(l—tz)y2 arce rtdt:—% *t2 ¥ arcs m%j eltzﬁ o
<

1-t%)" 1-t?)"

1
=— arce n+=| (t* it =-
2 S ety

arce m} teﬁ Hc
3 3

1 3 t°
=3 (1-t?)% arce M-t +e

3. I1+ cosZ<I
sern’
Solucion.-
1+ cosX 1 cos® dx dx dx
Isenz % I1— coéx I 1 cos@ -[zﬁlcoszxj s’
2

=£jcosec2xdx= 1 Cargx+c
2 2

24 - J-X +1

Solu0|on-

IX X+l J-(x2+])dx_J- (x*+Ddx _IAderI Bdx J-Cdx
x(x*-1) J x(x+1)(x-1) ‘¢ X (x+1) x— 1)

&—M B € (®+1)= AR 1)+ Bx(x— 1)+ Cx (x+ 1)

X(X+D(x-1) x (x+1) (x-1
Xx=0=1=-A= A=-1

De donde: x=-1=2=B(-)(-2)= B=1
x=1=2=C{)(2)=>C=1

*)

Entonces:
(x* +1)dx
()-[ X(X+1)(x— 1) -[

2

J~ dx
(x+1) (x=1)

=—(n|Xq+Ln|x+1+Ln|x-1+c

=/n +C
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e“dx

Solucién.- Sea:u=¢e*,du=e‘dx

25.-

Iedx _I e'dx :J' du —arcse ne+c= arce nei+c
NE JF-(e)? V- 3 3
26.- j(x 7
Solucién.-
S e __(X_l)iz __ 1
i L s T
"-(3x+4)dx

\V2Xx+ X2

Solucion.- Sea:u = 2x+ x*,du = 21+ x)dx
I(3X+ 4)dx _J- (3x+ 3+ 1 SI k+ Lpx

dx
J2x+ 2 \/2x+x J2x+x2 '[«/2<+x IU% J.\/2<+x2

3 U —
Iu% ‘[\/(x 21 2x+1) -1 2% J‘\/(X+1) R +IV(X+1)2 1

Sustituyendo por: x+1=sed dx= se6rgddd X+ i 2790

:3\/2X+X2+I%0=3\/ZX+XZ+ISGC6U0= J R+x*+(n| se@+7gb|+c
T
:3\/2x+x2+£77‘x+1+ X+ X?

+C

28.-|

ds
Va-¢
Solucidn.- Sea:s=2send ds= 2co®dd y 45° = 2cad

j\/4_ jmde jd@z&zarcsen%+c
55

29.- | ——
s

Solucion.- Sea: x=+ergd,dx =eseé 8do Nx*+e=+/e sed

1

dx A sed do 1 sewdd _ cost

j NN +e_'[ -[ -[senZH - -[senzﬁ
cos’ 0

Sea:u=send ,du= co¥dd, luego:
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-1
(*)= %:—I wdu=2Y oo tioo Y LY ¢
u

e e-1 eu esend X

[,2
X +e+c

ex
xdx

J1+Xx

Solucidn.- Sea: x+1=t> = x=t?—1 dx = 2tdt

IJﬁxx :j(tz‘l)zxdt ~ 2 (- 2yt = 2§3—t)+c: 2 g— I c

— 2%+ 1(——1)+c 2Jx+ 1(";32)+c

30.-

Zdy

y+1

Solucion.- Sea: y+1=t> = y=t*-1,dy = 2tdt
2 2 12 5 3

[ y dy =j(t Y 2/dt=2f(t2—1)2dt=2J.(t4—22+ nr= 25 -2 e
y+1 ! 5 3

—Zt(%—%z+lj+c 2 +1((“ y;l)“ —2(“ y;1)2+1j+c

2 2
=2 y+1((y+1) —2y3+2+1j+c= 2/y+ J[y +§y+ 1 A+ 2+ 9+c

31j

5 3

2_
w}c

=2y+1
2

3 dy

1

Solucion.- Sea:u=y* -1= y*=u+1,dy = 2ydy

32[

I y'dy Iyydy I(U+1)du=_;j(uyz+u-yz)du=_1

vl
A%

Jy-1 Ty 20

Uz

2 4= u%(}/u+1)+c_\/ 1[ +1]+C—\/ J.(yJFZJ

33__J‘L

1+2coy

-, ] 2dz 1-7°
Solucién.- Sea.de_— cosd = > P = 2aregz

1+ 7 +Z
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2dz
J' do _J‘ 1+ 72 _J- 2dz _J- 2dz _J- 2dz

1+ 2coy) 2(1—2) B2+ 2%22) 7 222+ 2 22 ) 322
1+ 7
_J' 2dz __2.[ dz __ZJ' dz ——/é |Z \/7|
3-7 z2*-3 72— (\/3)? ‘z+\/§‘
_ 1 (972733
rg%+\/—
3
34j 3+ 4t? Z+1dt
t°+1
Solucioén.-
-t At -2+ 1 3°-t+1 P-t+1
dt = || t-1+ ———|dt = [tdt - | dt + [ ———ctt
[t e S e a2
t? A2-t+1
= —t+ | Z—dt(*
2 It3+t *)
2_
3 t+1—é+Bt+C:>3tz—t+1:A(t2+])+(Bt+C)t

t(t2+1) t (t2+1)

t=0=1=A= A=1

t=1=3=2A+B+C=B+C=1
De donde: B=2C=-1
t=-1=>5=2A-C-B)=B-C=3

2
(*)_ 3 J~Adt Bt+C t=t dt 2t-1
t? tht dt t?
:E—t+£77|t|+jt2+1 Imzz—t+fﬂ|t|+fﬂ‘t2+1‘—8.I'CZ'gt+C

2

:%—t+f7y‘t(t2 +1)|-arcrgt+c

35.- Ifne

Solucién.-
do
——=|dp=¢p+cC
| e [dp=0
36.- j X(10+ 8¢ Ydx
Solucidn.- Sea;u =10+ 8 ,du = 16dx
10 10

[x@o+ 8¢ )9dx_—j 16¢ (10F &2 3dx_—ju9ddu _T6UTO+C_ u165rc

_@0+8¢y°
160
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dx
37| ——
J‘\/(16+ x* )

Solucién.- Sea: x = 4rgé,dx = 4sec’ 9do

I J’A,jeﬁ/dé’ 4+ dg :iJCOSHd9=_1$m+C:;+C
\/(16+x) 4 sec 9 sed 1 16 1671602
X dx
38.-
'f\/x2+4

Solucion.- Sea:u=x*+4= x*=u- 4,du = 2xdx

J \/);zdf 4 J \/Xxxix4 2I v ui)du = _1I (U —4u”)du = _1f Widu— 2[ u’du

% % %
Lo A _u — A’ 4 c= uyz(——4)+c—\/x +4(

7 /Z‘ %
Al
x3dx

V16— x?

Solucidn.- Sea:u=16—x*> = x*> = 16— u du = — Xdx

)+c

39.-|

I x’dx J~ Xexdx _[(16 uu _
J16-¢ *J16-x2 u’

% % 5
I Y =—1aj%+*/_u

51_[ (16u” —u’*)du

+c=x/ae16+%)+c

40.- j a(x® +1)%dy
Solucién.-
[a(e +%dy = a(x®+1)% [ dy = a(x*+1) =y +c

dx
41.- | ————
I(\/ﬁ)e’
Solucién.- Sea: x:\/ése ng ,dx:\/_600§d0 V 68X :\/—6 cas
I dx I%Wde—lj a9 __1 eéHdH:—lrge+c:—1 X _ic
\/6 x*)°

== ==s
(6’ cof o 67 coso 6 6 62

4 _J‘L
"I X(B+17x)
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Solucion.- Sea:u=3+/nx,du= X
X

dx
Il =Mre=s ndse

43.- 4dx
16+ €

Solucién.- Sea:u=¢e*,du=e‘dx
X

I © dx=f du =1arCrgE+c=—1 arcrge—x+c
16+ e £#+u® 4 4 4 4
44.-J'cos\/ﬁdx
Solucién.- Sea:1-x=t> = x=1-t* dx = —2tdt
j cosy/ - xdx = —4 cosdt « ) integrando por partes se tiene:
u=t dv = costdt
du=dt v=sent
(*)=—2(tsent—jse rtdt):— Pe b+ P& mit=— t2esth 2dosc

=-27J1-xsem/ Ex— 2co§ dx+cC

45.-[ Xk

JYx-1

Solucidn.- Sea: x—1=t> = x=t?+1 dx = 2tdt

7 5
o= X j(t D’ Zrdt_zj(t6+3t4+3 + 1pt = 2t7+%+ 2°+ 2+4c

{

—t(2t76+%4+2tz+2)+c:\/x——1{ 201y + G(X; 1y +2(x—1)+2}+c

5
_ 2\/x—1{(x_71)3 + B(X; 1y + x}+c

Sea:

2y° —7y* + Ty°— By + Ty - 60|
(y-D*(y*+1)*

46.- |

Solucion.-
I2y5—7y“+ 7y - 1y*+ 7y - 6dy )
(y-D*(y*+D)?
2y° - 7y'+ 7y~ By’+7y-6_ A ,_B Cy+D Ey+F
(y-27*(y*+2) y-1 (-2 ¢°+1) ¢°+ 2y
2y° -7y + Ty - 1Y+ - 6= A y— Dy’+ 15+ B ¢+ 15
= +(Cy+D)(y-D*(y*+1) + (Ey+ F)(y-1)?, luego:
2y° - 7y* + 7y*— 9y’ + 7y— 6= A+C)y°+ CA+B- X +D )"’
= +(2A+2C-2D+E)’+ 2A+ B- T+ D- E+F y°
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= +(A+C-2D+E-2F)y+(-A+B+D+F), Igualando coeficientes se tiene:

A +C = 2
-A + B -2C +D =7
2A +2C -2D +E = 7 |=>A=1B=-4C=1
-2A +2B -X +2D -ZE +F =-D D=0,E=3F=-1
A +C -2D +E -2F =7
-A + B +D +F =
2y° — 7y + Ty’ — By + Ty - 6 By-Ddy
(9 2D J I &
yl)(y+1) (y 1)2 +1) °+ 1f

=(n|y- :q+—1+ En‘y +]\ 3'[( +1)—I (yz+1)2
:€n|y—:q+—_+£77‘«/y2+].‘——£77‘y2+;q_[l

—ﬂn‘(y Dy y? + ‘+———£77‘y ]\— 1)——2ar0rgy+c

1
+—arcC +C
2+1 2 Tgy}

|(y 1)| y 1
=/n ‘\/y +1‘ e 1 2 +1)——2ar0rgy+c

47.-J'se N« X+ Mdx

Solucion.- Sea: x+1=t* = x=t*—-1,dx = 2tdt

Ise nvx+ Iix = 2f (e n fdt £ ) trabajando por partes
u=t dv = sentdt
du = dt vV =—cost

(*)Zj(se nt Ydt = 2(—t CO$+I cotdt):— t2 cos 2stnc

=—2Jx+1cosvx+ 1+ 2senyVx+ 1+c¢

48.- ng + 7X— 6I
X3 — X
Solucién.-
2 _ 2 _
J‘9xq;7x 6dx:f X+ K 6dx:jAdX+Jde ICdX
X=X X(X+1)(x-1) x+1 9 x-1
w:é B C 0k Tx— 6= A+ D)= 1 Bx k— 1) Cx &+ 1)
X —x X X+1 x-1
X=0=-6=—A= A=6
De donde: {x=1=10=2X=C=5

X=—1=-4=2B=>B=-2

dx
(*)=6I J.x+1 ijle 6n7|x|— Zn|x+ 1+ Bn|x— fc

Sea:

*)
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= En‘xe‘—fn‘(x+l)2‘+£77‘(X—1)5‘+C: ‘n

(x +1)
5W° —5w? + 2w—1
49 .- dw
I W+ w?
Solucién.-
5W° —5wW° + 2w— 1 BV — i+ -
dw= %W *
j W+ w I WA (W?+1) *)
5w —5W?+ 2w—1 Aw+B Cw+D
= +
W2 (W2 +1) w? w?+1

5wW* —5W* + 2w— 1= (Aw+ B W’ +1) + (Cw+ D)w?
= AW’ + AW+ Bw’ + B+ CwW’ + DW* = (A+ C)W’ + (B+ D)W’ + Aw+ B
Igualando coeficientes se tiene:

A +C =5
B +D=-5
= A=2B=-1C=3D=-4
A = 2
B =-1
(*)J‘AW+BdW ICW+D| IZW;ldW_'_J'aI\;— 4dW
w2 +1 w+1
2wdw W 2wdw
= dw+
-[ J.w +1 '[W2+l
:En‘vvz‘ (W?+1)° 3 +£—4arcfgw+c
w
50.- | 3ax
1+ 2x
Solucién.- Sea:u —1+ 2x ,du = 2dx
3dx
- = —:—f u+c——£ 1+ 2x 1+ 2x)°
I1+2x -[1+2< 2 i d | (
51 I(l X)%dx
Solu0|on.-

J~(1—x)2dx :Il_ 2X+deX:J.%—Zj'dxﬂ'xdx:677|x|—2x+x—22+c

)
52.- [7-—d
Solucién.- Sea:u =-2x*,du = —4xdx
—2x?
I&dx——jx - dxz—l'jeudu S USSR P

53.- 'fe” cosg' it
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Solucién.- Sea:w=€',dw=€'dt
j € cosg Fdt = jw cosvdw ¥ ) trabajando por partes
Sea: u=w dv = coswdw

du = dw v=senw

(*)Iwcoswdw:wse I‘W—I ® wdw=w 8 w+ cas+c=¢€ es a@\(+) ceS(+¢
54.-[&(x% —4)%dx

Solucion.- Sea:u = x*% —4,du = §\/de

4 3 4
3 34, 1, (X —4)
X?—-4)’dx=—=|udu= ——+c——u +C=—"+C
[Nx(de -y’ j A -
55.- J-senxe dx :J-senx 1 e*%dx = J'rgxsecxese“dxé«)
cos X COX COS

Solucién.- Sea:u=secx du= se&rgxdx
(%) = J'e“du =g +c=e""+cC

ds
56.- | ———
J s (1+5")

Solucién.- Sea:t =s* = s=13 ds= 3t

z
J‘ J‘ 3t dt J- 3tdt J‘ tdt2 =§f77‘1+t2‘+c
Sy(lJrS% fa+t?) J@?) TV @t?) 2
1-22\"
57.- I (—J dz
— 2 _
Solucion.- Sea:u =1 22 .du= i?z
1 1— U 112
I g =——Iu du :___+C———+C— —|——| +cC
z 211 22 22 7
58.- IM‘?‘
1+ %
Solucion.- Sea:u = /(n(1+ x*),du = ZXd):
1+x
an(1+x Dy = 1 1u? u? [fn(1+ xz)]2
I “ludu==—"—4c=—4c=""" "1 ¢
1+ X2 2 22 4 4
59"[ COz gXdx
(nlsenx

Solucion.- Sea:u= €n|se nx| ,du = corgxdx
I corgxdx

fdu =(n|uj+c=(n|tn|senx|+c
(nlsenx
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ax’ —bx+c

60.- | ———dx
Iax2+bx—c
Solucioén.-
2_ 2_ 2_
Iax bx+ch:ax2 bXJFCId,[:ax2 bx+ct+c
ax’ +bx—c ax“+bx-c ax“+bx-c
61.-
I(:os2 5

Solucion.- Sea: u =5x,du = 5dx

1 1
Ico§ _Iseé 5<dx——5[ se%:udu=—5rgu+0=—579 b+c

dx
62.- | 12— 7x

Solucién.- Sea;u=12- 7x,du = - tx

I x___1 %=—}£n|u|+c=——1£n|12— 7x|+c
12— 7x 77 u 7 7

63.- j rg16xdx

Solucion.- Sea:u=cos(16& )du=—- 168 n(L6dx

sen(16x) du_ 1 1
jrglGxdx J'md 16[ o= €n|u|+c €n|cos(16<b

64.-[19449 seé #do
Solucion.- Sea:u=rg46,du= 4seé 4dé

2 2 2
Irg4€se€: @dezljudu:}u_JrC:U_Jrczfg 449+C
4 42 8 8
Xdx
65.-
I\/x—5
Solucion.- Sea:u=Xx-5=x=u+5du= dx
%
I = Imjdu Iuydu+51uy2du— 2” +10u” + ¢
u .

zgu\/ﬁ+10\/a+c=§(x—5)\/x— 5+ 10/x- 5+c= Z/XT{X+310J+C

66.- L_zdt
NT- 22
Solucion.-

Tt B

-2 7 —4dt ot
-l e e A
:——\/7 2% -2 arce r{/7t+c

67.-[(1+ X) cosy/xdx
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Solucion.- Sea:/x =t = x =12, dx = 2tdit
[@+x)cosyxdx=[ (@t* )(cos )Rit= Ptet® )cdsdh= [2 ctk+ [¢ dads(x)
Trabajando por partes: jt3 costdt

u=t dv = costdt

du = 3t4dt v=sent
It3costdt=t3$ r— §t2 e ot

Sea:

Trabajando por partes: I t* se ntdt
u=t? dv = se ntdt
du = 2tdt V=—cost

Itz sentdt =t cog + ?t coslt

Sea:

Trabajando por partes: I t costdt
u=t dv = costdt
du = dt v=sent
[tcostdt=t & rt-| ® mit=t & b+ cdsg
(*) ZItcostdtJr 4t3 codt = ?t cdsit + (23 & th It? estdn)
=2[tcogdt+ 2° & n- §t* o = P cost+ t2estn (-az tos [t2 m};
=2[tcogdt+ 2° ® h+ € cas- Y2 cudt= t2estn t’6 tes [10 tdvs

=2t’sent+ @° co$— 1A( 8 n+ cos+c
=2t>sent+ 6% cos— 108 N 10cobsc

= 2x% se /x + & ©sVx — 10Vx se nx — Dcosx +¢
dx
68.-| ————
I X(v1+x-1)

Solucion.- Sea: (1+ X)? =t = 1+ x=t> = x=t>— 1,dx= 2dt
J' dx _J‘ 2tdt (*)
xWlrx—-1) Y (t2-nt-1°

t A B C
= +—+
t+D)Et*-1) t+1 t-1 ¢-1f
t=1=21=2X=C= %

Sea:

=t=At-1°+B@t’-1)+C+1)

De donde: {t=-1=-1= 4A= A=—%
t=0= 0=A-B+C= B:%1

Adt Bdt [ Cdt lpdt 1pdt 1p o
(*):Zﬁufjt—fj(t—1)2}:2{__4]t+ 1 Ao 1+_2[ e 12)}
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dt 1 1 1
___-[t+1 2t j¢_3)2“_£’7|t”4+§€77|t—11—t71+0
ik el
\\/1+x+]l Jirx-1
'_I001g6x

Solucion.- Sea;u=cos& du=- 6% n&dx

dx sené,  lrdu_ 1 1
J.COz-gGX_J‘Tg6XdX J‘COS - F___én|u|+c___é77|0056)(|+c

70.-Ic07g (2x— 4)3x
Solucion.- Sea:u=sen(- 4)du= 2cos(2- 4K

ICOTQ(Z)(—‘]-)jX:I%dX— ZIC:JU £n|u|+c_—]Zn|(2x 4)+c
71.-j(et e2)2dt
Solucion.-
I(e‘ —e )2t = j(e?t —2e" 2 re )t = _[ezdt— 2je-tdt+je-4dt
1

+2e —}e’4t +cC
2

72._{ (x+Ddx

(X+2)*(x+3)
Solucion.-
J~ (x+1)dx N x+) A N B N C *)
(x+2)2(x+3)  (x+2)%(x+3) x+2 (x+2? x+3

= X+1= A(X+ 2)(x+3) + B(x+3) + C(x+2)*
X=—2=-1=B=B=-1

De donde: {x=-3=-2=C=C=-2
X=0=1=6A+ B+ L= A= 2

Adx Bdx Cdx dx

()jx+2 f(x+2)2+jx+3 Ix+2 J‘(x+2) J-x+3
x+2 1
2£77|x+q+—2—2€77|x+ 3+c=ln—: 3 Tt
73.-J'(cofge e dx
Solucion.- Sea:u=sene* du= (co®* &dx
j(cmgeX Ye*dx = Iw: j%: (|l +C
sene u

74'_Isen0+9 10

cosf+ 1
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Solucion.-
Isen9+6? j$r9d9+j 6do _J'— ® ﬂ9d6’+J't9 (cog8— dp

cosf+ 1 co¥+ 17 cod+ 1 cos+ 1 Cas+ 1
0cosodo 0do
=—/n|cosf + 1- +
y 1 j sen’d -[serfe

=—(n|cosd + Jr—jé? cagd cosc9d9+I9 cax’0do ()
Trabajando por partes: I 6 corgd coxcodd
u=460 dv = corgé coecddld
du=dé vV =—cosect
jecmge coecddd = -0 cosc49+j coxddd=-0 cesd—In| cex®)- wmd|+c
Trabajando por partes: j 6 cosec’6do
u=4 dv = cosec’ddé
du=de v=-tcorgd
j@coseczedez—e cag¢9+j cagodd=-60 cegbd+(n| e @|+c,
(*) =—(n|cosf+ ]+ 0 coscd+(n| coecd - cagf|-60 amb+ln| es Gc

(Cosech— cargh )= W|+9(cosec9— cargd k¢
cosf+ 1 |

1- cod| (1— coé’j
+6 +C
1+ cos9| ®
) I arcrgxadx

@+ x?)*

Solucién.- Sea: x=rgd = 0 = arcrgx ,dx = seddd 4 L x* =

jarchxdx _ J» 0_se€0do '[ 0do

Sea:

Sea:

= '[ 6 cosodd ¢ ), trabajando por partes

A+x2): Y sedo
u=¢ dv:cosede
Sea:
du=dé v=send
=dsend - J'serﬁde 0 ® W+ cog+c= (argx - X ! +C
J1+ %2 \/1+X2

-1 (xarcrgx+ 1) +c

V1+ X2

76.-IXCOTg (X%)dx
2 2

Solucién.- Sea;u=se nxg du = ?23 X cosxg dx
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2

XCOS~—
IXCOTQ(XZS)dX=J4)?dX:gI%=

sen—
5

77.-Ix\/4x2 — 2dx

Solucién.- Sea: u = 4x* — 2, dx = 8xdx

% %
XN 4x% — 20x = = u}/zdu = u _U

2 %
78.-I(X +Si) dx

+C=

g£n|u|+C=—2€77

12

Solucién.- Sea: x=3rgd,dx = 3sed y/x*+ = 3sek

1

I(x2+9)%dx_Jsse09 BSéoeda__jL séede oggde__jl 0
4 sen“e 9) sen*s
cos' @

1( 1 1 j 1 osec’0
== -= +c=———  4Cc=——-"2

9l 3send 27® nY 27

VX2 +9 x +9 /—
27( X } 27
79.-'fx2 sen x° coscdx
Solucion.- Sea:u=senx® ,du= 3* cosdx
6 6 6,3
Ixzsensx3 cos<3dx=lfu5du=—1u—+c=u—+c: LN X ¢
3 36 18 18

xdx
80.- | ——
I\/sz +7

Solucidn.- Sea: u =5x? + 7,du = 10xdx

[ xdx J~du 1uy uyz+c_

\/5)(7 107 u* 1oy B
o0)

81- J.x —X—6

Solucién.-

I%: I(x+1+%]dx J.xdx+jdx+f

= ()

X—+x+j (7x+ 6)dx
2 (X=3)(x+2)

2 %
GBx +7) feo

X2
sen—
5

J(4x2 - 2)° e

+C

VBXZ+7
+C

5

5

(7x+ 6)dx
x=3)(x+2)
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(7x+6) A N B
(Xx=3)(x+2) x-3 x+2
X=-2=-8=-8B=B=8(

= 7X+6=A(X+ 2+ B(x-3)

De donde: 57 °
X=3= 27= 5A= A=27/
X Adx [ Bdx x° 27 ¢ dx 8¢ dx
(F)=—+X+|—+|—=—+X+— +—
2 -3 ‘x+2 2 57x-3 57x+2
X 27 8
=—+X+—In|X=3+—=In|X+2+C
o Xt tn|x=3+ L ln|x+ 3

82.-Isen Pe>"’de
Solucidon.- Sea;u=serfd du= 2% ¥ coddé
Ise n20e*"?de :I 2% 19 cofe®"?dg = _[e“du —e'+c=e""1¢

83.- [ &x_
e -9
Solucion.- Sea:u=e€*,du =¢€*dx
dx e*dx e*dx du 1 [(u-3 1 ‘—
= = = =—Inp|l——=+C==/ +C
jex—9e‘X J‘ezx—9 -[(eX)Z—Q ju2—9 6 |u+3 6 Uex+ij
84.- [ aw
1+ cosw
Solucion.-
dw (1— cosw pw (& cosv gw 2 cosdw
= = = | cosec wdw—
I1+003N I 1 cosw I 8 fw I I & w
(senw)*
=—-CO0TgQW————+C=— COrgw+ +C=- Cargw+ COSCW+C
-1 senw
Nota: Este ejercicio esta desarrollado diferente en el capitulo 8.

1-sert%, :
85.-_[e[ : ] (0053% ® n>/2 dix

2
Solucién.- Sea:u= l_an% ,du=——20053§sen§dx
3 9 2 2

1-serf%, :

Ie[ : ](cos°’>ésen’/zidx=—gfe”du=——§e”+c=——ge +c
x>dx
V19-x2

Solucion.- Sea: x=+v19se nd dx=+/19co8dd V 19x> =+ 19cés

3ax _ (\/1_9)3serf9 CO§d0:1 19 9 (+ cdsl 30
o 1 eww M e

1-se r?}é}z

86.- |
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=19JEjsen9d9— 19/_1§ e A cdedo=— ;/_19@5192179 t0s c

~ 19,19 'i}xz+;9f9{ V(jj%;;)g+c=—19\/19—x2+\/(19—x2§+c
9 3

87:Isen¢d¢
cos? ¢
Solucion.- Sea:u=cosp du=- ® pde
%
jsen(pdq):—j 7 =—[u¥du=-"+c=-2u"+c=-2cosp +c
cos’ ¢ u’ 5

88.-I(sew+ rgp Ydo

Solucion.-

I(SGC(p+TQ(0 )qu):_[ (setp+ 2seergp+7rg°p dp

:j(se6¢+ 2seprgp+ SEQ-— (1)0:[ (2s8e+ 2segp- dd)
:ZJ'seé(pdqwa' semg(pd(p—fd(p: Do+ 2sec-p+C

o[ A
t(4+0n2t)?
Solucion.- Sea:u = /nt,du =%, ademas:u=2rg0,du=2seéddd y/ 4u’>= 2sat

J t(4+3t772t)% I m I Zseg P20 = [sewrdo = 17| se0-+rge] +c
=In \/4J2r_u+ﬂ +C=fﬂ@ +C:(U%\/Fﬁ7;t+£nt%+c

90.- [a’b*c¥dg

Solucién.- Sea: ab*c® =k,

[albc%de = [a (6% (¢’ d6 = [ (@b Y do = [K'dg = <+ = (ACY

T ipfate)]
91.-J.seny2 ¢ coSpde
Solucion.-
[sen*pcodpdp=| ® fip cdyp comlp=| es™mp {les’m )eudp

. nNe <
_ [senp cospdp—[ & Ho cosdp=1 2 _ .
J J 77

=25erf/2¢_ 2% rf%erC
3 7
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sec Adé

92.-
I9+1929
Solucién.- Sea:u = rgé’ du = sec” #dé
jseéef‘g f =—arc 70— Uic= €90 )
9+79g 49 9+u?® 3 3 3
93.- | ——
J. IeZX _16
” : x x du
Solucién.-Sea:u=€*,du=€dx= dx=—
u

Ademas:u=4sed du= 4se@rgddod Ju’ - 16 0

M du___4sed 1g0d0 1
Ix/ -16 '[\/u -16 '[U\/Uz—lﬁ '[486/4/99( 4Id9_ oxe

X

1 u 1 €
=_arcsec-+Cc=- arcseé-+c
4 4 4

94.- j (e -1)(e* +1)ds
Solucion.-

j(ezs —1)(e2$ +1)ds= J[(ezs)2 ~1]ds= je“sds— j ds= %e“s +S+¢C

95.- I —
5x? +8x+ 5
Solucion.-
dx dx 1
= == (*) completando cuadrados:
I5X2+8X+5 J.5(x2+yx+1) 5'[x +/x+

x2+%x+1=(x2+§x+—)+1——= (X+A) +/5 (X+/) +(/)
X+/ 5x+ 4

J(x+/5) +(/) S/B{arCrg 5 3arcrg 3 ¢
x +1
96.- jx — X
Solucion.-
x +1 3 X+1 x+1 o (x+Ddx
Ix —X J( x° —x]dx Idx J‘x ~X _X+Ix(x2—1)
B (T dx Adx Bdx
RFTE re R P
1 A B

=—+——=1=A(Xx-1)+Bx
X(x-1) x x-1
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x=0=1=-A= A=-1

De donde:
X=1=1=B=B=1

x—1
(*) = x— _[—+ —1_x—£n|x|+£n|x—]j+c—x+€n‘7+c

97.-j(arcse n = x* §dx
Solucion.-

j(arcse N L2 3dx:'|'dx:x+c
3dy

1+\/§

Solucién.-Sea: y* =t = y=t2,dy = 2tdt

3y Adt tdt o 1) e oot
Il+\/— 3I1+\/_ J.1+'[ _6I1+t_ 6](1 1+t]dt_6fdt GI 1+t
=6t 607|L+t|+ c= 6y - @[ 1 y|+c= gy -rn| ¥ y)+c

99.- j X(L+ X)dx
Soluciéon.-Sea;u=1+Xx= X=u-1du=dx

98.- |

J.x(1+x)%’dx I(u Wu’sdu = _[(u/ U )du = J‘uydu J.u)/du_

[5u EJU%+C:(5(1+X)2—5CH_X)](1+x)%+c
11 6 11 6

d
100.- [ ?_
a’sen’p+b®cose

Solucion.-Sea: u = rge, du = sec® pdg
I do J sen’ pde _J- ® fpdep _I du
)

e

a’sen’p+b® code 52 (@rg%p+b?) &’rg’p+b® du’+b?)
co
=— .[ 2 arCTg iarcrgﬂﬂzzi ar@g(wj+c
u +(/) a / ab b ab b
101.- | tot
(2t +1Y?
Solucién.-
u=t dv= dt
Sea: du= dt V2t+1
- =J2t+1
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I tdt =tJ2t+1- .|'x/2t+11t tx/2+1—1(2t+1)y c=tJ2t+ —(2t+1)%+c

(2t +1)"
:\/2t+1£t—2t;1j+c: : Z; 1(t—1)+c

/Z 3

stn|sd
102.- [ 7|5 ds
1-s°)"
Solucion.-
U=€7]|S| deify
Sea: g ds (1-s")*, ademéas:s=send ds= cog y s =
u=—

S V——(l Sz)y2

Isé?7|s|ds \/175677|s| J- N s— _J1_s2¢ |s| Ioosecosedé?

1-s°)" send

=—1-s*(n|g+ j(l senzeﬂe —J1-5%(7|9+ jcosec@d@ Isen@d@
send
=—V1-s¢7n|9+ (n|cosecd — cagb|+ cof+c

/ 2
=—1-s*(n|d+in # ++/1-8*+C

103.-[(20030: - & & Jo

Solucion.-
I(Zco&x ®mw—- & n@ o)a:jw°qa=j0da=c
104.- j t40ntdt
u=/,n’ dv =t*dt
Sea: d t®

t
du=2/nt— V=—
T 5

5
It‘%ﬁtdt :%Enzt—éjt4£ntdt(*) , trabajando por partes nuevamente:

u=~/lnt dv =t*dt
Sea:
t 5
t° L, 2t 4 ,.  A° 2t°
* =—£ t—=| —/(nt—=|tdt |=—(nt——/Inpt+—=—+cC
="t 5(5 I ] 57 5 T 55

5

21°
=—£ A-—Int+—+cC
5 1T 55 T 05

105.- j u2(1+v) dx
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Solucion.-
Iu2(1+v)lldx= u®(L+ v)”j dx=u®(@+v)'x+c
106__{ ((o+zse n3p do
3p° — 2C0s3p
Solucion.-Sea: u = 3¢p” — 20033(0 du = 6(p+sen3p)de

j(wsezncziw GJdu“ 1, |u|+c——en\3¢ 2c083p)+ ¢

%
107 - I(y}/ +1)dy
y?(y+1)
Solucion.-Sea: y? =t = y =t dy = 2tct
%
J~(y +1)dy:J~(t+1)2/dt I(t+1)dt_j 2t +I dt

:ﬁn‘t2+]\+ 2arcrgt+c

y2(y+1) 1 (t2+1) t2+1) Y (t2+1) Y (t?3+))
= (n|y+1+2arcrgyfy +c
108. j—s(s ¥

Solucién.-Sea: s=2sed ds= 2se@rgodé

J~ ds _J-Z)'Se@/géde 1J-
S(s*-4)" ‘8se¢9Zzg0 8’ sedo

~loi tsenmic= g =N +c:—é0+ ® Y coé)+c
16 32 1 2 1
1 s’ -4

:E(arcsec%+ 2 }rc

109.-J'\/G(1+u2)2du
Solucién.-
J'\/7(1+u2)2du:'|'\f(1+ 2uz+u“)du:fuy2du+ Zju%du+ju%du
u’ u% 2u7z ae au  4afJu  2%u
+C= + + +C

o
//2% 7 11 T3 7 11

8[co§ Hde_—J (- cos@ Jé

3
3 2

110-‘I(X2+X )dx

X"+ X—2
Solucion.-

2
I(X +X%)dx j(x+2—]dx .[de+j2x—cl)<zx_+.[2><—d>(
X2+ X—2 X"+ X—2 xX+2(x-D) 2 Y (x+2(x-)
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2

X 2xdx Adx Bdx

X2 X A%, B,

2 x+2(x-1) 2 Ix+2 Ix-1
2X A N B

(x+2)(x-1) x+2 x-1

X=1=2=B= B:%
X=-2= 4=-3A= A=%

= 2x=AX-1D+B(x+2)

De donde:

2
dx | 2r dx =X—+f'3£77|x+2|+—23£77|x—]]+c

X2 4
)= —+—
*) 2 3IX+2 IFx-1 2

X2

2 2
:?+§Z77‘(x+2) (x-D)|+c

111-jadb

Solucién.-
jadb:ajdb:amc

112.- X
Jx*-2x-8
Solucion.-
Completando cuadrados se tiene: x* —2x—8= (x*— 2x+ 1)- 9= k- 1f— 3

Sea: x—-1=3sed ¢dx= 3sefrgodd  x- 1) *3= 786, luego:
I dx :I dx :J-/?fseoﬁ;géde
Jx?-2x-8 \/(x—])2—32 3}@5
|x—1 \/x2—2x—8|
+ +C
E 3
(x+1)dx

V2x— X
Solucion.-
Completando cuadrados se tiene:

2X— X2 =—(X* = 2X) = —(X* = 2x+1-1) = (X’ = 2x+ D) +1=1-(x*-1)
Sea:x-1=send dx= co®dd ,/ £ X— H= caB, luego:

:Iseo9d0:£n| sed+7g6|+c

113.- j

J' (x+1)dx __J' (2— X)- 4 __].J- (2 % ()1X+ZI dx
\2x— X 2x x? v 2X—X V X—x?
= —/2X- X +2.|‘ —Zx " — 2X—X +2J‘ —1 =

—/2X—X +2IJ do =—\2X=X* + 20 +Cc=— X—x* + 2arcsen(x—1) +c

114.- j f(x) f"(x)dx
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Solucion.- Sea:u = f(x),du= f"(x)dx

jf(x)f'(x)dx:judu:”—;+c:M+

2

3 2

115-'IX +27x 5Xx + 5dx
X°+2x-3
Solucion.-
J~x +7X° —5x+5X J(x+5 D-12x jdx _[xdx+5jdx J-(20 12x)dx
X2 +2x-3 X2+ 2X— X+ X- 3
dex+5jdx+j—(20_12x)jx=x_ Adx I_()
x+3)(x-1) 2
20-1%=AK—- 1+ B k+ 3)
X=1=8=48=B=2
De donde:
X=-3=>56=-4A= A=-14
* ——+5x 14 —=—+ X+ 14n|x+ 2n|x— [kc
) J‘x+3 Xx-1 2 nfx B 2ijx-|
116 J' Z;y‘l+x+x ‘d
Solucién.-
J‘ 417‘1+x+x2‘ 2 X X3
e dx:j(1+x+x Jdx=X+—+—+C
2 3

117_-]‘&

VX —4x+3
Solucioén.-

Completando cuadrados se tiene: x* —4x+ 3= x*— 4x+ 4- 1= k— 2f- 1

Sea: x—2=sed dx= se@rgddd \ X\—- 2} %rg0, luego:

J' (X 1)dX J'(ZX 4)+ 2d ——I (2( 4()1X J‘
VX —4x+3 2 2_4x+ 3 27 x?— &+ 3 JX2— &+ 3
=X —4x+3+ o =/X?— 4x+ 3+
I\/ X* —4x+3 J‘w/(x 2 -1

=X —4x+3+jsea?/gﬁd9 V¥ —4x+ 3+ [ seodo
= X? —4x+3+(n|sed+rgb|+c
=\/x2—4x+3+€77‘x— 2+~ X — A+ #+c

xdx
118.- | ————
J.\/x2+4x+5

Solucion.-
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Completando cuadrados se tiene: x* +4x+ 5= x>+ 4x+ 4+ 1= &+ 2f+ 1

Sea:x+2=rg€ dx=seéddd ,/ k+ 2j+ & sef, luego:
J»(rgﬁ 2)sec? do

I\/x +4x+5 I\/(x+2Y+1 sed
=sed— 27| se@+7gf|+c=vx’+ A+ 5 @7‘\/x2+ X Bx+ ‘20

_Irgese(ﬁde— Ej' seddd

119 - J' 4dx

X3 + 4x
Solucién.-
I 4dx :I(3x2+4)—3x2dX:J-(3x2+4)dx_3j xdx

X2+ 4x X3 + 4x X3+ 4x X3+ 4x
—En‘x +4x‘——j 2xx =/ ‘x +4x‘——£77‘x +4‘+c
+
iy X(X* + 4) ro=ly X _lic
(* +4)" VX +4

120'_'[ corgxdx

(n|senx|

Solucién.- Sea:u = (n|senx ,du= corgxdx

J'COf—QXdX J'd“—fﬂ|u|+c (n|tn|senx|+c
(n|senx|
121.-J‘£77exp«/ X— x
Solucion.-
Y B —
v [y Ot 2BIOCD,
2
122 - J~\/1+x
Solucion.- Sea:v1+x* =t = t? =1+ x* = x=Jt’— L dx= 3(t§t—dt1)%
g
3 2 4
e [ _1)y= tdt [1+ j :Ejdu%[ a
X (t?-1)"* 3 o1
3
=2t+ f ‘—:Jll+c__2 1433 4= ( VEX -
3 3 3 |V1+ X+

x-11
123.-j /x_+1§d
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2
Solucion.- Sea: /X—l =t=1? :X—1: X(1-t*)=t*= x= 1+t2 Jdx = 4d2t .
+1 X+1 1-t @a-t9)

I/l (1t)4dt_jtg/l/dt I t2dt
x+1 (1+t ) (1-t%)? 1+t2)(1-t2)Y 7 (1+t)(A-t?)

t2at Adt Bdt Ct+D
=4 =4 + + dt |
I(1+t)(1—t)(1+t2) [I1+t j1—t I Lt? }()
t? A B Ct+D

DA D@ ) Wt Bt B
=t>= AQ-t)(A+t*)+ BA+t)(1+t* 1+ Ct+D)(-t?)

t=1=1= 4B = B:%1
t=—1=1= 4A= A=
De donde: = = %r
t:O:>O:A+B+D:>D:—%

t=2:>4:—5A+]58+(20+D)(—3):>C—0
ledt 1, dt dt dt
R e F TR

:£n|t+]4—£n|t—]|—2archt+c:fn‘%‘—2ar0rgt+c

X+1
—+1 o e
:EUL—ZarCTg/ + | L X+1| 2areg,/xil+c
x+1_1 ‘\/ -1- \/x+1‘ x-1
x-1
124'_.'- se nxdx
1+ se nx+ cox
Solucion.- Sea:senx=—— ,CcoOX= a3 z—rg5 ox= iz
' ' 1+2% ' 1+ 72 2 1+ 22
2z 2 4z
2 dz
se nxdx 1+2° )\ 1+ z 1+ 72
.[ .[ dZ:I 2 2
1+ se nx+ cox ( ) 1-7° Y22+ 2+ 1z
1+ 22 )\ 1+ Z°
I ?zdz _ J- 2zdz J-Adz IBZ+C dz(+)
@+z7)(2+ 22) (1+z)(+ 2°)
2z A Bz+C

1+ 2)1+ %) Lz 7
z=-1=-2=2A= A=-1

De donde: 1\z=0=0=A+C=C=1
z2=1=22=2A+ B+ L=B=1
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J‘ z+1

20z dz
1+ 72 -[ -[

+ 2
Z2+1 772+1
2

(=%

1+z

—dz=—/n[l+ 27+

1
+acrgz+c

=—(nL+ z|+§£77‘zz+]\+amrgz+c=£n

1/z'gz X2+1
z'g%+l

3+ Zcosx

+arcrgz+c

125.- j

Solucion.- Sea:senx=

T2 w2 T T2
27
j dx :j 1+7° dz=.[ 22dz 222.[ dz zarCrg z
3+ 2cosX 3+2(1—22] 3 P+ 2 2 52 5 J?s
1+ 7

2.5 (\/?3 x}

= arcrg| ~—rg= |+cC
5 ¢8| 5795

xdx

VX2 =2x+5
Solucién.-
Completando cuadrados se tiene: X* —2x+ 5= x> — 2X+ I+ 4= k- )°+2°,

Sea:x—1=2rgf,dx = 2se€ddd  x— H+ 2= 2set,luego:
(2x— 2+ Z)jx (X— 20x

P IR
X2—2x+5 27 yx*—x+5 2'x*- X%+ 5 \/x2 X+ 5
dx
=+/X*-2x+5 VX = 2X+ 5
e +I\/x2—2x+5 " +J.~/(x )% +2°

=2 = 2x+ 5+Iw= VX =2x+ 5+Isce:0d9

126.- j

2sed@
=X =2x+5+(n|sef+7gd|+c
127",[ (1+ se nx dx
senx(2+ cox )
. -z X 2dz
Solucién.- Sea:senx = ,COX = =70— 0x=
1+ 7 1+ 2° ¢ gzd 1+ 2°
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(orst%)s
I (1+ se nx Yx _J» 1+ 7 J"'/Zfdz:.[ 1+ 22 + 22)dz

senx(2+ cox ) | Zz 2z(1+ 2° )+ z(1- 2°)
;A/zf i
_((Z+2z+Ddz  ((Z2+2z+Q)dz Adz Bz+C .
_I 22+3z _I 2(z°+3) _I +I(22+3)dz( )}

(22 +2z+1)) _A Bz+C

= — = = 72°+272+1=AZ*+3)+ Bz+C)z
2(Z°+3) z (Z°+3 ( B )

= AZ’ +3A+ Bz’ +Cz= (A+B)z*+ Cz+3A, igualando coeficientes se tiene:

A+B =1
C=2 :A:}/,B:%,C:Z
3A -

2
%) 3JZ J-yz"' dZ+1J’ 270z +2J‘ dz

(2 +3) 27317 3 (22+3) TV (£+3)

2
—%ﬁn‘rg%‘+%£n‘792%+#+%amg[%}+c

128.- j

x*+4

Solu0|on Sea: X +4=x"+4x*+ 4— &x*= X*+ D °—(2X)*= (X + 2X+ (X =2x+ 2

J~ _J- dx _J- (Ax+ B)dx J- (Cx+ D)dx
X*+4 TP+ 22X+ (xP-2x+2) Y (X*+2x+2) —2X+ 2)

1 (Ax+B) (Cx+ D)
*+4)  (C+2x+2) (X2—2x+2)
1= (AX+B)(X* — 2x+ 2)+ Cx+D)(X*+ X+ 2)
1= (A+C)X’+ (-2A+B+ X +DX°+ (2A- B+ T+ D X+ (B+ D)
Igualando coeficientes se tiene:

A + C =0

-2A +B+2C+ D=0
2A—+28:2c;:2|3=o = A=)5.B=},C=-}.D=},

2B +2D=1
*_1 (X+ 2)dx (Xx—2)dx

()= I(x +2X+ 2) 8I (x2 X+ 2)

_1I (x+1)dx 1 B &—1px 1

- (x+1)+1 8 (x+1)2+1 8[(< 1§+1 J(— B+ 1

1
:EM‘X + 2X+ 4+—8aCTg(x+])—E€n‘x —2X+ 4+—8aCTg(x—])+c
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1

16

XC+2x+2| 1
———|+—|arcrg X+ 1+ are - 1)+c
nx2—2x+4 darcrg (x+ 1+ areg - 1)
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